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A FATORIAL NO INFINITO 

poc 

O objetivo dest-e tt~abalho é inve-::.tigat; .;j clã=.s:.ica questão ela rne.dida 

da \ielocidade com aue a fatol'ial tende ao infinito. 
' 

Pr-·et.endernos dac un1a visão p.:mor,9nücs desse pcoble111a e apresentar 

vâda:::. pr·:~vas elen1entares da pt~incipal de tais Jlledídas: a fórmula de 
,--,~. " .:)drllng. 

Ao longo da clefrontm~emos com 

algumas questões mais técnicas que nos dar8o a oportunidade de 

t~eferenciac o leitor .3 textos de Cálculo Infinit.e~3imal de caráter mais 

sólido e subsl.3ncio:=.o do CJLie os que hcje tendem a pcedominac em nossas 

uni·.rer:;idades. Ha·/erá, t.::Jn1bén1, opod1midade p8ra atingirnlo.s alguns 

pcoblern.3s ern abf:rt.'J~ 

I - Fonnuiaç:ao do pmblems. 

III - Solu;:So via delirnitaçôe::=- intecvalat;e:::. pat~a nL 

.. . ~ . ·- . . t'' t i l V - ~oluçao ·-na subs ll.U .os par'a n .. 

V - Soluçâo vi.:; resultados assintóUc..:::rs: heurístic.9 e histrSria. 

'v.• -- l . ~ .. l' '1 - 1-'ormu a de our 1n-t:: prova~ .. '" . 



VII- Séries de Stirling pan; 1n nl. 

VIII - Sede de Stirling pi-a n!. 

IX Implen1entação CDtllputscic·nal da f.:Sn11ula e .sécies de St.irling. 

X. Ref~ ~- !' }-'l li rr~~P -~ - . ~::rene as ·~·lDLDst ch 1Cd---·· 

I - .r-ORivJULAÇAO DO PROBLt.LvlA. 

1) 16.. Ouestãc:. Maim~ Que Inve.stigcwemo~:; 

,-.. I• 1 ' 1 cl' f t ' 1 , ' ' f' 't ~ i._.orno rneau"' .:1 V810Claa e corn que a a .oc1a1 tende ao 1n 1n1 o : 

2) As Duas Vet··~oes Da Questão 

Em i\l!atern.3tica tra.balhatll0:3 com duas vet~:::.ões da no9ão de fatorial: 

- .s fatorial disct~eta n ! , que é a função de var~iãvel discreta n 

definida po1- : O ! = 1, e n ! = 1 · .<: · 3 · n S8 n É inteir~o 2: i. 

-- f"'"J"t'-1 C"Jllt''lU" ., I d •::J\.U •::1 U , 1 d .::. .• ' 

comple:<a. ) z e que é defini ela de n1c1do a ser- unl-~ e>::tensào NA TURf\L da 

f-tc--'~1'3] ·:1·1·,..,,-.pc:.+~ c. q'J" 8111 ,-,~,~J.l'(·",lr.,~ ,-,,~ç,_...,_,,~" 1 ~ ,~, -""''"''~<re ... 1-.-'<'UPÇ!J'c!·,..., • 
çj.., •l .• _ '-'"'-.l '-'·-O~ -~ L_._ I t-'-" '- ~\..üD• t-- ~·.::t'= ,,_, -· I...·Cll O ~o L <:3--• • ·-1 ,._, • 

1 .. +1'·1-',•1\----,-l Z j.-\_L"t".!./•L-• 

~/luitos auton::'=· pt~efecem e)<.Fressa!~ a fatcrlal contS'lua E:Jll t.et~lllo~. 

1r ~~ · 1-rr .;, oa 1. unçao garna~ \tia z . - ,_ z --r .L J-

i\pe::.ar da fEltm-ial contínua :::.et- e:o::ten~<~c·· d.::~ di<.Jcl-eta, é mais fácil 

estudar o con1pcwtarnentc~ .:.Je n ! ao n -~ (ú ~ do que e::::.tudar- o de z 

ao z -;.. 0), e então pm~ r'azõe:::. de bcevidade nos linlitaren1os a estudar o 

co111poctarnento no infinito da fatccial discreta n !. Contudo, em ordem a 

despertar· a cudo.::.idade do leitor e dai~ maior riqueza a essa exposis;ão, 



em alguns exernplos mencionsren1os resultados envolvendo a fator"'ial 

contínua. 

3) E~.tratêgia Que Adotarerrms 

De.senvol verernos no:=.sa investi2a9ão ern tres dir'e.ções: 
~ . 

~" 

-busca de DELHvliTf\ÇOES íNTt.RVALARt.S tipo .9 
11 

n 

b , com 
n 

de \j n! ao n ->m. 
busca de n ~· 

bu:::.cacemo:=. expce:::.:?.Ôes y ( n ) tq ao n -P. (!J : n 1./y ( n -Ir- i. 

,- ... n I I . 
n! ~~ i _G_ i v· 2 7Tn 

I e ! ·. . 

que ser'á pcovada e aperfeiç:ci.::1da no que 5egua. 

li - OCORRENCI."\ DO PROBLEtvli\. 

i) Na !Víedida De Cornnle;r;:idade CoJnput.aciDnal. 

( ll I ie . , 

o núrnero de 8
1 ~.,,,~nt· ~,~~-.- r ~ra re··ol•ret' lt;j, ,,,___ 1 ch e . .::; r'·::i · =-·! , 

pcC1blernas cmnbinat5ric::s é e>:pt~22-sc·· en1 tenTtos de f.3t.ot~ial di:=.creta n ! 
' 

dE al2un1 :).;:u:-.Srnetrc! n do :::woblerr!.:L C: ent.S:· fundarn2ntal. tarn!·:JS urna 
'-• ' 

. . ,-,,-.,r'.1J--',' ·_-_._·_-.--_·_·_·-... '•c._.-_.·,. ___ . '- . ' I.2l __ ~ , - C'\.~~-1\='T_fl,':'.'--::-lOf!Ei 

' n -/ (I). 



Exemplo 1 (simples). 

O número de open;ções ar·itméticas necessárias para avaliar o 

determinante ele urna matriz n ::< n, via definição, é: 

[ (n i - 1) adições + n ! (n-1) rnultiplicaçC;es ] 

""·nlo~ r•ue --=.nJ ......... "] o \,1~ .::1 '-j '--''-'• - J. 

55 

n ! n-i. Ora, 
64 

* 10 e então 

' '' 1 r ' 10 pt~ecisarnos ce.::tuzac . o x operacOes arltn1éticas para calcular, 

via definição, o cleternlinBnte de un1a n1atriz 50 x 50 (tamanho bastante 

pequeno fi~ente sc1 de rnatrize:::. de rnuit.c:os problen1as tecnológicos e 

. tíf' ; Clen .1 'lCOS). 

l.)uant.o ten1po levaria o con1putador m.sis t~.Spido en1 existência} o 

ET A i 0-t., DBl~a realizar t.odas essas -'• , operaçoes : O ETi\ i 0-E faz 
• 

6800 milhoes de opera,;Oes .:n~timêt.icas por segundo, e entào preci~.aria 
4B 

de 7.0 * 10 anos para calculat· noss•J detenninante. Uma óbvia 

il11possibilidade, em escala humana. 

E:<enwlo 2 (mais sofisticado). 

Dado um problema, cujo "tamanho" pode set· medido pot· um 

pat·ârnelm discreto n ( ex.: problema de calculat· o determinante de urna 

matdz n x n), dizemos que: 

- esse problen1a é Ulll P-PROBLElvlA se eYistir .slgoritn1o capaz de 

resolvê-lo com un1 núnleJ~o de oper~açôe.s:., ou ten1po, P'Jlinomial en1 n. Ou. 

seja: o EJlgoritnlo ce.soh,e o pr-oblern.a E-Ill tenlpG O (nk) ~ para algun1 k 

natucai. 

- esse pt~oblema .§ u111 NP-PRz..JBLEivlA .se t{Jd.::. candidata -5 solução 

pat·a algum k 

l-,~-._ . l t ' F' r,·~-~k 1 ~ •-vo ~ ;::; tJ·n-- h1J:J-np·-~ro,1 t--:.n.., ::, Ç' IU\/l31Tt8n.e, 000 -r--J.Li...IJ.bttid <;:; lI l'l cl'-- ~ LJC.. L.' contudc;., U!Tl 

pmbierna em aber·to: 

4 



CC)NJECTURA DE COOK [i97l) : P := NP 

Se ela fm~ verdadeira teríamos que todo problema pa1~a o qual é facil 

ver-ificar~ soluçOess autonlaticamente tarnbêrn set~ã fácil de r·esolver. 
~ l f"'' .. d , . .:::.e e a or ralsa, CD1110 a rns.1or1a u::::. problern.ss 

packing, etc.) ::: .. 3o sabido:::. est..:wern em ]'-~F, ent.8ü 
; f • t 1 ' j_ I h' 

oro·.,tave1men~e mu1 .os aesse:::. lrn,r.crLame::::. ore,_ !Bnlas . ' 
" ' ~t ' "T1 p r"~ncr-c'l ~ I-~T1"'1]i·e ·]e.::: ç~- .l~-1~T1 nao e:::- .:n-ao d 1 •. _.u __ -t:::',ut:::n~t::! .c. ~ t:' .. __, -·'~' pe:cn::t ~-::11 ; 

tempo rnaic.r· do que o polinornia.l, e 

")' N .~.-~ ' l'ol .• ' L-1 j:'. ,,~ ~~·· r I ' F l. ' ' 
.!~} o L.P. cu1o ,'.\Urnerlco e '-"'~-t,. e_.:-.oes r.:..nvo.~.venoo a .or1a1s. 

Essas exr:·re·::.:;.Ões podem envol './e r: 

fatodai.;;::. d1.screto.s, con1o é o CJUe '--K::orre ern perrnutações, 

coJTibinaçC)es, coeficiente.::;. b1nonü.sls, prob.::Jbilicl.,sdes di-scretas~ etc. 

Eessel: 

J 1
;"-.,.'; 
L, 

(t) 

r sen >:: 
o 

-conunuas 

.. -, )J 
i 7 I 
I _:c_ I 
i 2 I 
' ' 

(:0 

n=O 

( i ·; 
1--! 
I v i ' . 

-· . ' . l l (z + .). } . ~ corno 

,. '·. n 
\.-.L.! 

- '";"I 

~ rn 
nl { 1.1-f-n·) i 
. ·• ' I • •' • 

rr 
et.c 

2v 

~ 

·-· 



Tal deter·minaç.So numêcíi:\:1 é feita: 

.e 

z pequeno 

iz+n1"·- i 
\ :;-- . 

z! (z+1) (z+2) (z+p) 

onde -S9 toma p suficienten1ente gcande pat~a que possarnos 

l ' ' + ', I ' ~ ' t .-,' ' ' ' d t Ih 't IX' ava 1ac !.Z p}. v1a expansao ass1n o~-lCa \.VlOB e a es no 1 ern .. 'j. 

3) No Câiculo De Limites. 

Fn"quentemente encc-ntTamos fatc,r-iai~. indD élD infinito. Exemplos 

~.i111ple3 ocon~endo na apl icaçào de testes de COD\iet"~géncia para sécie~., no 

câlcuJc, do r~aíc· do di.sco de conver--gência de ::;:.Sr·ies de potªncia'3~ 2-tc. 

Ur1·, e····n•D'-- __ , -X. e:. ·t tU clássico estudo 

03 distribuiç:So binoml.sl 

(confonne veren·:os adi.snt.e~ nc1 item foi es.se o proble::-n_a que 

pcovocou a descobed.a da fônTiul.s de St.irling). 

4) Na Indicaç8ü Ds Velc·cidade D~ Convec'2Éncia. 

Fr,equent.eJnente é útil n.~o apenê:ls nlc,strElr ·=Jue UtTt.s d.sda quantidade 

convet~ge paca zero ou infinito, ma-::. pceci~ .. :::w - \'La fun~êies elelT1Entaces-
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a velocidade con1 gue tal convergência ocorre. Isso é pad.icularmente im 

E " ' ' l ' xemplo - ~s1mp es) 

:~c...ndo \r -R· l i · · · _,. ___ · v ( ',i C· '/O.:) urne c d t-e-la de 

\ . ·~· ' <'h"\
( ·'"".-IY I 

n 

'ln 
/. 

n! 

--- -) d t·c ::=.e n- L.' 1' _., ... 

' ., 

I n~\ f! 
"• ~ ) 

U.sando infGrnlação sobre o comp:;rt.srnento de ki ao k -> Cú podemos 

mo.'=.trac que V {R) -) O , e inclusive dar indica;;:5o da velocidade COlll 
n 

que ocor~re tal convergência. 

(O, temo2. que a integral 

ao 

5) 

infinito :3endo qu~::: 

•. Yl v 
~ .\'"· 

d:< .--.... e À 

Prova De ;::'1~(\'J'~l· ~,]1 '--1()'~.;::' 
,_ _. -!-'- ~-.__. C·.::l ___ ..__ _______ _ 

' (a .> O) 

Uu 
~- r' ' ' J ustlr lCdl 1 \/E:~ 

d.x VBl 

De 

envolvendo 

f. l · · · .... !. 1 .,~1-.re"' ~...-.~na'e- d,.., ..,,......_...,.,,Jllen .a ona1s e que sejanl va lC!BS .:::JCI n1enos p3ra '"";::l ... u_ ~ Ê . .L ·::!i .::::. u o• ,st...• ~ 



to de tais fatoriais. 

Exernr,lo - (simples) 

.- ' t'f' t' d ' . ~ -l l e o que ococre na Jus 1 lC5 .1 va · a pclrnt::lra opet~a.ç:-.so no ca cu o: 

' ' ,,._ ' 

1-cn·· .,.,_ :::: • ._:., .. 'I 

(/l -;,1 / -') 
~ I~ dx= 

n=O 

"' (-1) n r 
L (2n)! 

n=O 

~ l r ,, 

E:.:.emplo - ( rnais sofisticado). 

aplicaçac. da p...- ' .ormula de SUcline 
w 

que a .série que 

r~epresent.a a fun9ãc de Bes-:::.el {vide {2! ) , fixad•:) z;i O~ é uniformemente 

cc:rn'.'ergente en-1 \.{ -~·obr·e ·:ada COlllpac:to do plano complexo. 
' r ...._. ; ' J 

fJe ':?.eJ:~ runç.;:m 1nte1ra ao 

comport.arnent.o d.::J fat.cwi.3l f!!] i!lfüüt,J. Por raz;Jes d<~ br-evidade, e porque 

rnuHas d::!ssas c'corTÉ'nciR:?. :sãc\ difíceis de sep.::w.5r do contexto que as 

8 



··--
IIí- SDUJÇ,A:J VLA DEL!MITAÇDES. JNTERVALARES PARA NL 

Faca todo int.sit~o n 
r ~1 n 

"•. r1 ! n . 
.:::. u: 1 - 1 .s. n! .:::,. 

!__E j 

( n+1 
-, . 

Pr·ova: 

n 
' )1 + -r- n! .,, 

n 
n "'-,-
1>! 

\. "-"' 

'1 
'~-- nl ·.> n F- P'lr c;lr-.• --- ~' ·'-'- __ -, 

n 
8 

,,.=;,-,,l"""\5t·~i !""1!::, 5 
t;~'-J !.~ul _c\,._,,_, ._, 

r ',· n : n . 
:-1 
~ e j 

rnédis adtrnétir::·.:l c:c·n--e.spc·ndent.e, temos: 

11 

\i n! 
n 
·v·~. 1~-"'J -- s . ~ ... n 

r -, n 
i n+1 1· 

n! :-:;: ~~~ 
I ' 
'·- ~ ,< 

1 L-'' _;_ 
TL.T «••. n 

n 

9 

i 
2 n (n+li 

n 
n+ 1 , e entao: 
--=.--

"-

C)ED. 



n 

10 

20 

30 

40 

50 

.100 

HJOO 

I 

f I .. n .n, e) 

• .. 
4.54 *' 10 

17 
2.16 * 10 

31 
1. 93 * 10 

·f> 4. 
5.14 * 10 

53 
1.71 * 10 

1 Sf, 

3.72 * 10 
2565 

5.1*10 

I 
I 

l 

n! 

5 
3.63 * 10 

18 ., 4"• 
L • .J * 10 

32 
-l E c L. l,_J * 10 .. , ,, 
8.15 * 10 

54 
3.0'1 * 10 

J57 
9,Jj * 10 

25f· 7 
10 

( n~1 r I 

I ' 7 
'1 ~ -~ 

,{." ::d * 10 
zo 

' 6. L. ;:-1 * 10 

I 
35 

c l'" * 10 J...l ~ - ..J 

5'2. 
-~ gc !.., __ ,__) * 10 

70 
-,:. t"J '" 10 -· ~ 

170 

' ' L • .L * 10 
2599 

2.5 * 10 

3) Apiicação: ,o., Fatodal Ct·escP Mais RapidRmente Que Qualguet' PG. 

mais pr-ecisamente: 

Teorema. 

Dado 6 t~eal positivo, ent.ào 

pcova: 

par-a todo tal n: á ::;; S.: n 

fn.~, td. o ~ n., para ~.ü o 

10 

( n ~~ n S: n! 
1-
( E~ J . . 

QED. 



4) Aplicaçào: A Fatorial Ccesce lVIenos Rapidarne-nt.e Que nn. 

Teorema. 

Para t.odo n int.eirü :2 1_: nl ~:;;. n11 
_ 

Paca tais n ·Jale: n+ 1 :.:;: n e ent.ão n! 
c 

1
., n .-- n 

"'[n+!~n 

2 ! 2 I 
' ' 

1
...., ], .... 
...... ocoJ.ano. 

c, 

" 
P . .1 n . .--· e ara n gcanae: e S: n! ...::. e ,. 

Use os doi~. t.eor~emas anterior-e~ .. QED . 

.. A l . ' '.. ~ B l ~ ~n 1' d " 7 A J) · p icaç.3o: u volume Ua _.o a uo K · en. e h ~eco . o n -P- co 

Pt~ova: 

- .se n f OI~ DélC, 8SC't"'e\.i8JiWS , . 

R.2!< 
r' -,-

n_.-J·k 
·-/ .. :. 

" . 
r --"'·,i< 
I T<Pi-' I' 

.
i__ . - ' j' k 

-)--o 

- sE n for ím ;:.at~ 1 B'=-CCe'l.SlT!C'?· n=2k+ 1. T eremc::·:::. enUio: , . 

QED. 

\/ 
n 

-)k+ 1 
L 

.k,. k 
I • T( 8 l2k+1 _ 

('JK'·+ ~i i .. L. ' .. / • 2k+ 1 J -



tdp2 ,k+1 
L l '" rr,. 

2RJT 

1 8 

2 

L 

r 
I : e 
1-\ 2 
I ,_ 

k+i 
2k+1 

k+1 
2k+1 

r 
~ 

lk 
r 

'k+i 
I 
I 

R 
I 
I 2k+1 I I J J ' ~ 

r 4R
2 

7f8 

, K+1 
I 
--+0 

L •~ l l "L·+' 

IV - SOLUÇAO VIA SUBSTITUTOS P.AR/\ NL 

cc:~nlJ::.ocLsrnt:-ntCJ d·::: 
' 

.~ ' " . 
S8Cl2~3 1lUI1l8l~l•-:.ss 

n 

. ' ' 
rj5 rE:ilZ e cornurn 

r:reci<::: .. 3r·mc_,~. :-: .. 3bi3r· .:; velocid.::1d0 corn que \r'n! \/.~.li ao infinito. Assirn: 
' 

7\ T ~, em-ema. 

n n 
ao n -"" n): v'n! e 

12 



lirn inf 
3

n+1 S: lim 
a 
n 

" 

n 
inf v·a s: l irn 

n 

n ,- -· 
sup \la :::, 

- n 
" 

lim sup 
a 

n 

Consequent.en1ente, se existe liJTI 3 n+ 1 t.arnbem existi rã lim vae - n 
cs dois tem o rne~.rno valor. .a 

n 

,A.plicando e::.sa. obsecvaçào no caso ern que a =nt /nn 
n 

, teremos: 

a 1 n+. (n+ 1)! 
n 

n 
-~n. 

1 .. 1 e então: 
' 

n I 
' ' I ' 

a 
n 

' f1! 

n 
n 

p,........,., .. ~ no 7 
'. ,_,,,d' ~· 

i , .... , ' 
• -'U 

.> e 
38]·~·= 

OED. 

l'i+lf 
n! 

'• . 

--;'-
e 

Usando apenas o t.eorerna da média, aplicado a funç.ào: 

I " ' I • \,' = n x nn 'k K+ I· .f - . ~ L ~ -J· 

I ,, 1 • I k 1 
lfl i.k+.) - lfl. :=--:: 

e 

1 
,· ln k+1 ( i •, 

k+f k k 

~ corn 

e 

1 
k+i 

dsi k h 

13 

" 
1 Consequentemente: 
k 

k+ i ( 1 ' < ík-J.- 1 . ln k+1 ' ' 
E' >. ' ' • I 

k· .. k 



e então, finalmente: k ln k+1 
-k-

c::-. r ~ t~'7 l -c.:: '·-1 ";l • •. 1c agot a L ... er.nu .... K- ~ ~.., ~ .... 

< 1 ( (k+1) ln k+1 
k 

'; 
r'l·, L. 
i ,• I 
i...::::. i 
. I I 

/c. 

I,-. 

(n+11n 
1--

l n J 
( s / 'l',n+ i 1 n+ 1 

--I 
1 n ! 
'· . 

(~)-... i "' ,- ' .., n (J"',..:.. 
' , I I ,__} 1 !n+1 1 

/ ., 
~~~ ·-I 
i 11 1-) i l n ) L~) ~- ,J 

r ..)_.1'' n I fl < (n+ í) n+ 1 l!l:.__!_ '• e 
n! n! 

n 
Vn!-

n+1 1 < <._ n+l -_,_ 
n 8 n n 

n 
\iílf 

1 
n e 

·-- ·- ~ . . . ~ 

n r.-"> 2 
r'} t '" 5 < I L~ I Ín+i 1· ~~ l-i I~ 

li i . } 1--, 
L "'. I n • ·-. -. ) 

(n+ 1) n . 
n! < [n+ 1) n+i 

\_ 

n n e e 

j I 

1 r , 'I / J1 1 .::;: !irn \_J1Tl} 

e 8 

CF li -=------ • 

14 
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V - SOLUÇAO VIA RE:3UL Tii.OOS .ASSINTDTICOS: HEURISTICA E .-
HISTORL'\. 

1) Observaç.9:o. 

Examinando a tabeb feita no III, vemos gue (n/e) 11 parece seguir· 

muito de per·to os valore2. de nl. 

2) Con iectuca IniciaL 

Isso nos le\ta a ser:uinte: 
~ 

ao n _,. co : nt "" c r
- -, n ,., 

n I • n- com c:::: cono:::.t..::J.nt.e e --1 o <c:-< 1. 
l e , 
•. . 

0 ' T t E ' t ' n 1-. · · ..Jj es .e ;.:;:per~ll11E-n .a1 La _.on 18C:CLWa. 

Ela equivale a afirmar que~ para ,:: 

tanto mais verdadeira quanto maior fm~ 

Cf e o: a .3char ~ y ~~ c n ... torna-se 
. I ' ( ' . n n, e on,je y= n. / n/ e) . 

I tl 'o.,~~\[ inear· en re og y e wg n. 1u sej-9: .g n=HElÇ-30 y ~-- cn-· 

somente se de::.enhando os ponto.s 

ten::lerern~ ao n -;.. co, a uma ret.a. 

' ' l 1n~ v) em esca a . . ' 

ser.§: verdade se e 

lc·garítrn ica eles 

O gráfico na pr·óxima folha confirma essa hip>Stese e nos permite 

detenninar aproximadamente o valc·r· de c e oc . 
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i. 
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Calculando os parârnetros da t~et.a: 

ex:= 

r ---

log 1000 

79.273 15180 
0,499 t•74 ZBl 

100 

"nn 1r-·r·t· ,,~~rnn'~ n• ,,,;;:;· 
--· ~·;;;c,. L.. ·~-···-'--' ~~·~··-'' 

' 'n I fl I 
i--! 
' -- L ·._~,r 

log 25.087 1795 

' 1· DO 10"t! 
~ 

- ci-, ''R 0 R7' .(.,_i t., '"tLJ _i l 

o. 499 574 281 

J '-; 
I I · - ·' '-' . 

- ' ~ ' l' J l ' ')f---'_-,.~::,,-. ___ 1 ,_-,._,~r_·,.;:. __ ~ ,-j,::oç.;::,::o ,"'r::....-~' ! [o c C• O .~uo e d-. '--' - .~ ·- - ~--·-~~ _._ . ._ "-• ' J w 

fa1110sa fócrnula de STIRLING. 

5) Breve Hi5t6dco. 

Ern verdade é impr·ô~wio chama1~ .3 fócmula de (4) de fórn1ula de 

-t· l' ' ~) 1C 1ng, po1s: 

no infinitc:r fc·i Dl:" 1vJC!I\-'Rt ernlY~T8 es2-e j&niais tenha 

.16 



- STIRLING, motivado por De lvloivre, publicou uma fôtTnula assintó

tica para n!, mas essa é completamente difet-ente. da dada acima. 

- até 1 DO anos atrã~3 usava-.~.e apena.5 -~-€kies assintóticas paca n! e, 

ernbons se ia tdvial dela::. obter a fócrnul.s acima~ foi acet~ca de i DO anos 

• • ' " t' •. :l ,--- ' d. '4' CJUB ::=.urt:lt~am as pnrne1ra-'::- uemons ra.::oes • a _·ürrnLua e l. i~ 
~ . . 

De qualquer rnodo, é inten~s-s-3nte -:::l.srnl•Js .slgun?. rnaiores detalhes 

acerca do envol.•Jirnento de De Í\/)oh/r·e e St.ir~ling quanto a n!. 

Part.indü de pt~oblernas sobre jogos de Bz.sr, De lvloivre c.1730 foi 

levado a estudsr· c1 valor (ao n -;.. (:ó) da. nszão entre o ter·n1o centr·al da 

binornLsl (1+1)n e -3 :::.orna de todos seus t.en11o.:::., ie: 

)/' = 
n 

n! 

Nesse pr1Jcesso acabou, essenc::ialnJente, obtendo uma das mais 

básicas r-ela9:::es da Estatfstica~ qual seja: a relaçào E:ntce a distt~ibuição 

binorn ia! e a cli.stJ-ibuição nonnai. Ma2. o que rnais ms interessa aqui é 

que, paca tal, De l'v1oi vre pr~ovou que: 

~~,-(r ,-'1 
rr ~~ t_./ [ b V n r 

n . - I ' . . ~ 

Contudo, De l\iíc.hTE jarnaL:. esct-e'.!EU explicitarnt::nt.e essa últ.ima r·eLsÇa·o. 

Quanto ao valor· de B, De lvbh·T2 cc:n'=.eguiu .=:.rpenas pr~ovar~ que: 

1 ln B = 1 - 12 
i - T"i77,-T' 1250 

1 
--.-??""+ 1680 
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Pediu entao a ajuda de STIRLING, qu8 na Época er-a um dos maiores 

especialistas en1 técnica:s de sonld de séries. Esse, usando a fórn1ula de 

Vl/\LLIS, provou que B = '1.2 n 

,A.lérn disso, Stirling obteve un1a express8o .sssint.ôtica mais cornplet.a, 

i e urna -.::.erie assintótica, pat~a ni, confm~me verernos e1T! VII, onde 

apcofundarerno.s os Bspect.os hi~-tõricos desse problema. ,-
VI - FC:iRMULA DE STIRLING: F'ROVAS 

1) J i pc De Provas. 

1\:::. provas dessa fórrnul.::J podem ~-er· divididas em dua:=. categorias: 

-as que N.AO detcwminam o valot- d,; conet,ante c em n! -c Í ~]n '{r1 
1 .. e 

'"' ... _·) Pt~~)v~ c: Tnt· ttl' t t' '-~'"".;:;: ' 1 •• •:::1'---' ~ • - '.- •;:t_•. 

,- -, n 
! n i ,---,--

~-- ! -i \!L!fn 
1._ e J 

/\5 DCD\l.:i·::. .:J,g se·zuncl::J c.::;.t-erori.::., is E:!:;;. !:~n:-:~va'3 ccmlDlet.s.s. t.em como ' '--' ·-· . .. . . 
pdncip.sl dificuldade a dl3t.errn.inaçãc· da cc·IE.tant.e. c = '\l2 Jl ,o que as faz 

um tant.o técnic.ss e n8o n.3tucais. Ser-ia un1 intere.ss.snte projeto didático 
; " t ' a aescot.ec a ele provas intuit-ivas desse J-esuLt~do, pois o tornaria 

ace:::.sível a n1esrno alunos de cursos iniciais de Cálculo Infinitesimal. 

C)b\dament.e, enquadt-amo::; o .=:r-gumentc· heurí:<-:.tico dv \/ na categoria de 

cwguJnPnlus E'ntpft~ico:::. s enlàc· n.3o rnatern&ticos. 

( ...,, 1 .,,i.::. ni = 
'J n' n 

(r: ,.-
t, co 

lU 

n , vn y ·n 



.s 
fl 

Ir' yn+ 1 
v Jn 

... + .3 
n 

lny,~1 -.1-. 
1
. 

! • ' . 

- lnv-, 
- . J .: 

=· ln Yn+ 1 ·- ln Yn é. c'b\_damente telescópica, po1s: 

lny::; + + ln"'!' . , 
"ll-t-1 

e entàD sua c;CJT/ergênr:::ia inlpÜ·~sr.S .s da ssquênci.3 lnyn+ i - lny 1 , e isso 

irnolicar·ã a desG 1.sda conven::éncia dos Y • , ~· ...... "n 

[lr·.s, C'DJT\e: 

Yn+i . 1' r (n+ ) . 
n! 

~~··rtr·· nr.rE0 . .". ::ot::,s ';:': 1 

r +1 n .sn = ln -'-'---

+o ]= 

; 1 ·, 
1-ln+""fl 1._ L ,; _n 

e entao '>' an ê convecgent.e. 
~ 

' ' I 1 
i 1+ ·-
1 n • 

1 <;· 

' ., - n -:\-

[1+ ~I . ' 

r 1 11 
o[~ r=-

. n< ) ) 

OED. 



4) Pcovas Sem A Constante: Técnica Da Integraçào Por Tr·apézios. 

..-b 
I f(,.) :1

. _ f(.9) + f(b'r 
I X---) 

~ 

-'B 

' ' ~--
lnL22"CB:ç.s_c 

~ . 

'_., ~ 
-.,•Ld 

3 ~ -: 
_ (b-.sL f 

i2 

1 n :x: 

cc'm .s :;: ( ~ b, 

rk+ I 

I lnx dx ln k + ln (k+ 1! + 
1 .c , corn k s :;; k+ 1 

' ' k 
2 

ce;nsequentemente: 

,.-n 
1 ' ln:< rlv f ln 1 in ' + I w~ 2 ' ) i 

1 í]n [n-1) In ' 1 + fl,J + 
' 

2 ~j 
l .::__ 

' i 
+ 1n ' I- l ln + " IJl- i T 2 n """'T"' , __ 

' "' l L 

<ll r n 

.1 j 
In:< ' D c ln:< Q:< ! l t<: 

) ' 1 

)1 
~, 

1 
+ 2 

,-
1 I -~ 

' " ' ' ' •. ç j 

- :< d:-: 

J2 .t 
'"o·_K 

ln 2 + 

' j 

ln 3 \ ' 

-, 
! 

+ ... + ---2--
J t 

' ' ·n-1 

n ln ' . n-·n-r-1 

20 
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In 1 + In 2 + 

.::::.egue e.nt.ào: 

... + 



n ln n- n + i ln n! 1 
ln n + 12 + ... + ~· ) , e daí: 

\rr: ( ' ' r: r 1 1 
ln e n! 12 l~-+ + -=.z-" 

+ 1 
o 

' 1' !fl- ) 
l• ••. 

' ' ' l· 

n 

t 
·~ 1 

E ~-n- 1 "'··~~-nt· L-LI •'·.-t::L 'f:/~_ e, 

gente, e ent.:3:o que t.arn bêm é CD!l\!Bn:~Ent.e 
u 

5) Pt~ovas Que Delermínarn A Const..snte~ 

t 
'•n-1 

' 

I :': 
' 

' n-1 

1 r~+ ... "'"") 
1~ 

1 

n! 

. ,. -.n.,.
l_n/E,i vn 

n! 

é conver 

QEO. 

E~ss~=- ptT·va~- delennina111 o valor- da cün::=.t.ante usando o carninho 
. ' ~ ' ' - - ~ ' - d -' ' d \!' " ' acnado per :::i fi ri ing ern _:_ I 3 u i e ela.:=. r.szern u~-o ,. a ttn--mu .. a e ~Jal11.s. 

/\ literatura EJtual chan1a de fórmul.::t de \~Valü.-s a '.,;.§das expn=:s:::.ões 

dande: Tr en1 tern-JOS de pcodutôcio. c::c,qtudc, apenss urna delds e a f6crnula 

" " 
lirT't 

o;--.J.nR; _,.,,__.J_ <:.1. _, ·'. 
o c·4· dR-R,~I 
,_,.,:_, . ''-'•··''-• 

(2rJ+ l) 
{2n) •:2r>'-<2'· 

21 



Wallis obteve essa fón11ul3 (i 656: Arithm. ínfinitorum) ao 

calcular a área do quadrante do círculo unitário, vi.g: 

~ = fo VT - x' dx. 

Modernamente chega-se a fórmulas "de" Wallis via outras integr-ais, 

como: 

dv 
' 

- l -. · ' · 1"1. r:: •. ;:o 3 -,. _l, '1· ,-_,·r,,·. Ft11.· t.m parti cu ar, UstcJ\t./ski ~>:c L _, r--=- _ - _ 

rr lim 
2 

d . . p 'l h' a qual podemo?. . acumente o"·tec 

versa. 

{*'• , I 

a fórmula m~iginal de Wallis e vice-

Dito isso, voltemo-:=. a determina9ão da constante c em: 

n 
Vn 



Prova n° i: 

Padindo de (*): 

Tr 

2 

.. -1 '] 
L.'i ... t...f1 I irn -T~-T~="'.---(2n)! (2n+l)! 

d I , '-n ,-e usan o que n. ~~ (n;ej · ~ n 

l ilT1 

c ten1os: 

2n+~ 4 4 
n! -c 

4n+2 
n 12n'il -. ' ' ' . )2n+:! c ~ n " 

4n a 
2 4n+2 

(2n)! (2n+i)! = (2 n) ! . (2 n+ 1) ~~ 2 -~ , I n. (,:::n) . 
2 11 +" ,-,n L 

....._C L 
n 

t ·-~ p '"' • e ~n .::.o. 
4n 

lirn 2 
2 

' lim c c 

2 ' -~ 

4 

n 

4n+2 
n 

c 

4n 
e 

4n+2 
n 

4n 
8 

Corno ex:eccício (algo difícil) pedimos .so leitoc mostrar que: 

(I) 
d,, 

) 

• 4" ,- .. -) ·-;·. 
L •. • (1 •••• I,Lrl-L} 

+ '---'--"· lirn 
n _,.. (!) 

( 

i 
) ['! 

(I) 

1 S5 >:: 1- 0 

I 
, 2n-1 

X. I, 

1 __:_ , __ · 2 n 
' ' 

n 

2n 
8 

e n 22 



cone! ui r que: 

rr = lim 

Finalmente: 

( 
2.4.6. 
1.3.5. 

2n 12 
(2n-1) ) 

1 
n 

- ou prove que desse:::. cesultados sai a f6crnula 

-ou pactindo desse lin1ite, pcc.ve que c= y·2rr 

.-
\ i]] - "'ER!"ES u·'-"· ---nL"Nl' - "-K' . I ._, _ • ::::.JlK 1 J [-'/uJ!"\ ln n .. 

1) A Série Hislódca De Stirling Pat·a 1 n nL 

r r r rr a e Wallis (*) 

Em 1730, Stiding (m p1·oposicào 28 de :=.eu livm Methodus 

Oiffet·entialis) se propôs a achar a so1na de lof'al"itmos 
·~ 

cujos 

areumentos varia;-n em PA. 
~ 

Trabalhando com a série binomial obteve (em !lOtação moderna e 

usando 1 n ondE ele originalmente usou iog10 ) : 

ln 1 +In 2+ ... +ln n = 
r l ( I n+t J In 1 n+:\ ]- ( n+:\ ]-

1 ---=---+ 

+ 

' ' 24 [n+:\] 

7 ln 1 1 i + --~- + ... Ji 
~o o ----·-+ ... 

.., 000 (n+ 11
2 

L I _ _IU j i 'i i 
l L 1 . -

/\ seguir, s partir da f6rmula de. W'cülL=·~ ele rnDstt~ou que: 

í 1 
1-y I ~ 

1 
ln 2 

i i 7 
--2 -~+ ~.-n+ 

lL j•;)'-' 

24 

l 
• •' I 

_I 



e disso concluiu que: i 

ln n! = ln V 2v + [_n+z J In [n+1 J (n+1 -] _ __c:c_l_+ 

24 ~l+t l 
+ 

7 ----'--- + -". 

que podemos ree~.crever corno: 

n! 
-, n+.\ 
.I " exp r- -~ . ~ '. +~-=c<-R"'R"'07;,,-,, .-.-,.. + •.• 

L'1-,n+~J L...!_ r,_n+:z)'"' 
L 

2) A. Série De ivlaclau0in. 

-- T t" ~="' · d 1 ~4' " · · · bt t.sse, en-1 seu t~ea .1se on ~ lUXlons, e I .:., ro1 o pr1me1ro a o er 
•• d _, ~ . . t "t' "d " ~t. l' a ver·sao a J1lOOet~na ~.er1e a';:.:::..ln o ,tca e :::,.Ir 1ng: 

In fn-1)! = (n-z) In n- n +In c+ 

que podemos ceescrevm·: 

' n: =c r 
•1ll n . 

-I \rrJ BX[J 
;::. I -'" -~ . 

r onde ln c = 
L 

' 1 
!--~-· 

L 

"------ J __ 

f_i 
. i" fW 
i 
L 

l' 1 ~~~ + 1 + ... -, 
l2n - j60n3 1260n5 ) 

1 -1 
~.,:r6c'FO"'" ~ + . . . I 
J ' n·· J 

l 
-'-

' •• 2 i 
-' 



recordamos qo bioc..) abaixo: 

NUMEROS DE Bi='RNOULLI: Bn 

- 5ão definidos via a ident.idsd;o 

- disso tira-se a seguinte recur·s:So {na qusl deve-se fazer· a 
P- < uu- 1 identifical'ao: gk +<-"> Br.): ,, 
Bn= {i+B/\n ~ 2. 

- algun::. \/alon::S: 

B,=-hB3 =B 5 =B7 = ... O 

B, i R i 
814 

- - 30 - .us -
6 

1 r 

B, Bw C• 
- 30 --;=--;=---

00 

i 
42 

591 
B, =- 2730 8" = 

Então~ ern notação mDder~na, Euler concluiu que: 

7 
6 

i 7 4 611 , etc. 
330 

ln n! = ln v' 2 ][ + 
I ! \ 

ln+z.l ., .~. j + 
.J.Jn 

l n n - n + -1,..~,, -., • , ..... ! ! 

27 



Podemos reesccever o resu] ta do de Euler corno: 

n! 
r_I!_j., n '/2 n·n exp 
I e 
' 

82k +---=-'--- 1 
nk-1. (T. ,~ ) ~k) 

r s, 1 1--+ 
1 1.2 n 

L 
1 

+ ... I 
l 

4) O ;'deda De Cauchy. 

1 
-r-+ n 

Br. 
5.6 

1 
11' + ... + 

Na.s expressões acin1a, pa1~a n! ou ln nl, os tern1os esct~itos parecem 

indicar a conver~gência das séries. Contudo se tivern1os UJTI pouco 111ais 

de paciência que lvíaclaurin, e calcular-mos rnaís alguns ter·mos, verernos 

que a partit~ do termo n19 os coeficientes ficaJll maiorE:s que um: 

ln n! = ln '1/2 JT + (n + ~) ln n - n + - 1- -
~ 12n 

1 
35Dn·' + ... -

174 511 
.J.. 

I • • • 

1JC LlO, 0 - .... ,_) l 

ivlai:=, do que isso~ Cau:hy (i2A·3:i nlr:~.strou '·-Ju~ em wet"'dade e.s.sas 
' .,_. I• t ser1e:=. sao a1 ver2en .es. 

~ 

2El 



Com efeito, i5so fica fácil de provar usando a vet·sâo de Eulet' (3) e 

saber1do o compot·lamer1to no ir1finito cios r1Úmeros de Bemoulli (vide 

Henrici 11, pg. 624): 

2 (2k)! 
(2rr) ~k 

'k " .. 

= 2 (_k_) v' 41Tk 
rre -

2 ( 
r-J 1 <::k 
\_L 7T} 

2k 
e v' 4JTk 

e então, fixando n, aeo k -> co 

IE·,k i 1 ' 'k 1 i k \ !..' 

' ) \j 4nk ,~,, ·. ......,,.,.--!- '• \ -
,~,k ~ ·. 
I,_ L -.L ,I \_LK,i ~t~- ~· r, !Te 

n .'l_,-;, 
.'~" 

Essa - . :._-.sucilv w..::( ~lu·-Ql' ;::!(""",...·•' '--''---' ,.._, '-' ---~'='U un1a 
' 

--) (:(l 

grande. confusão 

conceitual: corno é que tais .séries chvergentes pn~~-tavarn-se ao cálculo 
-~ ' " nun1ertco: 
n l ' . P . ' i I ~ 0 r' .. ' ' l N AQ /l respos a .so surgtu corn otncare \_-duo): cievtanl ::::.er VlS a.s n 

.- · · ' .- · '--rNTi-Tl-AS come· sene~:=- con\tencionals 111as corno senss !-\::).:::;._ _.l .. L.. . 

;5) A NoçR·o De Séde Asc:intõtir;:;. 

~, 

Uma soma Crr_, + -- + 
" 

~- d'~r'\;:::; ~t::'- 1 ~-a ._.et • 

·"· 
--z--+ ... 

" 
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X 
-.,---- + ... + l = Rk (x) --> O ao k -> oo f(x) - ao + 

J 

- urna sécie a~.sintótica de ~-e, fixado k: 

Bt d2 

f /v') -,_,..._ --+~+ v -._..~ 

·"· -"· 

oo ',,· --,\ ,....,.... 1' ~=> '=' 5 "'n X --\ <X> 
'--' r '·"" -·; ~·c 0:::1~ ~ ,• 

Escrevernos re:::.pecti \/-3rnent.e: 

al a2 
. f(x) =ao+--+~ 

>::: x" 
+ ... 

a, 
f ' ' • r,x) -. ao+-.-.-

·'· 

.a, 
K +-7-
k 

v 
" 

al a2 

ou também: f (x) = a0 + --+~+ 
X X<:: 

l 
: 

' \ :::R~. (::c:) --_/ 

i -~ 

J 

a 
n +--+o 
n 

:< 

0 COnlO O 

- d ·• t ·T t ''f ' ' .. t-'o eJTlOS uus .r·ac 2ra, lCa!T1en .e a 01 er~er;ça em.rE essa:=. aua2. noc .. oes: 
·~ . 

3(.1 



f,-'-----, 

/1-----'-1 

\ 
I 
\ 
v;·., 

; 
---; 

i 
___ I 



5) Vecsão Moderna Da Siéde Assintótica De ln n!. 

ln n! ~ in \} 2rr + (n + ~\ ln n - n _, 

ln n! ~ ln v 27T + (n + r ln + i n - n ' ~ _, 
lLn 

1 
\1 2 JT ln n! ln + (n + '·. ln + ' -- 1) n - n Un 

et.c. 

ou mais pt~eci.~ .. :=u1lent.e: 

ln n! ln \fbr + (n + ±l ln n - n + 1. 2 

82k +---'-'--
(2k-1) (2k) 

1 ·· 1 I ~2k.=-._,1- + o I 2k-1 
n ~ n 1 

A Ode "!' ~-,·'"""' ';til ''8-j'n ,.-.~mn· 5 veze::;;, p S~- r 1 1-:::t -:::- L-~- ._..... ~ ~u h·· 

,- ~ n 
n! _;~ 

1
-:; \/2 i'Tn --'r-~'-J 

1,_ ~ • 

J ' . • 1_nj l 

1 
"60n' _J •• 

_1_+ 
n 

por~· 

... + 

] (n) 
1 ) 
-~ 

---+ ... + 
n 

1 
~:::~--: ''k --:·. + o 
n 

( i ~~ 

't_ ú-1! n • 

,- -, n 
i n 1 1-, e I 
~- ' 

i ,...,c,...lt~'T1''' t' •.w-~liiL l!IQ.l• ~·, 

,-~-

\IL rrn 

' ' tarnoern 
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n! - in r 1-
~- e 

r 'n 
n! l ~ i ~-

,- -.n 
n! l_fl_l 

I e J ' 

rr:l'·'~ · r' L --::1. 

r 
i 'i 

\12xn I exp I 
t 12n ) 

r 
1 v'21Tn I e:<p 1--;l,-, 

I, .l. .[~I l 

í 82 i V2JTn e:<p 1--~ --tL: n 
•. 

i 
., 
I 

J -::.:snn-~ ._; LJ • 

B4 
p 

:k~ i) i u.-, 1. 
·' K 

+ 3.4 
~ + + ·-·· j ' (2kj n.j l.Gk- _1. J n . 

pt~ecl~arnos apenas sec mais pcec1sos do qus c füi ivlaclaurin no (2j, e 

isscl err./ohre usac uma focm.s rnais r-igcwo:=.a da fónnula de Euler-

iv!aclaudn~ cornü é o case· da se2uinte: 
' ~ 

·-:· ' . ..J_ 1 
,...., ..J " ,~ ~.-.K • .~._ :r 
,::,enuc~ r ~ \_. \.l l 

,., 
. ~ f1 J/ 

h 

f(i) + f(2) + ··· + f(n) =fi f(:c-:)d:< 
i 

' 1 ' 
+~I ,• ' 

~ 

' ... ' 
B~.k .. .::._·· 

·n 
J 
1 

r--;·. 1 " . . f'·~.-.k+ .l./ ri' l~J 

i -:-

1'.:; d.. cnde •:p+ i .. ''·l·. l·... ,.:,, i . - . 

i ;k'• i 
--~' i • 

. . ' .J.. i 
i i', f'.,_ I .J • 

\.- .L i 

r; ', + r lfl} 

] + 

l\pl icando essEJ f6rn1ula a f(>:) ln :x, obterTlC>?- sen1elh.::mten1ente do feito 
n· em \L}: 



87 
In nl = n in n - n + z In n + -"L2 

+ (2kJ! J(JJ ljJ (xl ch:: i 
+ l x"k+ 1 

('"lk'' rc'' · · - .!.. ·j. , · r.:blX) Jn . 

No~ t-e-t-· ~· . .:;. ,d. 

B./ 
~ 

1.2 

- pt~ovar que a Crltima patTela é 

84 

1 

' f) 

- 'O 4 -
J. 

B7k + ... + T"Cri-c'n"i""i"""i 
(2k-1) (2k) 

BT 
~k 

(2k-1) (2k) 

1 + 
2k-1 

f) 

l-
J 

- pt~ovar que o valor da sét~ie. numêric.s entre parente::.is é ln V_2 Tr 

Vamos a tais provas: .-
"'"R" A I 'JLT!''I" C"'R'CJ A-l i ' i\ . ,_ j ! v ,, 1 1\ '-•!...... ·~· 

usBndo que r:j} é pet~iodica e contG'1ua 

cp (x) d:< f <X> 

f) "k . 1 L T 
X 

{"'\~k ( \....; -'- -
'J ',• - n 
.-:K. -

!.. n 

Escrevarnos ·x~.. - 1 
K 

.. 
1 

2k 
n 

::;: c. tú k 

i 
' ) 

d:( 
2f~ 

X 
"k ,.,., L 

\.Lk) n 

+ 



f 
<X> 

+(2k)! 1 rjl(:<) 2k+1 
X 

tentOS então QUE Cf, ::::: lirn (ln n! - n ln n + n - À ln n) 
' K " . n ---1--ç) 

e então S constante ern k. Consequentemsnt.e: a j = ct2 = C{ 3 = ... 

Mas daí, tomando k 1 . I : ln n. I n nn . I c 1 J 
+ ± ln n -n + 1-2n + o l n + a 1 

e então In n! = ln 
r ·in 

I
, n . __ , 
. e ) 

,- .., I1 I 
' -1 n 1 ' La. 

In n! In !--1 \/ ll -- e L 

' 8 J \. 

;-

/ " + ln\/n eLcx 1 

,- ~. n 
j f'! I . -

n! . . I -- , __ 
l. e ) 

1 
+~ 

lLD 
+o 

i -, 
' -L C( 1 ·v n " 

-) """ 
Ll.-.j ln \1 2rr QFD. 

VIII - ;:C.ERIE DF STIRL!NC F'ARA nl. 

1) A Expcessãc' C)ue BuscatllüS. 
' ~~ ... ' ' t't· e um.s reiJJ,esenta'.~-so ern ser1e ass1n~o lC-5 . . oat,a nl. Visto VII ela ter§ de 

' 
tel, ;o, Fo•-ma· 

- ...I - '· - - • 

+ ""') 
) 

34 



Parece ser coisa fácil ach.::Jr os coeficiente-s a, b, c, ... na série ac.írTla, 

pois já vin1u3 que r jll 

l
i n 

l i ç, i 

assint6t.1ca para a funç.So de Binet J (n). 

Consequt:.'ntemente, un1 carninho ê obter a série assintótica r J (nJ ae e · a 

p.3d..ir da de ] (n). Os det.slhes~ contu·:kr) nào sào óbvios e apela111 par· a 
~-- .-

.,,._.,,.,· ·~·r:.1 ... ·' ' " '· ~ - ' \'ER.3AO CONTINUA da 

e:<Dn~?.=::.:S ~-, 

··., r. 
I i n . n::::.-

n~~-~:-: \•L!Tn 
't.. e ) 

C"l1 ,_) ! .J. 

2 488 320 
i 

n"" 

r 
I r ' 
il T 
1 •. 

+ ... i 
! 

( -,- '.•= ' "---,_, ~--

\: /:r-.~ 
:; _.' 

I , ' 
C· L:'~-2flCJ [1; 

' .~ ro < 
lj~ 1 

~'-'i;", -" -::i1 840 lT' 

r .... , ~ .... . 1 I . . r 
\.note que essa set~ie~ em opos1çáo a de 1n n. ~ te111 tc·das as pot8ncias 

Não se. conhece nenhun1s 

"}'77'·. 
~)f f!-

ern t ~,-n·--·~ '-' I •'·-'·-' finitos 

+-
n 

+ ----,.,------- + --,-- + 
n" · n--

""'"" ·-'· ... • 

k. 
n } . 

os 



tendo-se: 
. B, h 

\-/ n 2 1 : ri h = --- n -,, n .2 1 + 

(a son1a do membr-o direito tern1ina quando o índice de h chegar a 

o ou 1 i. 

A literBtura tarnbérn traz outro~::, n1étodos par-a obter a série assintótica 

de n!, sendo que todos eles trabalham com a fetorl3l contínua z! e 

tipicamente parten1 ou de representação integral pat-a 71 
~- (conw faz 

Hendci li pg 4n7 ao aplicar o len-Ia de Wstson-Doetsch) DL! de .u~ 
•u 

repce.sent.açào integcal da função de Binet 1 (z). 

3) LhTl ~Jiétodo Sirnnles P21r·a /1lchaJ:~ A Sêde Assintótica De nL 

Trah::'llhEiremos r::;st..ritanlente com .s fatorial di~:=,cceLs as·;vciada ao rnêt.odo 

da sét~ie t.ele~=-cópica usado em (3) do \/L Coloquemos: 

n! = r 
-n .. ~ } . .n) J~;rnA 

J- - n 
!~ e) 

e entào nos bastar.S achar~ os coeficientes da ie:ualdade a:s.sintõtica: 
•u 

À 1 +___§____+-L-+ 
n n n' 

Ora, . ~ • f3'l do VI: .\ 
.,.--

entã:o, c f v visto: na no~ .. 3çao ao v / \fLJT R ,a ' . n 'n 
v 

r 1 ] !n .\ ln A ln ' in 
1 n+ i i 

+ [*', y ln , .. 
Dl..n~ n+1 .{ fl " , 12n' n "n+1 r . , 

n 



r 
~ 3 b ll ln À 

lnl 
i+ í~ n +11' + ... n ·. " ·. 

J 

' ( 
1 

i 
2 

2 
-
n 

'· 

e então 

i ' . n !\n+1 

n'+n 

2 b 

2 • 
j D 

+ t-.,- ... + n" .' 

a ln .\ -
n+t - n+1 

Jn :".n 
" 

r 

( b 3 
' - T I -... n l . " 

,-
b -. 

·r "'"' w + i 
1._ 

- 2) 

., 
" I ---I 

n) 

ll " In+ 1 \ ~ + · · · 
•• • .L J 

1+2n 

s' I 
.-, I 
. I 

I 1 . 
i ----,.,-- + 
i n' 

i 
( i i 

o i ~ '" i : n~ ! 
'-·• I 

i 
~ J 

::.; 

b I 
.L~ + .•. I -• 11.:; 

) 

,32 
; 

.l I 
-y I ~ + ... 

) n" 
~ '' 

1 
r '. ' tn+ 1 .'!'"' 

.L 
' 
... 

" ·, 
a"' 1 
-I 

2 ) 
(' 1 1 ) + 
11 I 'I'J,·----.;;- I ..•• 

f 
! 
I ·-

-

' .l 

'·- .nT" - n" J 

r -,- 1 
8 1 1 I -------, 

~~ 
.L --I 

n" ' n I " • 

r I ; -~-~~ 1 ., I 'r I L: .J.. ---- ,--n ' · 1 1- ! ' . .! . i 
_, 



Cornparando (*) e (* ~): a 

se en1 e {* *1 < • 
<. . t e:x:p11c1 ar·mos os termos de orden1 superior~ 

obt.eren1os~ de rnodo sen1elhante ao feit.o ac1n1a, o-s den1ais coeficientes: 

b 

IX. ItvJPLEMt::NTAÇAO COtvJPUTACíONi\L DAS ruRJvJUU\S E SERIES 

DE STIRLING. 

,, FJ . . r< t , 1 ,_, , 
J.} roblema ·~C1lllPU .aciona ... 1Jer.::.1. 

Dado o nún1ero z, descobcir conl<) c.slcul.sr fac:i lrnente o valor nurnérico 

·J· -'c .... ··~·i f-'•c'"j'· ·· ·j''·t···t .. cj· < .. , pOo,.t:·n:J,, :-.t"jr tÇ.":l, .::Jt;; __ ··le qllt_· '· J·~, 111 • .. ' e-!, -.t.., ..• ) DU rneo::.mo comple;::o. 

Con:=.equent.ernente~ quer·en1os t.et~ condiç0es de podEr c.slcular coisas tais 

I 7 1R o [)8' 7""' 'I '"I 0 ao··., .... g·•" CDIT!C•: /T.:::: • _,_J :.t. jj, \_/L).:::: .uub i.Lb .::.b, et.c. 

" \' · r · ~ ~ ~.- · ' · t "t · •·• " h d L) !ersóes .__.ontlnua::3 uas f"orrnula:-=". hs:::.ln -b -lcas Ja i'í_C a as. 

. Fõnnuia rnodema de Stidine: z! 
~ 

. Fór-mula hi:::.t.õdca de St.iclim::: z! 
~ 

,- '7 
I z I" -- ,_I \127rz 
1... e_.~ 

3B 



série histõcica de Sliding para ln z! (notaç:ao: z = z + ~D 
,.-----11 7 1 ln z! = ln v_2rr + z ln z- z- 24 ---::;- + 2880 _, + ... 

z z 

sêde modema de Stiding para ln z!: 

~ e entao 

r ., z 
~ ' 

71 - t-=--1 
~- - e I . ' 

~ P J(zj 
\~rrz _ 

c ., 

l
z + 1 I l J' ·. + , 2 ) n z -· z + lZ.! 

82 1 84 1 
onde J{z) . + + 1*2 -+,*4 -~ ' .. z J 

7'~ 

r 1 ., 
1 I= o l_zk-1 '" ) lL. z 

~ 

' 1 " + 360z' 17Gn -~ 
,_.... '- '"' ~ 

' 
+o( 

\. 
~. 1 )1 LK-

z 

série assintótica para z!: 

-I L· 

c 
I ' 1 i ' ' 1 ' ,,_.._ ____ , 
~- I i 2 Z 

i 
•DR .~~ u L. 

L 

39 

B2k 
íLk- ij -'·y', 

(~KI 
7 
~ 

82k 
+ + ... (Lk- ij 

1 j':ig 
J-

~ -
Z"' C:' 840 u1 

l 
'· 

1 

-,k 1 L·-

(2kj 

1 
" ~ 

.,..;. 
~ 

+ 

1 

2H + 
7 
L 

-



O>) A ' '~ r ' - Zl 
.__!, , .proxnnaçoes '.onSeguent..es J:-'ara _ .. 

a
1 

- SLid\ng h\stór\co: z! com z = z+~ 
" 

crll - Stiding modemo: 
r jZ 

zi - [ z I ' ;-:;-e \_! L TfZ . ~ 

- i 
r ,.,.. -, Z 

aiii - Stirling hi~-tódco de or-dem 1: zi - V br I : j e 
' . 

24 z 

- -- +1 z - '- :::: 

r .., Z 
z! -- i z I 

t e J 
cxT\l- Stirling m·:JdErno ds crden1 1 

' . 

~t· ]' d- d ~ 1 I a:v - ;::., 11~ 1ng 1110 .en1o e on .. e111 : z. 

CYVI - Stiding histócico d!? or·dern 5: 

r - I r ""-, 7 

i 7 ,I ~ I Z I~ I 
VLrr l-I exp 1- + ~- l e ) I --I ?4 7 2880 ~ ~ 

L 

'"VII - Stirling rnodemD de odern 5: 

z! -- v2rrz 
r .,_ ~ 
. I --
1 z . 
l- 1 exp 

e ' 

40 

- . ln z! 

( 7 ..,lz í' ...L 1 ,_ 

I~ r-=-- 1 
. l ' 

I - I 
v~rr~ l 12z \. t=: 

' 
31 -z --- 320 - I 

, 
z 40 z I 

J 

, con1 

' 

J 

z+1 



4) Para Referência: Alguns Valores Exatos De Z!. 

1! = 1 
21 = 2 
3! = 6 
4! 24 
5! = 120 
6! = 720 
7! = 5040 
8! = 40320 
9! = 352880 
. OI ?""Ror~ 1 • = JbL~-. uUU 

101 = 3.628800 E 6 
20! = 2.432902026 E 18 
30! = 2.652528629 E 32 
40 1 R1"g1··-,.,.E''7 . = -'· ~L :::dL.":tj 'Í" 

50!= 3.041409163 F 54 
601 = 8.320986550 E 81 
70! = L 197857069 E iDO 
~o· -1 !c.·q.·.ccn 1 ~ 'iR d ! ~ L • ..JO_,l,_)..J..J'i L l -

90! L4.SS715999 E 138 
1001 9.332620:369 t:. 157 
·L10Un! 7 °0 b···7g7··-o C' 17'1 .uu ;:1 :_ . t1L L .... "1 

300! 
4001 
5001 
600 
700 
800 
900 

1000 
2000 
3000 

• Ob- ~ --.- -~ 0 - 51 · .:L ü0/0J ... u l:: 1 .q 
= 6.403455562 E 858 
= 1 "7011lc;??< E l1' l·' .L.~ -'-''-'<.J~~ - ~"1 

= 1.2555724 H E 1408 
= 2.422043841 E 1689 
= 7.710525894 E 1976 
= 6. 752677363 E 2269 
= 4.023870543 F 2557 
= 3.315278536 E 5735 
= 4.149368446 E 9130 

5) DPsernc·enho Nurnédcc Das Apco:dmaçôe.<::. De (3L -- ·-----·-· 

int.eir~os de z, a 

Eipcox:imaçào parE:i 71 c.btid.s pel.::.s f5rnlul.;;s ds (3), a ao lado de cada 

Ê dada a de clf<zitos 
~ 

r' 't~'-.~J.',.---=-1 -e-n1 lL:dL-1 ,,[).':,::. 
·~ 

exatos da 

' ' anrox1 n1Bçao: r . 
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n! 

1! 

2! 

3! 

4! 
C[ 
J. 

6! 

7! 
8! 
O. i 
-· c 

, O' 1 ~ 

201 

"'L'l i J • 

a 
TI' - 1 

1.999703055 

5.999658150 i4.0) 

23.999369:56 r'4 ')li ' . ,_) .-

119.9982650 (4.~l) 

719.9936754 
- 0 -gq- 11 7n J j~ __ / __ L.."J 

•'[J.Il'l \] '11n' 'i .: :. ,,!_lj' /. 

Jh.,O'G ,,.,c8 
..J,_:t..,u/' .. :.'":J,i,_l' 

t ·'-, 1 j 
'L• o I 

3.041409271F64 (7.51 

a 
T' . .v 

' 00 ,...,-44SO '' -· l. .t....G I ,__ ~~.3) 

2.000652048 (3.2) 

6.000599í5i (3.7) 

24.00102392 (4. ij 

120.0026371 (4.4) 
"l'n nnqjo-- 'cl b-. ,-:U.UL __ u/:J \ !· •) 

5040.040594 (4.B) 

JrP.:'n -, 1'7R'~ - n· , ._ ·-'-·-L... L_. -- L• !_:] .LJ) 

( 5. i) 
,._- .--,-, 
\ . .J . .J} 

(7. O] 

3.04 i 409400E64 (7 .3) 

! 40! 

i 50! 
·--~-----------------L------------------

4'2 



I 

n! Cf 

v 
1 ! 0 qoogo 1 YO • __ .u_u ,O nT I_., I 

,_~- { 

2! 
! 1.998952857 (3. 0) I 
I 

3! I r nC)R'l'6r~7 (3. 3) ;J.::::J __ .,_;.!..,. l~j 
I 

4! I 23. 9958"3713 (3. Si 
I 

<;i 119.9861542 ('' r1 
"" .J.O) 

5! 719.9403816 lJ G' 
I \_..;.uj 
I 

~I 
I 

5039.586269 (3. 9) /. I 

I 
8! I 40318.04:550 (4.0í 

I 9! 352865.9185 ('
1 l'l '"!. • 

1 o! - ,- ' r •, 3b28o84. 7o0 (4.2! 

20! 2.432881803E1B (4 o• . • u} 

30! -, 6''Jr1R5C)!rr-L. • .J~j _, - t~c..ji '.- 1. 1 o. } 

4rli 
-~- 8.159135571E47 (C 4i ,_J. I 

·oi ::-J . 3.041405 182E54 rc E'· \. ,_). 1} 

Cf 

VI 
I 0.999977336 '4 'J'· ! \ ~- J} 

i L 999998398 (C R\ c..J. -') 
I 

5. 999999504 (6.8) I 
I 23.99999970 '7 fi' \. • L} 

I i i 9. 9999997 (8.3) I 
I 

720.0000001 (9. 5 j i 
I 

5040.000003 (tL 9) I 
I 

40319.99999 (9.3) 

352880.0010 (8.3) 
- . 3b28,'300.008 (8.4J 

1
1 2.432902014EJ 8 (8.3) 

7 ~'SY'..,8( 7CJF'? '7 0) Lo.;) ._,o,.}L OL_,___,j ...... l ,,:) 

8.159152891E47 [7.8) 

I 
I 

3.04 i 409329E64 (8.2) I 
--~--------~----------
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n! 
a 

VII 

1 ! i.00028778 i (~ 'I' \3 ....... ) 

2! 2.000007101 •c 1"1 I,J. : 

'Oi 
-~ . 6.00000i436 (6.3) 

4! 24.00000083 (7. 2) 
~I J. 120.0000009 (7.81 

6! 720.00000 i D (8.6) 

7! 5040.0000i6 'O ~r (,,_,.L.,! 

RI .,.-,~-,,... í',..,'"'"P, 
"'1:UJLU.J'JIJ(j,~ 

:p ,;:i-1 
\_u. r.~ 

OI ")~'looo on•~ (O .c]'.j -·. ~J.,_•,C..uu ·• ui_)/ u. "1, 

iD! 3628800.002 (0 t'Y1 
. - • w) 

/OI ~, 4"~90"0'0E1 ~ L • ....JL' .!... L -_ t'í 18 0' '· • .I 

·-:r'"' J ~) fC:IC:.1pt.:J'1EJ' -~ ,-' 
....JU: L,,JJL.wL._l._),_j,_) L (I.Oj 

40! B.159152899E47 (7 .8) 

50! 3.04 i 409332ES4 ·o 1 (c' • J 
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6) Computação ern Bai~<a-Exatid.So pat~E1 a Fatc:wial. 

trata-c.e da seguinte versao do pmblerna gel-a! de (1); 

com d~ 't ' 'f' '' P1Jucos · lí!l .o3 SH-'nl 1ca~.1vos , w a exatos, 

digamos em torno ele doí.s digit.os significativos e:;(atos. Por outro lado, 

quet~emos chegar a tal valor usando un1a apr~oxilnação a n1ais sirnples 

7) Fst.odal Baix.g-Exatidão: SDluçÕes ()bvi.ss~ 

,\ ' • 1 ' ~- l' . 1 ... -,, ns rnals Sl!Ttpies apco.x1maçüe.~. na 1::-=,ta 0.2 Ui sao a,. e a~11 . 
' ! 

Ds ';.:Üot;es calculado~. ern (5) nos dizern duas ccisas; 

- J:rilTteiro: díeit.os 
• ~ 

Dnde é de ·::erc.s de i .S di·t:itCLs sít:nificat.ivos ex:ato::., e 
·~ ._. 

aun1ent.a (corno nàc pockn~i.g ·::-lei>~.sr de ser~ vista a natureza 

,::Js:=.intót.ic.3 dr-?ssas f6rn1ul3s) .g rnedid.s que z se afasta da 
. E . • • ' , 

ongern~ .s:':'.e .surnent.o E rnonbtc·no ma:=. 1em.o. 

Se gu1zerrnos_ uma exatidão rr1.sior, em tcwno de 3 .dígito.s significat.í vos, 

! ' '• . .. ., . ' ' l vernc·s (~ue c as 8Fwo:nn1açoes ·Je \_~JJ as ma1s s1n1p es 

., 1-,,, --1· .... ,-,~~...,'s·~,·anl,-.~ 1·,- .• .~[J',~r·_··.-.:;nld~C·-~Jes -_1,., l-f,~ • • --"-· 0\::! •::::J, f_lj ~'~!..- dJ- ·-'':::J - '=J W • ' ''- , \ ·'::::< v' ~ , , 

.... ;-...-1·1._,.-, .... ,~-P"= .... 1"'1'!'- SJ'•·nn1c.::: 5_ a ~ c;IH Ur. rld',-Ü-·-·, .::::J ,_, n .::• , y~'--· ._. ,:__.,__,' . 
r- 1 \r' 

4'.:; 

sedBm: a!II, al\i, 
ordem urn. Dessas 



8) Versão Bai:<a-Exbtidao: Apmximações Paramêtdcas. 

r;;·] i1 ~-~ 
Se esbrevenno~. Pn (A) ::: 1_~ \/ 27f n 

= n+.À , vemos que 

p (0) = Stiding moderm 
ll 

Pn (;!) = Stirling histor-ico 

i 
-.À 
ll 

, onde ;:; 

c +I 'jn+i [n e-. y2 7T (n+ i) 
ll 

ll 

1l 
e 

- ·n 
f n+i J _1 
t n e 'jbr(n+1) -

.- .., n 

I " I , ... -· - '!_ L"JT f1 
.. e .I 

Isso nos .::.ugere que, ao À variar de O a 1, .s exatidão de p (.Ã) aumenti 
ll 

até Lml n1áximo e então decresce. 0.9Í a idéia (de \Navne Bowers) d! 
. " 

descobrir o valor- de .À que da exalidao máxima pat-a p (.À). 
n 

Pat-a tal, iniciamos ok.en;.3ndo que: 

e consequenternente: 

l., ·,\. I -, Pn 1\ = \: Liín 

- \I :• ~---·'-"'1 

,- -, n 
i n ! 
te-: . ) 

n e 

1 
-.\ 
f1 

46 
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Mas sendo definido f(;\) temos oue: 

f(O) = 1 

f ' (\) = - f (A) 

f' (0) 
,- I ' ., i 

1 + i 1 + ~ I=--+-
" i..n) i..n 

f" (À) = - f' (À) - í 1 
~ -\ 

1 le +-2n ) 
' 

í 1 

3 
l 

l' 1 1 1 e-;\ ( 1 À 1 n- ' 1 l' n 1 'j + +? l +- - -? _ _n . n J n ~ . 

• 

e então 

( ' . ... 
f"(U· =-f' (O' - i 

1 + -1-J +ít+_t I i 'n i ' 1 1 I --. J=---~ i · i I 7•l 
\. .t...ol. L 2n ) n l_ 2 __ n 4n 

~- l ' L}ls::.o cone Ln-se que: 

f(.\) = f(D) +\f' (0) 

1 , A 
T-~-

2n 

\2 
_J_ ~'~' ~ 
' " L 

P'{O)+ ... 

r 1 1 ' 
l -+~1+ n 4n" J . . .'.' 1 .\ - 1'1 

4- ..L(] 
I ? I u ..... n . 

ConsequenteJllente, de { * * ) tiramos que: 

(_Q_ln lr_1 + À- A' p (À) = v2 rrn l + o n e J 2n 
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Mas daí, cornpat-ando mm: 

r ln -.~ n 1 
n! = Vbrn l~ I i + "> 

- " I l Lll 
~ - + 288n" 

1 

1 
verno:=. que hâ enT) 111ínirno quandD 12n 

1 
\ - \ 2 = --- e ent.ao: À = 

b 

I 
+.'. _i 

.. ~ ? 
.A- .t\~ 

2n 

Resumindo, \listo ( * ), t.e.n1os a nova apn:virnaçâo: 

n +,\ 
" 

n! 
f n l . ' , con1 n = n + 

n 
e 

ou c:e -ia: 
' - ..J 

9} Confconto Das Boixa-Exat.id~b: Clás:::.íca:_::. x: P.3t~amêt.ricas. 

Ern ot~dem de exatídão crescente, mas con1plex:iclade tan-Jbém ct~escente, 

Unhamos selecionado as seguint.es apco:dn1ações cl.§ssicas: aii' ai' aiV' 

que agm-a vamos compar-ar· corn a aproximaç.3o par-amétrica aVIII : 

1! = 1.002479253 

t ' . 7 -exa .1d. = ~·j 

21 2.002066608 

3.0 

4! 24.00843973 
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51 - 720.1.259407 -
c; ~ 

...J.:J 

7! - 5040.559528 -

3.6 

8! - '032' ..,o --4 - '1- '-L L :J j 

3.7 

9! - 352910.5009 -

3.8 

10! = 3529051.019 

3.9 

20! - 2.432947260 E 18 

4.4 

··o 1 j . 

4 8 

- -J.U 

- 3.0414187B6 E 54 

5.2 

Conciusao: 

pela simplicidade, prefer-imos ali e a 1v .. 

10) Fatorial .Aita-Exatidao. 

Dado z real ou complexo (di.stinto de -i~ -2, ... J sua z! ser'â obtida via o 

seguinte algoritmo: 
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i 
- torne o menor n inteiro ;:, O lq n + Re z 2 5 

- calcule (z + n)! via cr\" 
' 1 

- calcule, finaln1ente, z! via; (z+nj! z! - (z+ 1) (z+2) ... (z+n) 

Vimos -, 5 que para \} ~ a J 

.. 
.sproxirnay.::JCJ a, 'I v 

da ·,) l .. cem erro ABSOLUTO 

casa signific.ati v e. de - 10 unidades da décima no ITlBXltTIO 

Consequent.ernente, descontando algurn erro de acrendarnent.o a mais 

quando da divisao pelo produto (z+1) (z+2) ... (z+n), devemos esperar 

obter z! con1 en~o absoluto 111enm~ que 20 unidades da décin1a casa 
10 

significativa, ie S 20 * 10-

0 fíuxograma a seguir mostra como procede!- para p!-ogramar o 

algoritmo em uma máquina digital: 
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I ')": - z 
I 

i 

• I - 1 I p: --
' 

I 
\.1,/ 

:=,_r_iV_J -l_--"-'.__' _:e_T":J_'O_' --------:-:- <1;1-\ 
NAO 

\1 I I' 
' I \; 

y; = y +i 11--~ p: = p y 
~---

a ( 11-!' 11 '--> 1 __ .2\i__:_[_-1-1 -~ 

I 
\li 



11) t.xemplos nna1s. 

i 
1-

z! via 
z ! ' cr ,., 

li 
UI\i 

I o ~ - 'oJ 4 i'J? . '"'- 731 y-:J:J 3.498 281 566 
0.5 O. 750 173 450 0.89!:'. 038 821 

V2 1.183 103 224 ' 7"4 91' l.L.J ...) 194 

T[ 7 llQQ "?O 7' 0 
•'-'' J~-· JU 7.188 709 333 

I 
' 

0.509 123 980 - Q .ó.Op i20 602-

I 
• ). -· ...1 

1 
! O.íiO 957 rgr i n { s-; 960 523 i I o ~) '-' • .!. L.-

I 1 +"' 0.099 "g4 167 + n i i·:; /CC 172 + I 
.é] I - u. ~ L...JJ I ' 

\ 0.321 689 373 i 0.323 S"4 '70 ,_,j J i 



z 

O c - ' " ,_, 

zi via 
~,, ,-'\)~KTT'-'C; '!Oi /"\LU_ _.IV! \. 1 I VALOR EXATO 

1, • 7 '"; 7 4 5 :::_" _,P.cc~' :".c<ccS _______ 
4

1
.!,' "--'-, c.."',;;-;:_o,,,;;~:_:c·o'-jl'-'"'-!_..:.:.:.:._ _____ ; ____ <.. \ .i!l ... ~IuJ '-' •••• 

1 0.5 0.886 226 928 i
1 u~ 0 P, ,ç, ? 7 b-= e: -; c: c:: 

·'··'· '-' ....,_ JL...Jw ••• 

i .,_, Di- 40<1 1 1.7:_'1< R __ l:l4R_O 
I . LOJ u ,) '-''- I) - ~ -

7 IP- lP- -~-- "'RR ng' 7~-" 
j Tf : •.. ~· :j__c[-c:, '=-c"'C:'---/'-"tJ.:c·"c.· ------+~ _,C/=-• .::l.:c'=Jc:.::U:.'=:..:~:_'-"j"J:.c·::·::·c_ _____ -1 

r") .jQQ 
1--·"-'d [) 1 :::) 668 0.498 Qj_S 668 

_,, 'ç ~1 O ciO R!._t_ 
'-'" 1 .._1'-t _, 1 __ , _; ' i n ; C:..:l 949 o~} o u. ' u ' '--'L'--' l 

O. ' i2 'I 1'""'1 -·'1 ?4'i + i _j_ 7' l ~'.:.I 'i - -
I .o..l 

o. i i2 294 242 

o ':t?J "· ' 
-:; 0 R4 • ,_j ~ _.J ,_ l ~ u ....... 1 
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