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A Regra dos Sinais de Descartes

Oclide Jos& Dotto

. Introdugdo.  Todo matematico puro ou aplicado sabe quéa importantz
€ a determinag3o das raizes dum palmomm, além de constituir issa um
problema .que empolgou os matematicos desde _,emyre. Com a pesquisa
sobre o assunto obtiveram-se varios reaultadoc como
. a férmula para o polinémio de 2° grau (Baskara);
. a férmula para o polindmio de 3° ét"aL__: (Cardang, Florida,
Scipio del Feh"o, Tartaglia}; p o o
: a.soluz;ﬁo trigoriométrica para o polinSmio de 3° grau;
- & solugo para o polindmio de 4° grau (Ferrarij;
. a impossibilidade de solugSc em termos ¢ is coeficientes para
polinSmios de gréu igual ou superior ao 5° {Abel, Galois);

a1

- 0 teorema fundamental da &lgebra {Gauss);

. a condigio necessé&ria para uma raiz ser racional;

. a condigdo necessiria e suficiente para um niimerc real ser um
limitante superior, ou um limitante inferior do conjunto das
raizes reais; ’ '

.0 teot*ema do zero (Weierstrass);

. pmcessos numericos aproximados;

. @ regra dob sinais (Descartes).

Nosso objetivo aqui & apre entar e justificar este dltlm resultado
do qual apenas a idéia parecs ser devida s Descartes. E um resultado
pouco conhecido ou ensinada, apesar de sua facil- aplicsbilidade e

importéncia. |
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Seja plx) wn polindmio de coeficientas reais. Indicsremos com v
v , P e N, respectivamente, a niimerc de variapBes de sinal de plx], de
b ; [ . b | * . p g
variacBes de sinal’ de p{-x) , de ralzes

‘negativas de pix) . A Regra dos Sinais de

T T s B e -
Ela expresss simplasmenie que o nmero de varisgdes de sirel dum

Ta Fai) v T = .
POllI’lDl’ﬁlD € 4 nuTerp de sSuss ralzes posit

!
pix) = x%2%® -3, tem-se' v=0 & N=- 2k : ¢ Unico valor possivel

i

* 1 -~ -* e IR - 1 LT K -y
pars kL & zerg, gque leva a N = il La tf:_uim-:gs_qua' oi(x} tem ums raiz
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raizes rasis (2 positivas & ums negativa) ou uma raiz'real {negatival &

2 compie xz3 (conjugadas).



E claro que sz alternativas aumentam com o nimerc de

Ee ] 1
\'ar‘za des de sinal.

Exemplo 3. Consideremos p(x) = 25x* + 21x* + 11x - 6. Procedendo

como acima vé-se que pix) tem ums raiz real (positiva) e Z pares ds

ralzes complexas conjugadas. Tentemos determinar a raiz re

wisd al E;e .Fﬁ'r
racional, serd um dos nmeros =i, 2, #3, =6, .1, .2 , . 3,
' ' & T8 T8
b bs 2. @ ya O 5 . »
H- = % =+ ¥oEma o B Y o s ¥ oA o™ ._._ me = mmmi -
hme® Dy 5T 5T 55 3 sabemos que a raiz € positive
Tentemes 1. A divisso d

e p(x) - par “—i mem dl‘:Fﬂ itivo de Ruffini
fornere:

11258 8 21. 0 " -E
20 25 2B 45 5 ~,
25" 25 4b 46 oF- 5i f ;

IH'—'\ . P ] » i o R - ‘- ' 1|:|"J—;"Jt"1ﬁ*‘.-—' EAE AT IS AR —am e
S20 MODsira q"..le nag & rai Z, Ma3d 2 UIn Liltanie SUHPErd ar

bl _‘.}.-' 2 ":‘-3
¥ T e o wd Qe b feomy = o4 rQ'H '—\H-ﬂrn. e AT !-'-ar-v'--—:;'ﬁ“. -i"' 5,
raizes G DiXl. OoF LenlasSEelniocs L/ Jd, erilrilariasinios que Lalmios nsc e
:
L : R gt R
raiz. O algoritmo dz Ruffini para 2/5

o que mostra que 2/5 & raiz da p{x) . Eis, portanto, a (nica rai
de pix).
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O exemplo. 3 teve a finalidade e de mostrar Goma o concurss da Regrs

-

dos Sinais de Descartes pade pc!upai“ muito trabslho na pesquiza das

= -
= 1 !

3. Demonstraczo da Regra dos Sinais de Descartes. Se 15 um polindmio

Podernos supaor a >0 e a0 Z0. Como r & raizde plx) s= 256 3=

i I BB N b 53 T A T S o Sadlc 58
-r & raiz de p(-x], basta demanstrer a primeira parte da regra. isto &

que P =~ -2 para slgum 3¢ {0, 1, 2, ...} em outras pzlavrss, que
+ i o i 2

v -P, a diferanga entre o nimmero de variagSes de sinal de pix} e o des

raizes positivas, & um nimers par nio negativo.

Seja entfo -r umsa raiz positiva de pi{x) . Logo plx) = {xr) gix
n..i T £ I f 5]
com gix) = bn—l’ Fnae T bix + 5 - Escrevamos ¢ algoritmo de Ruf
fini para r:
r a3 a ... 2 a
n il n-2 i
r‘ = 1“ t} L r. b r b"‘
“n n-2 { 0
as=h .. b o b b -0

Eese dispositive nos permite ver os trés fatos .sjeg‘._rintas:

':I

SO 4 b s o = 2y T SRS G =
(ay nenhuma mudanga de =ipal pade ocorrer na 3° linhas antes que

ocorra uma na 19 linha;

G-
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(B QCD!“"‘}.C{:! uma mudanga de sinal na 3° linha, est

o
[

se mantem cons-

tante pelo menos até a p“'é:r;ima mudzanga de sinal na 1° linha;

B

(c) ap & bp tsin sinsl diferente.
Os dois primeiros fatos s2a 8bvics e o terceiro vem de qua rp0 e
an+rb~= 0. Claramence ¥
0" 0 ;
: X + - A
| @) e B =2 v, 5 v,

i + * T - = 1 =r
onds "u'q indica o nitmerc ds variagfes dz sinal d= qm\ Mas também

Logo v('] { v, isto &, glx) tem menos variagdes de =inal que pid, no

minimo uma E': menees.

T _- . f g
que ag > O se e sd se v €par, pois a_ > 0 (note que & um falo gerel,
: 1 ' :
R, Y ST y O ss = " o Corri &% . a b. kA 10
lopo t=mbEm by > se & 50 sa v 8 par). Comio a5 e by t8m sinal
1
O Dﬂ: G r{"b{"“:}ﬂ YE-’::-‘ !—F} \)T fn} \._-"+ te"—n grﬂ:dﬂﬁp "E': Vot 1"- 1--tﬂ\’ = i 12 ¢
P = ‘.-U e i LY B e L n.«j 5 ¥ R 1 P._. agads glieran T LA o, B LT
& par o outro € fmpar. Portanto =80 diferentes.
e LRl i e - e iy
Sejam aEora iy e rp as rajzes positivas de plx). Entd
9

-

-

varia@?:?e&;' de sinzl 2 menos que pix} ro minimo, assim por diante, até

concluirmos gue golx) tem P variag s%es de sinal a menos que p{x) .ro
s
minimo. Como v 2 0, vam

e



que traduz a fsto de que o nlimero de raizes positiv 88 ¢ de p\ 2nor ou

T -~ . o . [ A
igual ao nlimero de variagfes de sinal de pix).
Sejam "Sys -ee y "3y 88 rafzes negstivas e ¢, x d hs =ees & dIi

—

as raizes complexas de pi(x). Claro, P+N +4] = n. Not ar\de que

p{x} se fatora da seguintz mansira:
z z
px). = a ’}:—ri}...;x-rp} {>+~31\...{:<+5N‘f [x%-20x+{oi+di)]... [x3-20x+
z 2

P“

Usando agora a lei da multiplicacZo, obtemes
2 2

i

:; Tl i) B den S1g r.{:-é- N
ay = a_[r() __t_L_,) 1 2y (o dy) t"f-:1+d;’

Is=o- mostra que:
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