
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RlO GRANDE DO SUL 
INSTITUTO DE MATEMATICA 

CADERNOS DE MATEMÁTICA E ESTATISTICA 
srRIE 8: TRAB.L\LHO DE APOIO DIDÃ TICO 

ESTATfSTTCA DESCRITIVA II 

DINARA WESTPHALEN XAVIER FERNANDEZ 

SÉRIE 8, f'.l ._,, 24-

PORTO ALE<.:li<L AGOSl O DE ·1994-



APRESENTAÇÃO 

O material de ESTATÍSTICA DESCRITIVA II foi 

organizado a partir de nossa experiência como docente nessa 

d isciplina no Curso de Bacharelado em Estatistica da UFRGS. 

Para que o conteúdo da referida d isciplina seja total mente 

coberto, é necessário c onsultar a publicação NúMEROS íND ICES 

t a mbém de nossa au toria . 

Quando tr abalhamos com essa disciplina, 

introduzimos o uso do s of tware estatistico MINITAB, 

realizando aulas prát icas no Laboratório de Recursos 

Computacionais, do Insti tu to de Matemática da UFRGS . 

Anexamos algumas dessas aulas, a titulo de sugestão . 

Também consta na Bibliografia , vários artigos 

que foram alvo de Seminários apresentados 

final do semestre . Desta fo r ma , j á no 

pelos alunos ao 

inicio do Curso, 

o al un o é incentivado a leitura de bibliografia estrangeira, 

bem como of erecemos a oportunidade de desenvolver sua 

habilidade de e xpor publicamente. 

Essas notas tem como principal objetivo 

facilitar o d esenvolvimento de disciplinas introdutórias de 

Estatistica, mas não pretende substituir a 

enriquecimento com outras bibliografias . 

A autora . 

consulta e o 
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I - NíVEIS DE MENSURAÇÃO 

1 . CARACTERIZAÇÃO 

Mensuração é o processo que consiste em 

atribuir números a objetos, indivíduos ou eventos . 

O grau de mensuração que se atinge é função 

das regras sob as quais se fez a atribuição dos números . 

Quanto mais tipos de comparações forem permitidas por uma 

classificação com relação a uma variável, tanto mais 

elevado é o seu nível de mensuração . Quando classificamos os 

alunos de uma escola de acordo com as variáveis 

"nacionalidade" e "rendimento escolar", podemos, em relação 

à primeira variável, apenas dizer se dois alunos tem a mesma 

nacionalidade ou não; já em r·elação à outra variável, 

podemos dizer se os alunos tem o mesmo rendimento escolar ou 

não e ainda se um aluno tem rendimento maior ou menor que o 

outro. Assim, a variável "rendimento escolar" atingiu um 

nível de mensuração mais elevado que a variáve l 

"nacionalidade". 

As oper·ações e relações utilizadas na obtenção 

dos conjuntos de valot'es definem e limitam as operações 

possi veis qur;;! devem estar associadas à estrutut··a numérica à 

qual a mensuraçã o é isomorfa. 

Estuda1::·emos quatro ní. veis de mensuração : 

nomi nal , ordina l , intervalar e escala de razão . 

As escalas nominal e ordinal são os tipos 

mais comumente encontrados nas ciências do comportamento e 

os dados mensurados por essas escalas devem ser analisados 

por métodos não- pararrtétricos . As var·iáveis qualitativas são 

clas sificadas em ordinais, quando houver um sentido de 

ordenação entre seus valores e em nominais quando não 

houver sentido de ordenação ent r·e seus valores, como é o 

caso da variáve l "nacionalidade" . 

Dados mensurados em escalas interval ar ou 

de r azão podem ser analisados por métodos paramétricas, 

1 



desde que as suposições do modelo 

satisfe.i t as . 

estati stico sejam 

São quatro os tipos de comparação que uma 

variá vel de ni v e l de mensu ração numa e scala de razão nos 

permitem fazer: 

1~) Identificar se objetos, individuas ou eventos pertencem 

ou não a uma classe da var iável. 

Dados dois obj etos, indi0duos ou even tos pertencentes a 

c lasses diferentes, 

questão , se : 

identificar, em relação à variáve l em 

a 
2-) a classe a que um pertence é 1naior· ou menor do que a 

c lasse a que outro pertence . 

3~) a diferença e ntre as classes a que dois deles pertencem 

é maior , igual ou menor que a dife renç a entre as classes a 

que outros dois pertencem . 

4~) um deles é, por exemplo , o dobro do outro . Isto é,a ra

zão entre dois valores quaisquer da esc ala é conhec ida. I s

to ocorre porque existe um zer o absoluto . 

Se a última comparação não pode ser real izada, 

o níve l da e scala é intervalar. Se as duas primeiras 

c omparações podem ser feitas, temos uma escala oJ~dinal e 

se apenas a prime ira é válida, estamos trabalhando com uma 

e scala nominal . 

Consul ta:t:' SIEGEL, S . , como complementação . 

2 . EXERCíCIOS 

1 . Gui ando-se pelas compar~ões listadas a cima , preencha os 

espaços em br·anco . 

Tomemos a classificação das escolas em rela

ção à variá vel "número de alunos". As classes a que as esco

las podem pertencer são : ... , 50,51, ... 600, ... 

_ dize r se uma escola pertence ou não 
(podemos/não pode mos) 
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pertence a classe de escolas que possuem 350 alunos . 

Portanto, a c l assificaçã o de escolas em relação à variável 

estabelecer o primeiro tipo de 
(permite/ não permi·te) 
comparação . 

Dadas duas escolas, por exemplo, de 400 e 320 alunos 

dizer se a classe "número de alunos" 
(podemos/ não podemos) 
a que uma pertence é maior ou menor do que a classe a que 

outra pertence. Portanto , a classificação com relação à 

variável estabelecer o segundo tipo de 
(permite/não permite) 

comparação . 

Dadas quatro escolas, por exemplo, com 500, 1000, 700 e 240 

alunos, dizer se a diferença entr·e as 
(podemos/não podemos) 

classes a que duas delas pertencem é maior , menor ou igual à 

diferença entre as classes a que as outras duas pertencem . 

Portanto a classificação em relação à variável 

estabelecer o terceir·o tipo de 
(permite/não permite) 
comparação . 

Dadas duas escolas uma com 500 e outra com 1000 alunos, 

dizer que a segunda possui o dobro de 
(podemos/não podemos) 
alunos que a primeira . Portanto, 

(permite/não permite) 
comparação . 

estabelecer o 

a classificação 

quarto tipo de 

A classificação com relação à variá vel "número de alunos" 

nos permi te estabelecer os quatro tipos de comparação, 

portanto, é uma variável de ni vel de mensuração 

2 . Anet.lise as comparações posei veis 

variáveis : 

r-e lativamente às 

2 .1 . "temperatura tr*dia no inverno de regie5es do globo 

terrestre . As classes em que uma região do globo terrestre 

podem ser classificadas são: 
o 

12 c' . . . 
.... , 

2. 2 . "nível sócio- econômico" dos 

"'o C -;.> , . . . , Ooc, .... ' 

alunos de uma escola 

obtido a partir de informações de um questionário. Definimos 
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cinco classes: n.1. vel 2(alto) ;n.1. vel l(médio) ;ni vel O(trrédio) ; 

nivel -1(nlédio baixo) e n1vel -2 (baixo). 

2.3. "conceito" em Ingles dos alunos de uma 

classes a que um aluno pode pertencer são: A 
(Bom), C (Médlo), D (Regulat') e E (Fraco) . 

Escola. As 

(ótimo), B 

3 . Identifique o nl ve.l de mensuração das va.riá veis abaixo 

definidas e justifique : 

3 .1. ··número de estabelecimentos de ensino sob a jurisdição 

de uma Delegacia" segundo as quais se classificam Delegacias 

de Ensino de um dado sistema com as classes: 0-10, 11-20, ... 

3.2. "tipo de estabelecimento de ensino " segundo a qual as 
o o 

escolas pertencem a uma das classes: só 1- grau, e,-6 2 - grau, 
o o 

1- e 2- grau. 

3 . 3 . "assuidade do professor" segundo a qual se classificam 

os professores quanto ao número de faltas obtidas num mes, 

nas classes : nunca falta, falta muito pouco, falta 

razoavelmente, falta muito . 

4. Um entrevistador classifica a reação do individuo quanto 

a direção do olhar pelos números O, 

olhar para baixo; 1 representa 

1, 2 onde O 

o.lhar para 

representa 

cima e 2 

representa olhar diretamente para o entrevistador . Qual é a 

escala de medida adotada ? 

5. Um sujeito atribui a um grupo de produtos alimentares uma 

"graduação" por ordem de "gosto": grau 1, ao alimento menos 

gostoso de todos e grau 10 ao mais gostoso. Poderiamos 

afirmar que a diferença em gosto entre os alimentos de grau 

3 e 4 é equivalente à diferença em gosto entre os i tens 7 e 

8 '? Jus t i f i que e diga qual é o ni vel de mensuração desta 

variável . 

6 . A variável psicol6gica "prestigio" pode ser medida em 

função de unidades estabelecidas e padronizadas, análogas a 

graus (temperatura) ou segundos (tempo) ? Justifique . 
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7 . Qual é o ni vel de mensuração da variável ''tempo de 

reação de um indiví. duo a determinado est1 mulo" ? 

8. Ao medir a "press.~o na toe lo. de respost~ " , 

ut.iliz.::tndo urna e F;r.:i.'t.l.ét - ------·-·---------

aflrtnat· que tur1.::t r·r·essão de a lib:r·as é tres veze e; supe t'j_or a 

uma de 1 libra e, além disso, zero libra representa a 

inexistência de presSão . 

9 . Real ize o Estudo Dirigido sobre Niveis de Medição que 

segue . 
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ESTUDO DIRIGIDO SOBRE NíVEIS DE MEDIÇÃO 

INTRODUÇÃO : A finalidade da medida nas ciências do comporta
mento é a de oferecer bases exatas, objetivas e comunicáveis 
para descrever, diferenciar e classificar as caracterlst i cas 
e os comportamentos dos individues . 

O ni vel menos refinado de medida, a MEDIDA 
NOMINAL é a classificação das caracteristicas ou dos 
comportamentos tendo por objetivo a simples identificação . 
Um nivel um pouco mais refinado de medida permite a 
ordenação das categorias em termos do grau ou quantidade do 
fenômeno gue está sendo medido; a isto se chama MEDIDA 
ORDINAL . 0 nivel seguinte é a MEDIDA I NTERVALAR, no qual a 
distância entre duas categorias quaisquer é conhecida. O 
n1 vel mais refinado de medida é alcançado quando a escala a 
medir o fenómeno tem um verdadeiro ponto zero e m sua or-igem . 
Tal escala é chamada de ESCALA DE RAZÃO. 

Neste estudo dirigido, 
conhecimento das limitações de cada tipo 
es];.écie de fenômeno par·a o quéll cada tipo 

você irá 
de medida 

é aplicável . 

tomar 
e da 

ATENÇÃO : Dobre a folha à margem direita . Leia atentamente o 
primeiro item, responda e depois confira sua resposta . Só 
passe parc-t o 1 tem seguinte aP.:,s ter compreendido bem o 
anterio r. 

dobre o.qui. 

1 . Dar apenas nomes ou rótulos a um conjunto de objetos,de 
carecteristicas ou de comportamento é o nivel menos 
(mais/menos) refinado de medida . 

2 . O termo medida nominal é usado para 
medida considerado quando nós apenas 
(rotulamos/damos nomes) às categorias 
caracteri stica . 

designar o tipo de 
rot/ 

compreendidas numa d . n . 

3 . Quando damos nomes que estabelecem diferenças entre uma 
umé:t categoria e outra , mas não estabelecemos nenhuma ordem 
entre as categorias , estamos usando o tipo de medida nom. 

4 . Por exemplo : se desejássemos designar as duas categorias 
compreendidas na caracteristica "sex o" , as palavras "mascu-
lino" e seriam usadas . fem . 

5 . As palavras ''masculino " e "' feminino" são rótulos que 
usamos para designar as duas categorias compreendidas na 
caracteristica "sexo" . Esses dois nomes de categorias 

(implicam/não implicam) em que uma cate- n. i. 
goria seja "melhor" do que a outra. I 
6 . As categorias "masculino" e "feminino " não tem uma ordem 
implicita; seu uso,portanto, constitui uma medida nom. 
7 . Se categorizarmos as prefer-ências poH ticas em "demo-
crata" e " republ i cano", a ordem (tem/não tem) n . t . 
importância. 
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I 
8 . Essas categorias não admitem ordem ; portanto, e las __ 1

1 
n . t. 

(tem/ não tem) valor quantitativo. 

9. Os nomes "de mocrata " e "republicano" são categorias de 
preferência poli tica que não possue m ordem impli c i ta; por-
tanto, o uso dessas palav ras constitui uma medida nom. 

10 . Medida nominal, pois, é o processo de diferenciar com-
portamentos ou caracterí sticas e de dar n/r 
(nomes/rótulos) às categorias não-ordenáveis corresponden-
tes a esses comportamentos ou características. 

11. As categorias "protestante ", "catól ico" e "judeu" __ n.s. 
( são/não são) ordenadas . 

12 . Portanto,o uso das cat egorias "protestante","católico" 
e "judeu" constitui uma medida nom . 

13. As categorias "excelente", " bom" e "regular" 
(são/não são) ordenadas . 

14. Portanto, as categorias do item 13 
(representam/não representam) uma medida nominal . 

15. As categorias "concorda plenamente","concorda" e "dis-

são 

n.r. 

corda" são ordenadas e permitem uma medida (mais/ mais 
menos ) refinada do que as categorias nominais . 

16 . Se tivéssemos que distinguir apenas os masculinos dos 
femininos,os "anões masculinos" e os "gigantes masculinos" 
________ _ _ (recairiam/não recairiam) na mesma catego- r ec . 
ria . 

17 . Entretanto , se as categorias "abaixo da média " e "acima 
da média" ,quanto à altura , fossem dadas como classificação 
e ntão os "gigantes masculinos" e os anões masculinos " __ n . r . 
_ ______ (recairiam/não recairia m) na mesma categoria. 

18 . Nos exemplos anteriores, as categorias internas à "sexo" 
_ _ ___ _ ___ __ (estão/não estão) ordenadas; as categori- n . e . 
as internas à variá vel "altura" (estão/não es- e. 
tão) ordenadas . 

19 . No exemplo do "anão-gigante", "sexo" 
(represen ta/não representa) uma medida nominal; "altura" 
___ ________ (representa/não representa) uma me dida 
nominal . 

20 . As categorias usadas na medida nominal 
(tem/não tem) relação especial uma com a outra . 

21 . Entretanto, se as categorias estiverem ordenadas,é cla-
ro que (há/não há) uma relação entre elas. 
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22. As categorias "concorda plenamente","concorda" e "dis
corda" especificam uma relação ordenada quanto ao grau de 

(concordância/discordância) c . 

23. A caracter1 stica "grau de concordância" está enunciada 
numa escala ordinal de medida porque as categorias permi-
tem uma qualitativa . orde. 

24. Dividir a caracter1 stica ··situação sócio-econômica" em 
tres categorias : "baixa", "média" e "alta" é um exemplo do 
uso da escala de medida ordi. 

25. Se tivéssemos que atribuir números às tres categorias 
de situação s.:, cio-econômica, "baixa" poderia ser designada 
pelo númel'O "1" . Para evidenciar uma certa ordem,poderiamos 
atribuir o númet'O _ à "média" e o número __ à "alta" . 2 3 

26. Em alguns casos especiais usamos letras como símbolos 
para designat' a ordenação. Os conceitos ou graus escolares 
são o exemplo mais t1 pico : caso em que "A" é mais alto do 
que "_" e este mais alto do que .. _.. . B C 

2'7. A direção ordenada com relação a "pouco importante" , 
"relativamente importante" e "111uito importante " 
(está /não e e;tá ) clara tll(::nte lndJ.cada. està 

28 . Embora a direção esteja indicada,a distância ou inter-
valo entre as categorias consideradas (está/não n.e. 
está ) indicado. 

29. Através de uma escala classsificatória 
riamos saber que "muito" é mais importante 
vamente" e que "relativamente" é 
importante do que "pouco" . 

como essa pode
do que "relati

(mais/menos) 

30 . A distância entre "muito importante" e "relativamente 

mais 

importante" provavelmente ___ (é/não é ) a mesma do que a n.é 
distância entre "relativamente importante" e pouco impor
tante" . 

31 . . A ordem classificat6ria portanto não implica em qual é 
a entre as categorias. dist. 

32 . A ordenação das caracter1sticas ou dos componentes es-
tão colocados numa escala de medida ordi. 

33. As características e os comportamentos que não podem 
ser ordenados exigem o tipo de medida nomi 

34. Uma escala ordinal (implica/não implica) em i. 
direção enquanto uma escala nominal (implica/ n.i. 
não implica) em direção . 

35. As escalas ordinais oferecem um grau 
mais) preciso de medida do que as escals nominais. 

(menos/ , mais 
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36. Embora uma escala ordinal apresente direção,as distân- 1 

cias entre as categorias ou os pontos de escala são _____ d. 
(iguais/desiguais) . 

37. Obteríamos mais prec isão na medida, se além da direção, 
a escala tivesse distâncias (iguais/desiguais) entre

1
i. 

os pontos que possui. 

38 . As distâncias entre as categorias ou pontos numa escala 
são chamadas de intervalos . Assim, uma escala que tenha uma 
distância fixa entre os pontos é chamada de escala de 
(intervalos/pontos) . int. 

39.Considere a o 
e entre 50 C e 
sã o, portanto, 

o 
diJ>tância entre as temperaturas 20 C 
60 C. As distâncias são ambas de 

(iguais/desiguais). 

40. Há uma unidade fixa de 
tura . 

na escala de tempera- med . 

41 . As distâncias entre os pontos numa escala de temperatu
ra são 

42. A temperatura é um exemplo de medida de 

i. 

int. 

43. As distâncias entre os pontos numa escala ordinal sao 
(iguais/desiguais) . Já numa escala de intervalos d. 

elas s-3o i . 

44 . Por exemplo : o intervalo entre "re gular" e "bom" prova-
velmente __ (é/não é) igual ao intervalo entre "bom" e n . é 
"excelente". 

45 . A atribuição dos números "1" para "regular", "2" para 
"bom" e "'3" para "excelente" (iguala/não iguala) n. i . 
os intervalos entre as categorias. 

46 . Atribuir números às categorias ordenadas não faz com 
que os intervalos entre elas se tornem i. 

47 . Os números atribuídos aos pontos de uma escala ordina l 
___ (são/ não são) aditivos, porque as distâncias entre n.s. 
os pontos da escala (são/não São) iguais . n . s. 

48 . Com efeito,muitas operações aritméticas podem ser efe-
tuadas em escala de , mas não em escala int . 
ou em escala 

49 . Vamos supor que cinco individuas façam o teste de sole
tração composto por palavras aproximadamente iguais quanto 
ao nivel de dificuldade, e que os escores sejam colocados 
numa escala de intervalos . Seus escores de 25,22, 19, 13 e 

ord. 
nom. 

11 (poderiam/não poderiam) ser somados . p . 
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50.Numa escala de intervalos os escores podem ser subtrai-
dos, multiplicados e divididos porque a escala tem int. 
iguais. 

51. Já que se pode realizar uma grande variedade de opera-
ções aritméticas com escals de elas São mais int. 
úteis do que as escalas de e ord . 

nom. 
52 . Comparadas às escals ordinais, as escalas de intervalo 
são escalas de medida (mais/menos) refinada . mais 

53.Para a maioria dos testes elaborados pelos professores, 
os intervalos entre os escores brutos não são ig. 

54 . Nos testes educaci.onais e psicoló gicos rigorosamente 
elaborados os serão sempre :Lg ua.i. s. 

55. Assim, para testt3S padronizados, os escores são frequen-
1 temente tratados como se estivessem numa escala de medida 

56 . São exemplos disso, a classificação por grupo e os re
sultados de Q.I. A maioria das pesquisas realiza mui tas ope
rações aritméticas com tais escores,tratando-se, portanto, 

int. 

int. 

como se (estivessem/não estivessem) numa escala e . 
intervalar. 

57. O quarto e mais refinado tipo de medida é a escala de 
razão.Esta escala possui o que se chama ponto zero absolu-
to, que é o ponto no qual _ _ (há/não há) escore . n . há 

58 . Há escalas de razão nas ciências fi sicas porque as va-
riáveis tais como altura, peso e tempo tem um ponto zero 
absoluto . 

59 . Já que a variável peso tem um ponto zero absoluto 
__ (é/não é) correto concluir que um individuo pesando 90 é 
quilos é duas vezes mais pesado do que um outro que pese 
45 quilos . 

60. Considerar que um individuo que tem QI 100 seja duas 
vezes mais inteligente do que um individuo de QI 50 é e. 
(certo/errado) . 

61. Considerar que um QI de 100 indique o dobro de inteli
gência de um QI de 50 seria considerar incorretamente que 
a variável "inteligência" tem o ponto absoluto . zero 

62 . Para os testes educacionais e psicológicos,o ponto ze
ro é absolutamente arbitrário;assim ,tais testes não ofere-
cem resultados numa escala de r . 

63. Já que não é possl vel estabelecer um ponto zero absolu-

1 

to na medida dt:=: VéH'J.avels na c1ênc:La do comportamento, es-
calas não existem nesta área . de r. 
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II - CARACTER1 STI CAS DE TEND~NCI A CENTRAL E DE VARIABILIDADE 

1 . CARACTER1STICAS DE TEND~NCIA CENTRAL 

As medidas de posição ou t endê ncia central são 

aquelas qu e tendem a se localizar em um val or central dentr o 

de um con junto de dados . 

1 . 1 ME:DIAS 

1.1 . 1. MÉDIA ARI TMÉTI CA 

Notação: ~ (média populacional) 

X (média amostral) 

N 

I: X. 
~ 

i. = 1 

~ = (dados não agrupados) 
N 

m 

E f . X . 
~ ~ 

i.= 1 

f-l = N 

m 

(dados agrupados) onde N = E f. . \. 
1. = 1 

OBSERVAÇÃO: No caso de média amostral , o denominador é o 

tamanho n da amostra . 

EXEMPLO : 

a) QI de 12 individues : 93 94 95 97 98 98 100 

101 101 104 105 108 

T = E X . = 1194 
~ 

=> ~ = 1194/12 = 99,5 
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b) Or-ganizando os dados numa distr-ibuição de fr-equência, 
obtemos: 

Tabela 1 : 

QI 

90 
,_ 

94 
,_ 

98 
,_ 

102 
,_ 

106 
,_ 
~ 

94 
98 

102 
106 
110 

J.i 

QI de 12 individuas 

f 

1 
3 
5 
2 
1 

12 

\. 

1196/12 = 99,7 

X \. 

OBSERVAÇÃO: Se em lugar- de f. consider-amos "pesos", 
~ 

temos 

uma média ar-itmética ponder-ada, como também é chamada 

média par-a 

EXEMPLO : 

dados agrupados. 

J.l = 

Produto Preços 

A 100 

8 110 

c 120 

D 150 

100.30+110.72+120.85+150.53 

30 + 72 + 85 + 53 = 

Quantidade 

29070 

240 

30 

72 

85 

53 

= 121,12 

a 

Erro relativo máximo cometido no cálculo da média para dados 

agrupados em distribuição de frequência 

h 
e = 2 J.i - h 

onde h amplitude do inter-valo 
J.i = média da distr-ibuição de frequência 

No exemplo 1: 
4 

e = 2 X 99,7- 4 
= 0,0205 , isto é, 

um err-o máximo de 2,05 % par-a mais ou par-a menos . 

PROPRIEDADES: 

P1: A soma algébrica da difer-ença entre cada valor- obser-vado 

e a média ar-itmética é nula, isto é, a soma dos desvios em 

tor-no da média é zer-o: 
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N N 

E d. = E (X. - J.1 ) = o 
t t 

\.=1 i.=i 

Demonstração : N N N 

r; (X , - J-J ) r; X E J-J = 
L i. 

i.= i i.= i i.= 1 

N 

E X - N J.1 = N J-J - NJ.1 = o 
i. 

i.= i 

OBS : Se os dados estiverem agrupados numa distribuição de 
frequência : 

N N 

E f d = E f . (X J-J ) = o 
L i. L i. 

i.= 1 i.= i 

P2: A média de uma constante é a própria constante . 

P3: A média do produto de uma constante por uma variável é 

igual ao produto da constante pela média da variável . 

P4: A média da soma de uma constante com uma variável é igual 

a soma da constante com a média da variável. 

P5: A soma dos quadrados dos desvios da média aritmética é 

minima em relação a soma dos quadrados dos desvios 

relativamente a qualquer outro valor distinto da média 

aritmética, isto é: 

N 

E<x.- J.1 
t 

i.= i 

Demonstração: 

N 

s = E 
i.= i 

(X. 
t 

- J-J 

N 

E 
2 

2 X. -
t = 

i.=1 

N 

R = E (X - a 
t 

i.=~ 

Fazendo R - s 

2 

= o < 

2 N 

= E 
i.= 1 

N 
2 + N J-J J-J 

2 N 

= E 
i.= 

temos: 

N 2 

E ( x. - a 
L 

i.=1 
= o ' 

N 
2 

2J-J E X. + N 
2 

X. J-J = 
L . t 

t=1 

N 
2 s E 

2 
N 

2 
=> = X. J.1 

L 
i.=1 

2 
2 X - a 

i. 
N J-J + N 

2 
a 
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2 
2 N N 

2 
N ( 

2 
2 

2 
R - s = N a a 1-l + 1-l = a - a 1-l + 1-l = 

= N a 1-l ) 2 

Como N e (a 1-l) 2 são positivos, 

N ( a - 1-l ) 2 > o ~ R - s > o ~ R > s . 

P6: A média aritmética de um conjunto constituído por k 

séries é igual ao quociente da soma dos produtos das médias 

parciais pelos respectivos números de ocorrências sobre o 

número total de componentes das séries ( média das médias ou 

média composta 

Demonstração : 

~ E XI.. = J.-l .N 
1 1 

1-J = 
1 

E X. 
I. 

N 
1 

E y,::: 1-J .N 
I. 2 2 

E yi. 
IJ2 = N 

2 

k 

E 
---------------------------- = 

N + N + . • • + N 
1 2 k 

k 

E 

J.-l. 
I. 

N . 
I. 

J.-l ::: 
k 

E z . 
--" 

Nk 

E zi.::: 1-Jk . Nk 

N 
i. 

EXEMPLO : Certa Agremiação Esportiva possui equipes de v6-

lei,basquete e futebol . O número de componentes das mesmas e 

as médias de altura s são: 

Vólei : 18 atletas - estatura média= 1,72 m 

Basquete : 14 atletas - esta t ura média = 1,80 m 

Futebo : 35 atletas 

Qual 

Agremiação ? 

estatura média = 1,70 m. 

é a altura média dos atletas 

1 , 72xl8 + 1 , 80xl4 + 1 , 70x35 

18 + 14 + 35 
= 1,726 m 

VANTAGENS: 

1> E; a med ida de tendência central mais conhecida 

empregada . 

2> E: facilmente c a 1 cu 1 áve 1. 

s> Pode ser tratad a a lgebricamente (propriedades) . 

4> Serve para comparar conjuntos semelhantes . 
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::n t; particularmnente indicada para séries que possuem 

valo res em progressão ari tméti ca ou simétricos em relação a 

um valor médio e máximo . 

m Depende de todos os valores da série . 

7> Será representativa quanto maior o número de termos . 

DESVANTAGENS : 

1> Não representa bem os conjuntos que reve 1 am tendências 

extremas . Por exemplo : cw X: n~ de acidentes semanais 

X ;;;; { 2, 4, 4, 3, 2, 40 } J-1 ;;;; 9 
X 

<b> Salários : 
X 1 10 100 

i.. 
3 , 2 J-1 

f 50 2 1 
X 

i. 

É grandemente influenciada pelos valores ext remos da 

série, razão porque às vezes pode não ser ti pica . 

Seu emprego é desaconselhável para distribuições do tipo : 

z> Não é necessariamente elemento que faça parte do 

conjunto , para bem representá-lo, embora pertença 

obrigatoriamente ao intervalo entre a maior e a menor 

observação . 

3> Não pode ser calculada para distri buições com 

indeterminados (indefinidos) . 

EXEMPLO : Idades de individuas submetidos a um teste 

Idades 

menos de 33 
33 j- 35 
35 j- 37 
37 j- 39 
39 j - 41 
mais de 41 

Total 

f 
i.. 

1 
21 
52 

186 
38 

2 

300 

l imites 

Desprezando as 

podemos calcular ~· 

classes com limites indeterminados , 
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1.1.2. MÉDIA GEOMÉTRICA COU MÉDIA LOGARITMICAJ 

Notação : M ( popu 1 . ) 
9 

1 
log M = 

9 N 

EXEI'1PLO: 

1 

Por logaritmo : 

N 

E log x 
i. 

i.= i 

X 
i. 

120 

115 

120 

130 

120 

115 

=> M 
9 

x ( am. ) 
9 

= antilog 

log x. 
\. 

2 , 07918 

2,06070 

2,07918 

2,11394 

2 , 07918 

2 , 06070 

12 ,47288 

N 

E log 
i.=1 

N 

X 
i. 

log M = 12 , 47288 ~ 2 ,07881 => M = antilog 2 , 0 7881 ~ 119,9 
g 6 g 

A média geométrica é o termo central de uma Progressão 

Geomét rica. EXEMPLO: ::3 : 6 : 12 : 24 : 48 

M~DIA GEOMÉTRICA 

calculada para um conjun to de 

distribuição de frequência . 

EXEMPLO: 

PROPRIEDADES: 

M 
9 

M 
9 

PONDERADA 

dados 

: quando é 

dispostos numa 

= 119 , 9 

P1: O produto dos quocientes de cada valor de um conjunto de 

números pela méd ia geométrica d o conjun to é igual a 1. 
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X X X 
1 2 N 

X X ... X = 1 M M M 
g g g 

Demonstração: 

X X X X X X 
1 2 N 1 2 N 

X X . .. X = M 1"1 M )N g g g M 
g 

Extraindo a raiz n-ésima : 

~x 1 X X M 
2 N g 

= = 1 

\/< 
M 

M )N g 

g 

EXEMPLO : Os valores da variável X são 10, 60 e 360 então : 

Mg = ~10 X 60 X 360 = 60 e 
10 60 360 

X X 

60 60 60-

216000 

216000- 1 

P2: Séries que apresentam o mesmo número de elementos com a 

mesma soma total tem a mesma média aritmética, 

séries que apresentam o mesmo número de elementos 

mesmo produto tem a mesma média geométrica . 

enquanto 

com o 

EXEMPLO : Comprove esta 

Y={2 ; 20 ;12 } . 

propriedade tomando X=(8;1:2,5} e 

P3: A média geométrica é menor ou igual à média aritmética . 

M < /-1 g -

OBS : Esta propriedade sempre se verifica quando os valores 

da série forem positivos e nem todos iguais . Se entre eles 

houver um ou mais zeros, a média geométrica será nula . 

A igualdade só ocorrerá quando todos os valores da 

série forem iguais. 

Demonstração : Consideremos uma 

valores : 

(X X )
2 

) 0 
1 2 

Desenvolvendo o primeiro membro : 

x
2 

+ x
2 

- 2 X X ) 0 
1 z 1 2 

Somando e subtraindo a quantidade 
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da desigualdade, teremos : 

2 
X + X 

2 
+ 2 X X 2 X X 2 X X > o . .. 2 1 z 1 2 1 z 

ou 
( X )2 4 > o ( X ) 2 > + X - X X e + X 4 X X 

1 2 1 2 1 2 1 2 

Dai tiramos 

( X + X 
)z 

[ X + X F 1 2 1 z 

> ou 
4 X X 

2 X X 
1 z 1 z 

Extraindo a raiz quadrada : 

X + X 
1 2 

> \I + ,is to é : > M X X J..l 2 1 2 9 

P4: Quanto maior a diferença entre os valores originais 

maior será a diferença entre a s médias aritmética e 

geométrica. 

EXEMPLO : Considere mos os seguintes c onjuntos de números : 

X = ( 2, 2} y = ( 14, 16} z = ( 8 ,12} w = (2, 50} 

J..l 
X 

= 2 J..ly = 15 J..l z 
= 10 J..l'IJ = 26 

M = 2 M = 14,97 
gx gy 

M = 9 ,80 
9z 

M = 10 
9'1,/ 

APLI CAÇOES: 

I- Média de relaçõ es . 

Consideremos os dados a seguir: 

Empresa. Ca.p i.ta.l n ivi.da. Relação Relação 
liqui.do ca.pi.to.l/divi.do. di vi. do./co.pi. l ai. 

A 2 500 1 000 2 , 5 0,4 
8 1 000 2 000 0 , 5 2,0 

3 500 3 000 

Calculando a média aritmética das duas relações, teremos : 
2,5 + o,s 

Relação capital/di v i da J-11 = ::: 1,5 
2 

0,4 + 2,0 
Relação divida/capital : J..lz = = 1,2 

2 

Como essas relações são o inverso uma da ou

tra, é um contra - s enso que o produto de suas médias n ã o s eja 

igual a 1, pois : (1,5 x 1,2) > 1 . Entretanto esse aparente 

abs urdo ocorre do fato de não havermos atribuido às relações 
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seus pesos corretos antes de calcularmos a média. Teriamos o 

seguinte resultado, se os pe sos houvessem sido considerados : 

(2,5 X 1000) + (0 , 5 ~ 2000) 

1000 + 2000 = 1,1667 

O numerado r dessa expressão corresponde ao 

capital liquido total (3500) , enquanto que o denominador é 

igual à divida total (3000). O resultado 1,1667 deve ser 

interpretado como a relação média entre 

entre as duas empresas consideradas . 

capital e divida, 

Analogamente, determinamos 

relaç~es da divida versus capita l liquido: 

(0,4 X 2500) + 2,0 X 1000) 

2500 + 1000 

ou, com o emrrego dos totais : 3000 

= 0,8571 

3500 = 0,8571 

a média 

Multiplicando as duas médias, obtemos : 

1,1667 X 0,8572 = 1 

Conforme se pode verificar, os 

das 

pesos 

atribuidos às relaç~es não foram iguais. Caso se deseje que 

isso ocorra, pode-se recorrer à média geométrica . Assim : 

Relação capital/divida : 

Relação divida/capital : 

M = \1 2,5 X 0,5 = 1,1180 
9 1 

M 
9

2 
\1 0 , 4 X 2,0 = 0 , 8944 

O produto dessas médias é 1 . 

A escolha entre as médias dependerá , nesse e 

em outros casos, do fim que se persegue . Se, para uma 

determinada empresa, se deseja estabelecer uma relação do 

tipo capital/divida que seja independente da divida ou do 

capital das diferentes empresas envolvidas, é recomendável o 

uso da média geométrica. Se o que se deseja é a relação 

capital liquido/divida de um certo número de empresas , após 

a consolidação, a cifra correta será obtida através da média 

aritmética , ou achando a relação dos totais . 

II- Médias em distribuições assimétricas . 

Uma distribuição de frequência pode 
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ser inclinada à direita (assimétrica) . Se usarmos os 

logaritmos dos valores da variável, com um intervalo 

de classe constante para os logaritmos, a curva se 

transformará em simétrica. Neste caso, a média geométrica 

revela-se mais apropriada que a aritmética . 

III- Média de taxas de variação. 

Em certas ocasiões, a médi a geométrica é 

utilizada para determinar taxas médias. Suponhamos que um 

individuo tenha investido um capital de Cr$ 500 em 1983 . 

Após um ano de aplicaç~o, essa importância passou para 

Cr$ 650 . Reaplicando essa óltima quantia, ao final de mais 

um ano seu montante passou para Cr$ 910 . A taxa média de 

aumento de capita l será obtida mediante o cálculo de uma 

média geométrica. 

Calculemos, inicialmen te , as taxas de aumento 

de capital, period o a periodo : 

Taxa mé dia: 
V 1 , 3 X 1 , 4 = 1,3491 

A taxa média de aumento do capital investido 

no periodo de dois anos foi de 34,911.. 

IV- Estimativa do crescimento demográfico. 

V- Cálculo do indice do custo de vida . 

Tem ampla aplicação na Estatistica Económica e Demografia 

em virtude de possibilitar cálculo de médias de 

coeficien tes de aumento ou diminuiç~o . 

1 . 1.3. ~DIA HARMô NICA 

Notaç~o: Mh (popul . ) xh (am . ) 
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Definição: É o reciproco da média aritmética dos 

reciprocas dos termos. 

1 N 
M = = h N 1 N 1 

E X E X 
i. = 1. i. i.=1. i. 

N 

A origem da denominação de média harmônica é 

musical . Esse é o termo central da sucessão 6' 4' 3 onde 

6:4:3 é a sequência segundo a qual deve estar o 

comprimento da corda musical 

quinta e a oitava. De fato: 

1 

1 1. 1. - - + - + 
3 6 4 

13 
sendo que J..l = = 4,33 

3 

para se obter uma nota, a 

3 
= = 4 

1 9 -
3 12 

3 

e M = 
9 

v 72 = 4' 16 

PROPRIEDADE: A média harmônica é menor ou igual à média 

geométrica para valores da variável diferentes de zero . 

1"1 < J-l 
9 

OBS: Quando os valores não forem muito 

verifica-se aproximadamente a seguinte relação: 

EXEMPLO: 

Valores 

X=(2,4,6,8,10} 
Y=(10,10,10} 
Z=(10,1;10,1;10,2; 

10,4;10,5} 

M = 
9 

J..l 

6 
10 

10,26 
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M 
9 

5,21 
10 

10,2587 

diferentes, 

Mh 

4,38 
10 

10,2574 



M~DIA HARMôNICA PONDERADA: 
rn 

E f 
i.=1 

i. 
N 

M = h Tfl Yfl f 

E 
1 

f E 
i. -

X i. X 
i.=i i. i.=i i. 

APLICAÇõES: 

I- Séries continuas de números reciprocas, tais como : 

cálculo do custo médio de artigos adquiridos com uma de

terminada quantia e cálculo das médias de velocidades refe

ridas a uma dada distância. 

EXEMPLOS: 

(a) Uma pessoa adquiriu quatro camisas ao preço unitário 

de Cr$ 30 000 e duas camisas a Cr$ 50 000 cada uma . 

( 1 ) 

Qual o preço médio paga por camisa ? 

1 

Mh = 120000(1/30000) + 100000(1/50000) 

120000 + 100000 

= 36 670 

pois a pessoa gastou 120000 em camisas de 30000 e 100000 em 

camisas de 50000. Nesse caso, os valores da variável são os 
preços por camisa e seus pesos as quantidades gastas em 

camisas. 

( 2) 

(4 X 30000) + (2 X 50000) 

4 + 2 

Os valores da variável 

= 36 670 

são os preços 

camisa e os pesos são o número de c amisas compradas. 

por 

O principio dos dois métodos é simples . 

Estamos calculando média de taxas, ou seja, 

camisa . O numerador de ambas as expressões 

quantia total gasta com camisas (220000), 

cruzeiros por 

representa a 

enquanto o 

denominador é igual ao número de camisas adquiridas. Quando 

são empregados os pesos do denominador, aplica-se a média 

aritmética (pesos 4 e 2) ; quando se empregam os pesos do 

numerador, usa-se a mé dia harmônica (120000 e 100000). 

(b) Um automóvel parte do Rio de Janeiro com destino na 

São Paulo desenvolvendo uma velocidade média de 70 km/h, 
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voltando no dia seguinte ao ponto de partida com uma 

velocidade média de 90 km/h. Qual será a velocidade média 

considerando a viagem completa (ida e volta) ? 

A média não é 80 km/h e sim : 

M = 
h 

2 

1. 
+ 

1. 

70 90 

= 78,75 km/h 

pois, suponhamos que entre Rio e São Pau lo a distância seja 

de 450 km (o que não influirá no raciocinio) . Sabemos que a 

média é a relação entre a distância total percorrida e o 

tempo total gasto para percorrê-la . O carro andou 

2 x 450km = 900 km . Se o carro na ida desenvolveu 70 kmlh , 

ele levou (450 km)/(70 km/h) para chegar a S . P . 

(450 km)/(90 km/h). Assim : 

velocidade média = 
distância total 

tempo total = 
2 X 450 

450 450 
+ 70 90 

li- Grande valia quando os dados apresentam uma 

reciprocidade . 

e na volta 

78 ,75km/h 

relação de 

EXEMPLO : Suponhamos que um cidadão tenha contratado o 

serviço de dois operários para construir uma parede em sua 

residên cia e que essa tarefa implique na colocação de 900 

tijolos . Sabendo que o operário A coloca 400 tijolos e m 8 h 

de trabalho e 8 coloca 500 em 6 h , quanto tempo será dispen 

dido pelos dois operários para assentarem os 900 tiJ8los ? 

A produtividade dos operários é diferente, razão 

porque , se usarmos ~ estaremos nivelando as 

individuais . 

Temos : 8 horas ~ 8 x 60 = 480 min 

A ~ 480 : 400 = 1,2 min por tijo lo 

6 h ~ 6 x 60 = 360 min 

8 ~ 360 : 500 = 0 ,72 min por tijolo 

2 

capacidades 

M = 
h 

= 0,9 min por tijolo 
+ 

1,2 0,72 
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900 x 0 ,9 = 810 min (ao todo) 

Cada operário gastará: 

sendo que A colocará 405 

8 colocará 405 

810 : 2 = 405 min = 6 h 45 min 

1,2 = 337,5 tijolos 

0,72 = 562,5 tijolos . 

e 

VANTAGEM: Pouco influenciada por valores extremos. 

1.1.4. MEDIA DE POT~NCIA E M~DIA QUADRÁTICA 

p 

p 

p 

= j. 

= -j_ 

= 2 

para 

Notação: M (pop.) 
p 

Fórmula geral: 

1. 

M 
p 

I 
=> J-1 = v r: X. __ l. 

N 

-j_ I -:1 
=> M = v r: X 

h ~ 

N 

2 

I I" I r: 2 
=> = X 

q v ~ 

N 

dados agrupados 

= 

= 

(média quadrática ponderada) 

p = 3 '* M v E 
3 

= X . 
c \. 

N 

M 
4 I r: 4 = X. 

bq v \. 

N 

p = 4 '* 

X ( am. ) 

N 

p 

E 
N 

r: x. __ l. 

N 

N 

E 
j. 

X 
i. 

onde x. é positivo 
\. 

i.= 1., ••• , N 

* p E Z 

=> média quadrática 

M v E f . 
2 = X 

q \. ~ ----
N 

'* média cúbica 

::::> média biquadrática 

PROPRIEDADES DA M~DIA QUADRÁTICA: 

P1: A média quadrática de uma constante é igual 

constante . 

à 

P2: Multiplicando ou dividindo todos os valores de um 

conjunto de números por uma constante , a média quadrática 
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fica multiplicada ou dividida po~ essa constante . 

P3: Semp~e que os valo~es de X fo~em positivos é válida a 

~elação: 

X 
min 

< M 
h 

< M 
g 

< < M 
q < X 

max 

A igualdade só se ve~ifica quando os valo~es da 

va~iável fo~em iguais. 

APLICAÇ~ES: A média quad~ática tem aplicação na Fisica e é 

la~gamente utilizada em Estatistica, p~incipalmente quando 

se pretende calcula~ a média de desvios (x- ~), em vez de a 

média dos valo~es o~iginais . Neste caso, a média quad~ática 

é denominada desvio pad~ão , que é uma impo~tante medida de 

dispe~são a se~ estudada mais adiante. 

1 . 2. SEPARATRIZES. 

As sepa~at~izes são valo~es de posição que 

dividem o conjunto em pa~tes iguais . 

Pa~a o cálculo das separatrizes é necessário, 

p~imeiramente, 

decrescente. 

1.2.1 . MEDIANA. 

dispor os dados em ordem 

Notação: M 
e 

~o valo~ cent~al . 

EXEMPLOS : a) QI de 5 individuas : 93 94 97 

crescente ou 

102 102 

A Mediana é 97 pois existem à esque~da do mesmo 

tantos valo~es quanto à di~eita . A mediana ocupa, neste 
o caso, o 3- luga~, sendo sua posição indicada por: 

N + 1 
p = 

2 
onde N é impa~ . 

b) QI de 12 individuas 93 94 95 97 98 98 100 101 

101 104 105 108 

Quando N é pa~, a mediana é dada po~ : 
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X + X N 
p P+1 

onde p = M = 2 
e 2 

isto é, a mediana é a média aritmética dos valores 

Então : 12 X6 + X7 98 
p = = 6 '* M = = 2 e 2 2 

Em se tratando d e dados agrupados, 

as frequências acumuladas a fim de localizar a 

+ 

centrais. 

100 
= 99 

calcula- se 

posição da 

mediana obtida por N/2 , independente de N ser par ou impar, 

pois quando trabalhamos com um grande número de dados , a 

inclusão de 1 pouco modifica o resultado . 

EXEMPLO: 
Tabela 2: Estatura de 50 Alunos 

Escola ~xitus P . A. - 1992 

em f 
i. 

F 
i. 

160 
,_ 

164 6 6 
164 

,_ 
168 8 14 

168 
,_ 

172 9 23 
172 

,_ 
176 17 40 

176 
,_ 

180 6 46 
180 

,_ 
184 2 48 

184 
,_ 

188 2 50 

Total 50 

A posição N/2 = 50/2 = 25. Verifica-se então 

que M localiza-se na 4~ classe e será igual 
e 

ao limite 

inferior 172 acrescida de u ma certa quantidade ~ . Assim : 

M = 172 + ~, pois 
e 

172 < M < 
e 

176 . Ora, até a 3~ 

classe, temos 23 ocorrências e até a 4~ , 40 ; como a mediana 

está no 25~ lugar podemos considerar 25 - 23 = 2 casos na 

4~ classe . Admite-se qLie os dados se distribuem 

4~ classe uniformemente no intervalo de classe e como na 

temos 17 casos, devemos calcular o intervalo correspondente 

a 2 casos : 
17 4 2 X 4 

2 fl. fl. = = 0,47 '* 17 

M = 172 + 0 , 47 = 172,47 em 
e 

Podemos estabelecer a fórmula através do 

26 



raciocinio: 

1~) M situa-se entre os limites inferior 
e 

e superior da 

classe que a contém ; 

2~) N/2 situa-se entre as F~ anterior à classe da mediana e 

à classe que contém a mediana; 

Assim: 

l < M < l 
i e s 

F < N/2 < F 
ant i 

M 1 N/2 F M - l N/2 F 
e i. anl e i. anl 

= = 1 1 F - F h f 
s ~ ~ a.nl ~ 

M 1 h [ N/2 f- F ] M 1 + h [ N/2 
F a.n l] = ant ~ = 

e ~ e ~ f 
~ i. 

onde l 
i 

= limite inferior da classe mediana 

f 
~ 
= frequência absoluta simples da classe mediana 

DETERMINAÇãO GRAFICA DA MEDIANA: 

A mediana pode ser facilmente encontrada a 

partir da ogiva . A mediana é a abcissa do ponto P da ogiva 

cuja ordenada é o elemento mediano, no caso de frequências 

absolutas e 501. , no caso de frequências relativas. 

VANTAGENS E DESVANTAGENS: 

1> Não depende de todos os valores da série, podendo 

mesmo não se alterar com a modificação de alguns deles. 

z> Não é influenciada pelos valores extremos. 

até 

a> Pode ser calculada para distribuiç~es com limites 

indeterminados, na maioria dos casos . 

~ ~ elemento que faz parte do conjunto para N impar e dados 

não agrupados . 

APLICAÇõES: ~ indicada principalmente para 

assimétricas. 

distribuições 

Tem ampla aplicação em quest~es educacionais . 

Utilizada para variáveis medidas em escala 

ordinal. 
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1. 2. 2. QUARTIS 

Os quartis dividem os conjuntos ordenados em 4 

partes iguais: 25'l. dos valores são inferiores ao 

1~ Quartil (Q1); 50'l. ao 2~ Quartil (Q2 = Me); 75'l. inferiores 

ao 3~ Quartil ( Q3 ) . 

Posição 

Posição 

Posição 

Exemplo: 

Posição 

Posição 

N + 1 
do Q1 

4 

2(N + 1 ) N + 1 
do Q2 = 

4 2 

3(N + 1) 

do Q3 
4 

1 ' 3' 5' 6' 8' 9' 12' 15' 17' 19 ' 21 ' 2 5' 28' 

31, 35, 36, 40, 41 

19 + 1 
do Ql = = 5~ lugar => Q1 = 8 

4 
3(19+1) 

do Q3 = = 15~ lugar => Q3 = 31 
4 

29, 

Em se tratando de um número par de valores, a 

mediana e os quartis ficarão situados entre 

podendo-se então usar a fórmula: 

valores, 

M = 
e 

l + 
i. 

L 
i. 

1. ) C( onde C( é a parte 
1. 

resultante da divisão (N+l)/2 

Ql = 1. + ( L . 
1. l. 

l . )C( onde C( é a parte 
l. 

resultante da divisão (N+1)/4. 

EXEMPLO : 3 
' 

7 
' 

8 ' 10 ' 12 ' 15 

PM = (N+l)/2 = 3 5~ -> M = (8+10)/2 = 9 
' e 

e M = 8 + (10-8). 0 , 5 
& 

fracionária 

fracionária 

ou 

= 9 

(N+1)/4 = (6+1)/4 1 75~ 
' 

Ql = 3 + (7- 3).0,75= 6 

Os quartis para dados agrupados são obtidos 

pela fórmula da mediana , bastando substituir N/2 por N/4 

ou 3N/4 . 
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pela fórmula da mediana, bastando substituir N/2 por· N/4 

ou 3N/4 . 
EXEMPLO: Considere a Tabela 2. 

Qi = 1. + h anl [ N/4 - F J 164 + 4 [ 12,5 - 6 ]= 167,25 = \. 
f . 8 

\. 

Q3 = 1. + h [ 3N/4 - Fanl] = 172 + 4 [ 37,5 - 23 ] = 175,41 
\. 17 f . 

\. 

1. 2. 3. DECIS. 

Dividem os conjuntos ordenados de 10 em 10. 

Para dados agrupados são obtidos também pela fórmula 

da mediana, substituindo N/2 por N/10, 2N/10, etc. 

EXEMPLO : Tomando novamente a Tabela 2: 

D 1. + h [ N/10 - Fanl] 160 + 4 [ 5 - o ]= 163,33 = = 1 \. 
6 f . 

\. 

D 1. + h [ 2N/10 - Fanl] 164 + 4 [ 10 - 6 ]= 166 = = 2 \. 
8 f . 

\. 

são 
o 2~ decis, gue os 1- e respectivamente. 

1.2.4. PERCENTIS. 

Dividem os conjuntos ordenados de 100 em 100. 

Também se utiliza a fórmula da mediana para dados 

agrupados, com a respectiva adaptação: substitui-se N/2 por 

N/100, 2N/100, 3N/100, etc. 

DETERMINACÃO GRÃFICA DAS SEPARATRIZES: 

ogiva 

As separatrizes podem ser obtidas a partir da 

analogamente à mediana. 
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1 . 3 DOMINANTES. 

São os valores calculados em um conjunto em 

função das respectivas frequências. 

1. 3. 1. MODA. 

Notação : M 
o 

O dado que aparece o maior número de 

tendo, portanto, a maior frequência, é a Moda, 

chamada de Norma, Valor Dominante ou Valor Tipico. 

Um conjunto com duas modas é chamado 

e com mais de duas modas , polimodal . 

vezes, 

também 

bimodal 

Um conjunto sem moda é chamado antimodal. Por 

exemplo, séries em forma de U . 

EXEMPLO 3, 5, 8, 9, 11 não tem moda 

3, 5, 8, 8, 9, 11 M = 8 
o 

3, 5, 8, 8, 9, 9, 11 M = 8 e 9 
o 

Para dados agrupados, podemos calcular : 

1~) Moda bruta . 

~ o ponto médio da classe de maior frequência . 

EXEMPLO: A moda bruta da Tabela 2 é 174 em. 

2~) Moda pelo processo de Czuber 

A fórmula de Czuber é calculada em função da 

classe modal e das frequências a ela adjacentes . 

o 
= 1 

i. 
+ t:. M 

Os triângulos AOB e COD são semelhantes, logo : 

AB = f f CD 
ont 

AB OE 
= CD DF 

= f 
i. 

f 
pos-t 
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Temos então : 

(f . f 
~ 

f h 
i 

h ( f 
i 

b. = h 

onde 

modal; 

f f 
b i. o.nl 

f 
i 

f 
posl 

h /::,. 

) (h - t_) = t. (f f ) 
o.nt i. post 

f D. - h 
i. 

f + f 1::!. D.f -Llf 
i posl anl o.nl 

f ) = 1::!. (2 f 
o.nl i. 

f f 
i. o.nl 

f 
posl 

2 f - (f + f 
i. poeL anL 

M = 1 + h 
o i. 

f 
anl 

2 f 
i 

f - f 
i. anl 

(f + f 
posl a.nl 

l 
i 

l i mite inferior da cl a sse modal ; 

h = amplitude do intervalo; 

fi= frequência da classe modal ; 

f = 
anl 

frequência da classe antecedente à classe 

f = frequência da classe posterior à classe modal . 
post 

EXEMPLO : Relativamente aos dados da TAbela 2 : 

M = 
o 

172 + 4 [ 
17 

-
9 

] = 173,68 em. 
34 - (9+6) 

3~) Moda pelo processo de King 

~~-~-~7B --=- ==~==~-?> 
A . C } • f 

f " n a.nt 
post 

Os triângulos AOS e COD são semelhantes, logo : 

31 



AB f 
post. 

f 

M 

AB co 
= AO co 

AO = b. co = 

f 
posl anl 

f =;> = .ó. h - .ó. 
posl 

h f .ó. f 
post 

h f = .ó. 
post. 

f 

b. = h 
f 

onl 

= l + h 
o i. 

onl 

f 
onl 

posl 

+ f 

f 

f 
o.nl 

+ ~ f 
posl 

+ f 
posl 

post. 

posl 

+ f 
posl 

EXEMPLO : Na Tabela 2 : M = 172 + 4 
o 

o 
4-) Moda pelo processo de Pearson 

f 
anl 

(h - .ó. ) = f 
ant 

6 
= 173,6 9 + 6 

Karl Pearson estabeleceu a fórmula : 

~ - M = 3 ( ~ - Me 
o 

M =3M -2J....l 
o e 

b. 

que fornece 

assimétrica. 

bons resultados se a curva não for muito 

APLICAÇÃO: Uma fábrica ocupa mensalmente 72 operários de 

janeiro a outubro, mas nos últimos meses, tendo em vista o 

mercado favorável , contrata mais operários, 

em novembro e 150 em dezembro . 
10 72 + 150 + 102 

Neste caso, 

J.-l = 12 81 . Ora , em nenhum 

empregou 81 operários ; o valor 72 é mais 

empregando 102 

mes a fábrica 

representativo, 

pois na verdade, a fábrica trabalhou mensalmente com 72 

operários e só ocasionalmente precisou aumentar seu número, 

o suficiente para influenciar a média . Nesse caso, a moda é 

muito mais representativa. 

32 



VANTAGENS E DES VANTAGENS: 

1> Não depende de todos os v a 1 or-es da sér-ie , nem de sua 

or-denação (r-ol), podendo até não se modificar- se alter-ar

algum valor- . 

z> Não é influenciada por- valor-es extr-emos da sér-ie . 

3> Sempr-e é r-epr-esentada por- um elemento do conjunto de 

dados, exceto o caso de distr-ibuição de fr-equência por-

classe, quando trabalhamos com subconjuntos (dados 

agr-upados) e não com cada elemento isoladamente . 

4) Pode ser- calculada par-a distr-ibuiçBes com limites 

indeter-minados, na maior-ia dos casos . 

~> Não é única e pode não exist ir para cer-tos conjuntos . 

RELACÃO ENTRE M~DIA, MEDI ANA E MODA. 

Para dados agrupados em distr-ibuição de 

fr-equência, as diferenças entre ~ , Me M são 
e o 

indicadores 

da forma da curva em ter-mos de assimetr-ia . 

Para uma distr-ibuição unimodal simétrica : 

~ = M = M 
e o 

Par-a uma curva positivamente assimétr-ica : 

M < M < ~ 
o e 

Para uma cur-va negativamente assimét r-ica : 

1 • 3. 2. ANTI MODA. 

O valor que ocorre com a menor frequência é a 

antimoda . 

1 . 3 . 3. VALOR PREVALENTE. 

Efetuando-se o produto dos 

respectivas frequências, chamamos de valor

valor dominante ao maior desses produtos . 
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1 • 4 . EXERC1 CIOS. 

1. Aplicou-se um teste de raciocinio abstrato a dois grupos 

de 35 e 38 alunos , respectivamente, sendo a média aritmética 

do primeiro grupo 11,8 e a do segundo grupo 12,7 . Qual é a 

média aritmética dos dois grupos considerados conjuntamente? 

2 . Uma partida de carne destinada à merenda escolar de certa 

região administrativa foi pesada 10 vezes , obtendo-se os 

resultados , em toneladas:1325,29 1325 ,28 1325,30 1325 , 30 

1325,28 1325,29 1325 ,27 1325 , 29 1325 , 29 1325, 31 . 

Qual é o peso médio que mais se aproxima do real? Justifique 

3 . Tendo-se aplicado a um grupo de alunos dois testes de 

Aptidão Verbal, verificou-se média 5 no 1~ teste e 6 no 2~ . 

Será possivel, sem se conhecer o número de alunos, calcular 

a média dos dois testes ? E, se considerarmos que o grupo é 

formado por 100 alunos ? 

4 . Calcular o tempo médio, sabendo que vários capitais 

empregados à mesma taxa rendem o mesmo juro durante os 

tempos : 

Tempo (meses) No.de capitais 

1 
,_ 

3 10 
3 

,_ 
5 22 

5 
,_ 

7 30 
7 

,_ 
9 28 

9 
,_ 

11 10 

5. Dois candidatos submeteram-se a um concurso obtendo os 

seguinte resultados: 

Matéria Peso Candidato A Candidato B 

Contabilidade 2 7 , 0 6,5 

Matemática 2 8,0 6,0 

Portugues 1 5 , 0 7,0 

Datilografia 1 6,0 7,0 

Legislação 2 5,0 6,0 

Classificar os candidatos caso o critério seja : 
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a) ~ b) M 
h 

c) M 
g 

d) M 
q 

6 . O professor de Educação Fisica procedeu a um levantamento 

a respeito das estaturas de seus alunos, verificando que, 

das 22 mediçaes efetuadas, as alturas situaram-se entre 148 

em e 182 em, acusando média aritmética igual a 164 em . 

Posteriormente, ele constatou que a fita métrica utilizada 

apresentava 3 em a menos . Em vista da retificação que deverá 

ser feita, pergunta-se : 

a) será necessário medir novamente todos os alunos ? 

b) quais os novos limites s u perior e inferior das alturas ? 

c) qual a nova média ? 

7 . A soma dos pesos dos componentes de uma equipe de vólei é 

648 kg. A relação entre o número de componentes e a média 

aritmética é 1/8. Determinar o número de componentes do 

grupo e a média dos pesos . 

8. Foi calculada a média aritmética dos QI de 8 individuas, 

encontrando-se 78 pontos. Sabendo que os resultados foram 85 

68 92 64 80 76 86 73, verifique se a média está corre

ta, sem calculá-la pela fórmula. 

9 . Em certa fábrica de lati c inios, a máquina de empacoter 

leite está apresentado defeito, para mais, na ordem de 5 'l. 

em cada litro . Em média são ven didos cerca de 54oo litros de 

leite diàriamente . Determinar o prejuizo, em litros diários, 

que a empresa sofre e a média diária que a mesma deveria 

vender . 

10 . Os escores a seguir referem-se aos resultados de sujei

tos de um Grupo Experimental (GE) e de um Grupo de Controle 

(GC) num teste de raciocinio lógico . O GE foi submetido a um 

nivel de grande ruido e o GC a um nivel de ruido minimo . 
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GE (X . ) f 
1.. i 

GC ( y . ) f 
\. i 

5 1 9 2 
6 1 10 2 
7 1 11 3 
8 2 12 5 
9 3 13 4 

10 4 14 3 
11 2 15 1 
12 3 
13 2 
14 1 

Calcule a mediana e os quartis de cada grupo e interprete . 

11. Uma corporação foi dividida, segundo a altura de seus 

membros, em quatro grupos de igual número de elementos, para 

a realização de exercic i os fisicos. Quais as alturas limites 

para cada grupo ? 

Altura (em) N- de individuas 

150 
,_ 

155 4 
155 

,_ 
160 16 

160 
,_ 

165 20 
165 j- 170 33 
170 

,_ 
175 27 

175 
,_ 

180 15 
180 

,_ 
185 5 

12. Para uma amostra de 15 clientes de um pequeno mercado 

foram observados os seguintes montantes de vendas, em ordem 

crescente: 10 10 25 25 25 35 40 53 90 

271 309 410 (u . m.) . 

125 135 245 

a) Determinar : a.1) média aritmética a . 2) mediana a.3)moda 

b) Como voce descreveria esses dados do ponto de vista de 

assimetria ? 

c) Se lhe pedissem uma descrição dos dados que envolvesse a 

informação da quantidade "tipica" de compra por cliente, 

qual a medida de tendência central que voce usaria ? 

13. Comentar a forma da distribuição das taxas de aluguel de 

apartamentos, a partir dos cálculos e interpretaç~es de: 

a) média aritmética; b) moda;c) mediana; d) 1~ e 3~ quartis; 

e) 1~ e 2~ decis. 
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Alugu éis mensais de a p a rtamentos 
Bairro Floresta - P . A . - 1990 

mil cruzeiros No . de apartamentos 

150 
,_ 

180 3 
180 

,_ 
210 8 

21 0 
,_ 

240 10 
2 4 0 

,_ 
270 1 3 

270 
,_ 

300 3 3 
300 

,_ 
330 40 

330 
,_ 

360 35 
360 

,_ 
390 30 

390 
,_ 

420 16 
420 

,_ 
450 12 

Fonte : Imobiliária MOREBEM 

14 . Aplicado u m teste d e memór ia a dois g r upos A e B de 128 

individuas cada um , de mesma faixa etária , c alculou-se : 

A: f.J = 5 4, 8 Q = 44,4 Q = 54,6 Q = 63,6 
1 2 3 

B: f.J = 53 , 2 Q = 42,6 Q 54,6 Q = 62,2 
i z 3 

a) Faça um esquema grágico dos grupos . 

b) Pela comparação das medidas , que conclus õ es voce tiraria? 

15 . I d a d e dos alunos do Tur no da Noite da Escola Ti l 

Idade f F 
i. i. 

18 
,_ 

20 120 120 
20 

,_ 
22 150 270 

22 
,_ 

24 180 450 
24 

,_ 
26 200 650 

26 
,_ 

28 190 840 
28 

,_ 
3 0 160 1000 

Fonte : Sec retaria da Escola 

Calcule e interprete : a) média aritmética ; b)moda de Czuber 

c) antimoda ; d) valor prevalente ; e) mediana ; f ) 2~ quartil 
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2. CARACTER!STICAS DE VARIABILIDADE 

Uma descrição completa dos dados exige que , 

além da apresentação através de tabelas e gráficos e do 

cálculo de medidas de tendência central, tenhamos 

informações quanto à sua variabilidade. 

Suponhamos , por exemplo, que se deseja 

comparar a performance de dois empregados, 

produção diária de determinada peça: 

com base na 

Empregado A: 70, 71, 69, 70, 70 

Empregado B: 60, 80, 70, 62, 83 

:::: 70 

:::: 71 

Baseados nestes únicos resultados , di riamos 

que a performance de B é melhor do que a de A, já que B 

produz, em média, um maior número de peças diàriamente . No 

entanto, se formos um pouco mais cuidadosos, perceberemos 

que a produção de A varia apenas de 69 a 71 peças, ao passo 

que a de 8 varia de 60 a 83 peças, o que indica que a 

performance de A é bem mais uniforme do que a de 8. Ocorre, 

por outro lado, que um alto grau de uniformidade ou 

dispersão costuma ser considerado como uma qualidade 

desejável em um processo produtivo . Qualquer produção em 

série seria antieconómica se houvesse muita variabilidade 

nos materiai s ou peças fabricadas. 

2.1. MEDIDAS DE DISPERSÃO ABSOLUTA 

Consideremos os seguintes conjuntos de dados 

que ilustrarão o desenvolvimento de nosso conteúdo : 

Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto ...., 
.J Conjunto 4 Conjunto 

5 4 2 o 4 
5 5 4 2 4 
5 5 5 5 4 
5 5 6 8 5 
5 6 8 10 6 

6 
6 

/-i 5 5 5 5 5 

M 5 5 5 5 5 
& 

Mo não tem 5 não tem não tem 4 e 6 
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Como podemos observar, os 5 conjuntos não 

diferem entre si se considerarmos somente a média e a 

mediana . Acrescentando a informação da moda, podemos 

diferenciar alguns deles . As medidas de variabilidade ou 

dispersão possibilitam que façamos distinção entre os 

conjuntos quanto à sua homogeneidade, isto é, o grau de 

concentração em torno de uma medida de tendência central . 

2.1.1. AMPLI TUDE 

Notação: H 

~ a diferença entre o maior e o menor valor observado . 

H = X - X 
máx mi.n 

EXEMPLO: H= O 
:1 

H = 2 
2 

2.1.2. DESVIO M~DIO 

Notação : DM 

H= 6 
3 

H = 10 
4 

H = 2 
~ 

~ a média aritmética dos valores absolutos dos 

desvios tomados em relação à média aritmética ou em 

à mediana . 

2 . 1 . 2 . 1 . DESVIO MÉDIO EM RELAÇãO A~ 

N N 

E ld . I E I X. - J.ll 
I. I. (dados não agrupados) 

DM = = N N 

m m 

E f ld . I E f I X. - J.ll i. ... i. ... 
(dados agrupados) 

DM = = N N 

EXEMPLO : Para os dados do Conjunto 3 : 

X X J.l I X. J.ll i. i. I. 5 J.l = 
2 -3 3 

3 

4 - 1 1 8 
5 o o DM = = 
6 1 1 :3 5 
8 3 3 

í: 25 o 8 

relação 

1,6 

Anàlogamente : DM =O DM =2/5=0,4 DM =16/5=3 , 2 DM =6/5=1,2 
1 2 4 . ~ 
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EXEMPLO : Para dados em distribuição de frequência, temos: 

Tabela 3 : Idade das crianças matriculadas na 
Escola Tamborzinho - 9211 

Anos f X f X X .-J-.1 I x.-J-.11 f lx.-J-.11 
i. --i.. i.. i. \. \. i. \. --- -

OI- 2 5 1 5 -3,6 3,6 18 
21- 4 15 3 45 -1,6 1,6 24 
41- 6 20 5 100 0,4 0,4 8 
61- 8 5 7 35 2,4 2,4 12 
SI- 10 5 9 45 4,4 4,4 22 

50 230 I I 84 

/-1 = 230150 = 4,6 anos DM = 84150=1,68 anos 

2.1.2.2. DESVIO MÉDIO EM RELAÇÃO Ã M 
e 

N 

E I X. - M I 
1. e (dados não agrupados) 

DM = 
M N 

e 

m 

E f I X. - M I i. 1. e (dados agrupados) 
DM = 

M N 
e 

EXEMPLO: Idade das crianças matriculadas na 
Escola Tamborzinho 9211 

Anos f X F X -M 'x -M f I X -M I 
i. i. i. i. _e __ ,_i._e i. 

I . ' -- _1._ e 
o 1- 2 5 1 5 -3 ,5 3,5 17,5 
2 1- 4 15 3 20 -1,5 1,5 22,5 
4 1- 6 20 5 40 0,5 0,5 10,0 
6 

,_ 
8 5 7 45 2,5 2,5 12,5 

8 1- 10 5 9 50 4.5 4,5 22,5 

~ 50 I I I I 85,0 

M = 4 + 2 
e 

5012 - 20 

20 = 4,5 anos ~ DM =85150= 1,7 anos 
M 

2.1.3. SOMA DE QUADRADOS 

Notação: SQ 

e 

É a soma dos quadrados dos desvios em torno de J-.1 • 

N N 
2 = E (x.- J...l) 

1. 

m 

SQ = E f i.d~ = 

(dados não agr-upados) 

(dados agrupados) 

40 



EXEMPLO : Pa~a os dados do Conjunto 3: 

X X - f..J i. i. 
(x. - f..J) 2 

1,. 

2 -3 9 f..J = 2515 = 5 
4 
5 
6 
8 

2: 25 

Anàlogamente : SQ = O 
j. 

EXEMPLO : Idade das 

- 1 
o 
1 
3 

o 

1 
o 
1 
9 

20 

SQ = 2 
2 

SQ = 20 
3 

SQ = 68 
4 

c~ianças mat~iculadas na 
Escola Tambo~zinho - 9211 

Anos f f 2 
X X x.-f...J (x_-f...J) 

\. 
. . ___ t. __ t. _ t. __ \. \. 

o 
,_ 

2 5 1 5 -3 ,6 12 , 96 
2 

,_ 
4 15 3 45 -1,6 2 , 56 

4 
,_ 

6 20 5 100 0,4 0,16 
6 

,_ 
8 5 7 35 2,4 5,76 

8 
,_ 

10 5 9 45 4,4 19,36 

L 50 230 I I 

4 , 6 SQ 232 , 0 
2 

f..J = anos = anos 

SQ = 6 
!5 

f.(X.-f...J) 
t._t_ 

64,8 
38,4 

3,2 
28,8 
96,8 

232,0 

2 

OBSERVAÇÃO 1 : A soma de quad~ados é aplicada exaustivamente 

na Análise de Va~iância. 

OBERVAÇÃO 2: Como a SQ não leva em conside~ação o núme~o de 

elementos do conjunto, definimos : 

2.1.4. VARI ANCIA ABSOLUTA 

Notação : 
2 

o (população) 
2 s (amost~a) 

2 
O' 

2 
O' 

N 

E d2 
=--i. 

N 

m 

= 

2 E f.d. 
1,. 1,. = -- -

N 

EXEMPLO : a) 

N 
2 E (x .- f...J) (d ados não ag~upados) 

___ I. 

N 

m 
2 E f (x . - f...J) = ___ i. _l. 

2 
O' = 

j. 

z 
O' = 

4 

N 

o 2 
a 

2 

6815=13,6 

(dados ag~upados) 

215=0,4 

2 
O' = 615=0 ' 86 

!5 

b) Pa~a os dados da Tabela 3 : 
2 2 

a= 232150= 4,64 anos 
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PROPRIEDADES: 

Pl: 
z z 

o 

" z = t... xi. 

N - /..l 

2 
O' 

E f.x~ = __ L _L 

N 

z E 

(dados não agrupados) 

2 
/..l 

(X. -
L 

(dados 

J.-1.) 2 E 

agrupados) 

2 
2 (X . - X 

L i. Demonstração: 
o = - -- --- = ---

N N 2 
E 

2 

E 
2 

E E X. - 2 J.-1 E X + /..l X X. 
L i. i. L = -- = -- 2 /..l --

N N N 
2 2 

E E X E X 
i. 2 i. z 2 = -- 2 /..l J.-l + J.-1 - 2 /..l + /..l = 

N N N 

J.-1. + /..l2) 

= 

N 
a 

J.-1 
+ 

N 
= 

2 
X 

i. 2 
J.-l 

IMPORTANTE: Esta é a fórmula prática para calcular a 

variância . 

EXEMPLO : a) Para os dados do Conjunto 3: 

X 
i. X 

2 4 
4 16 

2 

i. 

2 E X. 
L 2 

5 25 
2 

o 
N 

- /..l = 
6 36 
8 64 

L 25 145 

b) Para a Tabel a 3: 

Anos f f f 
2 

X X X 
i. ___ L __ i. i. i. i. -----

o 
,_ 

2 5 1 5 5 
2 

,_ 
4 15 3 45 135 2 o 4 

,_ 
6 20 5 100 500 

6 
,_ 

8 5 7 35 245 
8 

,_ 
10 5 9 45 405 

L 50 230 1299 

P2: A variância de uma constante é zero . 

= 

= 

= 

= 

145 

5 

E f . x2 
__ 1._1. 

N 

1299 
-

50 

/..l 

4 6 2 

' 
2 4,64 anos 

2 

P3: A variância do produto de uma constante por uma variável 

é igual ao produto do quadrado da constante pela variância 

da v ar iáve 1 . 
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P4: A variância da soma ou diferença de uma 

uma variável é igual a variâ ncia da variável . 

constante com 

P5: A variância da soma ou diferença de duas variáveis 

independentes é igual a soma das variâncias 

Erro relativo máximo cometi do no cálculo da variância para 

dados agrupa dos em distribui ç~o de frequência 

2 h 1-l 
2 

para o - 2 h J...l > O s = 
2 

o 2 h 1-l 

onde h= amplitude d e c lasse 

J...l = média da distribuiç~o de frequência 
2 

o = variância da distribuição de frequência 

OBSERVAÇÃO 1: A variância amostral 2 
s é calculada pela mesma 

fórmula que a variância amostrai, apenas substituindo-se 

N (tamanho da população) por n (tamanho da amostra). 

~ importante salientar que s 2 obtido desta 

maneira não se constitui uma boa estimativa para o 2 isto 

é, se estivermos estimando a variância populacional , devemos 

utilizar uma correção , pois s
2 

é um estimador viciado para 
2 

o. Neste caso, 

calculada por : 

n 

"2 
usamos s (variância corrigida) 

n-j_ 

2 
s (populaç~o infinita) 

"2 
N-j_ 

s = 
N 

n 

n- j_ 

2 
s (população finita) 

que é 

OBSERVAÇÃO 2 : CÁLCULO DO PONTO M~DIO DO INTERVALO ABERTO 

Segundo Mill er,P. - Rich Man, Poor Man- Thomas 

Y. Crowell Company,N . Y. (1971) , quando o último intervalo 

não for limitado, o ponto médio será calculado por 

Ot 

yi. = y Ot 1 
onde 

y.= ponto médio da última classe 
~ 

y = limite inferior da classe aberta 

c d 

a = b a 

a = log do limite inferior da penúltima classe 
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b = log do limite inferior da última classe 

c = log da soma das frequênci as das duas últimas classes 

d = log da frequência da última classe. 

Desta forma , podemos calcular J-1 e 2 
a em 

distribuições de frequência com intervalo aberto na última 

classe. 

2.1.5. DESVIO PADRÃO 

Notação: a (população) s (amostra) 

a=\)a 2 

O desvio padrão é também conhecido por 

afastamento padrão ou afastamento quadrático médio. 

EXEMPLO : a) a= O 
1 

a = O, 63 
2 

a= 2 
3 

a =3, 68 
4 

b) Para a Tabela 3: a= 2 , 15 anos 

IMPORTANCIA PRÁTICA DO DESVIO PADRÃO 

!) TEOREMA DE TCHEBYSHEFF . 

Dado um número k, maior ou igual a 1, 

um conjunto de N observações de uma variável X , 
:1 

é certo que pelo menos 
1 

X ' 2 

a =1, 09 
5 

e dado 

... ' X ' N 

1 - dessas observações 

pertencerão ao intervalo de k desvios pad rões antes e k 

desvios padrões além da média dessas observações . 

A idéia envolvida neste resultado está no 

gráfico: 

f 
1 

r . 
I. 

/ peto menos 1 -

j"·j_·. 

44 



Um intervalo é const ituído medindo-se uma 

distância k o para cada lado de ~ · 

Assim, ca lculando-se a fração ( 1 

vemos que pelo menos aquel a fração do tota l N irã pertencer 

ao intervalo : 

k 

1 
2 
3 

o 
3/4 
8/9 

Isto é , para k = 2 , obse rva-se que pelo menos 
+ 

3/4 das obse rvações estarão no intervalo ~ -2 o . f: claro 

que k = O não tem interesse prático, pois é incapaz de 

forn ecer informações, jã que diz que O observações es tão no 
+ 

intervalo ~ - o . 

EXEMPLOS : (l)A média e a varância de 25 observações são 75 e 

100 , respectivamente. Usar o Teorema de Tchebysheff 

descre ve r a distribuição . 

Solução: a) Pelo menos 3/4 das 25 observações pertencem 
+ + 

inte rvalo ~ - 2 o = 75 - 2 X 10 ~ [ 55; 95 J 

b) Pelo menos 8/9 das 25 observações pertencem 
+ 

interva lo ~ - 3 o ~ [ 45 ; 105 J 

para 

ao 

ao 

Podemos enfat izar o "pe lo menos " do Teorema , 

por ser pessimista, quando aplicado a qualquer distribuição . 

Na maior parte dos casos , a fração de obse rvações 

neste intervalo irã exceder a (1- 1/ k 2
) . 

Se tivermos Ltma distribuição Norma 1, 
+ 

que : ~ o con tém 68 /. das observações 
+ 

2 conté m observações ~ o 95 /. das 
+ 

contidas 

teremos 

~ 3 o con tém praticamente todas as observações 

(2) Reali za-se uma pesquisa a fim de avaliar o tempo 

necessário para a reali zação de cer ta operação manual numa 

fãbrica . Esse tempo é medido par a cada uma de 40 mulheres. 

A média e o desvio padrão foram 12,8 e 1,7, respectivamente . 

Descrever os dados . 

Solução : + 
~-o ~ [11 , 1 14,5] 
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+ 
~ 2 a ~ [9,4; 16,2) 

+ 
~ 3 o ~ [7,7; 17 , 9) 

Supondo que seja Normal, é de se esperar que 68 % 

95 I. e quase todas as observaçõ es estejam em 

intervalos acima . 

cada um dos 

Se duvidarmos da normalidade, podemos usar o 

Teorema, sendo pessimistas , e dizer que pelo menos 3/4 das 

no intervalo 9 ,4 a 16 , 2 e medidas , ou seja, 75 % , estão 

pelo menos 8/9 das medidas , 

intervalo 7,7 a 17 , 9 . 

ou seja , 89 % estão no 

( 3) Médias de alunos na disciplina MAT-201: 

6,5 6,8 7,4 7,2 7,1 7,2 7 ,6 7 , 1 7,5 7 , 0 

7,3 7 , 3 6,4 7,6 7,2 6,9 7 , 0 6,7 7,0 7,0 

7,0 7,5 7,2 7,2 6,4 6,6 6,9 7,9 7 ,4 6 , 6 

Calcule J-1. , o, as frequências para cada intervalo ~ 
+ 

o , 
+ + 

J..1. - 2 o e J..1. - 3 o e as f 
r. 

~ 

Solução : J..1. = 7,08 o = 0,37 

k + f f 
J..1. k o i. r 

i. 

1 6 , 71 a 7,45 19 0 ,63 
2 6 , 34 a 7,82 29 0,97 
3 5 , 97 a 8,19 30 1,00 

Note que as f são próximas das% da Normal . 
r . 

~ 

11) UMA AVALIAÇÃO DE o por H 

Podemos fazer uma estimativa grosseira de o 

através de H, pois sabemos, pelo Teorema de Tchebysheff , que 

3/4 do conjunto de observações está 2 o afastados da 

média . Consequentemente, a maio r parte das observações 
+ pertence ao intervalo J..1. -2 o , de modo que a amplitude será 

aproximadamente igual a 4 a, isto é: 

H~ 4 o 
H 

4 
EXEMPLO : Calcular o pela fórmula e avaliar 

aproximação indicada anteriormente: 85 70 60 90 81 
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~ = 77,2 

H 

4 = 

2 
O' 

90 - 60 

4 = 

117,36 ~ O'= 10,8 

30 

4 
7,5 

III) DETER!"IINAÇÃO DE h por- o 

A escolha de h depende de fator-es tais como o 

númer-o de obser-vações, a amplitude to ta 1 , a pr-ecisão 

r-equer-ida no cálculo das estatisticas e o gr-au de 

condensação desejado . Par-a obter-mos máxima pr-ecisão no 

cálculo das estatisticas numa distribuição de fr-equência, a 

amplitude de classe(h) não deveria ser-, como r-egr-a, maior- do 

que 1/4 do desvio padrão . Seguindo-se estritamente esta 

regra, por-ém, os dados muitas vezes não ficam adequadamente 

condensados para representação gráfica. 

aumentar os h para 1/3 ou 1/2 de a e ignorar a 

precisão no cálculo das estatisticas . 

preferivel 

perda de 

Como o não é conhecido no momento em que se 

organiza a distribuição de frequência, poderemos estimá-lo a 

partir da relação que existe entre a amplitude total de 

variação e o desvio padrão associados 

observações. 

com o número de 

A tabela a seguir mostra algumas dessas 

relações úteis na estimativa de o : 

Valores da relação amplitude/desvio padrão 

N H/o N H/o 

20 3,7 200 5 , 5 
30 4,1 300 5,8 
50 4,5 400 5,9 
70 4,8 500 6,1 

100 5 , 0 700 6,3 
150 5,3 1000 6,5 

EXEMPLO: Numa fazenda foram registrados os pesos de 84 

novilhos na fase final de engorda . Os pesos minimo e máximo 

verificados for-am 331 e 476 kg . Organize as classes . 

Solução: H= 476 - 331 = 145 kg 

Na tabela acima, a relação H/o para N=84 é 

aproximadamente igual a 5,0. Estima-se o desvio padrão em : 

H/o= 5,0 ~ 145/5,0= 29 = a 
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Optou-se por 1/2 de a para a amplitude de cada 

classe . Então a=29 ~ h = 29 (1/2) - 14,5 ~ 15 . 

Teremos então : 

kg f 
i. 

331 1- 346 
346 

,_ 
361 

361 
,_ 

376 
376 

,_ 
391 

391 
,_ 

406 
406 

,_ 
421 

421 
,_ 

436 
436 

,_ 
451 

451 
,_ 

466 
466 

,_ 
481 

IV) RELAÇÃO EMP!RICA ENTRE DM (em relação a ~) e a 

Quando a distribuição for fracamente 

assimétrica, podemos usar a relação empirica : 

4 
DM = 5 a 

EXEMPLO : Consumo de energia elétrica 

classes f 
i 

5 
,_ 

25 4 DM = 24,625 
25 

,_ 
45 6 

45 
,_ 

65 14 a 31,977 
65 

,_ 
85 26 

85 
,_ 

105 14 ~ DM =(4/5)31,977 
105 

,_ 
125 8 = 25 , 582 

125 
,_ 

145 6 
145 

,_ 
165 2 

L 80 

V) DESVIO REDUZIDO 

O desvio padrão é utilizado no cálculo dos 

"desvios reduzidos" que é o afastamento entre o escore de um 

individuo e a média de seu grupo, dividido pelo desvio 

padrão do grupo : 

z = 
a 

Estes desvios também recebem a denominação de 

"notas padrões" , pois serve m para comparar e s cores obtidos 
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em pr-ovas diversas . 

EXEMPLO: 

Teste 1-1 O' 

Estatistica 8 2 
Cálculo 6 1,5 

Se um aluno obteve 8,5 em Estatistica e 8,0 em 

Cálculo, posso afir-mar- que o resultado foi super-ior- em 

Estatistica, consider-ando a variabilidade do gr-upo ? 

z = 
Est 

8,5-8 8,0-6 

2 
= +0,25 zcál= 1,5 

= +1,33 

Não podemos afirmar- que o resultado do aluno 

foi superior em Estatistica, se levar-mos em 

variabilidade do gr-upo . 

consider-ação a 

Demonstr-a-se que os desvios r-eduzidos formam 

uma escala com média zer-o e desvio padrão um. 

DESVIO PADRÃO DE DISTRIBUIÇÃO COMBINADA 

Muitas vezes, desejamos r-eunir- numa só 

distr-ibuição de frequência dados obtidos em dois ou mais 

gr-upos, dos quais já conhecemos as respectivas médias e 

desvios padrBes . 

onde 

Par-a tanto usa-se: 

1 
o2 = - [ N ( 

o N A 

2 
O' 

A 
+ N 

B 

2 
O' 

B 

2 
o: 

o 
var-iância da 
variância ger-al 

distr-ibuição 

N : número total de obser-vaçBes 

o 2 variância da 1~ distribuição 
A 

combinada ou 

( 1-1 - 1-1 )
2 sendo 1-1 : média da 1~ distribuição 

A O A 

o 2 var-iância da 2~ distribuição 
B 

d 2 = ( 1-1 - 1-1 )
2 sendo 1-1 : média da 2~ distribuição 

B B O B 

1-1 : média da distribuição combinada ou média ger-al 
o 
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EXEMPLO:Seja um teste aplicado a duas turmas da mesma Escola 

Turma N 

A 
8 

Média geral J-lo = 

Variância geral: 

35 
40 

6,11 
6,29 

2,38 
2,25 

35 X 6 1 11 + 40 X 6,29 

75 
= 6,25 

2 
o = o 

1 

75 
[ 35 (5,66 + 0,01) + 40 (5,06 + 0,0064) ] = 5,35 

'* O' = 2,31 
o 

Uma fórmula mais prática para se obter a 

variância de várias séries é: 

2 
o = o 

k 

E 
\.=1 

onde 

N 
\. 

2 + o . 
\. 

J..lo 

k 

k 

E N J..l . 
i. \. 

\.=1 

k 

E 
\.=1 

N 
\. 

No exemplo: 

2 
o = 

o 

35(2 ,38) 2
+ 40(2,25) 2

+ 35(6,11) 2
+ 40(6,29)

2 

75 

DECOMPOSIÇÃO DO DESVIO PADRÃO DE VÃRIAS S~RIES 

2 - 6,25 =5,35 

Consideremos k séries, constituídas, cada uma 

por N elementos, representados por X 
i.j 

com i=1,2, . .. ,N e 

j=1,2, ... ,k. 

dada por 

J..1 = 

A média aritmética de todos os valores será 

k N 

E E 
j = 1 \. = 1 

k N 

X . . 
\. J 

e as diversas médias parciais 
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corresponderão a J..l J..l 
~ ' 2 ' 

Cada componente da série ap resen tará, em rela-

ção à média geral, um certo afastamento dado por X 
i.j J..l 

Por outro lado, os termos dos agrupamentos parciais apresen 

tarão um desvio, em relação às médias das respectivas séries 

representados por x .. - J..l . • 
lJ J 

Examinaremos então o caso dos desvios , por 

exemplo , relac ionados à série de ordem j, integrante das k 

participantes no conj unto, sabendo-se que esta série 

elementos . 

tem N 

O desvio de um termo desta série em relação à 

respectiva média parcial J..l . , será : 
J 

d = X J..l . ~ d = X J..l , +J..l -
J..l ~ 

:l.j i j J ij 1j J 

d 
:l.j J..l = X J..l , J..l ~ X 

1j J 
J..l , ) -

J..l = d - J..l 1j J .ij 

Como d 
1j 

= X 
1 j J..l . 

J 
podemos escrever: 

X J..l , J..l = X J..l. - J..l ou 
ij J 1j J 

X 
:l.j J..l ) = X 

:l.j 
J..l. 

J 
+ J..l . 

J 
J..l ) 

Elevando-se ao quadrado esta expressão e 

considerando a soma dos N termos da série , vem 

N 

~[<x .. - - J..l) 2 J E (X .. - J..l) 2 2 
2 (X .. -1-l . ) J..l . ) ( J..l . - J..l) + ( J..l . 

i.= 1 
I.J i.= i \. J J \. J J J J 

N N N 

E (X . "":' 
2 2(x .. - J..l . ) E (J,J. - ,u) 

2 J.J , )- + E (J,J .- J.J) 

i.= 1 
\. J J \. J J i.= :1. 

J 
i. = i J 

= o 
N N 

E (X .. - ) 2 E (X . 
2 

N ( ) 2 
J.J = J.J . ) + J.J. - 1-l 

i.=:l. 
I.J 

i.= :l. 
\.] J J 

Esta expressão cor-responde à soma dos desvios 

em relação à série i ; para as demais, o raciocinio é o mesmo 

Então , considerando- se as k séries, a soma dos quadrados dos 

dos desvios para todo o conjunto será : 
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k N 

EE 
j= i. i. = .1 

(X .. 
\. J 

'------

k 

E 
j=.l 

N 
2 E (x .. - J-1 . ) + 

\. J J 
i.=.l 

k 
N E (J-1 . 

J 

somo. dos 

quadrados dos 

desvi.os 

somo dos quadrados 

dos desvi.os dentro 

das séri.es 

soma dos quadrodos 
dos desvi.os entre 

as séri.es 

Utilizando 

<E X . ) 2 

E 
2 

E 
2 --\. 

(x.-J-1) = X . 
\. \. N 

obtém-se: 

kN 
z 

kN <E X . ). [ kN 

E 
z __ \.J- z 

X . k N - E X .. 
\. j \. J i. j i. j 

I 

que 

k N 

e fazendo E E 
j::i i.= i. 

N 
k z 
E <E xi. . ) ] [ k 

-- J + E 
j N . 

J 

I I 

kN 

E X .. = 
\.J 

i. j 

N 
z (E X .. ) ___ \.J 

N 

X . . 
l..J 

kN 
(E x .. ) z]. ___ \.J 

k N 

SQ total SQ dentro SQ entre 

2 
o 

Total 

2 
o 

dentro 

2 

= 

o = 
entre 

= 

Dai obtemos : 

kN 
kN 

2 (E X .. ) 

k 

E 
i. j 

kN 

E 

E 

2 
X .. 

\. J 

2 

__ I.J 

k N 

k N 

N 
K ( E X. . )2 
E __ I.J 

= 

kN 

lcN 
2 E x .. ___ \.J 

k N 

N 
X . 2 

\. j N E X .. __ I.J k ( E X . . )2 

k N 

N 

(E X . . ) ___ lJ 

N 

K 

2 

= 
kN 

kN 
2 (E X .. ) ___ I.J 

kN k 

E 

E 
___ \.J 

N 
2 (E X .. ) _ _ lJ 

k N 

k N2 

kN 
2 (E X .. ) 

___ I.J 

k
2

N 

EXEMPLO: Em determinada Escola, foi aplicado um 

cinco grupos de alunos, obtendo-se os resultados : 
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A: 
8: 

8 
7 

7 
5 

6 
9 

5 
5 

9 
6 

C : 6 6 8 10 9 
D : 10 5 6 9 7 
E : 9 7 5 10 9 

10 
3 

8 6 
9 10 

7 5 6 
5 4 10 
8 6 9 

LX 
i. j 

59 
54 
57 
56 
63 

L:xz 
i. j 

455 
406 
427 
432 
517 

( tx .. ) 2 

l. J 

3481 
2916 
3249 
3136 
3969 

L 289 2237 16751 

k 5 

2 
0 

Tot.a.l = 

2 

N = 8 k N = 40 

~.a 

!:i. 8 
2 

<Ex .. ) 
-- l.J r: X .. 

l.J 5 . 8 i. =1 ____________ _ 

( 5) ( 8) 

9 

2 

!5 2 
~ <E X.,) :5. B 

2 r: X .. 
l. J 

I..J __ l.J 

8 

2237 - (289) 2 /40 

40 

148 , 975 
=-----

40 

143 , 125 

=3,7~ 

O' 
dentro = = (5)(8) 

2237 - 16751/8 

40 = 40 = 3,578 

9 5.8 
2 2 

!5 (E X .. ) (E X .. ) 

r: __ l.J l. J 

8 (8)(5) 16751/8 - 289 2 /40 5,85 
2 1,17 

O' = = = 
entre 5 5 5 

Os ~esultados indicam que os alunos ap~esentam 

maio~ homogeneidade ent~e g~upos, uma vez que esta va~iância 

é meno~. 

Pelos cálculos, também podemos ve~ifica~ que 

148,987 = 143,125 + 5,85 , 

isto é, a soma de quad~ados conjunta (total ) é igual à soma 

dos quad~ados dos desvios dent~o e ent~e os g~upos . 

2.1.5. DIFERENÇA INTERQUARTIL 

Notação : DI 

~ a dife~ença ent~e o 

DI = Q - Q 
3 1 

-,0 

~·- e o 1~ qua~til . 

EXEMPLO: Pa~a os dados da Tabela 2 , temos Q=167 ,25cm 
1 

e Q = 175 , 41 em , então DI = 8,16 em. Isto significa que 50% 
:9 
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das observações, correspondendo aos valores centrais, variam 

numa amplitude de 8,16 em . Esquemàticamente: 

Q = 167,25 
1 

501. 

2.1.7. DESVIO MEDIANO: 

Notação : DQ 

Q = 175,41 
3 

~a semi-diferença entre o 3~ quartil e o 1~ quartil . 

~ também conhecido 

semiquartilica . 

por desvio quartilico ou amplitude 

DQ = 
2 

o 1~ quartil abrange cerca de 251. das 

ocorrências e o terceiro, 751. : assim , a diferença entre eles 

corresponderá a 501. dos valores que estão no 

série . 

centro da 

Se a série for simétrica, devemos ter : 

Tanto o desvio mediano como a diferença 

interquartil tem pouca sensibilidade , pois não consideramos 

o que ocorre entre os valores . 

RELAÇÃO EMPIRICA ENTRE O DQ e o . 

Quando a distribuição se apresentar fracamente 

assimétrica , podemos usar a seguinte relação empirica : 
2 

DQ = 3 o 

2.2. MEDIDAS DE DISPERSÃO RELATIVA 

As medidas de dispersão relativa permitem que 

se compare duas ou mais distribuições, mesmo que essas se 

refiram a diferentes fenômenos e sejam expressas em unidades 

de medida distintas. 
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2. 2 .1. VARIANCIA RELATIVA 

Notação: y 
z 

2 o 
y 

2 
J..l 

EXEMPLO : Para a Tabela 3: y
2= 4,64/(4,6)

2 = 0~2193 

2.2.2. COEFICIENTE DE VARIAÇÃO DE PEARSON 

Notação: y 
o 

y = 
J..l 

EXEMPLO : Para os dados da Tabela 3: y = 2,15/4,6=0,4674 

IMPORTANTE: Se quisermos comparar duas ou mais variáveis 

que tenham médias diferentes ou diferentes unidades de 

medida, quanto 

concentração em 

à sua homogeneidade, isto é, grau 
2 torno da média, devemos utilizar y ou y : 

2 variável que tiver menor y ou y será a mais homogênea . 

de 

a 

Se as médias forem iguais, a que tiver menor o 

ou o
2 será a mais homogênea, isto é , não há necessidade de 

2 
calcular y ou y . 

2.2.3. DESVIO QUART!LICO REDUZIDO 

Notação : DQ 
r· 

É o resultado do quociente entre o desvio quartili co 

e a mediana . 

DQ = 
r 2 1"1 

EXEMPLO : Para os dados da Tabela 2, temos Q = 
J. 

Q = 175,41 e M = 172,47, então : DQ = 0 , 0002743 
e r 

2 . 2 .4. COEFICIENTE DE VARIAÇÃO DE THORNDIKE 

Notação: CV 
T 

o 
cv = 

T M 
o 
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EXEMPLO: O desvio padrão dos dados da Tabela 2 é 5,99, então 

cv = 5,99/172,47= 0,0347 
T 

2.2.5. COEFICIENTE QUART!LICO DE VARIAÇãO 

Notação: CV 
Q 

2 . 3. EXERC!CIOS 

1. Os efeitos de duas drogas 

perceptual-motora foram os seguintes: 

Grupo que recebeu a Droga 1: 8 

Grupo que recebeu a Droga 2: 4 

6 

7 

7 

5 

sobre 

9 

4 

8 

5 

a 

6 

capacidade 

4 

Qual das duas drogas produziu efeito mais 

capacidade perceptual-motora ? 

homogêneo na 

2. Dois testes de aptidão (Compreensão Verbal e Aptidão 

Numérica) num grupo apresentaram os seguintes resultados: 

X = 28,86; S = 12,55; 
CV CV 

Uma pessoa que obteve 

X 
AN 

35 

= 19 89 · s = 7 37 
' ' AN ' 

pontos no teste de Aptidão 

Numérica e 42 pontos em Compreensão Verbal 

que seu resultado foi superior neste último 

em conta o resultado do grupo ? 

pode considerar 

teste, levando 

3. Um teste de raciocinio foi aplicado a duas turmas U e V. 

A turma U tem 35 alunos e a turma V, 40. O quadro abaixo dá 

as médias e desvios padr~es das duas turmas: 

Turma J...l 

u 6,11 
v 6,29 

o 

2,38 
2,25 

Calcule a média e o desvio padrão total. 
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4. Calcule o desvio padrão e o desvio médio dos seguintes 

conjuntos : 

A: 1 

8 : 6 

Qual 

6 

7 

7 

8 

8 

9 

das duas 

9 

10 

10 

medidas 

14 

de variabilidade 

influenciada pelos valores extremos ? 

é 

5 . Faça um confronto entre os resultados obtidos 

mais 

no 

vestibular de um Curso de Economia e os resultados obtidos 

ao final do ano letivo: 

Vestibular : N= 100 

Resultados ao final 

6 . As estaturas de 

Verde : 1,60 1 ~ 66 

1 , 83 1,85 

Amarela : 1,71 1, 7 2 

1,77 1,77 

J.1 = 6 

do ano 

Médias 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

í:: 

M = 6, 5 
e 

letivo : 

f 
i. 

10 
12 
13 
20 
20 
15 

8 
2 

100 

duas equipes (Verde 

1,66 1,68 1,70 

1 ' 85 

1,73 1,74 1 , 75 

1,78 

o = 1,8 

X Amarela) são: 

1,75 1,82 1 , 83 

1,76 1 , 76 1 , 76 

Compare as equipes quanto à homogeneidade das alturas. 

7.A média aritmética de dois números é 10 e a variância é 9. 

Determinar esses números . 

8. Suponha que a média de pesos dos alunos da Turma X seja 

44 kg com desvio padrão 5 kg. Deseja-se conhecer a média e o 

desvio padrão dos alunos de outra tu rma ~ sabendo que a 

relação entre as duas populações é Y = 1,5 X - 2. 
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9. Sabendo que os principais produtos vendidos pela Granja 

Capivari são leite e ovos e que, durante o último mes , os 

valores médios diários fo ram : 

Leite: ~ = 150 1; o= 3 1 Ovos : ~ = 24 dz; o= 1 , 2 dz 

Verificar onde houve maior r egularid ade na s venda s . 

10. Idade dos visitan tes de uma Exposição Cientifica 

Anos No . de vi s itantes 

o ,_ 
10 6 

10 
,_ 

20 18 
20 

,_ 
30 11 

30 
,_ 

40 3 
4 0 

,_ 
50 1 

50 
,_ 

60 8 
60 

,_ 
70 4 

Determine : a) a idade média dos visitantes ; b) a classe onde 

se localiza a mediana ; c) a moda de Czuber ; 

médio ; e) o desvio padrão. 

d ) o desvio 

11 . Considerando que três variáveis ap resentem os valores : 

A 8 c 
N = 200 N = 50 ~ =8 
í: f X = 4000 L f X = 500 L f X = 3200 

i. t. i. i. i. i.. 

í:: f (X - f-l ) 2 5000 L f 
2 5450 L f 

2 32000 = X = X = 
t. t. \. i. i. i. 

Determine qual distr ibuição apresenta maior dispersão em 

torno da média . 

12 . J\Jas cidades Delta e 6mega foram o btidos os segui n tes 

rendimento s de 10 individuas, em salários minimos : 

Delta : 5,50 8,20 6,00 

68 , 10 

Omega : 8 , 00 

1 4 , 50 

15 , 00 9,50 

10 , 50 

5,50 4.70 4,70 7 , 20 3 , 60 

11,25 12,00 14,50 15,00 

5,50 

8 ,7 5 

a) Calcule e critique o r e ndimen to médio para cada situação 

b) Onde o daria maior ? Verifique através dos cálculos. 

13. Compare quanto à homogeneidade os grupos A e 8 de pes

soas cujas pressões sanguineas sistólicas (mm) foram : 

A : 10 

8 : 7 

10 

7 

11 

8 

12 

9 

12 

12 

13 

13 
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14 

17 

15 
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14. Os dados de acidentes por mil homens/hora de uma amostra 

de 50 firmas apresentaram média 2,32 e desvio padrão 0,70. 

Uma amostra de 40 firma s de outro tipo de indústria tem 

média de 3,5 acidentes e desvio padrão 0,70 acidentes. 

Comparar a variabilidade dos dois tipos de indústrias quanto 

ao número de acidentes por mil homens/hora. 

15 . A medição da capacitância máxima de 20 condensadores 

fornecem os resultados ( pF) : 4,40 4,31 4,40 4,40 4,65 

4,56 4,71 4,54 4,36 4,56 4,31 4,42 4,60 4,35 4,50 

4,40 4,43 4,48 4,42 4,45 

a) Calcule a média, o desvio padrão e o coeficiente de 

variação . 

b) Organize uma distribuição de frequência com L= 
i. 

4,31 e 

h=0,08 e recalcule as medidas anteriores. 

16 . Suponhamos que as seguintes medidas, em litros de óleo, 

para transformador foram obtidas a parti r de duas companhias 

Companhia 

A 

B 

Observações 

19,8 19,9 20,1 20,2 20,4 19,6 

19,5 20,1 19,9 20,2 20,3 20,0 

Qual é a marca que deve ser preferida, supondo que o 

preço é o mesmo e que a decisão será tomada a favor da 

companhia que está mais próxima do volume nominal 

de 20 litros ? 

anLmciado 

17 . Os valores abaixo referem-se aos diâmetros,em polegadas, 

de uma amostra de 60 canos fabricados por uma companhia : 

0 . 738 

0.728 

0.745 

0.733 

0.735 

0.732 

0.737 

0.735 

0 . 742 

0.725 

0 . 729 

0.737 

0 . 736 

0.730 

0.732 

0.737 

0 . 735 

0.738 

0 . 736 

0 . 734 

0.743 

0 . 736 

0.742 

0.732 

0.735 

0.731 

0.732 

0.731 

0.736 

0 . 733 

0.740 

0.735 

0.740 

0.730 

0.727 

0.746 

0.735 

0.739 

0.741 

0.735 
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0.736 

0.724 

0.728 

0.739 

0.734 

0.735 

0.744 

0.729 

0 . 739 

0 . 734 

0.741 

0.733 

0.738 

0.734 

0.732 

0.729 

0.740 

0.727 

0.736 

0.730 



Construa uma distribuição de frequência utilizando 6 classes 

e calcu le a média aritmética, o desvio padrão e o 

coeficiente de v ariação . 

18. O prin cipa l objetivo do trabalho de Oina Araújo, 

"Taxonomia e Relações dos proganosauria da Bacia do Paraná", 

do Instituto de Geociências da UFRGS, é estabelecer decisões 

de ordem taxonómica com relação aos répteis mesossaurideos , 

a partir de conjuntos de caracteri sticas apontados por 

vários autores, tais como medidas de crânio, pescoço, 

comprimento e largura dos dentes, comprimento e largura do 

úmero e fêmur . Consideremos os resultados referentes a medi-

das do crânio (em) em exemplares ocorridos nas zonas A e 8 : 

A 8 

7.1 8 . 1 7 . 5 7 . 1 6.7 6.0 5 . 8 5 . 8 5.3 4 . 9 

6.7 8 .9 7 .1 7 . 2 7 . 6 5.8 6 . 1 6.6 4 . 7 6 . 4 

7.9 7 .8 9 . 2 7 . 1 9 . 6 5 . 8 6 . 2 5 . 0 6 . 5 5 . 2 

5 . 1 7.9 7 . 2 6.2 6 . 5 5 . 2 5 . 5 4 . 1 

Compare as duas zonas quanto à homogeneidade . 

19 . Em "Notas e Estudos", de maio de 1970, da e ntão Escol a 

de Geologia da UFRGS, consta um trabalho sobre "Sedimentos 

praiais de Santa Catarina- Laguna e Imbituba" , cuja 

finalidade é a caracterização dos sedimentos praiais deste 

litoral quanto aos indices de esfericidade , arredondamento e 

textura superficial que constituem propriedades 

morfoscópicas . Uma amostra com 20 observações de areia de 

praia em certo ponto apresentou os resultados : 

a) arredondamento 

J.O 

I. 
/.'. 

- _, 
~ 1 ==== 1_1_ 
o, j_ o. 9 o . !J o. 7 
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b) esfericidade 

,, 

:10 

0,3 

c) esfericidade superficial: 
'l. 

---r 

s M 

i r.di.ce 

s 
M 

L 

L 

= 
= 
= 

Sacarói. d e 

M amelonado 

Li.S3o 

a)Compare as três 

mais frequente . 

caracteristicas quanto à ocorrência 

b) Diga em relação a qual caracteristica quantitativa há 

maior homogen eidade . 

20. A res istência de um adesivo é determinada pela 

necessária para separar itens ligados pelo adesivo . 

forç a 

Após 

serem ensaiados 16 itens para os dois tipos de adesivos S e 
:1 

S , foram obtidos os seguintes valores : 
2 

Tipo de adesivo Força de 

s 10 , 2 5,8 4,9 16,1 15 , 0 
:1 

14 ,6 19,7 5 , 0 4 , 7 16 ,8 

s 7,6 13,7 7 , 0 12,8 11 , 8 
2 7 , 0 10,1 6 , 8 10 , 0 8 , 6 

Compare s e s quanto à homogeneidade da 
1 2 

ruptur a (kgf) 

"9' 4 4,8 10,1 
4,5 4 , 0 16,5 

13 ~ 7 14,8 10 , 4 
11,2 8 , 3 10,6 

força de ruptura . 

21 . A qualidade de um produto é definida através de duas 

caracteri sticas: número da dure za Brinell (NDB) e diâmetro . 

As especificaçeíes dessas caracteristicas são : 

NDB : 250 
+ - 5 Diâmetro : 1 , 000 

+ - 0 , 002 pol 

Os seguintes valores da dureza Brinell foram encontrados: 

248 250 249 252 2 53 249 247 249 250 251 

250 249 248 250 251 249 245 2 46 249 254 

Foram também registrados os valores do diâmetro : 
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1,0010 0,9998 0,9980 1,0000 1,0020 0,9999 

1,0013 1,0015 1, 0020 1,0009 1, 0009 1,0009 

0,9996 1 , 0009 1 , 0019 0,9997 0 , 9990 1 , 0009 

1,0010 

1,0011 

a) Qual é o percentual de produtos 

para cada caracter1stica ? 

fora da especif icação, 

b) Relativamente a qual caracteristica existe maior 

dispersão em torno da média. 

c) A perda causada por dureza Brinell não-conforme é 20 u.m. 

e a causada pelo tamanho do diâmetro não-con forme é 30 u . m. 

Qual foi a perda total por desvios dos valores nominais para 

essa amostra? 

22 . Um fabricante de trocadores de calor exige que o 
+ espaçamento na placa sej a 0,25 - 0,01 pol . O estatistico 

responsável pelo cont ro le de qualidade colheu amostras de 25 

trocadores de calor e mediu aleatoriamente o espaçamento 

entre duas placas em cada 

seguintes medidas : 

trocador . Foram registradas as 

0,251 0,248 0 , 244 0,246 0,249 0,248 0,249 

0,250 0 , 254 0,253 0 , 241 0 , 243 0 , 251 0 , 256 

0 , 257 0,251 0,240 0,249 0,258 0 , 259 0 , 249 

0,245 0,253 0,251 0,250 

a) A perda devido a um trocador não-conforme é 50 u . m. 

(custo do ajuste do espaça mento) . Qual foi a perda total 

nessa amostra ? b) Analise os dados quanto à tend ênc ia 

central e variabilid ade . 

23 . A tolerância em uso numa certa folga do produto é 15 ~m 

ou menos . Produtos que não correspondem a uma cer ta 

especificação são escrapea dos. Há dois tipos de máquinas, A 
:1. 

e A
2

, que podem ser usadas para produ zir esse item . O quad ro 

a seguir contém dad os sobre 15 peças produzidas 

tipos de máquinas: 
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A 
1 

A 
2 

3 7 

8 9 

Folga (J..lm) 

4 13 8 4 7 3 6 

11 9 7 9 11 6 7 

7 5 9 4 4 3 

14 14 11 11 9 7 

Qual das duas máquinas produz itens mais homogêneos quanto 

à folga ? 

24 . Um fornecedor de eletrônica automotiva utiliza 

transdutor- inter-fer-ométr-ico a laser cujos sinais são 

processados por microcomputador-, para assegurar que a 

válvula esfér ica de r-egulagem da injeção de combustivel 

funcione, durante um bilhão de ciclos - ou 400 000 milhas de 

percur-so . O limite superior da tolerância da circularidade 

entre a esfera e a base do injetor é 1 J..lm , enquanto que o 

limite inferior é 0 , 5 J..lm e o valor nominal é 0,8 ~m . O 

custo de um injetor não-conforme quando a circularidade 

excede 1 ~m é de 107 u.m., enquanto que o custo de injetor 

não-con forme quando a circularidade for menor do que 0,5 J..lm 

é de 160 u . m. Foram registradas as seguintes tolerâncias (em 

micrometros) : 

0,60 0 ,90 0 , 78 0,87 0 , 78 0,70 0 , 91 0,98 0,90 

0 , 55 

0,81 

0,86 

0 ,86 

0,76 

0 , 50 

0,86 

0 , 85 

0 ,91 

0,69 

0,59 o , 57 0,50 0,87 

0 , 68 

0 ,92 

a) Qual foi o custo total dos injetores não-conformes nesta 

amostra ? b) Faça uma análise descritiva dos dados. 



III. CARACTER1STICAS DE ASS~METRIA E CURTOSE 

As medidas de assimetria e curtose complemen

tam o quadro das estatisticas descritivas que proporcionam, 

juntamente com as medidas de tendência central e variabili

dade, a descrição da variável em estudo . 

As caracteristicas mais importantes quanto à 

forma da distribuição da varivel são o grau de deformação ou 

assimetria e o grau de achatamento,afilamento ou curtose. 

Para estudar as medidas de assimetria e de curtose é 

necessário conhecer certas quantidades conhecidas por 

MOMENTOS. 

1. MOMENTOS 

Momentos são valores numéricos extraidos de 

uma variável. Através dos momentos pode-se determinar certos 
2 

parâmetros como ~ , a e as medidas de assimetria e curtose. 

A concepção de momento em Estat1stica é 

semelhante à Fisica. Por exemplo, na Mecânica : 

uma força em relação a um ponto é o produto 

dessa força pela distância do ponto de apoio. 

f f f f 
o 1 2 g n 

I I I I 

Momento de 

da potência 

ponlo de apoio 
I d1 d i =di 9 l â n c i a do 9 braÇos de uma alo. v anc a 

d2 
fi = forço.s n 

mornenlo lola.l= E f .d. 
\. \. 

Os momentos podem ser calculados em relação: 
o 

1-) a uma origem zero; 

2~) à média aritmética; 

3~) a um ponto qualquer, ou seja, uma origem arbitrária. 

Os dois primeiros casos são situaç~es 
o 

particulares do 3- . 
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1.1. MOMENTO ORDINÁRIO OU MOMENTO NATURAL DE ORDEM r 

Notação : ~~ (população) m' (amostra) 
r 

onde r =O,l ,2, . .. 

Definição: 

Para r=O 
Til 

E 
\.=2 

~ o = N 

Para r=l: Til 

E 
\.=2 

~; = N 

Para r=2: 
m 

E 
\.=2 

~-~; = N 

Para r=3: 
rn 

E 
i.=2 

~-~~ = N 

OBSERVAÇÃO: 

N 
r E X . 
\. 

\.= 2 

N 

m 
r E f . X . 

\. = 2 \. \. 

N 

f . X~ E 1. 1. 

= N 

1 
f . X . E l. l. 

= 

2 
f . X . 

l. \. 

(dados não agrupados) 

(dados agrupados) 

f. 
l. N 

= -- = 1 
N 

f. X . 
\. \. 

N = 1-l 

(quadrado da média quadrática) 

3 
f . X. 

\. \. 

(cubo da média cúbica) 

a 
EXEMPLO 1 : Calcular o momento ordinário de l - 2~ 3~ e ' . 
ordens da seguinte distr ibuição de frequência 
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Salários dos funcionários da Empresa TIMBAVER 

salários f. X . 
2 3 4 

mi nimos f. X . f . X . f . X . f . X . 
t. t. t. t. \. t. t. L \. t. 

1 J- 3 2 2 4 8 16 32 
2 J- 5 4 4 16 64 256 1024 
3 1- 7 8 6 48 288 1728 10368 
4 1- 9 4 8 32 256 2048 16384 
5 J- 11 2 10 20 200 2000 20000 

L: 20 120 816 6048 47808 

J-l = 120/20 = 6 = J-l J-l 
, 

816/20 = 40,8 
1 2 

J-l'= 6048/20= 302,4 J-l ' = 47808/20 = 2390,4 
3 4 

1.2. MOMENTO CENTRAL OU MOMENTO DE ORDEM r CENTRADO NA M~DIA 

Notação : J...lr (população ) m (amostra) 
r 

Definição: 
N 

E (X. - J.-1) r 
L 

i = 1 

J...lr = N 
(dados não agrupados) 

rro 

E 
i.= 1 

f. (x. 
\. \. 

- J-l{ 

J...lr = 
N 

(dados agrupados) 

Para r=O: 
rn 

E f. (x. - J...l) a 
L L 

E f. i.=1 

J...la = = 
_ _ 1. 

= 1 N N 

Yfl 

E f. (X. - J-l ) 1. 

E f. d. L I. 
i.= 1 \. \. 

Para r=1: 

J.-11 = N = N = o 
m 

E f. (X. - J-l ) 2 
\. \. 

i.= 1 

Para r=2 : 

2 

J.-12 = N = a 
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OBSERVAÇÃO : Como 
E 

2 
f . X . 

1. 1. 
2 2 

J.l; (J-1 ~ )2 o = J.l = -N 
temos que : 

J-12 = J.l ' (J.J ' )z . 
2 :1 

(momento central de ordem 2 em função dos momentos ordinários) 

Para r=3 : 

1-l = 
3 

m 

E 
\.=:1 

3 
f. {x. - J.l) 

1. 1. 

N 
(medida de assimetria) 

que desenvolvendo obtém-se : 

E 
3 

E f . X . E 
2 

E f . X . 
[E f. X.) f . X . f. X. 

( )2 1. 1. L 1. L L 1. 1. 1. 1. 

3 + 2 -
/-13 = N N N N N -

= J.l~ 3 1-l~ 1-l; + 2 { 1-l; 
)3 

Para r =4: ... 
E f . (x. - 1-l ) 4 

L 1. 
\. =:1 

(medida de curtose) 
1-14 = N 

que é : 4 3 
f. X~ E f . X. E f. X. E f . X. E f . X . 

]2 E 
\. 1. \. \. \. \. 

( 
\. \. \. \. 

1-14 = N 
- 4 

N N 
+ 6 

N N 

f . X . 

( 
E ]4 (!-1; )2 3 

1. 1. 

1-l~ 4 1-l; 1-l~ 6 1-l; 3 (J-1; )4 = - + 
N 

EXEMPLO : Calcular os momentos centrais de 2~, 3~ e 4~ ordens 

e a variância do Exemplo 1. 

2 2 3 
J-1

2
= 40,8- (6) = 4,8= o 1-1

3
= 302,4 - 3(6)(40,8)+2(6) =O 

1-l = 2390,4 - 4(6)(302,4) + 6(6)
2

(40,8) - 3(6)
4

= 57,6 
4 

1.3. MOMENTO DE ORDEM r EM RELAÇãO A UMA ORIGEM QUALQUER 

Notação : x 1-lr (população) 
o 
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Definição: 
N 

E (x. - X )r 
\. o 

~ = J. 

J.lr = N 
(dados não agrupados) 

m 

E f. (x. - X { 
L \. o 

i.::;: 1 

J.lr = N 
( dados agrupados) 

~ o momento genérico de 1.1 e 1.2. 

Podemos estabelecer relações entre os momentos 

centrados na média e os momentos centrados numa origem 

arbitrá ria x
0 

• 

Para r=2 : J.12 = J.1 ()( J.1 )2 
l< 2 J. 

o o 

J-13 = J.1 3 ()( J.1 1 ) ()( J.1 2) + 2 ( l< J.1 
)3 

l< 9 1 
Para r=3 : 

o o o o 

Para r=4: 

a a a 
EXEMPLO: Calcular os momentos de 1-, 2-, 3- e 4~ ordens 

em relação à origem x = 4, com os dados do Exemplol. Otili
o 

zando esses momentos, cal cular o s momentos centrados na mé-

dia. 

f . (x. -4) f . (x. -4) 
2 3 4 

X . f . (x. -4) f . (x. -4) f . (x. - 4) 
\. \. \. \. \. \. \. \. \. \. \. 

2 2 - 2 -4 8 -16 32 
4 4 o o o o o 
6 8 2 16 32 64 128 
8 4 4 16 64 256 1024 

10 2 6 12 72 432 2592 

L: 20 I 40 176 736 3776 

X J.11= 
o 

40/20 = 2 x J.lz= 
o 

176/20 = 8,8 
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~ = 736/20 =36,8 
X 3 o 

~ = 3776/20 = 188,8 
X 4 o 

2 
~ = 8,8 - (2) =4,8 

2 
~3= 36,8 - 3(2)(8,8) + 2(2)

3
= o 

~ = 188,8- 4(2)(36,8) + 6(2)
2
(8,8) - 3(2)

4 = 57,6 
4 

CORREÇÃO DE SHEPPARD PARA OS MOMENTOS 

Os 2~ e 4~ momentos centrados são corrigidos, 

para distribuições de frequência por intervalo, através das 

expressões : 

1 

~2<corr> = ~2 - 12 
h2 

~ 4<corr> 

a o. 
Os momentos de 1- e 3- orde m não são corrigidos. 

1 .4. MOMENTOS CENTRAIS RELATIVOS OU REDUZI DOS 

Dividindo-se os momentos centrais por unidades 

de desvios padrões, tem-se os momentos relativos ou 

reduzidos . 
J.-1 r 

ex = r r 
O' 

Para r=O: ~o 

ex - = 1 -o o 
O' 

Para r=l: ~ 1 

ex = 
1 

= o 
1 

O' 

Para r=2 : ~2 2 
O' 

ex = = = 1 
2 2 2 

O' O' 
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Para r=3: ,, 
,...3 

C( = (medida de assimetria) 
3 3 

o 

Para r=4: J-14 

C( = (medida de curtose) 
4 4 

O' 

EXEMPLO: Retomando os dados do Exemplo 1, temos 
2 C(= 57,6/(4,8) = 2,5 . 

4 

2 . COEFICIENTES DE ASSIMETRIA E CURTOSE 

2. 1. COEFICIENTE DE ASSIMETRIA DE PEARSON 

Notação: (3t. 

Ct = o 
3 

O quadrado de C( é o 
9 

coeficiente 

assimetria de Pearson : 

2 2 2 
J-13 J-13 J-13 

(31 
2 

= Ct = = = 3 (o3)2 6 9 
O' J-12 

pois 
2 6 3 

O' = J-12 ~ O' -
J-12 -

Temos : f3t. = O ~ curva simétrica 

(3t. ~ O ~ curva assimétrica 

J.l3 > o assimetria positiva 

assimetria negativa 

e 

de 

Muitas vezes usa- se et 
3 

como coeficiente de 

assimetria. 
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EXEMPLO : 

(J~ = = ----=o 
(4,8)

3 

2 . 2. COEFICIENTE MOMENTO DE CURTOSE 

Notação: (3 
2 

Se: (32 < 3 9 

/12 = 3 9 

{3 > 2 3 9 

(32 = Ct4 = 4 
O' 

curva achatada (platicúrtica) 

mesocúrtica 

curva ponte aguda (leptocúrtica) 

A curtose i ndj_ca a té gue ponto a curva de 

frequências de uma distribuição se apresenta mais afilada ou 

mais achatada do que uma curva Normal. 

EXEMPLO : {12 = 

2 . 3. COEFICIENTE C 
2 

= 
57,6 

(4 ,8 )
2 

A curtose pode ser igualmente medida pelo coeficiente C
2

: 

cz = /12 - 3 

Se: C
2 

< O 9 platicúrtica 

C
2 

= O ~ mesocúrtica 

c2 > o ~ leptocúrtica 

EXEMPLO : C
2 

= - 0,5 9 curva platicúrtica 
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3. OUTRAS MEDIDAS DE ASSIMETRIA 

3.1. M~TODO DE COMPARAÇÃO ENTRE MEDIDAS DE TEND~NCIA CENTRAL 

Só vale para distribuição unimodal : 

1-l>M => o 

1-l=M => 
o 

1-l<M => o 

assimetria positiva 

simétrica 

assimetria negativa 

3 . 2. COEFICIENTES C!NDICES) DE PEARSON 

3.2.1 . PRIMEIRO COEFICIENTE DE ENVIESAMENTO CAS~METRIA) DE 

PEARSON 

e.t = 
1-1 - M ___ o 

O' 

3 . 2 . 2 . SEGUNDO COEFICIENTE DE ASSIMETRIA DE PEARSON 

3 (1-1 - M ) ____ 9 

O' 
onde -3 ~ 

EXEMPLO : Admitindo-se uma distribuição com 1-1 = 95; 

o = 33,33 , calcular e
2 

e interpretar . 

3 (95 - 90) 
e2 = 33,33 = 0, 45 => assimetria positiva 

3. 3. COEFICIENTE QUARTIL DE ASSIMETRIA 

(Q3 - M e) - (M - Q1) e 

e a = 
(Q3 M 9) (M Q1) - + -

9 

Q3 - 2 M 
e 

+ Q 1 

e a = 
Q9 Q1 

onde -1 ~ e a ~ 
-
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3.4. COEFICIENTE DE ASSI METRIA ENTRE OS PERCENTIS 10 E 90 

(C9o - Me) - (Me - C1o) 

ec = (CPO - M&) + (M& - c~o) 

- 2 M 
& 

+ c 
10 

3.5. COEFICIENTE MOMENTO DE ASSIMETRIA 

e 
M 

1 

onde (11. = 
z 

J-l 3 

coeficiente 

e 

não Constatou-se que este 

situações com mesmo ~ e ~ 
1 z A' diferença na 

será acusada por ~ . 
3 

4. OUTRA MEDIDA DE CURTOSE: 

COEFICIENTE PERCENTíLICO DE CURTOSE 

K -

onde 

Se : K > 0,263 ~ platicúrtica 

K = 0,263 ~ mesocúrtica 

K < 0,263 ~ leptocúrtica 
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5. EXERC1CIOS 

1. Compare as seguintes distribuiçê5es de f requência quanto à 

tendência central (J.1)' v a riabilidade (a e y)' assimetria 

(O( ) 
3 

e curtose (O( ) o 

4 
Faça um histograma para cada uma . 

classes f . 
1. \. 

f . 
2\. 

f . 
3\. 

o ,_ 
2 5 5 10 

2 1- 4 10 15 10 
4 

,_ 
6 20 10 10 

6 
,_ 

8 10 15 10 
8 

,_ 
10 5 5 10 

L 50 50 50 

di.stri.bui.çê5es 1 
m e di. da s 

O' 

O( 
3 

O( 
4 

l:nl erprelaÇão 

oráf i.co 

f . 
4 \. 

20 
8 
1 
8 

20 

50 

f . 
:i\. 

f . 
6\. f? i. f . 

e \. 
f 

9i. 
f 

1.0 i. 

20 5 30 2 2 30 
10 5 10 3 8 8 
10 10 5 5 30 8 

5 10 3 10 8 2 
5 20 2 30 2 2 

50 50 50 50 50 50 

2 3 4 5 6 7 8 9 

2 . 
2 

Porcentagem de bactérias por em em 100 a mostras 
de determinado produto 

% f. 
\. 

o ,_ 
0,2 7 

0,2 
,_ 

0,4 25 
0,4 

,_ 
0, 6 36 

0,6 
,_ 

0,8 25 
0,8 

,_ 
1,0 7 

L 100 

Calcular e interpretar: 

a) coefic iente percentilico de curtose 
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b) coeficiente quartil de assimetria 

c) primeiro coeficient e de assimetria de Pearson 

d) segundo coeficiente de assimetria de Pearson 

e) coeficiente de assimetria e ntre os percentis 10 e 90. 

3. Num teste de habilitação a média foi 61, a moda 57,5 e o 

desvio padrão 1,68. Indicar a assimetria através do primeiro 

coeficiente de Pearson. 

4. Estudar os tempos de execução de uma tarefa para os 

operár ios A e B quanto à média, 

coeficiente de variação, beta 

resultados . 

variância, desvio padrão, 

1 e beta 2 . Discutir os 

A: 74 75 78 78 72 77 79 78 81 76 

B: 86 84 80 80 88 89 85 86 82 82 84 79 80 

5. Idade dos tenistas do Clube Saúde 

Anos f . 
I. 

201 - 26 10 
261- 32 20 
321- 38 30 
381- 44 16 
441- 50 4 

L 80 

Determinar e, sempre que possivel, interpretar. 

a)mediana ; b) primeiro quartil; c) terceiro quartil; 

d) momento natural de 1~. 2~ , 3~ e 4~ ordens; 
a a a 

e) momento central de 2-, 3- e 4- ordens; 

f) variãncia absoluta; 

g) desvio padrão; 

h) coeficiente de variação ; 

i) coeficiente de assimetria de Pearson; 

j) coeficiente momento de curtose; 

72 72 

82 76 

k) primeiro e segundo coef ic ientes de assimetria de Pearson; 

1) coeficiente quartil de assimetria. 
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IV. DISTRIBUI ÇÃO DE VARIÁVEL BIDIMENSIONAL . NOÇ~S DE 

AJUSTAMENTO. 

1. DISTRIBUI ÇÃO DE VARIAVEL BIDIMENSIONAL 

Muitas vezes, temos interesse em estudar duas 

ou mais variáveis simultaneamente. Vamos explorar algumas 

idéias sobre a descrição tabular de duas variáveis . 

EXEMPLO 1 : Um levantamento junto aos alunos de MAT 271, em 

92/2, forneceu os seguintes dados : 

Aluno Sexo Idade 

1 M 19 
2 M 20 
3 M 19 
4 F 18 
5 M 18 
6 M 19 
7 M 20 
8 M 20 
9 F 20 

10 F 20 

1.1. DISTRIBUI ÇÃO BIDIMENSIONAL OU DISTRIBUI ÇÃO CONJUNTA 

Dadas as observações de duas variáveis, 

podemos organizar uma tabela de dupla entrada chamada de 

distribuição conjunta ou distribuição bidimensional. 

EXEMPLO: Para os dados do Exemplo 1, construimos a 

Distribuição conjunta de frequências absolutas simples : 

Tabela 1. 

Sexo ~ 
M 
F 

l: 

Distribuição dos Alunos de MAT 271 

segundo o Sexo e a Idade 

Idade 18 19 20 l: 

1 3 3 7 
1 o 2 3 

2 3 5 10 
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Nesta situação, a variável Sexo é a variável x . com i=1,2 e 
\. 

a variável Idade é a variável y. para j = 1, 2, 3. Dentro da 
J 

tabela, estão as frequências f. . Assim, f é a 
I.J 23 

frequência da segunda linha e terceira coluna, isto é, f =2 
23 

significa que 2 alunos são do sexo feminino e tem 20 anos. 

1.2. DISTRIBUIÇÃO MARGINAL 

A partir da distribuição conjunta, podemos 

extrair as distribuições marginais , ou seja,as distribuições 

de frequência para cada variável . 

EXEMPLO: Considerando a Tabela 1, obtemos : 

a) Distribuição Marginal de X 

Tabela 2. Distribuição dos Alunos de MAT 271 segundo o Sexo 

Sexo f. 
I. 

M 7 
F 3 

í: 10 

b) Distribuição MarginAl de Y 
Tabela 3. Distribuição dos Alunos de MAT 271 segundo a Idade 

Idade f. 
J 

18 2 
19 3 
20 5 

í: 10 

1.3. DISTRIBUIÇÃO CONDICIONAL 

Com base na Distribuição Conjunta de frequên

c ias absolutas, podemos construir as Distribuições 

Condicionais de frequência absoluta de X para um dado valor 

de Y ou de Y para um dado valor de X. 

EXEMPLO : Para os dados da Tabela 1: 

a) Distribuição Condicional de X I Y = 18 
1 
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Tabela 4. Distribuição dos Alunos de MAT 271 com 18 anos de 

idade segundo o sexo 

Sexo 

M 
F 

f. 

1 
1 

2 

\. 

b) Distribuição Condicional de X I Y = 19 
2 

Tabela 5 . Distribuição dos Alunos de MAT 271 com 19 anos de 

idade segundo o sexo 

Sexo f . 
\. 

M 3 
F o 
2: 3 

c) Distribuição Condicional de X I Y
3 

= 20 

Tabela 6 . Distribuição dos Alunos de MAT 271 com 20 anos de 

idade segundo o sexo 

Sexo 

M 
F 

2: 

d) Distribuição Condicional de 

Tabela 7. Distribuição dos 

f . 
\. 

3 
2 

5 

Y I X
1
= M 

Alunos de MAT 

Mascu lino segundo a Idade 

Idade f. 
J 

18 1 
19 3 
20 3 

L 7 
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e) Distribuição Condicional de Y I X = F 
2 

Tal)etla t:l, DiBtr•il)tüção doe: Alunos de MAT 2'71 d~ Q~~l;\:) 

Feminino s egundo a Idade 

Idad e 

18 
19 
20 

f. 

1 
o 
2 

3 

J 

1.4. DISTRIBUI ÇÃO CONJUNTA DE FREQU~NCIA RELATIVA 

EXEMPLO : 

Tabela 9 . Distribuição dos Alunos de MAT 271 

segundo o Sexo e a Idade 

Sexo ~ Idade 18 19 20 L 

t1 0,1 0,3 0,3 0,7 
F 0,1 o 0,2 0,3 

í:: 0,2 0,3 0,5 1,0 

1. 5 . DISTRIBUI ÇÃO MARGINAL DE FREQVÊNCIA RELATIVA 

EXEMPLO : a) M(X) b) M(Y) 

Sexo f . Idade f. 
l. J 

M 0,7 18 0,2 
F 0, 3 19 0,3 

L 1,0 20 0,5 

L 1,0 

1 .6. DISTRI BUIÇÃO CONOI CI ONAL DE FREQU~NCIA RELATI VA 

As Distribuições Condicionais das frequências 

relativas podem ser obtidas através da Tabela 1 ou das Tabe

las 4 a 8 se as frequências absolutas estiverem disponiveis; 

ou através da Tabela 9 se as frequências relativas estiverem 

disponlve1s. 

De modo geral, a frequência relativa condi cio-

nal de Y. da X. é dada f . por l. j 
J l. 

f (Y. I X. ) = r J l. f . 
l. . 
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Assim, f 11 1 f 21 1 
f (Y 1 X1 ) = = -- fr (Y1/ Xz) = = r 1 f 7 f 3 1 . 2 . 

f 12 3 f 22 o 
fr (Y2 1 X1 ) = = 7 f (Y I X ) = = f r 2 2 f2 3 1 . . 

f 
3 f 

2 13 23 
fr (Y3 1 X1 ) = - -- f r ( Y3/ X2) = = -

f - 7 f2 3 
:1. . . 

Tabela 10 . Distribuição Condicional de Y I X= M 
1 

Y. f (Y . I X ) 
J r J :1. 

18 1/7 
19 3/7 
20 3/7 

í: 1 

De modo análogo 

f .. 
1.. J 

f ( X. I Y. ) - -f-
r· l. J 

• j 

é a frequência relativa condicional de X. dado Y. . 
l. J 

Se usarmos a Tabela 9, teremos : 
f r. . fr . . 

1.. J l. J 

f 
r e f ( y . I X. ) = f 

r J 1.. r. 
1.. • 

Assim, 

f r 
:1.3 0,3 3 fr29 0,2 2 

= 0,5 - 5 f r 
• 3 

= 0,5 - 5 

Tabela 11 . Distribuição Condicional de X I y 
3 

= 20 

X. f (X. / y3) 
1.. r l. 

M 3/5 
F 2/5 

í: 1 
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2 . I NDEPEND~NCI A DE DUAS VARI ÁVEIS 

Duas variáveis X e Y são independentes se 
f . f . 

l • • • J 

EXEMPLO : Consideremos as seguintes distribuições bidimen

sionais: 

a) Tabela 12 . 

X '\ y o 1 2 ~ 

o 10 20 20 50 

1 4 8 8 20 

2 6 12 12 30 

~ 20 40 40 100 

b) Tabela 13. 

X \ y o 1 2 ~ 

o 5 10 20 35 

1 8 12 15 35 

2 6 8 16 30 

~ 19 30 51 100 

PROPRIEDADE: 

Se X e y são i nde pendentes 

1 
f..lxy = EE X . Y. f . f..l = N I. J I. j X 

i. .i 

EXEMPLOS: 

a) Com os dados da Tabela 12 : 

1 

X e Y são i ndependentes 
pois : 

f 1 • . f . 1 50 . 20 
f = 11 N 100 

f . f 
1. • 2 

f = 12 N 

50 . 40 

100 
e assim por diante . 

= 10 

20 

X e Y não são independentes 
pois pelo menos uma das 

f . f . 
\. • • J 

f . . ;>! 
I.J N 

Vejamos : 
fi . f . j 35 . 19 

f =5;>!-------- -----
1 1 N 100 6, 65 

então f..l = f..lx f..l ' onde 
xy y 

1 1 
E f . X . f..l = E f. Y . N I. • I. y N J • J 

f..lxy = lOO (0 . 0.10+0 . 1 20 . +0 . 2 . 20+1 . 0 . 4+1 . 1.8+1.2 . 8+2 . 0 . 6+ 

8+16+24+48 96 
2.1.12+2 . 2 . 12) = 100 = 100 = 9,6 
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1 
~X= 100 (0 . 50+1 . 20+2.30)= 

80 

100 

1 120 

= 0,8 

~y= 100(0.20+1.40.2.40)= 100 = 1,20 

Portanto: ~ = 9 6 = 0,8 . 1,20 = ~ . ~ xy ' x y 

b) Para os dados da Tabela 13, verificamos que: 

J.l = 1,22 xy J.l = o' 95 
X 

e 

IMPORTANTE: A reciproca da propriedade acima não é verdadei

ra. Isto é, se ~xy= ~x· ~Y não implica que X e Y sejam inde

pendentes. 

EXEMPLO: Tabela 13: 

X\ y o 1 

o 10 15 

1 15 o 
" L. 10 15 

í: 35 30 

2 í: 

10 35 

15 30 

10 35 

35 100 

Aqui 
~ = 1; ~ = 1 e ~ =1 

X X y 

Portanto: 
~ = ~ . ~ . Mas 

xy x y 

facilmente verificamos 
que X e Y não são in
dependentes, pois 
existe pelo menos um 

f .. tal que f . . ~ (f .. f .)/N. Vejamos: f =10~ (f1.f.1)/100 
\.J \.j \. . • J 1.1. 

3. COVARIANCIA ENTRE X E Y 

Notação : Cov(X,Y) ou O' 
xy 

A covariância mede a variação conjunta de X e Y. 

Se a covariância é positiva, o relacionamento é do tipo 

direto, isto é, para pequenos valores de X correspondem 

pequenos valores de Y. Analogamente, se ela é negativa, o 

relacionamento é do tipo inverso, ou seja, para pequenos 

valores de uma variável correspondem grandes valores da 

outra e vice-versa. Ela será nula ou próxima de zero para 

fracos relacionamentos lineares. 
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Dada uma distribuição bidimensional: 

X. \ Y . y i y2 y3 y 
E _1._ \ __ J m 

xi f .i .i f.i2 f 13 f 
i m 

f 1 • 
X 2 f 2 .1 f22 f23 f 2m f2 . 

X 3 f 3 .1 f3 2 f33 f 3m f 3. 

X f f f f f n n 1 n2 n3 nm n . 

E 
f f f f N • .i • 2 • 3 .m 

definimos covariância entre X e Y: 

1 
Cov (X,Y) = o 

xy = N E E < x. - 1-1 ) < Y.- 1-1 ) f .. 1. X J y I.J 
\. j 

Demonstra- se que : 

Cov(X,Y) - o = J1 -J.J J.l -
onde 

XY xy X y 

1 1 1 
J-1 = E E X . y . f .. J-1 = - E f . X . J-ly = N xy N I. J 1. J X N 1.. I. 

i. j 

Vejamos a demonstração para dados não agrupados : 

1 
Co v (X,Y) = - E (x J-1 X ) (y - 1-l y ) = N 

1 
= N E ( x y - y 

/-I)( 
- X 1-l + 1-l 1-1 y) = y X 

1 
= N 

( E X y 
/-IX E y J-1 y E X + E J-1 

X 1-ly 

E xy E y E X 1 
= -- -- 1-l 1-ly +- N J-1>< 1-1 = N N >< N N y 

E xy 
= -- - 1-l J-1 N y >< 1-ly /-I)( + 1-1 J-1 = X y 

= 1-l xy 1-l 
X 

1-l y 
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OBSERVAÇÃO 1 : Se X e Y são linearmente independentes: 

~ = ~ ~ e, portanto, 
XY X Y 

Cov(X,Y)=O . 

Se Cov(X,Y)=O então X e Y são linearmente 

independentes, mas isso não significa que sejam sempre 

independentes. 

OBSERVAÇÃO 2 : Para melhor visualizar a relação, costuma-se 

construir um gráfico chamado diagrama de dispersão : 

f. I . . . . ... 
linear não linear 

EXEMPLO 1 : Resultados de uma pesquisa com 10 familias de 

determinada região : 

poupança (y) renda (x) 2 2 xy ____________________________ y x ____________ __ 
4 10 16 100 40 
7 15 49 225 105 
5 12 25 144 60 

20 70 400 4900 1400 
20 80 400 6400 1600 
30 100 900 10000 3000 

8 20 64 400 160 
8 30 64 900 240 
3 10 9 100 30 

15 60 225 3600 900 

L 120 407 2152 26769 7535 

Cov(x,y) = 1/10(7535) [1/10(407)] . [1/10(120]= 265,1 

EXEMPLO 2: Distribuição da renda e número de filhos em 40 

familias pesquisadas: 

n~ filhos 
renda (S . M) 

1 
2 
5 

o 

1 
3 
4 

8 

1 

4 
5 
5 

14 

Calcular e interpretar a Cov(X,Y). 
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4. CORRELAÇÃO - NOÇõES DE AJUSTAMENTO 

Na prática, constata- se frequentemente a 

existência de uma relação entre duas ou mais variáveis e se 

deseja expr·essar tal relação sob forma matemática, 

estabelecendo-se uma equação. Por exemplo, o peso pode estar 

relacionado com a idade das pessoas; as vendas de uma 

empresa podem se relacionar com os gastos promocionais; a 

demanda de um determinado produto pode estar· relacionado 

como o seu preço. 

O problema de determinar equações de curvas 

que se ajustem a determinados dados é chamado ajustamento. 

Um dos principais objetivos do ajustamento é estimar uma das 

variáveis(dependente : Y) em função da outra (independente:X) . 

Isto se chama regressão. 

Podemos também medir o grau de associação ou 

interdependência entre duas ou mais variáveis através do 

estudo da correlação. 

4.1. CORRELAÇÃO 

O estudo da correlação tem por objetivo medir e avaliar· o 

grau de relação existente entre duas variáveis . Por exemplo : 

óbitos por coqueluche e médias semanais de temperatura . A 

coqueluche é uma doença infecto- contagiosa de alta 

incidência e cuja letalidade depende de compl icações 

bronco-pneumónicas que ocorrem com maior frequência no 

inverno, isto é, os óbitos por coqueluche aumentam à medida 

em que baixa a temperatura . 

Outras situações de interesse : 

- incidência de gastroenterite abaixo de 2 anos e condições 

climáticas (aumenta no verão); 

- médias de temperaturas e obituário por doenças no aparelho 

respiratório; 

- cólera e condições climáticas ; 

pulsação e temperatura de individuas normais; 
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peso de recém-nascidos e condições sociais dos pais; 

mortalidade infantil e % de pessoas que vivem no mesmo 

domicilio; 

- volume de álcool ingerido diàriamente e duração de vida; 

- incidência de uma doença transmissi vel e imunização da 

população ; 

- pulso e temperatura . 

A correlação linear procura medir a relação 

entre as variáveis X e Y através da disposição dos pontos 

(X,Y) em torno de uma reta. 

pxy 

pxy 

COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO LI NEAR " MOMENTO- PRODUTO" DE 

BRAVAIS- PEARSON 

Notação : pxy (população) r (amostra) xy 

- - 1 -

= o 

= 1 

~ o 
xy 

o xy 

o 
xy 

< o ~ 

- o 

> o 

Pxy = o 

J..l 
X 

J..l > y 

O' 
xy 

o 
X y 

J..l xy 
9 

Pxy E [ -1; 1] 

há correlação linear 
inversa perfeita 

não há correlação linear 

correlação linear direta perfeita 

Para os valores intermediários, podemos considerar : 

o o _ , 
10,31-1 
10,61-1 
10,91 - 1 

111 

10,31 
I o, 61 
10,91 
10,991 
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OBSERVAÇÃO 1 : p segue o sinal do coeficiente angular da reta 

de regressão . 

OBSERVAÇÃO 2 : p não informa qual variável influi e qual é 

influenciada, pois trocando X por Y o valor de p não se 

altera . 

OBSERVAÇÃO 3 : O coeficiente de corr elação é uma quantidade 

adimensional . 

OBSERVAÇÃ04:Se X e Y são independentes então p=O . Isto decor-

re do fato de que se X e Y são independentes então J..J =J..J J..J a> 
xy x y 

Cov(X,Y)= J..J - J..J .J..l =O. 
xy x y 

COMENTÃRIO : A reciproca da Observação 4 em geral não é 

verdadeira. Isto é, podemos ter p=O e, no entanto, X e Y não 

precisam ser independentes. Se p=O, diremos que X e Y são 

não correlacionadas . Portanto, ser não correlac ionados e ser 

independente, em geral, não são equivalentes. A Tabela 13 

serve para ilustrar essa situação : temos que J..J =J..J J..J e , por-
xy x y 

tanto, p=O, mas X e Y não são independentes . 

Fó RMULA PRÃTICA PARA CÃLCULO DE p : 

O' 
xy J..lxy - J..lx J..ly 

= 

= 

1 

N 

1 

N 

O' 
y 

EE 
i. j 

EE 
i. j 

= 
O' 

X 

X . Y . f . . 
I. J I. J 

1 

N 
2 E f . X . 

I. • I. 

X . y. f . . 
I. J I. J 

Multiplicando por N
2

: 

O' 
y 

= 

1 

N E f. X . 
I. • I. 

J..l~ ] [ 
1 

N 

1 

N 
E f. X . 

I. • I. 
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1 

N E f . y . 
J • J 

2 E f . y . 
J • J 

1 

N 
E f. y . 

J • J 

= 

E f . y~- [ Nl E f. y.J2

] 
J • J J • J 



N L L X . 
\. 

i. j 
Y. f . . 

J \. J 

N 

N 
L f . X . 

\. . \. 

N 

N L f . Y . 
J . J 

= --~============================~ 

V
1

[ : 
2

E f,.x:- [: E f, _xYH: 
2

E fj .Y>[: E f;_YJJ 
(No denominador N

2 
entra N

4 
na raiz : N

2 
para x e N

2 
para y). 

Finalmente : 

N 

p = 
xy 

E E X. 
\. 

i. j 

2 E f. X.-
\. . \. 

2 
f. y. 

J . J 

EXEMPLO: Calcule o coeficiente de correlação linear entre 

Renda familiar e Poupança das 10 familias do Exemplo 1 . 
z 2 

Temos que LX= 407, Ly=120, LX =26769, Ly =2152 e 

LXY - 7535 . Então : 

10 (7535) - (407)(120) 
pxy = 

'vl[10.26769-(407)
2

][10.2152-(120)
2

] 

= 0,9835 

Existe uma forte correlação linear entre renda e 

poupança familiar. O sinal do coeficiente mostra que as duas 

variáveis variam no mesmo sentido. 

EXEMPLO: Calcule o coeficiente de correlação linear entre a 

Renda e o Número de Filhos das 40 familias pesquisadas no 

Exemplo 2. 
z 

Temos que N = 40, L fx = 50, L fx = 86, L fy = 115, 
2 

L fy = 445 e L fxy - 137, então pxy= -0,13 , o que indica 

que existe uma fraca correlação linear inversa entre as 

variáveis. Quanto maior a renda das famúlias, menor o número 

de filhos. 
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EXEMPLO:Considere as três situações hipotéticas abaixo onde 

X é a variação do pulso e Y é a temperatura de pacientes . 

Trace o diagrama de dispersão para cada grupo de 6 pacientes 

e calcule p para cada um. 
xy 

(a) Pulso Temp (b) Pulso Temp (c) Pulso Temp 

60 36 60 41 70 40 
70 37 70 40 60 41 
80 38 80 39 100 38 
90 39 90 38 90 37 

100 40 100 37 80 36 
110 41 110 36 110 39 

pxy = 1 pxy = -1 pxy = 0,37 

4 . 2. AJUSTAMENTO- REGRESSÃO 

Na prática, o próprio diagrama de dispersão sugere o tipo 

de curva a ser adotado : reta, parábola, variáveis 

transformadas por log, etc . 

Para um dado X não observamos necessàriamente um Y, 

então: Y = f(X) + e onde e é a variável que irá captar 

toda a influência sobre Y não devidas a X. Assim, se a 

função ajustante é linear, temos que é a 

regressão de Y sobre X onde Y é variável aleatória e X é 

a variável sem erro. Nosso problema está em encontrar os 

valores para a e ~ 

4.2. 1 . M~TODO DOS MlNIMOS QUADRADOS 

De um modo geral, pode-se ajustar mais de uma 

curva a determinado conjunto de dados. A fim de evitar 

critérios individuais na escolha de retas, parábolas, etc, é 

nwcessário se chegar a um acordo quanto ao que se deve 

entender por "melhor reta". 
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Assim: 
(X ' y ) 

1 1 d 
n 

• (X ,y ) 
n n 

Para determinado valor de x, haverá uma 

diferença entre o valor y e o correspondente valor ajustado 

pela curva . Se a quantidade dz+dz z é + ... + d pequena, 
1 2 n 

teremos um bom ajustamento. Então escolhemos a curva que 

goza da propriedade E d
2 = minimo , pois é a melhor curva 
'-

ajustadora . 

Vejamos no caso da reta. 

Os valores de y na reta de minimos quadrados, 

correspondentes a . . . 'X 
n 

.. . .. ' ex + ~ x 
n 

Os correspondentes desvios verticais são : 

di - Y est 

d2 = Yest 

Então: 

= 

função de a e ~ -

ex+~x -y 
1 1 

ex + ~ x - y 
2 2 

ex + ~ x 
n 

y 

d 
1 

X 
:1. 

2 E ( ex + ~x. - y. ) = f ( ex , ~ ) 
1.. 1.. 

ô f ô f 

X 

que 

Para que esta função seja minima: a a = O 

Isto é : 

e ô (3 = O. 

ô O( 
= E 

â 
( Ol + ~X - y )

2
- E 2 ( Ol + ~X - y ) 

ô f 

ô Ol 

ô f = E ô ( a + (3x - y )2 
_ E 2 x ( a + f3x - Y ) 

ô (3 ô f~ 

Obtemos então : 

E 2 ( Ol + ~X - y ) = o ~ E ( Ol + ~X - y ) = o 
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E 2 X ( ~ + ~X - y ) = o # E X ( ~ + ~X - y ) = o 
Dai: 

E < ~+ox-y) = o # E ~ + ~ E x - E y = o # E y = N ~ + ~ Ex 
2 

Ex(~+~x-y)=O # E~x + f'3EX - ExY = O 2 = ~ E.x + ~ EX 

+~ E X 
Isto é : 

X + 

que é conhecido como sistema de equaçê5es normais para a reta 

de minimos quadrados . Observemos que de y = ~ 
obté m-se a 1~ equação aplicando somatório e 

multiplicando por x e somando . 

Resolvendo o sistema: 

z ( E y )( E X ) - E x){ E xy) 
~ = 

N E xy -< E x) C E Y) 
~ = -----------------------------

N E x2 
- ( E X )

2 

Calculado ~' podemos obter ~ por : ~ - Y - ~ X 

+ ~ X 

a 2~ 

EXEMPLO: Obter a reta de regressão de y sobre X para a 

Poupança e a Renda das 10 familias do Exemplo 1. 

Temos que ~x = 407, ~y=120, ~x =26769, Ly =2152 e 

LXY = 7535. Então : 

~ = 
10(7535) - (407)( 120 ) 

10(26769)-(407)
2 

= 0,2598 

~ = 12- (0,2598) (40,7) = 1,4261 
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4.2.2. PODER EXPLICATI VO DO MODELO OU 

DETERMINAÇÃO 

Notação: p
2 (pop) 2 

r ( an1) 

COEFICIENTE DE 

O poder explicativo do modelo, tamr..>ém chamado 

coeficiente de determinação,tem por objetivo avaliar a "qua

lidade" do ajuste. Seu valor fornece a pr·oporção da variação 

total da variável Y explicada pela variável X através da 

função ajustada . 

2 
p = 

Quando 

2 
O' 

y 

a o 5 p ~ 1 

z 
p =0, a variação explicada de y é 

zero, ou seja a reta ajustada é paralela ao eixo da variável 

X. Se 
2 

p = 1, a reta ajustada explica toda a variação de Y. 

Assim, quanto mais próximo de 1 estiver 
2 

p , melhor a 

qualidade do ajuste da função aos pontos do diagrama de 

dispersão . 

Se o poder explicativo for 98%, significa que 

98% das variaçê'Ses de Y São explicadas por X através da 

função escolhida para relacionar as duas variáveis e 2% são 

atribuídas a causas aleatórias. 

4 . 2.3. ERRO PADRãO 

,!; 
XY 

= \ ; _E _<_Yi._-_Y_est) Z 

v N 

Para o caso da reta : 

e = XY 

2 E Y - a E Y. - ~ E x. Y. 
l l l l 

N 

SUGESTÃO : Complementar o estudo com Regressão linear por 
transformação e Regressão polinomial (ajuste por parábola)
"Estati stica Básica" Toledo. 
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5 . EXERCl CIOS. 

5.1. Usando os dados do quadro abaixo, onde aparecem teles

pectadores e não-telespectadores, classificados quanto ao 

seu grau de realização, calcular : a) a porcentagem dos que 

não são telespectadores, porém grandes 

porcentagem dos telespectadores 

realizadores; 

que são 

b) a 

grandes 

realizadores; c) a proporção de não-telespectadores que são 

grandes realizadores; d) a proporção de telespectadores que 

são grandes real izadores . 

Realização versus Assistência a Programas de Televisão 

Situação 
Realização Não-Telespectadores Telespectadores i: 

Alta 93 46 
Baixa 90 127 

--
2:: 183 173 

--
5 . 2 . O quadro seguinte representa a estrutura familiar de 

crianças negras e brancas para uma dada região : 

Estrutura Familiar de Crianças Negras e Crianças Brancas 

Raça da criança 
Estrutura Famil iar Negra Branca i: 

Um genitor 53 59 
Dois genitores 130 167 

í: 183 226 

Calcular : a) a porcentagem de crianças negras que possue m 

dois genitores; b) a porcentagem de crianças brancas que 

possuem dois genitores; c) comparar os dois resultados ante

riores; d) a proporção de crianças negras que tem um genitor 

e) a proporção de crianças brancas que tem um genitor; 

f)comparar d) e e) . 
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5.3. Distribuição dos pais segundo o Método de Educação dos 
Filhos e sua Orientação Pol1tica 

Método de Educação 

Permissivo 
Moderado 
Autoritário 

Total 

Orientação Pol1tica 
Conservadores Moderados Liberais 

7 
10 
15 

32 

9 
10 
11 

30 

14 
8 
5 

27 

Construa: a) as distribuições marginais para cada variável; 

b) as distribuiç~es condicionais de X/Y . e Y/X; 
J I. 

c) Pela simples inspeção das tabelas podes "sentir" algum 

tipo de associcção entre Orientação Politica e Método de 

Educação ? 

5.4. Para testar se determinada droga era capaz de inibir a 

absorção de álcool pelo organismo humano, realizou- se um 

experimento com a participação de 30 voluntários (homens 

saudáveis,idades entre 25 e 28 anos) . Uma hora após a 

ingestão da droga "milagrosa", todos os voluntários tomaram 

2 doses de uisque. Uma hora mais tarde, colheu-se uma 

amostra do sangue de cada sujeito. Os resultados foram : 

Droga "milagrosa" 

tomaram 
não tomaram 

Total 

Teste revelou 
presença de álcool ausência de álcool 

4 
8 

12 

16 
2 

18 

Analise percentualmente esses resultados e conclua quanto à 
eficácia ou não da droga milagrosa . 

5 . 5 Dois grupos de estudantes fizeram exames finais de 

Eetatietica. somente um grupo recebeu preparação formal para 

o exame; o outro leu o texto recomendado, mas nunca compare

ceu às aulas.Enquanto que 22 dos 30 membros do primeiro gru

po (os "freguentadores") passaram no exame, apenas 10 dos 28 

do segundo grupo (os "ausentes") lograram aprovação . Organi-
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ze a distribuição bidimensional e as distribuiç~es condicio

nais de frequência relativa . Compare os resultados de 

aprovação dos dois grupos e conclua . 

5.6 . Em certo hospital, 20 crianças epilépticas foram subme

tidas a exames eletroencefalográficos . O objetivo da pesqui

sa era determinar se havia relação de dependência entre 

região cerebral (anterior/posterior) do foco epiléptico e 

hemisffério cerebral (direito/esquerdo) . Eis os dados : 

Região 

Anterior 
Posterior 

O que podes concluir ? 

5.7 . Os seguintes pares de 

Hemisfério 
Direito Esquerdo 

3 
7 

números são os 

8 
2 

escores obtidos 

por 20 vendedores num teste destinado a medir a aptidão para 

vendas e os escores destinados a medir produtividade de 

venda num certo periodo de tempo : 

Aptidão Produtividade 

41 32 38 29 
35 20 38 33 
34 35 46 36 
40 24 36 23 
33 27 32 22 
42 28 43 38 
37 31 42 26 
42 33 30 20 
30 26 41 30 
43 41 41 30 

a) Trace o diagrama de dispersão e observe se a realção 

pode ser tratada como linear . 

b) Calcule o coeficiente de correlação e interprete. 

c) Se a relação puder ser tratada como linear, ajuste uma 

reta aos dados . 

95 



5.8.Calcule o coeficiente de correlação para os escores do 
teste de inteligência e notas dados a seguir . Trace o 
diagrama de dispersão . 

T. I. Média 

295 3,4 230 3,6 
152 1,6 195 1,0 
214 1,2 174 2,8 
171 1,0 236 2,8 
131 2,0 198 1,8 
178 1,6 217 2,0 
225 2,0 143 1,2 
141 1,4 135 2,4 
116 1,0 146 2,2 
173 3,6 127 2,4 

5 . 9 . Uma empresa através do Departamento de Finanças informa 

o total de vendas e as despesas com propaganda, supondo a 

existência de uma relação linear entre as variáveis . Obtenha 

a função que r elaciona o total de vendas com as despesas com 

propaganda . 

milhões 
v endas (Y) 

mi lhões 

120 190 240 140 180 280 150 115 215 220 320 

propagandas (X) 2,5 6,5 11 4,0 8,5 14 6,0 5,0 10 13,5 16 

5 . 10. A energia geotérmica pode ser muito importante, no 

futuro . Como o total de energia contida em uma libra de água 

é função de sua temperatura, pode-se inquirir se a água 

proveniente de veios fundos contém ou não mais energia por 

libra . Os dados a seguir foram extr~dos de um artido sobre 

sistemas geotérmicos, escrito por A. J . Ellis : 
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Localização do 
veio de água 

El Tateo, Chile 
Ahuachapan, El Salvador 
Namafjale, Islândia 
Larderello, Itália 
Matsukawa, Japão 
Cerro Prieto, México 
Warakei, Nova Zelândia 
Kizildere, Turquia 
The Geysers, Estados Unidos 

Média Máxima 
de profundidade 

650 
1000 
1000 

600 
1000 
800 
800 
700 

1500 

a) Trace o diagrama de dispersão. 

b) Determine a reta de minimos quadrados. 

Temperatura 
Média Máxima 

230 
230 
250 
200 
220 
300 
230 
190 
250 

c) Calcule o coeficiente de correlação e interprete. 

d) Qual é o poder explicativo do modelo ? 

5.11. Os dados a seguir se referem a pacientes que sofrem de 

enfisema . Registrou-se o número de anos que cada paciente 

fumou (x) e um diagnóstico mé dico subjetivo sobre o grau em 

que os pulm5es dos pacientes foram afetados (Y) : 

Paciente 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

Número de anos 
que fumou 

25 
36 
22 
15 
68 
39 
42 
31 
28 
33 

Grau de afecção dos 
pulmões (0 a 100) 

55 
60 
50 
30 
75 
70 
70 
55 
30 
35 

Trace um diagrama de dispersão e verifique se uma reta é um 

bom ajuste para esses dados . 

5.12 . Os motoristas que estão suspeitos de dirigirem 

alcoolizados dever·ão submeter- se, em breve, a um aparelho 

que mede o teor de álcool do ar expirado: o dispositivo V.SA 
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H Principe. Os dados a seguir, de 15 motoristas 
alcoolizados, fornecem uma comparação deste novo dispositivo 
com o .aparelho at~ agora usadt.> m~md.l.altn\';'!U\:;~ ( ~ \ '·b~;f·~m~\::. ~·-i:~\',) , 

Baf6metro(Y) 

0,15 
0,10 
0,09 
0,14 
0,08 
0,11 
0,12 

Dispositivo V.S.(X) 

0,154 
0,085 
0,079 
0,144 
0,078 
0,078 
0,097 

0~10 
0,09 
0,09 
0,09 
0,09 
0,08 
0,08 
0,06 

0,088 
0,082 
0,072 
0,080 
0,092 
0,067 
0,077 
0,053 

a) Será que os dados permitem a,j ustar uma reta de mi nimos 

quadrados entre os resultados do "bafômetro" e do 

dispositivo V.S 7 

b) Represente os dados num gráfico e trace a reta de minimos 

quadrados. 

5.13. A tabela a seguir· mostra a distr·ibuição de frequências 

das alturas respectivas, X e Y,de 80 pais e seus filhos mais 

velhos. 

a) Construa um diagrama de dispersão . 

b) Determine o coeficiente de correlação linear e conclua. 

~\ y 1501-160 160 1-170 170 1-180 1801-190 2:: 

15o 1- 16o 2 3 5 6 16 

160 1-170 4 5 8 9 26 

1701-180 2 4 5 7 18 

180 !-190 3 5 5 7 20 
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V- ANALISE DE SE::RIES TEMPORAIS 

Em mui t.::ts situações , as observações de 

interesse são obtidas em instantes sucessivos de tempo(a ca

da hora , durante 24 horas) ou então registradas por algum 

equipamento de forma continua (como um traçado eletrocardio

grá fico) . 

Uma série temporal é um conjunto de v a l ores 

observados em periodos de tempo ordenados. E: representada 

graficamente por um gráfico em linha. 

São exemplos de séries temporais : 

a) os valores diár·ios do pr·eço das ações d a P i relli, na 

Bolsa de Valores do Rio de Janeiro; 

b) os valores mensais de temperatura da cidade de Porto 

Alegre; 

c) as quantidades anuais de chuva na c i dade de Fortaleza; 

d) os valores mensais do indice do IEPE; 

e) as alturas de marés no porto de Rio Grande, obtidas 

através de um maré grafo ; 

f) o registro de um eletrocardiograma (ECG) de um individuo; 

g) o registro do movimento da crosta terrestre, obtido 

através de um sisrr6grç.lfo. 

Quando se analisa uma sé·rie temporal, os 

princip.::Lis objetivos são : 

i) modelagem do fen6meno sob consideração ; 

ii) obtenção de conclu&::Ses em ter·mos estati sticos ; 

iii) avaliação da adequação do modelo em termos de previsão; 

iv) stU't'l-irio dos dados : descrever o comportamento da série 

verificando a existência de tendências, ciclos e variaçê5es 

sazonais, construindo hi.stogramas e diagramas de dispersão ; 

v) investigação do mecanismo gerador da série temporal : na 

análise de ondas oceânica.s, queremos saber como estas ondas 

foram criadas; 

vi) estabelecimento de causaU.dade: na série de vendas de um 

produto e a respectiva série de propagandas, deseja- se saber 

se há uma relação de causa e efeito entre elas ; 

vi i) classifj.cação: obtido o ECG de um indiv1 duo , queremos 



determinar se ele apresen~A Al~1m p~nhlAmA ~A~rliA~n. iR~n é, 

vamos classificá-lo como normal ou não, baseado em algum 

padrão; 

viii) controle: muitas situações em ciências fisicas, bioló

gicas e sociais, engenharia, medicina, envolvem o conceito 

de sistema dinâmico, caracterizado por uma série de entrada, 

uma série de saida e uma função de transfe1~ncia . Na 

produção de um tipo de aço, com uma determinada quantidade 

de carbono especificada a priori, tem-se que ajustar 

convenientemente a "entrada" ( quantidade de ferro, seu teor 

em carbono, etc) e o "sistema" (quantidade de oxigênio 

injetada, temperatura do forno, etc.). 

A análise de série temporal é o procedimento 

pelo qual são identificados e separados os fatores 

relacionados com o tempo que influenciam os valores 

observados da série. Após identificar esses fatores, podemos 

utilizá-los na interpretação e na projeção da série 

temporal . 

temporais 

A abordagem clássica 

identifica quatro de 

componentes: 

da análise de séries 

tais influências ou 

1. Tendência secular (T) : Movimento geral de longo prazo 

nos valores (Y) da série temporal em um grande periodo de 

tempo. 

2. Flutuações ciclicas (C) : Movimentos oscilatórios, para 

cima e para baixo, com referência à tendência secular, que 

tem a duração de diversos anos. 

3.Variações sazonais (S) ou estacionais : Movimentos para 

cima e para baixo, em relação à tendência secular, que são 

completados dentro de um ano e que se repetem anualmente . 

Tais variações são identificadas, tipicamente, com base em 

dados mensais ou trimestrais. 

4 . Movimentos irregulares (I) : Variações erráticas a partir 

da tendência secular que não podem ser atribuídas a 

influências ciclicas ou estacionais. 

O modelo clássico para a análise de séries 

temporais é Y = T x C x S x I, isto significa que o 

valor da variável é determinado pelas influências dos quatro 



componentes e que 

multiplicativa. 

os componentes tem uma relação 

EXEMPLO 1. ~abela 1. Vendas das fábricas de carros dos 

Estados Unidos em milhões de unidades, 1950-1974 

Graficamente : 
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Ano 

1950 
1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 
1959 
1960 
1961 
1962 

IMO 

Vendas 

6,513 
5,090 
4,154 
5,954 
5,352 
7,666 
5,623 
5,953 
4,132 
5,474 
6,530 
5,402 
6,754 

IM! 

Ano 
I"" 

1963 7,444 
1964 7,554 
1965 9,101 
1966 8,337 
1967 7,070 
1968 8,407 
1969 7,807 
1970 6,187 
1971 8,122 
1972 8,353 
1973 9,079 
1974 6,721 

E 168,779 

I 
II'IS 

Como podemos observar, em 1955 e 1965 ocorreram picos de 

vendas das fá br·icas , enquanto que nos anos de 1958 e 1970 as 

vendas apresentaram a culminância de valores declinantes, 

constituindo os sulcos . 

5.1. ANÁLI SE DA TEND~NCIA 

A aná .Lise da tendência se refere à dlreção do movimento 

de longo prazo na série temporal e é feita utilizando-se os 

dados anuais. Devem ser usados, no 1cln imo, 15 anos de dados, 



de modo que os movimentos ciclicos de diversos anos de 

duração não sejam tomados como indicativos de uma tendência 

geral dos valores da série . 

O método dos minimos quadrados é o mais utilizado para 

identificar a componente tendencial da série temporal. 

Convém ressaltar que uma linha de tendência não é uma linha 

de regressão, porque a variável dependente Y não é uma 

variável aleatória, mas sim um valor historicamente 

acumulado que apresenta dependência entre periodos adjacen

tes . Quando o crescimento ou decréscimo de longo prazo pare

ce seguir uma tendência linear, a equação dos valores na li-

nha de tendência, com X representando o anos é Y = ~ + ~ X 
T 

onde 

N E X y - <E x)( E y) 

~ = e ~ = y - ~ X 
N E 

2 2 
X 0: x) 

EXEMPLO 2: Ajustar uma ret a aos dados do Exemplo 1. 

Ano Vendas (y) Ano codificado (X) xy 2 
X 

1950 6,513 o o o 
1951 5,090 1 5,090 1 
1952 4,154 2 8,308 4 
1953 5,954 3 17,862 9 
1954 5,352 4 21,408 16 
1955 7,666 5 38,330 25 
1956 5,623 6 33,738 36 
1957 5,953 7 41,671 49 
1958 4,132 8 33,056 64 
1959 5,474 9 49,266 81 
1960 6,530 10 65,300 100 
1961 5,402 11 59,422 121 
1962 6,754 12 81,048 144 
1963 7,444 13 96,772 169 
1964 7,554 14 105,756 196 
1965 9,101 15 136,515 225 
1966 8,337 16 133,392 256 
1967 7,070 17 120,190 289 
1968 8,407 18 151,326 324 
1969 7,807 19 148,333 361 
1970 6,187 20 123,740 400 
1971 8,122 21 170,562 441 
1972 8,353 22 183,766 484 
1973 9,079 23 208,817 529 
1974 6,721 24 161,304 576 

E 168,779 300 2194,972 4900 



Os anos f oram c odificados para simplificar o s cálculos . 

X = 12 y = 6,751 ~ = 0,131 ct = 5,179 

Portanto : Y = 5,179 + 0,131 X. Esta equação pode ser utiU.-
T 

zada como ponto de part ida para projeç~es. A declividade 

desta equação U .near indica que, durante o peri odo de 25 

anos, há uma tendência de longo prazo de um aumento 1ná>dio 

anual de aproximadamente 131000 unidades. 

No caso de tendência não- linear, frequentemente são 

utilizadas a curva exponencial (taxa de cresc imento 

constante durante um peri odo de anos) e a curva parar.;61 ica. 

5.2. MEDI DAS DAS VARIAÇOES ESTACIONAIS 

A influência da componente estacionai é ide ntificada 

através da determinação de um núme ro-i nd ice assoc iado com 

cada me s (ou trimestre) do ano . A roédia artin..,S.tica de todos 

os 12 núme:r·os-i ndices mensais ou 4 números-i ndices 

trimestrais ) é 100. A identificação das influê ncias 

estacionais positivas e negativas é importante para o 

plane jamento de produção e estoques . 

Por exemplo, um número-í ndice de 130 no mes de outubro 

associado a venda de brinquedos poderia indicar que os 

valor·es da série para aquele mes foram 30% mais elevados que 

os dos outros meses por causa do Dia das Crianças (fator 

estacional) . 

O procedimento mais frequentemente utilizado par· a 

determinar os números-índices de estacionalidade é o Método 

da Razão à Média Mó vel que consiste basicamente de tres 

etapas. Pr imeiro, rletermina -se o quociente e ntre cada valor 

mensal e a média rnóvel centrada naquele mes. Uma vez que a 

média móvel baseada em dados mensais (ou trimestrais) para 

todo o ano "anula" , em I'TF-dia, as flutuaçe5es estacionais e 

irregulares , mas não a tendência de longo prazo nem as 

influências clclicas, a razão de um valor mensal (ou trimes

tral) para a média móvel pode ser representada simbol icamen

te por: 



y 

Média n"Pvel = 
T~C~S--I 

T X c = s X I 

O segundo passo do Método da Razão à Média Móvel é 

cancelar a componente irregular. Isto é feito listando-se as 

diversas razões aplicáveis ao mesmo mes (ou trimestre) 

os diversos anos, eliminando os valores mais alto e 

baixo, e calculando a média das razões restantes. A 

resultante é chamada média modificada, por causa 

eliminação dos valores extremos. 

para 

mais 

média 

da 

A etapa final do Método da Razão à Média Móvel consiste 

em ajustar as razões médias modificadas por um fator de cor

reção, de tal forma que a soma das 12 razões mensais seja 

1200 (ou 400 para as quatro razões trimestrais) . 

EXEMPLO 3 : 

A Tabela 2 fornece a primeira e principal etapa do 

Método da Razão à MécUa Móvel, isto é, o cálculo da razão de 

cada valor mensal com a média m:>vel centrada de 12 meses pa

ra cada mes. 

O primeiro total rnóvel de 12 meses ( 6187,4) é o total de 

unidades vendidas de janeiro até dezembro de 1970. Está 

centrado entre junho e julho de 1970 por ser um total móvel 

de um número par de meses. 

dois periodos 

de 2 anos é 

dezembro de 

O total móvel centrado de 2 anos inclui 

sobrepostos de 12 meses. O primeiro total 

12507,9 e inclui o total 6187,4 de janeiro a 

1970 mais o total 6320,5 de fevereiro de 1970 a 

1971. 

janeiro de 

A média móvel de 12 meses é o total móvel centrado de 2 

anos dividido por 24 . 

A média móvel no instante t, para 12 observações, é, 

portanto, dada por: 

MM<12>= 
t 

yt-6 + 2 (yt-5+ yt-4+ yt-3+ yt-2+ yt-1+ yt+ yt+i+ 

24 

= 24 
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Genericamente: 

MM<n>= 
t 

n-1 

+ 2 E y 
t.-k+i. 

i.=:l 

2n onde k n 2 

A razão à média móvel é a razão de cada valor de vendas 

mensais com a média móvel centrada para aquele 

multiplicada por 100: 

yt 

RMM = 100 
t. MMt. 

Tabela 2 . Vendas mensais de carros, em mil unidades 
1970 - 1974 

Ano 

1970 

1971 

Totat 
movei. 

Mes Vendas :l2meses 

j an !54!5,0 

f ev ::528,4 

mar ::594,4 

abr 627,2 

mat. 684,4 

jun 7::58,4 

jul. 
6:187,4 

4 64' 9 
6320,!5 

ago 2!54,0 
6!51:1,:1 

set 4!54,2 
6732,6 

out 96!5,4 
6809,0 

nov 941,1 

de:z 
684:1,9 

!570,6 
6844,2 

jan 67 8 ' 1 

f ev 719,0 

mar 91!5,9 

abr 709,6 

ma i. 7.16,7 

jun 76:t,a 

j u l 468,9 

ago 4!57,6 

set. 7.12,0 

out. 7!58,6 

nov 796,6 

de:z !593,2 

Total. 
movei. 
centrado 
12 me ses 

12!507,9 

:1283:1,6 

19243,7 

1.9!54:1,6 

:196::50,9 

:1 3 68 !5 , :S 

1()c:; 

Medi.ÇL 
movel 
centrada 
12 meses 

!52:1,1.6 

!594,6!5 

!5!51,92 

:s 64' 2 9 

!5 68 ' 7 6 

!570,23 

RaZÇLO à 
medt.ÇL 
move l < 96 > 

89,09 

47,!51. 

82,91. 

64' 7 6 

:59,97 

1.00,06 

mes, 



1972 ja.n 666 ,0 

fev 716, 1 

mar 7 6:5. 2 

a.br 736,9 

ma i. 798 ,o 
jun 761.6 

jul 993,6 

ago 371. o 
sel 808 , 8 

oul 841,7 

no v 827,4 

dez 666,2 

1973 jan 8:59, 8 

fev 81:5,:5 

mar 88 2, 8 

abr 786,6 

ma i. 880,1 

jun 873,3 

jul 677,:5 

ago 41:5,7 

sel 666,1 

oul 887,2 

no v 827,1 

dez :507, 1 

1974 jan :5:52, 1 14849,7 618, 74 89,24 
7343, 7 

fev !50 f., !'i i-4<58 7, :5 6i. i., 98 9j,, ~!:i 

73 43,8 
mar !S~?. ~ 14630, 3 6 09. 60 91 .99 

abr 
7 28<5,:5 

617,4 1444 8,4 602,02 102,:56 

ma. i. 6 79 ,0 
7 161, 9 

13996,3 :58 3, 18 116,44 

jun 618,2 
60 94,4 

672 1,3 
13:5:5:5,7 564,8 2 109,46 

jul :51:5,2 

ago 41:5,8 

se l 608,8 

oul 762, 6 

no v 499,6 

dez 394,0 

Complete a tabela para os outros anos . 

A Tabela a seguir apresenta a segunda e terceira 

na determinação dos indices de estacionalidade . 

etapas 



Tabela 3. Cálculo dos indices de estacionalidade usando as 

porcentagens das médias móveis de 12 meses . 

Mes 1970 1971 1972 1973 1974 Média Média 
modificada modificada 

por mes X 0,995 

Jan 118,86 98 ,27 112,78 89,24 105,53 105,1 
Fev 124,14 106,72 105,08 81,95 105,90 105,4 
Mar 136,34 113,97 114, 36 91,39 
Abr 112,48 108,54 102,43 102,56 
Ma i 108,85 116,30 114,33 116,44 
Jun 112,65 109,90 114,43 109,46 
Jul 89,09 69,38 55,90 91 ,10 
Ago 47,51 67 , 73 51 , 80 57 , 91 
Set 82,31 105,73 111,51 96, 38 
Out 64~77 112,77 114,94 132,31 
Mt-lv f;í8,B8 l(i8~713 112~14 12B,25 
Dez 100,07 87,13 89,32 79,72 

L: 1205,38 1200 

Complete a tabela com os demais dados. 

A média modificada por mes é a média das razões à médias 

móveis para cada mes, depois de serem eliminados os valores 

mais baixo e mais alto. Assim, para jane iro foram eliminados 

os valores 89,24 e 118,86, sendo a média dos dois valores 

restantes 105,53. 

As médias modificadas são multiplicadas por um fator de 

ajustamento, de tal forma que a soma dos indices seja 

aproximadamente 1200 para os 1 ndices estacionais mensais. O 

fator de ajustamento utilizado com as médias 

modificadas para obter 1ndices mensais é 

1200 

mensais 

Fator ajustamento mensal soma das médias modificadas mensais 

400 
OBS:Fator ajustamento trimestral soma das méd . mod trimestr . 

O fator de ajustamento é 1200/1205,38 = 0,9955 que é 

multiplicado por cada uma das médias modificadas, resultando 

nos 1ndices Estacionais Mensais (Sl : última coluna da Tabe-

l a 3) . Assim, maio é o mes com a maior influência estacional 

positiva, com a venda de carros s endo 14 , 8% mais elevada do 



que no mes ti pico, em média . Agosto é o mes com a maior com-

ponente estacional negativa, com as vendas de carro sendo 

54, 8% das vendas domes típico, em média . A última influên

cia está associadél com a redução do ritmo d e produçã o das 

fábricas d evido às mudanças anuais de modelos e à s escalas 

de férias, nos Estados Unidos. 

5 . 3. APLI CAÇÃO DE AJUSTAMENTOS ESTACI ONAIS 

Uma aplicação frequent e dos :r ndices Estacionais é o 

ajustamento elos d ados observados da série t e mporal pela 

remoção da componente estacional elos dados, o que resulta 

nos dados estacionalmente ajustados ou dados desestac ionali

zados . Os ajustamentos estacionais são de interesse para 

comparar dados de difere nte s meses a fim de determinar s e um 

aumento (ou decréscimo) relativo a e xpectativas teria ou não 

ocorrido. 

Os valores observados mensais (ou trimestrais) da série 

t emporal são ajustados para influências estacionais, 

dividindo-se cada valor pelo indice mensal (ou trimestral) 

para aquele mes . O resultado é , então , multiplicado por 100 

par a manter a posição decimal dos dados originais. O 

processo de ajustamento de dados para a influência 

e stacional pode ser assim representado: 

y 

s 
TxCxS>:I 

:: s 
Embora os valores resultantes 

equação estejam na mesma unidade de 

::TxCxi 

da aplicação 
medida gue os 

desta 
dados 

o riginais, não representam observações efet ivas . Sã o, ao 

contrArio, valores relativos e somente possuem sentido para 

f ins d e compa:t'EJ.ção . 

EXEMPLO 4: Desestacionalizar os dados de vendas de carros da 

Tabela 2, usando os :índices Estacionais Mensais determinados 

n.:.l Tabela 3. Utilizando os resu.l tôclos da análise, i lustrat' o 

uso de tais valores ajustados estacionalmente . 

Para determinar cada valor estacionalmente ajust ado , 

d i vide-se o valor mensal da Tabela 2 pelo indice de 



estacionalidade aplicável àquele mes, multiplicando-se o 

resultado por 100. Assim, o valor ajustado para janeiro de 

1970 (518,7) foi obtido dividindo-se 545,0 (da Tabela 2) por 

105,1 (da Tabela 3) e multiplicando-se o resultado por 100. 

Como utilização dos dados estacionalmente ajustados, note 

que, em 1974, as vendas de carros pelas fábricas cairam de 

618, 2 mil unidades para 515,2 mil unidades entre junho e 

julho (Tabela 2). Contudo, baseados em dados estacionalmente 

ajustados, as vendas de fato cresceram, como indicado pelos 

respectivos valores desestacionalizados de 558 ,0 e 653,2 

(Tabelt:t 4) . Hu:Lto embo:r·a tenha ocorrj_do um decréscimo 

efetivo, não fcd. um decré sc imo tão grande como seri.a de Re 

esperar , com base no indiGe de estacjnnalidade para aquele 

mea. 

TabE: ] a 4. Dados ajustado s estacj.onalmente para vendas de 

carros, pelas fábricas dos Estados Unidos, em mil unidades 

t'les 1970 1971 .1.972 1973 1974 

Jan 518,7 
Fev 501,1 
Mar 523,0 
Abr 
Ma i 
Jun 558,0 
Jul 653,2 
Ago 
Set 
Out 
No v 
Dez 

Complete a Tabela. 

5.Ji. PROJEÇOES BASEADAS EM FATORES ESTACIONAI S E EM TENDt:NCIA 

Um ponto de partida para a proj eção de longo prazo de 

valores anuais é fornecido por Y = a + ~ X . Contudo, uma 

consideração particularmente importante em projeçe>es de 

longo prazo é a componente cíclica da série temporal . Não 

existe método padrão pelo qual se possa projetar a componente 

cíclica baseando-se somente em valores histórlcos da série 



temporal, mas certos indicadores econ6micos são úteis na 

antecipação dos pontos de reversão do ciclo . 

Para projeções de curto prazo, o ponto de partida é o 

valor projetado de tendência, que é, então ajustado para a 

componente estacional. Uma vez que a equação para alinha de 

tendência é geralmente baseada na análise de valores anuais, 

o primeiro passo necessário é ajustar a equação de forma que 

ela seja expressa em termos de meses (ou trimestres) . 

Equação de tendência modificada para obter projeções de 

a.valores mensais: 
C( (1 X C( (1 

y 
T 

= 12 + 12 12 = 12 + 144 X 

b. valores trimestrais : 
C( (1 X C( (1 

y --- + = + ls X - 4 4 4 4 T 

Pela transformação para dados mensais, o ponto- base no 

ano anteriormente codificado como X=O vai localizar-se agora 

no meio do ano, ou em 1~ de julho. Uma vez que é necessário 

que este ponto esteja no meio do primeiro mes do ano-base, 

15 de janeiro, deve-se reduzir o intercepto ~112 da equação 

modificada por 5,5 vezes a declividade modificada, obtendo-

se: 
C( (1 

12 - 5 ' 5 144 + 144 X 

Similarmente, uma equação de tendência modificada para 

obtenção de valores projetados trimestrais e com X=O 

localizado no meio do primeiro trimestre do ano-base é : 

~ (3 

YT = 4 - 1 , 5 16 + 16 X 

EXEMPLO 5 : Modificar a equação de tendência,de tal forma que 

seja expressa em meses, com o mes-base sendo o primeiro mes 

do ano- base . Utilizar esta equação para determinar os 

valores mensais de tendência para os anos de 1970 a 1974, em 

mil unidades. 

Para a equação de tendência determinada no Exemplo 2, o 

ano-base é 1950 (isto é, o ano codificado com X=O). A 

equação modificada para projetar os valores mensais da 



tendência, tendo como mes-base janeiro de 1950, é: 

y = 5,179 + 0,131 X 
1' c anual i 

[ 
()( (3 

] 
(3 

y = 5,5 + X -
TCm&r.sal.> 12 144 144 -

- [ 5' 179 
12 - 5,5 

o ' .131] o, 131 
144 + 144 X 

= 0,42658 + 0,00091 X 

Observemos gue os dados anuais da Tabela 1 estão em 

milhões de unidades e os valores da tendência mensal 

requer· idos são em mil unidades, portanto, a equação fica : 

Y = 426 . 58 + 0,91 X 
TCm&nsal> · 

Assim, como janeiro de 1970 é o 240~ mes depois do 

mes-base janeiro de 1950(X=O) o valor de tendência mensal 

para janeiro de 1970 é: 

y . = 426,58 + 0,91 (240) = 644,98 ~ 645,0 
'J'CJan is>70 > 

Tabela 5. Valores mensais de tendência para as vendas de 
carros em mil unidades 

tvles 

Jan 
Fev 
Mar 
Abr 
Ma i 
Jun 
Jul 
Ago 
Set 
Out 
No v 
Dez 

1970 

645,0 
645,9 
646,8 

Complete a Tabela . 

1971 1972 1973 1974 

EXEMPLO 6: Determinar os Valores Mensais Previstos das 

vendas de carro para os anos de 1970 a 1974, aplicando os 

indices de estacionalidade aos valores de tendência mensais 

determinados na Tabela 5. 

Para janeiro de 1970, o Valor Previsto será de 677,9, 
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obtido multiplicando-se o valor mensal de tendência 645,0 

(Tabela 5) pelo !ndice de Estacionalidade Mensal 105, 1 (Ta

bela 3) e dividindo-se o resultado por 100. Analogamente pa-

ra os demais: 

VI?= 
t 100 

Tabela 6 . Valores Mensais Projetados para as vendas de car

ros com base nétS componentes de tendência e esta

cionalidade , em mil unidades 

Mes 

Jan 
Fev 
Mar 
Abr 
Ma i 
Jun 
Jul 
Ago 
Set 
Out 
No v 
Dez 

1970 

677,9 
680,8 
735,4 

Complete a Tabela. 

1971 1972 1973 1974 

5. 5 . ANÃ LI SE DAS VARI AÇ<:.>ES C:t CLICAS E IRREGULARES 

5.5. 1. RELATIVOS DE CICLO 

Os valores anuais de uma sér·ie temporal representam 

apenas os efeitos das componentes tendência e ciclo, uma vez 

que as componentes estacional e irregular são definidas como 

influências de curto prazo . Portanto, para dados anuais, a 

componente c iclica pode ser identificada, dividindo- se os 

valor·es obser·vados pelo valor de tendência associado, ou 

seja: 
y T X c 

T = c 
A razão é multiplicada por· 100 para que o relativo médio 

do ciclo seja 100. Um relativo de ciclo 100 indicaria a 

ausência de qualquer influência ciclica no valor anual da 

série temporal. 



EXEMPLO 7: Determinar os Relativos de Ciclo para os dados da 

Tabela 1. 

Cada Relativo de Ciclo é determinado multiplicando-se por 

100 o valor observado da série temporal (yt) e dividindo-se 

o resultado pelo valor da tendência (y ) . 
T 

Tabela 7. Relativos de ciclo para as vendas 

Ano Ano cod Vendas y Vendas esper YT Rel. de ciclo 
100 Y/YT 

1950 o 6,513 5,179 125,8 
1951 1 5,090 5,310 95,9 
1952 2 4, 154 5,441 76,3 
1953 3 5,954 
1954 4 5,352 
1955 5 7,666 
1956 6 5,623 
1957 7 5 ,953 
1958 8 4,132 
1959 9 5,474 
1960 10 6,530 
1961 11 5 , 402 
1962 12 6,754 
1963 13 7,444 
1964 14 7,554 
1965 15 9,101 
1966 16 8,337 
1967 17 7 , 070 
1968 18 8,407 
1969 19 7,807 
1970 20 6,187 
1971 21 8,122 
1972 22 8 , 353 
1973 23 9,079 
1974 24 6,721 

Para auxiliar na interpret ação dos Relativos de Ciclo, 

elabora- se, frequentemente um diagrama de ciclo que retrata 

os relat ivos de c iclo de acordo com o ano. Pela construção 

deste diagrama, podem tornar-se mais evidentes os picos e 

sulcos da componente c1clica das séries temporais . 

EXEMPLO 8: Traçar um diagrama de ciclo para as vendas das 

fábricas de carros de 1950 a 1974, tendo como referência os 

relativos de ciclo da Tabela 7. 
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5 . 5 . 2 . COMPONENTES Cí CLICA E IRREGULAR 

Valores mensais ou trimestrais de séries temporais incluem 

a .influência de todas as quatro componentes das séries 

temporais : tendência, ciclo, estacionalidade e 

irregularidade . Pelo emprego do rrP-todo residual, os efe i tos 

associados com as componentes ciclica e irregu l a r são 

identificados pela r·emoção sisterná t i ca das influências 

associadas com as outras componentes da série temporal. O 

primeiro passo é remover os efeitos da componente tendencial 

e estacionai, dividindo os valores mensais pelos valores 

projetados com base na componente de tendência e 

estac ionaU.dade : 
y T X c )( s )( I 

- - c I - = X 
T )( s T " s 

Esta razão é multiplicada por 100, de tal forma que 

poAsa ser interpretada como uma porcentagem. 

EXEMPLO 9 : Utilizi.:tr· o ~todo dos resl. duos para identificar as 

componentes c1clica e irregular combinadas para os dados da 

série em estudo . 



Tabela 8. Valores mensais ajustados para as componentes de 

tendência e estacionalidade (indicando a influên

cia dos efeitos ciclicos e irregulares) 

Mes 

Jan 
Fev 
Mar 
Abr 
Ma i 
Jun 
Jul 
Ago 
Set 
Out 
No v 
Dez 

1970 

80,4 
77,6 
80,8 
92,1 
91,9 

:1.05,4 

Complete a Tabela. 

1971 1972 1973 

98,4 95,0 120,7 

O indice de 80,4 para janeiro de 1970 

1974 

76,3 

é obtido 

dividindo- se as vendas mensais , em mi l unidades, de 545,0 

(Tabela 2) pela previsão baseada nas componentes tendenoial 

e estacionai 677,9 (Tabela 6), multiplicando- se o resultado 

por 100 . Indica que as influências combinadas das 

componentes ciclica e irregular para aquele mes resultaram 

em unidades de venda que foram 19 , 6 % mais baixas do qu e as 

vendas previstas com base em fatores de tendência e de 

estacl.onalidade. 

5 . 5.3. COMPONENTE CíCLICA 

Para obter ét Componente Cí. clica, calcula-se uma média mó

vel dos valores residuais que representam as componentes ci

clica e irregular, geralmente, para perlodos de 5 meses . Tal 

rcré-dia rct6vel " cancela", em má·dia , a compone nte irregular de 

curto prazo, deixando somente a componente clclica. 

A média n'Pvel no mes t para per1 odos de 5 meses é dada por 

(5) 

MM = 
l 5 = Mt1 + L-i 5 

O termo "!llédia rróvel" é utilizado porque, a cada período, 

a observação mais antiga é substituí da pela mais recente, 



calculando-se uma nova média . 

EXEMPLO 10: Com referência aos re~duos identificados no 

Exemplo anterior, identificar a componente ciclica nos valo

res mensais . Houve picos ou depressBes durante o periodo de 

1970 a 1975 ? 

Tabela 9. Médias móveis de 5 meses de valores mensais 

ajustados para componentes de tendência e estacio

nalidade (indicando a influência percentual dos 

efeitos ciclicos) 

Mes 1970 1971 1972 1973 1974 

Jan 
Fev 
Mar 
Abr 
Ma i 
Jun 
Jul 
Ago 
Set 
Out 
Nov 
Dez 

84,6 
89,6 
92,1 
90,3 

Complete a Tabela . 

Esta Tabela apresenta as médias móveis de 5 meses para os 

dados da Tabela 8 . Podemos observar que os anos nos quais 

houve uma influência negativa substancial, associada com a 

componente ciclica da série temporal foram 1970 e 1974 . Os 

resultados de 1970 coincidem com uma recessão nacional, 

enquanto os resultados de 1974 coincidem tanto com uma crise 

de energia como com uma recessão nacional . O ano no qual 

houve a maior influência positiva associada com a componente 

cíclica em tais valores mensais foi 1973, que se seguiu à 

recuperação da recessão de 1969-1970 e que precedeu a crise 

energética . No ambiente inflacionário de 1973 , muitas vendas 

de carros foram também estimuladas pela antecipação de 

preços substancialmente mais elevados que seriam cobrados 

pelos automóveis modelo 1974. 

1 1 (.! 



5.5.4. COMPONENTE IRREGULAR 

A Componente Irregular de curto prazo pode ser identifi

cada nos dados históricos, dividindo- se os resíduos que con

t,ém as componentes ci clica e irregular pela má-dia mSvel que 

representa apenas a componente ciclica: 

c X I 

c = I 
EXEMPLO 11: Determinar a componente irregular para as vendas 

mensais dos carros, referindo- se aos resi duos determinados 

nos Exemplos 9 e 10. 

Tabela lO . Variações percentuais atribui veis à componente 

ir·regular da série temporal 

Mes 

.Jan 
Fev 
Mar 
Abr 
Ma i 
lJun 
Jul 
Ago 
Set 
Out 
No v 
Dez 

1970 

95,5 
102,8 
99,8 

116,7 

Complete a Tabela. 

1971 1972 

Os i ndices :::-;ão obtidos dividindo- se 

1974 

os i ndices da 

Tabela 8, que incluem as influências das componentes ciclica 

e irregular da série tempor·f.tl, pelos respectivos i ndices da 

Tabela 9, que incluem somente a influência da componente 

cíclica e mul t.iplicando-se o r·esul tado por· 100 . Esse e 

índices indicam a variação percentual nos valores da série 

temporal mensal atribuível à componente irregular . As 

variações (de 100) que são relativamente grandes podem ser 

explicadas geralmente pelo conhecimento elos event.os 

causadores específicos. Por exemplo, uma greve na General 

Motors durante outubro e novembro de 1970 resultou numa 

reduç:ão substancial nas vendas das fábr·icas de carros 



durante esses meses, e o estabelecimento de um acordo nesta 

disputa trabalhista foi seguido por um momento incomum nas 

vendas das fábricas em dezembro de 1970 (124,5). 

5.6. PREVISÃO DE CICLOS E INDICADORES ECONó MICOS 

A projeção baseada nos componentes tendencial e 

estacional de uma série temporal é considerada apenas um 

ponto de partida na p:t~evisã o econômica. Razê5es para isso: 

necessidade de levar em cons ider'ação os efeitos prováveis 

da componente c1 clica dur·ante o per.í odo de projeção e 

de identificar os fatores causais especificas que exerceram 

tnfluência sobre as var1á vej.s das e-;éries temporais. 

Para projeção de curto pr·azo , sup::5e-·se freguentemente 

gue o efeito da compone nte cic lica é o mesmo incluldo em 

valores r·ecentes da sé rie temporal . Contudo , para per-iodos 

longos, ou mesmo para periodos curtos durante épocas de 

instabilidade econômica, a identificação dos pontos de 

revers3:o do ciclo para a economi a nacional é bastante 

importante. É claro gue as variações cíclicas associadas com 

um produto Ptl.rticular podem ou não coincidir com o c iclo 

geral dos negócios . 



VI - ANÁLISE EXPLORATóRIA 

i . INTRODUÇÃO 

O trabalho do Es t atistico está relacionado com a 

solução de problemas. Por isso, ele precisa escolher a(s) 

técnica(s) estatistica(s) mais adequada(s) para cada caso . 

As técnicas estatisticas foram delineadas para serem as me

lhores possiveis sob rigorosas suposições. Corre sério risco 

aquele que irresponsavelmente, utiliza uma técnica 

estatistica sem verificar se as suposições exigidas são sa

tisfeitas . 

A análise exploratória de dados fornece um conjunto de 

métodos para sondagem dos dados, antes de adaptá-los a algum 

modelo probabilistico. Constitui uma fase preliminar de bus

ca de indicação de possiveis modelos a serem utilizados,ser

ve para detectar as suposições feitas sobre o comportamento 

probabilistico das variáveis são satisfeitas. Ajuda a detec

tar a presença de valores espúrios (outliers), afastamentos 

importantes de suposição de normalidade, heteroscedasticida

de (variância diferentes), etc, que, em geral, são exigên

cias da maioria das técnicas estatisticas clássicas . 

2. RAMO E FOLHAS 

Ao se analisar um conjunto de valores numéricos é em 

geral desejável (ou necessário) dispor desses valores em 

forma ordenada e além disso de forma que se tenha uma idéia 

boa sobre o conjunto desses valores. E isso deve em geral 

preceder qualquer tentativa de sumarizar o comportamento 

desse conjunto de valores. 

Uma maneira simples e eficiente de se conseguir o que é 

proposto acima pode ser conseguido através da apresentação 

dos valores num RAMO E FOLHAS . 

Considere-se , por exemplo, as populações dos estados 

brasileiros em 1970, em milhares de habitantes: 

(Acre, 218);(Amazonas, 961); (Pará, 2.197) ;(Maranhão,3.037); 

(Piaui, 1 .735); (Ceará, 4.492); (R. G. do Norte, 1.612); 



(Paraíba , 2 . 445); (Pernambuco , 5 . 253); (Alagoas, 1. 606) ; 

(Sergipe, 911); (Bahia , 7 . 583); (M. Gerais, 11.645); 

(E . Santo, 1.618); (R . Janeiro , 9 . 110); (S . Paulo, 17.959); 

(Paraná, 6.998) ; (S . Catarina, 2 . 930) ; (R . G . do Sul,6 . 755) 

(Goiás, 2 . 998) ; (M . Grosso, 1 . 624) . 

Vamos quebrar cada valor da seguinte maneira : 

Ramo Folha Esquece Milhares de Hab . 

Acre O 2 18 218 
Amazonas O 9 61 961 
Pará 2 1 97 2 . 197 
Maranhão 3 o 37 3 . 037 

Pode-se assim apresentar todo o conjunto de valores, de 

forma resumida conforme o quadro 1 . Nele se tem, de forma 

resumida, uma boa apresentação do comportamento dos valores 

de popLtlação dos estados brasileiros em centenas de milhares 

de habitantes. 

Vê- se que para "entender" comparativamente os valores 

de população dos estados foi possível reduzir bastante o 

número de digitas original .. Não se deve permitir que um 

amontoado de dígitos atrapalhe ou até impeça o entendimento . 

Quadro 1- Ramo e folhas das populações dos estados do Brasil 
em 1970 em centenas de milhares de habitantes . 

o 2 9 9 
1 7 6 6 6 6 
2 1 4 9 9 
3 o 
4 4 
5 2 
6 9 7 
7 5 
8 
9 1 

10 
11 6 
12 
13 
14 
15 
16 
17 I 9 



Há uma série de observaçôes que se podem fazer so

bre esse conjunto de valores . Certamente não são as únicas . 

!) Há um destaque excepcional do valor 179- corres

pondente ao estado de São Paulo. 

li) Além deste estão bem destacados os valores 116 

(Minas Gerais) e 91 (Rio de Janeiro) . 

Ill) Os demais valores estão razoavelmente concentrados 

entre 2 (Acre) e 75 (Bahia) . 

IV) Um valor (mais ou menos) tipico para esse conjunto 

de valores ( excetuados os três destacados) poderia, por 

exemplo ser 20 - isto é 2 milhôes de habitantes . Poder-se-

iam fazer também observaçôes de natureza mais formal, como : 

V) Há uma acentuada assimetria em direção a valores 

grandes o que, em conjunto com a impressão geral, permite 

dizer que : 

VI) Não faz sentido supor que tal conjunto de valores 

pudesse ser , de alguma forma, considerado como proveniente 

de uma (eventual) população com distribuição normal . 

Esta não é a única maneira de representar os ramos e 

folhas. No caso que está sendo considerado por exemplo, po

de-se desejar representar os valores de forma mais compacta, 

já que estão muito distendidos - pelo menos para valores 

grandes. Outra forma de apresentação dos mesmos valores é a 

seguinte, em que cada ramo é constituido por dois valores do 

caso anterior, como no quadro 2 . Nas folhas, deve-se chamar 

a atenção para que os dois pontos(:) não ocupem o lugar de 

um digito, para não distorcer a forma . 

Quadro 2 - Ramo e folhas (outra versão) das populações dos 
estados do Brasil em 1!70, em centenas e milhares 
de habitantes 

o 1 2 9 9:7 6 6 6 6 
2 3 1 4 9 : 0 
4 5 4:2 
6 7 9 7 : 5 
8 9 : 1 

10 : 1 1 : 6 
12 : 13 
14 :15 
16 : 17 : 9 



É impo~tante obse~va~ como a fo~ma de ap~esentação muda 

um pouco (às vezes muito) a imp~essão e a lte~a as 

obse~vações feitas . Neste caso II) deixa de se~ e 

cla~o) se alte~a . Ma s I) ganha ainda mais 

mantido . 

peso po~ 

I I I ) (é 

te~-se 

Uma te~ceir-a for-ma é o "espichamento" da fo~ma or-iginal 

do quadr-o 1 de fo~ma que cada ramo se desdo bra. ~ apresenta

do no quadro 3 o cdr~espondente r-amo e folhas apenas pa~a os 

valor-es até 75 o que per-mite de ce~ta fo~ma ve~ detalhes 

do conjunto (mais ou menos) compacto de valo~es meno~es. Nas 

folhas vão os valo~es com digitas O, 1, 2, 3, 4 na 

par-te e 5, 6, 7, 8, 9 na segunda . 

p~imei~a 

Quad~o 3 - Ramo e folhas (desdobr-ado) das populações dos 
estados do B~asil em 1970,em centenas de milha~es 
de habitantes até o valor- 75 

o 2 
o 9 9 
1 
1 7 6 6 6 6 
2 1 4 
2 9 
3 o 
3 
4 4 
4 
5 2 
5 
6 
6 9 7 
7 
7 5 

Par-a ap~esentar- a qua~ta for-ma do ~amo e folhas ; consi 

de~e-se out~o conjunto de valo~es : 

População das capi tais dos estados em milhar-es de 

tes : 

habitan-

(Rio Br-anco, 57) ; (Manaus, 284) ; (Belém, 565) ; (S . Luiz,168); 

(Te~ezina,181); (For-taleza,520) ; (Natal ,251 ) ; (J .Pessoa,l97) 

(Recife, 1 . 046); (Macei , 243) ; (Ar-acajú, 180) ; (Salvado~,998) 

(8 . Ho~izonte , 1.107); (Vitór-ia, 122); 

(S . Paulo , 5 . 187); (Cur-itiba, 483); 

(R . Janei~o , 4 . 252); 

(Flo~ianópolis, 116); 

(P. Aleg~e, 870) ; (Goiânia, 362); (Cuiabá , 88) . 
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Neste caso qualquer tentativa de representar os valores 

num ramo e folhas das formas anteriores necessitaria de um 

número excessivo de linhas pois os valores se extendemde 57 

a 5 . 187 (Rio Branco e S.Paulo, respectivamente) . Seriam ne-

cessárias pe l o menos 26 linhas na forma mais compacta e nas 

últimas 19 linhas só haveria 2 valores . 

Uma quarta forma de ramo e folhas é pois apresentada, 

para situaç~es como esta, no quadro 4, com ramos div i didos. 

A divisão ocorre cada vez que se muda por um fator de dez . O 

número de situaçBes em que ocorre esse tipo de comportamento 

é suficientemente elevado a ponto de justificar a existência 

de um nome (jocoso) para elas de "lei anormal dos grandes 

números". 

Quadro 4 - População das capitais dos estados brasileiros em 
1970 em milhares de habitantes 

5 7 
6 
7 
8 8 
9 

1 68,81,97, 80,22 , 16 
2 84 , 51,43 
3 62 
4 83 
5 65,20 
6 
7 
8 70 
9 98 

1 046 , 107 
2 
3 
4 252 
5 187 

Para enfatizar bem que as técnicas que estão sendo a-

presentadas não são de maneira alguma fixas poder-se- ia a

presentar o mesmo ramo e folhas, bem como no quadro 5, com o 

ramo zero . Em todas as situaç~es de análise exploratória o 

fundamental são a atenção, a imaginação e criatividade . De

ve-se sempre saber bem o que se está fazendo sem necessaria

mente prender-se a regras fixas. 

1 ...,..,.. 



Quadro 5 - População das capitais - outra vez com ramo 
e folhas modificado para economizar quatro linhas 

o 57,88 
1 68 , 81 , 97,80 , 22,16 
2 84,51 ,43 
3 62 
4 83 
5 65,20 
6 
7 
8 70 
9 98 

1 046 , 107 
2 
3 
4 252 
5 187 

3 . ESQUEMA DE CINCO NúMEROS 

t cla r b que n~o é sempre que os valores com que s e tra

balha estão dispersos assimetricamente para valores grandes . 

A segui r estão listadas as distâncias de Brasilia às capi 

tais dos estados brasileiros em quilómetros , com o ramo e 

folhas correspondente no quadro 6. 

(R io Branco, 3 . 033); (Manaus, 3 .421) ; 

(S.Luiz, 2 . 209); 

(Na ta 1 , 2 . 5 79) ; 

(Maceió,2 . 075); 

(Terezina , 1 . 751) ; 

(J . Pessoa , 2 . 408) ; 

(Aracajú, 1 . 806); 

(Belém, 2 . 100); 

(Fortaleza , 2 .648) ; 

(Recife , 2. 303) ; 

(Salvador, 1.530); 

(b . Hori zonte, 740) ; (Vitóri a, 1. 278) ; (R . Janeiro, 1.214); 

(S . Paulo , 1.011) ; (Curitiba , 1 . 306) ; (Florianópolis , 1 . 608); 

(P . Alegre , 2 . 021); (Goi ân ia , 193); (Cuiabá, 1.127) . 

Quadro 6- Distânc ia de Brasilia às capitais dos estados em 
dezenas de quilómetros - já ordenadas . 

o 19 
o 74 
1 01,12 , 21,27 , 30 
1 53,60 , 75,80 
2 02,07 , 10, 20 ,30,40 
2 57,64 
3 03,42 

1 ...., 11 



Em qualquer caso, agora que se dispõe de uma técnica 

para apresentar , d e forma ordenada, conjuntos de valores, 

é importante pensar em como resumir de forma útil a 

informação sobre o comportamento do conjunto que se está 

considerando . Uma forma usual de f azê-lo é apresentando os 

valores da mé dia e do desvio padrão . Esses d ois valores são , 

no entant o , não só d e pouca ut i lidade como conduzentes erros 

de i n te rpretação pois: 

!) São afetados de form a e xagerada por valor es 

extremos . 

Por exemplo , no caso do quadro 1 a média é de 4 . 461 que 

vê-se dificilmente pode ser considerado como um 

tral das populações dos estados brasileiros . 

valor cen-

li) Apenas com essas duas medidas não fica nada do 

fato de os valores se espalharem assimetr icamente para 

números grandes . E não fa z muito sentido usar o v alor da 

assimetria pois será, mais ainda que os anteriores , 

pelos valores muito extremos . 

Uma possivel maneira de resumir conjuntos de 

numéricos é proposta a seguir . Serão utilizados: 

A MEDIANA que é um valor que deixa metade a baixo e 

acima dela; 

afetado 

valores 

metade 

OS QUARTIS - OU JUNTAS - que fazem o mes mo com as duas me ta

des demarcadas pela mediana ; 

OS EXTREMOS - que são o menor (Li ) e maior (Ls) valores . 

A forma de apresentação é então o 

ESQUEMA DE CINCO Nu MEROS - em que além dos valores menciona

dos acima aparece d e forma explicita o número de valores (n) 

no conjunto considerado : 

Gt 
Li 

N 
Md 

Qz 

Ls 

Para o caso das populações dos estados brasileiros a-

presentadas em ramo e folhas no quadro 1 o esquema de 

núme ros é dado no quadro 7 , em du as formas . Em cada 

opcional conservar ou não os digites originais . 

1?"i 

ci n c o 

caso é 



Quad~o 7 - Duas fo~mas de esquema de cin co núme~os pa~a os 
valo~es da população dos estados b~asilei~os . 

21 

* 218 
J 1 . 606 
M 2.930 
J 6 . 998 

* 17 .959 

1"1 
J 

* 
16 

2 

21 
29 

69 
179 

em milha~es de habitantes em centenas de milha~es de 
habitantes 

Em qualque~ das fo~mas conside~adas tem-se uma boa 

quantidade de info~mação sob~e o compo~tamento do conjunto 

como um todo. Po~ exemplo : 

I) A ampl itude (que é a dife~ença de ext~emos) 

177 - é muito maio~ do que a dife~ença de juntas - 53 : 

de t~ês vezes . 

mais 

li) A mediana- 29- está muito mais p~óxima da 

junta infe~io~ 16 - do que da junta supe~io~ - 69 . 

Essas duas obse~vaçôes são fo~tes indicaçaes da assime

t~ia pa~a valores grandes e do grande espalhamento dos valo-

res em si . 

4 . DESENHO ESQUEMÁTICO 

Há um ditado popul ar que diz: "um desenho vale por mil 

palavras" . Dificilmente há situações em que isso é mais ver

dadei~o do que em análise explo~atória . A seguir é apresen -

tada uma manei~a de traduzir em um desenho a informação do 

esquema de cinco números - e muito mais . Logo a seguir, no 

quad~o 8, é apresentado um desenho esquemático que será 

descrito g~adualmente . 

Pri me iro , n o retângulo cen tral, estão representados as 

juntas e a mediana . A partir do retângulo, pa~a cima e para 

baixo , seguem linhas pontilhadas (ou tracejadas) que conti

nuam até : 

l)Encont~a~ um valo~ extremo, ou 

II) Um comprimento dj -diferença de juntas- se o 

extremo correspondente está a mais de uma dj da junta 

pectiva . 

1'JL. 

res-



Quadro 8 - Representação de um desenho esquemático 
pontos e as regiões correspondentes . 

com os 

o 
pontos soltos 

X pontos externos 

I 1/2 dj 
o 

* 

J l 
dj 

M 

J l 
d j 

X 

1 
d j 

l 1 /2 dj 
pontos externos 

pontos soltos 

A partir da i dá-se destaque especial aos pontos corres

pondentes a valores do conjunto que se está considerando : 

I) Pontos que estão a mais de uma dj da junta 

correspondente e até uma dj e meia são chamados 

ternos. 

li) Pontos que estão a mais de uma dj 

respectiva junta são chamados pontos soltos . 

pontos ex-

e meia da 

Vale observar que se, o conjunto de valores considerado 

fosse uma amostra de uma população normal , a probabilidade 

de se observar um ponto externo seria de aproximadamente 

4/100 em cada lado e de observa r um nonto solto , 8/1000 (ou 

menos de um em cem) em cada lado. 

O desenho esquemático correspondente aos valores 

população dos estados brasileiros, representados no 

folhas do quadro 1, está no quadro 9 . 

J ? 7 

ramo 

de 

e 



Quadro 9 - Desenho esquemático dos valores de 
estados brasileiros - 1970 - em 
milhares de habitantes 

200 
o 

100 

o 

população dos 
centenas de 

Aqui, mais do que em qualquer outro ponto anterior apa-

rece o real destaque do valor correspondente ao estado de 

São Paulo. Se temporariamente esse valor for deixado de lado 

como sendo "excepcional" o desenho esquemático corresponden

te aos valores restantes é o apresentado no quadro 10 . Pode-

se realmente considerar que agora já se tem um 

valores "bem comportado" - no sentido de que: 

I) a assimetria é menos acentuada 

II) não há pontos externos nem soltos . 
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Quadr-o 10 -

100 

50 

o 

Desenho esquemát ico dos valor-es de 
estados br-asileir-os - 1970 - em 
milhar-es de habitantes - São Paulo 

X 

X 

No item 1 . 4, ainda se ir-á considerar- esse 

população 
centenas 

exclui do. 

conjunto 

dos 
de 

de 

valores - ai muito mais sob o pr-isma de se tentar

o pr-oblema de assimetria 

contornar 

Nos quadr-os 11 e 12 são apr-esentados 

esquemáticos dos conjuntos apr-esentados em 

nos quadr-os 4.6. 

ramos 

desenhos 

e folhas 

Quadro 11 - Desenho esquemático cor-r-espondente aos valores de 
polulação das capitais dos estados br-asileir-os 
em 1970 em centenas de milhar-es de habitantes . 

o 

o 

o ...L 
D 

X 
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Uma das g~andes utilidades do desenho esquemático é tam

bé m aj uda ~ n a compa~ação de di fe~entes con j untos de valo~es . 

Apesa~ de pouco se~â utilizado pa~a este fim , nestas notas , 

no quad~o 13 estã o ~ep~esentados os desenhos esquemáti cos 

co~~espondentes aos va lo~es de população dos estados 

lei~os e dos Es tados Unidos em 197 0 . 

b~asi-

Quad~o 12 - Desenho esquemáti co do conjunto de valo~es das 
distâncias de B~asilia às capitais estaduai s em 
dezenas de quilómet~os 

4 0 0 

X 

300 

200 B 
100 

X 
o 

Há vá~ias obse~vações que podem se~ fe itas quanto ao 

compo~tamen to compa~ativo dos dois conjuntos de valo~es con 

side~ados . No i tem seguinte se~ão vistas t~ansfo~mações e lá 

este ex emplo se~á consid e~ado novamente . 

Quad~o 13 - Desenhos esquemáticos - compa~ativos - das popu
lações d os e stados do B~as il e dos Estados Unidos 
em 1970, em centenas de milha~es de habitan tes . 

200 

o 

160 

1 20 

ao 

40 Q 
X 

o 
BRASIL 

130 

o 
o 

o 
o o 

o 
o 

B 
X 

EST AD OS 

UNIDOS 



5. RE-EXPRESSÃO CTRANSFORMAÇÃO) 

Um dos melho res e xemplos da conveniência - necessidade

de transformar dados é dada por MacNe i l: 

Uma discussão permanente quando alguém começa a estudar 

geografia é de se a Austrália é uma ilha ou um continente . 

Como , trabalhar com as áreas de todas as ilhas é imposs ivel, 

estão listadas abaixo as áreas de " i lhas " com mais de 10 . 000 

milhas quadradas . Além disso as ilhas pequenas, sejam poucas 

ou muitas, são irrelevantes para resolver a questão . Ãsia e 

Europa estão listadas separadas. Juntando as á reas de ambas 

em Eurásia não fará diferença. 

AxelH . 
Mel v . 
Spits 
Terra N. 
Madag . 
KyushLt 
Mird . 
Celeb 
Timor 
Ceilão 
Sumatra 
Am . Sul 

16 
16 
15 
43 

227 
14 
36 
73 
13 
25 

183 
6795 

Baffin 
P . of W. 
Grabret . 
T . d . F. 
Formosa 
N. Guiné 
Sakh . 
Java 
E lles 
Houshu 
si a 

Europa 

184 
13 
84 
19 
14 

306 
29 
49 
82 
89 

16988 
3745 

Banks 
South . 
Irlanda 
Cuba 
Hainan 
Nova Z . (N) 
Tasm nia 
l"loluca 
Nova Z . 
Luzon 

f rica 
Austral ia 

23 
16 
33 
43 
13 
44 
26 
29 
32 
42 

11506 
2968 

Devov 21 
Victor-ia 82 
Groel . 840 
Hisp . 30 
Hohka i ko 30 
Nova Z (S) 58 
VancoLaver 12 
N . Br. 15 
Isl ndia 40 
Bornéu 280 
Am . Norte 9390 
Antar . 5500 

As á reas estão em milhares de mi lhas quadradas . O qua 

dro 14 dá um ramo e folhas em centenas de milhares de mi lhas 

quadradas. 

Quadro 14 - Ramo e folhas das áreas das "ilhas" com mai s de 
10 . 000 milhas quadradas, em centenas de milhares . 

o 1 o 0000000000000000000000000000111111222338 : 
2 3 @]7 
4 5 5 
6 7 8: 
8 9 4 

10 :1 1 5 Austrália 11 
L...J 

12 : 13 
14 : 15 
16 : 17 : o 

Este ramo e folha s é pouquissimo r e v e lador pois os pe

quen os va lores estão muito "embolados " . A "distribuição" é 

extremamente assimétri ca . necessário fazer Lama 
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transformação dos dados. Inicialmente será tentada raiz qua

drada . O resultado está no quadro 15. 

Quad ro 15 - Ãrea das ilhas com mais de 10 . 000 milhas quadradas 
raizes quadradas das áreas em milhares de milhas 
quadradas . 

o 1 3 4444444444455555555666677777899999 : 44577 
2 3 9: 
4 5 [!] 
6 7 1 4 
8 9 2 7 Austr lia 

10 : 11 7 
12 : 13 : 0 

A transformação ut iliz ada não fo i s ufici ente para ate

nuar suficiente mente ou eliminar a assimetria . No quadro 16 

são apresentados os logaritmos das áreas . É utilizada base 

10 e são tomados logaritmos das áreas em milhares de milhas 

quadráticas. 

Agora fin almente as coi sas começam a f icar mais claras . 

Na realidade existem dois aglomerados dis tintos de valores. 

E estão a salvo os livros dos australianos . Vista a vantagem 

necessidade - de fazer tran sformações é fundamental enten

der porque isso acontece . 

D 

Quadro 16 - ~rea das "ilhas " com mais de 10.000 milhas q uadradas 
logaritmos em base dez das á reas em milhares de 
milhas quad radas . 

1 1 11122222223344 
1 5 55555666666789999 
2 o 334 
2 5 59 Austr lia D 3 
3 ~678 
4 o 12 

Outra ra zão da necessidade de faz er transformações está 

em que, ao compar armos dois (ou mais) con jun tos de valores , 

se as dispersões são muito dife rentes , ou se existe muita 

assimetria, a comparação é difi cil , se não impossi ve 1 • Em 

geral, mesmo que não sej a im prescindivel, uma transformação 

melhora o entendimento que se tem de um conjunto de valores. 
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Nos quadros 17 e 18 estão os desenhos esquem~ti cos cor

respondentes , respectivamente, as raizes quadradas e aos lo

garitmos (base 10) dos valores de população (em milhares de 

habitantes) dos estados brasileiros e dos Estados Unidos . O 

entendimento que se ganha, para comparar os dois 

é muito grande ao se fazer as transformaç~es . 

Vale à pena, também, chamar a atenção 

conjuntos~ 

para a 

importância da simetria . Na realidade onde existem assime-

trias muito acentuadas é impossivel - pelo menos 

apresentar um valor que sirva como indicador de 

dificil 

nivel para 

um conjunto de valores . Senão por outras , pelo menos como 

forma de se atingir alguma assimetria , as transformaç~es são 

de suma importância . 

Quadro 17 - Raizes quadradas das populaç~es dos es tados 
originalmente em milhares de habitantes . 

o 
X 

12 

e 

o 
BRA S IL 

1. \ 3 

o 

o 

o 
00 

o 
o 

o 

EJ 
X 

ESTADOS 

UNIDOS 



Quadro 18 - Logaritmos das populaçôes dos estados 
originalmente em milhares d e habitantes . 

X X 

40 

B t~ 30 

X 

o 

20 

BRASIL ESTADOS 

UNIDOS 

O que se busca - quase sempre - então, é uma transfor-

mação do tipo representado no quadro 19 que pelo menos dimi-

nua assimetrias - do tipo que surg e se tem uma 

ocorrência do gênero "lei anormal" dos grandes números. Como 

se vê ai, para valores grandes ocorre uma contração, 

comparada a valores pequenos . 

quando 

Quadro 19 - Efeito de uma transformação sobre o comprimento 
de dois intervalos iguais-um de valores "grandes" , 
outro de valores "pequenos" . 
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Se a assimetria fosse em sentido contrário ter-se-ia 

que buscar uma transformação que tivesse o efeito oposto ao 

da que é apresentada no quadro 19 . No quadro 20 são apresen-

tadas diversas transformações - inclusive a não-transforma-

ção - a identidade . A seguir, no quadro 21, com a escala 

horizontal logarítmica , são most radas novamente algLtmas das 

mesmas transformações e algumas outras . Ai pode-se ver o 

papel importante da transformação logarítmica como interme-

diária en tre -Yn e - 1/l"X. importante ressaltar que o 

conjunto de transformações apresenntado é em geral suficien

te para resolver os problemas encontrados na prática 

principalmente devido a que, com a imprecisão nos valores e 

com os limites possiveis e razoávei s de percepção 

trasnsformações intermediárias são um refinamento 

do, desnecessário e injustificado . 

Quadro 20 - Algumas transformações - com escala 
alteradas para melhor visualização. 

).P~-:/.. 

- fiJ-t 

e 

outras 

complica-

origem 

- lj t 2- Função: No gráfi.co: 

-~/rt~ 

-1 

-----+------------~----------~------------~, ~ 
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X - :l/9 + X / 3 

2 
X -1/2 + 

2 
X /2 

X -1 + X 

log x 

- 1 /x 

2 
- 1/x 

9 
-1/x 

2, 303 l og x 

10 

1 - 1/)( 

:l/2 -

:l /9 -

2 
:l /2 c 1 /x > 

3 
1/3 c 1 /x > 



Quadro 21 - O papel central da transformação logaritmica . 

o 

Pode-se dizer que equivale · po tênc ia de zero no 

gráfi co abaixo : 1 
X 

1/2 
X log, 

- 1/2 
X 

Função: 

X 

v X 

log X 

- 1 
X • 

No gráfi..co: 

- 1 + X 

-2 + zV X 

2,303 L og X 

( -1/" v -1 
//V 

- 2 + z 
~ X 

·~ 
-1/x 1 + <-1/x) 

A razão dos negativos nas transformações - 1Y'x, -1/x , 

-1/x 2 e -1 /x 3 é de que assim se conserva a ordem dos valores 

com que se está trabalhando . Todas as transformações apre-

sentadas são quando os valores são todos positivos essen -

cialmente, pelo menos as mais importantes (~ log , - 1/YJ . O 

que fazer quando há valores negativos e positivos já é mais 

compl exo e foge ao objetivo destas notas . Para resolver esses 

problemas pode-se consultar Tukey capitulo 3 . 
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VII- AULAS DE LABORATóRIO 
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AULA DE LABORATóRIO N~ 1 - MAT271 - ESTATíSTICA DESCRITIVA 

PROF. DINARA 

OBJETIVO: Utilizar o programa MINITAB . 

c : \ MINITAB > MINITAB 

MTB > READ Cl - C2 o programa apresenta duas colunas 

para entrad a dos dados (uma para cada variável) . 

DATA > 
DATA > 
DATA > 
DATA > END Indica término dos dados . 

l'"'TB > PRINT Cl - C2 Mostra os dados na tel a . 

MTB > SAVE ·A : <nome arquivo>' Salva o arquivo no drive A. 

MTB > OUTFILE='PRINTER' Imprime os resultados e os comandos . 

MTB > STOP Sai do programa ou termina arquivo . 

MTB > RETRIVE ·A : <nome arqLti vo>' Chama arquivo do drive A. 

OUTROS COMANDOS úTEIS : 

MTB > LET C3=Cl+C2 Soma as colunas C1 e C2 por 1 inha e 

coloca o r esultado na c oluna C3. Este comando permite 

f azer qualquer ope ração aritmética , tais como: 

LET C4=logten(C1) Coloca log decimal de Cl em C4 . 

LET C5=SQRT(16) Col o ca raiz qu adrada de 16 na C5 . 

LET C6=5 . 4 Coloca a constante 5.4 em C6 . 

LET C7=antilog(C1) Col oca anti log de Cl em C7 . 

LET CS=SUM(Cl) 

LET C9=C8/10 

LET C10=Cl*C2 

MTB > ERASE 

MTB > PARSOM Cl 

MTB > COUT C1 

MTB > MEAN Cl 

Soma Cl e coloca em cs . 
Divide CS por 10 e coloca em C9 . 

Multiplica Cl por C2 e coloca em C10 

Apaga dado . 

Acumula os dados da coluna Cl . 

Conta o número de dados de Cl . 

Média da coluna Cl 
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MTB > SUM ClKl Soma a coluna Cl e coloca o 

r-esultado na colun a constan te 1<1 . 

MTB > NAMES Cl 'SEX' Atr-ibui o nome SEX à coluna Cl. 

MTB > MIN Cl Mini mo da co luna Cl 

MTB > STDEV Cl Desvio Padr-ão da coluna Cl 

MTB > HIST C1 Histogr-ama da coluna Cl 

MTB > PLOT C2(x) vs C1 ( y) Diagr-ama de disper-são (gr-áfico) 

MTB > SORT Cl Or-d e na os dados de C1 

EXERCíCIO : Com os dados que seguem, r-efer-entes à pr-odução 

de milho em ton/ha, calcule a média g e ométr-ica e a média 

har-mônica uti li zando o MINI TAB : 

80 . 7 8 1.6 83 .5 83.8 87 . 5 

90 . 6 91 . 8 92 . 4 95 . 6 100 . 4 
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3l ,.Lf.JÇ",-'') DA AULA DE LABORATóRIO N~ 1. 

tandard Ver~ion *** StcraQ e Avai la hl~ ~ )61 79 
-:r. 9, 1. 9BB 

fR. ·:· re.=..d cl. 
~Tf-4> 8 0. 7 
=!Tf.~> 8.1. "1..1 
-~T(-\> B::-:::. 5 
~TA> ~:r.:;.. s 
HA> 87. <= 

··' 
~TA> 90. t:. 
H A> 91 .8 
HPt > 92.4 
HA> 95. 6 
HA> 100 . 4 
HA > end 

10 F:ows ~~EP1D 

r 8 > mean c1 c2 
MEAN = 88.790 

-8 > logten c l c3 
"B > SLtm c3 c4 

SUM = 19 . 473 
"B > let c 5=c4/10 
·B > a ntilog c!:• c6 

ANSWER = 88 . 5796 
"8 > 

.B > 
"8 .,_ 

·' 
·r:c .,_ 

·' .B > 
.B .> 
-B > 
.B > 
.B > 
.B > 
.B > pri.nt c.1.- c6 

:Ot;J C1 c·-. ..:: C3 C4 C5 

1 80 .. 7 88.79 1 . 90687 19 . 4733 1.94733 ..., 
..:: 8 1 . 6 1..91.169 
3 83.5 .1. .92.1.69 
Li 8~3 . 8 l. 92T~?:4 
c 
~· 87. 5 1.. 9--1-201 
6 90 . 6 1.ri!:o71:::: 
7 91.8 1 "962f3'! 
B 92 . 4 .1. .. r:n::~<.:'.o6 7 
9 95. 6 .l.. 98041.:) 

10 100.4 2.00173 

"8 ·~. 
' 
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AULA DE LABORATóRIO N~ 2 - MAT 271 - ESTATíSTICA DESCRITIVA 

PROF . DINARA 

OBJETIVO: Conhecer outras formas de acessar ao MINITAB . 

Para guardar uma s éri e de comandos (programa a 

ser executado) do MINITAB, podemos proceder de duas 

maneiras : 

(1) Se estivermos dentro do MINITA8, 

através do comando: 

MTB > S TORE 'A: <arquivo)' 

criamos o arquivo 

segue o conjunto de comandos do programa, por exempl o : 

MTB > LET C3=Cl*C2 

MTB > LET C4=SUM(C3)/SUM(C2) 

MT8 > END 

Depois entra-se com os dados: 

Para 

MTB > READ Cl - C2 

Cl 

DATA > 

DATA > 

DATA > END 

MTB > EXECUTE 

trocar os valores 

MT8 > SET C2 

C2 

'A : <arquivo>' 

de uma coluna , 

e digita-se os novos valores para C2 . 

MT8 > EXECUTE 'A : <arqu ivo)' 

fazemos : 

e o programa roda com C1 antigo e os 

atualizados para C2 . 

valores 

O processo pode ser repetido quantas vezes se fiz er 

necessário . 

(2) Criar um arquivo Não-Documento com os comandos do 

programa, em qualquer editor de texto , seguindo a seguinte 

estrutura : 
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conjunto de comandos 

END 

Entrar no MINITAB com os dados e chamar o programa : 

MTB > READ Cl-C2 

Cl C2 

DATA > 

DATA > 

DATA > END 

MTB > EXECUTE 'A : <arquivo>· 

Para trocar os valores das colunas, 

analogamente ~ forma a cima explicada . 

OUTROS COMANDOS IMPORTANTES : 

1. Estatisticas : 

proced e-se 

MTB >DESCR IBE Fornece várias es tatisticas descri t ivds para 

as colunas solicitadas : N, MEAN, MEDIAN, STDEV, SEMEAN, MAX, 

MIN, Q3 , Ql . 

MTB > CORRELATION Cl C2 Coeficiente de corre lação de 

Pearson entre os dados das colunas Cl e C2 

Limitação : Entrando com os dados organizados em Distribuição 

d e Frequência, não pode ped i r MEAN ou qualquer outra 

estatistica diretamente, pois o MINITAB só trabalha com 

c o lunas . Nesse caso, é necessário calcular passo a passo . 

2 . Histograma 

MTB > HISTOGRAM Cl C2 C3 

MTB > HISTOGRAM C1 2 5 

Histograma das colunas . 

Histograma de Cl c om 

médio 2 e intervalo de tamanho 5. 

142 

1~ ponto 



MTB > PLOT y Cl x C2 Gráfico em duas dimensôes com Cl em 

y e C2 em x. Utiliza simbolo * para 1 ponto e + para 

mais de 1 ponto . Tem várias opcões para troca de 

escala (ver manual) . 

3 . Regressão : 

MTB > REGRESS C2 on 1 PREDI CTOR Cl Variável dependente y 

em C2 e k variáveis independentes em C2, C3, 

4 . Geração de dados aleatórios : 

MTB > URANDON 20 OBSERVATIONS INTO Cl Gera 20 

observaçães segundo uma Distribuição Uniforme entre 

O e 1 e coloca em Cl . 

MTB > NRANDON k OBSERVATIONS com ~=k e a=k coloca em C 

Distribuição Normal . 

Ex : NRANDON 20 OBSERVATIONS MU=35 SIGMA=2 

MTB > RANDON k OBSERVATIONS INTO Cl 

5 . Análise Exploratória de Dados (EDA) : 

MTB > BOXPLOTS Cl Faz o diagrama de caixa para Cl 

EXERC1CIO: Resolva oexercicio 12 da página 36, utilizando 

o MINITAB. 
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AULA DE LABORATóR IO N~ 3 - MAT 271 - ESTAT!STICA DESCRITIVA 
Prof . Dinara - 92/2 

Utilizando o programa MINITAB resolva os exercicios emitindo 
uma listagem dos comandos e resultados (outputs) . 

EXERC!CIO 1: Utilizando o Cadastro das 80 Empresas e a Tabe
la de Números Aleatórios (ver Anexo) , selecione uma amostra 
de 20 Empresas, anote os valores das variávei s : número de 
empregados, lucro anual e empresas exportadoras. Codifique 
por 1 as empresas exportadoras e por O as demais . 
1) Calcular para as variáveis quantitativas : a) média a rit
mética; b) variância absoluta; c) desvio padrão; d) coe
ficiente de variação . 

Interpretar os resultados e indicar relativamente a 
qual das duas variáveis as empresas são mais homogêneas. 
2) Calcular a proporção de empresas exportadoras. 
3) Padronizar as variáveis quantitativas. Calcular a média e 
o desvio padrão das variáveis padronizadas. O que podes con 
cluir ? 
4) Descobrir como ordenar os dados utilizando o MINITAB e 
calcular para as variáveis quantitativas: a) mediana ; b)pri 
meiro e segundo quartis; c)diferença interquartil; d)desvio 
mediano ; e) desvio quartilico reduzido ; f) coeficiente de 
variação de Thorndik e ; g)co~ficiente quartilico de variação 

Interpretar os r~sultados comparando as duas variáveis 
sempre que possivel . 

EXERC!CIO 2 : Considere os dados do exercício 1 da lista 2.3, 
relativamente ao efeito de drogas sobre a capacidade percep
tual-motora . 
1) Calcular , para cada grupo: a) média aritmética ; 

b) variân cia absoluta . 
2) Descobrir como agrupar os dois grupos num único, 
utilizando o MINITAB e calcular a média aritmética e a vari
ância absoluta das 12 observaç~es consideradas conjuntamente 
3) Estudar o item da apostila DESVIO PADRÃO DE DISTRIBUIÇÃO 
COMBINADA (dentro de 2 . 1 . 5) e aplicar a fórmula prática para 
se obter a variância de várias séries neste exercicio . 

EXERC1CIO 3: Estudar o item da apostila DECOMPOSIÇÃO DO 
DESVIO PADRÃO DE VÃRIAS S~RIES (dentro de 2 . 1 . 5) e calcular : 
a) variância total ; b) variânci a dentro ; c) variância entre; 
para os dados do Exercicio anterior , acrescentando duas 
observaç~es na Droga 1 : 5 9 

Interpretar os resultados. 
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AULA DE LABORATóRIO N~ 4 - MAT 271 - ESTAT! S T I CA DESCRITIVA 

Prof . Dinara - 92/2 

Utilizando o programa t'II N I TAB resolva o exer c i cio 

emitindo uma listagem dos programas e resultados . 

Dadas as distribuições de frequência, 

classes f 
1 i. 

f 
Zi. 

f 
3 i. 

f 
4i. 

f 
!:>i. 

f 
<Si. 

f 
?i. 

f 
a i. 

f 
9i. 

o 1- 2 20 20 40 80 80 20 120 8 8 
2 1- 4 40 60 40 32 40 20 40 12 32 
4 1- 6 80 40 40 4 40 40 20 20 120 
6 1- 8 40 60 40 32 20 40 12 40 32 
8 1- 10 20 20 4 0 80 20 80 8 120 8 

2: 200 200 200 200 200 200 200 200 200 

determinar e , sempre q u e possivel, 

as distribuições quanto à : 

interp r etar, 

a) momento natural de 1~, '?~ 
L. ' 

3~ e 4~ ord e n s; 

b) momento central de 2~, 3~ e 4~ ordens , a 

momentos naturais ; 

a seguir , 

f 
i Oi. 

120 
32 
32 

8 . 
8 

200 

comparando 

partir dos 

c) média aritmética; d) variância absoluta; e)desvio p a drão; 

f) coeficiente de variação; 

g) coeficiente de assimetria de Pears on ; 

h) coeficiente momento de curtose; 

i) moda; j) mediana ; k) prime iro e terceiro quarlis ; 

l) primeiro e segundo coeficientes d e a s sime t ri a d e Pea r s on; 

m) coeficiente quartil de assimetria; n) percentil 10 e 90 ; 

o) coeficiente de assimetria entre os percentis 10 e 90; 

p) desvio mediano; q) coeficiente percentili co de curtos e . 

r) coeficiente momento de assimetria . 

Faça um quadro-resumo dos resultados. 
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distribuições 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
me-di.do.e 

f-l ~ 

f-l~ 

f-l; 

f-l ~ 

/J2 

f-13 

/-l 4 

f-l 
2 

O' 

O' 

y 

O( 

3 

C( 
4 

(Ji 

(12 

M 
o 

M 
6 

Q 
1 

Q 
3 

c 
1 0 

c 
90 

e 
1 

e 
a. 

e 
c 

e 
M 1 

K 

X nlor-pr-ela.ção 

or-áfi.co <esboÇo> 
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MTB > P I~ I NT Cl···C2~l 

1:~ () lJ C :I. (' '') 
'"·· C~l C4 ('o::· ,,.J C é> C7 CB C9 c j, Ç? 

i :1. 20 ~~0 1000 ~~0 61~~0 ~~0 4i B00 ~~0 30~'5160 
~, 

t:.. ~~ 60 iB0 540 1620 4860 
:3 ~) 40 ~~00 1000 :'5000 2::J00~) 

4 7 6~~ 4:?0 ~~940 20~.'i80 j.440.1)0 
t::-
.J 9 :2~) i U<~ :1.6::~0 :1.4!''iD0 13:1.2:20 

rww C:!. :I. C i~:~ CLl Ci4 Ci6 Ct 7 C:I.B Ct9 

í c.-
..J :30.6 209 i525.B 5 . 6 0 60.8 5 5.6 

ROlJ c:.~~ :1. c~~~~~ c~.~~J 

i. 0. 47::l:2B6 0 :l . 9:3B713 

t·l TB > NOOUTFILE 

t1TB > PRINT Ci-C23 

IH)W C i (' '') ,c... c::1 C4 ('"" 
·~' Cb C7 co C9 Cl0 

t i 40 40 1.000 40 6600 40 49000 40 3!J67.~(~ 

~-~ ~~ 40 1~~0 360 i0B0 3240 
3 l::" 

.J 40 200 1000 ~)000 ~~!5000 
4 7 40 ~~80 1960 137~!0 96040 
'"' ,J 9 40 ::160 :3~~40 2 1lió0 ~~6~~440 

I~ O l•J cu c j, ~~ C:l. ~~ Cl4 C:l.~'i Ct6 cu C:I.B C:l9 c;.~0 

í 1::' 
.J :3:3 245 19~~:3.0 8 0 i 0B.B t:=• 

,J B ~~ . B284::l 

i 0 1.7 

HTB > NOOTFILE 
* ERROR * NAME NOT FOUND IN DICTIONARY 

MTB > NOOUTFILE 
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'B > PRINT C1-C23 

( ) t..J c :í. ('"') 
. ,,•(,',. 

:1. 1 i:l0 
~"í 
r. .. 

,., 
\:í 

,. .. ,.) 
~11: ... 

::J r::· 
.J 4 

·4 '''I 
I ":) ':) 

-..J '·· 

t::· · .. ) "/ Ei ~> 

üW c~::. :1. c j_ ;.:,:: 

I 
.I. 

!::-
d " 

:;x ,(~? 
" 

~:5{] 

Ol,v C :í. "? 

·n > NOOUTFILE 

·n > p 1:< I N·r c i. "'' (~ ;,:? ::~ 

O~J 

1. 
1'} 
1.' •• 

:.:l 
-<~~ 
!::· 
• .. ! 

ow 

:1. 

ow 
.. ... 

C:l. 

1. 
'::• ,,, 

~:_:_i 

.. )' 
f 

n 
i 

c 

::~ 

t'\1') 

Lt:. 

[lijj 

4{? 
41?J 
;,:.~ '? 
;.~~ (~ 

1. .; 
• 1. C.l. 

.. :, ... ) .. :--
" 
,, .. r: .. ~~ .. 

B > NO OU T F I L. [ 

'') 
'-

'') 
1.',. 

c~~=~ C4 c:~:·:·; 

B0 :í. i /}(') DO ,., 
·;;- f. 

\.J ~~BE~ 

~.~'Ô :í. o;? (r) 
;,:.~;.:_~4 i ~5 (~·)B 

? ;.:.~o 6 4fl () 

C i. 
,., 
.;) C:í. .·1 ... , 

:3 ~::.; ~3 
" 7 ::$(?2:4- " 42 

c;.:_:: :í. 

c:~=~ C-4 c ~:_:.; 

i:J0 :-,.,~~0 8\?j 
j_ ;;_i(:) ~:: 6tj 

;,:.~ ft) •(J :1. 00(? 
:'i. .f.} •2j ()DO 
:t :J ~~j :1. ts;.:.~o 

c j_ ':·· c .!. ' ..... "; 

' ::~B :1. (-:)J/ r -, 
.I. " ~;) 

c..::. C )' cu r·Cl . .. · ·" c :1. (~ 

o::;1 6 [!0 7 074~? B(~ 606004 
r-.,~ 
\:) t.~ 'I ;.~ ~:.i Si ;! 
~:i00 '') ,-- .-. . ··. 

t: .. .::J'O I(} 

:i. ~1'7"76 7 f.> *3 ~:5 ;.~~ 
~.=.:_; f~ ] ;.~.~ lt) ~::; ;,:.~ 4 B ~3 ·~·' 

c: t ~:; c; :1. l. 
'·' C i 7 U. u 

.!. •.:,' " 
(!J<j · -·· .lt ... 

" 0 ::l :.~~ ~, 1. :í. 03 " B():=.=; r.:· 
d " 

''1' 
/ 

('', .. . .;~:· C"' .. , cn c~~? C:l. ·{~} 

. ,, .- .... 
··i •.:J •t '.:i {:Jl(j 2 :76<?.}0 (3(/ ;207560 

:\ ·::}!=!~~ ~~ ~:~ -4\) 
~:;_; 0~) (~ ;,:.~ !:.:j (?) o {·' 
·~:·:· C6 Q} 4 B (~' ;;.~ Q> 

:í. 4!.:.=.;u.z, t .. :) :í. ;,:.~ ;,:.:: (~J '·' 

Cl •::· ,,} CJ "· \.I C.í. 7 c :1. ~:s [:j_ <;> 

7 ;,:.~4 :i. ~:~ I. a::''') 1. j_ .. , ··-1-(> 7 :J (J 
... 

:?4 " .. .I .•. J ; ... ,-' .. .. / .. 
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B > i<P I NT C .l. ····C ~~~J 
ERROR * NAME NOT FOUND IN DICTIONARY 

B > PRINT Ci-C23 

Ottl Ct c;.:!. 

]. :i. ~.:~ (~ 
1') 
t: .. 

,., 
\:;· z..:<:l 

.. :) 
oJ 

L'":' 
d 40 

4 .. 7 
.:· 40 

~::.i 9 G C(.) 

o~~ L :1. :í. C:í. '') 1:.. 

]. L. 
• •. 1 .. .<'{. 4H .. ;? 

ow 

D > NOO UTFII...r::: 

o ' 1.1 I 

OiJ 

.í. 
1'1 
t: .. 

J 
•1 
t::· 
,.} 

o H 

P F:' I N·r C :1. ... c2::; 

t:: 1. c;~! 

i t r/')', 
i .' .. .... 7 

··:J ..... 4·:? 
t::· 
•• ! ;:? (~J 
?I .( ''1 .•. ;; .. 
n 
·' i:i 

c; ~ :í. c t .. ::.:_:~ 

:í. 
,., 

••I} ~:~ ~. :í. ()~3 1.'.'. .. .. 

OlJ 

B > NO OUTi::· I I... E 

c~~=~ 

;;,~ •() 

6~) 

~~{?0 

;.:!.O.Zl 
/;,:_l0 

C:l. ':) '·' 

::JU U 

c~~~ :1. 

c;~~ 

:í. ;,:.~ t() 
~ . .. ':) t'J\ 

(,,,\o' 

:í (/!'{) 

D4 
?;.:~ 

c 

(J~3 .. 

Cl~ c~ ~_:_:,. C/:. 

:í. ;;.~ B(~ ;.:.~o o 
I \~) /~ ü 

l. B(? 
t•~i{3.i•Z· 

:!. (?l:·0 
6 A·~:~·~:) 

Cl 4 l~ :1. ~) 

~3 ~.:.~ ~:~ )' o 7 ;;;~4 .... .. " 

f'" •' I c;~.=.; [;(;.. 

4(?<:"> :í. ;:.~ (? '')•'') 
{; .. .-: ... :í. {~ 

~=~6 ~;;) 

~:j00 

~5BB 

ó4~:l 

.·; r\ c: ' '~ c j_ f::· 
·'· \.:; .•. ...• ... } 

:?A· 
,, ... , ,.,.::· Q, .. t .. ~=~ 4 .. .::>"') .:':.• 

I (,' .. ' (; 

c:? :t 
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r· ··, ... ·.' f' C• .. ,·\,! c···. .. /' C :i. QJ 

;;_:ü 77 60 CÕ :·? ~) ó 4 7 !7j{:) (-~· 

~~:; ...'~ t(} :1. ,~) ~-~ ·~? 

!::; \) ·2· ~~· :.:~ ~;5 ~; (1 (~· 

.!. ~:~ 7 ;..! {~) 96~)A •21 

~:5 ~:~ ~] ~? .z, ~'5 ;.:.: 4 Ü D ( 1 

C:t L. 
\ ..• r·.· ··' ]. 

;7 C:í. E:: C:l.9 

'1. a " :í. ~:5 ;? ~:;) :í. :í. 7 " 
A(:)~:~ 6 .. 4 .., 

I " 
;,:.~ .<1 

(""7 
•• •I CF) r·<::· ... f c t0 

I 
.I. ;? o :i. ~:~ 6 .-:"~· t:~ 1. ;,:.~ ~1 •::) ··,v 

•' I :1. é~~~) 

j, ·<~· B ·~) ::l;;_~ .f.} (!) 

~:!:':i00 .l. ;?!:)~)i(' 
·~ j, t f.:. ~.:BB:l. r' ;::. 

~-.) '] ~:$ ::.~ ~:_=, ;.:.~ '~ n tJ 

c j , .f. 
'-·' c :í. ' c :l. <:) 

'·' 

:í. 6 ':"! ·! (Jf) j_ (~· -~~:- ;;~ ~=j \~) ::.:~ .l_t ·::! .. ,.,. ... .. u • .. } 



·e > PRINT C1-C23 

ow C:l. c;? c:J CA c; ~:.:.i c.s ("""""1 ,,•/ r-o .. · '. .. ' C? 

1. 
, 
.I. B 8 :í. ;:;o,,~ D :í. ;,~~~96 B 1. 0 /.~ {Í) 3 ;;~ p 

··' 
r) 
1.' •• 

r, 
\:> :1.:? ':) .( 

' ··' ~J :i. ~~; ~;$ ::l :.:_>L) \·)?';,:.~ 

~:> ~:5 ;? (r) i ~·;('l ~:_:; (~) 0 :.:!. ~:; ft) ~) ]. ;:_::.~:;oo 

4 7 ·•1(? '')D'> 
J: •• ~~ '() 1. !_i.) /,(1 :í. :J 7:.:.~o ?ó04(~ 

1::· 
d 0:)' :l ;2(') íOB(~ ·=?7:-:~0 07480 7~3;-.,~:J;;.~('J 

ow c~ :1. (~; C:!. 1. C :!.~:.! C:t::l C:l. 4 c j_ ~:~ C:1. ó C17 

t B96B412i 7 .. ~::; ;,~ ~:):i. " 
.·.~·fl ~=.) ;,:.~ •ô " :té A-4El4 .. '") 

··- 4 " 
9 ;~.~ ('} .~:~ ····:í.6 .. ::li •ôD :1. 04 " ~-~ ~:j ~.=.~ 

ow C:l. f.l c j_ Cl 
·' c~::: t/J c~;;.~ :í. c;;;,~;.:.~ 

:!. l " 
~::j ~? ,.(~ .. 0'')~:) ~-

I t: .. I 1, ,,1 
'") 
t: .. .. :.~:;.::.o;;.~ ? () 

" 
~-:~ ç>' ~:.:j ;:,:.~ l~ \) '") 

t: .. " : .. '::;.' OD::l 

. ··~ ' 1.• / NOOUTFILE 

() V.J C:í. (;~~ c::! C4 c~ ~:_:_i C~ é~ ("' ""1 •• • ,I Cd C9 C:i..[.> 

1. 1. B D i(:)•ô0 !:) 
1,,1 ~:i ~~ 1. ~.:.~ u J;:?.f.>B•'b B ;;.~0 6 !");? (1 

'") 
1.' .. 

"::· .. .. • ':il' j 
, , li.' .. 

Oi!. 
I \ .. ;:.:.~ ~:~ B G64 ;,:.~ ~:':'; <? ~? 

::~ 
t::· 
,.) :í. ;,:.~ t~? (!(>Jià ::$ {J '~] ~) t ~'.'i (-') (? ~~ 7!.'5~)0 0 

4 
.. , 
I ~3 ;,:.~ ~:~ ~~ 4 i ~:_:_rt,t~ j_(i976 76B:32 

t.:.""' 
,.) '1 

, .. 
C) 

"7 '') 
,i .... _ ,S40 ~ '.'iB::l:.".: ~=.~; ~.:.~ t.~ f:l ~:> 

C:t :\. C:l.~~ C1.6 i:::t? CiB C.l.? 

, ... 
-.) ;.:.~ ~.'.'j " 6 .;~) o 1. 

ow 

:1. 

"B > NOOUTFILE 
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. D > P F~ I N T C :í. ···· C:.:.~ :::: 

OtJ r··' .. 1.1. r;;_:.~ 

' .1. 1. j,;;:.0 
''! t: .. ~;;: r) '''t 

~:} r::. 
':> 
'·' 

•::· 
•. 1 ::J;;:. 

,.(~~ .7 t; 
1::· 
,,} 

C) 
.• D 

() l.IJ c :!. :í. C' ·' :í. ;? 

~-
, .. 
1:.: .. ::~ ;? :i. ; 

,I. .. ;.~:4 

()I,.J 

ll- .. BD96 

·n > f:>T()p 

C' ·:l ,,,) 

:i. ;2(1 
~~' /~ 

:í. Ó(l 

•::-' \.J .... • 

?' ;,:~ 

c 

67 

í''')(.' 
... •I.' .. 'l.? 

or ag e ava ilab le 16 i79 

C~ A c~ ~:.:.i 

~:5•'!;4 ·i 
.1. ;.~0 

:C.~ O f:> 
B00 
3?:;.~ 

(:)4 ~:l 

j ::l c :í. I.J 

.. f"' .:) 4?;;,~ .. 04 

0 .. ~3774/B 

c .. : .. .... .. y cn co C:l. o() I... I ..· / 

I')'') IJ. Ci 
, .... t: .. l \,} .t ;~:0 :í. ~] ~~:.; () ·~-~ t 

,.,..,. 
t: .• •() <i .o;~ 4 {? i:~ 

(:~.S 4 ;,:? ~:_:.; 9 ;,:.~ 
4GGO ~!. ~)00 •/.) 

~--:~? 4 ~~ :!. ·)Z..~ ~~)D 
~-:·:·;:: ::. :J ~? ~::;;_:_>4 nB 

c: :l. J;:· 
t .. t c :í. r.:. c :E ? c :!. <::• 

\,.' 

'~ [$ i3~? ó .í. /i 1') ~:~ j, ó <?~::; <i ~~j .;~;. :3 •.. , •:;· ;,:.:: "V .. ···r .. \:J .. , .. :.. .. ,,} 
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o 
AULA DE LABORATóRIO N- 5 - MAT 271 - ESTATíS TICA DESCRITIVA 

Prof . Dinara - 92/2 

Utilizando o software estatisti co MIMITAB, 

resolver os ex e rcicios . 

1 . Com os dados do e xercicio 5.12 . do Capitulo V, determine : 

a . coef iciente de correlação . 

b . trace o diagrama de d ispersão 

c . ajuste a reta de minimos quadrados . 

2 . Distribuição dos Alunos da Turma W, segundo a Altura, em 

em , e o Peso , em kg 

Altura\ Peso 45: - 50 5o:- 5 5 55:- 60 ~ 

150:-155 10 15 25 50 
155:-160 10 20 10 40 
160: -165 5 15 10 30 
165: - 170 o o 5 5 

~ 25 50 50 125 

De termi ne : 

a . coeficiente d e co rrel ação . 

b. trace o diagrama de dispersão 

c. ajuste a r eta de min imos quadrados . 

OBSERVAÇÃO : Ent regu e a listagem dos PROGRAMAS e dos RESUL

TADOS e Ltm RELATóRIO interpretando os resultados obtidos e 

justificando a adequacidade ou não do ajuste feito aos 

dados. (pode ser feito em grupo de , no máximo 5 elemen tos) 
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SOLUÇÃO DA AULA DE LABORATóRIO N~ 5. 
/f.tj'J:( ) C: Cl I'' I'' C·~ 1 c\ t: i O)') C: :!. C ;;.? 

Corrclat ion · of Ci and C2- 0.928 

i"iTEl > p1ot c:~:.~ ct 

·)(· 

·)(· 

c:,:.> 

(~) .. 1. (1 ~.'i + 
·)(· 

~(· ·)(-

·)~ ~(· 

'') 
t.: •• 

'') 
t: .. ·)\· 

X ·)~ 

·~ 

....................... + .................... ---· ........ + ............................ -· .... + ........ ............................ + .................................... + ............................ - .... +C 1. 

0.060 0.080 0.100 0.120 0.140 0.160 

rl'l'B > noout: f i 1 c 

~'1 T B > J'' c 9 r· c s ~; c :!. o n t p J'' €·~ d i c: t: o J'' c: ;.:.~ 

The regression cquation is 
Ci = 0.0255 + 0.821. C2 

p )'' €·~ cl i c: t: () )'' 
Con!:;t: <:\nt 
c;:.~ 

Co €·~·f 
0. <?:?~.'.i460 

0 • o~:.> (~!'.'.i <y 

St: dc·:·~v 
0 • .;;)(?04:37 

.;:, "(1~;):!.61 

t .... )" (:\ t: i Cl 

::l. 0~!. 
0.96 

p 
(?. 010 
<? " (? <? (~l 

!:; :::: ~) " 0 () <j> :1. 7 ~) ~~ .... !'> q .... n 6 .. 1 ~:. R-sq(adJ) ~ 85.0% 

Anal~sis of Varianc:c 

!:)OU I~ C[ 

I~ r:: 9 I" <·:·~ !:> ~:; i o n 
E r· J'' DI'' 

Total 

0. 01()67 469 
<1. 00H)931. 
0 .. 00lD40•ô 

t'lb 
q)" (?067469 
~) .. (;1(?00f:l41 

Un u ~;1..1 <:i 1 
Ob !:; • 

Ob!:iE'I''V(:\t i 01"1!:; 

c;.::. 

(/,t .. 0/U 

C1. 
0 .. :!. ~:iv)-t>0 
t{,) .. :l. :l. (1(l0 

F i t: !:; t de v .. r::· i i: 
<? .. t !'51 n::r 
<1. •àU?4? 
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VII I - RESPOSTAS DE ALGUNS EXERCICI OS 

pág. 2 : 

1 . podemos; permite ; podemos; permite ; podemos ; permite; 
podemos ; permite ; escala de razão 

2 . 2 .1. Escala intervalar pois não tem zero absoluto . 
2.2 . Ordinal 
2 . 3 . Nomina l 

3 . 3 . 1 . Escala de razão 
3 . 2 . Nominal 
3 . 3 . Ordinal 

4 . Nominal 

5 . Ordinal 

6 . Não 

7 . Escala de razão 

8 . de razão 

pág . 34 : 

5 . 
A 

J.-1 6,375 

M 
h 

6 ' 1426 

M 6 , 2579 
9 

M 6,4903 
q 

6 . a) Não ; b) 151 

7. N = 9 J.-1 = 72 

11 . [150 162,5] 
[162,5 ; 168,03] 
[168 , 03 ; 173,15] 
[173 , 15 ; 185] 

s 

B 

6 , 375 

6 , 3488 

6 , 3618 

6,3885 

y :S 185 c) 

12. a) a . 1 ) 120, 53 a. 2) 53 a . 3) 25 

classificação 

B = A 

B > A 

8 > A 

A > B 
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b) M < 1"1 < J.l Assimetria positiva 
o o 

c) M ou M 
o o 
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15 . a) 24, 34 b) 25 ,33 c) 19 ; d) 5130 ; e) 24,4 ; f) Q =M 
2 e 

pg . 56 

1. 

o 

y 

Droga 1 

7 , 6 

1,0198 

o' 1342 

Droga 2 

5 , 0 

1,0690 

0,2130 

Droga 1 é mais homogênea . 

2 . z = 1,047 ; 
c v 

z = 2 05 
AN ' 

Nã o, levando e m conta o grupo , o r esultad o foi s uperior 
em AN . 

3 . ~ = 6 , 206 
Total 

a = 2,3133 
Total 

7 . X = 13 e X = 7 
1 2 

8 . f-ly = 64 a = 7,5 
y 

11. 
A 8 c 

f-1 20 10 8 

CY 5 3 4 

y 0 , 25 0 , 3 0 , 5 

c é a mais homogênea. 

16 . 
A 8 

f-1 20 20 

o 0 ,2646 0,2582 

y 0 , 01323 0,0129 

8 deve ser preferida . 

18 . A B 

J..J 7 , 54 5,68 

o 0,9962 0,6615 

y o ' 1321 o ' 1165 

B é mais homogênea do que A . 

22 . a) Não houve perda . 
b) J..J = 0 , 2498 ; o = 0 , 0048 y = 0,01938 
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pág . 93 . 

5. 1 . a) 66, 91/. ; b) 33,09/. ; c) 66,91/. ; d) 0 , 3309/. 

5 . 3 . a ) Distribuição dos pais segundo Mé todo de Ed ucação 

Método de Educação (X) f i. 

Permissivo 30 
Moderado 28 
Autoritário 31 

Total 89 

Di s tribuição dos pais segundo Orientação Politica 

Orientação Pol1tica 

Conservador 
Moderado 
Liberal 

Total 

fi. 

32 
30 
37 

89 

b) Distribuição dos pais com Método de Educação P~rmissiva 
segundo a Ori~ntação Politica (Y/Xi) 

Orientação Pol itica f 1 j I. 

Conservador 7 23 
Moderado 9 30 
Liberal 14 46 

Total 30 100 

Distribuição dos pais com Mé todo de Educação Moderada 
segundo a Orientação Politica (Y/X2) 

Orientação Poli tica fzj I. 

Conservador 10 3 5 
l"loderado 10 35 
Liberal 8 28 

Total 28 1.00 

Distribuição dos pais com Método de Educação Autoritári a 

segundo a Orientação Poli ti ca ( Y I X3) 

Or ientaçã o Poli tica f 3 j 'l. 

Conse rvador 15 48 
Moderado 11 35 
Liberal 5 17 

Total 31 100 
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Distribu ição dos pais com Orientação Poli tica Conservadora 
segun d o o Método de Educação (X/Y~) 

Método de Educação fi.t 'l. 

Permi ss ivo 7 21 
Moderado 10 31 
Autoritário 15 46 

Total 32 100 

Distribuição dos pais com Orientação Politica Moderada 
segundo o Métod o de Educação (X/Yz) 

Método de Edu cação fi.z 'l. 

Pet-mi ss i v a 9 30 
Moderado 10 33 
Autoritário 11 36 

Total 30 100 

Distribuição dos pais com Orientação Politica Liberal 
segundo o Método de Educação (X/Ys) 

Método de Educação fis 'l. 

Permissivo 14 51 
Moderado 8 29 
ALitori tário 5 18 

Total 27 100 

c) Os pais de Educação Permissiva tendem a s er mais liberai s 
politicamente . 
Os pais de Ed ucação Moderada não diferem muito quanto à 
Orientação Pol itica . 
Os pa is de Ed ucação autoritátia são mais conservadores . 
Portanto, observa-se realmente uma associação entre Mét o
do de Educação e Orientação Politica . 

5 . 5 . 
Prep. Fo rmal Sem Pr-ep . Formal 

Aprov . 
Reprov . 

22 
8 

10 
18 

30 28 

Distribuição dos alunos com Prep . Formal 
segundo o Aproveitamento (X/Y=1) 

Aprove itamen to 

Aprovado 
Reprovado 

f r 1 j 

22/30 = 0 ,73 
8/30 = 0,27 
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32 
26 

58 



5.7. 

Dist~ibuição dos alunos sem P~ep . Fo~mal 
segundo o Ap~oveitamento (X/Y=2) 

Ap~oveitamento 

Ap~ovado 

Rep~ovado 

frzj 

10/28 = 0,35 
18/28 = 0,64 

Os alunos com P~epa~ação fo~mal obtive~am melho~ 
ap~oveitamento do que os out~os . 

b) p = 
c) (3 

0,61 
0,7689 a = -0,17 
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ANEXO 1: F'ORMULÃRIOS 
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FORMULÃRI O 1 

N m 

X 
i. 

h 

1-l = 1-l = c = 
2 1-l - h 

N 

i. = 1 

E 1og x 
i. 

m 
M 

g 
= anti1og 

N 
M 

g =V n xf~ 
i.= :1 \. 

N ;J N 

X~ M = E M = 
h m f M = \. q 

i. p 
E N 

X 
i.= :1 i. 

[ N/2 -
Fa.nt] 1 + h 

M e i. = 1 . + 
f o \. 

i. 

f f f -
=1. +h 

i. a.nt 
M =1 . +h 

f t o t 
2 f ( f + f ant 

i.. posl a. rol 

M = 3 M - 2 1-l o & 
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M 
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M 
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2 I 
\/ 

[ h 
d:s. 

po s l 
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2 
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FORMULÃRI O 2 

H = X 
máx 

X 
mi.n 
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ANEXO 2: TABELA DE Nú MEROS ALEATóRIOS 

07018 31172 12572 23968 55216 85366 56223 09300 94564 18172 
524·14 65625 97918 46794 62370 59344 20149 17596 51669 47429 
72161 57299 87521 44351 99981 55008 03371 60620 66662 27036 
17918 75071 91057 46829 47992 26797 64423 42379 91676 75127 
13623 76165 43195 50205 75736 77473 07268 31330 07337 55901 

27426 97534 89707 97453 90836 78967 00704 85734 21776 85764 
96039 21338 88169 69530 53300 29895 71507 28517 . 77761 17244 
68282 98888 25545 69406 29470 46476 54562 79373 72993 98998 
54262 21477 33097 48125 02982 98382 11265 25366 06636 25349 
66200 27544 72780 91384 47296 54892 59168 83051 91075 04724 

53348 39044 04072 62210 01209 43990 54952 68699 31912 09317 
34482 42758 40128 48436 30254 50029 19016 56837 05206 33851 
99268 98715 07545 27317 52459 75366 43688 27460 65145 65429 
95342 97178 10401 31615 95784 77026 33087 65961 10056 72834 
38556 60373 77935 64608 28940 947G4 45312 71171 15400 72182 

39159 04795 51163 84475 60722 35268 05044 56420 39214 89822 
41786 18169 96G49 92406 42773 23672 37333 85734 99886 81200 
95627 30768 30607 89023 60730 31519 53462 90489 81693 17849 
98738 15548 42263 79189 851 18 97073 01574 57310 59375 54417 
75214 61575 27805 21930 94726 39454 19616 72239 93791 22610 

73904 89123 19271 15792 72675 62175 48746 56084 54029 22296 
33329 OS.c\96 9~662 05781 59187 53284 28024 45421 37956 14252 
66364 94799 62211 37539 80172 43269 91133 05!i62 82385 91760 
68349 1698•1 86532 96186 :>3893 4826.<! 1121!21 19526 63257 14288 
19193 99621 66899 12351 72138 99839 24228 32079 53517 18558 

49017 23489 19172 80439 76263 98918 59330 20121 89779 58862 
76941 77008 27646 82072 28048 41589 70883 72035 81800 50296 
55430 25875 26446 25738 32962 24206 26814 01194 48581 93319 
33023 26895 65304 34978 43053 28951 22676 05303 39725 60054 
87337 74487 83196 61939 050.15 20405 69324 80823 20905 68727 

81773 367i3 21247 54735 68996 16937 18134 51873 10973 77090 
74279 85087 94186 67793 18178 82224 17069 87880 54945 73489 
34968 76028 54285 908•15 35464 68076 15868 700G3 2679<1 81386 
99696 78454 21700 12301 88832 96796 59341 16136 01803 17537 
55282 61051 97260 89829 69121 86547 62105 72492 33536 60137 

31337 83886 72886 42.'i9S 05464 88071 92209 50728 67442 47529 
94128 97990 58609 20002 76530 819S1 3099!) 50147 93941 80754 
06~11 48241 49521 64568 69459 95079 42588 98590 12829 64366 
699S1 03469 56128 80-105 97485 88251 76708 09558 86759 15065 
23701 56612 86307 02364 88677 17192 23082 00728 78660 74196 

09237 24607 12817 98120 30!J37 70666 76059 44446 94188 14060 
11007 45461 24725 02877 74667 18427 45658 40044 59484 59966 
60622 78444 39582 91930 97948 13221 99234 99G29 22430 49247 
79973 43668 19599 30021 68572 311!16 63033 ,14597 28953 21162 
71080 71367 23485 82364 3032~ 42982 74427 25625 74309 15855 

09923 26729 74573 16583 376!!9 06703 21!!46 78329 98578 25447 
63094 72826 65558 22616 33412 67515 75585 90005 19747 08865 
19806 42212 41268 84923 21002 30588 40676 94961 31154 83133 
17295 74244 43038 27056 86338 47331 09737 83735 84058 12382 
59338 27190 99302 84020 15425 14748 42380 99376 30496 84.523 

AThe Rand Corporation, A 
Deviaú6, Tbe Free Prese, 1955. 

Millicm Random Digit1 1Dith tnO,OOO Normal 
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ANEXO 3 : CADASTRO DE EMPRESAS 

F:i~lPRER/~ Nl! ENPRF.G:\ 'LUCRO ANUAL F.MPRESA N2 F!.1PREGA UJCRO ANUAL 
DOS (Cr$) DOS (Cr$) 

......... _ ... ---·----- .. ·~---... ·--·--·-·---------.. --------
1 60 520 39 36 582 

2 24 680 *40 4 2 608 
*3 6/.1 560 41 22 522 

4 82 550 *42 40 666 

5 34 580 43 38 540 

6 98 620 *44 26 630 
7 3 0 780 45 28 590 

8 60 640 46 38 596 

9 40 625 *47 30 599 

·•10 24 530 48 26 542 
""ll 22 590 49 50 608 
~12 26 610 50 24 670 
·it l3 32 615 51 39 640 
l4 26 540 *52 48 630 
15 3 2 602 53 32 500 

ln 26 640 54 44 540 
-1<17 86 650 *55 42 560 

18 'I 24 630 56 24 620 
19 22 550 *57 46 610 

' *20 28 660 58 36 635 
21 50 550 *59 36 6.!12 

~· 22 38 580 60 48 660 

23 60 590 61 42 520 
24 20 665 4162 82 542 
25 .. 26 620 63 20 480 

26 44 580 -lt•64 213 600 
-1!2 7 64 620 65 t)6 610 
{'28 40 608 *66 32 622 
;~2 9 38 620 67 72 536 

30 20 640 *68 32 644 

31 20 520 69 46 602 

"'<:l2 26 640 ;,70 70 693 

33 .; 24 545 71 36 502 

34 2B 680 72 34 600 

i(•35 4 6 565 73 tl4 601 

36 20 600 *74 92 604 

37 02 622 75 76 680 

"'38 /., 
• 11 46 624 *7ô 38 590 
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2. Jai rue 8. Ri roll Ca 1 ,. r r1 o 

1-'ur,r;:éí,:,s dê> Uma Vêt.r i A v.::-1 R;:>..:..l - (ll!T" 8Q 

t ' >. v~l-a C:lolild~ t? . C;,rneiro- F.:lern~nl . <.l~ ;J~ ,·:.:. lcrJlC• pa r-a 8io),_,~Ji;, 

·· .4GO/gJ. 

.~s. El1sa Ho':f9- l.r-'>t\1::.. C. ri~ h!~ r · 1 ..-. 
,'\) l ·-- -

A T;..,r· ta l- r I( Jé. 

Lü. Si. lvi. o Posso) .i. -· An idise )v(11] I ... ÍV<-; I' i;~r l d - .TUL."~ ' '~ 
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J 4. J od:o Ri b o l di - EJ crnén Lr,s. 8~ Sl C •.:>S d o: Es I_ a t 1 ~L. i c a - J AI,V9~=:> 

15. w. r le ()) i "'"="i 1 .~ 1-1. c.Ju 

f"' a i_ I' l r•: i '3. r·. Gi.i., Sl,i r l ey T. T~.~h<:'-ra, 

Ar .dr· ~ot. l .i lvlil<-ltl. l.ur:::i.::tn.<• 

t-i. 

Ver· ét. 
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