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APRESENTAGCAO

0 material de ESTATISTICA DESCRITIVA 11 foi
organizado a partir de nossa experiéncia como docente nessa
disciplina no Cursoc de Bacharelado em Estatistica da UFRGS.
Para que o conteddo da referida disciplina seja totalmente
coberto, € necessArio consultar a publicagZo NUMEROS iNDICES

também de nossa autoria.

Quando trabalhamos com essa disciplina,
introduzimos o uso do software estatistico MINITAB,
realizando aulas praticas no Laboratdrio de Recursos

Computacionais, do Instituto de Matemiatica da UFRGS.
Anexamos algumas dessas aulas, a titulo de sugest3o.

Também consta na Bibliografia, varios artigos
que foram alvo de Seminarios apresentados pelos alunos ao
final do semestre. Desta forma, Jja no inicioc do Curso,
0 aluno & incentivado a leitura de bibliografia estrangeira,
bem como oferecemos a oportunidade de desenvolver sua
habilidade de expor publicamente.

Essas notas tem como principal objetivo
facilitar o desenvolvimento de disciplinas introdutdérias de
Estatistica, mas n3o pretende substituir a consulta e o

enriquecimento com outras bibliografias.

A autora.
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I- NIVEIS DE MENSURACAO
1. CARACTERIZACAO

Mensuracdo € o processo gque consiste €1
atribuir nimeros a objetos, individuos ou eventos.

0O grau de mensuragio gque se atinge ¢ fungFo
das regras sob as quais se fez a atribuicio dos nlimeros.
Quanto mals tipos de comparacdSes forem permitidas por uma
classificagdo com relagiEo a uma variavel, tanto mais
elevado ¢ ¢ seu nivel de mensurasio. Quando classificamos os
alunos de uma escola de acordo COom as variaveis
"nacionalidade"” e "rendimento escolar”, podemos, em relag3o
2 primeira variavel, apenas dizer se dols alunos tem a mesma
nacionalidade ou nf3o:; Jja em relagdo a outra variavel,
prodemos dizer se og alunos tem o mesmo rendimento escolar ou

nio e ainda se um aluno tem rendimento maior ou menor gque ©

oubro. Assim, a variavel 'rendimento escolar” atingiu um
nivel de mensuraszao mais elevado que a variavel
"nacionalidade”.

Ag operacSes & relacsBes utilizadas na obtencio
dos conjuntos de valores definem e limitam as operas@es
possi vels que devem estar associadas & estrutura nunerica a
gqual a mensuracio € isomorfa.

Estudaremos gquatro niveis de mensuraci o:
nominal , ordinal , intervalar e escala de raz3o,

As escalas nominal e ordinal o os tipos
mais comumente encontrados nas ciéncias do comportamento e
o dados mensurados por essas escalas devem ser analisados
ror metodos ndo-parangtricos. As variaveils qualitativas s3o
classificadas em ordinais, gquandco houver um sentido de
ordenag3o entre seus valores e em nominais , gquando n3Eo
houver sentido de ordenasdo entre seus valores, como £ o
caso da varidvel "nacionalidade”

Dados mensurados em escalas intervalar ou

de razio podem ser analisados por mEtodos parametricos,



desde que as suposigSes do modelo estati stico sejam
satisfeitas.

530 guatro os tipos de comparagio gque uma
variavel de nivel de mensurasdo nuna escala de razio nos
prermitem fazer:

13) Identificar se objetos, individuos ou eventos pertencem
ou nAo a uma classe da variavel.

Dados deolis objetos, individuos ou eventos pertencentes a
clasgges diferentes, iddentificar, em relag®o & variavel em
questio, se:

23) a classe a que um  pertence € malor ou menor do que a
classe a que outro pertence.

32) a diferenca entre as classes & que dols deles pertencem
¢ maior, igual ou menor gue a diferenga entre as classes a
que outros dois pertencem.

42) um deles ¢, por exemplo, o dobro do outro. Isto & .a ra-—
zZ0 entre dois valores gquaisquer da escala € conhecida. Is-

to ocorre porgue existe um zero absoluto.

be a ultima comparagdo ndo pode ser realizada,
o nivel da escala € intervalar. Se as duas primeiras
comparas®es podem ser feitas, temos uma escala ordinal e
se apenas a primeira € valida, estamos trabalhando com uma

escala nominal |

Consultar SIEGEL,S., como complementasio.

2. EXERCICIOS

1. Guiando-se pelas comparas©es listadas acima, preencha os
esgpasos em branco.

Tomemos a classificasdo das escolas em rela-
¢Eo a4 variadvel "numero de alunos”. As classes a que as esco-
las podem pertencer sZo: ...,50,51,...600,...
dizer se uma escola pertence ou n3o

(podemos,/nio podemos)



pertence a classe de escolas que possuem 350 alunos.
Portanto, a classificasdo de escolas em relagdo a variavel
estabelecer o primeiro tipo de

(permite,/ ndo permite)
comparasio.

Dadas duas escolas, por exemplo., de 400 e 320 alunos

dizer se a classe "numero de alunos”

(podemos/ ndo podemos)
a que uma pertence € maior ou menor do que a classe a que

outra pertence. Portanto. a classificagdo com relagdc a

variavel estabelecer o segundo tipo de
(permite/nio permite)
comparasido.

Dadas quatro escolas, por exemplo, com 500, 1000, 700 e 240

alunos, dizer se a diferenca entre as
(podemos/nio podemos)
classes a que duas delas pertencem € maior. menor ou igual a

diferensa entre as classes a que ag outras duas pertencem.
Portanto a classificac3o em relas3io a variavel

estabelecer o terceiro tipo de

(permite/ndo permite)
Ccomparasio.

Dadas duas escolas uma com 500 e outra com 1000 alunos,

dizer gue a segunda possul o dobro de

(podemos/nZo podemos)
alunos que a primeira.Portanto, a classificag3o

estabelecer 0 quarto tipo de

(permite/n3o permite)
COMPArasio.

A classificacd@o com relaso a variavel "ndmero de alunos”
nos permite estabelecer os dquatro tipos de comparagio,
portanto, € uma variavel de nivel de mensurasio

2. Analise &as comparas®es posslvels relativamente as
variaveis:
2.1."temperatura mé¢dia no inverno'” de regies do globo

terrestre. As classes em gque uma regiio do globo terrestre

o By i o ©
podem ser classificadas s3o: g Pavey S G PO < i 8 e
Iu‘i
12705 5 =
2.2. "nivel sbcio-econ®mico” dos alunos de uma escola

obtido a partir de informag@es de um questiondrio. Definimos



cinco classes: nivel 2(alto);:;ntvel 1(medio):;nivel O(medio);
nt vel -1(médio baixo) & nivel -2 (baixo).
2.3. "conceito” em Ingles dos alunos de uma [scola. As
clagses a que um aluno pode pertencer s&3c: A (Ctimo), B
(Bom), C (M&dio), D (Regular) e B (Fraco).

3. Identifique o0 nivel de mensurazio das variavelils abaixo
definidas e justifique:

3.1. "ntmero de estabelecimentos de ensino sob a Jjurisdic3o
de uma Delegacia” segundo as quais se classificam Delegacias
de IEnsinc de um dado sistema com ag classes: 0-10, 11-20,...
3.2. "tipo de estabelecimento de ensino’” segundo a qual as
escolas pertencem a uma das classes: & 12 grau, &d g2 grau,
12 e 22 grau.

3.3. "assuidade do professor” segundo a gual se classificam
os professores quanto ac numero de faltas obtidas num mes,
nas classes: nunca falta, falta muito Pouco, falta

razoavelmente, falta muito.

4. Um entrevistador classifica a reasdo do individuo gquanto
a diresdo do olhar pelos nimeros 0, 1, 2 onde 0 representa
olhar para baixo; 1 representa olhar para coima e 2
representa olhar diretamente para o entrevistador. Qual € a

escala de medida adotada 7

5. Umn sujeito atribui a um gruro de produtosg alimentares uma
"graduasao” por ordem de "gosto”: grau 1, ao alimento menos
gogtoso de todog e grau 10 ao mais gostoso. Poderiamos
afirmar gue a diferenca em gosto entre os alimentos de grau
3 e 4 ¢é equivalente a diferernga em gosto entre os ftens 7 e
8 7 Justifigue e diga qual ¢ o nivel de mensurasdo desta
variavel.

6. A variavel psicoldgica "prestigio” pode ser medida em
fungio de unidades estabelecidas e padronizadas, anAlogas a

graus (temperatura) ou segundos (tempo) ? Justifique.



7. Qual € o nivel de mensuracio da variavel “tempo de

reagao de um individuo a determinado estimulo”™ 7

8. Ao medir a ‘'pressio na tecloa de resposla’, estomos

utilizoando uma escala pois  podemos

aflrmar que vwna pressao de 3 libras ¢ tres vezes superior a
uma de 1 libra e, além disso, zero libra representa a

inexisténcia de pressio.

9. Realize o Estudo Dirigido sobre Niveis de Medig¢d@o que

segue .

()]



ESTUDO DIRIGIDO SOBRE NI VEIS DE MEDIGAO

INTRODUCAOQ: A finalidade da medida nas ciéncias do comporta-
mento € a de oferecer bases exatas, objetivas e comunicaveis
para descrever, diferenciar e classificar as caracteristicas
e 08 comportamentos dos indivi duos.

0 nivel menos refinado de medida, a MEDIDA
NOMINAL ¢ a classificasd3o das caracteristicas ou dos
comportamentos tendo por objetivo a simples identificasZo.
Un nivel um pouco mais refinado de medida permite a
ordenasdao das categorias em termos do grau ou quantidade do
fendmeno que estd sendo medido; a isto se chama MEDIDA
ORDINAL ., O nivel seguinte ¢ a MEDIDA INTERVALAR, no qual a
distancia entre duas categorias quaisquer < conhecida. O
nvel mais refinado de medida € alcansado quando a escala a
medir o fendmeno tem um verdadeiro ponto zero em sua origen.
Tal escala € chamada de ESCALA DE RAZAO.

Neste estudo dirigido, voce ira tomar
conhecimento das limitagdes de cada tipo de medida e da
especie de fendmeno para o qual cada tipo € aplicavel.

ATENGAO: Dobre a folha a margem direita. Leia atentamente o
primeiro i tem, responda e depcis confira sua resposta. 5O
passe para o i tem seguinte apds ter compreendido bem o
anterior.

doebre aqui
1. Dar apenas nomes ou rétulos a um conjunto de objetos.de
carecteri sticas ou de comportamento € o nivel meno
(mais/menos) refinado de medida.

2. 0 termo medida nominal € usado para designar o tipo de
medida considerado quando nds apenas rot/
(rotulamos/damcs nomes) as categorias compreendidas numald.n.
caracteri stica.

3. Quando damos nomes que estabelecem diferensas entre uma
uma categoria e outra, mas nio estabelecemos nenhuma ordem
entre as categorias, estamos usando o tipo de medida nom.

4. Por exemplo:se desejassemos designar as duas categorias
compreendidas na caracteristica "sexo”.,as palavras “"mascu-

lino" e seriam usadas. fem.
5. As palavras “masculino” e "feminino"” s&3o rdtulos que
usamos para designar as duas categorias compreendidas na
caracteri stica "sexo”. Esses dois nomes de categorias

(implicam/naoc implicam) em gue uma cate—-|n.i.
goria seja "melhor" do que a outra.

6.As categorias "masculine” e "feminino' nio tem uma ordem

implicita; seu uso,portanto, constitui uma medida __ nom.
7. Be categorizarmos as preferéncias politicas em "demo-
crata" e "republicano", a ordem (tem/n3o tem) 1 B o

importancia.



8. Essas categorias n3o admitem ordem; portanto, elas
(tem/ n3c tem) valor quantitativo.

9. 0Os nomes “democrata” e "republicanco” s3o categorias de
prreferéncia politica que nfFo possuem ordem implicita; por-—
tanto, o uso dessas palavras constitui uma medida __

10. Medida nominal, pois, € o processo de diferenciar com-
portamentos ou caracteristicas e de dar
(nomes,/rotulos) as categorias nio-ordenaveis corresponden-
tes a esses comportamentos ou caracteri sticas.

11. As categorias "protestante"”., "catdlico" e "judeu”
(s80/n80 s30) ordenadas.

12. Portanto,o usc das categorias "protestante”,"'catdlico”
e "judeu” constitui uma medida

13. As categorias "excelente'”, "bom" e "regular"
(sf8o0/nEo s3o) ordenadas.

14. Portanto, as categorias do item 13
(representam/nio representam) uma medida nominal.

15. As categorias "concorda plenamente','concorda” e "dis-
corda" s3o ordenadas e permitem uma medida (mais//
menos) refinada do que as categorias nominais.

16. Se tivéssemos que distinguir apenas os masculinos dos
femininos.os "andes masculinos” e os "gigantes masculinos”
(recairiam/n3ao recairiam) na mesma catego-

ria.

17. Entretanto.se as categorias "abaixo da media” e "acima
da media”,quanto a2 altura, fossem dadas como classificasio
entio os "gigantes masculinos” e o andes masculinos”
(recairiam/nao recairiam) na mesma categoria.

18.Nos exemplos anteriores.,as categorias internas a "sexo”
(estio/m3Eo estio) ordenadas;: as categori-
as internas a variasavel "altura” (estio/nio es—
t30) ordenadas.

19. No exemplo do "anfo-gigante'", "sexo"
(representa/n3ao representa) uma medida nominal; "altura"
(representa,/niao representa) uma medida

nominal.

20. As categorias usadas na medida nominal
(tem/n3c tem) relagfo especial uma com a outra.

21.Entretanto, se as categorias estiverem ordenadas,& cla-
ro que (h4&/nEo h&) uma relagZo entre elas.

5 3 Y o

nom.

n/r

nom.

s3o

mais

73



2. As categorias "concerda plenamente’, "concorda” e "dis-
corda" especificam uma relagdo ordenada quanto ao grau de
(concordincia/discordancia)

23. A caracteristica "grau de concordincia’” est&d enunciada
numa escala ordinal de medida porque as categorias permi-
tem uma gqualitativa.

24. Dividir a caracteristica "situas3o sdcilo-econdmica"” em
tres categorias: "baixa", "média” e "alta" € um exemplo do
uso da escala de medida .

25. Se tivéssemos que atribuir nigmeros as tres categorias
de gituacio odcio—-econdmica, "baixa'" poderia ser designada
pelo namero "1".Para evidenciar uma certa ordem, poderi amos

atribuir o numero A "mEdia’ e o namero __a "alta".

26. Em alguns casocos especiails usamos letras como simbolos
para designar a ordenac3co. Os conceitos ou graus escolares
20 0 exemplo mais tipico: caso em que "A" € mais alto do

que " e este mals alto do que "7,

27. A diregdo ordenada com relagdo a '"pouco importante',
"relativamente importante” & "muito importante”
(esta /n3o esta) claramente indicada.

28. BEmbora a diregfo esteja indicada,a distancia ou inter-
valo entre as categorias consideradas (estd /3o
estd ) indicado.

29. Através de uma escala classsificatédria como essa pode-—
ri amos saber que "multo” € mails importante do que "relati-
vamente” e que "relativamente” e (mais/menos)
importante do que "pouco’.

30. A distincia entre "muito importante” e "relativamente
importante'" provavelmente _(&/nFo €) a mesma do gue a

distancia entre "'relativamente importante” e "pouco impor-
tante".

31. A ordem classificatéria portanto nio implica em qual €
a entre as categorias.

32. A ordenasdo das caracteristicas ou dos componentes es-—
t3o colocados numa escala de medida <

33. As caracteristicas & os comportamentos que naoc podem

ser ordenados exigem o tipo de medida .
34. Uma escala ordinal (implica/nio implica) em
diresio enquanto uma escala nominal (implica/

ndo implica) em diregio.

35. As escalas ordinais oferecem um grau (menos/
mais) preciso de medida do que as escals nominais.

orde.

ordi.

n.é

dist.

ordi.

nomi

i.

n.i.

mais



36. Embora uma escala ordinal apresente diregZo,as distin-
cias entre as categorias ou o8 pontos de escala 2o
(iguais/desiguais).

37. Obteri amos mais precisio na medida,se além da diregcio.
a escala tivesse distincias (iguais/desiguais) entre
os pontos que possui.

d8.As distadncias entre as categorias ou pontos numa escala
s20 chamadas de intervalos.Assim, uma escala que tenha uma
distancia fixa entre os pontos € chamada de escala de
(intervalos/pontos).

39.Considege a d;§t&ncia entre as temperaturas 20°C q330°C
e entre 50 C e 680 C. As distidncias sio ambas de ___ C e
s30, portanto, (iguais/desiguais).

40. HA uma unidade fixa de na escala de tempera-—
tura.

41 .As distidncias entre os pontos numa escala de temperatu-
ra 20 .

42. A temperatura ¢ um exemplo de medida de s

43. As distancias entre os pontos numa escala ordinal s3o
(iguais/desiguais). Ja numa escala de intervalos
elas 3o 5

44 . Por exemplo:o intervalo entre "regular" e "bom'" prova-
velmente (&/n3o ¢) igual ao intervalo entre "bom" e
"excelente".

45. A atribuigdo dos numeros "1" para "regular”, "2" para
"bom" e "3" para "excelente" (iguala/n3o iguala)
os intervalos entre as categorias.

46. Atribuir nimeros Ag categorias ordenadas n3io faz com
que og intervalos entre elas se tornem :

47. Os numeros atribuidos aos pontos de uma escala ordinal
(e50/ nfo g30) aditivos, porgue as distancias entre
os pontos da escala (e5o/M%0 s50) ipguais.

48. Com efeito.muitas operasSes aritméticas podem ser efe-—
tuadas em escala de , mas n3o em escala
ou em escala 5

49 . Vamoe supor que cinco individuos facam o teste de sole-
tragdo composto por palavras aproximadamente iguails quanto
ac nivel de dificuldade, & que o8 escores sejam colocados
numa egcala de intervalos. Seus escores de 25,22, 19, 13 e
11 (poderiam/nao poderiam) ser somados.
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50.Numa escala de intervalos os escores podem ser subtrai -
dos, multiplicados e divididos porque a escala tem
iguais.

5L. J& que se pode realizar uma grande variedade de opera-
¢Bes aritméticas com escals de , elas 8o mais
Gteis do que as escalas de e .

52. Comparadas as escals ordinais, as escalas de intervalo
g20 escalas de medida (mais/mencs) refinada.

53.Para a maioria dos testes elaborados pelos professores,
o8 intervalos entre os escores brutos ndo o s

54, Nos testes educaciona

is e psicoldgicos rigorosamente
elaborados os sera

=5
erdo sempre ilguais.

55. Assim,para testes padronizados,os escores sio frequen-
temente tratados como se estivessem numa escala de medida

6. S3o exemplos disso., a classificagdo por grupo € os re-—
sultados de QI.A maioria das pesquisas realiza muitas ope-—
racBes aritmédticas com tais escores,tratando-se, portanto,
como se (estivessem/nio estivessem) numa escala
intervalar.

57. 0 gquarto e mais refinado tipo de medida € a escala de
razio.Esta escala possul o gue se chama ponto zero absolu-
to, que € o ponto no gual (ha/ndo ha) escore.

58. HA escalas de razfo nas ciéncias fisicas porgue as va—
ridaveis tais como altura, peso e tempo tem um ponto
absoluto.

9. Ja que a variavel ‘“peso” tem um ponto zmero absoluto

__ (&/n3o é) correto concluir gue um indivi duo pesando 80
quilos ¢ duas vezes mais pesado do que um outro que pese

45 quilos.

B0, Considerar gue um individuo que tem QI 100 seja duas
vezes mais inteligente do gque um individuo de QI 50 &
(certo/errado).

B81. Considerar que um QI de 100 indigque o dobro de inteli-
géncia de um QI de 50 seria considerar incorretamente que
a variavel "intelig®ncia"” tem o ponto absoluto.

62. Para os testes educacionais e psicoldégicos,o ponto ze-
ro € absolutamente arbitririo:assim,tals testes nio ofere-—
cem resultados numa escala s

63.JA que nio € possivel estabelecer um ponto zero absolu-
to na medida de variiavels na cigncia do comportamento, es-
calas nio existem nesta area.
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IT- CARACTERISTICAS DE TENDENCIA CENTRAL E DE VARIABILIDADE

1. CARACTERISTICAS DE TENDENCIA CENTRAL

As medidas de posigdo ou tendéncia central s3o

aquelas que tendem a se localizar em um valor central dentro

de um conjunto de dados.
1.1 MEDIAS

1.1.1. MEDIA ARITMETICA
NotagZio: p (m&dia populacional)
X (média amostral)

N
L x
go= i (dados n3ao agrupados)
N N
™
po= - (dados agrupados) onde N =
= N

OBSERVACAQ: No caso de média amostral, o denominador
tamanho n da amostra.

EXEMPLO :
a) QI de 12 individuos : 93 94 95 97 98 98
101 101 104 105 108

12

T =X X = 1194 = o = 1194/12 = 99,5

13
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b) Organizando os dados numa distribuigZo de frequéncia,
obtemos:

Tabela 1: QI de 12 individuos

QI £ . .
1 T L L

90 |— 94 1

94 |— 98 3

98 |— 102 5

102 |— 106 2

106 |— 110 1

z 12

g = 1196/12 = 99,7

OBSERVAGCAO: Se em lugar de f consideramos "pesos", temos
L
uma média aritmética ponderada, como também & chamada a

média para dados agrupados.

EXEMPLO : Produto Pregos Quantidade
A 100 30
B 110 72
C 120 85
D 150 o3

100.30+110.72+120.85+150.53 29070

H = 30 + 72 + B5 + 53 = "eg0 - daksdA

Erro relativo maximo cometido no célculo da média para dados

agrupados em distribuigio de frequéncia

h
£ mg e
onde h = amplitude do intervalo
4 = mé&dia da distribuigdao de frequéncia

No exemplo 1: a

2 x 99,7 - 4

& & 2 0.0205 . ISEG 8,

um erro maximo de 2,05 % para mais ou para menos.
PROPRIEDADES:
Pl1: A soma algébrica da diferenga entre cada valor observado

e a m&dia aritmética € nula, isto &, a soma dos desvios em

torno da média € zero:

12



Demonstragfo:

™Mz
%
|
g
il
1{?12
x
|
™
™
1]

N g - Npg=0

™Mz
¥
|
et
e
n

0OBS: Se os dados estiverem agrupados numa distribuig3do de
frequéncia :

P2: A média de uma constante € a prépria constante.

P3: A média do produto de uma constante por uma variavel &

igual ao produto da constante pela média da variavel.

P4: A média da soma de uma constante com uma variavel € igual

a soma da constante com a média da variavel.

PS: A soma dos quadrados dos desvios da média aritmética &
minima em relag3o a soma dos quadrados dos desvios
relativamente a qgualquer outro valor distinto da meédia
aritmética, isto é&:

N 2 N
}:(xt—,u)—"-o < Li{x, —a) =0, p¥a
i=4

Demonstragdo:

N z N & N .
= E(x —-pg) = F % —2upx +Np =
i=1 i=4 i=1
R 2 2 i 2 2
= T %, — 2 Npg +Npy =2 S= 5 x. - Ny
i1=1 1=1
N 2 N 5
R= T (x —a) = T %X, —2aNug+Na
1=1 % = *
Fazendo R -8 temos:

13



R-8= Na>-2aNp+Npi=N(a?-2ap+p®) =

2

Como N e (a - g]z sdo positivos,
Hla—=-2i"5>20 =2 R~85%0 = HS:
P6: A média aritmética de um conjunto constituido por Kk

séries € igual ao guociente da soma dos produtos das médias
parciais pelos respectivos numeros de ocorréncias sobre o
numero total de componentes das séries ( média das médias ou
média composta )

Demonstrag3do:

L X, LY, Lz
HS TN H2= "N e BT TR
1 2 X
* BHS N LY= KN, e & 2T N,
k
+ L, LT R T
E H" EYL E zi. E“LNL
R LT k
N

EXEMPLO : Certa Agremiagdo Esportiva possui equipes de vé-—
lei,basquete e futebol. 0 ndmero de componentes das mesmas e
as médias de alturas s3o:
Vélei: 18 atletas - estatura média = 1,72 m
Basquete: 14 atletas - estatura média = 1,80 m
Futebo: 35 atletas - estatura média = 1,70 m.

Qual & a altura média daos atletas da

Agremiag3io 7

1,72%x18 + 1,80x14 + 1,70x35

Be = 18 + 14 + 35 ® 1,780 m
VANTAGENS:
13 E a medida de tendéncia central mais conhecida e

empregada.
2 E facilmente calculavel.
2 Pode ser tratada algebricamente (propriedades).

4) Serve para comparar conjuntos semelhantes.

14



sy E particularmnente indicada para séries que possuem
valores em progressfo aritmética ou simétricos em relagdo a
um valor médio e maximo.

o Depende de todos os valores da série.

7> Sera representativa quanto maior o numero de termos.

DESVANTAGENS:
1> N3o representa bem os conjuntos que revelam tendéncias
extremas. Por exemplo: @ X: n° de acidentes semanais

X=(2,4,8,3,2,403) p=9

(b Salarios: : 1 10 100

Xz

I
o]
N

f 50 2 1

E grandemente influenciada pelos valores extremos da
série, razido porgue as vezes pode n3o ser tipica.

Seu emprego € desaconselhavel para distribuig®es do tipo:

2 N3o €& necessariamente elemento que faga parte do
conjunto, para bem representa-lo, embora pertenga
obrigatoriamente ao intervalo entre & maior e a menor
observagio.

a» NZo pode ser calculada para distribuigBes com limites

indeterminados (indefinidos).

EXEMPLO: Idades de individuos submetidos a um teste

Idades i
menos de 33 1
33 |— 35 21
39 |J— 37 52
3F | 39 186
39 J— 4l 38
mais de 41 2
Total 300
Desprezando as classes com limites indeterminados,

podemos calcular u.

15



1.1.2. MEDIA GECMETRICA (0OU MEDIA LOGARITMICAD

Notagzo: Mg (popul.) Xx (am.)
g

Por logaritmo:

N
1 = tgslog T
log Mg = —Kr'ifilog % = Mg = antilog N
EXEMPLO: o log %,
120 2,07918
115 2,06070
120 2,07218
130 2,11394
120 2,07918
115 2,06070
z 12,47288
1
log Mg i 12,47288 = 2,07881 = Mg = antilog 2,07881 = 119,9

A média geométrica € o termo central de uma Progressio

Geométrica. EXEMPLO: s 3: &: 12 24: 48

MEDIA GEOMETRICA PONDERADA : quando =)
calculada para um conjunto de dados dispostos numa

distribuig3o de frequéncia.

EXEMPLO: & : - -
- \/115 %120 %130 = 119,9

PROPRIEDADES:
Pl: 0O produto dos quocientes de cada valor de um conjunto de

numeros pela média geométrica do conjunto € igual a 1.



»”

.

.

4
I

=

EXEMPLDO: Os valores da variavel X s3o 10, 60 e 360 ent3o:

M=V10x60x360=60 e £x€£R360:216000_1
g 60 60 60 216000

P2: Séries que apresentam o mesmo numero de elementos com a

mesma soma total tem a mesma média aritmetica, enquanto
séries que apresentam o mesmo numero de elementos com o
mesmo produto tem a mesma média geométrica.

EXEMPLO: Comprove esta propriedade tomando X=(B;12,5} e
Y={2;20;12}.

P3: A média geométrica € menor ou igual a média aritmética.
M. & ¥

OBS: Esta propriedade sempre se verifica quando os valores
da série forem positivos e nem todos iguais. Se entre eles
houver um ou mais zeros, a média geométrica sera nula.

A igualdade s ocorrera quando todos os valores da
série forem iguais.
Demonstragio:Consideremos uma série com apenas dois
valores:

2

(x - x)°>0 X, % >0
1 2z =

Desenvolvendo o primeiro membro:

z 2
¥, ® ¥ =2 @x m. >0
1 2 1 Tz —

Somando e subtraindo a quantidade 2 X %, a0 primeiro membro

7



da desigualdade, teremos:

xz -+ xz + 2% X — 2 % % = 2w . R > D
;3 z 1 Tz N 1 2 -
au (% + x )2 - 4 ® ¥ > 0 e (% + ¥ }z > 4 x x
1 2 i gl = 1 2 = 3. 2
Dai tiramos
(% + X )z * + X *
2 ou 1 2
4q 2 xl xz 2 z xi ><2
Extraindo a raiz quadrada:
b + X
1 2
+ i - ¥
> 2N X X, ,isto & Mo Mg

P4: Quanto maior a diferenga entre o0s valores originais
maior serad a diferenga entre as médias aritmética e
geométrica.

EXEMPLO: Consideremos os seguintes conjuntos de nuameros:

X = ¢ 2 2} Y = { 14, 16} Z = (8,123 W = {2, 50}

H = s py = 15 pz = 10 K, = 26

M =2 M = 14,97 M = 9,80 M = 10

g, 9 9, g,
APLICACDES:

I- Média de relagfes.

Consideremos os dados a seguir:

Empresa Capital pivida Relag3o Relagio
liguide capitalsdivida dividarscapital
A 2 500 1 000 Py 0,4
B 1 000 2 000 (o J 2,0
3 500 3 000

Calculando a média aritmética das duas relagBes, teremos:

Z2:9 + 0,56
Relagdo capital/divida : p,o® g = 1,5
0,4 + 2,0
Relag3o divida/capital: i, ® T 152
2

Como essas relagdes s3io o inverso uma da ou-
tra, € um contra-senso que o produto de suas médias n3o seja
igual a 1, pois: (1,5 » 1,2) > 1. Entretanto esse aparente

absurdo ocorre do fato de n3Zo havermos atribuido as relagdes
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seus pesos corretos antes de calcularmos a média. Terfiamos o

seguinte resultado, se os pesos houvessem sido considerados:

(2,5 x 1000) + (0,5 x 2000)

1000 + 2000 = kbt

0 numerador dessa expressio corresponde ao
capital liquido total (3500), enquanto que o denominador &
igual a divida total (3000). 0O resultado 11,1667 deve ser
interpretado como a relagdo média entre capital e divida,
entre as duas empresas consideradas.

Analogamente, determinamos a media das

relag@es da divida versus capital liquido:

(0,4 x 2500) + 2,0 x 1000)
2500 + 1000

0,8571

ou, com o emprego dos totais: 3000
3500

0,8571

Multiplicando as duas médias, obtemos:

1,1667 x 0,8572 = 1

Conforme se pode verificar, os pesos
atribuidos as relag@es niFo foram iguais. Caso se deseje que
isso ocorra, pode-se recorrer a média geométrica. Assim:

Relagfio capital/divida: M =\/2,5x0,5 =1,1180

Iy

Relagao divida/capital: Mg = \/ 0,4 x 2,0 = 0,8944
2

0 produto dessas médias € 1.

A escolha entre as médias dependera, nesse e
em outros casos, do fim que se perseque. Se, para uma
determinada empresa, se deseja estabelecer uma relag3o do
tipo capital/divida que seja independente da divida ou do
capital das diferentes empresas envolvidas, ¢ recomendavel o
uso da média geométrica. Se o que se deseja ¢ a relag3o
capital liguido/divida de um certo numero de empresas, apds
a consolidag¢Zio, a cifra correta sera obtida através da média

aritmética, ou achando a relag@o dos totais.

II- Médias em distribuigBes assimétricas.

Uma distribuig¢Ho de frequéncia pode
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ser inclinada a direita (assimétrica). Se usarmos os

logaritmos dos valores da variavel, com um intervalo
de classe constante para os logaritmos, a curva se
transformard em simétrica. Neste caso, a média geométrica

revela-se mails apropriada que a aritmética.

III- Média de taxas de variag3o.

Em certas ocasides, a média geométrica &
utilizada para determinar taxas médias. Suponhamos que um
individuo tenha investido um capital de Cr$%$ 500 em 1983.
Apds um ano de aplicagdo, essa importaAncia passou para
Cre 650. Reaplicando essa tltima quantia, ao final de mais
um ano seu montante passou para Cr$ 910. A taxa média de
aumento de capital sera obtida mediante o©o calculo de uma
média geométrica.

Calculemos, inicialmente, as taxas de aumento

de capital, periodo a periodo:

Periodo Taxa
1983-1984 G650
= 1,3
500
1984-1985 210
= 1,4
650
Taxa média:
V 1,3 % 1,4 = 41,3491

A taxa média de aumento do capital investido

no periodo de dois anos foi de 34,%91%.
IV- Estimativa do crescimento demografico.

V= CAlculo do indice do custo de vida.
Tem ampla aplicag3do na Estatistica Econdédmica e Demografia
em virtude de possibilitar calculo de médias de razdes ou

coeficientes de aumento ou diminuigdo.

1.1.3. MEDIA HARMSNICA

NotagZo: Mh (popul.) %X (am.)
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Definicio: E o reciproco da média aritmética dos

reciprocos dos termos.

A origem da denominag3o de média harmdnica &

musical. Esse € o termo central da sucessao b, &, 3 onde
6:4:3 € a sequéncia segundo a qgual deve estar o
comprimento da corda musical para se obter uma nota, a

guinta e a oitava. De fato:

1 3
= —] 4q
1 1 1 1 ]
= (= + = + =) -
3 G 4 3 12
13 - J—
sendo gue e 4,33 e Mg =V 72 = 4,16

PROPRIEDADE: A média harmdnica € menor ou igual a média
geométrica para valores da variavel diferentes de zero.

Mh < Mg < i
0BS: QGuando os valores n3o forem muito diferentes,

verifica-se aproximadamente a seguinte relag3o:

_ =y
o 2
EXEMPLO:

Valores M Mg Mh
X=¢(2,4,6,8,10} 4 5,21 4,38
Y={10,10,103} 10 10 10
7=(10,1310,1;10,2;

10,4;10,53 10,26 10,2587 10,2574
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MEDIA HARMSNICA PONDERADA:

m
=4 . N
Mh= ™ i = fi.
L 3t I3
L=1 L 1L=1 L
APLICAGTES:
I- Séries continuas de numeros reciprocos, tais como:

c&lculo do custo médio de artigos adquiridos com uma de-—
terminada quantia e cAlculo das médias de velocidades refe-

ridas a uma dada distancia.

EXEMPLOS :
(a) Uma pessoa adquiriu quatro camisas ao prego unitario
de Cr% 30 000 e duas camisas a Cr$ 50 000 cada uma.
Qual o pre¢o médio paga por camisa 7?7
(1)

1

M = 120000(1/30000) + 100000(1/50000) - ¢ €79

120000 + 100000

pois a pessoa gastou 120000 em camisas de 30000 e 100000 em

camisas de 50000. Nesse caso, 0s valores da variaAvel s3o os
pre¢gos por camisa e seus pesos as quantidades gastas em

camisas.

2
(4 » 30000) + (2 x S5S0000)

M= g = 3& &70

Os valores da variavel s3o o0s pregos por
camisa e 0s pesos sao o numero de camisas compradas.

0 principio dos dois métodos & simples.
Estamos calculando média de taxas, ou seja, cruzeiros por
camisa. 0 numerador de ambas as expressdes representa a
quantia total gasta com camisas (220000), enguanto o
denominador € igual ao ndmero de camisas adquiridas. Quando
s3o empregados os pesos do denominador, aplica-se a média
aritmética (pesos 4 e 2); guando se empregam o0s pesos do

numerador, usa-se a média harmédnica (120000 e 100000).

{(b) Um automével parte do Rio de Janeiro com destino na

S3Zo Paulo desenvolvendo uma velocidade média de 70 km/h,
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voltando no dia seguinte ao ponto de partida com uma
velocidade média de 90 km/h. Qual sera a velocidade média
considerando a viagem completa (ida e volta) ?

A média n3o ¢ 80 km/h e sim:

2

W = 78,75 km/h
h § . %
TO =

o

pois, suponhamos que entre Rio e S3o Paulo a distancia seja
de 450 km (o que n3o influira no raciocinio). Sabemos que a
média € a relagfo entre a distancia total percorrida e o
tempo total gasto para percorré—-la. 0 carro andou
2 x 450km = 200 km. Se o carro na ida desenvolveu 70 km/h,
ele levou (450 km)/ (70 km/h) para chegar a S.P. e na volta
(450 km)/ (90 km/h). Assim:

distincia total 2 x 450
velacidage medid = = e Eotal = 450 450 ‘Hy7okmin
70 © T90

II- Brande valia guando os dados apresentam uma relag3o de
reciprocidade.
EXEMPLO: Suponhamos gque um cidaddao tenha contratado o
servigco de dois operarios para construir uma parede em sua
residéncia e que essa tarefa implique na colocag3do de 200
tijolos. Sabendo que o operario A coloca 400 tijolos em 8 h
de trabalho e B coloca 500 em & h, quanto tempo sera dispen-
dido pelos dois operarios para assentarem os 900 tijnolos 7
A produtividade dos operarios ¢é diferente, razao
porque, se usarmos u estaremos nivelando as capacidades
individuais.
Temos: B8 horas = B x 60 = 480 min
A = 480 : 400 = 1,2 min por tijolo
& h 2 6 x 60 = 360 min
B = 360 : 500 = 0,72 min por tijolo

M = = 0,9 min por tijolo
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900 x 0,9 = B10 min (ao todo}
Cada operario gastara: 810 : 2 = 405 min = & h 45 min ,
sendo que A colocara 4050 : 1,2 = 337,35 tijolos e

B colocara 405 : 0,72 = 562,95 tijolos.

YVANTAGEM: Pouco influenciada por valores extremos.

1.1.4. MEDIA DE POTENCIA E MEDIA QUADRATICA
Notag3o: Mp (pop.) i; (am.)

Férmula geral:

P N
P —
M = N . onde X, ¢ positivo
£ N i = 4,000 N
p 1
'
p =1 = H = z xL = 2 xt
N N
= -1 M = N / x ' = -
P = = h zl. E‘{-
N AN
1
& / 2 g ;
p = 2 = Mq = \V/ b X =»> média quadratica
N

2
para dadeos agrupados : T \v// > x?
(média quadratica ponderada) 2 ———;——L

3
p =3 = M = \V// T x? = média cubica
<

N

R -
wom B b M= AR + média biguadratica
L

LY
N

PROPRIEDADES DA MEDIA QUADRATICA:

Pi: A média guadratica de uma constante & igual &

constante.
P2: Multiplicando ou dividindo todos os valores de um

conjunto de numeros por uma constante , a média qguadratica
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fica multiplicada ou dividida por essa constante.
P3: Sempre que os valores de X forem positivos €& valida a

relagao:

X < M < M < op <M< X

min h g = = q - max
A igualdade s& se verifica quando os valores da

variavel forem iguais.

APLICACTES: A média quadratica tem aplicagfo na Fisica e &
largamente utilizada em Estatistica, principalmente quando
se pretende calcular a média de desvios (x - u), em vez de a
média dos valores originais. Neste caso, a média quadratica
& denominada desvio padr3o, gue € uma importante medida de

dispersd3o a ser estudada mais adiante.

1.2. SEPARATRIZES.

As separatrizes s3oc valores de posigZo gque
dividem o conjunto em partes iguais.

Para o calculo das separatrizes & necessario,
primeiramente, dispor o0s dados em ordem crescente ou

decrescente.

1.2.1. MEDIANA.
Notagdo: Me
E o valor central.

EXEMPLOS : a) QI de 5 individuos: 93 94 @7 102 102
A Mediana & 97 pois existem a esquerda do mesmo
tantos valores quanto a direita. A mediana ocupa, neste

o e , .
caso, o0 3— lugar, sendo sua posig3do indicada por:

N + 1
P = s s onde N & i{mpar.
b) QI de 12 individuos : 23 94 95 97 98 98 100 101
101 104 105 108

Quando N & par, a mediana ¢ dada por:
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XP + XP ) N
+
onde P = ——
MB = > 2
isto €,a mediana € a média aritmética dos valores centrais.
Entao: 12 Xo + X7 f8 + 100
P="% =5 = W= Z = 2 =79

Em se tratando de dados agrupados, calcula—-se
as frequéncias acumuladas & fim de localizar a posigdo da
mediana obtida por N/Z, independente de N ser par ou impar,
pois quando trabalhamos com um grande numero de dados, a

inclus3do de 1 pouco modifica o resul tado.

EXEMPLO:
Tabela 2: Estatura de 50 Alunos
Escola Exitus - P.A. - 1992
cm T E.
1 1
160 |— 144 & &
164 |— 148 8 14
168 |— 172 9 23
172 11— 176 17 40
176 }— 180 & 44
180 |— 184 2 48
184 |— 188 2 50
Total 20

A posigZo N/2 = B0/2 = 25. Verifica—se entSo
gue MG localiza-se na 4° classe e sera igual ao limite
inferior 172 acrescida de uma certa guantidade A . Assim:

MB = 172 + A, pois 172 < MQ < 176. Ora, atée a 32
classe, temos 23 ocorréncias e até a 4= . 403 como a mediana
est4a no 252 lugar podemos considerar 25 — 23 = 2 casos na
4% classe. Admite—se gue os dados se distribuem
uniformemente no intervalo de classe e como na 4= classe

temos 17 casos, devemos calcular o intervalo correspondente

a 2 casos:

17 4 2 x 4
7] = - =
2 A = A 17 0,47
M = 172 + 0,47 = 172,47 cm
=
Podemos estabelecer a férmula através do
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raciocinio:

12) Ma situa-se entre os limites inferior e superior da
classe que a contém;

22) N/2 situa-se entre as F_l anterior a4 classe da mediana e

a classe que contém a medianas

Assim:
1 < ] < 1
1 e =
F { N/2 £ F
ant L
M -1 N2 = F M =1 N/2 - F
e i ant e 1 antl
— # L —
1 =~ 1 F. = F h f
s 1 L ant L
4P e —
M —1,=h[N/“ Fan!.]z:u M = 1, #* h[N"2 Fant]
a L L] L
£ . G
1 L
onde 1 = limite inferior da classe mediana

f = frequéncia absoluta simples da classe mediana
L

DETERMINACZ0O GRAFICA DA MEDIANA:

A mediana pode ser facilmente encontrada a
partir da ogiva. A mediana € a abcissa do ponto P da ogiva
cuja ordenada € o elemento mediano, no caso de frequ#éncias

absolutas e 50%, no caso de frequéncias relativas.

VANTAGENS E DESVANTAGENS:

13 NZo depende de todos os valores da série, podendo ate
mesmo NnAo se alterar com a modificagZo de alguns deles.

2> NEo & influenciada pelos valores extremos.

3 Pode ser calculada para distribui¢Ses com limites
indeterminados, na maioria dos casos.

4 E elemento que faz parte do conjunto para N impar e dados

nZo agrupados.

APLICACJES: E indicada principalmente para distribuig¢gdes

assimétricas.
Tem ampla aplicag3io em questdes educacionais.

Utilizada para variAveis medidas em escala

ordinal.
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1.2.2. QUARTIS

Os quartis dividem os conjuntos ordenados em 4
partes iguais: 25% dos valores s3o inferiores ao
12 Quartil (A1) 50% ae 22 Quartil (02 = Me); 757% inferiores
ao 32 Quartil (Q3).

N + 1
Posig3o do Q1 —_E__
2(N + 1) N + 1
Posig3do do Q2 : a = >
SCN + 19
Posigdo do Q3 1

Exempla: I, 3 Dy By By Py A2e 185, 47, 19; 21, 25, 28; 29,
31, 35, 36, 40, 41

19 + 1
Posig3o do Q1 = —_% = 52 lugar = g1 = 8
3(19+1)
PosigZio do Q3 = B 15= lugar = Qa3 = 31

Em se tratando de um numero par de valores, a
mediana e ©0s qguartis ficardo situados entre valores,

podendo-se ent3o usar a fdrmula:

M= 1+ ( Li - li)a onde o ¢ a parte fracionaria
e T

resultante da divisZo (N+1)/72

Q1 = 1i+ ( LL - ltJa onde a & a parte fracionaria

resultante da divis3do (N+1)/4.

EXEMPLO: 3 , 7 , 8 , 10 , 12 , 15

o

Pm = (N+1)/2 = 3,5~ - M9 = (B+10)/2 = 9 ou
- M =8 + (10-8).0,5 = 9
L=
Poy = (N+1)/4 = (6+1)/4 = 1,752 = Q1 = 3 + (7-3).0,75= &
Os quartis para dados agrupados s3io obtidos
pela férmula da mediana, bastando substituir N/2  por N/4
ou 3N/4.
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pela f4rmula da mediana, bastando substituir N/2 por N,/74

ou J3N/4.
EXEMPLO: Considere a Tabela 2.

0 =14 h|NM-F| =164+ 4 [ 12,5 - 6 1_ 167,25
1 1
- fi_ . 8 A
@ =1 4 h VW27 Eal = 179 4 4 [ 87.5 - 23 1_ 475 41
" t L £ i 17 g

1.2.3. DECIS.

Dividem os conjuntos ordenados de 10 em 10.

Para dados agrupados sio obtidos também pela féSrmula
da mediana, substituindo N/2 por N/10, 2ZN/10, etc.

EXEMPLO: Tomando novamente a Tabela 2:

D =1 % h [ N/10 - Fam] = 160 + 4 [ 5-0 ]: 163,33
i 8
£, 6
P =0 <% K [ZN/lo B FQM] = 164 + 4 [ 10 - 6 ]: 166
2 1 f “—""-—""—“"""8

L

o] i
que 8230 oeg 1- e 22 decis, respectivamente.

i1.2.4. PERCENTIS.

Dividem os conjuntos ordenados de 100 em 100.

Tamb&m se utiliza a formula da mediana para dados
agrupados, com a respectiva adaptagfo: substitui-se N/2 por
N/100, 2N/100, 3N/100, etc.

DETERMINACAO GRAFICA DAS SEPARATRIZES:

As separatrizes podem ser obtidas a partir da

ogiva analogamente 2 mediana. T
*l"/‘
- >
{ 14
Qi M @
e 14
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1.3 DOMINANTES.
SZo0 os valores calculados em um conjunto em

fung3do das respectivas frequéncias.

1.3.1. MODA.
Notag@o: MD

0 dado que aparece o maior numero de vezes,
tendo, portanto, a maior freguéncia, & a Moda, também
chamada de Norma, Valor Dominante ou Valor Tipico.

Um conjunto com duas modas & chamado bimodal
e com mais de duas modas , polimodal.

Um conjunto sem moda & chamado antimodal. Por

exemplo, séries em forma de U.

EXEMPLO : 3, 5, 8, 9, 11 n¥o tem moda
3, 5, 8, 8, 9, 11 M =8
3, s, 8, 8, 9, 9, 11 M =B8Be 9

(=]

Para dados agrupados, podemos calcular:
12) Moda bruta.
E o ponto médio da classe de maior frequéncia.

EXEMPLO: A moda bruta da Tabela 2 & 174 cm.

22) Moda pelo processo de Czuber
A férmula de Czuber € calculada em fung3o da
classe modal e das frequéncias a ela adjacentes.

A

—_| s P——

ET

M =1 + A

o L

Os triangulos AOB e COD s3Zo semelhantes, logo:

AB OE
COD ~ OF g
AB = f - f ; CD = f - ;5 DE = A ; OF = h - A.
i ant i post
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Temos entZo:

f - f
L ant A
f, - " h - A
i post
Gf, = o ) (h = A) = A (f - 7T
1 ant L post
fh = £ A =& f t F A= AT = f
1 1 ant anl i post
B o, = of ) = A (2 - f - )
L ant % post ant
f. - f .
é — h L an
2 f - - *
L post arrt
T, = F g
— L ann
Mo = 1,L + h
2ok, = | + f )
L post ant
onde 1_1 = limite inferior da classe modal;
h = amplitude do intervalo;
f., = frequéncia da classe modal;
L
famé frequéncia da classe antecedente a classe
modal ;
fpom = frequéncia da classe posterior a classe modal.

EXEMPLO: Relativamente aos dados da TAbela 2:

= 173,68 cm.

M = 172 + 4 [ &7 = 9 ]
34

- (9+6)

3%) Moda pelo processo de King

1

Os triangulos AOB e COD s3o semelhantes, logo:



A0 CO
AB = f A0 = A Ch = ¢
post anl
- L
os an
4 _ > (h=-A)=1F A
A _h—A postL ant
= A f ol O | =5
post antl post
h = A ( f ¥ >
post ant post
post
A = B P 7
ant post
f
post
M = 1 +h
] i f +
ant post
&
EXEMPLO: Na Tabela 2: M = 172 + § —— = 173,6
o - -

42) Moda pelo processo de Pearson
Karl Pearson estabeleceu a férmula:
H s 2 b g e = o =S M - 2upu

que fornece bons resultados se a curva n3o for muito

assimétrica.

APLICAGAO: Uma fabrica ocupa mensalmente 72 operarios de
janeiro a outubro, mas nos ultimos meses, tendo em vista o

mercado favoravel, contrata mais operarios, empregando 102

em novembro e 150 em dezembro. Neste caso,
10 . 72 + 150 + 102
H = 12 = 81. Ora, em nenhum mes a fabrica

empregou 81 operarios; o valor 72 & mais representativo,
pois na verdade, a fabrica trabalhou mensalmente com 72
operarios e sé ocasionalmente precisou aumentar seu nuamero,
o suficiente para influenciar a média. Nesse caso, a moda &

muito mais representativa.
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VANTAGENS E DESVANTAGENS:

1> N3o depende de todos os valores da série, nem de sua
ordenagd@o (rol), podendo até ndo se modificar se alterar
algum valor.

2y Ndo & influenciada por valores extremos da série.

3 Sempre & representada por um elemento do conjunto de
dados, exceto o caso de distribuigZo de frequéncia por
classe, quando trabalhamos com subconjuntos (dados
agrupados) e n3ao com cada elemento isoladamente.

4> Pode ser calculada para distribui¢Bes com limites
indeterminados, na maioria dos casos.

5 NEo & Unica e pode n3o existir para certos conjuntos.

RELACAO ENTRE MEDIA, MEDIANA E MODA.

FPara dados agrupados em distribuig3o de
frequéncia, as diferengas entre u , Mee Mo s3ao indicadores
da forma da curva em termos de assimetria.

Para uma distribuigio unimodal simétrica:

=M =M
K -] (=]
Para uma curva positivamente assimétrica:
M M = T
L= a H .
Para uma curva negativamente assimétrica:
=]

<M <M ‘

1.3.2. ANTIMODA.
0 valor gque ocorre com a menor frequéncia & a

antimoda.

1.3.3. VALOR PREVALENTE.
Efetuando-se o produto dos dados pelas
respectivas frequéncias, chamamos de valor prevalente ou

valor dominante ao maior desses produtos.
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1.4.EXERCICIOS.

1. Aplicou—-se um teste de raciocinio abstrato a dois grupos
de 35 e 38 alunos, respectivamente, sendo a média aritmetica
do primeiro grupo 11,8 e a do segundo grupo 12,7. Qual & a

média aritmética dos dois grupos considerados conjuntamente?

2. Uma partida de carne destinada a merenda escolar de certa
regifo administrativa foil pesada 10 vezes, obtendo-se os
resultados,em toneladas:1325,29 1325,28 1325,30 1325,30
1325,28 1325,29 1325,27 1325429 1325,29 1325,31.

Qual & o peso médio que mais se aproxima do real? Justifique

3. Tendo-se aplicado a um grupo de alunos doilis testes de
Aptidio Verbal, verificou-se média 5 no 12 teste e 6 no 2°2.
Ser4 possivel, sem se conhecer o nuamero de alunos, calcular
a média dos dois testes ? E, se considerarmos que o grupo &

formado por 100 alunos ?

4. Calcular o tempo médio, sabendo que vaArios capitais

empregados a mesma taxa rendem o mesmo Jjuro durante os

tempos:
Tempo (meses) No.de capitais
1 J—/— =B 10
& = B 22
5 |=— 7 30
7 = R 28
g == 14 10

5, Dois candidatos submeteram—se a um concurso obtendo os

seguinte resultados:

Matéria Peso Candidato A Candidato B
Contabilidade 2 7,0 6,5
Matematica 2 8,0 6,0
Por tugues 1 95,0 7,0
Datilografia 1 6,0 7,0
Legislag3o 2 5,0 6,0

Classificar os candidatos caso o critério seja:
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a) M b) Mh &) Mg d) Mq
6. 0O professor de Educagio Fisica procedeu a um levantamento
a respeito das estaturas de seus alunos, verificando que,
das 22 medigfes efetuadas, as alturas situaram-se entre 148
cm e 182 cm, acusando média aritmética igual a 164 cm.
FPosteriormente, ele constatou que a fita métrica wutilizada
apresentava 3 cm a meﬁos. Em vista da retificagdo que devera
ser feita, pergunta-se:
a) sera necessario medir novamente todos os alunos ?
b) quais os novos limites superior e inferior das alturas ?

c) qual a nova média ?

7. A soma dos pesos dos componentes de uma equipe de vdélei £
648 kg. A relagdo entre o numero de componentes e a média
aritmética ¢ 1/8. Determinar o ndmero de componentes do

grupo e a média dos pesos.

8. Fol calculada a média aritmética dos QI de 8 individuos,
encontrando-se 78 pontos. Sabendo que os resultados foram 85
68 92 64 BO 76 86 73, verifique se a média estid corre-

ta, sem calcula-la pela fédrmula.

9. Em certa fAbrica de laticinios, a maquina de empacoter
leite estéd apresentado defeito, para mais, na ordem de 5 %
em cada litro. Em média sZo vendidos cerca de 54o0 litros de
leite diariamente. Determinar o prejuizo, em litros diarios,
que a empresa sofre e a média didria que a mesma deveria

vender.

10. Os escores a seguir referem—se aos resultados de sujei-—
tos de um Grupo Experimental (GE) e de um Grupo de Controle
(GC) num teste de raciocinio 1légico. 0O GE foi submetido a um

nivel de grande ruido e o GC a um nivel de ruido minimo.
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GE (x.) f GC (y. ) f
i i

P
=

5 1 9 2
&6 1 10 2
7 1 11 3
8 2 1z 5
9 3 13 4
10 4 14 3
11 2 15 1
1z 3

13 2

14 1

Calcule a mediana e os quartis de cada grupo e interprete.

11. Uma corporagZ@o foi dividida, segundo a altura de seus
membros, em quatro grupos de igual nimero de elementos, para
a realizagdo de exercicios fisicos. Quais as alturas limites

para cada grupo 7

Altura (cm) N— de individuos
80 +— 155 4
155 |— 160 16
160 |— 165 20
165 |— 170 33
170 |— 175 b
175 |— 180 15
180 |— 1835 b}

12. Para uma amostra de 15 clientes de um pequeno mercado
foram observados os seguintes montantes de vendas, em ordem
crescente: 10 10 25 25 25 35 40 53 90 125 135 245
271 309 410 (u.m.).

a) Determinar:a.l) média aritmética a.2) mediana a.3)moda
b) Como voce descreveria esses dados do ponto de vista de

assimetria 7?2

c) Se lhe pedissem uma descrig3o dos dados gue envolvesse a
informagdo da quantidade "tipica" de compra por cliente,

gual & medida de tendéncia central gue voce usaria ?

13. Comentar a forma da distribuigio das taxas de aluguel de
apartamentos, a partir dos calculos e interpretagdes de:
a) média aritmética; b) modaj;c) medianaj; d) 12 e 32 quartis;

e) 12 e 22 decis.
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Aluguéis mensais de apartamentos
Bairroc Floresta - P.A. - 1990

mil cruzeiros No.de apartamentos
150 |— 180 3
i80 |— 210 8
210 |— 2490 10
240 |— 270 13
270 |— 300 33
300 |— 330 40
330 [— 340 35
360 |— 390 30
39Q |— 420 16
420 |— 450 1z

Fonte: Imobiliaria MOREBEM

14. Aplicado um teste de momdéria a dois grupos A e B de 128
individuos cada um, de mesma faixa etaria, calculou-se:

A: p = 54,8 01 = 44,4 Gz = 54,6 Gg = 63,6

B: p = 53,2 Gi = 42,6 Gz = 54,6 Qa = 62,2

a) Faga um esquema gragico dos grupos.

b) Pela comparagio das medidas, que conclusdes voce tiraria?

3. Idade dos alunos do Turno da Noite da Escola Til

Idade s .
L 1

18 |— 20 120 120

20 |— 22 150 270

22 || 24 180 450

28 |— 26 200 650

26 |— 28 190 840

28 |— 3¢ 160 1000

Fonte: Secretaria da Escola
Calcule e interprete: a) média aritmética; b)moda de Czuber

c) antimoda; d) valor prevalente; e) medianas; f) 22 quartil
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2. CARACTERISTICAS DE VARIABILIDADE

Uma descrigio completa dos dados exige que,
além da apresentagio através de tabelas e graficos e do
calculo de medidas de tendéncia central, tenhamos
informag@es quanto & sua variabilidade.

Suponhamos, por exemplo, que se deseja
comparar a performance de dois empregados, com base na
produgdo diaria de determinada pega:

Empregado A: 70, 71, &9, 70, 70 = BE, = 70

Empregado B: 60, 80, 70, 62, 83 = Hy 7oL

Baseados nestes udnicos resultados, diriamos

]

gue a performance de B & melhor do que a de A, Jja& que B
produz, em média, um maior numero de pegas diariamente. No
entanto, se formos um pouco mais cuidadosos, perceberemos
que a produgido de A varia apenas de 69 a 71 pegas, ao passo
que a de B varia de 60 a 83 pegas, 0 que indica qgque a
performance de A € bem mais uniforme do que a de B. U0Ocorre,
por outro lado, gque um alto grau de uniformidade ou
dispersao costuma ser considerado como uma qualidade
desejavel em um processo produtivo. Qualquer produgd@o em
série seria antiecondmica se houvesse muita variabilidade

nos materiails ou pegas fabricadas.

2.1. MEDIDAS DE DISPERSAO ABSOLUTA

Consideremos os seguintes conjuntos de dados

que ilustrardo o desenvolvimento de nosso conteddo:

-

Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3 Conjunto 4 Conjunto S5

S 4 2 ] 4

2 S5 4 2 4

5 ] 5 5 4

5 5 & 8 S

S b 8 10 6

=

&

u 5 S S

M. 5 o

[=]

Me Nn3o tem 2 nio tem ndo tem 4 e &
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Como podemos observar, os 5 conjuntos n3o
diferem entre si se considerarmos somente a média e a
mediana. Acrescentando a informagdo da moda, podemos
diferenciar alguns deles. As medidas de variabilidade ou
dispers3Zo possibilitam que fagamos distingZEo entre os
conjuntos guanto a sua homogeneidade, isto &, 0o grau de

concentragio em torno de uma medida de tendéncia central.

2.1.1. AMPLITUDE
Notag3do: H
E a diferenga entre o maior e o menor valor observado.

o= X, =X

10 H =2

E
I
O
2 o
1l
N
S
1l
o
T
I

EXEMPLO:

2.1.2. DESVIO MEDIO

Notag3io: DM

E a média aritmética dos valores absolutos dos
desvios tomados em relagido a média aritmética ou em relagdo
a mediana.

2.1.2.1. DESVIO MEDIO EM RELAC3ZO A u

N N
T ld. ) B I% - s
DM = =, (dados ndo agrupados)
B N N
™ m
thldii ElexL B Pi
Bl s (dados agrupados)
- N - N

EXEMPLO: Para os dados do Conjunto 3:

X, X, T M Ix. = wl T
2 -3 3
4 = X

8
o 0 0}
DM = =2 = 1,6
& 3 | 1 o 2

8 3 3
. 2O 0 8

Analogamente: DM1=O DM2=2/5=O,4 DM4=16/5=3,2 DM5=6/5=1,2
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EXEMPLO: Para dados em distribuig¢fo de frequéncia, temos:

Tabela 3: JIdade das criangas matriculadas na

Escola Tamborzinho - 92/1
Anos f f = -l f -
D i i i.ii. - {H'LM' t_!ii.m

g 32 5 1 5 -3,6 3,6 18
2 | 4 15 3 45 -1,6 1,6 24
41— & 20 5 100 0,4 0,4 8
6|— 8 5 7 35 2,4 2,4 12
8|— 10 5 9 45 4,4 4,4 27

S50 230 / / 84

p = 230/50 = 4,6 anos DM = 84/3530=1,68 anos

2.1.2.2. DESVIO MEDIO EM RELACAO A Me

N
5 —n_]
1 L= P
(dados nao agrupados)
DM =
M N
L=
m
L f X —-M |
1 L L=
{dados agrupados)
DM =
M N
=
EXEMPLO: Idade das criangas matriculadas na

Escola Tamborzinho — 92/1

Anos f X F x —M Ix =M |} f Ix —-M

i i i i e i_ e R S -
o |— 2 5 1 5 -3,5 3,5 17,5
2 |— 4 15 3 20 -1,5 1,5 22,5
4 |— & 20 5 40 0,5 0,5 10,0
& |— 8 S 7 45 2,5 P 12,5
8 |— 10 S 9 50 4.5 4,5 22,5
s 50 / / / / 85,0

90,2 = 29
M =4 + 2 ———— = 4,5 anos = DM =85/50= 1,7 anos
e 20 M

=
2.1.3. SOMA DE QUADRADOS
Notagao: S0
E a soma dos gquadrados dos desvios em torno de pu.

N N
s@ = ¢ d? = 3 (x:—u)z (dados n3o agrupados)
T T

m

m
5Q = f.df & WE - )%  (dados agrupados)

L
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EXEMPLO: Para os dados do Conjunto 3:

2

X R, = H G, = )
5 L L
2 =3 ? u = 25/5 = 5
4 = 1
5 0 0] L
6 1 1 SDa— 20
8 3 9
3z 25 0 20
Analogamente: SG$= ] SG2= 2 Sﬂ‘m &8 8@ _= 6
EXEMPLO: Idade das criangas matriculadas na
Escola Tamborzinhao - 92/1
2 2
Anos fL X fLiL X, TH (xL 1) fiii'_i}
Q = 2 S 1 5 =3;6 12,96 64,8
2 |— 4 15 3 45 —L,8 2,56 38,4
4 |— & 20 S 100 0,4 0,16 3,2
& |— 8 o 7 35 2,4 9,76 28,8
B [ 0 s = 435 4,4 12,36 96,8
= S0 230 / / 232,0
H = 4,6 anos s@ = 232,0 anos’

OBSERVACADO 1: A soma de guadrados € aplicada exaustivamente
na Analise de Variancia.
OBERVACAO 2: Como a SQ n3io leva em consideragio o numero de

elementos do conjunto, definimos:

2.1.4. VARIANCIA ABSOLUTA

NotagZo : o° (populagizo) s” (amostra)
X A z
" L d. bl & T (dados n3oc agrupados)
1 L
=TS < N
™m 2 ™ =
2 _ 3 fﬁii _ = ftiit“ M) (dados agrupados)
= N N
EXEMPLO: a) o] = O o) = 2/5=0,4 o= 20/5=4
o’= 68/5=13,6 0'25: 6/5=0,86

b) Para os dados da Tabela 3: o°= 232/50= 4,64 anos>
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PROPRIEDADES:
Pl Z

z Z 5 -
o =4 - M (dados n3o agrupados)
2 Z f'H? 2
o = —Kri—} = (dados agrupados)
2 z
Demonstragio: 2_ z (HL - _ L% < i :
%= N = N =
TP -2 uLDx +rou pxt vl
- L oy 1 =NL_2“NL+N =
T oxZ T xZ T
_ Ty 2 _ L_22+2= Be el

IMPORTANTE: Esta & a férmula pratica para calcular a

varilncia.

EXEMPLO: a) Para os dados do Conjunto 3:

. 2
1 M.
L
2 4 2
4 16 02 - z ! oz iﬂfv_ 52 & B
5 25 N H S -
6 36
8 64
¥ 25 145
b) Para a Tabela 3:
Anos f . X fox, f ox?
i L L. b .
o |— 2 5 1 5 5 g i
2 |— 4 15 3 45 135 2 _ e 2
4 |— & 20 5 100 500 x N H
& |— 8 5 7 35 245
8 |— 10 5 9 45 405 o m s g o
= 3
T 50 230 1299 =0

= 4,64 anos?

P2: A variancia de uma constante & zero.

P3: A variancia do produto de uma constante por uma variivel
€ igual ao produto do quadrado da constante pela varifncia

da wvariavel.
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P4: A variancia da soma ou diferenga de uma constante com

uma variivel € igual a variAncia da variavel.

PS: A varidncia da soma ou diferengca de duas variaveis

independentes ¢ igual a soma das variAncias

Erro relativo maximo cometido no cdlculo da vari&ncia para

dados agrupados em distribuig¢Zo de frequéncia

2 h p 2
€ = 2 para o — 2 B g >0
o = Z h M
onde h = amplitude de classe
p = média da distribui¢io de freqguéncia
o° = variancia da distribuigdo de frequéncia

OBSERVAGCAO 1:A variincia amostral s? & calculada pela mesma
férmula que a variincia amostral, apenas substituindo-se
N (tamanho da populagdo) por n (tamanho da amostra).

E importante salientar que s? obtido desta
maneira ndo se constitui uma boa estimativa para o 3 isto
€, se estivermos estimando a variancia populacional, devemos
utilizar uma correg¢io, pois s & um estimador viciado para

p z . . &
o . Neste caso, usamos s (variancia corrigida) que &

~~

calculada por:

n
2

s (populagX®o infinita)

-~
5
=4
N-1 n
2

TR 2 .. R
e (populagdo finita)

OBSERVAGCAO 2: CALCULO DO PONTO MEDIO DO INTERVALO ABERTO

Segundo Miller,P. — Rich Man, Poor Man— Thaomas
Y. Crowell Company,N.Y. (1971), quando o dltime intervalo
ndo for limitado, o ponto médio sera calculado por

o c = d

¥ ¥ G q onde o] b =

Ve ponto médio da dltima classe
y = limite inferior da classe aberta
a

= log do limite inferior da pendltima classe
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o
I

log do limite inferior da Ultima classe

log da soma das frequéncias das duas Ultimas classes

log da frequéncia da ultima classe.
Desta forma, podemos calcular g e oz em
distribui¢gdes de frequéncia com intervalo aberto na dGltima

classe.
2.1.5. DESVIO PADRAO

NotagZo: o (populagzo) s (amostra)

2
o = \v/ o4

0 desvio padr3o é também conhecido por
afastamento padrio ou afastamento quadratico médio.
EXEMPLO: a) o = O o= 0,63 o= 2 o, =3,68 o_=1,09
b) Para a Tabela 3: o = 2,15 anos

IMPORTANCIA PRATICA DO DESVIO PADRZXO

I> TEOREMA DE TCHEBYSHEFF.

Dado um nuamero k, maior ou igual a 1, e dado
um conjunto de N observa¢Bes de uma variavel Ki, Xz, wim Wy XN,
€& certo que pelo menos

s ) dessas observagSes

pertencerio ao intervalo de k desvios padrSes antes e k
desvios padrdes além da média dessas observagSes.
A idéia envolvida neste resultado estid no

grafico:

1

r. / pele menos 1 - -
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Um intervalo & constituido medindo-se uma
distancia k o para cada lado de u.

Assim, calculando-se a fragio (1 - 1/k2],
vemos que pelo menos aquela fragio do total N irad pertencer

ao intervalo:

k i - 1/k2

i Q

2 3/4

> 8/9

Isto &, para k = 2, observa-se gue pelo menos
4

3/4 das observag@es estario no intervaleo u -2 ¢ . E claro
que k = 0 niEo tem interesse pratico, pois ¢ incapaz de

fornecer informagdes, ja& que diz que O observages estdo no

. +
intervalo u - o .

EXEMPLOS: (1)A média e a varincia de 25 observagBes s3o 75 e
100, respectivamente. Usar o Teorema de Tchebysheff para
descrever a distribuigZ3o.
Solug3do: a) Pelo menos 3/4 das 25 observagdes pertencem ao
intervalo g =2 o=75%2x10 = [ 55; 95 ]

b) Pelo menos 8/9 das 25 observagBes pertencem ao
intervalo u L5 o = [ 45; 105 ]

Podemos enfatizar o "pelo menos" do Teorema,
por ser pessimista, quando aplicado a gqualquer distribuigZo.
Na maior parte dos casos, a fragio de observag@es contidas
neste intervalo ir4 exceder a (1 - 1/ k%).

Se tivermos uma distribuigioc Normal, teremos

+
que: H - o contém &8 7% das observagtes
¥ b Z ¢ contém 95 % das observagBes
+
H =3¢ contém praticamente todas as observag@es

(2) Realiza—se uma pesquisa a fim de avaliar o tempo
necessario para a realizagfo de certa operagidao manual numa
fabrica. Esse tempo € medido para cada uma de 40 mulheres.
A média e o desvio padr3io foram 12,8 e 1,7, respectivamente.
Descrever os dados.

SolugXo: u ~ o = [11,1 ; 14,5]
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U200 »[9,8; 16,2]
s e LT, 7 172,91

Supondo que seja Normal, € de se esperar que 68 7 |,
?5 % e quase todas as observagBes estejam em cada um dos
intervalos acima.

Se duvidarmos da normalidade, podemos usar o
Teorema, sendo pessimistas, e dizer que pelo menos 3/4 das
medidas, ou seja, 75 4 , est3o no intervalo 2,4 a 16,2 e
pelo menos 8/9 das medidas, ou seja, B89 7 estdo no

intervalo 7,7 a 17,9.

(3) Médias de alunos na disciplina MAT-201:
6,5 6,8 Ty 752 751 742 7,6 Tl 750 750
753 Ty 65,4 7,6 g2 &y 7,0 &,7 7,0 7,0
7:5Q 75 T2 752 6,4 6,6 b,9 79 7,4 6,6

| +

Calcule u, ¢, as frequéncias para cada intervalo u

+ +
= 2% @ H=8%g e as f .

SolugZo: un = 7,08 o = 0,37
k + f f
£ = k. o i r.
1 &,71 a 7,45 19 0,63
2 6,34 a 7,82 29 0,97
5 5,97 a 8,19 30 1,00

Note que as fr s3o0 préximas das 4 da Normal.
II> UMA AVALIAGCAO DE o por H

Podemos fazer uma estimativa grosseira de ¢
através de H, pois sabemos, pelo Teorema de Tchebysheff, que
3/4 do conjunto de observagSes esta 2 o afastados da
média. Conseguentemente, a maior parte das observagSes
pertence ao intervalo u i? ¢, de modo que a amplitude sera

aproximadamente igual a 4 o, isto é&:

H
H=4 ¢ > o=
EXEMPLO: Calcular o pela férmula e avaliar log pela
aproximagao indicada anteriormente: 85 70 60 90 Bl
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1
|
I

H 20 - 60 30
o

ITI> DETERMINAGCAO DE h por o

A escolha de h depende de fatores tais como o
nuamero de observagtes, a amplitude total, a precis3o
requerida no calculo das estatisticas e (] grau de
condensagdo desejado. FPara obtermos méaxima precisfo no
calculo das estatisticas numa distribuig¢Zo de frequéncia, a
amplitude de classe(h) n3o deveria ser, como regra, maior do
que 1/4 do desvio padr3o. Seguindo-se estritamente esta
regra, porém, os dados muitas vezes niAco ficam adequadamente
condensados para representacgfo grafica. 5 preferivel
aumentar os h para 1/73 ou 1/2 de ¢ e ignorar a perda de
precisdo no calculo das estatisticas.

Como ¢ n3@o & conhecido no momento em que se
organiza a distribuigdo de frequéncia, poderemos estima-lo a
partir da relagdo que existe entre a amplitude total de
variagio e o desvioc padr3o associados com @ 2 numero de
observagtes.

A tabela a seguir mostra algumas dessas

relagtes tteis na estimativa de o:

Valores da relagZo amplitude/desvio padrio

N H/o N H/ o
20 3,7 200 5,5
30 4,1 300 5,8
50 4,5 400 5,9
70 4,8 500 6,1
100 5,0 700 6,3
150 5,3 1000 6,5

EXEMPLO: Numa fazenda foram registrados os pesos de 84
novilhos na fase final de engorda. Os pesos minimo e maximo
verificados foram 331 e 476 kg. Organize as classes.
Solug3o: H= 476 — 331 = 145 kg

Na tabela acima, a relagiZo H/o para N=84 &
aproximadamente igual a 5,0. Estima-se o desvio padr3o em:

H/e= 5,0 = 145/5,0= 29 = o
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Optou-se por 1/2 de ¢ para a amplitude de cada
classe. Ent3o =29 = h = 29 (1/2) - 14,5 = 15.

Teremos entfo:

kg :
v

331 |— 345

346 |— 361

361 |— 374

376 |— 391

391 |— 306

406 |— 421

421 |— 436

436 |— 451

451 |— 4664

466 |— 481

IV) RELACAO EMPIRICA ENTRE DM (em relac3oc a u) e ¢
Quando a distribuig3o for fracamente

assimétrica, podemos usar a relagdao empirica:

4
DM = g‘ o
EXEMPLO: Consumo de energia elétrica
classes fi
5 |/ 25 4 DM = 24,625
25 |— 45 b
45 |— &5 14 o = I1,977
65 |— 85 26
85 |— 105 14 = DM =(4/5)31,977
105 |— 125 8 = 25,582
12% |{— 145 b
145 |=— 165 2
z 80

V> DESVIO REDUZIDO

0 desvio padr3do € wutilizado no calculo dos
"desvios reduzidos" que €& o afastamento entre o escore de um
individuo e a mé&dia de seu grupo, dividido pelo desvio

padrio do grupo:

Estes desvios também recebem a denominag3io de

"motas padr@es'", pois servem para comparar escores obtidos
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em provas diversas.

EXEMPLO:
Teste N o
Estatistica B 2
Calculo & e

Se um aluno obteve 8,5 em Estatistica e 8,0 em
Calculo, posso afirmar que o resultado foi superior em
Estatistica, considerando a variabilidade do grupo 7

8,5 - 8 8,0 - 6
B ey ) DS z = ———— = +1,33

cAl L5
NZo podemos afirmar gue o resultado do aluno
foi superior em Estatistica, se levarmos em consideragdo a

variabilidade do grupo.

Demonstra—-se que os desvios reduzidos formam

uma escala com média zero e desvio padriEo um.

DESVIO PADRAC DE DISTRIBUICAC COMBINADA

Muitas vezes, desejamos reunir numa sd
distribuigio de fregquéncia dados obtidos em dois ou mais
grupos, dos quais ja& conhecemos as respectivas médias e
desvios padrdes.

Para tanto usa-se:

1
o = e [ N (o> +d2 ) + N (o +d?) ]
a N A B B
onde o°: variancia da distribuigdo combinada ou

variancia geral

N : namero total de observagdes

oz : vari&ncia da 1< distribuig¢Xo

g> = i - )? sendo u : média da 12 distribuigZo
A H. o Hik =
oﬁ : variancia da 22 distribuig¢Xo

dz = - ]2 sendo : média da 29 distribuicZo
5 Ha e I o <

Mt mé&dia da distribui¢io combinada ou média geral
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EXEMPLO:Seja um teste aplicado a duas turmas da mesma Escola

Turma N o log
A 35 6,11 2,38
B 40 65,29 2,23
353 % 6,11 + 40 x 6,29
Média geral : H, = 75 = 6,25

Variancia geral:

i |
oF = —— 35 (5,66 + 0,01) + 40 (5,06 + 0,0064) = 0,39
a 75 '
= o = 2,31
G
Uma férmula mais préatica para se obter a
varilncia de varias sériles &:
X 2 K 2
a Moo LN B
L=1 1=1
g el
a k “G
.E NL
1=1
onde
k
N
r=1
HG . k
T N

No exemplo:

35(2,38) %+ 80(2,25)%+ 35(6,11)%+ 40(5,29)%

73

DECOMPOSICAC DO DESVIO PADRAO DE VARIAS SERIES

Consideremos k

por N elementos, representados por x_.
i

§=1,2, . ek

A média aritmética de

dada por

- 6,25%=5,35

séries, constituidas, cada uma
com 1=1,2,...,N e
]
todos o0s valores sera

e as diversas meédias
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corresponderiao a H, s H, 5 ++ec 5 H onde N

Cada componente da série apresentara, em rela-

c30 a média geral, um certo afastamento dado por x . - u
1]

Por outro lado, os termos dos agrupamentos parcialis apresen—
tarZo um desvio, em relagio as médias das respectivas séries

representados por XU = “j‘

Examinaremos entdo o caso dos desvios, por
exemplo, relacionados & série de ordem j, integrante das k
participantes no conjunto, sabendo-se gque esta série tem N
elementos.

0 desvio de um termo desta série em relagio a

respectiva média parcial H, , sera:
3
d. =% - . = g . =% . =g BH e >
1) 1) pJ 1) 1] “J & #
G ™ =4 % . 3 = B ™ , ™ =g
1) & 1) }JJ & (1.1 “JJ & 1] H
Como d =x_ - u , podemos escrever:
1) 1] J
% ., = i = = R = . = o
1) }JJ 3 1) ‘JJ ) " -
8- = = s, O + =
(13 M) (”, pj) (,u'i M)
Elevando-se ao quadrado esta expressio e

considerando a soma dos N termos da série, vem :

N N
5 - 2 = - 2_ _ _ _ 2
L Ry ) E;[“U S T Lo T ]
N ” N N %
- — - 7 - —_ —_
| |
= Q
N N
_ 2 _ o 2 _ 2
Ei(xij 35 ) LE (X'u ) N ( H, o)

Esta express3o corresponde a soma dos desvios
em relagdo a série jj; para as demais, o raciocinio &€ o mesmo
Ent3o, considerando-se as k séries, a sama dos quadrados dos

dos desvios para todo o conjunto sera:
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i 2
%Li(xij_ P}

I |

k
>
=1

J

soma dos
quadrados dos
desvios

soma dos quadrados soma dos quadrados

dos desvios dentro dos desvios enire

das séries as sries

Utilizando gue

. " 453 xt)z k N kN
L (xopi= g Be = N e fazendo .}: ‘}: Xy = M
J=1 =14 L5
obtém-se:
kN 5 " N 3 N 5 kN 5
kN (L %) kN 0 R o) k {n w L) G i B
P x® - el g %2 - b L] +| ¥ L i
= A k N e J N . N k N
iy 1] J
| I (. I
SA@ total S8 dentro SQ entre
Dai obtemos:
kN
kN (e %, . 0"
r x2 - i kN kN
" o LF ot % T s L X5 ~ L % iv?
Total Kk N kK N k N
5 2
%Nxz . ¥ z xtj) kN N §
" L N b HLj k (D th)
“dentro k N = kN Z v g
N 2 kN
E (Z KLj) gy (z Ktj) N kN 5
N kN E (% ) £ W)
= = = 7 = v
entre K k N kzN
EXEMPLO: Em determinada Escola, foi aplicado um teste a

cinco grupos de alunos,

obtendo-se os resul tados:
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L3 L] i)

A: 8 7 6 5 9 10 8 & 59 455 3481
B: 7 5 9 5 6 3 9 10 S4 406 2916
C: &6 6 B810 9 7 5 & 57 427 3249
D: 10 5 & 9 7 S5 4 10 56 432 3136
E: 9 7 S5S10 9 8 & 9 63 517 3969
T 289 2237 16751
k =5 N =8 k N = 40
S.8 %
5.8 ( b
Y S %
L X 88 2237 - (289)%/40 148,975
o = ‘7 = = =3,77
Total (9)(B] 40 40 e
si?xz B> (L xif
ij 8 2237 - 16751/8 143,125
o> = = = = 3,578
dentro (5)(8) 40 40 s
a 2 S.8 >
s (L xij} (z xij)
z 8 T (8)(5) 16751/8 - 289%/40 5,85
az 1 = = — 1,17
enire S5 b o

Os resultados indicam que os alunos apresentam
maior homogeneidade entre grupos, uma vez que esta varifncia
€ menor.

Pelos calculos, também podemos verificar que

148,987 = 143,125 + 5,85 ,
isto €, a soma de guadrados conjunta (total) ¢ igual a soma

dos quadrados dos desvios dentro e entre os grupos.

2.1.6. DIFERENGCA INTERQUARTIL
NotagZo: DI
£ a diferenga entre o 32 e o 12 quartil.
DI = Ga - Q

EXEMPLO: Para os dados da Tabela 2, temos G1= 167,25 cm

e G3= 175,41 cm, entiFoco DI = B,16 cm. Isto significa que S50%
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das observag@es, correspondendo aos valores centrais, variam
numa amplitude de 8,16 cm. Esquematicamente:

@, = 167,25 Q= 175,41

' 207

2.1.7. DESVIO MEDIANO:

Notag3o : D@

E a semi—-diferenga entre o 32 guartil e o 12 guartil.
E também conhecido por desvio quartilico ou amplitude

semiquartilica.

D@ =

o 12 quartil abrange cerca de 237 das
ocorréncias e o terceiro, 75%: assim, a diferenga entre eles
correspondera a 50% dos valores que estd3o no centro da
série.

Se a série for simétrica, devemos ter:

Az - Q1 = @3 - Q=z.

Tanto o desvio mediano como a diferenga
interguartil tem pouca sensibilidade, pois n3o consideramos

o gue ocorre entre os valores.

RELACAO EMPIRICA ENTRE O DQ e o.
Quando a distribuig¢io se apresentar fracamente

assim&trica, podemos usar a seguinte relagdo empirica:
2

Da = —g o

2.2. MEDIDAS DE DISPERSAC RELATIVA

As medidas de dispers3o relativa permitem que
se compare duas ou mals distribui¢gBes, mesmo Qque essas se
refiram a diferentes fendmenos e sejam expressas em unidades

de medida distintas.
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2.2.1. YARIANCIA RELATIVA
Notagdo: p

N
Q

EXEMPLO: Para a Tabela 3: y2= 4,64/(4,6}2= 00,2193

2.2.2. COEFICIENTE DE VARIAGCAO DE PEARSON
Notag3o: p

EXEMPLO: Para os dados da Tabela 3: p = 2,15/4,6=0,4674

IMPORTANTE: Se quisermos comparar duas ou mais variaveis
gque tenham médias diferentes ou diferentes unidades de
medida, quanto a sua homogeneidade, isto &, grau de
concentragdo em torno da média, devemos utilizar p ou yz: a
variavel que tiver menor  ou yz sera a malis homogénea.

Se as médias forem iguais, a que tiver menor o
ou o° sera a mais homogénea, isto &, ndo ha necessidade de

2
calcular y» ou ¥ .

2.2.3. DESVIO QUARTILICO REDUZIDO
Notag3do: DGr
E o resultado do gquociente entre o desvio quartilico

e a mediana.

Gz - Q1
PE. = =

EXEMPLO: Para os dados da Tabela 2, temos Gi= 167 ,25;

Q= 175,41 e M = 172,47, entio : DG‘r = 0,0002743
(=]
a

2.2. 4. COEFICIENTE DE VARIACAO DE THORNDIKE
NotagZo: CVT
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EXEMPLO: O desvio padr3o dos dados da Tabela 2 & 5,99, entzdo
CVT = 2,99/172,47= 00,0347

2.2.5. COEFICIENTE QUARTILICO DE VARIAGCXO
Notag3o: CV
@

Qa - Q1
Cva " Qs + Q1
2.3. EXERCICIOS
1. O0Os efeitos de duas drogas sobre a capacidade

perceptual—-motora foram os seguintes:
Grupo gue recebeu a Droga 1: 8 5 7 g 8
Grupo gque recebeu a Droga 2: 4 7 2 4 2 & 4

Qual das duas drogas produziu efeito mais homogéneo na

capacidade perceptual-motora ?

2. Dois testes de aptidZo (Compreensdo Verbal e Aptidzio

Num&rica) num grupc apresentaram os seguintes resultados:

X = 28,863 s = 12,535; x = 19,89; s = 7,37
cv cv AN AN

Uma pessoa gue obteve 353 pontos no teste de Aptid3o
Numérica e 42 pontos em Compreensio Verbal pode considerar
que seu resultado foi superior neste udltimo teste, levando

em conta o resultado do grupo ?

3. Um teste de raciocinio foi aplicado a duas turmas U e V.
A turma U tem 35 alunos e a turma V, 40. 0 guadro abaixo da

as m&dias e desvios padrSes das duas turmas:

Turma 3]
u 6,11 2,38
v 6y 2 2,25

Calcule a média e o desvio padr3o total.
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4. Calcule o desvio padr3o e o desvio médio dos seguintes
conjuntos:
A: 1 & 7 8 5 10 14
B: & 7 8 9 10
Qual das duas medidas de variabilidade = mais

influenciada pelos valores extremos ?

5. Faga um confronto entre os resultados obtidos no
vestibular de um Curso de Economia e os resultados obtidos
ao final do ano letivo:

Vestibular: N= 100 o= 6 M = 6,5 o = 1,8

Resultados ao final do ano letivo:

Médias f

10
1z
L5
20
20
13

Ml 0O N BB WN

100

6. As estaturas de duas equipes (Verde x Amarela) sZo:

Verde: 1,60 1,66 1,66 1,68 1,70 1,70 1,82 1,83
1483 1,85 1,85

Amarela: 1,71 1,72 1,73 1,74 I Fa 1,76 1,76 1,76
152F Lo77 1,78

Compare as equipes quanto & homogeneidade das alturas.

7.8 média aritmética de dois numeros € 10 e a variéncia ¢ 9.

Determinar esses numeros.

8. Suponha gue a média de pesos dos alunos da Turma X seja
44 kg com desvio padr3o 5 kg. Deseja-se conhecer a média e o
desvio padrio dos alunos de outra turma, sabendo gque a

relagdo entre as duas populagBes & Y = 1,5 X — 2.
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9. Sabendo que o0s principais produtos vendidos pela Granja
Capivari sao leite e ovos e que, durante o dltimo mes, os
valores médios diarios foram:

Leite: u = 150 13 o = 3 1 Ovos: p = 24 dzy o = 1,2 d=z

Verificar onde houve malior regularidade nas vendas.

195 Idade dos visitantes de uma Exposigio Cientifica
Anos No. de visitantes
O |— 10 &
16 |— 20 18
20 |— 30 1 0§
3 |— 40 3
40 |— 50 1
ag | &0 8
L0 |— 70 4

Determine: a) a idade media dos visitantes; b) a classe onde
se localiza a mediana; c) a moda de Czuber; d) o desvio

médio; ) o desvio padr3io.

11. Considerando que trés variiveils apresentem os valores:

A B 5
N = 200 N = 50 g =8
S f x. = 4000 T fx. = 500 T fx. = 3200
1 5 L 1 L B
£ ¥ 0= w)? = 5000 T fx 2 =5450 T f x> = 32000

L 1 L

Determine qual distribuigdo apresenta maior dispers3do em

torno da média.

12. Nas cidades Delta e Omega foram obtidos o0s seguintes

rendimentos de 10 individuos, em salarios minimos:

Peltas 9,90 H,20 4,00 5,50 4.7 4[,70 P20 IJ,60 9500
68,10

Omega: 8,00 15,00 9,50 11,25 12,00 14,50 15,00 B, 75
14,50 10,50

a) Calcule e critique o rendimento médio para cada situacgio

b) Onde ¢ daria maior ? Verifique através dos calculos.

13. Compare quanto a homogeneidade os grupos A e B de pes—
spas cujas pressfes sanguineas sistélicas (mm) foram:

A: 10 10 14 12 12 13 14 14 14 15

B: # 7 8 e 12 13 13 16 17 23

58



14, Os dados de acidentes por mil homens/hora de uma amostra
de 50 firmas apresentaram média 2,32 e desvio padr3ic 0,70.
Uma amostra de 40 firmas de outro tipo de indudstria tem
média de 3,5 acidentes e desvio padr3iE3oc 0,70 acidentes.
Comparar a variabilidade dos dois tipos de industrias quanto

ao numero de acidentes por mil homens/hora.

15. A medig3do da capacitancia maxima de 20 condensadores
fornecem os resultados (pF): 4,40 4,31 4,40 4,40 4,65
4,536 4,71 4,54 4,36 4,36 4,31 4,42 4,60 4,35 4,50
4,40 4,43 4,48 4,42 4,45

a) Calcule a média, o desvio padrido e o coeficiente de
variagdo.

b) Organize uma distribui¢Zo de frequéncia com L = 4,31 e

h=0,08 e recalcule as medidas anteriores.

16. Suponhamos que as seqguintes medidas, em litros de &leo,

para transformador foram obtidas a partir de duas companhias

Companhia Observagtes
A 1,8 19,9 20,1 20,2 20,4 19,6
B 19,5 20,1 19,9 20,2 20,3 20,0
Qual & a marca que deve ser preferida, supondo que o

pre¢o € o mesmo e que a decisio serad tomada a favor da
companhia que esta mais prédxima do volume nominal anunciado

de 20 litros 7?2

17. Os valores abaixo referem—-se aos diametros,em polegadas,

de uma amostra de 60 canos fabricados por uma companhia:

0.738 Q.729 0.743 0.740 Q.736 0.741
0L 728 QLAY Q.736 0.735 Q.724 0.733
0.745 C.736 Q.742 0.740 Q.728 0.738
0.733 0.730 0.732 0.730 0.73%9 Q.734
0.7353 0.732 Q.733 0.727 0.734 0.732
0.732 0.737 0.731 0.746 0.735 0.729
0.737 0.735 Q. 737 0.735 0.744 0.740
0.735 0.738 0.731 0.73%9 0.729 0.727
0.742 0.736 0.736 0.741 0.739 Q.736
0.725 0.734 0.733 0.735 0.734 0:730
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Construa uma distribuigdo de frequéncia utilizando 6 classes
e calcule a média aritmética, o desvio padrZXo e o

coeficiente de variagZo.

18. 0 principal objetivo do trabalho de Dina Aradjo,
"Taxonomia e RelagBes dos proganosauria da Bacia do Parana”,
do Instituto de Geociéncias da UFRGS, & estabelecer decisSes
de ordem taxondédmica com relagdo aos répteis mesossaurideos,
a partir de conjuntos de caracteristicas apontados por
varios autores, tais como medidas de cranio, pescogo,
comprimento e largura dos dentes, comprimento e largura do
umero e fémur. Consideremos os resultados referentes a medi-

das do cranio (cm) em exemplares ocorridos nas zonas A e B:

A B
Zaly Bak T8 Tl &7 4.0 5.8 5.8 5.3 4.9
.7 BT Faul F . 5.8 6.1 6.6 4.7 6.4
£2y9 7B 2.2 Z:4 9.8 5.8 6.2 5.0 6.5 5.2
S:k 749 T2 G2 6.9 D2 5.5

Compare as duas zonas gquanto a homogeneidade.

19. Em "Notas e Estudos", de maio de 1970, da ent3doc Escola
de Geologia da UFRGS, consta um trabalho sobre "Sedimentos
praiais de Santa Catarina- Laguna e Imbituba", cuja
finalidade ¢ a caracterizagfo dos sedimentos praiais deste
litoral gquanto aos indices de esfericidade, arredondamento e
textura superficial que constituem propriedades
mor foscdpicas. Uma amostra com 20 observag@es de areia de
praia em certo ponto apresentou os resultados:

a) arredondamento
rA

i0

| X
£
0,1 0.3 0.% 0.7 0.9 indice
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b) esfericidade

i —

F
v

0,3 0,5 0,7 o,.9 i rdice

c) esfericidade superficial:

7
-l

= S = Sacardide
— M = Mamelonado
| | L = Liso
10—
P I T I— | ...
s M L

a)Compare as trés caracteristicas quanto a ocorréncia

mais frequente.
b) Diga em relagdo a gqual caracteristica quantitativa ha

maior homogeneidade.

20. A resisténcia de um adesivo ¢ determinada pela forga
necessaria para separar ifitens ligados pelo adesivo. Apds

serem ensaiados 16 ftens para os dois tipos de adesivos 51 e

52 , foram obtidos os seguintes valores:
Tipo de adesivo Forga de ruptura (kgf)
S 10,2 5,8 4,9 16,1 15,0 ‘9,4 4,8 10,1
! 14,6 19,7 5,0 4,7 16,8 4,5 4,0 16,5
S V.b 13,7 7,0 12,8 11,8 15,7 14.B 10,4
% 7,0 10,1 6,8 10,0 8,6 11,2 8,3 10,6

Compare 81 e Sz quanto a homogeneidade da forga de ruptura.

21. A qualidade de um produto & definida a&através de duas
caracteristicas: numero da dureza Brinell (NDB) e diametro.
As especificagBes dessas caracteristicas s3o:

NDB: 250 - S Diametro: 1,000 = 0,002 pol
Os seguintes valores da dureza Brinell foram encontrados:
248 250 249 252 253 249 247 249 250 251
250 249 248 250 251 249 245 2446 249 254

Foram também registrados os valores do diametro:
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1,0010 00,9998 00,9980 1,0000 1,0020 0.,.9999 1,0010Q
1,0013 11,0015 1,0020 11,0009 1,0009 1,0009 1,0011
00,9996 1,0009 1,0019 0,92997 0,9920 1,0009

a) Qual & o percentual de produtos fora da especificagdo,
para cada caracteristica 7

b) Relativamente a qual caracteristica existe maior
dispers3o em torno da média.

c) A perda causada por dureza Brinell nZo-conforme £ 20 u.m.
e a causada pelo tamanho do diAmetro ndo-conforme € 30 u.m.
Qual foi a perda total por desvios dos valores nominais para

essa amostra?

22. Um fabricante de trocadores de calor exige que o
espagamento na placa seja 0,25 s 0,01 pol. 0 estatistico
responsavel pelo controle de gqualidade colheu amostras de 25
trocadores de calor e mediu aleatoriamente o espagamento
entre duas placas em cada trocador. Foram registradas as

seguintes medidas:

0,251 0,248 0,244 0,246 0,249 0,248 0,249
0,250 0,254 0,253 0,241 0,243 0,251 0,256
0,257 0,251 0,240 0,249 0,258 0,259 0,249
0,245 0,253 0,251 0,250

a) A perda devido a wum trocador n3ao-conforme £ 50 uw.m.
(custo do ajuste do espagamento). Qual foi a perda total
nessa amostra 7 b) Analise os dados gquanto a tendéncia

central e variabilidade.

23. A tolerancia em uso numa certa folga do produto € 15 um
ou menos. Produtos que n3o correspondem a uma certa

especificagio s3io escrapeados. Ha dois tipos de maquinas, Qi
e 92, gue podem ser usadas para produzir esse ftem. 0 guadro

a seguir contém dados sobre 15 peg¢as produzidas pelos dois

tipos de maquinas:
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Folga (um)
&} 3 7 4 13 8 4 7 3 6 7 3 Q 4 4 3

A 8 9 11 2 2 9 AL & 7 14 14 LI 11l 8 F

Qual das duas maAquinas produz {tens mais homog#neos quanto

a folga ?

24. Um fornecedor de eletrénica automotiva utiliza
transdutor interferométrico a laser cujos sinais s3o
processados por microcomputador, para assegurar que a

valvula esférica de regulagem da injegio de combustivel
funcione, durante um bilhZo de ciclos - ou 400 000 milhas de
percurso. 0 limite superior da toler&ncia da circularidade
entre a esfera e a base do injetor € 1 pm, enguanto que o
limite inferior &€ 0,5 pm e o valor nominal & 0,8 wum. O
custo de um injetor ndo-conforme quando & circularidade

excede 1 um & de 107 u.m., engquanto gue o custo de injetor
nao—-conforme quando a circularidade for menor do que 0,5 um
€ de 160 u.m. Foram registradas as seguintes toleréancias (em
micrometros):

0,60 0,90 0,78 0,87 0,78 0,70 0,921 0,98 0,90 0,468
0,55 0,86 0,76 0,86 0,91 0,59 0,57 0,50 0,87 0,92
o,81 0,86 0,50 0,85 0,69

a) Qual foili o custo total dos injetores n3aAo-conformes nesta

amostra 7 b) Faga uma anAlise descritiva dos dados.



IIT. CARACTERISTICAS DE ASSIMETRIA E CURTOSE

As medidas de assimetria e curtose complemen-—
tam o quadro das estatisticas descritivas que proporcionam,
juntamente com as medidas de tendéncia central e wvariabili-
dade, a descricdo da variidvel em estudo.

As caracteristicas mais importantes gquanto a
forma da distribuig3do da varivel sio o grau de deformagdo ou
assimetria e o grau de achatamento,afilamento ou curtose.
Para estudar as medidas de assimetria e de curtose €
necessiario conhecer certas quantidades conhecidas por
MOMENTOS .

1. MOMENTOS

Momentos sao valores numéricos extraidos de
uma variavel. Através dos momentoe pode-sge determinar certos
parametros como M , o° e as medidas de asssimetriea e curtose.

A concepgdo de momento em Estatistica &
semelhante 2 Fisica. Por exemplo, na Mec&nica: Momento de
uma forca em relagdo a um ponto € o produto da poténcia
dessa forgsa pela distancia do ponto de apoio.

f f r ey f
3 n

1 1 i

distlncia dos bragos de uma alavanca

2
ponto de apotio :

di
fi=forgas n

| | memento Lotals= Z £o.d

TR

O=s momentos podem ser calculados em relag3o:

|0

uma origem zZero;
m&dia aritmetica;
um ponto qualquer. ou seja, uma origem arbitraria.

W N
10

o o e

CRE

|0

Os dois primeiros casos s30o situages

particulares do -
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1.1. MOMENTO ORDINARIO OU MOMENTO NATURAL DE ORDEM r

Notagdo: H; (populagdo) m;(amostra) onde r=0,1,2,...

Defini¢3o: 5
b x5
=2 *
p; =N (dados n3ao agrupados)
i r
_): fmx,t
L=2
B = -—E——— (dados agrupados)
Para r=0 :
4 o
2 Eox
pam * N Lf N
'uo = N = N = = 1
Para r=1: m i
iE;ft't Y E %
H, = N = N = u
- . ™m
Para r=2: T ftx?
o i (quadrado da m&dia quadratica)
2 N
i . ™m
Para r=3: ‘E f;xf
- i (cubo da média cubica)
:ua - N
OBSERVACAO:

F -
o = pl - (u])

a

EXEMPLO 1: Calcular o momento ordinario de 12 , 22, 32 ¢ 42
ordens da seguinte distribuigdo de frequéncia
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Salédrios dos funcionfrios da Empresa TIMBAVER

eplinine £, x. f£x fx fx £x
mi nimos i i it i Tl W
1 = 3 2 2 4 8 16 32
2 | B 4 4 16 64 256 1024
& = 7 8 6 48 288 1728 10368
4 |— 9 4 8 32 2566 2048 16384
B == 11 2 10 20 200 2000 20000
z 20 120 816 6048 47808
H = 120/20 = 6 = ut H‘g 816/20 = 40,8
H;= 6048/20= 302.,4 P;: 47808/20 = 2390,4

1.2. MOMENTO CENTRAL OU MOMENTO DE ORDEM pr CENTRADO NA MEDIA
Notac3o: Ko, (populagdo ) m (amostra)

Definig3o:

o= (dados n3ao agrupados)

B, o= N (dados agrupados)
Para r=0: £ (x, - &)
L=1 2
po = N = N =
Para r=1: -
t§1 ft(X‘ =it z ft dL
pi = N = N = 0

Para r=2:

66



CRO - =
OBSERVACZOQ: Como 5 £ X
2 = 2
o” = N - M =

temos que: . -
B, S H, = [H )5

(momento central de ordem 2 em fungd@o dos momentos ordinidrios)

Para r=3: £ £ (x, - b4

b=

rLia: N

(medida de assimetria)

que desenvolvendo obtém-se:

T fix? E e B fixf [ ¥ .5 ]z [z fi’xi]
By = N ~ 37§ N t 2 N N =
=p, -3 wplp o+ 2 (p )

P i 4 P 4 5 &
—4p; po + 6 (M) H, -3 (ﬂ1)4

4

(Y]
e |
z‘
—

1
e

BEXEMPLO: Calcular os momentos centrais de 23, 32 e 42 ordens

e a variancia do Exemplo 1.

M= 40,8-(6)°= 4,8= o° u = 302,4 - 3(6)(40,8)+2(6)°=0

K = 2390,4 - 4(6)(302.4) + 6(6)2(40,8) - 3(6)*= 57,6

1.3. MOMENTO DE ORDEM r EM RELACEO A UMA ORIGEM QUALQUER *

Notag3o: o B (populagdo) L m (amostra)
o] O
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Defini¢&o:

o — (dados n3ao agrupados)

3

r
[e]

L £ (x - x)
i=41

H, = N (dados agrupados)

E o momento genérico de 1.1 e 1.2.
Podemos estabelecer relagBes entre os momentos
centrados na média e o8 momentos centrados numa origem

arbitraria X, -

Para r=2: Hy Bip B o=, 8 )
[a] O
Para r=3: Hy = M= 3 ( K, ) (K, )+2(H 1)3
O (8] (o] (s ]
Para r=4:
2 4
“4=x“4ﬂ4(x“1)(3“9)4—6(:(“1) (x}iz)—S(x,Ul)
0] o] o (o] o [a]
a a a a
EXEMPLO: Calcular os momentos de 1-, 2-, 3= e 4= ordens

em relagc3o a origem X, = 4, com os dados do Exemplol. Utili-

zando esses momentos. calcular os momentos centrados na mée-

dia.
x £ (x-4) £ (x-4) £ (x-4)" f£(x-4)° f£ (x-0°
2 2 -2 -4 8 -16 32
4 4 0 0 0 0 0
6 B 2 16 32 64 128
8 4 4 16 64 256 1024
10 2 6 12 72 432 2592
T 20 7 40 176 736 3776
x He= 40720 = 2 x Mo~ 176/20 = 8,8
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oty = 736/20 =36,8 = By F 3776/20 = 188,8

o [e]

u=8,8 - (2)°=4,8 u= 36,8 - 3(2)(8,8) + 2(2)°= 0

2

p = 188,8 - 4(2)(36,8) + 6(2)%(8,8) - 3(2)*= 57,6

4

CORREGCAO DE SHEPPARD PARA OS MOMENTOS
0s 22 e 42 momentos centrados sXo corrigidos,

para distribuicBes de frequéncia por intervalo, através das
expressdes:

pztcorr) = “2 B 12 B

'ud.{corr) = l(.‘!4. — 2 ¢ -+ 240

Os momentos de 12 e 3% ordem n¥o s3o corrigidos.

1.4. MOMENTOS CENTRAIS RELATIVOS OU REDUZIDOS

Dividindo-se os momentos centrais por unidades

de desvios padrdes, tem-se os momentos relativos ou

reduzidos. »
r
o =
4 g
o
Para r=0: H
O(G:""‘—D:l
o
Para r=1: H,
a = . = 0
o
2
Para r=2: - (o4
azz——‘;:'—z—:l
o o
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Para r=3:

w

(medida de assimetria)

x R

Para r=4:

(medida de curtose)

EXEMPLO: Retomando os dados do Exemplo 1, temos o= 0 e
2
a = H5it.604. By s 2,5,
2. COEFICIENTES DE ASSIMETRIA E CURTOSE
2.1. COEFICIENTE DE ASSIMETRIA DE PEARSON
Notag3o: .61
0 gquadrado de o & o coeficiente de
assimetria de Pearson:
2 2 2
: Ha Ha Hq
ﬁi = aﬂ = a2 = & = 9
(o) o H,
. (=] 3
pois ©o = N = o = Uu
Temos: ﬁi = 0 = curva simtrica
ﬁi # 0 = curva assimétrica
Hy > 0 = assimetria positiva ].' e
7
M. < 0 = assimetria negativa ]..-' :
3 —_—
Muitas vezes usa-—se o como coeficiente de

assimetria.

70



EXEMPLO:

A, =

2.2. COEFICIENTE
Notag3@o: ﬁz

Se: ﬁz < 3 >
Bz = 3 =
>3 =

A curtose indica até que

frequéncias de uma distribuigdo se apresenta mais afilada ou

MOMENTO DE CURTOSE

curva achatada (platicurtica)
mesoctrtica

curva ponteaguda (leptocurtica)

rponto

mais achatada do que uma curva Normal.

EXEMPLO: £3

2

2.3.

Q

Se:

aQ QA

EXEMPLO: C,

COEFICIENTE

A curtose pode ser igualmente medida pelo coeficiente sz

>

B7.6
(4,8)°

CZ

C

2

£l

2

- 3
0 = platicturtica

0 = mesocurtica

0 = leptoctrtica

0,5 = curva platicurtica
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3. OUTRAS MEDIDAS DE ASSIMETRIA

3.1. METODO DE COMPARACAO ENTRE MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

56 vale para distribuicdo unimodal:
Ho> MO <> assimetria positiva
=R simétrica

7 Mo = assimetria negativa

3.2. COEFICIENTES CINDICES) DE PEARSON

3.2.1. PRIMEIRO COEFICIENTE DE ENVIESAMENTO CASSIMETRIAY DE
PEARSON

3.2.2. SEGUNDO COEFICIENTE DE ASSIMETRIA DE PEARSON

3 (- M)

= — -3 = <
e, & onde 3 €, 3

EXEMPLO: Admitindo-se uma distribui¢io com 4 = 895; M =90
o = 33,33 , calcular e, e interpretar.

@

3 (95 - 90)
2~ 33,33

= 0,45 % assimetria positiva

3.3. COEFICIENTE QUARTIL DE ASSIMETRIA

(@ - M) - (M, - Q)

e = >

a~(a, -M)+ (M -Q)

Q3_2MG+Q1
e = onde -1=e =1

a Q - Q a

- | -
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3.4. COEFICIENTE DE ASSIMETRIA ENTRE OS PERCENTIS 10 E 90

(CQO - Ma) B (Me B CiD)

e = =
e (Cpo - Me} & (Me - Cio)
C -2M +C
o0 (=3 10
e -
o CD'D - C:O
3.5. COEFICIENTE MOMENTO DE ASSIMETRIA
+ 3 @
\/ B, (B, ) K .
e & onde 3 = e 3 =
M 2 (58,-6p5,-9) 1 “2 2 p:

Constatou-se gque este coeficiente n3 o diferencia

situacd®es com mesmo ﬁle ﬁz . A diferenca na assimetria

sera acusada por a, .
4. OUTRA MEDIDA DE CURTOSE:
COEFICIENTE PERCENTILICO DE CURTOSE

Da
K=
Cpo “ e
onde
Qa = Qi
DQ = 2
Se: K > 0,263 = platicirtica

=
1

0,263 = mesocurtica
K < 0,263 = leptocUrtica
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5. EXERCICIOS

1. Compare as seguintes distribuigc®es de freguéncia quanto a
tendéncia central (u4), variabilidade (o e y¥), assimetria

(aa) e curtose (a‘). Faga um histograma para cada uma.

classes f f I T £ £ E £ ; S -

ii 2i 3i 4i L A G ?i ati oL 101

— B 5 5 10 20 2D 5 80 2 2 30
j=— 4 10 15 10 8 10 5 10 3 8 8
— B 20 10 10 1 10 10 5 5 30 8
== 8 10 15 10 8 5 10 3 10 8 2
|— 10 B 5 10 20 B 120 2 30 2 2

= 50 50 50 50 50 50 50 50 B0 50

DM NO

distribuig®es| 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10

medidas

Interpretagio

grafico

2. Porcentagem de bactérias por cmz em 100 amostras
de determinado produto

% £.

7
25
36
25

7

100

Spaoe
111
paaes
QDM N

o N

|
I
l
I
|
>

Calcular e interpretar:
a) coeficiente percenti lico de curtose
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b) coeficiente quartil de assimetria
c) primeiro coeficiente de aseimetria de Pearson
d) segundo coeficiente de assimetria de Pearson

e) coeficiente de assimetria entre os percentis 10 e 90.

3. Num teste de habilitacfo a m&dia foi 61, a moda 57,5 e o
desvio padr3o 1,68. Indicar a assimetria através do primeiro

coeficiente de Pearson.

4. Estudar os tempos de execugd3o de uma tarefa para os
operarios A e B quanto & média, variancia, desvio padr3o,
coeficiente de variagio, beta 1 e beta 2. Discutir os
resultados.

A: 74 5 78 78 72 77 79 78 81 76 72 T2
B: 86 84 B0 80 88 89 85 86 82 82 B84 T9 B0 82 76

5. Idade dos tenistas do Clube Satde

Anos 5 il

1

20— 26 10

268|— 32 20

32|— 38 30

38|— 44 i6

44|— 50 4

> 80

Determinar e, sempre que possivel, interpretar.

a)mediana ; b) primeiro quartil; c¢) terceiro quartil;

d) momento natural de le, B ) 3 e 4% ordens;

e) momento central de 23, 32 e 42 ordens;

f) wvaridncia absoluta;

g) desvio padr3io;

h) coeficiente de variagdo;

i) coeficiente de assimetria de Pearson;

j) coeficiente momento de curtose;

k) primeiro e segundo coeficientes de assimetria de Pearson;

1) coeficiente quartil de assimetria.
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IV. DISTRIBUIGCAO DE VARIAVEL BIDIMENSIONAL . NOCZES DE
AJUSTAMENTO.

i. DISTRIBUIGCAO DE VARIAVEL BIDIMENSIONAL

Muitas vezes, temos interesse em estudar duas
ou mais variaveis simultaneamente. Vamos explorar algumas
idéias sobre a descrigdo tabular de duas variadveis.

EXEMPLO 1: Um levantamento junto aos alunos de MAT 271, em

82/2, forneceu os seguintes dados:

Aluno Sexo Idade

18
20
19
18
18
18
20
20
20
20

QUM WU W=
R REIIHAIIXX

=

1.1. DISTRIBUIGCAO BIDIMENSIONAL OU DISTRIBUIGCAO CONJUNTA
Dadas as observag@es de duas variaveis,

podemos organizar uma tabela de dupla entrada chamada de

distribui¢dao conjunta ou distribui¢io bidimensional.

EXEMPLO: Para o8 dados do Exemplo 1, construimos a

Distribuigdo conjunta de frequéncias absolutas simples:

Tabela 1. Distribuigdo dos Alunos de MAT 271
segundo o Bexo e a Idade

Sexo \ Idade 18 19 20 pX
M 1 3 3 T

F 1 0 & 3

z 2 3 5 10
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Nesta situagio, a variavel Sexo € a variavel X, com i=1,2 e

a variavel Idade € a variavel v, para J =1, 2,3. Dentro da

23
frequéncia da segunda linha e terceira coluna, isto &, f29=2

tabela, estio as frequéncias fU . Assim, £ & a
significa gque 2 alunos s3o do sexo feminino e tem 20 anos.

1.2. DISTRIBUIGAO MARGINAL

A partir da distribui¢io conjunta, podemos
extrair as distribuicBes marginais , ou seja,as distribuicBes
de frequéncia para cada variavel.
EXEMPLO: Considerando a Tabela 1, obtemos:
a) Distribui¢do Marginal de X
Tabela 2. Distribuicdo does Alunos de MAT 271 segundo o Sexo

Sexo £
1

M 7

F 3

3 10

b) Distribuigdo Marginal de Y
Tabela 3. Distribuiczo doe Alunos de MAT 271 segundo a Idade

Idade fj
18 2
19 3
20 5
E 10

1.3. DISTRIBUIGCAO CONDICIONAL

Com base na Distribuigdo Conjunta de frequén-
clas absgolutas, podemos construlr as DistribuicSes
Condicionais de frequéncia absoluta de X para um dado valor
de Y ou de Y para um dado valor de X.
EXEMPLO: Para og dados da Tabela 1:
a) Distribui¢io Condicional de X / Y;= 18

7



Tabela 4. Distribuig¢Zo doe Alunos de MAT 271 com 18 anos de
idade segundo o sexo

Sexo £.
v

M 1

F 1

5 2

b) Distribuigdo Condicional de X / Yé = 18
Tabela 5. Distribuig3do dos Alunos de MAT 271 com 19 anos de
idade segundo o sexo

Sexo i i)
1

M =X

3
0
3

c¢) Distribuicdo Condicional de X / Y; = 20
Tabela 6. Distribuicdo dos Alunos de MAT 271 com 20 anoe de

idade segundo o sexo

Sexo E.

L8
M 2
F 2
= 5

d) Distribui¢io Condicional de Y / Xj= M
Tabela 7. Distribuisdo dos Alunos de MAT 271 do Sexo
Masculino segundo a Idade

Idade fj
18 )
19 3
20 3
= s
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e) Distribuig3do Condicional de Y / Xzz F
Tabala H. Distribuicdo dos Alunos de MAT 271 do Bemo
Feminino segundo a ldade

Idade fj
18 1
19 0
20 2
5 3

1.4. DISTRIBUIGCAO CONJUNTA DE FREQUENCIA RELATIVA

EXEMPLO:
Tabela 9. Distribuisdo dos Alunos de MAT 271

segundo o0 Sexo e a Idade

Sexo \ Idade 18 19 20 z
M 051 0,3 0,3 0,7
F 0,1 0 ;2 0,3
£ 0,2 0,3 0,5 1,0

1.5. DISTRIBUIGCAO MARGINAL DE FREQUENCIA RELATIVA

EXEMPLO: a) M(X) b) M(Y)
Sexo f.L Idade fj
M 0,7 18 02
B i 19 0,3
o
= 1,0 20 0,5
b 1,0

1.6. DISTRIBUICAO CONDICIONAL DE FREQUENCIA RELATIVA

As Distribui¢Ses Condicionais das frequéncias
relativas podem ser obtidas através da Tabela 1 ou das Tabe-
lag 4 a B se as frequéncias absolutas estiverem disponiveis;
ou atravég da Tabela 9 se as frequéncias relativas estiverem
disponiveis.

De modo geral, a frequéncia relativa condicio-

nal de xida &’é dada por fii

. M K) =—§

L -
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Assim, L 1 f21
fr(Y:l. /Xi) . f1 S fr(Yi/ XZ) = fz =
12 3 fzz
fr(Yz / Xi} = f:l = 7 fr(Yz/ Xz) = f2 =
fia 3 fza
fl,(YE| / Xi) = f1 =T fr(Ya/ Xz) = fz
Tabela 10. Distribui¢do Condicional de Y / Xiz M
Yj f,(Yj /7 K)
18 177
19 3/7
20 3.7
= 1
De modo andlogo
i
L]
fr ( X.L / YJ. ) = 7 J
2 a frequéncia relativa condicional de X,L dado Yj
Se usarmos a Tabela 9, teremos:
= fr |
L] i
?lf'r()(t/\fj)zfrj e f},(?s«'j/xi)=f!“L
Assim,
fria 0,3 3 froa 0,2 2
L) =5 0,5 76 LM) =% 50,5 75
Tebela 11. Disgtribui¢do Condicional de X / Ya = 20
®, £, (x,/ v,)
M 3/5
F 2/5
T 1
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2. INDEPENDENCIA DE DUAS VARIAVEIS

Duas varidveis X e Y s38o independentes se
£ i i

La . #

fU N

EXEMPLO: Consideremos as seguintes distribui¢Bes bidimen-

sionais:
a) Tabela 12.
XX ¥ 0 1 o 5 X e Y s3c independentes
pois: £ F
0 10 20 20 50 1. "t 1 50.20
1 4 8 8 20 £, " w “ 100 = 10
o
‘ e = = f. -2 50.40
= 20 40 40 100 A

e assim por diante.
b) Tabela 13.

X\ Y ) 1 > - X e'Y niao s3o independentes
pois pelo menos uma das
0 5 10 20 35 . o« E
1 8 12 15 a6 s R
L N
2 6 8 16 30 g
Vejamos:
5 19 30 51 100 .. £ 85.19
f11:5# ” =100 =6,6b
PROPRIEDADE:
Se X e Y s3o independentes entdo pxy= M, - uy , onde
1 1 1
Hey = N F ? B ¥ Rg 1 Pe™W 258y TR E4.5
EXEMPLOS:
a) Com os dados da Tabela 12:
1.
By = 100 (0.0.10+0.1 20.4+0.2.20+1.0.4+1.1.8+1.2.8+2.0.6+
8+16+24+48 96
2.1:31242.2.12)~= 100 = 700 = 9,6
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i BO

U= Tp0(0-50+1.2042.380)= — 55 = 0,8
1 120
= T00(0:20+1.40.2.40)= 755~ = 1,20

Portanto: pwy = 8,8 = 0.8 . 1,20 = oo M

b) Para os dados da Tabela 13, verificamos que:

uxy = 1. 82 3 M= 0,85 e« py= 1.32. Logo, “xyz = px,py

IMPORTANTE: A reciproca da propriedade acima nZ%o € verdadei-

ra. Isto &, se uxy= M- py nZo implica que X e Y sejam inde-

pendentes.
EXEMPLO: Tabela 13: ;
Agqui
XX ¥ 0 1 2 z p=1; p =16 py:1
0 10 15 10 35 Portanto:
i 15 0o 15 30 o™ Mo » B Hom
o 10 15 10 35 facilmente Eerificgmos
que X e Y ndo s83o in-
5 35 30 35 100 degendentes, rois
existe pelo menos um

f. . tal que ij = (ft..f.j)fN. Vejamos: f11:10# (f1. £.1),/100

i

3. COVARIANCIA ENTRE X E Y
Notacio: Cov(X,Y) ou O;y

A covariincia mede a variasdEo conjunta de X e Y.
Se a covariancia € positiva, o relacionamento ¢ do tipo
direto, isto ¢, para pequenos valores de X correspondem
prequenos valores de Y. Analogamente, se ela ¢ negativa., o
relaclionamento ¢ do tipo inverso, ou seja, para pequenos
valores de uma variavel correspondem grandesg valores da
outra e vice-versa. Ela serd nula ou proxima de =Zero para

fracos relacionamentos lineares.
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Dada uma distribuicio bidimensional:

X, \ v,
\

l<

e

! 2 3 i m E
xi fii f12 fxa fim f:l.-
2 f21 f22 f23 f2 ™m fz.
Xa f31 f32 f33 fa ™ fa.
xn ni fnz fna fnm fn.
E f-’. foz f—a f.m N
definimos covariincia entre X e Y:
1
Cov (X,Y) = o'xy = 'N_ F}J: (xL— Hx) {Yj— “y) f,lj
Demonstra-se que:
Cov(X,Y)= o, = Mo, ~H - H
onde
1 1 1

Vejamos a demonstracio

Cov (X.,Y¥Y)

(= g.) (Y‘-Hy) =

para dados nfo agrupados:

N Zxy-vH -xH +p op) =

1
N &
1
g
N
LExy ¥
N N H
L Xy
N ~ Hy Hy
Mo, = H B

X

- M
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OBSERVACAD 1: Se X e Y 880 linearmente independentes:

B, = H M, e, portanto, Cov(X,Y)=0.

Se Cov(X,Y)=0 entdo X e Y 8&s3o linearmente
independentes, mas 1isso nio significa que sejam sempre
independentes.

OBSERVAGAO 2: Para melhor visualizar a relasZo, costuma-se

construir um grafico chamado diagrama de dispersio:

C

linear nao linear ndo ha relagdo

EXEMPLO 1: Resultados de uma pesquisa com 10 familias de

determinada regido:

poupansa (y) renda (x) . o2 Xy
4 10 16 100 40

7 15 49 225 105

5 12 25 144 50

20 70 400 4900 1400

20 80 400 6400 1600

30 100 900 10000 3000

8 20 64 400 160

8 30 64 900 240

a2 10 9 100 30

15 60 225 3600 900

Z 120 407 2152 26769 7635

Cov(x,y) = 1/10(7535) - [1/10(407)]1.[1/10(120]= 265,1

EXEMPLO Z2: Distribuig¢do da renda e numero de filhos em 40
fami lias pesquisadas:
nZ filhos | O 1

]

b
renda (S.M)
1 1 4 5 10
2 3 5 T 15
5 4 5 6 15
z 8 14 18 40

Calcular e interpretar a Cov(X,Y).
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4., CORRELACAC - NOCZSES DE AJUSTAMENTO

Na pratica, constata-se frequentemente a
existéncia de uma relagdo entre duas ou mals varidveis e se
deseja expressar tal relagio sob forma matemdtica,
estabelecendo-se uma equagdo. Por exemplo, o peso pode egtar
relacionado com a idade das ©pesscasg; as vendas de uma
empresa podem se relacionar com os gastos promocionais; a
demanda de um determinado produto pode estar relacionado
como O Seu prego.

0 problema de determinar equagdes de curvas
que se ajustem a determinados dados € chamado ajustamento.
Un dos principais objetivos do ajustamento € estimar uma das
variaveis(dependente:Y) em fungdo da outra (independente:X).
Isto se chama regressio.

Podemos também medir o grau de associagdo ou
interdependéncia entre duas ou mais variaveils através do

estudo da correlag3o.

4.1. CORRELAGCAO

0O estudo da correlasfo tem por objetivo medir e avalisr o
grau de relagdo existente entre duas variidveis. Por exemplo:
&bitos por cogueluche e medias semanalis de temperatura. A
coqueluche € uma doenga infecto-contagiosa de alta
incidénecia e cuja letalidade depende de complicacSes
bronco-pneumdnicas gque ocorrem com malor fregqugncia no
inverno, isto €, os 4bitos por coqueluche aumentam a medida
em que baixa a temperatura.

Outras situasdes de interesse:
- incidéncia de gastroenterite abaixo de 2 anos e condicBes
climaticas (aumenta no verdio);
- médias de temperaturas e obituirio por doengas no aparelho
respiratdrio;
- cdlera e condigBes climaticas;

— pulsag3o e temperatura de individucos normais;
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- peso de recém-nascidos e condigSes sociails dos pais;
- mortalidade infantil e % de pessoas gque vivem no mesmo
domici lio;
— volume de &lcool ingerido diariamente e duragdo de vida;
— incidéncia de uma doenga transmissivel e imunizagdo da
populacdo;
- pulso e temperatura.

A correlagio linear procura medir a relagHo
entre as variaveis X e Y através da disposicio dos pontos

(X,Y) em torno de uma reta.

COEFICIENTE DE CORRELACAXO LINEAR "MOMENTO-PRODUTO" DE
BRAVAIS-PEARSON

NotaciZo: p (poprulagZo) r (amostra)
nY Xy
o
Xy
Pow = "on. = ; Ry = T=351]
x v
e = =1 =0 <0 =2 M M o >u = ha correlagio linear
Xy ny » 74 Ry

inversa perfeita

=0 = c = 0 = n3o hd correlagdo linear
xy Xy
ny =1 = qﬂf >0 = correlagio linear direta perfeita

Para os valores intermediédrios, podemos considerar:

Pry correlagio
0 nula

0 = ]10,3l fraca
[0,3]I—1| 10,6l media
0.6 {8,891} forte
[0,9]—1 10,99 fortissima
j1] rerfeita
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OBSERVAGCAO 1: £ segue o sinal do coeficiente angular da reta
de regressio.

OBSERVACAQ 2: p n3ao informa qual variavel influi e qual &
influenciada, pois trocando X por Y o wvalor de g n3o se
altera.

OBSERVAGAO 3: O coeficiente de correlagdo € uma quantidade
adimensional.

OBSERVACAO4:Se X e Y sZo independentes ent3o p=0.Isto decor-
re do fato de que se X e Y s3o independentes ent3o Bl TR

Cov(X,Y)= pxy - px.uy = O

COMENTARIO: A reciproca da Observasio 4 em geral n3Eo &
verdadeira. Isto ¢, podemos ter p=0 e, no entanto, X e Y n3o
precisam ser independentes. Se p=0, diremos que X e Y s3o
nado correlacionadas. Portanto, ser n3ao correlacionados e ser
independente, em geral, nio s3o equivalentes. A Tabela 13
serve para ilustrar essa situagc@o: temos que M HH, €;por-
tanto, 2=0, mas X e Y ndo s8o independentes.

FORMULA PRATICA PARA CALCULO DE p:

dxy “Ry - My “y
'ny = o o = o L g =
X Y x ¥
i i | 1
N }L:)EXL yJ fi_j - NEfL_xL —'ﬁ ij.yJ
VAE 11 3 ]
N—Z f'LaxL = M _N—‘E fJ-yJ —
1 1 1
Y }L:JEX‘ v, ij - —E}jfhx‘_ N }:jfj_yu1

VIrrowliend ieeilize)]

Multiplicando por N” -
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z| =

N
zz.“,‘j:x v. £. - |mELf % -y Lf v

2= 2
\V [ g“zz fi_xf—[ 2— B ft.xi]z][ §~ z fj_yj—[ g— > fj.yj]z]

: 2 4 - 2 2
(No denominador N~ entra N na raiz: N para x e N para y).

Finalmente:

N F ? X V. £ .. = EE fi.xi} [Z fj_Yj]

1 rl

p:

ERVALEENE SN NN I CEENAN RN

EXEMPLO: Calcule o ceoeficiente de correlagi@o linear entre

Renda familiar e Poupanga das 10 fami lias do Exemplo 1.
Temos que £x = 407, Zy=120, Ex2:26769, Zy2:2152 e
Yxy = 7535. EntZo:

10 (7535) - (407)(120)
o = = 0,9835

=¥ 2 2
\/[10.26769-(407)%1[10.2152-(120)2 ]

Existe uma forte correlagdo linear entre renda e
poupanca familiar. O sinal do coeficiente mostra que as duasg

variaveis variam ne mesmo sentido.

EXEMPLO: Calcule o coeficiente de correlag3d@o linear entre a
Renda e o Nuimero de Filhos das 40 familias pesquisadas no
Exemplo 2.

Temos que N = 40, = fx = 50, = fx’= 86, T fy = 115,
z fy2= 445 e Z fxy = 137, entZo B -0,13 , o que indica

que existe uma fraca correlagdo linear 1inversa entre as
varidveils. Quanto mailor a renda das familias, menor o numero
de filhos.
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EXEMPLO:Considere as trés situscB®es hipotéticas abaixo onde
X & a variagdo do pulso e Y € a temperatura de pacientes.
Trace o diagrama de dispersio para cada grupo de 8 pacientes

e calcule pxy para cada um.

(a) Pulso Temp (b) Pulso Temp (c¢) Pulso Temp
60 36 60 41 T0 40
T0 37 70 40 60 41
80 38 80 39 100 38
90 398 90 38 S0 3
100 40 100 37 80 36
110 41 110 36 110 39
B 1 A % B 0,37

4.2. AJUSTAMENTO - REGRESSAO

Na pratica, o proprio diagrama de dispersio sugere o tipo
de curva a ser adotado: reta, parabola, varidveis
transformadas por log, etc.

Para um dade X n3o observamos necessariamente um Y,
entfio: Y = f(X) + & onde £ ¢ a variavel que ird captar
toda a influéncia sobre Y n3o devidas a X. Assim, se a
fungio ajustante € linear, temos que Y =a + 3 X € a
regress®o de Y sobre X onde Y € varidvel aleatdria e X &
a variidvel sem erro. Nosso problema estd em encontrar os

valores para o e 3

4.2.1. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

De um modo geral, pode-se ajustar mais de uma
curva a determinado conjunto de dados. A fim de evitar
critérios individuais na escolha de retas, parabolas, etc, &
nwecessadrio se chegar a um acordo gquanto ao gque se deve

entender por "melhor reta'.
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Para determinado wvalor de X, havera uma

diferenca entre o valor v e o correspondente valor ajustado

pela curva. Se a quantidade df +- dz + ... + di £ pequena,
teremos um bom ajustamento. Enti3o escolhemos a curva que
goza da propriedade ¥ df = minimo , pois € a melhor curva
ajustadora.

Vejamos no caso da reta.
Og valores de yv na reta de minimos quadrados,
correspondentes a o2 X, 5 - X s3o0 o + 3 X, &+ 3 X,
., o + 3 s

Os correspondentes desvios verticais s3o:

& =S¥y — ¥, F AERER - ¥ .
L - i s ) (x_y )
2 YBSt yz l xz yz d:t {
xi g
dn " VYest ~ Yn T © * 8 n T Vs
i 2 2
EntXo: d= T (a+8x-vy) = f(a,8) que &
i=1
fungdo de a e 3.

& f o f
Para que esta fungdo seja minima: 370 =0 e 3F—5 = 0.
Isto :

g f

°f 5% (a+px-y )Y _T2(a+Bx-y)
2 o a o

tl

y o ° (a+px-y ¥_E2x (o +6x-y)

f
AN E a f3
Obtemos entio:

Y2 (a+pBx-y)=0 © ¥ (a+px-y)=0
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E2x(a+fx-y)=0& Ex(a+pBx-y)=0
Daf :

F(a4Bx-y) =0 @ La+3Lx-Zyv=0 @efyv=Na+a3rx
Tx(oBx-y)=0 & Yox + BE¥ - Ixy = 0 © Ixy = « £x + 8 ©&

y=Na+ L x
Isto &: { =
Lxy=alx+fLx

que € conhecido como sistema de equasBes normals para a reta
de minimos guadrados. Observemos gque de y = o + 3 x
obtém-se a 1% equag¥o aplicando  somatério e & 22
multiplicando por x e somando.

Resolvendo o sistema:

(Ey MEX)~(Bx L x%xy)

oL =

Npxt —(%x)?

N Exy =4 EBx2) (27 )
N - ¢ Ex )

Calculado 3, podemos obter o por: o = ? -3 X .

EXEMPLO: Obter a reta de regressio de y sobre X para a
Poupansga e a Renda das 10 fami lias do Exemplo 1.

Temos que £x = 407, Zy=120, £x =26769, Zy =2152 e

Zxy = 7H35. Entao:

10(7535) - (407)(120)
B = - = 0,2598
10(26769)-(407) > Y

1,4261 + 0,2598 X

e = 12 - (0,2598)(40,7) = 1,4261
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4.2.2. PODER EXPLICATIVO DO MODELO OU COEFICIENTE DE
DETERMI NACAO
Notag3Eo: pz (pop) rz (am)

O poder explicativo do modelo, também chamado
coeficiente de determinas&o,tem ror objetivo avaliar a "gua-
lidade” do ajuste. Seu valor fornece a proporedo da variasfo
total da varidvel Y explicada pela wvaridvel X através da

fungdo ajustada.

Quando pz =0, a variacdo explicada de Y &
zero, ou seja a reta ajustada € paralela ao eixo da variavel
X. Se pzz 1, a reta ajustada explica toda a variagdo de Y.
Assim, quanto mais préximo de 1 estiver pz, melhor a
qualidade do ajuste da fungdio aos pontos do diagrama de
dispersdo.

Se o poder explicativo for 98%, significa que
98% das variasBes de Y &3o explicadas por X através da
funcg3o escolhida para relacionar as duas variaveis e 2% s3o

atribuidas a causas aleatdrias.

4.2.3. ERRC PADRZO

2

\/E(Y‘Yﬁst)

Para o caso da reta:

2 .
£,y = LYy —~aLy -~BLX VvV

N
SUGESTAO: Complementar o estudo com Regressio linear por

transformasio e Regressio polinomial (ajuste por paridbola)-
"Estati stica Basica"” Toledo.
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5. EXERCICIOS.

5.1. Usando os dados do quadro abaixo, onde aparecem teles-
rectadores e n3Fo-telespectadores, classificados quanto ao
seu grau de realizagdo, calcular: a) a porcentagem dos que
nZo sao telespectadores, porém grandes realizadores; b) a
porcentagem dos telespectadores que s30 grandes
realizadores; c¢) a propor¢iZo de nifo-telespectadores que g3o
grandes realizadores; d) a propor¢d@o de telespectadores que
s30 grandes realizadores.
Realizac3o versus Assisténcia a Programas de Televis3o

Situagdo
Realizag3do Nao-Telespectadores Telespectadores =
Alta 93 46
Baixa 90 127
b 183 173

5.2. 0 quadro seguinte representa a estrutura familiar de

criangas negras € brancas para uma dada regido:
Estrutura Familiar de Criangas Negras e Criancas Brancas

Raga da crianga
Estrutura Familiar Negra Branca =
Un genitor 53 59
Dois genitores 130 167
= 183 226

Calcular: a) a porcentagem de criangas negras gque possuem
dois genitores; b) a porcentagem de criangas brancas que
possuem dols genitores; c¢) comparar os dois resultados ante-
riores; d) a proporgdo de criangas negras que tem um genitor
e) a proporsEo de criangas brancas gque tem um genitor;

f)comparar d) e e).
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5.3. Distribuig3o dos pais segundo o Método de Educagio dos
Filhos e sua Orientag3o Poli tica

Orientagd@o Politica
Método de Educagio Coneervadores Moderados Liberais

Permissivo T 9 14
Moderado 10 10 8
Autoritario 15 11 5
Total 32 30 27

Construa: a) as distribui¢cSes marginais para cada variavel;
b) s distribuis®es condicionaie de X/% e Y/XL;

c) Pela simples inspe¢3o das tabelas podes ‘'sentir" algum
tipo de associcgdo entre Orientag@o Politica e Método de

Educag@o ?

5.4. Para testar se determinada droga era capaz de inibir a
absorg¢do de 4lcool pelo organismo humano, realizou-se um
experimento com a participagdo de 30 voluntarios (homens
saudaveis,idades entre 256 e 28 anos). Uma hora apds a
ingestdo da droga "milagrosa', todos os voluntédrios tomaram
2 doses de ulisque. Uma hora mais tarde, colheu-se uma
amostra do sangue de cada sujeito. Os resultados foram:

Teste revelou
Droga "milagrosa' presenca de alcool auséncia de 4lcool
tomaram 4 16
naZo tomaram 8 2
Total 12 18

Analise percentualmente esses resultados e conclua quanto 2
eficdcia ou ndo da droga milagrosa.

5.5 Dois grupos de estudantes fizeram exames finais de
Estati stica. somente um grupo recebeu preparasfo formal para
o exame: o outro leu o texto recomendado, mas nunca compare-—
ceu as aulas.Enquanto gue 22 dos 30 membros do primeirce gru-

po (os "frequentadores') passaram no exame, apenas 10 dos 2

do segundo grupo (os “ausentes') lograram aprovagio. Organi-
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ze a distribuigio bidimensional e as distribuicSes condicio-
nais de frequéncia relativa. Compare o8 resultados de

aprovacio dos doles grupcs e conclua.

5.6. Em certo hospital, 20 criangas epilépticas foram subme-
tidas a exames eletroencefalograficos. O objetivo da pesqui-
sa era determinar se havia relagdo de dependéncia entre
regido cerebral (anterior/posterior) do foco epiléptico e

hemisffério cerebral (direito/esquerdo). Eis os dados:

Hemisfério
RegiZo Direito Esquerdo
Anterior 3 8
Posterior 7 2

0 que podes concluir ?

5.7. Os seguintes pares de nimeros s3o o8 escores obtidos
por 20 vendedores num teste destinado a medir a aptidio para
vendas e os escores destinados a medir produtividade de

venda num certo periodo de tempo:

Aptid3o Produtividade

41 32 38 29
35 20 38 33
34 35 46 36
40 24 36 23
33 27 32 22
42 28 43 38
37 31 42 26
42 33 30 20
30 26 41 30
43 41 41 30

a) Trace o diagrama de dispersio e observe se a realgio
pode ser tratada como linear.

b) Calcule o coeficiente de correlag@o e interprete.

c) B8e a relag@o puder ser tratada como linear, ajuste uma

reta aos dados.
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5.8.Calcule o coeficiente de correlagio para os escores do
teste de inteligéncia e notas dados a seguir. Trace o

diagrama de disperso.

T.1- Média

295 3,4 230 3,6
162 1;6 195 1;0
214 0 [ 174 2.8
171 1.0 236 )
131 2.0 198 1,8
178 1,6 217 2,0
225 2,0 143 1,2
141 1,4 135 2,4
116 150 146 252
173 3,6 127 @4

5.9. Uma empresa através do Departamento de Finangas informa
o total de vendas e as despesas com propaganda, supondo a
existéncia de uma relagdo linear entre as variidveis. Obtenha

a fungdo que relaciona o total de vendas com as despesas com

propaganda.

milhSes

vendas (Y) 120 180 240 140 180 280 150 115 2156 220 320
milhSes

propagandas (X)| 2,5 6.6 11 4,0 8.5 14 8,0 5,0 10 13,5 186

5.10. A energia geotérmica pode ser muito importante, no
futuro. Como o total de energia contida em uma libra de &gua
& fungfo de sua temperatura, pode-se inquirir se a Aagua
proveniente de veios fundos contém ou nio mais energia por
libra. Os dados a seguir foram extraidos de um artido sobre

sistemas geotérmicos, escrito por A. J. Ellis:
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Localizag®o do Média MAxima Temperatura

veio de agua de profundidade Média MaAxima
El Tateo, Chile 650 230
Ahuachapan, El1 Salvador 1000 230
Namafjale, Isléandia 1000 250
Larderello, Italia 600 200
Matsukawa, Japdo 1000 220
Cerro Prieto, México 800 300
Warakei, Nova Zeladndia 800 230
Kizildere, Turquia 700 190
The Geysers, Estados Unidos 1500 250

a) Trace o diagrama de dispers3o.

b) Determine a reta de minimos quadrados.

c) Calcule o coeficiente de correlagzZo e interprete.
d) Qual € o poder explicativo do modelo ?

5.11. Os dados a seguir se referem a pacientes que sofrem de
enfisema. Registrou-se o numerc de anoeg que cadae paclente
fumou (x) e um diagn®stico m&dico subjetivo sobre o grau em

que os pulmdes dos pacientes foram afetados (Y):

Paciente Ndmero de anos Grau de afecg3o dos
que fumou rulmSes (0 a 100)
1 25 BB
2 36 60
3 22 50
4 15 30
5 68 75
6 39 70
7 42 70
8 31 55
9 28 30
10 33 35

Trace um diagrama de dispersio e verifique se uma reta € um

bom ajuste para esses dados.
5.12. 0Os motoristas aque estio suspeitos de dirigirem

alcoolizados deverZo submeter-se, em breve, a um aparelho
que mede o teor de adlcool do ar expirado: o diepositivo V.SA
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H Principe. 0Os dados a seguir, de 15 motoristas

alcoolizados, fornecem uma comparacXo deste novo dispositive
com o aparalhoe atf agora usado mundialmente (@ "baflmetea®™).

Baffmetro(Y) Dispositivo V.3.(X)

0,10 0,088
0,15 0,154 0,09 0.082
0,10 0,085 0,09 0,072
0,08 0,079 0,08 0,080
0,14 0,144 0,08 0,092
0,08 0,078 0,08 0,087
0,11 0,078 0,08 0,077
0,12 0,097 0,08 0,053

a) bera que os dados permitem ajustar uma reta de minimos
quadrados entre os resultados do "bafémetro" e do
dispositivo V.8 ?

b) Represente os dados num grafico e trace a reta de minimos

quadrados.

5.13. A tabela a seguir mostra a distribui¢io de frequéncias
das alturas resgpectivas, X e Y.de B0 prais e seus filhos mais
velhos.

a) Construa um diagrama de dispersio.

b) Determine o coeficiente de correlagzdo linear e conclua.

X \ v | 150|—160 160|—170 170|—180 180|—190 =
150|““160 & 3 5 6 16
160|—170 4 5 8 9 26
170[__180 2 4 5 7 18
180|—190 3 5 5 7 20
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V- ANALISE DE SERIES TEMPORAT S

Em muitas situasSes, as ohservastes de
interesse sdo obtidas em instantes sucessivos de tempo(a ca-
da hora, durante 24 horas) ou entio registradas por algum
equipamento de forma continua (como um trasado eletrocardico-—

grafico).

Uma série temporal € um conjunto de valores
observados em periodos de tempo ordenados. E representada
graficamente por um grafico em linha.

5320 exemplos de &fries temporails:

a) os valores didarios do preso das as®es da Pirelli, na
Bolsa de Valores do Rio de Janeiro;

b) os valores mensails de temperatura da cidade de Porto
Alegre;

¢) as gquantidades anuails de chuva na cidade de Fortaleza;

d) os valores mensais do {ndice do TEPE;

e) as alturas de marés no porto de Rio Grande, obtidas
atraves de um maregrafo;

) o registro de um eletrocardiograma (ECG) de um indivi duo;
Z) o registro do movimento da crosta terrestre, obtido
atraves de un sismdgrafo.

Quando se analisa uma s&rie temporal, 0s
principais objetivos s8o:

i) modelagem do fendmeno sob considerasdo;

1i) obteng&o de conclusdSes em bermos estatisticos;

iii) avaliagdo da adequesdo do modelo em termos de previsio;
iv) sumario dos dados: descrever o comportamento da efrie
verificando a existéncia de tendéncias, ciclos e variagSes
sazonals. construindo histogramas & diagramas de dispersio;
v) investigasdo do mecanismo gerador da serie temporal: na
andlise de ondas oceadnicas, gqueremos saber como estasg ondas
foram criadas:

vi) estabelecimento de causalidade: na &frie de vendas de um
produto e a respectiva série de propagandas, deseja-se saber
se ha uma relagdo de causa £ efeito entre elas;

vii) classificagdo: obtido o ECGE de um individuo, queremos



determinar se ele apresenta algum problema cardfaco, isto &,
vamos classificid-lo como normal ou n3o, baseado em algum
padrio;

viii) controle: muitas situacSes em ciéncias fisicas, biold-
gicas e sociais, engenharia, medicina, envolvem o conceito
de sistema dindmico, caracterizado por uma série de entrada,
uma gérie de salda e uma fungdo de transferéncia. Na
producd@o de um tipo de ago, com uma determinada quantidade
de carbono especificada a priori, tem-se que ajustar
convenientemente a "entrada" ( quantidade de ferro, seu teor
em carbono, etc) e o 'sistema" (guantidade de oxig&nio
injetada, temperatura do forno, etc.).

A andlise de série temporal € o procedimento
pelo gqual s3o identificados e separados 08 fatores
relacionados com o tempo gque influenciam 08B valores
observados da série. Apds identificar esses fatores, podemos
utilizéd-los na interpretagsio e na projegdo da serie
temporal.

A abordagem classica da ani&lise de séries
temporais identifica quatro de tais influencias ou
componentes:

1. Tendéncia secular (T) : Movimento geral de longo prazo
nos valores (Y) da série temporal em um grande periodo de
tempo.

2. Flutuag8es ciclicas (C): Movimentos oscilatdrios, para
cima e para baixo, com referéncia a tendéncia secular, gque
tem a durasdo de diversos anos.

3.VariacB®es sazonais (S) ou estacionais: Movimentos parsa
cima e para baixo, em relagcio & tendéncia secular, gque s3o
completados dentro de um ano e que se repetem anualmente.
Tais variagBes s3o identificadas, tipicamente, com base em
dados mensais ou trimestrais.

4. Movimentos irregulares (I): Varias®es erraticas a partir
da tendéncia secular que ndado podem ser atribuidas a
influéncias ciclicas ou estacionais.

0O modelo classico para a analise de séries
temporais & Y =T Gk I, isto significa que o
valor da variidvel € determinado pelas influgncias dos quatro



componentes & qgue 08 componentes tem uma relag3o
multiplicativa.

EXEMPLO 1. Tabela 1. Vendas das fabricas de carros dos

Estados Unidos em milhSes de unidades, 1950-1974

Ano Vendas

1950 6,513 1963 7.444
196561 5,080 1964 . Bb4
1952 4,154 1965 9,101
1953 5,964 1966 8,337
1954 5,3h2 1967 7,070
1955 7,666 1968 8,407
1956 5,623 1969 7,807
1957 5,953 1970 6,187
1958 4,132 1971 8,122
1959 5,474 1972 8.353
1960 6,530 1973 9,079
1961 5,402 1974 6,721
1962 6,754

b 168,779

Graficamente:

Como podemos observar, em 19556 e 1965 ocorreram picos de
vendas das fabricas, enguanto que nos anog de 198568 e 1970 as
vendas apresentaram a culminincia de valores declinantes,

constituindo os sulcos.

5.1. AHALISE DA TEHNDENCIA
A analise da tendéncia se refere a direcdo do movimento
de longo prazo na série temporal e ¢ feita utilizando-se os

dados anuais. Devem ser usados, no minimo, 15 anos de dados,



de modo que os movimentos ciclicos de diversos anos de
duragio nZo sejam tomados como indicativos de uma tend&ncia
geral dos valores da série.

0 metodo dos minimos quadrados € o mails utilizado para
identificar a componente tendencial da s£rie temporal.
Convém ressaltar gque uma linha de tendéncia nEo € uma linha
de regress3o, porque a variidvel dependente Y n3o € uma
varidvel aleatdéria, mas sim umn valor historicamente
acumulado que apresenta dependéncia entre periodos adjacen-
tes. Quando o crescimento ou decréscimo de longo prazo pare-—
ce seguilr uma tendéncia linear, a equagio dos valores na li-
nha de tendéncia, com X representando o anos € Y = a + 3 X
onde

N Y=y - (E2)Y ¥) — —
3 = 2 5 g azsY¥Y -~k
HEx =~ (%)

EXEMPLO 2: Ajustar uma reta aos dados do Exemplo 1.

Ano Vendas (y) Ano codificado (x) xv Kz
1950 6,513 0 0 0
19561 5,080 1 5,090 1
1952 4,154 2 8,308 4
1953 5,954 3 17,862 g
1854 5352 4 21,408 16
1955 7,666 5 38,330 25
1956 5,623 6 33,738 36
1957 5,953 7 41,671 49
1958 4,132 8 33,056 64
1959 5,474 9 49,266 81
1960 6,530 10 65, 300 100
1961 5.402 11 59,422 121
1962 6,754 12 81,048 144
1963 7.444 13 96,772 169
1964 7,554 14 105, 7Tb58 196
19656 9.101 15 136,515 225
1966 8,337 16 133,392 256
1967 7,070 17 120,190 289
1968 8,407 18 151,326 324
1969 7,807 19 148,333 361
1970 6,187 20 123,740 400
1971 8,122 21 170,562 441
1972 8,353 22 183,766 484
1973 9,079 23 208,817 529
1974 6,721 24 161,304 576

b B 168,773 300 2194,972 4900

s N alal



Os anos foram codificados para simplificar os cidlculos.
=1y Y= 8,78L £ =10,181 a = 5,179

Portanto: Y = 5,179 + 0,131 X. Esta equac3o pode ser utili-

zada como ponto de partida para projesSes. A declividade

desta equacio linear indica gque, durante o periodo de 25

anos, hd uma tendgncia de longo prazo de um aumento medio

anual de aproximadamente 131000 unidades.

No ecaso de tend®ncia n3o-linear, frequentemente =30
utilizadas a curva exponencial (taxa de crescimento

constante durante um periodo de anos) e a curva parabdlica.

5.2. MEDIDAS DAS VARIACOES ESTACIONAIS

A influgncia da componente estacional ¢ identificada
através da determinacio de um nimero-indice associado com
cada mes (ou trimestre) do ano. A média artimgtica de todos
o3 12 nimeros—-indices mensais ( ou 4 nimeros-i ndices
trimestrais) ¢ 100. A identificacdo das influgncias
egtacionals positivas e negativas ¢ importante para o
planejamento de produgdo & estoques.

Por exemplo, um nimero-indice de 130 no mes de outubro
associado a venda de bringuedos poderia indicar gque os
valores da série para aquele mes foram 30% mais elevados que
os dos outros meses por causa do Dia das Criancas (fator
estacional).

0 procedimento mais frequentemente utilizado pAara
determinar os nimeros-indices de estacionalidade € o Mttodo
da Raz3o a4 Média Moével dque consiste basicamente de tres
etapas. Primeiro, determina-se o quociente entre cada valor
mensal e a media mdvel centrada nagquele mes. Uma vez que a
média movel baseada em dados mensais (ou trimestrais) para
todo o ano "anula', em mddia, as flutuagctes estacionais e
irregulares, mas n3o a tendédncia de longo prazo nem as
influéncias ciclicas, a razio de um valor mensal (ou trimes-
tral) para a média mdvel pode ser representada simbolicamen-

te por:



Y T w @ S = T

Media movel - T x C =l

0 segundo passo do Método da Razdo a Média Mével &
cancelar a componente irregular. Isto € feito listando—-se as
diversas razfes aplicaveis ao mesmo mes (ou trimestre) para
os diversos anos, eliminando os valores mais alto e mais
baixo, e calculando a média das razdes restantes. A média
resultante ¢ chamada m&dia modificada, por causa da
eliminas@o dos valores extremos.

A etapa final do Métode da Razioc a Media Mdvel consiste
em ajustar as razdes médias modificadas por um fator de cor-
res3do, de tal forma que a soma das 12 razdes mensals seja
1200 (ou 400 para as quatro razdes trimestrais).

EXEMPLO 3:

A Tabhela 2 fornece a primeira e principal etapa do
Método da Razio a Média Mével, isto €, o calculo da razZo de
cada valor mensal com a média mdvel centrada de 12 meses pa-
ra cada mes.

0 primeiro total mdvel de 12 meses (6187,4) € o total de
unidades vendidas de janeiro até dezembro de 1970. Esta
centrado entre junho e julho de 1970 por ser um total mével
de um numero par de meses.

0 total mdvel centrado de 2 anos inclui dois periodos
sobrepostos de 12 meses. 0O primeiro total de 2 anos €
12507,9 e inclui o total 6187.4 de Jjaneiro a dezembro de
1970 mais o total B320,5 de fevereiro de 1970 a Janeiro de
1971,

A média mével de 12 meses ¢ o total mdvel centrado de 2
anos dividide por 24.

A media mdvel no instante t, para 12 observasSes, €,

portanto, dada por:

= Yy oo + 2 (VL—5+ yt—4+ YL—3+ yL—z+ yl—i+ YL+ yL+1
MM, = 24
2
YL+2+ yt+3+ yL+4+ yL+5) * Yive yt—k 2 yt~k+i+ Yy vk

- 24
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Genericamente:

onde k =n : 2

A razao a2 mé&dia mdvel ¢ a razido de cada valor de vendas
mensais com a media mdével centrada para aquele mes,
multiplicada por 100:

vy

RMM = 100

MM,

Tabela 2. Vendas mensais de carros, em mil unidades

1970 - 1974
Total Tota% Medt? Raéao a
movel move move me tf
Ano Mes Vendas 1i2meses centrado centrada move (9% )
12 meses 12 meses
1270 jan 545,0
fev 528 ,4
mar 5904, 4
abr G627 ,2
mai 84,4
jun 758, 4
) G187 , 4
jul 464 ,3 12507, © 521,46 80,09
6320,5
ago 2%54,0 PP 12831, 6 534,065 47,51
set 454 ,2 b 13243,7 554,82 8z,91
8732 ,6
oul 365, 4 1i3%441,6 564,28 64,76
G809, 0
nowv 341,1 13650,3 568,76 59,07
S8414,3
dez 570, 6 13685, 5 570,23 100,006
aa44,2

1971 jan o778, 1
fev 7192,0
mar 815, 9
abr 703 ,6
mati 716,7
jun 764,83
jul 468,90
ago 457 ,06
set 741i2 ,0
out 758,06
nowv 736,06
dez 5903,2
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1972 jan

G666, 0

fev 716,1
mar 2685 ;,2
abr 786,99
ma i 7o8,0
jun 761,06
jul 393,06
ago avi,o0
sel 808 ,8
out 841,7
nowv az7,4
dez 666, 2
1973 jan 859,8
fev 815,55
mar 88z,8
abr 786,06
mai 880, 1
jun 873,13
jul 677,55
ago 415 ,7
set 666, 1
out 88?7 ,2
nowv 827,1
dez 507, 1
19274 jan 552, 1 14849, 7 618,74 Be,24
?73943,7
fev 504,95 14858087 ,5 Gii, o8 a1,o5
7843,8
mar 557,14 14630, 3 G609, 60 ©1,390
7286,5
abr G617 ,4 14448 ,4 602z ,02 102,56
: 7161 .9
ma il G79,0 13996, 3 583,18 116,44
. 6034, 4
jun 6i8,2 1355%, 7 564,82 109,46
3 721,93
Jul S15,2
ago 415 ,8
sel 08,8
out 262,06
nov 499,06
dez 394 ,0
Complete a tabela para os outros anos.

A Tabela a seguir apresenta a segunda e terceira

na determinacio dos indices de estacionalidade.

etapas



Tabela 3. Calculo dos indices de estacionalidade usando as

porcentagens das médias mdveis de 12 meses.

Mes 1970 1971 1972 1973 1974 Média Média
modificada modificada
por mes x 0,995
Jan 118,86 98,27 112,78 89,24 105,53 105,1
Fev 124.14 106,72 105,08 81,95 105,90 105,4
Mar 136,34 113,97 114,36 91,39
Abr 112,48 108,54 102,43 102,56
Mai 108,85 116,30 114,33 116,44
Jun 112,65 109,90 114,43 109,486

Jul 89,09 69,38 55,90 91,10
Ago 47,51 87,73 51,80 57,91

St 82,31 105,783 111,81 986,38
Out 64,77 112,77 114,94 132,31

Hev BH,08 108,73 112,14 126,25
Dez 100,07 87,13 89,32 79,72

F: 1205, 38 1200

Complete a tabela com os demais dados.

A m&dia modificada por mes € a m&dia das razdes 2 mé&dias
mévels para cada mes, depois de serem eliminados os valores
mais baixo e mais alto. Assim, para janeiro foram eliminados
os valores 89,24 e 118,86, sendo a m&dia dos dois valores
restantes 105,563.

As m&dias modificadas s3o multiplicadas por um fator de
ajustamento, de tal forma que a soma dos indices seja
aproximadamente 1200 para os indices estacionais mensais. O
fator de ajustamento utilizado com as mé&dias mensais
modificadas para obter indices mensais &

1200

soma das medias modificadas mensails

Fator ajustamento mensal=

400
soma das méd. mod trimestr.

OBS:Fator ajustamento trimestral=

0O fator de ajustamento € 1200/1205,38 = 0,9955 que ¢&
multiplicado por cada uma das médias modificadas, resultando
nos Indices Estacionais Mensais (St: Ultima coluna da Tabe-

la 3). Assim, maio € o mes com a maior influéncia estacional

positiva, com a venda de carros sendo 14,8% mais elevada do



que no mes tipico, em média. Agosto € o mes com a maior com-
ponente estacional negativa, com as vendas de carro sendo
54,8% das vendas do mes tipico, em mddia. A dltima influén-
cia estd associada com a redus@o do ritmo de produgdo das
fibricas devido as mudangas anuais de modelos e 2s escalas

de férias, nos Estados Unidos.

5.3. APLICACAO DE AJUSTAMENTOS ESTACIONAIS

Uma aplicas3io frequente dos Indices Estacionais € o
ajustamento dos dados observados da s&rie temporal pela
remosio da componente estacional dos dados, o 9gue resulta
nos dados estacionalmente ajustados ou dados desestacionali-
zados. 08 ajustamentos estacionais s3oc de interesse para
comparar dados de diferentes meses a fim de determinar se um
aumento (ou decréscimo) relativo a expectativas teria ou n3o
ocorrido.

Os valores observados mensais (ou trimestrais) da série
temporal &3o ajustados para influtncias estacionais,
dividindo-se cada valor pelo findice mensal (ou trimestral)
para aquele mes. O resultado €, entd3o, multiplicado por 100
para manter a posig3io decimal dos dados originais. O
processo  de  ajustamento de dados para & influéncia

estacional pode ser assim representado:

Y Tx Cx 5 n 1
a = S = Tx C%x 1
Embora os valores resultantes da aplicasdo desta
equascido estejam na mesma unidade de medida gque os dados

originais, nio representam observasSes efetivas. 530, ao
contriario, valores relativos e somente possuem sentido para

fins de comparacdo.

EXEMPLO 4: Desestacionalizar os dados de vendas de carros da
Tabela 2, usando os Indices listacionais Mensais determinados
na Tabela 3. Utilizando os resultados da analise, ilustrar o

uso de tais valores ajustados estacionalmente.

Para determinar cada valor estacionalmente ajustado,
e

divide-se o wvalor mensal da Tabela 2 pelo indice de



estacionalidade aplicavel aquele mes, multiplicando-se o
resultado por 100. Assim, o valor ajustado para Janeiro de
1970 (b18,7) foi obtido dividindo-se 545,0 (da Tabela 2) por
105,1 (da Tabela 3) e multiplicando—-se o resultado por 100.
Como utilizma¢do dos dados estacionalmente ajustados, note
que, em 1974, as vendas de carros pelas fibricas calram de
518.2 mil unidades para 515,2 mil unidades entre Jjunho e
julho (Tabela 2). Contudo, baseados em dados estacionalmente
ajustados, as vendas de fato cresceram, como indicado pelos
respectivos valores desestacionalizados de 556B,0 e 653,2
(Tabela 4). Muito embora tenha ocorrido um decréscimo
efetivo, ndo foi umn decréscimo {30 grande como seria de se
esperar, com base no indice de estacionalidade para aquele

mes.,

Tabela 4. Dados ajustados estacionalmente para vendas de

carros, pelas fabricas dos Estados Unidos, em mil unidades

Mes 1970 1871 1972 1973 1974

Jan 518,

Fev 7 83

Mar 5Z23.0

Abr

Mai

Jun D80
Jul 653,2
Ago

Set

Out

Nov

Dez

Complete a Tabela.

5. 4. PROJECOES BASEADAS EM FATORES ESTACIONATS E EM TENDENCT A
Un ponto de partida para a projesdo de longo prazo de
valores anuais ¢ fornecido por Y =a + £ X . Contudo, uma
consideracio particularmente importante em projecSes de
longo prazo ¢ a componente ciclica da &2rie temporal. N3o
existe m€étodo padrao pelo qual se possa projetar a componente

cliclica baseando-se somente em valores histdricos da s2rie



temporal, mas certos indicadores econ®micos 5830 Uteis na
antecipacdo dos pontos de reversio do ciclo.

Para projes®es de curto prazo, o ponto de partida € o
valor projetado de tend&ncia. que ¢, ent3o ajustado para a
componente estacional. Uma vez que a equagdo para alinha de
tendéncia € geralmente baseada na andlise de valores anuails,
0 primeiro passo necessario € ajustar a equasio de forma que
ela seja expressa em termos de meses (ou trimestres).
Equagdo de tendéncia modificada para obter projecSes de

a.valores mensais:
el X o 3

Yo =92 * 792 T12 T Tiz T 12z X

b. valores trimestrais:
o 3 X o 3
Y. =73 * 74 2 T4 * 18k

Pela transformacio para dados mensais, o ponto-base no

ano anteriormente codificado como X=0 vai localizar-se agora
no meic do ano, ou em 12 de julho. Uma vez que € necessério
que este ponto esteja no meio deo primeiro mes do ano-base,
15 de janeiro, deve-se reduzir o intercepto a/12 da equagio
modificada pror 5.5 vezes a declividade modificada, obtendo-
se: % 3 s

Y = 1z " 545 + X

pimilarmente, uma egquagdo de tendéncia modificada para

obtenc@o de valores projetados trimestraie e com x=0

localizado no meio do primeiro trimestre do ano-base €:

o 3 e
YT ="z - YD T ®RE &
EXEMPLO 5: Modificar a equacfo de tendéncia,de tal forma que
seja expressa em meses, com o0 mes-base sendo o primeiro mes
do ano-base. Utilizar esta equagdo para determinar os
valores mensais de tendéncia para os anos de 1970 a 1974, em
mil unidades.

Para a equagdo de tendéncia determinada no Exemplo 2., o
ano—-base € 1950 (isto ¢, o ano codificado com X=0). A

equasdo modificada para projetar os valores mensais da



tendéncia, tendo como mes-base janeiro de 1850, &:
= 5,179 + 0,131 X

T(anual

3 3
e ha [ 12 7 95 144 ] PP
5,179 0,131, 0,131
s s oED
5 [ 12 9,0 Tiq ] * 122 X

0,42658 + 0,00091 X

Observemos que os dados anuais da Tabela 1 estZEo em
milh®es de unidades e o0os valores da tendéncia mensal

requeridos s8o em mil unidades, portanto, a equagdo fica:

h 4 = 426,58 + 0,91 X

Timensal)
Assim, como Jjaneiro de 1970 £ o 2402 mes depois do
mes—base Janeiro de 1950(¥=0) o wvalor de tend®ncia mensal

para Jjaneiro de 1970 é&:

= 426,58 + 0,91 (240) = 644,98 = 645,0

T(jarn 1970)

Tabkela 5. Valores mensals de tendéncia para as vendas de
carros em mil unidades

Mes 1970 1971 1972 1973 1974

Jan 645.0
Fev 645,9
Mar 6846, 8
Abr
Mai
Jun
Jul
Ago
Set
Out
Nowv
Dez

Complete a Tabela.

EXEMPLO 6: Determinar os Valores Mensals Previstos das
vendas de carro para os anos de 1970 a 1874, aplicando os
indices de estacionalidade aos valores de tendéncia mensais
determinados na Tabela 5.

Para Jjaneiro de 1970. o Valor Previsto serd de B677.9,

3 i i



obtido multiplicando-se o valor mensal de tend®ncia 645,0
(Tabela 5) prelo Indice de Rstacionalidade Mensal 105.1 (Ta-
bela 3) e dividindo-se o resultado por 100. Analogamente pa-

ra os demais: m
yL ¥ bL

VB 100
Tabela 6. Valores Mensais Projetados para as vendas de car-
ros com base nas componentes de tendéncia & esta-

cionalidade, em mil unidades

Mes 1970 1971 1972 1973 1974

Jan 677,9
Fev 680,8
Mar 735,4
Abr
Mai
Jun
Jul
Ago
Set
Out
Nowv
Dez

Complete a Tabela.

5.5. ANALISE DAS VARIACZES CICLICAS E TRREGULARES

5.5.1. RELATIVOS DE CICLO

Og valores anuais de uma s&2rie btemporal representam
apenas osg efeitos das componentes tendéncia e ciclo, uma vez
que as componentes estacional e irregular s3o definidas como
influéncias de curto prazo. Portanto, para dados anuais, a
componente ciclica pode ser identificada, dividindo-se os
valores observados pelo valor de tendéncia associado, ou

seja:

A razfo € maltiplicada por 100 para que o relativeo medio
do ciclo seja 100. Um relativo de eciclo 100 indicaria a
auseencia de qualquer influéncia ciclica no walor anual da

serie temporal.



EXEMPLO 7: Determinar os Relativos de Ciclo para os dados da

Tabela 1.
Cada Relativo de Ciclo €& determinado multiplicando-se por

100 o valor observado da série temporal (yt) e dividindo-se

o resultado pelo valor da tendéncia (yT).

Tabela 7. Relativos de ciclo para as vendas

Ano Ano cod Vendas Y Vendas esper YT Rel. de ciclo

100 Y/YT
19560 0 6,513 5,179 125.,8
1951 i 5,090 5,310 85,9
1952 p 4,154 5,441 76,3
1953 3 5,954
1954 4 5,352
19565 5 7,666
1956 6 5,623
1957 7 5,953
1958 8 4,132
1959 9 5.474
1960 10 6,530
1961 11 5,402
1962 12 6,754
1963 13 7,444
1964 14 7,554
1965 15 9,101
1966 16 8,337
1967 T 7,070
1968 18 8,407
1969 19 7,807
1970 20 6,187
1871 21 8,122
1972 22 8,353
1973 23 9,079
1974 24 6,721

Para auxiliar na interpretacdo dos Relativos de Ciclo,
elabora-se, frequentemente um diagrama de ciclo que retrata
og relativos de ciclo de acordo com o ano. Pela construc3o
deste diagrama, podem tornar—-se mais evidentes os picos e
sulcos da componente ciclica das séries temporais.

EXEMPLO 8: Tracar um diagrama de cicle para as vendas dag
fabricas de carrog de 1950 a 1974, tendo como referéncila os

relativos de ciclo da Tabela 7.



Relativos de cico, %

1 /\ AVN ,/\\

5.5.2. COMPONENTES CICLICA E IRREGULAR

Valores mensais ou trimestrais de sfries temporais incluem
a .influéncia de todas as quatro componentes das sries
temporais: tendéncia, ciclo, estacionalidade ]
irregularidade. Pelo emprego do método residual, os efeitos
agsocliados com as componentes colclica e lrregular s3o0
identificados pela remogio gistemdatica dag influgncias
associadas com as outras componentes da serie temporal. O
primeiro passo € remover os efeitos da componente tendencial

e estacional, dividindo os valores mensais pelos valores

projetados com bhase Néa componente de tendéncia e
estacionalidade:
Y lj:'x CH S'K .{
T 8 - T %« S =Cx I

Esta razio ¢ maltiplicada por 100, de tal forma gue

possa ser interpretada como uma porcentagem.

BXEMPLO 9:Utilizar o mé&todo dos rest duos para identificar as
componentes ciclica e irregular combinadas para os dados da

serie em estudo.



Tabela 8. Valores mensais ajustados para as componentes de
tendéncia & estacionalidade (indicando a influén-

cia dos efeitos ciclicos e irregulares)

Mes 1970 1971 1972 1973 1974
Jan 80,4 98,4 95,0 120,7 76,3
Fev TH:6

Mar 80,8

Abr 92,1

Ma i 91,9

Jun 105,4

Jul

Ago

Set

Out

Nov

Dez

Complete a Tabela.

0O indice de B8B0.4 para Jjaneiro de 1970 é obtido
dividindo-se ag vendas mensais, em mil unidades, de 545,0
(Tabela 2) pela previsio basseada nas componentes tendencial
e estacional 677,9 (Tabela 6), multiplicando-se o resultado
por 100. Indica que as influégncias combinadas das
componentes ciclica e irregular para aquele meg resultaram
em unidades de venda que foram 18.6 % mais baixas do gue as
vendas previstas com base em fatores de tendéncia e de

estacionalidade.

5.5.3. COMPONENTE CICLICA

Para obter a Componente Ciclica, calcula-se uma m@dia md-
vel dos valores residuais que representam as componentes ci-—
clica e irregular, geralmente, para periodos de 5 meses. Tal
media mével "cancela”, em mEdia, a componente irregular de
curto prazo, deixando somente a componente ciclica.

A media mével no mes t para periodos de 5 meses ¢ dada por
= Yi-2 Ly yt'-l + vy * yt-u + Yiva

MM, = £ = M . F 5

Yiva ~ ¥Yya

0 termo "mé&dia mdvel"” € utilizado porque, a cada perfodo,

a observacio mais antiga ¢ substitulida pela mais recente,



calculando-se uma nova media.

EXEMPLO 10: Com referéncia aos residuos identificados no
Exemplo anterior, i1dentificar a componente cifclica nos valo-—
res mensals. Houve pilcos ou depressgdes durante o periodo de
1970 a 1975 7

Tabela 9. Médias mdveis de 5 meses de valores mensais
ajustados para componentes de tendéncia e estacio-
nalidade (indicando a influéncia percentual dos
efeitos ciclicos)

Mes 1870 1971 1972 1973 1974

Jan
Fev
Mar 84,6
Abr 89.6
Mai 92,1
Jun 90,3
Jul
Ago
Set
Out
Nov
Dez

Complete a Tabela.

Esta Tabela apresenta as médias movels de 5 meses para o8
dados da Tabela 8. Podemos observar que o8 anos nos quais
houve uma influéncia negativa substancial, associada com &
componente ciclica da série temporal foram 1970 e 1874, O
resultados de 1970 coincidem com uma recessiao nacional,
enquanto os resultados de 1974 coincidem tanto com uma crise
de energia como com uma recessio nacional. O ano no qual
houve a maior influéncia prositiva associada com a componente
ciclica em tais valores mensais foi 1973, que se seguiu a
recurerasdaoc da recessio de 1969-1970 e que precedeu a crise
energética. No ambiente inflacionidrio de 1873, muitas vendas
de carros foram tambem estimuladas pela antecipagio de
precos substancialmente mais elevados que seriam cobrados

relos automdveils modelo 1974.



5.5.4. COMPONENTE IRREGULAR

A Componente lIrregular de curto prazo pode ser identifi-
cada nos dados histéricos, dividindo-se os resi duos que con-
tém as componentes cliclica e irregular pela media mdvel qgue

representa apenas a componente cilclica:

EXEMPLO 11: Determinar a componente irregular para as vendas
mensais dos carros, referindo-se aos residuos determinados

nos Exemplos 9 e 10.

Tabela 10. VariagSes percentuais atribuiveis a componente
rre

gular da serie temporal

Mes 1970 1971 1972 1973 1974

Jan
Fev
Mar 95,5
Abr 108,86
Mai 88,8
Jun 116
Jul
Ago
Set
Out
Nowv
De=z

Complete a Tabela.

Dz indices g8o obtidos dividindo-se o8 indices da
Tabela 8. que incluem as influégncias das componentes ciclica
e lrregular da =2rie temporal, pelos respectivos indices da
Tabela 9, gue incluem somente a influéncia da componente
ciclica e maltiplicando-se o resultadoe por 100, Esees
indices indicam a variacio percentual nos valores da sfrie
temporal mensal atribuivel & componente irregular. As
variasdes (de 100) que s3o relativamente grandes podem ser
explicadas geralmente pelo conhecimento dos eventos
causadores especi ficos. Por exemplo, uma greve na General
Motors durante outubro e novembro de 1970 resultou numa

reducio substancial nas vendas das fAbricas de carros

E B



durante esses meses, e o estabelecimento de um acordo nesta
disputa trabalhista foi seguido por um momento incomum nas

vendas das faibricas em dezembro de 1970 (124.5).

5.6. PREVISAQO DE CICLOS E INDICADORES ECONOMICOS

A projecio baseada nos componentes tendencial e
estacional de uma ssrie temporal € considerada apenas um
ponto de partida na previsio econ®mica. RazBes para isso:
necessidade de levar em consideracio os efeitos provaveis
da componente ciclica durante o periodo de projecdo &
de identificar os fatores causals especl ficos que exerceram
influgncia sobre as variavels das s2ries temporais.

Para projesdo de curto prazo, supde-se frequentemente
gque o efeito da componente ciclica @& o mesmoe incluldo em
valores recentes da sfrie temporal. Contudo, para perdiodos
longos, ou mesmo para periodos curtog durante epocas de
instabilidade econdmica, a identificasio dos pontos de
reversio do ciclo para a economia nacional € bastante
importante. E claro que as variagSes cliclicas associadas com
umn produto particular podem ou nfio coincidir com o cicle

geral dos negdcios.



VI - ANALISE EXPLORATSRIA

1. INTRODUCAO

0 trabalho do Estatistico esta relacionado com a
solugdo de problemas. Por isso, ele precisa escolher af(s)
técnical(s) estatistica(s) mais adequada(s) para cada caso.
As técnicas estatisticas foram delineadas para serem as me-—
lhores possiveis sob rigorosas suposig@es. Corre sério risco
aguele que irresponsavelmente, utiliza uma técnica
estatistica sem verificar se as suposig®es exigidas s3o0 sa-—
tisfeitas.

A anilise exploratéria de dados formece um conjunto de
métodos para sondagem dos dados, antes de adapta-los a algum
modelo probabilistico. Constitui uma fase preliminar de bus-—
ca de indicagio de possiveis modelos a serem utilizados,ser-—
ve para detectar as suposigBes feitas sobre o comportamento
probabilistico das variaveis s3o satisfeitas. Ajuda a detec—
tar a presenga de valores espurios (outliers), afastamentos
importantes de suposic3o de normalidade, heteroscedasticida-
de (variancia diferentes), etc, que, em geral, s3do exigén-

cias da maioria das técnicas estatisticas cléssicas.

2. RAMO E FOLHAS

Ao se analisar um conjunto de valores numéricos £ em
geral desejavel (ou necessario) dispor desses valores em
forma ordenada e além disso de forma que se tenha uma idé&ia
boa sobre o conjunto desses valores. E 1isso deve em geral
preceder qualquer tentativa de sumarizar o comportamento

desse conjunto de valores.

Uma maneira simples e eficiente de se conseguir o que &
proposto acima pode ser conseguido através da apresentacgio

dos valores num RAMO E FOLHAS.

Considere-se , por exemplo, as populagdes dos estados

brasileiros em 1970, em milhares de habitantes:

(Acre, 218);(Amazonas, 961): (Para, 2.197);(Maranh®o,3.037);
(Piaui, 1.735); (Ceara, 4.492); (R. G. do Norte, 1.612);



(Paraiba,2.443); (Pernambuco, 5.253); (Alagoas, 1.606);

(Sergipe, 911); (Bahia,7.583); (M. Gerais, 11.5645);

(E. Santo, 1.618); (R.Janeiro, 9.110); (5. Paulo, L7Z959) ¥
(Parana, 6.998); (S. Catarins, 2.930); (R. 6. do 5ul,56.733)

(Goisds, 2.998); (M. Grosso, 1.624).

Vamos quebrar cada valor da seguinte maneira:

Ramo Folha Esguece Milhares de Hab.
Acre 0 2 18 218
Amazonas Q 7 b1 961
MaranhZo & Q 37 DS

Pode-se assim apresentar todo o conjunto de valores, de
forma resumida conforme o quadro 1. Nele se tem, de forma
resumida, uma boa apresentag¢io do comportamento dos valores
de populagio dos estados brasileiros em centenas de milhares

de habitantes.

Vé-se que para "entender" comparativamente os valores
de populagfo dos estados foi possivel reduzir bastante o
numero de digitos original.. NZo se deve permitir que um
amontoado de digitos atrapalhe ou at$ impec¢a o entendimento.

Quadro 1- Ramo e folhas das populag@es dos estados do Brasil
em 1970 em centenas de milhares de habitantes.

0| 2909
Ll sabd s
2 | 14909
3 | o
a4 | a
s | 2
6 9 7
7 | s
8
o | 1

10

11 &

12

13

14

15

16

17 L9




HA uma série de observagBes gque se podem fazer so-
bre esse conjunto de valores. Certamente n3do sdo as uUnicas.
I) HA um destaque excepcional do valor 179 - corres-—
pondente ao estado de SZo Paulo.

II) Além deste est3io bem destacados os valores 116
(Minas Gerais) e 21 (Rio de Janeiro).

I1I) Os demais valores estio razoavelmente concentrados
entre 2 (Acre) e 75 (Bahia).

IV) Um valor (mais ou menos) tiplico para esse conjunto
de valores ( excetuados os trés destacados) poderia, por
exemplo ser 20 - isto & 2 milhSes de habitantes. Poder—-se-—
iam fazer também observag@es de natureza mais formal, como:

V) HA uma acentuada assimetria em direg3do a valores
grandes o que, em conjunto com a impressido geral, permite
dizer que:

V1) Nio faz sentido supor que tal conjunto de valores
pudesse ser, de alguma forma, considerado como proveniente

de uma (eventual) populagfo com distribui¢io normal.

Esta n3o & a tnica maneira de representar os ramos e
folhas. No caso que esta sendo considerado por exemplo, po-
de—-se desejar representar os valores de forma mais compacta,
j& gque est3io muito distendidos - pelo menos para valores
grandes. Outra forma de apresentagdo dos mesmos valores € a
seguinte, em que cada ramo ¢ constituido por dois valores do
caso anterior, como no quadro 2. Nas folhas, deve-se chamar
a ateng®o para que os dois pontos (:) ndo ocupem o lugar de

um digito, para n3ao distorcer a forma.

Quadro 2 - Ramo & folhas (outra vers3Zo) das populagdes dos
estados do Brasil em 1970, em centenas e milhares
de habitantes

& F A 289 937 6 4 & 6
2z 3 14 9:0

4 : S5 4:2

< W 2 #F2D

g8 : 9 -
10 344 26
12 =213
14 :15
1& =217 |9




E importante observar como a forma de apresentag¢ioc muda
um pouco (as vezes muito) a impressio e altera as
observagses feitas. Neste caso I1) deixa de ser e III) (&
claro) se altera. Mas 1) ganha ainda mais peso por ter—se

mantido.

Uma terceira forma &€ o "espichamento" da forma original
do quadro 1 de forma que cada ramo se desdobra. £ apresenta-
do no quadro 3 o correspondente ramo e folhas apenas para os
valores até 75 — o que permite de certa forma ver detalhes
do conjunto (mais ou menos) compacto de valores menores. Nas
folhas vZEo os valores com digitos 0, 1, 2, 3, 4 na primeira

parte e 5, 6, 7, 8, 9 na segunda.

Quadro 3 — Ramo e folhas (desdobrado) das populagBes dos
estados do Brasil em 1970,em centenas de milhares
de habitantes até o valor 75

0 2

(0] g9
1

: & & b8 &
2 1 4
2 9

a Q

3

4 | g
A

o 2

5]

6

6 9 7
7

I 9

Para apresentar a quarta forma do ramo e folhas; consi-
dere—se outro conjunto de valores:
Populagio das capitais dos estados em milhares de habitan-
tes:
(Rio Branco, 57); (Manaus, 284); (Belém, 3565); (S.Luiz,168);
(Terezina,181); (Fortaleza,320); (Natal,2531); (J.Pessoa,197)
(Recife,1.046); (Macei , 243); (Aracaju, 180);(Salvador,?298)
(B. Horizonte, 1.107); (Vitdéria, 122); (R. Janeiro,4.252);
(S. Paulo, 5.187); (Curitiba, 483); (Floriandpolis, 116);
(P. Alegre, 870); (Goiania, 362); (Cuiaba, 88).
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Neste caso gqualquer tentativa de representar os valores
num ramo e folhas das formas anteriores necessitaria de um
numero excessivo de linhas pols os valores se extendemde 57
a 5.187 (Rio Branco e S.Paulo, respectivamente). Seriam ne-
cessarias pelo menos 26 linhas na forma mais compacta e nas
tltimas 192 linhas s& haveria 2 valores.

Uma quarta forma de ramo e folhas & pols apresentada,
para situag®es como esta, no quadro 4, com ramos divididos.
A divisdo ocorre cada vez que se muda por um fator de dez. O
numero de situagBes em que ocorre esse tipo de comportamento
& suficientemente elevado a ponto de justificar a existéncia
de um nome (jocoso) para elas de "lei anormal dos grandes
numeros" .

Quadro 4 - Populagio das capitais dos estados brasileiros em
1970 em milhares de habitantes

SaoNocCw

68,81,97,80,22,16
84,51,43

62

83

65,20

70
78

JONDTUDBWUN-

046,107

252
187

0P W -

Para enfatizar bem que as técnicas que estio sendo a-
presentadas n3o s3io de maneira alguma fixas poder—-se—ia a-
presentar o mesmo ramo e folhas, bem como no quadro S5, com o
ramo zero. Em todas as situagBes de analise exploratéria o
fundamental sdo a atengio, a imaginagcio e criatividade. De-
ve—se sempre saber bem o que se esta fazendo sem necessaria-—

mente prender—-se a regras fixas.
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Quadro 5 - Populagio das capitais - outra vez - com ramo
e folhas modificado para economizar gquatro linhas

57,88
68,81,97,80,22,16
84,51,43

62

83

65,20

70
98

QONOTCUIOPAUNREO

046,107

252
187

() I T P2 AN I

3.ESQUEMA DE CINCO NUMEROS

E claro gque n3o ¢ sempre que os valores com que se tra-
balha estZo dispersos assimetricamente para valores grandes.
A seguir estdo listadas as disté&ncias de Brasilia as capi-
tais dos estados brasileiros em quildémetros, com o ramo e

folhas correspondente no quadro 6.

(Rio Branco, 3.033); (Manaus, 3.421); (Belém, 2.100);
(S.luiz, 2.209)3 (Terezina, 1.751); (Fortaleza, 2.448);
(Natal,2.579); (J. Pessoa, 2.408); (Recife, 2.303);
(Maceid,2.075); (Aracaju, 1.806); (Salvador, 1.530);
(b.Horizonte, 740); (Vitdria, 1.278); (R. Janeiro, 1.214);
(5.Paulo,1.011); (Curitiba, 1.306); (Floriandpolis, 1.608);

(P. Alegre, 2.021); (Goiania, 193); (Cuiaba, 1.127).

Quadro & — Distincia de Brasilia As capitais dos estados em
dezenas de quildmetros — ja& ordenadas.
0 B
O 74
1 01,12,21,27,30
1 53,60,75,80
2 02,07,10,20,30,40
2 57,64
3 03,42




Em gualquer caso, agora que se dispde de uma técnica
para apresentar, de forma ordenada, conjuntos de valores,
€ importante pensar em como resumir de forma atil a
informagdo sobre o comportamento do conjunto que se esta
considerando. Uma forma usual de fazé—-lo & apresentando os
valores da média e do desvio padr3do. Esses dois valores s3o,
no entanto, Nndo s de pouca utilidade como conduzentes erras
de interpretagdo pois:

1) 530 afetados de forma exagerada por valores
extremos.
Por exemplo, no caso do gquadro 1 a média ¢ de 4.461 que
vé-se dificilmente pode ser considerado como um valor cen-
tral das populagBes dos estados brasileiros.

IT) Apenas com essas duas medidas nZo fica nmada do
fato de os wvalores se espalharem assimetricamente para
numeros grandes. E n3do faz muito sentido wusar o valor da
assimetria pois seria, mais ainda que os anteriores, afetado
pelos valores muito extremos.

Uma possivel maneira de resumir conjuntos de valores
numéricos € proposta a seguir. Ser3o utilizados:

A MEDIANA - que & um valor gue deixa metade abaixo e metade
acima delas

0OS QUARTIS - OU JUNTAS - gue fazem o mesmo com as duas meta-—
des demarcadas pela medianaj

0OS EXTREMOS - que s3o o menor (Li) e maior (Ls) valores.

A forma de apresentagZo € ent3o o
ESQUEMA DE CINCO NuMEROS - em que além dos valores menciona-—
dos acima aparece de forma explicita o ndmero de valores (n)

no conjunto considerado:

N

Md
Q1 Q2
Li Ls

Para o caso das populagdes dos estados brasileiros a-
presentadas em ramo e folhas no quadro 1 o esquema de cinco
numeros & dado no guadro 7, em duas formas. Em cada caso &

opcional conservar ou n3o os digitos originais.
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Quadro 7 - Duas formas de esquema de cinco numeros para os
valores da popula¢io dos estados brasileiros.

21
X% 218 21
J 1.606 M 29
™M 2.930 J 16 &9
J 5.998 ¥ 2 179
* 17 .959
em milhares de habitantes em centenas de milhares de

habitantes

Em qualquer das formas consideradas tem—se uma boa
quantidade de informag¢do sobre o comportamento do conjunto
como um todo. Por exemplo:

1) A amplitude (que & a diferenga de extremos) —
177 — & muito maior do que a diferenga de juntas - 53 : mais
de trés vezes.
1I1) A mediana - 29 - esta muito mais préxima da -
junta inferior 16 - do que da junta superior - &9.

Essas duas observag@es s3o fortes indicagBes da assime-—

tria para valores grandes e do grande espalhamento dos valo-

res em si.

4..DESENHO ESQUEMATICO

Ha um ditado popular gue diz: "um desenho vale por mil
palavras". Dificilmente h& situa¢®es em que isso € mais ver-—
dadeiro do gue em analise exploratdria. A sequir & apresen-—
tada uma maneira de traduzir em um desenho a informagZo da
esquema de cinco numeros — e muito mais. Logo a seguir, nao

gquadro 8, ¢ apresentado um desenho esguemidtico que sera

descrito gradualmente.

Primeiro, no retangulo central, estio representados as
juntas e a mediana. A partir do retangulo, para cima e para
baixo, seguem linhas pontilhadas (ou tracejadas) que conti-
nuam até:

I)JEncontrar um valor extremo, ou
11) Um comprimento dj - diferenga de juntas - se o
extremo correspondente esta a mais de uma dj da Jjunta res-

pectiva.



Quadro 8 — Representagio de um desenho esquematico com os
pontos e as regides correspondentes.

o= pontos soltios
(o]
& ® pontos externos
1,2 dj
= f X
e dj
J 4 : X
™ dj
I = s
* dj
e .
12 dj
pontos externos
b
pontos soltos

A partir dai da-se destaque especial aos pontos corres-—
pondentes a valores do conjunto que se estd considerando:

1) Pontos gue est3o a mais de uma dj da Jjunta
correspondente e até uma dj e meia s3o chamados pontos ex-
ternos.

II1) Pontos que est3io a mais de uma dj e meia da

respectiva junta s3ioc chamados pontos soltos.

Vale observar que se, o conjunto de valores considerado
fosse uma amostra de uma popula¢io normal, a probabilidade
de se observar um ponto externo seria de aproximadamente ,
4/100 em cada lado e de observar um ponto solto, 8/1000 (ou

menos de um em cem) em cada lado.

0 desenho esquemiAtico correspondente aos valores de
populag¢3do dos estados brasileiros, representados no ramao e

folhas do quadro 1, estid no quadro 9.
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Quadro 9 - Desenho esquematico dos valores de populagdo dos
estados brasileiros - 1970 - em centenas de
milhares de habitantes

zoo ——
o

100 —|— ;
o —— Y

Agui, mailis do gue em qualquer outro ponto anterior apa-
rece o real destagque do valor correspondente ao estado de
S3o Paulo. Se temporariamente esse valor for deixado de lado
como sendo "excepcional'" o desenho esquemAtico corresponden-
te aos valores restantes € o apresentado no quadro 10. Pode-
se realmente considerar que agora ja se tem um conjunto de
valores "bem comportado"” - no sentido de que:

1) a assimetria € menos acentuada

11) n3o ha pontos externos nem soltos.
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Quadro 10 — Desenho esquemi&tico dos valores de populagZo dos

estados brasileiros — 1970 — em centenas de
milhares de habitantes - S30 Paulo excluido.
150 ——
X
100 ——
S0 ——
o - €

No f{tem 1.4, ainda se ir& considerar esse conjunto de
valores — ai muito mais sob o prisma de se tentar contaornar
o problema de assimetria .

Nos guadros 11 e 12 s30 apresentados desenhos
esquematicos dos conjuntos apresentados em ramos e folhas

nos gquadros 4.6.

Quadro 11 — Desenho esquematico correspondente aos valores de
polulag33o das capitais dos estados brasileiros
em 1970 em centenas de milhares de habitantes.

(8]
SO ——
(8]
40 ——
a0 -1
20 ——
10 ——
0 —— *
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Uma das grandes utilidades do desenho esquematico € tam-—
bém ajudar na comparagdo de diferentes conjuntos de valores.
Apesar de pouco ser& utilizado para este fim, nestas notas,
no quadro 13 est3o representados os desenhos esquematicos
correspondentes aos valores de populagdo dos estados brasi-
leiros e dos Estados Unidos em 1970.

Quadro 12 - Desenho esquemiatico do conjunto de valores das

distancias de Brasfilia as capitais estaduais em
dezenas de quildémetros

400 =

300 ——
__I

200 —

100 ——

H4 virias aobservag@es que podem ser feitas quanto ao
comportamento comparativo dos dois conjuntos de valores con-
siderados. No item seguinte ser3o vistas transformag@es e 14

este exemplo sera considerado novamente.

Quadro 13 - Desenhos esquematicos - comparativos — das popu-
lag®es dos estados do Brasil e dos Estados Unidos
em 1970, em centenas de milhares de habitantes.

o
200 —(—
o
o
1 GO ——
120 —— . o
: o o
o
o
80 —— :
40 ——
3 *®
0—|'—
PRASIL ESTADOS
UNIDOS
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5. RE-EXPRESSAO C( TRANSFORMAGCAQOD

Umn dos melhores exemplos da conveniéncia — necessidade-—

de transformar dados &€ dada por MacNeil:

Uma discussio permanente gquando alguém comeg¢a a estudar
geografia & de se a Australia & uma ilha ou um continente.
Como, trabalhar com as areas de todas as ilhas & impossivel,
estio listadas abaixo as Areas de "ilhas" com mais de 10.000
milhas guadradas. Além disso as 1lhas pequenas, SeJam pOUCcas
ou muitas, s3do irrelevantes para resolver a questdo. Asia e
Europa estdo listadas separadas. Juntando as areas de ambas

em Eurasia nao fara diferenga.

AxelH. 16 Baffin 184 Banks 23 Devov 5 8
Melv. 16 P. of W. 13 South. 16 Victoria 82
Spits 15 Grabret. 84 Irlanda 33 Groel. 840
Terra N. 4% Tiw e Fa 1?2 Cuba 43 Hisp. 30
Madag. 227 Formosa 14 Hainan 13 Hohkaiko 30
Kyushu 14 N. Guing 3086 Nova Z.(N) 44 Nova Z (5) 58
Mird. 36 Sakh. 29 Tasm nia 26 Vancouver 12
Celeb 73 Java 49 Moluca 29 Nu Birs 15
Timor 13 Elles 82 Nova Z. 32 Isl ndia 40
Ceil3o 25 Houshu 89 Luzon 42 Bornéu 280
Sumatra 183 sia 16988 frica 11506 Am. Norte 9390
Am. Sul 6795 Europa 3745 Australia 2968 Antar. 5500

As areas estZ@o em milhares de milhas quadradas. O qua-—
dro 14 da um ramo e folhas em centenas de milhares de milhas
quadradas.

Quadro 14 - Ramo e folhas das Areas das "ilhas" com mais de

10.000 milhas gquadradas, em centenas de milhares.

0 1 0 0000000000000000000000000000111111222
2 33 |:[0]7

g 2 5 x5

6 1 7 8:

g « 9 HE

10 343 = 5 Australia D
12 213

14 :15

16 :17 0

Este ramo e folhas € pouquissimo revelador pois os pe-
guenos valores estio muito "embolados". A "distribuig¢Zo" &

extremamente assimétrica. B necessario fazer uma
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transformag3@o dos dados. Inicialmente sera tentada raiz qua-

drada. 0 resultado esta no quadro 15.

Quadro 15 - Area das ilhas com mais de 10.000 milhas guadradas -
rafzes quadradas das Areas em milhares de milhas
quadradas.

0 = i 3 44444444444555555556666777778999992:44577
2w B g

4 : 5 |{4]

& & & 1 : 4

81 2 237 Austr lia [ ]
e o T T S & 3

12 13 0

A transforma¢do utilizada nZFo fol suficiente para ate-
nuar suficientemente ou eliminar a assimetria. No quadro 16
sZo apresentados os logaritmos das Areas. E utilizada base
10 e s3o0 tomados logaritmos das areas em milhares de milhas

quadraticas.

Agora finalmente as coisas comegam a ficar mais claras.
Na realidade existem dois aglomerados distintos de valores.
E est3o a salvo os livros dos australianos. Vista a vantagem
- necessidade — de fazer transformagdes € fundamental enten-

der porgque isso acontece.

Quadro 16 - ZArea das "ilhas'" com mais de 10.000 milhas quadradas
logaritmos em base dez das areas em milhares de
milhas quadradas.

11122222223344
555556646666789999
334

2% Austr lia Ej

[5]e78

o 2

BWUWUNNE -
wm o =

Outra razio da necessidade de fazer transformages esta
em que, ao compararmos dois (ou mais) conjuntos de valores,
se as dispersdes s3do mulito diferentes, ou se existe muita
assimetria, a comparagio € dificil, se n3o impossivel. Em
geral, mesmo que nFo seja imprescindivel, uma transformagio

melhora o entendimento que se tem de um conjunto de valores.



Nos quadros 17 e 18 est3o os desenhos esquemifticos cor-—
respondentes, respectivamente, as rafzes guadradas e aos lo-
garitmos (base 10) dos valores de populag3io (em milhares de
habitantes) dos estados brasileiros e dos Estados Unidos. O
entendimento que se ganha, para comparar os dois conjuntos,
€ muito grande ao se fazer as transformagdes.

Vale A& pena, também, chamar a atengdo para a
importéncia da simetria. Na realidade onde existem assime-
trias muito acentuadas & impossivel - pelo menos dificil -
apresentar um valor que sirva como indicador de nivel para
um conjunto de valores. Sendo por outras, pelo menos como
forma de se atingir alguma assimetria, as transformagBes s3io

de suma importancia.

Quadro 17 - Raizes guadradas das populagtes dos estados
originalmente em milhares de habitantes.

BRASIL ESTADOS
UNIDOS



Quadro 18 — Logaritmos das populac@es dos estados -
originalmente em milhares de habitantes.

X X
40 = g ‘
30 —_—— :
X
[a]
20 —t—
BRASIL ESTADOS
UNIDOS
0O que se busca - guase sempre — ent3do, € uma transfor-

magdo do tipo representado no gquadro 19 que pelo menos dimi-
nua assimetrias - do tipo que surge quando se tem uma
ocorréncia do género "lei anormal" dos grandes nuameros. Como
se vé afl, para valores grandes ocorre uma contragio, quando

comparada a valores pequenos.

Quadro 19 - Efeito de uma transformagio sobre o comprimento
de dois intervalos iguais—um de valores 'grandes",
outro de valores '"pequenaos".

ﬂ_
|
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Se a assimetria fosse em sentido contririo ter—-se-—-ia
que buscar uma transformagio que tivesse o efeito oposto ao
da que € apresentada no quadro 19. No quadro 20 s3o apresen—
tadas diversas transformagSes - inclusive a n3o-transforma-
¢d0 — a identidade. A seguir, no quadro 21, com a escala
horizontal logaritmica, s3o mostradas novamente &algumas das
mesmas transformagfies e algumas outras. Afi pode-se ver o
papel importante da transformagZo logaritmica como interme-—
didria entre ¥n e -1/v%. importante ressaltar gue o
conjunto de transformagdes apresenntado € em geral suficien-
te para resolver os problemas encontrados na pratica -
principalmente devido a que, com a imprecisio nos valores e
com os limites possiveis e razoavels de percepgdo - outras
trasnsformagdes intermediirias s3io um refinamento complica-

do, desnecessario e injustificado.

Quadro 20 - Algumas transformagdSes - com escala e origem
alteradas para melhor visualizagio.

LA™

Ny

-1/% 1 - 4.

2
-1.-x 172 -

3
Lol % 1783 -

S 10 Ly

- I}xz' Fungdo: No gréfico:
—4“1,3 % -1-/3 + x3/3
Xz —1,2 + X /22

x -1 + x
log x 2,303 log x
10

*x
2
172(1.7% )

3
173(1.-% )



Quadro 21 - 0 papel central da transformagiZoc logaritmica.

Pode—se dizer gue eguivale poténcia de zero no
: s 1 1-2 -1,2 -1
grafico abaixo: % , X . lOg; o o M
g >
v ¥
o) 4 Doy X
A_ .
/’.’/——.—Pﬁ
/ -
o
+
Fungdo: No grafice:
_\E‘- x -1 + X%
= —_— —
Vo x -2 + 2V
9*"98* log x 2,303 loyg x
-"lﬁ" At i
o -1
-1 -
A e : y . . S g 2% 2 NV %)
2.3 oy s o A 1y 2. 3oy pod
—1-x 1 + (=1.%)

A razic dos negativos nas transformagSes -1vx, -1/x,
-1/%% e -1/x%& de que assim se consetrva a ordem dos valores
com que se esti trabalhando. Todas as transformagBes apre-—
sentadas s3o quando os valores sdo todos positivos - essen-
cialmente, pelo menos as mais importantes (¥, log, -1/¥). O
que fazer guando h& valores negativos e positivos j4 €& mais
complexo e foge ao objetivo destas notas.Para resolver esses

problemas pode—-se consultar Tukey , capitulo 3.
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AULA DE LABORATORIO N2 1 - MAT271 - ESTATISTICA DESCRITIVA

PROF . DINARA

OBJETIVO: Utilizar o programa MINITAB.

C:\ MINITAB > MINITAB
MTHB > REAR Gl — E2 0 programa apresenta duas colunas

para entrada dos dados (uma para cada variavel).

DATA >

DATA >

DATA >

DATA > END Indica término dos dados.

MTB > PRINT Gl — C2 Mostra os dados na tela.

MTB > SAVE 'A:<nome arquivo>’ Salva o arguivo no drive A.

MTB > OUTFILE="PRINTER® Imprime os resultados e os comandos.

MTB > STOR Sail do programa ou termina arquivo.

MTB > RETRIVE "A:<{nome arquivo>’ Chama arguivo do drive A.

ODUTROS COMANDOS UTEIS:

MTE > LET C3=C1+C2 Soma as colunas Cl e C2 por linha e
coloca o resultado na coluna C3. Este comando permite
fazer qualquer operag¢3o aritmética, tais como:

LET C4=logten(Cl) Coloca log decimal de Cl1 em C4.
LET CS=SQRT(16) Coloca raiz quadrada de 16 na CS5.
LET C6=5.4 Coloca a constante 5.4 em Cé.

LET C7=antilog(Cl) Coloca antilog de Cl1l em C7.

LET C8=8UM(C1) Soma Cl e coloca em C8B.

LET C9=C8/10 Divide C8 por 10 e coloca em C9.
LET Cl10=C1xC2 Multiplica Cl por C2 e coloca em C10

MTB > ERASE Apaga dado.

MTB > PARSOM C1 Acumula os dados da coluna Cl.

MTB > COUT C1 Conta o ndmero de dados de Cl.

MTB > MEAN CL1 Média da coluna C1



MTB > SUM C1K1 Soma a coluna Cl1 e coloca o

resul tado na coluna constante K1.

MTB > NAMES C1 ’'SEX’ Atribui o nome SEX & coluna C1.
MTB > MIN C1 Minimo da coluna C1

MTB »* STDEV £4 Desvio Padr3o da coluna C1

MTB » HIST Cl Histograma da coluna Cl1

MTB > PLOT C2(x) vs Cl(y) Diagrama de dispers3io (grafico)
MTB > SORT Ct Ordena os dados de C1

EXERCICIO: Com os dados que seguem, referentes & produgZo
de milho em ton/ha, calcule a média geométrica e a média
harmédnica utilizando o MINITAB:

g0.7 B8i1i.4 83.5 83.8 87.5

0.6 91i.8 92.4 95.6 100.4
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S0LIK*D DA AULA DE LABORATORIO N2 1.1

Pancard Versilion 5% Storaose Avedlabhles l&i7w

1. By 4988

R » read cl
ATA» 8O.7
TR Bl.4
Ty 82,8
ATA> 83.8
ATA>» B7.8
ATA» 0.6
ATA» 1.8
3TiR» 9R,
3TA> 95.6
ATA> 100.4
3TAY end
10 ROWS READ

B » mean cl c2

MEAN = Bg.7%90
"B » logten cl c3
B » sum c3 cd

SUM = 19.47%
B or let clB=cd4/10
‘B » antilog 5 cé
ANSHWER = 88.57%94%
B

B 3
B3
B >
B >
‘B >
By

B
B ¥
B O
B » print cl—-cd

(b 1 cz GC3 €4

80.7 82.79 1
81.6 1
gZ2.9 1
a354.8 1
i
1
o

o
=
i}
~J
ey

N 2 id K=

87.39
& 0.4
7 1.8 :
(= 22, } RS TET

Fa.b 1.98044

10 100.4 2.001735

o
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AULA DE LABORATGRIO N2 2 - MAT 271 - ESTATISTICA DESCRITIVA
PROF. DINARA

OBJETIVO: Conhecer outras formas de acessar ao MINITAB.

Para guardar uma série de comandos (programa a
ser executado) do MINITAB, podemos proceder de duas
maneiras:

(1) Se estivermos dentro do MINITAB, criamos o arguivo
através do comando:

MTB > STORE "A:<arquivo’>’
segue o conjunto de comandos do programa, por exemplo:

MTB > LET C3=Clx%C2

MTB > LET C4=SUM(C3)/SUM(C2)

MTB > END

Depois entra—-se com os dados:

MTB > READ C1-C2

c1 c2

DATA >

DATA >

DATA > END

MTB > EXECUTE 'A:<arquivo>’

Para trocar os valores de uma coluna, fazemos:

MTB > SET €2

e digita—-se os novos valores para C2.

MTB > EXECUTE "A:<arquivo>’

e o programa roda com Cl1 antigo e os valores
atualizados para C2 .
0 processo pode ser repetido quantas vezes se fizer

necessario.
(2) Criar um arquivo NIo-Documento com os comandos do

programa, em qualquer editor de texto, sequindo a seguinte

estrutura:
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conjunto de comandos
END
Entrar no MINITAB com os dados e chamar o programa:
MTB > READ C1-C2
C1 E2
DATA >
DATA >
DATA > END
MTB > EXECUTE "A:<arguivo>’
Para trocar os valores das colunas, procede-se

analogamente & forma acima explicada.

OUTROS COMANDOS IMPORTANTES:

1. Estatisticas:

MTB >DESCRIBE Fornece varias estatisticas descritivas para
as colunas solicitadas: N, MEAN, MEDIAN, STDEY, SEMEAN, MAX,
MIN, @3, Q1.

MTB > CORRELATION C1 C2 Coeficiente de correlag3o de

Pearson entre os dados das colunas Cl e C2

Limitag3o: Entrando com os dados organizados em Distribuig3o
de Frequéncia, nio pode pedir MEAN ou qualguer outra
estatistica diretamente, pois o©o MINITAB sé trabalha com

colunas. Nesse caso, & necessario calcular passo a passo.

2. Histograma

MTB > HISTOGRAM Cl1 C2 C3 Histograma das colunas.

MTB > HISTOGRAM C1 2 & Histograma de Cl1 com 1

mé&dio 2 e intervalo de tamanho 5.

ponto
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MTB > PLAT % Cl1 % B2 Grafico em duas dimens@es com Cl em
vy e C2 em x. Utiliza simbolo X para 1 ponto e + para
mais de 1 ponto. Tem varias opcBes para troca de

escala (ver manual).

3. Regress3do:

MTB > REGRESS CZ on 1 PREDICTOR C1 Variavel dependente vy

em C2 e k variaveis independentes em C2, C3, ...

4. Gerag3io de dados aleatdrios:

MTB > URANDON 20 OBSERVATIONS INTO C1 Gera 20
observagaes segundo uma Distribuig¢fo Uniforme entre
O el e coloca em Cl.

MTB > NRANDON k OBSERVATIONS com pu=k e o=k coloca em C
Distribuig¢3o Normal.

Ex: NRANDON 20 OBSERVATIONS MU=35 SIGMA=2

MTB > RANDON k OBSERVATIONS INTO C1

5. Andlise Exploratdéria de Dados (EDA):

MTB > BOXPLOTS C1 Faz o diagrama de caixa para Cl

EXERCICIO: Resolva oexercicio 12 da pégina 36, wutilizando
o MINITAB.
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AULA DE LABORATSGRIO NS 3 — MAT 271 - ESTATISTICA DESCRITIVA
Prof. Dinara - 92/2

Utilizando o programa MINITAB resolva os exercicios emitindo
uma listagem dos comandos e resultados (outputs).

EXERCICIO 1: Utilizando o Cadastro das 80 Empresas e a Tabe-—
la de Numeros Aleatdrios (ver Anexo), selecione uma amostra
de 20 Empresas, anote os valores das variiveis: numero de
empregados, lucro anual e empresas exportadoras. Codifigue
por 1 as empresas exportadoras e por O as demais.
1) Calcular para as variaveis guantitativas: a) média arit-
mética; b) wvariAdncia absoluta; c) desvio padr3o; d) coe-
ficiente de variag3o.
Interpretar os resultados e indicar relativamente a
qual das duas varilaveilis as empresas s3o mais homogéneas.
2) Calcular a proporgZo de empresas exportadoras.
3) Padronizar as variiveis quantitativas. Calcular a média e
0 desvio padr3o das variaveis padronizadas. 0 que podes con-—
clttar 72
4) Descobrir como ordenar os dados utilizando o MINITAB e
calcular para as variaveis quantitativas: a) mediana; b)pri-
meiro e segundo quartis; c)diferenga interquartil; d)desvio
mediano; e) desvio gquartilico reduzida; f) coeficiente de
variag3o de Thorndike; g)coeficiente quartilico de variag3o
Interpretar os resultados comparando as duas variAveis
sempre que possivel.

EXERCICIO 2: Considere os dados do exercicio 1 da lista 2.3,
relativamente ao efeito de drogas sobre a capacidade percep-
tual—-motora.

1) Calcular, para cada grupo: a) mé&dia aritméticaj
b) variincia absoluta.
2) Descobrir como agrupar o0os dols grupos num unico,

utilizando o MINITAB e calcular a média aritmética e a vari-
Ancia absoluta das 12 observa¢des consideradas conjuntamente
3) Estudar o ifitem da apostila DESVIO PADRAO DE DISTRIBUICZAQ
COMBINADA (dentro de 2.1.3) e aplicar a férmula pratica para
se obter a variancia de vaArias séries neste exercicio.

EXERCICIO 3: Estudar o 1item da apostila DECOMPOSICAO DO
DESVIO PADRAO DE VARIAS SERIES (dentro de 2.1.5) e calcular:
a) variancia total; b) vari&ncia dentro; c) varilncia entre;
para os dados do Exercicio anterior, acrescentando duas
observagdes na Droga 1: o 9

Interpretar os resultados.
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AULA DE LABORATCRIO NE 4 — MAT 271 — ESTATISTICA DESCRITIVA

Prof. Dinara — 92/2

Utilizando o programa MINITAB resolva o exercicio a seguir,

emitindo uma listagem dos programas e resultados.

Dadas as distribuig¢gdes de frequéncia,

classes .. $... F.. F..  T_. | _ . F_ f . £ f .
11 2L = 41 T &G TE 8L oL 101

o |—m 2 20 20 40 B8O 80 20 120 8 8 120
2 |— 4 40 L0 40 32 40 20 40 12 32 32
4 |— & 80 40 40 4 40 40 20 20 120 32
6 |— B 40 60 40 32 20 40 12 40 D 8
8 |— 10 20 20 40 80 20 80 8 120 8 8
z 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200

determinar e, sempre gue possivel, interpretar, comparando

as distribui¢des guanto a:

e

a s a
a) momento natural de 1—-, 2= , 3= e 4- ordens;

10

b) momento central de 22, e e 4% ordens, a partir dos

momentos naturais;

c) média aritmética; d) variincia absoluta; e)desvio padriog
) coeficiente de variagdo;

g) coeficiente de assimetria de Pearson;

h) coeficiente momento de curtose;

i) modas i) mediama; k) primeiro e terceiro quarlis;

1) primeiro e segundo coeficientes de assimetria de Pearson;
m) coeficiente gquartil de assimetriaj; n) percentil 10 e 90;
o) coeficiente de assimetria entre os percentis 10 e 90;

p) desvio mediano; g) coeficiente percentilico de curtose.
r) coeficiente momento de assimetria.

Faga um quadro-resumo dos resultados.
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MTE » PRINT Ci-C22
ROW C1 G2 3 G4 (N5 Cé G7 G6
i 1 20 29 1ood 20 6120 29 41300
2 3 HO i@ 540 1620
3 U 49 200 1009 bo0e
4 7 6O 420 2940 200580
7] 9 ) 180 1620 14500
RO Cid Gi2 i3 Ci4 Ci% Cié 847 18
i o 30.6 209 1525.8 Tubd Q 60.8 ]
ROW CEL caa Ca3
i @.473286 @ 1.93878
MTB > NOOUTFILE
MTB > PRINT Ci1-C23
ROW Ci Ca (B3] Ca G Cé o7 _ C8
1 1 40 40 1000 40 6500 49 49000
o 3 40 120 340 ioge
4 S 49 200 1000 17101
4 7 40 200 1960 13720
G 9 49 360 3240 294160
OW 5 CiLa (DS Ba! Cia CLsE i Ci7 18
1 ] 33 24% 1933.8 3 (%] 108.8 o
ROW Cai caz cas
i QL OEHNSHIG 9 Le7

MTB > NOOTFILE
® ERROR % NAME NOT FOUND IN DICTIONARY

MTB > NOOUTFILE
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29
4840
235000
1440460
134220

Ci9

Ba.b

Cco

49
3240
25000
P6040
262440

Ci9

1o
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C2o

2.364643
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AULA DE LABORATCRIO N9 9 — MAT 271 — ESTATISTICA DESCRITIVA
Prof. Dinara — 92/2

Utilizando o software estatistico MIMITAB,

resolver os exercicios.

1. Com os dados do exercicio 5.12. do Capitulo V, determine:
coeficiente de correlagdo.
trace o diagrama de dispers3o

c. ajuste a reta de minimos quadrados.

2. Distribuigio dos Alunos da Turma W, segundo a Altura, em

cm, 2 o Peso, em kg

Qltura\ Peso| 45— 50 80 ,— 35 28— 60 z
150,155 10 13 25 S0
155 —140 10 20 10 40
160 —165 8 15 10 30
16517170 @] 0] ) )
z 25 S0 50 125

Determine:
a. coeficiente de correlac3o.
b. trace o diagrama de dispersao

c. ajuste a reta de minimos quadrados.

OBSERVAGCAO: Entreque a listagem dos PROGRAMAS e dos RESUL-
TADOS e um RELATORIO interpretando os resultados obtidos e
justificando a adequacidade ou n3o do ajuste feito aos

dados. (pode ser feito em grupo de, no maximo 5 elementos)

153



SOLUGCAO DA AULA DE LABORATORIO N?- 5.
/H’IT}’ ooeorrelat ion of o

Correlation of Ci and C2 o= @.928

MTE > plot o2 ci

P I

@, A70+ 2 ¥

an mmnn i mnen e man e gan sase men seas sen .'. Saae SRR Baes maes BR mEEs s B HeRE <{‘ B T o]

D.069 @.080 Q.120 @.129 Q.140

MTEB > noouttile

MTEB > regress cf on 1 predictor cR

The regression equation is
(G4 = ©,025% + 0,821 C2

Predictor Coef SGtdewv tepratio P
Constant Q.O2HA44HQ Q.43 3.0 Q.1
G @, 82009 ?.0v161 B.94 Q.000
G o= QL.009179 Resg o= BdaiW Regogiadj) = HH.07%
Analysis of Variance

D G M I

EOURCE

Regression i DO ALY Q.ADLT4HY 89,24 Q.00

EBvror 13 @.0050931 0., 0000841
Total 14 0.O07B409

LUnnsual Observat ions

Olrg . e (-4 Fit Stdevalit Residual St .Resid

i I R . 15000 Q.159183 9.004646  ~0.00183
& G078 D, 1006 D.Rnya7 @ . QORI Q. 2003

R denotes an obs. with 2 large st. resid.
Xodenotes an obs. whose X value gives it large influence.
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ocorrelation ¢l o2

arrelation of CL and C2 = 9.024

g > plot ci o2

GV YRS

[~

- + + +

B T e e e F e — (: ;_)

43,9 Yo, 2.0 B .0 b0 HB8.9
B ¥ regress o2 on 4 predictor cf

e reygression equation is
= H0.3 + 0,0200 (4

=2dictor CoefT Stdev t-ratio p
1stant 99 .39 £1.9% 4,23 0,000
B.O20006 0.07578 Q.26 0.792

il

B3.774 R=sq = Q.1% R-~sq(adj) Q.04

dysis of Variance

IRCE I2F B M& [ P
I Ess i on i ?.99 Q.99 Q.07 Q.79
0r L83 755 .50 14,024

al 124 75%

isual Observations

b Ca G Fit Stdev.Fit Residuaal St WResid
168 7 500 H3.700 Q.007 3.800 1.903 X
168 57 .500 H3.700 G857 3.800 .03 X
168 G7.500 WALF00 Q.857 3.800 .03 X

148 D7 500 U3.700 0.857 3.800 1.03 X
1460 97 w500 H3.709 Q.857 3.800 .03 X

enotes an obs. whose X value gives it large influence.
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VIII- RESPOSTAS DE ALGUNS EXERCICIOS

pag. 2:

1. podemos; permite; podemos; permite; podemos; permiteg
podemos; permitej; escala de raz3io

2. 2.1. Escala intervalar pois n3o tem zero absoluto.
.2. Ordinal
3. Nominal

NN

. Escala de raz3o
. Nominal
. Ordinal

WA
. a
WN =

4. Nominal

5. Ordinal

&. N3o

7. Escala de razio

8. de raz3o

pag. 34:
5 A B classificagdo
u 6,375 6,375 B=A
Mh b,1426 &-,3488 B > A
M b6,2579 &6,3618 B > A
g
M 6,4903 6,3885 A > B
q
&. a) Nios b} 151 =Y X 185 3 C) 167

7- N=9 3 u= 72

11. [150 ; 162,5]
[162,5 ; 168,03]
[168,03 ; 173,15]
[173,15 ; 185]

12. a) a.1) 120,53 a.2) 83 a.3) 25
b)) M <M < u . Assimetria positiva
o L= -

c) M ou M
o L=4
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15. a) 24,34 ; b) 25,33 ; c©) 193 d) 35130; e) 24,4; 1) QZ=M
e

pg.ob
oo Droga 1 Droga 2
2] g 050
o 1,0198 1,0690
¥ 00,1342 00,2130
Droga 1 & mais homogénea.
2 ch = L8397 3 ZAN= 2,05

N3o, levando em conta o grupo, o resultado foi superior

em AN.
uTotaL o 3 O’Total = RS
7. X =13 e X_ =7
1 2
8 pv = &4 oo, = 7,9
4 b £ c
o 20 8
o 5 4
¥ 0,25 03 Qi 5
C & a mais homogénea.
16 A B
¥ 20 20
0,2646 0,2582
¥ 0,01323 ;0129
B deve ser preferida.
18. __ a
- 7,54 5,68
o Q9762 00,6615
¥ Oy 1521 Q41165

B € mais homogénea do que A.

22. a) N3o houve perda.
b) = 0,2498 ; o = 0,0048 ;3 y» = 0,01938
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d) 0,3309%

pig. 93.
S.1. a) 66,91% 3 b) 33,09% ;3 c) &6,91% 3
5.3. a) Distribui¢Zo dos pais segundo Método de Educagio
Mé&todo de Educag3io (X) fi
Permissivo 30
Moderado 28
Autoritario 31
Total 89

Distribuigdo dos pais segundo Orientag3io Politica

Orientagdo Politica fi
Conservador 32
Moderado 30
Liberal 37
Total 89

b) Distribuigdo dos pais com Método de Educag¢io Permissiva

segundo a Orientag3oc Politica (Y/X1)
Orientag@o Politica fi1j y
Conservador T 23
Moderado 9 30
Liberal 14 46
Total 30 100

Distribui¢do dos pais com Método de Educag¢fo Moderada
segundo a Orientagio Politica (Y/Xz2)

Orientag3do Politica fzj Y.
Conservador 10 B!
Moderado 10 30
Liberal 8 28
Total 28 100

DistribuigZo dos pais com Método de EducagZo Autoritaria

segundo a Orientag3io Politica (Y/X3)
Orientag¢3do Politica faj 7
Conservador 15 48
Moderadao 11 35
Liberal S 17
Total 31 100
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Distribuig@o dos pais com Orientagio Politica Conservadora

segundo o Método de Educagio (X/VYi1)
Método de Educagdo fia A
Permissivo 4 21
Moderado 10 31
Autoritario 1o 46
Total 32 100

DistribuigZo dos pais com OrientagZio Politica Moderada

segundo o Método de Educagido (X/Yz)

Método de Educagio fiz %
FPermissivo 9 30
Moderado 10 33
Autoritario 11 36
Total 30 100

Distribuig¢io dos pais com Orientag3@o Politica Liberal

segundo o Método de Educag3o (X/Ys)

Método de Educagio fia A
Permissivo 14 51
Moderado a8 29
Autoritario S 18
Total 27 1Q0

c) Os pais de Educagio Permissiva tendem a ser mais liberais
politicamente.
Os pais de Educagio Moderada nZo diferem
Orientagdo Politica.
Os pais de Educag3do autoritiatia s3do mals conservadores.
Portanto, observa-se realmente uma associag¢Zo entre Méto-
do de EducagZo e OrientagZo Politica.

multo guanto a

9.8
Prep. Formal Sem Prep. Farmal
Aprov. 22 10 32
Reprov. 8 18 26
30 28 o8
Distribui¢3io dos alunos com Prep. Faormal

segundo o Aproveitamento (X/Y=1)

Aproveitamento Tl i
Aprovado 22/30 = 0,73
Reprovado 8/30 = 0,27
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Distribuig3o dos alunos sem Prep. Formal
segundo o Aproveilitamento (X/Y=2)

Aproveitamento Fraj
Aprovado 10/28 = 0,35
Repraovado 18728 = 0,64

Os alunos com Preparagdao formal obtiveram melhor
aproveitamento do gue os outros.

J9.7. b) p = 0,61
c) B = 0,7689 a = -0,17
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ANEXO 1: FORMULARIOS
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FORMULARIO 1
N m
_E E fi. Kl.
% L=1 h
N B = N T 24 -
N
L log x.
i=1 ¢ N m
antilog M = I
N g L=
N P / N
P
m M = \/ E NL
-y : H
S L
L
1. + h [ e Fcnl]
% M =
il o
L
- f .
; i M =1 +h
2 £, - . f ) ol
post ant
I M 2 u

/
N N
X\ £

N
Mh N N

¥

t=4
2

¥ X




FORMULARIO 2
H = Xmé.x_xmi.n
N N N
Lld | LIX -ul T IX - M|
DM = N = N DMMQ N
™ ™ m
Lfld | I E£IX -u T £ IXK - M_|
DM = N = N DM 1 N
N 2 Pt 2 il 2 i 2
S@ =L d =L (x-#) , & d, L (x - #)
o = e
- . - g N N
SQ = ¢ f.ldi. = Ef.l(xi— o) m . 0
iE o L fd; Lf(x-#)
N - N
z Exf 2 2 hu
or ==/ - = o= e 2
N & -9 h u \{o
2 2 2
B e L £x 2 , , h° T
- N H o . S e
" corrig c_;".\'2 “p N-1 n
(1 - 4k > DY = QS _ QI s -~ S g
4 DQ = Qa—_ Q1 2o 2 o>
DM = g~ o 2 T 7 S =
M
@Fa - Q1 o Rz - Q1
DQr - & Me C'VT = Me Cvm o Qa + Q1 Y =
7.
K k z Kk
x N, »u, L N .o + LN
i=1 i=1 i=1
2 _ 2
Ha = x “a ~ 3 ~ Ha
T N r N,
i=1 " i=1
kN . N . N kN "
kN (Z =) N, o Ex k (I %, (Z %)
o o= ] W T & d ]+ o et i
Oy W kN Ciuo N : N e N
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FORMULARIO 3

N # N i .
L x| L (x, - H) E(x -x,)
i=2 L= =%
Hy = N Hp = N P = N
o & £ f 0z, ~n) £ £ (x, - x,)
i=2 % X t=d i=1
“1;: N “r: N Hp = N
2 % i B ; P . .3
o = H, = (K]) H, = H -3 H, B, *+ 2 H )
. ® ot - -4
M, = M, - 4p; B +6 () H -3 (B))
2
z:x“zﬁ (xpi)
O o
TR R R R -
(8] (8] [u] 0
2 4
ol =2 LB LIyl B ) —~3 L 1)
[s] O o] O o o]
2
#r- Haq I
= B, = o= B,=a, = —* C =p, -3
%= r 1~ a 3 - P 4 2 ~ 2
o pz o
Ho- M 3 (¢ - M)
1: (=4 e.2.: { 5
(QB _MQ) - (MQ _Qi) (CDO - Me) - (Me _C!.CI)
e = =] =
2 (QS uMe) E (Me_Qi) C (CPO _Me) 3 (Me _C:I.D)
\/ﬁi [ By %3 ) D,
= K =
M, 2 (5 !32—6.@1— 9) Cpo - Cio
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FORMULARIO 4

(Ey MEX)-(Ex ) Exy)

N % - (fx)?

N Fxyv =1TEx)Y LTV )

NEX ~rpx3

169

% i . B,
L & B & % 3 5T ; o N
1 1 1.
“xy-N?%:xLyjftj }JXZ‘&_'th\LL; uyzﬁ—zfj.
Mas™ B v .
Cowr 1K, X) =& =5 ? ? (- 1) (v;- 1)) £,
Cov(X,Y) = = =
OVIELT) = G = M, T - K B xy
pxy -
% %
N F?KL v, £, - [2 fi.\t] [z fj.yj]
P =
£3%
\/[N e AN R YN I LA A CENN



ANEXO 2: TABELA DE NUMEROS ALEATSRIOS

07018 31172 12572 23968 55216 85366 56223 09300 04564 18172
52444 65625 97918 46794 62370 59344 20149 17596 51669 47429
72161 57299 87521 44351 99981 55008 93371 60620 66662 27036
17018 75071 91057 46829 47902 26797 64423 42379 91676 75127
13623 76165 43195 50205 75736 77473 07268 31330 07337 55901

27426 97534 89707 97453 90836 78067 00704 85734 21776 85764
96039 21338 88169 69530 53300 29895 71507 28517 . 77761 17244
68282 98888 25545 69406 20470 46476 54562 79373 72003 98998
54262 21477 33097 48125 02082 98382 11265 25366 006636 25349
66290 27544 72780 91384 47206 54802 59168 83051 91075 04724

53348 30044 04072 62210 01209 43990 54952 68699 31912 09317
34482 42758 40128 48436 30254 50020 19016 56837 05206 33851
99268 98715 07545 27317 52459 753606 43688 27460 65145 65429
05342 07178 10401 31615 05784 77026 33087 65961 10056 72834
38556 60373 77035 64608 28049 904704 45312 71171 15400 72182

30159 04795 51163 84475 60722 35268 05044 56420 39214 89822
41786 18169 06649 02406 42773 23672 37333 85734 00886 81200
05627 30768 30607 89023 60730 31519 53462 900480 81693 17849
08738 15548 42263 70489 55118 907073 01574 57310 59375 54417
75214 61575 27805 21930 94726 39454 19616 72230 903791 22610

73904 89123 19271 15792 72675 62175 48746 56084 54029 22296
33320 08896 94662 05781 59187 53284 28024 45421 37956 14252
66364 04799 62211 37539 80172 43269 91133 05562 82385 91760
68349 16954 86532 96186 53893 48268 82821 10526 63257 14288
10193 99621 66899 12351 72438 09839 24228 32079 53517 18558

49017 23489 19172 80439 76263 98918 50330 20121 89779 58862
76941 77008 27646 82072 28048 41589 70883 72035 81800 50296
55430 25875 26446 25738 32062 24266 26814 01194 48587 03319
33023 26895 65304 34978 43053 28051 22676 05303 39725 60054
87337 74487 83196 61939 05045 20405 69324 80823 20005 68727

81773 36773 21247 54735 68996 16937 18134 51873 10973 77090
74279 B5087 94186 67793 18178 82224 17060 87880 54945 73489
34068 76028 54285 00845 35464 68076 15868 70063 26794 81386 |
09606 78454 21700 12301 88832 96706 59341 16136 01803 17537
55282 61051 97260 89829 09121 86547 62105 72492 33536 60137

31337 83886 72886 42598 05464 B8071 92209 50728 67442 47529
94128 97990 58609 20002 76530 81981 30099 50147 93941 80754
06511 48241 49521 64568 69459 05079 42588 08500 12829 64366
69981 03469 56128 80405 97485 B88251 76708 00558 86759 15065
23701 56612 86307 02364 88677 17192 23082 00728 78660 74196

00237 24607 12817 98120 30037 70666 76059 44446 904188 14060
11007 45461 24725 02877 74667 18427 45658 40044 59484 59966
60622 78444 39582 91930 97948 13221 09234 900629 22430 49247
79973 43668 19599 30021 68572 31816 63033 14507 28953 21162
71080 71367 23485 82364 30321 42082 74427 25625 74309 15855

00923 26729 74573 16583 37689 06703 21846 78329 ORB578 25447
63094 72826 65558 22616 33472 67515 75585 00005 19747 08865
19806 42212 41268 84923 21002 30588 40676 94961 31154 83133
17205 74244 43083 27056 86338 47331 00737 83735 84058 12382
59338 27190 99302 84020 15425 14748 42380 09376 30496 84523

*The Rand Corporation, 4 Million Random Digits with 100,000 Normal
Deviales, The Free Press, 1955.
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ANEXO 3: CADASTRO DE EMPRESAS

FMPRIS A Ne WMPREGA LUCRO ANUAT, FMPRESA Ne EMPREGA  LUCRO ANUAL
oS (Crd) DOS (Crd)
1 60 520 39 36 582
2 24 680 *40 42 608
*3 54 560 41 22 522
4 82 550 242 40 666
5 34 580 43 38 540
5 98 620 *44 26 630
7 30 780 45 28 590
8 60 640 46 38 596
40 625 *47 30 599
*10 24 530 48 26 542
*11 22 590 49 50 608
812 26 610 50 24 670
*13 32 615 51 39 640
14 26 540 *52 48 630
15 32 602 53 32 500
16 26 640 54 44 540
%17 36 650 55 42 560
18 i 04 630 56 04 620
19 22 550 %57 46 610
%20 28 660 58 36 535
#1 50 550 *59 36 642
¥22 38 580 60 a3 £60
23 60 590 61 a2 520
24 20 665 ®52 82 542
25 26 620 63 20 480
B o 44 580 *64 28 600
*a7y 64 620 65 56 810
“28 40 608 *66 32 522
*29 38 620 67 72 636
30 20 640 #68 * 32 644
3 20 520 69 46 582
*32 26 640 ¥70 70 693
33 = 24 545 71 36 582
as 28 680 72 34 600
435 46 565 73 44 601
36 - 20 €00 %74 92 604
37 82 622 75 76 680
*38 S 46 624 *78 38 580
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