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Not acao

Para simplificar a escrita, utilizou-se as seguintes convencOes:

0:	 conjunto vazio.
[x]:	 intervalo de extremo inferior x 1 e extremo superior x2.
[x][y]:	 multiplicacdo entre intervalos, ou seja, [x] x [y].
< [x] >:	 norma do minimo.
l[x]l :	

norma do maxim° ou valor absoluto do intervalo [x].
—[x]:	 intervalo pseudo-oposto de [x].
[x] -1 :	 intervalo pseudo-inverso de [x].

vetor associado ao ponto (x 1 , x2).
C:	 conjunto dos mimeros complexos.
C R:	 conjunto dos mimeros complexos em ponto flutuante.
D5 :	 conjunto dos intervalos de mesmo valor absoluto 6.
cl([x], [y]):	 distancia do entre os intervalos [x] e [y].
i(M):	 maior elemento do conjunto M.
In f (T):	 infimo do conjunto ordenado T.
IC:	 conjuntos dos intervalos de complexos.
I MC:	 conjunto das matrizes de intervalos de complexos.
IMCR:	 conjunto das matrizes mimeros complexos em ponto flutuante.
I MR:	 conjunto das matrizes de intervalos de mimeros em ponto flutuante.
I MR:	 conjunto das matrizes de intervalos de reais.
IR:	 conjunto dos intervalos de reais.
/R:	 conjunto dos intervalos de reais incluindo o conjunto vazio.
IR:	 conjunto dos intervalos em ponto flutuante.
/R[xi :	 conjunto de inclusOes do intervalo [x].
IVR:	 conjunto dos vetores de intervalos de reais.
IV C:	 conjunto dos vetores de intervalos de complexos.
IVR:	 conjunto dos vetores de intervalos em ponto flutuante.
I C R:	 conjunto dos intervalos de niimeros complexos em ponto flutuante.
IVR:	 conjunto dos intervalos de vetores em ponto flutuante.
IV C R:	 conjunto dos vetores de mimeros complexos em ponto flutuante.

conjunto dos intervalos de mesmo extremo inferior.
L(T):	 conjunto das cotas inferiores do conjunto ordenado T.
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PLANO IR:
m([x]):
Mv,:
Mo :
MC:
MCR:
MR:
MR:
o(M):
PMC:
PR:
PVC:
PVR:
PMR:
PC:
r([x]):

R-:
Sa:
Sup(T):
U(IRk-t):
U(T):
VC:
VCR:
VR:
VR:
w([x]):
P(M):
(xi, x2):

regiäo do piano cartesiano cujos pontos correspondem a intervalos.
ponto medio do intervalo [x].
conjunto dos intervalos de mesmo ponto medio cp.
conjunto dos intervalos simetricos.
conjunto das matrizes de ntimeros complexos.
conjunto das matrizes de mimeros complexos em ponto flutuante.
conjunto das matrizes de mimeros em ponto flutuante.
conjunto das matrizes de mimeros reais.
menor elemento do conjunto M.
conjunto das partes de MC.
conjunto das partes de R.
conjunto das partes de VC.
conjunto das partes de VR.
conjunto das partes de MR.
conjunto das partes de C.
raio do intervalo [x].
conjunto dos mimeros reais.
conjunto mimeros reais negativos.
conjunto de intervalos de mesmo didmetro a.
Supremo do conjunto ordenado T.
conjunto dos intervalos de mesmo extremo superior.
conjunto das cotas superiores do conjunto ordenado T.
conjunto dos vetores de mimeros complexos.
conjunto dos vetores de mimeros complexos em ponto flutuante.
conjunto dos vetores de mimeros em ponto flutuante.
conjunto dos vetores de mimeros reais.
diâmetro do intervalo [x].
conjunto das partes do conjunto M.
mapeamento em RxR do intervalo [x i ; x2].
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Resumo

Neste trabalho e apresentada uma nova abordagem para a representacdo grafica
de intervalos. Segundo esta abordagem é possivel realizar a analise visual de inter-
valos a partir da associacao entre propriedades geometricas do piano cartesiano e de
conjuntos de intervalos representados como pontos desse piano.

Esta nova abordagem possibilita a representacao da interpretacdo dual de in-
tervalos, assim como a analise visual de relacionamentos em (IR, <) e (/R, C). Neste
contexto, a representacan grafica do conjunto de intervalos degenerados, represen-
tado pela reta y = x, constitui urn caso especial desta representaca,"o. Por sua vez,
a relacao (IR,	 representada pelo semiplano superior a reta y = x, denotado
piano /R.

A interpretacdo visual de operacOes intervalares é obtida diretamente atraves
da aplicacao da representacao grafica proposta. Alem disto, operandos e operadores
podem ser estudados diretamente a partir desta representacao.

Foram desenvolvidos experimentos de analise visual de intervalos utilizando
a abordagem proposta e resultados bastante promissores foram obtidos. Estes ex-
perimentos possibilitaram a identificacdo de novas propriedades de intervalos assim
como interpretaciies nao usuais para operacOes intervalares.

Esta representacao pode ser utilizada tambern para observar o comportamento
de seqiiencias de intervalos gerados a partir de programas baseado na aplicacao
da aritmetica intervalar. Nesta caso, pode ser observado como os intervalos desta
seqiiencia variam corn relacdo ao seu ponto medio e o raio, assim como a relacao
entre eles.

Esta representacao foi utilizada corn sucesso para obter a solucao geometrica
da equacdo intervalar afim e efutuando sua validacdo. Finalmente, analisamos a
contribuicdo efetiva deste trabalho no contexto da aritmetica intervalar.

Palavras-chave: Intervalos; Representacao Grafica; OperacOes Intervalares.
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TITLE: "GRAPHICAL APPROACH TO INTERVALS"

Abstract

This thesis presents a framework enabling the visual analysis of intervals, ob-
tained by mapping geometric properties of the cartesian plane into interval sets to
obtain a graphical representation.

This new approach makes possible a dual interval representation and the im-
mediate visual analysis of several relationships in (IR, <) and (IR, C). In this sense,
the set of degenerated intervals is a special case of this approach as they are repre-
sented by the straight line y x. In turn, the order relation in (/R, C) is represented
through the half-plane above the straight line y = x, denoted /R plane.

Applying this framework, the visual interpretation of most interval operations
is obtained directly from the graphical representation of the operands and the opera-
tions being studied. On the other hand, some experiments on interval visual analysis
were developed with good final results. Thus, new properties and unusual interpre-
tations for known operations can be developed with rather small effort. Moreover,
this representation can be easily embedded into a running algorithm, to observe
convergence and behavior of interval iterations, as one can easily see how intervals
change with respect to midpoint and radius, as well as with respect to each other.

The validation of this new approach was carried through the geometric solution
of linear interval equations. This result was analyzed in order to verify the effective
contribution of this geometrical representation in the context of interval arithmetic.

Keywords : Intervals; Graphical Representation; Interval Operations.



1 Introducao

A Teoria dos Intervalos apresenta urn novo tipo de dado numeric°, denomi-
nado intervalo, que é uma extensao do mimero de ponto flutuante padrdo. Urn dos
possiveis usos da aritmetica associada a intervalos (aritmetica intervalar) refere-se
ao controle do erro de arredondamento do processamento numeric° usual.

Kulisch[KUL 92] apresenta um exemplo bastante convincente quanto a util-
idade da aritmetica intervalar para controle do erro de arredondamento. Neste
exemplo e considerada uma furred° real com raizes reais em um certo intervalo [a; b].
Esta furled° é entdo avaliada segundo a aritmetica padrao de ponto flutuante e se-
gundo a aritmetica intervalar. Na avaliacao segundo a aritmetica padrdo de ponto
flutuante pode acontecer que ern algum calculo seja produzido urn resultado posi-
tivo em vez do resultado correto negativo ou ate mesmo que para valores que nao
foram os escolhidos a avaliacdo seja negativa. Nestes casos, o intervalo resultante
nä° inclui o zero e por isto nao fica evidente a existencia de raizes em [a; b]. Por
sua vez, a avaliacao intervalar desta furred° produz como resultado urn intervalo que
contem o zero e assim tem-se a certeza de que existem raizes em [a; b].

No que se refere ao controle do erro de arredondamento, a aritmetica inter-
valar oferece uma contribuican inequivoca para a Computaccio Cientifica e seu uso
possibilita obter o comportamento genuffio de modelos matematicos.

Historicamente, o uso sistematico de intervalos nao se tornou uma realidade
por pelo menos dois motivos: edgencia de hardware especial para a execuedo da
aritmetica intervalar; problemas intrinsecamente associados ao uso da aritmetica
intervalar. 0 primeiro motivo ja nao existe, pois atualmente a aritmetica intervalar
nao exige hardware especial e esta disponivel na maioria das linguagens para corn-
putacao cientffica (tanto compiladas, quanto interpretadas). 0 segundo motivo, no
entanto, ainda existe e é o mais dificil de ser superado, pois implica em contornar
limitacOes e superar deficiencias da teoria que embasa este tipo de aritmetica.

Uma das limitacOes da aritmetica intervalar refere-se ao rapid° aumento dos
limites de erro dos resultados produzidos.

Exemplo 1.1 :[COM 93] Considere a funcdo f (x) = x(10 — x), Darn(f) = [4; 6].
A imagem desta funciio é dada por Im(f, [4; 6]) = [24; 25] e a sua avaliacdo inter-
valar é dada por

[4; 6](10 — [4; 6]) = [4; 6](10 + [-6; —4]) = [4; 6][4; 6] = [16; 36].

13

Como pode ser observado, o intervalo produzido pela avaliaccio intervalar nao so
contem a imagem da funcdo como tem 20 vezes o comprimento do resultado exato.
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0 problema do rapid° aumento dos limites de erro do resultado pode ser am-
plificado quando confrontado corn o fato de que diferentes extensaes intervalares
podem produzir diferentes resultados.

Exemplo 1.2 : Considere a funciio f(x) = 10x — x2 , Dorn(f) = [4; 6] e duas ex-
tensOes intervalares, fl e f2 , desta funceio.

f (x) = f (x),	 f2 (x) = x(10 — x).

A avaliacdo intervalar a partir destas extensdes produz como resultado:

fi ([4;
f2 ([4;

6])
6])

=
=

10[4;
[4; 6]

6] — [4; 6] 2
(10 — [4; 6])

= [40; 60] — [16; 36] = [40;
= [4; 6](10	 [-6; —4]) =

60] + [-36;
[4; 6][4; 6] =

—16]
[16;

= [4;
36].

44],

Tern-se entiio que ([4; 6])	 f2 ([4; 6]) e, alem disso, U771 resultado tern 40 vezes o
comprimento da imagem da funciio e o outro 20 vezes.

No exemplo anterior, os resultados diferentes sao uma decorrencia do fato do
conjunto Th munido das operacOes aritmeticas nao dispor da propriedade distribu-
tiva, ou seja, em intervalos [a]([b] + [c]) C [a][b] + [a] [c].

Apesar das limitacOes, a aritmetica intervalar constitui a Unica opcdo numerica
disponivel para implementar a aritmetica real em precisdo finita e por isso compreen-
der seu funcionamento e contornar suas limitacOes e um desafio importante a ser
superado.

De fato, o uso de intervalos em tecnicas numericas so tem sentido em con-
junto corn outras tecnicas e/ou ferramentas, pois os intervalos nao constituem urn
universo autocontido. Seu uso oferece expressiva contribuicao para: andhse de erro;
verificagdo de condicOes suficientes para a edstencia de solucdo e de convergencia;
construcdo dos limites do conjunto solucao; disponibilizacdo de urn criterio de parada
natural para metodos iterativos.

Este trabalho pretende contribuir para o entendimento sobre o funcionamento
da aritmetica intervalar. Para isso, e proposta uma nova abordagem para a rep-
resentagdo grafica de intervalos. Esta abordagem e baseada na representacdo de
intervalos no piano cartesiano e e orientada para a interpretacdo das operacOes in-
tervalares.

0 objetivo desta nova abordagem e possibilitar a analise visual de intervalos
e assim disponibilizar uma alternativa para a solucao de problemas intervalares
baseada na geometria do piano.

A apresentacdo desta nova abordagem observa a seguinte estrutura:

No capitulo 2 apresentam-se os conceitos de conjunto ordenado e reticulado
que sao fundamentais para a Teoria dos Intervalos. Esta apresentacao e impor-
tante na medida em que a nomenclatura utilizada no trabalho e introduzida,
os conceitos matematicos apresentados de forma dispersa na bibliografia sao
reunidos e a ordenacdo do conjunto dos intervalos e apresentada.

No capitulo 3 apresenta-se uma visdo geral da Teoria dos Intervalos. Alem
de apresentar o contexto do trabalho, o objetivo deste capitulo e possibilitar a
conexdo de conceitos desta teoria corn a abordagem grafica introduzida neste
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trabalho, assim como reunir propriedades do conjunto Iit que sera) analisadas
visualmente a partir do capitulo seguinte.

No capitulo 4 é proposta uma nova abordagem para a representacdo de in-
tervalos no piano cartesiano. Para isto, o formalismo necessario, em termos
de propriedades da representacdo, e introduzido e exemplos de aplicacao sao
apresentados.

No capitulo 5 apresenta-se a representacdo grafica das operacOes intervalares
segundo a nova abordagem proposta. Esta representacdo é baseada nas prim-
itivas graficas definidas no capitulo anterior, nos conceitos da Teoria dos In-
tervalos apresentados no capitulo 3 e nos conceitos matematicos apresentados
no capitulo 2.

No capitulo 6 sao apresentados alguns resultados obtidos a partir da analise
visual de intervalos. Estes resultados referem-se a operacOes corn conjuntos
de intervalos, "calculo grcifico" , a adicao de urn menor elemento a estrutura
(./R, C), representacao grafica da ordenacao da estrutura (/R, C) e a algebra
booleana obtida a partir da inclusao de urn menor elemento ao conjunto /R.

No capitulo 7 é apresentada a aplicacâo da analise visual de intervalos na
resolucao de equagOes intervalares. Esta aplicacao alem de contribuir para a
resolucao de problemas numericos visa ilustrar as potencialidades de use desta
nova abordagem para a representacao grafica de intervalos.

Finalmente, no capitulo 8, sao apresentadas as conclusOes do trabalho. Tambern
sao apresentadas limitagóes do trabalho assim como algumas possibilidades de
continuacdo deste estudo.

0 principal desafio que este trabalho se propOe a superar é oferecer uma
forma alternativa de "pensar" sobre intervalos, baseada em formas graficas que
quando operadas geometricamente reproduzem as operacOes intervalares. Abre-se,
assim, a possibilidade de analisar visualmentemente intervalos a fim de superar suas
limitacOes a partir da compreensao de sua estrutura.
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2 Conceitos preliminares

Os conceitos de conjunto ordenado e reticulado sao fundamentais para a Teoria
dos Intervalos. Neste capitulo estes conceitos sao apresentados formalmente e as
provas dos teoremas citados podem ser obtidas em Kulisch [KUL 79].

Esta apresentacao e importante na medida em que a nomenclatura utilizada no
trabalho e introduzida, os conceitos matematicos apresentados de forma dispersa na
bibliografia sao reunidos e uma ordenacdo do conjunto dos intervalos e apresentada.

2.1 Conjunto ordenado
Definigao 2.1 :(RELAC-ÃO)

Sejam A e B conjuntos. Chama-se relacdo de A em, B qualquer subconjunto do
produto cartesiano de A x B:

R relacao de A em B <=> RCA x B.

Urn caso especial de relacao e obtido quando elementos de urn mesmo conjunto
estao relacionados entre si. Neste caso, tem-se uma relagdo que associa urn elemento
de um certo conjunto A corn outro(s) elemento(s) do prOprio conjunto A. RelacOes
deste tipo sao denominadas relagOes de A em A ou, simplesmente, relacOes em A.

Definicao 2.2 :(RELACÄO EM A)
Seja A um conjunto. Entdo, R e relaccto em A . >RCAx A.

Considere, por exemplo, o conjunto M. Pode-se criar o conjunto das partes de
M, denotado por p(M), que e formado por todos os subconjuntos de M. Este con-
junto e importante, pois permite definir relacOes entre subconjuntos de M. Assim,
definem-se, por exemplo, as relacOes:

R C p(M) x p(M), xRy <=> x C y;

S C p(M) x p(M), xSy <#. x y;

T C p(M) x p(M), xTy <=> x y.

Observa-se que, no caso destas relacOes, as variaveis "x" e "y" representam conjuntos
pertencentes a p(M).

As relacOes em A sao importantes por possuirem diversas propriedades inte-
ressantes.

Estas propriedades estdo listadas a seguir.
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Definicao 2.3 : (PROPRIEDADE REFLEXIVA)
Seja R uma relacdo definida em um conjunto A.
Entao, R é reflexiva em A .<#. Vx E A, xRx.

Definigao 2.4 :(PROPRIEDADE SIMftRICA)
Seja R uma relacao definida em um conjunto A.
Entao, R é simetrica em A .=>Vx,y E A, xRy —+ yRx.

Definigao 2.5 :(PROPRIEDADE ANTI-SIMETRICA)
Seja R uma relacdo definida em um conjunto A.
Entiio, R é anti-simarica em A.=> Vi, y E A, (xRy A yRx) x = y.

Definigao 2.6 :(PROPRIEDADE TRANSITIVA)
Seja R uma relacao definida em um conjunto A.
Ent -do, R e transitiva em A<=>Vx, y, z E A, (xRy A yRz)	 xRz.

Atraves das propriedades que uma determinada relacdo possui pode-se definir
tipos especiais de relagOes de acordo corn finalidades particulares. Dentre estes tipos,
as relacifies mais usuais sao a de ordem parcial, total e de equivalencia.

Definigao 2.7 :(RELAcii0 DE ORDEM)
Seja RC Ax A.
Entdo, R é relacdo de ordem, .<=> R é reflexiva, anti-simetrica e transitiva.

Definigao 2.8 :(CONJUNTO ORDENADO)
Seja R C M x M uma relaciio de ordem. Entclo, (M, R) é um conjunto ordenado.

Conjuntos ordenados Sao tambem chamados de conjuntos parcialmente orde-
nados. Como os conjuntos ordenados considerados aqui Sao bastante especificos, a
palavra parcialmente sera suprimida a fim de sintetizar a escrita.

Teorema 2.1 : Se (M, <) e um conjunto ordenado e T C M, enteio (T, <) é
tambem um conjunto ordenado.

(a prova deste teorema pode ser obtida ern Kulisch [KUL 79])

Teorema 2.2 : Se (M, C) e urn conjunto ordenado e T C M, entiio (T, C)
tambem um conjunto ordenado.

(a prova deste teorema pode ser obtida ern Kulisch [KUL 79])

DefinicAo 2.9 :(RELACÄO DE ORDEM TOTAL)
Seja RCAxA uma relacao de ordem.
Entao, R e relacão de ordem total <=> (Vx, y E M)(xRy V yRx).

Definicao 2.10 :(CONJUNTO TOTALMENTE ORDENADO)
Seja RCMxM uma relacdo de ordem total.
Entao, (M, R) e um conjunto totalmente ordenado.

Teorema 2.3 : Se (M, <) é urn conjunto totalmente ordenado e T C M, enteio
(T, <) é tambem um conjunto totalmente ordenado.
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(a prova deste teorema pode ser obtida em Kulisch [KUL 79])

Teorema 2.4 : Se (M, C) e um conjunto totalmente ordenado e T C M,
(T, C) e tambem urn conjunto totalmente ordenado.

(a prova deste teorema pode ser obtida em Kulisch [KUL 79])

Um conjunto ordenado pode ser descrito atraves das caracteristicas de seus
elementos, ou seja, quem e vizinho (superior/inferior) de quern, os elementos (maxi-
mal/minimal) corn relacao a subconjuntos deste conjunto, o maior/menor elemento
de subconjuntos deste conjunto, etc. Para isso e importante introduzir as definicOes
associadas a estas caracteristicas.

Definigâo 2.11 :(VIZINHO INFERIOR)
Seja (M, R) urn conjunto ordenado.
xeMe vizinho inferior de y E M <=> xRy e nenhum outro elemento de M estd,
entre eles, ou seja, Az E M tal que xRzRy.

0 conceito de vizinho inferior e usado, por exemplo, para representar grafi-
camente urn conjunto ordenado finito. Para isto, assume-se simplesmente que todo
elemento de M e urn ponto do piano cartesiano e coloca-se x abaixo de y sempre
que xRy. Enta.o, conecta-se cada ponto corn seu vizinho inferior por uma linha reta.
A figura resultante e dita diagram,a de ordem do conjunto ordenado (M, R).

Definigao 2.12 :(ELEMENTO MAXIMAL/MINIMAL)
Seja (M, R) urn conjunto ordenado.
x E M e elemento minimal de M <=> (Vy E M)(-i(yRx)).
x E M e elemento maximal de M <=> (Vy E M)(-i(xRy)).

Um conjunto ordenado (M, R) pode ter mais de urn element() maximal/minimal,
entretanto, conjuntos ordenados infinitos nem sempre possuem esses elementos.

Definigao 2.13 : (MAIOR/ MENOR ELEMENTO)
Seja (M, R) urn conjunto ordenado.
x e o menor elemento de M	 (x E M) A (Vy E M)(xRy). 0 menor elemento de
M e denotado por o(M).
x e o major elemento de M <=> (x E M) A (Vy E M)(yRx). 0 major elemento de
M e denotado por i(M).

Os conceitos de elemento maximal/minimal e de maior/menor elemento sa,o
muito parecidos. A diferenca fundamental entre estes conceitos e que urn conjunto
ordenado pode ter mais de urn elemento maximal/minimal, mas tera no maximo
um elemento satisfazendo a definicdo de maior/menor elemento.

Neste contexto, Kulisch [KUL 79] apresentou o seguinte teorema.

Teorema 2.5 : Urn conjunto ordenado tern pelo menos urn menor elemento e urn
major elemento.

(a prova deste teorema pode ser obtida em Kulisch [KUL 79])
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Exemplo 2.1 : 0 conjunto das partes p(M) = (p(M), C) e urn exemplo importante
de conjunto ordenado que content urn menor elemento o(p(M)) e urn major elemento
i(P(M)):

0(P(M)) = 0 ,	i(P(M)) = M.

Definicao 2.14 :(COTA SUPERIOR/INFERIOR)
Seja (M, R) um conjunto ordenado e T C M.
aEM é cota inferior de T	 (Vx E T)(aRx).
a E M é cota superior de T	 (Vx E T)(xRa).

As cotas superiores/inferiores do conjunto T sao, usualmente, reunidas em
conjuntos
CONJUNTO DAS COTAS INFERIORES: U(T) = E M 1Vx E T, aRx}
CONJUNTO DAS COTAS SUPERIORES: L(T) =faEM1 Vx E T, xRa}

e elas sao limites deste conjunto, segundo o criterio de ordenacdo definido pela
relacdo de ordem.

Definicao 2.15 : (CONJUNTO LIMITADO)
Um conjunto T C M ordenado é dito conjunto limitado L(T) 0 A U(T) � 0.

Deve-se observar que as cotas inferiores e superiores nem sempre existirdo.

Definicao 2.16 :(1NFIMO/SUPREMO)
a E M é Infimo de T .=> a e a major das cotas inferiores de T.
aeMe Supremo de T .=>. a é a menor das cotas superiores de T.

Corn relacao ao Infimo/Supremo de um conjunto, é importante enfatizar que
estes elementos sao, respectivamente, a major cota inferior e a menor cota superior
do conjunto, mas ndo possuem a restricao de pertencerem a este conjunto. Outra
caracteristica importante é o fato de que nem todo subconjunto de urn conjunto
ordenado tern Infimo e Supremo, mas se existirem eles sao unicamente determina-
dos (Teorema 2.5). Tern-se ainda que o caso de T ser vazio ndo esta excluido da
Definicao 2.16, pois nesta situacao os limites nao requerem coisa alguma, ou seja,
um elemento a de M e Infimo e Supremo de T, pois para todo elemento de T ele é
tanto a major das cotas inferiores quanto a menor das cotas superiores.

2.2 Reticulado
Uma relacdo de ordem em urn conjunto M define um reticulado quando para

cada dois elementos deste conjunto sempre e possivel identificar o Infimo e o Supremo
destes elementos.

Definicao 2.17 :(RETICULADO)
Seja (M, R) urn conjunto ordenado.
Enteio, R define urn reticulado ern M <=> (Vx, y E M)(]Inf{x, y} A 3Sup{x,y}).

Uma outra forma de definir um reticulado é a partir das propriedades de urn
conjunto ordenado. Esta outra forma de definir urn reticulado é apresentada a seguir.



20

Definigao 2.18 :(RETICULADO)
Seja (M, R) um conjunto ordenado.
Entdo, R define um reticulado em M <=> Vx, y, z E M valem as seguintes pro-
priedades:

Sup{x, x} = x (IDEMPOTkNCIA)

In! {x, x} = x (IDEmPoTkNcrA)
Sul*, y} = Sul* , (COMUTATIVIDADE)
In f Ix,	 = In f {y, x} (COMUTATIVIDADE)
Sul*, Sup{ y, z}} = Sup{Sup{x, y}, z} (ASSOCIATIVIDADE)
Inf {x, Ingy, z}} = Inf {Inf {x, y}, z} (ASSOCIATIVIDADE)
Sul*, In f {x, y}} = x (ABsoRgiko)
In f {x, Sup{x, y}} = x (ABSORCAO)

Se alem destas propriedades urn conjunto observar mais algumas propriedades,
entdo ele pode constituir um: reticulado distributivo; reticulado limitado; reticulado
complementado; reticulado condicionalmente completo. Isto e melhor explicado a
seguir.

Definigao 2.19 :(RETICULADO DISTRIBUTIVO)
Um reticulado (M, R) e distributivo se e somente se Vx, y, z E M:

Sup{x, In f {y, z}} = In f {Sup{x, y}, Sup{x, z}}
Inf{x, Sup{y, z}} = Sup{In f {x, y}, In f {x, z}}

Definigdo 2.20 :(RETICULADO LIMITADO)
Um reticulado (M, R) e limitado se e somente se existir mdximo e minim° para M.

Considerando-se que o minimo do conjunto M e denotado por 0 e que o maxim°
e denotado por 1, ou seja:

o(M) = 0, i(M) = 1,

tern-se a seguinte definicao de reticulado complementado.

Definigao 2.21 :(RETICULADO COMPLEMENTADO)
Seja (M, R) um reticulado limitado.
Entdo, M e complementado <=> (Vx E M)(3u E M)(Inf {x, u} = 0 A Sup{x, u} = 1).

Definigao 2.22 : (CONJUNTO CONDICIONALMENTE COMPLETO)
Seja (M, R) um conjunto ordenado.
Entdo, (M, R) e chamado de conjunto condicionalmente completo se e somente se
(VT C M)(T 0) -* Pinf(T) A 3Sup(T)).

Definigao 2.23 : (RETICULADO COMPLETO)
Seja (M, R) um conjunto ordenado.
Entdo, M e chamado de reticulado completo se e somente se
(VT C M)(]Inf(T) A ]Sup(T)).
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2.3 Ordenacao de intervalos
Um intervalo tern natureza dual e urn dos desdobramentos disto refere-se

relacdo de ordem associada a intervalos.
Segundo a interpretacao de intervalo como conjunto, tem-se que:

Definigao 2.24 : (INTERVALO)

Para cada dois elementos x 1 ,x2 do conjunto ordenado (R, <) corn x 1 < x2 , tem-se
definido o conjunto de reais denotado por [x i ; x2] e denominado por intervalo:

[x] = [x i; x2] = {x E	 x1 < x < x2}.

Sendo assim, um intervalo e entendido como subconjunto do conjunto ordenado
(R, <) e por conseguinte ele tambem e urn conjunto ordenado. Alem disto, urn
intervalo é um reticulado completo, pois qualquer subconjunto deste conjunto tern
um limite superior e um inferior.

Assim interpretado, o conjunto de intervalos, denotado por /R, é um conjunto
de conjuntos e as seguintes relacóes estao definidas ern /9;2:

INCLUSAO:

INCLUSAO PROPRIA:

IGUALDADE:

DESIGUALDADE ESTRITA:

DESIGUALDADE:

(V[xi; x2], [Y1; y2] E -1R)([x i; X2]	 [Y1; Y2] '#› Y1 < X 1 A X 2 < y2),
(V[xi; X2]) [Y1; Y2] E a)([X l; x2] C [Y1; Y2] '<=> yl < X 1 A x2 < Y2),
(V[x i ; x2], [Yi; y2] E /R)([xi; x2] = [Y1; Y2] <=> X1 = yl A x2 = y2),
(V[x i ; x2], [y '; Y2] E IR)([xi; x2] < [iii; Y2] <=> x2 < yl),
(V[xi; x2], [y1; Y2] E IR)( [X l; x2] < [Y1; Y2] <> x1 < y l A x2 < y2).

A relacdo < quando aplicada sobre	 resulta na estrutura	 <) cuja relacao
de ordem e definda pela relacao <. Isto foi provado por Kulisch [KUL 81], assim
como o fato de que (/ g7, <) constitui um reticulado completo.

Por sua vez, a relacao C quando aplicada sobre 	 resulta a estrutura (i g2, C).
A prova de que (/R, C) é conjunto ordenado foi apresentada por Nickel [NIC 75] e
baseia-se no fato de que o conjunto /R é um subconjunto do conjunto das partes de

que, por sua vez, é urn conjunto ordenado:

C go(R).

Sendo assim, se /R for escrito em termos de infim,o e Supremo, o maior elemen-
to de (/R, C) é R, porem (/R, C) nao possui limite inferior. Este limite e necessario
se desejarmos provar que (/R, C) é urn reticulado. Para adicionar um menor ele-
mento a (/R, C), primeiro e preciso provar que este conjunto é condicionalmente
completo e entan urn menor elemento 0 pode ser adicionado. Tern-se entao definido
uma nova estrutura, denotado por	 obtida a partir de /R U 0 e cuja relacao de
ordem é definida pela relacdo C. Entao, (/R, C) é urn reticulado completo.

2.4 Resumo
Neste capitulo foram apresentados os conceitos de conjunto ordenado e retic-

ulado que sdo fundamentals para a Teoria dos Intervalos.
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A aplicacdo deste conceitos no conjunto IR, considerando das relacöes < e C,
resulta que:

[x] e urn conjunto ordenado (este resultado baseia-se no fato de que o conjunto
{x E R 1 x i < x < x2} e urn subconjunto de (/R, <));

(/R, <) e urn conjunto ordenado;

(/R, <) e urn reticulado completo;

(/R, C) e urn conjunto ordenado.

Tem-se assim caracterizada a estrutura do conjunto /R.
A nova abordagem para a representacao grafica de intervalos que sera, intro-

duzida nos preodmos capitulos possibilitara a verificacao visual desta estrutura assim
como sera utilizada para fundamentar a analise visual subjacente.
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3 Teoria dos intervalos

Neste capitulo apresenta-se uma visa° geral da Teoria dos Intervalos cujo detal-
hamento pode ser obtido nos livros de Moore[MOO 66], Alefeld e Herzberger[ALE 83],
e Neumaier[NEU 90].

0 objetivo desta apresentacdo e possibilitar a conexao de conceitos desta teoria
corn a nova abordagem para a representacao grafica de intervalos que é introduzida
neste trabalho, assim como reunir propriedades do conjunto dos intervalos (IR) que
sera) analisadas visualmente a partir do prOximo capitulo.

Antes de comecar esta apresentacao e importante introduzir o conceito de
intervalo utilizado na Teoria dos Intervalos. Segundo esta teoria, urn intervalo é
interpretado tanto como um conjunto de ntimeros reais limitado superior e inferi-
ormente, quanto como um tipo especial de mimero que constitui uma extensdo do
mimero real. Esta dualidade de interpretagdo é conveniente, pois as provas da teoria
sdo facilmente obtidas via Teoria dos Conjuntos (interpretacao de intervalo como
conjunto) e sua aplicacao é viabilizada a partir da aritmetica intervalar cujos operan-
dos sdo intervalos (interpretacao do intervalo como namero). Assim colocado, é de
fundamental importancia para o entendimento da Teoria dos Intervalos ter sempre
em mente este conceito de intervalo.

3.1 Espacos de ocorrencia da computacao
numerica

A Teoria dos Intervalos possibilita definir a aritmetica intervalar, a qual esta
estritamente relacionada a aritmetica de computadores. Esta aritmetica é baseada
no conjunto de mimeros de ponto flutuante e orientada a algoritmos numericos.

Algoritmos numericos sdo usualmente definidos no conjunto R dos mimeros
reais, vetores de nrimeros reais (VR) e matrizes de mimeros reais (MR). Os espacos
correspondentes dos mlmeros complexos: mimeros complexos (C), vetores de mimeros
complexos (VC) e matrizes de mimeros complexos (MC) sao tambem utilizados.
Todos estes espacos sdo ordenados pela relacdo de ordem <.

Em todos os produtos cartesianos entre estes conjuntos, uma relacao de ordem
é definida conjunto-a-conjunto. Esta relacdo é de ordem parcial.

Se o conjunto dos intervalos for definido tomando por base o conjunto ordenado
(M, <), tem-se definido o conjunto IM e obtern-se os espacos /R, IVY, IMR, IC,
IVC, IMC (segunda coluna da Tabela 3.1).

A maioria dos algoritmos numericos e definida em urn destes espacos. Entre-
tanto, nos computadores esta disponivel somente urn subconjunto R dos mimeros
reads R, onde R é o conjunto de mimeros de ponto flutuante. Vetores (n-tuplas),
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TABELA 3.1 — Conjuntos de ocorrencia de computa Oes numericas
D R

V D VR
MR D MR

PR D /32 D IR
PVR D /173? 3 IVR
PMR 3 IMR 3 IMR

C D CR
VC D VCR
MC D MCR

PC D /C D ICR
PVC 3 IVC D IVCR
PMC D /MC D IMCR

matrizes (m x n-tuplas), mimeros complexos (duplas), vetores e matrizes de mimeros
complexos, assim como o conjunto de intervalos correspondente tem de ser definidos
em termos de R. Fazendo isto, obtem-se os espacos

VR, MR, IR, IVR, IMR, CR, VCR, MCR, ICR, IVR, IMCR,

os quais estdo listados na terceira coluna da Tabela 3.1. As relacOes de inclusdo sao
expressas pelo simbolo D.

Tendo descrito os conjuntos listados na terceira coluna da Tabela 3.1, e possivel
definir operacOes aritmeticas sobre estes conjuntos. A definicao destas operacOes
essencialmente diferente da convencional. Estas operacOes supostamente aproxi-
mam as operacOes dos conjuntos correspondentes listados na segunda coluna da
Tabela 3.1.

E importante observar que a primeira coluna da Tabela 3.1 apresenta o con-
junto das partes dos respectivos conjuntos da segunda coluna.

3.2 Propriedades caracteristicas de urn intervalo
Uma particularidade de intervalos e a sua interpretacao tanto como conjunto

quanto como tipo especial de mimero. Esta dualidade de interpretacdo e fundamen-
tal para a Teoria dos Intervalos, pois a interpretacdo como conjunto representa a
definicao matematica de intervalo e ela possibilita a definicao de propriedades es-
pecificas do intervalo. Da mesma forma, a interpretacao de intervalo como mimero
possibilita a definicäo de relacionamentos entre elementos do conjunto dos intervalos.

Sendo assim, um intervalo e um conjunto limitado de reais, caracterizado
atraves de seu diálmetro, raio, ponto medio e valor absoluto.

Definicao 3.1 : (DIAMETRO DO INTERVALO)

Seja [x] urn intervalo.
0 dithnetro de [x] e denotado por w([x]) e definido como w([x]) = x 2 — x i > O.
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Definigao 3.2 : (RAID DO INTERVALO)

Seja [x] um intervalo.
raio de [x] é denotado por r([x]) e definido como

Definicao 3.3 : (PONTO MEDIO DO INTERVALO)

Seja [x] um intervalo.
ponto medio de [x] é denotado por m([x]) e definido como x2+2x1

Pela definicao de ponto medic), os elementos da relacdo x E [x] podem ser
expressos como o conjunto dos x tais que l x — m([x])1 < r([x1), ou seja, utilizando-
se a notacdo de raio e ponto medio. Visto desta forma, o raio de [x] é um limite
superior para o erro absoluto do ponto medio m([x]) que e considerado como uma
aproximacao do mimero desconhecido x E [x].

Por sua vez, o menore o major valor absoluto de urn intervalo [x] sdo denotados
por:

< [x] >= min{ 1x1 1 x E [x]} = min{ 4 1 1, 1x2 1}	 (NORMA DO MINIMO),

[x] = max{lx1 I x E [x]} = max{1x i 1,1x2 1}	 (NORMA DO MAXIMO) ,

onde < [x]	 sao mimeros reais.
A partir da norma do mdximo define-se o valor absoluto de um intervalo [x],

ou seja:

Definigao 3.4 : (VALOR ABSOLUTO DO INTERVALO)

Seja [x] um intervalo.
valor absoluto de [x] é denotado por l[x]l e definido como 	 maxfixil,lx211.

Estas definicOes consideram a definicao matematica de intervalo e nâo con-
stituem uma novidade. As contribuicOes realmente interessantes sac) obtidas quando
é utilizada a definicdo de intervalo como mimero, pois neste caso sdo exploradas as
relacOes entre intervalos.

Enquanto mimero, um intervalo esta, relacionado corn outros intervalos e desta
relacdo decorre a definicdo de distancia entre intervalos.

Definicao 3.5 : (DISTANCIA ENTRE INTERVALOS)

Sejam [x], [y] intervalos.
A distância entre [x] e [y] é denotada por d([x], [y]) e definida como

d([x], [y]) = max{1 x i — y1I, Ix2 — y21}.

A definicao de distdncia entre intervalos introduz uma metrica para o conjunto
/R, pois:

d([x], [y]) > 0,
d([x], [y]) = 0 ,=> [x] = [y],

(iii)	 d([x], [z]) + d([y], [z] 	 d([x], [y])), para qualquer [x], [y], [z] deste conjunto.

X2-2 1 
2
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A metrica do conjunto Th e a de Hausdorff l e ela constitui uma generalizacao
da distancia entre dois pontos de um espaco metric° para o espaco de todos os
subconjuntos compactos 2 nä° vazios do espaco.

A introducdo de uma metrica em /R transforma esse conjunto em urn espaco
topolOgico. Entdo, os conceitos de convergencia e continuidade podem ser usados
na maneira usual como em um espaco metric° qualquer. Atraves desta conexdo
obtem-se que uma seqiiencia de intervalos [x k ]`f_o converge para um intervalo [x] se e
somente se as seqiiencias de limites dos membros individuais da seqiiencia convergem
para os limites correspondentes de [x]. Isto e formalizado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1 : Toda seqiiencia de intervalos	 onde vale ... C [x i ] C [xo]
converge para o intervalo [x] = nr-o[x id -

(a prova deste teorema pode ser obtida em Alefeld [ALE 83])

3.3 Intervalos especiais
Alguns intervalos caraterizam-se por possuir uma caracteristica particular em

comum.
Tome, por exemplo, o intervalo de ponto medio igual a zero. Este intervalo e

denominado intervalo sim,etrico.

Definica.-o 3.6 : (INTERVALO SIMETRICO)
Seja [x] um intervalo. [x] e dito intervalo simetrico se e somente se rn([x]) = O.

Em especial, intervalos simetricos possuem extremos de mesmo valor absoluto,
porem corn sinais opostos.

Outro tipo especial de intervalo e denominado intervalo degenerado e caracte-
rizado por possuir extremos coincidentes, ou seja, raio igual a zero.

Definicao 3.7 : (INTERVALO DEGENERADO)
Seja [x] urn intervalo. [x] e dito intervalo degenerado se e somente se w([x]) = O.

0 intervalo degenerado e particularmente imp ortante, pois ele possibilita a
conexao entre o conjunto R e o conjunto IR. Ou seja, se um niimero real for
interpretado como urn intervalo degenerado, o conjunto R e tido como um caso
particular do conjunto IR.

3.4 OperacOes intervalares
A dualidade de interpretacao associada a intervalos possibilita a definicao tanto

de operacOes lOgicas (operacdo definida entre conjuntos) quanto de operacOes ari-
tmeticas (operacOes definidas entre mimeros) entre intervalos.

'No espaco de Hausdorff para todo par de elementos f e g existe uma vizinhanga U f e U g
de f e g respectivamente, cuja intersecc -a° (Li i) mug) = 0. Neste caso e demonstrado que cada
elemento f ERe fechado.

2 0 conjunto A, ACX6 compacto se toda cobertura aberta de A tem uma subcobertura finita.
A e uma cobertura de X se A e uma familia de conjuntos cuja unido contem X.
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3.4.1 OperacOes lOgicas

Considere a definicao matematica de intervalo, ou seja, um intervalo [x]
entendido como um conjunto de reais limitado inferiormente por x 1 e superiormente
por x2 (definicao 2.24). Neste caso, um intervalo é um conjunto e entre conjuntos
sac) definidas as operacOes lOgicas de uniao e interseccao.

Definigao 3.8 :[MOO 79] (INTERSECCÄ0)
Sejam, [x], [y] intervalos.

(x1 > y2) v (yi > x2)	 [x] n [y] = 0,
caso contrcirio, [x] n [y] = [max{x l ,	 min{ x2, Y2}1-

Por sua vez, a uniao de intervalos e nao vazia quando a interseccao destes
intervalos tambem é nao vazia, ou seja:

Definicao 3.9 : (UNI-A0)
Sejam [x], [y] intervalos.

[x] n [y]	 0	 [x] U [y] = [min{x i Yi}; max{x2, Y2}],
caso contrdrio,[x] U [y] = 0.

E importante destacar aqui que as defincOes 3.8 e 3.9 (definicao de operacOes
na forma de casos) nao possibilitam a resolucao algebrica de problemas e, assim, na
medida do possivel elas devem ser transformadas em definicOes de funcOes totais.

A definicao da operacao de uniao como funcao total é denominada uniao con-
vexa e definida como:

Definigao 3.10 : (UNIÄ0 CONVEXA)
Sejam [x], [y] intervalos.
[x]U[y] = [min{x i ,	 max{x2, Y2}].

3.4.2 Op eraciies aritmeticas

A definicao das operacOes aritmeticas entre intervalos é baseada na definicao de
intervalo como mlmero. Estas operacOes sac, classificadas em dois tipos: operaciies
unarias; operacOes binarias.

3.4.2.1 Operacao intervalar unaria

Definicao 3.11 : (OPERAC -A0 INTERVALAR UNARIA)
Seja [x] um intervalo.
Uma operacao undria d e denotada por ci[x] e definida por 8[x] = [min S; max S], onde S =
{Ox I x E [x]}.

Exemplo 3.1 :	 Valendo-se da propriedade da monotonicidade das funcOes reais
correspondentes, onde [x] é um intervalo do conjunto	 temos:

exp [x] = [expxl ; expx2],
ln[x] = [in x i ; In x2] para x 1 > 0,

[x] 2 = [< [x] >2;

Estas funcOes sao exemplos de operacdes intervalares uncirias.
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TABELA 3.2 — Formulas das operacOes aritmeticas entre intervalos
Exl + [y] = [x i + Yi; x2 ± Y2]
[x] — [y] = [x] + (- 1 )[Y] = [x i — Y2; x2 — Yi]
[x x [y] = [min M; max m], M . {xiyi , z i y2 , x2yi, x2y2}
[x] ÷ [y] = [x] x [y] -1 = [x] x 1.--, 0 0 [y]

TABELA 3.3 — Formulas da multiplicacao de intervalos
[x] [y] yi > 0 0 e [y] Y2 < 0

Xi > 0 [xiyi; x2y2] [x2y1; x2y2] [x2y1; xiy2
0 E [x] [x iY2; x2 y2] [minfx i y2 , x2 yi l; max{xiyi , x2y2}] [x2 y1; x1y1
x2 < 0 [x1Y2; xad [x1y2; x 1 y1] [x2y2; x1y1

3.4.2.2 Operagao intervalar biniria

Definicao 3.12 : (OPERACA- 0 INTERVALAR BINARIA)

Sejam [x] e [y] intervalos.
Uma operacdo aritmetica * E {+, x, =}, cujos operandos sao intervalos, e definida
por

[x] * [y] =	 * y xi	 x x2, Yi	 Y2}

e referida por operacdo intervalar bindria.

A definicdo das operacdes aritmeticas fundamentais 3 entre intervalos foi intro-
duzida por Young ([YOU 31] apud [ALE 83]) que apresentou tambern algumas pro-
priedades algebricas elementares destas operagOes. Sunaga ([SUN 58] apud [ALE 83])
introduziu uma outra notagdo para intervalos baseada em urn par de mimeros (x, r),
o qual corresponde ao intervalo [x — r; x +r]. Usando esta representagao as operacOes
intervalares apresentadas na Definicdo 3.12 foram explicitamente descritas e usadas
por Sunaga. No estudo de Moore[MOO 66] urn intervalo e associado a urn ponto
de R2 e, entdo, as operacOes intervalares sao definidas para elementos de ar. Uma
extensao das operacOes intervalares definidas por Young foi descrita por Kahan
([KAH 68] apud [ALE 83]). Nesta extensao, as operacifies intervalares sao comple-
tadas pelo use dos argumentos +oo e —oo, onde, em certos casos, o resultado de uma
operacdo e um intervalo que tern um desses argumentos (ou ambos) como limite.
Kulisch[KUL 81] investigou propriedades aritmeticas (definidas sobre urn conjunto
M) que sao preservadas no conjunto das partes (conjunto g(M)). Nesta investigacao
as operacOes intervalares estao incluidas como caso especial.

A Definicdo 3.12 e orientada a conjuntos e enfatiza o fato de que a soma, a
diferenca, a multiplicacao e o quociente de dois intervalos e tao somente o conjunto
de somas, diferencas, produtos e quocientes, respectivamente, de pares de mimeros
reais.

3 soma, subtragdo, multiplicacAo e divisdo.
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[X]i[Y] yl > 0

_____

Y2 < 0

xi > 0 [X l/Y2; X2/Y1] [X2/Y2; Xi/Y1]

0 E [x] x i/M.; x2/Yi] [x2/Y2; xi/Y2]
x2 < 0 x i/Y1; x2/02] [x2/Yi; xi/Y2]

Um conjunto equivalente de definicOes de carater algebrico, em termos de
formulas para calculo dos extremos do intervalo resultante, é descrito pelas Tabelas
3.2, 3.3, 3.4.

Para cada operacao fundamental em /R, os limites do intervalo resultante
podem ser expressos em termos dos limites, esquerdo e direito, de seus operandos.
Assim, estas operacOes constituem extensbes exatas das operacOes equivalentes em
R.

Pela Definicao 3.12 é evidente que a aritmetica intervalar com intervalos pun-
tuais se reduz a aritmetica real usual. Entao, a aritmetica intervalar é uma genera-
lizacdo ou extensao da aritmetica real.

Exemplo 3.2 : Considere a funciio f(x) = x + 2, onde x E [-1; 2].
A Imagem desta funcão é dada por Im(f,[-1,2]) ={yER11<y< 4}.
Utilizando-se a aritmetica intervalar, é possivel assumir diretamente que [x] =
[-1; 2] e a avaliaciio intervalar f ([x]) = [x] + 2 produz , atraves de uma zinica
avaliacdo, um conjunto de resultados. Ou seja, f ([-1; 2]) = [-1; 2] + 2 = [1; 4].

Finalmente, a partir das definicOes anteriores (em especial, da definicdo de
operacao undria), é possivel definir o pseudo-oposto e o pseudo-inverso de urn inter-
valo.

Definicao 3.13 : (INTERVALO PSEUDO-OPOSTO)
Considere [x] = [x i; x2]. Entiio, (V[x] E IR)(3(—[x]) E /R)(0 E [x] — [x]).

Exemplo 3.3 : Considere o intervalo [1; 2]. 0 pseudo-oposto deste intervalo é dodo
por —[1; 2] = [-2; —1].

0 intervalo pseudo-oposto de [x] é representado tambem como (-1)[x]. Esta
notacdo foi introduzida por Sunaga [SUN 58].

Definicao 3.14 : (INTERVALO PSEUDO-INVERSO)
Considere [x] = [x i ; x2]. Entdo, (V[x] E /R)(0	 [r])(][x]-1 E IR)(1 E [x][x]-1).

Exemplo 3.4 : Considere o intervalo [1; 2].	 0 pseudo-inverso deste intervalo é
dado por [1;2] -1 =[2; 1].

A explicacao do porque da denominacdo destes intervalos e obtida a partir das
definicOes de oposto e inverso de um ntimero real. Segundo a definicao da aritmetica
real, o oposto de mimero é aquele mimero que adicionado a ele produz zero como
resultado.

(Vx E R)(](—x) E I)(x — x = 0)

TAB
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No caso de intervalos, a operaca,.o [x] — [x] nao produz zero como resultado, mas
apenas urn intervalo que contem o zero:

0 E ([x] — [x]).

Entao, o intervalo —[x] e denominado intervalo pseudo-oposto ja que ele satisfaz
parcialmente a condicao original. 0 mesmo acontece no caso do intervalo pseudo-
simetrico, onde

1 E [x] [x] ' , 0 V [x]-1.

3.5 Propriedades do conjunto IR
A partir de Alefeld [ALE 83] e Kulisch [KUL 81] e possfivel obter as princi-

pais propriedades do conjunto /R. Estas propriedades sac, apresentadas a seguir
considerando a seguinte classificacao:

PROPRIEDADE CARACTERISTICA:
propriedades referentes a caracteristicas particulares de urn intervalo (diametro,
ponto medic), rain e valor absoluto).

PROPRIEDADE ARITMETICA:
propriedades referentes a operacOes aritmeticas entre intervalos. Incluam-se
aqui aquelas propriedades referentes a intervalos especiais.

PROPRIEDADE LOGICA:
propriedades referentes a operacOes 16gicas entre intervalos.

PROPRIEDADE TOPOLOGICA:
propriedades que referentes ao espaco metric° definido em /R.

3.5.1 Propriedades caracteristicas

Sejam [x], [y] intervalos e x urn ntimero real.

Propriedade 3.1 :
(1) w([x]) = 0 .#>. ([x] — [x] = 0) A ([x] [x] -1 = 1) onde 0 V [x],
(ii) w([x])	 0 <=> [x] — [x] = w([x])[-1; 1].

Propriedade 3.2 :

Propriedade 3.3 :

Propriedade 3.4 :

Propriedade 3.5 :

Propriedade 3.6 :

Propriedade 3.7 :
entdo que:

w ([x] + [y]) = w([x])+w([0.

w ([x] - [y]) = w ([x]) + w([Y])•

w ail[Y]) 5- w ([x1)1[Y]l + l[x]lw([0.

W (IXHYD � max{l[x]ltv([Y]),1[07.0([x])}-

w (x [y]) = lx17.0([0•

Seja n Urn nitmero natural diferente de zero. Tem-se
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( 1) w ([x]n )	 [x]	 l w ( [x]),
w(([x] — [X]r) � 2w ([x])n.

Entenda-se [x] n como a multiplicacdo de [x] por ele mesmo n-vezes, ou seja,

[X] n = [X] [X]... [X].

3.5.2 Propriedades aritmeticas

As propriedades aritmeticas podem ser classificadas em dois tipos: propriedades
referentes as operacOes unarias; propriedades referentes as operacOes binarias.

Sejam [x], [y], [z] intervalos e x, y nilmeros reais.

3.5.2.1 Propriedades referentes a operacOes undrias

Propriedade 3.8 : x E [x], 8(x) E 6([x]), onde S é uma operaccio unciria.

Propriedade 3.9 : 0 E ([x] — [x]).

Propriedade 3.10 : 1 E [x][x]', onde 0 0 [x].

3.5.2.2 Propriedades referentes a operacOes binarias

Propriedade 3.11 : k	 E [x], l E [y]	 (k * 1) E ([x] * [y]), onde	 E
{+, -, x, ÷}.

Propriedade 3.12 :
[x] + ([y] + [z]) = ([x] + [y]) + [z],
[x] ([Y][z]) = ( [x] [Y])[z].

Propriedade 3.13 :
[x] + [y] = [Y] + [x],
[x][y] = [Y] [xl.

Propriedade 3.14 :
0 + [x] = [x] + 0 = [x],
1 [x] = [x] 1 = [x] .

Propriedade 3.15 :	 ndo tern divisores de zero.

Propriedade 3.16 : [x] ([y] + [z]) g [x] [y] + [x][z].

Propriedade 3.17 : l[x] + [y]	 +
Propriedade 3.18 : ly[x]l = l y I I [x]

Propriedade 3.19 : [x] [y] = [x] I I [Y] !-

Em particular, se os operandos são constituidos por intervalos simetricos, tem-
se que:

Sejam [x], [y], [s] intervalos simetricos e [z] um intervalo qualquer.
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Propriedade 3.20 : [x] = wr) 

Propriedade 3.21 : [x] = l[x]1[-1, 1].

Propriedade 3.22 : [x] = m([x]) + w([x])[-1; 1].

Propriedade 3.23 :
[x][z] = I [z]i[x],
w ([x] [z]) = I [z] w ([x]).

Propriedade 3.24 : [x][z] = [z] [x].

Propriedade 3.25 :
[x] + [y] = [x] — [y] = (I [x] I + I [Y]l)[- 1 ; 1],
[x][y] = I [x] I I [Y]1 [- 1 ; 1]-

Propriedade 3.26 :
[x]	 + [s]) = [x] [y] + [x][s] = I [x ] I (I + I [s] I)[- 1 ; 1],
[x] fly] — [s]) = [x][y] + [x][s] =	 [x] +	 [s]	 1].	 •

3.5.3 Propriedades top olOgicas

Sejam [x], [y], [z], [k] intervalos e x um mimero real.

Propriedade 3.27 : d([x] + [y], [x] + [z]) = d([y], [z]).

Propriedade 3.28 : d([x] + [y], [z] + [k])	 d([x], [z]) + d([y], [k]).

Propriedade 3.29 : d(x[y],x[z]) = IxIdGy],[z]).

Propriedade 3.30 : d([x] [Y], [x] [z]) � [x]	 [z]).

Propriedade 3.31 : [x] C_ [y]	 l[x]l � 1[Y]

Propriedade 3.32 : [x] c [y]	 w([x]) < w([y]).

Propriedade 3.33 : ([x] C [y] A [z] C [k])	 [x] * [z] C [y] * [k], onde
* E {+,	 x,±,n}.

Propriedade 3.34 : [x] C [y]	 S([x]) 	(5([y]), onde 6 6 uma operaccio
intervalar unaria.

Propriedade 3.35 : [x] C [y]	 (w([y]) — w([x])) 	d([x], [y]) 	w([y]) —
w([x]).

3.6 Resumo

Neste capitulo foi apresentada a interpretacdo dual de intervalo que tem carater
fundamental para a Teoria dos Intervalos.

A interpretacaq de intervalo como conjunto possibilita as provas matematicas
da teoria, assim como a deducao de propriedades. Por sua vez, a interpretacdo de
intervalo como mimero possibilita a definicao de uma metrica associada ao conjunto
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/$2 (metrica de Hausdorff) a qual transforma este conjunto em um espaco topolOgico.
Entdo, os conceitos de convergencia e continuidade podem ser usados da mesma
maneira como sao usados em um espaco metrico qualquer.

Uma vez apresentada a dualidade da interpretacdo de intervalos faz sentido
definir operacOes intervalares unarias e binarias. Tern-se, entao, seis operacOes in-
tervalares ditas fundamentals: +,	 x, +, fl, U.

Do estudo sistematico das operacOes intervalares obtem-se o conjunto de pro-
priedades de a, as quais podem ser classificadas em quatro tipos basicos: pro-
priedades caracteristicas; propriedades aritmeticas; propriedades lOgicas; propriedades
topolOgicas.

A partir das propriedades da estrutura 	 +, x) e possivel concluir que esta
estrutura nao constitui urn corpo 4 ou seja, neste conjunto nao existem o elemento
simetrico da soma nem o elemento inverso da multiplicacao, alem da multiplicacdo
nao ser distributiva corn relacdo a soma. Uma implicacao direta deste fato e que
este conjunto nä° constitui urn sistema algebrico.

Este é urn problema que precisa ser contornado para o estabelecimento do uso
sistematico de intervalos na resolucao de problemas numericos. Existem algumas
tentativas neste sentido. Uma delas, por exemplo, tenta caracterizar (/R, 	 x)
como urn quasi-corpo e entdo devera ser possivel resolver problemas intervalares
algebricamente [MAR 98]. Sem a pretensdo de questionar estas tentativas, os cam-
inhos escolhidos sao extremamente abstratos e de dificil compreensao para leitores
nao-maternaticos. Isto é um problema, na medida em que o uso adequado de urn
conhecimento é proporcional ao seu nivel de entendimento. A apropriacdo deste
conhecimento, na forma como esta sendo colocada, nao sera simples nem imediata.
Por outro lado, as pessoas pensam mais naturalmente atraves de formas graficas e
se este recurso puder ser utilizado ele sera bem-vindo.

4 A estrutura (K, +, x) é um corpo se as seguintes propriedades sao satisfeitas:

corn relacdo a operagdo de adic5-o:

é associativa;

admite elemento neutro;

todo elemento de C esta associado a urn elemento simetrico;

é comutativa;

corn relacdo a operacao de multiplicagao:

é associativa;

admite elemento neutro;

todo elemento nao nulo de C é inversivel;

é comutativa;

a multiplicacdo é distributiva corn relacao a adicao.
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4 Representacao grafica de
intervalos

A representacao grafica pode ser usada tanto como ferramenta de ilustracao
quanto como ferramenta para analise de fatos e/ou ideias associadas a mimeros e
informacOes.

No que se refere a intervalos, sua representacdo grafica tern sido utilizada
somente como ferramenta de ilustracao.

Neste capitulo e proposta uma nova abordagem para a representacdo grafica
de intervalos no piano cartesiano atraves da qual e possivel realizar a analise visual
de intervalos. Para isto, o formalismo necessaxio, em termos da representacdo de
propriedades graficas, e introduzido e exemplos de aplicacao sac) apresentados.

A seguir, apresenta-se a caracterizacdo do semi-piano de representacao de in-
tervalos, as primitivas da representacao, bem como suas propriedades.

4.1 HistOrico

Ao longo dos tempos, a representacdo grafica tern sido utilizada como ferra-
menta para auxiliar na compreensdo de fatos e/ou ideias associadas a mimeros. De
fato, nä° existe urn histOrico da representacdo grafica de intervalos, mas sim de seu
uso.

Sunaga [SUN 58] introduziu a representacao grafica de intervalos baseada na
interpretacdo de conjunto. Segundo esta representacao, os extremos do intervalo
[x i ; x2] são representados na reta real e determinam o segmento de reta que repre-
senta graficamente esse intervalo. Esta representacao e ilustrada pela Figura 4.1.

Se o objetivo e observar relacionamentos entre diversos intervalos, utiliza-se
tantos segmentos de reta quantos forem os intervalos analisados. Assim como esta
ilustrado na Figura 4.2, estes segmentos sao organizados como um feixe de retas
paralelas a fim de possibilitar comparacOes.

Naturalmente, urn segmento de reta pode ser interpretado como urn diagrama
de ordem atraves do qual e possivel verificar os relacionamentos entre os elementos
do conjunto [x] corn relacao a relacao de ordem < ou C. Da mesma forma, um
conjunto de segmentos de reta pode ser interpretado como um conjunto de diagramas
de ordem, onde o relacionamento entre os diferentes intervalos pode ser observado
a partir do relacionamento entre os diagramas de ordem.

Por sua vez, Moore [MOO 66] introduziu a representacdo grafica de intervalos
baseada na interpretacao de mimero. Segundo esta representacao, o intervalo [x i ; x2]
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FIGURA 4.1 — Representacao do intervalo como segmento de reta
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FIGURA 4.2 — Representacao de dois intervalos como segmentos de reta
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FIGURA 4.3 — Representacao do intervalo como mimero

e mapeado no ponto (x i , x2) que e representado como um ponto do piano cartesiano:

[x] = [x i ; x2] 1-4. (xi , x2).

Esta representacdo e ilustrada pela Figura 4.3.
Como os elementos de It satisfazem a condicao:

[x] = [x i ; x2 ] E I2 .<#. x i < x2,

os pontos do piano cartesiano que representam intervalos constituem o semi-piano
superior a reta y = x.

Cabe salientar que estas representacOes tem sido amplamente utilizadas para
ilustrar fatos e/ou ideias associadas a intervalos.

4.2 Caracterizacao do piano cartesiano
Em um sistema de coordenadas cartesianas, a posicao de urn ponto 6 dada

pela sua distancia das retas de referencia (eixos). Em duas dimensOes, sao utilizadas
duas retas cuja interseccdo, usualmente, e caracterizada por urn Angulo reto e cuja
denominacdo 6 dada por sistema de coordenadas retangulares. 0 eixo horizontal
e denominado por x e o vertical por y. 0 ponto de interseccao 0 e dito origem
do sistema de coordenadas. As distancias sobre o eixo x que estao a direita da
origem sao, usualmente, tomadas como distancias positivas e as a esquerda como
negativas. Da mesma forma, as distancias sobre o eixo y que estdo acima da origem
sao, usualmente, tomadas como distfincias positivas e as abaixo como negativas.

A posicao de urn ponto qualquer do piano pode ser especificada por dois
nUmeros ditos coordenadas do ponto e escritos como (x, y). A coordenada x (ou
abcissa) e a distancia de urn ponto do eixo y na direcao paralela ao eixo x (isto 6,
horizontalmente). A coordenada y (ou ordenada) e a distancia do eixo x na direcao
paralela do eixo y (verticalmente). A origem 0 e o ponto (0, 0).
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TABELA 4.1 — Descricao do quadrantes do piano cartesiano em fungdo da variacdo
de 0

QUADRANTE VARIACÄO DE 0
I 0 < 0 < i-
ll i < 0 < 7
III 7r < 0 <:*r
IV :T.- <2 - 0 < 27r-

TABELA 4.2 — Descricao dos octantes do piano cartesiano em funcao de cp
QUADRANTE OCTANTE VARIACÄO DE cp

I VIII

1
0 < cp <zi
'1r_ < (10 < 2:r

4II II
III

•.(p <	 r
L4 < cp < 7

III IV

V
7 < cp < §'--:
LI < ,,, < .1._r

IV VI

VII

7-Ar 	 '?.;r

- 5- CP < 7
+4' < cp < 27r

Os dois eixos dividem o piano em quatro quadrantes, numerados no sentido
anti-horario comecando do quadrante do topo e mais a direita (positivo).

Considere o sistema de coordenadas cartesianas xy, onde urn ponto p do piano
tern coordenadas (x, y) e 0 descreve o Angulo no sentido anti-horario a partir do eixo
x. Se este sistema de coordenadas for associado a raios quadrantes, designados por
I, II, III, IV, que estao associados a variacao de 0, entao sua descricao é dada pela
Tabela 4.1.

Por sua vez, se este sistema de coordenadas for associado a raios octantes, urn
novo sistema cartesiano x'y' é gerado a partir deste sistema, onde urn ponto p do
piano x'y' tern coordenadas (x',	 xy e x'y' tem mesma origem, mas o eixo x' faz
um ângulo de 71- corn o eixo dos x e (i9 descreve o Angulo no sentido anti-horario a
partir do eixo positivo dos x'.

Sem perda de generalidade, o mapeamento dos octantes deste novo sistema é
descrito pela Tabela 4.2. Tern-se assim definido o relacionamento entre quadrantes
e octantes do piano cartesiano.

4.3 Representacao grafica proposta
Neste trabalho esta sendo proposto o use da representacdo grafica como ferra-

menta de analise visual de intervalos e isso implica em uma nova forma de representar
graficamente intervalos ou na extensdo de uma forma ja. existente. Isto porque esta
representacao deve possibilitar a verificacao visual de ambas interpretacOes de inter-
valos, assim como dispor de uma convencdo (obtida a partir de primitivas graficas)
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FIGURA 4.4 — Relacionamento entre quadrantes e octantes do piano cartesiano
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FIGURA 4.5 — Representacao do piano /R

que suporte a extracdo de informacdo sobre os intervalos que estao sendo manip-
ulados. Para isto, optou-se por estender a representacdo de intervalos no piano
cartesiano a fim de que ela suportasse a analise visual de intervalos.

A seguir apresenta-se a construcdo da extensdo desta representacao.

4.3.1 Plano IR
Os intervalos sdo representados por pontos do semi-piano superior a reta y = x,

ou seja, por pontos dos octantes I, II, III, IV do piano cartesiano (ver Figura 4.4).
Entao, estes octantes constituem o semi-piano denominado por piano /5? de repre-
sentacao dos intervalos (Figura 4.5).

Uma vez caracterizado o piano /R a prOxima etapa consiste em identificar suas
propriedades geometricas. A descricao destas propriedades e apresentada a seguir.
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	FIGURA 4.6 	 Representacdo de quadrantes opostos do piano cartesiano

4.3.2 Propriedades do piano

A fim de suportar a analise visual de intervalos, a representacdo grafica de in-

	

tervalos no piano	 precisa ser caracterizada quanto a propriedades que relacionam
octantes entre si, ou seja, quanto a octantes opostos.

O piano cartesiano pode ser caracterizado em termos de sinal de seus quadran-
tes, ou seja, os quadrantes I e III assim como II e IV sao opostos entre si (Figura 4.6).
Fazendo-se a conexdo entre quadrantes opostos e operacOes aritmeticas, para cada
ponto do piano cartesiano é possivel identificar o seu oposto a partir da multiplicacao
das coordenadas por (-1). 0 ponto resultante pertence ao quadrante oposto e sua
soma corn o ponto original resulta em zero.

Da mesma forma, o piano IJ2 tambem pode ser caracterizado em termos do
sinal de seus octantes. Quando um ponto do piano IR é multiplicado por (-1), o
ponto resultante representa tambem urn intervalo. Este ponto pertence ao octante
oposto a que pertence o ponto original. Sendo assim, urn ponto no I octante quando
multiplicado por (-1) resulta em urn ponto no octante V, assim como urn ponto
no octante II resulta em urn ponto no octante III:

- Se (x i , x2 ) e urn ponto no I octante, en-tax) 0 < x 1 < x2.
Este ponto representa o intervalo [x i ; x2 ] cuja interpretacao é dada por {x xi <

< x2 }. Multiplicando este conjunto por (-1), obtem-se o conjunto {x —
x 1 > x > —x2 } que corresponde ao intervalo [—x 2 ; —x 1 ], ou seja, ao ponto de
coordenadas (—x2, —x1).
O ponto (—x2 , —x i ) carateriza-se por —x 2 < 0, —x 1 < 0 e —x2 < —x 1 , assim
ele é um ponto no IV octante.

0 x
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FIGURA 4.7 — Representacdo de octantes opostos do piano cartesiano

- Se (x i , x2 ) e urn ponto no II octante, entdo x i < x2 , x i < 0, x2 > O.
Este ponto representa o intervalo [x i ; x2] cuja interpretacdo e dada por	 xi <
x < x2 }. Multiplicando este conjunto por (-1), obtem-se o conjunto 	 –
x i > x > –x2 } que corresponde ao intervalo [–x 2 ; –xi ], ou seja, ao ponto de
coordenadas (–x2 , –xi).
0 ponto (–x2 , –x i ) carateriza-se por –x 2 < 0, –xi > 0 e –x2 < –xi, assim
ele e urn ponto no II octante.

Este resultado e ilustrado pela Figura 4.7.

Lema 4.1 : A reta y = –x divide os octantes II e III do piano Ii2, onde x E

Demonstracdo:
Seja [x] E fiR, [x] 1–> (x i ; x2), [x] no II octante.
Entao, (x i < 0)	 A (x2 > 0) A (411 < lx21)•
Em particular, (3x i , x2 E 9Z) (	 =	 Neste caso, x2 = –xi.
Analogamente, para [x] E /R, [x] 1–> [x i ; x2], [x] no III octante,	 x2 E
R)(1 x 11 =
Logo, existem intervalos comuns aos octantes II e III.
0 conjunto destes intervalos e representado graficamente pela reta y =
–x, com x E	 que divide os octantes II e III.

Lema 4.2 : Os pontos do IV octante representam o pseudo-oposto de intervalos
pertencentes ao I octante e os pontos pertencentes ao III octante corresponde ao
pseudo-oposto de intervalos II do octante do piano /R.
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Demonstragdo:

Caso [x] E IR, [x] 1-4 (x i ; x2), [x] no II octante.
Entdo, (x 1 < 0) A (x2 > 0) A (1 x1.1 <
Como —[x] = [—x2; —x1], entdo ( —x2 < 0) A (—x i > 0) A (41 < lx21),
que é a definicao de um intervalo no III octante. Logo, — [x] é um
intervalo no III octante.

Caso [x] E /R, [x] H [x i ; x2], [x] no IV octante.
Entao, (x i < 0) A (x2 < 0).
Como —[x]	 [—x2 ; — xi ], entao (—x i > 0) A (—x 2 > 0), que
a definicao de um intervalo no I octante.
Logo, — [x] é urn interval() no I octante.

De (i) e (ii) pode-se concluir que os intervalos no I octante representam
pseudo-opostos de intervalos no IV octante e que os intervalos no III
octante representam pseudo-opostos de intervalos no II octante.

Exemplo 4.1 : 0 intervalo [1; 5] pertence ao octante I e seu pseudo-oposto (-1)[1; 5] =
[-5; —1] pertence ao octante IV.

Teorema 4.1 : Os octantes I e IV, assim como os octantes II e III, do piano IR,
sdo opostos entre si.

Demonstracao:
Seja [x] E /R, [X] H (x i , x2), [x] no I octante.
Entdo (x i > 0) A (x2 > 0) A (I x]. <
Multiplicando [x] por (-1), obtern-se (x i < 0) A (x2 5_ 0) A (Ixi
que é a definicdo de um intervalo no IV octante.
Logo, os octante I e IV sao opostos entre si.
Analogamente, mostra-se que os octantes II e III sac, opostos entre si.

Alern do sinal das coordenadas, a localizacdo do intervalos em funcao de seu
octante pode tomar por base o valor absoluto do intervalo. Este resultado é apre-
sentado a seguir.

Lema 4.3 : Seja [x] = [x i ; x2] um intervalo que pertence ao octante I ou II. Este
intervalo tem valor absoluto igual a 4 2 1. Por outro lado, se [y] = [y i ; y2] pertence
ao octante III ou IV entiio ele tem valor absoluto igual a

Demonstracao:

Seja [x] E /R, [x] 1-4 (xi; X2), [x] no I octante.
Entao, (x i > 0) A (x2 > 0) A (4 1  < Ix2 ), ou seja, xi
Mas, pela norma do maiximo, l[x]l é a distancia de zero ate o
valo [x].
Logo, 1[4 = X 2 = 421*

(ii) Seja [x] E IR, [x] H (xi; X2), [x] no II octante.
Entao, (xi < 0) A (x2 > 0) A (411 < lx21),
lx2I.
Logo, 1[4 = 1121.

(i)

ou seja,

< X2.
inter-
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Seja [x] E	 [x] 1-÷ (x i ; x2), [x] no III octante.

	

Entdo, (x i < 0)	 A	 (x2 0) A (Ixil

421-
Logo, 1[4 =

Seja [x] E /R, [x]	 (x i ; x2), [x] no IV octante.
Enta,o, (x 1	0)	 A	 (x2 0) A
Logo, l[x]l = x i =

De (i) e (ii) pode-se concluir que para intervalos pertencentes ao I/II
octante, [x] l = 42 1 e que para intervalos pertencentes ao III/IV octante,
1[x11 = lxil.

Teorema 4.2 : Existe um morfismo que relaciona octantes do piano /9Z a quad-
rantes do piano cartesiano.

Demonstracdo:
Seja (x, y) urn ponto do piano cartesiano e 9 o angulo no sentido anti-
horario a partir do eixo x.
Se este sistema de coordenadas for associado a raios quadrantes, desig-
nados por I, II, III, IV, que estao associados a variacao de 9, entao sua
descricao e dada por:
QUADRANTE I	 : 0 < 9 <
QUADRANTE II	 :	 2< 0 < 7r

QUADRANTE III	 :	 7r < 9 <	 Zr-
QUADRANTE IV	 :	 34< 0 < 27r.

Por sua vez, se este sistema de coordenadas for associado a raios octantes,
um novo sistema cartesiano x'y' e gerado a partir deste sistema, onde um
ponto deste piano tern coordenadas (x', y').
xy e x'y' tern mesma origem, mas o eixo x' faz urn angulo de 4 corn o
eixo dos x e cp descreve o sentido anti-horario a partir do eixo positivo
dos x'.

Sem perda de generalidade, o mapeamento dos octantes deste novo sis-
tema pode ser descrito por:
OCTANTE VIII	 :	 0 < cP <
OCTANTE I	 714-	 <
OCTANTE	 <fr
OCTANTE III	 :	 < cP < 7r

OCTANTE IV	 :	 7r < Cp < '114

OCTANTE V	 < m <

	

"	 4 	 r"	 2
OCTANTE VI	 :	 < cp <
OCTANTE VII	 :	 1L4r < cp < 27.

Assim, urn ponto (x', y'), do piano /R, pode ser representado ern fungdo
de seu raio r e do angulo a a partir do eixo x, ou seja, (x', y') e repre-
sentado como (r, a). Este ponto e mapeado no piano cartesiano quando
(r, a) = (r, 2(a —	 = ( r, 2a —

Da mesma forma, urn ponto do piano cartesiano pode ser mapeado em
um ponto de 1- R e, assim, existe um morfismo que relaciona octantes do
piano /R a quadrantes do piano cartesiano.

ou seja,

ou seja, x2 < x1.
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FIGURA 4.8 — Representacao do intervalo como ponto
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FIGURA 4.9 — Representacao do intervalo como niimero

4.4 Primitivas da representacao grafica
A fim de possibilitar a analise visual de intervalos é necessario definir o conjunto

de primitivas graficas associadas ao plano IR. Estas primitivas estdo baseadas no
mapeamento [x] = [x i ; x2] H (x i , x2 ) (Figura 4.8) e sao descritas a seguir.

4.4.1 Vetor

A primitiva grafica associado ao ntimero-intervalo [x] é dada pelo vetor que
informa a direcao e o sentido do deslocamento do ponto (x i , x2) corn relacao a origem
do sistema cartesiano (Figura 4.9).
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FIGURA 4.10 — Representacdo do intervalo como conjunto

4.4.2 Subregido

A primitiva grafica associada ao intervalo [x] enquanto conjunto e dada pela
subregiiio do piano /R, denotada por /R [x] e constituida pelos pontos que represen-
tam os subconjuntos desse intervalo.

A subregido /R[x] e obtida a partir da projeca° ortogonal do ponto (x i , x2)
sobre a reta y = x. Esta projecao possibilita identificar tanto os pontos que cor-
respondem aos reais associados aos extremos do intervalo, quanto os pontos que
correspondem aos subconjuntos associados a este intervalo (Figura 4.10).

4.4.3 Reta

A primitiva grafica associada a um conjunto infinito de intervalos que possuem
uma certa propriedade em comum e dada por uma reta.

Considere, por exemplo, a propriedade: "ter o mesmo diametro". 0 conjunto
de intervalos definidos por esta propriedade e representado graficamente por uma
reta. Isto e ilustrado pela Figura 4.11.

4.4.4 Semi-reta

A primitiva grifica associada a urn conjunto de intervalos limitado superior-
mente cujos elementos possuem uma certa propriedade em comum e dada por uma
semi-reta.

Considere, por exemplo, a propriedade: "ter mesmo extremo inferior" . 0
conjunto de intervalos definido por esta propriedade e representado graficamente
pela porcao da reta x = k, com k E R, que pertence ao piano /R, ou seja, pela
semi-reta limitada pelo ponto (k, k) (Figura 4.12).

44
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FIGURA 4.11 — Representacdo de um conjunto infinito de intervalos

y=-x	 y=x
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FIGURA 4.12 — Representacao de um conjunto infinito de intervalos limitados su-
periormente
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y=-x
y

 =x

FIGURA 4.13 — Representacdo de um conjunto infinito de intervalos limitado su-
perior e inferiormente

4.4.5 Segmento de reta

A primitiva grafica associada a um subconjunto do conjunto de intervalos que
possuem uma certa propriedade em comum e e limitado superior e inferiomente
dada por um segmento de reta.

Considere, por exemplo, a propriedade "ter mesmo extremo inferior" e a re-
stricao "o extremo superior ndo 6 major do que 3". 0 conjunto de intervalos definido
por esta propriedade e que observam esta restricdo e representado graficamente pelo
segmento de reta que pertence ao piano /R, limitado pelos pontos (k, k) e (k, 3).

Esta primitiva esta apresentada na Figura 4.13.

4.5 Propriedades da representacao grafica
Considere o ponto de coordenadas (x i , x2 ) obtido a partir do mapeamento

[x] = [xi, x2] H (x i , x2 ) , onde [x] E IR. Entao, a representacdo grafica do conjunto
/R e obtida a partir deste mapeamento e e denominada piano /R. As propriedades
de IR sao obtidas a partir de subconjunto de pontos do piano /R os quaffs podem
ser associados a propriedades geometricas do piano cartesiano. Estas propriedades
constituem as propriedades da representacao grafica e estao listadas a seguir.
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4.5.1 Conjunto de intervalos de mesmo diametro

Existem diferentes formas de escrever urn intervalo [x; y]. Uma delas utiliza o
diametro a do intervalo, ou seja, [x] = [x i ; x 1 + a]. Neste caso, o extremo superior

obtido em fur-10o do extremo inferior. Escrevendo-se um intervalo desta forma,
possivel definir o conjunto de intervalos de mesmo diametro.

Definigao 4.1 : (INTERVALOS DE MESMO DIAMETRO)

Seja [x] um intervalo e a seu diiimetro. 0 conjunto dos intervalos de mesmo
dicimetro a é denotado por	 e descrito por Sc,= { [x] I w ( [x]) = a}.

Exemplo 4.2 : 0 conjunto de intervalos de diametro 14 e descrito por

S14 = {[x] w ( [x]) = 14}.

Teorema 4.3 : 0 conjunto de intervalos de dicimetro a e representado graficamente
pela reta y = x + a.

Demonstracao:
Seja [x] E	 [x] H (xi, x2) •
Por definicdo, (11,12) = (x i, xi + a) onde a é o diametro de [x].
Entdo, o ponto (1 1 ,12 ) pode ser obtido a partir da aplicacdo da funcao
y = x + a, onde a e o diametro do intervalo [x] e o coeficiente angular é
1, ou seja, a reta que passa por (x i , x2) e que tern coeficiente angular 1
é dada por:

y — x 2 = m(x — x i )	 y — x2 = —
y = x - Xi + X2	 y = x + (x2 — x1).

Mas, (x2 — xi ) corresponde ao diametro do intervalo (x i , x2 ). Entao,
y = x + (12 — x i ) pode ser escrito como y = x + w([x]) ou y = x + a,
onde a = w([x]).
Ainda, y=xey=x+a sao paralelas, pois possuem mesmo coeficiente
angular 1 = tan 450.

0 Teorema 4.3 é ilustrado pela Figura 4.14.

Exemplo 4.3 : 0 conjunto S14 é representado graficamente pela reta y = x + 14.

Pelo Teorema 4.3, o conjunto de nnmeros reais 	 é representado pela reta
y = x, pois neste caso o diametro de intervalos degenerados é igual a zero:

So = {[x] w([x]) = 01.

Se considerarmos a representacdo grafica de um intervalo e de seu pseudo-
oposto, tern-se que esses intervalos tem o mesmo diametro

	

[x] = [x i; X2]	 W ([X]) = X2 -

	

- [X] = [-x2; —x i ]	 w(—[x]) = —x 1 — (x2) = 1 2 - X1
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y

0

FIGURA 4.14 — Representacao do conjunto de intervalos de mesmo diametro

y=x+w( [x ])
	 y=x

FIGURA 4.15 	 Representacao do intervalo e de seu pseudo-oposto em funcdo do
conjunto de intervalos de mesmo diametro



0

y=x+w(Ex])	 y=x

49

FIGURA 4.16 — Representacdo do intervalo e do seu pseudo-oposto

e portanto pertencem a mesma reta y = x + a, onde a = w([x]).
Esta propriedade esta formalizada pelo Corolario 4.1 e e ilustrada pela Figura 4.15.

Corolario 4.1 : Um intervalo de didmetro a e seu pseudo-oposto sao representados
graficamente como pontos da reta y = x + a.

Demonstracdo:
Seja [x] e IR, [x] H (X 1, X2)-
Feb° Teorema 4.3, (x 1 , x2 ) é um ponto na reta y = x + a, coma = w([x]).
Como —[x]i-÷ (—x2 , —x 1 ) tem mesmo diametro de [x]

X2 - Xi = -x1 - (-X2) = -x1 + x2

(—x2 , —x 1 ) tambem é urn ponto da reta y = x + a.
Logo, [x] e —[x] Sao pontos na reta y = x + w([x]).

Exemplo 4.4 : Considere o intervalo [-9; 8] cujo intervalo pseudo-oposto é dado
por (-1)[-9; 8] = [-8; 9].

71)([-9; 8]) = 8 — (-9) = 17 [-9; 8] E S17 = {[x] W ([4 	 17}

w([-8; 9]) = 9 — (-8) = 17 [8; —9] E S17 = {[x] w([x]) = 17}

Logo, [-9; 8] e [-8; 9] silo representados graficamente por pontos da reta y = x +17.

Um ponto do espaco pode ser associado a um vetor no espaco e neste trabaiho
utiliza-se vetores localizados (ou seja, vetor de origem (0, 0)) para representar in-
tervalos enquanto nUmeros. A Figura 4.16 ilustra esta representacao e possibilita a
verificacao visual do resultado anterior, ou seja, Corolario 4.1.

Sabe-se que a representacao grafica de intervalos se limita ao semi-plano su-
perior a reta y = x, pois nesta regido sempre e satisfeita a relacao x < y. Desta
forma, a relacao entre o vetor que representa o intervalo [x], denotado por x, e o
vetor que representa o intervalo —[x] (pseudo-oposto de [x]) nao é a mesma existente

UFf-ZG:',")
Int;t4eto	 •<.1,',Meicai.i

31t1110.:.-:,ca
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entre um vetor e seu vetor oposto. No caso de intervalos, o vetor associado a —[x]
tem mesma direcao e sentido do vetor associado a [x], porem reta suporte diferente
(Figura 4.16). Isto e apresentado pelo teorema a seguir.

Teorema 4.4 Os vetores que correspondem ao intervalo [x] e seu pseudo-oposto
—[x] pertencem a diferentes retas suporte, desde que	 lx21.

Demonstracao:
Seja [x] E	 [x] H (xi, x2)-
A inclinacao da reta suporte do vetor associado a este ponto, corn relacao
ao eixo das abcissas, e calculada por axi , corn x1 $ O.
Mas, o pseudo-oposto do intervalo [x] e representado pelo ponto (—X2) -x1)
e a inclinacdo da reta suporte do vetor associado a esse ponto e calculada
por =x-1 -_x2 =	 corn x2 0 O.
Assim, o Angulo de inclinacao da reta suporte do vetor associado ao ponto
(x i , x2), corn relacao ao eixo das abcissas, e diferente da inclinacao da
reta suporte do vetor associado ao ponto (—x2 , -x1).

Corolario 4.2 : A relaccio entre o vetor x associado ao intervalo [x] e seu pseudo-
oposto 6 dada por	 + 101 = 2, onde a e o menor eingulo de x corn relacão ao eixo
das abcissas e	 o menor cingulo do vetor associado ao pseudo-oposto corn relacão
a esse mesmo eixo.

Demonstracao:
Considere que a = arctane = arctan a.

XI	 X2

Mas, arctan	 + arccotan l-axi =
Entdo, arctan + arctan as2 =	 + =

Exemplo 4.5 : Se [x] = [1; 3], entdo —[x] = [-3; —1] e o relacionamento entre os
vetores que correspondem a esses intervalos e dado por =	 3 = 2 —arctan 3.

4.5.2 Conjuntos de intervalos de mesmo diametro

Conjuntos de conjuntos de intervalos de mesmo diimetro sdo representados
graficamente por feixes de retas paralelas.

Exemplo 4.6 : Considere os conjuntos Si , onde i E {14,15,16,17} e cada element°
de Si 6 um conjunto de intervalos de mesmo diiimetro.
Este conjunto e escrito explicitamente como Si = {S14, S15, S16, S17}

S14 = {[x] w([x]) = 14}
S15	 {[x] I w([x]) = 15}
S16 = {[x] w([x]) = 16}
Si7	 {[X] w([x]) = 17}

e representado graficamente pelas retas y = x + 14, y = x + 15, y = x + 16, y = x + 17.

A partir da representacao grafica do Exemplo 4.6, tem-se que cada reta y =
x + a, onde 14 < a < 17, representa urn conjunto de intervalos de mesmo didmetro.
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Tem-se tambern, que a variacdo do coeficiente linear a possibilita representar o
conjunto de retas que representam este conjunto. Assim, estas retas tern mesma
inclinacdo e constituem um feixe de retas paralelas.

Esta propriedade da representacao gr5..fica de conjuntos de intervalos de mesmo
diametro e apresentada a seguir.

Teorema 4.5 : da, Q E R+ ,Sed /So.

Demonstracao:
Sejam [X], [y] E /2, [x]	 (x i , x2), [y]	 (Y1, Y2).
Pelo Teorema 4.3, (x i , x2 ) é um ponto na reta y = x + a e	 y2)
um ponto na reta y = x + Q, onde a, 0 correspondem aos diametros dos
intervalos [x] e [y], respectivamente.
Mas estas retas tern coeficiente angular igual a 1 = tan 45°. Logo, elas
sdo paralelas entre si.
Tern-se ainda que todo ponto na reta y = x+a tern didmetro a. Logo esta
reta representa graficamente o conjunto, denotado por S a , dos intervalos
de mesmo didmetro a, o mesmo valendo para
Assim, Sa l/SS corn a, 0 E R±.

4.5.3 Conjunto de intervalos de mesmo ponto medio

Existem imimeras formas de escrever urn intervalo [x; y]. Uma delas utiliza o
ponto medio cp do intervalo, ou seja, [x] = [x; —x + 2cp] corn x < co. Neste caso, o
extremo superior e obtido em funcdo do extremo inferior.

Definigdo 4.2 : (INTERVALOS DE MESMO PONTO MtDIO)

Seja [x] um intervalo e cp o seu ponto medio. 	 0 conjunto de intervalos de mesmo
ponto medio co é denotado por 11/A, e descrito por M, = {[x] m([x]) =

Exemplo 4.7 : 0 conjunto de intervalos de ponto medio 4 é descrito por

M4 = {[x] m([x]) = 41.

Teorema 4.6 : 0 conjunto de intervalos de mesmo ponto medio cp e representado
graficamente pela semi-reta y =	 + 2cp, onde x E

Demonstracdo:
Seja [x] E Act, [x] 1-+ (xi, X2)•
A equacdo da reta que passa pelo ponto (x i , x2) e possui coeficiente
angular igual a (-1) = tan 135°, é dada por:
y - x2 = (-1)(x - xl)	 y - x2 := -X + Xi
y -X ± Xi + X 2 	 y = — x + (1) (xi + x2)
y = —x +(x i + x2 )	 y = —x+ 2(x

Mas x - e o ponto medio do intervalo [x].
Chamando cp = x ' ±2 x2 , y = —x + 2cp.

Exemplo 4.8 : 0 conjunto M4 é representado graficamente pela semi-reta y
—x + 8, onde x E
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4.5.4 Conjunto dos intervalos simetricos

Urn intervalo simetrico caracteriza-se por ter extremos de mesmo valor absoluto
porem de sinais opostos (Definicao 3.6).

Definicao 4.3 : (CONJUNTOS DOS INTERVALOS SIMETRICOS)

Seja [x] urn intervalo. 0 conjunto dos intervalos simetricos e descrito por

{[x] x i = —x2}.

Este conjunto e representado graficamente pela semi-reta y = —x corn x E R-
que igualmente e a bissetriz dos octantes II e III. Sendo assim, utilizando-se a notacdo
introduzida anteriormente, esta semi-reta representa o conjunto Mo e constitui uma
instancia do conjunto de intervalos de mesmo ponto medio. Neste caso, os intervalos
associados aos pontos desta reta possuem ponto medio igual a zero:

Mo = {[x] m ([x]) = 0}.

Corolario 4.3 : 0 conjunto dos intervalos simetricos e representado graficamente
pela semi-reta y = —x, onde x E

Demonstracao:
Seja [x] E /R, [x] 1-4 (x i , x2), [x] intervalo simetrico.
Pelo Teorema 4.6, o ponto (x i , x2) pertence a reta y = —x + 2cp corn
x E	 e cp = 11 212 = 0 e portanto ele e um ponto na reta y = —x.
Ainda, os pontos na reta y —x, corn x E R- tem ponto medio igual a
zero. Logo, pela definicdo de intervalo simetrico, estes pontos represen-
tarn intervalos simetricos e esta reta constitui a representacao grafica do
conjunto de intervalos simetricos.

Considerando-se a representacdo grafica do intervalo [x] e de seu pseudo-
oposto, tern-se que os pontos que correspondem a esses intervalos pertencem a reta
y = x + a, onde a = w([4, e estes pontos estao a uma mesma distancia da reta
y = —x. Isto e apresentado a seguir na forma de urn corolario.

Corolario 4.4 : Urn intervalo de didmetro a e seu pseudo-oposto esteio a uma
mesma distância da reta y = —x.

Demonstracao:
Seja [x] e /R, [x]	 (xi, x2)-
0 pseudo-oposto deste intervalo e denotado por —[x]1-4 (—x2,—xi)-
Pelo Teorema 4.3, (x i , x2 ) e urn ponto na reta y = x + a corn a = w (Ix]) .
Mas pelo Corolario 4.1, o ponto (—x2 , —x i ) tambern pertence a reta y =
x + a.
Tem-se ainda que, pelo Teorema 4.6, o ponto (x i ,x2) pertence a reta
y = —x + 2y i e (—x2 , -x i ) e urn ponto na reta y = —x + 2Y2 , onde
(Pi = 11+2 12 e (P2 = 	 2
Entao, a distancia do ponto (x i , x2) ate a reta y = —x e dada pela
distancia entre este ponto e o ponto de interseccao da reta y = x+a corn
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a reta y = —x, ou seja:

x + = —x x + x + = 0	 2x + = 0 x = --
2

a	 a + 2a	 ay = ---
2
 + a y =	 	

2 
ma y= 

 T
Ou seja, pela distância do ponto (x i , x2) ate o ponto (-3-, 3).
Esta distancia é calculada por

a
d = I (x2 — x1) 2 + 

a 
+	 = V(X2 - X 1) 2 a2 (4.1)

Por sua vez, distancia do ponto (—x 2 , —x 1 ) ate a reta y = —x é dada
pela distancia  entre este ponto e o ponto de intersecgdo da reta y x +
corn a reta y = —x.
Mas este ponto é dado por	 3).
Entao, a distancia entre eles é dada por

d	 (—x1 — ( —x2))2 H2 	= 3(x2 — x1)2 + a2 	(4.2)

De (4.1) e (4.2) vem que os pontos (x i , x2 ) e (—x2 , —x 1 ) estdo a uma
mesma distância da reta y = —x.

4.5.5 Conjunto de intervalos de mesmo extremo inferior

Definicao 4.4 : (INTERVALOS DE MESMO EXTREMO INFERIOR)
0 conjunto de intervalos de mesmo extremo inferior k é denominado por CONJUNTO
DOS INTERVALOS DE MESMA COTA INFERIOR e denotado por L(IRN,).

L(ak4,) = [x] E /1? [x] = [k; x2 ], X2 E R}.

Exemplo 4.9 : 0 conjunto L(IR_44, ) é descrito por {[x] E	 [x] = [-4; x2 ], x2 E
e referido como conjunto dos intervalos de mesma cota inferior —4.

Lema 4.4 : A representaccio grcifica do conjunto dos intervalos de mesma cota
inferior é dada pela semi-reta obtida a partir de x = k corn k < y e x, y E

Demonstracao:
Seja k E R. V[x] E L(IRk4,), [x] = [k;	 b> k,b E R. Mas, [k; 1)]	 (k ,b)
e {(k, b) lbeReb> k} é a semi-reta definida por x = k, no semi-piano
que define /R.

Exemplo 4.10 : 0 conjunto /(1.R_ 44 ), do exemplo anterior, é representado grafi-
camente pela semi-reta x = —4, onde —4 < y.

4.5.6 Conjunto de intervalos de mesmo extremo superior

Analogamente define-se o conjunto de intervalos de mesmo extremo superior.
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Definicao 4.5 : (INTERVALOS DE MESMO EXTREMO SUPERIOR)
0 conjunto de intervalos de mesmo extremo superior k e denominado por CONJUNTO
DOS INTERVALOS DE MESMA COTA SUPERIOR e denotado por U(IRkt).

U(IRkt) = {[x] E	 [x] = [x i ; k], x i E R}.

Exemplo 4.11 : 0 conjunto U(/R_4t) e descrito por {[x] E IR [x] = [x i ; —4], x i E
e referido corn conjunto dos intervalos de mesma cota superior —4.

Lema 4.5 : A representaciio grdfica do conjunto dos intervalos de mesma cota
superior e dada pela semi-reta obtida a partir de y = k corn k < y, y E R .

Demonstracdo:
Seja w E	 V[x] E U (IRkt), [x] = [a; w], w > a, a E	 Mas, [a; w] 1-4
(a, w) e {(a, w) laERew> a} e a semi-reta definida por y = w, no
semi-piano que define IR.

Exemplo 4.12 : 0 conjunto U(/R—it), do exemplo anterior, e representado grafi-
camente pela semi-reta y = 4.

4.5.7 Conjunto de intervalos de mesmo valor absoluto

Considere que o valor absoluto do intervalo [x] = [x i ; x2] e dado por b. Como
a definicdo de valor absoluto toma por base a norma do maxim°, b corresponde ao
extremo de maior valor absoluto, ou seja,

= maxfix i l, 4211.

representa a distancia de um ponto do eixo y na direcdo paralela ao eixo x (se
6 corresponde a coordenada x) ou a distancia de um ponto do eixo x na direcao
paralela ao eixo y (se 6 corresponde a coordenada y). Em termos da representacdo
grafica do valor absoluto de um intervalo, isto e representado por urn ponto sobre a
reta y = x. A Figura 4.17 ilustra esta representacao grafica. Nesta figura, pode-se
observar as possibilidades do valor absoluto, ou seja, para pontos pertencentes aos
octantes III/IV o valor absoluto e dado pelo valor absoluto do extremo x l e para
pontos pertencentes aos octantes I/II o valor absoluto e dado pelo valor absoluto do
extremo x2.

As possibilidades do valor absoluto ilustradas na Figura 4.17 constituem um
resultado importante que e apresentado a seguir como urn teorema.

Teorema 4.7 : 0 valor absoluto 6. de um intervalo representa urn ponto na reta
y x.

Demonstracao:
Seja [x] E /R, [x] 1-4 (x i , x2 ),6 = 4 1 1 ou 6 = lx2 1. Mas x i e urn niimero
real e estes mimeros podem ser interpretados corn intervalos degenerados,
ou seja, x i = (xi,x1)•
Sendo assim, x i e representado por urn ponto na reta y = x, o mesmo
valendo para x2.
Logo, Ixll e urn ponto na reta y = x, assim como lx21.



55

y=—x y=x

=x	 y=—x

•
AIN

AnnnA nn
Ar nnn

FIGURA 4.17 — Representacdo do valor absoluto do intervalo

Exemplo 4.13 : Considere o intervalo [-9; 8]. 0 valor absoluto deste intervalo é
representado graficamente pelo ponto de coordenadas (9, 9) que pertence a reta y = x.

Fazendo-se a conexao entre o valor absoluto e Infimo/Supremo de urn intervalo
tern-se que o valor absoluto é obtido a partir do Infimo de [x] quanto este intervalo
pertence ao III/IV octante e a partir do Supremo quando este intervalo pertence
ao I/II octante. Sendo assim, quando se conhece somente o valor absoluto S do
intervalo, tern-se que este valor pode referir-se tanto ao Infimo deste intervalo quanto
ao Supremo.

Definigao 4.6 : (INTERVALOS DE MESMO VALOR ABSOLUTO)

0 conjunto de intervalos de mesmo valor absoluto 6 é denotado por D6 e descrito
por

D = {[x] 
I I 

[x] I = 61.

Suponha que o valor absoluto do intervalo [x] = [x i ; x2] é dado por 6. Entao,
se b = x i 1, x l pode ser tanto urn mimero positivo quanto um mimero negativo, o
mesmo valendo para o caso de 6 = Ix21. Entao,

6' 1—> (—x i , x i ) ou 6 1—> (—x2 , x2)7

onde 6 = —x i ou d = x 1 , o mesmo valendo para x 2 . Graficamente, isto e representado
pela projecao do ponto (-6, 6) sobre a reta y = x. A partir desta projecdo tern-se um
par de segmentos de reta, cujos pontos constituintes estao a urn mesma distancia 6
da origem do sistema de coordenadas. Estes segmentos constituem a representacdo
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FIGURA 4.18 — Representacao do conjunto dos intervalos de mesmo valor absoluto

grafica do conjunto de intervalos de mesmo valor absoluto 6. 0 teorema a seguir
apresenta este resultado.

Teorema 4.8 : A representacão grcifica do conjunto dos intervalos de mesmo valor
absoluto 6 6 dada por um par de segmentos de reta do plano IR.

Demonstracdo:
Seja [x] E /R, [x] H (X 1 7 X2)•

Suponha que 8 = l[x]l = x i . Entdo, maxfixildx21 = x 1 , ou seja,
lx2 1 < xi 4 -xi < x2 < xi.
Por outro lado, se 8 = I[x]l = x2, maxfixi l x211 = x2, ou seja, I xil <
x2 .#› -x2 < xi < x2.
Desta forma, os pontos do piano IJ que representam intervalos de mesmo
valor absoluto x 1 ou x2 sdo representados pelos segmentos de extremos
(—xi , —x 1 ), (—x 1 , x 1 ) e (—xi, x1), ( x 1, x1).

0 Teorema 4.8 e ilustrado pela Figura 4.18.

Exemplo 4.14 : 0 conjunto de intervalos de valor absoluto 4 6 descrito como

D4 = f[x] I l[x]l = 4}

e representado graficamente pelo par de segmentos de reta resultantes da projecdo
do ponto (-4,4) sobre a reta y = x.

4.5.8 Conjunto de intervalos de mesma distancia corn
relacao a [x]

Definicao 4.7 : (conjunto de intervalos de mesma distAncia corn relacao a [x])
Seja [x] um intervalo e c um winner° real. 0 conjunto de intervalos cuja disteincia
de [x] 6 dada por E e descrito por { [a] I d([a], [x]) = cl.
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FIGURA 4.19 	 Representacdo do conjunto intervalo de mesma distäncia de [x]

Exemplo 4.15: 0 conjunto de intervalos cuja distância de [2; 3] é 6 é descrito por

{[a] dga], [2; 3]) = 61.

A representacdo grafica do conjunto de intervalos de mesma disthncia corn
relacdo a [x] esta apresentada na Figura 4.19 e e formalizada pelo lema seguir.

Lema 4.6 : A representacdo grdfica do conjunto de intervalos de mesma distancia
de [x], corn, [x] E /R, é dada pelos lados do quadrado de lado 2E e cujo centro é o

ponto associado a [x], c E R±.

Demonstracdo:
Sejam [x], [y] E 12, [x] 1.--> (xi , x2), [y] 1-+ (yi, y2).
Se d([x], [y]) = 6, pela definiedo de distancia entre intervalos, E =

— y211.

(i) Se 6 =	 —	 tem-se que:

para (x 1 — yi) > 0, E = xi — yi	 xi = yi + E7

para (x 1 — yi) <0, = yi — x i	 1 1 = — 6.

Mas, se x i = E + yi entdo (x i , x2) é urn ponto do subconjunto asso-
ciado ao conjunto de intervalos de mesmo extremo inferior y i +6, ou
seja, (x i , x2 ) é urn ponto de L(/Ry1±,,O• Da mesma forma, (xi, X2)

é um ponto do subconjunto associado ao conjunto de intervalos de
mesmo extremo inferior y i — 6, ou seja, (x i ,x2) e urn ponto de
L(IRyi _4).
Por construed°,

L(Iglyi+E.4.)//LOyi-4)-

Tem-se ainda que se E = lx i — y i I entdo 112 - Y2 < lx1	 ou
seja, —(x 1 — yi )	 (12 - y2) < (xi — yi).
Graficamente, isto é representado por um par de segmentos de reta
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de L(/Ryi+,4,) e L(IJ 1 _4), cujos extremos sao (y 2 + c), (y2 — c) e
urn par de segmentos de reta cujos extremos sao yi + E e y i — E.

(ii) Se E = 1X2 - y2 1, isto e analogamente demonstrado.

Logo, a representacdo grafica dos intervalos de mesma distância E de [x] e
dada pelos lados do quadrado de lado 26 e cujo centro e o ponto associado
a [x].

4.5.9 Conjunto de inclusOes de urn intervalo

Definicao 4.8 : (CONJUNTO DE INCLUSOES DE UM INTERVALO)

Seja [x] um intervalo. 0 conjunto de inclusdes deste intervalo e denotado por IR[x]
e representado por IR [x] = {[xi ] [xi ] C [x]}.

Com relacdo a representacao grifica do conjunto /R [x] tem-se que este con-
junto e limitado superior e inferiormente por segmentos de reta, constituindo assim
uma subregido do piano /R. Estes segmentos de reta representam subconjunto dos
conjuntos L(IRx14) (conjunto de intervalos de mesma cota inferior x i ) e U(/Rx2.1.)
(conjunto de intervalos de mesma cota superior x2).

Teorema 4.9 : A representacdo grafica do conjunto IR[x] e obtida a partir da
projecdo dos pontos pertencentes ao segmento de reta de extremos (x i , x2 ), (m([x]), m([x]))
sobre a reta y = x.

Demonstracao:
Seja AB o segmento de reta de extremos (x i , x2), (M ([X1) m([x])).
AB representa um subconjunto de M v,, ou seja, do conjunto de intervalos
de mesmo ponto medio y = m([x]):

AB C

Mas, AB e limitado por (x i , x2 ) e este ponto pertence ao conjunto de
intervalos de mesma cota inferior x i , assim como ele pertence ao conjunto
de intervalos de mesma cota superior x2.

(x i ,x2) e L(IRX14) (Xi, X2) E U(Mx2t)

Assim, (x i , x2 ) e o ponto de interseccao entre U(IR„- t) e L(IR,4), onde

U(/Rx2 -t) = {1x] 1 x2 e constante},
L (/Rx4) = [x] I x i 6 constante}.

Segundo o Lema 4.4 e o Lema 4.5, estes conjuntos sao representados por
semi-retas cujos limites sao os pontos (x i , x i ), ( X 2 7 X2) da reta y = x.
Ern especial, o subconjunto de L(IRs14, ) e representado pelo segmento
de extremos (x i , x2), (xi, x i ) e e constituido por subconjunto de [x], o
mesmo valendo para o subconjunto U(/R x2T) representado pelo segmento
de extremos (Xi, X2) 7 (X2 7 X2)•
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FIGURA 4.20 — Representacao do conjunto de inclusaes de urn intervalo [x]

Entao, os segmentos de extremos (x i , x2), (xi, xi) e (x i , x2 ), (x2 , x2) de-
finem uma subregido do piano /R.
Denominando-se esta subregido por /R [x] , tern-se que urn ponto (yi , y2 ) E
AB tambem pertence a subregido /R[x].
Se considerarmos que (y i , y2 ) é o ponto de interseccao entre U(/R y2 -t ) e
L(/Ry4), tem-se que esse ponto esta associado a uma subregido de /R[x]
delimitada pelos segmentos (y i , y2 ), (yi , yi) e (M., Y2), (y2, y2)•
Ent -do, analisando-se a relacao entre os pontos (x 1 , x2) e (yi , y2 ), a partir
de suas projecOes sobre a reta y = x, obtem-se:

(y i	 x1) A (Y2 C x2).

Mas, pela definicao de inclusao, so podemos ter que [y] C [x].
Logo, qualquer ponto de AB esta contido [x] e a projecdo dos pontos de
AB sobre a reta y = x define uma subregido de inclusaes de [x].

A representacao grafica do conjunto /R [,] esta apresentada na Figura 4.20.

Exemplo 4.16 : Considere o intervalo [3; 4], cujo ponto medio é 3, 5. 0 conjunto
de inclusOes deste intervalo é dado por

/R[3 ;41 = {[xi] [xi] C [3; 4]}

e é representado graficamente a partir da projeccio dos pontos do segment° de reta
de extremos (3, 4), (3, 5; 3, 5) sobre a reta y = x.

Uma progressao natural deste desenvolvimento aponta para a representacao
grafica de uma seqiiencia monotiinica de inclusOes.
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4.5.10 Seqiiencia monotemica de inclusOes

Urn conjunto de intervalos [a i ], [a2],	 definido a partir de uma certa regra/lei
e que possui urn limite [x] e denominado seqiiencia convergente para urn certo [x] e
denotado por ([an]), onde [an ] = [van ; Aan]. Nesta seqiiencia, quando n tende ao
infinito, o limite de pan e dado por x i e de Aan por x2.

Se a relacdo de inclusao (C ou C) e quem determina a conexdo entre os ele-
mentos de ([an]), entao essa seqfiencia representa urn subconjunto do conjunto /9/[x],
tal que

[al] D [a2] D	 D [an] D [an+ i ] D	 [x].

Esta seqiiencia e denominada seqiiencia monotOnica de inclusdes e, independente
da forma como ela e definida, na medida ern que aumenta o indite do termo da
seqiiencia entao o intervalo correspondente este. mais prOximo de [x], ou seja,

[an] D [an+i ]	 d([a„],[x]) > d([an+ 1 ], [x])•

Yang (apud [MOO 66]) foi quem apresentou pela primeira vez a conexao da
definicao de disrdncia, seqiiencia convergente e dieimetro de intervalos. Segundo ele,
uma seqiiencia convergente de intervalos representa uma seqiiencia de mimeros reais
cujas distencias daan],[x]) convergem para zero. Em especial, a seqiiencia

[a i ] D [a2] D	 D [an ] D [an+ i ] 3	 D [x],

satisfaz a seguinte condicao:

	

Se [an+1 ] C [an] e d ([an], [an+1])	 entao w([an-F i]) < w ([an]) + 2€.

Esta condicao define uma propriedade importante de seqiiencias convergentes de
intervalos, cuja demonstracdo pode ser obtida em Moore [MOO 66].

Pelo que esta apresentado, tem-se que a representacdo grafica de uma seqiiencia
monotOnica de inclusOes pode ser obtida a partir da representacdo grafica da distäncia
entre intervalos (Lema 4.6).

Por exemplo, o conjunto de intervalos simetricos referentes ao intervalo [x]
dado pelo segment° de extremos (x i , x2 ), (m([x]) , m([x])) (Figura 4.21).

Outra forma de representar graficamente este mesmo resultado pode ser obtida
a partir da definicdo de funce.o. Ou seja, algumas das seqiiencias monotOnicas de
inclusaes, corn relacdo a urn ponto do plano /R, podem ser representadas por funcOes
cujo grafico nä° possui ponto de maxim° ou minim° local. Este resultado este.
formalizado a seguir.

Teorema 4.10 : Seja f uma funccio real estritamente decrescente e tal que Vx E

	

Dom(f), f (x) > x. Seja {xi } iEN , xi <	 Vi, xi E Dom(f). Enteio {[xi; f (xi )] iEN
representa uma seqUencia monotOnica de inclusOes.

Demonstracdo:
Seja f nas condicOes acima.
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FIGURA 4.21 — Representacao da seqiiéncia monotOnica de inclusaes de urn inter-
valo [x]

Entao, w.x i , X2 E DOM ( f

x1 < x2	 f (xi) > f (x2);
f (x i ) > xi,

f (x2) > x2.

Entdo:
[x i ; f (xi)] E /32,
[x2; f (x2)] E
[x i; f (x l)] D [x2; f (x2)]

Entdo, escolhendo {x i } iEN , xi E Dom,(f), xi < xj+i,Vi:

[xi; f (xi)] D [xi+1; f (xi+i)]; Vi.

Logo, {[xi; f (x 0]1 iEN e uma seqiiencia monotOnica de inclusOes.

Esta representacdo grafica pode ser obtida de muitas outras formas, mas optou-
se por utilizar funcOes a fim de possibilitar a conexdo deste resultado corn a A NALISE

REAL.

4.6	 Resumo
Neste capitulo apresentou-se a estruturacdo de uma nova abordagem para a

representacdo grafica de intervalos. Esta representacdo é baseada no piano carte-
siano e orientada a analise visual de intervalos a partir de propriedades geornetricas
do piano cartesiano. Ela favorece a representacao da dualidade de interpretacao as-
sociada a intervalos e possibilita a verificacdo visual de relacionamentos em (Tht, <)
e	 C). Um caso especial da representacdo grafica da ordenacao do conjunto
(Act, <) e obtida no caso dos intervalos degenerados. Nesta situacdo, tern-se que a
ordem do conjunto (R, <) pode ser visualizada a partir da reta y = x, cujos pon-
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tos tem coordenadas de mesmo valor (mimeros reais 44 intervalo degenerado). Por
sua vez, a representacao grafica da ordenacao do conjunto (/R, C) e obtida atraves
do semi-plano superior a reta y = x, onde os intervalos sao representados. Neste
semi-plano tern-se urn conjunto de primitivas grificas as quais possibilitam a repre-
sentacao de propriedades dos intervalos. Estas propriedades constituem as regras da
representacao. 0 conjunto de primitivas associado ao conjunto de regras produzem
o vocabulario grafico da representagao.

0 vocabulario grafico permite a analise visual de intervalos, a qual e baseada
na geometria do plano cartesiano.

A partir da verificagao visual de (a, C) e possivel deduzir intervalos a partir
da descricao de suas caracteristicas.

Exemplo 4.17 : Deseja-se obter um intervalo de ditimetro a que possua valor ab-
soluto 6 e ponto medio cp.
Este intervalo e representado pelo ponto de interseccdo entre:

a reta associada ao conjunto Sc, (conjunto de intervalos de mesmo diametro
a),

o segmento de reta associado ao conjunto Do (conjunto de intervalos de mesmo
valor absoluto 6),

a semi-reta associada ao conjunto 	 (conjunto de intervalos de mesmo ponto
medio cp).

Exemplo 4.18 : Tem-se que [2; 22] foi obtido a partir da computaciio de interva-
los, mas o criterio para aceitacdo do resultado foi estabelecido como limite de erro
menor do que 2 unidades.
Entiio, o intervalo [2; 22] nil° atende ao criterio de aceitaciio, mas ele contern inter-
valos que atendem a este criterio. Estes intervalos &Co representados graficamente
como uma subregicio do piano	 contida em IR[2;221 e limitada superiormente pela
reta y = x + 2.

A representagdo grafica proposta pode ser tanto para a dedu OD de pro-
priedades de conjuntos de intervalos, quanto no estudo de algoritmos. Em espe-
cial, no estudo de algoritmos que se propóem a calcular a solucao de urn problema
numeric°.
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5 Representacao grafica das
operacOes intervalares

Neste capitulo apresenta-se a representacdo grafica das operacOes intervalares.
Esta representacao utiliza a nova abordagem para a representacdo grafica de in-
tervalos, descrita no capitulo 4, e possibilita a representacao de operacOes a partir
da combinacao de vetores (intervalo enquanto mimero) e semi-retas que limitam
subregiOes (interval) enquanto conjunto).

5.1 ConsideracOes iniciais
Segundo a abordagem proposta, a representacdo grafica de [x] = [x i ; x2] en-

quanto inimero é dada pelo vetor x e enquanto conjunto pela subregiao /R[x].
A subregido /R{x} possibilita a identificacdo de propriedades caracteristicas do

conjunto (1 [x] , C), ou seja:

o conjunto (/R [x] , C) C (IR, C) é ordenado.

os pontos [xi ] E /R[i] constituem a representacao grifica do conjunto de in-
clusOes do intervalo [x], ou seja, Mid E /R[x])([Xi] C [x]).

o Supremo do conjunto (/R [si , C) é representado graficamente pelo ponto
(x1,12).

o segmento AB, onde A = (x i , x i ) e B = (x 1 ,12), representa graficamente o
conjunto de intervalos que satisfazem a relacao de inclusao em [x], cujo Infimo
e (x i , x i ) e o Supremo e (x i , x2)•

o segmento AB representa urn subconjunto do conjunto de intervalos de mesma
cota inferior L(IRx i y,) que é a representado pela semi-reta x = x i , fly E R.

o segmento BC, onde B = (x 1 ,12 ) e C = (x2 , x2), representa graficamente o
conjunto de intervalos que satisfazem a relacao de inclusao em [x], cujo Infimo
e (x2 , x2 ) e o Supremo e (x i , x2)•

o segmento BC representa urn subconjunto do conjunto de intervalos de mesma
cota superior U(/% 2 -1-) que é representado pela semi-reta y = 1 2 , ex E

(1 1 ,12 ) = L(IRxi j n u(iRs2T)

Da mesma forma, a subregido /R [i] possibilita a identificacao de propriedades
caracteristicas do conjunto ([x], <), ou seja:
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FIGURA 5.1 — Representacao da subregido IR[x]

(R,	 7 ([x], <), onde ([x], <) e urn reticulado.

o Infimo de [x] e x i : In f (14 = xi.

o Supremo de [x] e x2 : Sup([x]) = x2.

o segmento de reta AC, onde A = (x i , x i ) e C = (x2 , x2), representa grafica-
mente o reticulado ([x], <).

o segmento AC representa um subconjunto do conjunto R que e representado
pela reta y = x.

Assim, a representacdo grafica de operandos de operacOes intervalares possi-
bilitam tanto a verificacao visual da estrutura do rnimero intervalo [x], enquanto
reticulado, quanto do conjunto associado ao interval° [x], enquanto conjunto orde-
nado. Esta representacdo esta apresentada na Figura 5.1.

5.2 OperacOes lOgicas

Os operandos das operacOes intervalares lOgicas sao conjuntos e, entao, a rep-
resentacao destas operacOes e baseada em subregiOes do piano IR.

5.2.1 Interseccao

A representacdo grafica usual da operacao de interseccdo [x] n [y] foi proposta
por Sunaga [SUN 58] e baseia-se na justaposicao de segmentos de reta que represen-
tam os intervalos [x] e [y]. Segundo esta representacdo, e possivel visualizar somente
o conjunto ordenado pela relacâo < associado aos operandos [x] e [y] (diagrama
de ordem do reticulado) e a representacdo grafica da interseccao e obtida a par-
tir da projecdo dos limites dos segmentos de reta sobre urn segmento de referkcia
(Figura 5.2).
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4        

4.      
Y1
	 y2

FIGURA 5.2 — Representacao dos operandos como segmentos de reta

FIGURA 5.3 — Representacao da interseccao de intervalos

Por sua vez, a representacdo grafica proposta neste trabalho possibilita visu-
alizar tanto o conjunto ordenado pela relacdo <, quanto o conjunto ordenado pela
relacao C, associados aos operandos [x] e [y], respectivamente.

Teorema 5.1 A representacdo grdfica da intersecclio de intervalos, denotada por
/R[x]n/R[y], é representada pela subregiiio do piano IR que corresponde a interseccdo
das subregides definidas por IR [s] e IR[y] , onde:

iR[x] n i-R[y] =	 IR[max{ing[x]),In f([y])1;rnin{sup([x]);sup(tyDE, se Sup([x]) 	 In .f ([Y]),
0, caso contrdrio.
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Y1
	 y2

FIGURA 5.4 — Representacao dos operandos como segmentos de reta

Demonstracao:
Sejam [x], [y] E IR tais que Sup([x]) In f ([y]). Seja [a] E /R. Entao:

[a] E IR[x] .#› Sup([y]) < Sup([x]) e In f ([a])	 I n f ([x]) ,
[a] E a[y]	 Sup([a]) < Sup([y]) e I n g[a])	 In f ([y])•

Como [a] E /RH n iR{y] <=> [a] E /R [x] e [a] E /R[y]. Entdo, S up ([a])
S up ([x]) e Sup([a])	 < Sup([y]) e Inf ([a])	 In f ([x]) e Inf ([al)
In f ([y])	 Sup([a]) < min{Sup([x]), Sup([y])} e In f ([a]) max{In f ([x]), In f ([y])}
Como Sup([x]) In f ([y]) entdo min{Sup([x]), Sup([y])} max {In f ([x]), In f ([y])}.

Isto e ilustrado pela Figura 5.3.
A visualizacao da ordenacdo < e obtida a partir da reta y = x e da relacao C

a partir da subregido resultante da interseccao entre /R [x] e /R[y].

Exemplo 5.1 : Considere a operacdo [2; 4] n [3; 7].
Mas, In f ([2; 4]) = 2, Sup([2; 4]) = 4, In f ([3; 7]) = 3 e Sup([3; 7]) = 7. Entao, esta
operacilo e representada graficamente pela sub regiiio definida por:

Hz[2 ,4] n i$2 [3 , 7]	 IR[max{2,3};min{4;7}] = -M[3;4] •

5.2.2	 Unido

Da mesma forma como a operacdo de interseccao, a representacdo grafica
usual da operacao de unido [x] U [y] foi proposta por Sunaga [SUN 58] e baseia-
se na justaposicao de segmentos de reta que representam os intervalos [x] e [y].
Segundo esta representacao, e possivel visualizar somente o conjunto ordenado pela
relacdo <, associado aos operandos [x] e [y]. Esta representacao e obtida a partir
da projecao dos limites dos segmentos de reta sobre um segmento de reta de re-
ferencia (Figura 5.4). E importante lembrar que esta operacao so esta definida se
[x] n [y]	 O.
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Por sua vez, a representacao grafica proposta neste trabalho possibilita visu-
alizar tanto o conjunto ordenado pela relagdo <, quanto o conjunto ordenado pela
relacao C, associados aos operandos [x] e [y], respectivamente.

Teorema 5.2 : A representaceio grafica da uniao de intervalos, denominada por
IR[x] U /R[y] , é obtida a partir da representacdo dos conjuntos das cotas inferiores e
superiores de [x], ou seja:

.M[x] U /1/[y] = /R[rningnf([4),Inf([0};maxISup([s]),Sup([0}1-

Demonstracdo:
Seja [x], [y] E IR. Seja [a] E IR. Entdo:

[a] E /R[x] <=> Sup([a]) < Sup([x]) A IT1 f ([a])	 I n f ([x]),
[a] E /R[y] <=> Sup ([a]) 5_ Sup(y]) A In f ([a]) ?_ I n f ([y])•

Como [a] E '11 [x] U /R[y] <#> [a] E /R[x] V a E /R[y] . Entao:

(Sup([a]) 5_ Sup([x])AIn f ([a]) > In f ([x]))V (Sup([a]) Sup([y]) Ain nal) In f ([y]))•

CASO 1: Sup([x]) < Sup([y]) A In f ([x]) < In f ([y]).
Sup([a]) 5_ Sup([y]) A In f ([a])	 In f ([x]) <#.
Sup([a]) < max{Sup([x]), Sup([y])} AI n f ([a]) min {I n f ([x]), I n f ([y])}.
Logo, [a] E IR[rn,in {In f ([x]),In g[y])1;max IS up([x]),S up([y])}]

CASO 2: Sup([x]) < Sup([y]) A In f ([x]) > In f ([y]).
Sup([a]) < Sup([y]) A In f ([a]) ?_ In f ([y]) <=>
Sup([a]) < max{Sup([x]), Sup([y])} AI n f ([a])	 f ([x]), In f ([y])}.
Logo, [a] E IR[mingn f ([x]),1 n g[y]thmax IS up([x]),S up([y])}]

CASO 3: Sup([x]) Sup([y]) A In f ([x]) 5 I n f gyp.
Este caso se reduz a ulna) de conjuntos e portanto vale a igualdade.

Da mesma forma como na operacao de interseccao, a representacdo grafica da
ordenacao em (R, <) é obtida a partir da reta y 	 x e da relacao C a partir da
subregiao resultante da uniao entre /R [x] e /R[y].

Exemplo 5.2 : Considere a operaceio [2; 4] U [3; 7].
(Sup([3; 7])	 Sup([2; 4])) A (In f ([2; 4]) < In f (3; 7])), esta operaccio e representada
graficamente pela sub regido definida por:

IR[2;4] U 1-3Z[3;7] = a[min{2,3};max{4,7} = iR[2;7]•

5.3 Operaciies aritmeticas
Em principio, os operandos de operacOes intervalares aritmeticas sao nUmeros.

Isto porque estes niimeros sao constituidos por urn par de mimeros que representam
os limites de urn conjunto. Entdo estes operandos sao literalmente do tipo nUmero-
conjunto e, desta forma, a representacdo destas operaciies é baseada em subregiOes
e vetores.
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y=—x	 y=x
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FIGURA 5.5 — Representacdo da soma de intervalos

5.3.1 Soma

A soma de intervalos e representada graficamente da mesma forma como a
soma de vetores, ou seja, cada operando e associado a um vetor e estes vetores sao
colocados extremo-a-extremo. Assim, a representacao grafica da soma e dada pelo
vetor que conecta o ponto inicial do primeiro vetor ao ponto final do segundo vetor.
No caso de dois vetores isto equivale a lei do paralelogramo l para a adicdo de vetores.

Entao, a representacdo grafica da soma de intervalos e denominada por +
e representada pelo vetor x y. Para mostrar que a definicao geometrica da soma
de intervalos e consistente corn a definicdo algebrica, procede-se na mesma maneira
como na prova da soma de vetores (ver Anexo 2). Esta representacdo e ilustrada
pela Figura 5.5.

Exemplo 5.3 : A representacdo grcifica da soma [3; 5] + [-4; 6] = [-1; 11] e obtida

a partir dos vetores (3, 5) e (- 4, 6), ou seja, pelo deslizamento do vetor (3, 5) so-
bre a reta suporte do vetor (-4, 6) ate que a origem desse vetor coincida com o
ponto (-4, 6). Assim obtem-se a identificacdo do ponto (-1, 11) que corresponde ao
resultado da soma destes vetores.

0 Exemplo 5.3 e ilustrado pela Figura 5.6.

1 Se os lados de um paralelogramo representam a direcao e o comprimento de dois vetores x e
entao a soma destes vetores e representada pela diagonal do paralelogramo.
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0

FIGURA 5.6 — Representacao da soma [3; 5] + [-4; 6]

5.3.2 Subtragdo

A subtracao de intervalos [x] — [y] pode ser escrita como a soma de urn intervalo
corn o pseudo-oposto de outro intervalo, ou seja [x] + (—[y]). Assim, ela e represen-
tada graficamente da mesma forma como a soma de intervalos, porem utilizando o
pseudo-oposto do segundo operando.

Entdo, a representacab grafica da subtracao de intervalos é representada pelo
vetor x — y (Figura 5.7).

Nesta representacao é possivel observar que os pontos que correspondem aos
intervalos [y] e -[y] pertence a reta y x+w([y]) (CoroMilo 4.1), a octantes opostos
(Lema 4.2) e estdo a uma mesma distancia da reta y = —x (Corolario 4.4).

5.3.3 Multiplicacao

Ern geral, operaciies intervalares sao mais naturalmente compreendidas quando
os operandos sao associados a mimeros sem sinal.

Tome, por exemplo, a operacao [-2; —1] + [3; 4]. Esta operacao pode ser re-
escrita como (-1)[1; 2] + [3; 4] e assim podemos mais facilmente observar que esta
operando consiste em adicionar [3; 4] ao pseudo-oposto de [1; 2] que corresponde a
[-2; —1].

Em um primeiro momento, isto pode parecer irrelevante, mas, de fato, se o
objetivo e compreender como a operacao é executada, esta forma de escrever tern
importäncia fundamental.

UFRGs
Institut° de inforn-t.atiC,8

Eibtioteca
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Y=-x
	 y=x+w( ry I)	 y=x

0

FIGURA 5.7 — Representacdo da subtracdo de intervalos

Este recurso e utilizado por Markov [MAR 98] para resolver alguns problemas
de construcao da Teoria dos Intervalos e neste trabalho ele e utilizado na repre-
sentacao grafica da operacao de multiplicacdo entre intervalos.

A multiplicacao de intervalos pode referir-sea multiplicacao entre: reais, real
intervalo e intervalos.

Se um nfimero real 6 interpretado como intervalo degenerado, entdo a multi-
plicacdo entre reais xy pode ser interpretada como a multiplicacao entre intervalos
degenerados.

Desta forma, a representacdo grafica desta operacdo xy e obtida a partir de
mudancas de comprimento e sentido do vetor associado a um dos operandos, ou seja,
suponha que a multiplicacdo xy seja re-escrita como [x; x] [y; y], onde [x; x]	 (x, x)

[y; y] 1-4 (y, y). Entao, estes operandos sdo pontos na reta y = x. Se (y, y) for
associado ao vetor ilex a urn escalar, entao o resultado da multiplicacdo xy
representada graficamente pela mudanca do comprimento do vetor g em x-vezes, e

sentido do vetor resultante e determinado pelo sinal de x. Este mesmo raciocinio
usado no caso de (x, x) ser o operando associado ao vetor e y ao escalar. Assim, o

resultado da multiplicacdo e representado por um vetor que pertence a reta y = x e
cujo sentido e definido a partir do sinal do escalar. Isto e ilustrado pela Figura 5.8.

Assim, a multiplicacao x[y] pode ser interpretada como a multiplicacao de urn
vetor por um escalar e isso e representado graficamente pela mudanca de compri-
mento e, algumas vezes, do sentido do vetor associado a urn dos operandos, ou seja,
suponha que a multiplicacao x[y], onde [y] 1-4 (Yu y2) e associado ao vetor ffex a urn
escalar. Entdo, o resultado da multiplicacao x[y] e representada graficamente pela
mudanca do comprimento do vetor y em x-vezes, onde o sentido do vetor resultante 6
definido pelo do sinal do escalar. Assim, o resultado da multiplicacdo e representado
por urn vetor que pertence ao plano IR. Isto e ilustrado pela Figura 5.9.
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y

0

FIGURA 5.8 — Representacao da multiplicacao entre reais

Y

0

FIGURA 5.9 — Representacdo da multiplicacao entre real e intervalo
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A generalizacao da multiplicacao e obtida quando ambos operandos sao inter-
valos. Neste caso, a interpretacao e obtida seguindo o mesmo raciocinio utilizado
nas situagOes anteriores, porem utilizando-se tambem a ideia de Infimo e Supremo.

[x] [y] = [In f ([x] [y]); Sup([x] [y])]

Teorema 5.3 : A representaciio grdfica de [x][y] e dada pelo vetor associado ao
ponto que representa a uniiio convexa de subregides referentes ao produto de um
escalar por um vetor, definidos apropriadamente.

Demonstracao:
Sejam [x], [Y] E /3Z, [x] '-+ (xi, x2), [Y] '-+ (Yi, Y2).
A representacao da multiplicacao [x][y] e obtida a partir da representacdo
grafica da definicao da operacdo intervalar, ou seja, pelo ponto obtido a
partir da interseccao das semi-retas que representam o conjunto de cotas
superiores e inferiores de {xy x i < x < x2 , yi < y < y2}.

Se considerarmos que [x] [y] pode ser re-escrito como a multiplicacao de
urn escalar por urn vetor, entao este ponto e obtido por:

cAsol: x i > 0 e > 0
Neste caso, (x i , x2), (yl, y2) pertencem ao I octante e

(x i , x2) (M., Y2) = (xi (yi, y2), x2 (yi, y2))•

Como xi > 0, xi (yi, y2) e x2(Yi, y2) sao representados graficamente
por um par de vetores colineares, de extremos xi (Yi, y2) e x2 (Yi, y2)
e pertencentes ao I octante.
Estes vetores estao associados a intervalos que, por sua vez, estao
associados a subregióes de inclusao, ou seja, o intervalo associado ao
ponto xi (Yi, y2) tambem e representado graficamente pela subregido
do piano	 que corresponde ao conjunto /Rxi[y] de inclusaes deste
intervalo, o mesmo valendo para o ponto x2 (Yi, y2) que corresponde
ao conjunto /Rx, [y]

Entao, a partir da representacao grafica das subregiOes /R xi[y] e
/Rx, [y] , tem-se que /Rx , [y] esta sempre a esquerda de /% 2[y] e, entao,
o ponto que representa a interseccdo do conjunto de cotas superiores
e inferiores de {xy I x i < x < x2, yi < y < y2 } e dado por:

L(IRxi[y] ) n U(nctr2[y] ) = /Rs1[y]u/Rx2[y]

(ver Figura 5.10).

CASO 2: x i >0e0E[y]
Neste caso, (x i , x2 ) pertence ao I octante e ( yi, y2 ) ao II ou III
octante.
Como x i > 0, esta multiplicacao pode ser re-escrita como

X2 ) Y1 y2 ) -	 1 (Yi, Y2), x2(Yi, Y2))•
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Entdo, x i (yi, y2) e x2 (yi, y2) sao representados graficamente por urn
par de vetores colineares, de extremos x i (yi, y2) e x2(yl, y2) e per-
tencentes ao II ou III octante.
Estes vetores estao associados a intervalos que, por sua vez, estdo
associados a subregiOes de inclusao, ou seja, o intervalo associado ao
ponto x i (yi, y2) tambem e representado graficamente pela subregido
/Rxi[y] , o mesmo valendo para o ponto x2 (yi , y2) que corresponde
subregido /a2s2[y]•
Entao, a partir da representacao grafica destas subregibes, tem-se
que /Rs i[y] esta sempre contida em /% 2 [y] e, entao, o ponto que
representa a interseccao do conjunto de cotas superiores e inferiores
de {xy x i < x < x2, y1 < y < y2} dado por:

L(./Rx2[y]) n u (/%2[y]) = /Rx2[y]

(ver Figura 5.11).

CASO 3: x i > 0 e y2 < 0
Neste caso, (x i , 12 ) pertence ao I octante, (yi , y2) pertence ao IV
octante.
Como x i > 0 e	 y2 ) pode ser re-escrito em funcao de seu pseudo-
oposto, esta multiplicacao pode ser re-escrita como

x2)(y i, y2) =	 x2)(-1)(Y2, yi)
(-1) (x i,, x2) (y2, Yi)
(-1) (x i (y2, yi), x2 ( y2, Yi))•

Entao, o resultado desta multiplicacao é dado pelo intervalo que cor-
responde ao pseudo-oposto associado ao ponto (x i (y2, yi), x2(y2, yi)).
Mas os pontos xi (Y2, yi), x2(y2, yi) pertencem ao I octante e assim
sua representacao grafica é obtida da mesma forma como no CASO

I, onde x i > 0 e y2 > O.
Entdo, a representacdo grafica de [x] [y] é dada pelo ponto que cor-
responde ao pseudo-oposto de

L(/Rxi(-[y])) n U(/%2(-[yi)) = /Rxic-EyDLJ/%2(-[yi),

ou seja, por (-1)(/Rx,HyDUM 2 HyD) (ver Figura 5.12).

CASO 4: 0 E [X] e yi > 0
Neste caso, utiliza-se a propriedade comutativa da multiplicacao de
intervalos para escrever

(x i , x2)(Yi, Y2) =	 Y2)(x i, x2).

Entdo, como yi > 0, esta multiplicacdo pode ser re-escrita como

(yi, y2)(xi, 12) = (yi (xi, 12), y2 (xi, 12)).
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Mas (x i , x2) pertence ao I octante e y2 (xl , x2) ao II ou III octante.
Assim, esta multiplicacao e representada graficamente da mesma
forma como no CASO 2, tomando por base as subregiOes	 e
/342[x].
Ou seja, [x][y] e representada pelo ponto

L(/ 32[x] ) n U(/ 32 [x]) = IRv,[x].

CASO 5: 0 E [x] e 0 E [y]
Neste caso (x 1 , x2), (M., Y2) pertencem ao II ou III octante e

X2)(Y1, Y2) = (X 1(Y17 Y2)7 X2(Y1, Y2))•

Como x 1 < 0, este 'limier° pode ser escrito em funcao do seu oposto.
Assim,

(x i (Th., Y2), X2 (Y1.7 Y2) - ((-1)X1(Y1.7 Y2)7 X2 (Y17 Y2))•

Entao, a representacao grafica da multiplicacdo e dada pelo ponto
que corresponde a interseccdo

L ( M_xi[y]) n U (/Rx2{y})	 1V-xl[y]LI-Mx2[y]•

CASO 6: 0 E [x] e y2 < 0
Neste caso, (x 1 , x2) pertencem ao II ou III octante e 	 y2) pertence
ao IV octante.
Como (yi , y2) pode ser re-escrito em fling -do de seu pseudo-oposto,
tem-se que

(xi, x2) (yi, y2) = (xi, x2) (-1) (y2, yi) = (-1) (xi, x2)(y2, yi).

Mas como (x 1 , x2 ) pertence ao II ou III octante e (y2 , y i ) pertence ao
I octante, aplicando-se a propriedade comutativa da multiplicacdo
de intervalos podemos re-escrever esta multiplicacao como

(- 1)(x i , x2) (y2, Yi) = (- 1 )(Y2, Y1)(x i, x2)-

Assim, esta multiplicacao e representada graficamente da mesma
forma como no CASO 2, onde y2 > 0 e 0 E [x].
Entao, a representacdo grafica de [x][y] e dada pelo ponto que cor-
responde ao pseudo-oposto de

L(/%2[x] ) n u(iRy2[x] ) = Ay2([x]),

ou seja, por (-1)/%2([s]) (ver Figura 5.13).

CASO 7: x2 < 0 e yi > 0
Nete caso, (x1, x2) pertence ao IV octante e (y i , y2 ) pertence ao I
octante.
Como (x 1 , x2 ) pode ser escrito em funcao de seu pseudo-oposto, esta
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multiplicacao pode ser escrita como

(Xi, X2) (Y1) Y2) = ( -1 ) (X2) X 1) (Y1) Y2)•

Mas, (x2 , x 1 ) e	 y2 ) pertencem ao I octante.
Entao, a representacdo grafica da multiplicagdo destes pontos
obtida da mesma forma como no CASO 1, onde x2 > 0 e yl > 0.
Entao, a representacao grafica de [x][y] é dada pelo ponto que cor-
responde ao pseudo-oposto de

L (/Rx2 [y]) n U (IRxi[y]) = I Rx2[y]Ll ntx i[Y]

ou seja, por (-1)(/%2[y]UNtx,[y]).

CASO 8: x2 < 0 e 0 E [y]
Neste caso, (x 1 , x2 ) pertence ao IV octante e (yl , y2 ) pertence ao II
ou III octante.
Como (x i , x2 ) pode ser re-escrito em fungdo de seu pseudo-oposto,
esta multiplicacdo pode ser escrita como

(xi, x2) (y1, Y2) = (- 1 )(x2,	 Y2)-

Mas, (x2 , x 1 ) e	 y2) pertencem ao I octante.
Entao, a representacao grafica destes pontos é obtida da mesma
forma como no CASO 2, onde x 2 > 0.
Entdo, a representacdo grOca de [x][y] é dada pelo ponto que cor-
responde ao pseudo-oposto de

L(Mx , [y] ) in U(iRsi[y] ) = - xi[y],

ou seja, por (-1)(IRx, [y] ).

CASO 9: x2 < 0 e y2 < 0
Neste caso, (x i , x2 ) e (yi , y2) pertencem ao IV octante.
Como, estes pontos podem ser re-escritos em fling -do de seus pesudo-
opostos entao esta multiplicacao pode ser escrita por

(x 1 , x 2) (Th .7 Y2) =	 1)(x2,x1)(-1)(Y2, yi)
= (-1)(---1)(x2, xi)(Y2, yi)

(x2 , x 1) (y2,

Mas (x2, x 1 ) e ( y2, yi) pertencem ao I octante.
Entao a multiplicacao destes pontos é obtida da mesma forma como
no CASO 1, onde x 2 > 0 e y2 > O.
Ou seja, a representacao grafica de [x] [y] é dada pelo ponto

L(/Rx,(-[yD) in U(iRxi(-[y])) = IRX2(---[CLIRX1(-M)
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TABELA 5.1 — Multiplicacdo de intervalos em termos do conjunto de cotas supe-
riores/inferiores

CASO 1:
[x] [y] no I octante
L(I	 xi[y]i) n U (IJ2s2[y]t)
IRxi[y]lJIRx 2 [Y]

CASO 2:
[x] [y] no II /III octante
L(M,[yii) n U(.1%2[ytt)
1%2 [Y]

CASO 3:
[x][y] no IV octante
( - 1) (L (/Rxi (-mi) n U (IRx2HYDT)
(-1) (IR, Ho LJIRx2 Ho )

CASO 4:
[x][y] no II/III octante
L (1142[41.) n u(I342[x]i-)
13:42[x]

CASO 5:
[x] [y] no II/III octante
L (Ial_xi[y]i) n U( TR.2[y]t)
IR-xi[M L-J -Mx2[Y]

CASO 6:
[x] [y] no II/III octante
(-1)(L(1-342[x]1) n u(IRT2[xit))
(-1)1142[x]

CASO 7:
[x] [y] no IV octante
(-1)(L(II/x2[y]1) n u (axi [y]t))
(-1) (IR, [0-11-Rxi [y])

CASO 8:
[x] [y] no II/III octante
(-1)(L(iRs1[y]1) n U(IRx i [y11-))
(-1)-1-Rx1[Y]

CASO 9:
[x][y] no I octante
L (IRs2(-[yil1) n U(Mi(-[yD-r)
IRx2 (-[y]) (-JR,	 [y])
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Y

FIGURA 5.10 	 Representacao da multiplicacao entre intervalos (caso 1)

Y

FIGURA 5.11 — Representacdo da multiplicacdo entre intervalos (caso 2)
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FIGURA 5.12 — Representacâo da multiplicacao entre intervalos (caso 3)

FIGURA 5.13 — Representacdo da multiplicacao entre intervalos (caso 6)
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5.4 Resumo
Neste capitulo foi apresentada a representacao grafica das operacOes inter-

valares. Esta apresentacao foi baseada, fundamentalmente, no use de nUmero sem
sinal e na dualidade da interpretacao de intervalo.

Markov [MAR 98] estende a ideia de ruimero sem sinal, utilizada nos reais,
para intervalos e assim, por exemplo, o intervalo [-3; —2] e escrito como (-1)[2; 3].

Neste trabaiho, inspirado no trabalho de Markov, utiliza-se o recurso de niimero
sem sinal a fim de simplificar a compreensdo sobre a forma como as operacOes in-
tervalares sao executadas, assim como das limitacoes decorrentes dessa forma.

A analise da dualidade da interpretacao associada a intervalos mostrou ser
fundamental para a compreensdo da estrutura das operaceies intervalares, assim
como das limitacOes decorrentes dessa estrutura. Isto é notado especialmente na
representacdo grifica da multiplicacao de intervalos onde utiliza-se a dualidade da
interpretacao para associar um vetor a urn conjunto.

A reunialo da forma como as operacOes sdo executadas com a estrutura das
operacOes intervalares, tornou possivel a representacao grafica dessas operaciies e
por conseguinte a sua analise visual. A partir desta analise, é possivel observar a
analise pessimista de erro associada a operacOes aritmeticas e especular sobre formas
alternativas de executar estas operagóes.

UFRGS
In,stituto	 !nforvreltic:7
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6 Analise visual de intervalos

Durante o desenvolvimento da representacdo grafica das operacOes intervalares
foi possivel explorar visualmente o conjunto dos intervalos e assim obter um conhec-
imento mais aprofundado da estrutura e da forma como as operacOes intervalares
sao executadas. Disto resultou, por exemplo, a definicao de operacOes intervalares
ncio usuais.

Neste capitulo, apresenta-se estes resultados assim como discute-se a ade-
quacdo e potencialidades da analise visual decorrente da representagdo grafica pro-
posta.

6.1 Ordenacao do conjunto	 C)

Da forma como a representagao grafica de intervalos esta estruturada, a repre-
sentacao grafica da ordenacao do conjunto (IR, C) e obtida a partir da interseccao
de regibes de inclusaes referentes a pontos do piano IR, ou seja:

(/R, C) e reflexivo, pois
IR [x] n IR[x] = .m[x] , m[x] c /R[x],

(IJ, C) e anti-simetrico, pois
se /R[z] C IR [y] e /R[y] C /3/[x] , entdo IR [x] n IR[y] = IR [x] e IR [x] n a[y] =

/R[Y]-
Logo, IR[x]	 /R[y].

(IR, C) e transitivo, pois
se IR [x] C IR [y] e /R [y] c IR[z] , enta.o:
IR [x] n IR[z]	 (a[x] n a[yo n It[z]

=	 IR[x] n (IR[y] n IR[z])
=	 IR[x] n 13/[y]
=	 IR [xj-

Assim, a partir da interseccao de regiOes de inclusdo referentes a pontos do
piano IR, tern-se que a representacao grafica da ordenacao do conjunto /R, com
relacao a relacdo de inclusao. Isto esta apresentado na Figura 6.1.
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y=-x	 y=x

FIGURA 6.1 — Representacao da ordenacdo do conjunto (/R, C)

6.2 ImplicacOes da adicao de urn menor
elemento em	 C)

Matematicamente, demonstra-se que (/R, C) é urn reticulado acrescentando-se
urn menor elemento a este conjunto. Embora este seja urn procedimento valid°, no
contexto de intervalos ele remete para a seguinte questao:

Qual o significado da inclusdo deste element() no conjunto /R?

Teoricamente, o menor elemento que sera adicionado ao conjunto (/R, C) e
representado pelo conjunto vazio. Este conjunto pode ser interpretado tanto como
um intervalo que tem tanta informacdo que nao serve para coisa alguma, quanto
como um intervalo que nao pode ser representado neste conjunto /R. Entao, os
candidatos naturais para o conjunto vazio sac) intervalos de extremos —cc, co.

Suponha que 0 = (—oo, oo). Mas isto nao pode ser, pois (—oo, oo) pertence ao
piano PR e en-talc) ele nao precisa ser incluido. Alem disso ele nao pode representar
o menor elemento do conjunto (M, C), pois a subregido do piano PR associada

	

a esse ponto representa graficamente o conjunto 	 Entao, o menor elemento so
pode representado pelo ponto (cc, —cc) que esta associado a subregido /R(oc,,)
e representa o conjunto dos pontos do piano que nao admitem representacao via
intervalos. Entao, este é o menor elemento que deve ser adicionado ao conjunto

c).
PR = /R U (cc, —cc)

	

A adicao deste menor elemento ao conjunto 	 C) implica em admitir que no
conjunto PR existem elementos da forma [x i ; x 2 ], onde xi > x2 e que a representacao
grafica de intervalos pode ser desvinculada do piano cartesiano uma vez que podemos
considerar que o piano inferior a reta y = x é simetrico do piano /R e por isso ele
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FIGURA 6.2 — Representacao do conjunto IR

representa apenas uma cOpia do piano _TR corn o sinal invertido (Figura 6.2).

/32 ( _,, ,, ) --,--- (-1)/R(,,,,,_,,)

6.3 Algebra booleana associada a intervalos
A partir da representacdo grafica do conjunto (/R, C) no piano /R tern-se que

para cada dois pontos deste piano, sempre existe um Infimo e urn Supremo. Entdo,
este conjunto representa urn reticulado. As figuras 6.3 e 6.4 possibilitam constatar
visualmente que este reticulado e distributivo, e a Figura 6.5 que este reticulado
e tambem complementado. Como resultado, tern-se que o conjunto (/R, C) define



83

II Ini([y],[z])
	

Sup([x],[z])

II Sup{[x]In±{[y],[z])
	

SuPf[x],[Y])
II InffSup([x],[y]),InI([x],[z])

FIGURA 6.3 — Representacdo do reticulado distributivo

uma algebra booleana, ou seja, V[x], [y], [z] E /R:
[x] U [x] = [x]
[x] n [x] = [x]
[x] U [y] = [y] U [x]
[x] n [y] = [y] n [x]
[x] U ([y] U [z]) = ([x] U [y]) U [z]
[x] n ([y] n [z]) = ([x] n [y]) n [z]
[x] U ([x] n [y]) = [x]
[x] n ([x] U [y]) = [x]

(9)	 [x] U ([y] n [z]) = ([x] U [y]) n ([x] U [z])
(1o)	 [x] n ([y] U [z]) = ([x] n [y]) U ([x] n [z])

[x] U 0 = [x]
[x] n 0 = 0
[x] u =
[x] n = [x]
[x] U [x]' =
[x] n [x]' = 0
([x]')' = [x]
([x] U [y])' = [x]' n [y]'

(19)	 ([x] n [y])' = [x]' U [y]'

6.4 Cdlculo grafico do valor absoluto do intervalo
Assim como foi apresentado anteriormente, urn intervalo pode ser associado a

um vetor e neste caso é possivel calcular o valor absoluto do intervalo a partir do
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y=-x	 y=x y=-x	 y=x

00.-60
	 cam.-co)

II Ini{[x],Surq[y],[z]})	 II Inff[x],[z])
Sup{[y],[z])	 Ini{[x],[y])

Sup(Inf{[x],[y]},Inf{[x],[z]}}

FIGURA 6.4 — Representacao do reticulado distributivo

y=-x	 y=x

FIGURA 6.5 — Representacdo do reticulado complementado
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angulo formado entre a reta suporte do vetor representa o interval° e o eixo das
abcissas.

Este resultado e apresentado pelo teorema a seguir.

Teorema 6.1 : 0 valor absoluto de [x] e "ca1culado graficamente" a partir da
inclinacdo 0 entre a reta suporte do vetor x e o eixo das abcissas.

lx21,	 se 45° < 0 < 135°
I [x]l=	 411 = 1x21,	 se 0 E {45°,135°, 225°}

se 135° < 0 < 225°

Demonstracao:
Por definicao, l[x]l= max{lx,1,1x21}.
Entdo:

0 = 45°	 x l = x2	 = xi = lxil= x2 = lx21-
450 < e < 90°	 x, < x2	 I 	 x2 = 421.
so° < < 135°	 x, < x2	 -1[x] = x2 = lx21-
e = 135°	 x, = x2	 x1=	 = x2 =1x21.
1350 < o < 1800	x2 < xi	 = xi = lxil.
iso° < o < 225°	 < x l	I[x]l= x, = lxil.

e = 225°	 x l = x2	l[x]1 = xi =Ixil= x2 = 421.

Assim, o "cdlculo grdfico" intervalar e uma possibilidade de use da repre-
sentacao grafica proposta.

Independente das restricOes matematicas associadas a este tipo de calculo, sua
importdncia neste contexto esta baseada no fato de que é possivel pensar em inter-
valos como formas graficas corn significado, a partir das quais podem ser definidos
processos construtivos baseados na geometria do piano cartesiano.

6.5 Geometria da operacao entre conjuntos de
intervalos

As operacOes aritmeticas intervalares podem ser estendidas para conjuntos de
intervalos e assim, [x] * [y], onde	 E	 x, ÷}, é interpretada como

A * B, onde A, B E /R.

A representacdo grifica destas operacOes possibilita definir o relacionamento
entre formas geometricas, ou seja, dependendo da forma geometrica do conjunto de
pontos que constituem os operandos, o resultado tera uma ou outra forma.

Urn exemplo deste tipo de operaca° é dada pela adicao de conjuntos de inter-
valos, cujos operandos possuem a mesma forma geometrica.

Na Figura 6.6 é ilustrada uma operacdo deste tipo. Neste caso, a partir de um
conjunto de caracteristicas dos conjuntos de intervalos que constituirdo os operandos
é possivel definir subregiOes do piano ./R que representam esses operandos.
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1r=—x
	 S	 S cr,	 y=x

FIGURA 6.6 — Representacao da operacao de soma de conjuntos

Exemplo 6.1 : Considere as subregiaes que correspondem aos operandos da operaceio
soma:

OPERANDO [x]:
conjunto dos intervalos de mesmo extremo inferior — 5 :
/(/R_ 54) = {[x] E I	 x1 = —5}
conjunto dos intervalos de mesmo extremo superior 1 :
U(M2 1 ,t ) = {[x] E /R x2 = 1}
conjunto dos intervalos de mesmo ponto medio — 2 :
M-2 = [X] E It	 m([x]) = —2}

conjunto dos intervalos de mesmo didmetro 4 :
S4 = [X] E I	 tv([x]) = 4}

OPERANDO [y]:

conjunto dos intervalos de mesmo extremo inferior k — 5 :
L(IRk _54, ) = {[x] E IR	 x i = k — 5}
conjunto dos intervalos de mesmo extremo superior 1+ k :
U (IRi+k-t) = {[x] E IR x2 = 1 + k}
conjunto dos intervalos de mesmo ponto m,edio k — 2 :
Mk-2 = { [x] E IR	 m([x]) = k — 2}

conjunto dos intervalos de mesmo diametro 4 + k :
S4+k = {[X] E I	 w([x]) = 4 + k}

A soma [x] + [y] e representada por um terceira subregido cujas caracterIsticas
podem ser deduzidas a partir de caracteristicas geomaricas da subregiOes que rep-
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FIGURA 6.7 — Representacao grifica da operacdo de soma de conjuntos

resentam os operandos. Em especial, a soma [x] + [y] é denominada soma de
Minkowski.

A subregido que representa o resultado desta operacao contem todos os possiveis
resultados da aplicacao da operacao * elemento-a-elemento destes conjuntos.

Quanto a forma desta subregia,o, em alguns casos é possivel conhecer previa-
mente a sua forma mesmo sem conhecer caracteristicas geometricas das subregiiies
que representam os operandos. Este é o caso da soma de dois conjuntos de intervalos
de forma triangular identica. No entanto, esta relacdo entre a forma dos operandos
e a forma do resultado so é valida para alguns poucos casos. Em geral, os resultados
sdo representados por formas irregulares que so podem ser deduzidas a partir de
caracteristicas geometricas dos operandos. Este é o caso ilustrado pela Figura 6.7.
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7 EquacOes intervalares

Neste capitulo apresenta-se urn exemplo de aplicacao da analise visual de in-
tervalos cujo objetivo e validar a nova abordagem para a representacao grifica de
intervalos. 0 exemplo consiste na soluedo grafica da equacdo intervalar.

A seguir, apresenta-se os passos da construcao desta soluedo e posiciona-se
esta abordagem frente as tecnicas de solue -do existentes.

7.1 DefinicOes iniciais
EquagOes intervalares sdo obtidas a partir de tune -6es intervalares que, por sua

vez, tomam por base extens6es intervalares que sdo avaliadas segundo a aritmetica
intervalar. Sendo assim, antes de mais nada, as definicOes de extensdo, avaliacao e
funedo intervalar devem ser apresentadas. Isto e feito a seguir.

7.1.1 Extensa° intervalar
Definigao 7.1 : (EXTENSAO INTERVALAR) Seja f uma funcão real de n variaveis
x i , x2, •••,Xn- Uma extensa,o intervalar desta fungctio e denotada por f e obtida a
partir da substituiciio de todas as variaveis reais por intervalos e todas as operaceies
reais por operaciies intervalares.

f(Xi, X2,	 Xn, al, az, •••, an) H f	 Lx2j,•••, [Xn], a l , az, -7 an),

onde xi , ai E 9Z, [x i ] E IJ22 para i = 1..n.
Uma funedo real esta associada a infinitas extens6es intervalares, dentre as

quais uma delas e referida por extensão intervalar natural. Esta extensao e obtida
substituindo-se diretamente na tune -do todas as variaveis reais por intervalos e de
todas as operacOes reais por operacOes intervalares.

7.1.2 Avaliacao intervalar

Definicao 7.2 : (AVALIACÄO INTERVALAR) Seja 7 uma extenscio intervalar de
n variaveis intervalares [xi],[x2],...,[xn]. A avaliacctio intervalar desta ex-tense-10 6
obtida quando substituimos as variaveis por intervalos numericos e efetuamos as
operacaes intervalares indicadas na funcctio.

A imagem real de uma funedo e o resultado da avaliaedo intervalar sempre
estao relacionados e esta garantia e fundamental para a aritmetica intervalar. 0
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teorema a seguir apresenta esta propriedade e sua demonstracao pode ser obtida em
Moore [MOO 79].

Teorema 7.1 : [MOO 79] Seja f uma fungi.° real e f uma extensao intervalar
desta funcdo. Se todos os argumentos x l , x2 ,	 da funcdo real pertencem ao
intervalo [x], entdo f (x i , x2 ,	 xn ) C f ([x]).

Exemplo 7.1 : Considere a funcdo f (x) = x—x2 e J. , a extensao intervalar natural
dessa funcdo.
Como f 1 ([4; 6]) = [-60; —10] e Im(fi , [4; 6]) = [-30; —12],

Im(f, [4; 6]) C Im(f 1, [4; 6]).

Se considerarmos o exemplo anterior e a extensao intervalar 1 2 (x) = [x] (1— [x]),
tern-se que f2 ([4; 6]) = [-30; —12]. Assim, embora fl e f2 sejam referentes a mesma
funedo real os resultados obtidos a partir da avaliacdo intervalar dessas tune -6es ndo
sdo iguais.

Esta é uma caracteristica da avaliacdo intervalar, ou seja, operacOes algebrica-
mente equivalentes nos reais podem nao ser equivalentes em /R. No caso do exemplo
supracitado, o que acontece e que [x] (1 — [x]) C [x] — [x]2.

Outra caracteristica importante que diferencia as extensóes intervalares de uma
funcao diz respeito aos limites do erro associado ao resultado obtido. No exemplo
anterior, f l ([4; 6]) produz urn resultado que tern 40 vezes o comprimento da imagem
real e f2 ([4; 6]), 28 vezes. Assim, a extensao intervalar f 2 possibilita obter um
resultado de melhor qualidade do que a extensao J . Ainda,

Im(f, [x]) g im(fi,[x]) C 177(f2,[x]).

No que se refere a representacao grafica da avaliacdo intervalar de funcOes a
uma variavel, tern-se que, usua1mente, ela e apresentada no piano cartesiano como
urn retangulo (ou urn conjunto de retangulos) cujos lados representam o intervalo de
entrada (eixo das abcissas) e resultado da avaliacdo intervalar (eixo das ordenadas)
(Figura 7.1).

7.1.3 Funcao intervalar

Definicäo 7.3 : (FUNCÄO INTERVALAR) Seja f uma funcdo real de n varidveis
x l , x2; •••7 xn. Uma funcdo intervalar associada a esta funcdo é denotada por F e
obtida a partir da substituicdo de todas as varidveis reais por intervalos, de todas
as constantes reais por intervalos e de todas as operacJes reais por operacOes inter-
valares.

I (xi, x2,	 xn, xi, a2,	 an) H F([xi], [x2],	 [xn], [ad, [a2], 	 [an]),

onde xi , ai E R, [x i ], [ad E IR para i = 1..n.
Urn exemplo de use da funcao intervalar e na modelagem matematica onde as

constantes do modelo sao representadas por intervalos. Estes modelos sdo utiliza-
dos principalmente em Engenharia, onde as constantes do modelo sdo associadas a
limites de variacdo (ou tolerancia).

UFRGS
!r:Vtlito	 informatif..-:,::3
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FIGURA 7.1 — Representacao grafica da avaliacdo intervalar

Teorema 7.2 : [MOO 79] Seja f uma extensdo intervalar de uma funcdo real f e
F uma funcdo intervalar associada a esta mesma funcdo. Entdo

f ([x	 [x2],	 [in])c F ([x i ], [x2],	 [x ,])

0 Teorema anterior apresenta a conexao entre o resultado obtido via avaliacao
da extensdo intervalar e via avaliacdo da funedo intervalar (sua demonstracao esta
em Moore [MOO 79]). Esta conexao e igualmente fundamental para a aritmetica
intervalar, pois ela relaciona a extensao intervalar com funedo intervalar.

Exemplo 7.2 : Considere a funcdo f (x) = 10x — x2 , .71 (x) como a extensdo inter-
valar natural desta funcdo e a funcdo intervalar F([x]) = [9, 9; 10, 1] [x] — [x]2.
Se [x] = [4; 6], Trn(f, , [4; 6])	 [-30; —12], 71 ([4; 6]) = [4; 44] e F[4; 6] = [3, 6; 44, 6].
Entdo, f i ([4; 6]) g F ([4 ; 6])•

Assim como o intervalo, a funedo intervalar tem interpretacao dual, ou seja,
ela pode ser interpretada tanto como um conjunto de funcOes reais, quanto como
uma tuned() cujas constantes estao associadas a limites de tolerancia. A primeira
interpretacdo remete para uma familia de tune -6es reais (Figura 7.2). Neste caso,
o problema e viabilizar a obtencao dos limites da regido que representa o conjunto
de funcOes de mesmo comportamento que esta funedo representa e so para lembrar,
no inicio deste trabalho este problema foi utilizado como justificativa para o use de
intervalos. Por sua vez, a segunda interpretacdo esta associada a avaliacao intervalar
e a propagacdo da incerteza da entrada associada a incerteza do modelo sobre o
resultado (erro resultante da co-relacao).
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x

FIGURA 7.2 — Representacao da funcao intervalar sob o ponto de vista de conjun-
tos

7.1.4 Equacao intervalar

Definicao 7.4 : Uma sentenca composta por du gs expressOes m,atemdticas definidas
em termos de intervalos e operacOes intervalares, que e verdadeira somente para
certos valores das varidveis e denominada por equacao intervalar.

Basicamente, a diferenca entre uma equacao intervalar e uma identidade e que
a primeira tern que ser resolvida e a segunda tern que ser provada matematicamente,
pois ela é verdadeira para qualquer que sejam os valores assumidos para as variaveis.

Tome, por exemplo, a equacao [x] + [y] = [y] + [x]. Independente dos valores
assumidos para [x] e [y], esta igualdade sempre é satisfeita e por isso ela constitui
uma identidade. Este ndo é o caso da equacdo [x] + [1; 4] = [3; 7], onde somente
[x] = [2; 3] satisfaz essa igualdade.

Assim, uma equacao intervalar é uma funcao onde o objetivo e identificar os
intervalos que satisfazem a igualdade. 0 conjunto destes intervalos e denominado
por conjunto solucao da equacao intervalar.

Ern geral, o conjunto solucao de uma equacao é constituido pelas solucJes
prOprias da equacao, ou seja, por aquelas solucOes que satisfazem estritamente a
relacdo de igualdade. Tambern é aceitdvel que o conjunto solucao seja constituido
por solucJes gerais, ou seja, por aquelas solucOes que contem solucOes prOprias.

No que se refere a resolucdo de uma equacdo intervalar, as possibilidades at-
ualmente disponlveis resumem-sea utilizacao de metodos intervalares.

Este é urn tema de pesquisa bastante interessante, poise extremante necessario
dispor de uma outra forma, se possivel mais simples, de resolver estas equagOes.
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Neste trabalho, propi5e-se o use da representacdo grafica de intervalos para
obter uma estrategia geometrica de solugdo para equagOes intervalares. Esta soluedo
esta apresentada a seguir.

7.2 Solucao grafica da equacao intervalar afim
A estrategia de solugdo apresentada a seguir utiliza propriedades da repre-

sentaedo grafica proposta para intervalos e do piano cartesiano a fim de deduzir a
soluedo da equacdo intervalar.

7.2.1 Condicao para existencia de solugdo

Considere a equaedo intervalar afim

[a] [x] + [b] = [c],	 (7.1)

corn [a], [b], [c] E IR conhecidos.
Se w([b]) < w([c]), entdo existe soluedo para esta equagdo, sob o ponto de vista

de intervalos. Esta soluedo e descrita a seguir.

7.2.2 Construcao da solugdo

Assumindo que [a][x] = [d, a equaedo (7.1) pode ser re-escrita como

[d] + [b] = [c].	 (7.2)

A soluedo grafica desta equacdo e obtida a partir da propriedade do diametro da
soma de intervalos e da representagdo grafica da operaedo de soma de intervalos.

A partir da propriedade que relaciona o diametro de operaciies intervalares corn
o dihmetro dos operandos, tem-se que o dihmetro da soma e a soma dos dihmetros.
Entdo, como [b], [c] sdo intervalos conhecidos, e possivel calcular o diametro de [d
da equacdo(7.2), ou seja:

w([d] + [b]) = w([d]) + w([b])	 w ([d )-- w ([c])- w([b])•
Uma vez conhecido w([d]), e possivel representar graficamente o conjunto de

intervalos que contem [d]. Esta representaedo e dada pela reta y = x + w([d])

(Teorema 4.3).
Mas, a soma de intervalos e representada graficamente pela soma de vetores.

Assim, na equacdo(7.2), [d] e representado graficamente pelo vetor que aponta para
urn ponto da reta y = x + w ([d]) e que pertence a reta que passa pelo ponto 	 c2)•
Por construed°, esta reta e paralela a reta suporte do vetor associado a [b]. Logo,
este ponto e determinado pela intersecedo entre a reta y = x + w([d]) e a reta

b2	 b2y = 17-x -	 -r
lAssim, tem-se [a][x] 	[d], onde [a], [d] sdo intervalos conhecidos. Entdo, o

valor de [x] e obtido a partir da representacdo grafica da multiplicacdo de intervalos,
ou seja, os vetores associados aos intervalos [a], [d] sao representados graficamentes
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y
y=x+w( d ])	 y=x

FIGURA 7.3 — Soluedo grifica da equacdo intervalar afim (parte 1/4)

e o valor [x] é obtido a partir da identificacdo do operado /R [x] da uniao convexa
/REcol_iA[s] =

7.2.3 Solucao grafica da equacao intervalar afim

Rotina: GSolve

Tarefa: implementa a soluedo grafica da equacdo intervalar afim.

Parametros: [a], [b]: (coeficientes da equacao); e [c] (termo independente).

Descried();

identifica y = x + w ([d]) (Figura 7.3);

representa graficamente os vetores associados aos intervalos [b] e [c] (Figura 7.4);

calcula o coeficiente angular a da reta suporte de b:

b2	 b1
	y = —x	 a—, ;

bi	 U2

identifica a reta que passa no ponto (c i ,c2 ) de inclinacao a, corn relacdo
ao eixo das abcissas:

b2	 b2

	

y = —x —	 + C2 ;
bi	bi

representa graficamente esta reta (Figura 7.5);

calcula o ponto de interseccao das retas

y = x+ w ([x])7 Y = 6 x —cib c2,
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FIGURA 7.4 — Solucdo grafica da equacao intervalar afim (parte 2/4)

y..(b2;b1)x-01(b2ib1)+02	 y=x+w(rdl)

FIGURA 7.5 — Solucao grafica da equacdo intervalar afim (parte 3/4)
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y
Y=-x
	 y=x+7( [ d ) y=x

FIGURA 7.6 — Solucao grafica da equacdo intervalar afim (parte 4/4)

ou seja, o ponto de coordenadas

(bi c2 — cib2 — bi w ([x1) , x w ([x])
bl

	

	
)

— b2
(7.3)

representa graficamente o vetor associado a [d] (Figura 7.5);

identifica octante de ocorrëncia do intervalo [a] e do vetor [d] (Figura 7.6);

9. deduz [x] a partir da uniao conexa /R[a]U/R[x] =

Exemplo 7.3 : Considere a equacdo [1; 3] [x] + [1; 3] = [3; 15] e que [1; 3][x]	 [d].
Entdo, tem-se que [d] + [1; 3] = [3; 15].
Como w([d]) = w([3; 15]) — w([1; 3]) = 12 — 2 = 10, entdo y = x + 10.
Mas a reta que passa pelo ponto (3, 15) e que possui coeficiente angular a =
dada por

y = 3x — (3)(3) + 15 =- y = 3x + 6.

Entdo, o ponto de interseccdo entre estas retas é dada por

(x1, x2) (01(15)-(3)(3)-(1)00)	 + 10)
3-1

= (2, x + 10)

= (2, 12).

A partir da representacdo grafica do vetor associado ao intervalo [d] = [2; 12], tem-se
que o ponto que corresponde a este intervalo pertence ao I octante.
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FIGURA 7.7 — Solucdo grafica da equacao intervalar afim

Como [a] = [1; 3] tambem pertence ao I octante, entdo [a][x] representa a multi-
plicacdo de dois intervalos do I octante.

Neste caso, o ponto (2, 12) corresponde a interseccdo do conjunto de intervalos
de mesmo extremo superior/inferior, ou seja:

L(IR(,)[x],) n u(nz(3)[x].t) = (2, 12)
L(/Ri[x4) = L(/Rx14,) = {[x] x i = 2}.
U(/R3[xj .t )	 U (/R3x2-t) = {[x] 3x2 = 12}.

Entdo, [x] = [2; 4].

Este exemplo e ilustrado pela Figura 7.7.

7.3 Contribuicao efetiva da solucao proposta no
contexto de intervalos

0 procedimento GSoLvE resolve equagOes intervalares do tipo afim. Este
algoritmo e importante na medida em que apresenta uma forma alternativa bastante
simples de resolver equagOes intervalares deste tipo, alem de ser a Unica que nao e
baseda em metodos aproximativos [KUL 81], [MOO 79], [NEU 90].
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Em um primeiro momento, o mimero de passos associados a solucao grafica
apresentada pode ser apontado como uma desvantagem desta solucao. De fato, a
importancia da solucdo grafica reside na possibilidade de deduzir solucbes a partir
da geometria do piano I.

Tome, por exemplo, o caso da resolucao de equaciies intervalares. Ate o
momento, as tecnicas intervalares disponlveis baseiam-se em metodos aproxima-
tivos do tipo "caiza preta". Nestes metodos, sao obtidas sucessivas aproximacOes
[10 ], [x i ], [12 ],	 da solucao a da equacdo e o intervalo [xn] assumido como resul-
tado nem sempre constitui uma solucao para o problema, sob o ponto de vista da
matematica. Isto porque, quando estamos utilizando metodos aproximativos, tern-se
que optar por uma das seguintes interpretacOes de solucao:

INTERPRETACÁO 1:
[xn] e o resultado procurado se If ([x„])1 5_ e, onde e é informado a priori.

INTERPRETACÄO 2:
[xn] é o resultado procurada se d([x,i_i],[x,,]) < e.

INTERPRETACÄO 3:
[xn] e o resultado procurado se [x,i_ i ] n [xn ] = 0.

INTERPRETACÄO 4:
[xn] é o resultado procurado se w([x„]) e menor ou igual do que o limite de
erro admitido.

INTERPRETACÄO 5:
[xn] e o resultado procurado se verificar os criterios das interpretacöes 1 e 2,
simultaneamente.

Tem-se ainda que considerar o caso em que o resultado obtido nao satisfaz
a nenhuma desta interpretacOes. Nesta situacao, a Unica alternativa é tomar urn
outro chute inicial e torcer para que tudo de certo, pois nä° existe como garantir a
converg6ncia para a resposta desejada, nem como garantir que o resultado obtido
esta dentro dos limites de erro desejado.

E importante lembrar que nem sequer estamos considerando situagOes pa-
tolOgicas como: baixa velocidade de convergéncia; aumento exagerado dos limites
de erro; problemas mal condicionados; etc.

Quanto a solucdo grafica proposta, ela é importante nao so para a solucdo
de problemas lineares, mas tambem para problemas nao lineares que possam ser
linearizados.

Tern-se tambem que destacar o fato da solucao grafica ser construida. Isto con-
fere a ela um carater dinamico, singular e de extrema importancia para a exploracao
de intervalos. Atraves desta exploracao é possivel, por exemplo, o aprimoramento de
tecnicas intervalares ja existentes, o desenvolvimento de novas estrategias de solucao
e de metodos intervalares adaptativos personalizados a problemas.

Tome, por exemplo, problemas de engenharia que são modelados matemati-
camente atraves de fungi:5es intervalares. Em geral, os coeficientes destas funcOes
variam urn certo valor fixado ±e bastante pequeno e o que se deseja e obter o resul-
tado de menor diametro possivel, nos casos ern que existem somente variaveis posi-
tivas. Entdo, nao existe a necessidade de utilizar urn modelo generic° de resolucao
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e pode ser desenvolvida uma estrategia de solucao particular para este problema,
baseada na geometria do piano /R.

E importante perceber que esta estrategia de solucao nä° e auto-contida e
seu uso so tem sentido em conjunto corn outras tecnicas ou ferramentas a fim de
viabilizar o uso de intervalos.



8 ConclusOes

0 trabalho apresentado oferece uma alternativa para a analise visual de inter-
valos. Esta alternativa foi obtida a partir da extensdo da representacdo grafica de
intervalos no plano cartesiano.

0 escasso material disponlvel sobre representacdo grafica de intervalos e o fato
dessa representacao ser utilizada apenas para ilustrar verdades matematicas tornou
este trabalho urn verdadeiro desafio.

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos sobre a analise visual de in-
tervalos, discutem-se as lirnitacOes desta analise, assim como apresentam-se algumas
possibilidades para continuacao deste trabalho.

8.1 Pergunta fundamental
Assim como foi colocado anteriormente, este trabalho tern por objetivo oferecer

uma alternativa para a analise visual de intervalos. Mas isto remete para a seguinte
questao:

0 que se quer extrair da analise visual de intervalos?

Esta foi a questa() norteadora do trabalho.
A resposta para esta questa° esta estritamente vinculada a aplicacdo. Neste

trabalho, o que se quer extrair é a interpretacao grafica para operagOes intervalares,
pois a lOgica dessas operacOes, em geral, nao fica evidente e, assim, é dificil corn-
preender o que de fato esta acontecendo.

Para obter esta interpretacao foi explorada visualmente a dualidade associada
a intervalos (mimero e conjunto). De fato, utilizou-se a interpretacao ternOxia de
intervalos (mimero, conjunto e vetor).

8.2 Resultados obtidos
8.2.1 Representagdo geornetrica de intervalos

Na geometria, as proposicOes que caracterizam a reta e o piano sao chamadas
de postulados da reta e do piano.

A representacdo grafica de intervalos apresentada neste trabalho baseia-se
nestes postulados, ou seja:

Postulados da reta

1. A reta e ilimitada.

UFRGS
.rrtstituto d	 friforri-...Y

BiNioteca
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Por um ponto pode-se tragar uma infinidade de retas.

Por dois pontos distintos do espago passa uma Unica reta. Ou seja, dois pontos
distintos do espago determinam uma reta.

4. Urn ponto de uma reta divide-a em duas partes chamadas semi-retas.

Postulados do piano

0 piano e ilimitado.

Por uma reta pode-se tracar uma infinidade de pianos.

Por trey pontos distintos do espago e näo colineares passa urn so piano. Ou
seja, tres pontos distintos ndo em linha reta determinam urn piano.

A reta que passa por dois pontos distintos de urn piano esta inteiramente
contida nesse piano.

5. Toda reta que pertence a um piano divide-o em duas regiOes chamadas semi-
planos. Esta reta chama-se origem dos dois semi-pianos.

6. Todo piano divide o espago em duas regines chamadas semi-espaco.

Desta forma, o semi-piano IR e determinado, assim como a intersecgdo, o
paralelismo e a perpendicularidade de retas representam convengOes que codificam
mensagens sobre propriedades dos intervalos.

8.2.2 Deducao de propriedades da representagdo
geomkrica de intervalos

No capitulo 4 foram apresentadas propriedades da representagdo grafica pro-
posta. Estas propriedades foram deduzidas a partir da geometria do piano carte-
siano.

Algumas delas foram utilizadas na solugdo geometrica da equagao intervalar
afim. Outras, disponibilizam resultados intermediarios para a obtengdo de resultados
"mais fortes" (apresentados aqui como teoremas). Mas o que estas propriedades
tem em comum e a forma extremamente simples de expressar graficamente ideias
bastante abstratas.

Assim, sempre que uma nova propriedade e necessaria, ela pode ser deduzida
a partir da geometria do piano cartesiano.

8.2.3 Deducao de intervalos a partir de caracteristicas
A representacao grafica proposta neste trabalho suporta a dedugao de inter-

valos a partir da descricao de caracteristicas, ou seja, identifica-se um conjunto de
caracteristicas, representa-se graficamente essas caracteristicas e um intervalo ou urn
conjunto de intervalos e obtido.
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8.2.4 Deducao de propriedades do conjunto 	 baseada na
representacao grafica

Propriedades do conjunto	 podem tambern ser deduzidas a partir da repre-
sentacao grafica proposta. Este é o caso da propriedade:

Propriedade 8.1 : Sejam [a], [b] E	 [a] [b] I n mna][b]) = [a][b].

Esta propriedade e deduzida a partir do seguinte raciocinio. Considere a mul-
tiplicacao [1; 2] [3; 4]. A representacao grafica desta operacao pode ser obtida de
muitas formas. Uma delas e a partir do conjunto de intervalos de mesmo valor
absoluto D8 = { [x] E Tht	 = 8} e do conjunto dos intervalos de mesmo ponto
medio M5 .5	 {[x] E	 m([x]) = 5.5}. Estes conjuntos sao representados grafi-
camente por urn par de segmentos de extremos (-8, —8), (-8, 8) e (8, 8), (-8, 8), e
pela semi-reta y = —x + 7, respectivamente. Entao, o ponto de interseccao entre
esta semi-reta e urn dos segmentos de reta representa o resultado da multiplicacao.

Este é apenas urn exemplo do conjunto de propriedades do conjunto 	 que
podem ser disponibilizadas a partir da analise da representaedo grafica proposta.

8.2.5 Deducao de algoritmos que calculam os limites do
conjunto solucao

Urn algoritmo pode ser definido como

um procedimento constituido por um conjunto finito de regras que es-
pecificam uma seqiiencia finita de operacdes e cuja execuccio possibilit y a
solucdo para um problema ou uma classe de problemas.

Sendo assim, a soluedo da equacao intervalar afim, apresentada no capitulo 7,
constitui urn exemplo de algoritmo que calcula os limites do conjunto solucao. Este
algoritmo foi construido a partir da geometria da representacdo grafica de intervalos.

A possibilidade de construir solucOes confere a representaedo grafica urn carater
dinamico, singular e de extrema importancia para a analise visual de intervalos.

8.2.6 Analise visual de intervalos
Ern geral, representacOes visuais de informae6-es numericas sao mais faceis

de entender do que tabelas, por exemplo. Isto porque a habilidade humana de
compreender a partir de "fatos concretos" é bem mais desenvolvida do que a de
compreender "fatos abstratos".	 A algebra pura constitui um bom exemplo disto.
A abstracdo associada as construe -6es algebricas sao mais faceis de entender sempre
que é possivel utilizar como suporte uma representaedo visual qualquer.

A representacao visual contern informaeao semantica que comunica uma men-
sagem grafica. ConveneOes codificam a mensagem desta representaedo, a qual deve
ser decodificada sempre que seja desejado extrair seu conhecimento. Entao, repre-
sentacOes visuals sao formas de representar urn conhecimento cujo significado de-
pende da aplicacao do processo de decodificacdo que as interpretam.

Segundo Freitas [FRE 94], as representacOes visuais podem ser classificadas
segundo o tipo de conhecimento que elas transportam e segundo essa classificacao a
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representacdo visual mais adequada para o problema em questdo (representacdo de
intervalos) e obtida atraves de grcificosl

Sendo assim, neste trabalho o termo andlise visual e utilizada como sinOnimo
de andlise baseada em grdficos.

Pelo que esta apresentado no capitulo 4, urn intervalo pode ser associado a:
segmento de reta/subregido (intervalo enquanto conjunto); ponto/vetor (intervalo
enquanto mimero). Entdo, estas representacôes podem ser exploradas individual-
mente ou em conjunto e, assim, a extracdo da informacdo transportada por intervalos

realizada atraves da leitura complementar de propriedades do conjunto I, sua
representaedo grafica e a geometria do piano.

8.2.7 Ferramenta para o ensino de computagdo de
intervalos

0 ensino de computacdo numerica requer, alem de competencia tecnica, o uso
de ferramentas computacionais adequadas para suportar necessidades especificas.
Este ensino deve, por exemplo, possibilitar a distilled° entre algoritmo e algoritmo
numêrico 2 que ndo e usual e nem simples de ser apresentada. Uma forma de
introduzir esta discussdo e implementar diversos algoritmos que executam a mesma
tarefa numerica e analisar pontos especificos de sua execuedo como, por exemplo,
ocorrência de overflow.

Neste ensino, o ponto central e a soluedo numerica de problemas, especialmente
aqueles para os quais a soluedo analitica inexiste ou ainda ndo foi desenvolvida.
Muitos dos metodos correntemente utilizados dependem fortemente dos conceitos de
interpolacdo, iteraciio 3 e diferencas finitas. A iteracdo e a base de muitos metodos
aproximativos da andlise numerica, cuja aplicacdo pode ser melhor entendida atraves
da representaedo grafica.

Quando o ensino de computacdo numerica inclui intervalos, tem-se uma serie
de desdobramentos de carater nä° trivial e cujo entendimento e determinante para
o uso adequado de intervalos.

A representacdo grafica proposta neste trabalho pode ser usada como fer-
ramenta de apoio ao ensino de intervalos. Por exemplo, a convergencia de uma
seqiiencia de intervalos, gerada a partir de uma formula iterativa, pode ser facil-
mente verificada atraves da geometria de urn conjunto de pontos que progressiva-
mente estdo mais prOximos de urn ponto de referencia. Esta andlise visual pode
utilizar a representacdo grdfica da distancia e do conjunto de incluseies de um inter-
valo.

i graficos demonstram dados numericos, onde dimensdo e caracteristicas visuals como cor,
angulo, area, orientacão e inclinacdo sao utilizadas para expressar um significado.

2 Procedimento constituido de um conjunto finito de regras nao ambiguas o qual especifica uma
seqiiencia de operagOes que fornece a solucdo para um problema ou classe de problemas numericos.
Um algoritmo numeric° produz algumas saidas, as quais representam uma solugao computada para
o correspondente problema numeric°.

3 Repeticâo sucessiva de um processo matematico, usando o resultado de um estagio como
entrada para o prOximo.
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8.3 LimitacOes do trabalho
0 objetivo de uma representacdo grafica e facilitar a interpretacdo de dados

numericos.
Sendo assim, a representacdo grafica apresentada aqui nao e adequada para

suportar processos automaticos de refinamento de resultados associados a limites de
erro excessivamente grandes.

Este é o caso, por exemplo, do processo de validaceio automcitica baseada em
intervalos. Este processo consiste da implementacdo de tecnicas especiais que uti-
lizer o produto escalar Otimo para a obtencao de operacOes de alta exatidao e
da aritmetica intervalar para obter a garantia de exatiddo do resultado. Uma das
principais criticas do uso de intervalos neste processo diz respeito ao aumento ex-
cessivo dos limites de erro dos resultados fornecidos. Assim, urn recurso como o que
esta sendo proposto neste trabalho so contribui no aprimoramento deste processo
na medida em que ele pode ser usado para a tomada de decisdo sobre qual tecnica
intervalar sera utilizada.

8.4 Prosseguimento do trabalho
A analise visual de intervalos, apresentada e discutida neste trabalho, é ade-

quada para todo e qualquer problema que exija a analise de fatos inter-relacionados.
Sendo assim, existem muitas aplicacOes igualmente interessantes para este tipo de
analise.

Durante o desenvolvimento do trabalho surgiram algumas ideias de uso da
analise visual de intervalos. Estas ideias estao listadas a seguir e constituem o
conjunto de sugestOes para futuras investigagOes:

- REPRESENTACÄO GRAFICA DA AVALIA CA0 INTERVALAR:

Segundo esta nova abordagem, para a representacdo grafica de urn intervalo
sao necessarias duas dimensiies. Se este mesmo raciocinio for utilizado para
representar o resultado proveniente da avaliacdo intervalar, sera) necessarias
quatro dimensOes para representar graficamente a avaliacao intervalar.
Tern-se entdo o problema de como representar a avaliacao intervalar segundo
esta nova abordagem de tad forma que ainda seja possivel a analise visual de
intervalos.
Sendo assim, é necessario definir uma estrategia de representacao em tres di-
mensOes.
Tern-se como sugestdo representar o ponto ([4 [y]) como urn par de pontos
(x 1 , x2, yl) e (x1, x2, y2) e assim a avaliacdo intervalar é representada por urn
par de superficies.
Desta forma, é necessario definir uma estrategia de representacao da avaliacao
intervalar que suporte igualmente a analise visual.

- ANALISE DE SENSIBILIDADE DE PARAMETROS DA FUN C A0 INTERVALAR:

Analise da correlacao entre a variacao de urn ou mais parametros corn relacao
ao resultado final. Esta analise devera ser suportada pela representacao grafica
da avaliacao intervalar. Se, por exemplo, for utilizada a sugestdo de representar
o ponto ([x], [y]) como urn par de pontos (x i , x2 , yi) e (xi, x2, y2) e assim a
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avaliacdo intervalar ser representada por urn par de superficies, entdo na malha
associada a essas superficies sera° colocadas marcas que itho codificar o que
realmente esta acontecendo coin a funedo.

ANALISE DO COMPORTAMENTO DA AVALIACÄO INTERVALAR EM DIFERENTES

REGIOES DO SEMI-PLANO:

Esta analise devera ser suportada pela representack grafica da avaliacdo in-
tervalar.
Para a analise de comportamento da avaliaedo intervalar sera° informadas
as coordenadas de urn ponto e o comportamento das superficies associadas a
avaliacdo intervalar sera visualizado.

VISUALIZACAO DE FUNCOES SOB 0 PONTO DE VISTA DE INTERVALOS:

Elaboracâo de urn paralelo entre visualizacdo de func -Oes intervalares de uma
variavel e, por exemplo, funcOes complexas de uma vaxiavel ou tune -6es do
piano no piano.

VISUALIZACA0 DA ANALISE DE ERRO DO PROCESSAMENTO NUMERICO:

Analise da correlacao entre o aumento do diametro do intervalo e a natureza
das operacifies executadas.

ANALISE DA CONVERGENCIA DE METODOS APROXIMATIVOS:

Analise das condiebes necessarias para a convergencia de seqiiencias de inter-
valos para urn certo intervalo [ALE 98].

REDEFINICA.0 DE OPERACOES INTERVALARES:

A razdo para a obtencao de intervalos de limites excessivamente grandes e a
forma como as operac -Oes aritmeticas estao definidas. Em especial, a definicao
da operacdo de multiplicacao. A analise grafica desta operacdo deve possibilitar
a sua redefiniedo em furled° de operacOes nao usuais como complemento da
soma, aplicae -do das leis De Morgan, etc.

EXPLORACTA0 DA ALGEBRA BOOLEANA ASSOCIADA A INTERVALOS:

Exploraedo do conjunto de propriedades da algebra booleana a fim de deduzir
propriedades do conjunto ./R e da representacdo grafica.

CALCULO GRAFICO:

Deduzir formulas de calculo a partir de relacOes de semelhanca entre poligonos.

GEOMETRIA DA OPERACTA0 ENTRE CONJUNTOS DE INTERVALOS:

Analise do relacionamento entre a forma geometrica da representaedo de con-
juntos de pontos que representam operandos e a forma geomerica do resultado.
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Anexo 1

Soma de vet ores

Para mostrar que a soma de vetores é consistente como a definicdo algebrica,
demonstra-se que

[x] + [y] = (x i, x2) + (M., Y2) -= (x1 + yi, xz + y2).

Isto é provado no piano, da mesma forma como na soma usual de vetores.
Considere a Figura 1.1. Seja [x] = [x i ; x2] o vetor de extremo no ponto X =

(x1, x2 ) e [y] -= [y i ; y2] o vetor de extremo no ponto Y = (y i , y2 ). Pela definicao, o
vetor que representa X +Y tem extremo no ponto Z do paralelogramo OYZX.

Para mostrar que [x] + [y] = (x1 + yi, x2 + y2) é suficiente mostrar que as
coordenadas de z sao (x i + yi, x2 + y2).

Entao, mostra-se primeiro que a coordenada x de Z é dada por x 1 + yi:

Como os lados do triângulo OXA e YZD sao paralelos, os lados OX
e YZ tem igual comprimento, ou seja, OX = YZ. Tem-se ainda que
estes triangulos sao congruentes. Entao, YD = OA. Por sua vez, como
YDCB é um retângulo, BC = YD. Alem disto, OA = x i e OB =
Entdo, BC = YD = OA = a l . Como OC = BC + OB segue que
OC =11+ yi.

Analogamente prova-se que a coordenada y de Z é dada por x 2 + y2.



X.v(xl ;x2)
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FIGURA 1.1 — Representacdo da soma de vetores
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