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RESUMO

Determinar as forgas que estao agindo em um dado sistema é uma questao frequente em
dinamica estrutural, de modo que a reconstrucao ou a identificacao de carregamento se
torna um importante problema de engenharia. Quando um sistema é exposto a um car-
regamento desconhecido e/ou nédo se é possivel medir diretamente a for¢a atuante nesse
sistema, se torna necessaria a utilizacao de métodos inversos. Esta metodologia consiste
essencialmente na aplicagao de cargas dindmicas pontuais nos modelos de estudo e pos-
terior recuperacao de estimativas dessas cargas nos pontos de interesse. Na pratica, ha
situacoes em que o numero de pontos de interesse diferem do nimero de pontos testados,
sendo assim, a matriz da funcao de resposta de freqiiéncia (F'RF') do sistema resulta re-
tangular, fazendo-se necessario o uso da pseudo-inversa de Moore-Penrose. No presente
trabalho, essa metodologia é aplicada a modelos niimericos a fim de testar sua efici-
cia. Os resultados dos processos de reconstrucao de carregamento dinamico utilizando a
presente metodologia foram obtidos a partir de aplicagoes analiticas e numéricas. Além
disso, diretrizes para utilizacao da pseudo-inversa de Moore-Penrose na reconstrucao de

carregamento dindmico sao apresentadas ao final deste trabalho.

Palavras-chave: Reconstrucao de carregamento, Pseudo-Inversa de Moore-Penrose, Di-

namica estrutural, Histérico de carregamento, Funcao de Resposta em Frequéncia.



ABSTRACT

Determining the forces acting on a given system is a frequent issue in structural dyna-
mics, so that load reconstruction or load identification becomes an important engineering
problem. When a system is exposed to an unknown load and/or if it is not possible to
directly measure the force acting on that system, it is necessary to use inverse methods.
This methodology consists essentially in the application of punctuals dynamics load in
the study models and later recovery of estimates of these loads at points of interest. In
practice, there are situations where the number of points of interest differ from the number
of points tested, so the matrix of the frequency response function (F'RF') of the system
is rectangular, making it necessary to use the pseudo-inverse of Moore-Penrose. In the
present work, this methodology is applied to numerical models in order to test their ef-
fectiveness. The results of the dynamic load reconstruction processes using the present
methodology were obtained from analytical and numerical applications. In addition, gui-
delines for using Moore-Penrose pseudo-inverse in the dynamic load reconstruction are

presented at the end of this work.

Keywords: Load Reconstruction, Moore-Penrose Pseudo-Inverse, Structural Dynamics,

Load History, Frequency Response Function.
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1 INTRODUCAO

Quando se tem casos de falhas em componentes estruturais a questao da deter-
minacao das forcas atuantes nesses sistemas torna-se fundamental para evitar que essas
falhas ocorram novamente no mesmo componente ou em componentes parecidos que te-
nham a mesma fungao e sejam solicitados pelo mesmo tipo de carregamento. Desta forma,
a reconstrucao ou identificacao de carregamento se torna um importante tipo de problema
em engenharia, que vem sendo investigado hé algumas décadas. Estes tipos de problemas
podem ser classificados como problemas inversos, onde suas saidas sao conhecidas e a
partir delas estimam-se suas entradas. A resolugao destes problemas pode ser de grande
complexidade, uma vez que nem sempre é possivel o conhecimento total das respostas
dindmicas de um sistema.

Genericamente, quando consegue-se determinar diretamente a resposta de um dado
sistema sujeito a uma determinada entrada o problema é considerado direto. Assim como
para o problema ser considerado inverso ou indireto, as respostas do sistema sao medidas
de maneira a estabelecer suas entradas [Bekey, 1970]. Em relagdo a determinagao direta
ou indireta de carregamento, entende-se por problema direto aquele em que se conhece
as forcas aplicadas e se deseja estimar as reacoes nos apoios. Define-se como problema
inverso ou indireto de determinacao de carregamento aquele em que se deseja determinar
as forgas que sdo aplicadas no problema, seu local de aplicagao e/ou as suas magnitudes
[Maia et al., 2012].

Sistemas estruturais podem ser modelados como continuos ou discretos. Em siste-
mas continuos é possivel se obter solugoes exatas apenas para estruturas, carregamentos,
condigoes de contorno e iniciais, relativamente simples. Portanto, formulagoes discretas
sao comumente usadas. Existem trés formas de modelamento discreto, que sao ampla-
mente utilizadas em dindmica estrutural, e elas sao baseadas em trés dominios: espacial,
modal e de frequéncia [Dobson e Rider, 1990].

H& varias situagoes em que nao se é possivel obter uma descrigao correta das con-
digoes de excitagao diretamente. Um exemplo disto é o caso de forcas vibratérias atuantes
na interface de dois corpos: geralmente elas nao podem ser medidas diretamente. Com-
ponentes inseridos em ambientes operacionais complexos ou insalubres também tendem a

possuir dificil acesso para medi¢ao direta e/ou precisa. Além disso, quando se tem vérias



forcas atuantes no sistema, a sensibilidade das respostas com a utilizacao desta metodolo-
gia é muito maior. Logo, erros de baixa magnitude presentes nas respostas medidas e nas
funcoes de transferéncia podem se tornar erros de alta magnitude nas forcas identificadas
|[Karlsson, 1996].

A introducao de equipamentos de medicao em alguns sistemas geralmente é limi-
tada, sendo possivel apenas a utilizacao de poucos sensores e posi¢oes disponiveis. Devido
a isto se torna interessante o estudo de medicao de forca em locais acessiveis que nao ne-
cessariamente estejam proximos ao seu local de aplicagao. Muitas areas de pesquisas vém
desenvolvendo estudos com problemas inversos. Estes problemas podem apresentar mal-
condicionamento matricial quando o problema inverso é mal-colocado, ou seja, quando
o problema possui extrema instabilidade de solu¢ao, pequenas variagoes na entrada po-
dem gerar grandes variacoes na saida. A pseudo-inversa de Moore-Penrose é uma inversa
generalizada que é utilizada em casos em que se possui uma matriz retangular para in-
versao. Para o caso de reconstrucao de carregamento utiliza-se esta ferramenta quando o
numero de forgas aplicadas diferem do ntimero de medigoes de respostas extraidas de um
sistema de anélise. Alguns trabalhos de pesquisa utilizam a pseudo-inversa com sistemas
sobre-determinados, técnicas de regularizacao e filtros para contornar os problemas de
mal-condicionamento matricial existentes. Na literatura, uma das primeiras investigacoes
sobre reconstrucao de carregamento usando a pseudo-inversa de Moore-Penrose foi reali-
zada por Bartlett e Flannelly, 1979, e um dos estudos recentes, no qual este trabalho se
baseou, foi conduzido por Vishwakarma et al., 2010.

O método abordado neste estudo se mostra como uma alternativa ao uso de equi-
pamentos para obtencao de dados de forca e aceleragao (transdutores de forga ou ace-
lerometros), que geralmente tém um custo elevado e precisam de mais tempo em fungao
da construcao de prototipos. Além disso, estes equipamentos de medi¢ao podem alterar
propriedades fisicas do sistema a ser medido, como a massa, rigidez, carregamento, entre
outras. Estas alteragoes podem produzir inconsisténcias entre as respostas medidas e
os valores reais. Ademais, em certos casos, a aquisicao direta de dados é dificil, se nao
impossivel, e em alguns equipamentos a utilizagao de transdutores ou acelerometros seria
invasivo, descaracterizando assim o sistema de anélise.

Uma maneira de contornar os problemas supramencionados é calcular a matriz de

Fungao de Resposta em Frequéncia (F'RF’) a partir das respostas de aceleragao extraidas



de um modelo numérico que resolva a equacao do movimento que caracteriza o problema.
A matriz FRF com dados em aceleracao, também chamada de matriz de acelerancia,
tem a funcao de relacionar o carregamento aplicado a resposta em aceleracao medida.
Para calcular o histérico de carregamento, as respostas medidas em aceleracao podem
ser utilizadas juntamente com este modelo. Desta forma é possivel escolher pontos da
estrutura onde se deseja prever o carregamento.

Diante do exposto, o presente trabalho pretende estudar uma técnica que utiliza
pseudo-inversas de Moore-Penrose como método inverso para a reconstrugao de histo-
rico de carregamento dinamico, a partir de uma metodologia que consiste em analises
no dominio da frequéncia para obter a Fungao de Resposta em Frequéncia (FRF') do
sistema. O uso da pseudo-inversa se faz necessério, pois quando o numero de forgas e
de pontos de medicao das respostas em aceleracao diferem, a matriz F' RF resulta retan-
gular. Para a obtencao dos dados necessarios a aplicagao da técnica, ou seja, solucionar
a equacao do movimento que caracteriza o problema, utiliza-se um software comercial
baseado no Método dos Elementos Finitos (M EF). A metodologia para reconstrucgao de
carregamento é implementada buscando obter resultados a partir de dados extraidos de
locais onde supostamente nao se pode medir diretamente os esforcos sofridos pela estru-
tura. Evidencia-se como importancia deste trabalho a oportunidade de oferecer subsidio
de informagoes relacionadas a utilizacao do método pseudo-inverso para reconstrugao de

carregamento dinamico.

1.1 Revisao Bibliografica

Uma das primeiras investigacoes, dentro do conhecimento da autora, sobre recons-
trugao de carregamento utilizando a pseudo-inversa de Moore-Penrose foi realizada por
Bartlett e Flannelly, 1979. Segundo eles, o exército americano tinha o objetivo conti-
nuo de melhorar a confiabilidade de seus helicopteros. A partir de estudos técnicos de
fabricantes, foi identificado que com a reducao nas forcas em frequéncia das pas do heli-
coptero, transmitidas para sua fuselagem através do rotor, conseguiam-se obter aumentos
significativos em sua confiabilidade. Entao, Bartlett e Flannelly, 1979, propuseram um
método de determinacao de cargas vibratorias usando somente os dados de vibracao de
voo da fuselagem do helicoptero e teste de solo. Foram realizados testes em laboratério

a fim de verificar o método e determinar as forcas vibratorias de um modelo dindmico



de helicoptero. Os autores deste estudo obtiveram bons resultados, nos quais o erro das
forcas previsto no modelo mostrou-se dentro dos limites de precisao da instrumentagao
utilizada.

Os efeitos dos modos estruturais na determinagao de forgas vibratorias utilizando o
método pseudo-inverso foram estudados por Fabunmi, 1986. Ele utilizou métodos de dlge-
bra linear e analise modal para delimitar esta técnica no que se refere ao niimero de forgas
atuantes a uma determinada frequéncia em relagao ao niimero e a significancia dos modos
estruturais presentes na resposta nesta frequéncia. O método foi aplicado a dois modelos
de vigas uniformes. Os resultados obtidos das forcas determinadas com o parametro rela-
tivo ao niimero de modos que participaram da resposta da estrutura se mostraram dentro
de um nivel aceito para o erro aleatério da matriz de mobilidade, matriz F'RF' descrita
em velocidade. Comparando tais resultados, Fabunmi, 1986, afirmou que o modelo sem
restricoes de contorno permite que mais forcas sejam determinadas em frequéncias mais
baixas do que no modelo restrito, isso se deve a presenga de modos de corpo rigido na
resposta do modelo livre. Portanto, a falta de consideracao adequada da participacao
destes modos na frequéncia analisada pode interferir severamente na eficacia da utilizacao
do método pseudo-inverso para determinacao de cargas vibratérias operacionais em um
sistema estrutural.

Dobson e Rider, 1990, apresentaram uma revisao sobre técnicas de calculo indi-
reto de forgas de excitacao a partir dos dados de resposta estrutural medidos. No inicio
dos anos 1990, os estudos sobre estes métodos estavam em estégio embrionério e haviam
poucas publicacoes de aplicagoes bem sucedidas. A partir disso, Dobson e Rider, 1990, no-
taram que alguns destes métodos funcionavam para um determinado exemplo, entretanto
nao garantindo sucesso em outras aplicagoes. Muitos dos problemas por eles observados
se davam em func¢ao do procedimento de inversao matricial dos termos dependentes da
frequéncia. Isto ocorre pelo fato da matriz F'RF possuir um mau condicionamento perto
das regides de ressonancia e anti-ressonancia acarretando em erros significativos. Para
Dobson e Rider, 1990, a abordagem mais promissora seria a que utiliza modelos espaciais
pelo método nao necessitar da inversao matricial, porém esta também demonstrou possuir
certa instabilidade.

Devido aos resultados do problema inverso serem frequentemente muito sensiveis

ao ruido nas medigoes da resposta e da possibilidade de erros no modelo da estrutura,



Karlsson, 1996, focou seu estudo nesta sensibilidade, supondo a existéncia de uma relagao
linear entre amplitudes de forcas harmonicas desconhecidas e a resposta em posicoes
de medigao discreta. Em seu trabalho é possivel encontrar alguns exemplos numéricos
que demonstram e correlacionam esta sensibilidade com a medida proposta, que tem a
intencao de auxiliar no processo experimental. Segundo Karlsson, 1996, em vérios casos
nao se tem uma identificacao bem sucedida das forcas excitantes devido as propriedades
vibratorias intrinsecas das estruturas, nao sendo suficiente as informagoes sobre as forcas
de excitacao disponiveis na resposta para a determinacao precisa a partir de medicoes
indiretas. Entao, foi sugerido por ele um parametro que fornece uma ferramenta para
investigagao da viabilidade de medigoes indiretas de forca, que consiste em utilizar o
inverso do nimero de condicionamento da matriz F'RF como uma indicacao da precisao
das amplitudes das forgas indiretamente medidas.

Matrizes F'RF' sao amplamente usadas em muitos aspectos da anélise estrutural
dindmica e actstica para representar caracteristicas estruturais. Devido a isto, Liu e
Ewins, 1998 propuseram um teorema para relagao entre F'RF's de sistemas com varios
graus de liberdade a partir de uma fungao de transmissibilidade. Seguindo nesta linha,
Ribeiro et al., 2000, apresentaram uma generalizacao para o conceito de transmissibilidade
em estruturas com varios graus de liberdade. Ela é baseada na dependéncia entre a matriz
de transmissibilidade e as coordenadas dos locais excitados na estrutura de analise, onde
as matrizes entre as coordenadas envolvidas deveriam ser conhecidas. Neves e Maia, 2010
utilizaram esse conceito de transmissibilidade para prever forcas dinamicas desconhecidas
transmitidas aos suportes de forcas aplicadas conhecidas e, seu inverso, prever as forcas
aplicadas conhecendo as forgas nos suportes. Casos simples foram avaliados nestes estudos,
nos quais foi possivel determinar a localizagao e a amplitude das forgas que atuavam sobre
uma estrutura. Para casos mais complexos sugeriu-se utilizar um modelo hibrido, reunindo
os resultados experimentais e um modelo de elementos finitos para a obtengao da matriz
de transmissibilidade.

Segundo Maia et al., 2011, a nocao de transmissibilidade foi por muito tempo
limitada ao sistema de um tnico grau de liberdade tendo seu conceito evoluido de forma
consistente somente na tltima década para que se pudesse ter uma definicao generalizada
aplicavel a um sistema com varios graus de liberdade. Técnicas analiticas e experimentais

de Analise de Caminhos de Transferéncia Vibroacusticos (T'PA) foram comparadas por



Padilha, 2006. Estas técnicas consistem basicamente em obter as forcas operacionais
em cada caminho de transferéncia e suas FRF's. O estudo abordou dois métodos de
obten¢ao indireta das for¢as operacionais: o Método da Rigidez Complexa (CSM) e
o Método da Inversao de Matrizes (MIM), e duas configuragoes para determinagao das
FRFs. Inicialmente as técnicas foram avaliadas em um modelo analitico e posteriormente
os experimentos foram realizados em um modelo simplificado de automovel. Padilha,
2006, concluiu que com a fonte removida o Método da Rigidez Complexa obteve melhores
resultados. Porém o Método de Inversao de Matrizes, que é muito semelhante a utilizacao
da pseudo-inversa de Moore-Penrose, mostrou melhores resultados com a fonte presente.
Para obter melhora na qualidade de estimativas do tltimo método, sugeriu-se redundancia
no nimero de pontos auxiliares de medigao.

Moura, 2010, apresenta algumas ferramentas matematicas para possibilitar a re-
gularizacao de sistemas numericamente instaveis e mal-condicionados. Sengundo Moura,
2010, o método baseado em operagoes matriciais funciona apenas para sistemas com ni-
veis elevados de mal condicionamento e se mostrou de dificil operabilidade em sistemas
de bom a moderado condicionamento. Ele também propos uma andlise alternativa de
caminhos de transferéncia.

No estudo realizado por Lage et al., 2011, foi proposta uma abordagem inicial do
problema inverso, de modo a localizar a posi¢cao e quantificar as forcas atuantes em uma
viga livre-livre. Os autores utilizaram um modelo numérico para medir as respostas di-
namicas e escolher um conjunto de coordenadas ao longo da estrutura e assim estimar
o carregamento aplicado. O método foi validado em laboratério para um tipo de car-
regamento e seu algoritmo combinou um modelo de elementos finitos com as respostas
dinamicas da estrutura medidas em laboratorio. Observou-se que o posicionamento dos
sensores de medi¢ao tem grande influéncia na resposta e a possibilidade de se obter falsos
positivos das respostas medidas deve ser considerada.

Lage, 2014, apresentou técnicas de identificagao e transmissibilidade de forgcas em
sistemas dinamicos com miiltiplos graus de liberdade. Este estudo também engloba dois
assuntos tratados anteriormente por ele em conjunto com outros autores.

O primeiro estudo apresentado por Lage et al., 2013, foi um método de identificagao
de for¢a usando o conceito de transmissibilidade de deslocamento, onde a primeira parte do

método consiste em utilizar um algoritmo para encontrar o nimero e a posicao das forgas



usando o conceito de transmissibilidade e a segunda parte utiliza os resultados obtidos na
primeira parte para reconstruir o vetor de carregamento baseado na combinacao adequada
da resposta dindmica medida e do modelo numérico da estrutura. A estrutura utilizada
para os testes foi uma viga de aco livre-livre submetida a diferentes carregamentos com
analise numérica e experimental. A partir do erro entre as respostas dindmicas calculadas
e as respostas dinamicas medidas, Lage et al., 2013, encontraram as combinagoes de
forcas e locais de medicao da resposta que obtiveram o minimo erro acumulado, e assim,
puderam escolher os melhores pontos para extrair as respostas. Um dos pontos cruciais
enfatizados neste estudo foi que para a etapa de reconstrucao se deve ter um modelo
numérico atualizado da estrutura, isto é, o modelo numérico deve ser o mais fiel possivel
do caso de analise. Para a etapa de localizagao, esta condicao de fidelidade do modelo nao
foi tao importante devido ao célculo da amplitude de forcas ser um procedimento hibrido
que mistura respostas medidas com o modelo de resposta tedrica.

O segundo estudo foi apresentado por Lage et al., 2014, e baseou-se em utilizar
a transmissibilidade de forca para calcular as reacoes mediante o conhecimento das car-
gas aplicadas e vice-versa. Foi entao proposto pelos autores a reconstrugao das forgas,
com base nos problemas diretos e inversos da transmissibilidade em sistemas de multiplos
graus de liberdade. A metodologia hibrida aplicada no estudo relaciona dois conjuntos de
forgas (reagoes e forgas aplicadas) a partir do conhecimento a priori da transmissibilidade
da estrutura, seja experimentalmente ou numericamente. Foi construido um modelo de
elementos finitos para descrever o comportamento dindnimo da estrutura de viga simples-
mente apoiada e um modelo numérico para construcao da matriz de transmissibilidade.
No entanto, este método nao pretendeu substituir o problema inverso comum baseado em
FRFs e aceleragoes operacionais para determinar forcas operacionais, e sim ser uma alter-
nativa para quando se é possivel medir apenas um conjunto de forgas sem a necessidade
de acelerometros.

Uslu et al., 2007, avaliou a aplicabilidade de um método de determinacao de forca
indireta, baseado na utilizagao das F'RF's de um sistema e dos niveis de vibragao me-
didos em condigoes operacionais, a partir de estudos numéricos e experimentais. Este
procedimento utilizou uma inversa generalizada da matriz FFRF' e o espectro dos niveis
de resposta medidos. Segundo Uslu et al., 2007, na pratica, a parte mais dificil é obter

a inversa da matriz FRF' com precisao e confiabilidade, e em seu estudo recorreu-se a



uma técnica de regularizacao do sistema. Utilizou-se neste estudo um modelo de placa
engastada para a analise numérica e um modelo de placa em L para a anélise experimen-
tal. Em ambas as analises testou-se o método com aplicacao de forca em pontos unitérios
nos modelos a fim de verificar a existéncia de forcas diferentes de zero nas coordenadas
diferentes do local de aplicacao da forca. Em ambos os modelos a forca na coordenada
aplicada foi prevista, no entanto, nas outras coordenadas, também foi possivel prever for-
¢as inexistentes, que, segundo o autor, estao associadas ao problema numeérico relacionado
ao numero de condicionamento da matriz FRF. Desta forma este trabalho evidenciou
que a determinacao de forma tnica ainda é um problema bastante dificil se o niimero de
forcas a serem determinadas nao for 6bvio. Para Uslu et al., 2007, a principal limitacao
do método de estudo é o condicionamento matricial da matriz F RF. Além disso deve ser
feita uma inspecao cuidadosa das propriedades numéricas dos dados para a interpretacao
correta das forcas previstas.

A fim de avaliar a integridade estrutural de um modelo de missil, Vishwakarma
et al., 2010, apresentaram duas técnicas que se baseiam em célculos no dominio de frequén-
cia e que utilizam o método pseudo-inverso de Moore-Penrose para reconstrucao de car-
regamento. A primeira técnica consiste na utilizacao direta da pseudo-inversa de Moore-
Penrose na matriz FRF do sistema. Ja a segunda técnica utiliza a normalizacao de massa
do vetor modal para determinar a matriz FRF antes de aplicar a pseudo-inversa de Moore-
Penrose. Um diferencial desta metodologia em relagao as citadas anteriormente é o fato
de ela se utilizar do dominio na frequéncia nos célculos que envolvem maior processa-
mento numérico, porém tendo como entrada as forcas aplicadas, e como saida, as forcas
reconstruidas, os dados no dominio do tempo. Os resultados obtidos a partir da utiliza-
¢ao das técnicas apresentadas foram suspeitosamente bons com pequenos erros em funcao
da inversao da matriz FRF, da utilizacao da FFT e IFFT e de arredondamento, casos
aparentemente bem definidos pelo autor.

No trabalho proposto por Khoo et al., 2014, avaliou-se uma for¢a dindmica em
um modelo de placa retangular apoiada a partir de uma metodologia que utiliza Anélise
de Forma de Deflexdo Operacional (ODS), medigdo de FFRF' e método pseudo-inverso.
Foi demonstrado experimentalmente o desempenho desta abordagem para casos sub-
determinados, determinados e sobredeterminados. Avaliou-se o ntumero de condiciona-

mento matricial para selecionar as combinac¢oes boas e méas de locais de resposta, e se-



gundo os autores, no caso sobre-determinado, uma boa combinagao de locais de resposta
e um nimero elevado de locais de resposta proporcionam a melhor precisao do resultado

da identificagao da forca em comparacao com casos subdeterminados e determinados.

1.2  Objetivos

O objetivo geral deste trabalho surgiu dos seguintes questionamentos:

e E possivel reconstruir o carregamento dinamico aplicado a uma estrutura utilizando
a Pseudo-Inversa de Moore-Penrose no método inverso, tendo disponivel apenas as

informacgoes de saida do problema?

e O que é preciso, ou quais seriam as informagoes necessarias, para que esse problema

seja resolvido com maior assertividade?

A partir disso, tornam-se necessarios: a revisao bibliografica, a fim de compreensao
do problema inverso de reconstrucao de carregamento; a utilizagao de software comercial
baseado no Método dos Elementos Finitos (M EF'), para obtengao de dados de andlises
dinamica; e a resolucao do problema de reconstrucao de carregamento utilizando a pseudo-
inversa de Moore-Penrose. Desta forma obtém-se as diretrizes para utilizacao da pseudo-
inversa de Moore-Penrose na reconstrucao de carregamentos dinamicos.

Se torna importante salientar que o método escolhido para estudo visa abordar o
problema inverso de forma simplificada, pois a utilizacao de regularizacoes, entre outras

manipulacoes, tendem a aumentar a complexidade do problema incialmente proposto.

1.3 Organizacao do Trabalho

Este trabalho é composto por cinco capitulos. A parte introdutéria bem como
a revisao bibliografica, objetivos pretendidos, estruturagao do texto e nomeclatura, esta
presente no capitulo 1. No capitulo 2, é apresentada a fundamentacgao teodrica, onde sao
descritos: conceitos basicos em vibragoes, F'RF', pseudo-inversa de Moore-Penrose e uma
breve abordagem sobre processamento de sinais. No capitulo 3 esta contida a medoto-
dologia aplicada para reconstrugao de carregamento utilizando método pseudo-inverso.
No capitulo 4 sao descritos os casos de estudos realizados neste trabalho, bem como sao

mostrados e discutidos os resultados obtidos com a metodologia descrita no capitulo an-
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terior e apresentadas as diretrizes de utilizacao da metodologia estudada. Finalmente, no
capitulo 5, as conclusoes e observacoes finais sao apresentadas.

As notagoes matricial e indicial sao utilizadas no presente trabalho. Na primeira
notagao, matrizes sao escritas em letras maitsculas entre colchetes e vetores sao escritos
em letras maitsculas entre chaves. A segunda notagao é composta por indices arabicos que
quando utilizados em somatorios sao explicitados no equacionamento. O ponto acima das
variaveis significa que as mesmas sao derivadas e a quantidade de pontos indica a ordem

da derivada.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

No presente capitulo serao apresentados alguns conceitos de vibracoes, proble-
mas inversos e processamento de sinais, como: F'RF', pseuso-inversa de Moore-Penrose
e transformada de Fourier. Estes assuntos definem os fundamentos teéricos necessarios

para descricao do método de reconstrugao de carregamento explorado neste trabalho.

2.1 Conceitos Basicos em Vibragoes

As vibragoes estao presentes em diversos sistemas de uso cotidiano. Pode-se clas-
sificar vibragoes de sistemas dinamicos pela presenca ou nao de solicitagoes externas:
quando o sistema nao possui solicitacao externa, a vibracao ¢ denominada de livre; ha-
vendo solicitacao externa, a vibracao é denominada de forcada. A frequéncia em que a
estrutura oscila, em vibragoes livres, é chamada de frequéncia natural. Sistemas estrutu-
rais tém infinitas frequéncias naturais. Quando a solicitagao externa ou a frequéncia de
excitacao da base se aproximam ou atingem alguma destas frequéncias naturais ocorre
um fenémeno chamado de ressonancia. A ressonéncia é, muitas vezes, responsivel por
falhas graves que podem colocar em risco a vida de muitas pessoas [Irvine, 2000].

Uma analise completa em vibragoes geralmente compreende dois estagios sucessi-
vos: a analise de vibracao livre e posteriomente a analise de vibracdo forcada. E usual
comegar a conceituar vibragoes através do sistema de um grau de liberdade (GDL) e se
usa este modelo para introduzir a notagao utilizada bem como as anélises que podem evo-
luir para sistemas com miultiplos graus de liberdade [Ewins, 1984|. Os graus de liberdade
presentes em um sistema sao definidos pelo niimero minimo de coordenadas independen-
tes necessarias para a completa determinacao das posicoes em todas as partes do sistema
em qualquer instante. Na Figura 2.1 é ilustrado um sistema simples com um grau de
liberdade, composto por massa (m), mola (k) e amortecedor (¢) que sdo, geralmente, as
partes que constituem sistemas vibratoérios.

Sistemas estruturais podem ser modelados como continuos ou discretos. Quando
um sistema possui um numero de graus de liberdade finito é dito que este é um sistema
discreto ou de paramentros concentrados. Ja em sistemas continuos ou distribuidos, o
numero de graus de liberdade é infinito. Em sistemas discretos as equagoes de movimento

geralmente se apresentam na forma de equacgoes diferenciais ordinérias, enquanto nos sis-
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f(t)

Figura 2.1 — Sistema massa-mola-amortecedor com 1 GDL.

temas continuos se apresentam como equagoes diferenciais parciais. Os sistemas discretos
tendem a ter uma solucao mais simples do que os sistemas continuos, desta forma, em
varios casos procura-se uma aproximacao discretizada aplicivel ao problema continuo.
Embora haja algumas limitagoes de tipos de problemas que podem ser resolvidos com
esta aproximacao, consegue-se obter resultados mais precisos aumentando o nimero de
graus de liberdade do sistema, isto é, discretizando o problema em partes menores. A
equagao de movimento pode ser obtida por meio de diferentes abordagens, entre elas es-
tao a segunda Lei do movimento de Newton, o principio de D’ Alembert e o principio da
conservagao da energia [Rao, 2011].

Considerando o sistema linear da Figura 2.1, massa-mola com amortecimento vis-
coso sendo solicitado por uma forga externa f(¢) (vibracao forcada), a equagao do movi-
mento é dada por

mi(t) + ci(t) + ka(t) = f(1) (2.1)

onde Z, T, e x, representam respectivamente a aceleracao, velocidade e deslocamento.

Caso os efeitos de dissipagao do amortecimento sejam negligenciéveis e nao haja
forcas externas atuantes no sistema, elimina-se da Equagao 2.1 os termos correspondentes
ao amortecimento e iguala-se esta equacao a zero. Desta forma, os sistema vibraré livre
¢ indefinidamente [Rao, 2011].

A Equacao 2.1 ainda pode ser reescrita para multiplos graus de liberdade, obtendo
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a seguinte equacao na forma matricial

[MI{X ()} + [CHX O} + [K{X(®)} = {F (1)} (2:2)

onde [M], [C] e [K] representam respectivamente as matrizes de massa, amortecimento e
rigidez e X, X, X e F os vetores de aceleracao, velocidade, deslocamento e forcas para

cada um dos graus de liberdade do sistema.

2.1.1 Resposta Harmoénica

Quando um sistema dindmico é solicitado por uma for¢a harménica sua resposta
dindmica é chamada de resposta harmonica. Neste caso a for¢a aplicada é descrita por
funcgoes harmoénicas como: f(t) = Fe™! ou f(t) = F cos(wt + ¢), onde F é a amplitude
da forga, w sua frequéncia e ¢ seu angulo de fase [Lage, 2014]|. Considerando o sistema

linear da Figura 2.1, temos:
mi(t) + ci(t) + kx(t) = F cos(wt + ¢) (2.3)

A resolugao completa da Equagao 2.3 se dard por meio do somatério da solugao
homogénea x,(t), que representa a vibragao livre do sistema, com a solugao particular
z,(t), que representa a resposta do sistema enquanto houver forga atuando sobre ele [Lage,
2014]. Sendo assim, considerando o sistema linear da Equagao 2.3 a solugao particular é
dada por:

xp(t) = X, cos(wt — ¢ur) (2.4)

onde X, é a amplitude da resposta em deslocamento e ¢,; ¢ a diferenca de fase entre a
resposta e a forga.

Substituindo a Equagao 2.4 na Equacao 2.3 obtemos:
X,[(k — mw?) cos(wt — ¢rp) — cwsen (wt — ¢pp)] = F cos(wt) (2.5)
Utilizando o auxilio das seguintes relagoes trigonométricas na Equagao 2.5,

cos(wt — ¢y ) = cos(wt) cos(¢,r) + sen (wt) sen (¢, r) (26

sen (wt — ¢,r) = sen (wt) cos(¢, ) — cos(wt) sen (¢yf)
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e igualando os coeficientes cos(wt) e sen (wt) em ambos os lados da equagao se obtém:

X [(k — muw?) os(6a; + cwsen (6,7))] = F .
X, [(k — mw?) sen (¢np + cw cos(¢ay))] =0 .
Assim se pode chegar a amplitude X:
F
X, = (2.8)

P V (k= mw?)? + (cw)?
e a fase ¢y

oy = tan~t (#) (2.9)

Assumindo que:

[k
Wy =1/ —
m
— (2.10)
Wn
C C
(=—=

Ce  2muw,

onde w, ¢é a frequéncia natural nao amortecida, r é a razao entre frequéncias e ¢ é o fator

de amortecimento. Tem-se para X:

F
X = kv/(1—12)2 + (2¢r)? (211)

e para a fase ¢,

2
oy = tan" (1 _C;> (2.12)

Assim obtemos a solu¢ao particular da Equacao 2.3, que somada a solugao homogé-
nea nos forneceré a resposta para o sistema dinamico solicitado por uma for¢a harménica.

Uma ferramenta particular disponivel para realizar analises e testes de vibracao,
dentre outras que existem, é a Fungao de Resposta em Frequéncia (FRF). Ela é uma
funcao de transferéncia expressa no dominio da frequéncia. Estas fun¢oes sao construidas
no dominio complexo, podendo-se também representa-las em termos de magnitude e fase.
Constituem-se a partir de dados medidos ou funcoes analiticas, que expressam a resposta
estrutural a uma solicitagdo externa em fungao da frequéncia [Irvine, 2000]. A resposta
da FRF pode ser obtida em termos de deslocamento, velocidade ou aceleracao, o que

pode ser visto com mais detalhes na Secao 2.2.
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2.2  Funcao de Resposta em Frequéncia (FRF)

A Funcdo de Resposta em Frequéncia (FRF'), como supramencionado, ¢ uma
funcao de transferéncia que pode ser expressa em termos de deslocamento, velocidade ou
aceleragao no dominio da frequéncia. No caso em que as respostas consideradas sao dadas
em deslocamento, a matriz FFRF ¢é conhecida como matriz de receptancia; quando sao
dadas em velocidade é conhecida por matriz de mobilidade e para o caso de aceleracoes
por matriz de acelerancia. A Tabela 2.1 mostra a denominagao da matriz FRF de acordo
com o tipo de resposta considerada, embora seja uma pratica comum usar H(w) para se

referir genericamente as fungoes de resposta de frequéncia [Ewins, 1984].

Tabela 2.1 — Definigdo da F'RF de acordo com o tipo de resposta (adaptado de Lage,

2014).

Tipo de Resposta
Deslocamento x/F | Receptancia | F/x ng}dﬁ.}z
Dinamica
Velocidade #/F | Mobilidade | F/x ImpecAlaI.lma
Mecanica
~ . A . Massa
Aceleracgao Z/F | Acelerancia | F/# Aparente

Como pode ser visto na Figura 2.2, a relacao de entrada e saida de um sistema
linear comumente utilizada no dominio da frequéncia é a FRF. A matriz H(w) é formada

pelo conjunto de F'RF's que descrevem a dindmica do sistema [Lage, 2014].

F =
Forga Aplicada uncdo de Resposta

Transferéncia
F(W) é\ H(W) § Y(Ww)

Figura 2.2 — Sistema dinamico linear discreto.

Considerando a relacao da Figura 2.2, define-se a equacao de movimento no domi-
nio da frequéncia, onde este tipo de representacao é chamado de modelo de resposta no

dominio da frequéncia [Lage, 2014]:

{Y(w)} = [H(WHFw)} (2.13)
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onde F(w) ¢ a forga de excitagao, H(w) ¢ a FRF e Y (w) é o vetor de resposta em fungao
do tipo de resposta (Tabela 2.1).

Analiticamente a funcao de resposta em frequéncia pode ser obtida através da
transformada de Fourier da funcdo de resposta ao impulso h(7). Esta fungao relaciona
a resposta de um sistema y(t) com uma entrada qualquer z(t) através da integral de
convolugao, que é dada por [Bendat e Piersol, 1971]:

y(t) = /00 h(T)x(t — T)dr (2.14)

oo

sendo h(7) nula para qualquer 7 menor que zero. Pode-se definir entao a FFRF como:
H(w) = / h(r)e 2™ dr (2.15)
0

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados da Equagao 2.14 chega-se
a relacao para a funcao de resposta em frequéncia de sistemas lineares com parametros
constantes (Equagao 2.13). Esta F'RF é fungao apenas da frequéncia e, portanto, inde-
pendente do tempo ou excitagdo [Bendat e Piersol, 1971].

A funcao de transferéncia, que representa a aceleracao sobre a forca, também
chamada de fungao acelerancia, pode ser obtida analiticamente em termos de magnitude

e angulo de fase « para o sistema da Figura 2.1 por [Irvine, 2000]:

% - {%1 [\/(w%—w;)(:j— (2@%)2] (2.16)
o a=—m+tan"" {%} (2.17)

Os modelos discretos amplamente utilizados em dindmica estrutural sao baseados

em trés dominios [Dobson e Rider, 1990]:
e Espacial: no qual o sistema é descrito em termos de massa, rigidez e amortecimento;

e Modal: em que o sistema é descrito em termos da frequéncia natural, formas modais

e amortecimento;

e De Resposta: que descreve o sistema a partir da funcao de resposta em frequéncia

em funcao da frequéncia de excitagao.

Estes modelos podem ainda ser divididos em completos e incompletos. Em modelos
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completos tem-se todas as componentes de massas, rigidez e, se houver, amortecimento dos
N graus de liberdade do sistema. Nos modelos chamados de incompletos, ou reduzidos,
nao se conhecem todas as componentes para os N graus de liberdade do sistema. Se
eliminarmos vérios graus de liberdade de um modelo de resposta completo de dimensao

N x N teremos o seguinte modelo reduzido |[Ewins, 1984]:
(X} y = [H¥ | nun{F} (2.18)

onde R indica o modelo reduzido.

O modelo de resposta descrito pela matriz de receptancia, quando reduzido, nao
altera as ['RF's pelas quais é composto, porém o mesmo nao pode ser dito quando se
pretende obter a matriz de rigidez dinamica a partir do modelo reduzido da Equagao
2.18. A reducao do modelo espacial é feita através de métodos complexos para corrigir as
propriedades do sistema (massa, rigidez e amortecimento), o que torna a tarefa mais dificil.
A eliminacao de modos, no caso do modelo modal, torna a matriz dos modos de vibragao
retangular, porém suas informacoes de frequéncias naturais permanecem completas na

matriz de autovalores [Lage, 2014].

2.3 Problemas Inversos

Os problemas inversos integram uma parte importante na matemaética voltada a
analise de problemas de identificacao ou reconstrucao, e algumas questoes importantes
devem ser consideradas para que seja possivel a resolugao destes problemas [Aster et al.,

2005]:

e Existéncia da Solugao: se os dados da anélise contiverem ruido e/ou se 0 modelo ma-
tematico for aproximado, pode nao haver um modelo que corresponda exatamente

ao conjunto de dados analisados;

e Unicidade da Solugao: se existem solucoes exatas, elas podem nao ser tinicas, mesmo

para um numero infinito de dados exatos;

e Instabilidade do Processo de Solugao: o processo de resolugao de uma solucao inversa
geralmente possui extrema instabilidade. Pequenas alteracoes ou erros nas medigoes
podem gerar mudangas significativas nos modelos analisados. No caso de sistemas

continuos, estes problemas de resolu¢ao sao chamados de mal-postos e em sistemas
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lineares discretos sao referidos como discretos mal-postos ou mal-condicionados.
Para estabilizar o processo de inversao, geralmente é necessario adicionar restrigoes
ao problema. Estas restri¢oes sao usualmente referidas como regularizacao e servem

para obter um solugao tutil, porém limita-se a um modelo suavizado.

A instabilidade da solugao pode ser medida através do nimero de condicionamento
(CN) das matrizes. Este numero fornece um limite superior do quao imprecisa uma
solugao de um sistema de equagoes pode ser devido aos erros. Portanto, sugere-se assumir
que o erro é aproximadamente do tamanho previsto pelo ntimero de condicionamento
[Aster et al., 2005]. Na pratica, se temos capacidade computacional de armazenamento
para 16 digitos de precisao, e tivermos um C'N igual ou superior a 106, significa que pode
nao haver digitos precisos na solucao para o dado sistema de equagoes, tornando-a apenas
um amplificador de ruido.
O numero de condicionamento de uma matriz [A] pode ser estimado a partir da
equagao [Hansen, 1998|:
CN(A) = || 4]l ]| A* ] (2.19)

onde o sobrescrito (+) indica a inversa generalizada e ||.|| denota a norma euclidiana da
matriz [A].

Numeros de condigao elevados sao atribuidos a sistemas mal-condicionados. Cabe
salientar que o mal-condicionamento é uma propriedade do sistema de equagoes, portanto
nao pode ser resolvido simplesmente substituindo o algoritmo utilizado na resolugao do
sistema. Deve-se aumentar a precisao computacional ou encontrar outro sistema de equa-

¢oes melhor condicionado |Aster et al., 2005].

2.3.1 Inversa Generalizada

A inversa de uma matriz nao singular [A] ¢ tnica, descrita por [A]7!, tal que

[Ben-Israel e Greville, 2003]
[AJ[A] ™ = [A]'[A] = [1] (2.20)

onde [I] é a matriz identidade.
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Se pode citar algumas das propriedades das matrizes inversas, como:

(A7) =[4],

(A~ = (A"

Y

—

) )
([A]) = (A1)
([AlB) " = [A]7'[B] ™,

onde [A]T ¢ a transposta de [A] e [A]* ¢ a transposta conjugada de [A] [Ben-Israel e
Greville, 2003].

Desta forma, obtém-se a inversa de uma matriz somente se ela for quadrada, isto
é, o nimero de linhas for igual ao ntimero de colunas da matriz, e se a matriz for nao-
singular. Devido a necessidade em varias areas da matemética de se aplicar a inversa em
matrizes singulares ou retangulares, Moore estabeleceu o conceito de inversa generalizada
de matrizes em 1920 |Zontini, 2014].

Para se obter a inversa generalizada de uma dada matriz [A], se deve ter uma

matriz [X] associada que de alguma forma faga com que [A] [Ben-Israel e Greville, 2003]:

e Exista para uma classe de matrizes maiores do que a classe de matrizes nao singu-

lares;
e Possua algumas propriedades da inversa habitual;

e Se reduza ao inverso usual quando [A] é ndo-singular, ou seja, a inversa generalizada
de [A] deve satisfazer
[AJ[X][A] = [A] (2.21)

-1

onde multiplicando ambos os lados da equagao por [A]~! | se existisse, obteriamos

X] = (4] (2:22)

2.3.2 Pseudo-Inversa de Moore-Penrose

Em 1950, comegou-se a relacionar a inversa generalizada com soluc¢ao de problemas
de minimos quadrados. Entao, Penrose mostrou que a inversa de Moore é a tinica matriz

que satisfaz as equagdes |Zontini, 2014]:

[AJIXTA] = [A] (2.23)
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(X]AJX] = [X] (2.24)
([AI[X])" = [AJ[X] (2.25)
((XTA])" = [X][A] (2.26)

e a partir da contribuicao destes pesquisadores a pseudo-inversa é comumente chamada
de pseudo-inversa de Moore-Penrose [Zontini, 2014].

Para se obter a forca de excitagdo de um sistema a partir da matriz F'RF', caso
tenha-se o mesmo nimero de forcas desconhecidas e os dados de resposta, a matriz FRF

resulta quadrada e nao-singular, podendo-se entao reorganizar a Equacao 2.13:

{F(w)} = [Hw)] {Y (w)} (2.27)

onde o sobrescrito (+) representa a pseudo-inversa.

Entretanto, quando o niimero de forgas aplicadas e o niimero de pontos de medigao
diferem, obtém-se uma matriz F'RF retangular. Desta forma, para resolver o sistema
torna-se necessario utilizar uma matriz inversa generalizada: a pseudo-inversa de Moore-
Penrose [Hansen, 1998]. Assim, a forga pode ser obtida pela equagao [Vishwakarma et al.,
2010

[F(w)} = [H @)Y ()} (2.28)

Se o sistema for redundante, isto é, forem conhecidas mais respostas do que as
cargas aplicadas no sistema, o problema é dito sobredeterminado, e pode ser resolvido
pela Equacao

[H"(w)] = [H"H]'[H] (2.29)

caso contrario o problema é denominado subdeterminado, e se utiliza a equagao,
[H*(w)] = [H)[H"H]! (2.30)

onde para sistemas amortecidos usa-se H como a matriz Hermitiana de H [Ewins, 1984].
Segundo Padilha, 2006, problemas redundantes tendem a obter resultados melho-
res. Desta forma, decidiu-se utilizar a Pseudo-inversa de Moore-Penrose para problemas

sobredeterminados neste trabalho.
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Processamento de Sinais

2.4.1 Classificagao dos Sinais

Os sinais podem ser dividos em véarias classes, porém, nesta dissertacao, torna-se

relevante tipificar os sinais da seguinte forma |Lathi, 2007]:

e Continuos e Discretos no Tempo. Qualificam a natureza do sinal no eixo do

tempo (t). Quando se tem valores continuos de tempo o sinal é dito continuo. Para
sinais discretos os valores de tempo sao discretos. Alguns sinais continuos podem

ser convertidos em sinais discretos por meio de amostragem.

Analogicos e Digitais. Qualificam a natureza do sinal no eixo da amplitude.
Quando se pode assumir infinitos valores de amplitude o sinal é dito anal6égico. Em
sinais digitais a amplitude geralmente pode assumir dois valores (binario). Por meio

de quantizacao® se pode converter um sinal analégico em digital.

Periddicos e Nao Peridodicos. Sinais periddicos sao sinais que satisfazem a condi-
¢ao de periodicidade, isto é, seu periodo se repete ao longo do tempo. Em sinais nao
periddicos esta condicao de periodicidade nao é satisfeita, portanto, ele nao possui

um periodo que se repete ao longo do tempo.

Deterministicos e Aleatérios. Os sinais deterministicos, como o nome sugere,
sao sinais que podem ser determinados ou descritos fisicamente em forma matéma-
tica ou grafica. Os sinais aleatorios sao sinais que podem ser descritos de forma

probabilistica?, nao podendo ser predeterminados de forma precisa.

2.4.2 Transformada de Fourier

Analises de Fourier tém como caracteristica comum descrever dados varidveis no

tempo como conjunto de senoides, e também, a partir de dados em frequéncia, reconstruir

um histérico no tempo [Ewins, 1984]|. Dentro das analises de Fourier tem-se: série de

Fourier, transformada de Fourier e séries ou transformadas discretas de Fourier.

!Quantizacdo é o arredondamento de valores presentes em um sinal para o valor mais préximo possivel
de nameros possiveis permitidos [Lathi, 2007].

2Valor médio e valor médio quadratico sdo exemplos de descricdes de sinais em forma probabilistica
[Lathi, 2007].
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Apenas uma gama finita da Transformada de Fourier pode ser realmente compu-
tada com dados digitalizados, e esta gama finita sempre pode ser considerada como um
periodo de uma Série de Fourier associada. Sendo assim, Séries e Transformadas de Fou-
rier podem diferir em suas propriedades teéricas. Contudo, para a maioria dos propositos
praticos, ela mantém seus detalhes computacionais digitais [Bendat e Piersol, 1971].

A Série de Fourier de uma amostra estacionaria z(t) periddica com periodo T}, e

frequéncia fundamental f; = 1/T, pode ser representada por [Bendat e Piersol, 1971

x(t) = % + Z(aq cos 2mq f1 + by sen 2mq fit) (2.31)
q=1
onde,
2 [T
a4 =7 x(t) cos2mq fitdt  q=0,1,2...
p Jo

2 [T
by = T/ z(t)sen2mqfitdt q=1,2,3...

Supondo que x(t) é discretizado e definido em um conjunto N de valores x,, a

Série de Fourier pode ser escrita como:

N/2 ((N/2)—
_Ao—l—ZA cos< ) Z B se (2%%) n=12..,N (232)
q=1

onde Ay, A, e B, sao os coeficientes dados por:

|
:NZ
27

an
N
2 N
= Nansen 7;\?71 q= 1,2,...,5—1

g=1,2,....——1 (2.33)

No caso de se ter um valor grande para N, esses métodos de determinacao dos
coeficientes A, e B,, que sao iterativos, podem ter tempo computacional elevado (ordem
N?) |Bendat e Piersol, 1971].

Assumindo um sinal de entrada digital finito discreto N igualmente espacado em
um periodo 7', com amostra periddica, se pode calcular,conforme Equacao 2.32, a série de
Fourier como uma estimativa para a Transformada de Fourier necessaria. O comprimento

da amostra T, o nimero de valores discretos N, a taxa de amostragem w, e a faixa e
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resolucdo do espectro de frequéncia, Aw, sdo relacionados por [Ewins, 1984]:

ws 1 (27N
= — = — 2.34
w 2
Aw = =2 = = 2.35
W=7 (2.35)

onde a faixa do espectro é [0 — Wiaz| € Wmaz € a frequéncia de Nyquist.

A série de Fourier também pode ser expressa em coeficientes complexos:

2(t) =Y Cpe®™/T (2.36)
onde
I :
C, = —/ z(t)e2™/T gt (2.37)
T 0

Considerando a Transformada de Fourier como o limite da Série de Fourier x(t),
quando T tende ao infinito, tem-se Aw infinitesimal, logo a Transformada de Fourier e a

Transformada Inversa de Fourier sdo dadas respectivamente por [Ewins, 1984]:

X(w) = /00 w(t)e ™t (2.38)

() = % /_ X (w)e du (2.39)

Em suma, a Transformada de Fourier é utilizada para transformar dados no do-
minio do tempo ou espago em dados no dominio da freqiiéncia e vice-versa. A Figura 2.3

ilustra sucintamente o processo da Transformada de Fourier.
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?

Figura 2.3 — Transformadas direta e inversa de Fourier (adaptado de Lathi, 2007).

A Figura 2.4 busca mostrar de maneira simplificada que se pode separar o sinal no
dominio do tempo em varias ondas senoidais para se obter o espectro do sinal no dominio

da frequéncia.
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Figura 2.4 — Correlagao entre sinal no dominio do tempo e da frequéncia(adaptado de

Zhang, 2017).

Métodos alternativos foram propostos e desenvolvidos para que se fosse possivel
reduzir os tempos de processamento para resolugdo das equagoes 2.38 e 2.39 |Bendat e
Piersol, 1971]. O algoritmo mais utilizado ¢ a Tranformada Répida de Fourier (FFT)
desenvolvido por Cooley e Tukey na década de 1960, que utiliza N como sendo uma
poténcia de 2. O procedimento inverso é chamado de Inversa da Transformada Rapida
de Fourier (IFFT) |[Ewins, 1984].

Uma das principais vantagens da F'F'T' é a transformagao da fungao de convolugao
de sinais, uma fungao que possui elevada complexidade, para uma simples multiplicagao
de sinais, utilizada no dominio da frequéncia [Lage, 2014].

A aproximacao da discretizagao e a necessidade de limitar o tamanho do histérico
de tempo sao algumas caracteristicas que podem gerar resultados erroneos se nao tratados
adequadamente. Algumas das patologias e caracteristicas especificas que podem ocorrer

sao: aliasing, leakage e janelamento. Elas estao descritas nas proximas segoes.

2.4.3 Aliasing

A discretizacao do historico de tempo originalmente continuo causa um problema

associado a analise espectral digital. Este problema é conhecido por aliasing, e o principal
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fator que influéncia sua existéncia sao as altas frequéncias presentes no sinal original
quando se tem uma amostragem inferior a ser discretizada. O fenémeno do aliasing é
mostrado na Figura 2.5, onde a digitalizagdo de um sinal de baixa frequéncia (Figura
2.5(a)) produz o mesmo conjunto de valores resultantes do processo de discretizagao de

um sinal com frequéncia mais alta (Figura 2.5(b)) [Ewins, 1984].

N A
: vvvvvva

Figura 2.5 — O fenoémeno do aliasing (adaptado de Ewins, 1984). (a)Sinal de baixa

frequéncia (b) Sinal de alta frequéncia

Um espectro obtido via Transformada Discreta de Fourier (DFT') pode ser visu-
alizado de forma distorcida. A Figura 2.6(a) mostra o sinal de frequéncia original, e o
mesmo sinal apo6s aplicar a DF'T' pode ser visto de forma distorcida na Figura 2.6(b). Esta
distor¢ao, se deve ao fato de que parte do sinal pode possuir componentes de frequéncia

. N . w ~ .
acima da frequéncia de Nyquist (—), logo estes componentes aparecerao refletidos ou
w
"aliased"no intervalo [O — (78)} Independente do niimero de valores discretos, deve
se utilizar a frequéncia de Nyquist como a maior frequéncia que pode estar contida no

espectro [Ewins, 1984].
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Figura 2.6 — Distor¢ao do espectro pela Transformada Discreta de Fourier (DFT'). (a)
Espectro do sinal; (b) Espectro da DFT (adaptado de Ewins, 1984).

Uma forma de solucionar este problema é utilizar um filtro anti-aliasing (Figura
2.7). Este tipo de filtro tende a cortar e limitar o pico do sinal original como um filtro
passa-baixa. Faixa de valores destes tipos de filtro podem variar de 0.5 — 0.1 (%) para
filtros simples, e 0.8 — 0.1 (%) para filtros mais complexos. Logo, deve-se considerar que
quando se tem uma analise com 1024 pontos, nao se pode contar com o espectro completo

de 512 pontos, e sim apenas com os primeiros 250-400 pontos, pois os valores mais altos

podem ser contaminados por um anti-aliasing imperfeito [Ewins, 1984].
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Figura 2.7 — Filtro anti-aliasing (adaptado de Ewins, 1984.)

2.4.4 Leakage

Quando uma analise no dominio da frequéncia nao tem sensibilidade aos fendémenos
transientes, algumas de suas func¢oes nao contém informacoes da fase, fazendo-se necessa-
rio uma grande quantidade de informagao para compensar as perdas ocorridas no processo
de transformagao entre os dominios do tempo e da frequéncia. Esta perda de informagcao
acarreta no fenomedo conhecido por leakage?, que consiste no erro de representacao da
amplitude de vibragao por escolha inconsistente da janela do sinal ou da discretizagao
do dominio da frequéncia [Lage, 2014]. A Figura 2.8 ilustra dois exemplos de senéides

ligeiramente diferentes.

$Vazamento. (tradugao livre)
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Figura 2.8 — Comprimento da amostra e leakage do espectro. (a) Sinal "ideal"(b) Sinal

"estranho" (adaptado de Ewins, 1984.)

Na Figura 2.8(a) pode-se notar que o sinal é perfeitamente periodico em uma janela
de tempo, T, e seu espectro resultante é apenas uma linha que representa a frequéncia
do seno que foi aplicado. Ja na Figura 2.8(b), ndo existe uma perfeita periodicidade no
sinal, fazendo com que haja uma descontinuidade em cada uma de suas extremidades.
Desta forma, pode-se observar que a energia da Figura 2.8(b) "vazou"(leaked) ao redor
da frequéncia original. Dessa forma, a amplitude do sinal nao pode ser capturada corre-
tamente. Problemas deste tipo podem ser atenuados em frequéncias mais baixas [Ewins,
1984].

Segundo Ewins, 1984, o leakage era um sério problema em aplica¢oes que utilizam o
processamento de sinal digital. Dentre estas aplicagoes esta a medigao da FRE. Algumas

maneiras de evitar ou minimizar seus efeitos sao:

e Alteracao do tamanho da amostra em analise de sinais periédicos, de modo que esta

corresponda a periodicidade presente no sinal;

e Aumentar a duragdo do periodo de medicao, T, para se obter melhora na resolucao

da frequéncia;

o Adicionar zeros ao final da amostra medida ou modificar a amostra de modo a

reduzir o efeito do leakage utilizando o janelamento.
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2.4.5 Janelamento

Windowing ou janelamento é o procedimento de impor um perfil prescrito no sinal,
no dominio do tempo, antes de realizar a F'F'T’, ou seja, € um procedimento de filtragem
do sinal no dominio do tempo. Geralmente representa-se estas janelas como uma fungao

do tempo, w(t), Figura 2.9.

»(t)

|

AvAvAVA 1 AAAL,-
DAL e

Figura 2.9 — Tipos de janelamento: (a)Boxcar; (b) Hanning; (c¢) Cosine-taper;

Exponencial. (adaptado de Ewins, 1984.

Um sinal do tipo y(t) = z(t).w(t), apos a utilizagdo de quatro diferentes tipos de
janela pode ser visualizado na terceira coluna da Figura 2.9. As janelas de Hanning (b)
e Cosine Taper (c) s@o utilizadas em sinais continuos produzidos por vibragao periodica
ou aleatoria constante, a janela Exponencial (d) é usada para aplicagoes transientes com
concentracao de informagao importante no inicio do sinal. Quando se pretende calcular a
FRF, para que a atenuacao dos sinais ap6s submetidos ao janelamento seja compensada
se faz necessério um reescalonamento do sinal. Este procedimento pode ser negligenci-
ado quando ambos os sinais de resposta e excitacao sao submetidos ao mesmo tipo de

janelamento [Ewins, 1984].
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METODOLOGIA

Reconstrucao de Carregamento

A metodologia utilizada para a resolu¢ao completa do problema de reconstrucao de

carregamento abordado neste estudo consiste essencialmente na aplicacao de carregamen-

tos dinamicos pontuais nos modelos analisados, e posterior recuperacao de estimativas

destes carregamentos em pontos de interesse. Como o procedimento para reconstrugao de

carregamento é composto por varias etapas, um diagrama de fluxo é apresentado na Figura

3.1, de modo a ilustrar esquematicamente essas etapas, que sao descritas resumidamente

a seguir:

e Etapa 1. Definem-se a geometria, as propriedas do material, os modelos de estudo,

as condigoes de contorno e os carregamentos. Para definicao dos carregamentos

deve-se considerar a faixa de excitagao do carregamento que é descrita na segao 4.3.

Etapa 2. As matrizes F'RF sao montadas com os dados de acelaragao no dominio da
frequéncia obtidos a partir da anélise harmoénica dos modelos de estudo executados
nesta etapa. Para a montagem da matriz FFRF deve-se considerar uma faixa de

frequéncia 1util conforme secao 4.3.

Etapa 3. Nesta etapa, realizada simultaneamente a etapa 2, se obtém os dados de
aceleracao no dominio do tempo provenientes de analises transientes'. Transforma-

se estes dados para o dominio da frequéncia formando a matriz de respostas Y.

Etapa 4. Apos organizagao dos dados obtidos, realizam-se os célculos para a re-

construcao do carregamento nesta etapa.

Etapa 5. Esta é a ultima etapa, onde os dados obtidos no dominio da frequéncia

sao transformados para o dominio do tempo.

I Analise transiente: nomenclatura usada pelo software utilizado para analises no dominio do tempo.
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Figura 3.1 — Processo de reconstrucao de carregamento (adaptado de Vishwakarma

et al., 2010).
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3.1.1 Modelos

Os modelos de estudo utilizados neste trabalho bem como as condi¢oes de con-
torno e os carregamentos aplicados sao apresentados detalhadamente no Capitulo 4 e
tratam-se de modelos massa-mola-amortecedor, vigas e de elasticidade bidimensional. As
propriedades do material utilizado nos modelos de viga e elasticidade bidimensional sao

apresentadas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Propriedades do material

Modulo de elasticidade - E | 210 x10? Pa
Coeficiente de Poisson - v 0.3
Massa especifica - p 7840 kg/m3

3.1.2 Analise Harmoénica

A analise harmonica de cada modelo foi executada no solver OptiStruct do software
HyperWorks da Altair® [Hyperworks, 2013]. Inicialmente se aplicou uma carga unitéria
em pontos pré-determinados em cada modelo de elementos finitos a fim de se obter a
matriz F'RF'. Entao mediu-se a resposta em aceleracao nos nos e nas direcoes de interesse
para todas as frequéncias dentro da faixa estabelecida. A matriz FRF é formada a partir

das respostas medidas nos pontos e cada coluna da matriz representa uma forga aplicada.

3.1.3 Analise Transiente

A anélise transiente de cada modelo foi executada no mesmo software da analise
harménica. Para esta anélise foi aplicado o carregamento dinamico nos modelos de estudo.
Assim é possivel obter as respostas em aceleracdo nos mesmo pontos e diregoes pré-
determinadas na anéalise harmonica. Como as respostas deste procedimento sao obtidas
no dominio do tempo, se faz necessario o uso da F'F'T para transforma-los para o dominio

da frequéncia e, assim, poder realizar os calculos para reconstrucao de carregamento.

3.1.4 Procedimento de Reconstrugao de Carregamento

Para realizar os calculos de reconstrucao de carregamento foi utilizado o software

MATLAB® [MathWorks, 2010]. Juntou-se as respostas obtidas na anélise harmonica
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com as respostas obtidas na analise transiente no domininio da frequéncia como pode ser
visto nas equacgoes 3.1 e 3.2. Uma vez que o numero de pontos de interesse em geral
difere do nimero de pontos medidos, a matriz F'RF resulta de forma retangular, entao a
necessidade de pseudo-inversos. A partir desse procedimento foram obtidas as estimativas

de carregamento no dominio da frequéncia [Santos e Marczak, 2016].

{FU@)} er) = H )] iy 1Y (@)} ey (3.1)
(A [Haw) Ho@) - Huw] (%)
Bw) | _ | Halw) Hpw) - Hyn(w) Ys(w) (3.2)
\Fn(w)) _Hnl(w) Hpo(w) --- Hym(w)| | Ym(w) |

3.1.5 Obtencao dos Resultados

Utilizou-se a [ F'F'T" para transformar as forcas reconstruidas, inicialmente obtidas
no dominio da frequéncia, para o dominio do tempo. A partir dos resultados e grafi-
cos obtidos no dominio do tempo se pode entao compara-los com as forgas inicialmente

aplicadas, também no dominio do tempo.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo apresentam-se as configuracoes dos modelos analiticos e numéricos
utilizados neste estudo, bem como os resultados obtidos, suas discussoes e as diretrizes

para utilizagdo do método de estudo.

4.1 Modelagem Analitica

Dois modelos analiticos foram testados a fim de avaliar a metodologia de recons-
trucao de carregamento estudada. Estes modelos, visualizados nas figuras 4.1 e 4.4, foram
testados para a mesma for¢a (F') de 10 N, aplicada na faixa de frequéncia de 0 - 500 Hz.

As duas configuracoes utilizadas em cada modelo estao listadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Configuragoes modelos analiticos

Configuragao | Modelo Nﬁmer.o de forgas 1\~I1‘1mero de f.orgas Método
consideradas nao-nulas aplicadas
1 1 2 1 Inverso
2 1 1 1 Pseudo-Inverso
3 2 2 1 Inverso
4 2 1 1 Pseudo-Inverso

As configuragoes 1 e 2 sao aplicadas ao Modelo 1, esquematizado na Figura 4.1. Na
configuragao 1 considerou-se como se fossem aplicadas duas forcas ao modelo na mesma
direcao, uma na massa M; e outra na massa M,. Entretanto, a forca aplicada na massa
M & nula e isso foi considerado com o objetivo de se obter uma matriz F'RF quadrada e
desta forma realizar o calculo utilizando o método inverso, sem a necessidade de aplicacao
da pseudo-inversa. Na configuragao 2 considerou-se apenas a forca aplicada na massa M,
tornando assim a matriz F'RF retangular, requerendo a utilizagao do método pseudo-
inverso.

Os valores assumidos para o sistema do Modelo 1 sao:

M; =100kg K; =40kN/m  C; = 40 Ns/m

Ms; =50 kg Ky =100 kN/m Cs = 20 Ns/m
K3 =100 kN/m C3 = 20 Ns/m
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Figura 4.1 — Modelo analitico 1

A equacao matricial que descreve o sistema apresentado no Modelo 1 pode ser
escrita como:
Ty _ Hy Hy Fy (4.1)
X Hyy Ho| | F
onde x é o deslocamento, H é a matriz F'RF' de receptancia e F' é a forca aplicada.
Considerando a metodologia de reconstrucao de carregamento aqui abordada, a
forca aplicada ao Modelo 1 é obtida através da Eq. 3.1. As forgas sdo obtidas no método

inverso pela equacao matricial:

_l’_
fi _ Hayn Hago Yy (4.2)
f2 Hag  Hag Yy
onde Ha é a matriz FRF de acelerancia, o sobrescrito (+) indica a inversa generalizada
e f é a forga reconstruida.

Obtem-se, entao, a resposta xs do sistema apresentado no Modelo 1 a partir da

forga reconstruida (f) pela equagao:

Ty = Hoi f1 + Haa fo (4.3)
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Como para a utilizacao da pseudo-inversa de Moore-Penrose é necessario que a

matriz F'RF seja retangular, a equagao para a obtencao da forca na configuragao 2 de

analise é reescrita como:

{fl} B Hax Ys -y

onde o sobrescrito (+) indica a pseudo-inversa de Moore-Penrose.

A resposta z9 do sistema entao sera obtida pela equacao:

T2 = Hn fi (4.5)

Desta forma, obteve-se as respostas em deslocamento do sistema pelo método di-
reto, conforme Eq. 4.1, onde se pode extrair as respostas em aceleracao para montagem
da matriz FFRF e calcular o deslocamento x, a partir das forcas reconstruidas com a

utilizagao dos método inverso e pseudo-inverso.

3
122210 . :

—Direto
1 = lnverso

o
0]
T

|

o
~
T

|

Deslocamento (X2)
>
I

o
o N
T
1

5 10 15 20 25 30
Frequéncia (Hz)

Figura 4.2 — Método inverso modelo 1
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Figura 4.3 — Método pseudo-inverso modelo 1

As figuras 4.2 e 4.3 indicam, respectivamente, os resultados obtidos para as confi-
guracoes 1 e 2 do Modelo 1. E possivel notar que tanto o método inverso quanto o método
pseudo-inverso coicidiram com a resposta do método direto.

As configuragoes 3 e 4 sao aplicadas ao Modelo 2, esquematizado na Figura 4.4,
e equivalem as configuragoes 1 e 2 respectivamente. Porém, na configuracao 3 as forgas
consideradas sao aplicadas nas massas My e M3, sendo a forca aplicada a massa M, nula,
enquanto que na configuragao 4 a forca é aplicada na massa M3 somente.

Os valores assumidos para o sistema do Modelo 2 sao:

M; =100 kg K; = 40 kN/m C7 = 40 Ns/m
My =10kg K, = 1000 kN/m Cy = 10 Ns/m

M3 = 50kg K3 = 1000 kN/m C3 = 20 Ns/m
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F3

Figura 4.4 — Modelo analitico 2

A equagao matricial que descreve o sistema apresentado no Modelo 2 pode ser

escrita como:

I Hll H12 H13 F1
To ¢ = |Ha Hyp Hys Fy (4-6)
T3 Hsy Hsy Hsg Fs

Para o Modelo 2 as forgas sao obtidas no método inverso pela equacao matricial:

_l’_
Ha Ha Yi
f2 _ 12 13 1 (4.7)
f3 Hagy Hags Y,

A resposta x; do sistema é obtida a partir da forga reconstruida (f) pela equagao:

x1 = Hiafs + Hizf3 (4.8)
A equacao para a obtencao da forga na configuragao 4 de anélise é reescrita como:

Jr
Hay, Hags Y

{f:s}: Hagyy Hass Y, (4-9)
Haz, Hass Y3
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A resposta x; do sistema entao sera obtida pela equacao:

T = H13f3 (410)

Assim, as respostas em deslocamento do sistema pelo método direto foram obtidas,
conforme Eq. 4.1, e comparadas com o deslocamento x; calculado a partir das forgas

reconstruidas com a utilizagao dos método inverso e pseudo-inverso.
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Figura 4.5 — Método inverso modelo 2
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Figura 4.6 — Método pseudo-inverso modelo 2
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Nas figuras 4.5 e 4.6 podem ser visualizados os respectivos resultados obtidos para
as configuragoes 3 e 4 do modelo 2. Neste caso também obteve-se resultados satisfatérios

para as condigoes de analise.

4.2 Modelagem Numérica

Foram avaliados na modelagem niimerica trés modelos de estudo com propriedades
materiais apresentadas na Sec¢ao 3.1.1, com condigoes de contorno do tipo engastada-livre.
Também foi considerado um valor constante de 0.01 para o amortecimento estrutural. Os
modelos de estudos sao: viga com segao constante, elasticidade bidimensional com se¢ao
constante e elasticidade bidimensional com se¢ao varidvel e com furos na geometria. As

configuragoes utilizadas para cada modelos estao listas na Tabela 4.2.



Tabela 4.2 — Configuragoes modelos numéricos
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C Modelo N°EM | N°POR | N°FC | 11PC de | noppp | Avaliacao
forca do CN
. Seno -
1 Viga 40 2 1 intervalado 1 Nao
2 Viga 16 16 1 Senoidal 1 Nao
3 Viga 16 16 1 Multi-seno 1 Nao
. Seno -
4 Viga 16 16 1 intervalado 1 Nao
5 Viga 16 16 1 Degrau 1 Nao
6 Viga 16 6 2 Senoidal 1 Sim
7 Viga 16 6 2 Senoidal 2 Sim
8 Viga 16 6 2 Multi-seno 1 Sim
. Seno .
9 Viga 16 6 2 intervalado 1 Sim
10 Viga 16 6 2 Degrau 1 Sim
11 | Elasticidade 2D 600 7 3 Senoidal 1 Sim
12 | Elasticidade 2D 600 7 3 Multi-seno 1 Sim
13 | Elasticidade 2D | 600 7 g | Semo 1 Sim
intervalado
14 | Elasticidade 2D 600 7 3 Degrau 1 Sim
15 | Elasticidade 2D 853 7 3 Senoidal 1 Sim
16 | Elasticidade 2D 853 7 3 Multi-seno 1 Sim
17 | Elasticidade 2D | 853 7 g | Bemo 1 Sim
intervalado
18 | Elasticidade 2D 853 7 3 Degrau 1 Sim

C - Configuracao
N°POR - Numero de pontos de obtencao das respostas

N°FNNA - Numero de forgas nao-nulas aplicadas

4.2.1 Caso 1

N°EM - Numero de elementos do modelo

N°FC - Numero de forgas consideradas

O primeiro caso é constituido da configuracao 1, o qual é composto por uma forga

e dois pontos de medi¢ao como ilustrado na Figura 4.7. Os pontos de medicao escolhidos

para obtencao das respostas sao equidistantes entre si, esta distancia equivale a é do

comprimento total (L) da viga. A analise harmoénica para montagem da matriz FRF

é realizada para a faixa de frequéncia de 0 — 2200 Hz. O intervalo de tempo utilizado

na analise transiente foi de 0.000454 segundos. O modelo possui 40 elementos do tipo

CBEAM [Hyperworks, 2013] com dois nés por elemento e trés graus de liberdade (u, v e
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6). As dimensoes do modelo sdo: 1 x 0.01 x 0.01 (L x b x e).

= C
e

Figura 4.7 — Caso 1.

A forca aplicada na extremidade livre da viga é reconstruida a partir da seguinte

equacao:

+

Han Y,
{n}- (4.11)
Hag, Y,

A transformacao entre os dominios da frequéncia e do tempo foi feita através da

utilizacao das ferramentas FFT e IFFT do software matematico M AT LAB®.

4.2.1.1 Configuracao 1

O carregamento utilizado nesta configuracao é um seno aplicado em um intervalo
de tempo igual a 0,4 segundos na direcao Y e os resultados sao extraidos a partir dos

pontos 1 e 2.
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Figura 4.8 — Configuracao 1: comparacao entre forca aplicada e forca reconstruida.

A Figura 4.8 mostra uma comparacao entre a forga aplicada e a forga reconstruida,
na qual pode-se notar que o método conseguiu reconstruir apenas cerca de 20% da mag-
nitude da forca aplicada. No entanto, apesar de apresentar ruido, o tempo de aplicacao
da carga do sistema foram capazes de serem identificados com esta metodologia.

A partir deste resultado e como o método abordado nesta dissertacao utiliza-se de
transformacoes entre dois dominios: do tempo e da frequéncia, conforme mostrado nos
capitulos anteriores. Fez-se necessario uma verificacao da utilizacao das fungoes F'F'T
e IFFT do software MATLAB®. Dessa forma, com o intuito de garantir a correta
utilizagao dessas funcgoes, respeitando as frequéncias de Nyquist e demais normalizacoes
dos sinais de entrada, criou-se um gerador de sinais.

Alguns exemplos foram submetidos as fun¢oes FFT e [FFT geradas para as
transformacoes entre os dois dominios antes de aplicar na metodologia estudada. Estas

funcgoes sao ilustradas nas figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12.



Sinal original

= ~ ~
e
/. N T4 N % / / N
g 05 _,/ X ;/ N \ 7 N / \ 7
A \ \
= / A
(a) B 8T T s I i ¥ o X 7 \ =
£ 5 o \ / \ / \ ’ % /
< 05 o / & ’ b 7 ’ 5 Pl
7 \ /
q T | | e ® | L~ | | i ey
0 01 02 03 04 05 06 o7 08 09 1
Tempo (s)
FFT normalizada e centralizada
! T T T
(]
o
3
(b) S 05 —
£
<
. L L L L
0 5 10 15 20 25 30
Frequéncia (Hz)
Sinal reconstruido
¥ T T % T T T
o 05— \ —
E
(c) Z of 7
=
< 05— =i
4 | | l | | | | | |
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tempo (s)

45

Figura 4.9 — Exemplo 1: Sinal senoidal. (a) sinal original, (b) apés F'/FT e (c) apos
IFFT.

A Figura 4.9 ilustra um sinal do tipo senoidal, onde um seno com frequéncia de 5

Hz é submetido a transformagao entre os dois dominios.
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Figura 4.10 — Exemplo 2: Sinal multiseno. (a) sinal original, (b) apos FFT e (c) apds

IFFT.

A Figura 4.10 ilustra um sinal do tipo multiseno, onde trés senos com frequéncias

de 5, 10 e 15 Hz sao somados e submetidos a transformacgao entre os dois dominios.
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Figura 4.11 — Exemplo 3: Sinal do tipo degrau. (a) sinal original, (b) apés FFT e (c)

apos [FFT.

A Figura 4.11 ilustra um sinal do tipo degrau unitario com intervalo igual a 0,2

segundos submetido & transformacao entre os dois dominios.
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Figura 4.12 — Exemplo 4: Sinal do tipo seno intervalado. (a) sinal original, (b) apos

FFT e (c) apés IFFT.

A Figura 4.12 ilustra um sinal do tipo seno aplicado em um intervalo de tempo

igual a 0,2 segundos e com frequéncia de 15 Hz submetido a transformagao entre os dois



47

dominios.

A partir dos exemplos mostrados é possivel observar que os sinais ap6s as trans-
formagoes correspondem aos sinais originais garantindo a correta utilizacao das fungoes
criadas a partir das funcdes FFT e IFFT no software MATLAB®. Sendo assim, o
codigo gerado pode ser utilizado para as transformacoes entre os dominios do tempo e da

frequéncia requeridas pelo método de reconstrucao de carregamento.

4.2.2 Caso 2

O segundo caso de anélise para recontrucao de forca é constituido das configura-
¢oes 2 a b, as quais sao compostas por uma forca e desesseis pontos de medi¢ao como

ilustrado na Figura 4.13. Os pontos de medig¢ao escolhidos para obten¢ao das respos-

L

tas sao equidistantes entre si, e esta distancia equivale a %

do comprimento total (L)
da viga. A analise harmonica para montagem da matriz F'RF é realizada para a faixa
de frequéncias 0 — 1024 Hz. O intervalo de tempo utilizado na analise transiente foi de
0.00098 segundos. A condi¢ao de contorno do modelo de viga é engastada-livre. A forga
é aplicada na direcao Y e os resultados sao extraidos dos desesseis pontos diferentes do
local de aplicacao da forgca. O modelo possui 16 elementos do tipo CBEAM com dois nos

por elemento e trés graus de liberdade (u, v e #) [Hyperworks, 2013]. As dimensoes do

modelo sao: 1 x 0.01 x 0.01 (L x b x e).

F1(t)

Figura 4.13 — Caso 2.
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A forca aplicada na extremidade livre da viga é reconstruida a partir da seguinte

equacao:

r 9+ 7 )
Hay, Y,
Hagy, Y,
Hasz Y3

{n}- (4.12)

Hay Yy

_Ha161_ \3/16 )

4.2.2.1 Configuracao 2

As figuras 4.14 e 4.15 ilustram os resultados obtidos no dominio do tempo e da
frequéncia respectivamente a partir do método de estudo para um carregamento do tipo

senoidal.

I T
—Forga Aplicada F1
2 - - Forga Reconstruida F1|+

2.5 T T T T

Forga (N)

Tempo (s)

Figura 4.14 — Configuragao 2: comparacao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.15 — Configuragao 2: comparacao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Na Figura 4.15 ¢é possivel notar uma pequena amplitude visivel préximo aos 10
Hz, porém a forca esta bem caracterizada no dominio da frequéncia. Dessa forma, apesar

de conter ruido, o método utilizado para resolugao do problema conseguiu reconstruir o

carregamento aplicado a este tipo de modelo com esta configuracao.

4.2.2.2 Configuracao 3

Um carregamento do tipo multiseno também foi testado, como pode ser visto nas

figuras 4.16 e 4.17 os resultados obtidos no dominio do tempo e da frequéncia, respecti-
vamente.
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Forga (N)

T \ T
—Forg¢a Aplicada F1
- - Forg¢a Reconstruida F 1

Tempo (s)

Figura 4.16 — Configuragao 3: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.17 — Configuragao 3: comparacao entre for¢a aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso a pequena amplitude visivel proxima aos 10 Hz também esta presente,

como pode ser visto na Figura 4.17, porém o carregamento multiseno aplicado trata-se de

trés senos com frequéncias de 15, 30 e 60 Hz. Nota-se co
puderam ser identificadas, porém a amplitude foi manti

baixa presente neste carregamento.

m este caso que as frequéncias

da apenas na frequéncia mais
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4.2.2.3 Configuracao 4

A fim de avaliar a capacidade do método em carregamentos nao perioédicos aplicou-
se um carregamento tipo seno em um intervalo de tempo de 0,2 segundos como ilustrado

na Figura 4.18, descaracterizando assim a periodicidade presente no sinal.

| T
—Forga Aplicada F1
- - Forga Reconstruida F |

<
n

Forga (N)

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo (s)

Figura 4.18 — Configuragao 4: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.

0.12 T

T T
—Forga Aplicada F1
- - Forga Reconstruida F1

Forca (N)

L ! L I . | I I |
60 80 100 120 140 160 180 200 220
Frequéncia (Hz)

Figura 4.19 — Configuragao 4: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Na Figura 4.19 se pode perceber alguns picos na forca reconstruida, e estes pi-
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cos nao fazem parte da forca aplicada mas sao diretamente relacionados as frequéncias
naturais do modelo. Esta relacao é avaliada a partir do Caso 3.

Diante do exposto, o método conseguiu reconstruir o carregamento, isto é, a
frequéncia e o tempo de aplicagao do carregamento foram capturados, porém houve uma
pequena perda de amplitude do sinal. Esta perda pode ser justificada pela nao perio-
dicidade do sinal que faz com que ocorra o fenémeno leakage, como mostrado na segao

24.4.

4.2.2.4 Configuracao 5

As figuras 4.20 e 4.21 ilustram um caso com for¢a aplicada do tipo degrau no

dominio do tempo e da frequéncia respectivamente.

1 | | | | \ i
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Figura 4.20 — Configuragao 5: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.21 — Configuracao 5: comparativo entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Nesta anélise é possivel notar que o intervalo de tempo de aplicacao do carrega-
mento é delimitado, porém a forma e amplitude do carregamento nao foram mantidas.
Estes tipos de carregamento sao mais complexos e tendem a excitar inimeras frequéncias
naturais da estrutura. O nao conhecimento prévio de boa parte dessas frequéncias pode
gerar perda de informagoes importantes do carregamento aplicado. Além disso, conforme
abordado na subsecao anterior, a nao periodicidade do sinal também pode gerar o leakage,

nao sendo possivel realizar a reconstrucao de carregamento de forma satisfatoria.

4.2.3 Caso 3

O caso 3 corresponde as configuragoes 6 a 10, no qual as condigoes de analise
utilizadas para este caso sao as mesmas utilizadas no caso anterior, porém aqui sao apli-
cadas duas forcas ao modelo. Sao utilizados 6 pontos para medi¢cao das respostas, como

ilustrado na Figura 4.22.
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F2(t) F1(t)

Figura 4.22 — Caso 3.

As forcas aplicadas no modelo s@o reconstruidas a partir da seguinte equacao:

S
f2

Hay,
Hag
Haz
Has,
Ha/61
Han

Hays
Hasgo
Hasz,
Hasy
HCL(;Q

Hary

+

Y1
Yo

\

J

> (4.13)

A partir deste caso calculou-se o C'N da matriz FRF do modelo para avaliar

a metodologia com alguns carregamentos aplicados nas zonas de ressonancia e anti-

ressonancia bem como em regidao intermediaria a essas zonas. As zonas de ressonancia e

anti-ressbnancia correspodem respectivamente aos picos e aos vales presentes no grafico

do CN.
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Figura 4.23 — Grafico do nimero de condicionamento (C'N) da matriz F'RF no dominio

da frequéncia para o caso 3.

Também foi avaliado, a partir deste caso, a influéncia da frequéncia de excitacao

do primeiro modo de vibracao, que para este modelo é de aproximadamente 8,35 Hz.

4.2.3.1 Configuragao 6

Na configuragao 6 a forga aplicada Fj ¢ do tipo senoidal e a forga F; é considerada
nula. As figuras 4.24 e 4.25 ilustram o caso no dominio do tempo e da frequéncia respec-
tivamente em uma frequéncia escolhida a partir de um valor intermediario do grafico do

CN (Figura 4.23).
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Figura 4.24 — Configuragao 6: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.25 — Configuragao 6: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.
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Nas figuras 4.26 e 4.27 ¢ ilustrado o mesmo caso anterior porém desconsiderando

as frequéncias inferiores a frequéncia de excitagao do primeiro modo de vibracao, isto &,

para o calculo da reconstrucao de carregamento foram utilizados valores a partir de 9 Hz.
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Figura 4.26 — Configuragao 6: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.27 — Configuracao 6:comparacao entre forga aplicada e reconstruida no dominio

da frequéncia.

As figuras 4.28 e 4.29 ilustram um caso no qual a frequéncia de excitacao do

carregamento foi escolhida a partir de um valor de anti-ressonéncia. O valor escolhido foi

de 52 Hz e corresponde ao primeiro vale presente no grafico do CN (Figura 4.23).
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Figura 4.28 — Configuragao 6: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.29 — Configuragao 6: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

Frequéncia (Hz)

dominio da frequéncia.
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Nas figuras 4.30 e 4.31 ¢ ilustrado o mesmo caso anterior porém desconsiderando

as frequéncias inferiores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.30 — Configuragao 6: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.31 — Configuragao 6: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.
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As figuras 4.32 e 4.33 ilustram o caso com forga aplicada em uma frequéncia esco-

lhida a partir de um valor de ressonancia. O valor escolhido foi de 125 Hz e corresponde

ao terceiro pico presente no grafico do CN (Figura 4.23).
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Figura 4.32 — Configuragao 6: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.33 — Configuragao 6: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

O mesmo caso ¢ ilustrado nas figuras 4.34 e 4.35 desconsiderando as frequéncias

inferiores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.34 — Configuragao 6: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.35 — Configuragao 6: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

A partir das analises realizadas para a configuracao 6 pode-se notar que a frequén-
cia de excitacao do primeiro modo de vibracao tem grande influéncia sobre a resposta
do carregamento reconstruido. Quando avaliamos um carregamento em uma zona in-

termediéria as regioes de ressonancia e anti-ressonancia extraindo a faixa de valores de
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frequéncia anteriores a frequéncia do primeiro modo de vibracao, o carregamento pode
ser reconstruido de forma satisfatoria, como mostrado na Figura 4.26. Também é possivel
notar que com os carregamentos aplicados nas regioes de ressonancia e anti-ressonancia
a reconstrucao de carregamento nao foi satisfatéria mesmo quando nao considerada a

frequéncia de excitagao do primeiro modo de vibragao do modelo.

4.2.3.2 Configuracao 7

Na configuragao 7 as forgas aplicadas F} e F, sao do tipo senoidal. As figuras 4.36
e 4.37 ilustram o caso no dominio do tempo e da frequéncia com frequéncias de 20 e 15

Hz, respectivamente, escolhidas como valores intermediarios do grafico do CN (Figura

4.23).
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Figura 4.36 — Configuragao 7: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.37 — Configuragao 7: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Nas figuras 4.38 e 4.39 ¢ ilustrado o mesmo caso anterior porém desconsiderando

as frequéncias inferiores a frequéncia de excitagao do primeiro modo de vibracao.
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Figura 4.38 — Configuragao 7: comparacao entre for¢a aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.39 — Configuragao 7: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso também é possivel notar a influéncia da frequéncia de excitacao do pri-

meiro modo de vibragao, a qual, quando desconsiderada, se obtém uma boa aproximagcao

da forca reconstruida sobre a for¢a aplicada.

4.2.3.3 Configuracao 8

Na configuracao 8 a forga aplicada F} é do tipo multiseno e a for¢a Fy é considerada
nula. As figuras 4.40 e 4.41 ilustram o caso no dominio do tempo e da frequéncia, respec-
tivamente, com frequéncias de 15 e 20 Hz escolhidas a partir de valores intermediarios do

grafico do CN (Figura 4.23).
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Figura 4.40 — Configuragao 8: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.41 — Configuragao 8: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

O mesmo caso ¢ ilustrado nas figuras 4.42 e 4.43 desconsiderando as frequéncias

inferiores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.42 — Configuragao 8: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.43 — Configuracao 8: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

As figuras 4.44 e 4.45 ilustram um caso no qual uma das frequéncias foi escolhida
a partir de um valor intermediario, 15 Hz, e a outra em uma regiao de anti-ressonancia,

52 Hz, do grafico do CN (Figura 4.23).
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Figura 4.44 — Configuracao 8: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.45 — Configuragao 8: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

O mesmo caso ¢ ilustrado nas figuras 4.46 e 4.47 desconsiderando as frequéncias

inferiores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.46 — Configuragao 8: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.47 — Configuragao 8: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso pode-se notar que quando se tem um carregamento multiseno com
frequéncias dentro de uma regiao intermediaria do grafico do CN (Figura 4.23) é possivel
reconstrui-lo quando desconsiderada a faixa de valores inferior a frequéncia do primeiro

modo de vibragao, como mostrado na Figura 4.42. Porém, quando uma das componentes
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do carregamento estda em uma regiao de anti-ressonancia, a metodologia nao consegue
reconstruir nem a componente do carregamento que esta em uma regiao intermediaria do
C'N, como pode ser visto nas Figuras 4.44 a 4.47. Isso significa que o valor do carregamento

na regiao de anti-ressonancia dominou a resposta neste caso.

4.2.3.4 Configuragao 9

Na configuragao 9 a forca F; é do tipo seno aplicada em um intervalo de 0,2
segundos e a forca F, é considerada nula. As figuras 4.48 e 4.49 ilustram o caso no
dominio do tempo e da frequéncia respectivamente em uma frequéncia escolhida a partir

de um valor intermediario do grafico do CN (Figura 4.23).
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Figura 4.48 — Configuragao 9: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.49 — Configuracao 9: comparativo entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

No caso ilustrado nas figuras 4.50 e 4.51 sao desconsideradas as frequéncias inferi-

ores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.50 — Configuragao 9: comparacgao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.51 — Configuragao 9: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Conforme citado no caso 2 para um carregamento do mesmo tipo, a perda de
magnitude pode ser justificada pelo fenémeno do leakage. Neste caso também é possivel
notar a influéncia da frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao. Porém,
apesar de conter ruido, a duracao de aplicacao do carregamento pode ser bem delimitada

e a frequéncia identificada no carregamento reconstruido.

4.2.3.5 Configuracao 10

Na configuragao 10 a forca aplicada Fj é do tipo degrau e a forga F5 é considerada
nula. As figuras 4.52, 4.56 e 4.53, 4.57 ilustram o caso no dominio do tempo e da frequéncia
respectivamente para intervalos de tempo diferentes. Nas figuras 4.54, 4.55, 4.58 e 4.59
sao desconsideradas as frequéncias inferiores a frequéncia de excitagao do primeiro modo

de vibragao.
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Figura 4.52 — Configuragao 10: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.54 — Configuragao 10: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.55 — Configuragao 10: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.
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Figura 4.56 — Configuragao 10: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.57 — Configuragao 10: comparagao entre forca
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100

aplicada e reconstruida no

74



5

1 T T T T T T
—Forga Aplicada F1
08+ —— Forga Reconstruida F1| |
| ~ Forga Aplicada F2
Y AN AN R ‘Forga Reconstruida F2
0.6 =
|
— I
Z 047 R
) | !
& | |
< 02n W
) \\‘ |I|\ ’l f i ! um m'w ik l‘ il g \\ I i) \“ "! S_ml I'i] i
e i *u‘rww'ﬂﬂ' i wr.n*r il i ;w L]w ”MT"'L’ i W TRE
AL CRY
02+ .'I ‘“_
3 '0|
|
04 | ! | | I ! |
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo (s)

Figura 4.58 — Configuragao 10: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.59 — Configuracao 10: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso também observa-se a influéncia da frequéncia de excitagao do primeiro
modo de vibracao. Nas figuras 4.55 e 4.59 é possivel notar alguns picos na forca recons-
truida, o que se deve a esse tipo de carregamento excitar diversas frequéncias da estrutura

que nao foram consideradas inicialmente para a realizagao do célculo de reconstrugao do
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carregamento, além do carregamento nao ser perioédico, o que provoca o leakage e causando

assim um resultado divergente da for¢a aplicada.

4.2.4 Caso 4

O caso 4 é constituido das configuracoes 11 & 14, no qual as condi¢oes de anélise
utilizadas para este caso sao as mesmas utilizadas nos casos 2 e 3, porém para testar a
metodologia em outras teorias estuturais escolheu-se um modelo de elasticidade bidimen-
sional. Neste caso sao aplicadas duas forgas em trés pontos do modelo e sao utilizados 7
pontos para medicao das respostas. Além disso o modelo possui 600 elementos do tipo
PSHELL [Hyperworks, 2013] com quatro nés por elemento e trés graus de liberdade (u,
v e #) como ilustrado na Figura 4.60. As dimensoes do modelo sdo: e=10m, b=10m,

L=60m.

Figura 4.60 — Caso 4.

As forcas aplicadas ao modelo deste caso e do préoximo, caso 5, sao reconstruidas

a partir da seguinte equacao:

- N
Has,  Hasy Hass Y3
Hay Haypy Hags Yy
fi Hasy  Hasy  Hass Y5
fo¢p = | Hagr Hag, Haes| § Ye ¢ (4.14)
I3 Hazy  Hazy  Hags Y7
Hagy Hagy Hags Yo
_Halol Haypg H&103_ L Yio J
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A Figura 4.61 apresenta o grafico do CN da matriz F'RF deste modelo, o qual é

possivel notar elevada instabilidade e varios picos de ressonancia e vales de anti-ressonancia.

LA it

0 100 200 300 400 500 600
Frequéncia (Hz)

Figura 4.61 — Gréfico do nimero de condicionamento (CN) da matriz FRF no dominio

da frequéncia para o caso 4.

A influéncia da frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao também foi

avaliada e para este modelo obteve é de aproximadamente 2,21 Hz.

4.2.4.1 Configuragao 11

Na configuracao 11 a forca aplicada Fi é do tipo senoidal e a forga F, é considerada
nula. As Figuras 4.62 e 4.63 ilustram o caso no dominio do tempo e da frequéncia

respectivamente.
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Figura 4.62 — Configuracao 11: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.63 — Configuracao 11: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Nas Figuras 4.64 e 4.65 é ilustrado o mesmo caso porém desconsiderando as frequén-

cias inferiores a frequéncia de excitagao do primeiro modo de vibracao.
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Figura 4.64 — Configuragao 11: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.65 — Configuragao 11: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso é possivel notar nas Figuras 4.63 e 4.65 picos que nao constam na forca
aplicada, o que leva a erros na forca reconstruida. Também se pode observar a influéncia

da instabilidade do C'N, pois quando nao é possivel identificar claramente as regioes de
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ressonancia e anti-ressonancia no grafico se torna dificil avaliar um valor de frequéncia de

excitacao em regiao intermediéria para aplicacao do carregamento.

4.2.4.2 Configuracao 12

Na configuragao 12 a forca aplicada F} ¢ do tipo multiseno, com frequéncias iguais

a 15 e 30 Hz, e a forca F;, é considerada nula. As Figuras 4.66 e 4.67 ilustram o caso no

dominio do tempo e da frequéncia respectivamente
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Figura 4.66 — Configuracao 12: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.67 — Configuragao 12: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.
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O mesmo caso ¢é ilustrado nas Figuras 4.68 e 4.69 desconsiderando as frequéncias

inferiores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.68 — Configuragao 12: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.69 — Configuragao 12: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso é possivel notar que apesar de se ter desconsiderado os valores inferiores
a frequéncia do primeiro modo de vibragao ainda ha um pico inicial, como pode ser visto
na Figura 4.69, com amplitude maior do que a do carregamento multiseno aplicado.

Dessa forma, os resultados obtidos na reconstrucao de carregamento sao diferentes do

carregamento inicialmente aplicado.

4.2.4.3 Configuragao 13

Na configuracao 13 a forca F; é do tipo seno aplicada em um intervalo de 0,2
segundos e a forca F, é considerada nula. As figuras 4.70 e 4.71 ilustram o caso no

dominio do tempo e da frequéncia respectivamente.
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Figura 4.70 — Configuragao 13: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.71 — Configuracao 13: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

No caso ilustrado nas Figuras 4.72 e 4.73 sao desconsideradas as frequéncias infe-

riores a frequéncia de excitagao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.72 — Configuragao 13: comparacao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.73 — Configuragao 13: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso também nao se obteve resultados satisfatorios. Apesar de os casos
anteriores em que se utilizaram do mesmo tipo de carregamento apresentarem um perda

de amplitude justificada pelo leakage, neste caso a amplitude do pico inicial é muito maior
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do que a amplitude do carregamento aplicado, mesmo desconsiderando as frequéncias
inferiores a frequéncia do primeiro modo de vibragao, como mostra a Figura 4.73, e nem

o tempo de aplicagao e nem a frequéncia foram captados corretamente.

4.2.4.4 Configuracao 14

Na configuragao 14 a forca aplicada Fj é do tipo degrau e a forga F» é considerada
nula. As figuras 4.74 e 4.75 ilustram o caso no dominio do tempo e da frequéncia respecti-
vamente para intervalos de tempo diferentes. Nas figuras 4.76 e 4.77 sao desconsideradas

as frequéncias inferiores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibracao.
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Figura 4.74 — Configuracao 14: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.75 — Configuragao 14: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.
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Figura 4.76 — Configuragao 14: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.77 — Configuragao 14: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso, como citado anteriormente nos casos com mesmo tipo de carregamento,
frequéncias naturais nao consideradas inicialmente para o célculo da reconstrucao de car-
regamento foram excitadas, como pode ser visto na Figura 4.77 em que hé varios picos
na forca reconstruida. Além disso, como o CN da matriz F'RF apresentou grau elevado

de instabilidade, os resultados obtidos tornam-se pouco confiaveis.
4.2.5 Caso 5

O caso 5 é constituido das configuragoes 15 a 18, no qual as condigoes de anélise
utilizadas para este caso e a equagao matricial para reconstrucao das forcas aplicadas sao
as mesmas utilizadas no caso 4. Neste caso o modelo de elasticidade bidimensional tem
se¢ao variavél e dois furos na geometria, o modelo possui 853 elementos do tipo PSHELL
|[Hyperworks, 2013] de quatro nos por elemento e trés graus de liberdade (u, v e 8) como

ilustrado na Figura 4.78. As dimensoes do modelo sdo: D=8m, d=4m,e;= 10m, e;=20m,

b=10m, L=60m.
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Figura 4.78 — Caso 5.

O grafico do CN da matriz FRF deste modelo esta ilustrado na Figura 4.79, e

assim como no caso 4 o grafico do C'N apresenta elevada instabilidade.

0 l | | | |
0 100 200 300 400 500 600

Frequéncia (Hz)

Figura 4.79 — Gréfico do nimero de condicionamento (CN) da matriz FRF no dominio

da frequéncia para o caso 5.

Também foi avaliado neste caso, a influéncia da frequéncia de excitacao do primeiro

modo de vibragao que, para este modelo, é de aproximadamente de 4,17 Hz.
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4.2.5.1 Configuracao 15

Na configuracao 15 a forca aplicada Fi é do tipo senoidal e a for¢a F, é considerada
nula. As Figuras 4.80 e 4.81 ilustram o caso no dominio do tempo e da frequéncia

respectivamente.
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Figura 4.80 — Configuragao 15: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.81 — Configuracao 15: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.
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Nas Figuras 4.82 e 4.83 é ilustrado o mesmo caso porém desconsiderando as frequén-

cias inferiores & frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibracao.
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Figura 4.82 — Configuragao 15: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.83 — Configuracao 15: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso é possivel notar mais picos na forca reconstruida do que na configuragao
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11, na qual foi aplicada o mesmo tipo de carregamento em uma viga de secao uniforme.
Porém, devido a instabilidade do C'N, como esperava-se, os resultados obtidos nao foram

satisfatorios. Desta forma, nao foi possivel avaliar a influéncia dos furos na geometria.

4.2.5.2 Configuracao 16

Na configuragao 16 a forga aplicada F é do tipo multiseno, com frequéncias iguais
a 15 e 30 Hz, e a forca F; é considerada nula. As Figuras 4.84 e 4.85 ilustram o caso no

dominio do tempo e da frequéncia, respectivamente.
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Figura 4.84 — Configuracao 16: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.85 — Configuragao 16: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

O mesmo caso ¢é ilustrado nas Figuras 4.86 e 4.87 desconsiderando as frequéncias

inferiores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.86 — Configuragao 16: comparacao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.87 — Configuragao 16: comparacao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso também ¢é possivel notar varios picos na forga reconstruida mesmo com
as frequéncias inferiores ao primeiro modo de vibragao desconsideradas. Nota-se, também,

que a frequéncia de 15 Hz nao foi capturada e que nem 10 % da frequéncia de 30 Hz pode
ser identificada.

4.2.5.3 Configuracgao 17

Na configuracao 17 a forca F; é do tipo seno aplicada em um intervalo de 0,2

segundos e a forca Fy é considerada nula. As figuras 4.88 e 4.89 ilustram o caso no

dominio do tempo e da frequéncia respectivamente.
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Figura 4.88 — Configuragao 17: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.89 — Configuragao 17: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.
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No caso ilustrado nas Figuras 4.90 e 4.91 sao desconsideradas as frequéncias infe-

riores & frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibracao.
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Neste caso também se nota vérios picos na forca reconstruida. Outra observacao é

que no intervalo de aplicagao do carregamento hé elevado nivel de ruido que ao término da

aplicagao vai diminuindo com o tempo, como pode ser visto nas Figuras 4.88 ¢ 4.90. Desta
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forma, os resultados obtidos nao foram satisfatorios devido a influéncia da instabilidade

do CN.

4.2.5.4 Configuracao 18

Na configuragao 18 a forca aplicada Fj ¢é do tipo degrau e a forga F» é considerada
nula. As figuras 4.92 e 4.93 ilustram o caso no dominio do tempo e da frequéncia respecti-
vamente para intervalos de tempo diferentes. Nas figuras 4.94 e 4.95 sao desconsideradas

as frequéncias inferiores a frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao.
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Figura 4.92 — Configuragao 18: comparagao entre forca aplicada e reconstruida no

dominio do tempo.
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Figura 4.95 — Configuragao 18: comparagao entre forga aplicada e reconstruida no

dominio da frequéncia.

Neste caso, assim como apresentado na configuracao 14, o carregamento aplicado
excitou frequéncias naturais que nao foram inicialmente consideradas para o calculo de
reconstrugao do carregamento. Além da influéncia da frequéncia de excitagao do primeiro
modo de vibracao e do C'N da matriz F'RF apresentar grau elevado de instabilidade,
tornando os resultados pouco confidveis, estas frequéncias nao consideradas inicialmente

levem a resultados erréneos.

4.3 Diretrizes para utilizacao da pseudo-inversa de Moore-Penrose na re-

construgao de carregamento dinidmico

Apos realizacao da aplicagao analitica e numérica, se pode observar como a me-
todologia de reconstrugao de carregamento dinamico usando a pseudo-inversa de Moore-
Penrose funciona dentro das condigoes de analise dessa dissertacao. Dessa forma pode-se
definir uma proposta de diretrizes para utilizacao desta metodologia de forma genérica
em busca de uma maior assertividade na aplicacao desse método.

A proposta de diretrizes para utilizacao do método pseudo-inverso na reconstrucao
de carregamento dindmico é descrita na sequéncia, onde se pode visualizar de maneira

simplificada os fatores que tém maior influéncia sobre os resultados:
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e C'N - O ntmero de condicionamento (CN) da matriz F'REF do sistema de anélise
¢ um dos primeiros itens que deve ser considerado. Nao ¢é assegurado que com um
baixo niimero do C'N a reconstrugao de carregamento dinamico utilizando a pseudo-
inversa de Moore-Penrose seja realizada de forma satisfatoria, porém quando o CN
possui um valor elevado, a possibilidade de estar apenas amplificando um ruido
sem informacoes relevantes sobre o carregamento é alta, obtendo assim resultados
erroneos. A irregularidade do grafico do CN também prejudica a identificacao
das componentes de frequéncia que devem ser ignoradas para a reconstrugao de

carregamento.

e Faixa de frequéncia da F'RF - Esta técnica aqui apresentada requer uma boa mode-
lagem da matriz FRF. Para o caso em que a excitagao do carregamento for maior
que a frequéncia tutil da FFRF', como por exemplo se a frequéncia tutil da F'RF me-
dida vai até 1024 Hz mas a excitacao do carregamento é 2000 Hz, a metodologia aqui
estudada nao funcionaré bem, pois a modelagem do sistema nesta regiao nao sera
boa. Portanto, se torna importante conhecer previamente a frequéncia de excitagao
do sistema para poder modelar a matriz FRF' com igual ou maior frequéncia de
excitacao. Desta forma, nem todo o carregamento dindmico pode ser recuperado

com a técnica aqui testada.

e Faixa de excitacao do carregamento - Para conseguir reconstruir o carregamento,
também é necessario que a faixa de excitacao analisada respeite a frequéncia de
Nyquist, isto é, se a forca atuante no sistema de analise esta em torno de 600 Hz, a
faixa de frequéncia de excitacao utilizada para a medicao das respostas deve ser no

minimo 1200 Hz.

e Numero de pontos de medi¢ao - Conforme citado no Capitulo 2, essa metodologia
mostrou melhores resultados quando aplicada a sistemas sobredeterminados. Desta
forma, a probabilidade de assertividade na utilizagao desse método é maior se o
ntmero de pontos para medi¢ao das respostas for maior do que o ntimero de forgas

atuantes no sistema.
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5 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou um estudo sobre a reconstrucao de carregamento di-
namico usando um método pseudo-inverso. Buscou-se, inicialmente, um conhecimento
detalhado sobre a reconstrucao de carregamento dindmico usando um método pseudo-
inverso, mais especificamente o método pseudo-inverso aplicado de forma direta, isto é,
sem regularizagoes. Os resultados obtidos da aplicacao do método foram comparados em
diferentes modelos em processos analiticos e ntimericos de reconstrugao de carregamento.

A partir da revisao bibliografica obteve-se um importante resultado: a verificacao
quanto a funcionalidade do método abordado neste trabalho. O Capitulo 2 organiza os
fundamentos necessarios para a compreensao da aplicacao do método pseudo-inverso, tais
como conceitos basicos em vibragoes, F'RF', problemas inversos, entre outros.

Neste estudo, foi possivel verificar as dificuldades encontradas, as vantagens as-
sociadas ao método e sugerir boas praticas. As aplicagoes apresentadas no Capitulo 4
revelaram maior eficiéncia para problemas simples e bem definidos previamente, isto ¢,
problemas nos quais se pode conhecer a maior parte das condi¢oes impostas ao problema
inicialmente. O conhecimento prévio aproximado da faixa de excitagao do carregamento
que foi aplicado a estrutura é importante para se poder realizar as analises na faixa de
atuagao que abranja este carregamento aplicado. Também se pode verificar que quando
se conhece apenas as informacoes de saida do problema, a metodologia nao é capaz de
reconstruir o carregamento, em casos genéricos. Outro ponto de analise foi a influéncia da
frequéncia de excitagao do primeiro modo de vibragao: observou-se que ela pode ser do-
minante em alguns casos, descaracterizando completamente o carregamento inicialmente
aplicado. Como vantagem deste método, se pode citar como uma ferramenta util para
avaliar as solicitacoes sofridas por estruturas simples em casos bem definidos inicialmente.

Conforme mencionado no Capitulo 1 esses métodos podem ser instaveis e funcionar
apenas para certos casos, e a metodologia que utiliza termos dependentes do dominio da
frequéncia pode apresentar um mal-condicionamento associado & matriz F'RF', podendo
gerar erros significativos nos resultados. Desta forma, torna-se importante salientar que
para o problema de estudo é necessario conhecer previamente a faixa de frequéncia da
forca atuante na estrutura de modo a reconstruir a forga aplicada de maneira satisfatoria.

Portanto o método estudado mostrou-se ineficiente em casos em que se tem apenas as
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respostas de alguns pontos da estrutura, como foi o caso da forca em degrau, onde se
aplicou um carregamento que se excitou frequéncias que nao foram consideradas para o
calculo da matriz F'RF' fazendo com que se obtivesse uma forga reconstruida diferente da

forca aplicada.

5.1  Sugestoes para Trabalho Futuros

Primeiramente, ressalta-se que a metodologia pseudo-inversa possui potencial de
aplicagao para reconstrucao de carregamento dentro do contexto da engenharia.
A partir do trabalho realizado ao longo desta dissertagao, ficam aqui registrados

as seguintes propostas para trabalhos futuros:

e Refazer este estudo utilizando dados experimentais na etapa 3 da Figura 3.1 como

resposta transiente no lugar da simulagao numérica.
e Comparagao com outra metodologia que possua a mesma finalidade.
e Otimizacao da localizacao dos pontos de medicao das respostas.
e Avaliar a influéncia das condi¢oes de contorno.
e Avaliar a influéncia dos modos de vibracao.

e Comparar custos de simulagao numérica com anéalise experimental.

O primeiro item se refere a etapa 3 da Figura 3.1, onde é sugerido que se faga uma
analise experimental para obtencao das respostas e posterior montagem da matriz F'RF e
do vetor Y para utilizar a metodologia aqui apresentada, ao invés da utilizacao de dados
de simulacao numérica.

A segunda sugestao se refere a metodologias que utilizem regularizagoes, que sejam
somente no dominio do tempo ou da frequéncia mas que possuam a mesma finalidade de
reconstrucao de carregamento dinamico a partir do uso do método pseudo-inverso.

Os pontos de medicao para montagem da matriz FRF e do vetor de respostas
Y foram escolhidos neste trabalho de modo que fossem préximos ao local de aplicacao
do carregamento, desta forma sugere-se a otimizacao da localizacao desses pontos de
medicao de modo a identificar pontos desnecessarios para utilizacao da metodologia aqui

apresentada.
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Como neste trabalho avaliou-se a condicao de contorno do tipo engastada-livre e
a influéncia da frequéncia de excitacao do primeiro modo de vibragao dos modelos, se
torna relevante avaliar a aplicagao deste método para outras condigoes de contorno e a
influéncia da frequéncia de excitagao de outros modos de vibragao.

Devido & nao necessidade de construcao de um prototipo fisico para a simulacao
nimerica espera-se que os custos computacionais sejam menores do que da analise expe-
rimental, porém para algumas aplicagoes se torna importante comparar estes custos a fim

de garantir a utilizagao da metodologia mais eficiente com o menor custo.
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