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RESUMO

Neste trabalho, o fenomeno de evaporagao em gases rarefeitos é analisado, para o caso de uma
espécie de gés bem como de misturas bindrias. Evaporagao fraca e forte sao consideradas para
escoamentos de gases em canal e semi-espaco. Também é investigado o fendomeno conhecido
como reverso de temperatura, tipico de gases em estado de rarefacao. O método ADO, uma
versao analitica do método de ordenadas discretas, é utilizado para construcao de solugoes em
forma fechada para os diversos problemas e quantidades de interesse, como perfis de temperatura
e fluxos de calor. Para o caso de um gas, uma solucao unificada é desenvolvida para problemas
formulados a partir dos modelos cinéticos, derivados da equacao de Boltzmann, BGK, S, Gross-
Jackson e MRS. No caso de mistura binaria de gases, a formulagdo mateméatica é baseada no
modelo McCormack. Particularmente, quando a evaporacao forte ¢ abordada, e aspectos nao
lineares devem ser incluidos, a versao nao linear do modelo BGK ¢ utilizada. Neste caso, a
solucao ADO do modelo linear é utilizada em um processo chamado de pds-processamento para
inclusao dos termos nao lineares do problema e reavaliagao das quantidades de interesse, evi-
denciando melhoria dos resultados obtidos pela formulagao linear. Uma série de resultados
numeéricos sao listados e é observada, de forma geral, excelente exatidao e eficiencia computa-

cional.

Palavras-chave: Dinamica de Gases Rarefeitos, Problemas de Evaporacao, Modelos Cinéticos,

Método de Ordenadas Discretas.
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ABSTRACT

In this work, evaporation phenomena in rarefied gas flow, for one gas case and binary mixtures,
are analyzed. Weak and strong evaporation are considered in channel and half-space problems.
The reverse of temperature problem, typical in rarefied gas dynamics, is also investigated. The
ADO method, an analytical version of the discrete ordinates method, is used to develop closed
form solutions, to several problems and quantities of interest, as temperature profiles and heat
flows. For the one gas case, an unified solution is developed for the BGK, S, Gross-Jackson
and MRS models, derived from the Boltzmann equation. For binary mixtures, the mathemat-
ical formulation is based on the McCormack model. Particularly, when strong evaporation is
investigated, and nonlinear aspects have to be included, the nonlinear BGK model is used. In
this case, the ADO solution, provided by the linear model, is considered in a post-processing
procedure which takes into account the nonlinear terms to evaluate the quantities of interest,
and improved results are obtained, in comparison with the linear version. A series of numerical
results are listed and, in general, an excellent accuracy and good computational efficiency are

observed.

Keywords: Rarefied Gas Dynamics, Evaporation Problems, Kinetic Models, Discrete Ordi-
nates Method.



INDICE

1 INTRODUGAO . ..., 1
1.1  Os Problemas de Evaporacao .............o i 10
1.2 Objetivos e Contribuigoes .. ...... ...t 14

2 EVAPORAGCAO FRACA: CASODE UM GAS...........oooiiii, 16
2.1 Definicao dos Problemas de Interesse ........... ... ... . . i 16

2.1.1 O Problema do Reverso de Temperatura .............................. 16
2.1.2 O Problema de Evaporacao/Condensagao em Semi-Espago.............. 19
2.2 Formulagao Matematica ... ... ... ... i 21
2.2.1 O Problema do Reverso de Temperatura .............................. 24
2.2.2 O Problema de Evaporacao/Condensagao em Semi-Espago.............. 26
2.3 Reformulacao ........ oo 29
2.3.1 Reverso de Temperatura......... ... 31
2.3.2  Evaporacao/Condensacao em Semi-Espago ............................ 32
2.4 Solugao em Ordenadas Discretas . ... 33
2.5 Quantidades de Interesse . ... 38
2.5.1 Reverso de Temperatura.......... ... ... 38
2.5.2  Evaporacao/Condensac¢ao em Semi-Espago ............................ 40
2.6 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos ............................ 41

3 EVAPORACAO FRACA: CASO DE MISTURA DE DOIS GASES......... 59

3.1 Formulacao Matematica ... .. ... ... 59
3.1.1 O Problema do Reverso de Temperatura .............................. 65
3.1.2 O Problema de Evaporac¢ao/Condensagao em Semi-Espago.............. 68

3.2 Reformulacao . ... ... 70
3.2.1 Reverso de Temperatura......... ... ... i 73
3.2.2  Evaporacao/Condensacao em Semi-Espago ............................ 75

3.3 Solugao em Ordenadas Discretas ............. i 76

3.4 Quantidades de Interesse . ... ... 83
3.4.1 Reverso de Temperatura . ............ . i 83

vi



3.4.2  Evaporacao/Condensagao em Semi-Espago .............. ... ... ....... 85

3.5 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos ............................ 86

4 EVAPORACAO FORTE: MODELO BGK NAO LINEAR.................... 111
4.1 Definicao do Problema .. ... ... ... . . 111
4.2 Formulagcao Matematica . ...... ... 113
4.3 Reformulagao . ... ... ... 116

4.4 Solucao em Ordenadas Discretas ... 121
4.5 Quantidades de Interesse . ....... ... 129
4.6 Tratamento da Nao Linearidade .......... ... .. ... . ... . .. . . .. . .. 130
4.6.1 Pés-processamento para recalcular os quocientes no./ng € Too/To oo ... 130

4.6.2 Pos-processamento para recalcular os perfis........... ... ... ... 136

4.7 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos ............................ 143

5 EVAPORACAO FORTE: SOLUCAO UNIFICADA ........................... 155
5.1 Formulagao Matematica ... ... ... 155
5.2 Reformulacao . ... ... 158
5.3 Solugao em Ordenadas Discretas ............. i 161
5.4 Quantidades de Interesse . ... 167
5.5 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos ............................ 167

6 CONCLUSOES .. ... i 176
7 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ... ..ot 178

vil



2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6

2.7

2.8

2.9

3.1

3.2

3.3
3.4

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

4.6

4.7

LISTA DE FIGURAS

Evaporagao Fraca em Canal ....... ... ... . 16
Temperatura do Gas entre as Interfaces........... ... ... .. .. .. ... ... .. ... 17
Reverso de Temperatura . ....... ... 18
Evaporagao em Semi-Espaco. .. ... ... 20
Condensacao em Semi-ESpaco .......... . 20

Reverso de Temperatura: Perturbacao de Temperatura AT(7) com 2a = 2.0,
0 = 1.0, modelo Gross-Jackson e € =¢&; ....... .. 57

Reverso de Temperatura: Fluxo de Calor ) com 0 = 1.0, modelo Gross-Jackson

Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Variacao de Densidade Q(7) com u =
1.0, modelo MRS e e = 1/3/8 .. oo 58
Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Variacao de Temperatura ©(7) com

u = 1.0, modelo MRSeezl/\/g ........................................... 58

Perturbagao de Temperatura AT(7) para o Caso 1 com 2a = 2.0, C' = 0.8 e

0 = 1.0 o 109
Fluxo de Calor (1(7) para o Caso 1 com 2a =2.0,C=08ed=1.0........... 110
Fluxo de Calor QQ(7) para o Caso 1 com 24 =2.0,C=08ed=10........... 110
Evaporagao em Semi-Espaco............ 112
Condensacao em Semi-ESpaco ........... 112
Evaporagao Forte: ny/ng com w, = 0.0 .. ..o 152
Evaporagao Forte: Ty, /Ty com w, =0.0 ..o 152

Evaporagao Forte: Perturbagoes de Densidade AN(7) e AN(T) com u = 0.8 e

viil



4.8 Evaporacao Forte: Fluxos de Calor Q.(7) e Q\m(T) com u = 0.8 e u, = 0.0

X



2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11

2.12

2.13

3.1

3.2

3.3
3.4
3.5
3.6

3.7

3.8

3.9
3.10

LISTA DE TABELAS

Reverso de Temperatura: Perturbacao de Densidade ANy (7) com 2a =2.0...... 45
Reverso de Temperatura: Perturbacao de Densidade ANy (7) com 2a =2.0...... 46
Reverso de Temperatura: Perturbagao de Temperatura AT} (7) com 2a =2.0.... 47
Reverso de Temperatura: Perturbagdo de Temperatura ATy(7) com 2a =2.0.... 48
Reverso de Temperatura: Fluxo Massico Uy ....... ... . .. 49
Reverso de Temperatura: Fluxo Massico Us ..., 50
Reverso de Temperatura: Fluxo de Calor Q1 ....... ... ... ... .. ... ... .. ... 51
Reverso de Temperatura: Fluxo de Calor Qo .......... . ... .. .. ... ... ... 52
Reverso de Temperatura: O . .....oo it 53
Reverso de Temperatura: Bg ........ ... .. 53
Evaporagao/Condensacao em Semi-espago: Perturbagao de Densidade AN(7)

Com U = 1.0 . o 54
Evaporagao/Condensacao em Semi-espago: Perturbagao de Temperatura AT (7)

com U= 1.0 . .o 55
Evaporagao/Condensacao em Semi-espago: Saltos de Densidade e de Tempe-

ratura com u = 1.0 € € = €. . oo 56
Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Densidade para o Caso 1 com C' = 0.3

€ 20 = 2.0 L 90
Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Temperatura para o Caso 1 com C' =

0.3 €20 =2.0 .. i 90
Reverso de Temperatura: Fluxos de Calor para o Caso 1 com C =0.3 e 2a =20 91
Reverso de Temperatura: Fluxos Méssicos para o Caso 1 com C =03 .......... 91
Reverso de Temperatura: 51 e 3% parao Caso lcom C =03 ................. 91
Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Densidade para o Caso 1 com C' = 0.8

€ 20 = 2.0 L 92
Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Temperatura para o Caso 1 com C' =

0.8 € 20 = 2.0 .. 92
Reverso de Temperatura: Fluxos de Calor para o Caso 1 com C'=0.8e 2a =2.0 93
Reverso de Temperatura: Fluxos Massicos para o Caso 1 com C'=0.8.......... 93
Reverso de Temperatura: 51 e 3% parao Caso 1lcom C =08 ................. 93



3.11

3.12

3.13
3.14
3.15
3.16

3.17

3.18
3.19
3.20
3.21

3.22

3.23
3.24
3.25
3.26

3.27

3.28
3.29
3.30
3.31
3.32
3.33
3.34
3.35

Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
03e2a=20..........
Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
08e2a=20..........
Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:

Reverso de Temperatura:

Reverso de Temperatura:

Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
Reverso de Temperatura:
08e2a=20..........
Reverso de Temperatura:

Reverso de Temperatura:

Reverso de Temperatura:

Evaporagao/Condensagdo em Semi-espaco:
Evaporagao/Condensagao em Semi-espago:
Evaporagao/Condensacao em Semi-espago:
Evaporagao/Condensacao em Semi-espago:

Evaporagao/Condensagao em Semi-espago:

Perturbacoes de Densidade para o Caso 2 com C' = 0.3

................................................... 94
Perturbagoes de Temperatura para o Caso 2 com C' =
................................................... 94
Fluxos de Calor para o Caso 2 com C'=0.3e2a=2.0 95
Fluxos Massicos para o Caso 2 com C' =0.3.......... 95
BT e Y parao Caso2com C =03 ................. 96
Perturbagoes de Densidade para o Caso 2 com C' = 0.8
................................................... 96
Perturbagoes de Temperatura para o Caso 2 com C' =
................................................... 97
Fluxos de Calor para o Caso 2 com C'=0.8 ¢ 2a = 2.0 97
Fluxos Massicos para o Caso 2 com C' =0.8.......... 98
BT e Y parao Caso2com C =0.8 ................. 98
Perturbagoes de Densidade para o Caso 3 com C' = 0.3
................................................... 98
Perturbagoes de Temperatura para o Caso 3 com C' =
................................................... 99
Fluxos de Calor para o Caso 3 com C'=0.3 e 2a =20 99
Fluxos Massicos para o Caso 3 com C' =0.3.......... 100
BT e Y parao Caso 3com C =03 ................. 100
Perturbagoes de Densidade para o Caso 3 com C' = 0.8
................................................... 100
Perturbagoes de Temperatura para o Caso 3 com C' =
................................................... 101
Fluxos de Calor para o Caso 3 com C'=0.8 ¢ 2a = 2.0 101
Fluxos Massicos para o Caso 3 com C' =0.8.......... 102
BT e 89 parao Caso 3com C =0.8 ................. 102
Casolcom C=03eu=10....... 103
Casolcom C=08eu=10....... 103
Caso2com C=03eu=1.0....... 104
Caso2com C=08eu=1.0....... 104
Caso 3com C=03eu=1.0....... 105

x1



3.36
3.37
3.38

3.39

3.40
3.41
3.42
3.43

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12

5.1
5.2
5.3
5.4
2.5
5.6
5.7
2.8
5.9
5.10

Evaporagao/Condensagdo em Semi-espago: Caso 3 com C =08 eu=1.0....... 105
Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Salto de Pressao —v* com dy/dy = 1.0 106

Evaporacio/Condensacao em Semi-espaco: Salto de Concentracao v — ~% com

do/dy = 1.0 o 106
Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Salto de Temperatura —0* com dy/d; =

L0 106
Reverso de Temperatura: 57 com dy/dy =1.0 ... 107
Reverso de Temperatura: 81 com dy/dy = 1.0 ... oo 107
Reverso de Temperatura: ﬁ? comdy/dy =1.0 ... i 108
Reverso de Temperatura: 05 com do/dy = 1.0 .. ... 108
Tempo Computacional .. ....... ... 145
Evaporagao Forte: ny/ng com w, = 0.0 .. ... 146
Evaporagao Forte: Tho /Ty com wy,y, = 0.0 ..o 147
Evaporacao Forte com v =0.1ewu, =0.0.... .. . 147
Evaporagao Forte com u =02 e u, =0.0. ... i i 148
Evaporacao Forte com u =03 ewu, =0.0.... .. . 148
Evaporacao Forte com u =04 e u,, = 0.0 .. ... 149
Evaporacao Forte com u =0.5e u, = 0.0 .. ... ... 149
Evaporacao Forte com u =0.6 e u,, =0.0.... ... i 150
Evaporacao Forte com u =0.Teu, =0.0.... .. . i 150
Evaporacao Forte com v =0.8 e u,, = 0.0 ... ... 151
Evaporagao Forte com u =09 e u, =0.0. ... ... i i 151
Evaporagao Forte: ny/ng com w, = 0.0 ... 169
Evaporagao Forte: Ty, /Ty com w, = 0.0 ..o 169
Evaporagao Forte: AN(7) comu=04eu, =00 ....... .. ... . ... ...... 170
Evaporagao Forte: AU(7) comu=04eu, =0.0 ...... ... ... ... 170
Evaporagao Forte: AT(7) comu=04eu, =00 ....... ... ... . ... ...... 171
Evaporacao Forte: Q. (1) comu=04eu, =00 ...... ... .. 171

Evaporagao Forte: AN(7) com u=0.7eu, =0.0 ..., 172
U(t)comu=0.7Tewu,=00 ......0...c .. 172

A
Evaporacao Forte: A
AT(T) comu=0.7eu, =00 ....... ..., 173

(
Evaporagao Forte: (

Evaporagao Forte: Q. (7) comu=0.Tewu, =00 ........ ... ... . ... .. .... 173

xii



5.11 Evaporagao Forte: AN(7) comu=0.9eu, =00 ....... .. ... ... ... .. 174
5.12 Evaporagao Forte: AU(7) comu=0.9eu, =0.0 ........ ... ... ... 174
5.13 Evaporagao Forte: AT(7) comu=0.9¢e uy, =00 ..., 175
5.14 Evaporagao Forte: Q,(7) comu=09eu, =00 ........ .. ... .. ... . ..... 175

xiil



ADO
DSMC
ELB
MEMS

PP

LISTA DE SIGLAS E ABREVIATURAS

Método Analitico de Ordenadas Discretas
Direct Simulation Monte Carlo

Equacao Linearizada de Boltzmann
Sistemas Microeletromecanicos

Poés-Processamento

Xiv



Ql

Q>

S8

N

LISTA DE SIMBOLOS

Meia largura do canal [m)]

Meia largura do canal adimensionalizada
Comprimento caracteristico [m]

Vetor velocidade das particulas adimensionalizado
Concentragao molar

Diametro das particulas [m]

Funcao de distribuicao

Ntcleo de espalhamento da equagao linearizada de Boltzmann

Perturbacao na distribuicao Maxweliana

Operador de colisao da equacgao de Boltzmann

Constante de Boltzmann [1.3805 x 10723J/ K]

Numero de Knudsen

Livre caminho médio [m]

Operador de colisao do modelo McCormack

Calor latente [J]

Massa da particula [Kg]

Quantidade de pontos de quadratura no pds-processamento
Numero de Mach
Densidade numérica [m 3]

Quantidade de pontos de quadratura no método ADO
Pressao [Pal|

Numero de Prandtl

Fluxo de calor [W/m?|

Fluxo de calor adimensionalizado

Fluxo de calor nao linear adimensionalizado

XV



Wi, Vj; Wj
Lj»Yj
AN

AN

AU

AU

AT

Vetor espacial [m]

Numero de Reynolds

Tempo [s]

Temperatura [K]

Velocidade caracteristica [m/s]

Fluxo massico adimensionalizado
Vetor velocidade do escoamento [m/s]
Vetor velocidade das particulas [m/s]
Freqiiéncia de espalhamento diferencial
Pesos de quadratura

Pontos de quadratura

Perturbacao de densidade
Perturbacao nao linear de densidade
Perturbacao de velocidade
Perturbacao nao linear de velocidade
Perturbacao de temperatura

Perturbacao nao linear de temperatura

Letras Gregas

Desvio de temperatura na interface
Salto de temperatura

Desvio de densidade na interface
Massa especifica [Kg/m?]

Salto macroscopico de densidade
Salto macroscopico de temperatura
Salto microscopico de densidade
Salto microscopico de temperatura

Salto de pressao

Xvi



&k

Salto de concentragao

Viscosidade [Pa s]

Freqiiéncias de colisao das particulas [s7!]

Constante de separacao

Solugao elementar

Diametro de colisao das particulas [m]

Correcao da camada de Knudsen

Variavel espacial adimensionalizada

Ponto de quadratura

XVil



1 INTRODUCAO

Sistemas microeletromecanicos (MEMS) sdo pequenas estruturas com dimensdes me-
nores que lmm e maiores que lum, que combinam componentes elétricos e mecéanicos [Gad-
El-Hak, 2006]. Como exemplos podem-se citar acelerometros para airbags, biochips para de-
teccao de agentes quimicos ou bioldgicos, resistores, capacitores e transistores elétricos usados
em equipamentos de comunicacao, sensores de pressao utilizados na extremidade de cateteres
ou em pneus de automédveis, microfones de silicio, micromotores, microbombas, microturbinas
[Savoulides et al., 2008], micromolas [Liu et al., 2008|, microvalvulas [Galambos et al., 2009] e
microespelhos [Yoo et al., 2009] entre outros. No interior dessas pequenas maquinas existem
microcanais contendo fluidos, que usualmente sdo chamados de microfluidos.

Os primeiros estudos com MEMS surgiram na década de oitenta em pesquisas com
micromaquinas [Karniadakis et al., 2005]. No entanto, segundo Gad-El-Hak [Gad-El-Hak, 2006],
o rapido progresso na fabricacao durante a tultima década nao foi igual aos correspondentes
avangos no entendimento da fisica nao convencional envolvida na manufatura e operacao destes
pequenos artefatos.

Escoamentos de fluidos em pequenos projetos diferem de escoamentos em grandes
maquinas. Em sistemas pequenos, nem sempre os modelos tradicionais de escoamento, como as
equagoes de Navier Stokes [Schlichting, 1976] com condigdes de contorno de nao escorregamento
sao os mais apropriados, pois a dinamica de fluidos e a interacao do fluido com a superficie
em sistemas pequenos € muito diferente que em sistemas grandes. Ainda, de acordo com Gad-
El-Hak [Gad-El-Hak, 2006], nota-se que em uma maquina com comprimento caracteristico de

1m a razao entre a &rea superficial e o volume é da ordem de 1m ™!

, enquanto que em uma
micromaquina com tamanho de 1um esta razao é da ordem de 10°m ™!, ou seja, ela é 10° vezes
maior. Por isso, obviamente os efeitos de superficie sao muito mais importantes em sistemas pe-
quenos que em sistemas grandes. O crescimento desta razao afeta substancialmente o transporte
de massa, momento e energia através da superficie. Nesta dinamica o material que compoe a
superficie e sua rugosidade devem ser levados muito mais em conta do que em grandes geome-
trias. Torna-se necesséario considerar fenomenos de rarefagao que antes eram despreziveis como o
escorregamento, o salto de temperatura, o “creep” térmico, os efeitos de compressibilidade e de

dissipacao viscosa e as forcas intermoleculares [Karniadakis e Beskok, 2002; Karniadakis et al.,

2005; Gad-El-Hak, 2006]. Estes efeitos tornam-se tao importantes quanto outros principios
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como a conservacao de massa, a segunda lei de Newton e a conservacao de energia. Assim,
para melhorar o desenvolvimento, a fabricacao e a utilizagao de sistemas microeletromecanicos
é necessario entender a dinamica de fluidos envolvida nos escoamentos em pequenas escalas.

Neste sentido, no que diz respeito a modelagem de fluidos, é usual se considerar dois
caminhos [Gad-El-Hak, 2006]. O primeiro é admitir que o fluido é um meio continuo, onde a
matéria pode ser dividida indefinidamente sem que suas caracteristicas fisicas ou quimicas sejam
afetadas. O segundo é considerar o fluido como uma colecao de moléculas. No continuo, quanti-
dades macroscépicas como massa especifica, velocidade, temperatura e pressao sao definidas em
cada ponto do espaco e do tempo e os principios de conservacao de massa, momento e energia
conduzem a um conjunto de equacoes diferenciais parciais nao lineares — Euler, Navier Stokes,
Burnett — para estas quantidades. Neste caso a natureza molecular do gés ou do liquido ¢é igno-
rada e o comportamento do fluido é descrito em termos de suas variagoes espaciais e temporais
de massa especifica, velocidade, temperatura e pressao. Basicamente, os modelos continuos co-
mandam satisfatoriamente as situagoes onde as quantidades macroscopicas podem ser definidas
como médias sobre elementos que sao grandes se comparados com a estrutura microscopica do
fluido, mas pequenos se comparados com a escala do fenomeno e, por isso, permitem usar o
calculo diferencial para descreve-los. O atrito superficial e o fluxo de calor podem ser expressos
em termos de quantidades macroscépicas, como velocidade e temperatura, e relagoes lineares
sao validas quando o escoamento esta préximo do equilibrio termodinamico [Gad-El-Hak, 2006].
Entretanto, a medida que as dimensoes do escoamento vao diminuindo e a razao entre a area
superficial e o volume vai aumentando, torna-se necessario considerar os efeitos de rarefagao
mencionados anteriormente.

Para fluidos gasosos usa-se um parametro adimensional para definir o seu estado de
rarefacdo. Este parametro é o numero de Knudsen [Williams, 1971] definido como a razao
entre o livre caminho médio [ (distancia percorrida por uma particula sem sofrer colisdo) e o

comprimento caracteristico do escoamento a (que pode ser a sua dimensao geométrica). Assim
[
a

De acordo com o valor do niimero de Knudsen o estado de rarefagao do gés normalmente

é definido na forma de quatro regimes [Karniadakis e Beskok, 2002]:
e Regime continuo: Kn < 0.01;

e Regime “slip-flow”: 0.01 < Kn < 0.1;



e Regime de transicao: 0.1 < Kn < 10;
e Regime de moléculas livres: Kn > 10.

No regime continuo a modelagem dos fenomenos se baseia nas equagoes de Navier Stokes
[Schlichting, 1976] com condigdes de contorno de nao deslizamento e sem salto de temperatura.
Ainda, se o nimero de Reynolds (Re), que expressa a razao entre as forgas de inércia e as forgas
de atrito do escoamento, tender ao infinito valem as equacoes de Euler para fluidos inviscidos. O
nimero de Reynolds pode ser definido matematicamente como [Schlichting, 1976; Gad-El-Hak,
2006]

Re = 2% (1.2)
1

onde u é a velocidade caracteristica, p é a massa especifica e i é a viscosidade do fluido.

)

No regime “slip-flow” as equagoes de Navier Stokes continuam valendo mas as relagoes
lineares entre atrito superficial e gradiente de velocidade, e entre fluxo de calor e gradiente tempe-
ratura tornam-se imprecisas [Gad-El-Hak, 2006]. Além disso, os efeitos de rarefagao precisam
ser considerados e torna-se necessario usar condigoes de contorno que incluam os efeitos de
escorregamento e de salto de temperatura, o qual pode ser definido como a diferenca entre a
temperatura da parede e a temperatura do gas em contato com esta parede.

Nos outros dois regimes a hipétese do fluido ser considerado um meio continuo deixa
de existir e passa a se considerar os chamados estados de rarefacao. Neste ponto as equagcoes de
Navier Stokes deixam de ser adequadas e surge a dinamica de gases rarefeitos, que é a parte da
teoria cinética que trata do estudo dos gases considerando-os como um conjunto de particulas
e ndo como um meio continuo [Chapman e Cowling, 1970; Williams, 1971; Ferziger e Kaper,
1972; Sone, 2002].

Escoamentos de gases rarefeitos sao encontrados nao sé em pequenas geometrias, como
MEMS [Karniadakis e Beskok, 2002; Karniadakis et al., 2005; Raju e Roy, 2005; Rinaldi et al.,
2008; Lee et al., 2008; Peng et al., 2008; Martinelli e Viktorov, 2009; Ghisi et al., 2009; Kasagi
et al., 2009], mas também em aplicagoes de baixa pressao, como dispositivos de vacuo [Dushman,
1949; Wutz et al., 1989; Roth, 1990; Sharipov e Seleznev, 1998; Varoutis et al., 2008a; Varoutis
et al., 2009], ou mesmo em voos em alta altitude [Anderson, 1969; Kogan, 1992; Fan et al., 2001]
e aplicagoes ambientais como mecanica de aerosséis [Williams e Loyalka, 1992; Willett et al.,

1999; Aleksandrov et al., 2008].

Surgem também os modelos moleculares que consideram o fluido, seja ele liquido ou
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gés, como um conjunto discreto de moléculas, dtomos, fons ou elétrons. O objetivo passa a
ser determinar posicao, velocidade e estado das particulas em todos os instantes de tempo. O
movimento das particulas é determinado pelas leis de mecanica classica e as vezes pelas leis
da mecanica quantica, o que complica muito os problemas. A interacao entre as particulas
é prescrita por um potencial entre dois corpos e a sua posicao é determinada a partir das
equagoes de Newton para o movimento [Gad-El-Hak, 2006]. Os métodos de dinamica molecular
tém duas dificuldades: primeira, escolher um potencial de interagao que seja adequado para
as particulas; segunda, um enorme esforco computacional. Essa é uma séria limitacao para a
dinamica molecular. Como uma particula em um conjunto de N moléculas vai interagir com
todas as N moléculas, o esforco computacional é da ordem de N?2. Isso pode requerer um
tempo de computacao de centenas de anos. Além disso, simulagoes em dinamica molecular
sao ineficientes em gases rarefeitos, pois as interacoes entre as moléculas sao infreqiientes e,
por isso, elas sdo mais usadas em gases densos e em liquidos [Gad-El-Hak, 2006]. Para gases
rarefeitos uma das alternativas sao as aproximacoes estatisticas como o método de Monte Carlo
(DSMC) [Bird, 1994], onde o objetivo é “seguir” um grande nimero de moléculas selecionadas
aleatoriamente, usar seus movimentos e interacoes para modificar suas posicoes e estados e
depois aplicar o comportamento observado em um nimero maior de particulas. O DSMC vale
para qualquer valor do nimero de Knudsen e, além disso, pode-se incluir efeitos de radiagao,
reacoes quimicas e concentracoes das espécies nas simulagoes. O DSMC é baseado diretamente
na fisica da interacao de cada molécula e também é um método estatistico, pois cada molécula
¢ uma amostra de um conjunto maior. Outra vantagem em relacao a dinamica molecular é que
o esforgo computacional é da ordem de N ao invés de N? [Gad-El-Hak, 2006].

Outra alternativa para modelar situacoes de gases no regime de transicao é usar a
equagao de Boltzmann [Chapman e Cowling, 1970; Williams, 1971; Ferziger e Kaper, 1972;
Cercignani, 1988; Sone, 2002]. Esta é uma equacao integro-diferencial nao linear muito complexa
cuja variavel dependente é a funcao de distribuicao de particulas f, que representa o niimero
esperado de particulas de um gds em um determinado instante de tempo e espago de fase. Esta
equagao pode ser escrita como [Williams, 1971; Cercignani, 1988]

9 (txv) £V Vol = (), (13)

onde f é a fungao de distribuicao de particulas, ¢ é a varidvel temporal, r = (z,vy, z) é o vetor
espacial, v = (v, vy, v,) é o vetor velocidade das particulas e J(f’, f) é o operador de colisdo.

Considerando a hipotese das moléculas do gés serem monoatomicas, sem carga elétrica, sofrerem
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apenas colisoes bindarias e serem do tipo esferas rigidas, o operador integral de colisao é dado

por [Williams, 1971]

J(ff) = ///W(V —vivy = v [f(t, e, V) f(t,r,v))—
ft, e, v)f(t,r,vy)|dvedvidv', (1.4)

onde [’ e f estdao associadas respectivamente com as distribui¢oes antes e apds as colisces e W
é a freqiiéncia de espalhamento diferencial para colisao entre dois corpos.

As quantidades macroscépicas como densidade numérica (ou seja, nimero de particulas
por unidade de volume [Sharipov e Bertoldo, 2009]), velocidade, temperatura e fluxo de calor

do gés sao calculadas a partir de integrais da funcao f dadas respectivamente por [Williams,

1971]
n(t,r) = /:: /:: /_: f(t,r,v)dv,dv,dv,, (1.5)
u(t,r) = ﬁ /_Z /_Z /_Z vf(t,r,v)dv,dv,do,, (1.6)
T(t,r) = Skn / / / v —u(t,r)]*f(t,r,v)dv,do,dv, (1.7)

_ T T T v w ) — a0 f(E r v)dusdoydus, (1.8)
2 )t oo oo

onde m é a massa de uma particula de géas e k é a constante de Boltzmann.

A equagao de Boltzmann também é valida para o regime continuo. De fato, Williams
[Williams, 1971] apresenta uma derivagao das equagoes de Navier Stokes a partir desta equagao.
No regime de moléculas livres, onde as colisoes entre as moléculas podem ser desprezadas, a
equacao de Boltzmann também pode ser aplicada desconsiderando-se o termo de colisao, o que
a simplifica consideravelmente e permite que se obtenham solucoes analiticas para geometrias
simples [Sharipov e Seleznev, 1998].

Para formulacao dos problemas é necessario que se considere condi¢oes de contorno
apropriadas. De forma geral, a condi¢ao de contorno para uma superficie localizada na posicao

rs é dada por [Williams, 1971]

—v-nf(t,rs,v) = / v -nl(rs, v/ — v)f(t,rs, v)dV/, v-n <0, (1.9)
v/-n>0
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onde n é um vetor normal unitdrio externo a regiao ocupada pelo gas e ['(rs, v — v) é a
probabilidade de uma particula que colide na supeficie rg com velocidade v’ ser refletida com
velocidade v. Os modelos de condi¢ao de contorno se diferenciam particularmente no termo
[(rs, v — v) da Eq. (1.9), pois ele descreve como é o processo de interagao entre as particulas
do gés e a superficie. Usualmente adota-se o modelo de Maxwell [Williams, 2001], que considera
que uma parte das particulas que colidem nas paredes é refletida difusamente e outra parte é
refletida especularmente. Dessa forma, para incluir ao mesmo tempo reflexao difusa e especular,
usa-se um coeficiente de acomodacao a que representa a fracao de particulas refletida difusa-
mente pela parede, enquanto que a fragao (1 — «) é refletida especularmente [Williams, 1971].
Modelos mais refinados de descrigao da interacao gas-superficie, como o modelo de Cercignani-
Lampis [Cercignani e Lampis, 1971], também podem ser considerados. Neste modelo usam-se
coeficientes de acomodacao normais e tangenciais que descrevem melhor o processo de colisao
das particulas com as paredes, em especial no caso de superficies rugosas.

As dificuldades de se trabalhar com a equacao de Boltzmann aparecem principalmente
devido & nao linearidade do operador de colisao e da multidimensionalidade da equagao (sete
varidveis independentes ¢, r, v) para o caso geral. Para tratar a ndo linearidade do termo integral,
considerando o caso estaciondrio, propoe-se para as situacoes fracamente fora do estado de

equilibrio uma linearizacao [Williams, 1971; Williams, 2001] da forma

fr,v) = feg(v)[1 + h(r,v)], (1.10)

onde h é uma perturbacao na Maxwelliana absoluta f., dada por

3/2 2

m MV — U
(V) =n, Y 7 Heal L 1.11
JealV) nq{QﬁkTeJ eXp{ 2T, } (1.11)

onde neq, Ueq € Tyq sao respectivamente a densidade, a velocidade e a temperatura do gas em

seu estado de equilibrio. Assim, substituindo-se a Eq. (1.10) na Eq. (1.3) e usando algumas
propriedades do operador de colisao .JJ obtém-se a equacao linearizada de Boltzmann para a

perturbacao h [Williams, 1971; Williams, 2001]

v - V,.h(r,v) +n(v)h(r,v) / / / H(v,v')h(r,v")dv,dv,dv, (1.12)

onde n(v) é a freqiéncia de colisao das particulas que, em geral, pode depender da velocidade
molecular.
Para simplificar o termo integral a alternativa que vem sendo utilizada [Cercignani,

1988; Barichello e Siewert, 2003] é substituir o nicleo de colisao H(v,v’) por uma expressao
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simplificada que conserve as propriedades fisicas do processo de colisao, como conservacao de
massa, momento e energia. Dessa forma, uma equacao de Boltzmann que teve o seu nucleo de
colisao substituido por um nicleo aproximado é chamada de modelo cinético ou equagao modelo
[Cercignani, 1988].

Ao longo dos anos foram desenvolvidos varios modelos cinéticos para descrever o pro-
cesso de colisao entre as particulas de um gas. Entre eles destacam-se os modelos com freqiiéncia
de colisao constante — isto é, que independe da velocidade das particulas do gds — BGK [Bhat-
nagar et al., 1954], Gross-Jackson [Gross e Jackson, 1959], S [Shakhov, 1968], MRS [Garcia
e Siewert, 2006] e os modelos com freqiiéncia de colisdo varidvel — que depende da veloci-
dade das particulas do gias — CLF [Cercignani, 1966; Loyalka e Ferziger, 1968], CES e CEBS
[Barichello e Siewert, 2003], todos estes para o caso de uma espécie de gas. Ha também os
modelos para misturas de dois gases como o modelo de Hamel [Hamel, 1965] e o de McCor-
mack [McCormack, 1973]. E importante salientar um aspecto importante dos modelos BGK,
S, Gross-Jackson e MRS, os quais sao utilizados neste trabalho. De acordo com a derivacao
proposta por Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 2003] e estendida por Siewert e Sharipov
[Siewert e Sharipov, 2002], os modelos BGK e S correspondem a uma expansao de dois termos
na aproximacao sintética do nicleo de espalhamento para esferas rigidas proposta por Pekeris e
Alterman [Pekeris e Alterman, 1957], enquanto que os modelos Gross-Jackson e MRS represen-
tam uma expansao de trés termos, conforme mostrado por Garcia e Siewert [Garcia e Siewert,
2006]. Esta melhor aproximagao implica em resultados mais precisos, na maior parte dos casos
analisados [Scherer et al., 2009a], para as quantidades macroscépicas dos problemas como os
perfis de velocidade e temperatura.

As equacgoes modelo vém sendo usadas ha muitos anos com o propdésito de resolver pro-
blemas classicos da dinamica de gases rarefeitos e, mais recentemente, devido as aplicacoes em
MEMS. Nestes problemas busca-se analisar diferentes efeitos em escoamentos de gases rarefeitos,
como os provocados pela existéncia de gradientes de temperatura (“creep” térmico), pressao
(Poiseuille) ou velocidade (Kramers), ou entao os causados por diferengas de temperatura ou
movimentos nas paredes de canais (transferéncia de calor ou Couette), ou ainda os provocados
por diferentes concentragoes de gases em uma mistura. Em alguns destes problemas consegue-
se determinar coeficientes de deslizamento e de salto de temperatura usados nas condigoes de
contorno do regime “slip-flow”. Para o tratamento de problemas classicos da dinamica de gases
rarefeitos, como os problemas de Poiseuille, “creep” térmico, Couette, deslizamento térmico,

Kramers, transferéncia de calor e salto de temperatura, pode-se citar as referéncias [Welander,
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1954; Gross e Ziering, 1959; Frankowski et al., 1965; Bassanini et al., 1967; Bassanini et al., 1968;
Loyalka e Ferziger, 1968; Cassell e Williams, 1972; Thomas et al., 1973; Onishi, 1974; Loyalka
et al., 1978; Thomas, 1985; Valougeorgis e Thomas, 1985; Loyalka e Hickey, 1989; Ohwada et al.,
1989; Loyalka, 1989; Sone et al., 1989b; Loyalka e Hickey, 1990; Sone et al., 1990; Cercignani e
Lampis, 1991; Loyalka e Hickey, 1991; Wakabayashi et al., 1996; Onishi, 1997; Aoki et al., 2001;
Sharipov, 2002; Sharipov, 2003; Zhang et al., 2008; Sharipov e Kalempa, 2008; Varoutis et al.,
2008b; Breyiannis et al., 2008; Shakhov e Titarev, 2009; Taheri et al., 2009; Loyalka e Tompson,
2009], nas quais eles foram abordados. Nestas referéncias, em geral, foram utilizados métodos
numéricos como esquemas de diferencas finitas ou o método de velocidades discretas, métodos
analiticos mais sofisticados como o método das solucoes elementares, expansdes em séries ou
ainda os métodos conhecidos como Sy e Fly.

Recentemente estes problemas tém sido abordados com o método analitico de orde-
nadas discretas (ADO) [Barichello e Siewert, 1999b], que é uma versao analitica do método
de ordenadas discretas proposto, segundo Garcia [Garcia, 2002], por Wick [Wick, 1943] e
utilizado posteriormente por Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960] para problemas de trans-
feréncia radiativa. A principal diferenga entre as duas abordagens é que no método utilizado por
Chandrasekhar determinam-se as constantes de separagao através das raizes de uma equacao
caracteristica, enquanto que no método ADO as constantes de separacao sao determinadas
resolvendo-se um problema matricial de autovalor. Além disso, no método ADO ¢ utilizado um
esquema de quadratura arbitrario. Devido ao carater analitico, em geral solugoes mais precisas
e mais rapidas do ponto de vista computacional tém sido obtidas em problemas ja tratados
anteriormente por outras metodologias.

Muitos trabalhos foram feitos com o método ADO utilizando diferentes modelos ciné-
ticos, ou de condigoes de contorno, para resolver os problemas da dinamica de gases rarefeitos

citados anteriormente. Alguns destes trabalhos estao registrados nas seguintes referéncias:

e Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 1999a], onde foi resolvido o problema de Poi-

seuille;
e Siewert [Siewert, 2001], onde foi resolvido o problema de Kramers;

e Siewert [Siewert, 2002a], onde foram resolvidos os problemas de Poiseuille e do “creep”

térmico;

e Siewert e Sharipov [Siewert e Sharipov, 2002], onde foram resolvidos os problemas de

Kramers e do deslizamento térmico;



9

o Siewert [Siewert, 1999] e Scherer e Barichello [Scherer e Barichello, 2006], [Scherer e

Barichello, 2009], onde foi resolvido o problema de transferéncia de calor;

e Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 2000], Barichello, Bartz, Camargo e Siewert
[Barichello et al., 2002] e Siewert [Siewert, 2004], onde foi resolvido o problema do salto

de temperatura;

todos estes para o caso de um gas. Ha também os trabalhos feitos em misturas bindrias de gases

com o modelo McCormack, entre os quais estao:

e Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 2004], onde foi resolvido o problema de transferéncia

de calor;

e Siewert e Valougeorgis [Siewert e Valougeorgis, 2004a], onde foram resolvidos os problemas

de Kramers e do deslizamento térmico;

e Siewert e Valougeorgis [Siewert e Valougeorgis, 2004b], onde foram resolvidos os problemas

de Poiseuille e do “creep” térmico;
e Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 2005], onde foi resolvido o problema de Couette;

e Siewert [Siewert, 2005] e Knackfuss e Barichello [Knackfuss e Barichello, 2006], onde foi

resolvido o problema do salto de temperatura.

H&a também os trabalhos onde foi usada a equacao linearizada de Boltzmann propria-
mente dita. Neste caso foi proposta uma expansao da solucao em termos de polinomios de
Legendre e o método ADO foi usado para determinar os coeficientes desta expansao. Para o

caso de uma espécie de gas podem-se citar os seguintes trabalhos:
e Siewert [Siewert, 2003a], onde foi resolvido o problema de transferéncia de calor;
e Siewert [Siewert, 2003b], onde foi resolvido o problema do salto de temperatura;

e Siewert [Siewert, 2003c|, onde foram resolvidos os problemas de Poiseuille, “creep” térmico,

Couette, deslizamento térmico e Kramers.

Complementando, destacam-se as seguintes referéncias onde foi usada a equacao linearizada de
Boltzmann para misturas binarias de gases em procedimentos também baseados em expansoes

polinomiais combinados com o método ADO:
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Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 2007a], onde foram resolvidos os problemas de Poiseuille

e “creep” térmico;

Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 2007b], onde foi resolvido o problema de transferéncia

de calor;

e Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 2007c|, onde foi resolvido o problema do salto de
temperatura;

e Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 2007d], onde foram resolvidos os problemas de Kramers

e do deslizamento térmico;

Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 2008], onde foi resolvido o problema de Couette.

Além disso, o método ADO tem sido usado na tentativa de estabelecer solugoes “unifi-
cadas” e, por isso, diferente das demais. Neste caso para uma classe de problemas relativos
a fluxo de um gas (Poiseuille, “creep” térmico, Couette, Kramers e deslizamento térmico) foi
desenvolvida uma solugao genérica baseada em uma metodologia de carater analitico. Para o
caso de uma espécie de gés os seguintes trabalhos destacam-se ao se tratar de solugoes unificadas

para os problemas mencionados:

e Barichello, Camargo, Rodrigues e Siewert [Barichello et al., 2001], onde o modelo usado

foi o BGK;
e Siewert [Siewert, 2002b], onde foi usado o modelo CES;
e Camargo e Barichello [Camargo e Barichello, 2004], onde foi usado o modelo CLF;

e Cabrera e Barichello [Cabrera e Barichello, 2006], onde foi usado o modelo S.

e Scherer, Prolo Filho e Barichello [Scherer et al., 2009a], onde os modelos BGK, S, Gross-

Jackson e MRS foram usados.

Para os problemas de transferéncia de calor e do salto de temperatura pode-se citar a Ref.

[Scherer et al., 2009b], onde foram usados os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS.

1.1 Os Problemas de Evaporacao

No que diz respeito a andlise dos fenomenos de evaporagao em gases rarefeitos, neste
trabalho iniciou-se o estudo de alguns problemas classicos de evaporacao onde deseja-se determi-

nar o comportamento de um gas rarefeito que se encontra em contato com uma fase condensada
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na qual ocorre a mudanca de estado fisico. Existem problemas em semi-espaco como os casos
de um gas em contato com uma interface plana, cilindrica ou esférica e que ocupa uma regiao
semi-infinita, e também problemas em canal como gases confinados entre duas interfaces planas,
dois cilindros ou duas esferas. Estes problemas sao de interesse em diversas areas de aplicagao
como as mencionadas por Ytrehus [Ytrehus, 1976]: estudos meteoroldgicos em altas altitudes,
resfriamento de reatores nucleares, projeto de aeronaves e industria petroquimica, ou ainda
destilagao em baixa pressao [Atkins et al., 1959], radiagao a laser [Kuznetsova et al., 1997], de-
posicgao de filmes metélicos [Garno, 1978; Orr e Goldman, 1985; Kaito et al., 1998|, aquecimento
de dutos, vaporizacao a laser [Aoki e Masukawa, 1994] e estudos em astrofisica [Luiten et al.,
1996; Ostmo et al., 1997]. O objetivo é determinar as relagoes entre as propriedades fisicas do
fluido, como densidade, velocidade, temperatura e pressao, nas interfaces e ao longo do dominio
espacial de cada problema. A fim de estudar estes problemas, muitos trabalhos ja foram escritos
ao longo das ultimas décadas usando esquemas de diferencas finitas, métodos de momentos ou
variacionais, métodos de Monte Carlo (DSMC) e simulagées em dinamica molecular. Entre eles
podem-se citar as Refs. [Pao, 1971a; Pao, 1971b; Cipolla et al., 1974; Ytrehus, 1976; Aoki e
Cercignani, 1983; Koffman et al., 1984; Soga, 1985; Sone et al., 1989a; Aoki et al., 1990; Sibold
e Urbassek, 1991; Aoki et al., 1991; Sone e Sugimoto, 1993; Sone e Sugimoto, 1995; Sone et al.,
1996; Dstmo et al., 1997; Aoki et al., 1998; Takata et al., 1998; Sone et al., 1999; Takata e Aoki,
1999; Sone et al., 2001; Taguchi et al., 2003; Meland et al., 2004; Taguchi et al., 2004; Frezzotti
et al., 2005; Frezzotti e Ytrehus, 2006; Takata et al., 2006; Frezzotti, 2007; Takata e Golse, 2007;
Yano, 2008].

Segundo Sone [Sone, 1998] os problemas de evaporagao podem ser divididos em duas

classes:

e cvaporacao fraca: quando a velocidade de escoamento do gas que esta evaporando é pe-

quena e o seu nimero de Mach (Ma) é préximo de zero;

e cuvaporacao forte: quando a velocidade de escoamento do gas que esta evaporando é alta

e o seu numero de Mach é proximo de um.

Segundo Gad-El-Hak [Gad-El-Hak, 2006], o niimero de Mach é dado pela razao entre a
velocidade do escoamento e a velocidade do som. Na dinamica de gases rarefeitos a expressao

mais comumente usada para o nimero de Mach é dada por [Sone et al., 2001]

[3
Ma = ue, %—T; (1.13)
eq
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onde u., é a velocidade de equilibrio do gas. Ainda seguindo Sone [Sone, 1998] e Aoki e
Masukawa [Aoki e Masukawa, 1994], os problemas de evaporagao fraca podem ser tratados com
modelos lineares da equacao de Boltzmann, onde é comum propor para a funcao de distribuicao
a linearizacao dada pela Eq. (1.10) considerando-se que a velocidade de equilibrio u., é nula.
Ja os problemas de evaporagao forte necessitam de um modelo nao linear para melhor descrever
os efeitos provocados pela alta velocidade do escoamento devido a evaporacao.

Segundo Sone, Takata e Golse [Sone et al., 2001], os problemas de evaporagao forte

podem ser classificados em

e cvaporacao subsonica quando Ma <1
ou

e cvaporacdao supersonica quando Ma > 1.

Além do interesse fisico nestes problemas ha também o interesse matemaético relacionado a exis-
téncia e unicidade de solucao para os casos estacionarios. De acordo com Sone, Takata e Golse
[Sone et al., 2001], entre os problemas de evaporacao forte em semi-espa¢o apenas os casos
de evaporacao subsonica possuem solucao estacionaria, ou seja, quando o nimero de Mach do
escoamento é menor ou igual a um. Entretando, nota-se na Eq. (1.13) que o nimero de Mach
depende diretamente da velocidade de equilibrio u., do gas. Por isso, existe um valor limite
para a velocidade u.,, equivalente a Ma = 1, para que os problemas de evaporacao forte em
semi-espago tenham solucao. Este valor limite ja havia sido determinado anteriormente por

Arthur e Cercignani [Arthur e Cercignani, 1980] que encontraram

S5kT,,
oip = 1] ——4 1.14
Uerit 3m ( )

para moléculas com trés graus de liberdade e, por isso, estes problemas possuem solugao apenas
S€ Ueq S Uerit -

Em relagao a problemas em canal, segundo Aoki e Masukawa [Aoki e Masukawa, 1994] a
evaporacao sera fraca somente se as diferencas entre as temperaturas e as pressoes de saturagao
das fases condensadas forem pequenas. Um dos aspectos de grande interesse nos problemas
de evaporacao fraca em canal é a existéncia do chamado reverso de temperatura. Este é um
fenomeno onde, sob certas condicoes, ocorre a inversao de sentido do gradiente de temperatura
do gas em relagao a diferenca de temperatura imposta pelas fases condensadas.

Outro aspecto de grande interesse no estudo dos problemas de evaporacao em gases

rarefeitos é a existéncia dos chamados “saltos” de temperatura e de pressao existentes nas fases
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condensadas. O salto de temperatura, como ja foi falado, consiste em uma diferenga entre a
temperatura da fase condensada e a temperatura do gas em contato com esta superficie. O
mesmo ¢é valido para o salto de pressao, pois a pressao do vapor em contato com a fase con-
densada ¢ diferente da pressao de saturacao na temperatura da superficie. No regime continuo
o comportamento de um gas em contato com a superficie soélida de um corpo é descrito pelas
equacoes de Euler ou Navier-Stokes com condicoes de contorno de nao deslizamento e sem salto
de temperatura. Entretanto, essas condigoes sao invalidas se uma fase de transicao estda no
lugar da superficie do corpo, isto é, se vapores ao redor da fase de transicao sao considerados
[Yasuda et al., 2005]. Para este caso é necessario incluir nas equagoes de Euler e Navier-Stokes
condicoes de contorno que descrevam estes saltos corretamente. Estes saltos podem ser deter-
minados resolvendo-se os problemas com a equacao de Boltzmann. Quando a evaporagao ou
condensacao é forte, conforme dito anteriormente o problema deve incluir efeitos nao lineares
e as condigoes de salto obtidas sao validas para as equagoes de Euler [Yasuda et al., 2005]. Se
a evaporagao/condensagao é fraca o problema pode ser modelado pela equacao linearizada de
Boltzmann e as condicoes de salto sao validas para as equagoes de Navier-Stokes. O mesmo
também ¢é vélido para misturas de gases [Yasuda et al., 2005]. Assim, para estudar escoamentos
de gases em contato com fases de transicao usando as equagoes do regime continuo é necessario
condicoes de contorno que descrevam esses saltos corretamente. Tais condigoes sao chamadas
de “condicoes de salto para evaporacao e condensacao”.

Ainda em relagdo aos problemas de evaporagao forte, segundo Cercignani [Cercignani,
1980] é possivel fazer uma linearizacao, diferente da usada na evaporagao fraca, que de certa
forma leve em conta os efeitos causados pela alta velocidade de escoamento do gés que esta
evaporando. Agora, a linearizacao serd feita usando novamente a Eq. (1.10), mas considerando
que na distribuicao Maxweliana a velocidade de equilibrio do gés u., nao seja nula. Isso faz
com que o termo de espalhamento da equacao linearizada de Boltzmann contenha um parametro
que represente esta velocidade, o que nao ocorre nos demais problemas da dinamica de gases
rarefeitos mencionados até o momento.

Para listar mais especificamente algumas referéncias em que problemas de evaporagao

fraca foram tratados com equagoes modelo, nos seguintes trabalhos foi usado o modelo BGK:

e Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1973], onde foi resolvido o problema em semi-espaco

usando o método das solucgoes elementares;

e Thomas, Chang e Siewert [Thomas et al., 1974], onde foi resolvido o problema do reverso
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de temperatura usando o método das solugoes elementares;

e Thomas e Valougeorgis [Thomas, 1985], onde foi resolvido o problema em semi-espaco

usando o método Fly.

H&a também os trabalhos de evaporagao fraca onde foi usada a equacao linearizada de

Boltzmann propriamente dita, entre os quais estao:

e Sone, Ohwada e Aoki [Sone et al., 1989a], onde foi resolvido o problema em semi-espaco

(para o caso de uma espécie de gds) usando um método de diferengas finitas;

e Siewert [Siewert, 2003a], onde foram resolvidos os problemas em semi-espago e do reverso

de temperatura (para o caso de uma espécie de gés) usando o método ADO;

e Yasuda, Takata e Aoki [Yasuda et al., 2005], onde foi resolvido o problema em semi-espago

(para misturas bindrias de gases) usando um método de diferencas finitas.

Entre os trabalhos de evaporacao forte ja feitos com equagoes modelo destacam-se as

seguintes referéncias:

e Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1981], onde foi resolvido o problema linearizado
em semi-espago usando a versao unidimensional do modelo BGK e o método das solugoes

elementares;

e Loyalka, Siewert e Thomas [Loyalka et al., 1981], onde foi resolvido o problema linearizado

em semi-espaco usando a versao unidimensional do modelo BGK e o método Fly;

e Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1982], onde foi resolvido o problema linearizado em

semi-espaco usando o modelo BGK e o método das solugoes elementares.

O problema original (e nao linear) de evaporagao forte em semi-espago foi abordado
no trabalho de Ytrehus [Ytrehus, 1976], onde um conjunto de equagoes de momento em que a

equacao de Boltzmann é satisfeita em um sentido médio é resolvido numericamente.

1.2 Objetivos e Contribuicgoes

Este trabalho tem como um dos objetivos construir solucoes unificadas para problemas
de evaporacao em gases rarefeitos usando o método ADO e modelos cinéticos. Serao apresen-

tados a descrigao fisica dos problemas, a formulacao matemaética, o desenvolvimento da solugao
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em ordenadas discretas e também alguns resultados numéricos. Sao abordados um problema
de evaporacao fraca em semi-espaco, o problema do reverso de temperatura e um problema
de evaporacao forte em semi-espaco. Os modelos cinéticos utilizados sao os modelos BGK, S,
Gross-Jackson e MRS (estes para o caso de uma espécie de gas) e o McCormack (para mis-
turas bindrias de gases). Também sao comparados os resultados obtidos aqui com os de outras
referéncias onde foram usados métodos numéricos como esquemas de diferencas finitas. Em
relacao ao problema de evaporacao forte, os efeitos de nao linearidade sao levados em conta.
E importante salientar que o método ADO tem se mostrado muito bom e preciso para vérios
problemas e por isso segue-se trabalhando com ele. Devido ao seu carater analitico e também
por fornecer uma solucao em forma fechada, ele se mostra adequado para o tratamento dos
aspectos nao lineares.

As contribuicoes deste trabalho para a area da dinamica de gases rarefeitos ficam por
conta dos novos resultados com os modelos S, Gross-Jackson, MRS e McCormack obtidos com
o método ADO, os quais ainda nao haviam sido determinados. A solucao em ordenadas dis-
cretas com o modelo BGK também ¢é uma contribuigao, pois até o momento os problemas
de evaporacao tratados com este modelo foram resolvidos apenas com o método das solugoes
elementares, Fly, ou entao métodos numéricos. Além disso, alguns aspectos matematicos do
método ADO utilizado na resolugao dos problemas também sao de grande contribui¢ao, como
a obtencao de problemas de autovalor ainda nao construidos em outras referéncias, particular-
mente o desenvolvimento de um problema de autovalor quadratico para o caso de evaporacao
forte. O tratamento da nao linearidade feito aqui também é uma contribuicao, pois foi possivel
obter analiticamente resultados antes obtidos com métodos numéricos.

Dessa forma, organizou-se o trabalho a seguir de modo que no capitulo 2 sao abordados
os problemas de evaporacao fraca em semi-espaco e do reverso de temperatura, construindo-se
uma soluc¢ao unificada com o método ADO para os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS.
No capitulo 3 sao abordados novamente os problemas de evaporacao fraca em semi-espaco e do
reverso de temperatura, construindo-se uma solucao unificada com o método ADO e o modelo
McCormack. No capitulo 4 é abordado o problema de evaporacgao forte em semi-espaco. Neste
capitulo é construida a solugdo ADO com o modelo BGK para a versao linearizada do problema
e esta solucao é usada para fazer pds-processamentos a fim de resolver também o problema
original, que é nao linear. No capitulo 5 é construida uma solucao unificada com o método ADO
para o problema linearizado de evaporagao forte em semi-espaco usando os modelos BGK, S,

Gross-Jackson e MRS. No capitulo 6 sao mostradas algumas conclusoes e comentarios finais.
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2 EVAPORACAO FRACA: CASO DE UM GAS

Neste capitulo sao abordados os problemas de evaporagao fraca definidos por um gés
mantido em um canal plano ou em um semi-espaco. O objetivo é construir uma solugao unifi-
cada com o método ADO para os problemas do reverso de temperatura (canal) e de evapo-
ragao/condensagao (semi-espaco) usando os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS. Dessa
forma, além de apresentar novos resultados para os modelos S, Gross-Jackson e MRS, também
é feita uma analise comparativa entre os resultados dos modelos cinéticos e os da ELB encon-
trados em outras referéncias. Resultados para os saltos de densidade e de temperatura também

sao apresentados.

2.1 Definicao dos Problemas de Interesse

2.1.1 O Problema do Reverso de Temperatura

Neste problema considera-se um gas confinado entre duas interfaces (canal com largura
2a) com diferentes temperaturas. A interface (gés-liquido ou gés-sélido) localizada em z = —a
¢ mantida a temperatura 7T,_, enquanto que a interface localizada em x = a possui temperatura
T.+ (com T, < T,y), de modo que o gés evapora na interface com maior temperatura e

condensa na outra conforme mostra a Figura 2.1.

Interface Fria Interface Quente
-———
N -— Ngy
-———
T, -— Tt

Escoamento do Gas

Figura 2.1 — Evaporagao Fraca em Canal

Aqui n,_ e ny, sao respectivamente as densidades de saturacao do gas nas temperaturas
T, e T,,. Como a interface localizada em = = a é mais quente que a interface em x = —a, é

esperado que a temperatura do gas préximo a interface quente seja maior que a temperatura
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do gés proximo a interface fria e, conseqiientemente, o gradiente de temperatura sera positivo

conforme mostra a Figura 2.2.

o o Y
Interface Fria ® ° Interface Quente
® o ® °
ne_ =no(l —p) | Gds Frio —————s Gais Quente | n,: =no(l+p)
® vT
o o [
T, =Ty(1 - 9) L * Ty = To(1 +9)
o o ° e o o
> T
T =-a T=a

Figura 2.2 — Temperatura do Gas entre as Interfaces

Considera-se aqui que T, = Tp(1 — §) e T, = Tp(1 + 9), onde T} é uma temperatura
de referéncia e § é um desvio de temperatura (positivo) na interface. Da mesma forma n,_ =

no(1 — p) e nay = no(1 + p), onde ng é a densidade de equilibrio do gés e

p =05, (2.1)

onde B ¢ a declividade da curva de densidade-temperatura de saturacao do gds na temperatura
Ty [Pao, 1971a]. Usando a equagao de Clausius-Clapeyron [Pao, 1971a], o parametro 3 ¢ dado

por

L

onde L é o calor latente da fase em transicao na temperatura Ty e k é a constante de Boltzmann.
Conforme foi sugerido por Pao [Pao, 1971a], considerando que o gés estd em estado de rarefacao
a sua temperatura pode ter um comportamento diferente do esperado, ou seja, a temperatura
do gés préximo a interface quente pode ser menor que a temperatura do gas proximo a interface
fria e, conseqlientemente, o gradiente de temperatura sera negativo conforme indicado na Figura

2.3.
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o o °®
o
Interface Fria ° [ ] ® Interface Quente
® o o ® o
nae— =no(1 —p) | Gds Quente <« Gds Frio Natr = no(1+ p)
[ ® VI o Y
T, =To(1—9) ® e Ty = To(1+ )
o o ° e o o
» T
r=-—a r=a

Figura 2.3 — Reverso de Temperatura

Este fenémeno é chamado de reverso de temperatura e, de acordo com Pao [Pao, 1971a],
ele ocorrerd se o valor de L/(kTp) for suficientemente grande. Assim, usando a Eq. (2.2), existird
um valor critico para o parametro ﬁ tal que, para B > Bm-t, o gradiente de temperatura do gas
estard em sentido oposto a diferenca de temperatura imposta pelas interfaces. Assim, seguindo
Pao [Pao, 1971a] novamente e usando a Eq. (2.2), o critério formal para a existéncia do reverso

de temperatura é que o calor latente L da fase em transicao satisfaca a condicao
L > (Berir + kT (2:3)

Ao resolver este problema deseja-se determinar os valores de Bmt para canais com diferentes
larguras, além de avaliar as quantidades macroscopicas do gas como as perturbagoes de densi-
dade, temperatura e os fluxos de massa e de calor.

A fim de justificar a existéncia do reverso de temperatura algumas referéncias foram
consultadas, porém nao se encontrou uma explicacao tnica. Segundo Thomas, Chang e Siewert
[Thomas et al., 1974], uma aparente explicacao para o inesperado comportamento da tempe-
ratura do gas é que para grandes valores de B a evaporacao é tao rapida que a transferéncia de
energia pelo escoamento de massa precisa ser contrabalanceada por uma conducao de calor na
dire¢ao oposta. Segundo Mills e Phillips [Mills e Phillips, 2003], a inversao de sentido do gra-
diente de temperatura do gds ocorrera sempre que o escoamento de calor provocado pelo calor
latente da fase em transicao representar a maior parte do fluxo de calor total do gas. Segundo
Popov, Melling, Durst e Ward [Popov et al., 2005], alguns pesquisadores consideram que estes
perfis de temperatura contradizem as leis da fisica e, por isso, sao chamados de “anomalos”,
“invertidos” ou “paradoxicos”. Porém, outros argumentam fortemente em seu favor. Neste

sentido Hermans e Beenakker [Hermans e Beenakker, 1986] verificaram que o reverso de tem-
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peratura nao viola nenhuma lei fundamental da fisica. Entretanto nao conseguiram provar
que este fenomeno necessariamente ocorre, mas mostraram que ele nao pode ser excluido em
situagoes de desequilibrio termodinamico.

Estudos experimentais também nao tém resolvido esta controvérsia [Popov et al., 2005],
mas alguns dados publicados ao menos nao excluem a possibilidade de existir o reverso de tem-
peratura. Shankar e Deshpande [Shankar e Deshpande, 1990] verificaram a existéncia dos saltos
de temperatura em interfaces gas-liquido com experimentos usando agua, freon e mercurio. En-
tretanto nao chegaram a observar a existéncia do reverso de temperatura, pois nao conseguiram
controlar os niveis de contaminacao com ar em seus experimentos.

Dessa forma nao se encontrou uma explicagao conclusiva para a inversao de sentido do
gradiente de temperatura e nem se conseguiu observar experimentalmente se ele ocorre ou nao.
Neste sentido este trabalho tem como um dos objetivos apresentar uma solugao matematica
para este problema, baseada principalmente nas Refs. [Siewert, 2003a] e [Scherer et al., 2009b],
evidenciando os aspectos analiticos e computacionais da mesma. Devido a insuficiencia de dados
publicados nao se encontrou um melhor entendimento fisico do problema nem uma comprovagao
experimental e, por isso, o embasamento tedrico e a viabilidade fisica do mesmo nao serao

tratados.

2.1.2 O Problema de Evaporacao/Condensacao em Semi-Espaco

Neste problema considera-se um gas rarefeito em contato com uma interface plana, com
temperatura uniforme 7Ty, localizada na posi¢ao = = 0 [Sone et al., 1989a]. Considera-se também
que as particulas de gas que sao emitidas por esta interface possuem a mesma temperatura T
e pressao pg, que € a pressao de saturacao na temperatura 7. O gas ocupa o semi-espago = > 0
e, na regiao afastada da interface, ele encontra-se em seu estado de equilibrio caracterizado pela
temperatura T, pressao p, e velocidade normal a interface uy, = (0, 0,0). Dependendo da
Pressan Poe SEr menor ou maior que a pressao pg, 0 gas irda evaporar ou condensar na superficie

da fase condensada conforme mostram as Figuras 2.4 e 2.5.
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Interface
u
Po > >
> P
T() >
Ty
>
Escoamento do Gés
>
Po > Poo
z=0
Figura 2.4 — Evaporagao em Semi-Espaco
Interface
Do < Hoe
< Poo
10 <
- T
Escoamento do Gés
>
Po < Poo
z=0

Figura 2.5 — Condensacao em Semi-Espaco

Assim como no problema anterior, aqui também busca-se determinar as perturbacoes
de densidade e de temperatura do gas, bem como os fluxos de massa e de calor na regiao de
semi-espaco localizada entre a interface e a regiao de equilibrio. Além disso, segundo a Ref.
[Sone et al., 1989al, as quantidades T, po, Two, Poo € U S0 relacionadas e é também de
interesse determinar as relagoes existentes entre elas. Dessa forma, seguindo novamente a Ref.
[Sone et al., 1989a], considera-se que as quantidades T, e p., sdo préoximas de Ty e py, 0 que
caracteriza uma evaporacao fraca, e por isso o problema pode ser tratado por modelos lineares

da equacao de Boltzmann.



21

2.2 Formulagao Matematica

Para derivagao da formulacao matematica dos problemas de interesse, repete-se aqui a

equagao nao linear de Boltzmann escrita em sua forma estaciondria como [Williams, 2001]

A\ VTf<I',V) = J(flu f)7 (24)

onde f é a fungao de distribuigao de particulas (f’ e f estdo associadas respectivamente com
as distribuigdes antes e apés as colisdes) e J é o operador de colisao [Williams, 1971; Williams,
2001]. Para situacoes onde o gés estd fracamente fora do seu estado de equilibrio, é usual

escrever f como [Williams, 2001; Barichello e Siewert, 2003]
f(r,v) = fo(V)[1+ h(r,v)], (2.5)
onde h é uma perturbacao na distribuicao Maxwelliana absoluta fy, dada por
fo(v) = no(Ao/m)* e Ng = m/(2kTy), (2.6)

a qual é considerada a distribuic@o de equilibrio f., mostrada na Eq. (1.11). Aqui m é a massa
da particula de gés. Substituindo a Eq. (2.5) na Eq. (2.4), seguindo os procedimentos mostra-
dos nas Refs. [Williams, 1971; Williams, 2001] e utilizando algumas consideragoes fisicas do
processo de colisao [Williams, 1971; Barichello e Siewert, 2003|, obtém-se a equagao linearizada

unidimensional para a perturbacao h
Cm£h<7, c) 4 eh(r,c) = er /2 /_Z /_Z /_Z e~ h(r,c)F(c c)dc,de,dc, (2.7)
onde
c = v[m/(2kTy)]" (2.8)

é o vetor velocidade de particulas ¢ = (¢, ¢y, ¢.), com magnitude ¢, adimensionalizado. A
varidvel espacial adimensionalizada 7 = x/l é escrita em termos do livre caminho médio [, que

até este ponto é considerado arbitrario. Continuando
£ = olnr*/?l, (2.9)

onde 0y é o diametro de colisao das particulas de gas (na forma de esferas rigidas).
Neste capitulo sao utilizados os modelos cinéticos BGK, S, Gross-Jackson e MRS para

descrever o processo de colisao das particulas de gas. As derivagoes destes modelos nao sao
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apresentadas neste trabalho, mas podem ser encontradas em detalhes respectivamente nas Refs.
[Bhatnagar et al., 1954], [Shakhov, 1968], [Gross e Jackson, 1959] e [Garcia e Siewert, 2006].
De fato, seguindo Siewert [Siewert, 2002a], Scherer [Scherer, 2005] e Garcia e Siewert [Garcia
e Siewert, 2006], mediante escolha apropriada dos parametros (3 e w pode-se escrever o nicleo
de espalhamento de maneira unificada para estes quatro modelos e, desta forma, definir quatro

equagoes cinéticas. Assim, na Eq. (2.7) tem-se
F(c:c)=1+2(c"-¢c)+(2/3) (" =3/2) (* = 3/2) + BM(c' : c) + wN(c': ¢c),  (2.10)
onde

M(c' :c)=(4/5)(c'-¢) (* =5/2) (* = 5/2) (2.11)

N(c':c)=2][(c"-¢)* = (1/3)*]. (2.12)

Continuando, conforme mostrado por Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 2003], depen-
dendo do modelo cinético o parametro € assumird diferentes valores quando definido em termos
do livre caminho médio baseado na viscosidade (¢,) ou da condutividade térmica (g;). Desta
forma, seguindo novamente Siewert e Sharipov [Siewert e Sharipov, 2002], Barichello e Siewert
[Barichello e Siewert, 2003], Scherer [Scherer, 2005] ¢ Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 20006]

completa-se as definigoes da Eq. (2.10) da seguinte maneira:

e modelo BGK

f=w=0, e=c¢ = e gpfer=1 (2.13)

e modelo S

B=1/3, w=0, &=3/2, ¢e=1 e ¢/ee=2/3 (2.14)

e modelo Gross-Jackson (GJ)

f=5/9, w=1/3, & =9/4, ¢,=3/2 e ¢,/ee=2/3 (2.15)
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e modelo MRS

B=1-(16/15)2"2  w=1-(8/5)22 ¢ =(15/32)2"2 ¢, =(5/16)2"/?
e ey/er=2/3. (2.16)

Ainda em relagdo aos modelos cinéticos citados, nota-se nas Eqs. (2.13) a (2.16) uma
diferenga importante entre o modelo BGK e os demais (apesar de que em todos os modelos a
freqiiéncia de colisao das particulas é independente da velocidade) na razao €,/e;, usada como
avaliacdo para o nimero de Prandtl [Barichello e Siewert, 2003].

Na Ref. [Barichello e Siewert, 2003] foram determinados os valores exatos de ¢, e &
para a equacao linearizada de Boltzmann calculados a partir da equacoes de Chapman-Enskog
para viscosidade e condutividade térmica [Pekeris e Alterman, 1957; Loyalka e Hickey, 1989].

Os resultados sao
ep = 0.449027806... e g, = 0.679630049... (2.17)
e com isso o nimero de Prandtl para a ELB é

Pr = 0.660694457.... , (2.18)

que ¢ um valor préximo a 2/3, o qual segundo Cercignani [Cercignani, 1988] ¢ normalmente
usado em teoria cinética. Assim, nota-se que os modelos S, Gross-Jackson e MRS possuem o
valor de Pr mais proximo do resultado da ELB do que o modelo BGK.

Algumas das quantidades de interesse fisico a serem determinadas nos problemas de
interesse ja mencionados sao as perturbacgoes de densidade e temperatura, e também os fluxos
de massa e de calor do gas, definidas em termos da funcao de distribuicao. Assim, seguindo
Williams [Williams, 2001] substitui-se a Eq. (2.5) nas Eqs. (1.5) a (1.8) e encontra-se para as

perturbagoes de densidade e de temperatura, em termos agora de h,

AN(T) = 7T3/2/ / / h(t,c)dc,de,de, (2.19)

AT(T) = _3/2/ / / - (¢ = 3/2) h(r,c)de,deydes, (2.20)

para o fluxo méssico

(1) = 7r_3/2/ / / h(t,c)c,de,de,de, (2.21)
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e para o fluxo de calor
Qu(7) = 7T3/2/ / / e (¢ = 5/2) h(r, ¢)cyde,de,de.. (2.22)

Nota-se que multiplicando a Eq. (2.7) por Fe=, para k = 0,2, e integrando a equacao

resultante para todo c,, ¢, e c,, obtém-se

d

3 U=(1) =0 (2.23)
d
EQQC(T) =0, (2.24)

ou seja, o fluxo méssico e o fluxo de calor independem da varidvel espacial [Siewert, 2003a] e

sao representados a partir daqui apenas como U e (), respectivamente.

2.2.1 O Problema do Reverso de Temperatura

Para completar a formulagao matematica é necessario definir condigoes de contorno
apropriadas para o problema em canal, aqui chamado de reverso de temperatura. Seguindo
Aoki e Masukawa [Aoki e Masukawa, 1994], o estado do gds em contato com cada uma das
interfaces é dado pelas distribuigoes Maxwellianas nas temperaturas destas interfaces, ou seja,

tem-se para r = —a e v, > 0

Fae (V) = na_(Na— /m)¥2e " AL = m/(2kT,) (2.25)
eparar=ae v, <0

Far(v) = nas Qay /m)* 22 Ny = m/(2KT,y ). (2.26)

Como o problema tratado aqui é de evaporacao fraca, ou seja, a diferenca entre as temperaturas
das interfaces é pequena [Aoki e Masukawa, 1994], considera-se que T, = To(1 — ) e T, =
To(1 + 0) para um ¢ pequeno e positivo. Assim, linearizando f,— e f,+ em torno de f; dada
pela Eq. (2.6) e usando novamente a adimensionalizacao dada pela Eq. (2.8) encontram-se as

condigoes de contorno para c, > 0

h(=a, ¢y, ¢y c.) = —p — (2 — 3/2)6 (2.27)
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h(a, —cz, ¢y c.) = p+ (¢ — 3/2)4, (2.28)

para todo ¢, e ¢;, onde a = a/l. Ainda é importante salientar que o desvio de temperatura
0 representa a variacao de temperatura entre as interfaces que causa o fenomeno de evapo-
racao/condensagao. Seguindo Pao [Pao, 1971a] e usando a Eq. (2.1) reescreve-se as Egs. (2.27)

e (2.28) como

h(=a, e, ¢y c2) = —(B+ & — 3/2)0 (2.29)

h(a, —cqa, ¢y, c2) = (6 + 2 — 3/2)3, (2.30)

para c; > 0 e todo ¢, e c,.

Assim, além das quantidades de interesse dadas pelas Egs. (2.19) a (2.22), neste pro-
blema também deseja-se encontrar o valor critico ch para que ocorra o fenomeno do reverso
de temperatura. Dessa forma, segue-se Siewert [Siewert, 2003a] e decompoe-se o problema dado

pelas Egs. (2.7), (2.29) e (2.30) em dois problemas tais que
h(r,c) = [(B — 3/2)hi (7, ¢) + ho(T, ¢)]6. (2.31)

Aqui h; e hy satisfazem a Eq. (2.7) com condigoes de contorno definidas para ¢, > 0 como

hi(—a,cg, ¢y, ;) = —1, (2.32)

hi(a, —cg ¢y, c) = 1, (2.33)

ho(—a, cy,cyyc.) = —C° (2.34)
e

ho(a, —cy, ¢y, c.) = 2. (2.35)

Conforme proposto na decomposi¢ao dada pela Eq. (2.31), em termos dos dois problemas

encontra-se para as perturbacoes de densidade e temperatura

AN(7) = [(8 — 3/2)AN, (1) + ANy (7)]6 (2.36)
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AT(7) = [(3 — 3/2) ATy (1) + ATy(7)]0, (2.37)

onde AN(1) e AT)(7), para [ = 1,2, podem ser expressas, respectivamente, na forma dada
pelas Egs. (2.19) e (2.20) com h = h;. Da mesma forma o fluxo de massa e o fluxo de calor sao

expressos por

U=1[(3-3/2)U + U)o (2.38)

Q =[(8-3/2)Q1 + Q]6, (2.39)

onde U e @, para | = 1,2, sdo definidos nas Eqgs. (2.21) e (2.22) com h = h;.
A fim de determinar o valor critico Bmt para que o gradiente de temperatura do gas
mude de sentido, deriva-se a Eq. (2.37) em relagao a 7, iguala-se a equagao resultante (calculada

em 7 = () a zero e, resolvendo para B, encontra-se o valor critico
Br = 3/2 — AT}(0) /AT(0), (2.40)

tal que, para B > [Or o gradiente de temperatura do gas estard com sentido oposto a diferenca
de temperatura imposta pelas interfaces.

Da mesma forma pode-se encontrar o valor critico Bm-t para que o fluxo de calor do
gds mude de sentido no canal. Para isso iguala-se a Eq. (2.39) a zero e, resolvendo para B,

encontra-se o valor critico

Bo=3/2—Q2/Qu, (2.41)

tal que, para B > (g o fluxo de calor do gas terd o mesmo sentido da diferenca de temperatura
imposta pelas interfaces. Posteriormente, neste capitulo, sao apresentados os resultados encon-
trados com o método ADO para as quantidades de interesse dadas pelas Eqgs. (2.36) a (2.39), e
também para os valores criticos de fr e g dados pelas Egs. (2.40) e (2.41).

2.2.2 O Problema de Evaporacao/Condensacao em Semi-Espacgo

No caso do problema de evaporacao fraca de um gas em semi-espago, complementa-se a

formulagao matemética do problema dado pela Eq. (2.7) considerando que, no infinito, o estado
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do gas é dado pela distribuicao Maxwelliana

2

Foo (V) = Moo (Aao/m)? 2o Aelvuecl N = /(2T ). (2.42)

Sendo assim, lineariza-se f., em torno de fy e de acordo com a Eq. (2.5) obtém-se em termos

de h a condicao de contorno para o infinito

lim h(7,c) = AN(c0) + 2c,u + (2 — 3/2)AT(c0), (2.43)

T—00

onde
AN(c0) = w (2.44)
Ty —Tp
AT (o0) = T (2.45)
U = uso[m/(2kTH)] 2. (2.46)

E importante salientar que neste problema consideram-se conhecidas somente a tempe-
ratura Tp, a pressao pg e a velocidade do gas no infinito u.,. A densidade ny pode ser determinada
através da equacao de estado py = nokly e por isso também é conhecida. A temperatura T
¢ a densidade n., sdo desconhecidas, mas se relacionam com Ty e ngy [Sone et al., 1989a].
Estas relagoes sao evidenciadas nas defini¢oes das perturbagoes de densidade e de temperatura
calculadas no infinito, dadas pelas Egs. (2.44) e (2.45), as quais serdo determinadas. Estas
quantidades s@o usadas para calcular os saltos de densidade e de temperatura do gés [Pao,
1971a; Pao, 1971b] conforme é mostrado logo a seguir. Estes saltos sao usados para formular
condigbes de contorno em problemas de evaporagao no regime continuo [Sone, 2002].

Em relagao a condic¢ao de contorno para a interface, em = = 0 tem-se f(0,v) = fo(v) e

assim, usando a Eq. (2.5), obtém-se
h(0,¢) =0 (2.47)

para c; > 0 e todo ¢, e c,.
Para resolver o problema dado pelas Egs. (2.7), (2.43) e (2.47), determinar AN (c0) e

AT (oc0) e também as quantidades de interesse dadas pelas Egs. (2.19) a (2.22), segue-se Sone,
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Ohwada e Aoki [Sone et al., 1989a] e propde-se uma decomposigao da forma
h(r,c) = ©p(c) + Ok(T,c), (2.48)
onde
Op(c) = AN(c0) + 2c,u + (¢ — 3/2) AT (c0) (2.49)

e Ok é um termo de correcao chamado de “correcao da camada de Knudsen”. Substituindo a
Eq. (2.48) nas Egs. (2.7), (2.43) e (2.47) e, notando que Oy satisfaz a Eq. (2.7), encontra-se

que Oy deve satisfazer a equacao integro-diferencial

Cxag@K(T, c)+eOk(r,c) = €7r_3/2/ / / e’ Ok(r,c)F(c c)dc,dd,de,,  (2.50)
T (o) o0

com a condigao de contorno para a interface (para c, > 0)
Ok (0, ¢z, ¢y ;) = —AN(00) — 2¢c,u — (¢* — 3/2) AT (), (2.51)
e a condicao de contorno para o infinito

lim ©k(r,c) =0. (2.52)

T—00

Em termos da definigdo dada pela Eq. (2.48), as quantidades de interesse sao reescritas de forma

que a perturbacao de densidade é expressa agora como
AN(7) = AN(c0) 4 m~/2 / / / “Ok(r, ¢)deyde,de, (2.53)
e a perturbagao de temperatura
AT(7) = AT (00) + §7r_3/2 /Z /Z /Z e (¢* = 3/2) Ok (T, c)de,de,de.. (2.54)

De acordo com as Egs. (2.23) e (2.24) os fluxos de massa e de calor independem da varidvel
espacial. Assim, substituindo a Eq. (2.43) nas Egs. (2.21) e (2.22) encontra-se para o fluxo

massico
U=u (2.55)
e para o fluxo de calor

Q=0. (2.56)
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Conforme foi mencionado anteriormente, um dos interesses ao se resolver este problema
¢ determinar os saltos de densidade e temperatura na interface, usualmente associados com as
formulagoes de condigoes de contorno para o regime continuo. Seguindo Pao [Pao, 1971a] estas

quantidades sdo definidas em termos das perturbagdes na interface (Egs. (2.53) e (2.54))

(6:0)micro = _AN<O) (257)

(5T>micro = _AT(O) (258)

Pao [Pao, 1971a] também define os chamados “macro” saltos, onde a idéia é usar apenas a parte
assintotica das perturbacoes de densidade e de temperatura para definir os saltos, como é usual
na defini¢ao do coeficiente de salto de temperatura [Welander, 1954; Pao, 1971b]. Neste caso
usando apenas a parte assintética das Eqgs. (2.53) e (2.54) tem-se

(6p)macro = _AN(O)asy = _AN(OO) (259)

(6T )macro = ~AT(0)an, = ~AT(00). (2.60)

Apo6s definir os problemas que serao resolvidos neste capitulo, bem como as quantidades
de interesse a serem calculadas, na proxima secao sera introduzida uma notagao matricial a fim

de simplificar a formulagao e resolucao dos problemas.

2.3 Reformulacao

Como as quantidades de interesse a serem calculadas sao definidas, de acordo com as
Egs. (2.19) a (2.22), em termos de momentos da fungao h, serdo construidos problemas mais

simples, para estes momentos, que facilitam a resolu¢ao do problema original. Assim, seguindo

as Refs. [Williams, 2001] e [Scherer, 2005], define-se

g1(T,¢x) = / / (e (7, (T, Cs, €y, €z )deyde, (2.61)

G2(T, ¢z) / / C +c—1)e” (e +c)iL(T,CI,Cy,Cz)dCydCZ. (2.62)
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Para o problema do reverso de temperatura (secio 2.2.1) considera-se h = h nas Eqs. (2.61) e

(2.62), multiplica-se a Eq. (2.7) por
d1(cy, ) = rle(GFe), (2.63)
e integra-se a equacao resultante para todo ¢, e todo c,. Fazendo ¢, = { obtém-se
Eran(r€) +en(n€) =er [ o €, Oa(n€) + bl On(r g, (260

onde

ki (€,6) = 14266+ (2/3) (€2 — 1/2) (€2 — 1/2) + (4/5)B¢¢' (&2 — 3/2) (€7 — 3/2)
+ 2w [(2/3)€2¢7 — (1/3) (€ + &%) +1/6] (2.65)

kia(8'€) = (2/3) (€% — 1/2) + (4/5) 8¢ (€* — 3/2) + 2w [1/6 — (1/3)¢7]. (2.66)

Da mesma forma, multiplica-se a Eq. (2.7) por
Ga(cy, ) = 7N + 2 — Do (v (2.67)
e integra-se a equacao resultante para todo ¢, e todo c¢,. Fazendo ¢, = { novamente encontra-se

0 & 2
5592(T,§)+592(7>5)ZW_W/_ e ¢ [k (€,)01(T, &) + koo (€, €)ga(7,€)] dE,  (2.68)

onde

kot (€,€) = (2/3) (€7 — 1/2) + (4/5)B8¢¢" (67 — 3/2) + 2w [1/6 — (1/3)€”] (2.69)

kaa(€',6) = 2/3 + (4/5)86€ + (1/3). (2.70)

As Eqgs. (2.64) e (2.68) podem ser escritas vetorialmente como

3G 8 <G8 ¢ [ WEOKE.OG(mE)s. 2.11)

onde G(1,&) é o vetor 2 x 1 com componentes g;1(7,&) e go(T, &),

P(E) =71 (2.72)
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e as componentes k;;(¢’,€) da matriz de dimensao 2 x 2 K(¢',£) sao definidas nas Eqgs. (2.65),
(2.66), (2.69) e (2.70). Naturalmente, as condigdes de contorno e as quantidades de interesse
a serem calculadas devem ser reescritas em termos do problema G. Este procedimento sera

apresentado nas proximas secoes para as diferentes situacoes fisicas que deseja-se avaliar.

2.3.1 Reverso de Temperatura

Conforme o procedimento mostrado anteriormente, multiplicam-se as Eqs. (2.29) e
2.30) por ¢1(c,,c.) e ¢a(cy,c.) e, usando as Eqgs. (2.61) e (2.62), as condi¢oes de contorno
y y

sao reescritas para £ > 0 como

e
Gloag—=—| TETE, (2.73)
1
€
_—
Gla,—6) = | PTE T2 (2.74)
1

Entretanto, de acordo com a decomposicao dada pela Eq. (2.31), que introduz problemas para
hy e hy, as Eqgs. (2.73) e (2.74) nao sao usadas como condigoes de contorno para este problema.
E conveniente usar o procedimento anterior nas Eqs. (2.32) a (2.35) e com isso obter para £ > 0

as condigoes de contorno

Gl(—(l, ) = - ! ) (275)
0
1
Gi(a, =¢) = , (2.76)
0
Ga(—a,§) = — el (2.77)
1
Ga(a,—¢) = ¢ Ir a (2.78)

Em termos das defini¢oes dadas pelas Eqs. (2.61) e (2.62) as quantidades de interesse

também sao expressas na forma vetorial. Dessa forma, a solucao do problema G, para cada um
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dos dois conjuntos de condigoes de contorno (I = 1,2), é usada para calcular na Eq. (2.36) as

perturbagoes de densidade

T
= 1
AN = [ v | | Gno (2.79)
oo 0
na Eq. (2.37) as perturbagoes de temperatura
, T
0 —1/2
ATi(r) = 2 / w© | T G e, (2.80)
— 00 1
os fluxos de massa na Eq. (2.38)
T
0 1
= [ e | | eno (281)
oo 0
e na Eq. (2.39) os fluxos de calor
) T
S —3/2
a= [ wee | 1 P\ e (2:82)

onde T" denota a operagao de transposicao.

2.3.2 Evaporacgao/Condensagao em Semi-Espago

A derivacao do problema G para resolver o problema de evaporagao/condensagao em
semi-espaco é baseada nas Eqs. (2.50) a (2.52). Assim, considera-se nas Eqs. (2.61) e (2.62) que
h = O, multiplica-se as Eqs. (2.50) a (2.52) sucessivamente pelas expressoes das Eqs. (2.63)
e (2.67) e, integrando as equagOes resultantes sobre todo ¢, e c,, encontra-se o problema G

definido na Eq. (2.71), agora com a condigao de contorno para & > 0

G(0,£) = —N(00)2; — 2uf2y(€) — AT(c0)23(8), (2.83)
onde
a=| ' =] ¢ we=|"""| s
0 0 1

lim G(7,§) = 0. (2.85)
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Pelas Egs. (2.53) e (2.54) as perturbagoes de densidade e de temperatura sao calculadas

por
AN(r) = ANGo)+ [ w(e) | | G (280

oo 0
AT (r) = AT(o0) +§ / RGIA _11/ | arneue (2.87)

Na préxima secao desenvolve-se a solucao pelo método ADO [Barichello e Siewert,
1999b], baseada num esquema “half-range” de quadratura, para o problema G, que é 0 mesmo

para os problemas do reverso de temperatura e de evaporagao/condensagao em semi-espago.

2.4 Solucao em Ordenadas Discretas

Primeiramente nota-se na Eq. (2.72) que a funcao ¥(§) é uma fungao par, ou seja,

P(&) = ¥(=¢) (2.88)

e reescreve-se o termo integral da Eq. (2.71) como

§%G(T7§)+5G(Tﬂ5) =c /0 ww(ﬁ’) [K(&,6G(r, &) + K(=¢,6G(r, —€)]dg’.  (2.89)

Introduzindo um esquema de quadratura “half-range” no intervalo [0, 00) pode-se aproximar o

termo integral da equagao acima da forma

E7Glr,€) +2G(r,€) = = ) wpt(6) [K (6. OC(r. &) + K(~&, OG(r, &) (290)

Aqui & e wy sdo, respectivamente, os N pontos e pesos do esquema (arbitrario) de quadratura.
Calculando a Eq. (2.90) em £ = +&;, parai = 1,..., N, obtém-se versdo em ordenadas discretas

da Eq. (2.90)

N
i@»%@(r, £6,) +eG(r, £6) = £ 3 with(€) [K (6, £6)G(7, &) + K(~&, £6)G(r, —&0)]
k=1
(2.91)

para a qual procura-se solucoes da forma

G(7,8) = ®(v,&)e ", (2.92)
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onde

B(v, ) = [iliy’ 2 ] . (2.93)

Assim, substituindo a Eq. (2.92) na Eq. (2.91) obtém-se, parai=1,..., N,

AF&/v) (v, &) = wa §i) (K &k, £8) (v, &) + K(—&e, £6) (v, —&)]  (2.94)
e pode-se escrever a Eq. (2.94) na forma matricial

I-Mv )@, (v)=W(+, )P (v) + W(—,+)P_(v) (2.95)

I+Mv )@ _(v)=W(+,—)®,(v) + W(—,—)®_(v), (2.96)
onde I é a matriz identidade 2N x 2N, M é a matriz 2N x 2N definida como

M = diag {&1, ..., En, Erb v En) (2.97)

e ®,(v) sao vetores 2N x 1 dados por

T
®.(v) = [ Oi(v,£&1) 0 Py, £EN) Po(v£&) o oy, £Ew) ] : (2.98)
Continuando, W (=%, £) s@o as matrizes 2N x 2N

WL, +) = Wuls3) Wals ) (2.99)
’ Woi(£,+) Wag(£, +) '

com componentes que sao submatrizes N x N dadas por

(Wonn (£, £)]; ; = 0 (§5) kmn (£, &), (2.100)

param,n=1,2e¢,7=1,...,N.
Nota-se pelas Egs. (2.65), (2.66), (2.69) e (2.70) que a matriz K(¢',€) da Eq. (2.71) é
tal que

K(€/7 f) = K(_é./a _€> € K(_é./a f) = K(5/7 _f) (2]‘01)
Novamente pelas Eqgs. (2.65), (2.66), (2.69) e (2.70) é possivel ver na Eq. (2.100) que

W+, +)=W(—,—) e W+, —)=W(—,+). (2.102)
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Assim, define-se as matrizes
Wi=W(+,+)=W(—,—) e W_=W(+,—) =W(-,+) (2.103)

e reescreve-se as Eqgs. (2.95) e (2.96) como

I-Mv )@, (v) =W, B, (v)+ W_S_(v) (2.104)
I+Mr ) ®_(v)=W_&,(v)+ W, B_(v). (2.105)

Definindo
U=®,.(v)+P_(v), (2.106)

onde @, (v) e ®_(v) sdo os vetores 2N x 1 dados pela Eq. (2.98), pode-se somar e subtrair as

Egs. (2.104) e (2.105) de modo a obter o problema de autovalor

AX = \X. (2.107)
Aqui, A é a matriz 2N x 2N
A=W, -W_-I)M' W, +W_-TI)M1, (2.108)
X é o vetor 2N x 1
X = MU, (2.109)

onde M é a matriz dada pela Eq. (2.97) e os autovalores se relacionam com as constantes de

separagao como
A=v2 (2.110)

Assim, usa-se os 2N autovalores (constantes de separacao v;) e os 2N autovetores X (v;) obtidos

na Eq. (2.107) para expressar as solucoes elementares ®, (v;) na forma

®, (1) = %M‘l [I—v;(We+W_ —I)M ] X(v) (2.111)

®_(v;) = %M‘l I+ v;(Wi+W_ —I)M '] X(v), (2.112)
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onde os vetores ®(v;) correspondem a ®(v;,§;), dados na Eq. (2.93), para i = 1,..., N.
Analogamente ®_(v;) correspondem a ®(v;, —&;).
Neste momento pode-se escrever a solucao geral em ordenadas discretas para o problema

dado pela Eq. (2.91) como

2N
G(r,£&) =Y [A;®(vy, £&)e =/ + Bi® (v;, 7 )e =07 (2.113)

j=1
E importante enfatizar que, exceto pelas expressoes que definem as componentes do
nicleo de espalhamento - Egs. (2.65), (2.66), (2.69) e (2.70) - que sao entradas da matriz escrita
nas Egs. (2.99) e (2.100), o problema de autovalor encontrado aqui, na Eq. (2.107), é exatamente
o mesmo obtido quando a solugao em ordenadas discretas foi desenvolvida para os problemas
de escoamento na Ref. [Scherer et al., 2009a]. As expressoes para as solugoes elementares dadas
nas Egs. (2.111) e (2.112) também sao as mesmas. Isso ¢ um bom aspecto da solu¢ao ADO,
pois parte da estrutura do programa usado para obter os resultados numéricos dos problemas
tratados na Ref. [Scherer et al., 2009a] pode ser aproveitada aqui. Da mesma forma, a solugao
desenvolvida para o problema G nesta secao é exatamente como no caso dos problemas de
transferéncia de calor e do salto de temperatura tratados na Ref. [Scherer et al., 2009b], exceto
pelas condicoes de contorno. Esse aspecto é particularmente importante, tendo em vista o
carater analitico da solugao, pois permite que uma classe de problemas possa ser resolvida com
uma mesma metodologia. Ainda, é importante salientar que o desenvolvimento da solucgao
construida aqui resulta em um problema de autovalor bem mais simples que o encontrado na
Ref. [Knackfuss e Barichello, 2006], onde o problema do salto de temperatura foi resolvido com

o modelo S.

Continuando, como estes problemas sao conservativos, de acordo com Case e Zweifel
[Case e Zweifel, 1967] alguns autovalores se aproximam de zero (constantes de separagao ten-
dem ao infinito) quando N tende ao infinito. Para estes dois problemas especificos resolvidos
neste capitulo encontra-se dois autovalores com este comportamento. Por esse motivo deve-se
acrescentar quatro solugoes exatas da Eq. (2.71) a Eq. (2.113) e reescrever a solucao geral em

ordenadas discretas da forma

2N
G(r, £&) = G (1, £&) + Y [A4®(vy, £&)e =T/ 4 B® (v, F&)e=/4] | (2.114)

=3

onde

G*(1,€) = A1G} + AyG3(E) + BiGi(€) + BoGi(r, ). (2.115)
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Para o problema de evaporagdo/condensagao em semi-espago, aplica-se a = 0 na Eq. (2.114).
Como até este ponto a solucao em ordenadas discretas construida aqui é igual a do problema

de transferéncia de calor, seguindo as Refs. [Scherer, 2005] e [Scherer et al., 2009b] as solugoes

exatas sao
1 2_-1/2
G) = : GS(S)ZE / » GS(OZf (2.116)
0 1 0
e
Gi(r,§) = TH(E) + F(¢), (2.117)
onde
—3/2
H(S) = (2.118)
1

e F(£) é uma funcdo a ser determinada para que se conhega a funcao Gj(7,&). Seguindo as
Refs. [Siewert, 2005], [Knackfuss e Barichello, 2006] e [Scherer, 2005], substitui-se a Eq. (2.117)
na Eq. (2.71) obtendo-se

F(§) =—-({/e)H / »(€ )F(¢)d¢'. (2.119)
A funcao F(&) pode ser expressa como
F(&) =) Pu(§)Fa, (2.120)

onde

P& =1 P=¢  REO=¢-1/2 e BE=¢£(-3/2). (2121

Assim, substituindo a Eq. (2.120) na Eq. (2.119) encontra-se

S Pu(§)F, = —(¢/o)H / b(e ZPQ(£'>Fad£’. (2.122)

Multiplicando a Eq. (2.122) por ¢(&) Pr(§), para k = 0, 1,2, 3, e integrando a equagao resultante
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para todo £ obtém-se o sistema linear 8 x 8

2 U_Oo /_Oo Y(§) (&) Pal€) PL(OK(E, §)dE'dE — /_OO ¢(§)Pk(£)Pa(€)Id£} F, =
/w(5/5)¢(€)Pk(€)H(€)d£, (2.123)

para k = 0,1, 2,3, o qual pode ser resolvido analiticamente para encontrar as componentes dos

vetores F,. Resolvendo-se este sistema linear encontra-se

§ ¢ —3/2

FO=5-n| |

(2.124)

E importante ressaltar que o procedimento usado aqui para encontrar a solugao exata Gj3(,€) é
uma particularizacao, para o caso de uma espécie de gas, do método utilizado na Ref. [Siewert,
2005] para o problema do salto de temperatura com o modelo McCormack para mistura de dois
gases.

O préximo passo ¢ determinar os 4N coeficientes A; e B, j = 1,...,2N, para cada um

dos dois problemas, a fim de determinar as quantidades de interesse.

2.5 Quantidades de Interesse

2.5.1 Reverso de Temperatura

Devido a decomposigao proposta na Eq. (2.31), é necessério que se resolva de fato dois

problemas. Assim, considera-se a versao em ordenadas discretas das condigoes de contorno

dadas pelas Egs. (2.75) a (2.78)

Gl(_a7 51) = - ! ) (2125>
0
1
Gi(a, —&) = ; (2.126)
0
& +1
Gol—a,&) = — (2.127)
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2
Ga(a, —&) = fizrl , (2.128)

onde aplica-se a solugao geral em ordenadas discretas dada pela Eq. (2.114). Em cada um dos
dois problemas (I = 1,2) obtém-se um sistema linear 4N x 4N onde as 2N primeiras equagoes

sao (notando as Eqgs. (2.116) e (2.117))

A1G] + AG3 (&) + BiGH(&) + ByGi(—a, &)+
2N
Z[Aé'(l)(Vja fz) + B;'(P(Vﬁ _gi)e_mw/yj] - Gl(_au fz)» (2129)

Jj=3

parat=1,..., N, e as 2N ultimas equacoes sao

AGT + AG5(6) + BIG5(=6) + ByGi(a, —&)+
2N

D (AL (v, —&)e M 4 Bi® (v, &)] = Gula, &), (2.130)

=3
parai=1,...,N el =1,2, onde Gi(—a,&;) e Gi(a, —&) sdo dadas pelas Egs. (2.125) a (2.128)
e ®(v;, £¢;) estao definidos nas Eqgs. (2.111) e (2.112).

Resolvendo estes sistemas lineares a solugao em ordenadas discretas dos dois problemas
definidos na Eq. (2.71) com condigoes de contorno dadas, respectivamente, pelas Egs. (2.75) a
(2.78) estd agora completamente estabelecida. Assim, aplica-se a Eq. (2.114) nas Egs. (2.79) e
(2.80) para obter as perturbagoes de densidade

2N
AN)(7) = A — Bir + ) [Ale =t/ 4 Blems=)vi) v (1)) (2.131)
j=3
e as perturbagoes de temperatura
9 2N
ATi(1) = AL + Bir + 3 > [Ale= vy Blem=lemDMi] Y (1), (2.132)
j=3

onde

T

Vi) =3 wi() (1) By, 60) + By, ) (2.133)
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e
T
- & —1/2
V()= &) | (@ (v, &) + @y, —&1)] (2.134)
k=1
Continuando, pelas Eqgs. (2.81) e (2.82) encontra-se, respectivamente, para os fluxos de massa
e de calor
Bl
U =— (2.135)
2
e
Q= > pl (2.136)
(B ‘
Nota-se que a Eq. (2.132) pode ser usada para calcular o valor de S na Eq. (2.40), pois
¢ 2N e—aa/yj
AT} (0) = B, — 5 > (45 - B) ” Y (v)). (2.137)
=3

Assim, substituindo a Eq. (2.137) na Eq. (2.40) encontra-se 7. Da mesma forma, substituindo

a Eq. (2.136) na Eq. (2.41) encontra-se (g.

2.5.2 Evaporacao/Condensagao em Semi-Espago

Devido ao comportamento imposto no infinito dado pela Eq. (2.85), a solucao geral em

ordenadas discretas (Eq. (2.114)) é reescrita para este problema como

2N
G(7, &) = > A;®(vj, +&)e /. (2.138)

=3
Por outro lado, a versao em ordenadas discretas da condicao de contorno para a interface

(Eq. (2.83)) ¢ dada por
G(0,8) = —AN(00)Q2; — 2uf2y(&;) — AT (00)823(&;)- (2.139)

Assim, substitui-se a Eq. (2.138) na Eq. (2.139) e obtém-se um sistema linear 2N x 2N para
A;j=3,...,2N, AN(c0) e AT(c0). Cada duas linhas deste sistema sao escritas como

Z A;j®(v;, &) + AN (00)2 4+ AT (00)23(&) = —2uf22(;), (2.140)

j=3
parai=1,...,N.

Resolvendo-se este sistema linear pode-se usar a Eq. (2.138) para calcular, de acordo
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com as Eq. (2.86) e (2.87), as perturbagoes de densidade e de temperatura

2N
AN(7) = AN(00) + > Aje 1V (1) (2.141)
=3
(§
9 2N
_ “ A—ET/Vj )
AT(7) = AT (<) + 3;Aje Y (v)), (2.142)

onde V(v;) e Y(v;) sdo dados pelas Egs. (2.133) e (2.134). Observa-se que os “macro” saltos
na interface, conforme definidos nas Eqgs. (2.59) e (2.60), sdo dados pelos primeiros termos nas

Eqs. (2.141) e (2.142).

2.6 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos

Para iniciar a implementacao computacional da solugao ADO, o primeiro passo é definir
o esquema de quadratura. Assim, conforme vem sendo utilizado em muitos outros trabalhos,
usa-se aqui um esquema half-range para o intervalo [0, 00). Seguindo as Refs. [Barichello et al.,

2001], [Scherer et al., 2009a] e [Scherer et al., 2009b], utiliza-se a transformacao nao linear
u(€) =e ¢ (2.143)

para mapear o intervalo [0, c0) no intervalo [0, 1], onde usa-se a quadratura de Gauss-Legendre

com a mudanca de variaveis
v(u) =2u — 1. (2.144)

E importante salientar que outros mapeamentos como

1
T 1+4¢

u(€) (2.145)

também podem ser usados para mapear o intervalo [0, c0) no intervalo [0, 1] [Barichello et al.,
2001]. Assim, uma vez especificados os N pontos & e pesos wy, a solugao é rapida e ficil de

implementar. As etapas desta implementacao sao as seguintes:

e resolver o problema de autovalor dado pela Eq. (2.107) para obter as constantes de sepa-

ragao v; e as solucoes elementares ®4 (v;);

e resolver os sistemas lineares dados pelas Eqgs. (2.129) e (2.130), para o problema em canal,

e também o sistema dado pela Eq. (2.140) para o problema em semi-espago;
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e calcular as perturbagdes de densidade e de temperatura dadas pelas Eqgs. (2.131), (2.132),
(2.141) e (2.142), bem como os micro saltos (Egs. (2.57) e (2.58)) e os fluxos de massa e de
calor (Egs. (2.135) e (2.136)). Ainda, com a solucao do sistema linear dado na Eq. (2.140)
obtém-se os macro saltos de densidade e de temperatura (Egs. (2.59) e (2.60)).

Os resultados numéricos mostrados aqui foram obtidos em FORTRAN usando N = 80
pontos de quadratura. Todos os digitos mostrados aqui sao preservados (com a tolerancia de
mais ou menos 1 no tdltimo digito) variando-se N até 200. O tempo computacional para resolver
o problema em canal ou o problema em semi-espaco e obter os resultados das quantidades de
interesse, usando um dos modelos cinéticos, é de 15 segundos. Este tempo é igual para os
dois problemas. Foi usado um PC com processador Pentium IV de 2.66 GHz, meméria RAM
de 1.5 Gbytes e nao se fez nenhuma otimizacao no programa. Embora nao se tenha feito um
estudo rigoroso do programa, pode-se ter no¢ao do niimero de operagoes envolvidas pelos passos
basicos de implementacao mencionados anteriormente, que sao: resolver problemas de autovalor,
resolver sistemas lineares e calcular somatérios.

Alguns parametros precisam ser definidos como, por exemplo, os utilizados nas Egs.
(2.10) a (2.12) para estabelecer o modelo cinético. Para o caso do ¢, diferentes valores sao
assumidos de acordo com um modelo cinético especifico [Barichello e Siewert, 2003] e dependem
do livre caminho médio ser baseado na viscosidade (g,) ou na condutividade térmica (¢;). Estes
valores sao listados nas Eqs. (2.13) a (2.16).

Para ter confiabilidade no programa elaborado e comparar resultados numéricos, ini-
cialmente foram resolvidos casos onde ja haviam resultados na literatura. De fato, os resultados
para o problema de semi-espago com o modelo BGK, previamente conhecidos na Ref. [Siewert e
Thomas, 1973], foram obtidos (com concordancia em todos os digitos listados naquela referéncia)
na formulagao apresentada neste capitulo mediante a escolha dos parametros da Eq. (2.13).

Para o problema do reverso de temperatura nao foi possivel checar cuidadosamente os
resultados, pois na Ref. [Thomas et al., 1974] hd apenas gréficos e um tnico resultado para
OBr, o qual foi obtido na formulacao desenvolvida aqui. Continuando, foram gerados resultados
para os outros modelos cinéticos, mostrados nas Tabelas 2.1 a 2.10, para o problema do reverso
de temperatura, que foram comparados com os resultados obtidos com a equacao linearizada
de Boltzmann (ELB) e o método ADO [Siewert, 2003a]. De fato, para obtengao dos resultados
com a ELB uma expansao polinomial para a varidvel velocidade é usada de modo que um
problema auxiliar é resolvido com o método ADO. Nesta expansao sao utilizados nove termos

para aproximar o termo original de espalhamento [Pekeris e Alterman, 1957]. Neste problema
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nota-se melhor concordancia entre os resultados dos modelos cinéticos para as perturbacoes de
temperatura do que para as perturbacgoes de densidade. Entretanto, aqui foi encontrado no
maximo um digito significativo de concordancia entre os resultados dos modelos cinéticos e os
da ELB, o que é o pior caso se comparado com os problemas estudados nas Refs. [Scherer
et al., 2009a] e [Scherer et al., 2009b]. Para os valores criticos de 3¢ os resultados dos diferentes
modelos concordam muito bem. O mesmo nao pode ser dito para Gr. Em ambos os casos
os resultados apresentam no maximo dois digitos significativos de concordancia com a ELB,
conforme é mostrado nas Tabelas 2.9 e 2.10. Continuando, nao é possivel identificar qual
modelo cinético produz melhores resultados se comparados com a ELB. Por isso, nas Tabelas
2.1 a 2.10 o resultado mais préximo a ELB (considerando ;) estd destacado em negrito.

Nas Figuras 2.6 e 2.7 foram escolhidos alguns casos, baseados nos resultados listados
nas tabelas, para indicar o fendomeno do reverso de temperatura. Observa-se na Figura 2.6 que
para B =20e B = 4.0 (que sado menores que o valor critico fr = 4.560345) as perturbagoes
de temperatura AT(7) sdo crescentes e, por isso, os gradientes de temperatura AT'(7) sao
positivos indicando que o gas préximo a interface fria (em 7 = —1) possui temperatura menor
que o gas proximo a interface quente (em 7 = 1). Da mesma forma, observa-se que para B =5.0
e3="1.0 (que sao maiores que o valor critico de 1) as perturbagoes de temperatura AT (1) sdo
decrescentes e, conseqiientemente, os gradientes de temperatura AT’(7) sdo negativos indicando
que o gas préximo a interface fria (em 7 = —1) possui temperatura maior que o gés préximo a
interface quente (em 7 = 1), observando-se assim o fenémeno do reverso de temperatura, pois
o gradiente de temperatura do gas possui sentido contrario a diferenca de temperatura imposta
pelas interfaces. Na Figura 2.7 observa-se que para B =10¢e B = 3.0 (que sdo menores que
os valores criticos de g mostrados na Tabela 2.10) os fluxos de calor sdo negativos mostrando
que a temperatura do gis proximo a interface quente (em 7 = 1) é maior que a temperatura
do gas préximo a interface fria (em 7 = —1). Para B=40e =60 (que s@o maiores que
os valores criticos de (g mostrados na Tabela 2.10) os fluxos de calor sao positivos indicando
que a temperatura do gds proximo & interface fria (em 7 = —1) é maior que a temperatura
do gés préximo a interface quente (em 7 = 1) observando-se assim o fenomeno do reverso de
temperatura, pois neste caso o fluxo de calor do gés possui o mesmo sentido da diferenga de
temperatura imposta pelas interfaces.

Em relagao ao problema em semi-espaco, os resultados originais das perturbacoes de
densidade e de temperatura para os modelos S, Gross-Jackson e MRS sao listados nas Tabelas

2.11 e 2.12 e comparados com os resultados da ELB encontrados por Siewert [Siewert, 2003a].
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Neste caso os resultados apresentam um ou dois digitos significativos de concordancia com os
da ELB. Resultados para os saltos microscépicos e macroscépicos de densidade e temperatura
sao mostrados na Tabela 2.13. Nesta tabela os resultados dos modelos cinéticos também sao
comparados com os resultados da ELB encontrados por Sone, Ohwada e Aoki [Sone et al., 1989a]
utilizando um esquema de diferencas finitas. Novamente nao ¢é possivel identificar qual modelo
cinético produz melhores resultados se comparados com a ELB. Por isso, nas Tabelas 2.11 a
2.13 o resultado mais préximo a ELB (considerando £;) também estd destacado em negrito.
Continuando, analisando a formulagao do problema de semi-espago mostrada neste capitulo
pode-se observar que todos os resultados numéricos dependem linearmente de wu.

Também foi possivel estabelecer comparagoes entre os resultados das perturbagoes de
densidade e de temperatura encontrados aqui com os modelos cinéticos e os obtidos com a ELB
por Sone, Ohwada e Aoki [Sone et al., 1989a]. Neste caso, nas Figuras 2.8 e¢ 2.9 sdo mostrados

resultados definidos nesta referéncia como as variagoes de densidade

Q1) = % Ao~ MV (v;) (2.146)
j=3
e de temperatura
O(r) = 2 % A e =Y (1)) (2.147)
3 < J j

na regiao de semi-espago, chamada de “Camada de Knudsen”. Aqui V(v;) e Y(v;) sdo definidos
nas Egs. (2.133) e (2.134). Analisando as Figuras 2.8 e 2.9 observa-se maior concordancia entre
os resultados do modelo MRS e da ELB para a variacao de temperatura do que para a variagao
de densidade. Para que a mesma adimensionalizagao da variavel espacial utilizada na Ref. [Sone
et al., 1989a] fosse usada aqui foi necessario usar € = 1/4/8 na formulagdo do problema.

Neste capitulo a solugao em ordenadas discretas para os problemas do reverso de tem-
peratura e de evaporacao/condensagdo em semi-espaco foi construida de forma unificada com
os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS. Assim, foi possivel gerar os novos resultados para
os modelos S, Gross-Jackson e MRS e fazer uma andlise comparativa com os resultados para a
ELB encontrados em outras referéncias. O estudo realizado neste capitulo encontra-se também
na Ref. [Scherer e Barichello, 2008], a qual estda submetida a publicagao. No préximo capitulo
os problemas do reverso de temperatura e de evaporacao/condensagao em semi-espago sao abor-

dados com o modelo McCormack para mistura de dois gases.



Tabela 2.1 — Reverso de Temperatura: Perturbacao de Densidade

AN, (1) com 2a = 2.0

BGK S GJ MRS

T EIEP E =€t EZEP E = E¢E¢ EZEP E = €&t
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 1.833633(-2) 1.662968(-2) 1.617744(—2) 1.574980(-2) 1.503394(-2) 1.719314(-2)  1.759507(-2)
0.2 3.694141(-2) 3.353659(-2) 3.264195(—2) 3.180538(-2) 3.036959(-2) 3.459315(-2)  3.542081(-2)
0.3 5.611107(-2) 5.102588(-2) 4.971406(—2) 4.850515(-2) 4.634663(-2) 5.242581(-2)  5.373186(-2)
0.4 7.620241(-2) 6.946581(-2) 6.779054(—2) 6.626167(-2) 6.339169(-2) 7.095947(-2)  7.283718(-2)
0.5 9.768643(—2) 8.934201(-2) 8.741143(—2) 8.562609(-2) 8.209568(-2) 9.054078(-2)  9.314664(-2)
0.6 1.212424(-1) 1.113548(-1) 1.093827(—1) 1.074055(-1) 1.033573(-1) 1.116576(-1)  1.152545(-1)
0.7 1.479560(-1) 1.366230(-1)  1.350377(-1)  1.320119(-1) 1.286937(-1) 1.350679(-1) 1.401137(—1)
0.8 1.798193(-1) 1.672002(-1)  1.669124(-1)  1.646034(-1) 1.610554(-1) 1.621180(-1) 1.694718(—1)
0.9 2.214825(-1) 2.078792(-1) 2.111553(-1) 2.083737(-1) 2.078076(-1) 1.958199(-1)  2.073738(-1)
1.0 2.991500(-1) 2.856797(-1) 3.045663(—1) 2.994505(-1) 3.161319(-1) 2.517598(-1)  2.757077(-1)

t[Siewert, 2003a]

51



Tabela 2.2 — Reverso de Temperatura: Perturbacao de Densidade

AN, (1) com 2a = 2.0

BGK S GJ MRS ELBt
T E=¢p E =€t E=¢p E =€ E=¢p E=¢€¢ E =€t
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1  -9.794921(-3)  -5.913636(-3) -1.343541(-2) -5.923578(-3)  -1.400434(-2)  —6.670583(-3) —1.299155(—-2) —1.2010(-2)
0.2  -1.913849(-2)  -1.139522(-2) -2.639854(-2) -1.137868(-2)  -2.751205(-2)  -1.300211(-2) —2.558828(—2) —2.3504(-2)
0.3  -2.753310(-2)  -1.596829(-2)  -3.835985(-2) -1.584702(-2)  -3.996343(-2)  -1.862339(-2) —3.735190(-2) -3.3908(-2)
0.4  -3.437635(-2)  -1.905588(-2) —4.865930(-2) -1.869713(-2)  -5.065453(-2)  -2.309087(-2) —4.774559(-2) —4.2509(-2)
0.5  -3.887125(-2)  —1.989426(-2) -5.639154(-2) -1.908619(-2)  —5.860914(-2)  -2.582796(-2) —5.604918(-2) —4.8346(-2)
0.6 —3.986486(—2) —1.737823(-2) —6.019557(-2) -1.578161(-2)  —6.234170(-2)  -2.601812(-2)  —6.120688(-2)  —4.9982(-2)
0.7 —3.551129(-2) -9.737800(-3) -5.780653(-2) —6.783132(-3)  -5.934593(-2)  -2.238657(-2)  —6.151008(-2)  —4.5053(-2)
0.8 —2.241888(—2) 6.279631(-3)  —4.489936(-2) 1.164972(-2)  —4.475304(-2)  -1.266228(-2)  -5.380168(-2)  —2.9062(-2)
0.9  7.322147(-3) 3.825885(-2)  —1.097099(-2) 4.846554(-2)  —6.435125(-3) 8.235864(-3)  —3.074618(-2) 8.9304(-3)
1.0 9.803564(-2) 1.286700(-1) 1.065545(-1) 1.569405(-1) 1.329972(-1) 6.636732(-2) 4.715164(-2) 1.3620(-1)

t[Siewert, 2003a]

9



Tabela 2.3 — Reverso de Temperatura: Perturbacao de Temperatura

ATy (7) com 2a = 2.0

BGK S GJ MRS ELBt
T E=¢p E=¢€¢ E=¢p E =¢€¢ E=¢p E =¢€¢ E =€t
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 -1.051541(-2) -3)  -1.029009(-2)  -7.952030(-3)  -9.518492(-3) ~1.176630(-2)  —1.0697(-2
0.2 —2.105684(-2) -2)  -2.060329(-2)  -1.593590(-2)  —1.904754(-2) ~2.355681(-2)  —2.1398(-2
0.3 —3.165369(-2) —2)  -3.096624(-2)  -2.398874(-2)  —2.860164(-2) ~3.539756(-2)  —3.2105(-2
0.4 —4.234319(-2) —2)  -4.141378(-2)  -3.215994(-2)  -3.820477(-2) —4.731878(-2)  —4.2826(-2
0.5 —5.317753(-2) —2)  —5.199687(-2)  —4.052259(-2) = —4.790017(-2) ~5.935844(-2)  —5.3569(~2
0.6 —6.423728(-2) —2)  —6.279785(-2)  —4.919541(-2)  —5.777057(-2) ~7.156896(—2)  —6.4352(~2
0.7 —7.566112(-2) —2)  -7.396547(-2)  -5.839173(-2)  —6.798634(-2) ~8.403134(-2)  —7.5214(-2
0.8  -8.772503(-2) —2) -8.581183(—2) —6.855198(-2)  —7.894355(-2) -9.689305(-2)  —8.6239(-2
0.9  -1.011366(-1) -2)  —9.918734(-2) -8.084207(-2)  —9.181557(-2) -1.105091(-1)  —9.7687(~2
1.0 —1.205806(-1) -1)  -1.203598(-1)  -1.033071(-1) —1.161035(-1) -1.272076(-1) -1.1178(-1

t[Siewert, 2003a]

Ly



Tabela 2.4 — Reverso de Temperatura: Perturbacao de Temperatura

ATy(7) com 2a = 2.0

BGK S GJ MRS

T EIEP E =€t EZEP E = Et EZEP E = €&t

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1  3.008133(-2)  2.626427(-2)  2.914301(-2)  2.685419(-2)  2.916335(-2)  2.423398(-2) 2.785305(—2)
0.2 6.029969(-2)  5.268325(-2)  5.846589(-2)  5.390688(-2)  5.856119(-2)  4.856270(-2) 5.581197(—2)
0.3  9.080177(-2)  7.942289(-2)  8.816287(-2)  8.137056(-2)  8.844650(-2)  7.308831(-2) 8.399196(—2)
0.4  1.217556(-1)  1.066741(-1)  1.184600(-1)  1.094887(-1)  1.191132(-1)  9.792052(-2) 1.125290(—1)
0.5  1.533679(-1)  1.346730(-1)  1.496411(-1)  1.385605(-1)  1.509283(-1)  1.232349(-1) 1.415972(—1)
0.6  1.859119(-1)  1.637344(-1)  1.820905(—1)  1.689818(-1)  1.843856(-1)  1.492062(—1) 1.714383(—1)
0.7  2.197826(-1)  1.943183(-1)  2.163774(-1)  2.013257(-1)  2.202080(-1)  1.761428(-1) 2.024212(—1)
0.8  2.556239(-1)  2.271851(-1) 2.534522(—1) 2.365286(-1)  2.595820(~1)  2.045497(-1)  2.351837(-1)
0.9 2.947240(-1) 2.638906(-1)  2.952606(-1)  2.764782(-1)  3.048752(-1)  2.354826(-1)  2.710894(-1)
1.0 3.423316(-1)  3.111673(-1)  3.498214(-1)  3.290612(-1) 3.651570(—1) 2.736918(-1)  3.162960(-1)

t[Siewert, 2003a]
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Tabela 2.5 — Reverso de Temperatura: Fluxo Massico U,

BGK S GJ MRS ELBT

a eE=¢p € =¢€¢ e=¢p £ =¢€¢ eE=¢p € =¢€¢ £ =¢€¢
0.1  -5.423141(-1) -5.438692(-1) —5.377129(-1) -5.390814(-1)  -5.323883(-1)  —5.511720(-1) -5.463846(-1) —5.3688(-1)
0.5 -5.112357(-1) -5.151942(-1) —5.074229(-1) -5.101810(-1)  —5.031282(-1)  —5.255155(-1) —5.170266(-1) —5.0653(~1)
1.0 —4.975624(-1) -5.022508(-1) —4.956528(—1) —4.985203(-1)  -4.926306(-1)  —5.110226(-1) —5.030450(-1) —4.9467(-1)
1.5 —4.909040(-1) —4.956528(-1) —4.899511(-1) -4.926306(-1)  -4.874002(-1)  —5.030450(-1) —4.960618(-1) —4.8885(-1)
2.0 -4.869220(-1) —4.915152(-1)  —4.864350(-1)  —4.888559(-1) —4.840581(—1) -4.979681(-1) —4.918569(-1) —4.8522(-1)
2.5  —4.842474(-1) -4.886141(-1)  -4.839922(-1)  -4.861410(-1) —4.816799(—1) -4.944468(-1) —4.890375(-1) —4.8267(-1)
5.0  —4.779220(-1) -4.811951(-1)  -4.779085(-1)  -4.789117(-1) —4.756241(-1) -4.859414(-1) -4.824841(-1) -4.7628(-1)
9.0  —4.744232(-1) -4.766729(-1)  -4.744230(-1) = -4.743842(-1) —4.721253(-1) -4.812252(-1) -4.789675(-1) -4.7263(-1)
13.0  —4.729036(-1) —4.746053(-1)  —4.729036(-1)  —4.723084(-1) —4.705997(-1) —4.791494(-1) —4.774551(-1) —4.7105(-1)

t[Siewert, 2003a]
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Tabela 2.6 — Reverso de Temperatura: Fluxo Massico U,

BGK GJ MRS ELBf
a eE=¢p E=¢g¢ eE=¢p E=¢e¢ E=¢p E=¢t E=¢¢
0.1 1117864 -1.114552 -1.111312 -1.107805 —1.103429 -1.124520 -1.123673 -1.1036
0.5 -1.114933 -1.106021 -1.108136 -1.096812 —1.099467 -1.123803 -1.126109 —1.0991
1.0 -1.122030 -1.111368 -1.118243 -1.103307 —1.111128 -1.128828 -1.134270 -1.1108
1.5 -1.129055 -1.118243 -1.127060 -1.111128 —1.120704 -1.134270 -1.141319 -1.1207
2.0 -1.134826 -1.124371 -1.133772 -1.117829 —1.127741 -1.139140 -1.146919 -1.1279
2.5  -1.139443 -1.129509 -1.138879 -1.123294 —1.132984 -1.143334 -1.151359 -1.1333
5.0 -1.152457 -1.145019 -1.152426 -1.139199 —1.146629 -1.156926 -1.163969 —1.1473
9.0 -1.160342 -1.155231 -1.160342 -1.149434 —1.154545 -1.166713 -1.171782 -1.1553
13.0 -1.163795 -1.159928 -1.163794 -1.154131 —1.157997 -1.171369 -1.175231 -1.1588

t[Siewert, 2003a]
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Tabela 2.7 — Reverso de Temperatura: Fluxo de Calor ),

BGK S GJ MRS ELBf
a e=¢p e=¢g¢ eE=¢p E=¢¢ eE=¢p E=¢€¢ eE=¢¢
0.1  2.379204(-1) 2.451204(-1) 2.329694(-1) 2.398983(-1)  2.275419(-1)  2.534097(-1)  2.422883(-1)  2.3857(-1)
0.5 1.631562(-1)  1.819639(-1)  1.604211(-1) 1.786399(-1)  1.583531(-1)  1.899851(-1) 1.664570(-1) 1.6728(-1)
1.0 1.218753(-1)  1.442588(-1)  1.208884(-1)  1.429939(-1)  1.204483(-1)  1.487276(-1) 1.233426(-1) 1.2586(-1)
1.5 9.820461(-2)  1.208884(-1) 9.781778(-2)  1.204483(-1)  9.779575(-2)  1.233426(-1) 9.883504(-2) 1.0147(-1)
2.0  8.247916(-2)  1.044161(-1) 8.231495(-2) 1.043101(-1)  8.240363(-2)  1.057797(-1) 8.272328(—2) 8.5124(-2)
2.5  7.117535(-2)  9.202562(-2)  7.110077(-2)  9.205771(-2) = 7.121503(-2) = 9.278232(-2) 7.123432(-2) 7.3351(-2)
5.0  4.234747(-2)  5.796871(-2)  4.234447(-2) 5.807978(-2) 4.243073(-2) 5.792677(-2)  4.224057(-2)  4.3408(-2)
9.0  2.571516(~ ) 3.645120(-2)  2.571509(-2)  3.652597(-2) 2.576813(—2) 3.634984(-2)  2.563642(-2)  2.6263(-2)
13.0  1.846410(-2 2.658510(-2)  1.846409(-2) 2.663993(-2) 1.850228(-2) 2.650407(-2)  1.840666(-2)  1.8827(-2)

t[Siewert, 2003a]
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Tabela 2.8 — Reverso de Temperatura: Fluxo de Calor @)

BGK S GJ MRS ELBf

a eE=¢p £ =¢e¢ e=¢p e =¢¢ E=¢p £ =c¢€¢ £ =c¢¢

0.1  -5.066897
0.5 —-3.673037

(-1)  -5.220231(-1)  -5.037499(-1)  -5.188234(-1) —4.997755(—1) -5.257982(-1) -5.086856(-1) —5.0037(—
(-1)  -4.096443(-1) —3.638211(-1) -4.051357(-1)  -3.600816(-1)  -4.165312(-1) -3.700703(-1) -3.6307(-1)
1.0 -2.771704(-1) -3.280754(-1) —2.752415(—1) -3.250766(-1)  -2.733220(-1)  -3.334622(-1) -2.791047(-1) -2.7541(~
1.5 —2.235045(-1) —2.752415(-1) —2.225793(—1) -2.733220(-1)  -2.215157(-1)  —2.791047(-1) —2.249645(-1) —2.2268(—
2.0 -1.877249(-1) -2.376542(-1) —1.871859(—1) —2.363769(— ~1.865139(—1)  —2.404398(-1) —1.887461(-1) —1.8705(-1)
2.5  —1.619170(-1) -2.093494(-1)  —1.616259(-1)  —2.084503(-1) —1.611452(—1) -2.114053(-1) -1.627139(-1) —1.6127(-
5.0  -9.623913(-2) -1.317400(-1)  -9.622202(-2)  -1.314056(-1) —9.599665(—2) -1.324204(-1) -9.660269(-2) —9.5481(—
9.0  -5.843368(-2) -8.282065(-2)  —5.843335( ) ~8.263743(-2) —5.829858(—2) -8.313683(— (-2)  -5.7770(-
(= ) (-2 ( (-2 (=

13.0 -4.195666(—2) —6.041032(—2 —6.027095(-2) —4.186009(—2) —6.062229(— ) —4.1413

— O — — — — —

)
)
)
)
1
)
)
)

-5.863791

2
2
2 —4.210215(—

NN
— =

—4.195665

t[Siewert, 2003a]
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Tabela 2.9 — Reverso de Temperatura: [r

BCK GJ MRS ELBf

a eE=¢p E=¢¢ eE=¢p e=¢¢ E=¢p E=¢¢ E=¢t
0.1 3.959438 4.005519  4.173077  4.351809 4.598517 3.592011  3.675401  5.1637
0.5  4.402886 4.530868 4.526582 5.102516  5.028708  3.858334  3.879265  4.5030
1.0 4.359698  4.471052  4.330302  4.875101  4.560345  3.880208 3.866511  4.0607
1.5 4.248874  4.330302  4.151428  4.560345  4.226311  3.866511 3.843929  3.8468
2.0 4146957 4.204449  4.028264  4.318845  4.032504  3.850799  3.827842  3.7443
2.5  4.064349 4.104784  3.946213  4.149359  3.921483  3.837845 3.817094  3.6979
5.0  3.857571 3.865319  3.800500  3.829897 3.775478 3.806224  3.796125  3.6838
9.0 3.785703 3.786471  3.774267  3.767477 3.762758 3.793099  3.788798  3.6984
13.0 3.774639  3.774734  3.772484  3.762872 3.762439 3.789074  3.787229  3.6996
15.0 3.773311  3.773347  3.772377  3.762566 3.762430 3.788150  3.787053  3.6996

t[Siewert, 2003a]
Tabela 2.10 — Reverso de Temperatura: (B¢

BGK GJ MRS ELBt

a e=¢p E=¢¢ eE=¢p E=¢€¢ E=¢p E=¢t E=¢t
0.1  3.629660 3.629660 3.662300 3.662680  3.696410  3.574893  3.599504  3.5974
0.5 3.751238 3.751238 3.767912 3.767889  3.773915  3.692440 3.723218  3.6705
1.0 3.774212  3.774212 3.776823 3.773360  3.769204  3.742099 3.762840  3.6882
1.5 3.776823 3.776823 3.775449  3.769204 3.765085 3.762840  3.776161  3.6946
2.0 3.776028 3.776028  3.774020 3.766097 3.763418 3.773023  3.781656  3.6974
2.5  3.774903  3.774903 3.773194 3.764343 3.762797 3.778509  3.784207  3.6986
5.0  3.772606 3.772606 3.772363 3.762501 3.762432 3.785996  3.786964  3.6996
9.0  3.772343 3.772343  3.772336 3.762429 3.762428 3.787130  3.787289  3.6996
13.0 3.772337 3.772337 3.772336 3.762428 3.762428 3.787281  3.787331  3.6996
15.0 3.772336  3.772336 3.772336 3.762428 3.762428 3.787307  3.787336  3.6996

t[Siewert, 2003a]
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Tabela 2.11 — Evaporacao/Condensagao em Semi-espago: Perturba-

¢ao de Densidade AN(7) com u = 1.0

BGK GJ MRS ELBf
T eE=¢p E=¢¢ eE=¢p e=¢e¢ E=¢p E=¢t E=¢t
0.0 -1.322259 -1.322259  -1.322259  -1.308058 —1.308058 -1.353605 -1.353605 -1.3073
0.1 -1.438465 -1.438465  -1.467986  -1.446757  —1.479865  -1.432843 —1.455016 —1.4586
0.2 -1.491298 -1.491298 —1.526635 -1.505545  —1.543685  —1.473057  -1.501365  —1.5190
0.3 -1.526635 —1.526635 —1.563222 -1.543685 -1.582092 -1.501365  —1.532090  —1.5570
0.4 —1.552600 —1.552600 —1.588596 —1.571065 —1.607966  —1.523002  —1.554470  —1.5835
0.5 —1.572639 -1.572639 —1.607199 -1.591777  -1.626438  -1.540279  -1.571615  —1.6031
0.6 -1.588596 -1.588596 —1.621326 -1.607966 —1.640112  —1.554470 -1.585186  —1.6180
0.7 -1.601582 -1.601582 —1.632324 -1.620912  -1.650493  -1.566361  -1.596181  -1.6296
0.8 -1.612325 -1.612325 —1.641046 -1.631439  -1.658521  —1.576477  -1.605248  -1.6389
0.9 -1.621326 -1.621326 —1.648063 -1.640112  -1.664820 —1.585186  —1.612832  —1.6463
1.0 -1.628946 —1.628946 —1.653775 —1.647332  -1.669820  -1.592757  -1.619247  -1.6524
2.0 -1.666570 —1.666570 —1.677941 -1.680454 -1.688825  —1.634779  -1.651294  —1.6779
5.0 -1.683859 -1.683859 —1.685057 -1.692242  -1.692689  -1.663504  —1.667976  —1.6853
7.0 -1.684960 -1.684960 —1.685257 -1.692662  -1.692730  -1.667454  -1.669563  —1.6855

t[Siewert, 2003a]
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Tabela 2.12 — Evaporacao/Condensacao em Semi-espago:

¢ao de Temperatura AT (7) com u = 1.0

Perturba-

BGK

E =¢&t

MRS

E = E¢E¢t

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
2.0
5.0
7.0

~4.095776(-1)
~4.103591(-1)
~4.134704(-1)
~4.164618(-1)
~4.191754(-1)
~4.216073(-1)
~4.237827(~1)
~4.257310(-1)
—4.274800(-1)
—4.290542(-1)
~4.304746(—1)
~4.392284(—1)
~4.456740(~1)
~4.464067(-1)

~4.095776(~1)
—4.103591(~1)
~4.134704(-1)
~4.164618(—1)
~4.191754(-1)
~4.216073(-1)
~4.237827(~1)
—4.257310(~1)
—4.274800(-1)
~4.290542(—1)
~4.304746(—1)
~4.392284(—1)
~4.456740(~1)
~4.464067(—1)

-1)
-1)
-1)
-1)
-1)
-1
-1
-1
-1)
-1
-1
-1
-1
-1

)
,1)
,1)
,1)
,1)

,1)
,1)
,1)
,1)
,1)
,1)
,1)
,1)
,1)

—4.017941(-1)

~4.034959(-1)
~4.101393(-1)
~4.160332(—1)
~4.210196(—1)
~4.252079(-1)
~4.287290(~1)
~4.316981(~1)
~4.342107(-1)
—4.363443(-1)
~4.381622(—1)

—4.468546(—1)
—4.498122(-1)
—4.498927(—1)

)
)
,1)
)
)

,1)
,1)
,1)
,1)
,1)
,1)
,1)
,1)
,1)

G

-1
-1

~4.259078(~1)
—4.296067(—1)
—4.320201(-1)
—4.337168(—1)
—4.349749(—1)
—4.359404(—1)
—4.366998(—1)
—4.373088(—1)
—4.378046(—1)
—4.382136(—1)
—4.385545(—1)

~4.401617(-1)

~4.409381(~1

)
~4.410205(-1)

t[Siewert, 2003a]
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Tabela 2.13 — Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Saltos de

Densidade e de Temperatura com u = 1.0 e € = &,

BGK S GJ MRS ELBf ELB?
—AN(0) 1.322259 1.322259 1.308058 1.353605 1.3073 1.30741
—AN(c0) 1.685289 1.685289 1.692732 1.670394 1.6855 1.68556

—AT(0)  4.095776(-1) 4.095776(-1) 4.017941(-1) 4.259078(-1) 4.0355(-1)  4.0360(-1)
—AT(c0)  4.467493(-1) 4.467493(-1) 4.499041(—1) 4.410467(-1) 4.5559(-1)  4.5566(-1)

f[Siewert, 2003a]* [Sone et al., 1989a]
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3 EVAPORACAO FRACA: CASO DE MISTURA DE DOIS GASES

Neste capitulo os problemas de evaporacgao fraca abordados no capitulo anterior, isto
é, o problema do reverso de temperatura e o problema de evaporagao/condensacao em semi-
espago, sao resolvidos com o modelo McCormack para mistura de dois gases [McCormack, 1973].
Novamente é de interesse determinar os saltos de densidade e de temperatura usados para
formular condigoes de contorno para as equagoes de Navier-Stokes quando a mistura de gases
estd em contato com uma fase de transi¢ao [Yasuda et al., 2005]. Além disso, sdo determinados
os valores criticos de B para que ocorram as inversoes de sentido do gradiente de temperatura
e do fluxo de calor dos gases. E importante salientar que o termo de espalhamento do modelo

McCormack satisfaz os principios de concervagao de massa, momento e energia do processo de

colisao.

3.1 Formulacao Matematica

Na derivacao das equacoes para mistura de dois gases, de acordo com o modelo Mc-
Cormack, serd usada a notagao proposta por Siewert na Ref. [Siewert, 2005]. Desta forma,
para derivar a equacao de balanco, consideram-se as funcoes h,, para os dois tipos de particulas
(o =1 e a=2) que denotam perturbagoes nas distribui¢goes Maxwellianas de cada espécie, ou

seja,

fo(@,v) = fao(W)[1 + ha(z, V)], (3.1)

onde
Fao() = na(a/m)? e X, = ma/(2KT)). (3.2)

Aqui k ¢é a constante de Boltzmann, m,, é a massa da particula e n, é a densidade de equilibrio
da espécie a, T é uma temperatura de referéncia, x ¢é a varidvel espacial e o vetor v = (v, vy, v,),
com magnitude v, é a velocidade das particulas. Seguindo McCormack [McCormack, 1973] a

equacao de balango encontrada é da forma

0
cx%ha(a:, C) + WaYaha(x,€) = WaVaLlal{hi, ha}(z,c), a=1,2 (3.3)

onde o vetor ¢ = (¢, ¢y, ¢;), com magnitude ¢, é agora a variavel velocidade adimensionalizada.

Na obtengao da Eq. (3.3), seguindo Siewert [Siewert, 2005] a varidvel adimensional ¢ é expressa
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de maneira diferente em cada equacao: para o caso a = 1 define-se ¢ = w;Vv, e, analogamente,

para o caso o = 2 define-se ¢ = wyVv, onde
Wo = [ma/(2KTYY?, a=1,2. (3.4)

Ainda na Eq. (3.3), as freqiiéncias de colisao v,, para a = 1,2, sdo definidas posteriormente

neste capitulo e o operador de colisao é dado por

Lo{hi, ho}(z,c) 5 Z/ / / - hg z,c')Kgo(c', c)dc,de,dc, (3.5)
onde
Kpolcc) = K§)(c ) + KP\(c ) + K (c/e) + Kl (c'e), a,3=12  (3.6)

é o nucleo de espalhamento.
Neste ponto faz-se necessario expressar uma lista de notacoes e defini¢oes de interesse

utilizadas. Assim, na Eq. (3.6)

K{N(c¢) = 14 {2[1 = i3] — ni3(c* = 5/2)}¢ - ¢, (3.7)
K¢ e) = (2/3)[1 = 2rn{J)(d* = 3/2)(c* - 3/2), (3.8)
K{(ce) = 2m(c' - )’ = (1/3)¢°¢), (3.9)
K{1(c,e) = [(4/5)B:(¢* = 5/2) = ni3)(¢” = 5/2)¢ - e, (3.10)
K (< e) = r{2n) + nalr(? = 5/2) + & = 5/2]}c - ¢, (3.11)
K{(c e) = (4/3)r iy (¢* = 3/2)(c* - 3/2), (3.12)
K§(c ) = 2ni3[(¢ - ©)* — (1/3)c ), (3.13)
K§Y(c,e) = (4/5)mi3(c* = 5/2)(¢” = 5/2)¢' - ¢, (3.14)

KN e) =1+ {21 — )] =0l (? = 5/2))¢ - c, (3.15)
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K)(¢,0) = (2/3)[1 = 25" ](< = 3/2)(c* — 3/2), (3.16)
K (<) = 2m[(c - €)? — (1/3)%), (3.17)

K3(c' e) = [(4/5)Ba(c® = 5/2) — ni3](* = 5/2)c - c, (3.18)
KN ) = s{2ns) + ni[s*(¢? = 5/2) + & = 5/2)}¢ - ¢, (3.19)
K{)(c c) = (4/3)s 51 (¢* = 3/2)(¢ = 3/2), (3.20)
K{3(c,e) = 25 [(c' - )” — (1/3)c*) (3.21)

K{3(c c) = (4/5)m5) (¢ = 5/2)(* = 5/2)¢ - c. (3.22)

)

Nas equacoes acima foi usado que

r= (ml/m2)1/2, (3.23)
s = (my/my)"?, (3.24)
* 2 2
r*=r?/(1+7r%) (3.25)
e
* 2 2
s*=s"/(1+4s%). (3.26)
Continuando,
4
@ =1+ =0 =i, (3.27)
4 3
@y =1+ 105s — 05y — nyd, (3.28)

6 5 5
Br=1+ ni,l) - 775,1) — s (3.29)



B =1+ 77;2 - 775,2 — M1
onde

k k
77@‘(,]‘) = Vi(,j)/%‘-

Seguindo McCormack [McCormack, 1973] e Siewert [Siewert, 2005 tem-se

1) _ 16map 11
Va,ﬁ = = nﬁQa,ﬂ7

me

Yo8 T 15\ ma ) my
e
64 /Mg 5\ 3 g\ 3/2
Va6)6:_<m ,B) <m_> nﬂrgs)ﬁ’
15\ m, mg ’
onde

15m 256m m
r® _ 22 < a ﬂ>911 _<_ﬁ><5912 _913>
B o T dmg * My, @ 2m, ap @p

e, apGs corregao de Pan e Storvick [Pan e Storvick, 1992],

(6) _ 22 95 111 5 12 L 13
Fa,ﬁ — _QOé,ﬁ + gQOé,ﬁ - 59(1,5 ‘I‘ §Q0¢7ﬂ'

Ainda,

Mag = Mamg/(Mq + mg)
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(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

e as fungoes () sao as integrais de Chapman-Cowling [Chapman e Cowling, 1970; Ferziger e
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Kaper, 1972] que, para o caso de interagoes do tipo esferas rigidas, possuem a forma simplificada

onde
1 ’ﬂ'k?TO 1/2
s = 1 (5 ﬂ) (do + dg)°. (3.42)

Aqui, d; and ds s@o os diametros das duas espécies de particulas.
Ainda seguindo Siewert [Siewert, 2005], na Eq. (3.3) introduz-se a varidvel espacial

adimensionalizada
T=2x/l, (3.43)

onde [ é o livre caminho médio (baseado na viscosidade) sugerido por Sharipov e Kalempa

[Sharipov e Kalempa, 2003] e definido como

Ko
[ =— 44
i (3.44)
sendo
vo = (2kTy/m)*/? (3.45)
(§]

n1Mmi + NaMy

n1 + No

m =

(3.46)

Em relacao a Eq. (3.44), seguindo Sharipov e Kalempa [Sharipov e Kalempa, 2003] e Siew-
ert [Siewert, 2005] expressa-se a viscosidade p da mistura em termos das pressoes P, e das

freqiiéncias de colisao v, como

p=Pi/y1+ P2/, (3.47)
onde
P, Ny
o ’ 3.48
Po ni + neo ( )

o= [0, — v [0, + vy) (3.49)
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e
Yo = [0, — {0y + V53] (3.50)
Nas Eqgs. (3.49) e (3.50)
Uy = v + iy - i, (3.51)
Uy = vy + vy — v (3:52)

e as expressoes 1% sio definidas nas Eqgs. (3.32) a (3.37). Seguindo Siewert [Siewert, 2005]

1]

novamente define-se
Oa = VaWal (3.53)

ou mais explicitamente

ni/ + na /7 1/2
ny + Noy (ma/m) )

(3.54)

O-Oé_ [e%

de modo que a Eq. (3.3) pode ser reescrita de forma que se possa definir o problema do reverso
de temperatura e o problema de evaporagao/condensacao em semi-espago baseados no modelo
McCormack.

Finalmente, tendo em vista as defini¢oes apresentadas até aqui, inicia-se com a equagao
cinética

gha(ﬂ C) + 0uha(T,¢) = 0o Lo{h1, ho}(T,Cc), a=1,2, (3.55)
-

Cx

onde 7 é a varidvel espacial adimensionalizada (medida em termos do livre caminho médio 1),
0, sao dados pela Eq. (3.54) e o operador de colisao é definido na Eq. (3.5).
Continuando, as perturbacoes de densidade e temperatura sao definidas para a espécie

a como [Siewert, 2005]

AN, (1) = 7%/ e_czha 7,c¢)dc,de,dc, 3.56
y

AT, (1) = gw_?’/Q e (2 —3/2 he (7, c)dec,de,dc,, 3.57
3 y
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e os fluxos de massa e de calor sdo dados, respectivamente, por [Garcia e Siewert, 2004]

U,(1) = 7r3/2/ / / e hg (7, €)cpdeade,de, (3.58)

Qa(1) = 173/2 /_OO /_OO /_OO e~ (A = 5/2)ha(T, c)cde,deyde,. (3.59)

Seguindo Garcia e Siewert [Garcia e Siewert, 2004, multiplicando a Eq. (3.55) por e

e integrando a equagao resultante para todo c,, ¢, e ¢, encontra-se que

d
- Ual(r) =0, (3.60)

ou seja, os fluxos massicos independem da variavel espacial e sao indicados a partir daqui
apenas como U,. Para completar a formulagdo mateméatica dos problemas abordados deve-

se suplementar a Eq. (3.55) com condigdes de contorno apropriadas, o que serd mostrado nas

proximas segoes.

3.1.1 O Problema do Reverso de Temperatura

Neste problema considera-se uma mistura de dois gases confinados entre duas interfaces
(vapor-liquido ou vapor-sélido) com diferentes temperaturas, formando um canal (com largura
2a). A interface localizada em 7 = —a é mantida com temperatura 7y(1 — J) e com densidade
na(1 — pa), enquanto que a interface localizada em 7 = a possui temperatura To(1 + ) e
densidade n,(1 4 po), para um § pequeno e positivo. Dessa forma a mistura de gases evapora
na fase com maior temperatura e condensa na outra. Assim, generalizando para uma mistura
de dois gases o procedimento utilizado no capitulo 2 e nas Refs. [Pao, 1971al, [Thomas et al.,
1974], [Siewert, 2003a] e [Scherer e Barichello, 2008] para o caso de um gés, escreve-se para este

problema as condigoes de contorno (para a = 1,2)

ha(—a,cp,cyyc.) = —po — (¢ — 3/2)6 (3.61)

ho(a, —cy, ¢y, c.) = po + (2 — 3/2)0, (3.62)

para ¢, > 0 e todo ¢, e c,. Nas Egs. (3.61) e (3.62), p, s@o os desvios de densidade nas
interfaces para as espécies a = 1 e a = 2. De acordo com Pao [Pao, 1971a], a equacao de

Clausius-Clapeyron pode ser usada para relacionar os desvios de densidade e temperatura nas
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interfaces como

pa = Bad, (3.63)
onde
. L
L= — ] 64
&} T (3.64)

e L, é o calor latente da espécie o na fase de transicdo na temperatura Ty. Assim, usando a

Eq. (3.63), reescreve-se as Egs. (3.61) e (3.62) como

ha(=a, ¢z, ¢y 02) = —(Ba + ¢ = 3/2)0 (3.65)

hola, —Co, ¢y, ¢:) = (B + ¢ — 3/2)6, (3.66)

para c; > 0 e todo ¢, e c,.

Como no caso de um gas abordado no capitulo anterior e também nas Refs. [Pao,
1971al, [Thomas et al., 1974], [Siewert, 2003a] e [Scherer e Barichello, 2008], existem alguns
valores para os parametros Ba que fazem com que as declividades dos perfis de temperatura
dos gases tenham sentido contrario a diferenca de temperatura imposta pelas interfaces. Este
fenomeno é chamado de reverso de temperatura e, conforme foi feito no capitulo anterior, deseja-
se determinar os valores criticos de Ba para que este fenomeno seja observado. Ainda, conforme
feito nas Refs. [Siewert, 2003a] e [Scherer e Barichello, 2008], decompoe-se o problema definido
pela Eq. (3.55), com condigoes de contorno dadas pelas Egs. (3.65) e (3.66), em dois novos

problemas de modo que
ha(7,€) = [(Ba — 3/2)hL (7, ¢) + B2 (7, ¢)]d. (3.67)

Aqui k! e h? devem satisfazer a Eq. (3.55) com condigoes de contorno dadas respectivamente

(para ¢, > 0) por

hl(—a,cp ey c.) = —1, (3.68)
hl(a,—cp, ey c.) =1, (3.69)

hZ(—a,cy, ¢y ) = —C° (3.70)
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h2(a, —cy, ¢y, c) = 2. (3.71)

Conforme proposto na decomposi¢ao dada pela Eq. (3.67), em termos dos dois novos

problemas encontra-se para as perturbacoes de densidade e temperatura

ANL(T) = [(Ba — 3/2) AN (1) + AN?(1)]0 (3.72)

ATy (1) = [(Ba — 3/2) AT () + AT?(7)]6, (3.73)

onde AN!(7) e AT.(7), para | = 1,2, podem ser expressas, respectivamente, na forma dada
pelas Eqgs. (3.56) e (3.57) com h, = h!,. Da mesma forma os fluxos de massa e de calor sdo

€XpPressos por

Un = [(Ba — 3/2)UL + U35 (3.74)

Qa(7) = [(Ba — 3/2)QL(7) + Q2(7)]5, (3.75)

onde U, e Q' (1), para | = 1,2, sdo definidos nas Eqgs. (3.58) e (3.59) com h, = h..
A fim de determinar os valores criticos de Ba para que o gradiente de temperatura da
espécie a mude de sentido, deriva-se a Eq. (3.73) em relacdo a 7, iguala-se a equacao resultante

(calculada em 7 = 0) a zero e, resolvendo para B, encontra-se os valores criticos
BY =3/2— AT'(0)/ AT, (0) (3.76)

tais que, para Ba > 3L o gradiente de temperatura da espécie o estara com sentido oposto a
diferenga de temperatura imposta pelas interfaces.

Analogamente pode-se obter os valores criticos de Ba para que os fluxos de calor dos
gases mudem de sentido no canal. Para isso aplica-se 7 = 0 na Eq. (3.75), iguala-se a equagao

resultante a zero e, resolvendo para Ba, encontra-se os valores criticos
88 =3/2 - Q2(0)/Q4(0). (3.77)

Em outras palavras, para [, > B9 o fluxo de calor da espécie o terd o mesmo sentido da

diferenca de temperatura imposta pelas interfaces.
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3.1.2 O Problema de Evaporagao/Condensagao em Semi-Espaco

Neste problema considera-se uma mistura de gases rarefeitos em contato com uma fase
condensada plana com temperatura uniforme 7. A mistura binaria ocupa o semi-espago 7 > 0
e, dependendo da pressao no infinito, a mistura esta condensando ou evaporando na superficie
da fase condensada. Assim, seguindo as Refs. [Yasuda et al., 2005] e [Takata et al., 2006],
considera-se que h, definem perturbagoes nas distribuicoes Maxwellianas absolutas escritas em
termos das condigoes da interface (densidades n,, temperatura T e velocidade uy = 0) dadas
pela Eq. (3.2). Dessa forma as fungoes h,, precisam satisfazer a Eq. (3.55) e também a condigao

de contorno para a interface em 7 =0
ha(0, czy ey, c) =0 (3.78)

para a = 1,2, ¢; > 0 e todo ¢, e c,. Generalizando para uma mistura de dois gases o procedi-
mento utilizado nas Refs. [Sone et al., 1989a] e [Scherer e Barichello, 2008] para o caso de um

gas, considera-se que o estado da mistura no infinito é dado pela distribuicao Maxwelliana
fa,oo(v) = na’oo()\a7oo/ﬂ)3/2e—/\a,oo\\f—uool2’ Aajoo = ma/(2kT), (3.79)

onde 14,0 ¢ a densidade no infinito da espécie @, U = (Ux,0,0) e T s@o, respectivamente,
a velocidade e a temperatura da mistura de gases no infinito. Como o caso tratado aqui é de
evaporagao/condensacao fraca (ug = 0), lineariza-se a Eq. (3.79) sobre f, e encontra-se para
o infinito a condicao de contorno

lim hqo(7,¢) = AN, (00) + 2c,u(ma/m1)Y? + (2 — 3/2) AT (o), (3.80)

T—00

onde
AN, (00) = w (3.81)
é a perturbacao de densidade no infinito da espécie a e
AT(o00) = 1 =10 (3.82)

To
é a perturbacao de temperatura no infinito de ambas espécies. Em relacao a adimensionalizagao
da velocidade u,, na Eq. (3.80) foi usado u = wyiu, tanto para a = 1 como para a = 2.

Para resolver o problema definido pelas Egs. (3.55), (3.78) e (3.80), generaliza-se para

uma mistura de dois gases o procedimento utilizado nas Refs. [Sone et al., 1989a] e [Scherer e
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Barichello, 2008| para o caso de um gés e escreve-se, para a = 1, 2,

ha(T,¢) = O (c) + 0% (7, ¢), (3.83)
onde
0 (c) = AN, (00) + 2c,u(ma/m1)Y? + (2 — 3/2) AT (o) (3.84)
e O deve satisfazer a equacio
Cz%@f (7€) + 0aOK (7, ¢) = 0ula{OF, 0K} (1, c) (3.85)

com a condicao de contorno para c, > 0
0X(0,c,, ¢y, c.) = —AN,(00) — 2c,u(mea/my)Y? — (2 — 3/2) AT (o) (3.86)
e a condicao no infinito

lim ©%(7,¢) = 0. (3.87)

T—00

Em termos da defini¢do dada pela Eq. (3.83), as quantidades de interesse sao reescritas

de forma que as perturbagoes de densidade sao expressas agora como

AAQQO::AA@&m)+an2/§./it/ e~ 0% (1, ¢)de,deyde., (3.88)

as perturbacoes de temperatura

2 oo o0 (o9} 5
AﬂmﬂzAﬂwygg*“/ / / e (2 = 3/2)0K (1, ¢)dc,de,de. (3.89)

e os fluxos de calor

Qwﬂ:ﬂw/q/‘/ (& —5/2)0% (7, ¢)cpdeyde,de,. (3.90)

De acordo com a Eq. (3.60) os fluxos méssicos independem da varidvel espacial. Assim, substi-

tuindo a Eq. (3.80) na Eq. (3.58) encontra-se para os fluxos de massa
U, = u(meg/mq)"2. (3.91)

Continuando, assim como foi feito no capitulo 2 e na Ref. [Scherer e Barichello, 2008]
para o caso de um gas, deseja-se calcular para uma mistura binaria os saltos de densidade e

temperatura na interface, usualmente associados com as formulacoes de condi¢oes de contorno
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para o regime continuo [Sone, 2002; Yasuda et al., 2005]. Dessa forma segue-se Pao [Pao, 1971a]

e define-se estas quantidades em termos das perturbagoes na interface (Egs. (3.88) e (3.89))

(5p06)mic7‘0 - _AN01<O) (392)

(5Ta)micro = _AToc(O)- (3'93)

Pao [Pao, 1971a] também define, para o caso de um gas, os chamados “macro” saltos, onde a
idéia é usar apenas a parte assintética das perturbagoes de densidade e temperatura para definir
os saltos. Assim, usando apenas a parte assintética das Eqs. (3.88) e (3.89), tem-se para uma

mistura de dois gases

(5pa)mac7“o = _ANa(O)asy = —ANQ(OO) (3'94)

(5Ta)macra = _ATa(O)asy = _AT(OO) (395)

Na préxima secao serd introduzida uma notacao matricial a fim de simplificar a for-

mulacao e resolugao dos problemas.

3.2 Reformulacao

Como as quantidades de interesse a serem calculadas, Eqs. (3.56) a (3.59), sao definidas
em termos de momentos das funcoes h,, serao construidos problemas mais simples, para estes
momentos, que facilitam a resolu¢do do problema original. Assim, seguindo as Refs. [Siewert,

2005] e [Garcia e Siewert, 2004], define-se

920—1(T, Cz :/ / é1( Cyacz (7'7 vacy7CZ)dCydcz (3.96)

gQa T, Cx = / / ¢2 Cyacz (7‘, Cmcyacz)dcydcm (397>

para a = 1,2, onde

d1(cy,c.) = 7 le G+ (3.98)
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Bo(cy,c.) = T + 2 — 1)e (et (3.99)

Dessa forma, para o problema do reverso de temperatura (segdo 3.1.1) multiplica-se
sucessivamente a Eq. (3.55) por ¢1(cy, ¢.) e ¢a(cy, c.) e integra-se as equagOes resultantes para
todo ¢, e c,. Considerando hy, = hy, nas Eqs. (3.96) e (3.97) e introduzindo a nova notagao ¢, = &,

obtém-se quatro equagoes de balango acopladas que podem ser escritas na forma matricial como

¢ aaT (1.€) + TG(r, €) — / e G(r,&)de, (3.100)
onde
| 91(7-7 g) |
G(,§) = (09 , (3.101)
93(7—7 5)
L 94(7-7 f) i
I‘:diag{al,al,ag,@} (3102)
(§]
Y(&) =72 (3.103)

Em relagao a Eq. (3.100), seguindo Siewert [Siewert, 2005] as componentes k; ;(£',£) da matriz

K(¢',€) de dimensao 4 x 4 do nticleo de espalhamento sdo dadas por

Fia(€,€) = 1+ fia(€, 986+ (2/3)[1 = 2y + 2 ](€7 = 1/2)(€ = 1/2),  (3.104)
F12(€,€) = [(4/5)81(6 = 3/2) = mi9J&'E + (2/3)[1L — 2"y — =] (€ = 1/2),  (3.105)

Fua(€5€) = fia(€,EE + (4/3)[rnid + nidl(€” — 1/2)(€? - 1/2), (3.106)
k1a(€,) = [r*n{ + (4/5)n D - 3/2)€€ + (2/3)[2rni) — n{)(€ — 1/2),  (3.107)

ki (€,6) = [(4/5)81(6” — 3/2) — n3]€'e + (2/3)[1 — 2rnl) — @ ](€7 — 1/2),  (3.108)



kaa(€,6) = (2/3)[1 — 270 )] + (1/3)mn + (4/5)Big'€,

kas(€,€) = [l + (4/5)mB (€7 — 3/2)€¢ + (2/3)[2r"n{3 — mi3](€” — 1/2),
Faa(€,€) = (4/5)mBEE + (1/3)[4r™ni3 + i),

ks (€,€) = f31(€, )€€+ (4/3)[s™nsd + mpd) (€7 = 1/2)(€ = 1/2),

ks (€, €) = [°n5) + (4/5)m) (€ = 3/2)J€'€ + (2/3)25™n5} — mp)(€” — 1/2),

ksa(€,€) = 1+ fo3(€, €€+ (2/3)[1 — 25™ng] + 2w (€7 — 1/2)(€ — 1/2),

ksa(€,€) = [(4/5)Ba(€7 = 3/2) = €€+ (2/3)[1 — 25" ) — (€2 — 1/2),

Fua(€,€) = [sms + (4/5)m (€7 = 3/2)J€'E + (2/3)[25™ns) — )€ — 1/2),
kaa(€€) = (4/5)m0€'€ + (1/3)[4s"ni] + i),

kaa(€,6) = [(4/5)62(6” — 3/2) — €€ + (2/3)[1 — 25" — @) (€7 — 1/2)

kaa(€,6) = (2/3)[1 — 25" 772 1] (1/3)mo + (4/5)36'€,

com

Fia(€,6) = 2[1 =] — D€ + € = 3) + (4/5)61(€” — 3/2)(¢% - 3/2),

Fia(€,€) = 2y + rn3lr3 (€% — 3/2) + € — 3/2] + (4/5)n 5 (€” — 3/2)(€* — 3/2),

Fa1(€,6) = 2sm8) + sni[s2(€7 — 3/2) + €2 — 3/2] + (4/5)n) (€ — 3/2)(¢* — 3/2)

Faa(€,6) = 2[1 — ] — (€7 + € = 3) + (4/5)62(€” — 3/2)(€% — 3/2).
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(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)
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Para estabelecer a forma matricial das condi¢oes de contorno e das quantidades de

interesse em termos do problema G, usa-se novamente as projecoes definidas nas Eqs. (3.96) e

(3.97). A seguir este prodedimento é mostrado detalhadamente para cada um dos problemas

resolvidos neste capitulo.

3.2.1 Reverso de Temperatura

Seguindo o procedimento mostrado anteriormente e usando as Eqgs. (3.96) a (3.99), as

condigbes de contorno dadas pelas Egs. (3.65) e (3.66) sdo reescritas, para £ > 0, como

_ Br+€2—1/2 _
1
By + €2 —1/2
i 1 i
biter—1/2 ]
1
Br+€2—1/2
1

5 (3.124)

(3.125)

Entretanto, de acordo com a decomposicao dada pela Eq. (3.67), que introduz problemas para

hl e h2

)

as Bqs. (3.124) e (3.125) néo sdo usadas como condicdes de contorno vetoriais. E

conveniente usar as projecoes definidas pelas Eqgs. (3.96) e (3.97) nas Egs. (3.68) a (3.71) e com

isso obter, para £ > 0, as condi¢oes de contorno

G'(—a,&) = —

S = O

S = O =

(3.126)

(3.127)
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£+1

G?*(—a,&) = — (3.128)
&1

_ . _
G?*(a,—¢) = ! : (3.129)

1

Usando novamente as projegoes dadas pelas Eqgs. (3.96) e (3.97), as quantidades de inte-
resse também sao expressas na forma vetorial. Dessa forma a solucao do problema G, para cada
um dos dois conjuntos de condigbes de contorno (I = 1,2), é usada para calcular na Eq. (3.72)

as perturbacoes de densidade

0o 1 0 0 O
AN'(r) = / o(6) Gl(r, €)de, (3.130)
—00 0 010

na Eq. (3.73) as perturbagoes de temperatura

ATy =2 [ e V@i e, (3.131)

2/00 2-1/2 1 0
3/ e 0 0 &-1/2 1

os fluxos de massa na Eq. (3.74)

oo 1 0 0 O
U= / e | | e (3.132)

e, na Eq. (3.75), os fluxos de calor

5(©) U Gl egede, (3.133)

0 €2-3/21 0
l =
e /—oo 0 0 &-3/2 1

onde, nas Eqs. (3.130) a (3.133), os vetores AN!(7), AT!(7), U’ e Q!(7) possuem, respectiva-

mente, as componentes AN/ (1), ATL(7), U, e Q! (1), para o = 1,2.
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3.2.2 Evaporagao/Condensacao em Semi-Espago

A derivacao do problema G para resolver o problema de evaporagao/condensacao em
semi-espago é baseada na Eq. (3.85) com condigoes de contorno dadas pelas Eqgs. (3.86) e (3.87).
Porém, considera-se nas Eqs. (3.96) e (3.97) que hy = ©OX. Assim, multiplicando as Eqs. (3.85)
a (3.87) sucessivamente pelas expressoes dadas nas Eqgs. (3.98) e (3.99) e integrando as equagoes
resultantes para todo ¢, e c,, encontra-se o problema G definido pela Eq. (3.100) agora com a

condi¢ao de contorno para £ > 0

G(0,8) = —AN;(00) Q21 — AN3(00) Q2 — 2uf23(§) — AT (00)824(§), (3.134)
onde
_1_ _0_ _5_ _52—1/2_
0 0 0 1
Ql = y QQ = y Qg(é) = e Q4(€> = . (3135)
0 1 s& £ —-1/2
I 0 | I 0 | I 0 | i 1 |

Para o infinito encontra-se

lim G(7,¢) = 0. (3.136)

T—00

De acordo com as Eqs. (3.88) a (3.91), as perturbagdes de densidade e temperatura sao

dadas, respectivamente, por

A 1(O0 e
AN(T) = Aii i +/_ Y(E) (1) 2 (1) g G(r,€)d¢ (3.137)

AT(r) = AT(00) | | +?/_°°¢(g) E-U2L 0 0 a ok 31w

1 3/ 0 0 &-1/2 1
Os fluxos de massa e de calor sao dados, respectivamente, por

1
U=u (3.139)

S

(E) "1 G o)ca, (3.140)

/oo €-3/2 1 0
. 0 0 &-3/2 1



76

onde nas Eqs. (3.137) a (3.140) os vetores AN(7), AT(7), U e Q(7) possuem, respectivamente,
as componentes AN, (7), AT, (7), Uy € Qu(7), para a = 1,2. Na préxima segao é desenvolvida

a solucao em ordenadas discretas do problema G.

3.3 Solucao em Ordenadas Discretas

Neste capitulo novamente é usado o método ADO [Barichello e Siewert, 1999b] para
construir a solu¢ao dos problemas. Assim, primeiramente notando na Eq. (3.103) que a fungao
caracteristica 1 (§) é uma fungao par, reescreve-se a Eq. (3.100) como

E5- GO + TG =T [ 0(€) K(EOGE) + K(-€.0G(r ~¢)] g (3.141)

Introduzindo um esquema de quadratura “half-range” no intervalo [0, 00) pode-se aproximar o

termo integral da equagao acima da forma

0
£5-G(r,€) + TG(r,) rzww £) [K(6, O)G(r, &) + K(—6, 6)G(r,—€)] . (3.142)
Aqui & e wy sdo, respectivamente, os N pontos e pesos do esquema (arbitrario) de quadratura.
Calculando a Eq. (3.142) em & = +£¢;, para i = 1,..., N, obtém-se a versdo em ordenadas

discretas da Eq. (3.142)

d N
ié}-EG(ﬂ +6) + TG(r,+) =T Y wih (&) [K (&, £6)G(7, &) + K (=&, 6)G(7, =&)]
k=1

(3.143)
para a qual procura-se solugoes da forma
G(7,&) = ®(v,6)e™ ™, (3.144)
onde
(I)l(yv é)
®2(V7 5)
d(v,§) = . (3.145)
(D?)(Va g)
i q)4(y7 5) |

Assim, substituindo a Eq. (3.144) na Eq. (3.143) obtém-se, para i = 1,..., N,

{IJE Sip } (v, £&) ZMW &) [K(&k, £8) R (v, &) + K(=&k, &) (v, —&)]  (3.146)
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I-Mv )@, (v)=W(+,+)Pi(v) + W(—,+)P_(v) (3.147)
e
I+Mv )@ _(v)=W(+, )P, (v) + W(—,—)®_(v), (3.148)
onde I é a matriz identidade 4N x 4N, M é a matriz 4N x 4N definida como
e ®,(v) sdo os vetores 4N X 1
PL(v) = [P1e(v) Pos(v) Pse(v) Pax(v)]” (3.150)
cujas componentes sao os subvetores N x 1
i (v) = [Di(v, £61) - Py(v, )], (3.151)

para i = 1,2, 3,4.

Continuando, T denota a operagao de transposigao, W (%, &) s@o as matrizes 4N x 4N

Wii(£,+) Wia(£,+) Wig(E,£) Wyy(+, +)
Woi(£, 1) Was(£,+) Waz(d,+) Woyu(+, £
Wk, +) = n(E %) Walh ) Was( £) Waald ) (3.152)
Wisi(£,+) Waa(£,£) Wias(t,£) Wiay(+, £)
I Wy (£, 1) Waa(t,£) Wys(E,£) Wyy(+, +) |
com componentes que sao submatrizes N x N definidas como
(W (£, i)]i,j = Wjth (&) kmn(£E;, £&;) (3.153)

para m,n = 1,2,3,4 e i,j = 1,..., N. As componentes k,,, sdo dadas pelas Egs. (3.104) a
(3.123). Por estas equagbes nota-se que a matriz K(£',£) da Eq. (3.100) é tal que

K¢ 8 =K(-¢,=¢) e K=, =K(¢, ). (3.154)
Portanto, é possivel notar na Eq. (3.153) que

W(+,+)=W(—,—-) e  W(+,—)=W(—, +). (3.155)
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Assim, define-se as matrizes

e reescreve-se as Eqgs. (3.147) e (3.148) como

I-Mv )&, (v) =W, D, (1) + W_& (1) (3.157)
I+My )@ (v)=W_ &, (v) + W, &_(»). (3.158)

Definindo
U=0,()+_(v), (3.159)

onde @ (v) e ®_(v) s@o os vetores 4N x 1 dados pela Eq. (3.150), pode-se somar e subtrair as
Egs. (3.157) e (3.158) de modo a obter o problema de autovalor

AX = A\X. (3.160)
Aqui A é a matriz de dimensao 4N x 4N
A=W, -W_-I)M' W, +W_-TI)M 1, (3.161)
X é o vetor 4N x 1
X = MU, (3.162)

onde M é a matriz dada pela Eq. (3.149), e os autovalores se relacionam com as constantes de

separagao como
A=v"2 (3.163)

Usando os 4N autovalores (constantes de separacao v;) e os 4N autovetores }z(uj) dados pela
Eq. (3.160) pode-se expressar as solugoes elementares escritas nas Eqs. (3.144) e (3.150) da

forma

®, (v;) = %M‘l [1— (W, + W_ - DM ] X (1) (3.164)
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o (1) = %Ml T4 0,(W, + W~ MY X(1), (3.165)

onde os vetores ®,(v;) correspondem a ®(v;,&;) dados na Eq. (3.145), para ¢ = 1,..., N.
Analogamente ®_(v;) correspondem a ®(v;, —¢;). Desta forma pode-se escrever a solucdo geral
em ordenadas discretas do problema dado pela Eq. (3.143) como

4N
G(r, &) =D [A®(v;, £&)e T 4 B;® (v, F&)e @] (3.166)

j=1

Um aspecto que merece ser destacado em relacao ao problema de autovalor encontrado
neste capitulo é que ele tem a mesma forma do problema de autovalor construido no capitulo
anterior com os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS, e também nas Refs. [Scherer et al.,
2009a] e [Scherer et al., 2009b]. Também é importante salientar que o problema de autovalor
obtido aqui possui uma expressao matricial mais simples que o encontrado nas Refs. [Siewert,
2005] e [Knackfuss e Barichello, 2006], onde foi resolvido o problema do salto de temperatura, e
na Ref. [Garcia e Siewert, 2004], onde foi resolvido o problema de transferéncia de calor, ambos
com o modelo McCormack. Acredita-se que esta é uma das relevantes contribuicoes deste
trabalho ao se construir uma solucao unificada para os problemas do reverso de temperatura e
de evaporagao/condensagao em semi-espaco.

Como estes problemas sao conservativos, sabe-se que alguns autovalores se aproximam
de zero (constantes de separacao tendem ao infinito) quando N tende ao infinito. Assim como
ocorre nas Refs. [Siewert, 2005], [Garcia e Siewert, 2004] e [Knackfuss e Barichello, 2006], para
os dois problemas que estao sendo resolvidos neste capitulo encontra-se trés autovalores com este
comportamento. Por isso é necessario acrescentar seis solugoes exatas a solucao em ordenadas
discretas dada pela Eq. (3.166) e entao reescrevé-la como

4N

G(r, &) = G (1, £&) + Y [A;® (v, £&)e T 4 B;®(vy, F&)e @] (3.167)
j=4
parai=1,..., N, onde
G*(7,8) = A1G1 + AsGy + A3G3() + B1Gu(§) + BoGs(7,6) + B3Ge(7,§). (3.168)

Como a equacao integro-diferencial (Eq. (3.100)) para os problemas tratados aqui é a mesma
obtida nos problemas do salto de temperatura [Siewert, 2005; Knackfuss e Barichello, 2006] e

de transferéncia de calor [Garcia e Siewert, 2004], pode-se utilizar também as solugoes exatas
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mostradas nestas referéncias. Assim, na Eq. (3.168) tem-se

1 0 2 —1/2 | re
0 0 1 0
G, = ;o Gy = , o G3(§) = e Gy = , (3.169)
0 1 &2 _1/2
I 0 | i 0 | I 1 | I 0 |
onde r = (my/my)"/?,
G5(7, &) = TH1(§) + F1(§) (3.170)
e
Gg(7,&) = TH2(§) + F2(§). (3.171)
Aqui
b2 -1/2)
(&1
H,(6) = (3172
a8 —1/2)
L Cl -
e
a1
Co
HL(6) = , (3173)
—1 4 (€2 —1/2)
L 62 -

onde ¢; =ny/(ny + ng), ca = na/(n1 + ny) e F1(§), Fo(&) sao fungoes a serem determinadas.
Nao se encontraram expressoes explicitas para F;(£) e Fy(), mas, seguindo Siewert

[Siewert, 2005], cada uma destas fungdes pode ser definida em termos da solugdo de um sistema

linear de equagoes algébricas. Assim, substituindo as Egs. (3.170) e (3.171) na Eq. (3.100)

encontra-se as equacoes integrais

Fs(§) = —€0 7 H(8) + /_OO (ENK(E F5(S)dS (3.174)

para 3 = 1,2. Seguindo Siewert [Siewert, 2005] novamente, as funcoes F3(§), para § = 1,2,
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podem Ser expressas Ccomo

3

Fy(¢) =) Pa(§)Fga, (3.175)

a=0

onde os vetores Fg, sdo constantes e os polinomios ortogonais P, (£) sao dados por

R =1, P =¢ P()=8-1/2 e P =E6(6°-3/2). (3.176)

Agora substitui-se a Eq. (3.175) na Eq. (3.174), multiplica-se a equagao resultante por 1 (&) P (&),
para k = 0,1,2, 3, e, integrando as equacoes resultantes sobre todo &, obtém-se dois sistemas
lineares com 16 equagoes e 16 incégnitas (mas com “rank” 12) para as componentes dos vetores
Fs3,.. Como estes sistemas sao “rank” deficientes, solugoes existem apenas para certos termos

nao homogéneos. Continuando, seguindo Siewert [Siewert, 2005] pode-se escrever as fungoes

F3(§) como
F3(6) = Uphi(§) + VaP5(8), (3.177)

onde os vetores constantes Ug e Vg, para 3 = 1,2, sao as solugoes dos sistemas lineares com 9

equagoes e 8 incdgnitas (mas com “rank” 8) definidos por

~ ~ T
(I—A)Ul—CVl = [02/01 —61/01 —61/0'2 —61/0'2] s (3178)
N ~ T
(I-D)V, - BU, = [ —ajor 0 —eifoy 0] (3.179)
e
[o 0 1 0] U, =0, (3.180)
para =1, e
~ ~ T
(I—A)UQ—CVQZ [—62/0'1 —62/0'1 61/0'2 —CQ/O'Q] s (3181)
N ~ T
(I—D)VQ—BUQ = |:_CQ/O-1 0 —02/0'2 O] (3182)
e
[0 0 1 0] U, =0, (3.183)

para 0 = 2. Nas expressoes acima I é a matriz identidade, o sobrescrito T" denota a operacao
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(3.184)

(3.185)

(3.186)

(3.187)

a (3.187) podem ser reescritas na forma

(3.188)

(3.189)

(3.190)

(3.191)
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Estabelecidas as solugoes exatas, o proximo passo é determinar, na Eq. (3.167), os 8N

coeficientes A; e B;, j = 1,...,4N, para os problemas do reverso de temperatura e de evapo-

ragao/condensagdo em semi-espago. Isto serd feito na préxima se¢ao usando as condigdes de

contorno.

3.4 Quantidades de Interesse

3.4.1 Reverso de Temperatura

Devido a decomposigao proposta na Eq. (3.67) é necessério resolver de fato dois pro-

blemas. Assim, considera-se a versao em ordenadas discretas das condigoes de contorno dadas

pelas Egs. (3.126) a (3.129)

Gl (—CL, 51)

GZ(_aa 51) -

Gl (CL, _€1>

GQ(a7 _61) =

S = O

&+1

£ +1

1
& +1
1

: (3.192)

(3.193)

(3.194)

, (3.195)

onde aplica-se a solugao geral em ordenadas discretas dada pela Eq. (3.167). Em cada um dos

dois problemas (I = 1,2) encontra-se um sistema linear 8N x 8 N, onde as 4N primeiras equagoes
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sao (notando as Egs. (3.169) a (3.171))

AlGy + ALGy + ALGs(&) + BIGu(&) + ByGs(—a, &) + BGe(—a, &)+
4N

S (AR, &) + Bi®(vy, —&)e ] = Gl (—a, &) (3.196)

=1

e as 4N tltimas equagoes sao

A Gy + ALGy + ALGs(&) + BYGy(—&) + BLGs(a, —&) + BiGe(a, —&)+
AN
SOIANB (v, —6)e 2 + Bib(1,6)] = Gla, &), (3.197)

j=4

parai=1,...,Nel=1,2, onde G!(—qa,&) e G!(a, —&) sdo dadas pelas Egs. (3.192) a (3.195).
Ainda, ®(v;, £¢;) sao definidos nas Eqs. (3.164) e (3.165).

A solugao em ordenadas discretas dos dois problemas definidos pela Eq. (3.100) com

condigbes de contorno dadas, respectivamente, pelas Eqs. (3.126) a (3.129) estd agora completa-

mente estabelecida. Assim, aplica-se a Eq. (3.167) nas Eq. (3.130) e (3.131) e encontra-se para

as perturbacoes de densidade

Al — Bt AN
AN'(ry= | 1 T Y Ale et Blem 0o/ X (1)) (3.198)
Ay — Byt j=4
e para as perturbacoes de temperatura
1 o9 AN
AT!(7) = [A} + (1 BY + ¢ BY)7] +3 > [Ale 0/ 4 Blem (/MY (1), (3.199)
1 =4
onde
N 1000
X(v) =Y wih(&) [®(v;, &) + D (v), —&)] (3.200)
k=1 0010
e

Y(vy) =) with(&) G121 ! ! [®(v), &) + ®(v), —&1)]. (3.201)
k=1 0 0 &—-1/2 1

Continuando, usando a Eq. (3.132) encontra-se os fluxos maéssicos

, 1|r| , 1|1000 l l
U ' =- Bl + = (B3U; + B3Us) (3.202)
211 21001 0
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e com a Eq. (3.133) encontra-se os fluxos de calor

AN
Q1) = Qut D A0 — Ble™ T2 (), (3.208)
j=4
onde
, 1|01 00 l l 311000 ! z
Q.= (ByUr + ByUs) + (ByV1 + B3 Vs) (3.204)
0001 0010
e

N 2_3/2 1 0 0
Z(v;) =) wibh(&) O [® (v, &) — ®(v), —&)). (3.205)
k=1 0 0 &—3/2 1

A Eq. (3.199) pode ser usada para calcular os valores criticos de 1 dados pela Eq. (3.76),

pois
1 2 4N e_a/l/j
AT(0) = (c1 By + c2BY) -3 > (4 - B Y (v)). (3.206)
1 =1 vj

Assim, substituindo a Eq. (3.206) na Eq. (3.76) encontra-se 31. Continuando, aplicando 7 = 0
na Eq. (3.203) encontra-se

AN
Q(0) = QL+ ) (A} — Bhe /iZ(v)) (3.207)
j=4
e usa-se a Eq. (3.207) para calcular os valores criticos 89 dados pela Eq. (3.77).

3.4.2 Evaporacao/Condensagao em Semi-Espago

Devido ao comportamento imposto no infinito dado pela Eq. (3.136), a solugao geral
em ordenadas discretas (Eq. (3.167)) é reescrita para este problema como

AN
G(T, :t&) = Z Aj@(Vj, j:fi)e_T/”j. (3208)

=4
Por outro lado, a versao em ordenadas discretas da condicao de contorno para a interface

(Eq. (3.134)) é dada por

Assim, substituindo a Eq. (3.208) na Eq. (3.209) encontra-se um sistema linear 4N x 4N para
A;, g =4,...,4N, AN;(00), ANy(o0) e AT(00). Cada duas linhas deste sistema sdo escritas
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CcOomo

> A®(v;, &) + AN (00)Q1 + AN (00) Qs + AT (00)Q(&) = —2uf3(), (3.210)

j=4
parai=1,..., N.
Apés resolver este sistema linear aplica-se a Eq. (3.208) nas Eqgs. (3.137), (3.138) e

(3.140) e encontra-se as perturbagoes de densidade

AN (00 N
AN(7) = 1(c0) + Z Aje ™ MiX (v)), (3.211)
ANQ(OO) j=4
as perturbacoes de temperatura
1 9 4N
AT(7) = AT(c0) +2Y AT (1) (3.212)
1| 3=
e os fluxos de calor
AN
Q) =) Aje ML), (3.213)
j=4

onde os vetores X(v;),Y(v;) e Z(v;) sao dados pelas Egs. (3.200), (3.201) e (3.205). Pelas
definigoes expressas nas Eqgs. (3.94) e (3.95) pode-se notar que os “macro” saltos na interface

sao dados pelos primeiros termos das Eqgs. (3.211) e (3.212).

3.5 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos

Para implementar a solugao em ordenadas discretas e determinar as quantidades de
interesse o primeiro passo é definir o esquema de quadratura. Dessa forma, de acordo com as
Refs. [Siewert e Valougeorgis, 2004a], [Siewert e Valougeorgis, 2004b|, [Garcia e Siewert, 2004],
[Siewert, 2005], [Garcia e Siewert, 2005] e [Knackfuss e Barichello, 2006], onde outros problemas
em dinamica de gases rarefeitos foram resolvidos com o modelo McCormack e o método ADO,
utiliza-se novamente a quadratura de Gauss-Legendre mapeada para o intervalo [0, c0) conforme
mostrado anteriormente (capitulo 2).

Assim, apés ter definido os N pontos & e pesos wy, a solucao é rapida e facil de

implementar. As etapas desta implementacao sao as seguintes:

e resolver o problema de autovalor dado pela Eq. (3.160) para obter as constantes de se-

paragao v; e as solucoes elementares ®, (v;);
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e resolver os sistemas lineares dados pelas Eqgs. (3.178) a (3.183) para obter os vetores Ug

e Vg, para = 1,2, e determinar as solugoes exatas G;(7,€) e Gg(7,€);

e resolver os sistemas lineares dados pelas Egs. (3.196) e (3.197) para o problema em canal

e também o sistema dado pela Eq. (3.210) para o problema em semi-espago;

e calcular as perturbagoes de densidade e temperatura dadas pelas Eqs. (3.198), (3.199),
(3.211) e (3.212), bem como os micro saltos (Egs. (3.92) e (3.93)), os fluxos méssicos
(Eq. (3.202)) e os fluxos de calor (Egs. (3.203) e (3.213)). Ainda, com a solugao do
sistema linear dado na Eq. (3.210) obtém-se os macro saltos de densidade e temperatura

(Egs. (3.94) e (3.95)).
A fim de gerar resultados numéricos, considera-se os seguintes casos de mistura de gases:
e Caso 1: Ne-Ar: m; = 20.183, my = 39.948 e dy/d; = 1.406;
e Caso 2: He-Xe: m; = 4.0026, my = 131.30 e dy/d; = 2.226;
e Caso 3: He-Ar: m; = 4.0026, mq = 39.948 e dy/d; = 1.665.

Os dados usados acima para massa e diametro de particulas foram consultados nas Refs. [Siew-
ert, 2005] e [Sharipov e Kalempa, 2003|, para os Casos 1 e 2, e [Knackfuss e Barichello, 2006]
para o Caso 3.

Seguindo Siewert [Siewert, 2005] e Knackfuss e Barichello [Knackfuss e Barichello, 2006],
tabula-se os resultados para as trés misturas em termos da concentragao molar definida em
termos do primeiro tipo de particula como

nl/nz

C=—"—.
1+n1/n2

(3.214)

Os resultados numéricos mostrados nas Tabelas 3.1 a 3.43 foram obtidos em FORTRAN
usando N = 80 pontos de quadratura. Todos os digitos mostrados sdo preservados (com a
tolerancia de mais ou menos 1 no tltimo digito) variando-se N até 200. O tempo computacional
para resolver o problema em canal ou o problema em semi-espago e obter os resultados das
quantidades de interesse, usando um dos casos de mistura e um valor de C, é de 45 segundos.
Estes tempos sao iguais para os dois problemas. Foi usado um PC com um processador Pentium
IV com 2.66 GHz, 1.5 Gbytes de meméria RAM e nao se fez nenhuma otimizagao no programa. A
fim de comparar o tempo computacional do método ADO com outras técnicas, na Ref. [Yasuda

et al., 2005], onde foi resolvido o problema de semi-espago com a ELB propriamente dita usando
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um esquema de diferencas finitas, o tempo necessario para obter os resultados chegou a ser de
trés horas e meia usando dez CPU’s em paralelo.

Continuando, os resultados mostrados neste capitulo nao foram obtidos na literatura
e por isso nao foi possivel fazer uma verificacdo completa. Assim, para testar a solucao ADO
e a confiabilidade do programa, pode-se verificar se os resultados encontrados com o modelo
McCormack, para o caso de uma espécie, sao iguais aos resultados do modelo S (com € = ¢,,)
apresentados no capitulo anterior. Analisando as Egs. (3.6) a (3.42), a particularizagdo para o

caso de uma espécie pode ser obtida de trés formas:

e (i): se n; = 0 os resultados das quantidades com subscrito 2 geram os resultados para
uma espécie de gas (para o problema de semi-espaco os resultados sao multiplicados por

(mg/my)'/?, de acordo com a Eq. (3.80));

e (ii): se ny = 0 os resultados das quantidades com subscrito 1 geram os resultados para

uma espécie de gas;

e (iii): se m; = my e d; = dy 0s resultados das quantidades com subscritos 1 e 2 geram os

resultados para uma espécie de gas.

Para os trés casos limites acima os resultados do modelo McCormack foram iguais aos resultados
do modelo S apresentados no capitulo anterior.

As Tabelas 3.1 a 3.30 mostram os resultados para o problema do reverso de temperatura
usando C' = 0.3 ou C' = 0.8. Nas Tabelas 3.31 a 3.36 estao os resultados para o problema de
evaporagao/condensacao em semi-espaco usando novamente C' = 0.3 ou C' = 0.8. Analisando
estas tabelas observa-se que, em geral, quanto maior é a razao entre as massas das particulas
ms/my maior é a variagdo observada nas quantidades de interesse.

Continuando, foram feitas algumas comparacoes com os resultados encontrados por
Yasuda, Takata e Aoki [Yasuda et al., 2005] para os saltos de pressdo, concentracao e tempe-
ratura no problema de semi-espaco usando a ELB e um esquema de diferencas finitas. Nesta
referéncia os saltos de pressao, de concentracao da espécie A e de temperatura sao definidos,
respectivamente, como v*, 74 — % e §*. Comparando a solucao ADO construida neste capitulo

com a formulagao apresentada na Ref. [Yasuda et al., 2005], tem-se:
e v = AT(c0) + CAN;(0) 4+ (1 — C)ANy(0);

o 74— 48 = ANj(00) — ANy (00);
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o 0" = AT(00).

Os resultados para estas quantidades sao mostrados nas Tabelas 3.37 a 3.39. Analisando estas
tabelas observa-se que, em geral, existem dois digitos significativos de concordancia entre os
resultados do modelo McCormack e os da ELB [Yasuda et al., 2005]. Além disso, nos saltos de
pressao 7v* e de temperatura §* observa-se que quanto maior é a razao entre as massas ms/m;
ou menor é a concentracao molar C', mais significativas sao as alteragoes provocadas nestas
quantidades. No salto de concentracao v4 — ? observa-se variacdes mais significativas quando
se aumenta a razao entre as massas ms/m; do que quando se altera a concentra¢ao molar C'.

Nao foi encontrada a correspondéncia correta entre a adimensionalizagao da variavel
espacial utilizada neste capitulo e a usada na Ref. [Yasuda et al., 2005]. Por isso nao foi possivel
fazer comparacoes entre as perturbacoes de densidade e temperatura nem do fluxo de calor.

Para analisar melhor o comportamento dos valores criticos de 81 e 3%, as Tabelas 3.40
a 3.43 mostram resultados para estes coeficientes com diferentes razoes entre as massas ms/m;
e concentracoes molares C'. Observa-se que quanto menor é a concentracao molar da espécie «,
maior é a influéncia provocada por mudangas na razao ms/m;.

Nas Figuras 3.1 a 3.4 foram escolhidos alguns casos, baseados nos resultados mostrados
na Tabela 3.10, para indicar o fendmeno do reverso de temperatura. Observa-se nas Figuras 3.1
e 3.2 que para Ba =20e Ba = 3.0 (que sao menores que os valores criticos 5] = 4.700919 e

T = 4.049851) as perturbagoes de temperatura AT, (7) sdo crescentes e, por isso, os gradientes

de temperatura AT (7) sdo positivos indicando que a espécie o proximo a interface fria (em
7 = —1) possui temperatura menor que préximo a interface quente (em 7 = 1). Da mesma
forma, observa-se que para Ba =6.0e Ba = 8.0 (que sao maiores que os valores criticos de 37 e
BT) as perturbacoes de temperatura AT, (7) sao decrescentes e, conseqiientemente, os gradientes
de temperatura AT, (1) sd@o negativos indicando que a espécie o préximo a interface fria (em
T = —1) possui temperatura maior que préximo a interface quente (em 7 = 1), observando-
se assim o fenomeno do reverso de temperatura, pois o gradiente de temperatura da espécie
« possui sentido contrario a diferenca de temperatura imposta pelas interfaces. Nas Figuras
3.3 e 3.4 observa-se que para Ba =20c¢e Ba = 3.0 (que s@o menores que os valores criticos
B? = 3.785884 ¢ ﬁzQ = 3.619043) os fluxos de calor sao negativos mostrando que a temperatura
da espécie a proximo a interface quente (em 7 = 1) é maior que a temperatura préximo a
interface fria (em 7 = —1). Para By =60¢ [y =80 (que s@o maiores que os valores criticos
de ﬂ? e 652 ) os fluxos de calor sao positivos indicando que a temperatura da espécie o préximo

a interface fria (em 7 = —1) é maior que a temperatura préximo a interface quente (em 7 = 1)
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observando-se assim o fenomeno do reverso de temperatura, pois neste caso o fluxo de calor da
espécie a possui o mesmo sentido da diferenca de temperatura imposta pelas interfaces.

Neste capitulo a solugao em ordenadas discretas para os problemas do reverso de tem-
peratura e de evaporagao/condensagao em semi-espaco foi construida de forma unificada com
o modelo McCormack. No préoximo capitulo serd abordado o problema de evaporacao forte, no
qual os aspectos nao lineares precisam ser levados em conta e o desenvolvimento da solucao em

ordenadas discretas apresenta grandes mudancas.

Tabela 3.1 — Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Densidade

para o Caso 1 com C'=0.3 e 2a = 2.0

T AN{ (1) AN (1) AN3(T) AN2(T)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 2416654(-2) 1.338731(-2) 1.444038(-2) -1.517675(-2)
0.2  4.856915(—2)  2.706939(— ) 2.922236(-2) —2.987939(-2)
0.3 7.346690(—2)  4.137073(—2 4.472149(-2)  —4.358498(-2)
0.4 9.917087(-2) 5.668320(— 2) 6.138996(—2)  —5.565989(-2)
0.5 1.260884(-1) 7.352380(-2) 7.982193(-2) 6.526481(-2)
) . ) (2)
) . ) (2)
) C ) (2)
) . ) (2)
) . ) (2)

2)
0.6  1.548026(-1 9.263929(-2)  1.008699(—1 —7.118380
0.7  1.862370(-1 1.152234(-1)  1.258868(-1 —7.146674
0.8 2.220708(-1 1.434716(-1)  1.573332(-1 —6.252317
0.9 2.661821(-1 1.825184(-1)  2.008798(-1 —3.595887
1.0  3.400437(-1 2.614322(-1) 2.876557(-1 5.546507

Tabela 3.2 — Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Temperatura

para o Caso 1 com C'=0.3 e 2a = 2.0

T ATL(7) ATS(7) ATZ(7) ATZ(7)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -7.746170(-3) -9.198212(-3) 2.837039(-2)  2.606473(-2)
0.2 -1.551385(-2) —1.843788(-2) 5.690565(-2)  5.227021(-2)
0.3 —2.332774(-2) -2.776507(-2) 8.578208(-2) 7.876765(-2)
0.4 -3.121978(-2) -3.723630(-2) 1.152014(-1) 1.057316(-1)
0.5 -3.923584(-2) -4.692802(-2) 1.454111(-1) 1.333784(-1)
0.6 -4.744819(-2) -5.695401(-2) 1.767388(-1) 1.619981(-1)
0.7 -5.598287(-2) —6.750346(-2)  2.096596(-1)  1.920150(-1)
0.8 —6.509242(-2) -7.894134(-2) 2.449561(-1)  2.241311(-1)
0.0 -7.542285(-2) -9.217728(-2) 2.842326(-1)  2.597763(-1)
1.0 -9.115594(-2) -1.130434(-1) 3.346747(-1)  3.049554(-1)




Tabela 3.3 — Reverso de Temperatura: Fluxos de Calor para o Caso 1

com C=0.3¢e2a=20

T Q1(7) Q3(7) Qi(r) Q3(7)

0.0 1.492025(-1) 1.419593(-1) —3.474624(-1) —3.141262(-1)
0.1 1.491603(-1) 1.419847(-1) -3.475293(-1) —3.140859(-1)
0.2 1.490334(-1) 1.420612(-1) -3.477307(-1) —3.139645(-1)
0.3 1.488199(-1) 1.421899(-1) —3.480687(-1) —3.137607(-1)
0.4 1.485167(-1) 1.423728(-1) —3.485470(-1) —3.134723(-1)
0.5 1.481191(-1) 1.426125(-1) -3.491709(-1) -3.130962(-1)
0.6 1.476205(-1) 1.429131(-1) —3.499476(-1) —3.126279(-1)
0.7 1.470111(-1) 1.432806(-1) —3.508869(-1) —3.120615(-1)
0.8 1.462762(-1) 1.437236(-1) —3.520025(-1) —3.113888(-1)
0.9 1.453915(-1) 1.442571(-1) —3.533145(-1) —3.105978(-1)
1.0 1.442971(-1) 1.449170(-1) -3.548671(-1) —3.096617(-1)

Tabela 3.4 — Reverso de Temperatura: Fluxos Massicos para o Caso 1

com C'=10.3
a Ul Ul U2 Uz
0.1 -5.383404(-1) -5.465123(-1) —1.095837 ~1.123393
05 —4.896696(-1) —5.264716(-1) —1.032807 ~1.139049
1.0 —4.606987(—1) -5.203394(-1) -9.973901(-1) -—1.161996
1.5 -4.435355(-1) -5.182548(-1) -9.781651(-1) —1.180058
2.0 -4.319073(-1) -5.173411(-1) -9.661182(-1) —1.193964
2.5 —4.234184(-1) -5.168606(-1) —9.578748(-1) —1.204830
50 —4.010898(-1) -5.159660(-1) -9.384555(-1) -1.235326
9.0 -3.875754(-1) -5.154062(-1) -9.281963(-1) -1.254331
13.0  -3.814971(-1) -5.151052(-1) -9.239207(-1) -1.262875

Tabela 3.5 — Reverso de Temperatura: §1 e 39 para o Caso 1 com

C=03

a AT T 8 5
0.1 4.259725  3.944381 3.643213  3.612915
0.5 5.165366  4.377869  3.811304 3.694012
1.0 5.160654 4.333244  3.828797 3.712791
1.5  4.945687 4.239912  3.796495  3.732388
2.0 4.729264 4.161417 3.752450 3.756121
2.5 4.550154 4.101967 3.708449  3.781135
5.0 4.103716 3.969033 3.559060 3.878185
9.0 3.950809 3.928510 3.483292 3.932660
13.0 3.925813  3.921568  3.467687  3.942642
15.0 3.922150 3.920212 3.465513  3.943449




Tabela 3.6 — Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Densidade

para o Caso 1 com C'=0.8 e 2a = 2.0

T AN](7) AN} (1) ANZ(7) ANZ(7)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

01 1.950721(-2) 5.000034(-3) 1.668815(-3) —3.798386(-2)
0.2 3.927584(-2) 1.034250(-2) 3.736610(-3) —7.539203(-2)
0.3 5.959323(-2) 1.640494(-2) 6.642651(-3) -1.115879(-1)
0.4 8.080536(-2) 2.364446(-2) 1.091734(-2) —1.457969(-1)
0.5 1.033670(-1)  3.266635(— ) 1.726012(-2) —1.769870(-1)
0.6 1.279321(-1) 4.434788(—2 2.667903(-2) —2.036539(-1)
0.7 1.555410(-1)  6.009834(— ) 4.078143(-2)  -2.233682(-1)
0.8 1.880965(-1) 8.252134(-2)  6.250769(-2) -2.316245(-1)
0.9 2.300208(-1) 1.177421(-1) 9.868013(-2) -2.178005(-1)
1.0 3.060732(-1) 2.008049(-1) 1.871982(-1) -1.212723(-1)

Tabela 3.7 — Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Temperatura

para o Caso 1 com C'=0.8 ¢ 2a = 2.0

T AT} (7) ATH(T) ATE(T) ATZ(T)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -8.465840(-3) -9.876277(-3) 2.710908(-2)  2.517548(-2)
0.2 -1.696082(-2) -1.981522(-2) 5.437505(-2)  5.046395(-2)
0.3 —2.551777(-2) -2.988584(-2) 8.196614(-2)  7.598676(-2)
0.4 -3.417789(-2) -4.017150(-2) 1.100758(-1) 1.018838(-1)
0.5 -4.200847(-2) -5.078256(-2) 1.389428(-1) 1.283284(-1)
0.6 —5.206718(—2) —6.187941(-2) 1.688856(-1) 1.555520(-1)
0.7 —6.153346(-2) —7.372197(-2) 2.003688(-1) 1.838921(-1)
0.8 -7.169189(-2) -8.679881(-2) 2.341606(-1)  2.139014(-1)
0.9 -8.328029(-2) -1.022969(-1) 2.718364(-1) 2.466776(-1)
1.0 ~1.011667(-1) -1.276295(-1) 3.203167(-1)  2.862714(-1)




Tabela 3.8 — Reverso de Temperatura: Fluxos de Calor para o Caso 1

com C=08¢e2a=20

T Q1(7) Q3(7) Qi(r) Q3(7)
0.0 1.463011(-1) 1.350185(-1) —3.344274(-1) —2.861102(-1)
0.1 1.462846(-1) 1.351112(-1) —3.344500(-1) —2.859831(-1)
0.2 1.462348(-1) 1.353914(-1) -3.345182(-1) —2.855991(-1)
0.3 1.461505(-1) 1.358659(-1) —3.346337(-1) —2.849493(-1)
04 1.460296(-1) 1.365465(-1) -3.347992(-1) -2.840182(-1)
0.5 1.458688(-1) 1.374514(-1) -3.350187(-1) -2.827829(-1)
0.6 1.456635(—1) 1.386067(-1) —3.352081(~1) —2.812102(-1)
0.7 1.454069(-1)  1.400504(-1) —3.356459(-1) —2.792533(-1)
0.8  1.450800(-1) 1.418397(-1) -3.360741(-1) —2.768437(-1)
0.9 1.446926(-1) 1.440704(-1) -3.366024(-1) —2.738707(-1)
1.0 1.441780(-1) 1.469662(-1) -3.372753(-1) -2.700839(-1)

Tabela 3.9 — Reverso de Temperatura: Fluxos Massicos para o Caso 1

com C'=0.8

a Ul Ul U2 U2
0.1 —5.416607(-1 -5.536428(-1 -1.107149 -1.147073
0.5 —5.054054(-1 —5.554887(—1 -1.078261 —1.222461
1.0 -4.867442(-1 -5.652444(-1 -1.069284  —1.285267
1.5 -4.765435(-1 -5.730243(-1 -1.067364 —1.327186
2.0 —4.699314(-1) -5.788279(-1) -1.067540 —1.356999
- -
- -
- -
(- (-

)
)
)
)

—_ — — —

2.5 —4.652267(-1) —5.832125(-1 -1.068387  —1.379219
50 —4.531618(-1) —5.947052(-1 -1.073052  -1.437978
9.0 —4.459426(-1) -6.012116(-1 -1.077137  -1.472649
13.0 —4.426945(-1) —6.039674(-1 -1.079199  -1.487854

— — — —

Tabela 3.10 — Reverso de Temperatura: 31 e 39 para o Caso 1 com

C =038

a BT BT e 5
0.1 4.099969 3.794111 3.634763  3.570298
0.5  4.749297 4.043279  3.769341 3.579623
1.0 4.700919 4.049851 3.785884  3.619043
1.5 4.539926  4.042960 3.775524  3.686801
2.0 4.393143 4.032268 3.761806  3.758062
2.5  4.276907 4.018551 3.749577  3.822546
5.0 3.999959 3.949438 3.717865 4.005286
9.0 3.907590 3.902687 3.707554 4.064441
13.0 3.891751 3.891145 3.706078  4.067662
15.0 3.889203 3.888976  3.705881 4.066555




Tabela 3.11 — Reverso de Temperatura: Perturbagoes de Densidade

para o Caso 2 com C'=0.3 e 2a = 2.0

T AN](7) AN} (1) ANZ(7) ANZ(7)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 3.714454(-2) T.460208(-3) 4.498512(-2) -2.935207(-2)
0.2 7.447396(-2) 1.522764(-2) 9.020773(-2) -5.818808(-2)
0.3 1.121899(-1) 2.363919(-2) 1.359274(-1) —8.594183(-2)
0.4 1.505322(-1) 3.309889(—2) 1.824535(-1) —1.119339(-1)
0.5 1.898105(-1) 4.413519(— ) 2.301873(-1) —1.352750(-1)
0.6 2.304611(-1)  5.750365(—2 2.796960(-1) —1.546932(-1)
0.7 2.731647(-1)  7.440094(— ) 3.318657(-1)  —1.681741(-1)
0.8 3.191389(-1) 9.700527(-2)  3.882825(-1) —1.720540(-1)
0.9 3.711455(-1) 1.303578(-1) 4.525358(-1) -1.578722(-1)
1.0 4.440487(-1) 2.025397(-1)  5.437565(-1) -7.881026(-2)

Tabela 3.12 — Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Temperatura

para o Caso 2 com C'=0.3 e 2a = 2.0

T AT} (7) ATH(T) ATE(T) ATZ(T)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -4.256267(-3) -9.495343(-3) 3.847957(-2)  2.470192(-2)
0.2 -8.542719(-3) -1.903763(-2) 7.708020(-2)  4.951483(-2)
0.3 -1.289279(-2) -2.867868(-2) 1.159312(-1)  7.455797(-2)
0.4 —1.734732(-2) -3.848138(-2) 1.551805(-1)  9.996886(—2)
0.5 —2.196097(-2) —4.852957(-2) 1.950095(-1) 1.259177(-1)
0.6 —2.681402(-2) —5.894625(—2) 2.356586(-1) 1.526314(-1)
0.7 -3.203716(-2) —6.993287(-2) 2.774778(-1) 1.804394(-1)
0.8 -3.787564(-2) -8.187230(-2) 3.210477(-1)  2.098785(-1)
0.9 -4.491690(-2) -9.570328(-2) 3.675744(-1)  2.420149(-1)
1.0 -5.662750(-2) ~1.172740(-1) 4.226456(-1)  2.810119(-1)




Tabela 3.13 — Reverso de Temperatura: Fluxos de Calor para o Caso 2

com C =03e2a=2.0

T Qi(r) Q3(1) Qi(r) Q3(1)
0.0 1.454063(-1) 1.588745(-1) -3.389464(-1) -2.949831(-1)
0.1 1.453943(-1) 1.589041(-1) -3.389781(-1) -2.949055(-1)
0.2 1.453582(-1) 1.589927(-1) —3.390730(-1) —2.946724(-1)
0.3 1.452978(-1) 1.591408(-1) —3.392313(-1) —2.942838(-1)
0.4 1.452131(-1) 1.593480(-1) —3.394531(-1) —2.937394(-1)
0.5 1.451036(-1) 1.596177(-1) —3.397386(-1) —2.930387(-1)
0.6 1.449688(-1) 1.599485(-1) —3.400879(-1) -2.921812(-1)
0.7 1.448081(-1) 1.603430(-1) -3.405014(-1) -2.911662(-1)
0.8  1.446202(-1) 1.608042(-1) -3.409795(-1) -—2.899926(-1)
0.9 1.444029(-1) 1.613376(-1) —3.415230(~1) —2.886585(~1)
1.0 1.441501(-1) 1.619581(-1) —-3.421347(-1) —2.871571(-1)

Tabela 3.14 — Reverso de Temperatura: Fluxos Méssicos para o Caso 2

5.0 -2.218408
9.0 -1.808258
13.0 -1.618839

1
1
1

-5.974794
—6.097581
—6.156931

1) —4.919328(-1) —1.437099
1)  —4.122761(-1) —1.488941
1) -3.755560(-1) -1.513414

com C' =0.3

a Ul Ul U? U2
0.1 -5.282372(-1) —5.540369(-1) —1.069744 -1.139162
0.5 —4.424731(-1) -5.516923(-1) -9.162147(-1) —1.197490
1.0  -3.800821(-1) -5.596792(-1) -7.983931(-1) —1.256047
1.5  -3.386946(-1) —5.676928(-1) -7.188175(-1) —1.299807
2.0 -3.086971(-1) -5.744843(-1) —6.607498(-1) -1.333381
2.5 -2.858041(-1) -5.801131(-1) -6.163060(-1) —1.359865

1) S (

-1 - (

(-1) (- (




Tabela 3.15 — Reverso de Temperatura: 81 e 89 para o Caso 2 com

C=0.3
a BT Jer led le54
0.1 5.235023 3.877880 3.618755 3.548064
0.5 8.388071 4.208584 3.781250 3.463308

1.0 1.054648(1) 4.101659 3.831028 3.356704
1.5 1.168505(1) 3.989696  3.833307  3.305630
2.0 1.219010(1) 3.926100 3.814249  3.298159
2.5 1.230686(1) 3.907926 3.782771  3.323160
5.0 1.100547(1) 4.230722 3.553528  3.737116

9.0 9.049035 5.263800  3.220122  4.823243
13.0  8.154757 6.226283  3.028621  5.877805
15.0 7.921821 6.585029  2.972587  6.287926

Tabela 3.16 — Reverso de Temperatura: Perturbagoes de Densidade

para o Caso 2 com C'=0.8 ¢ 2a = 2.0

T AN (1) ANZ (1) ANZ(T) ANZ(7)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 2.793911(-2) -3.017995(-2) 2.482747(-2) —1.263083(-1)
0.2 5.608872(-2) -5.992154(-2) 4.994501(-2) -2.517697(-1)
0.3 8.467830(-2) -8.874767(-2) 7.567283(-2) -3.754619(-1)
0.4 1.139801(-1) -1.160939(-1) 1.023855(-1) —4.962934(-1)
0.5 1.443456(-1) -1.412349(-1) 1.305717(-1) -6.128594(-1)
0.6 1.762690(-1) -1.631529(-1) 1.609182(-1) -7.231883(~1)
0.7 2.105199(-1) -1.802670(-1) 1.944948(-1) -8.242160(-1)
0.8 2.484730(-1) -1.897543(-1) 2.332108(-1) -9.104706(-1)
0.9 2.932430(-1) ~1.852054(-1) 2.813801(-1) -9.695383(-1)
1.0 3.615669(-1) ~1.318516(-1) 3.619727(-1) -9.342909(-1)




Tabela 3.17 — Reverso de Temperatura: Perturbagoes de Temperatura

para o Caso 2 com C'= 0.8 e 2a = 2.0

T ATL(7) AT (7) AT2(7) ATZ(7)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 -5.776204(-3) -1.248277(-2) 3.143497(-2) 1.819762(-2)
0.2 —-1.158637(—2) —2.507083(-2 6.299041(-2)  3.636533(—2)
0.3 -1.746802(-2) —3.787813(-2 9.479519(-2)  5.447045(-2)
0.4 —2.346670(—2 —-5.103829(—2 1.269969(-1)  7.247388(-2)
0.5 ~2.964303 -6.472130(-2)  1.597773(-1)  9.032398(-2)
(2 . )
(2 . )
- )
- )
- )

0.6 ~3.608550 ~7.916367 1.933772(-1)  1.079444(-1
0.7 -4.293757 -9.473134

0.8 —5.046754 ~1.120798(-1
0.9 -5.931704 ~1.327183(-1
1.0 -7.327233(-2) —1.652174(1

2.281482(-1)  1.252068(-1
2.646728(-1)  1.418535(-1
3.041565(-1)  1.571996(-1
3.521064(-1)  1.662897(-1

NN N N NN
NN N NN N NN NN

(-2
(-2
(-2
(-2
(-2
(-2

Tabela 3.18 — Reverso de Temperatura: Fluxos de Calor para o Caso 2

com C =08¢e2a=2.0

T Q1(7) Q3(7) Q3 (1) Q3(7)
0.0 1.559378(-1) 2.022777(-1) -3.578595(-1) —1.531762(-1)
0.1 1.559209(-1) 2.024591(-1) -3.578751(-1) —1.528181(-1)
0.2 1.559060(-1) 2.030053(-1) -3.579222(-1) —1.517399(-1)
0.3  1.558660(-1) 2.039222(-1) -3.580013(-1) —1.499290(-1)
0.4 1.558094(-1) 2.052200(-1) —3.581132(~1) —1.473637(-1)
0.5 1.557354(-1) 2.069144(-1) —3.582596(-1) —1.440110(-1)
0.6 1.556432(-1) 2.090278(-1) —3.584424(-1) —1.398231(-1)
0.7 1.555312(-1) 2.115926(-1) -3.586646(-1) —1.347312(-1)
0.8 1.553975(-1) 2.146568(-1) -3.589308(-1) —1.286323(-1)
0.9 1.552384(-1) 2.182998(-1) -3.592485(-1) —1.213550(-1)
1.0 1.550463(-1) 2.227027(-1) -3.596347(-1) —1.125065(—1)




Tabela 3.19 — Reverso de Temperatura: Fluxos Méssicos para o Caso 2

com C' = 0.8
a Ul Ul U2 U2
0.1 -5.384237(-1) -5.909112(-1) —1.092963 ~1.232581
0.5 -4.804205(-1) -6.939522(-1) —1.005207 ~1.561315
1.0 -4.390023(-1) -7.928050(-1) -9.384901(-1) —1.850246
1.5 —4.112918(-1) -8.679482(-1) -8.927571(-1) —2.062439
2.0 -3.909363(-1) -9.269686(-1) -8.588065(-1) -2.226265
2.5 -3.751956(-1) -9.745256(-1) -8.324119(-1) -2.356933
50 —3.299826(-1) —1.118451 —7.562162(-1)  —2.747402
9.0 -2.997552(-1) —1.218567 ~7.051281(-1) -3.016154
13.0 -2.853861(-1) -1.266593 ~6.808163(-1)  —3.144530

Tabela 3.20 — Reverso de Temperatura: 31 e 8¢ para o Caso 2 com

C =028

a BT 57 e Y
0.1 4.508759 3.480367 3.608436 3.270773
0.5 6.153763 3.199916 3.752158  2.620620
1.0 6.943952 2.960231 3.794885  2.257257
1.5 7.253738  2.907259  3.799860  2.119095
2.0 7.355742 2.964778  3.791461 2.097463
2.5 7.362831 3.091386  3.777494  2.147184
5.0 7.114689 4.155234 3.698110 2.924265
9.0 6.888998  5.727667  3.622250 4.658935
13.0 6.827026 6.450158 3.592002 5.858579
15.0 6.816038 6.606319 3.584586  6.188577

Tabela 3.21 — Reverso de Temperatura: Perturbagoes de Densidade

para o Caso 3 com C'=0.3 e 2a = 2.0

T AN](7) AN} (1) ANZ(7) ANZ(7)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 3.503287(—2) 8.667894(-3)  3.870400(-2) —2.778393(-2)
0.2 7.026370(-2) 1.764434(-2) 7.766792(-2) —5.504279(-2)
0.3 1.059094(-1) 2.726791(-2) 1.171777(-1) ~8.120038(-2)
04 1.422299(-1) 3.794501(-2) 1.575781(-1) -1.055650(-1)
0.5 1.795644(-1) 5.020796(-2) 1.993227(-1) ~1.272307(-1)
0.6 2.183966(—-1) 6.481906(—2) 2.430630(-1) —1.449008(-1)
0.7 2.594894(-1) 8.298768(—2) 2.898325(-1) —1.565195(-1)
0.8 3.042238(-1) 1.069194(-1) 3.415091(-1) —1.583438(-1)
0.9 3.557717(-1) 1.417308(-1) 4.024079(-1) 1.417140(-1)
1.0 4.315143(-1) 2.160423(-1)  4.960048(-1) —5.854056(-2)




Tabela 3.22 — Reverso de Temperatura: Perturbagoes de Temperatura

para o Caso 3 com C'= 0.3 e 2a = 2.0

T ATL(7) AT (7) AT2(7) ATZ(7)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 5.620232(3) 9.503087(-3) 3.682056(-2) 2.592103( 2)
0.2 ~1.126303(-2) 1.905689( 2) 7.379348(-2) 5.194349( 2)
0.3 -1.695396(-2) —2.871258(-2) 1.110813(-1) 7.817665(-2)
0.4 —2.272550(-2) ~3.853625(2) 1.488694(-1) 1.047472(-1)
0.5 -2.862300(-2) ~4.861445(2) 1.873840(-1) 1.318134(-1)
0.6 -3.471660(-2) -5.907363(-2) 2.269235(-1)  1.595873(-1)
0.7 ~4.112487(-2) -7.012016(2) 2.679199(-1) 1.883797(-1)
0.8 ~4.807999(-2) -8.214519(-2) 3.110846(-1) 2.187005(-1)
0.9 -5.616052(-2) -9.610616(-2) 3.578845(-1) 2.515673(-1)
1.0 6.807648(2) ~1.179747(-1) 4.150205(-1) 2.909317(-1)

Tabela 3.23 — Reverso de Temperatura: Fluxos de Calor para o Caso 3

com C =03e2a=2.0

T Q1(7) Q3(7) Q3 (1) Q3(7)
0.0 1.389201(-1) 1.507579(-1) —3.238475(-1) —2.976656(~1)
0.1 1.388886(-1) 1.508005(-1) —3.239358(-1) —2.975461(-1)
0.2  1.387940(-1) 1.509286(-1) -3.242012(-1) -2.971867(-1)
0.3 1.386356(-1) 1.511431(-1) -3.246450(-1) —2.965859(-1)
04 1.384122(-1) 1.514455(-1) -3.252692(-1) —2.957408(-1)
0.5 1.381222(-1) 1.518382(-1) —3.260770(-1) —2.946470(-1)
0.6 1.377629(-1) 1.523246(-1) —3.270730(-1) —2.932986(-1)
0.7 1.373308(-1) 1.529096(-1) -3.282630(-1) —2.916873(-1)
0.8 1.368203(-1) 1.536008(-1) —3.296558(-1) —2.898016(-1)
0.9 1.362219(-1) 1.544110(-1) -3.312647(-1) -2.876233(-1)
1.0 1.355118(-1) 1.553724(-1) -3.331195(-1) -2.851119(-1)
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Tabela 3.24 — Reverso de Temperatura: Fluxos Méssicos para o Caso 3

com C' =0.3
a Ul Ul U2 U2
0.1 -5.277766(-1) -5.526442(-1) —1.070984 ~1.137631
0.5 -4.474423(-1) -5.468012(-1) -9.321639(-1) —1.189741
1.0 -3.929664(-1) -5513743(-1) -8.339891(-1) —1.240549
1.5 -3.584291(-1) -5.566097(-1) -7.713634(-1) —1.277475
2.0 -3.341590(-1) -5.611108(-1) -7.274629(-1) —1.305203
2.5  -3.160579(-1) -5.648253(-1) —6.948622(-1) —1.326692
50 -2.673533(-1) -5.759318(-1) —6.080610(-1) —1.387137
9.0 -2.374867(-1) -5.832146(-1) -5.556580(-1) —1.425326
13.0 -2.240215(-1) -5.865240(-1) -5.322543(-1) —1.442591

Tabela 3.25 — Reverso de Temperatura: 31 e 8¢ para o Caso 3 com

C =03
a BT 57 e Y
0.1 4.994736 3.882687 3.637408 3.560736
0.5 7.208000 4.256385  3.807811 3.522282
1.0 8.051244 4.227928 3.831177 3.474461
1.5 8.113757 4.187997  3.792055  3.478203
2.0 7.884278 4.181938 3.726916 3.519350
2.5 7.565422  4.205413 3.650706  3.585301
5.0 6.256501 4.506210 3.289948 4.051082
9.0 5.465020 4.917327 2.987244  4.656088
13.0 5.248085 5.083775 2.882846  4.923307
15.0 5.206651 5.117217 2.861042  4.981071

Tabela 3.26 — Reverso de Temperatura: Perturbagoes de Densidade

para o Caso 3 com C'=0.8 ¢ 2a = 2.0

T AN} (7) AN} (1) ANZ(7) ANZ(7)

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 2.525757(-2) 1.812946(-2) 1.598086(-2) 9.872775(-2)
0.2 5.074876(-2) ~3.583003(-2) 3.230186(-2) 1.966447(-1)
0.3 T.672055(2) 5.263350(-2) 4.933623(2) 2.928650(-1)
0.4  1.035063(-1) —6.798357(-2) 6.753199(-2) —3.863333(-1)
0.5 1.314791(1) ~8.115975(-2) 8.747555(-2) 4.756810( 1)
0.6 1612178(-1) ~9.114437(-2) 1.100049(-1) ~5.589695(-1)
0.7 1.936220(-1) -9.634407(-2) 1.364448(-1) -6.331583(-1)
0.8 2.303215(-1) -9.380000(-2) 1.691964(-1) —6.927664(-1)
0.9 2.750658(-1) ~7.720855(-2) 2.137736(-1) ~7.252317(-1)
1.0 3.484950(-1) ~1.005654(-2) 3.002828(-1) —6.614770(-1)
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Tabela 3.27 — Reverso de Temperatura: Perturbacoes de Temperatura

para o Caso 3 com C'= 0.8 e 2a = 2.0

T AT} (T) ATZ(7) AT (T) ATZ(T)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -7.115886(-3) -1.157189(-2) 3.064538(-2)  2.237217(-2)
02 -1.426207(-2) -2.324809(-2) 6.143169(-2)  4.473539(-2)
0.3 -2.147236(-2) -3.514184(-2) 9.250991(-2)  6.707908(-2)
0.4 —2.878862(-2) —4.738661(-2) 1.240535(-1) 8.938884(-2)
0.5 -3.626791(-2) ~6.015336(-2) 1.562766(-1) 1.116424(-1)
0.6 —4.399577(-2) —7.368143(-2) 1.894643(-1) 1.338015(-1)
0.7 -5.211493(-2) -8.834342(-2) 2.240334(-1)  1.557924(-1)
0.8 —6.090048(-2) -1.048103(-1) 2.606753(-1)  1.774482(-1)
0.9 -7.103289(-2) ~1.246348(-1) 3.008180(-1)  1.982754(-1)
1.0 -8.675543(-2) ~1.567399(-1) 3.508802(-1)  2.142047(-1)

Tabela 3.28 — Reverso de Temperatura: Fluxos de Calor para o Caso 3

com C=08¢e2a=20

T Qi(7) Q3(7) Qi(r) Q3(r)
0.0 1.469742(-1) 1.616275(-1) —3.366491(-1) —2.076501(-1)
0.1 1.469581(-1) 1.618300(-1) —3.366789(-1) —2.072742(-1)
0.2 1.469098(-1) 1.624407(-1) -3.367686(-1) —2.061398(-1)
0.3  1.468284(-1) 1.634701(-1) -3.369201(-1) —2.042261(-1)
04 1.467123(-1) 1.649360(-1) -3.371361(-1) -2.014964(-1)
0.5 1.465596(—1) 1.668657(—1) —3.374211(-1) —1.978950(-1)
0.6 1.463671(-1) 1.692985(-1) —3.377815(-1) —1.933411(1)
0.7 1.461303(-1) 1.722908(-1) —3.382265(-1) —1.877178(-1)
0.8 1.458426(-1) 1.759262(-1) —3.387700(-1) —1.808492(-1)
0.9 1.454932(-1) 1.803417(-1) -3.394352(-1) —1.724428(-1)
1.0 1.450579(-1) 1.858434(-1) -3.402751(-1) —1.618300(-1)




Tabela 3.29 — Reverso de Temperatura:

Fluxos Massicos para o Caso 3

com C' =0.8

a U} Ul U? U2

0.1 -5.379562(-1) -5.789954(-1) -1.095937 ~1.209390
0.5 —4.862054(-1) —6.471852(-1) —1.027477 ~1.456780
1.0 -4.533160(-1) -7.123139(-1) -9.829684(-1) -1.661457
1.5 -4.328578(-1) -7.600492(-1) -9.554989(-1) -1.804236
2.0 -4.185489(-1) -7.962265(-1) -9.365318(-1) -1.910039
2.5  —4.078746(-1) -8.244697(-1) -9.225546(-1) -1.991616
5.0 -3.789281(-1) -9.048213(-1) -8.854857(-1) -2.220432
9.0 -3.608270(-1) -9.563385(-1) -8.628945(-1) —2.365476
13.0  -3.525407(-1) —9.799267(-1) -8.526814(-1) -2.431577

Tabela 3.30 — Reverso de Temperatura: 81 e 89 para o Caso 3 com

C =028
a T 57 N Y
0.1 4.369945  3.553078  3.625584  3.365381
0.5 5.529705  3.478569  3.767034  2.953457
1.0 5.806349 3.436305  3.790532 2.784744
1.5 5.776864  3.525490  3.777722 2.795259
2.0 5.672763 3.674373 3.755505  2.894290
2.5 5.560319 3.843500 3.731773 3.040513
5.0 5.198174  4.529374  3.643137  3.910908
9.0 5.030892 4.900938  3.588721 4.731436
13.0 4.991310 4.964465 3.572482  4.972699
15.0 4.983066 4.970448  3.568791 5.011715
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Tabela 3.31 — Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Caso 1 com

C=03eu=1.0

T ANi(r)  AN(7) ATy (7) ATy(7) Q1(7) Q2(7)

0.0 —1.209905 —1.873243 —4.557211(-1) —5.490733(-1) 5.407901(-2) —3.260668(-2)
0.1 -1.395889 -2.047086 -4.678523(-1) -5.426678(-1) 4.930152(-2) -2.972611(-2)
0.2 —1.440645 —2.126028 —4.775741(-1) —5.426133(—1) 4.525659(-2) —2.728724(-2)
0.3 —1.470946 -2.178872 -4.856773(-1) -5.433825(-1) 4.170042(-2) -2.514307(-2)
0.4 1493411 2217758 -4.925984(-1) -5.443627(-1) 3.852677(-2) —2.322953(-2)
0.5 -1.510877 -2.247825 -4.986014(-1) -5.453710(-1) 3.566917(-2) -2.150655(-2)
0.6 ~1.524872 2271817 -5.038646(-1) -5.463408(-1) 3.308039(-2) —1.994566(-2)
0.7 -1.536323 -2.201388 -5.085168(-1) -5.472476(-1) 3.072447(-2) -1.852517(-2)
0.8 —1.545844 —2.307619 —5.126553(~1) —5.480840(—1) 2.857278(-2) —1.722782(-2)
0.9 —1.553856 —2.321253 —5.163561(—1) —5.488501(~1) 2.660189(-2) —1.603948(-2)
1.0 —1.560668 —2.332828 —5.196798(—1) —5.495493(-1) 2.479221(-2) —1.494834(-2)
2.0 1594842 -2.390768 -5.399693(-1) -5.538974(-1)  1.277432(-2) -7.702220(-3)
5.0 -1.611355 -2.418946 -5.547938(-1) -5.568743(-1) 2.249743(-3) —1.356472(-3)
70 -1.612563 -2.421027 -5.564517(-1) -5.571385(-1) 8.000316(-4) -4.823752(-4)

Tabela 3.32 — Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Caso 1 com

C=08eu=1.0

T AN (T) ANs(T) ATy (T) ATy (T) Q1(1) Q2(7)

0.0 -1.316327 ~1.892166 ~4.214810(-1) ~5.110418(-1) 1.330871(-2) ~7.540112(-2)
0.1 -1.425465 ~2.088840 -4.255614(-1) ~4.912620(-1) 1.164019(-2) —6.550507(~2)
0.2 1475781 -2.176416 —4.303987(-1) —4.842525(-1) 1.025094(-2) —5.768707(-2)
0.3 1509704 -2.234304 4.346397(-1) ~4.800713(-1) 9.094208(-3) -5.117755(-2)
04 1534793 2.276662 ~4.383269( 1) ~4.772699(-1) 8.110158(3) —4.563982(-2)
0.5 1554271 -2.300071 ~4.415458(-1) ~4.752850(-1) 7.261992(-3) —4.086678(-2)
0.6 ~1.569865 ~2.334727 4.443722(-1) 4.738333(-1) 6.524211(-3) 3.671492( 2)
0.7 —1.582621 —2.355498 —4.468678(-1) —4.727517(-1) 5.877968(-3) —3.307820(-2)
0.8 —-1.593226 —2.372595 —4.490822(-1) —4.719373(-1) 5.308758(-3) —2.987498(-2)
0.9 ~1.602152 ~2.386854 ~4.510560(-1) —4.713213(-1) 4.805095(-3) —2.704062(-2)
1.0 -1.609744 2.308871 -4.528222(-1) -~4.708560(-1) 4.357694(-3) -2.452287(-2)
2.0 1.647948 2457164 4.634090(-1) 4.698052(-1) 1.772945(-3) 9.977230(-3)
5.0 -1.666580 —2.482599 -4.708378(-1) -4.713824(-1) 1.872092(-4) -1.053517(-3)
7.0 -1.667916 -2.484071 —4.716514(-1) —4.717872(-1) 5.100662(-5) —2.870392(-4)




Tabela 3.33 — Evaporacao/Condensagao em Semi-espago:

C=03eu=1.0

Caso 2 com

T ANy (T) ANo(T) ATy (T) ATy (T) Q1(1) Q2(7)
0.0 —1.248799 —7.747244 -5.689323(-1) —1.965579  2.035766(—1) —4.997035(-1)
0.1 -1.315746 —8.449100 -5.999190(-1) —-1.887104  1.974608(-1) —4.846914(-1)
0.2 —1.345877 —8.789071 -6.236759(-1) —-1.849295 1.916964(-1) —4.705420(-1)
0.3 -1.365293 -9.026892 -6.443732(-1) -1.820136 1.861844(-1) —4.570122(-1)
0.4 -1.378827 -9.209077 —-6.630018(-1) -1.795114 1.808859(-1) —4.440066(-1)
0.5 —1.388583 —-9.355520 -6.800552(-1)  -1.772557  1.757782(-1) —4.314689(-1)
0.6 —1.395709 -9.476925 -6.958342(-1) -1.751669  1.708453(-1) —4.193606(-1)
0.7 —1.400912 —-9.579808 —7.105430(-1) —-1.732014 1.660753(-1) —4.076521(-1)
0.8 —1.404659 —9.668457 —7.243297(-1) -1.713332  1.614588(-1) —3.963202(-1)
0.0 1407279 9.745856  7.373074(-1) ~1.695457 1.569875(-1) ~3.853449(-1)
1.0 -1.409012 -9.814163 ~7.495653(-1) -1.678276  1.526546(-1) —3.747094(-1)
2.0 -1.402888 -1.022633(1) -8.440813(-1) -1.533851 1.158175(-1) —2.842881(-1)
50 1351624 -1.062730(1) ~9.813420(-1) ~1.279990 5.169208(-2) —1.268844(-1)
7.0 -1.330442 -1.072556(1) —1.021099 —-1.195257  3.050438(—2) —7.487671(-2)

Tabela 3.34 — Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Caso 2 com

C=08eu=1.0

T ANy (1) AN2(7) ATy (7) ATy(7) Q1(7) Q2(7)

0.0 -1.306773 —7.914502 -4.429307(-1)  —1.595467 3.926929(-2) -8.996516(-1)
0.1 —1.391004 —8.629142 —4.493934(-1) —-1.425122 3.679054(—2) —8.428638(-1)
0.2 -1.433030 —8.998915 -4.553906(-1) —1.331043 3.460879(—2) —7.928805(-1)
0.3 1462611 9.266736  4.606606(-1) ~1.259129 3.263354(2) 7.476278(-1)
0.4 —1.485260 —9.477290 -4.653359(-1)  —1.199883 3.082390(-2) —7.061695(-1)
0.5 —1.503383 —9.650039 -4.695208(-1) —1.149219 2.915405(-2) —6.679135(-1)
0.6 —1.518293 —9.795634 -4.732935(-1)  —1.104905 2.760550(—2)  —6.324365(-1)
0.7 —1.530801 —9.920667 —4.767145(-1) —1.065553 2.616410(-2) —5.994142(-1)
0.8 —1.541449 -1.002955(1) —4.798311(-1) —1.030223 2.481851(-2) —5.685872(-1)
0.9 1550616 ~1.012540(1) —4.826819(-1) ~9.982423(-1) 2.355041(-2) —5.307415(-1)
1.0 -1.558582 ~1.021051(1) ~4.852984(-1) ~9.691049(-1) 2.237891(-2) —5.126965(-1)
2.0 -1.602324 -1.072460(1) -5.028470(-1) -7.754873(-1) 1.374194(-2) -3.148251(-1)
50 -1.629635 -1.114855(1) -5.195828(-1) -5.842591(-1) 3.713937(-3) -8.508555(-2)
7.0 -1.632568 -1.121556(1) —5.223518(-1) —5.498745(-1) 1.667996(-3) —3.821345(-2)
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Tabela 3.35 — Evaporagao/Condensagao em Semi-espago: Caso 3 com

C=03eu=1.0

T ANi(r)  AN(7) ATy (7) ATy(7) Q1(7) Qa2(7)
0.0 —1.259751 —4.259199 —5.445872(-1) —1.114906 1.660658(-1)  ~2.248432(-1)
0.1 —1.336186 —4.651925 —5.756699(—1) —1.074254 1.575061(-1)  -2.132540(-1)
0.2 -1.369993 —4.838672 —5.984666(-1) —1.056549 1.497665(-1)  —2.027749(-1)
0.3 -1.391785 —4.967569 —6.176828(-1) —1.043794 1.426062(-1)  —1.930804(-1)
04 -1.407113 -5.065056 —6.344822(-1) —1.033442 1.359224(-1)  —1.840309(-1)
0.5 -1.418362 -5.142417 -6.494542(-1) —1.024540 1.296509(~1)  —1.755396(-1)
0.6 —1.426814 —5.205717 —6.629616(-1) —1.016625 1.237457(-1)  ~1.675443(-1)
0.7 —1.433251 —5.258643 —6.752526(—1) —1.009442 1.181715(-1)  —1.599972(-1)
0.8 -1.438185 —5.303620 —6.865088(~1) —1.002832 1.128996(-1)  —1.528594(-1)
0.9 -1.441970 -5.342332 —6.968687(-1) —9.966923(~1) 1.079061(-1) —1.460985(-1)
1.0 1444860 -5.375998 ~7.064422(-1) -9.909493(-1) 1.031703(-1) ~1.396865(-1)
2.0 -1.450826 -5.564270 -7.730700(-1) -9.479375(-1) 6.681020(-2) -9.045706(-2)
5.0 -1.433640 -5.699003 -8.441244(-1) -8.919342(-1) 1.974491(-2) -2.673344(-2)
7.0 —1.427694 —5.718976 —8.576057(—1) —8.789943(-1)  9.122340(-3) —1.235110(-2)

Tabela 3.36 — Evaporac¢ao/Condensagao em Semi-espago: Caso 3 com
C=08eu=1.0

T AN (T) ANs(T) ATy (T) ATy (T) Q1(1) Q2(7)

0.0 ~1.308801 —4.341471 -4.383728(-1) —9.347078(-1) 3.303509(-2) —4.174572(-1)
0.1 1405812 —4.773779 —4.456432(-1) —8.378245(~1)  2.990552(-2) —3.779095(~1)
0.2 1451835 -4.986993 -4.521625(-1) ~7.885019(-1) 2.729450(-2) -3.449146(-1)
0.3 1483349 5136953 ~4.577089(-1) -7.527196(-1) 2.502754(-2) -3.162675(-1)
04 1506953 -5.251914 -4.624943(-1) -7.245381(-1) 2.302585(-2) -2.909725(-1)
0.5 ~1.525482 —5.344080 —4.666719(-1) ~7.014050(~1)  2.124003(-2) —2.684056(1)
0.6 —1.540466 —5.420084 —4.703526(-1) —6.819274(~1) 1.963524(-2) —2.481263(-1)
0.7 1552841 —5.484006 —4.736191(-1) —6.652408(~1) 1.818522(-2) —2.298026(~1)
0.8 —1.563221 -5.538558 —4.765355(~1) —6.507633(~1) 1.686934(-2) —2.131741(-1)
0.9 1572034 -5.585645 -4.791523(-1) -6.380801(-1) 1.567093(-2) ~1.980302(-1)
1.0 ~1.579592 -5.626660 —4.815102(-1) —6.268831(~1) 1.457624(-2) —1.841968(-1)
20 -1.618960 -5.854162 -4.961309(-1) -5.618745(-1) 7.436879(-3) -9.397821(-2)
50 -1.640255 -5.998927 -5.074690(-1) -5.172055(-1) 1.332347(-3) -1.683658(-2)
7.0 —1.642093 —6.014425 —5.089015(-1) —5.121770(~1) 4.853133(-4) —6.132798(-3)
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Tabela 3.37 — Evaporacao/Condensagao em Semi-espago:

Pressao —v* com dy/d; = 1.0

Salto de

mo/mi =2

mo/mi =4

ma/mi =5

ma/mi1 = 10

C Mc  ELBY  Mc ELBY  MC ELBY MC  ELBt
0.0 3.0151 3.0280 4.2640 4.2822 4.7673 4.7877 6.7420 6.7708
0.1 29255 2.9381 4.0442 4.0615 4.4942 45134 6.2570 6.2831
0.3 27473 2.7593 3.6106 3.6268 3.9570 3.9749 5.3119  5.3362
0.5 25703 2.5817 3.1832 3.1983 3.4289 3.4456 4.3803  4.4122
0.7 23944 24050 2.7604 2.7738 29071 2.9217 3.4805  3.5000
0.9 22193 22289 23409 23517 2.3896 2.4009 2.5801 2.5935
1.0 21320 21411 21320 21411 21320 2.1411 21320 2.1411
[Yasuda et al., 2005]F
Tabela 3.38 — Evaporacgao/Condensagao em Semi-espago: Salto de

Concentracdo v* — vZ com dy/d; = 1.0

mo/mi =2

mo/mi =4

ma/mi =5

ma/m1 = 10

C MC  ELBt Mc  ELBt MC  ELBt MC  ELBt
0.0 0.8182 0.8208 1.9609 1.9564 2.4206 2.4105 4.2266 4.1856
0.1 0.8202 0.8235 1.9695 1.9691 24324 2.4287 4.2537 4.2322
0.3 0.8240 0.8286 1.9862 1.9931 2.4551 24623 4.3022  4.3089
0.5 0.8276 0.8334 2.0013 2.0139 24754 24907 4.3415 4.3667
0.7 0.8309 0.8377 2.0141 2.0314 24923 25140 4.3723 4.4106
0.9 0.8339 0.8417 2.0248 2.0459 2.5060 2.5327 4.3960  4.4446
1.0 0.8353 0.8435 2.0294 2.0521 2.5118 2.5407 4.4058  4.4591

Tabela 3.39 — Evaporacao/Condensagao em Semi-espago:

[Yasuda et al., 2005]"

Temperatura —§* com dy/d; = 1.0

Salto de

mo/mi =2

ma/mi =4

ma/mi =5

mo/mi1 = 10

C MC  ELBt Mc  ELBt MC  ELBt MC  ELBt
0.0 0.6317 0.6443 0.8934 0.9112 0.9989 1.0187 1.4127  1.4407
0.1 0.6080 0.6197 0.8238 0.8377 0.9076 0.9219 1.2214 1.2345
0.3 0.5641 0.5746 0.7023 0.7122 0.7519 0.7608 0.9232  0.9261
0.5 0.5249 0.5347 0.6046 0.6134 0.6309 0.6388 0.7157 0.7196
0.7 0.4904 0.4997 0.5284 0.5372 0.5398 0.5483 0.5749 0.5818
0.9 0.4603 0.4693 0.4702 0.4792 0.4729 0.4819 0.4809  0.4896
1.0  0.4467 0.4556 0.4467 0.4556 0.4467 0.4556 0.4467  0.4556

[Yasuda et al., 2005]F
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Tabela 3.40 — Reverso de Temperatura: 3{ com dy/d; = 1.0

C mg/mi =2 mao/mi=4 me/mi =6 ma/mi =38

0.0 5.304321 6.591864 7.613616 8.474555
0.1 5.241164 6.440518 7.379384 8.161471
0.3 5.101118 6.094908 6.850937 7.465395
0.5 4.942979 5.692980 6.245176 6.681390
0.7 4.767126 5.238548 5.571915 5.825833
0.9 4.573998 4.737850 4.848605 4.928945
1.0 4.471052 4.471052 4.471052 4.471052

Tabela 3.41 — Reverso de Temperatura: (33 com dy/d; = 1.0

C ma/m1 =2 ma/mi1=4 ma/m1 =6 ma/mi1 =28

0.0 4.471052 4.471052 4.471052 4.471052
0.1 4.437541 4.441917 4.444845 4.443241
0.3 4.355687 4.334835 4.325476 4.311673
0.5 4.254620 4.165275 4.119198 4.079657
0.7 4.135036 3.937470 3.832134 3.753561
0.9 3.997631 3.657220 3.475798 3.349712

1.0 3.922429 3.498774 3.274142 3.121954
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Tabela 3.42 — Reverso de Temperatura: ﬁ? com dy/dy = 1.0

C mg/mi1 =2 mg/mi=4 ma/mi =6 ma/m =8

0.0 3.831949 3.803795 3.787200 3.782819
0.1 3.828398 3.808105 3.795182 3.791701
0.3 3.819701 3.811610 3.804958 3.803343
0.5 3.808971 3.808513 3.806473 3.806513
0.7 3.796339 3.799073 3.799629 3.800650
0.9 3.781973 3.783728 3.784456 3.785155
1.0 3.774212 3.774212 3.774212 3.774212

Tabela 3.43 — Reverso de Temperatura: 552 com dy/d; = 1.0

C mg/m1:2 mg/m1:4 ma/m1 =6 ma/m; =8

0.0 3.774212 3.774212 3.774212 3.774212
0.1 3.753978 3.722953 3.702308 3.687257
0.3 3.711517 3.611169 3.543455 3.494373
0.5 3.666568 3.488084 3.366275 3.278271
0.7 3.619358 3.355316 3.174044 3.043759
0.9 3.570146 3.214564 2.970631 2.797912

1.0 3.544881 3.141218 2.863172 2.666834
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4 EVAPORACAO FORTE: MODELO BGK NAO LINEAR

Neste capitulo é abordado o problema de evaporacao forte em semi-espago, no qual,
de acordo com a literatura [Sone, 1998], a velocidade de evaporagao deve ser mais alta e os
aspectos nao lineares do modelo tornam-se mais relevantes. Neste sentido, a formulagao basica
neste capitulo serd a versao nao linear do modelo BGK [Bhatnagar et al., 1954]. Primeiramente o
problema sera linearizado em torno de uma distribuicao Maxweliana que contém um parametro
U, 0 qual representa a velocidade de equilibrio do gés, e resolvido com o método ADO. Como
a solucao em ordenadas discretas tem carater analitico podendo ser expressa em uma forma
fechada, ela é usada em um procedimento, chamado aqui de pds-processamento, na equagao
original (que é nao linear) e as quantidades macroscépicas do gés sao recalculadas incluindo os

efeitos nao lineares.

4.1 Defini¢cao do Problema

Segundo Ytrehus [Ytrehus, 1976], o problema de evaporacao forte de um gés rarefeito
pode ser modelado com a forma estacionaria do seguinte problema (dependente do tempo): um
liquido (ou sélido) esta inicialmente em equilibrio com seu vapor, que ocupa o semi-espaco = > 0
com temperatura e pressao uniformes Ty e pg, respectivamente. No instante ¢ = 0 o nivel da
pressao do vapor muda descontinuamente para um valor p.,, que é mantido constante durante
todo o procedimento. Assim, inicia-se um processo de evaporacao ou de condensacao através da
fase condensada (localizada em x = 0), dependendo se o nivel da pressao p, estd abaixo ou acima
da pressao de saturacao py. Considera-se também que longe da fase condensada existe uma fonte
ou um sumidouro de vapor de modo que instantaneamente um fluxo de massa é criado. Dessa
forma, é razoavel assumir que, apos um tempo suficientemente longo para o escoamento estar
completamente desenvolvido, os efeitos provocados pela mudanga descontinua de pressao tendam
a se estabilizar e o estado estacionario do processo ¢ atingido. Longe da fase de transicao o vapor
estd em seu estado de equilibrio caracterizado por valores constantes de densidade, velocidade
e temperatura representados por n.., Uy € T,. Uma camada limite cinética entao é formada
entre a fase condensada e a regiao de equilibrio, onde os efeitos provocados pela mudanca de
pressao no sistema influenciam significantemente o movimento do vapor. As Figuras 4.1 e 4.2

mostram os casos de evaporagao e condensagao.
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Figura 4.2 — Condensacao em Semi-Espaco
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4.2 Formulacao Matematica

Para descrever o comportamento do vapor no problema de interesse aqui, adota-se a
forma estaciondria da versao nao linear do modelo BGK [Bhatnagar et al., 1954] que, segundo

Sharipov and Seleznev [Sharipov e Seleznev, 1998], é dada pela equagao

vV, f(r,v) =nlé(n,T,u) — f(r,v)], (4.1)
onde f é a fungao de distribuicao de particulas, n é a frequéncia de colisao, ¢ é a distribuicao
Maxwelliana local [Sharipov e Seleznev, 1998]

é(n, T, u) = n(r) {%T(r)} v exp {_%W} , (4.2)

r = (z,y, 2) é o vetor espacial, v = (v,,vy,,v,) é o vetor velocidade molecular, k é a constante
de Boltzmann e m é a massa da particula de gas.

Em relagao as condigoes de contorno da Eq. (4.1), seguindo Ytrehus [Ytrehus, 1976] a
emissao de particulas na interface é descrita pela distribuicao Maxweliana no semi-espacgo de

velocidades (v, > 0)

3/2 2
B m _m|v —uy
folv) =m0 [%kTJ eXp{ 2T, } ’ (4.3)

onde ng é a densidade de saturacao correspondente a temperatura T, da fase condensada e
uy = (up,0,0) é a velocidade do vapor na interface (considerada igual a zero neste problema).
Considera-se também que todas as particulas que incidem na interface estao condensando e a
reemissao ocorre somente por evaporagao [Ytrehus, 1976].

Seguindo Ytrehus [Ytrehus, 1976] novamente, na regiao de equilibrio o vapor é Maxwel-
liano em todo espacgo de velocidade e é descrito pela funcao de distribuigao

3/2 mlv — g |?
exXp YR (4.4)

m
Joo(V) = oo {ZWk:TOO

onde Neo, Uso = (Uso, 0,0) e T, 80 a densidade, a velocidade e a temperatura do vapor na regiao
de equilibrio (afastada da fase condensada). Assim, o objetivo é determinar as relagoes entre os
valores de densidade e temperatura da interface e da regiao de equilibrio, além das perturbagoes
de densidade, velocidade, temperatura e também o fluxo de calor do gis na camada limite
cinética.

Na Eq. (4.2) as expressoes para a densidade n(r), velocidade u(r) e temperatura 7T'(r)
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sao dadas respectivamente por [Williams, 1971; Sharipov e Seleznev, 1998]

n(r) = /_ Z /_ o; /_ Z F(r,v)dvgdu,do., (4.5)

ufr) = % /_ o; /_ Z /_ Z vF(r,v)dvaduydv, (4.6)

T(r) = %%(r) /_ Z /_ Z /_ Z v — u(e) P (r, v)duaduydo.. (A7)

O fluxo de calor do gas é dado por

at) =5 [ . / ) / " v = u@) P — u(m)]f(r, v)duduydos. (48)

Considerando que o problema tratado aqui é unidimensional (hé variacdo das quanti-

dades macroscépicas apenas na dire¢ao x, normal em relagao a interface), o nimero de varidveis
independentes da funcao de distribuicao diminui de forma que f(r,v) = f(z,v). Assim,
seguindo o procedimento usado por Arthur e Cercignani [Arthur e Cercignani, 1980], é feita
uma linearizagao do problema original em torno da distribuicao Maxwelliana f.,, dada pela
Eq. (4.4), a qual contém a velocidade de equilibrio u..,. Dessa forma é possivel incluir os efeitos
causados pela evaporagao forte do gds em uma abordagem linear [Cercignani, 1980]. Assim,

propoe-se para a funcao de distribuicao f a expressao

f(@,v) = foo(V)[1 + h(z, V)], (4.9)

onde h é uma perturbacao na Maxwelliana absoluta f., atingida na regiao afastada da interface.
Continuando, lineariza-se ¢(n,T,u), dada pela Eq. (4.2), em torno de f., e substituindo a

Eq. (4.9) na Eq. (4.1) encontra-se para h a equagao linearizada
Cx%h(ﬂ c) + h(r,c) = 32 /_Z /_Z /_Z el R e u)h(r, c')dc,dc,de., (4.10)
onde o nucleo de espalhamento é dado por
F(c,c:u)=1+2(c'—u)-(c—u)+ (2/3)(Ic' — u|* = 3/2)(Jc — u|* — 3/2), (4.11)
u = (u,0,0), e as varidveis adimensionalizadas sao

c = vim/(2kT)]*?, (4.12)
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U = Uso[m/(2kT s )]/ (4.13)

T = anm/(2kTs)]V>. (4.14)

E importante destacar que neste trabalho o parametro u, que representa a velocidade
de equilibrio do gds, estd no lado direito da igualdade da Eq. (4.10). Nas Refs. [Arthur e
Cercignani, 1980], [Siewert e Thomas, 1981] e [Siewert e Thomas, 1982], que também abordam
este problema, foi feita uma mudanca de variaveis que fez com que este parametro ficasse no
lado esquerdo da equacao integro-diferencial.

Para obter a condicao de contorno para a interface em termos da perturbacao h, segue-
se Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1981] e aplica-se x = 0 na Eq. (4.9) encontrando-se
(para v, > 0) a condicao

folv) = fw(v)
foolv)

Seguindo Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1981] novamente, lineariza-se fy, dada pela

h(0,v) =

(4.15)

Eq. (4.3), em torno de f,, e encontra-se para ¢, > 0 a condigdo de contorno para a interface

h(0,¢c) = ANy + 2(c, — u)(uy — u) + (|c — ul* — 3/2)ATy, (4.16)
onde
AN, = 10" T, (4.17)
ATy = % (4.18)
e
Uy = tg[m /(2K T )]2. (4.19)

Fazendo © — oo a fungao de distribuicao f aproxima-se de fo, € a partir da Eq. (4.9) encontra-se

para o infinito a condicao de contorno

lim A(7,c) =0. (4.20)

T—00
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Substituindo a Eq. (4.9) nas Eqgs. (4.5) a (4.8) encontra-se para a perturbacao de densidade

AN(T) = 7T3/2/ / / eilcjuph(ﬂ c)de,de,des, (4.21)

para a perturbacao de velocidade

—-3/2 o) o) o) )
AU(r) =T / / / e () — ), ¢)desdeyde, (4.22)

u

para a perturbacao de temperatura

2 o0 o0 o0 5
AT(r) = x5 / / / e e (je — uf2 = 3/2)h(r, )derdeyde,  (4.23)

e para o fluxo de calor

Qu(r) = 752 / h / h / " elemuP (o — uf2 - 5/2)(cs — wh(r, )desde,des,  (4.24)

que sao as quantidades de interesse adimensionalizadas. Ainda, nas Eqgs. (4.21) a (4.23)

AN(r) = M, (4.25)

Neo

Uz (T) — Uso

AU(r) = == (4.26)
AT(r) = T(T%Tm (4.27)

As Eqgs. (4.10), (4.16), (4.20) a (4.24) constituem a formula¢ao matemética do problema
linearizado a ser resolvido. Assim, o objetivo inicial é determinar as quantidades macroscopicas
do gés, dadas pelas Eqgs. (4.21) a (4.24), e as relagoes entre densidade e temperatura da interface

e da regiao de equilibrio dadas pelos quocientes n,/ng € Two/Tp.

4.3 Reformulacao

Nesta secao apresenta-se uma reformulagao que simplifica o problema original a fim
de construir a solu¢do em ordenadas discretas. Observa-se nas Eqs. (4.21) a (4.24) que as
quantidades de interesse sao definidas em termos de integrais que envolvem a perturbacao h.
Dessa forma, ao invés de tratar-se diretamente com a Eq. (4.10) define-se problemas auxiliares

que simplificam a resolu¢ao do problema original. Assim, seguindo Siewert e Thomas [Siewert
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e Thomas, 1982] definem-se as projegoes

ha(r,cx) = 7T1/2/ / e~ @ p(r, Cys Cy, €2 )deyde, (4.28)

ha(T,c2) = 7T1/2/ / ef(‘%*cz)(cz + 2 — 1)h(T, ¢y, ¢y, ¢ )deydes. (4.29)
Primeiro multiplica-se a Eq. (4.10) por
d1(cy, c.) = e (T3 (4.30)

e integra-se a equagao resultante para todo ¢, e todo c,. Fazendo ¢, = £ encontra-se

(e}

in(r,€) () = [ (€6 (7€) + bl (7, €)]
- (4.31)

onde

k(€€ 1 u) =14 2(€ —u)(§ —u) +(2/3) [(€ —u)* — 1/2] [(§ —u)* — 1/2] (4.32)

Fia(€€ u) = (2/3) [(€ — u)? — 1/2]. (4.33)

Da mesma forma multiplica-se a Eq. (4.10) por
Ga(cy, c.) = (¢ + ¢ — 1)e (97 (4.34)
e integra-se a equacao resultante para todo ¢, e todo c,. Fazendo ¢, = { novamente, obtém-se

el ) +halr€) = w7 [ (€ () + hinl€ € wha(r €]
- (4.35)

onde

kot (€€ u) = (2/3) [(€ —u)* —1/2] (4.36)

kgg(fl,f : U) = 2/3 (437)
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Para as condigoes de contorno repete-se este procedimento nas Eqs. (4.16) e (4.20) obtendo-se

para a interface (£ > 0) as condigoes

hi(0,€) = 72 {ANy + 2(€ — u)(wy — u) + [(€ —u)? — 1/2] ATy} (4.38)

ho(0,€) = T2 AT, (4.39)

Para a regiao de equilibrio encontra-se as condicoes

rlggo hi(1,€) =0 (4.40)
e
llm ho(7,€) = 0. (4.41)

Repetindo novamente o procedimento nas Eqgs. (4.21) a (4.24) obtém-se para a perturbacao de

densidade

AN(r) =71 /00 e~ EW hy (7, £)dE, (4.42)

—00

para a perturbacao de velocidade

AU(r) = T /_ h e E W (& —w)hy (1, €)dE, (4.43)

para a perturbacao de temperatura
2 o 2
A7) = gnt [ [P~ U ) ha(r e (4
e para o fluxo de calor

Qu(1)=7"" /_ h e”EWI L€ —u)? = 3/2] (€ — w)hi(1,€) + (€ —w)ho(T, )} dE. (4.45)

o0

As Egs. (4.31) e (4.35) podem ser escritas vetorialmente como

EH(O +HO = [ 0(€ s wK(E L€ Hm e, (1.46)
onde
o= | "7 (4.47)
hQ(T,
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Y(E ) = 7 Ve Ew? (4.48)
e o nucleo de espalhamento é dado pela matriz de dimensao 2 x 2

, k(€€ u) k(€€ w)
K= [ | | (4.49)
kai(€,€ 1 u) k(€€ 1 w)
cujas componentes k;; sdo dadas pelas Eqs. (4.32), (4.33), (4.36) e (4.37). As condigoes de

contorno para a interface, dadas pelas Eqs. (4.38) e (4.39), podem ser escritas em termos do

vetor H (para & > 0) como
1/ 1 1
H(0,¢) = 7/2{ AN, 4+ 2(6 — u)(ty — u) + AT, (4.50)
0 0 1

e as condicoes de contorno para o infinito, dadas pelas Eqs. (4.40) e (4.41), assumem a forma

lim H(r,¢) = 0. (4.51)

T—00

As quantidades de interesse também podem ser escritas em termos do vetor H. Assim, encontra-

se para a perturbacao de densidade

) , 1
AN(r) =rt [ etew H(r, €)de, (452)
oo 0
para a perturbacao de velocidade
T
—1 o0 5 _ u
AU(r) = % / et | © H(r, €)d¢, (4.53)
oo 0
para a perturbacao de tempertura
) T
2 0 —u)*—1/2
AT(1) = gw_l / e (W’ (=) =1/ H(r, &)d¢ (4.54)
oo 1
e para o fluxo de calor
T

e~ (6w’ (¢ —v) H(r, ¢)dE, (4.55)
o0 1

e €-up s

onde T denota a operacao de transposicao. Ao contrario do que ocorre em outros trabalhos
onde foi usado o modelo BGK [Barichello et al., 2001; Scherer et al., 2009a; Scherer et al.,

2009b], a fungao caracteristica ¥ (£ : u), dada pela Eq. (4.48), ndo é uma funcao par. Assim,
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para construir a solucao em ordenadas discretas deste problema, torna-se necessario reescrever
a Eq. (4.46) de modo que o termo exponencial seja colocado fora da integral. Dessa forma,

define-se o vetor

G(r,&) = e ™ H(r, ), (4.56)
reescreve-se a Eq. (4.46) como
£ GO + G &) = vl i) [ K€€ G, (4.57)
onde
G(re) = | 7 78) (4.58)
92(7,€)

e as condicoes de contorno (Egs. (4.50) e (4.51)) como

, 1 1
G(0,¢) = /e (Ew) AN, +2(€ — u)(uy — u) + AT,
0 0 1

lim G(r,€) = 0. (4.60)

T—00

As quantidades de interesse também podem ser escritas em termos do vetor G. Assim, encontra-

se para a perturbacao de densidade

o 1
AN(T) = 7'('1/ G(r,&)d¢E, (4.61)
—so | 0
para a perturbacao de velocidade
T
7.{.71 00 é" —u
AU(r) =" / G(r, £)de, (4.62)
o 0
para a perturbacao de tempertura
, T
2 ©© —u)*—1/2
AT(r) = 2n! / Cmw =12 G e (4.63)
— 0 1
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e para o fluxo de calor

T

= [ e-w (5_“>1_3/ | e (4.64)

o0

onde T denota a operacao de transposicao. Na préxima secao sera desenvolvida a solucao em

ordenadas discretas para o problema de evaporacao forte.

4.4 Solugao em Ordenadas Discretas

Para sistemas como a Eq. (4.57) busca-se solugdes exponenciais da forma

G(r,6) = ®(v,E)e ™, (4.65)
onde
s~ | S| (4.66)
(I)2(V7 5)

Substituindo a Eq. (4.65) na Eq. (4.57) encontra-se

(1-¢/n)2.9 = vie: ) [ TK(E L u)B(0, €)' (4.67)

Seguindo o procedimento utilizado por Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1981], a Eq. (4.67)
pode ser simplificada usando algumas condi¢oes de normalizagao. Assim, integrando a primeira

componente da Eq. (4.67) para todo £ encontra-se a condigdo de normalizagao

T

/ h z B(v, £)de = 0. (4.68)

Multiplicando agora a primeira componente da Eq. (4.67) por (£ — u), integrando a equagao
resultante para todo £ e usando a Eq. (4.68) encontra-se a condigdo de normalizagao

T

o) 2
/ S e —o (4.69)
x| 0
Assim, usando condigbes de normaliza¢ao mostradas nas Eqs. (4.68) e (4.69), a Eq. (4.67) pode

ser reescrita como

o0

(1= &/0)®(,€) = (€ - wQUE - u) / (v, )¢’ (4.70)

—00
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onde a matriz de dimensao 2 x 2

QE:u) = ulE:u) (&) (4.71)
qa1(§ 1 u) gqoa(€:u)
possui as componentes
gu(€:u)=1-2u(§—u)+(2/3) (v* —1/2) [(£ —u)* —1/2], (4.72)
qr2(€ - u) = (2/3) [(€ —u)* —1/2], (4.73)
g1 (€ 1 u) = (2/3) (u* — 1/2) (4.74)
q2(§ 1 u) =2/3. (4.75)

A fungao caracteristica (¢ : u), dada pela Eq. (4.48), pode ser reescrita como uma

soma de uma funcao par e uma fungao impar da forma
(€ u) = 7 Yeosh(26u)e”E ) 4 77 2genh(28u)e €+, (4.76)
Assim, usando a Eq. (4.76), a Eq. (4.70) pode ser reescrita como
(1= /)B4 = P(€: WA 0) + B w)) [ Z B(v,€')de, (4.77)
onde
P& u) = 7 e @) (4.78)

e as matrizes de dimensao 2 x 2

A u)= | W& @) (4.79)
as (§:u) an(€:u)

Ble.uy = | e b (4.80)
bo1(§ - u) bao(€ :u)
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possuem as COIHpOl’leIltGS

ar1(€ s w) = [1+2u® + (2/3) (u* — 1/2) (£ + v* — 1/2)]cosh(26u)—
[(4/3)u€ + (4/3)u&]senh(2€u), (4.81)

a12(€ ) = (2/3) (€ + u® — 1/2) cosh(2€u) — (4/3)u&senh(28u), (4.82)
as (€ :u) = (2/3) (u* — 1/2) cosh(2€w), (4.83)
axs (€ :u) = (2/3)cosh(2&u), (4.84)

bi1 (€ u) = [1+2u” + (2/3) (v* — 1/2) (£ + v — 1/2)]senh(2u)
— [(4/3)u¢ + (4/3)ué)cosh(2€u), (4.85)

bi2(€ 1 u) = (2/3) (€ + v — 1/2) senh(26u) — (4/3)ucosh(28u), (4.86)
bar (€ : w) = (2/3) (u® — 1/2) senh(2¢u) (4.87)
b (& - u) = (2/3)senh(2&u). (4.88)

Neste momento reescreve-se o termo integral da Eq. (4.77) como

(1 =&/v)@ (v, &) = P(§: u)[A(E : u) + B : u)] /OOO[‘I’(% ¢) + @(v, =¢N]d¢". (4.89)

Introduzindo um esquema de quadratura para o intervalo [0,00) pode-se aproximar o termo

integral da equacao acima de modo que

(1—-¢/)®(v,&) =P :u) A :u)+B(E:u)] Y wp[®(v, &)+ (v, —&)], (4.90)

WE

k=1
onde &, e wy sao, respectivamente, os N pontos e pesos de um esquema (arbitrario) de quadratura.
Aplicando £ = £¢;, para ¢ = 1,..., N, na equagao acima e notando que as fungoes P(£ : u) e

A (¢ : u) sao fungdes pares

P:u)=P(—€¢:u) e A(:u)=A(-¢:u), (4.91)
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e que a fungao B(§ : u) é uma fungao impar
B¢ :u) = —-B(=¢:u), (4.92)

obtém-se a versdo em ordenadas discretas da Eq. (4.90) dada por

=

(LF&/v)®(v, £&) = P& w)[A(G :u) £B(& ru)] Y wy [B(r, &) + B(v,—&)] . (4.93)

k=1
a qual pode ser escrita na forma matricial como

I—-v'M)®, (v) =P[A +BW[®, (v) +®_(v)] (4.94)
e

I+v ' M)®_(v) = P[A - BlW[®, (v) + ®_(v)], (4.95)

onde I é a matriz identidade de dimensao 2N x 2N, M, P, A, B e W sao as matrizes de

dimensao 2N x 2N definidas como

M:diag{glw-'7€N7€17"'7€N}7 (496)
P =diag{P(& :u),..., P&y u), P(& s u),...,P(&n :u)}, (4.97)
A= | - : (4.98)
A1 Az |
| Pe| (4.99)
by by |

onde nas Eqgs. (4.98) e (4.99) as submatrizes componentes de dimensdao N x N sao dadas por

aAj; = dlag {aij (51 . 'LL), ey Qg (fN . 'LL)} (4100)

bij = dlag {blj<£1 . 'LL), . 7bz'j<€N . U)} s (4101)



para 7,7 = 1,2. Continuando,

w O

0 w

onde a submatriz w de dimensao N x N é dada por
[Wlij = wj,
parai,j =1,..., N, e os vetores 2N x 1 ®,(v) sao dados por
L(v)=| &(v,£&) - Di(v,£Ey) DPo(v, ££)
Somando e subtraindo as Egs. (4.94) e (4.95) encontra-se

U - v 'MV = 2PAWU

e
V — v 'MU = 2PBWU,
onde
U=®,(v)+P_(v)
e

V=&, (v)—P_(v).

(I)Q(V, ﬂ:fN)

T
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(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

Substituindo a Eq. (4.106) na Eq. (4.105) encontra-se o problema de autovalor quadratico de

dimensao 2N x 2N
(IN +EX+ 1)U = 0,
onde

=2 =2M"'PBW,

I = 2M 2PAW — M2

(4.109)

(4.110)

(4.111)
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A=v (4.112)
Seguindo o procedimento proposto por Datta [Datta, 1995], reescreve-se a Eq. (4.109) como
(-II - EXN)U = \?U (4.113)

e dessa forma o problema de autovalor quadratico (Eq. (4.109)) pode ser transformado no

problema de autovalor padrao de dimensao 4N x 4N

0 I U U
=\ . (4.114)

-1 = AU AU

Resolvendo este problema de autovalor obtém-se um conjunto de 4N constantes de separagao v;
(positivas ou negativas) e 4N autovetores U(v;). Usando as Egs. (4.105) e (4.106) encontra-se

as solucoes elementares de dimensao 2N x 1

& (v;) = % BM +I4+ 2PBW] U(y)) (4.115)
&_(v)) = —% BM . QPBw] U(y;). (4.116)

E importante salientar que em nenhum outro trabalho onde foi utilizado o método ADO
encontrou-se um problema de autovalor quadratico como o da Eq. (4.109). Portanto, o de-
senvolvimento da solucao ADO mostrado neste capitulo é diferenciado e acredita-se que esta é
uma das contribuicoes relevantes deste trabalho para a area da dinamica de gases rarefeitos.
Determinadas as constantes de separagio v; e as solugoes elementares ®_ (v;) e ®_(v;),
pode-se entao escrever a solugdo em ordenadas discretas do problema G dado pela Eq. (4.57)

CcOomo
4N
G(r, &) = > A;®(vj, +&)e 7, (4.117)
j=1

Como problemas em gases rarefeitos sao conservativos, de acordo com Case e Zweifel
[Case e Zweifel, 1967] alguns autovalores se aproximam de zero (constantes de separacao tendem
ao infinito) quando N tende ao infinito. Neste problema o nimero de autovalores degenerados,
bem como a quantidade de autovalores positivos ou negativos, depende da escolha do valor do

parametro u, que estd associado a velocidade do gas na regiao de equilibrio. Assim,
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para u = 0 encontra-se quatro autovalores degenerados, 2N — 2 autovalores positivos e

também 2N — 2 autovalores negativos;

para 0 < u? < 5/6 encontra-se trés autovalores degenerados, 2N — 2 autovalores positivos

e 2N — 1 autovalores negativos;

para u? = 5/6 encontra-se quatro autovalores degenerados, 2N — 3 autovalores positivos

e 2N — 1 autovalores negativos;

para u®> > 5/6 encontra-se trés autovalores degenerados, 2N — 3 autovalores positivos e

2N autovalores negativos.

Conseqiientemente a solugao em ordenadas discretas pode ser escrita para u = 0 e para u* = 5/6

Ccomo
4N—4
G(’T, :l:fz) = ATGl(ifz) + A;Gg(ﬂ:fz) —|— A;Gg(ifl) —|— AZG4(’T, ifz) —|— Z Aj(I)(l/j, :tgi)e_T/Vj
j=1
(4.118)
e para 0 < u? <5/6 e u? > 5/6 como
4N-3
j=1

onde as solugoes exatas G, Go ¢ Gy da Eq. (4.57) foram encontradas seguindo a Ref. [Siewert

e Thomas, 1982] e sdo dadas por

Gue) = | - [, (4.120)

0

§—u ()2

Ga(§) = e~ (4.121)

0

€
—_ )2 _

Gae) = | ETY T2 e (4.122)

1

Para encontrar a quarta solugao exata, presente apenas na Eq. (4.118), propoe-se para G4(T,§)

uma expressao da forma

Gy(7,€) = (ATE? + Br¢ + C1 4 DE* + B2 + FE + Gle & (4.123)
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onde A, B, C, D, E, F e G sao vetores constantes de dimensao 2 x 1. Substituindo a Eq. (4.123)

na Eq. (4.57) encontra-se para u? = 5/6

(€ —u)? —3ur(§ —u) + 7 — (£ —u)® + 3u(é — u)?

Gy(1,8) = e~ (6w’ (4.124)
T—(§—u)
e para u =0
762 —37/2 - &3
Gy(1,8) = : /2-¢ ¢ (4.125)
o
O proéximo passo ¢ determinar os coeficientes A7, A3, A3, Aje Aj, paraj =1,...,4N—=3,

nas Eqs. (4.118) e (4.119). Assim, usando a Eq. (4.60) encontra-se que os coeficientes A}, A3,
A3, A} e também os coeficientes A; associados as constantes de separacao negativas devem ser
iguais a zero. Dessa forma, a solucao em ordenadas discretas é reescrita para u? < 5/6 como

2N -2
G(r,+&) = > Aj®(vy, £&)e /" (4.126)

=1
e para u? > 5/6 como

2N—-3
G(r, &) = Y A;®(vy, £&)e /™, (4.127)

j=1
onde agora v; sao apenas as constantes de separagao positivas.
Continuando, substitui-se a Eq. (4.126) na versao em ordenadas discretas da condicao

de contorno dada pela Eq. (4.59)
G(0,&) = 7P [ANG1(&) + 2(uw — 1)Ga(&) + AToGs (&), (4.128)

parai=1,..., N, onde Gy, G2 e G3 sado dadas pelas Egs. (4.120) a (4.122), e encontra-se para
u? < 5/6 o sistema linear quadrado com 2N equagoes e 2N incégnitas

2N—-2
D A, &) — 7 PIANGG (&) + ATyGs(&)] = 21 (w — 1) Goa(&), (4.129)

j=1
para i = 1,..., N. Da mesma forma, substitui-se a Eq. (4.127) na Eq. (4.128) e encontra-se
para u? > 5/6 o sistema linear retangular com 2N equagoes e 2N — 1 incégnitas

2N-3
D A, &) — 7 PIANGGL (&) + ATyGs(&)] = 21 (w — 1) Goa(), (4.130)

i=1
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parat = 1,..., N. Resolvendo os sistemas lineares mostrados nas equagoes acima obtém-se os
coeficientes A; e as quantidades ANy e AT definidas nas Eqgs. (4.17) e (4.18).

Um aspecto importante que pode ser observado neste ponto é a questao da existéncia
da solugdo para este problema, que depende do valor de u. Nota-se pela Eq. (4.129) que para
u? < 5/6 o sistema linear a ser resolvido possui o mesmo nimero de equagoes e de incégnitas,
enquanto que para u? > 5/6 o sistema linear (Eq. (4.130)) possui uma equacdo a mais que o
nimero de incégnitas. Por isso este tultimo sistema necessita ser resolvido com o método de
minimos quadrados. Entretanto, para este caso observa-se que os resultados das quantidades
de interesse nao convergem a medida que se aumenta o numero de pontos de quadratura no
método ADO, o que toma-se como evidéncia que este problema de evaporacao forte nao tem
solucao quando u? > 5/6. De fato, ja havia sido demonstrado por Arthur e Cercignani [Arthur
e Cercignani, 1980] e também verificado por Siewert ¢ Thomas [Siewert e Thomas, 1982] que

este problema possui solu¢ao apenas quando u < 1/5/6, o que corresponde a Ma < 1.

4.5 Quantidades de Interesse

O passo seguinte é determinar as quantidades de interesse dadas pelas Eqs. (4.61)
a (4.64). Assim, substituindo a Eq. (4.126) na Eq. (4.61) obtém-se para a perturbagao de
densidade

2N -2

AN(1) =71 Z Aje X (v)). (4.131)
=1

Da mesma forma substituindo a Eq. (4.126) na Eq. (4.62) e usando a condigao de normalizagao

dada pela Eq. (4.68) obtém-se para a perturbacao de velocidade
AU(t) = —=AN(1). (4.132)

Substituindo a Eq. (4.126) na Eq. (4.63) e usando as condigoes de normalizagao dadas pelas
Eqgs. (4.68) e (4.69) obtém-se para a perturbagao de temperatura

2N -2

2
AT(7) = gw—l > A Y (). (4.133)
j=1

Para se obter a expressao para o fluxo de calor multiplica-se a primeira componente da
Eq. (4.67) por (£ —u)? e integra-se a equacao resultante para todo £. Da mesma forma integra-se

a segunda componente da Eq. (4.67) para todo £ e, usando as Eqgs. (4.68) e (4.69), encontra-se
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a condicao de normalizacao

T

[S) 53
/ ®(v, €)de = 0. (4.134)
3

—00

Assim, substituindo a Eq. (4.126) na Eq. (4.64) e usando as Eqs. (4.68), (4.69) e (4.134) encontra-

se para o fluxo de calor

Qu(17) = —ur™* Z Aje T (v;). (4.135)
Nas Eqgs. (4.131), (4.133) e (4.135)
X = Y| | 80,60+ 80,6 (1.136)
il u? —1/2 '
Y(v) =) w . (@ (v, &) + (v, —&)] (4.137)
k=1
Z(v;) = Zwk ! _13/2 [® (v, &) + B(vj, —E&)]- (4.138)

4.6 Tratamento da Nao Linearidade

Nesta secao busca-se um tratamento para os termos nao lineares incluidos no modelo.
Para isso sao feitos dois pds-processamentos utilizando a solucao em ordenadas discretas, dada
pela Eq. (4.126), e as expressoes para as quantidades de interesse dadas pelas Egs. (4.131) a
(4.133). Isso é possivel se fazer pois a solu¢do em ordenadas discretas é analitica para a varidvel

espacial e possui uma expressao em forma fechada.

4.6.1 Pés-processamento para recalcular os quocientes n,/ng e T, /Tp

Inicialmente é feito um pds-processamento (chamado de Caso 1), utilizando a solucao
em ordenadas discretas do problema linearizado, para recalcular os quocientes n.,/ng € T /Ty
sem linearizar as condigoes de contorno. A idéia de fazer este pds-processamento foi obtida
através do trabalho de Ytrehus [Ytrehus, 1976] onde foi construido um sistema nao linear, o

qual foi resolvido numericamente, para determinar estes quocientes.



131
Assim, como no problema tratado aqui existe variacao das quantidades de interesse
apenas na dire¢ao x (normal em relagao a interface), tem-se que f(r,v) = f(z,v) e a Eq. (4.1)

pode ser reescrita como

& (. v) = nlo(n, T, wa) — fla, V)], (1139)

Vg

com

m( )r” eXp{_m[(vw — ()’ + vy + vl } (4.140)

00T, 0) = nt2) | g T (2)

Integrando a Eq. (4.139) para todo vy, v, € v, encontra-se

d o oo (o)
_x/ / / v, f (x, v)dv,dv,dv, = 0. (4.141)

Multiplicando a Eq. (4.139) por (v, —u,(z)) e integrando a equacao resultante para todo v,, v,

e v, encontra-se

/ / / e — (1)) f (2, v)dv,dv,dv, = 0, (4.142)

o que implica que as expressoes

/ / / vy f (2, v)dv,du,do, (4.143)
/ / / (x,v)dv,dv,du, (4.144)

independem de x. Fazendo x = 0 e x — oo nas Eqgs. (4.143) e (4.144) e usando as adimensiona-

lizagoes dadas pelas Eqgs. (4.12) a (4.14) encontra-se as equagoes

/ / / ¢z fo(c)deydeyde, :/ / / o foo(€)de,de,de, (4.145)
/ / / cifo(c)dcxdcydcz :/ / / cifoo(c)dcxdcydcz, (4.146)

as quais podem ser reescritas como

/ / / ¢z fo(cs, ¢y, ¢2)de,de,de, — / / / ¢z fo(—¢s, ¢y, €2 )degde,de, =
—o0 J —00 JO —o00 J —00 JO
/ / / o foo(Cay €y, €2)dezdeyde,  (4.147)
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/ / / cifo(cx,cy,cz)dczdcydcz—i—/ / / cifo(—cm,cy,cz)dcxdcydcz:
—o00 J—o0 JO —o0 J—o0 JO

/ / / 2 foo(Cas ¢y, €2 )degde,de,.  (4.148)

As expressoes para foo(Cs, ¢y, C2) € fo(Cs, ¢y, ¢2) (para ¢; > 0) sdo dadas pelas versoes adimensio-

nalizadas das condi¢oes de contorno (Egs. (4.3) e (4.4)) que sao

1302 T
FolCarcyec) = o [MTO] exp {—?Om R ]} (4.149)
e
132
Foo(Cay Cyy €2) = Nisg lm] exp {—[(c. —u)* + ¢ + 2]} (4.150)

Para fo(—cs, ¢y, ¢2), que representa as particulas que incidem na interface, usa-se novamente a

expressao em termos da perturbacao h dada por
f(r,¢) = foolc)[1 + h(T,c)]. (4.151)

No processo de derivacao do aqui chamado esquema de pds-processamento novamente faz-se
necessario o uso e definicao de momentos da perturbacao h. Neste sentido, a solugao do problema
G (que é conhecida) pode ser utilizada para representar as particulas que incidem na interface.

Assim, aplicando 7 =0 e ¢, = —¢, na Eq. (4.151) encontra-se para ¢, > 0
fo(—cay ey, 2) = foo(—Ca, ¢y, ) [1 + R(0, —cy, ¢y, C2)], (4.152)

onde, a partir da Eq. (4.150),

3/2
m _ 2, 2, 2
%kTJ exp {—[(co +u)® + ¢ + 2} (4.153)

foo(_cxacy;cz) = Noo |:

Inserindo a Eq. (4.152) nas Eqs. (4.147) e (4.148) encontra-se

/ / / ez fo(cs, ¢y, ¢2)de,de,de,
—o00 J—o0 JO

—/ / / o foo(—Ca, €y, €2) N0, —C4, ¢y, €, )d ey deyde,
—00 J—00 JO

:/ / / o foo(Cay €y, €2)deydeyde,  (4.154)
—00 J—o0 JO



/ / / cifo(cx,cy,cz)dczdcydcz
—00 J —o0 JO
+/ / / cifoo(—cm,cy,cz)h((),—cx,cy,cz)dcxdcydcz
—o00 J—o0 JO
:/ / / cifoo(cx,cy,cz)dcxdcydcz.
—00 J —o0 JO

Aplicando as Eqs. (4.149), (4.150) e (4.153) nas Eqgs. (4.154) e (4.155) encontra-se

3/2
" [#TJ / / / coe T T g, deyde.—
3/2
00 |:27rkToo:| /_Oo /_oo/o Cgce_[(070—5-11)2-1-63-113]h(o7 _Cz’acyycz)dcxdcydcz _
3/2  poo 00 o
0o |:27TZ’LTOO‘| /_OO /_OO/O' Cxef[(Cz*u)2+cz+c§}dcxdcydcz

> > > _T_ Cz_uw) +C +Cz]d d d
To
wlain] ) /OC e

3/2
[ m } cle [(C”“)Z“ZJ’CE}}L(O, —Cy, Cy, Cz)degde,de, =

2kl
3/2 o0 > > 2 2 2
~ {Qﬂ'kToo:| /_OO /—oo/o cie’[(cﬂ”’“) +Cy+cz]dcmdcydcz.
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(4.155)

(4.156)

(4.157)

Calculando as integrais em ¢, e ¢, e usando a primeira projecao do problema H dada pela

Eq. (4.28)
hl(T, Cx) = 71'_1/2 / / e_(ci—i_cz)h(Tv Cey, Cya Cz)dcyd027

as Eqgs. (4.156) e (4.157) podem ser reescritas como

g e°
C u
—/ e EC “’)dc—
0

Vo
n;.oﬂ—_l/g/ Cxe_(cz+U)2h1 (07 _Cx)dCx =
0

V1
n 2
o0 —(ca—u)
C€ de,
VI /0

(4.158)

(4.159)
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Moo __1/2 /OO 2 —(cotu)? _
— ce h1(0, —c;)de, =
\% Too 0

Noo OO 2 —(cp—u)?
ce deg.  (4.160)
Vs Jo

Usando agora a fungao g, que é a definicao da primeira componente do vetor G (Egs. (4.56) e

(4.58)) dada por

g1(7,¢,) = e’(c“”’“)th(T, Cr) (4.161)
e aplicando 7 = 0 e ¢, = —c¢,; na equagao acima encontra-se que
910, —¢,) = e~ B (0, —c,). (4.162)

Assim, usando a Eq. (4.162) e seguindo Ytrehus [Ytrehus, 1976], que considera neste problema
uy, = 0, as Eqgs. (4.159) e (4.160) podem ser reescritas como

o0 Too o0 [e e}
T —1/2 c:91(0, —c,)de, =

_ n n 2
cze” T “de, — ——==m — cee” = de,  (4.163)
vV Too 0 V Too 0

no
VT Jo

e
no  [% 5 _Ixe Moo _1/2 /OO 2 N [T o ey
— cye Torde, + —=m c2g1(0, —c,)de, = ce de,.  (4.164)
VT Jo VT 0 VT Jo

O fato de considerar u,, = 0 torna possivel resolver analiticamente as integrais da esquerda das

Eqgs. (4.163) e (4.164) encontrando-se

LnovTy e = e

§n0T o \;lT_Wlm o z91(0, —c;)de, = % ; Cy€ (co u)2dcx (4.165)
(&

VTneTy | ne > Moo [ 5 (o w2

Tty enlmede = e [ Gt e, (4.166)

Escrevendo as integrais acima em termos da mesma quadratura para o intervalo [0, co) utilizada

no método ADO e usando o vetor G, dado pela Eq. (4.58), encontra-se

T

1 /T Noo 1 Moo al (e —
VT " 2| | GG =R e @ (4.167)

k=1 0 k=1
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T

VT Ty, n al 1 n
TT e | 606 =2 Zwk&ce e (4-168)
oo 0 k=1

A funcao G é conhecida nos pontos de quadratura &, pois foi determinada pelo método ADO,
e é dada pela Eq. (4.126)

2N -2
G(r, £&) = > A;®(vy, £&)e ™. (4.169)

j=1
Assim, aplicando 7 = 0 na Eq. (4.169) e substituindo a equacao resultante nas Eqs. (4.167) e
(4.168) encontra-se

1 [Ty, n il T . .

- o0 12 ) = = —(&k—u)

o\ T, Zwkfk Z A; (v, —&) = - k§—1 wire " (4.170)
e

Vi Ty | s ‘WZ we [ Moo o o ey

4 T Wi, E A; D (v, —&k) = o kE_l wije : (4.171)

As Egs. (4.170) e (4.171) podem ser escritas na forma do sistema nao linear para n../ng € T /Ty

Noo 1
oo To X (A+B) = 5 (4.172)
Noo T, NZS
—_— D 4.1
e D)= (4.173)
onde

A= Zwk£ke (6—u) (4.174)

k=1

T
2N—-2

=T 1/221%& Z Aj @ (vj, =), (4.175)

N
C=) wle & (4.176)
k=1
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T
2N—-2

N
1
D=n"">"w& Y A . (v, —&). (4.177)
k=1 j=1

Resolvendo analiticamente este sistema nao linear encontra-se as quantidades desejadas

Noo C-D

no  VA(AT B (4.178)
(§

T. m(A+B)?

Os resultados para os quocientes obtidos com as Eqgs. (4.178) e (4.179) sdo mais préximos
dos resultados encontrados por Ytrehus [Ytrehus, 1976] do que os resultados obtidos na solugao
do problema linearizado pelo método ADO. E importante salientar que Ytrehus [Ytrehus, 1976]
encontrou resultados para os quocientes n.,/ng € T, /Ty através de um tratamento numérico de
um sistema nao linear obtido a partir de um conjunto de equacoes de momento. Nas referidas
equacoes de momento a equacao de Boltzmann é satisfeita em um sentido médio. Estes resulta-
dos independem do modelo de colisao e, segundo o préprio Ytrehus [Ytrehus, 1976], apresentam
substancial concordancia com trabalhos experimentais. Com o procedimento apresentado aqui
foi possivel construir uma solucao analitica para determinar estes quocientes, o que acredita-se

ser uma das importantes contribuicoes deste trabalho.

4.6.2 Pobs-processamento para recalcular os perfis

Nesta se¢ao ¢é feito um novo pés-processamento (chamado de Caso 2) a fim de encontrar
uma expressao para a funcdo de distribuicao f na Eq. (4.1) e recalcular as quantidades de
interesse dadas pelas Eqgs. (4.5) a (4.8) sem escrever f em termos da perturbac¢do h. Como
as quantidades de interesse AN (1), AU(7) e AT(7) foram determinadas pelo método ADO,
as expressoes encontradas para estas quantidades serao aplicadas na distribuicao Maxwelliana
dada pela Eq. (4.2). Assim, na Eq. (4.1) a func@o ¢ sera conhecida e podera ser tratada como
um termo de fonte. Dessa forma é possivel determinar f e recalcular as quantidades de interesse
dadas pelas Eqs. (4.5) a (4.8) sem lineariza-las. Como desta vez nao ¢ feita nenhuma linearizacao
na equacao cinética, parte da solugao é numérica.

Assim, considerando que o problema é unidimensional e usando as adimensionalizagoes
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dadas pelas Eqs. (4.12) a (4.14), as Eqgs. (4.1) e (4.2) podem ser reescritas como

cng(ﬂ c)+ f(r,¢c) = ¢(,¢) (4.180)

. ]3/2 {_ [ce —u(AU(T) + 1)]* + 612/ + 2
2k T [AT(7) + 1] o AT(r) +1 (4 1871)

O(T,¢) = N [AN(7) + 1] [

onde AN(7), AU(1) e AT(7) sao as perturbagoes de densidade, velocidade e temperatura do

gas. As condigoes de contorno adimensionalizadas sdo dadas, a partir das Eqs. (4.3) e (4.4), por

3/2
foo(Cas ey, €2) = Noo {Qﬂ'kT } exp {—[(c; —u)* + ¢ + 2]} (4.182)
e, para c; > 0,
3/2 T
folca, ¢y, c2) = ng [27:2%] exp {—?OOO[(CJ; —uy)’ + ¢+ ci]} . (4.183)

Na Eq. (4.181) as perturbagoes de densidade, velocidade e temperatura foram determinadas
pelo método ADO e sao dadas pelas Eqgs. (4.131) a (4.133). Dessa forma a Eq. (4.180) pode

ser tratada como uma equacao diferencial ordinaria para a funcao f na qual ¢ é um termo de

fonte. Assim, fazendo Cp; = —Cp NNA Eq (4180) encontra-se para ¢, > 0o par de equacoes
[(T,Ce,Cy,C) + T,Cg,Cy,Cy (Zbi,Cx,C7Cz 4.184
or ’ v Cy 4 Cy Y

1 1
—f(1,—Ca, 0y, 02) = —— (T, —Ca, ¢y, ). (4.185)
Cy

T

0
gf(ﬂ —Cq, Cy, Cz) -

Multiplicando a Eq. (4.184) por ™/ e a Eq. (4.185) por e~/ encontra-se

T/Cx
T/Cx ¢
g [e/ f(r, cx,cy,cz)} = (T, €y €y, C2) (4.186)
e
9 —7/ca —e_T/%
g E f(T —Coyey,02)] = - O(T, —Cyy €y, Cs). (4.187)

Integrando a Eq. (4.186) de 0 até 7 e a Eq. (4.187) de 7 até infinito encontra-se para ¢, > 0

T

1
F(T,coreyrcs) = e folca,cyy ) + | —e T2 ¢, ¢y c.)d2 (4.188)
0 Cz
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Co

<1
f(r,—cp,cy,02) = / —em /e g5, —Cy, Oy, C2)d 2. (4.189)

Nota-se que quando ¢, se aproxima de zero os termos dentro das integrais das Eqgs. (4.188)
e (4.189) tornam-se ilimitados. Para contornar este problema, que implica em falta de con-

vergéncia nos resultados numéricos, faz-se uma integracao por partes obtendo-se

f(Ta Czx, Cy, CZ) = e_T/csz(Cza Cy, Cz) + ¢(Ta Cy Cy, Cz) - e_T/cqu(O) Cy, Cy, Cz)_

T 0
/ e_(T_Z)/CI—¢(Z,Cx,cy;cz)dz (4190)
0 0z

> 0
f(T, —Cq, Cy, Cz) = ¢(T, —Cyg, Cy, cz) + / e_(Z_T)/czaqs(Za —Cqy Cy, CZ)dZa (4191)

onde ¢(T, ¢z, ¢y, ¢;) é dada pela Eq. (4.181), fo(cs, ¢y, ¢;) é dada pela Eq. (4.183),

B B m 1"?( AN'(2) 3[AN(2) + 1]AT'(2)
g P2 Car Gy =) = o {%kTJ {[AT(Z) FAPR T 2[AT(2) + 12
2[c; — u(AU(2) + D]JuAU'(z)[AN(z) + 1] N
[AT(z) + 12
{[cz —u(AU(2) + 1)]* + ¢ + AT (2)[AN(2) 4 1] }x
[AT(z) + 1)7/2
{ [ce —u(AU(2) + 1)]* + cz + 2
exp s —

) m 1%  AN'(z) 3[AN(2) + 1JAT'(2)
@QS(Z, —Cqy Cy, C2) = Mo {ZW/{TOJ {[AT(Z) + 132 - 2[AT(2) + 1]5/2 -
2[c; + u(AU(2) + D]uAU'(2)[AN(z) + 1] N

[AT(2) + 152
{fea + u(AUG) + D + ¢ + AT (2)[AN(2) + 1] }X

[AT(z) +1]7/2

[ca + u(AU() + D + ¢, + ¢
P {_ AT(z) + 1

} . (4.193)

Como as integrais das Egs. (4.190) e (4.191) néo podem ser resolvidas analiticamente,

reescreve-se estas equagoes usando quadraturas numéricas para os intervalos [0, 7] e [T, 00), isto
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é,
f<T7 Cy, Cy7 Cz) = eiT/szO(C:L"u Cy7 CZ) + ¢(Tu Cy, Cy7 CZ) - eiT/ngb(O? Cy, Cy7 Cz)

= 9
— Zvje’(T’zf)/Cz—gb(z, Ca cy,cz)] (4.194)
= 0z

0
f(7-7 —Cq, Cyv Cz) = gb(T —Cxs Cyﬂ CZ + Z U} € (y]_T)/CL 6 ( —Cas Cy’ CZ):| ’ (4195>
z

=y,
j=1 Yi

onde z; e v; sdo M pontos e pesos de uma quadratura para o intervalo [0,7] e y; e w; sdo M
pontos e pesos de uma quadratura para o intervalo [7,00). As quantidades de interesse a serem

determinadas sdao dadas a partir das Eqs. (4.5) a (4.8) que adimensionalizadas sdo reescritas

n(r) = FkT] / / / f(7,¢)desdeyde, (4.196)

o (7) = % {%%r / Z / Z / Z e f(7, €)desdeydes, (4.197)

T(r) = 3]{?( [%T } / / / o — Ua(7))? + & + ] f(7,¢)de,deyde,  (4.198)

CcOo1mo

q.(7) = {%T } / / / v — U (7))? + & 4 Z)[ca — (7)) f (7, €)depdeydes, (4.199)

Uiy (7) = [m) (2kTs0) ] *un (7). (4.200)

Novamente usa-se algumas condig¢oes de normalizacao para a funcao f. Assim, integra-

se a Eq. (4.180) para todo ¢, ¢, e ¢, obtendo-se

d o [e.9] oo
— / / / ¢ f(1,¢)de,de,de, = 0. (4.201)
T JoooJ—00J—c0

A seguir multiplica-se a Eq. (4.180) por (¢, — (7)) e integra-se a equagao resultante para todo

Cz, Cy € ¢, encontrando-se

/ / / e — (7)) f (1, €)de,de,de. = 0. (4.202)
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Agora multiplica-se a Eq. (4.180) por [(c; — (7))* + ¢ + ¢2] e integra-se a equagao resultante

para todo ¢, ¢, e c; obtendo-se

/ / / — (7)) + ¢ + ] f (7, €)dede,de. =0, (4.203)

o que implica que as expressoes

/Z /Z /Z o f (7, ¢)de,deyde,, (4.204)
/ / / » — Uy (7)) f(7, ¢)de,deyde, (4.205)

/ / / — 1,(7))% + cf/ + 2 f (7, ¢)de,de,de, (4.206)

independem de 7. Fazendo 7 — oo nas Eqs. (4.204) a (4.206) e usando a Eq. (4.182) encontra-se

00 () () 3/2
m
/Oo /Oo /Oo e f(1,¢)de,deyde, = neg {E} u, (4.207)
m 132 1
— 2 f—
/ / / (1,c)de,de,de, = ne [QkTOJ {u + 2} (4.208)

0o poo oo ) m 3/2 ; 5
/OO /OO /Oo cx¢” f(7, c)de,deyde, = nog {m} {u + §u] . (4.209)

Como deseja-se determinar as perturbagoes de densidade, velocidade, temperatura e

que

também o fluxo de calor, usando as Egs. (4.196) a (4.199) e as condigbes de normalizagao dadas

pelas Eqgs. (4.207) a (4.209) encontra-se a perturbagao nao linear de densidade

AJV(T)Z ! {%T} /// F(T, Car eyy €2) + F(T, —Co, €y, €2)|depdeyde, — 1, (4.210)

a perturbacao nao linear de velocidade

AU(F) = ——— — 1, (4.211)
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a perturbacao nao linear de temperatura

. 2 1 2 2kT., 1%
AT(7) = 1+ 2z — n m_ { k oo}
2 AN( )+ 1 BkToonoo[AN(T) +1] L ™
/ / / f(7,¢a,¢y,¢.) + f(T,—Cy, ¢y, ¢;)|dede,de,  (4.212)
e 0 fluxo nao linear de calor
~ 3 2u +u ud 3u .~
Qu(7) =’ +u— —= i — —AT(7). (4.213)

AN(t)+1 [AN(r)+1]*> 2
Substituindo as Eqgs. (4.194) e (4.195) na Eq. (4.210) encontra-se para a perturbagao nao linear
de densidade

~ T u
AN(T)=-1+ *1/2\/ T, :0 Zw e /Eke Ty (G m)?

k=1

+ 7 1/2Zwk T,&k) + @(1, &) —e T/Ekq)(o 39

_W—l/QZwkZU o (T x;)/fkaa d(z, fk)]
k=1

. Z=Tj
j=1 J

M M
0
112 Z W, Z wje_(yj—‘r)/fka_®<z7 —fk)] , (4.214)
z
k= j=

2=y

onde

AN(r) +1 l€x — w(AU(7) + 1)]2
(8 = At 1 1]1/2€Xp{_ 2 NIEES } (4.215)
_ AN(r)+1 €k + u(AU(7) + 1)]2
(7, —&) = AT(r) £ 1WZeXp {_ k AT 1 } ’ (4.216)
_ AN(0)+1 € — w(AU(0) + 1))2
(0,60 = [AT(0) + 127 {_ AT(0) + 1 } ’ (4.217)

9 g)] = {ANE)  dAN() + AT ()
0z M, T VAT (x)) + 112 O[AT(x;) + 132
218, — u(AU (z;) + D)JuAU' (z;)[AN () + 1]
[AT(z;) + 132
L & — u(AU(;) + DJ? + AT(x;) + 1JAT (2;)[AN(z) + 1] }
[AT(z;) + 152

X exp { — L& _A“;(Axg)(f_j)ﬁ D] } (4.218)

_I_
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Qq)(z ¢ )] _ { AN'(y;)  3[AN(y;) +1JAT'(y;)
0z “Mlmy, VAT (y;) + 1]72 2[AT (y;) + 1372
 2[& + u(AU(y;) + 1)]ulU’(y;) [AN (y;) + 1]
[AT (y;) +1]3/2
. {[x +u(AU(y;) + DI* + AT (y;) + LFAT (y;)[AN(y;) + 1] }
[AT (y;) + 1]/

— [ + u(AU(y) + DI?
X exp { AT(y) + 1 } , (4.219)

&k e wy, sao pontos e pesos da quadratura para o intervalo [0, 00). Substituindo as Eqs. (4.194)
e (4.195) na Eq. (4.212) encontra-se para a perturbagao nao linear de temperatura

u2

1
U2+§—A7+E(T)

1, (4.220)
AN(T)+1

onde

M
=(r) = 12, | Lo Mo = T (Emu)?
E(r)=m= T—H—Zwke e To +

k=1

’l/zzwk (7, &) + D7, —&) — e 7/ D(0, &) -

0 ~
7_(71/2 Z wy Z Uje*(fij)/fk_q)(zj fk)} +
k=1

fl/zzwkzw sl 93 G _gk)} (4.221)

z2=y;

com

B(1,&,) = [AN(7) + 1][AT(r) + 1] 2exp {_ (€ —Z(TA(TU)(:L);L 1) } , (4.222)

(4.223)

6(7', _gk) _ [AN(T) + 1][AT(7’) + 1]1/2€Xp {_ [gk + U(AU(T) + 1)]2 } |

AT(1)+1

B(0,,) = [AN(0) + 1][AT(0) + 1]"/2exp {_ (€ _Z<TA(([)J)(?F)1+ 1)]2} | (4.224)
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5066 = {AV@ar) 1 - 2T ey
| 206 — u(AU(w;) + D]uAU" () [AN(z;) + 1]
[AT(z;) + 1]/
{8~ uAUGe) + D + 20T () + DIAT ()N ) + 1]y
[AT(z;) + 17
X exp { s} _Au;é[]])(i])l—i_ 1)] } (4.225)
%i(z, —fk)]z_yj = {AN’(yj)[AT(yj) 12— B[AQJ[\L(Z%J'()Q; ﬂﬁlﬁg%)

206+ u(AU(y;) + D]uAU(y;)[AN(y;) + 1]
[AT (y;) + 1]1/2
N {[& + u(AU (y;) + D]* + 2(AT (y;) + 1) }AT (y;) [AN (y;) + 1] }
[AT (y;) + 1]3/2
—[& + u(AU(y;) + DJ?
<o S

} . (4.226)

Nas Eqs. (4.214) e (4.221) usa-se para os quocientes ny/ng € T /Ty os resultados encontrados
nas Eqs. (4.178) e (4.179). Poderiam ser usados os quocientes obtidos pelo método ADO na
solugao do problema linearizado. Neste sentido o pds-processamento “Caso 2”7 pode ser inde-
pendente do “Caso 17. A perturbacdo nao linear de velocidade AU (1) é dada pela Eq. (4.211)
e o fluxo nao linear de calor @m(T) é dado pela Eq. (4.213) e podem ser calculados a partir das
perturbagoes nao lineares de densidade e temperatura A]\Af(T) e Af(T) dadas pelas Eqs. (4.214)
e (4.220).

4.7 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos

Para iniciar a implementacao computacional da solucao ADO o primeiro passo é definir
o esquema de quadratura a ser utilizado na versao linearizada do problema. Dessa forma
utiliza-se novamente a quadratura de Gauss-Legendre com os mapeamentos mencionados nos
capitulos anteriores. Apds ter os N pontos & e pesos wy definidos, a solucao é rapida e facil de

implementar. As etapas desta implementacao sao as seguintes:

e resolver o problema de autovalor dado pela Eq. (4.114) para obter as constantes de sepa~

ragao v; e as solucoes elementares ®4 (v;);

e resolver o sistema linear dado pela Eq. (4.129) para obter os coeficientes A; e as quanti-

dades ANy e ATy,
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e calcular as perturbacoes de densidade, velocidade, temperatura e o fluxo de calor dados

pelas Eqgs. (4.131) a (4.133) e (4.135);

e calcular os quocientes n.,/ng e T /Ty no pés-processamento “Caso 1”7 dados pelas Eqs.

(4.178) e (4.179).

Para calcular as perturbacoes de densidade, velocidade, temperatura e o fluxo de calor
A « » 2 s . .
no poés-processamento “Caso 2”7 é necessario definir os novos esquemas de quadratura para os

intervalos [1,00) e [0, 7], para um 7 fixo. Assim, utiliza-se a transformagao nao linear
u(€) =e & (4.227)

para mapear o intervalo |7, 00) no intervalo [0, 1], onde usa-se a quadratura de Gauss-Legendre
com a mudanca de varidveis dada pela Eq. (2.144). Continuando, utiliza-se novamente a

quadratura de Gauss-Legendre agora com a transformagao linear

u(€) = % 1 (4.228)

para mapear o intervalo [0, 7] no intervalo [—1,1]. Nas Eqs. (4.227) e (4.228) 7 é a varidvel
espacial adimensionalizada.

Definidos os pontos z;, y; e os pesos v;, w; dos novos esquemas de quadratura, a etapa
seguinte é calcular, pelo método ADO, as perturbacoes de densidade, velocidade e temperatura,
e também suas derivadas, em cada um dos pontos z; e y;. Dessa forma, para cada valor de 7
que se deseja aplicar nas quantidades de interesse do pds-processamento “Caso 2”7, é necessario
calcular a solucao ADO em 2M pontos dos novos esquemas de quadratura, sendo M pontos para
o intervalo [1,00) e M pontos para [0, 7]. Feito isso o passo seguinte é calcular as quantidades
de interesse dadas pelas Eqs. (4.211), (4.213), (4.214) e (4.220).

Os resultados numéricos mostrados aqui foram obtidos em FORTRAN usando N = 80
pontos de quadratura no método ADO (e também no pés-processamento “Caso 17) e M =
200 no pds-processamento “Caso 2”. Todos os digitos mostrados aqui sao preservados (com a
tolerancia de mais ou menos 1 no ultimo digito) variando-se N até 200 e M até 400. Os tempos
computacionais para resolver o problema linearizado, fazer os pds-processamentos e obter os
resultados das quantidades de interesse (para um tnico valor de u) usando diferentes quantidades
de pontos de quadratura sao mostrados na Tabela 4.1. Esta tabela também mostra a quantidade
de digitos significativos encontrada nos resultados. Foi usado um PC com processador Pentium

IV de 2.66 GHz, memoria RAM de 1.5 Gbytes e nao se fez nenhuma otimizacao no programa.



145

Tabela 4.1 — Tempo Computacional

N M  Tempo de Execugdo Digitos (ADO)  Digitos (PP)

40 50 1 segundo 51 4t
60 100 6 segundos 6f 4t
80 200 25 segundos 7 5
100 300 1.5 minutos 7 ou mais 5 ou mais

tQuantidade aproximada

Para ter confiabilidade no programa elaborado e comparar resultados numéricos, ini-
cialmente foram determinados os quocientes n.,/ng ¢ Two /Ty apresentados nas Tabelas 4.2 e 4.3.
Nas colunas “Linear” estao os resultados para o problema linearizado obtidos com o método
ADO e nas colunas “PP” estao os resultados do pds-processamento “Caso 1”. De fato, os resul-
tados previamente conhecidos na Ref. [Siewert e Thomas, 1982], onde foi usado o método das
solugoes elementares, foram encontrados (com concordancia em todos os digitos listados naquela
referéncia) na formulagao apresentada neste capitulo. Analisando as Tabelas 4.2 e 4.3 observa-se
que para u < 0.3 (para n../ng) ou u < 0.4 (para Ty /Tp) hd pelo menos um digito significa-
tivo de concordancia entre os resultados do problema linearizado e os do pds-processamento
“Caso 17. Isso mostra que a linearizagao proposta para o problema ¢ adequada apenas quando
u é pequeno, ou seja, quando a velocidade de escoamento do gds é baixa. Para altas veloci-
dades de escoamento, ou seja, quando a evaporacao é realmente forte, os efeitos nao lineares
tornam-se significativos e a abordagem linear deixa de ser apropriada. Além disso, observa-se
maior diferenca quando se compara os resultados do modelo linear com os do pds-processamento
“Caso 1”7 para o quociente n.,/ng do que para Ty, /T, conforme é mostrado nas Figuras 4.3
e 4.4. Continuando, em geral encontram-se dois digitos significativos de concordancia entre os
resultados do pés-processamento “Caso 17 e os encontrados por Ytrehus [Ytrehus, 1976], o que
mostra que o “PP” desenvolvido foi eficiente para consideragao dos efeitos de nao linearidade,
pois, segundo o préprio Ytrehus, os resultados da Ref. [Ytrehus, 1976] apresentam substancial
concordancia com trabalhos experimentais.

Para as perturbacoes de densidade, velocidade, temperatura e para o fluxo de calor nao
ha resultados na literatura e por isso nao foi possivel checar os resultados encontrados. Assim,
as Tabelas 4.4 a 4.12 mostram os resultados encontrados com o método ADO e com o pds-
processamento “Caso 2”. Analisando estas tabelas observa-se que até u = 0.4 os resultados de
todas as quantidades de interesse apresentam, em geral, concordancia de um digito significativo

entre os resultados do método ADO e os do pds-processamento. Isso confirma que a abordagem
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linear é eficiente para fenomenos de evaporagao com baixas velocidades de escoamento, ou seja,
para evaporacoes fracas. A medida que u aumenta, ou seja para u > 0.5, essa concordancia
de um digito deixa de ocorrer principalmente para as perturbacoes de velocidade, temperatura
e para o fluxo de calor, o que mostra que os efeitos nao lineares passam a ser significativos.
Isto pode ser observado nas Figuras 4.5 a 4.8, onde foi utilizado u = 0.8, e pode-se notar pelo
afastamento entre os graficos do caso “Linear” e do “PP” que existe diferenca entre as aborda-
gens principalmente préximo a fase condensada. Para u = 0.9 os resultados das quantidades de
interesse ja nao apresentam nenhum digito significativo de concordancia entre o caso linearizado
e o “PP”. Isso mostra que proximo ao valor critico de u = \/5j6, para o qual o problema possui
solucao, os efeitos nao lineares sao muito significativos em todas as quantidades de interesse e
a abordagem linear nao é adequada.

Concluindo, a linearizacao feita neste problema é adequada apenas para baixas veloci-
dades de escoamento, ou seja, quando a evaporacao é fraca. Ainda, ela é mais eficiente para
avaliar a perturbacao de densidade do que as demais quantidades de interesse.

No préximo capitulo é construida uma solugao unificada para o problema linearizado

de evaporagao forte com os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS.

Tabela 4.2 — Evaporacao Forte: n.,/ng com u, = 0.0

u Linear PP (Caso 1)  [Ytrehus, 1976]
0.0  1.000000 1.000000 1.000

0.1 8.614158(-1) 8.489481(-1)  8.494(-1)
0.2 T7.651737(-1) 7.276018(-1) 7.283(-1)
0.3 6.949421(-1) 6.293869(-1) 6.303(-1)
0.4 6.417889(-1) 5.492782(-1) 5.501(-1)
0.5 6.004481(-1) 4.834686(-1) 4.841(-1)
0.6 5.676282(-1) 4.290680(-1)  4.292(-1)
0.7  5.411764(-1) 3.838703(-1)  3.834(-1)
0.8 5.196389(-1) 3.461836(-1) 3.447(-1)
0.9 5.020202(-1) 3.147130(-1)  3.120(-1)
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u Linear P (Caso 1)  [Ytrehus, 1976]

0.0 1.000000 1.000000 1.000

0.1  9.552223(-1) 9.567538(-1)  9.567(-1)

0.2 9.101039(-1)  9.158655(-1)  9.152(-1)

0.3  8.647773(-1) 8.769138(-1)  8.756(-1)

0.4 8.195562(—1) 8.396598(-1)  8.378(-1)

0.5 7.747813(-1) 8.039152(-1)  8.016(-1)

0.6 7.307567(-1) 7.695019(-1) 7.671(-1)

0.7  6.877220(-1)  7.362450(-1)  7.342(-1)

0.8 6.458357(-1) 7.039749(-1)  7.028(-1)

0.9 6.051521(-1) 6.725247(-1)  6.729(-1)

Tabela 4.4 — Evaporacao Forte com v = 0.1 e u,, = 0.0

T AN(7) AN(7) AU(7) AU(7) AT(7) AT(7) Qu(7) Qu(7)
0.0 4.294820(-2) 4.3376(-2) —4.204820(-2) -4.1572(-2) 4.297315(-3) 4.3483(-3)  3.650223(-3)  3.5067(-3)
0.1 3.025413(-2) 3.0330(-2) -3.025413(-2) -2.9437(-2) 4.116695(-3) 4.0573(-3) 2.407909(-3)  2.3360(-3)
0.2 2.424368(-2) 2.4239(-2) -2.424368(-2) -2.3665(-2) 3.741951(-3) 3.6487(-3) 1.863075(-3)  1.8198(-3)
0.3 2.013347(-2)  2.0099(— 2) —2.013347(-2)  -1.9703(-2) 3.393686(-3) 3.2848(-3) 1.504294(-3) 1.4779(-3)
0.4 1.706040(-2) 1.7015(-2) —1.706040(-2) —1.6730(—2) 3.082239(-3) 2.9665(-3) 1.243705(-3)  1.2283(-3)
0.5 1.465332(-2) 1.4606(— ) ~1.465332(—2) —1.4396(-2) 2.805377(-3) 2.6877(-3) 1.044525(-3) 1.0366(-3)
0.6 1.271159(-2) 1.2666(-2) —1.271159(-2) -1.2508(-2) 2.559033(-3) 2.4423(-3) 8.873045(-4) 8.8462(-4)
0.7  1.111266(-2) 1.1071(-2) -1.111266(-2) -1.0950(-2)  2.339229(-3) 2.2254(-3) 7.603824(-4) 7.6134(-4)
0.8 9.775638(-3)  9.7390(-3) -9.775638(-3) -9.6451(-3)  2.142472(-3) 2.0326(-3) 6.561930(-4)  6.5971(-4)
0.9 8.644130(-3) 8.6120(— ) -8.644130(-3)  —8.5385(-3)  1.965779(-3) 1.8605(-3)  5.695460(-4)  5.7484(-4)
1.0 7.677260(-3) 7.6495(-3) —T.677260(-3) —7.5915(-3) 1.806626(-3) 1.7063(-3)  4.967320(-4)  5.0325(-4)
2.0 2.731567(-3)  2.7278(— 3) —2.731567(—3)  —2.7204(-3)  8.308094(—4) 7.7658(—4) 1.485352(—4)  1.5556(-4)
5.0 2.448325(—4) 2.4571(-4) —2.448325(—4) -2.4565(—4) 1.177530(-4) 1.1033(—4)  6.820289(-6)  8.0154(6)
7.0 6.256705(-5) 6.2825(-5) —6.256705(-5) —6.2821(-5) 3.731966(-5) 3.5182(-5) 6.587556(~7)  1.0047(-6)
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Tabela 4.5 — Evaporacao Forte com v = 0.2 e u,, = 0.0

T AN(7) AN(7) AU(T) AU(7) AT(7) AT(7) Qz(7) Q(7)

0.0 1.002768(-1) 1.0250(-1) —1.002768(-1) —9.2971(-2) 1.168744(-2) 1.1565(-2) 1.654913(-2) 1.5193(-2)
0.1 7.329741(-2) 7.3744(-2) -7.329741(-2) -6.8679(-2) 1.071386(-2) 1.0281(-2) 1.144532(-2) 1.0689(-2)
0.2  5.994683(-2) 5.9938(-2) -5.994683(-2) -5.6548(-2) 9.622358(-3) 9.1052(-3)  9.102660(-3)  8.6037(-3)
0.3  5.059088(-2) 5.0396(-2) -5.059088(-2) -4.7978(-2) 8.668595(-3) 8.1165(-3) 7.517598(-3)  7.1792(-3)
0.4  4.345986(-2)  4.3190(— 2) ~4.345986(— 2) ~4.1402(~ 2) 7.838417(-3)  7.2755(-3)  6.340447(-3)  6.1115(-3)
0.5 3.778248(-2) 3.7490(-2) —3.778248(-2) -3.6136(-2) 7.111734(-3) 6.5518(-3) 5.422976(-3)  5.2720(-3)
0.6 3.313661(—2)  3.2848(— ) ~3.313661(— ) ~3.1803(— ) 6.471585(-3)  5.9231(-3) 4.685846(-3) 4.5918(-3)
0.7 2.926131(-2) 2.8989(-2) -2.926131(-2) -2.8172(-2) 5.904387(-3) 5.3727(-3)  4.080946(-3)  4.0289(-3)
0.8 2.598236(-2) 2.5732(-2) -2.598236(-2) -2.5086(-2) 5.399269(-3) 4.8876(-3) 3.576692(-3)  3.5560(-3)
0.9 2.317705(-2) 2.2951(-2) -2.317705(-2) -2.2436(-2) 4.947447(-3) 4.4578(-3) 3.151177(-3)  3.1539(-3)
1.0  2.075545(-2)  2.0553(— ) —2.075545(-2)  -2.0139(-2)  4.541737(-3) 4.0750(-3)  2.788569(-3)  2.8086(-3)
2.0 7.888161(-3) 7.8398(-3) —7.888161(-3) -7.7788(-3) 2.074144(-3) 1.8146(-3) 9.553889(—4) 1.0118(-3)
5.0 8.047394(-4)  8.0719(— 4) ~8.047394(—4)  —8.0654(-4)  2.898265(—4) 2.5149(-4)  7.399992(-5)  8.5866(-5)
7.0 2.198659(—4) 2.2080(—4) —2.198659(—4) —2.2075(—4) 9.086833(-5)  7.9434(-5) 1.671269(-5)  2.0321(-5)

Tabela 4.6 — Evaporacao Forte com u = 0.3 e u,, = 0.0

T AN(7) AN(r) AU(7) AU(7) AT(7) AT(7) Qa(7) Q(7)

0.0 1.736772(-1) 1.8026(~1) —1.736772(-1) —1.5272(-1) 2.588067(-2) 2.3901(-2) 4.045688(-2)  3.5692(-2)
0.1  1.320405(-1)  1.3358(-1) —1.320405(-1) —1.1784(-1) 2.291713(-2) 2.0881(-2)  2.929945(-2)  2.6331(-2)
0.2 1.104216(-1) 1.1051(-1) -1.104216(-1) -9.9513(-2)  2.042533(-2) 1.8486(-2)  2.393509(-2)  2.1802(-2)
0.3  9.485141(-2) 9.4288(-2) -9.485141(-2) -8.6164(-2) 1.834038(-2) 1.6500(-2)  2.020224(-2)  1.8624(-2)
0.4 8272371(-2) 8.1860(-2) -8.272371(-2) —7.5666(— ) 1.655935(-2)  1.4814(-2) 1.736540(-2) 1.6188(-2)
0.5 7.288809(-2) 7.1901(-2) -7.288809(-2) —6.7078(-2) 1.501575(-2) 1.3361(-2) 1.510933(-2) 1.4232(-2)
0.6 6.470701(-2) 6.3692(-2) —6.470701(-2) —5.9878(— 2) 1.366370(-2)  1.2096(-2)  1.326343(-2)  1.2617(-2)
0.7 5.778156(—2) 5.6791(-2) —5.778156(-2) -5.3739(-2) 1.246975(-2) 1.0986(-2) 1.172307(-2) 1.1256(-2)
0.8 5.184221(-2) 5.0904(-2) —5.184221(-2) —4.8438(-2) 1.140854(-2)  1.0005(-2)  1.041881(-2)  1.0092(-2)
0.9 4.669686(-2) 4.5824(-2) -4.669686(-2) -4.3817(-2) 1.046028(-2) 9.1338(-3) 9.301932(-3)  9.0867(-3)
1.0 4.220314(-2) 4.1402(-2) -4.220314(-2) -3.9756(-2) 9.609164(-3) 8.3562(-3) 8.336820(-3)  8.2093(-3)
2.0 1.724428(-2) 1.6981(-2) -1.724428(-2) -1.6698(-2) 4.420908(-3) 3.7328(-3) 3.183875(-3)  3.3371(-3)
5.0 2.007422(-3) 2.0038(-3) —2.007422(-3) —1.9998(-3) 6.233324(-4)  5.1460(—4) 3.217272(—4)  3.6849(-4)
7.0 5.819798(-4) 5.8239(-4) —-5.819798(—4) —5.8205(—4) 1.949385(-4) 1.6129(—4) 8.687158(-5)  1.0204(-4)
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Tabela 4.7 — Evaporacao Forte com v = 0.4 e u,, = 0.0

T AN(7) AN(7) AU(7) AU(7) AT(7) AT(7) Qa(7) Q(7)

0.0 2.646477(-1) 2.8035(-1) -2.646477(-1) —2.1896(-1) 5.192263(-2) 4.3089(-2)  7.470552(-2)  6.4801(-2)
0.1 2.098088(-1) 2.1424(-1) —2.098088(-1) -1.7644(-1) 4.539144(-2) 3.8151(-2) 5.668866(-2) 4.9677(-2)
0.2 1.798141(-1) 1.8054(-1) —1.798141(-1) -1.5293(-1) 4.052959(-2) 3.4313(-2) 4.760790(-2) 4.2083(-2)
0.3 1.575439(-1) 1.5645(-1) -1.575439(-1) -1.3528(-1) 3.653000(-2) 3.1063(-2) 4.109959(-2)  3.6648(-2)
0.4 1.397678(-1) 1.3773(-1) -1.397678(-1) —1.2105(-1) 3.312779(-2) 2.8245(-2) 3.603047(-2) 3.2413(-2)
0.5 1.250444(-1) 1.2253(-1) -1.250444(-1) -1.0915(-1) 3.017808(-2) 2.5769(-2)  3.191090(-2)  2.8964(-2)
0.6 1.125657(-1) 1.0985(-1) -1.125657(-1) —9.8981(~2) 2.758804(-2) 2.3575(-2) 2.847349(-2)  2.6074(-2)
0.7 1.018207(-1) 9.9069(-2) —1.018207(-1) -9.0139(-2) 2.529275(-2) 2.1617(-2)  2.555265(-2)  2.3605(-2)
0.8  9.245976(-2) 8.9765(-2) -9.245976(-2) -8.2371(-2)  2.324425(-2) 1.9861(-2)  2.303735(-2)  2.1465(-2)
0.9 8.423068(-2) 8.1650(-2) -8.423068(-2) -7.5487(-2) 2.140569(-2) 1.8281(-2) 2.084885(-2)  1.9590(-2)
1.0 7.694444(-2) 7.4510(-2) -7.694444(-2) —6.9343(-2) 1.974791(-2) 1.6852(-2)  1.892902(-2)  1.7933(-2)
2.0 3.425086(-2) 3.3239(-2) —3.425086(-2) -3.2169(-2) 9.422742(-3) 7.9549(-3) 8.046698(-3) 8.1612(-3)
5.0 4.665052(—3) 4.6140(-3) —4.665052(-3) —4.5928(-3) 1.419800(-3) 1.1805(-3) 1.014140(-3) 1.1301(-3)
7.0 1.447617(-3) 1.4387(-3) —1.447617(-3) -1.4366(-3) 4.553391(—4) 3.7852(-4)  3.058434(-4)  3.4768(—4)

Tabela 4.8 — Evaporacao Forte com u = 0.5 e u,, = 0.0

T AN(7) AN(r) AU(7) AU(7) AT(7) AT(7) Qa(7) Q(7)

0.0 3.741703(-1) 4.0789(-1) -3.741703(-1) —2.8971(-1) 9.638849(-2) 7.0138(-2) 1.147937(-1)  1.0274(-1)
0.1 3.100465(-1) 3.2162(-1) —3.100465(-1) -2.4335(-1) 8.485787(-2) 6.4183(-2) 9.137984(-2) 8.0942(-2)
0.2 2.729709(-1) 2.7631(-1) -2.729709(-1) -2.1649(-1) 7.662609(-2) 5.9278(-2)  7.901590(-2)  6.9645(-2)
0.3 2.445058(-1) 2.4339(-1) -2.445058(-1) -1.9575(-1) 6.983303(-2) 5.4918(-2) 6.987814(-2) 6.1475(-2)
0.4  2.211547(-1)  2.1747(-1) -2.211547(-1) -1.7862(-1) 6.400618(-2)  5.0983(-2)  6.257274(-2)  5.5065(-2)
0.5 2.013471(-1) 1.9618(-1) —2.013471(-1) —1.6400(~1) 5.890409(-2) 4.7403(-2) 5.649550(—2)  4.9812(-2)
0.6 1.841957(-1) 1.7820(~1) —1.841957(-1) —1.5125(~1) 5.437739(2) 4.4133(-2) 5.131485(-2) 4.5386(-2)
0.7  1.691339(-1) 1.6275(-1) -1.691339(-1) —1.3997(~1) 5.032373(-2) 4.1135(-2) 4.682416(-2) 4.1582(-2)
0.8 1.557702(-1) 1.4926(-1) —1.557702(-1) —1.2988(-1) 4.666833(-2) 3.8379(-2)  4.288387(-2) 3.8264(-2)
0.9 1.438195(-1) 1.3737(-1) -1.438195(-1) -1.2078(-1) 4.335408(-2) 3.5840(-2) 3.939419(-2)  3.5336(-2)
1.0 1.330654(-1) 1.2680(-1) —1.330654(-1) —1.1253(-1) 4.033591(-2) 3.3496(-2) 3.628077(-2)  3.2727(-2)
2.0 6.578473(-2) 6.2540(-2) —6.578473(-2) —5.8859(-2) 2.069820(-2) 1.7630(-2) 1.736871(-2) 1.6639(-2)
5.0 1.100036(—2) 1.0735(-2) —1.100036(-2) —1.0621(-2) 3.623618(-3) 3.1545(-3) 2.782468(-3) 2.9588(-3)
7.0 3.748917(-3) 3.6916(-3) —3.748917(-3) -3.6780(-3) 1.247778(-3) 1.0935(-3)  9.386250(-4)  1.0205(-3)
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Tabela 4.9 — Evaporacao Forte com u = 0.6 e u,, = 0.0

T AN(7) AN(7) AU(7) AU(7) AT(7) AT(7) Qa(7) Q(7)

0.0 5.023561(-1) 5.7071(-1) -5.023561(-1) —-3.6334(-1) 1.673916(-1) 1.0553(-1) 1.507611(-1) 1.5153(-1)
0.1 4.358283(-1) 4.6429(-1) —4.358283(-1) -3.1707(-1) 1.505246(-1) 1.0079(-1) 1.260248(-1) 1.2124(-1)
0.2 3.950578(-1) 4.0685(-1) -3.950578(-1) -2.8919(-1) 1.384898(-1) 9.6080(-2) 1.123938(-1) 1.0510(-1)
0.3 3.626019(-1) 3.6457(-1) -3.626019(-1) —2.6717(-1) 1.283927(-1) 9.1481(-2) 1.020077(-1)  9.3388(-2)
0.4 3.351646(-1) 3.3093(-1) -3.351646(-1) —2.4864(~1) 1.195785(-1) 8.7048(-2) 9.347811(-2)  8.4200(-2)
0.5 3.112651(-1) 3.0302(-1) -3.112651(-1) —2.3255(~1) 1.117259(-1) 8.2800(-2) 8.620574(-2)  7.6695(~2)
0.6 2.900651(-1) 2.7924(-1) -2.900651(-1) —2.1829(-1) 1.046408(-1) 7.8747(-2) 7.986230(-2)  7.0394(-2)
0.7 2.710270(-1) 2.5860(-1) -2.710270(-1) -2.0546(-1) 9.819218(-2)  7.4887(-2)  7.424328(-2)  6.5000(-2)
0.8  2.537779(-1)  2.4041(-1) -2.537779(-1) -1.9382(-1)  9.228491(-2) 7.1218(-2)  6.921032(-2)  6.0310(-2)
0.9 2.380438(-1) 2.2422(-1) -2.380438(-1) -1.8315(-1) 8.684675(-2) 6.7733(-2) 6.466424(-2) 5.6181(-2)
1.0 2.236157(-1) 2.0967(-1) —2.236157(-1) —1.7333(-1) 8.182070(-2) 6.4424(-2) 6.053083(-2) 5.2508(-2)
2.0 1.258370(-1) 1.1661(-1) —1.258370(~1) —1.0443(-1) 4.689380(-2) 3.9339(-2) 3.329780(-2) 2.9612(-2)
5.0 2.781334(-2) 2.6666(-2) —2.781334(-2) -2.5973(-2) 1.055221(-2) 9.5493(-3) 7.191017(-3) 7.1353(-3)
7.0 1.092196(-2) 1.0637(-2) —1.092196(-2) -1.0525(-2) 4.151793(-3) 3.8355(-3) 2.816567(-3) 2.8870(-3)

Tabela 4.10 — Evaporacao Forte com v = 0.7 e u,, = 0.0

T AN(7) AN(r) AU(7) AU(7) AT(7) AT(7) Qa(7) Q(7)

0.0 6.480378(-1) 7.8239(-1) —6.480378(-1) -4.3895(-1) 2.743201(-1) 1.5008(-1) 1.655903(-1) 2.1577(-1)
0.1 5.890796(-1) 6.5627(-1) -5.890796(-1) -3.9623(-1) 2.542379(-1)  1.5002(-1)  1.454059(-1) 1.7369(-1)
0.2 5.507261(-1) 5.8687(-1) -5.507261(-1) -3.6982(-1) 2.395896(-1) 1.4771(-1) 1.339392(-1) 1.5069(-1)
0.3  5.190047(-1) 5.3541(-1) -5.190047(-1) -3.4871(-1) 2.269865(-1) 1.4464(-1) 1.249674(-1) 1.3393(-1)
0.4  4.913093(-1) 4.9424(-1) -4.913093(-1) -3.3076(-1) 2.157186(-1) 1.4117(-1) 1.174119(-1)  1.2082(-1)
0.5  4.664791(-1)  4.5990(-1) —4.664791(-1) —3.1502(-1)  2.054496(-1) 1.3749(-1)  1.108133(-1) 1.1019(-1)
0.6 4.438615(-1) 4.3049(-1) —4.438615(-1) —3.0094(-1) 1.959814(-1) 1.3370(-1) 1.049226(-1) 1.0133(-1)
0.7  4.230402(-1) 4.0481(-1) —-4.230402(-1) —2.8816(~1) 1.871825(-1) 1.2987(-1) 9.958648(-2)  9.3829(-2)
0.8 4.037272(-1) 3.8205(-1) —4.037272(-1) -2.7644(-1) 1.789591(-1)  1.2604(-1) 9.470202(-2) 8.7372(-2)
0.9 3.857119(-1) 3.6165(-1) -3.857119(-1) -2.6559(-1) 1.712403(-1) 1.2225(-1) 9.019601(-2) 8.1749(-2)
1.0  3.688332(-1) 3.4318(-1) -3.688332(-1) —2.5550(-1) 1.639707(-1) 1.1851(-1) 8.601401(-2) 7.6802(-2)
2.0 2.429475(-1) 2.1968(-1) —2.429475(-1) -1.8011(-1) 1.088688(-1) 8.5770(-2) 5.575097(-2) 4.7151(-2)
5.0 7.822184(-2) 7.3251(-2) —7.822184(-2) —6.8252(-2) 3.525918(-2) 3.1536(-2) 1.773314(-2) 1.6260(-2)
7.0  3.803647(-2) 3.6472(-2) —3.803647(-2) -3.5188(-2) 1.714595(-2) 1.5997(-2) 8.622280(-3) 8.2593(-3)
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T AN(7) AN(7) AU(7) AU(7) AT(7) AT(7) Qa(7) Q(7)

0.0 8.082981(-1) 1.0707 ~8.082081(-1) —5.1708(-1) 4.271842(-1) 2.0667(-1) 1.340173(-1)  3.0255(-1)
0.1  7.694290(-1) 9.2585(-1) —7.694290(-1) —4.8075(-1) 4.100187(-1)  2.1568(-1)  1.235206(-1) 2.4411(-1)
0.2 7.425914(-1) 8.4595(-1) -7.425914(-1) -4.5827(-1) 3.970596(-1)  2.1889(-1)  1.176015(-1)  2.1147(-1)
0.3  7.195077(-1) 7.8694(-1) -7.195077(-1) -4.4038(-1) 3.855669(-1) 2.2007(-1) 1.129258(-1) 1.8751(-1)
0.4 6.986660(-1) 7.3991(-1) —6.986660(-1) —4.2526(~1) 3.750011(-1) 2.2003(-1) 1.089315(-1)  1.6875(-1)
0.5 6.794042(-1) 7.0086(-1) —6.794042(-1) —4.1206(~1) 3.651160(~1) 2.1918(-1) 1.053841(-1) 1.5356(-1)
0.6 6.613564(-1) 6.6752(-1) —6.613564(-1) —4.0030(~1) 3.557712(~1) 2.1776(-1) 1.021596(-1)  1.4097(-1)
0.7 6.442929(-1) 6.3849(-1) —6.442929(-1) -3.8968(-1)  3.468760(-1) 2.1592(-1) 9.918306(-2)  1.3038(-1)
0.8 6.280577(-1)  6.1281(-1) -6.280577(-1) -3.7996(-1)  3.383674(-1) 2.1376(-1)  9.640523(-2)  1.2137(-1)
0.9 6.125385(-1) 5.8981(-1) —6.125385(-1) —3.7099(-1) 3.301990(-1) 2.1137(-1) 9.379192(-2) 1.1361(-1)
1.0 5.976507(-1) 5.6900(-1) —5.976507(-1) —3.6265(—1) 3.223353(-1) 2.0880(-1) 9.131819(-2) 1.0689(-1)
2.0 4.735505(—1) 4.2743(-1) —4.735505(-1) —2.9944(-1) 2.560898(-1) 1.7976(-1) 7.153265(-2) 6.9747(-2)
5.0 2.470787(-1) 2.2560(-1) —2.470787(-1) —1.8407(-1) 1.338104(-1) 1.0690(-1) 3.709043(-2)  3.6322(-2)
7.0 1.619279(-1) 1.5133(-1) -1.619279(-1) -1.3144(-1) 8.768902(-2) 7.4447(-2) 2.431555(-2) 2.4666(-2)

Tabela 4.12 — Evaporacao Forte com uv = 0.9 e u,, = 0.0

T AN(7) AN(r) AU(7) AU(7) AT(7) AT(7) Qa(7) Q(7)

0.0 9.778867(-1) 1.5214 —9.778867(-1)  —6.0340(~1)  6.354345(-1) 2.8616(-1) 2.226139(-2)  4.2217(-1)
0.1 9.726300(-1) 1.3619 -9.726300(-1)  -5.7662(-1)  6.325047(-1)  3.0928(-1)  2.148563(-2)  3.4382(-1)
0.2 9.687854(-1) 1.2773 -9.687854(-1)  —5.6089(-1)  6.302020(-1)  3.2216(-1) 2.113416(-2) 2.9923(-1)
0.3 9.653484(-1)  1.2169 -9.653484(-1)  —5.4892(-1) 6.280924(-1) 3.3153(-1) 2.088877(-2)  2.6613(-1)
0.4 9.621393(-1) 1.1704 -9.621393(-1)  —5.3925(-1)  6.260946(~1) 3.3877(-1) 2.069768(-2)  2.3997(-1)
0.5 9.590810(-1) 1.1330 —9.590810(~1)  —5.3118(~1) 6.241725(-1) 3.4454(-1)  2.053990(-2)  2.1863(-1)
0.6 9.561316(-1) 1.1022 -9.561316(-1)  -5.2432(-1)  6.223065(-1)  3.4921(-1)  2.040460(-2)  2.0087(-1)
0.7  9.532656(-1) 1.0763 -9.532656(~1) —5.1839(-1)  6.204842(-1) 3.5302(-1)  2.028542(-2)  1.8587(-1)
0.8  9.504658(~1) 1.0543 -9.504658(—1)  -5.1322(-1)  6.186970(-1) 3.5617(-1) 2.017828(-2)  1.7308(-1)
0.9 9.477203(-1) 1.0352 -9.477203(-1)  -5.0866(~1) 6.169391(-1) 3.5876(-1)  2.008045(-2)  1.6208(-1)
1.0 9.450202(-1) 1.0186 -9.450202(-1)  —5.0461(-1)  6.152061(~1) 3.6090(-1)  1.998999(-2)  1.5255(-1)
2.0 9.195606(-1) 9.2264(-1) —9.195606(~1) —4.7988(-1) 5.987491(-1) 3.6854(-1) 1.929327(-2) 1.0224(-1)
5.0 8.504929(-1) 8.2247(-1) —8.504929(-1) —4.5129(-1) 5.538197(-1) 3.5340(-1) 1.778703(-2) 7.7541(-2)
7.0  8.079058(-1) 7.8020(-1) —8.079058(-1) —4.3826(-1) 5.260856(—1) 3.3923(-1)  1.689966(-2) 7.6502(-2)
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5 EVAPORACAO FORTE: SOLUCAO UNIFICADA

Neste capitulo a versao linearizada do problema de evaporacao forte, apresentada no
capitulo anterior, é abordada com os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS. O objetivo é cons-
truir uma solugao unificada para este problema usando o método ADO e os modelos cinéticos
mencionados. Dessa forma, além de se apresentar novos resultados, também é feita uma analise

comparativa entre os diferentes modelos.

5.1 Formulagao Matematica

Assim como no capitulo 2, inicia-se com a equagao nao linear de Boltzmann [Williams,

1971; Williams, 2001] em sua forma estacionédria dada por

A\ Vrf(r,v) = J(f/a f)a (51)

onde f é a funcao de distribuigdo de particulas (f’ e f estdo associadas, respectivamente, com
as distribuicoes antes e apds as colisoes), J é o operador de colisao [Williams, 2001], r = (z,y, 2)
é o vetor espacial e v = (v, v,,v,) é o vetor velocidade molecular.

Como neste problema o estado de equilibrio do gés é atingido longe da fase condensada
e é caracterizado por uma distribuicao Maxwelliana que contém um parametro u.,, assim como
no capitulo anterior segue-se Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1981] e propde-se para f a

expressao

f(r,v) = foo(W)[1 + h(r, V)], (5.2)

onde h é uma perturbacao na Maxwelliana absoluta [Ytrehus, 1976]

Fao(V) = nog | 2 " MV — U (5.3)
o = Neo Xp ————— 5. .
2k T P T

Aqui k é a constante de Boltzmann, m é a massa da particula de gas, n., Us € To S80
respectivamente a densidade, a velocidade e a temperatura do gas na regiao de equilibrio.
Seguindo Williams [Williams, 1971] novamente e fazendo a mudanca de varidveis V = v — u,

a Eq. (5.2) é reescrita como

f(r, V) = foo(V)[L+ h(r, V]], (5.4)
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onde

m 1% mV?
foo(V) = e [27rkT<XJ exp {_Qk:Too } . (5.5)

Substituindo a Eq. (5.4) na Eq. (5.1) e seguindo o procedimento mostrado nas Refs. [Williams,
1971] e [Barichello e Siewert, 2003|, assume-se a equagao linearizada unidimensional escrita na

forma

(u+cx)§h(7, C) +ch(r,C) = en3/? / / / e " F(C, C)h(r, C")dCLAC!dCL, (5.6)
T —0o0 J —00 J —00

onde

C = V[m/(2kT,)]/? (5.7)
é o vetor velocidade de particulas adimensionalizado C = (C,, C,, C}), com magnitude C, e

u = uy[m/(2kT,)]"? (5.8)

é a velocidade de equilibrio do gés adimensionalizada u = (u, 0,0). A varidvel espacial adimensio-
nalizada 7 = x /I é escrita em termos do livre caminho médio [, que até este ponto é considerado

arbitrario. Continuando, o parametro € é dado agora por

£ = olnem/?, (5.9)

onde gy ¢ o diametro de colisao das particulas de gas (na forma de esferas rigidas). Na Eq. (5.6)
F(C’, C) é o nicleo de espalhamento do modelo cinético a ser utilizado, o qual pode ser escrito de
maneira unificada para os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS mediante a escolha apropriada

dos parametros [ e w [Scherer, 2005; Garcia e Siewert, 2006]. Assim, na Eq. (5.6) tem-se
F(C',C)=1+2(C"-C)+(2/3) (C” —3/2) (C* - 3/2) + BM(C',C) + wN(C',C), (5.10)
onde

M(C',C) = (4/5)(C'- C) (C* —5/2) (C* —5/2) (5.11)

N(C',C)=2[(C"-C)*—(1/3)C™C"]. (5.12)

Continuando, conforme mostrado por Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 2003], de-

pendendo do modelo cinético o parametro € assumira diferentes valores quando definido em
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termos do livre caminho médio baseado na viscosidade (¢,) ou da condutividade térmica (e;).
Desta forma, assume-se novamente as derivagoes dadas nas Refs. [Siewert e Sharipov, 2002],
[Barichello e Siewert, 2003], [Scherer, 2005] e [Garcia e Siewert, 2006] e completa-se as defini¢oes
das Egs. (5.6), (5.10) a (5.12) da seguinte maneira:

¢ modelo BGK

f=w=0 e e=¢= (5.13)

e modelo S

B=1/3, w@w=0, &=3/2 e =1 (5.14)

e modelo Gross-Jackson (GJ)

B=5/9, w=1/3, &=9/4 e &,=3/2 (5.15)

e modelo MRS

B=1-(16/15)2"% @ =1-(8/5)2"% ¢ =(15/32)2"* ¢ ¢, = (5/16)2"% (5.16)

Entretanto, seguindo o que ja foi desenvolvido, para que o parametro u fique no termo
integral da Eq. (5.6) define-se o vetor adimensional ¢ = C+ u e reescreve-se as Egs. (5.6), (5.10)
a (5.12) como

Cxagh(T, c) +eh(r,c) = €7T_3/2/ / / e 1R (! ¢ u)h(r, c')dd,dc,dc,,  (5.17)
T —00 J —00 J —c0

onde

F(d,c:u)=1+2(c —u)-(c—u)+(2/3)(|c' —ul* - 3/2)(Jc — ul* - 3/2)
+8M(c';c:u)+wN(c,c:u), (5.18)

M(c,c:u) = (4/5)(c' —u)-(c — u)(|c — u® = 5/2)(|c — uf? - 5/2) (5.19)
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N(c,c:u) =2{[(c —u) (c —u)]* = (1/3)|c' — u]*|c — u|*}. (5.20)

Para as condigbes de contorno da Eq. (5.17) repete-se o procedimento apresentado no
capitulo 4 e usa-se para a interface a Eq. (4.16) e para o infinito a Eq. (4.20). As quantidades
de interesse a serem calculadas também sao dadas pelas mesmas expressoes encontradas no
capitulo anterior (Egs. (4.21) a (4.24)). Dessa forma, novamente o objetivo é determinar as
quantidades macroscépicas do gas e as relagoes entre densidade e temperatura da interface e da

regiao de equilibrio dadas pelos quocientes n.,/ng € Two/Tp.

5.2 Reformulacao

Nesta secao apresenta-se uma reformulagao que simplifica o problema original a fim
de construir a solucdao em ordenadas discretas. Assim, ao invés de tratar-se diretamente com
a Eq. (5.17), define-se problemas auxiliares que simplificam a resolugdo do problema original.

Seguindo Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1982] definem-se as projegoes

ha(r, ¢p) = 7T_1/2/ / e~ (D p(r, Cyy Cy, €2 )deyde, (5.21)

ha(,¢) = 7 1/2 /00 /OO e_(c§+cz)(c§ + 2 = 1)h(T, ¢y, ¢y, ¢ )deydes. (5.22)
Primeiro multiplica-se a Eq. (5.17) por
1(cy, c:) = e (T (5.23)
e integra-se a equacao resultante para todo ¢, e todo c,. Fazendo c, = { encontra-se

5 (7. +eha(r,€) =en 2 [ e (€65 wha(r,€) + bl wha(r. €] €
b (5.24)

onde

k(€€ u) = 14 2(€ —u)(§ —u) +(2/3) [(€' —w)* — 1/2] [(€ —w)* — 1/2] +
(4/5)8(8" —u)(€ —w) [(§' —w)* = 3/2] [(€ —w)* = 3/2] +
2w [(2/3)(€ —w)*(§ —w)* — (1/3)(&' —u)* — (1/3)(€ —w)* + 1/6] (5.25)
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kia(€,€ 2 w) = (2/3) [(€ — w)® = 1/2] + (4/5)8(€' — w)(€ —w) [(€ —u)* - 3/2]
+2w [1/6 — (1/3)(§ —w)*] . (5.26)

Multiplica-se também a Eq. (5.17) por
$alcy, c2) = (¢ + 2 — 1)e~(v+) (5.27)
e integra-se a equagao resultante para todo ¢, e todo c,. Fazendo ¢, = { novamente encontra-se

ol €)+eha(r,€) = e [ e (€65 Wi (7,€) + il )l €]
- (5.28)

onde

kar (€€ s u) = (2/3) [(§ = u)® = 1/2] + (4/5)B(6 — w)(§ —u) [(§' —u)* = 3/2]
+2w [1/6 — (1/3)(¢ —w)*] (5.29)

koo (€€ s u) =2/3+ (4/5)B(¢ —u)(§ —u) + (1/3)w. (5.30)

Repetindo este procedimento encontra-se para as condigoes de contorno novamente as Eqs. (4.38)
a (4.41) e para as quantidades de interesse as Eqs. (4.42) a (4.45).

As Egs. (5.24) e (5.28) podem ser escritas vetorialmente como

ESH(O +eHO == [ 0l s uK(E.€: (. ¢)ag (5.31)
onde
H(7,¢) = (¢ : (5.32)
hQ(T, f)

B(E :u) = a2 E? (5.33)

e o nucleo de espalhamento é dado pela matriz de dimensao 2 x 2
K(€ 6 u) = ki1 (€6 1 u) kia(€,6 ) | (5.34)

kor(§,6 tu) kaa(€', € u)

cujas componentes k;; sdo dadas pelas Eqs. (5.25), (5.26), (5.29) e (5.30). Em termos do vetor
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H, a condicao de contorno para a interface é dada pela Eq. (4.50), a condigao de contorno para
o infinito é dada pela Eq. (4.51) e as quantidades de interesse sao dadas pelas Eqs. (4.52) a
(4.55).

Assim como no capitulo anterior a funcao caracteristica (¢ : u), dada pela Eq. (5.33),
nao ¢ uma funcao par. Portanto, para que o termo exponencial seja colocado fora da integral

da Eq. (5.31), define-se o vetor

G(1,€) = e W H(7,¢) (5.35)
e reescreve-se a Eq. (5.31) como
8 ! /
E5-G(rO) +eG(r o) ==ul i) [ K(E.E G e)e, (5.30)
T
onde
G(1,¢) = ar8) , (5.37)
92(7-7
e as condicoes de contorno como
— )2 —
G0.6) = w0 L any [ | vae - o | | varn | CT0 T2
0 0 1
(5.38)
e
llm G(r,&) = 0. (5.39)

As quantidades de interesse também podem ser escritas em termos do vetor G. Assim, encontra-

se para a perturbacao de densidade

T
o 1
AN(r) = 7! / G(r, €)de, (5.40)
—so | 0
para a perturbacao de velocidade
T
7.{.71 00 5 —u
svm="- [ G(r,6)de, (5.41)
—o 0
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para a perturbacao de tempertura

AT(T)——Wl/_OO E=u =12 G oae (5.42)

e para o fluxo de calor

T

Qa(T) = (€ —u) G(7, §)d¢, (5.43)

oo 1

7T1/°o (€ —u)?—3/2

onde T" denota a operacao de transposicao. Na préxima secao serda desenvolvida a solucao em

ordenadas discretas para o problema G.

5.3 Solucao em Ordenadas Discretas

Para sistemas como a Eq. (5.36) busca-se solugoes exponenciais da forma

G(r,&) = ®(v, e, (5.44)
onde
s~ | S| (5.45)
(I)Q(Vv 5)

Substituindo a Eq. (5.44) na Eq. (5.36) encontra-se

(1= /) ®(1,€) = (¢ : u) / TK(EE 0D, £ (5.46)

Seguindo o procedimento utilizado no capitulo anterior, a Eq. (5.46) pode ser simplificada usando
algumas condigdes de normalizacao. Assim, integrando a primeira componente da Eq. (5.46)

para todo £ encontra-se a condicao de normalizacao

T

/_OO E ®(v,£)dé = 0. (5.47)

[e.9]

Multiplicando a primeira componente da Eq. (5.46) por (£ —u), integrando a equagao resultante
para todo & e usando a Eq. (5.47) encontra-se a condigdo de normalizacao

T

/_OO 50 & (v, £)d¢ = 0. (5.48)
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Multiplica-se agora a primeira componente da Eq. (5.46) por (£ — u)? e integra-se a equagio
resultante para todo £. Da mesma forma integra-se a segunda componente da Eq. (5.46) para

todo £ e, usando as Eqs. (5.47) e (5.48), encontra-se a condi¢ao de normalizacao

T

o) 63
/ 5 B (v, £)de = 0. (5.49)

Assim, usando as condi¢oes de normaliza¢ao mostradas nas Egs. (5.47) a (5.49), a Eq. (5.46)

pode ser reescrita como

[e.9]

(1= /) B, ) = (€ WQUE : ) / (1, )¢ (5.50)

—00

onde a matriz de dimensao 2 x 2
(5.51)

possui as componentes

g€ u)=1—-2u(§—u)+(2/3) (v —1/2) [(§ —u)* = 1/2] +
(4/5)8(& = u) [(3/2)u — u’] [(€ —u)* — 3/2]
+ 2w [(2/3)u?(€ — u)® — (1/3)(§ —u)® — (1/3)u® + 1/6], (5.52)

qa(§ s u) = (2/3) [(€ —u)* = 1/2] — (4/5)Bu(€ —u) [(£ —u)* — 3/2]
+2w [1/6 — (1/3)(£ —w)*], (5.53)

g1 (€ 1 u) = (2/3) (uv* — 1/2) + (4/5)B [(3/2)u — v’] (£ —w) 4+ 2w [1/6 — (1/3)u?]  (5.54)

G2 (€ 1 u) =2/3 — (4/5)Bu(é — u) + w/3. (5.55)

Novamente a fungao caracteristica (£ : u) dada pela Eq. (5.33) pode ser reescrita como

uma soma de uma funcao par e uma fungao impar, ou seja,
(€ u) = 7 Ycosh(26u)e”E ) 4 77 2genh(28u)e €+, (5.56)

o que ¢é fundamental para o desenvolvimento da solugao em ordenadas discretas. Assim, usando



a Eq. (5.56), a Eq. (5.50) pode ser reescrita como

o0

(1= /) ®(1,€) = P(€ : w)[A€ : u) + B(E : u)] / (v, )"

—00

onde
P& u) = 7 e EF)

e as matrizes de dimensao 2 x 2

Al u) = ann(€:u) an(é:u)
az (€ u) an(:u)
B(¢:u) = bir(§:u) bia(€:u)
ba1(§ :u) ban(&:u)

possuem as componentes

ar1 (€ u) = {1+ 2u” + (2/3) (v* — 1/2) (€ +u* — 1/2)
+(4/5)8 [(3/2)u — v*] [(3/2)u — u® — 3ug?]

+ 2w [(2/3)u*E® + (2/3)u* — (1/3)€* — (2/3)u® + 1/6] }eosh(2&u)+
{=(4/3)u’¢ — (4/3)ué + (4/5)8 [(3/2)u — u’] [ + 3u*¢ — (3/2)¢]
+ 2w [(2/3)&u — (4/3)u’¢] }senh(26w),

ar2(€ 1 u) = {(2/3) (€ +u* = 1/2) — (4/5)Bu [(3/2)u — u® — 3u&’]
+ 2w [1/6 — (1/3)€* — (1/3)u*] }cosh(28u)+
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(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

{—(4/3)u€ — (4/5)8u [€* + 3u’¢ — (3/2)¢] + (4/3)wul}senh(2u), (5.62)

as (€ :u) = {(2/3) (v* — 1/2) — (4/5)Bu [(3/2)u — v’] + 2w [1/6 — (1/3)u*] }cosh(2&u)+
(4/5)8¢ [(3/2)u — v*] senh(2¢u), (5.63)

ass (€ u) = [2/3+ (4/5)pu® + @ /3] cosh(2&u) — (4/5)Buésenh(2Eu),

(5.64)
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b1 (€ u) = {1+ 20"+ (2/3) (v* — 1/2) (& +u* —1/2)
+(4/5)8 [(3/2)u — v’ [(3/2)u — v’ — 3u&®] +
2w [(2/3)u”E® + (2/3)u* — (1/3)€* — (2/3)u” + 1/6] }senh(2&u)+
{—(4/3)u’¢ — (4/3)ué + (4/5)6 [(3/2)u — u’] [€* + 3u”€ — (3/2)¢]
+ 2w [(2/3)&u — (4/3)u’€] beosh(2€u), (5.65)

bia(€ s u) = {(2/3) (€% +u® = 1/2) — (4/5)Bu [(3/2)u — u® — 3ug?]
+ 2w [1/6 — (1/3)€* — (1/3)u?] }senh(28u)+
{—(4/3)ué — (4/5)Bu [€* + 3u*¢ — (3/2)¢] + (4/3)mwul Jeosh(26u), (5.66)

bar (€2 w) = {(2/3) (u® —1/2) — (4/5)Bu [(3/2)u — v®] + 2w [1/6 — (1/3)u”] }senh(2&u)+
(4/5)8¢ [(3/2)u — u*] cosh(2¢u)  (5.67)

bao(€ : u) = [2/3 + (4/5)pu’ + /3] senh(28u) — (4/5) Buécosh(2Eu). (5.68)

A partir deste ponto segue-se o desenvolvimento apresentado no capitulo anterior para
a obtencao do problema de autovalor e das solugoes elementares, pois, com a excessao das
componentes das matrizes A(£ : u) e B(£ : u) dadas pelas Egs. (5.61) a (5.68), ele é igual ao
encontrado aqui.

A quantidade de autovalores positivos, negativos e degenerados para os modelos S,
Gross-Jackson e MRS é a mesma encontrada para o modelo BGK. Assim, seguindo o desen-
volvimento apresentado no capitulo anterior, a solu¢ao geral em ordenadas discretas pode ser

escrita para v = 0 e para u? = 5/6 como

AN—4
G(7, &) = AjG1(£&) + A3Ga(£&) + A3Gs(£&) + AjGu(r, £&) + Y A;j® (v, £&)e 7Y
~ (5.69)
e para 0 < u? < 5/6 e u> > 5/6 como
AN-3
G(r, £&) = A]G1(£6) + A3Ga (&) + A5Gy (£6) + Y A@(vy, £&)e™ ™, (5.70)
=1

onde, seguindo Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1982], nas Egs. (5.69) e (5.70) as solu¢oes
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exatas da Eq. (5.36) sao

Gi(¢) = e (&7, (5.71)

G2(§) = . (5.72)
G3(§) = < U)f o e € (5.73)

Para encontrar a quarta soluc¢ao exata, presente apenas na Eq. (5.69), propoe-se para G4(T,§)

uma expressao da forma
Gu(7,8) = (ATE2 + B¢ + Cr + DE + EC + F¢ + G)e 7, (5.74)

onde A, B, C, D, E, F e G sao vetores constantes de dimensao 2 x 1. Substituindo a Eq. (5.74)

na Eq. (5.36) encontra-se para u? = 5/6

N I e A IC EO R T CErl P

T+ (€ —u)/(eB —¢)

(5.75)
e parau =0
TE2 —31/2 4+ 63/(eff — ¢
are=| " PHEfEP=e) | e (5.76)
T+&/(ef —¢€)
O proéximo passo ¢ determinar os coeficientes A}, A3, A3, Aje Aj, paraj =1,...,4N—=3,

nas Egs. (5.69) e (5.70). Assim, usando a Eq. (5.39) encontra-se que os coeficientes A; associados
as constantes de separacao negativas e os coeficientes Ay, A3, A% e A} devem ser iguais a zero.

Dessa forma a solu¢ao em ordenadas discretas é reescrita para u? < 5/6 como

2N—-2
G(r,+&) = > Aj®(vy, £&)e 7/ (5.77)
j=1
e para u? > 5/6 como
2N-3
G(r,£&) = Y A;® (v, £&)e /", (5.78)

J=1
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onde agora v; sao apenas as constantes de separagao positivas.
Continuando, substitui-se a Eq. (5.77) na versao em ordenadas discretas da condigao

de contorno dada pela Eq. (5.38)
G(0,&) = 7 P[ANGG1 (&) + 2(uw — 1) Ga(&) + ATpGs()], (5.79)

parai = 1,..., N, onde Gy, Gy e G3 sdo dadas pelas Eqs. (5.71) a (5.73), e encontra-se para

u? < 5/6 o sistema linear quadrado com 2N equacgoes e 2N incégnitas

2N-2
Z Ai®(v;, &) — TP [ANGGL (&) + ATHG(&)] = 212 (wy — 1) Ga(&), (5.80)
j=1

para i = 1,...,N. Da mesma forma substitui-se a Eq. (5.78) na Eq. (5.79) e encontra-se para

u? > 5/6 o sistema linear retangular com 2N equagoes e 2N — 1 incdgnitas

2N-3
Z Ai®(v;, &) — 7P [ANGGL (&) + ATHG(&)] = 212 (uy — 1) Ga(&), (5.81)
j=1

parai = 1,..., N. Resolvendo os sistemas lineares dados pelas Eqs. (5.80) e (5.81) obtém-se os

coeficientes A; e as quantidades AN, e AT, definidas nas Eqs. (4.17) e (4.18).

Novamente, nota-se pela Eq. (5.80) que para u? < 5/6 o sistema linear a ser resolvido
possui 0o mesmo nimero de equagoes e de incégnitas, enquanto que para u? > 5/6 o sistema
linear (Eq. (5.81)) possui uma equagao a mais que o nimero de incégnitas. Por isso este ultimo
sistema mnecessita ser resolvido com o método de minimos quadrados. Entretanto, assim como
no capitulo anterior, neste caso observa-se que os resultados das quantidades de interesse nao
convergem a medida que se aumenta o numero de pontos de quadratura no método ADO, o
que parece evidenciar que utilizando os modelos S, Gross-Jackson e MRS este problema de
evaporacao forte também nao tem solugao quando u? > 5/6. Isto confirma o que j4 havia sido
mostrado por Arthur e Cercignani [Arthur e Cercignani, 1980], ou seja, que este problema possui
solucao apenas quando u < \/5/76, o que corresponde a Ma < 1. Assim, utiliza-se a Eq. (5.77)

como solucao em ordenadas discretas.
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5.4 Quantidades de Interesse

O passo seguinte é a determinagao das quantidades de interesse dadas pelas Eqgs. (5.40)
a (5.43). Substituindo a Eq. (5.77) na Eq. (5.40) obtém-se para a perturbagao de densidade

2N—2
AN(r) =71 Z Aje= X (v)). (5.82)

j=1
Aplicando a Eq. (5.77) na Eq. (5.41) e usando a Eq. (5.47) obtém-se para a perturbacao de

velocidade
AU(T) = —=AN(7). (5.83)

Substituindo a Eq. (5.77) na Eq. (5.42) e usando as Egs. (5.47) e (5.48) obtém-se para a per-
turbagao de temperatura

2N -2

2
AT(7) = §7r_1 > A Y (1), (5.84)
j=1

Aplicando a Eq. (5.77) na Eq. (5.43) e usando as Egs. (5.47) a (5.49) encontra-se para o fluxo

de calor
2N—2
Qu(7) = —ur™* Z Az (v;). (5.85)
j=1
Nas equagoes acima
N 1 g
X(v) =) wy . (@ (v, &) + RV, =&, (5.86)
k=1
N u? —1/2 !
Y () = wy ) (@ (v, &) + (v, —&k)] (5.87)
k=1
e
N 2 T
—3/2
Z(v;) =Y wy ! X / [®(v), &) + (v, —&)]- (5.88)
k=1

5.5 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos

A implementagao computacional da solu¢go ADO é semelhante a dos capitulos an-

teriores. O primeiro passo é definir o esquema de quadratura a ser utilizado. Assim usa-se
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novamente a quadratura de Gauss-Legendre mapeada no intervalo [0,00) conforme mostrado
anteriormente. Apds ter os N pontos &, e pesos wy definidos, a solucao é rapida e facil de

implementar. As etapas desta implementacao sao as seguintes:

e resolver o problema de autovalor encontrado para obter as constantes de separagao v; e

as solugoes elementares @4 (v;);

e resolver o sistema linear dado pela Eq. (5.80) para obter os coeficientes A; e as quantidades

AN() [§ AT(),

e calcular as perturbacoes de densidade, velocidade, temperatura e o fluxo de calor dados

pelas Egs. (5.82) a (5.85).

Os resultados numéricos mostrados aqui foram obtidos em FORTRAN usando N = 80
pontos de quadratura no método ADO. Todos os digitos mostrados aqui sao preservados (com a
tolerancia de mais ou menos 1 no tltimo digito) variando-se N até 200. O tempo computacional
para resolver o problema e obter os resultados das quantidades de interesse, para um modelo
cinético e para um tnico valor de u, ¢ de 3 segundos. Foi usado um PC com processador Pentium
IV de 2.66 GHz, memdria RAM de 1.5 Gbytes e novamente nao se fez nenhuma otimizacao no
programa.

Para ter confiabilidade no programa elaborado e comparar resultados numéricos, ini-
cialmente foram determinados os quocientes n, /ng e Tw, /Ty apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2.
De fato, os resultados previamente conhecidos na Ref. [Siewert e Thomas, 1982] para o modelo
BGK, onde foi usado o método das solugdes elementares, foram encontrados (com concordéancia
em todos os digitos listados naquela referéncia) na formulagao apresentada neste capitulo. Estes
resultados também sao iguais aos encontrados do capitulo anterior para o problema linearizado.
Analisando as Tabelas 5.1 e 5.2 observa-se que, em geral, existem dois digitos significativos de
concordancia entre os resultados dos modelos cinéticos. Isso mostra que para estas quantidades
nao ha diferenca significativa entre usar um modelo cinético ou outro. Os resultados dos quo-
cientes noo /Ny € Too/To com os modelos S, Gross-Jackson e MRS sdo os mesmos para ¢, € &,
por isso nao foi especificado nestas tabelas qual o ¢ utilizado.

As Tabelas 5.3 a 5.14 mostram os resultados para as perturbacoes de densidade, ve-
locidade, temperatura e para o fluxo de calor. Como nao ha resultados na literatura para estas
quantidades, foi possivel apenas verificar que os resultados do modelo BGK sao iguais aos re-

sultados obtidos no capitulo anterior para o problema linearizado. Analisando estas tabelas
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observa-se que ha no maximo dois digitos significativos de concordancia entre os resultados dos
modelos cinéticos. Além disso, nota-se que a medida que se aumenta o valor do parametro u
os resultados dos modelos cinéticos se aproximam mais uns dos outros. Isso sugere que quanto

mais forte é a evaporagao, melhor é a concordancia entre os modelos cinéticos.

Tabela 5.1 — Evaporagao Forte: n.,/ng com wu,, = 0.0

u BGK S GJ MRS
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 8.614158(-1) 8.611833(~1) 8.606162(—1) 8.624799(—1)
0.2  7.651737(-1) 7.645252(-1) 7.636107(-1)  7.666497(-1)
0.3 6.949421(-1) 6.939592(-1) 6.928747(-1)  6.964221(-1)
0.4 6.417889(-1) 6.406507(-1) 6.395786(-1)  6.430395(-1)
0.5 6.004481(-1) 5.993421(-1) 5.984461(-1) 6.013538(-1)
0.6 5.676282(-1) 5.667078(~1) 5.660933(—1)  5.681561(-1)
0.7 5.411764(-1) 5.405409(-1) 5.402268(-1)  5.413624(-1)
0.8 5.196389(-1) 5.193236(~1) 5.192394(—1)  5.195949(—1)
0.9 5.020202(-1) 5.019902(-1) 5.019925(-1)  5.019881(-1)

Tabela 5.2 — Evaporagao Forte: T, /Ty com u,, = 0.0

u BGK S GJ MRS
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 9.552223(-1) 9.555355(~1)  9.554202(-1)  9.555117(—
0.2 9.101039(-1) 9.112058(-1) 9.113692(-1)  9.103781(—
0.3  8.647773(-1) 8.667803(-1) 8.674333(-1)  8.649911(-1)
0.4 8.195562(-1) 8.222314(-1) 8.233016(-1)  8.197786(-1)
0.5 7.747813(-1) 7.776872(-1) 7.788787(-1)  7.751038(-1)
0.6 7.307567(-1) 7.333949(-1)  7.343614(-1)  7.312361(-1)

- - -
- - -
(- - (-

1)
1)

— — — — — —

0.7 6.877220(-1) 6.896750(~1)  6.902080(—1)  6.883358(—1)
1)  6.469961(—1)  6.464230
1)  6.052470(-1)  6.052735

0.8  6.458357
0.9 6.051521

) 6.468655

1 1)
1)  6.052573

1)
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Tabela 5.3 — Evaporacao Forte: AN(7) com u = 0.4 e u,, = 0.0
BGK S aJ MRS
T e=¢p £ =c¢¢ e=¢p E=-¢¢ e=¢p e=¢¢
0.0  2.646477(-1) 2.717536(-1) 2.717536(-1) 2.821755(-1) 2.821755(-1) 2.467693(-1)  2.467693(-1)
0.1 2.008088(-1) 2.179594(-1) 2.017410(-1) 2.213387(-1) 2.038936(-1) 2.050803(-1) 1.915156(-1)
0.2 1.798141(-1) 1.880805(-1) 1.656964(-1) 1.893541(-1) 1.657517(-1) 1.798815(-1)  1.604853(-1)
0.3  1.575439(-1) 1.656964(-1) 1.398856(-1) 1.657517(-1) 1.387758(-1) 1.604853(-1) 1.377101(-1)
0.4 1.397678(-1) 1477010(-1) 1.199253(-1) 1.469225(-1) 1.180373(-1) 1.446467(-1) 1.198526(-1)
0.5 1.250444(-1) 1.327044(-1) 1.038736(-1) 1.313039(-1) 1.014232(-1) 1.313081(-1) 1.053538(-1)
0.6 1.125657(-1) 1.199253(-1) 9.064832(-2) 1.180373(-1) 8.777805(-2) 1.198526(-1) 9.331528(-2)
0.7 1.018207(-1) 1.088675(-1) 7.956829(-2) 1.065862(-1) 7.638264(-2) 1.098776(-1) 8.315871(-2)
0.8  9.245976(-2) 9.919065(-2) 7.017073(-2) 9.658680(-2)  6.675122(-2) 1.011009(-1)  7.448537(-2)
0.9 8423068(-2) 9.064832(-2) 6.212421(-2) 8.777805(-2) 5.853681(-2) 9.331528(-2)  6.700692(-2)
1.0 7.694444(-2) 8.305514(-2) 5.518213(-2) T.996462(-2) 5.148128(-2) 8.636249(-2)  6.050754(-2)
2.0 3.425086(-2) 3.787779(-2) 1.893158(-2) 3.408701(-2) 1.566795(-2) 4.403219(-2)  2.511308(-2)
5.0  4.665052(-3) 5.415992(-3) 1.311640(-3) 3.657468(-3) 6.547064(-4)  9.799060(-3)  3.690587(-3)
7.0 1.447617(-3) 1.724996(-3) 2.744830(-4) 9.178717(-4) 9.066886(-5) 4.420411(-3)  1.360535(-3)
Tabela 5.4 — Evaporagao Forte: AU(7) com u = 0.4 e u,, = 0.0
BGK S aJ MRS
T e=¢ep e=c¢¢ e=¢p e=c¢¢ e=¢p e=¢€t
0.0 -2.646477(-1) -2.717536(-1) -2.717536(-1) -2.821755(-1) -2.821755(-1) -2.467693(-1) ~2.467693(-1)
0.1  -2.098088(-1) -2.179594(-1) -2.017410(-1) -2.213387(-1) -2.038936(-1) -2.050803(-1) ~1.915156(-1)
0.2 ~1.798141(-1) -1.880805(-1) -1.656964(-1) ~1.893541(-1) -1.657517(-1) ~1.798815(-1) —1.604853(~1)
0.3 -~1.575439(-1) —1.656964(-1) ~1.398856(-1) —1.657517(-1) —1.387758(-1) ~1.604853(-1) —1.377101(~1)
0.4 —1.397678(-1) —1.477010(-1) ~1.199253(~1) —1.469225(-1) —1.180373(-1) —1.446467(-1) —1.198526(~1)
0.5 ~1.250444(-1) -1.327044(-1) -1.038736(-1) -1.313039(-1) -1.014232(-1) -1.313081(-1) -1.053538(-1)
0.6 ~1.125657(-1) ~1.199253(-1) -9.064832(-2) ~1.180373(-1) -8.777805(-2) ~1.198526(-1) ~9.331528(-2)
0.7 -1.018207(-1) ~1.088675(-1) ~7.956829(-2) ~1.065862(-1) -7.638264(-2) ~1.098776(-1) -8.315871(-2)
0.8 -9.245076(-2) -9.919065(-2) -7.017073(-2) ~9.658680(-2) ~6.675122(-2) -1.011009(-1) -7.448537(-2)
0.9 -8.423068(-2) -9.064832(-2) —6.212421(-2) -8.7T7805(-2) -5.853681(-2) -9.331528(-2) —6.700692(-2)
1.0 -7.694444(-2) -8.305514(-2) -5.518213(-2) -7.996462(-2) —5.148128(-2) -8.636249(-2) -6.050754(-2)
2.0 -3.425086(-2) 3.787779(-2) ~1.893158(-2) 3.408701(-2) 1.566795(-2) 4.403219(-2) ~2.511308(-2)
5.0 4.665052(-3) 5.415992(-3) ~1.311640(-3) 3.657468(-3) 6.547064(-4) -9.799060(-3) ~3.690587(-3)
7.0 -1447617(-3) -1.724996(-3) -2.744830(-4) -9.178717(-4) -9.066886(-5) 4.420411(-3) -1.360535(-3)




Tabela 5.5 — Evaporacao Forte: AT(7) com u = 0.4 e u,, = 0.0

BGK GJ MRS
T e=¢p e=¢e¢ e=¢ep e=¢e¢ e=¢p e=¢€t
0.0 5.192263(-2) 4.530791(-2) 4.530791(-2) 4.685809(-2) 4.685809(-2) 4.163467(-2)  4.163467(-2)
0.1 4.539144(-2) 3.853673(-2) 3.607458(-2) 4.082801(-2) 3.851886(-2) 3.434854(-2)  3.181308(-2)
0.2 4.052050(-2) 3.391383(-2) 3.023332(-2) 3.645986(-2) 3.288407(-2) 2.961889(-2)  2.594620(-2)
0.3 3.653000(-2) 3.023332(-2) 2.581484(-2) 3.288407(-2) 2.847372(-2) 2.594620(-2)  2.164846(-2)
04  3.312779(-2) 2717002(-2)  2.229420(-2) 2.984047(-2) 2.486218(-2)  2.295320(-2)  1.831755(-2)
0.5 3.017808(-2) 2455763(-2) 1.940804(-2) 2.719429(-2) 2.183285(-2) 2.044907(-2)  1.565434(-2)
0.6  2.758804(-2) 2.220420(-2) 1.699788(-2)  2.486218(-2) 1.925323(-2) 1.831755(-2)  1.348071(-2)
0.7  2.520275(-2) 2.031078(-2)  1.495850(-2) 2.278724(-2) 1.703357(-2)  1.648051(-2)  1.167994(-2)
0.8  2.324425(-2) 1.855777(-2) 1.321561(-2)  2.092809(-2)  1.510906(— 2) 1.488210(-2)  1.017077(-2)
0.9 2.140569(-2) 1.699788(-2) 1.171435(-2) 1.925323(-2) 1.343072(-2) 1.348071(-2)  8.894260(-3)
1.0 1.974791(-2)  1.560217(-2) 1.041297(-2) 1.773785(-2)  1.196031(~ ) 1.224434(-2)  7.806243(-3)
2.0 9.422742(-3) T7.146653(-3) 3.541791(-3) 8.208175(-3) 3.985964(-3) 5.158060(-3)  2.393566(-3)
50  1.419800(-3) 9.717050(-4)  2.119116(-4) 1.003535(-3) 1.905379(-4)  5.526823(-4)  4.628457(-5)
7.0 4.553301(-4) 2.862264(-4) 3.454414(-5)  2.646662(-4) 2.716062(-5)  9.322312(-5)  -5.024933(-5)

Tabela 5.6 — Evaporacao Forte: Q,(7) com u = 0.4 e u, = 0.0

BGK GJ MRS
T e=¢p e=¢et e=¢p e=¢ey e=¢gp e=¢€t
0.0 7.470552(-2) 8.151671(-2) 8.151671(-2) 8.475535(-2) 8.475535(-2)  T.372695(-2)  7.372695(-2)
0.1 5.668866(-2) 6.406173(-2) 5.905167(-2) 6.403869(-2) 5.844614(-2)  6.142209(-2)  5.751841(-2)
02  4.760790(-2)  5.488391(- 2) 4.813857(-2)  5.386575(-2) 4.657025(-2) 5.418128(-2)  4.862640(— 2)
0.3  4.109959(-2) A4.813857(-2) 4.046536(-2) 4.657025(-2) 3.842609(-2)  4.862640(-2)  4.209498(-2
04  3.603047(-2) 4.277839(- ) 3.459361(-2)  4.086472(-2)  3.220763(-2)  4.408677(-2)  3.695051(— )
0.5 3.191090(-2) 3.834719(-2) 2.990461(-2)  3.620500(-2) 2.746957(-2)  4.025380(-2)  3.274892(-2)
0.6  2.847349(-2) 3.459361(-2) 2.606059(-2) 3.229763(-2) 2.355928(-2)  3.695051(-2)  2.923768(-2)
0.7 2.555265(-2) 3.136054(-2) 2.285221(-2) 2.896213(-2) 2.033291(-2) 3.406273(-2)  2.625551(-2)
0.8  2.303735(-2) 2.854159(-2) 2.013892(-2) 2.607786(-2) 1.763504(-2) 3.151112(-2)  2.369168(— )
0.9 2.084885(-2) 2.606059(-2) 1.782107(-2) 2.355928(-2) 1.535629(-2)  2.923768(-2)  2.146621(-2
1.0 1.892902(-2) 2.386075(-2)  1.582506(-2) 2.134313(-2) 1.341632(-2) 2.719839(-2)  1.951927(~ )
2.0 8.046698(-3) 1.086312(-2) 5.447557(-3) 8.709902(-3)  3.875604(-3) 1.451804(-2)  8.609094(-3)
50 1.014140(-3) 1.583374(-3) 3.975092(-4) 8.608660(-4) 1.475598(-4) 3.588014(-3)  1.448464(-3)
7.0 3.058434(-4) 5.182625(-4)  8.906672(-5) 2.083489(-4)  1.997117(-5)  1.715830(-3)  5.743639(-4)
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Tabela 5.7 — Evaporacao Forte: AN(7) com u = 0.7 e u,, = 0.0
BGK S aJ MRS
T e=¢p £ =c¢¢ e=¢p E=-¢¢ e=¢p e=¢¢
0.0  6.480378(-1) 6.576507(-1) 6.576507(-1) 6.637499(-1)  6.637499(-1)  6.403207(-1)  6.403207(-1)
0.1 5.890796(-1) 6.037912(-1) 5.850939(-1) 6.045101(-1) 5.852153(-1) 5.953409(-1) 5.781959(-1)
0.2 5.507261(-1) 5.683843(-1) 5.388684(-1) 5.682188(-1) 5.385754(-1) 5.625211(-1)  5.342383(-1)
0.3  5.190047(-1) 5.388684(-1) 5.009393(-1) 5.385754(-1) 5.008992(-1) 5.342383(-1)  4.971388(-1)
0.4  4.913093(-1) 5.129196(-1) 4.680562(-1) 5.127666(-1) 4.684079(-1) 5.089263(-1) 4.645588(-1)
0.5  4.664791(-1) 4.895079(-1) 4.387840(-1) 4.895939(-1) 4.395151(-1) 4.858454(-1) 4.353801(-1)
0.6 4.438615(-1) 4.680562(-1) 4.123173(-1) 4.684079(-1) 4.133658(-1) 4.645588(-1)  4.089339(-1)
0.7  4.230402(-1) 4.481977(-1) 3.881413(-1) 4.488079(-1) 3.894317(-1) 4.447755(-1)  3.847688(-1)
0.8  4.037272(-1) 4.296797(-1) 3.658979(-1) 4.305246(-1)  3.673555(-1)  4.262867(-1)  3.625573(-1)
0.9 3.857119(-1) 4.123173(-1) 3.453234(-1) 4.133658(-1) 3.468797(-1) 4.089339(-1)  3.420487(-1)
1.0 3.688332(-1) 3.959699(-1) 3.262143(-1) 3.971882(-1) 3.278095(-1) 3.925925(-1)  3.230443(-1)
2.0 2420475(-1) 2.712298(-1) 1.903663(-1) 2.726327(-1) 1.906858(-1)  2.686681(-1) 1.897133(-1)
5.0 7.822184(-2) 9.665393(-2) 4.253290(-2) 9.501741(-2)  4.027203(-2)  9.956968(-2)  4.721510(-2)
7.0 3.803647(-2) 5.004725(-2) 1.619034(-2) 4.778849(-2)  1.446864(-2) 5.458998(-2)  2.045121(2)
Tabela 5.8 — Evaporacao Forte: AU(7) com u = 0.7 e u,, = 0.0
BGK S aJ MRS
T e=¢ep e=c¢¢ e=¢p e=c¢¢ e=¢p e=¢€t
0.0  -6.480378(-1) ~6.576507(-1) ~6.576507(-1) ~6.637499(-1) ~6.637499(-1) ~6.403207(-1) ~6.403207(~1)
0.1 -5.890796(-1) 6.037912(-1) -5.850939(-1) -6.045101(-1) -5.852153(-1) -5.953409(-1) ~5.781959(-1)
0.2 -5507261(-1) -5.683843(-1) -5.388684(-1) -5.682188(-1) -5.385754(-1) -5.625211(-1) -5.342383(-1)
0.3 -5.190047(-1) —5.388684(-1) -5.009393(-1) -5.385754(-1) -5.008992(-1) -5.342383(-1) -4.971388(-1)
0.4 -4.913093(-1) —5.120196(-1) —4.680562(~1) —5.127666(-1) —4.684079(~1) -5.089263(~1) —4.645588(~1)
0.5 —4.664791(-1) 4.805079(-1) ~4.387840(-1) -4.895939(-1) ~4.395151(-1) -4.858454(-1) ~4.353801(-1)
0.6 -4.438615(-1) 4.680562(-1) ~4.123173(-1) ~4.684079(-1) ~4.133658(-1) ~4.645588(-1) ~4.089339(-1)
0.7 -4.230402(-1) 4.481977(-1) -3.881413(-1) ~4.488079(-1) -3.804317(-1) ~4.447755(-1) ~3.847688(-1)
0.8  -4.037272(-1) ~4.296797(-1) -3.658979(-1) 4.305246(-1) -3.673555(-1) -4.262867(-1) -3.625573(-1)
0.9 -3.857119(-1) —4.123173(-1) -3.453234(-1) —4.133658(-1) -3.468797(-1) -4.089339(-1) -3.420487(-1)
1.0 -3.688332(-1) -3.959699(-1) -3.262143(-1) -3.971882(-1) -3.278095(-1) -3.925925(-1) -3.230443(-1)
2.0 2.420475(-1) -2.712298(-1) -1.903663(-1) -2.726327(-1) -1.906858(-1) -2.686681(-1) ~1.897133(-1)
5.0 -T.822184(-2) 9.665393(-2) 4.253200(-2) 9.501741(-2) 4.027203(-2) -9.956968(2) ~4.721510(-2)
7.0 -3.803647(-2) -5.004725(-2) ~1.619034(-2) 4.778849(-2) -1.446864(-2) -5.458098(-2) -2.045121(-2)




Tabela 5.9 — Evaporacao Forte: AT (1) com u = 0.7 e u,, = 0.0

BGK GJ MRS
T e=¢p e=¢et e=¢p e=¢ey e=¢gp e=¢€¢
0.0 2.743201(-1) 2.666060(-1) 2.666060(-1) 2.680831(-1) 2.680831(-1) 2.617110(-1) 2.617110(-1)
0.1 2542379(-1) 2.454150(-1) 2.376395(-1)  2.454595(-1) 2.375523(-1) 2.427814(-1)  2.353812(-1)
02  2.395806(-1) 2.306225(-1) 2.181383(-1)  2.304966(-1) 2.180664(-1)  2.285959(-1)  2.163442(-1)
0.3  2.269865(-1) 2.181383(-1) 2.020280(-1)  2.180664(-1) 2.021570(-1)  2.163442(-1)  2.003108(-1)
04 2157186(-1) 2.071191(-1) 1.880654(-1) 2.071747(-1) 1.884161(-1) 2.053974(-1)  1.863003(-1)
0.5 2.054496(-1) 1.971711(-1) 1.756706(-1) 1.973751(-1) 1.762186(-1) 1.954457(-1) 1.738233(-1)
0.6 1.959814(-1) 1.880654(-1) 1.645063(~1) 1.884161(-1) 1.652140(~1) 1.863003(-1) 1.625793(-1)
0.7 1.871825(-1) 1.796519(-1) 1.543507(-1) 1.801380(-1) 1.551795(-1) 1.778320(-1)  1.523625(-1)
0.8 1.789591(-1) 1.718251(-1) 1.450472(-1) 1.724307(-1) 1.459610(-1) 1.699499(-1)  1.430220(-1)
09 1.712403(-1) 1.645063(—1) 1.364784(-1) 1.652140(-1) 1.374456(-1) 1.625793(-1) 1.344419(-1)
1.0 1.639707(-1) 1.576345(-1) 1.285533(-1) 1.584271(-1) 1.295466(-1) 1.556641(-1) 1.265300(-1)
2.0 1.088688(-1) 1.059397(-1) 7.324026(-2) 1.068772(-1) 7.375916(-2) 1.041065(-1) 7.215450(-2)
50  3.525018(-2) 3.630980(-2) 1.560675(-2) 3.603586(-2) 1.501632(-2) 3.670972(-2)  1.682587(-2)
7.0 1.714595(-2)  1.844392(-2) 5.802108(-3) 1.787099(-2)  5.320091(-3)  1.958261(-2)  7.009265(-3)

Tabela 5.10 — Evaporacao Forte: Q,(7) com u = 0.7 e u,, = 0.0

BGK GJ MRS
T e=¢p e=¢et e=¢p e=¢ey e=¢gp e=¢€t
0.0 1.655903(-1) 1.804191(-1) 1.804191(-1) 1.831376(-1) 1.831376(-1) 1.734278(-1) 1.734278(-1)
0.1 1.454059(-1) 1.649681(-1) 1.600441(-1) 1.654245(-1) 1.602207(-1) 1.618180(-1) 1.575869(-1)
02 1.339392(-1) 1.557153(-1) 1.481625(-1) 1.557317(-1) 1.480329(-1) 1.537390(-1)  1.468054(-1)
0.3  1.249674(-1) 1.481625(-1) 1.385281(-1) 1.480329(-1) 1.383645(-1) 1.468054(-1)  1.376707(-1)
04 1.174119(-1) 1.415686(-1) 1.301706(-1) 1.414031(-1) 1.300486(-1) 1.405810(-1) 1.295758(-1)
0.5 1.108133(-1) 1.356258(-1) 1.226945(-1) 1.354718(-1) 1.226310(-1) 1.348738(-1) 1.222516(-1)
0.6 1.049226(-1) 1.301706(-1) 1.158905(-1) 1.300486(-1) 1.158813(~1) 1.295758(-1)  1.155454(-1)
0.7 9.958648(-2) 1.251038(-1) 1.096305(-1) 1.250206(-1) 1.096636(-1) 1.246182(-1)  1.093575(-1)
0.8  9.470202(-2) 1.203593(-1) 1.038289(-1) 1.203149(-1)  1.038897(-1)  1.199532(-1)  1.036169(-1)
0.9 9.019601(-2) 1.158905(-1) 9.842401(-2) 1.158813(-1) 9.849790(-2)  1.155454(-1)  9.827006(-2)
1.0 8.601401(-2) 1.116626(-1) 9.336904(-2) 1.116832(-1) 9.344271(-2) 1.113674(-1)  9.327450(-2)
2.0 5.575097(-2) T7.862417(-2) 5.635417(-2) 7.862177(-2) 5.603297(-2) T7.875578(-2)  5.703714(-2)
50  1.773314(-2) 2.953246(-2) 1.338593(-2)  2.867453(-2) 1.242320(-2) 3.115357(-2)  1.538340(-2)
7.0 8.622280(-3) 1.566695(-2) 5.241024(-3)  1.468740(-2) 4.541958(-3) 1.765124(-2)  6.956119(-3)
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Tabela 5.11 — Evaporacao Forte: AN(7) com u = 0.9 e u,, = 0.0

174

BGK S aj MRS
T e=¢p £E=¢¢ e=¢p € =¢€¢ e=¢p e=¢¢
0.0 9.778867(-1) 9.785677(-1) 9.785677(-1) 9.785192(-1) 9.785192(-1) 9.786145(-1) 9.786145(-1)
0.1 9.726300(-1) 9.739671(-1) 9.722324(-1) 9.732383(-1) 9.713914(-1) 9.750203(-1) 9.734984(-1)
0.2 9.687854(-1) 9.706235(-1) 9.676391(-1) 9.697108(-1) 9.666505(-1) 9.720435(-1) 9.692641(-1)
0.3 9.653484(-1) 9.676391(-1) 9.635147(-1) 9.666505(-1) 9.624982(-1) 9.692641(-1)  9.653030(-1)
0.4 9.621393(-1) 9.648547(-1) 9.596446(-1) 9.638401(-1) 9.586488(-1) 9.666020(-1)  9.615028(-1)
0.5 9.590810(-1) 9.622022(-1) 9.559389(-1) 9.611889(-1) 9.549872(-1) 9.640215(-1) 9.578143(-1)
0.6 9.561316(-1) 9.596446(-1) 9.523502(-1) 9.586488(-1) 9.514537(-1) 9.615028(-1) 9.542102(-1)
0.7 9.532656(-1) 9.571593(-1) 9.488500(-1) 9.561912(-1) 9.480138(-1) 9.590333(-1)  9.506737(-1)
0.8  9.504658(-1) 9.547313(-1) 9.454195(-1) 9.537972(-1) 9.446452(-1) 9.566045(-1) 9.471933(-1)
0.9 9.477203(-1) 9.523502(-1) 9.420459(-1) 9.514537(-1) 9.413330(-1) 9.542102(-1) 9.437606(-1)
1.0 9.450202(-1)  9.500082(-1) 9.387198(-1) 9.491516(-1) 9.380668(-1) 9.518458(-1)  9.403696(-1)
2.0 9.195606(-1) 9.278990(-1) 9.070951(-1) 9.274270(-1)  9.068925(-1)  9.293140(-1)  9.080547(-1)
5.0  8.504929(-1) 8.675746(-1) 8.209701(-1) 8.676492(-1) 8.211629(-1) 8.678601(-1) 8.207836(-1)
7.0 8.079058(-1) 8.300717(-1) T7.684775(-1) 8.302514(-1) T.686990(-1) 8.299555(-1)  7.680311(-1)
Tabela 5.12 — Evaporacao Forte: AU(7) com u = 0.9 e u,, = 0.0
BGK S aj MRS
T e=¢ep e=¢e¢ e=¢p e=¢e¢ e=¢p e=¢€t
0.0 —9.778867(-1) -9.785677(-1) -9.785677(-1) -9.785192(-1) -9.785192(-1) -9.786145(-1) -9.786145(-1)
0.1  -9.726300(-1) -9.739671(-1) -9.722324(-1) -9.732383(-1) -9.713914(-1) -9.750203(-1) ~9.734984(-1)
0.2 -9.687854(-1) -9.706235(-1) ~9.676301(-1) 9.697108(-1) ~9.666505(-1) -9.720435(-1) ~9.692641(-1)
0.3 -0.653484(-1) 9.676391(-1) 9.635147(-1) ~9.666505(-1) ~9.624982(-1) -9.692641(-1) ~9.653030(-1)
0.4 -0.621393(-1) -9.648547(-1) ~90.506446(-1) -9.638401(-1) —9.586488(-1) -9.666020(-1) ~9.615028(-1)
0.5 -9.590810(-1) -9.622022(-1) -9.559389(-1) -9.611889(-1) -9.549872(-1) -9.640215(-1) -9.578143(-1)
0.6 ~9.561316(-1) -9.596446(-1) -9.523502(-1) ~9.586488(-1) 9.514537(-1) ~9.615028(-1) ~9.542102(-1)
0.7 -9.532656(-1) ~9.571593(-1) ~9.488500(-1) ~9.561912(-1) ~9.480138(-1) -9.590333(-1) ~9.506737(-1)
0.8  ~9.504658(-1) -9.547313(-1) ~9.454195(-1) ~9.537972(-1) ~9.446452(-1) ~9.566045(-1) ~9.471933(-1)
0.9 -9.477203(-1) -9.523502(-1) -9.420459(-1) -9.514537(-1) -9.413330(-1) -9.542102(-1) ~9.437606(-1)
1.0 -9.450202(-1) -9.500082(-1) 9.387198(-1) -9.491516(-1) ~9.380668(-1) ~9.518458(-1) ~9.403696(1)
2.0 -9.195606(-1) -9.278990(-1) -9.070951(-1) -9.274270(-1) -9.068925(-1) -9.203140(-1) -9.080547(-1)
5.0 -8504929(-1) 8.675746(-1) -8.209701(-1) -8.676492(-1) -8.211629(-1) -8.678601(-1) ~8.207836(-1)
7.0 -8.079058(-1) -8.300717(-1) -7.684775(-1) -8.302514(-1) -7.686990(-1) ~8.209555(-1) ~7.680311(-1)




Tabela 5.13 — Evaporacao Forte: AT(7) com u = 0.9 e u,, = 0.0

BGK GJ MRS
T e=¢p e=¢et e=¢p e=¢ey e=¢gp e=¢€¢
0.0 6.354345(-1) 6.348516(-1) 6.348516(~1) 6.349474(-1)  6.349474(-1)  6.346144(-1)  6.346144(-1)
0.1 6.325047(-1) 6.318651(-1) 6.306955(-1) 6.315715(-1)  6.303280(-1)  6.322134(-1)  6.311829(-1)
02 6.302020(-1) 6.296037(-1)  6.275703(-1) 6.291858(-1)  6.270917(-1)  6.301967(~1)  6.283134(~1)
0.3 6.280924(-1) 6.275703(-1)  6.247558(-1) 6.270917(-1)  6.242393(-1)  6.283134(-1)  6.256354(-1)
04  6.260946(-1) 6.256701(-1) 6.221189(-1) 6.251615(-1) 6.215964(-1)  6.265127(-1)  6.230749(-1)
05 6.241725(-1) 6.238608(-1) 6.196014(-1) 6.233398(-1)  6.190890(-1)  6.247710(-1)  6.205980(-1)
0.6 6.223065(-1) 6.221189(-1) 6.171713(-1)  6.215964(-1)  6.166777(~1)  6.230749(~1)  6.181854(~1)
07 6.204842(-1) 6.204296(-1) 6.148088(-1)  6.199126(-1) 6.143388(-1)  6.214158(-1)  6.158246(-1)
0.8  6.186970(-1) 6.187828(-1)  6.125005(-1)  6.182759(-1)  6.120565(-1)  6.197874(-1)  6.135070(~1)
0.9 6.169391(-1) 6.171713(-1)  6.102371(-1) 6.166777(-1) 6.098201(-1)  6.181854(-1)  6.112264(-1)
1.0 6.152061(-1) 6.155897(-1) 6.080115(-1) 6.151115(-1) 6.076218(-1)  6.166063(~1)  6.089780(-1)
2.0 5.987491(-1)  6.008068(-1) 5.870731(-1) 6.005039(-1) 5.869101(-1) 6.016740(-1) 5.877120(-1)
50  5.538197(-1) 5.612320(-1) 5.309531(-1)  5.612340(-1) 5.310445(-1) 5.614842(-1)  5.309017(-1)
7.0 5.260856(-1) 5.368572(-1) 4.969475(-1) 5.369369(-1) 4.970741(-1)  5.368533(-1)  4.967095(~1)

Tabela 5.14 — Evaporacao Forte: Q,(7) com u = 0.9 e u,, = 0.0

BGK GJ MRS
T e=¢p e=¢et e=¢p e=¢ey e=¢gp e=¢€t
0.0 2226139(-2) 2.366119(-2) 2.366119(-2) 2.348827(-2)  2.348827(-2)  2.402355(-2)  2.402355(-2)
0.1 2.148563(-2) 2.355240(-2) 2.357023(-2)  2.329287(-2)  2.330942(-2)  2.403016(-2)  2.405164(-2)
02 2113416(-2)  2.359603(- 2) 2.365523(-2)  2.333883(-2)  2.341166(-2) 2.407356(-2)  2.411455(— 2)
0.3  2088877(-2) 2.365523(-2) 2.374200(-2) 2.341166(-2) 2.352527(-2) 2.411455(-2)  2.416484(-2
04  2.069768(-2)  2.371464(- ) 2.381955(-2)  2.348807(-2)  2.362885(-2)  2.414966(-2)  2.420133(— )
0.5 2.053990(-2) 2.376987(-2) 2.388305(-2) 2.356125(-2) 2.371830(-2) 2.417848(-2)  2.422546(-2)
0.6 2.040460(-2) 2.381955(-2) 2.393386(-2) 2.362885(-2) 2.379339(-2) 2.420133(-2)  2.423890(-2)
07 2028542(-2) 2.386334(-2) 2.397304(-2)  2.369010(-2) 2.385501(-2) 2.421868(-2)  2.424314(-2)
0.8 2017828(-2) 2.390135(-2) 2.400179(-2)  2.374489(-2)  2.390433(-2)  2.423105(-2)  2.423944(— )
0.9 2.008045(-2) 2.393386(-2) 2.402121(-2) 2.379339(-2)  2.394251(-2)  2.423890(-2)  2.422887(-2
1.0 1.998999(-2)  2.396120(-2)  2.403231(-2)  2.383590(-2)  2.397066(-2) 2.424266(-2)  2.421232(— )
2.0 1.920327(-2) 2.401984(-2)  2.383686(-2) 2.400404(-2) 2.387455(-2) 2.412264(-2)  2.383798(-2)
50  1.778703(-2) 2.315396(-2) 2.208638(-2)  2.321838(-2)  2.213654(-2)  2.307038(-2)  2.198788(-2)
7.0 1.689966(-2) 2.230727(-2)  2.075061(-2) 2.236138(-2) 2.077906(-2)  2.220804(-2)  2.067008(-2)
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho o método analitico de ordenadas discretas (ADO) foi utilizado para
construir solucgoes unificadas para problemas de evaporacao fraca e forte da dinamica de gases
rarefeitos. Além disso, este método também foi usado para resolver um problema com um
modelo nao linear de colisao.

Em relagdo aos problemas de evaporacao fraca, para o caso de uma espécie (capitulo
2) foi construida uma solugao unificada usando os modelos cinéticos BGK, S, Gross-Jackson e
MRS da equagao linearizada de Boltzmann (ELB). Estes modelos cinéticos parecem ser boas
alternativas para aproximar o nucleo de colisao da ELB, pois simplificam o desenvolvimento da
solucao, diminuem consideravelmente o esforco computacional empregado e produzem resulta-
dos numéricos que apresentam, em geral, um a dois digitos significativos de concordancia com
resultados obtidos a partir da utilizacao da ELB propriamente dita. Continuando, os resultados
dos modelos S, Gross-Jackson e MRS referentes aos problemas resolvidos ainda nao se encon-
travam na literatura e, portanto, disponibilizaram-se novos resultados para serem comparados
com outras equacoes modelo e outros métodos de resolucao. Além disso, a solucdo construida
neste capitulo é semelhente a desenvolvida nas Refs. [Scherer et al., 2009a] e [Scherer et al.,
2009b] para outros problemas cldssicos da dinamica de gases rarefeitos. Essa é uma boa quali-
dade do método ADO pois, apesar de sua caracteristica analitica, ele permite que uma classe
de problemas seja resolvida usando um procedimento anélogo.

Ainda em relacao aos problemas de evaporacao fraca, para o caso de misturas bindrias
(capitulo 3) foi utilizado o modelo McCormack para formular os problemas. Novamente foram
apresentados resultados que nao estavam na literatura, além de se obter uma solugao em orde-
nadas discretas semelhante ao caso de uma espécie e com uma formulacao matricial simplificada
para o problema de autovalor, se comparada a apresentada nas Refs. [Garcia e Siewert, 2004],
[Siewert, 2005] e [Knackfuss e Barichello, 2006] onde o modelo McCormack foi utilizado na
formulagao de outros problemas.

Continuando, o problema de evaporagao forte foi também abordado com o método ADO
(capitulo 4). Devido a alta velocidade de escoamento do gés, este problema é originalmente nao
linear e, por isso, utilizou-se a versao nao linear do modelo BGK para formulé-lo. Para resolveé-lo,
o problema original foi linearizado em torno das condic¢oes de equilibrio, onde considera-se que a

velocidade do gas nao é nula, e o problema linearizado foi entao resolvido com o método ADO. O



177

método novamente se mostrou eficiente no sentido de se obter uma solucao em forma fechada,
o que permitiu fazer pds-processamentos na equacao original e recalcular as quantidades de
interesse fisico. Os resultados numéricos obtidos se aproximam dos resultados encontrados por
Ytrehus [Ytrehus, 1976], os quais apresentam boa concordancia com trabalhos experimentais.
Assim, devido ao seu carater analitico, pode-se concluir que o método ADO foi adequado para
resolver um problema nao linear de evaporacao. No desenvolvimento da solucao ressalta-se uma
formulacao diferenciada, pois obteve-se um problema de autovalor quadratico, o que nao havia
acontecido em nenhum outro trabalho onde foi usado o método ADO.

Ainda com relacao ao problema de evaporacao forte, no capitulo 5 foi construida uma
solucao unificada com os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS para a versao linearizada do
problema. Dessa forma encontrou-se os resultados dos modelos S, Gross-Jackson e MRS, os
quais nao estavam disponiveis na literatura.

De maneira geral, em todos os casos o método ADO se mostrou eficiente, exato, facil de
implementar e rapido de se executar em um PC. As facilidades se restringem a implementacao
de passos padroes como a resolucao de problemas de autovalor e sistemas lineares. Apresentou
também 6tima convergéncia, pois obteve-se precisao de 7 digitos para os casos lineares e 5 digitos
para o caso nao linear. Os modelos cinéticos BGK, S, Gross-Jackson e MRS mostraram-se ade-
quados para formular os problemas, para o caso de uma espécie, havendo em geral concordancia
de um a dois digitos significativos entre seus resultados.

Portanto, acredita-se que os objetivos deste trabalho foram alcancados pois:

e desenvolveu-se uma formulagao matematica e computacional comum para os problemas

de evaporagao utilizando o método ADO e modelos cinéticos;

e resolveu-se um problema nao linear de evaporacao fazendo pds-processamentos com a

solugao do método ADO;
e encontraram-se resultados numéricos que ainda nao estavam disponiveis na literatura;

e a solucao em ordenadas discretas mostrou-se eficiente, facil de ser implementada e exata,

obtendo-se 6tima convergéncia.

Como futuros trabalhos pretende-se resolver os problemas de evaporagao usando mode-
los cinéticos com freqiiéncia de colisao varidvel, como o CES; e a prépria ELB. Também pretende-

se resolver o problema de evaporagao forte com o modelo McCormack.
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