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tE	construtor de estruturas

tF	 construtor de funcOes

[	 construtor intervalar

tR	construtor de relacOes

t	 construtor de sistemas

to	 construtor de universos

D	 didmetro

d	 distância

IR	 dominio continuo de intervalos de Edalat

R	 dominio intervalar continuo de AciOly

A	 dominio piano ou "flat-

ev,S	 endofunctor evolucdo, regulada por S, pela acdo do construtor t
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F[X]	 imagem do conjunto X pela furled() F
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Q

	 intersecdo em Q

ICF	 Interval Computable Functions

[a,b]	 intervalo de extremos a e b
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dual	 operador de elemento dual
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int	 operador de interior

ordem de aproximacdo

	

B	 ordem de Beny ou ordem estavel

ordem de informacdo

jI	 produto direto

0	 produto tensorial

	

of	 quasi-fungdo

* I	 quasi-operacdo

J	 reducdo da estrutura relativamente a I,J
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Rs	 regulacdo de sistemas

A	 relacdo de coerencia em A
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das subteias
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LI
•
A	 representacdo de 11A pelo produto direto de subespacos

M = (D KA ,K, A)	 sistema de mecanismos computacionais

A — (A A ; A )	 sistema ordenado de 2' ordem, corn universo A e estrutura

definida para A e p(A)

110	 sistema ordenado de 2 2 ordem bi-estruturado dos intervalos
racionais

IA	 sistema ordenado de 2'1 ordem do conjunto de intervalos de
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10	 sistema ordenado de 2' ordem dos intervalos racionais

IR	 sistema ordenado de 21 ordem dos intervalos reais estendido
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qtot	 subsistema de objetos quasi-totais

tot	 subsistema de objetos totais

supremo

1)4 1	 teia de urn conjunto coerente A

4)	 teia induzida

0(S)	 topologia associada ao espaco de vizinhancas (S,72)

tr(F) (ltr(F))	 traco (traco linear) da furled° estavel F

uniao disjunta

UA	
uniOes dirigidas relativamente a c

valor absoluto ou modulo
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Td	 vizinhanca estavel (linear) principal gerada por d

Ux	 vizinhanca estavel (linear) relativa a X
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Resumo
Este trabalho consiste no desenvolvimento de uma metodologia para a obtenedo de

representacOes construtivas de sistemas ordenados de 2" ordem, baseadas em estruturas
de espacos coerentes, corn aplicacdo fundamental na Computacdo Cientifica e
Matematica Intervalar. ObtOm-se assim uma representacdo global para os objetos ditos
infinitos relativamente ao conteUdo de informacdo, como nUmeros reais e intervalos
reais, de tal forma que possam ser definidos modelos semanticos adequados para os
processor computacionais envolvendo tail objetos. Esta representaedo construtiva é
denominada de global, pois é realizada em dois niveis distinguiveis, compreendendo nao
somente a construed° interna dos objetos, no contexto de uma da estrutura de
informacdo, mas tambem sua estrutura externa de aplicacdo. A estrutura de informacdo
tem carater compativel corn uma abordagem dominio-teoretica, e a estrutura de
aplicacdo e determinada pelo use pretendido do sistema representado. Existe um
relacionamento entre os dois niveis de construed°, garantindo que cada componente da
estrutura de aplicacdo tenha uma representacdo interna na estrutura de informacdo. Os
sistemas de representacdo global resultantes sdo denominados entdo espacos coerentes
bi-estruturados, e torn a caracteristica adicional de serem gerados por urn sistema
ordenado basic° de universo enumeravel. A estrutura de informacdo é urn espaco
coerente, corn tune -6es lineares e uma estrutura topolOgica de informacdo compativel. A
estrutura de aplicacdo - algebrica, de ordem, relacional, funcional, de medidas,
topolOgica, dentre outras - é obtida por urn processo construtivo a partir da estrutura do
sistema basic°. Urn espaco coerente bi-estruturado, obtido por esse processo de
construed°, é a representacdo global de urn dado sistema ordenado de 2" ordem quando

possivel recuperar este sistema atraves do subsistema dos objetos totals do espaco,
pela determinacdo de isomorfismos para a estrutura de aplicacdo. Da mesma forma,
estabelecendo tambem isomorfismos para o subsistema dos intervalos de elementos do
conjunto universo do sistema que esta sendo representado, esse subsistema pode ser
recuperado como o subsistema dos objetos quasi-totais do espaco coerente. Apresenta-
se tambem uma abordagem categOrica para o processo de construed° global, mostrando-
se que ele determina uma adjuncdo entre duas subcategorias da categoria SO2 dos
sistemas ordenados de 2" ordem. A metodologia proposta se mostrou particularmente
interessante na construed° do conjunto dos nUmeros reais e do conjunto de intervalos
reais. Para ester sistemas introduziu-se tambem uma subestrutura elementar de medidas,
pela definiedo, de forma generalizada, das funcOes valor absoluto, distancia e diametro.
Foi desenvolvida uma estrutura topolOgica para os espacos coerentes bi-estruturados,
que caracteriza-se tambem por apresentar dois niveis que se inter-relacionam. Para obter
uma caracterizacdo topolOgica de informacdo desenvolveu-se a nocdo de espacos de
vizinhancas lineares. No sentido de se obter a caracterizacdo topolOgica de aplicacdo,
obteve-se, em cada etapa da construed°, um espaco de vizinhancas gerado pela tuned°
distancia generalizada. corn uma topologia de aplicacdo associada. ConexOes entre as
representacOes de reais e de intervalos de reais e aspectos de computabilidade sdo
referidas dc modo preliminar. sugerindo-se este tema como trabalho futuro. Possiveis
aplicacOes dos espacos coerentes bi-estruturados e do processo de construcao global a
outras areas da CiOncia da Computacdo sdo indicadas no final do trabalho.

PALAVRAS-CHAVE: representacdo de ntimeros reais, representacdo de intervalos reais
construed° de sistemas, espacos coerentes, teoria dos dominios, matematica intervalar,
espacos de vizinhancas
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TITLE: "A GLOBAL CONSTRUCTIVE REPRESENTATION OF SECOND
ORDER ORDERED SYSTEMS USING BI-STRUCTURED INTERVAL
COHERENCE SPACES, WITH AN APPLICATION IN INTERVAL
MATHEMATICS"

Abstract
The aim of this work is to develop a methodology to obtain constructive

representations of second order ordered systems, based on coherence space structures,
with the main application in Scientific Computation and Interval Mathematics. A global
representation for the so-called infinite objects considering the information content they
represent, in particularly real numbers and real intervals, is obtained, so that suitable
semantical models for real and interval computational processes can be provided. This
constructive representation is said to be global. since it is performed in two distinguished
levels, dealing with the internal construction of the objects, in the context of an
information structure, and, on the other hand, building an external application structure.
The information structure is compatible with a domain-theoretic approach, and the
application structure is established according the intended usage of the represented
system. There exists a relationship between the two levels of the construction,
guaranteeing that each component of the application structure should have an internal
representation in the information structure. The resulting global representation systems
are called bi-structured coherence spaces, and they have the additional feature of being
generated by a basic ordered system having a denumerable universe. The information
structure is a coherence space endowed with linear functions and a compatible
information topological structure. The (algebraic, ordered, relational, functional,
measure, topological, etc.) application structure is obtained by the construction process,
considering the structure of the basic system as the start point. A bi-structured coherence
space, obtained by this construction process, is said to be the global representation of a
given second order ordered system if it is possible to recover the latter by the subsystem
of the total objects of the former, defining isomorphisms related to the application
structure. Following the same pattern, establishing isomorphisms for the subsystem of
the intervals of elements of the represented system, it is possible to recover it as the
subsystem of quasi-total objects of the bi-structured coherence space. A categorical
approach is also presented and it is shown that the global construction process
determines an adjunction between two subcategories of the category SO2 of the second
order ordered systems. The proposed methodology was shown to be particularly
interesting when constructing the sets of real numbers and real intervals. For these
systems, an elementary measure structure was introduced in a generalised approach,
defining generalised distance, diameter and absolute value functions. The bi-structured
coherence spaces were given an interrelated two-level topological characterisation. In
order to obtain an information topological characterisation the concept of linear
neighbourhood systems was introduced. For the application topological characterisation,
at each step of the construction, a neighbourhood system generated by the generalised
distance function, with an associated topology, was defined. A brief analysis concerning
the connections among other representations of real and real intervals and computability
aspects is presented. Other possible applications in Computer Science are indicated.

KEYWORDS: representation of real numbers, representation of real intervals,
construction of systems, coherence spaces, domain theory, interval mathematics,

neighbourhood systems
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1 Introducäo

Este trabalho consiste no desenvolvimento de uma metodologia para a obtenedo de
representacOes construtivas de sistemas ordenados de 2 a ordem, baseadas em estruturas
de espacos coerentes, corn aplicacdo fundamental na Computacdo Cientifica e
Matematica Intervalar.

Obtern-se assim uma representando global para os objetos ditos infinitos
relativamente ao contetido de informacdo, como nruneros reais e intervalos reais, de tal
forma que possam ser obtidos modelos semanticos adequados para os processos
computacionais envolvendo tais objetos.

Esta representando construtiva é denominada de global, pois, é realizada em dois
niveis distinguiveis, compreendendo nao somente a construcdo interna dos objetos da
estrutura de informacdo, do conjunto das aproximaebes destes objetos e de sua topologia
de informacão, mas tambem sua estrutura externa de aplicacdo, representando urn
conjunto de operaeOes algebricas, uma relacdo de ordem de posiedo, uma familia de
relacOes, uma familia de funebes elementares, uma subestrutura de medidas e uma
topologia induzida por ela.

Existe um relacionamento entre estes dois niveis de construed°, garantindo que
cada componente da estrutura de aplicacdo tenha uma representando interna na estrutura
de informacdo, e, por outro lado, a cada etapa da construed° corresponda uma estrutura
de aplicacdo definida a partir da estrutura de aplicacdo existente na etapa anterior.

0 processo de se obter uma representando global [DIM 97f] - processo construtivo
da estrutura de informacao, processo construtivo da estrutura de aplicacao e o
mecanismo que relaciona estas estruturas - é denominado de processo de globalizacdo.

As estruturas dos tipos de dados que podem ser representadas globalmente sdo
denominadas de sistemas' ordenados de 2" ordem. Urn sistema ordenado de 2 a ordem
um conjunto, denominado de universo, acompanhado de seu conjunto potência, para os
quais se define uma estrutura - relacional, funcional, topolOgica onde é definida uma
ordem parcial de posicdo.

Para a globalizacdo de sistemas ordenados de 2 a ordem sdo utilizados espacos
coerentes bi-estruturados, que constituem sistemas ordenados de 2" ordem bi-
estruturados, cujo universo é um espaco coerente de intervalos gerado por urn conjunto
ordenado basic° enumeravel.

A bi-estrutura dente sistema é dada por uma estrutura de informacdo, compativel
corn uma abordagem dominio-teoretica, importante desde o ponto de vista
computacional, e uma estrutura de aplicaedo, determinada pelo use pretendido do
sistema representado. A estrutura de informacdo do sistema bi-estruturado é um espaco
coerente, corn fune -Oes lincares e uma estrutura topolOgica de informacdo compativel. A
estrutura de aplicacdo - algebrica, de ordem, relacional, funcional, de medidas,
topolOgica, dentre outran - é obtida pelo processo construtivo a partir da estrutura de urn

I A nocdo de sistema de 2n ordem pode ser considerada como uma extensào a nocdo de "sistema" [MAN 89] ou de
'estrutura relacional" [BRI 77], ou de I-estrutura [ACI 91], que são de 1 a ordem.
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sistema basic°, isto é, um subconjunto enumeravel, denominado de conjunto basic°, para
o qual é definida uma estrutura basica.

Urn espaco coerente bi-estruturado, obtido pelo processo de globalizacdo, e a
representacdo global de um dado sistema ordenado de 2' ordem quando c possivel
recuperar este sistema atravês do subsistema dos objetos totals do espaco, pela
determinacdo de isomorfismos para a estrutura de aplicacdo. Da mesma forma.
estabelecendo tambem isomorfismos para o subsistema dos intervalos de elementos do
conjunto universo do sistema que estd sendo representado, esse subsistema pods ser
recuperado como o subsistema dos objetos quasi-totais do espaco coerente.

Apresenta-se uma abordagem categOrica para o processo de construed° global.
mostrando-se que o processo de construed° global determina uma adjunedo entre duas
subcategorias da categoria SO2 dos sistemas ordenados de 2' ordem: a subcategoria dos
sistemas representados SO2 R, que apresentam apenas uma estrutura, e a subcategoria
das representacOes globais e seus subsistemas SO2 G , que sdo bi-estruturadas.

A metodologia proposta se mostrou particularmente interessante na construedo do
conjunto dos nUmeros reais e do conjunto de intervalos reais [DIM 96a] [DIM 96b]
[DIM 96c] [DIM 96d] [DIM 97a] [DIM 97b] [DIM 97c] [DIM 97d], possibilitando
assim sua aplicacdo na representacdo global de sistemas ordenados de 2 11 ordem da
Matematica Intervalar e da Computacdo Cientifica. Para estes sistemas introduziu-se
tambem uma subestrutura elementar de medidas [DIM 98], pela definiedo, de forma
generalizada, do valor absoluto, distancia e didmetro.

Foi desenvolvida uma estrutura topolOgica para os espacos coerentes bi-
estruturados [DIM 97e], que caracteriza-se tambêm por apresentar dois niveis que se
inter-relacionam. Introduziu-se para tanto urn estudo sobre espacos de vizinhancas
generalizados. Para obter uma caracterizacao topolOgica de informacdo desenvolveu-se a
nocdo de espacos de vizinhancas lineares, corn base nos trabalhos originals de Zhang
[ZHA 92]. No sentido de se obter a caracterizacdo topolOgica de aplicacdo, obtem-se,
em cada etapa da construed°, urn espaco de vizinhancas gerado pela fulled° distancia
generalizada, corn uma topologia de aplicacdo associada.

A motivacao para a busca de solucOes para problemas de fundamentacdo de
estruturas da Computacdo Cientifica concentram-se na andlise incluida no capitulo 2,
onde se resume a Teoria dos Intervalos, discorre-se sobre a teoria dos dominios e
estruturas relacionadas, e comenta-se sobre os principais trabalhos realizados envolvendo
a construed° de nUmeros reais e intervalos de reais, assim como a obtenedo de nnmeros
reais efetivos e aritmetica computacional real exata.

No capitulo 3 apresentam-se conceitos basicos sobre Espacos Coerentes e
resultados relevantes para a compreensdo desta estrutura, introduzindo-se tambem ideias
e conceitos novos, como os espacos coerentes corn objetos indexados e os espacos
coerentes gerados por conjuntos basicos. As principais categorias de Espacos Coerentes
sdo apresentadas no capitulo 4, onde salienta-se a categoria monoidal simetrica fechada
LIN.

No capitulo 5 sdo introduzidos os sistemas ordenados de 2 2 ordem, os morfismos
de sistemas ordenados de 2 =1 ordem e as principais transformacOes de universo,
estruturais e globais realizadas sobre estes sistemas, onde destacam-se as nocOes de
construed() e evolucão de sistemas. No capitulo 6 e definida a categoria SO2 dos
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sistemas ordenados de 2a ordem e as operacOes e relacOes entre estes sistemas sac)
introduzidas como endofunctores.

0 processo de globalizacdo é apresentado no capitulo 7, introduzindo-se a definiedo
de representacdo global de sistemas e estabelecendo-se a representacdo linear interna de
aspectos da estrutura de aplicacdo, na estrutura de informacdo. A abordagem categOrica
para o processo de construed° global esta no capitulo 8.

No capitulo 9, aplica-se a metodologia desenvolvida para obter o espaco coerente
bi-estruturado IIQ de intervalos racionais, que, como ê mostrado no capitulo 10, se
constitui em uma representacdo global construtiva do sistema R dos ndmeros reais e do
sistema IR dos intervalos reais estendido. No capitulo 10 tambem sao estudados os
isomorfismos entre R e IR e sua representacdo global, relativos a estrutura de aplicacdo.
Prova-se que o sistema IR dos intervalos reais estendido e o subsistema qtot ilo dos

objetos quasi-totais de IIQ sap isomorfos para a estrutura de aplicacao, assim como o

subsistema tot li o dos objetos totais de IIQ, relativamente a sua estrutura de aplicacdo,
apresenta-se como um corpo ordenado completo que pode ser identificado corn o
sistema dos mimeros reais R.

0 capitulo 11 apresenta uma subestrutura de medidas elementares para a
representacao global do sistema de nUmero reais R e intervalos de reais IR. obtida pelo
processo de construed° global, determinada pela introducdo de definicôes generalizadas
para os conceitos de distdncia, valor absoluto e diametro. 0 objetivo do capitulo 12 é
mostrar a existencia dos isomorfismos para a subestrutura de medidas entre R c IR e sua
representacdo global.

0 capitulo 13 introduz um estudo sobre espacos de vizinhancas generalizadas no
sentido de fornecer a fundamentacdo para uma caracterizacdo topolOgica adequada dos
espacos coerentes bi-estruturados obtidos pelo processo de construcdo global.

A nocdo de vizinhancas lineares é introduzida no capitulo 14, fornecendo uma
caracterizacdo topolOgica adequada a estrutura de informacdo dos espacos coerentes bi-
estruturados. Para a caracterizacao dos espacos de vizinhancas lineares, sao
apresentados tambem os conceitos de espacos disjuntivos e espacos de vizinhancas
estaveis. No capitulo 15, sao estudadas algumas construcOes corn vizinhancas estaveis
introduzidas por Zhang [ZHA 89] [ZHA 92], e, corn base nestas nocOes, sao
introduzidas algumas construcOes corn vizinhancas lineares.

No capitulo 16 introduz-se uma estrutura topolOgica de informacdo para o espaco
coerente bi-estruturado IIQ de intervalos racionais, corn base nas nocOes de espacos de
vizinhancas introduzidos nos capitulos 13 e 14. No capitulo 17 é introduzida uma
estrutura topolOgica para a estrutura de aplicacdo, assim como o relacionamento entre os
dois niveis de caracterizacdo. 0 objetivo principal do capitulo 17 é garantir que a
estrutura de aplicacdo seja dotada de um espaco de vizinhancas induzido pela fungal)
distancia generalizada, corn uma topologia de aplicacdo associada. Mostra-se tambem a
existencia dos isomorfismos para a topologia entre R e IR e sua representacdo global.

Possiveis aplicac -Oes dos espacos coerentes bi-estruturados e do processo de
construed° global a outras areas da Ciencia da Computacdo sao indicadas no capitulo
18. No capitulo 19 estdo as conclusties, consideracOes finais, trabalhos relacionados e
perspectivas de trabalhos futuros. ConexOes entre as representacOes de reais e de
intervalos de reais e aspectos de computabilidade sao referidas de modo preliminar,
sugerindo-se este terra como continuidade do trabalho.
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1 A Cornputacäo Cientifica, a Matemática Intervalar e
a Teoria dos Dominios: da Fundamentacao
Aplicacäo

Apresenta-se a Matematica lntervalar como uma soluc5o para o problema do erro
em Computacâo Cientifica [DIM 96a] [COR 88]. A Teoria dos Intervalos de Moore
[MOO 66] [MOO 79], que deu ori gem a todos os estudos em Matematica Intervalar. é
resumida, acrescentando-se algumas refer6ncia bibliograficas que foram estudadas para
esta analise. No sentido de uma fundamentacâo para a Computacdo Cientifica, discorre-
se sobre as principais teorias encontradas, como Dominios de Scott, Dominios
Continuos. Espacos Coerentes, dentre outras estruturas, acrescentando-se discussbes
encontradas na literatura e comparando-se as diversas alternativas.

1.1 Uma AnAlise da ProblemAtica da Computacao Cientifica

E possivel tecer al gumas consideracOes a respeito dos problemas enfrentados pela
Computacao Cientifica [DIM 94], que podem ser classificados em dois niveis: o de
aplicacdo e o de fundamentacdo. Embora este trabalho se concentre exclusivamente ao
nivel da fundamentacdo, é possivel relacionar estes dois aspectos, e mostrar a
importancia deste inter-relacionamento.

1.1.1 Problemas de Aplicacdo

Os problemas de ordem pratica se concentram fundamentalmente em três aspectos.
na criacdo do modelo computacional que reflita fidedignamente a realidade em questdo,
no controle e analise dos erros que ocorrem no processo computacional e na escolha das
tecnicas de prouamacão adequadas para desenvolvimento de software cientifico. Os
problemas de modelagem computacional e do desenvolvimento de software cientifico
ndo sera() discutidos aqui. Veja [DIM 96b]. Outras referências sdo [STR 86], [DEV 91],
[REN 94], [Dll'vl 92], [DIM 93], [DIM 93b], [AGU 95], [GIR 90], [AGU 96].

Entretanto, a qualidade de urn resultado, em computacdo cientifica, depende
tambem do conhecimento e do controle que se possa ter sobre seu erro. Algoritmos
convencionais, normalmente utilizados em Computacäo Cientifica. chamados de
algoritmos pontuais, computam uma estimativa para uma resposta, e, talvez, urn erro
estimado. 0 usual-kr nao pode afirmar a exatiddo da resposta estimada sem o auxilio de
uma analise de erro, que é extensa, dispendiosa e nem sempre vidvel [COR 88].

Existem tres fontes de erros em computacdo numerica [BAR 92]: (i) a propagacdo
de erro nos dados e pardmetros iniciais, que é a mais seria, porque ndo é possivel torna-
la arbitrariamente pequena via computacão adicional, (ii) o erro de arredondamento e
(iii) o erro de truncamento.

1.1 .2 Problemas de Fundamentacdo

AciOly [ACI 91] su geriu que os problemas de aplicabilidade, discutidos na secdo
anterior, na verdade existem porque Analistas Numericos e Cientistas da Computacdo
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nä() tern trabalhado em conjunto e, na verdade, existe um Unico problema, que reside na
fundamentacao da Andlise Numerica como uma teoria computacional.

Smale [SMA 90] refere-se a questa) da fundamentacdo da Computacao Cientifica,
apresentando a tabela 2.1 corn o objetivo de realizar uma comparacão corn a Ciencia da
Computacao:

TABELA 1.1 - Computacao entre a Computacao Cientifica e a Ciencia da Computacao

Aspcctos
	

Computacao Cientifica	 Ciencia da Computacao

Matematica
	

Continua	 Discreta
Problemas	 Classicos	 Novos 
Objetivos	 Praticos, Imediatos	 dc Longo Prazo

Fundamentacao	 Nenhuma	 Desenvolvida 
Complexidade	 Nä° Desenvolvida	 Desenvolvida 
"Maquina"	 Nenhuma	 Turing 

Neste mesmo trabalho, Smale [SMA 90] afirma que os problemas de
fundamentacao da Analise Numerica ainda deverao ser reconhecidos pelos cientistas - o
que _la é fato atualmente. Salientou que o principal objeto de estudo da Computacao
Cientifica é o desenvolvimento de algoritmos, entretanto ndo existe uma definicao formal
de algoritmo em computacao numerica. Outro problema apontado como obstâculo é a
presente ideia de "maquina", isto é, computador digital. Como o computador e uma
entidade finitaria, isto é, é visto como "urn objeto finito ou discreto", é dificil sistematizar
a Computacao Cientifica. Uma questdo é saber como estas "maquinas" sera() theis para a
Analise Numerica, onde os erros (de arredondamento, truncamento etc.) sâo tao

importantes, uma vez que "maquinas" sobre os reais executam aritmetica exata.

Algumas respostas para este problema de fundamentacdo podem ser encontradas
nos trabaihos de AciOly, Claudio e Dimuro, [ACI 90] [ACI 91] [ACT 91a] [DIM 91]
[DIM 91a] [DIM 91b] [DIM 94], EscardO e Claudio [CLA 92], EscardO [ESC 93]
[ESC 96], Edalat e EscardO [EDA 95a], Edalat [EDA 95] [EDA 95b] [EDA 96]
[EDA 97], dentre outros, que sera° discutidos posteriormente.

2.2 A Matematica Intervalar

Atualmente tem sido muito divulgada a necessidade do use de tecnicas intervalares
como uma alternativa para alcancar limites garantidos para os resultados de computacCies
cientificas, atraves do controle rigoroso e automatico do erro do resultado. A Analise de
Intervalos esta interessada em tecnicas que podem ser programadas por computador,
contendo em sua computacao uma andlise rigorosa, completa e automatica destes erros.

A Andlise de Intervalos, que é uma teoria matematica corn origem na decada de 60,
tern por objetivo responder a questa) da exatidao e da eficiência que aparece na pratica
da Computacao Cientifica. Apresentam-se esquemas computacionais que tratam tanto do
problema da propagacdo do erro dos dados e parâmetros iniciais ao longo do processo
computacional. assim como dos erros de arredondamento e truncamento. A propagacdo
do erro nos dados iniciais e a acumulacao do erro de arredondamento em qualquer
seqiiencia finita de operacOes aritmáticas podem ser ambas rigorosamente controladas,
simplesmente pela utilizacao de aritmêtica de maquina ordinaria.
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Tecnicas intervalares manipulam dados e pardmetros inicias como intervalos, corn o
indicativo do erro maxim° presente nestes valores antes que os mesmos sejam
introduzidos no computador (veja [DIM 93b1 [SAN 94]). Desta forma algoritmos
intervalares, em contraste com os algoritmos pontuais, computam urn intervalo como
solucao, com a garantia de que a resposta pertence a este intervalo. Portanto, resultados
intervalares carregam sempre consigo a seguranca de sua qualidade e o grau de sua
incerteza, pois o diametro de urn intervalo solucdo é um indicativo da influencia do erro
do dado de entrada no erro do resultado final obtido. Este é urn tipo de andlise de
sensibilidade. que pode substituir execucôes de simulacdo repetidas e di spendiosas.

Entretanto, obter uma resposta intervalar nao garante que ela inclua algo de
interesse. Atingir uma inclusdo significativa requer uma fundamentacdo matematica
cuidadosa de todos os estagios do desenvolvimento do algoritmo e sua implementacdo.
Os algoritmos a serem desenvolvidos devem ser algoritmos intervalares, e nao versOes
intervalares de algoritmos pontuais, conforme Corliss [COR 88]. Vcja Kulisch [KUL 81]
[KUL 83] e Moore [MOO 66] [MOO 79] [MOO 88].

Na Teoria dos Intervalos de Moore [MOO 66] um intervalo real [a ,b] foi definido

como urn subconjunto do conjunto dos ndmeros reais R dado	 por

[a ,I]= {x E Ric/ x b, a ,b E R} , e o conjunto de todos os intervalos reais é denotado

por 1(R). Observe que a ideia principal é considerar um intervalo como	 uma
aproximacao dos reais que ele contem, embora Moore nao tenha considerado a nocdo de
aproximacdo no sentido de uma interpretacdo computacional.

Uma operacdo aritmatica bindria * E {±,—,x,÷} 	 entre intervalos A =[p,q] e

B=[r,s], e definida como A*B={a*bla E AnbEB}. Pode-se observar que 1(R)

constitui uma estrutura algebrica que generalize a estrutura dos reais. A aritmetica de
intervalos satisfaz a propriedade de monotonicidade da inclusdo (veja [MOO 79]
[RAT 84]). isto é, se I,J,K,L e I(R), corn I c K e JcL, entdo: I*J c K*L. Note

que esta propriedade sugere uma ordem (de aproximacdo ou de informacao), mas a

ordem considerada em I(R) e somente a ordem " 	 " dos reais, que compara os
intervalos relativamente a sua posicao na reta.

A imagem de uma furled. ° real f: D c R —› R sobre urn conjunto X c D é dada

por f(x)={f(x)lx E X} . Seja o intervalo real fechado e limitado X = [a ,b] . Tern-se

que se f ê continua, entdo f(x) tambem é urn intervalo da mesma especie.

Urn problema fundamental e tipico na Andlise Intervalar é o calculo de f (X) ou no

minimo uma boa aproximacdo dela. Se f e definida em termos de operacOes aritmeticas e
funcOes corn extensifies intervalares, entdo o use de computacdo intervalar [BAU 8?]
[DIM 89] [MOO 79] [RAL 86] [RAT 84] [RAT 88] resulta em uma extensão intervalar

F tal que f(x)F(x), para X c D. Este calculo tern a vantagem de ser

completamente automatic° e de nao requerer conhecimento das propriedades espccificas
def.

Foi introduzida uma topologia sobre I(R), que torna as operacOes aritmeticas

continual para a ordem de posicao. Sejam os intervalos X = [a ,b], Y = [c,d] EI(R).

Chama-se de distância entre Xe Ya expressào dada por dist(X ,Y) = max i l a —	 dli
E facil ver que dist satisfaz as propriedades de uma metrica para a ordem de posicao, e,
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portanto (I(R),dist) é urn espaco metrico e conseqUentemente a topologia induzida

dessa metrica é Hausdorff [MOO 79] [RAT 84].

Uma andlise mais detalhada sobre a Teoria dos Intervalos de Moore e suas
extensOes esta em [DIM 961)]. A bibliografia é muita extensa. Salienta-se algumas
referéncias adicionais na literatura clâssica: [AGU 95], [ALE 83], [BAR 93]. [BAU 8?],
[CLA 89], [COE 91], [COR 88], [DIM 89], [DIV 95], [HAN 69], [HOL 96], [LOR 9?],
[MOO 66], [MOO 79], [MOO 88], [NEU 89], [NIC 75], [NIC 85], [RAL 86],
[RAT 84], [RAT 88]. [REI 94], [REI 95], [REI 96b], [ACC 96], dentre outras. Algumas
extensOes a teoria classica podem ser encontradas ern [ALE 68], [CAD 93], [CLA 94],
[DIM 91c], [DIM 93], [HAN 80], [KOR 94], [LAV 8?], [MAR 81], [MAR 92],
[MAR 92a], [MAR 94], [MAR 95], [MAR 9?], [OLI 95], [RAT 88], [REN 94],
[BOI 96].

1.3 No Sentido de uma Fundamentacão da Computacao Cientifica e da
MatemAtica Intervalar utilizando a Teoria dos Dominios

Em geral, os estudos envolvendo intervalos de Moore e suas extensOes visam muito
mais o desenvolvimento de metodos para aplicacdo imediata em Computacdo Cientifica
do que a fundamentacdo teOrica necessaria para embasamento dos algoritmos referentes
a ester matodos. E possivel observar neste instante que é preciso buscar uma
fundamentacdo para a Teoria dos Intervalos de Moore, que a tome compativel corn uma
teoria computacional, isto é, para que esta teoria nao seja tratada apenas como uma
teoria matematica ou da Andlise Numêrica, mas tambem como uma Teoria da
Computacdo.

Uma computacdo em que se utilizam algoritmos é executada em passos discretos.
ApOs cada passo, uma quantidade maior de informacdo sobre o resultado da computacdo
vai se tornando disponivel. 0 resultado obtido apOs cada etapa pode ser considerado
como uma aproximacão do resultado final, que deve ser alcancado apOs um ntimero
finito de etapas. Como exemplo, pode-se citar a computacdo do maior divisor comum de
dois inteiros positivos utilizando-se o algoritmo Euclidiano.

Entretanto, em algumas situagOes, a computacdo nunca termina. Neste caso, é
possivel definir que o resultado final é a melhor das aproximacôes obtidas em cada etapa
da computacdo, se essa melhor aproximacäo existir. No caso em que essa melhor
aproximacdo ndo existe, toma-se a seqiiëncia das aproximacOes obtidas e tenta-se passar
a um limite. Este Ultimo caso acontece quando se computa sobre objetos considerados
como limites sob urn ponto de vista computacional, como, por exemplo, os niiimeros
reais ou intervalos de reais, que sdo denominados de objetos infinitos. Vê-se que, nesses
casos, é necessario ter tanto urn modelo apropriado de aproximacdo como urn modelo
apropriado de computaedo.

Surgem assim os dominios, que sdo estruturas que modelam a noedo de
aproximacdo e sobre as quais se pode definir modelos apropriados de computacào.

A teoria dos dominios é alvo de muitos estudos na atualidade. Seria impossivel
apresentar aqui tudo o que tem lido realizado envolvendo algum aspecto delta teoria.
Entretanto, como é nosso interesse discutir sobre uma fundamentacdo da computacdo
cientifica e da Maternatica Intervalar corn base na teoria dos dominios, sdo apresentados
aqui breves discussOes sobre alguns trabalhos selecionados.
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2.3.1 A Teoria dos Dominios: a evolucão

A teoria dos dominios foi introduzida por Dana Scott [SCO 70] em 1970 como
uma teoria matematica de computacdo em semântica de linguagens de programacão.

Algumas ideias relativas ao assunto foram introduzidas anteriormente por Daniel
Lacombe [LAC 55] na teoria da recursdo. ContribuicOes importantes a teoria dos
dominios tambern foram introduzidas independentemente por Y. L. Ershov [ERS 72].
Textos introdutOrios sobrc esta teoria apareceram ainda corn a sua utilizacdo em
semAntica denotacional de linguagens de programacdo em [STO 77]. Entretanto, sua
introducao como uma teoria matematica em urn texto didatico aparece corn Plotkin
[PLO 81]. As contribuicOes fundamentais foram realmente dadas por Scott [SCO 72]
[SCO 72a] [SCO 76] [SCO 82] [SCO 90].

Esta teoria esta agora estabelecida [STO 94] [DAV 91] [EDA 97] [GIE 80]
[JOH 82] [PLO 81] [GUN 92] [ABR 94] e é na atualidade o major paradigma em
semantica de linguagens de programacdo.

A primeira definicao de dominio. apresentada por Scott [SCO 70] [SCO 72]
[SCO 72a], foi a de reticulado (ou semireticulado) continuo (veja tambem [GIE 80]), e,
inspirado em nocOes topolOgicas [SMY 90] [SMY 91]. conseguiu definir diversos
conceitos de interesse computacional sobre reticulados, como, por exemplo, a nocdo de
fungdo continua e elemento compacto ou finito. Posteriormente, Scott [SCO 76] optou
pela subclasse dos reticulados algebricos. Finalmente, verificou-se que o element() topo
dos reticulados era semanticamente desprezivel, no sentido de que ndo era natural dar-
lhe alguma aplicacäo em sernantica denotacional. Assim, aparece na literatura a definicdo
de dominio como cpo algêbrico consistentemente completo. Esta categoria, alêm de
possuir todas as propriedades interessantes da categoria de reticulados algebricos, nao
apresenta necessariamente o elemento topo e todos os problemas acarretados por ele.
Veja tambem [KAM 84] [KAM 84a] [LAW 87] [LAW 97] [PLO 77] [SMY 90]
[SMY 91].

2.3.2 A Teoria dos Dominios: nocöes fundamentais

A idêia basica e representar tipos de dados por certos conjuntos parcialmente
ordenados, denominados dominios. Quando a computacdo esta baseada em um
algoritmo, entdo cada um dos conjuntos de dados de entrada e saida forma um dominio.

0 programa que executa a computacdo é representado por certas funcOes entre
dominios, denominadas de funci5es continual. Uma funcdo continua é aquela que
preserva a ordem de informacdo (quanto major a informacao dos dados de entrada,
major sera a informacao dos dados de saida) e os limites de computacôes infinitas no
dominio (a informacao total disponivel como saida de uma seqiiéncia infinita de
elementos de entrada corn informacdo refinada é o somatOrio total de toda a informacdo
obtida de cada elemento de entrada). A tese de Scott afirma que toda a funcdo
computavel é continua neste sentido acima.

FuncOes corn o mesmo dominio de entrada e saida, corn a ordem pontual, formam
um dominio de funcOes ou o espaco funcional. Toda a fimcdo continua em um dominio
corn urn menor elemento possui um menor ponto fixo no sentido do teorema de Tarski.
Isto implica que o significado de urn programa recursivo pode ser capturado como o
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ponto fixo de uma funedo de ordem mais 	 alta, que é definida, pela recursdo
correspondente, no dominio de todas as fling -0es de um dado tipo.

Existe uma variedade de categorias de dominios de acordo corn as propriedades
adicionais consideradas, desde que satisfacam os criterios estabelecidos em [JUN 89].

Procurando maior precis -do tecnica, pode-se definir uma dominio como uma

estrutura onde e definida uma relacdo binaria 	 	 - uma ordem parcial denominada de

ordem de informed° - para significar que x v se e somente se .v é uma aproximacdo
de v ou v contêm pelo menos a informaedo de x. Neste estd.c.lio diz-se que o dominio é
simplesmente uma ordem parcial, freqtientemente denominado de po ou poset.

Tambem exige-se que um dominio possua urn menor element() 1, modelando a
ausência de informacdo. Na verdade, a presenca deste menor element() nao seria
necessaria, mas ele é Util na determinacdo da existencia de pontos fixos. Ainda, para
modelar computacOes infinitas, exige-se que um dominio seja completo no sentido em
que cada seqUencia crescente de aproximacOes seja representada por urn elemento no
dominio, ou seja, deve possuir um supremo. Estes requisitos sdo suficientes para a
obtenedo de pontos fixos de funcOes continuas e tambem para a construe -do de espacos
funcionais. Obtêm-se assim os dominios denominados de ordens parciais completas ou
cpo's.

2.3.3 A Teoria dos Dominios: dominios algebricos e semántica da computacdo

Observe agora que uma computacdo é executada sobre objetos concretos. Por
exemplo, uma computacao sobre ntimeros reais ou intervalos reais consiste de
computacOes sobre aproximacOes concretes dos ntimeros reais ou, respectivamente,
intervalos de reais, dadas corn freqUencia pelos ntimeros racionais ou cadeias de
intervalos racionais encaixados. 0 resultado da computacdo tambem é dado por uma
seqiiência de elementos concretos. Entdo, para modelar computacOes, é necessario
abstrair a noedo de "ser um elemento concreto". Esta abstracdo é denominada de
elemento finito ou compacto. Assim, exige-se que cada elemento de um dominio seja
representado por todas as suas aproximacOes finitas ou compactas, ou seja, que cada
elemento do dominio seja o supremo do conjunto dirigido de suas aproximacOes
compactas. Quando isto acontece, tern-se os chamados cpo's algebricos. Os elementos
compactos ou finitos do dominio formam a base do dominio.

A classe dos cpo's algebricos parece possuir as propriedades de computabilidade
desejadas. Entretanto, observa-se a ndo existencia de uma propriedade importante para a
ciéncia da computacdo e tambem para panes da teoria da computabilidade: esta classe
ndo é fechada para a construed° de espaco funcional. Entdo, uma subclasse de cpo's
algebricos e freqiientemente considerada - a dos que sdo consistentemente completos, ou
seja, quando todo subconjunto consistente do dominio possui urn supremo. Estas
estruturas, ou seja, os cpo's consistentemente completos sdo finalmente denominadas de
Dominios de Scott, ou simplesmente dominios algebricos. Os espacos coerentes,
estrutura fundamental em se baseia este trabalho, constituem urn tipo especial de
dominio algebrico (veja seed° 1.3.8).

Urn dominio algebrico cuja base é enumeravel, denominado de dominio w-
algebrico, pode ser dado de modo efetivo, 	 segundo certas condiebes [WEI 80]
[ESC 97], corn o objetivo de tornar a teoria construtiva e de definir a noedo de elemento
computavel e funedo computavel.
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Os elementos basicos podem tambem ser considerados como urn conjunto de
proposicOes lOgicas que caracterizam qualquer elemento do dominio. Isto foi
primeiramente observado por D. Scott [SCO 82] para os Dominios de Scott, tendo sido
posteriormente generalizado para outras classes de dominios. Um dominio algebrico
possui uma apresentacdo simples em termos de um sistema de informacdo, uma estrutura
lOgica sobre os elementos basicos que fornece uma indicacdo de como construir os
elementos como as teorias da lOgica correspondente. A lOgica relativa a urn dominio
altzebrico é a das propriedades observaveis do processo computacional. Esta "lOgica de
observacOes" esta intimamente ligada a topologia de Scott para dominios [SMY 83]
[VIC 87]. Urn aberto de Scott pode ser visto como uma proposicao sobre um tipo de
dados, ou uma propriedade deste tipo. Urn analise da lOgica para a categoria cartesiana
fechada dos chamados dominios bi-finitos foi desenvolvida por Abramsky [ABR 87].
Outras categorias de dominios tambem foram estudadas em uma forma lOgica (veja
[EDA 93] [VIC 93] [HOO 93] [BED 93] [BED 94] [ZHA 92a] [ZHA 91] [ZHA 89]
[ZHA 89a])

Diversas categorias cartesianas fechadas de dominios algebricos, incluindo os
chamados Dominios de Scott, tern sido empregadas em semanticas de computacao. Sao
utilizadas para obter um modelo nao-trivial [SCO 72] [SCO 73] do k-calculo nao-tipado
[BAR 84] baseado em um dominio nao-trivial isomOrfico ao seu espaco funcional.
Tambern foi introduzida uma semantica denotacional para PCF (Programming Language
for Computable Functions) [PLO 77], urn k-calculo tipado corn tipos basicos para
nnmeros naturais e valores booleanos mais constantes para operacOes basicas sobre estes
tipos. PCF pode ser considerada como modelo teoretico para linguagens de
programacao funcional.

Dominios algebricos tem sido utilizados para representar espacos clâssicos em uma
abordagem efetiva. Veja [WEI 81] [STO 88] [STO 95] [BLA 97].

2.3.4 A Teoria dos Dominios: dominios continuos, espacos matematicos classicos e
outras estruturas relacionadas

Urn dominio e uma estrutura matematica que descreve aspectos computacionais e
isto justifica sua imponancia para a fundamentacdo da computacao cientifica e
matematica intervalar [EDA 97]. Nos nitimos anos, tem surgido uma nova direcao para
aplicacao de dominios continuos em espacos cldssicos da matematica. Dominios
continuos constituem uma generalizacdo dos dominios algebricos que conservam muitas
de suas basicas propriedades. Edalat [EDA 97] afirma que dominios continuos
constituem a abordagem natural para a matematica continua, pois considera que as
representacOes nestes dominios sao evidentemente mais diretas e simples que as
representacOes em dominios algebricos.

No sentido de se obter a definicdo de um dominio continuo, e necessario que se
tome urn cpo e introduza uma relacdo de aproximacao, denominada de relacdo "way-
below" «, que determina que um objeto x aproxima outro objeto y se sempre que y
apresente no maxim° a informacao dada pelo supremo de urn conjunto dirigido A, entdo
e possivel encontrar em A um outro objeto a que apresente no minimo a informacao
fornecida por x. Observe que urn elemento é finito ou compacto se aproxima a si mesmo.

Urn subconjunto e uma base para urn dominio se cada elemento do dominio é o
supremo do conjunto dirigido de suas aproximacOes "way-below" contidas na base, isto
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é. cada elemento do dominio e representado pela seqiiência de suas aproximacOes
basicos para a relacAo ''way-below".

Diz-se que um dominio e continuo se ele possui uma base. Se a base é enumerdvel,
então o dominio e denominada de w- continuo. Um dominio continuo é al gebrico se
possui uma base de elementos compactor. Observe que todo dominio algebrico é um
dominio continuo.

Todo dominio w- continuo pode ser dado de modo efetivo corn respeito a uma
enumeracdo de uma base, pela exigencia de que a relacao "way-below" restrita aos
elementos basicos seja recursivamente enumeravel [ESC 97] [WEI 80]. Diz-se que urn
elemento nestes dominios é computavel se ele é o supremo de uma cadeia recursive de
elementos basicos que o aproximam pela relacâo ''way-below". 0 supremo de uma
cadeia efetiva de elementos computaveis e computavel e, portanto, é o menor ponto fixo
de uma furred() computavel em urn dominio dado de modo efetivo.

AciOly [ACI 91] definiu dominios continuos de intervalos (veja sec -do 1.3.5),
retirando o elemento topo dos reticulados continuos dos trabalhos originals de Scott e
obtendo cpo's intervalares continuos consistentemente completos corn base enumerdvel,
corn o objetivo de apresentar uma fundarnentacão computacional para a Matematica
Intervalar [DIM 91]. Na continuacao do trabalho de AciOly, pode-se citar tambem
Bedregal [BED 93] e [BED 94], que introduziu os sistemas de informacdo continuos.

Segundo Escard6 e Claudio [ESC 93] (veja seclo 1.3.6), AciOly [ACI 91]
introduziu a ideia da utilizacäo da Teoria dos Dominios de Scott e o k-calculo como uma
fundamentacao para a Analise Intervalar alterando levemente a nocao de Dominios de
Scott e da topologia de Scott. Assim, EscardO e Claudio [CLA 92] [ESC 93] introduzem
um desenvolvimento da Analise Intervalar segundo a Teoria dos Dominios de Scott,
tomada em sua versa() original. Veja secäo 1.3.6

Os trabalhos fundamentais corn dominios continuos de intervalos, no sentido de
obter nUmeros reais efetivamente computaveis e as principais aplicacOes se devem a
Edalat [EDA 95] [EDA 95a] [EDA 95b] [EDA 96] [EDA 97] [EDA 97a] [JUN 97] e
EscardO [ESC 94] [ESC 95] [ESC 96]. Potts [POT 96] [POT 97] [POT 97a] introduziu
uma estrutura pratica para computacdo exata. Estes trabalhos sera° comentados na
secdo 1.3.7.

Phoa [PHO 94] introduziu urn exemplo de uma nova abordagem para a teoria dos
dominios, na qual uma categoria de dominios e construida diretamente de um modelo
particular de computacao, em uma estrutura intuitiva e natural, utilizando as ferramentas
da teoria das categories e teoria de topos. Bonsangue, Breu gel e Rutten [BOM 95]
estudaram os espacos ultramêtricos generalizados, que constituem uma generalizacdo de
pre-ordens e espacos ultrametricos ordindrios, mostrando como construir a completacdo,
topologia, e dominios potencia, combinando a visäo topolOgica de Smyth [SMY 83]
[SMY 87] [SMY 90] [SMY 91] e a visa.° categOrica de Lawvere [LAW 73] em espacos
(ultra)metricos generalizados.

Por outro lado, Girard [GIR 87] [GIR 89] introduziu o estudo de espacos
coerentes, urn tipo especial de dominio de Scott, visando dar urn modelo para sua lOgica
linear. Na sec5o 1.3.8 apresenta-se a argumentacào de Girard. Um estudo sobre Espacos
coerentes encontra-se em [DIM 95] [DIM 96a] [DIM 96b]. Esta tese toma os espacos
coerentes como a estrutura semantica fundamental. Para isso, novos conceitos foram
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desenvolvidos e introduzidos no capitulo 3. No capitulo 4 encontra-se a abordagem
categOrica.

2.3.5 A Teoria dos Dominios Intervalares Continuos de Acidly

Acidly [ACI 91], em sua tese de doutorado, evidenciou al gumas incompatibilidades
entre a Teoria dos Intervalos de Moore (como uma teoria da Analise Numerica) e uma
teoria intervalar computational	 (como uma teoria da Computacdo Cientifica -
Matematica Computacional) para aplicacdo efetiva em computacao cientifica. Tambern
em Dimuro [DIM 91] foram discutidas estas incompatibilidades apontadas por Acidly.

Acidly [ACI 91] fixou-se no fato de que a Teoria dos Intervalos de Moore baseia-se
na ideia de que um intervalo é uma aproximacao dos reais que ele contem. Entretanto, a
topologia (de Hausdorff) que	 foi proposta por Moore [MOO 79] [RAT 84] é

incompativel corn essa idêia. Observe que, se X � 0 e t é uma topologia sobre X, entdo

o espaco topoldgico (X, t) e de Hausdorff se e somente se dados x, • E X corn x # y,

existe uma propriedade de x e uma propriedade de y que säo disjuntas. Portanto, se
x y entdo "x nä() aproxima y" e "x aproxima y" se e somente se x = y. Assim, nos

espacos topoldgicos de Hausdorff (como o espaco dos intervalos de Moore) todos os
objetos sdo totais, significando que cada objeto do espaco somente aproxima ele mesmo.

Acidly [ACI 91] salientou tambêm a existencia de uma incompatibilidade entre a
propriedade de monotonicidade da inclusdo e a metrica proposta por Moore. A
propriedade de monotonicidade da inclusào como esta definida em [MOO 79] sugere
distincOes qualitativas em fungdo de uma ordem intuitiva de aproximacdo. Ora, esta
ordem (de informacdo) induz uma topologia (To, e ndo T 1 ) que nao compatibiliza corn a
topologia (Hausdorff - T2 ) induzida pela metrica de Moore [MOO 79]. Alem disso,
funcOes monotOnicas corn relacão a inclusào e funcOes continuas segundo a topologia
proposta por Moore sdo incompativeis, uma vez que existem funcOes monotOnicas para
a inclusäo que ndo sdo continuas segundo a topologia de Moore, e, inversamente,
existem funcOes continuas para a topologia de Moore que nao sdo monot6nicas para a
inclusào.

A Teoria dos Dominios Intervalares Continuos de AciOly [ACI 91] [DIM 91]
[ACI 91a] [DIM 91b] [DIM 91a] [ACI 90] procura superar as deficiéncias e
incompatibilidades encontradas, na Teoria dos Intervalos de Moore, propondo uma
topologia compativel (Topologia de Scott) corn a ideia de aproximacdo, que gera uma
ordem de informacdo, isto é, para quaisquer intervalos X e Y, se XE Y entdo "Y fornece
mais (no minimo tanto quanto) informacdo, sobre urn real r, do que X'. Salienta-se que
into flan acontece corn a abordagem classica, devido a topologia ser de Hausdorff.

Na proposta de Acidly [ACI 91], urn niimero real r é aproximado por intervalos de
extremos racionais (ndo mais por intervalos de extremos reais), definido como o
supremo de urn conjunto dirigido de intervalos corn extremos racionais, que sat)
denominados de intervalos de informacdo. 0 espaco de informacdo, denotado por II(Q),
é o espaco constituido por urn conjunto de intervalos de extremos racionais, munido de
uma certa estrutura lOgica e topolOgica. Assim, os reais constituem os elementos totais
de um dominio cuja baser. é o conjunto dos intervalos de informacdo.

Sejam [p,q],[r , E	 A ordem de informacdo "E" é definida por

[p,q] E [r, s] se e somente se	 [r,s]c[p,q]. Define-se tambêm uma relacdo de
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aproximacdo. tal que [p,q]«[r, s] se e somente se p <r s < q, onde "«" é chamado de

relacdo auxiliar ou ordem forte. 0 espaco de informacdo é constituido pela estrutura

11 = ( 11(0) , E , « ,[ — oc,-Foc] ), onde = [ —oc,+x] é o menor elemento. Em sua proposta,

AciOly utilizou uma adaptacâo a definicdo de cortes de Dedekind [DED 01] [TRO 88]
para intervalos de extremos racionais e uma tecnica semelhante a de completacdo por

ideais de Scott [STO 94]. Entao a completacao desta base 13 por cones (definicdo de
AciOly) resulta em urn cpo (conjunto parcialmente ordenado completo) continuo, dado

por R = (II(R) , E , «	 onde R e o conjunto dos ntimeros reais. 0 conjunto

dos objetos totais de R, toi( R ), é isomorfo ao conjunto dos nUmeros reais R. Por outro

lado, o conjunto II(R) , denominado de conjunto dos reais parciais, é isomorfo ao

conjunto dos intervalos de extremos reais I(R) de Moore [MOO 79].

-
Corn relacdo a topologia, AciOly observou que B = xlx 	 onde

x = {y E 11(0)1x « A , e a base da topologia Scott. 0 cpo R constitui assim urn

dominio, denominado dominio	 continuo [ACI 91] [DIM 91] [GIE 80] [LAW 87]
[LAW 97] [EDA 97] que nao é urn dominio de Scott propriamente dito [SCO 72]
[SCO 72a] [SCO 76], pois nao e algebrico, uma vez que o Unico elemento compacto (ou

isolado) [STO 94] é 1=

No Dominio Intervalar Continuo de AciOly, cada funcâo continua 	 sera
"essencialmente" uma funcâo monotOnica na base e, mais ainda, sera completamente
representada em termos de elementos da base, que sdo finitos. no sentido de que sào
finitamente representaveis. Como	 pretende que esta teoria tenha aplicacdo,
principalmente em Andlise Funcional (em equacOes diferenciais, por exemplo) cada
fungdo continua da analise real sera vista como limite (objetos totais) de seqUencias de
funcOes continual entre elementos da base (os intervalos de informacao corn extremos
racionais).

Em Dimuro [DIM 91], propOe-se a introducdo de uma quasi-metrica, que podera
assegurar a maioria das vantagens em se ter uma metrica (propriedades quantitativas) e
que gera uma topologia compativel corn a topologia gerada pela ordem de informacdo
(topologia de Scott), garantindo todas as propriedades qualitativas.

As operacOes aritmeticas bindrias e as operacOes unarias no dominio dos intervalos
reais parciais R e suas propriedades foram estudadas em Dimuro [DIM 91] [DIM 91c].
A aritmetica e estendida, e opera, inclusive, corn intervalos ilimitados e coin intervalos
que aproximam o numero real "0" (zero). A aritmética de maquina é discutida em
Dimuro [DIM 91c], sugerindo a possibilidade de uma implementacâo da Algebra dos
Intervalos.

Segundo AciOly, uma das diferencas marcantes, entre este seu ponto de vista e a
abordagem classica de Moore, consiste no fato de que, aqui. a analise de intervalos nao é
uma extensdo da analise real, mas uma linguagem para falar sobre aproximacOes ern
analise real.

AciOly lembra tambem "que esta abordagem tem a vantagem de ser de lOaica
construtiva e computacional (prové uma teoria para falar de funcOes computaveis), além
de unificar as teorias das semânticas de linguagens de prouamacdo e a Matematica
Computacional (Andlise Numerica) 	 Ela prove uma 16Qica (lOgica de Scott) para
raciocinar sobre programas em Maternatica Computacional"



40

Segundo Scott (1972): "0 nivel correto de modelagetn matematica da computacao
nao e nem o estritamente finito. nem o ilimitadamente infinito, mas o finitario. into e, o
nivel em que aqueles objetos aparecem como 'Unites de objetos finitos."

Segundo Kamimura e Tang [KAM 84] [KAM 84a], programa-se corn objetos
totais, mas raciocina-se corn objetos parciais, dai, a importância de uma base. Na
abordagem da computacdo por dominios, elementos computaveis sdo usualmente dados
operacionalmente: supremos de seqrfancias recursivamente enumeraveis de objetos da
base. A topologia de Scott permite abstrair o conjunto de propriedades dos objetos,
independentemente de corno eles sdo computados, isto é, ela isola urn certo conjunto
enumerdvel de propriedades suficientemente finas para separar objetos distintos.

2.3.6 A Fundamentaedo para a Andlise Intervalar de EscardO e Claudio

EscardO e Claudio [ESC 93] observaram que AciOly [ACI 91] introduziu a ideia da
utilizaedo da Teoria dos Dominios de Scott e o X-calculo corno uma fundamentaeao para
a Andlise Intervalar alterando levemente a nocao de Dominios de Scott. Salientam.
tambêm que naquele trabalho o conjunto dos nUmeros reais T, corn sua topologia usual
(Hausdorff), é urn subespaco topolOgico do espaco dos intervalos de Moore, ordenado
pela relaedo de inclusdo, corn a topologia de Scott, identificando-se os ndmeros reais x e
os intervalos degenerados [x,x]. Entdo, como funcOes continuas para a topologia de
Scott sac) monotOnicas para a inclusao, AciOly [ACI 91] sugeriu que se descartasse a
topologia de Moore e que fosse adotada a topologia de Scott. Entretanto, segundo
EscardO e Claudio, a topologia de Scott foi tomada fundamentalmente em "termos
filosOficos".

EscardO e Claudio [ESC 93] introduzem urn desenvolvimento da Andlise Intervalar
segundo a Teoria dos Dominios de Scott, tomada em sua versdo original. Isto torna-se
importante pois segundo a Teoria dos Dominios de Scott tem-se a construe -do de urn
espaco de funeOes e urn teorema de ponto fixo. Ha tambêm uma teoria de
computabilidade para os Dominios de Scott.

Escard6 e Claudio [ESC 93] definiram o Dominio Intervalar de Moore, constituido
pelo conjunto dos intervalos ordenado pela relacao de inclusao. Este dominio é urn
Dominio de Scott Continuo [SCO 72] [SCO 72a] [SCO 76] [PLO 81]. Alem disso, as
funcOes continuas para a Topologia de Scott no Dominio Intervalar de Moore sao
justamente aquelas que sac) monotOnicas corn a relacdo a inclusao para a topologia de
Moore [MOO 79].

0 trabalho de Escard6 e Claudio [ESC 93] foi realizado exclusivamente corn a
Teoria dos Dominios de Scott, mostrando que a nocd- o de monotonicidade corn a relac-do
a inclusdo e continuidade segundo a topologia de Moore sdo compativeis pela
introduedo de uma topologia auxiliar no Dominio Intervalar de Moore, denominada
Topologia da Inclusao.

A Topologia da Inclusdo é definida de tal forma que uma funcao intervalar é
continua para a topologia de inclusdo se e somente se for monotOnica para a inclusdo.
Considera-se a interseedo entre a topologia da inclusdo e a topologia de Moore,
originando uma topologia denominada de Topologia de Moore-inclusdo. Uma funedo
intervalar é continua para a Topologia de Moore-inclusdo se e somente se monotOnica
para a inclusdo e continua para a topologia de Moore.



41

Alem disso, conclui-se que a Topolo gia de Moore-inclusdo na verdade é Topologia
de Scott. Isto mostra, a principio que, neste sentido, as nocOes de monotonicidade para a
inclusäo e continuidade para a Topologia de Moore säo compativeis, e que, portanto, a
Topologia de Scott e apropriada para a Andlise Intervalar.

A Topologia de Scott no Dominio Intervalar de Moore é uma topolo gia T,, que ndo
é	 portanto ndo e metrizavel. Entretanto. na pratica, Escard6 e Claudio [ESC 93]
sug,erem que se seja utilizada a metrica de Moore em conexdo corn a Topologia de Scott.
Observam tambem que a topologia de Scott é metrizavel segundo uma ordem, no
sentido que os conjuntos abertos da topologia sào gerados por uma metrica corn o
acrescimo de uma relacdo de ordem.

0 X-cAlculo introduzido por AciOly nä. ° possui constantes para intervalos e funcOes
primitivas. Alem disso. AciOly ndo apresentou regras computacionais para o cdlculo. No
trabalho de EscardO e Claudio sat) introduzidas constantes para entes primitivos e regras
computacionais para o cdlculo. E estabelecido um teorema de adequacao computacional,
que afirma que urn programa computa urn valor X se e somente se seu valor, quando o
programa é interpretado como uma expressäo maternatica, é X Tambem é considerado
uma variacdo para o calculo para computacdo intervalar de ponto flutuante, e para isto é
estabelecido urn teorema de adequacdo computacional.

0 conceito de aproximacdo de funcOes é introduzido, relacionando esta nocdo corn
a Teoria dos Dominios de Scott. A partir da definicao de ordens parciais completas
(cpos), mostra-se o Dominio Intervalar de Moore como urn cpo. Corn a definicao de
cpos continuos é tambem apresentado o Dominio Intervalar de Moore como urn cpo
continuo.

São apresentadas diversas topologias para o Dominio Intervalar de Moore -
topologia da inclusdo, topologia de Moore-Inclusdo e topologia de Scott - e
estabelecidos diversas relacOes entre elas, como a equivalthicia entre as topologias de
Scott e a de Moore-Inclusâo para o Dominio Intervalar de Moore. Alem disso, estas
topologias sat) relacionadas corn a topologia usual da reta real. A Reta real é urn
subespaco do Dominio Intervalar de Moore.

Sao tambem introduzidos os Dominios de Scott Continuos, mostrando-se que o
Dominio Intervalar de Moore é urn Dominio de Scott Continuo. Salienta-se que existe
um tipo mais simples de cpo continuo, denominado de cpo algebrico, mas que,
infelizmente, o Dominio Intervalar de Moore ndo e urn cpo algebrico.

Acrescentam-se espacos de funcOes e funcOes de ordem superior, o teorema de
ponto fixo de Scott, definicao recursiva de funcOes.

Como existe uma teoria de computabilidade para Dominios de Scott continuos
("The Theory of Effectively Given Domains", de Smyth [SMY 77]), observa-se que
existe automaticamente uma teoria de computabilidade para a Analise Intervalar. Esta
teoria e apresentada brevemente, atravës de definicOes e resultados informais.

E apresentado um X-calculo simples corn constantes [PLO 77]. Pela selecäo de urn
tipo basic° para intervalos e de urn conjunto particular de constantes para funcOes e
valores primitivos, é introduzida a linauagem ICF ("Interval Computable Functions").
Esta linguagem é urn conjunto de expressOes formais. Estas expressOes sào notacOes
maternaticas para intervalos e funcOes intervalares. Como ICF é urn cdlculo, obtem-se
regras formais para avaliar suas expressOes. Como estas regras podem ser seguidas por
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urn computador. ICF pode ser considerada uma linguagem de programacdo. Considera-
se que todos os intervalos e func -Oes intervalares computaveis podem ser definidos (ou

programaveis) em ICF. Tambem sdo definidas regras computacionais de precisdo
limitada para uma versa.° de ICF, denominada de ICF0 Estas regras simulam as regras
dos sistemas computacionais intervalares de ponto-flutuante. Sugere-se tambêm que ICF
é uma linguagem de programacdo Turing-completa.

Corn este trabalho, EscardO e Claudio [ESC 93] apresentam uma alternativa no
sentido de uma fundamentacdo para a Computacdo Cientifica, aplicando a Teoria dos
Dominios de Scott para a Analise Intervalar. Observa-se que a linguagem de
programacdo ICF fornece uma definiedo formal de algoritmo para a computacdo
numerica intervalar. Pode-se tomar urn algoritmo como um programa ICF.

Observa-se que a matemdtica continua e a matematica discreta ndo sdo
incompativeis. Na verdade, a nocdo de computabilidade para Dominios de Scott
Continuos é obtida da nocao de computabilidade para Dominios Discretos. Alêm disso, é
possivel operar objetos continuos por meio de aproximaebes discretas.

A conclusdo principal anunciada pelo trabalho é que a Andlise Intervalar é uma
fundamentacdo natural para a Andlise Numêrica e que a Teoria dos Dominios de Scott é
uma fundamentacdo natural para a Andlise Intervalar.

2.3.7 Dominios de Intervalos, NUmeros Reais Efetivos e Aritmetica Computacional
Real Exata de Edalat, EscardO e Potts

Nos Ultimos anos os dominios continuos tem sido utilizados ern trabalhos sobre
computacdo exata de nUmeros reais, resultando em algoritmos eficientes em aritmetica
computacional de precisdo infinita, em sistemas de funcOes iterativas, teoria de medidas e
integracao, principalmente corn aplicacOes em matemdtica e fisica, como geometria
fractal e fisica estatistica [EDA 97].

Os trabalhos de Edalat e EscardO baseiam-se na construed() de urn dominio w-
continuo IR de intervalos reais fechados e limitados, ordenados pela ordem reversa da

inclusdo. Este tipo de construed() foi originalmente proposta por Scott [SCO 70], corn a
introducdo de um conjunto parcialmente ordenado, corn urn elemento topo representado
pelo intervalo vazio, como urn tipo de dado para nUmeros reais.

Observe que IR é de fato urn dominio w- continuo, pois o supremo de qualquer
conjunto dirigido de intervalos reais fechados e limitados neste cpo é urn intervalo real
fechado e limitado, dado pela interseedo destes intervalos. A relaedo "way-below" é dada
por aa se e somente se b estd no interior de a. Uma base enumeravel é dada pelo
conjunto de todos os intervalos corn extremos racionais.

Para todo conjunto aberto 0 c R, urn aberto Scott basic° é dado pela colecdo

q 0 = {a e IRla c 0} . Os elementos maximais deste dominio sa. o os conjunto unitdrios

{x1, para x ER A fungdo s:R IR, corn x H {x} é uma imersao da reta real no

conjunto dos elementos maximais, pois s-1 (E0) = 0, para todo conjunto aberto 0 c R
Isto significa que a topologia Euclidiana coincide corn a topologia de Scott relativa ao
subespaco dos elementos maximais.

Qualquer fling -do continua f:R —> R pode ser estendida canonicamente a uma

funedo continua segundo Scott If :IR IR , definida por a 1---> f (a) . Esta é a extensdo



43

maximal [EDA 95a] de f em IR, ou seja, se g-. IR IR satisfaz g({x}) = {f(4), para

todo x E R, entdo g 	 If.

0 dominio continuo IR pode ser equipado corn uma estrutura efetiva canOnica pela
utilizacdo da enumeracdo padrdo dos intervalos racionais. Um numero real computdvel é
entdo o supremo de uma seqUencia de intervalos racionais encaixados, a qual é gerada
por urn programa mestre. Da mesma forma caracteriza-se urn nUmero computdvel na
abordagem intervalar para a computabilidade sobre a reta real [ROG 67].

Diz-se que uma fur-0o continua f:R —> R. é computavel se possui uma extensao

computdvel g IR —> IR . Em [EDA 97b], encontra-se uma prova de que esta definicao

de fungdo computavel coincide corn a nog -do bem estabelecida de Pour-El e Richards
[POU 88], que é equivalente a abordagem de [WEI 97] e esta baseada no trabalho
cldssico de Grzegorczyk [GRZ 55] [GRZ 57]. De fato, corn base no trabalho de
Stoltemberg-Hansen and Tucker [STO 95], Edalat e Sunderhauf observam que a teoria
da computabilidade induzida sobre a reta real por sua representacdo efetiva corn urn
dominio algebrico é equivalente a teoria da computabilidade cldssica dos numeros reais,
e, alem disso, dos resultados apresentados ern [BLA 97], é possivel mostrar que
representacOes efetivas por dominios algebrico e continuos sào realmente equivalentes.

De forma similar, e possivel construir o dominio I[x„ x2 ] dos subintervalos

compactos de qualquer intervalo real fechado [x 1 , x2 ]. Veja na figura 2.1 o dominio

I[0,1].

[0,1]

FIGURA 2.1 - 0 dominio I[0,1]

Urn sistema de funcbes iterativas (IFS) sobre urn espaco topolOgico X é dado por
um conjunto finito de funceies continuas f,:X > X, com 1E/, denotado por

{X:f Ii E/}, ou {X: f,,12 ,...,fAr l1 1} , se I= E s = {1,2,...N) . A teoria IFS tern sido

objeto de pesquisa em geometria fractal e tambern tern sido aplicada em diversas areas
como economia, processamento de sinais, computacdo grafica, redes neurais e
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computacdo de nUmeros reais, dentre outras. Veja [EDA 97] [HUT 81] [BAR 85]
[BAR 88] [BAM 93]. Em [EDA 97a] sae, apresentadas algumas aplicacOes da teoria dos
dominios em sistemas de funcOes iterativas (IFS). IFS pode ser utilizado para representar
outros sistemas numericos e tern urn papel fundamental na computacao de nUmeros reais
exata. Em Edalat [EDA 96] ha uma introducao de um IFS hiperbOlico mais fraco, em urn
espaco mêtrico compacto, onde os mapeamentosf sdo contracOes, baseando-se em urn
modelo dominio-teoretico, que usa o dominio de potência de Plotkin e o dominio de
potëncia probabilistico.

Edalat [EDA 95] apresentou uma construcdo em dominios continuos para uma
teoria de medidas computacional. Em [EDA 97] mostra como construir modelos
computacionais para espacos de medidas ou distribuicOes de probabilidade sobre espacos
classicos.

E introduzido urn tipo de medida finita, denominada de avaliacao continua, definida
sobre conjunto abertos, que é denominada de avaliacao simples se toma somente urn
nUrnero finito de valores. 0 dominio potëncia probabilistico PX e o conjunto de
avaliacOes continuas definidas em X corn a ordem pontual. Se D é urn dominio w-
continuo corn uma base enumerdvel B, entao PD é urn dominio w- continuo corn uma

base de avaliacifies simples [JON 89]. Saheb-Djaromi [SAB 80], Lawson [LAW 82] e
Norberg [NOR 89] mostraram independentemente que avaliac(jes continuas em
diferentes classes de dominios apresentam Unicas extensOes para medidas de Borel.
Alvarez e Edalat [ALV 97] mostraram, de foram mais geral, que toda avaliacao continua
em urn dominio continuo possui uma Unica extensao para uma medida.

Edalat desenvolveu uma teoria de integracao de funcOes de valor real limitadas,
corn relacdo as medidas limitadas de Borel em espacos metricos compactos. Esta teoria é
uma generalizacao da teoria de Riemann. Definiu uma nova nog -do de integral em que,
utilizando uma w-cadeia de avaliacôes simples, cujo supremo é a medida de Borel dada,
é possivel obter melhores aproximaciies crescentes para o valor da integral de maneira
similar a forma como a integral de Riemann é obtida no calculo corn o use de funcOes
degrau. Observa-se que os resultados basicos da teoria de integracao de Riemann podem
ser estendidos para esta visa() mais geral.

Em [ESC 94] [ESC 95], EscardO caracterizou a linha real por propriedades
similares aos axiomas de Peano para os nUmeros naturais. Estas propriedades incluem
um principio de inducao e urn esquema de recursdo correspondente. Este esquema
permite definir funcOes como adiedo, multiplicacdo, exponencial, logaritmo, seno,
cosseno, arc seno, etc. a partir de funcOes mais simples. Para obter tal caracterizacao. foi
introduzida uma nocao de composicdo infinitamente iterada de morfismos em categorias,
e foi estabelecido um teorema de ponto fixo e urn teorema de composicdo infinita para
espacos uniformes.

Seguindo a ideia de Dana Scott sobre urn dominio de intervalos como a
representacao dos nUmeros reais [SCO 70], alguns autores verificaram que a linguagem
de programacdo PCF (Programming Language for computable Functions) [PLO 77] era
adequada para definir tal tipo de dado. PCF é essencialmente urn k-cdlculo tipado corn
tipos basicos para nUmeros naturais e valores booleanos mais constantes para operacOes
basicos sobre estes tipos. PCF pode ser considerada como modelo teoretico para
linguagens de programacao funcional.
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Di Gianantonio [GIA 93] [GIA 96] apresentou uma extensao para PCF corn um
tipo de dado ndmero real interpretado como urn dominio algebrico cujos elementos
compactos sao isomOrficos ao conjunto dos intervalos diddicos ordenado pela inclusao
reversa. Um ndmero real é entao representado por uma seqUacia de intervalos diadicos
encaixados, que podem ser considerados como reais aproximados. 0 dominio cont6m
uma representacao para cada numero real, mas existem trës representacOes para cada

racional diadico.

Em contraste, em [ESC 96], Martin EscardO apresentou uma extensao da
linguagem de programacao PCF, Real PCF, corn urn tipo para ndmeros reais (totais e

parciais), interpretado como o dominio continuo de intervalos IR. Urn nUmero real
parcial é urn elemento do dominio de intervalos, cujo subespaco de elementos maximais
(intervalos pontuais) e homeomorfo a linha real euclidiana (veja figura 2.1). Mostra que
nitmeros reais parciais podem ser considerados como "palavras continuas". A
concatenacdo destas palavras corresponde ao refinamento de informacao parcial.

EscardO [ESC 96] também fornece uma semantica operacional e denotacional para
a referida extensao. Observa-se que a semantica operacional nao pode avaliar urn
programa denotando urn ndmero real em um ntimero finito de etapas. Entretanto, é
possivel computar urn interval° racional pequeno arbitrario contendo o ndmero real em
urn ndmero suficientemente grande de etapas.

Baseando-se nos trabalhos previos em teoria de dominios e integracao [EDA 95]
[EDA 95b], Edalat e EscardO [EDA 95a] mostram como operar integracao em Real
PCF, generalizando a integracao de Riemann de funcOes de valor real de varidvel real
para funcOes de valor intervalar de varidvel intervalar. Veja tambern [JUN 97].

Estas duas abordagens visam obter uma formalizacao de aspectos relativos
computabilidade e nao se preocupam corn a eficiéncia de computacOes. Um questa.°
fundamental [EDA 97] é se é realmente possivel desenvolver um contexto para
computacao exata de forma que cdlculos numericos basicos possam ser executados sem
erros de arredondamento.

Uma estrutura pratica para computacao exata baseada na teoria dos dominios foi
introduzida em [POT 96] [POT 97a]. Ela unifica as trés abordagens consideradas
fundamentais por Edalat [EDA 97] - digitos redundantes, ndmeros B-ddicos e fracOes
continuas - Esta abordagem foi implementada de foram efetiva nas lingua gens de
programacao Caml e C++. Uma extensao para PCF para esta estrutura tamb6m foi
desenvolvida em [POT 97b]. Urn conjunto de algoritmos estritos e eficientes para
funciies elementares nesta estrutura foram introduzidos em [POT 97].

1.3.8 Os Espacos Coerentes de Girard

Corn o objetivo de dar uma semantica denotacional para a LOgica Linear, Girard
[GIR 87] [GIR 89] introduziu o estudo de espacos coerentes, que é urn tipo especial de
dominio de Scott, onde os objetos sad conjuntos construidos segundo uma relacao
reflexiva e simetrica, denominada de relacao de coer6ncia, e a ordem de informacao é a
relacao de inclusao entre conjuntos. Veja capitulo 3 para os conceitos fundamentais
sobre espacos coerentes, e capitulo 4 para abordagem categOrica.

Girard justifica seu trabalho, partindo de que existem \Tar-Las discussOes em torno de
estudos realizados em semantica denotacional de calculos formais. Se gundo Girard
[GIR 89], a idêia fundamental de semantica denotacional é permitir interpretar reducao
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de expressOes (uma nocao dindmica) por igualdade de valores (uma nocao estatica).
Explicando de outra forma, sao modelados os invariantes do calculo. A semantica
denotacional é feita corn a utilizacdo da Teoria dos Dominios de Scott [STO 77],
[SMY 77], [PLO 81], [DAV 91], [STO 94], [DIM 91], [ACI 91], [ESC 93].

A particularidade da ideia de Scott estava em que o tipo de espaco topolOgico que
adotou (espacos To ) permitiu compatibilizar a estrutura topolOgica com a estrutura de

ordem dos objetos.

Girard observa, contudo, que esta concepcao topolOgica nao se adapta muito bem
para a construed° de espacos funcionais [GIR 89]:

"Quando deve-se dizer que ulna seqU'encia de funcOes converge de algum modo:
puntualmente ou uniformemente?"

A mais comum, mas nao universal, resposta para esta questa° é utilizar a topologia
de abertos-compactos, na qual uma fungdo encontra-se em urn dado conjunto aberto se,
quando restringida a um conjunto compacto especifico, seus valores encontram-se em
urn conjunto aberto especifico. Esta topologia somente é bem comportada quando os
espacos sao localmente compactos (todo ponto possui uma base de vizinhancas
compactas), e mesmo assim o espaco funcional computacional nao necessit y ser
localmente compacto.

Para resolver estes problemas, Scott [SCO 72] [SCO 72a] [SCO 76] [SCO 82] foi
conduzido a impor restricOes drasticas a seus espacos topolOgicos, que foram afastados
do espirito geometric° tradicional da topologia. De fato, seus espacos sac, realmente
apenas conjuntos parcialmente ordenados com supremos dirigidos [JUN 89], onde,
segundo Girard, a topologia é uma caracteristica casual. Salienta-se, entretanto, que
existe uma visa° lOgica da topologia, que foi estabelecida em um contexto cientifico
computacional. Veja [ABR 87], [SMY83], [VIC 87].

Por outro lado, a teoria dos Espacos Coerentes [GIR 86] [GIR 87] [GIR 89]
[LAF 88] [TRO 92] [SEL 96], tambem chamados de dominios de Girard, considera
admissiveis no conjunto de funeOes somente funciies que, alem de continuas no sentido
de Scott (preservam supremos de conjuntos dirigidos), tambem preservam conjuncôes
(intersecOes, infimos) limitadas superiormente ("pullbacks"), propriedade denominada de
estabilidade, introduzida originalmente por Berry [BER 78], corn o objetivo de fornecer
uma caracterizacao semántica para algoritmos seqiienciais. Em [GIR 96] é apresentada
uma sernantica denotacional baseada em espacos de Banach, corn a ideia de dar uma
versa() continua de espacos coerentes.

Observe que a nocao principal nos modelos da lOgica linear é a de furled° linear,
que sao fechadas para elementos primos completos. Entretanto, existem muitas
estruturas que, embora adequadas para a lOgica linear, nao determinam dominios
algebricos primos, e, alem disso, dominios de Scott em geral nao sao algebricos primos.
Veja [HUT 95] para um estudo sobre a categoria PRIME dos dominios algêbricos
primos. Zhang [ZHA 96] procurou generalizar a nocao de funedo linear, introduzindo a
nocao (mais fraca) de furled° quasi-linear, dando origem a classe dos dominios
algebricos quasi-primos. Zhang [ZHA 89] [ZHA 96] estudou a categoria monoidal
simetrica destes dominios, cujos morfismos sao as funcOes quasi-lineares, representando-
os como sistemas de informacdo irredutiveis. Mostra tambem que considerando as
funcOes continuas segundo Scott, estes dominios formam uma categoria cartesiana
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fechada. A mais larga categoria cartesiana fechada dos dominios estdveis foi estudada em
[ZHA 96a].

2.3.9 Sobre a Abordagem Adotada

A Teoria dos Dominios é atualmente a area da Matematica da Computacâo
consolidada como uma das mais empregada pela Informdtica TeOrica [STO 94]. Nas
secOes 1.3.5, 1.3.6 e 1.3.7 estao algumas abordagens adotadas relativamente a ntimeros
reais e ou intervalos reais.

Salienta-se que a abordagem adotada por EscardO, Edalat e Potts (seek) 1.3.7)
apresenta natureza que consideramos infinitaria. Observe que o principal objetivo delta
abordagem é fornecer acesso computacional direto aos objetos considerados infinitos
relativamente a informacao que contem - nitmero reais e intervalos de reais -, de tal
forma que as linguagens de programacao incluam tais conceitos explicitamente. Assim o
programador pode manipular as representacOes de ntimeros reais e intervalos de reais
pela prOpria linguagem de programacao, podendo considerar os reais como entidades
abstratas no sentido matematico usual. Neste caso, tem-se que os ndmeros reais nao sao
construidos, e, embora infinitos, sao efetivos.

0 trabalho desenvolvido aqui trabalho parte do ponto de vista tradicional da teoria
da computacdo e, por isso, difere conceitualmente da abordagem adotada na seed() 1.3.7.
Observando a prätica corrente da programacdo cientifica, mais especificamente, da
matematica intervalar, buscou-se uma estrutura de dominio adequada para construir os
nUmeros reais e intervalos de reais, e, assim, modelar semanticamente os processos
computacionais correspondentes como eks ocorrem na pratica. Na verdade, optou-se
por aderir a visa.° tradicional de que somente objetos finitos (no sentido de sua
informacdo) sao efetivos e representaveis em linguagem de programacao. Por outro lado,
os objetos infinitos sac) entidades ideais limites que nao sao explicitamente
representaveis. Esta abordagem pode ser definida como uma abordagem finitaria.

Dentre a diversidade de estruturas de dominio que poderiam ser adotadas, optou-se
pelos Espacos Coerentes como a estrutura semantica principal, devido a sua simplicidade
e, em particular, por parecerem adequados para modelar computacOes intervalares de
forma intuitiva. Na verdade, a ideia da utilizacdo de Espacos Coerentes deve-se
originalmente a Costa [COS 94]. Observou-se que a nocao de computacdo por
construcao esta muito explicita nestas estruturas, que se mostraram perfeitamente
adequadas a metodologia de construcdo desenvolvida.

Salienta-se que a abordagem adotada tambem difere de outras existentes por
permitir que as caracteristicas externas a construcdo interna dos reais (objetos totais) e
intervalo reais (objetos quasi-totais), como suas operacOes algebricas, sua ordem de
posicao, sua distancia euclidiana, sua topologia de Hausdorff, dentre outras, possam
tambem ser obtidas pelo processo construtivo, ao mesmo tempo em que os reais e
intervalos reais sao construidos. Outras abordagens consideram que estas caracteristicas
nao sao de natureza computacional, e, portanto, nao sac) inerentes aos objetos parciais,
sendo somente identificadas no subespaco dos objetos totais. Alem disso, ao mesmo
tempo em que esta construcdo externa procede, sua representacdo computacional interna
é garantida por uma estrutura de informacdo de Espaco Coerente com morfismos
estaveis e lineares.
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Por outro lado, o trabalho que estd sendo desenvolvido por Reiser e Costa
[REI 97e] mostra que a bordagem proposta neste trabalho e a abordagem infinitaria de
EscardO, Edalat e Potts (secdo 1.3.7) nao sdo contraditOrias, uma vez que ê possivel
mostrar que as propriedades e entidades infinitas podem ser recuperadas como
propriedades e entidades que sac) construidas a partir de quasi-propriedades
generalizadas e entidades parciais em espacos coerentes.

Resta, contudo, como um trabalho ainda a ser realizado, tornar explicita a conexdo
entre as dugs abordagens, no que diz respeito aos aspectos de computabilidade de
ntimeros, intervalos e funcOes, determinando, de maneira mais precisa, o modo pelo qual
as representacOes infinitarias, modeladas pelo dominio continuo IR, aparecem no
contexto das representaciies finitarias, modeladas pelo espaco coerente IIQ desenvolvido
no presente trabalho.
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3 Espacos Coerentes: Conceitos Fundamentals

Os Espacos Coerentes foram introduzidos por Girard [GIR 86] corn o objetivo de
obter uma estrutura para fornecer uma semantica para a LOgica Linear [GIR 87]
[LAF 88]. Neste sentido, Girard procurou modificar as estruturas semanticas existentes
na Cpoca, simplificando a nocao de Dominios de Scott [SCO 72a] [SCO 76] [SCO 82] e
obtendo um espaco de natureza construtiva. Desta forma, surgiram dominios mais
simples e corn caracteristicas finitarias, denominados de qualitativos [GIR 86].
Finalmente, Girard optou pelos dominios qualitativos bindrios, denominando-os de
Espacos Coerentes [GIR 89], obtendo uma estrutura para sua semantica de provas. Em
[GIR 96] é apresentada uma semantica denotacional baseada em espacos de Banach,
corn a idêia de dar uma versão continua de espacos coerentes.

A idêia principal da teoria dos espacos coerentes é interpretar urn tipo de dados de
urn calculo formal tipado atraves de urn espaco coerente. e urn termo do cdlculo que
tenha esse tipo (uma prova, no caso da Teoria Construtiva dos Tipos [MAR 84]) por um
ponto deste espaco, isto é, urn subconjunto coerente do espaco, um estado de uma
computacdo.

Por outro lado, as computacOes sdo representadas por funcOes entre espacos
coerentes que devem possuir propriedades interessantes, como a estabilidade e a
linearidade.

Observa-se que na andlise a continuidade é caracterizada pela preservacdo de
limites. Ern urn contexto no qual o resultado de uma computacdo é modelado como urn
supremo (limite) de conjuntos dirigidos, é natural que continuidade seja compativel corn
a formacdo de tais supremos. Assim, na teoria de Scott [SCO 72a] [SCO 76] [SCO 82],
as funcOes continuas admissiveis sdo aquelas caracterizadas pela preservacdo de
supremos de conjuntos dirigidos [JUN 89].

Por outro lado, a teoria dos espacos coerentes considera admissiveis no conjunto de
funcOes somente aquelas que, alem de continuas no sentido de Scott, sdo tambêm
estaveis e lineares. A propriedade de estabilidade introduzida originalmente por Berry
[BER 78] para fornecer uma caracterizacdo semantica para algoritmos sequenciais,
caracteriza-se pela preservacdo de pullbacks (fig. 3.3), isto é, dos infimos que sdo
exigidos pela consisféncia. A propriedade de linearidade, isto é, a preservacdo de uniejes
arbitrarias de conjuntos finitamente consistentes pelas funcôes estaveis, foi introduzida
por Girard [GIR 89].

Neste trabalho, optou-se pela utilizacdo de espacos coerentes como a estrutura
semantica principal ndo somente por sua natureza finitdria e construtiva, compativel corn
a abordagem que esta sendo proposta, mas tambem pela simplicidade corn que é possivel
modelar adequadamente processos computacionais da Maternatica Intervalar [MOO 79]
[MOO 88].

0 objetivo deste capitulo e introduzir conceitos basicos sobre Espacos Coerentes e
resultados relevantes para a compreensão desta estrutura, fundamentais para o
desenvolvimento do trabalho, segundo uma interpretacdo compativel corn a abordagem
construtiva que se pretende adotar. Idaias e conceitos novos tambám sdo introduzidos,
como os espacos coerentes corn objetos indexados e os espacos coerentes gerados por
conjuntos basicos. Algumas provas de proposicOes foram omitidas, mas podem ser

Uf ttliJ
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encontradas em detalhes em trabalho anterior da autora [DIM 96a]. Para realizacao deste
capitulo	 foram consultados principalmente os trabalhos de Girard [GIR 86]
[GIR 87] [GIR 89], Berry [BER 78], Troelstra [TRO 92] e Zhang [ZHA 89] [ZHA 89a].
Tambem podem ser citados [DIM 95] [DIM 96b] [DIM 96c] [DIM 96d] [DIM 97a]
[LAF 88] [REI 97a] [SEL 96] [ZHA 91] [ZHA 92a] [ZHA 96] [ZHA 96a]. Para a teoria
dos Dominios de Scott veja [ABR 87] [DAV 91] [GIE 80] [KAN 84b] [PLO 81]
[SCO 72] [SCO 72a] [SCO 90] [SMY 77] [SMY 91] [STO 77] [STO 94].

3.1 Conceitos BAsicos

3.1.1 Definicao. Teia, Conjunto Coerente

Uma teia A (A,,z-; A )e urn par formado por urn conjunto A sobre o qual é definida
uma relacao reflexiva e simetrica, denotada por q , denominada de relacao de coerencia
em A .

Urn subconjunto x de uma teia A é coerente se e somente se para todo
ct,f3 E x, a A R . 0 conjunto de todos os subconjuntos coerentes de A, denotado por

Coh(A), e dado por Coh(A)= Coh(A,z A ) = {x c A I Vcc,13 Ex, a z--; A [3}.

3.1.2 Definicdo. Espaco Coerente

Um espaco coerente = (Coh(A,z A ), c) é a colecao de subconjuntos coerentes de

uma teia A parcialmente ordenados pela inclusao.

Os elementos de uma teia sdo denominados de unidades ou "tokens". Os tokens de
uma teia representam quantidades elementares ou bits de informacao sobre entidades de
um universo, nao especificado. Coerencia entre tokens significa que estas unidades
podem ser vistas como pedacos de informacao corn relacdo a mesma entidade. Assim,
urn conjunto coerente é uma quantidade coerente de informacao sobre uma mesma
entidade.

A ordem de informacdo é dada pela relacdo de inclusdo: x c y significa que y

representa no minimo tanta informacao quanto x.

A proposicdo a seguir evidencia as principais propriedades de urn espaco coerente.

3.1.3 Proposicdo

Se h é urn espaco coerente entdo:

(i) contem todos os conjuntos unitarios {a} A , chamados de atomos do dominio.

(ii)ae,4,hcab EA (fecho inferior).

Vc, eB,(cuc)e.4UB Ehl (completeza para coerencia binaria).

0 Eh (objeto indefinido);
(v) h é fechado em relacao a uniOes dirigidas [GIR 86], relativamente a c, isto é:

Vi E I ,a i	 fai I i E /1 EA;

ou se X6 dirigido corn relacdo a c em entao UX EA.
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FIGURA 3 1 - Espacos Coerentes Pianos
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(vi) A é fechado em relacao a intersecOes arbitrarias, isto é,

	

Vi EI,CY, E A 	 Ma, I I e I) E A. •

1.1.4 Exemplos

(i) [TRO 92] [GIR 89] Para qualquer conjunto X, X (X,=) é uma teia (discreta); o

espaco coerente correspondente e denominado de espaco coerente piano ("flat").
Escreve-se	 X	 para	 o espaco	 coerente	 correspondente.	 Tern-se	 que

Coh(X) = {o} u {{a}la E X}	 Para	 0 tambem escreve-se 0 .	 Tern-se	 que

Coh(0) =	 ; 0 é o finico objeto em 0. Para {0} utiliza-se tambem a notacdo 1 .

Neste caso, Coh(100= {o, {o)} os objetos em 1	 sdo 0 e {0} . Entdo, observa-se

que os diagramas da figura 3.1 representam espacos coerentes pianos ("flats"),
denominados respectivamente de Bool e Int

(ii) [GIR 89] 0 conjunto parcialmente ordenado A da figura 3.2 (a) nao é urn espaco
coerente, uma vez que ndo satisfaz 3 1.3 (iii). De fato, se B é o subconjunto de A dado na

figura 3.2 (b), entdo tem-se que para todo c, c' EB,(c u c') EA, mas	 .

{1,2} 	{0,2}	 {0,1}

{0}	 {1}	 {2}

0
	 0

(a) A ndo é espaco coerente 	 (b) B c A,Vc,c' EB,(c v c') e A

FIGURA 3.2 - Conjunto parcialmente ordenado que ndo é espaco coerente

Para mostrar que A é urn espaco coerente, é suficiente mostrar que A é uma
colecdo de conjuntos que satisfaz as condicaes (ii) e (iii) da proposicao 3.1.3. Em
particular, tem-se que o objeto indefinido 0 E A.

Dado um espaco coerente A, e possivel recuperar sua teia A. Primeiramente,

obtem-se lAi = U A= {a; {a} E A) . A relacäo de coeréncia entre os tokens da teia pode

ser recuperada, definindo-se a 	 a' se e somente se {a,a'} G , que é uma relacdo

reflexiva e simetrica em j.A I. Entäo, tern-se que a teia de A é dada por A	 r:.,141) .
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Observe que esta teia pode ser vista como um grafo. Assim, considcrando o exemplo
1.1.4 (i), a teia de Bool consiste dos tokens T e F, que sào incoerentes; similarmente, a
tcia de Int consiste dos inteiros nab negativos e. como Bool, constitui urn grafo discreto.

A construcdo da teia de urn espaco coerente consiste do estabelecimento de uma
bijecao entre espacos coerentes e grafos (refiexivos-simetricos). Da teia pode-se

recuperar o espaco coerente corn: a EA <> a c1.41 A Va,,a, Ea, a z iAl a, .

Na terminologia da Teoria dos Grafos, tem-se que:

3.1.5 Definicao. Ponto ou Objeto Parcial

Um ponto ou objeto parcial x de urn espaco coerente A é exatamente urn clique (urn

subgrafo completo) na teia A (A,z A ), ou seja, qualquer subconjunto coerente da teia

A. 0 conjunto dos objetos finitos pode ser denotado por 	 ou Fincoh(A).

3.1.6 Definiedo: Pomo ou Objeto Total

Um ponto ou objeto total x em urn espaco coerente A. é um clique maximal na teia

A (A,z, 4 ), isto e, x é urn subconjunto coerente de A tal que sempre que existe y E A

corn yz, a, para todo a ex , entao y E x . Denota-se a familia dos objetos totais de A

por tot(A).

3.2 Espacos Coerentes considerados como Dominios

Pode-se considerar urn espaco coerente como urn dominio cuja ordem de
informacdo é a ordem parcial dada pela relacao de inclusào, e, como tal, urn espaco
coerente é urn cpo (ordem parcial completa) algebrico [STO 94] quo satisfaz a condiedo
bindria da proposicdo 1.1.3 (iii).

Assim, tern-se que para todo x EA, o conjunto das aproximacOes finitas de x
dirigido relativamente a inclusào exéo supremo do conjunto de suas aproximacOes
finitas ou compactas [STO 94], isto é, x é a uniao dirigida de seus subconjuntos finitos.

Urn objeto total é aquele que concentra toda informacdo possivel sobre uma
determinada entidade. Assim, pela definicao 1.1.6, segue que:

3.2.1 Proposiedo

Urn objeto x em urn espaco coerente A é total se e somente se sempre que existe

y E A tal que x c y entao x y. •

3.2.2 Exemplo

No exemplo 1.1.4 (i), em Bool os objetos totais sdo {T} e {F}, e, em Int. os objetos
totais sac) {0},10,{2), etc. 0 é o Unico exemplo de objeto parcial näo total ern Bool e
Mt. •
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3.3 Espacos Coerentes com Objetos Indexados

Para a abordagem que	 esta sendo proposta neste trabalho, 	 é interessante

caracterizar explicitamente o conteudo de informacao de urn conjunto coerente. Esta
caracterizaeao deve ser dada por urn pardmetro que forneca uma indicacao do conteudo
de informacao que é comum a todos os tokens do conjunto em questa°. Este pardmetro,
denominado de indice de urn conjunto coerente, é obtido a partir dos indices dos tokens

que o compOem. Seja (K,	 , U , L , T) urn reticulado completo, onde U é a operaedo

de supremo, 1 é o bottom ou menor elemento, e T e o topo, que representa

explicitamente conteUdos de informed°. Entdo

3.3.1 Definieao. Indice de um Token

0 conteudo de informacao dos tokens de uma teia A (A,z) é dado por uma

funcao indice de token IA-4 K que associa cada token a e A a um indice j(a) EK,

que representa o seu conteudo de informaedo, tal que 	 a	 13 se e somente se

./(a)	 # T, para todo oc,13 E A .

3.3.2 Definicao. Indice de urn Conjunto Coerente

Seja . = (Coh(A,,-zA),c-_-) um espaco coerente. 0 indice de um conjunto coerente

x e denotado por i(x), e o supremo do conjunto dos indices de seus tokens, ou seja,

i(x) = J I ti(COCC E x} , onde _Au) EK é o indice de urn token cc E A definido em
A

3.3.1. Ern particular, i(0) = 1.

3.3.3 Exemplo

Seja 4d(0)	 (0(0), -	, n , 0, 0) o reticulado completo do conjunto das panes

do conjunto dos nUmeros racionais 0, corn operacao de supremo n, bottom Q e topo 0,

onde X Y se e somente se Y c X , para todo X ,Y E 0(0 .

coerente	 (Coh(/Q,'"'/0),),Considere	 entdo	 o	 espaco	 onde

10 = {[p,q11p,q E 0) e a familia de intervalos racionais [p,q]= {r	 r	 e	 e

a relacao de coerência definida em IQ tal que X	 Y se e somente se X n /7 # 0, para

todo X, Y E IQ.

Os indices dos tokens da teia (I0,z IQ ) sac) determinados por uma funcao que

associa cada intervalo	 X E.10	 ao seu correspondente no reticulado	 p(0)	 como

subconjunto de Q, isto é,	 a funcao indice de token é a finicao 	 0(0),

X F---> .j(X)= X .	 Assim,	 o indice de um conjunto coerente	 xEk	 é dado por

i(x) = n{i(x), X ex} =n{x, X ex} . Quando i(x) = {k} , escreve-se i(x) = k . Em
ad(Q)	 p ∎ c_i

particular, 40)=0.
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Observe que eventualmente pode-se obter i(x) IQ, para x � 0, ou tambêm

i(x) = 0 . De fato, considere os conjuntos coerentes x = {[p,q] E IQ I p	 2 � q 2 e

x' = {[p', q'] E IQ p' 2 � 2,q'' 2,p' <0,q' > 0} . Tern-se entdo	 que i(x) = 0

i(x') = {r E gr2 < 2} 01Q .

Objetos que possuem urn mesmo indice podem ser comparados relativamente
qualidade de informacao que contêm a respeito do indice considerado. Entao:

3.3.4	 Definicao. Aproximacao Indexada de urn Conjunto Coerente

Sejam x e y objetos de urn espaco coerente .4. Para um determinado indice k, diz-se

que x é uma aproximacao k-indexada de y, e denota-se x	 y, se e somente se

i(x) -= i(y) =k e XC .V. •

Existe agora a possibilidade de introduzir um outro tipo de totalidade de objetos,
cuja nocdo é fundamental para a o trabalho que sera desenvolvido. Diz-se entdo que urn
objeto é quasi-total se ele concentra toda informacdo relativa ao seu indice. Isto significa
que rido existe token da teia A cuja informacdo é no maximo igual a do indice de um
objeto quasi-total x, que seja coerente corn todos os tokens de x e que nao seja elemento
de x. Entao, tern-se que:

3.3.5 Definicao. Objeto Quasi-Total

Urn objeto x corn indice i(x) = k é quasi-total ern urn espaco coerente ,d1 se e

somente se sempre que existe y E tal que x < k y entao x = y. Denota-se a familia dos

objetos quasi-totais de	 por qtot()4). Quando o indice nao e relevante, x <I A Ve escrito

como x y , simplesmente.

Salienta-se que 0 é urn objeto quasi-total.

Observe agora que todo objeto total é tambern quasi-total.

3.3.6 Exemplo

Sejamx,v E a corn

x = {[p,q]e	 a b q,a,b E Q} e y = {[p',q'] E IQI p	 r q' ,r Q} ,

onde	 é o espaco coerente do exemplo 1.3.3. Tem-se que o conjunto coerente x é urn

objeto quasi-total, de indice i(x) = [a,b], mas x nao é urn objeto total. Por outro lado, y

é urn objeto quasi-total corn indice i(y) =r eye total.

Em diversas aplicacOes no desenvolvimento deste trabalho existe a necessidade de
se transformar urn objeto parcial em outro objeto que seja quasi-total mas que possua o
mesmo indice. Neste sentido, introduz-se o operador fecho indexado. Entao:



55

3.3.7 Definiedo. Fecho Indexado de urn Conjunto Coerente

0 fecho indexado de um conjunto coerente x em um espaco coerente A, denotado

por , definido como _Z. =	 {d chlx<1 d} .

Observe que o fecho indexado.i- é obtido pela uniao dirigida de todos conjunto
coerentes de urn espaco coerente A que possuem o mesmo indice de x e que contem x, e,

portanto, pela proposicdo 1.1.3 (v), x e e, alem disso,	 E entdo imediato

que:

3.3.8 Proposicao

Para todo x E tem-se que o fecho indexado x é o objeto quasi-total de 34 que

possui o mesmo indice de x.

Salienta-se que o fecho do objeto quasi-total x é o prOprio x, into é, x = x .

3.3.9 Exemplo

3.
Considere	 o espaco	 coerente 302 do exemplo	 X.3.3 e	 o	 conjunto	 coerente

x ={[p,(1] E IQ' p < 3 < q} , cujo indice é i(x)= 3. Observe que x ndo é urn objeto total.

De fato, por exemplo, existe urn intervalo [3,r] , corn 3 	 EQ, tal que [3,r] z;[p,q],

para	 todo	 [p, q] EX ,	 mas	 [3,r] Ex .	 Entretanto,	 o	 fecho	 indexado

.5C {[p , q] E IQj p < 	 q} é o objeto total de 302 corn i(2) = i(x) = 3 .

3.4 Espacos Coerentes Gerados por urn Conjunto Basico

Nesta seedo introduz-se uma	 classe de espacos coerentes	 adequada para a
abordagem construtiva adotada neste trabalho. Estes espacos coerentes caracterizam-se
por serem obtidos a partir de urn conjunto parcialmente ordenado, denominado de
conjunto basic°.

Seja (A , �A) uma ordem partial e IA = {[a l ,a,	 , a, E A} a familia dc intervalos

[a,,ad= {a E Ala, 5_ a a, de elementos de A. A relacdo �A induz uma relacdo

reflexiva e simetrica	 em IA, denominada de relacdo de coerencia induzida.

3.4.1 Definicdo. Relacdo de Coeréncia Induzida, Teia Induzida

Para todo	 [a,,a2],[1),,b2] EM, a relacdo de coeréncia 	 induzida por �A

definida como	 [a, ,a,	 [b,,b2] <=> a, � b, n b, 5 a, . Diz-se que a teia

induzida por �A.,

Observe que	 possui urn significado claro e intuitivo, no sentido de que dois

intervalos desta teia sac) coerentes se eles possuem algum elemento de A em comum,
conforme o resultado a seguir:
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3.4.2 Proposicdo

X z X' se e somente X n X' #0, para todo X, X' e IA .

3.4.3 Definicao. Espaco Coerente Gerado por urn Conjunto Basic°

Diz-se que 3.4 (Coh(IA,z‹),c), onde (IA, S) é a teia induzida por �A defmida
A 	

,

em 1.1.1, é urn espaco coerente gerado por um conjunto basic° A.

3.4.4 Exemplo

0 espaco coerente ,U do exemplo 1.3.3 é urn espaco coerente gerado pelo conjunto

basic° dos mimeros racionais Q, ordenado pela relacdo de posicao usual �0.

Considere agora o calculo de indices de tokens e de conjuntos coerentes em 	 Seja

p(A) (0(A), 	, n , A , 0) o reticulado	 completo do conjunto das panes do

conjunto basic() A, corn operacdo de supremo n, bottom A e topo 0, onde X_Q Y se e

somente se Yc X , para todo X, Y e p(A). Os indices dos tokens da teia (IA,z <	 sdo

determinados por uma funedo indice de token j: IA --> 0( A) , X H j(X) = X , que

associa cada intervalo X E IA ao seu correspondente subconjunto de A no reticulado
p(A) . Escreve-se X E IA e X E p(A), indiferentemente. Utiliza-se a notacao X= a nos

casos em que X = [a,a] E IA ou X = a} E p(A). Segue que:

3.4.5 Proposicdo

0 indice de um conjunto coerente x ec9.4 é dado por i(x) = n { x, EX} . •
p(A)

Corn relacdo aos indices dos objetos totais do espaco coerente 3.4 tem-se que:

3.4.6 Proposicdo

Sempre que x e tot(9A) entdo i(x) = 0 ou i(x)=[a,a]= a E A .

prova:

Supor que x é um objeto total corn i(x) � 0 e i(x)	 para todo a E A .

Entdo, existem pelo menos dois elementos a, # a, E A . consecutivos relativamente a

ordem	 tais que para todo intervalo X ex , tern-se que a l ,a 2 EX . Isto significa que

[a„a,]z, A X , assim como [a„a 2 ]	 X , para todo	 X e x , embora

<A [a„a 2 ]. Como x é total, pode-se concluir entdo que [a l ,a l ] e x (e

[a„a 2 ] e x) ou [a.„a 2 ] E x (e [a i ,ad E x). No primeiro caso, tem-se necessariamente

que i(x)=[al,a1]= a, c A , e, considerando	 o segundo caso, segue	 que

i(x)=[a„ad= a, E A , obtendo-se sempre	 uma contradiedo,	 o que prova a

proposiedo.
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Os resultados a seguir mostram propriedades interessantes sobre os objetos quasi-
totais do espaco coerente 3.41 que sdo relevantes para este trabaiho:

3.4.7 Proposicdo

Sejam x,v E qtat(334). Tem-se que xuye qtat(93) se e somente se x c y ou

y x

prova:

Suponha que x u y E qtot(R) e que x	 y e y x. Isto significa que i(y) ct i(x)

e i(x) c i(y) . Como somente pode-se ter i(x)ni(y)# 0 , caso contrario xuyo

entdo é valid° que i(x u y) = i(x) n i(y). Agora observe que i(x) n i(y) x , pois

i(x)	 i(y), assim como i(x) n i(y)	 , porque i(y)ct i(x), e, portanto,

i(x u y) 0(x u y). Entdo existe z E .4, corn i(z) E z , tal que i(z) = i(x u y), xc z e

y c z, e,	 portanto,	 xuycz, e z (x u y). Isto e uma contradicdo, pois

x u ye qtot(d.,4). Logo, é valid° que se x u ye qtot(9,4) entao x c y ou yc x. A

reciproca e imediata.

3.4.8 Coroldrio

Seja X c qtot(3,4) tal que para todo a,b E X , tern-se que a u b E gtot(3.4). Entdo é

valid° que U X E qtot(9.4).

3.4.9 Corolario

Para todo conjunto dirigido X c qtat(934), U X E qtot(911).

3.5	 Propriedades das Funebes em Espacos Coerentes

Procura-se agora caracterizar as propriedades das funcOes entre espacos coerentes.
Sejam	 e 03 espacos coerentes.

3.5.1 Definicao. Fungdo Continua. Estavel, Linear

Uma fur-10o	 2 é:
(i) monot6nica se e somente se para todo a,a' eh tem-se que sempre que a c a' entdo

tem-se que F(a) c F(a ');

continua se e somente se satisfaz a condicdo de continuidade: para todo subconjunto

dirigido X de AI, F( X) é dirigido e F(U X) =	 F(h)lh E X} :

estdvel se e somente se F é continua e satisfaz a propriedade de estabilidade:
aua' E	 F(a na')	 F(a) n F(a1);
(iii) é linear se e somente é estavel e se também satisfaz a condicao de linearidade: se
X c A, e para todo h,c EX huc e,61, entdo F(U X) = U{F(h)lh E X} .



58

Uma fiincao monotOnica 6 portanto aquela que preserva a relacao de aproximacdo:
se é fornecida mais informacab a entrada do urn processo que calcula F (a' ao inves de
a) entdo se obtem maior retorno no final.

Uma funcao continua é aquela que preserva o supremo de conjuntos dirigidos.
Observe que todo conjunto coerente a é a unido de seu conjunto de aproximacOes finitas
e que o conjunto de aproximacOes finitas de a é diri gido. Isto significa que uma funcdo
F: —>	 é continua se e somente se	 para todo a E	 tem-se que

F(a) = U {Plc:01a ° c a, ao finito} . Isto significa que uma funcao continua é aquela que

preserva uniOes dirigidas de panes finitas de objetos.

A estabilidade de fur-10es caracteriza a preservacao das panes que sao comuns a
objetos coerentes entre si, frente a transformacao dos prOprios objetos.

Por outro lado, uma transformacao de objetos é linear se e somente se pode ser
realizada como uma transformacao de panes de objetos.

Salienta-se que continuidade implica em monotonicidade, assim como estabilidade
tambem implica em monotonicidade. Entretanto a condicäo de estabilidade por si SO nä°
implica em continuidade, embora toda a funcao estdvel seja continua, por definicao
Analogamente, a condicao de linearidade nao implica a condicao de estabilidade, embora
toda a funcao linear seja estdvel, por definicao.

Se considerarmos os conjuntos parcialmente ordenados . e lB como categorias, nas

quais os morfismos de a pars a' sao inclusOes aca' , entao a monotonicidade
estabelece que a fiincdo estdvel F constitui urn functor. A continuidade e a linearidade
estabelecem que F preserva co-lirnites dirigidos ("filtered colimits")	 e co-limites
arbitrarios,	 respectivamente. Estas condicOes sao inteiramente familiares com a
abordagem topolOgica. Entretanto, isto nao acontece corn a propriedade de estabilidade,
que por si so nao possui si gnificado topolOgico Obvio. Em termos de categorias, a
propriedade de estabilidade afirma que "pullbacks" devem ser preservados. Veja a figura
3.3 (a) e (b).

a '\._,' b	 F(a) ',—; F(b)

/ \a	 b 	 F	 , F(a)	 F(b)

a	 b	 F(a) —, F(b)
(a) Pullback

FIGURA 3.3 - Diagrama da Preservacao de Pullbacks por uma Funcdo Estdvel F

0 objetivo dessas definicoes é que isto seja valid° para qualquer conjunto

{a„a2 ,...} que seja limitado superiormente, nab somente os que sejam finitos, mas no

contexto de aproximacao fortemente finita, existente nos espacos coerentes, nao é
necessario salientar este fato. Observa-se neste caso o fato de que os elementos
aproximadores possuem somente uma quantidade finita de elementos abaixo deles, isto

(b) Preservacao do Pullback
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6, os espacos coerentes sac, dl-dominios [ZHA 89] [ZHA 89a] [ZHA 92a], o que lido é
geralmente verdadeiro para os dominios da teoria de Scott.

A propriedade de estabilidade forea a existCncia de uma mcnor aproximacao em
certos casos, simplesmente tomando-se a intersecao de urn conjunto que é limitado
superiormente.

3.5.2 Exemplo

[GIR 89] Deseja-se representar todas as funcöes de N para N' como as funcOes
estaveis de Int para Int do exemplo1.1.4 (i), em particular, considere-se a fungdo

f(0)= f(1) = O.

f(n +2) = 1.

Isto faz corn que sua representacao como funcao linear seja

F(i0})= F({1)) = {0},

FOn+2})= {l}

e, por monotonicidade, F(0) = 0. Tem-se que

F({0}n{1}) = F(0) = O F({0})nF({1})= {0}.

Apesar disso, F é estavel, devido a incoerCncia entre 0 e 1, que faz corn que
{0}u{1} E Int.

Observa-se que toda parte finita do resultado de uma transformacào continua de um
objeto pode ser obtida pela transformacao de pelo menos uma parte finita do objeto. Por
outro lado, quando urn objeto sofre uma transformacdo estavel, entre todas as panes do
objeto que podem ser transformadas em uma determinada parte do resultado, existe uma
Unica parte que é menor que todas elan. As funcOes estaveis tern a propriedade de que
seus valores sao totalmente dcterminados por seus valores em alguns pontos minimais.
Finalmente, quando um objeto sofre uma transformacao linear, cada uma das panes do
resultado pode ser obtida pela transformacao de urn atomo do objeto. Estas ideias sac)
explicitadas na proposicao a seguir:

3.5.3 Proposicao

Uma furled()	 é
continua se e somente se sempre que 13 E F(a) existe urn subconjunto finito a c a

tal que (3 E F(a„);

estavel se e somente se sempre que (3 EF(a) existe urn menor subconjunto

(necessariamente finito) a o c a tal que 13 E F(a());

(iii) linear se e somente se sempre que 13 E F(a) existe a ea tal que (3 E F(1 a }) .

3.5.4 Definicao. Furled° Continua, Estavel, Linear em qtot(c9.4)

Sejam 341	 e	 (Co h(IB	 espacos coerentes gerados

pelos conjuntos basicos A e B, respectivamente, cujas teias sac) formadas por conjuntos

de intervalos de elementos basicos. Uma funcao F:qtat(3.4)	 qtot(M) é:
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continua em qtot(dyi) se e somente se satisfaz a condicdo de continuidade em qtot(R):

para todo subconjunto dirigido X de qtot(R), tern-se que F( X) e dirigido e

F(U X) = LJ F(b)11) E X;;

estdvel em qtot(9,4) se e somente se é continua e satisfaz a propriedade de estabilidade

em vot(3,4): a u a' evot(1.4)	 F(a n a') = F(a) n F(al ;

(iii) a linear em qtot(9,) se e somente se é estavel e tambam satisfaz a condicdo de

linearidade qtot(94): se	 X c qtot(9A) , e para todo b,c EX	 b u c cgtot(3.4) , entao

F(U	 =U{F(b)11) E	 .

3.6 Construcees em Espacos Coerentes

Nesta seed° sac)	 apresentadas algumas construcOes em Espacos Coerentes
relevantes para este trabalho, como produtos e exponencial. 0 produto direto é essencial
para a construcdo dos espacos de funcOes, enquanto que o produto tensorial e o
exponencial sac) fundamentais para caracterizar o isomorfismo entre o espaco de tune-6es
estaveis, representado pelos tracos destas funcOes, 	 c urn certo espaco de funcOes
lineares, representados pelos tracos lineares destas funcOes. Tracos de funcOes e espacos
de funcOes, por possuirem caracteristicas especiais, serdo tratado na secdo

Sejam	 o h(A , A ) ,	 e 03 (C oh(B , B	 espacos coerentes. Ent-do:

3.6.1	 Definicdo. Produto Direto de Espacos Coerentes

0	 produto	 direto	 de .4	 e e, denotado por .012,	 é o espaco coerente
(

41-1(8 = Coh Au B	 , onde

A u B: = ({o} x A) u ({1} x B),

(0, a) z-; (0,a') se e somente se a A a',

(1,(3)z 0,(3') se e somente se f3 z-, B 13'.

(0, a) (1,(3) para todo a E A, p e B

As fiincOes projecOes associadas 7 1 :..4112 --->	 e 7E:A112 --> 2 sdo dadas por

x H { al (0, a) EX} e x H {131(143) Ex} , respectivamente.

Observa-se que o produto cartesiano de espacos coerentes nao constitui urn espaco
coerente. Entretanto, existe urn isomorfismo de conjuntos entre a familia dos conjuntos

coerentes do produto direto de ,t1 e B, Coh(411(B), e o produto cartesiano da familia

dos conjuntos coerentes de RI, Coh(.4), pela familia dos conjuntos coerentes de 03 ,

Coh(2), isto é,	 Coh(A1103) Coh(A) x Coh(2) [DIM 96a] [GIR 89]. Assim qualquer

x e Coh(.4	 pode	 ser unicamente decomposto como :0} x a)u (I x b). e

representado simplesmente pelo par (a,b), corn a cCoh(h), b E Coh(B) .
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3.6.2 Definica- o. Produto Tensorial

0 produto tensorial de 4 e B, denotado por	 4 0 B, é o espaco coerente

O 03 = (Coh(A x B	 , onde x é o produto cartesiano e (a ,r3 1):=, (cc 2 432 ) se e

somente se a l	a: e p i ;--- 3 132..

3.6.3 Definiedo. Exponencial

0 exponencial	 de	 , denotado por	 , é o espaco coerente

!A =(Coh(Fincoh(A),z),c), onde a 7 h se e somente se a v h EFincoh( A) , sendo

Fincoh(A) a familia dos subconjuntos coerentes finitos da teia A = (A, A).

3.7 0 Espaco de Funciies

Nesta seedo sdo estudados os tracos de funcOes estaveis e lineares, assim como os
Espacos de FuncOes Estaveis e Lineares.

Observa-se agora que, para espacos coerentes 4 e 2, a familia de funcOes estaveis

de A para 2, assim como a familia das funcOes lineares, corn a ordem pontual, nao

constitui urn espaco coerente [DIM 96a] [TRO 92].

Entretanto, toda funedo estavel possui uma representacdo em forma de urn conjunto
de pares ordenados, denominado de traco, que é urn subconjunto de uma forma especial
de seu grafo. Mostra-se que uma funcao estavel e unicamente representada pelo seu
traco. Isto é, é possivel estabelecer urn isomorfismo de ordem entre os conjunto dos
tracos das funeOes estaveis, ordenado pela inclusdo, e a familia de funcOes estaveis, corn
uma ordem adequada. denominada de ordem estavel ou de Berry [BER 78]. 0 conjunto
dos tracos das funcOes estaveis, ordenado pela inclusào, é urn espaco coerente que
representa o espaco de funcOes estaveis, ordenado pela ordem estavel.

De forma andloga, toda tuned() linear pode ser representada de modo Unico por urn
traco linear. Isto é, tambem aqui existe a possibilidade de estabelecer urn isomorfismo
entre os conjunto dos tracos lineares das tune -6es lineares, ordenado pela inclusdo, e a
familia de funcOes lineares, corn a ordem de Berry [BER 78]. 0 conjunto dos tracos das
funcOes lineares, ordenado pela inclusào, é tambem urn espaco coerente que representa o
espaco de tune -6es lineares, ordenado pela ordem estavel.

Sejam 4 e 2 espacos coerentes. Entdo:

3.7.1 Definiedo. Iraq() de uma Furled() Estavel

0 traco de uma tuned() estavel F: —> é urn subconjunto de A ti„ x121 dado por:

tr(F):= {(a ,(3)ja EA é o menor conjunto coerente tal que p c F(a)} .

Pode-se entender o par (a, (3) E tr(F) de forma que a é urn ponto minimal para F

assumir um valor aproximado por {p}. 0 nag° de uma func -do estavel é caracterizado
pela seguinte proposic-ao:
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3.7.2 Proposicao

	

Seja tr(F) o traco de uma fimcdo estavel 	 2. Entdo:

(a,, P,),(a„ f3 2 ) E tr(F), a, u a, EA	 em 2; e

(a,, [3,),(a, [3 2 )	 tr(F), a l u a, e)t1 A a l	a,	 p,# /3, em 2.

Observa-se que todo conjunto X que possua as mesmas caracteristicas de urn trap,
conforme a proposicdo 1.7.2, é capaz de determinar uma funcao estavel Fsto) . Tem-se
que:

3.7.3 Proposicao

Todo conjunto X c 4 fi„ x1031 tal que

(a„ p,),(a„ p,) E X, a, va, EA1	 p,	 p, em 2; e

(a i , p,),(a.„ 13 2 ) E X, a, ua, E14 A a 1 �	 p i # /3, em

determina uma fur-10o estavel Fsf(x) : —> 2 por

F,(x,(a):=1131]a' c a tal que (a', p) c x-}..

Mostra-se agora que o conjunto dos traps das funcOes estaveis, ordenado pela
inclusao, é urn espaco coerente. Tern-se que:

3.7.4 Proposicdo

Seja ..fn o conjunto dos objetos finitos de .. Seja S o espaco coerente cuja teia é

formada pelos pares ordenados de 1.51 = Aft„ x ICC corn a relacdo de coerência 	 , definida

por: (a 1 , P i )	 (a„ /3,) se e somente se

(i)a 1 	 E	 p 1 -,2 P 2 ern 2;

(ii) a,Ua, Eh A a, tea,	 p,# p2.

Entdo, S e o espaco coerente dos traps das funcOes estaveis de .41 para 2, ordenados
(

pela inclusao, denotado por [11 --> CB], into C,	 —> 2]	 (Co h(11 fin x 12 1), 25t )9

E possivel estabelecer uma bijecao entre o conjunto dos traps das funcOes estaveis,

{tr(F)IF:A4 —> 2 estavel}, e a familia de funcôes estaveis de 	 para 2 [DIM 96a]

[TRO 92]. Esta bijecao induz uma relacao de ordem no espaco de funcOes estaveis,
denominada de ordem de Berry [BER 78]:

3.7.5 Definicao. Ordem de Berry ou Ordem Estävel

Sejam F e G funcOes estaveis de ,4 em 2 . Entdo, F S B G se e somente se para todo

a', a EA, a' c a	 F(a') = F(a)nG(a'). •

3.7.6 Definicdo. Espaco de FuncOes Estaveis

0 espaco das funcOes estaveis de A em 2, denotado por	
n 	

constituido

pelo conjunto das funcOes estaveis de )1,1 em 2 , ordenado pela ordem de Berry,
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(.4 	 51	 >2) = ({F:A --> 21F eestavel }, � B ).

A ordem de inclusdo no espaco coerente dos tracos das fling -6es estaveis [A ---> 2]

corresponde a ordem de Berry no espaco das fling -6es estaveis (A  St >2), isto é, se F e

G sdo funcOes estaveis de A para	 entdo F _< B G se e somente se tr(F)c tr( G). Segue

que:

3.7.7 Proposicao

O conjunto F: A —> £BI F e estdvel	 das funcOes estaveis de A para é ordem-

isomorfo ao conjunto {tr( F)I F: A —>l8 e estdvel } dos tracos de tais funcOes, ou seja.

(A 
	 sr 

Neste momento concluimos que o espaco coerente dos tracos das funcOes estaveis

de A para	 [A ---> 2], pode ser considerado como uma representacdo do espaco

(A  st >2) destas funceies.

Resultados andlo_c4os aos obtidos para o espaco das funcOes estaveis sac) tambern
estabelecidos para o espaco das funcOes lineares. Observe agora que todos os pares

(a, /3) E tr(F) de uma fungdo linear F:A —>B sao de fato da forma (la }, p). Entdo:

3.7.8 Definicao. Iraq() Linear

O traco linear de uma fungdo linear F:04 —> 2 é urn subconjunto de 1.7:11x121 dado por

	

ltr(F):= {(a ,	 )1 p	 F({a}) .

O traco linear de uma funcao linear é caracterizado pela seguinte proposicdo:

3.7.9 Proposicdo

Seja ltr(F) o traco linear de F:	 —> 2. Entdo:

(i)	 02) E /tr(F), a, a,	 p i	[3 2 em 2; e

(ii)(a,,P),(a„p) E Itr(F), a l a,	 a l =a,.

Observa-se que todo conjunto X que possua as mesmas caracteristicas de urn traco
linear, conforme a proposicao 1.7.9, é capaz de determinar uma funcao linear
Tern-se que:

3.7.10 Proposicao

Todo conjunto X .1)41x121 tal que

(i) (a,,[3,),(a2, P 2 ) e X , a, a,	 p,	 p, em	 e

P),( a 2, P) E X, al a 2	a i =a:.
determina uma funcao linear Fli„(x) : A --> 1 definida por

Fiin(x)(a):= jp	 E a tal que (a ,	 .
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Mostra-se agora que o conjunto dos tracos lineares das func -Oes lineares, ordenado
pela inclusdo, é tambem urn espaco coerente. Tern-se que:

3.7.11 Proposiedo

Seja o espaco coerente cuja teia é formada pelos atomos de VI = 1 ,4 1 x lel, corn a

relacdo de coerência z7,„, definida por: ( a l, 1)	 (a	 )62) se e somente se:

	

za 2 (/3 1 /3 2 A(/3 1 = /3, 	a l =a2)).

Entdo,	 é o espaco coerente dos tracos lineares das funcOes lineares de A para 2,

ordenados pela inclusdo, denotado por [A —0 2], isto é,

[A-0 e].. ((coh(1.41 x	 ) , g) •

E possivel estabelecer uma bijecao entre o conjunto dos tracos das funcOes lineares,

—> 03 é linear , e a familia de funcOes lineares de A para 2 [DIM 96a]

[TRO 92]. Como a ordem de Berry [BER 78], definida para fungi:5es estaveis em 1.7.5,
pode ser considerada tambern para as funeOes lineares, tem-se que:

3.7.12 Definica.o. Espaco de FuncOes Lineares

0 espaco das fungi:5es lineares de A ern 2, denotado porB) , é constituido

pelo conjunto das funcöes lineares de 34 em , ordenado pela ordem de Berry, � B,

relativa as furry:5es lineares, (A	 .>2) = (1F:A —> 18j F

Tambem neste caso a ordem de inclusdo no espaco coerente dos tracos lineares das
funcOes lineares [A 	 o 2] corresponde a ordem de Berry relativa ao espaco das funebes

lineares (A  " >2), into é, se F e G sdo funcOes lineares de 34 para 2, entao F< B G se e

somente se ltr(F) c Itr(G) . Segue que:

3.7.13 Proposiedo

0 conjunto F: A -181 F é linear } das furry:5es lineares de 34 para 2 é ordem-

isomorfo ao conjunto {ltr(F)I F:h —> 2 é linear }, dos traps lineares de tail funcOes,

ou seja, (A
li„ 	 n> 2)	 —0 2].

Assim, conclui-se que o espaco coerente dos tracos lineares das nine -0es lineares de
para 2, [A 	 o 2], pode ser considerado como uma representacdo do espaco

destas funcOes.

in
Girard [GIR 87] estabeleceu um isomorfismo I: (A  

St 
>2) —> (!A 

l 
—> 2), entre o

espaco das funcOes estaveis de A para 2 e o espaco das funcOes lineares do exponencial

de A para 2. Assim, é facil ver que é possivel escrever [A -f 2], o espaco coerente dos

tracos das funcOes estaveis de para 2 ordenados pela inclusdo, como	 —0 2], isto é,

o espaco coerente dos tracos lineares das funcbes lineares do exponencial de A para 2
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ordenados pela inclusdo. Isto significa que toda funcdo estdvel pode ser representada por
uma fungdo linear, e vice-versa. Em outras palavras, o espaco das funcbes estaveis
[_-*_]pode ser decomposto em duas construcOes mais basicas: o espaco das funceies

lineares [_	 0_] e o exponencial !_ . E suficiente portanto considerar o espaco das
funcOes lineares e a sua representacao atravês dos tracos de tais funcOes [ZHA 92], para
analisar a estabilidade das funcOes admissiveis em Espacos Coerentes.

A descoberta da possibilidade de transformer	 em ! e —0 foi um passo importante
para o desenvolvimento da LOgica Linear [GIR 87] [LAF 88] [TRO 92].
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4 Espacos Coerentes: A Abordagem CategOrica

Nesta unidade serdo apresentadas as principais categorias de Espacos Coerentes.

Em [DIM 96a] encontra-se uma prova de que a categoria STAB, cujos objetos sdo
os espacos coerentes e os morfismos sào as func -Oes estaveis entre estes espacos, é uma
categoria cartesiana fechada [PIE 91]. Isto	 significa que STAB e realmente uma
categoria especial, no sentido computacional. Alem de possuir o produto bindrio definido
para todos os seus objetos, STAB apresenta objeto exponencial e morfismo de
avaliacao, garantindo significado para processos computacionais.

Seria desejavel que o objeto exponencial nesta categoria fosse justamente o
conjunto de morfismos STAB(1.0, onde e 	 sào espacos coerentes. Entretanto o

conjunto das funcOes estaveis de para nä° se apresenta como um espaco coerente

(veja secdo 3.7). Procurou-se entdo uma representacdo particular do conjunto das
funcOes estaveis [GIR 89] [TRO 92] de tal forma que ele se constitua em um espaco
coerente. Na categoria STAB. o conjunto	 dos morfismos STAB(4, 1,') pode ser

representado pelo objeto denotado por 	 , que nada mais é que o conjuntos dos

tracos deltas funcOes estaveis, ordenado pela inclusdo. Segue que [.0". —÷ 3] é o objeto
exponencial desta categoria [DIM 96a] [TRO 92].

Por outro lado, a subcategoria LIN da categoria STAB, cujos morfismos sac) as
funcOes lineares, nao e uma categoria cartesiana fechada [DIM 96a]. Entretanto, LIN
apresenta-se	 como uma categoria monoidal simetrica que é fechada [ASP 91],
considerando-se o produto tensorial definido em 3.6.2 [ZHA 89a] [HUT 95]. Isto
significa que LIN apresenta urn fecho, dado pelo objeto denotado por --0 (8], que é o

conjuntos dos tracos lineares das funcOes lineares, ordenado pela inclusào. Esta condicdo
é suficiente para que em LIN tamb6m se tenha a garantia de se poder obter significado
para processos computacionais.

No final da secdo 3.7, mostrou-se que espaco das funcOes estaveis pode ser
decomposto em duas construcOes mais basicas: o espaco das funcOes lineares e o
exponencial.	 0 exponencial, na verdade, fornece uma adjuncdo [ASP 91] entre a
categoria STAB e a categoria LIN [ZHA 92]. E suficiente, portanto, considerar a
categoria monoidal fechada LIN para o estudo dos aspectos de estabilidade dos
morfismos de STAB.

As provas de proposicOes que foram omitidas ou simplesmente esquematizadas.
podem ser encontradas em detalhes em trabalho anterior da autora [DIM 96a]. Para
realizacao deste capitulo foram consultados principalmente os trabalhos de Girard
[GIR 86] [GIR 87] [GIR 89], Huth [HUT 95], Troelstra [TRO 92] e Zhang [ZHA 89]
[ZHA 89a] [ZHA 91] [ZHA 92]. Para a teoria das cate gorias veja tambem [BAR 9?]
[PIE 91] [GOL 79] [ASP 91].

Sejam	 3 e espacos coerentes.

4.1 A Categoria Cartesiana Fechada STAB

A primeira categoria de espacos coerentes a ser apresentada é aquela cujos
morfismos sdo as funceles estaveis. A cate goria STAB apresenta produtos bindrios,
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objeto terminal e objeto exponencial, sendo portanto. uma categoria cartesiana fechada
[PIE 91].

4.1.1 Definiedo. A Categoria STAB

A categoria STAB possui espacos coerentes como objetos e fune6es estaveis entre
espacos coerentes como morfismos. A composicdo de morfismos é a composiedo
conjunto-teorêtica de funcOes e os morfismos identidade sac) as funcOes identidade.
Denota-se por STAB(A,2) o conjunto dos morfismos de A para B .

Em [DIM 96a] encontra-se uma prova de que	 STAB esta bem definida.
Resumidamente, a prova é como segue. Tern-se que a composiedo de funcOes estaveis
f :A ---> l8,	 —> 0 E STAB(A,03) é uma funedo estavel g of:h —> C E STAB(A,2).
Alem	 disso, esta composiedo de fling -6es estaveis é associativa, isto é,

h o (g o f) = (h o g). f . Tambêm a fulled() identidade	 —> A, dada por id(x) = x é

estavel, e, portanto. id e STAB(A.,03), para qualquer espaco coerente A. Ainda é valid°

que, para qualquer tuned() estavel f: A —> l8 E STAB(A,2), valem as leis da identidade:
id 2 of,f efoid,= .1 .

4.1.2	 0 Objeto Terminal

0 objeto terminal de STAB é 0 , o espaco coerente sem atomos 0 com a relacdo

de coerencia trivial =, 0= 0= ((0,=),c). A familia dos conjuntos coerentes de 0 é dada

por Coh(0) = i0} . Logo, 0 é o Unico objeto em 0 . Para todo espaco coerente A existe
um Unico morfismo de A para 0 isto é, para todo espaco coerente A existe uma funcão
de Coh(A) para Coh(0) = {0} , mapeando todo conjunto coerente de A para o Unico
conjunto coerente de 0 e, alêm disso, esta é a Unica funedo estavel de A para
0. Observa-se que esta é tambem a Unica tuned() linear de A para 0 .

4.1.3	 Produto CategOrico

0 produto direto de A e B, .4112, definido em 3.6.1, é o produto categOrico
bindrio de A e 03 na categoria STAB, corn projecOes 7 o :Af12 —> A e 7 1 :,41 fl —> ,

dadas por x H {a1(0, a) Ex} e x H {f31(1,() ex} , respectivamente.

Em [DIM 96a] encontra-se uma prova de que o produto direto é realmente o
produto categOrico na categoria STAB. Resumidamente, a prova é a seguinte. As
funcOes projecOes Ito e m sdo estaveis. Alêm disso, se f:C —> A, g:C —> l8 E STAB(A,2)
s'ao tune -6es	 estaveis, entdo existe uma Unica tuned° estavel de pareamento

C —> A H	 , definida por

(f , g)(c) = (0, a)a Ef (c)} U {(1, a)1[3 E g(c)} ,

tal que o diagrama da figura 4.1 comuta, into e, 	 tal que TC„ o(f,g)= f e

zt i	 ,g) = g . Segue que:
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4 1 4 Teorema

STAB é uma categoria cartesiana •

A 4	 A II 0 	 ►
711

FIGURA 4.1 - Diagrama do produto nas Categorias STAB e LIN

4.1.5 0 Objeto Exponencial

0 objeto exponencial 	 da categoria STAB é o espaco coerente [. —> (B] dos
tracos das funcOes estaveis de A para 3 introduzido em 3.7.4,

--= [A —> el ,

onde a funcào de avaliacdo associada	 1-1 -->	 é definida por

eval(X ,a) =	 ,

com Fm(x) dada em 3.7.3, e, para toda a funcao estdvel F:CrIA —>03, a funclo

curry(F):C —> é definida por

curry(F)(c)={(a,7)ja E A,y E F(c,a)) .

Em [DIM 96a] encontra-se uma prova de que espaco coerente [y4 ---> 3] dos tracos
das funcOes estaveis des para 3, que e ordem isomorfo ao espaco das funcOes estaveis

sr 	 n
>3) (proposicao 3.7.7), é realmente o objeto exponencial	 da categoria STAB.

Resumidamente, a prova é como segue. A ordem de Berry diz que a funcao de avaliacao

eval preserva o pullback da figura 4.2, em	
st	

11 A. Portanto a ordem de Berry é

exatamente a relacdo de ordem que se necessita em 	 st03) para tornar a funcao

avaliacdo eval estdvel

Alem disso, para todo espaco coerente C e para toda funcdo estavel 	 Fl - + ,

existe	 uma	 unica	 funcao	 estdvel	 G: C	 ,	 definida	 por

G(c) = {(a,y)Ia GA,y G F(c,a)) tal que o diagrama da figura 4.3 comuta, isto é,
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eval	 ,) = F . Esta Unica funcao G define a funcao curry(F) da figura 4.3, que e,

portanto, estavel

(G , a)

(G , a'

(F , a')

FIGURA 4.2 - Pullback de (A-52—>	 onde a' cae

C fl4

, id, ) ,	 .curry(F)

034 LB4 
cval

FIGURA 4.3 - Diagrama do Objeto Exponencial

0 resultado a seguir é imediato:

4.1.6 Teorema

STAB é uma categoria cartesiana fechada. •

4.1.7 Observacao

A importancia de se garantir a existéncia do objeto exponencial em uma categoria
esta relacionada corn a ideia do que consiste uma computacao. Observe novamente o
diagrama do objeto exponencial dado na fi gura 4.3. Se uma cate goria possui urn objeto
exponencial, como, por exemplo, a categoria STAB, entdo pode-se entender
intuitivamente que para cada elemento em 7, interpretado como urn programa ou

algoritmo, e para cada morfismo F que representa a execucao deste programa ou
algoritmo a partir de elementos de 4, interpretados como dados de entrada, obtendo

resultados em 3, existe uma Unica funcao semantica G curry(F), que tambem é um

morfismo da categoria e que associa este programa ou algoritmo ao seu significado
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matematico, como elemento do objeto exponencial 	 interpretado como uma funedo.
que é aplicado graves da acao do morfismo eval, a um argumento em A para obter urn

valor em 2. No caso da categoria STAB. como 2 1 é uma familia de tracos, a funedo

estävel eval realiza a aplicacão da fungdo estavel associada ao traco em questa°. •

4.2 A Categoria Monoidal Fechada LIN

Agora apresenta-se a subcategoria da categoria STAB cujos morfismos sac) as
funcOes lineares. A categoria LIN apresenta produtos bindrios, objeto terminal, mas nao
possui objeto exponencial, e, portanto, nao é uma categoria cartesiana fechada [PIE 91].
Entretanto, em LIN é definido urn produto associativo, comutativo, para o qual existe o
elemento identidade, o produto tensorial definido em 3.6.2, 	 sendo, portanto, uma
categoria monoidal simetrica para este produto [ASP 91]. Alem disso, LIN é uma
categoria monoidal fechada [ASP 91], no sentido que apresenta urn fecho [TRO 92], isto
é, urn objeto que é uma abstracao do objeto exponencial de uma categoria cartesiana
fechada.

4.2.1 Definicao. A Categoria LIN

A categoria LIN possui espacos coerentes como objetos e funcOes lineares entre
espacos coerentes como morfismos. A composiedo de morfismos é a composicão
conjunto-teoretica de funcOes e os morfismos identidade sac) as func6es identidade.

Denota-se Lusi(h,e) o conjunto dos morfismos de A para 03 .

Em [DIM 96a] encontra-se uma prova de que LIN esta bem definida. Em resumo, a
prova é	 como segue. Tern-se que a composiedo	 de funcOes lineares

f	 ,	 —>C E LIN(A,(B) é uma funedo linear g o f —> C E LIN(A,e). Tambern

a func -ao identidade id :,1-> A é linear, e, portanto, id E	 • para qualquer espaco

coerente	 Alêm disso, a composiedo é associativa.

4.2.2 0 Objeto Terminal

0 objeto terminal de LIN é o espaco coerente sem atomos 0 , introduzido em

1.1.2.

4.2.3 Produto CategOrico

0 produto direto de A e 03, A 11 , definido em 3.6.1, é o produto categOrico
binario de A. e e na categoria LIN, corn projecOes 7 0 :A112 -f A e Tc,:.411103 ---> 2 ,

dadas por x F--> {aj(0,a) E x} e	 { p I(1, 13) E x}, respectivamente.

Em [DIM 96a] encontra-se uma prova de que o produto direto é realmente o
produto categOrico na categoria LIN. Em resumo, a prova é como segue. As funcOes

projecOes 7C0 e rc, sdo lineares. Alem disso, se .f:C —> A, g:C -> B E LIN(4,2) sac)

tune -6es lineares, entao existe uma Unica funcao linear de pareamento (,):C —>

definida por

(1'500 = {0,0 a E f(c)} v {(1,13)Iii G g( C)} 5
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tal que o diagrama	 da figura 4.1 comuta, isto é, tal que 7C 0 o(f,g)= f e

7r, (./ ,g)= g . Segue que

4.2.4 Teorema

LIN é uma categoria cartesiana. •

4.2.5 Por que LIN ndo é uma categoria cartesiana fechada?

Em [DIM 96a] encontra-se uma prova de que LIN ndo é uma categoria cartesiana
fechada. Em resumo, a prova é como segue. Observe que e possivel pensar em urn

objeto exponencial	 como o espaco coerente [A 	 o I] dos tracos lineares das furicOes

lineares de 4 para 6 introduzido em 3.7.11, 2S 4 a- [4 —0 (8], corn a fimcdo de avaliacdo

associada evatePIII ---> definida por eval(X,a)= Fhn(x) (a), onde Fizn(a) é dada em

3.7.10. A fimcdo de avaliacdo eval é linear. Entretanto, dada F:CFIA	 rt. linear, ndo e

possivel determinar uma fimcdo linear G:C --> EP tal que o diagrama da figura 4.4
comuta.

C 11

eA 1-1 fti cval

FIGURA 4.4 - Diagrama do Objeto Exponencial

0 resultado a seguir é imediato.

4.2.6 Teorema

LIN nao é uma categoria cartesiana fechada.•

4.2.7 Produto Tensorial

0 produto tensorial de A e 03, A 06, definido em 3.6.2, é um produto tensorial de
e na categoria LIN
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De fato, observe que o produto tensorial ® é associativo. Alem disso, existe o
elemento identidade a direita e a esquerda para ®, dado pelo espaco coerente

(C.011({1},=),c)= ({t1},Ø),c), gerado pela teia ({1},=--) . Segue que:

4.2.8 Proposicao

LIN é uma categoria monoidal relativamente a 0. •

Salienta-se agora que o produto tensorial 0 é tambem comutativo, e, portanto,
tem-se que

4.2.9 Proposicdo

LIN é uma categoria monoidal simetrica relativamente a 0

Observa-se que o produto tensorial é uma "generalizacdo" do produto categOrico
Toda categoria cartesiana é uma categoria monoidal simetrica corn relacdo ao produto
categOrico. Pode-se dizer. em linhas gerais, que o produto tensorial, no sentido de
categorias monoidais, difere do produto categOrico justamente por nao possuir projecOes
e funcOes de pareamento.

4.2.10 0 Fecho em LIN

Em LIN, o espaco coerente [A 	 -0 fl dos tracos lineares das funcOes lineares de A

para	 introduzido em 3.7.11, é um fecho relativamente ao produto tensorial 0, onde a

funcäo de avaliacdo associada eval: [A -	 o 010A --* :16 tal que

3 E eval(t,a) se e somente se ((ct, [3),(1) E (t,a), para algum (t	 E[A	 fl0A,

e, para toda	 a fling -do linear	 F: C®.A -->	 o traco linear da	 fungdo

curty(F): C ---> 	 	 dado por

,(a.,(3)) E Itr(ciirry(n) se e somente se ((y ,a), j3) eltr(F) .

Conforme [TRO 92], o espaco coerente [A —0 a] dos tracos lineares das funcOes

lineares de A para . e realmente urn fecho para a categoria LIN, relativamente ao

produto tensorial 0. Em resumo, a prova é como segue. Para todo espaco coerente C e

para toda fungdo linear F: '1)(8)4 ---> 2, existe uma unica funcäo linear G: C —f	 	 o a],

cujo traco linear é definido por (7,(a,13)) eltr(G) se e somente se ((y,a),13) E Itr(F) ,

tal que o diagrama da figura 4.5 comuta, isto e, eval 0 (G 0 id ,)= F . Esta Unica fungdo

G define a funcao currv(F) da figura 4.5, que é, portanto, linear.

A imporrância intuitiva da existéncia deste fecho na categoria LIN, que nao é
cartesiana fechada, e garantir de que se possa fornecer tambem aqui um significado
matematico para os processos computacionais em LIN, conforme a observacdo da secdo
4.1.7. Assim, e possivel dar uma interpretacdo andloga a do diagrama da figura 4.3

(secdo 4.1.5) ao diagrama da figura 4.5. Se na categoria LIN existe o fecho [A 	 0 td

para o produto tensorial, entdo pode-se entender que para cada programa em C e para
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cada fun* linear F que representa a execuck deste programa a partir de dados de

entrada em obtendo resultados em 2, existe uma Unica funcdo serndntica G = curry(F),

que associa este programa ao seu significado matemdtico, no espaco coerente [34 —: 3],

que é aplicado atrav6s da acdo da funcao linear eval, a um argumento em para obter

um valor em (B. Neste caso, como [4 	 o 01 é uma familia de tracos lineares, a funcäo

eval realiza a aplicacdo da fun* linear associada ao traco linear em questdo

C

0 id, .

--o (I] 0 ' 	
oval

FIGURA 4.5 - Diagrama Comutativo do Fecho 	 .-] em LIN

Em resumo, a obtencdo do fecho [A 	 o 2] em LIN, relativamente ao produto

tensorial ®, garante que para cada espaco coerente C e para cada funcdo linear

F: C®A	 existe uma unica funcao linear cut-1)2(F): C -+ [A	 e vice-versa, o que

caracteriza a existencia de urn isomorfismo A: LIN(C0A,(B) LINCJA	 2]), que é

natural em C e b.

Observe que para mostrar que A é urn isomorfismo, basta verificar que a funcdo
linear curry(F) é bijetiva. De fato, sejam F', G: C®A	 funcOes lineares tais que

curry(F') = curry(G) . Tem-se que:

F' = eval o (curry(F') ® id	 = eval o (curry(G) ® id,) = G ,

o que prova a injetividade de curry(F). Por outro lado, para toda H: —> [A	 2],

define-se F = eval o (H ® id,) . Pela unicidade de curry(F) conclui-se que curry(F) = H,

e, portanto, curry(F) é bijetiva. Segue que:

4.2.11 Teorema

LIN é uma categoria monoidal fechada

-c68]
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4.2.12 Observacdo

0 isomorfismo entre conjuntos de morfismos A: LIN(C04,6) LIN(C,P1 ---c 1) é

uma transformacdo natural em C e q, que, sendo uma bijecdo para todo C e 6, preserva a

estrutura enquanto seus argumentos C e	 variam. Isto caracteriza uma adjuncao

[ASP 91] (F, G, A) , representada esquematicamente por:

C->	 	  2]

COA --> 6

e descrita no diagrama da figura 4.6.

0 functor F (_ 0 O. LIN —› LIN , que leva cada objeto C no objeto CO54 e cada

morfismo g: C —› .8 no morfismo	 tal que F(g) = gOid, (veja

figura 4.7), é adjunto a esquerda do functor G _= ( [4 --c	 ): LIN —> LIN que associa

cada objeto	 ao objeto	 —> 3] e cada morfismo h: C —>	 ao morfismo

G(h):	 —> (8] --> —>	 tal que G(h)(X) = ltr(17 ° an( X )) 5 
para X e —> 3] (veja

figura 4.8). A co-unidade da adjuncao e justamente a funcao eval.  

F   

AW                

[A 	 003] 4 	  a
(I

FIGURA 4.6 - Diagrama da Adjuncao (F,G, A)

C	 CO54  

F 
g 0 ic14g           

•

FIGURA 4.7 - Diagrama do Adjuntor a esquerda F	 ®4 LIN —> LIN
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[A —0 fl

ltr(h o Fhm.k ,), X G[ i -0 C]

[54 	 0 I]

FIGURA 4.8 - Diagrama do Adjuntor a direita G	 ([ 	 0 ] ): LIN —> LIN

4.3 A Adjuncko entre as Categorias STAB e LIN garantida pelo operador !

	

St(	
in

0 isomorfismo entre os conjuntos de morfismos A --0 .==_ 1 !A	
l

— --> 6
I ,\ 

estabelecido por Girard [GIR 87] (veja final do capitulo 3), introduz uma transformacdo
natural S-2: LIN(! A _=:: STAB(i,::.) em A e „:, que é uma bijecao, que preserva a estrutura

enquanto A e 2 variam. Isto caracteriza uma adjuncao (F,G,C2) entre as categorias

STAB e LIN, representada esquematicamente por:

e descrita no diagrama da figura 4.9.

STAB
	

LIN

h

F 

G

FIGURA 4.9 - Diagrama da Adjuncao (F C2)

0 functor F =--(! ): STAB —> LIN , que leva cada objeto A da categoria STAB no

objeto ! da categoria LIN e cada morfismo g: A --> de STAB no morfismo

F(g):!	 (veja figura 4.10), corn F(g) = !g , tal que a H {g(x)Ix E a} , é adjunto

esquerda do functor inclusdo G	 ): LIN —> STAB que associa cada objeto C da

categoria LIN ao mesmo objeto da categoria STAB e cada morfismo h: C -f C em

LIN ao morfismo G(h): C --> i em STAB, tal que G(h) = h (veja figura 4.11).
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STAB
	

LIN

FIGURA 4.10 - Diagrama do Adjuntor a esquerda F	 STAB ---> LIN

LIN
	

STAB

G 

FIGURA 4.11 - Diagrama do Adjuntor a direita G	 ): LIN —> STAB
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5 Sistemas Ordenados de 2 2 Ordem

Analisando-se os principais tipos de 	 dados da Computaedo Cientifica e da

Matematica Intervalar - nUmeros reais R e intervalos de reais 	 - e os sistemas de
representaedo que se pretende usar para 	 represents-los - espacos coerentes bi-
estruturados observa-se que é possivel definir uma classe de estruturas que os engloba.
Estas estruturas mais gerais sera° denominadas de sistemas ordenados de 2" ordem.

A nocao de sistema de 2' ordem node ser considerada como uma extensdo a noedo

de "sistema" [MAN 89] ou de "estrutura relacional" [BRI 77], 	 ou de E-estrutura
[GRA 79] [ACI 91], que sào de l a ordem, corn uma estrutura de relacOes e tune-6es
definidas somente sobre objetos do conjunto universo. As estruturas dos sistemas de 2'
ordem admitem. adicionalmente, relaeOes e funcOes sobre panes (subconjuntos) do
conjunto universo.

Os principais sistemas ordenados de 2 a ordem considerados neste trabalho - os
sistemas de representaedo - tern. ainda,	 a caracteristica adicional de serem bi-
estruturados, isto é, de poderem ter sua estrutura dividida em duas panes, uma chamada
de estrutura de aplicacdo e a outra chamada de estrutura de informacao.

A estrutura de aplicacdo - relacional. funcional, topolOgica, lOgica onde e definida
a ordem parcial de posicao que cid ao sistema o seu carater de sistema ordenado, e da
qual se deriva a ordem de informacdo contida na estrutura de informacdo, é determinada
pela utilizacao pretendida para o sistema de representacdo em questao. No caso dos
sistemas de representacdo para a Computacão Cientifica e a Maternatica Intervalar,
relativos ao nUmeros reais e aos intervalos reais, na estrutura de aplicacdo é possivel
definir, por exemplo. a relacdo de posicao 	 as operacOes algebricas, fune6es como as
funcOes trigonometricas, a distância e o modulo, a topologia induzida pela distäncia,
dentre outros aspectos.

Por outro lado, a estrutura de informacdo do sistema de representacdo esta
associada ao processo de construcao	 dos elementos do conjunto universo da
representacdo, chamados de objetos, do conjunto das aproximaeOes destes objetos e de
sua topologia de informacao.

5.1 Sistemas Ordenados de 2 a Ordem: Conceitos Basicos

Nesta seek) sao introduzidos os sistemas de 2' ordem, os sistemas ordenados de 2a
ordem e os principais aspectos relacionados.

Sejam A # 0 urn conjunto, p(A) o conjunto das panes de A, A, A E {A, 0(A)} e

U e V conjuntos de indices. Considere a familia

7= If, u : kit ) —> k. A I,u EU,K:U—>N}

de todas as funcOes de 2\-1(A(u) em A. A ., corn aridade K(u) EN , e a familia

R.= {rA,	 v E V, V NI
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de todos as relacOes em A corn aridade ri(v) EN .

5.1.1 Definicdo. Sistemas de 2' Ordem

Diz-se que A e um sistema de 2' ordem se A = (A A ;E A ), corn A A = {A,p(A)},

onde A # 0 é urn conjunto, denominado de universo do sistema, p(A) e o conjunto
(

das panes de A, E : = {fA	 IrA •	 corn funcOes associadas 	 I —> N eid 

6:J --> N , compreendendo funcOes e relacOes definidas sobre o universo A e p(A) , e

tal que, para X. A E A. , é valido que:

lcUé urn subconjunto de indices, que pode ser vazio. Para cada i GI, 1A(i) EN ,

tern-se que f A	 X A	 é uma funcdo µ(i)-aria definida sobre V À(1) . Quando

u(i) = 0, fAi é um elemento destacado de X A.

JcVé urn subconjunto de indices, que tambêm pode ser vazio. Para cada j EJ,

6(j) E N , tem-se que r ay c kt) ER& uma relacdo 6 (j) -aria definida em X, A ..

Se o universo A do sistema A é de natureza intervalar, diz-se que A é urn sistema
intervalar de 2' ordem. Se na subestrutura de relacOes do sistema A for definida uma
ordem parcial de posicdo sobre o universo A, entdo diz-se que A é urn sistema ordenado

de 2' ordem. 0 tipo ou assinatura do sistema A é dado por (1_1,6) . A familia de todos os

sistemas ordenados de 2' ordem é denotada por SO2.

5.1.2 Exemplo

E urn exemplo de sistema ordenado de 2' ordem o sistema R = (A R ;E R ) dos

nUmeros reais R, corn E a	(*a , � a , Fa , RR , M	 ), onde	 são	 operacOes

aritmêticas, �R é a relacdo parcial de posicdo, FR são funcOes de reais, REk são relacOes
definidas sobre R, M. representa a estrutura de medidas definida pela mêtrica e pela
norma em R, e 6 é a topologia de Hausdorff.

Por outro lado, IR = (A /R ;E :a ) é o sistema intervalar ordenado de 2' ordem dos

intervalos reais IR [MOO 66] [MOO 79] [MOO 88] [ALE 83], corn

Ein (*,:a < m FIR , Rn , , ME , G:s onde * IR sac) operacOes aritmeticas intervalares,

�-ER e a relacdo parcial de posicdo, Fm são funcOes intervalares, R:R são relacOes
definidas sobre IR, Md representa a estrutura de medidas definida por uma funcao
distância intervalar e uma fungdo valor absoluto intervalar, e 6:7, é a topologia definida
sobre IR.

Agora verifica-se que e possivel definir intuitivamente dois tipos de estruturas para

os sistemas de 2' ordem. Seja A = (A A ;E A ) urn sistema de 2' ordem. Tern-se que:
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5.1.3 Definicdo. Estrutura de Informacdo

(
Diz-se que (A„,;E A" ), onde E z

—
 = If)," } ,{r A .	 , corn funcOes associadasIn

iel	 J	 je

i„: I —> N e 13 i„: J --> N , é um sistema de	 ordem corn estrutura de informacdo se e

somente se as funcOes fi„i" i : X"r7 (i) —>X A e as relacOes r "	 c kYl) , corn X. 	 E A „

estiverem relacionadas corn a natureza interna de formacdo dos objetos do universo A,
do conjunto das aproximacOes deste objetos, de sua topologia de informacdo e de sua
lOgica de informacdo, no sentido da teoria dos dominios de Scott.

5.1.4 Definicdo. Estrutura de Aplicacdo

Diz-se que (A A ; E7, ), onde	 = {r	 .}	 corn funcOes associadas
iE/	 id

1.t ap :1 —> N ei3 ap :J—>N, é urn sistema de 2 2 ordem corn estrutura de aplicacdo se e

somente se as funcOes f i : X.'„7 (`) —> X, A e as rela0es rraf	,7(j) , corn X I, e A A ,

estiverem relacionadas corn a natureza externa de aplicacdo dos objetos do universo A,
determinadas de acordo corn a sua utilizacdo como urn sistema de representando, sendo
dadas por urn conjunto de funcOes e relacOes (operacOes algebricas, relacâo de ordem de
posicdo e outras rela0es, fur-10es elementares, estrutura de medidas, lOgica, topologia
induzida) que derivam da estrutura do tipo de dado que o sistema esta representando. •

Existe a possibilidade de um sistema de 2 a ordem apresentar os dois tipos de
estruturas definidos. Enta.o:

5.1.5 Definicdo. Sistemas de 2' Ordem Bi-Estruturados

Diz-se que A é um sistema de 2' ordem bi-estruturado se e somente se for possivel

definir uma estrutura de informacdo	 E p̀l e uma estrutura de aplicacdo E	 para o

universo A. Denota-se por A = (A A ;El,;E ).

Se o universo A do sistema A é de natureza intervalar, diz-se que A é urn sistema
intervalar de 2' ordem bi-estruturado. Sc na subestrutura de relacOes externa do sistema
A for definida uma ordem parcial de posicdo sobre o universo A, entdo diz-se que A é
urn sistema ordenado de 2' ordem bi-estruturado. 0 tipo ou assinatura do sistema A é

dado por (1.1,„,5,„;pap ,6ap)

5.1.6 Definicao. E - Propriedade, I sa(A) - Propriedade

Seja A = (A A ;E iA ;E7) urn sistema de 2' ordem bi-estruturado. Seja (A A ; E a! o

sistema obtido quando a estrutura de informacdo do sistema A é desconsiderada. Sempre

que (A; E7,) ( (0(A); E;P(A) ) ) apresenta uma propriedade P entdo diz-se que o sistema

de 2' ordem bi-estruturado A apresenta a propriedade E 	 - P ( E a:(A) - P).
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Como exemplo relacionado	 com a definicão 5.1.6,	 tern-se que um sistema

A = (A A ;	 E7) e urn E7:- monOide se e somente se (A; EIT) e urn monOide.

5.2 SO2 como uma Estrutura Algebrica e Relacional:	 as transformacties de
universo

Sejam A e B sistemas ordenados de 2' ordem tais que, para S E {A. B} , se tern que

S = (As;1, ․ ), As = IS,c)(S)} ,	 e A s , e Es = (
Ifs '	 ' {rs ).;&/)

 ' corn funcOes

associadas I —>N e SI J --->N N.

Nesta seed° e introduzida a relacdo entre sistemas de 2 a ordem que se caracteriza

por uma transformacão entre universos. Se A e B sdo sistemas de mesmo tipo

entdo:

5.2.1 Definicdo. Subsistema

Diz-se que A é um subsistema (corn universo determinado por uma propriedade 5)
de B, e escreve-se A = S(B), se e somente se:

A = SOT) = {b EBS(b)} C B;

para cada i E	 isto é, f 	 a restricao de Az ao universo de A;

(iii) para cada j e J, rit f = raj n x	 8() .

Em particular, os individuos destacados de A e B coincidem, quando presentes

tambem ern A. Se A = S(B) entdo pode-se utilizar a notacao E A = Ea	 para indicar

que E A e obtida pela restricao das definicOes das finicOes e relacOes de E
	

ao universo

A.

5.2.2 Exemplo

Considere o sistema ordenado de 2' ordem R (A- ;E	 introduzido no exemplo

5.1.2. Entdo o sistema Q = (A Q ;E Q ), onde O c R e o conjunto dos nnmero racionais e

E 0 (*(), � Q,FQ,RQ,A1Q,cro) e obtida pela restricdo das funcOes reais ao conjunto

dos racionais 0, pela restricdo das relacOes reais relativamente a 0, e tomando a
topologia de Hausdoiff relativa a 0, e um subsistema de R, cujo universo é constituido
por todos os numeros reais que satisfazem a propriedade SQ de serem racionais, isto
Q = SQ (R) .

5.2.3 Exemplo

Considere o sistema ordenado de 2' ordem A = (A,;E,) cujo universo e urn

espaco coerente A. Entao o sistema tot = (A tot( d ) ;E tort ' 
onde tot(Ocii e a familia dos
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objetos totais de h e / i0 , (4) ê obtida pela restricào da estrutura de A ao conjunto dos

objetos totais de h, totW, é um subsistema de A, cujo universo é constituido por todos

os	 objetos de .4	 que satisfazem	 a propriedade	 tot de serem totais, isto é,

tot, = tot (A). •

5.2.4 Definicao. Funedo Bem-Comportada relativamente a um Subsistema

Diz-se que uma fling -do f„,,:k',! ) --> k r, , definida em urn sistema de 2' ordem A, é

bem comportada relativamente a um subsistema S(A) de A se e somente se ji é bem

definida e fechada em k sL„ ) , onde s(A) E As(A) = {S(A),P(S(A))} e a nocao de

subsistema esta. em 5.2.1.

5.2.5 Definicdo. Fecho de uma Funcão relativo a um Subsistema

0 fecho de uma funedo .1„ i :Xt ) ---> k A , definida em urn sistema de 2' ordem A.

relativo a um	 subsistema. S(A) de A. fechado para a interseedo, é 	 dado por

-k'-`6) —>S(A) • A

{v E s( A) I fA, (X i 	X,(i)	 v} se (X1 ,..., Xp(i)	 X.P`s()A);

caso contrario,

onde X s(A) E A s(A) = {S(A),p(S(A))} . Por simplicidade, quando o subsistema S(A)

estiver subentendido pelo contexto, utiliza-se a notacdo fAi para indicar o fecho de fAi

relativo a S(A).

0 seguinte resultado é imediato:

5.2.6 Proposiedo

Para toda fungdo f„,:24,1) —>	 , definida em urn sistema de 2 a ordem A, o fecho

f's 	 relativo ao subsistema a S(A) de A, definido em 5.3.5, é uma fungdoJ	 I S( A) .• " P:4(.: )	 X

bem comportada em S(A).

5.3 Os Morfismos entre Sistemas de 24 Ordem

Sejam A e B sistemas ordenados de 2" ordem tais que onde, para S E {A,B} , se

tern que S (As;I),	 = {S,p(S)},	 e e As, e Zs =1fg.}, corn
iel	 eJ

funebes associadas	 --> N e 5:J —> N .

(x,,...,x,i(i))

(

Nesta secao estudam-se os principais tipos de morfismos entre sistemas de 2'
ordem.
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5.3.1 Definicao. Homomorfismo, Homomorfismo Forte

Diz-se que A e B sdo sistemas homomorfos, e denota-se A B . se e somente se

existe uma fungdo h: A u p(A) —> u ka( ) tal que:ICt ICt  

para cada i E I e	 X.A 5

h(f	 ,(,)))=	 (17( ),...,h(x (0));

para cada j cJe	 EX. A

se	 x,(j)) ErAi entdo (//(xi),...,17(x,( 0 )) e r3i.

Diz-se, neste caso, que h é urn homomorfismo de A em B, denotado por Ii: A --> B .
Quando tambem vale a reciproca da condicao (ii), diz-se que A e B s'ao sistemas
fortemente homomorfos e h é um homomorfismo forte de A em B.

5.3.2 Definicdo. Imersdo

Diz-se que o sistema A esta imerso no sistema B, e escreve-se A 0 B , se e somente

se existe um homomorfismo forte 17: A —> B injetor. Diz-se que h é uma imersdo de A em

B e denota-se h: A 0 B.

5.3.3	 Definicdo. Isomorfismo, E „,, - Isomorfismo

Diz-se que A e B sdo sistemas isomorfos, e denota-se A B , se e somente se
existe urn homomorfismo forte	 A —> B bijetor. Diz-se que 17 é urn isomorfismo de A e
B e denota-se h: A B .

Se A e B sdo sistemas corn estrutura de aplicacdo (bi-estruturados), denota-se
A	 B para indicar que A e B sdo E a), - isomorfos, isto é, sdo isomorfos para a

estrutura de aplicacdo.

5.3.4 Definicdo. Homomorfismo	 Bem-Comportado relativamente a urn Tipo de
Subsistema

Diz-se que urn	 homomorfismo 17: A ---> B . determinado pela fur-10o

h: A u p(.A) —> B u 0( It), é bem comportado relativamente aos subsistemas S(A) de A

e S(B) de B se e somente se h[S(_A)]c	 e h[p(S(A))] c p(S(B)), onde a nocdo

de subsistema esta em 5.2.1.

5.3.5 Definicdo. Fecho de urn Homomorfismo relativo a Subsistemas

0 fecho de urn homomorfismo	 17: A --> B , determinado pela funcdo

17: Au p(A) —> B u p(B), relativo aos subsistemas S(A) de A e S(B) de B, é o

homomorfismo 1^11 S(A),S(B) : A --> B determinado pela fur-10o
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hl sw,s(B) : A L.) p(A) —> B
	

),

definida por

n07 ES(B)1h(X) c Y1	 se X E S(A);

X H4 fl {Y E p(S(B))/1(X) LE Y}	 se X E CO(S(A))

h(X)	 caso contrario.

Por simplicidade, quando a propriedade S que determina os subsistemas estiver

subentendida pelo contexto, utiliza-se a notacdo Ir para indicar o fccho de h relativo a
S(A) e S(B).

0 seguinte resultado é imediato:

5.3.6 Proposicao

Para todo homomorfismo h: A -+ B o fecho 41s(A)s ( B) A —> B relativo aos

subsistemas S(A) e S(B) é urn homomorfismo bem comportado em A) e S(B).

5.4 SO2 como uma Estrutura Algebrica e Relacional: as transformaceies
estruturais

Sejam A e B sistemas ordenados de 2 2 ordem tais que onde, para S E {A,B} , se

tern que S=(A s ;E s ),	 = {S,o(S)} , k s e A s , e E s = {Ai 1. , Irs 
fEJ, 

, Corn

funcOes associadas I-> N e 6: J	 N.

Nesta secao são definidas relacOes e operacOes estruturais sobre sistemas de 2a
ordem, isto é, sdo introduzidas as transformacOes de sistemas de 2 a ordem que se
concentram em suas estruturas.

Sejam A # 0 urn conjunto, p(A) o conjunto das partes de A, X. , E {A, p(A)} e

U e V conjuntos de indices. Considere a familia

2= {fA.:2n,':)	 X ^. lu EL/oc:U	 N}

de todas as funcOes de X.K.A( " ) em k A 9 com aridade x(u) EN , e a familia

R=	 V,1: V —> NI

de todas as relacOes em 2 A , corn aridade ri(v) EN .

5.4.1 Definicao. Reducdo, Expansdo

Diz-se que A, corn tipo (m.,6) é uma reducdo de B, corn tipo 0.1%6), e escreve-se

A-n 13 , se e somente se:

(i) A = B;
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I c I'	 ,	 = WI/ , e, para cada	 E I, f	 = fai;

J	 J'	 , 6 = 6'1J , e, para cada j c J, rAj=raj.

Quando A:B, pode-se tambêm dizer que a estrutura E. é uma reducao da

estrutura E ,	 denotando-se por E A	Pode-se tambem utilizar a notacdo

=E 33,i,i. j , para indicar que E A é a reduedo da estrutura E	 relativamente a

/ /' cUeJc J' cU.
Sempre que A: B. diz-se que B é uma expansdo de A. Neste caso. utiliza-se a

notacdo 1 2 = E A1. 1, , para indicar que E a é a expansao da estrutura E A relativamente3

a I'cU e J'cU, com D I e J'	 J .

5.4.2 Definicao. Regulacdo

Sejam A e B sistemas de mesmo tipo 41.6) . Diz-se quo A é uma regulacao de B

para um subsistema S(B) de B, e escreve-se A = Rs( B), se e somente se:
A - B;

para cada i E I, fA = fBils(E);

(iii) para cada j E J, rzt . = raj,

onde 113, IS(B) é o fecho de fRi relativo a S(B), definido em 5.2.5.

Quando A = R.413), pode-se tambem dizer que a estrutura E A e uma regulacdo da

estrutura	 , denotando-se por E A = Rs( E B ).

5.5 SO2 como uma Estrutura Algebrica e Relacional: as transformacnes globais

Sejam A e B sistemas ordenados de 2 1 ordem tais que, para S E {A,13}, se tern quo

S=(As;Es),	 ={S,p(S)}, k s c A s , e	 = {
fs, 	 '{rs I • 

n 
, corn funceies

associadas	 I -4N e 6:J —> N.

Nesta secdo sdo definidas relaci5es e operaebes sobre sistemas de 2 a ordem
caracterizadas por transformacOes que sào executadas tanto em suas estruturas como em
seus universos.

E possivel transformar urn sistema de 2 1 ordem em outro sistema de 2 ordem, pela
aplicacdo de um construtor. Entdo:

5.5.1 Definiedo. Construtor de Sistemas

Urn construtor de sistemas de 2 a ordem é toda funedo t (t„;t,):S02	 SO2

definida por	 tX = (t„Ax;t : Ex)	 para	 todo	 X =(A x ;E x ) E S02,	 corn

Ax = {X,p(X)}, de tipo (µ, 8) , tal que:
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t„ é urn construtor de universos tal que t„A x {t„X,t„o(X)} , onde t„X c p(X) e

i„coM = o(t „X) ;

t	 (t ,t R ) é urn construtor de estruturas tal que, para todo i E I ej E J,

,	 -= juj

tF e urn construtor de funcOes tal que, para todo i E 1 e 	 --> X , , corn

E A x , tem-se que f	 1-->(t Ff)	 :2\4' --> X , corn	 Arux , onde a funeäo

construida ( t F f)	 é a extensdo natural da funcáo
(tuX)

construido, definida por:

(X , ,	 , X m „,)1---> n (y E cx I frx i (x i	 • xi(i)	 E	 E	 Xwo c	 ,

para cada	 e	 e X tux ;

t R e urn construtor de relacOes, tal que, para todo jel e rx j c isx(j) , corn

Xx E Ax, tem-se que rx I-4 (t ,r)	 , corn	 X,	 A t.x onde a relacao
kt”1,)J

se verifica	 ,..., xst j) ) Er,_	 e nEto ocorre x„ , x k , E X, , para todo k ,k' ,1 = 1,...,6( j) ,

entdo tem-se que	 6(f) E X801;

(v) Se o sistema construido for um sistema bi-estruturado tX (t i,A x ;E I,"x tE E x ),

entdo E itnx é a estrutura de informacdo associada a estrutura de dominio do universo

t„X construido por L

A acâo de um construtor de sistemas / quando aplicado a um sistema de 2! ordem X
estd ilustrada nas figuras 5.1 e 5.2. Na figura 5.1, salienta-se a acdo do construtor de
funcOes tf. Na figura 5.2 mostra-se a acao do construtor de relacOes tR, onde

frx Ki	A,8.2(,: ) é a funcdo injetora associada a relacao rx j , para cada ./ E J, e K., é um

conjunto de indices determinado pela cardinalidade de rx .

5.5.2 Exemplo

Dois exemplos de construtores, que sdo utilizados neste trabalho, sào: (a) o

construtor [ 1:S02 ----> S02 , X H-> IX , que constrOi, a partir do sistema X, o sistema

intervalar IX, cuio universo é o conjunto dos intervalos de elementos do universo de X; e

aof - a novo universo

construida (t R t. ) (t,,x) é tal que, para todo	 ,...,x8( ) E k x e X , , . . , XS(j) E ?cc,: , tem-se

8(j)

que (X , , X ) E r . t se e somente se, para todos G A7/ sempre que
1=1
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(b) o construtor Coh: S02 -4 S02 , IX H ITX , que constrOi, a partir do sistema
intervalar IX, o espaco coerente intervalar bi-estruturado IIX, cujo universo é a familia

de conjuntos coerentes de intervalos de elementos do universo de X. •

(tF.f)(	 )i

tX	 ,:x(

A

tU

X	 klx,c(i)

fx

FIGURA 5.1 - Diagrama Ilustrativo da Acao do Construtor de FuncOes

>

'5)tX

X

frx,

FIGURA 5.2 - Diagrama Ilustrativo da Acdo do Construtor de RelacOes

5.5.3 Definicdo. ts-Evolucdo

Sejam A urn sistema ordenado de V ordem, corn tipo (IAA , e S(A) um subsistema

de A. Sejam B urn sistema ordenado de V ordem, corn tipo (.t,6), e tB = (A 1 B ;	 B)

o sistema obtido a partir de B pela aplicacdo de urn construtor de sistemas t (t u ;	 ,

onde to é o construtor de universos como em 5.5.1 (i) e	 (tE;tR) é o construtor de

estruturas corn o construtor de funcOes tF definido em 5.5.1 (iii) e o construtor de
relacOes tR definido em 5.5.1 (iv). Diz-se que A e uma evolucäo de B, regulada por S(A),
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pela acao do construtor de sistemas t, ou simplesmente A é uma ts-evolucao de B. e

denota-se por BZ is A , se e somente se

A = R5(tB), isto 6, A e obtido pela regulacdo do sistema tB relativa ao subsistema

S(A) = S(tB);

BOA, ou seja, sistema B esta imerso no sistema A •

Sempre que BZ is A diz-se que B é um pre-sistema para A, B e urn pre-universo

para A, Zs e uma pre-estrutura para E e S(A) é o subsistema regulador da evolucdo
.,	 ,

Se existe k EN e existe A E SO2 tais que BoZ
s'(13,

e 	 '
1
 B, 

3"(132) 
...L

S "(BO
k_,	 b k L

S(A)
i,	 para

subsistemas adequados $"„S'",S'" , entdo diz-se que Bo é urn sistema basic° para A, Bo é

urn conjunto bdsico para o universo A e 	 e uma estrutura basica para E A .

5.5.4 Exemplo

No exemplo	 5.5.2 introduziu-se o	 construtor de sistemas	 de 2' ordem

IS02	 S02 , X H IX , que constrOi, a partir do sistema X = (X; L x ), o sistema

intervalar	 IX =(Ix;[	 cujo universo e o conjunto	 IX dos intervalos de

elementos do universo X do sistema X.

Considere como sistema basic° o sistema ordenado de 2 a ordem Q = (0;L Q ) dos

nUmeros racionais 0, corn uma estrutura L Q, ==- (� 0 ,* Q ) , onde .�0 é a relacao de posicdo

usual em Q e *Q sdo operaciies aritmeticas em 0.

Aplicando-se o construtor intervalar [ ] ao sistema 0, obtem-se o sistema ordenado

intervalar de 2' ordem IQ	 (10;L ,Q ), cujo universo e o conjunto dos intervalos de

racionais IQ = {[p,q]ip,q 0) c 0 (0) introduzido primeiramente no exemplo 3.3.3.

Para obter a estrutura	 1,0 (�,,, * 10 ) , defina primeiramente o construtor de

operacOes aritmeticas intervalares Hp, de forma que, para toda operacao aritmetica
* • Ox0—>0	 definida	 no	 sistema	 basico	 Q,	 tern-se	 que

*QH*([]F*Q)=*,Q:IQ x	 ---> IQ, corn X,*,Q X, ----{x,* Q x 2 E01X, E X,,x, e X2 .

Observe que	 atende aos requisitos da definicao 5.5.1 (iii). Alem disso,	 [ IF
atende aos requisitos de regulacdo da definicao 5.5.3, considerando-se como subsistema
regulador o prOprio sistema IQ. De fato, tern-se que */ 0 coincide corn seu fecho relativo
ao sistema IQ, e, portanto, é bem comportada relativamente a esse sistema

Define-se agora o construtor de relacbes intervalares bindrias [ ] R, de modo que
para toda relacdo bindria	 rc, c O x O	 definida no sistema basic°	 Q, tem-se que

re 1—> ([	 rj= riQ c IO x IQ , tal que (X, , X 2 ) E riQ se e somente se para cada

x,,x, E (X, v X,), tais que e x2 lido pertencem a urn mesmo intervalo. sempre que se
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verifica (x i ,x 2 ) Er° entdo tern-se que x 1 e X, ,X, E X, . Portanto, para a relacdo de

posicdo, conclui-se que [p,q] < [p' ,q'] se e somente se q < p', e [13,q][p',q'] se e

somente se [p,q]<[p' ,q'] ou [p,q]=[p' ,q1. Observe que [ ]R atende aos requisitos

da definicao 5.5.1 (iv), assim como da definicdo 5.5.3.

Conclui-se entdo que IQ = R10 ([]o), isto e, IQ e obtido a partir de 0 pela

aplicaedo do construtor de sistemas intervalares [	 e pela regulacäo de [ ]0

relativamente a 10. Alem disso, observe que Q c IQ, uma vez que a todo racional p EQ

pode-se associar urn intervalo pontual [p, p] E IQ e vice-versa. Portanto, tern-se que

Q —0 IQ ou seja, o sistema Q estd imerso no sistema IQ.

Assim, pela definicdo 5.5.3, segue que Q rri lQ , isto é, o sistema intervalar

ordenado de 2 a ordem IQ é uma [	 -evolucdo do sistema ordenado de 2 a ordem 0. •
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6 Sistemas Ordenados de 24 Ordem: A Abordagem
CategOrica

Introduz-se aqui a abordagem categOrica para os sistemas ordenados de 2' ordem.
E definida a categoria SO2 dos sistemas ordenados de 22-1 ordem e as operacOes e
relacOes entre estes sistemas sào introduzidas como endofunctores.

Sejam A, B. C e D sistemas ordenados de 2" ordem onde, para S E {A, B, C. D} ,
(

tern-se que S = (A s ;I s ), corn A s = {S,p(S)} , Es = Ifs }, ,{rs	 , e funcOes
\.	 }kJ)

associadas [t: -f N e 6: J —>N , e k s E A.

6.1 A Categoria dos Sistemas Ordenados de 2 =-' Ordem

Tern-se o seguinte resultado importante:

6.1.1 Lema

E valido que:
Para cada sistema	 ordenado	 de	 2" ordem	 A,	 o	 mapeamento identidade

idA, Jo( A) : A u p(A)	 A u p(A), tal que idALjp(A) (X) = X , define urn homomorfismo

forte id A : A —> A ;

Se h: A ---> B e	 h i :B —> C sdo homomorfismos	 fortes, entdo a composta
h' o 11: A –> C tambem é um homomorfismo forte.
prova:

Prova-se (i). Para cada i E I e	 kA , tem-se que

idA,0 A) (f Ai (x i , , x ,t i) )) =	 f	 A) (x ),...,id AL„,(_„)(x,(1))),

e, para cada j E J	 e	 EX.A,	 ,...,x6(i)) ErAi se e somente se

(id "„(A)(x,),...,id A,„ t A) (X6( j) )) E rAi , e, portanto, id A : A	 A é urn homomorfismo

forte.

Mostra-se agora (ii). Para cada i E I e 	 E	 . tem-se que

	

(17'.17Xf, A	 „	 x,( , ) ))= h'(h(f Ai (xi	)))

= h'(fBi(h(xi),...,h(x ,(i))))

=	 i (h '	 c	 ,h (11(x p(i))))

=	 0/4.x.,(0)),

e, para cada j E J e x1,..•,x,(j) E A
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Erivj h (x 
80))) 

Er3

, 	 \
<=>	 h '(11(x )), , h '(h(

1
x 6(	 ))

<=> ((h i . hXx	 11)(x 6( 0 )) Erc ,

o que mostra que h' O h: A ---> C é urn homomorfismo forte.

Agora e possivel introduzir a categoria dos sistemas ordenados de 2' ordem:

6.1.2 Definicdo. A Categoria SO2

A categoria SO2 possui sistemas ordenados de 2 =1- ordem como objetos e
homomorfismos fortes de sistemas ordenados de 2' ordem como morfismos. A

	

composicao de morfismos é determinada pela composicao 	 conjunto-teoretica das
funcOes que determinam os morfismos. Os morfismos identidade sa. o aqueles
determinados pelas funcOes identidade. Denota-se S02(A,B) o conjunto dos morfismos
de A para B.

Observa-se que SO2 esta bem definida. Pelo lema 1.1.1 (i), para cada sistema
ordenados de 2"- ordem A, a funcdo identidade determina urn homomorfismo forte
id A : A ---> A, e, portanto, idA é urn morfismo da categoria S02. Este morfismo satisfaz

as equagOes da lei da identidade. De fato, para qualquer morfismo h: A --> B, tem-se que
id3,,p(it) 0 h h e h 0 id p„o(A) = h , e, portanto, é valid° que id B oh =h e h. idA = h .

Ainda, tambêm pelo lema 1.1.1 (ii), tem-se que a composicdo h' 0 h: A —> C de
homomorfismos fortes h: A -+ B e h':B -+ C é tambem um homomorfismo forte, isto é,
urn morfismo de S02. Alêm disso, é imediato que a composicao de morfismos é
associativa, isto é, para qualquer homomorfismo forte	 h":C —> D . tem-se que

h" . (17' 0h) = (h" h') h .

6.2 Principais Endofunctores em SO2

Apresenta-se aqui uma abordagem categOrica para a estrutura algebrica e relacional
de S02, introduzindo-se as operacOes e relacOes sobre sistemas de 2" ordem como
endofunctores na categoria S02.

	

Sejam B # 0 urn conjunto, p(B) o conjunto das panes de	 ,	 E {B, go( )} e U

e V conjuntos de indices. Considere a familia

2= {f3u :414)	 X lu EU,K: U --> N}

de todas as funcOes de Xt) em	 9 corn aridade K(u) EN , e a familia

R=
	 xi( v)
	

X a jv EVJ1:V-->N}

de todas as relacöes em a , corn aridade ri(v) EN .

A nocdo de reducao de sistemas ordenados de 2" ordem, introduzida em 5.4.1, esta
associada a um functor, denominado de functor reducao relativa a I c U,J c V. Entdo:



B =(AB;EB)

h 
RedLJ     

B' = (AB,;EB,)
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6.2.1 Definicdo. 0 Functor Reducdo

O functor reducdo relativa a I c U,J c T, denotado por Redij, é o endofunctor
Red 1 „: SO2 —> S02, que associa:

cada objeto B = (A B ;E B ), de tipo	 corn	 I' cU —>N e	 cV —> N ,

sua reducdo relativa a I,J, Red , ,,(B) = (A B ; E B13 ) de tipo (µ,5), com I c I'	 N

e 6:J c J' —> N, onde E B4,1 j é a reducdo da estrutura E B relativamente a/c U e

c V, satisfazendo as condicoes da definicdo 5.4.1;
cada morfismo h. B —> B' ao morfismo Red 1 „(h):Red 1 „(B) Red	 , tal que

Red , •,(h) = h

	Observe que Redli esta bem definido.	 Veja figura 6.1. De fato, tern-se que

Red 1„(idB)= id Red,.,(B)	 pois	 para	 a	 fungdo	 associada	 tern-se	 que

Red,,,(id(B))—idB,,p(B) = id Redid 	 (Red, 	 Alem	 disso,	 se	 hB —> B'	 e

g-.B' —> B"	 sào	 morfismos	 de	 S02,	 entdo	 tern-se	 que

Red,., (g oh), g oh = Red, 	 Red,,„(h).

Red,,(B) (A B ; E B*1. j)

Redif(h)= h

Red , ,,(B')	 (A B,, E B	 j)

FIGURA 6.1 - 0 Functor Reducaol?eck,

De forma andloga, a nocdo de expansào de sistemas ordenados de 2 a ordem,
introduzida em 5.4.1, esta associada ao functor expansdo relativa a 1,1. Entdo:

6.2.2 Definicdo. 0 Functor Expansdo

	

0 functor expansdo relativa a I cU,J c	 denotado por	 é o endofunctor
Expl,„: SO2 —> S02, que associa:

cada objeto A = (A A ;E A ), de tipo (t',6'), corn µ': I' cU	 e 5:J' cT'	 N ,

a sua expansdo relativa a I c U,J eV Kip .„(A) = (A A ; E AT1, j ), de tipo (p.,5) , corn

Ix I I' —> N	 e 6:J J' —> N, onde	 E ATIJ	 e a expansao da estrutura 	 E

relativamente a I c UeJc V satisfazendo as condicOes da definicao 5.4.1;
cada morfismo h: A	 A' ao morfismo Exp , ,(h):Exp ,, (A) —> Exp „ (A') , tal que

&PL./(h) h • •



A = (AA;EA)

h 
En;     

•

A' =(A A,.,I ,)
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Uma andlise andloga a que foi realizada para a definicdo do functor reducdo leva a
conclusdo de que o functor expansao ExpLi tamb6rn estd bem definido, pois

&p,., (id A ) = ids  ,(A) e Ex-p , j (g o h) = Exp 1 j (g). Exp, ,j (h) , para morfismos

h: A —> A' e g A' —> A" de S02. Veja figura 6.2.

Expi,j (A)=(A A ;E Ai. 1, j)

ExplAh) = h

(A')= (A A'T

FIGURA 6.2 - 0 Functor Expansdo

A nocdo de subsistema em sistemas ordenados de 2' ordem, introduzida em 5.2.1,
estd associada a urn functor, denominado de functor de subsistema. Entao:

6.2.3 Definicdo. 0 Functor de Subsistema

0 functor relativo a uma operacäo de subsistema S é o endofunctor S: SO2 --> S02,
que associa:

cada objeto A= (A A ;E A ao subsistema S(A) = (A s(A) ; E A s(A) ), onde EA Is(A) é

obtida pela restricdo das definicaes das funcOes e relaciies de E A ao universo

S(A) c A, satisfazendo as condicOes da definicdo 5.2.1;

cada morfismo	 h A --> A', corn	 h[S(A)]c S(A') ,	 ao	 morfismo

S(h):S(A) —> S(A') , tal que	 S(h) = hl s(A)	 é	 determinado	 pela funcäo

S(h): S(A) u p(S(A)) —> S(A') u p(S(A9) ,	 com	 S(h) = his( A)vp(S( A))	 onde

his(A)up(s(A)) é a restricao de h a S(A) u td(S(A)) .

Observe que S estd bem definido. Veja figura	 6.3. De fato, tem-se que

S(id A) = id s(A), pois S(id Aup(A)) = idis( A)up(s ( A )) = id SI A)Ad(S( A)) • 
Alêm	 disso, se

h: A --> A' e g A' —> A" sdo morfismos 	 de	 S02, entdo	 tem-se que

S(g ° h) = (g ° OS( A)vp(S(A)) = glS(A')vp1S(A9) 411 S(A)vp(S(A)) = S(g) o 5(h)
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S( A))
A AAA;E,i S(A) = (A s(A ); EA

lr S(h) = hIs(A)

• •

A' =(AA,;1,A,)	 S(A') (A s(A) ; /
A, s(A'))

FIGURA 6.3 - 0 Functor de Subsistema S

E tambern possivel associar urn functor a nocdo de regulacäo de sistemas,
introduzida em 5.4.2:

6.2.4 Definicdo. 0 Functor Regulador

0 functor regulador relativo a uma operacdo de subsistema S, denotado por Rs, é o
endofunctor Rs : SO2 -> SO2 , que associa:

cada objeto B = (A B ; E B ) , de	 tipo (11,6) , corn	 / —> N ,	 J	 N , e

E B = ifB	 ,{r
J
 J , ao objeto Rs (B) = (AB;Rs(EB)), de mesmo tipo (p.,6) tal

que Rs(EO = {fB I s(B)	 5 rB	 , onde /13 I s(B)	 o fecho (definicao	 5.2.5),L

relativo ao subsistema S(B) de B, da funcao f13, definida na estrutura E B de B;

cada morfismo h. B —> B' determinado pela fi.mcdo h. u	 ) -f B' p(It') , ao

morfismo Rs (h): Rs (B) --> Rs (B i) , tal que Rs (h) = 131s(B).s(B•), onde hIs( B) S(13')	 o fecho

do morfismo h (definicao 5.3.5) relativo aos subsistemas S(B) e S(B'). • , 

Observe que Rs esta bem definido. Veja figura 6.4. De fato, tern-se que

Rs (idB), pois Rs(idh,_)0(B)) = re/B1/4_,p(B)id Rs (B)	 Is( ),S(B) idBuo(B) • Alem disso, se

h. B —> B' e KB' --> B" sdo morfismos de S02, determinados pelas 	 funcOes

It

ir.Bu Mt) —> B' fd(B9 e gr.B' 009 —> " u MB"), respectivamente, entdoItt 

A
tern-se que Rs (g	 =

° k.S(B),S(B")	 grI S(B'),S(B")°13 1S(B),S(W)	 RS(g) 
° RS(h) •

B = (A B ;E B )	 Rs(B) = (AB;Rs(EB))

h	 Rs (h) =Ih .s(B),s(3')

B' = (A B , ; E, B ,)	 Rs(B') = (A B , ; Rs(EB,))

FIGURA 6.4 - 0 Functor Regulador Rs
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Associa-se nora um functor a nocao de construtor de sistemas ordenados de 2'
ordem, introduzida em 5.5 1:

6.2.5 Definicao. 0 Functor Construtor de Sistemas

Um functor construtor de sistemas	 r (t, ;t, (t,,t R ))	 e urn endofunctor

(t z,;t 1	(1,;;tR )) :S02 ---> S02, que associa:

cada objeto X = (A N ;E x ), corn	 = {X, p(X)} , de tipo (11,6), a um objeto

t(X) = (tuA,:;t1.E:,:), de mesmo tipo (µ,8), onde 1„ é urn construtor de universos tal

que t A	 {t,,X, o(t„X)}, corn X H t u X c p(X) e	 o(t„X), e is e urn
(

construtor de estruturas talque E 	 = {( IF.f)(tr,x)	 7{(tRr)(1„x)	 para

todo iele jE J, satisfazendo as condicOes da definicao 5.5.1;
cada morfismo h X -k X' determinado por X u p(X) —> X' u 0(X9 , ao

morfismo t(h):,(X) --> t(X') , determinado por r(h): t u X u p(t „X) --> t

tal que t(hXX)=	 t„X' u fo(tu X'){h(x) e X' L.) p(Xlx E X} c /1. •

Observe que todo t: SO2 --> SO2 que satisfaz as condicaes da definicao 6.2.5 esta

bem definido. Veja figura 6.5. De fato, tem-se que t(idy )= id i(x ,, pois, para todo

X e t„X L.) p(t,,X), tem-se que

i(idx,ox) )(X) = nty.t i,Xuo ( tu X )I {idx,,v(x)(x) E X u da(X)Ix E X} c

= {x e X n..) 4 (X)1x e X} = X = ci,v(i.x)(X).

e, portanto, t(idxvix))=

Alem disso, se g X —> X' e f: X' ---> X" sao morfismos de S02. determinados,
respectivamente, por g. X Li p(X) ---> X' u (XX') e .f: X' u fo(X') --> X" u 0(X") ,
entao tem-se que

t(f o g)(X)

=	 E tu X" up(ti,X")I{(f .0(x) EX"vp(X")1x E X} c_-. Y}

,n{y E t„ X” LJO(/„X")1{(*(x))) E X" up(Xlig(x) Eg[X]1 C v}

,:n{y E t„X" u fa(t„X")1{(f ())) EX" L.) 4,3(X ")1y , Y'} C YI

= t(f)(11, Y' = g[X] = nfr E t u X ' u 4,9(t u X ')I {g(x) E X' u 0(X')Ix e X} c Y1

= t(f )(n {Y E i„X ' L.) sd(t „X ')1 {g(x) E	 L..) go(X')Ix e X} c 11)

= t(f)(1(gXX))

=((1(10(t(g)))(X),
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e, portanto, t(f	 = t(f).1(g)

X = (Ax,Ex) tX=(1Ax;IEEx)

r(h), t(h)(X) = {h(x) E X' v 0(X x e X}

IX' = .Ax,;1,Ex,)      X' = (Ax,;Ex,)

FIGURA 6.5 - 0 Functor Construtor de Sistemas

Salienta-se que a definicdo 6.2.5 pode ser enunciada da mesma forma para o caso
em que o objeto obtido pela aplicacdo do functor t a um sistema X é urn sistema bi-

estruturado t(X) = (t A X 5 E' 5	 Xt,E aP) onde E in é a estrutura de informacdo dada em

5.5.1 (v).

Tamb6m e possivel associar urn functor a nocdo de evolucao de sistemas ordenados
de 22 ordem, introduzida em 5.5.3:

6.2.6 Definicao. 0 Functor Evolucdo de Sistemas

Seja t o functor dado em 6.2.5, associado ao construtor de sistemas ordenados de 2'

ordem t (t.;tz) , definido como em 5.5.1, onde to é o construtor de universos e é o

construtor de estruturas. 0 functor evolucdo de sistemas, pela acdo do construtor t,

regulada por uma operacdo de subsistema S, denotado por evis , é o endofunctor

en's: SO2	 S02 , que associa:

cada	 objeto B = (A B ; E B , com	 = {33,0(10) , a sua 15-evolucdo

ev,s (B) = (A ,uB ; Rs (tvI a )) , onde Rs (t,E B ) é a regulacäo da estrutura construida tl-E13

para o subsistema S(tB), satisfazendo as condicOes da definicäo 5.5.3;
cada morfismo h B -* B' , determinado	 por h: u 0(3) --> W u 0( lit ) , ao

A
morfismo is evoluido ev s (h):ev s (B) ---> ev s (B), tal que evrs (h)a- t(h)1 S(t(5) ) s(t(131)

A
determinado pela fling -do evts (h) t(h)ls(tu33).s(,,,B,):

A
'up(IV)Ix E X), onde t(h)ls( t(B)),s1t(8.)) é dado pela operacdo de

It U 0(t i,13) to IL fd(tu Itt ), corn

t(h)(X) = {h(x) c

fecho de morfismo (definicao 5.3.5) relativo aos subsistemas S(tB) e S(tB').

Observe que evrs esta bem definido. Veja figura 6.6. Primeiramente, tern-se que

ev ts (ids ) = id 4(B) . De fato, para todo X E t. L.) p(t u It) , é valid° que



evs 113v0(
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(X) = (A t(icisp(B) )1s(t” ),s(ca))(X)

A {ida,_,p(B) (X) E 1J p(It)lx E Alis(tAs(tB)

tx IB u 0(114 x E X)

=X

= idtuBvp(c113)(x).

Alem disso, se it B —> B' e g B' —> B" sdo morfismos de S02, determinados
respectivamente, por h u fa(B) ----> ' u 0039 e g u p(B9 —> B" v p(B") ,
entdo tem-se que

ev;s (g o h)(X) =A (t(g o h))1s(03),s(cB„)(X)

{(g 0 hXx) e	 k..) ka(Blx e X}Is(0),s(t,,B")

= A {g(h(x))E It u p(Bilx e X}Is(tuBys(03„)

A
e, fazendo y = h(x),Y t(h)is(t)3),s(1)31(X), corn t(h)(X) = {h(x)

segue que

ev;-' (g o hXX) =A {g(y) E IB" u p(B")ly e

= (ev;s (g))(Y)

1 A
= (ev (g)) t(h)ls((,,B),s(cB,)(X)

= (ev;' (g))(ev;' (h)(X))

= (ev;s. (g) o ev;s (h))(X),

e, portanto, ev;s"(g o h) = ev;s. (g) o ev;s. (h) .

id(W)1 X E X}

B (A E ,E 13 )	 e v ts (B) = (Atui3,Rs(tzE3))  

ev,s A
evts(h)	 t(h)ls(t(3)),s(tor))               

h

B' (AB,,EB,)

t(h)(X) = {h(x)

ev;s (B') = (A cB' ; RS (t5-:

0(I3')I x E X}

FIGURA 6.6 - 0 Functor Evolucdo evis
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Salienta-se que a definicdo 6.2.6 pode ser enunciada da mesma forma para o caso

em que o objeto evoluido a partir de urn sistema X é um sistema bi-estruturado

evts (X) = (A tx ; 	; Rs (t : Ex)) .

6.2.7 Observacão

0 functor evolucdo ev rs pode ser entendido como a composicao do functor

regulador Rs, definido em 6.2.4, corn urn functor construtor de sistemas t, definido como

em 6.2.5, tal que t garanta que o objeto a partir do qua! se efetua a construcdo esteja

imerso no objeto construido. Tem-se entdo que ev,s	 o t . Isto està ilustrado na figura

6.7, onde para todo h-.B ---> B' , tem-se que t(h)(X) = {h(x)

A
todo X E t u lB L.) p(t„IB) , e s (t(h)) =( ) IA)..s(t(B)),s(031),• •

M(B)Ix EX}, para

B =(/113;EB)	 t(B) =	 t.B ;t	 B) Rs (t(B)) = (A,B;Rs(iEEB))

h

130t(B) R.\

Rs(t(h))t(h)

B'76t(B')
• • •

B' = (4; E B,)	 t(B') = (Ar,){3,;tEEB,) Rs(t(13))=(Acir;Rs(t1:E3,))

FIGURA 6.7 - 0 Functor Evolucao evfs como a composicdo do functor regulador Rs

corn um functor construtor de sistemas t que garanta a imersdo do sistema
original no sistema construido
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7 Representacdo Global de Sistemas Ordenados de 24-
Ordem

0 objetivo deste capitulo é introduzir urn processo construtivo para obter uma
representacdo global, corn uma estrutura semântica baseada em Espacos Coerentes, para
os sistemas ordenados de 2 a ordem, em particular, para os sistemas da computacdo
cientifica, como numeros reais e intervalos de reais.

Esta representaedo construtiva é denominada de global porque constitui-se de um
espaco coerente bi-estruturado. corn uma estrutura de informacdo e outra de aplicacdo,
capaz de representar o sistema considerado em sua totalidade. Isto significa que atraves
do processo de construed° global é possivel capturar tanto a estrutura de informacdo
compativel corn uma abordagem dominio-teorética, importante desde o ponto de vista
computacional, quanto a estrutura de aplicacdo - corn os aspectos algábricos, relacdo de
posiedo, funeOes e relacOes, funeOes de medidas, topologia - determinada pelo use
pretendido do sistema representado em computacdo cientifica.

A representacdo em dugs estruturas é obtida pela coordenaedo de dois processos de
construed° relacionados: o que constrOi a estrutura de informacdo e o que trata da
construed° da estrutura de aplicacdo. Obtem-se, assim, urn espaco coerente bi-
estruturado através de evolucOes sucessivas especificas a partir de um sistema basic°,
corn certas caracteristicas especiais, determinado de acordo corn o sistema a ser
representado.

Estas evolucöes sdo realizadas de tal forma que a estrutura do sistema representado
pode ser recuperada na estrutura de aplicaedo do espaco coerente bi-estruturado, através
do isomorfismo existente entre o sistema representado e o subsistema dos objetos totais.
Da mesma forma. observa-se que o sistema dos intervalos de elementos do sistema
representado, estendido de modo adequado, e o subsistema dos objetos quasi-totais sdo
isomorfos.

Alêm disco, existe uma representacdo linear interna, para cada aspecto da estrutura
de aplicacdo, na estrutura de informaedo, garantindo desta forma o carater
computacional da construed°.

Seja A = (A A ;Z A ), com A A = {A,p(A)} , o sistema ordenado de 22 ordem que

deve ser representado globalmente, onde A é um conjunto parcialmente ordenado pela
relaedo de posicdo	 coin uma estrutura E A

Neste capitulo a estrutura de urn sistema representado sera considerada como

EA	 ,*A ,FA ), onde *A representa urn conjunto de operacães algêbricas e FA é uma

familia de funcOes undrias definidas no universo A. Outros aspectos de caracterizacdo da
estrutura, como o valor absoluto, a distdncia e a topologia induzida pela distância serdo
tratados em capitulos posteriores, devido a sua importancia e caracteristicas especiais.
As funeOes foram estudadas em detalhe por Reiser em [REI 97a] [REI 97b] [REI 97c]
[REI 97d].
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7 1 0 Processo de ConstrucAo Global

Nesta secdo introduz-se o processo de construcäo global, ilustrado na fi gura 7.1,

descrevendo-se a metodologia utilizada por etapas de construcäo

7.1.1 0 Sistema Basico

0 ponto de partida da construcdo é a determinacdo do sistema basica Considere,

entdo, como sistema basico o sistema denotado por A o = (A A ; E 4 ) , corn

A ,, = {A, fa(A)} , onde A e um subconjunto enumeravel de A corn uma estrutura basica

EA =--(�- A ,* A ,FA ) . que é obtida por restricdo de EA a A tal que EA seja ben) definida.

7.1.2 Primeira Evolucdo: uma [ ]-evolucdo regulada pelo prOprio sistema evoluido

A primeira evolucdo na construcao consiste da aplicacao regulada do construtor de
sistemas de 2' ordem [ ]: SO2 ---> SO2 que, a partir do sistema Ao_ determina o sistema

intervalar A, = jA 0 = (1. 14 ;E L,), corn A L, = { IA, fd(IA)} . cujo universo IA

constituido dos intervalos [a , a 2 } = {a E Ala, a a ,} de elementos do universo basic()

A e cuja estrutura	 ,* „, FA ) e obtida pela aplicacdo, regulada pelo prOprio

sistema intervalar A 1 , dos construtores de funcOes e relacOes - [ IF e [ ]R, respectivamente
- a estrutura basica EA , satisfazendo as condicOes das definicOes 5.5.1 e 5.5.3. •

7.1.3 Exemplo

	

Na primeira evolucdo, aplicando-se o construtor de funcOes	 associado ao
construtor de sistemas de 2' ordem [ ]: SO2 --> S02, a uma fiingdo undria basica

A, onde A é o conjunto basic°, obtem-se uma fungdo undria intervalar

f ,A : IA IA ,	 n e Miff 4 (a) e Ala e X} c , que é bern definida e fechada

em IA [REI 97a]. Da mesma forma, se [] F e aplicado a uma operacdo bindria basica

	

> A, obtem-se uma operacdo bindria intervalar * Li :	 definida

como X* Y —— n I1 I tZ e lAita* A b e Ala E X ,h e c Z} fa b E Ala E X ,b E 17},

que tambêm é bem definida e fechada em IA [DIM 96a] [DIM 97a]. Observe entao que a
[ ]-evolucao e uma evolucao regulada pelo prOprio sistema intervalar.

7.1 .4 Exemplo

Na primeira evolucdo, aplicando-se o construtor de relacOes HR, associado ao
construtor de sistemas de 2' ordem [ ]. SO2 —> S02, a relacdo de posicao basica �A,

obtem-se uma relacdo de posicão intervalar �1,4, definida como: (i) [a„a2]<L,[bl,b2] se

e somente se a, < A l?, e (ii) [a, ,a 2 1_„[ 11,,b 2 ] se e somente se [a	 <L4 [b,,b2 ] ou

[a l ,a 2 = [b, ,h 2]

Observe que a funcäo h: A --> I4 , a F--> [a ,a1 e injetora e, portanto, A o 0 A 1 , ou

seja A0 esta imerso em A l . Segue que: 
UFRGS

INS'	 OE INFORMATic,-:
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7.1.5 Proposicdo

uma [ ] A 	de A0, ou seja. A ct 2-ii

7 1 6 Evolucdo Final: uma Coh-Evolucdo regulada pelo sistema dos objetos quasi-

totais

A evolucdo final na construcão consiste da aplicacdo regulada do construtor de

sistemas de 2' ordem Coh: SO2 —> SO2 que, a partir do sistema intervalar A l determina

o sistema bi-estruturado A 2 = COh( A i	 (A/14 ; Z 11'1.' 4 ,1, 174 ) , corn Any = {HA, p(IIA)} ,

onde IIA é o espaco coerente gerado pelo conjunto basic° A (definicdo 3.4.3). A

estrutura de informacdo é dada por 	 onde c é a ordem de informacdo e

F t,, é a familia das funcOes lineares. A estrutura de aplicaedo r' IL (�_ n,	 ,Fa,) e

obtida pela aplicaedo, regulada pelo subsistema dos objetos quasi-totais de IIA, de
construtores de funcOes e relaciies - CohF e CohR, respectivamente - a estrutura ZL4,

satisfazendo as condicOes da definiedo 5.5.1 e 5.5.3.

Salienta-se que outros aspectos da estrutura de informacdo, como, por exemplo, a
topologia de informacdo, sera° tratados separadamente em capitulo posterior.

7.1 .7 Exemplo

Seja (A n4 ;E :174 ;EM) , corn A n, = {HA, o(IIA)} o espaco coerente bi-estruturado

obtido por um processo de construed° global	 a partir de um sistema basic°

A o = (A A ; E A ), corn A, = {A, 4d(A)}	 para AA e estrutura de aplicacdo

E	 /	 / FIL4 ) -

Para	 obter a definiedo de funcOes de objetos unarias .fn„ E F11„ aplica-se,

primeiramente, o construtor de fungi-5es CohF, associado ao construtor de sistemas de 2'
ordem Coh: S02 -> S02.	 ConstrOi-se	 assim a funedo unaria of IL4 : HA —> HA ,

denominada de quasi-furled° de objetos, definida por

n	 E	 E IAI X Ex} c 17 } = tf„ (X) E /AIX G x .

Observe que a quasi-funedo gfiu nao e necessariamente fechada no subsistema dos

objetos quasi-totais. Isto significa que pode existir A eFL tal que qfi14(4 E Vot(11A) ,

para algum x eglot(11A), e, portanto, gf, L4 ndo é bem comportada no sentido da

definiedo 5.2.4. Isto acontece, por exemplo, quando se deseja representar o sistema dos

nameros reais R	 Ea), corn A, = {1R, c. 	 (veja capitulos 9 e 10).

Para garantir que a evolucdo final seja re gulada pelo subsistema dos objetos quasi-
totais, determina-se o fecho da quasi-furled° relativo ao subsistema dos objetos quasi-
totais. Assim, a evolucdo regulada de uma furled° undria intervalar fi„: IA ---> IA (obtida

apOs a primeira evoluedo conforme exemplo 7.1.3), garante que a furled° de objetos
resultante seja realmente fechada no subsistema dos objetos quasi-totais, into é, seja bem
comportada neste subsistema. Obtem-se entdo 	 uma funcao de objetos undria

flu :11A --->	 , dada por
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1-T-
4f,LA(x)

qf.(x)

se x Eqtot(IIA),

caso contrario,

onde 4filA é o fecho da quasi-funedo qf11,, definido em 5.2.5. Observe que 4/1L4 ( x) é

fecho indexado (definicao 3.3.7) de af, HA(X) para todo x	 Esta furled° é bem

definida em IIA [REI 97a].

Salienta-se que fi,A é definida na estrutura de aplicaedo	 e, portanto, não é

necessario que fa4 seja linear, como as funcOes admissiveis na estrutura de informacdo.

Entretanto, é possivel obter urn representacdo linear interna para f ff, capaz de descrever

o comportamento de fag na estrutura de informacao. Veja seed° 7.3.

7.1.8 Exemplo

Seja (A.;E`,74 :E alfA') o espaco coerente bi-estruturado do exemplo 7.1.7. A

operacdo binaria obtida pela aplicacdo do construtor de tune -6es CohF associado ao

construtor de sistemas de 2=1 ordem Coln SO2 —> S02, denominada de quasi-operacdo

de objetos, é dada por * quA	 , tal que

x*I1A y = {X* IA Y EIAIX E x, Y Ey},

onde n é o produto direto definido em 3.6.1.

Na execuedo da evoluedo final sobre uma operacao binaria intervalar

* L4 : IA X IA —> IA (obtida apOs a primeira evoluedo conforme exemplo 7.1.3), garante-

se, pcla operacdo de regulacdo, que a operacao de objetos resultante seja realmente
fechada no subsistema dos objetos quasi-totais, into é, seja bem comportada neste
subsistema (definiedo 5.2.4).

Assim, obtêm-se uma operacdo de objetos bindria* IIA IIA , dada por

{x*nA4 y
y=

x*IiA v

se x,y Eqwt(IIA),

caso contrario,

onde x* ri/1 4 y é o fecho indexado da quasi-operacdo x*ITA y , definido em 3.3.7. Esta

operacdo é bem definida em IIA [DIM 96a] [DIM 97a].

7.1.9 Exemplo

Seja (A11.4;Et;;.4)-2c;IPA) o espaco coerente bi-estruturado do exemplo 7.1.7. Na

evoluedo final, aplicando-se o construtor de relacOes Co/ R, associado ao construtor de
sistemas de 2=1 ordem Col: SO2 —> S02, a relaedo de posiedo intervalar �m, obtida apOs
a primeira evoluedo (veja exemplo 7.1.4), obtêm-se uma relacdo de posiedo de objetos

que pode ser caracterizada como: (i) x <n4 y se e somente se existem X E x, Y E y

tais que X < IA Y e (ii) x � 11,4 y se e somente se x < HA y ou x = y .

Observe que a tuned° 17 1 :1A —> IIA , [a 1 ,a 2 11—> {[a i ,a"]EIAla' a i a, a"} é

injetora e, portanto, A, 0 A, ou seja A, esta imerso em A2. Segue que:
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7 1 10 Proposiedo

A2 e uma CoNtot -evoluedo de A l ou seja, A i Zcat::,A 2 .

7 1 11 Corolario

Tem-se que A o Z IA; A l Zt A2

A Construedo da
Estrutura de Aplicacdo

Espaco Coerente Bi-
Estruturado gerado pelo

Sistema Basic°

C IA1 -evoluedo

	 A2

Coh

(IA, �A)

�A

Al (//1,	 )
	

Sistema lntervalar

1HF,

A o —= (A, 1 A ) 4-- Sistema Basic°

Cohoot-evoluedo

Teia

FIGURA 7.1 - 0 Processo de Construedo Global

7.2 Representacäo Global

0 processo de construed° global fornece como resultado final urn espaco coerente
bi-estruturado, gerado pelo sistema basic°, que constitui uma representaedo global
mediante certos requisitos.

Sejam A = (A A ; A ), corn A A = {A,p(A)}, um sistema ordenado de 2' ordem,

e IA = ( A
IA''

• E
IA' 

) corn A
1A . 

= 11[A*,0(11A•), o sistema ordenado de 2' ordem

onde IA* e o conjunto de intervalos de elementos de A
(11A- = LAu{A)), relativamente a relacdo de posiedo �A.

Sejam (A HA ;	 ; °RP, , com A ll„ = {HA, ORA)} , o espaco coerente bi-estruturado

obtido por urn processo de construed() global a partir do sistema basic() Ao = (A A ; A),

corn Aestendido

A Construedo da
Estrutura de Informacdo
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corn	 A t = {A, cd(A)} ,	 e	 qtot -= (A grafi 114 Z qtot(I14 ; Inc/Ito t n ILI ) 5	
corn

A qtot(11.4={qtot(11A), id(qtot(11A))), o subsistema de seus objetos quasi-totais.

7.2.1 Definiedo. indice Real

0 indice real de urn conjunto coerente x E. 11A é definido como

ir(x) =	 IA*Ii(x) c_- Y A YEA- , t/X x} ,

onde i é o indice de urn conjunto coerente definido em 3.3.2. e

7.2.2 Exemplo

Seja R = (A R ;E ), com A-	 {R, o(R)} o sistema ordenado de ordem dos

numero reais e IR = (Am.;L:a.), corn A m .. = {IR`,0(IR*)}, o sistema ordenado de

2! ordem IR * dos intervalos de reais estendido com R (R . = I1R {R}). Suponha

que sejam realizadas as seguintes 	 evolucOes	 041

construcdo global. considerando-se como sistema bdsico o sistema 0 dos ninnero

racionais O , onde 110 = (A „Q ; E znno ; E anP2 ), corn A „Q {IIQ, 0(I10)}.

Considere agora os conjuntos coerentes 0, x = {[p,q]c101p 2 2 � q2),

x' -{[p' ,q'] E 10I p' 2	< 0,q' > 0} ETV). Observe que os indices destes

objetos são: i(0) = 0, i(x) = 0	 e i(x')	 EQ1,-2 < 21, respectivamente	 (veja

exemplo	 3.3.3). Calculando-se os indices	 reais, obtem-se que ir(0) = R,

ir(x) =[Nri..,Nd] e ir(x')=1-- 	 respectivamente. •

7.2.3 Definiedo. Representacdo Global

Diz-se que espaco coerente bi-estruturado (A nA ;E inn,; E an",) , obtido pelo processo

de construed° global. é a representaedo {global  do sistema de 2 4- ordem A se e somente se
existe um Ear-isomorfismo qtot lIA _ ol , IA , definido por

0:qtot(IIA)	 p(vot(11A))—> IA * L.) p(IA * ) ,

tal que

Iir(x)	 se x E qtot(LIA),
x

!tir(w)	 E	 se x E 0(qtot(114)),

IQ	 IIQ do processo de

onde it é o indice real de urn conjunto coerente definido em 7.2.1 e E a"-isomorfismo e o
isomorfismo relativo a estrutura de aplicaedo, introduzido em 5.3.3. •
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7.2.4 Exemplo

Considere o espaco coerente bi-estruturado de intervalos racionais

IIQ = (A 11Q ,ETIQ ,E;), corn A llc, = {110, 0(110)}, introduzido no exemplo 7.2.2, obtido

pelo processo de construed() global a partir do sistema basic() dos nUmeros racionais Q.

No capitulo 10 prova-se a existéncia dos Ea''-isomorfismos (1),.qtot in ap IR e

4:1 2 : t ot IQ —4,p R, e, portanto, IIQ e a representaedo global do sistema dos numeros reais

R e do sistema dos intervalos reais IR

A figura 7.2 mostra o processo de determinacao dos E aP-isomorfismos de uma
representaedo global obtida pelo processo de construed° global.  

A Restricdo da
Estrutura de Aplicaedo

A Restricdo da Estrutura
de Informacdo   

--• (tot(IIA), E IL„ E	 _=_• ap (A, E A )
+	 I 

El 
tot

(qtot(11A),	 E	 (IA*, E•)

j	 I Elqtot

(11As117 E119 '	119
A	 A

Representacdo Global

de (A.,EA) 

(A,E ) 4 Sistema Basic()

FIGURA 7.2 - A Representacdo Global e os EaP-isomorfismos

7.3 A Representacao Linear Interna

Uma caracteristica desejavel para a representaedo global é que se possa ter uma
representacdo linear interna para a sua estrutura de aplicacdo em sua estrutura de
informacdo. Esta secao preocupa-se apenas com as funeOes de aplicaedo unarias.
RepresentacOes de fiincOes de mais de uma varidvel e de relacties em geral sac) objetos
de trabalhos futuros. A topologia sera tratada separadamente, em capitulos posteriores.

Reiser [REI 97a] [REI 97b] [REI 97c] [REI 97d] introduziu o estudo sobre a
representacdo linear de funcOes undrias definidas para urn espaco coerente gerado por
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um conjunto basic°. Com base nestes trabalhos, introduz-se aqui uma definiedo mats
geral de representacao linear interna de fiincOes undrias da estrutura de aplicacdo de uma
representac -ao global em sua estrutura de informacdo.

Seja A 2 (A a4 ;ET/4 ;1/ ,	 corn A ll„ = {BA, 0(I1A)} o espaco coerente bi-

estruturado obtido por urn processo de construed° global a partir de urn sistema basic°

A 0 = (A A ; E A ),	 corn A A = {A, p(A)} para A eA e estrutura de aplicacdo

EIIA -=(� HA,*11, ,F„,)

A representacdo linear interna de uma fungdo undria f E Fa4 definida na estrutura

de aplicacdo I /7, do espaco coerente bi-estruturado A2 e construida sobre uma

representacao especial de RA no conjunto das panes p(I1./1), denotada genericamente

por 11A , que garanta a linearidade da representacdo interna de f, e de tal forma que

exista uma imersäo de HA na sua representacdo IIA [REI 97a]. Esta representaedo
pode ser dada por dois espacos produtos isomorfos [REI 97a]: a representacao pelo

produto direto de subespacos, denotada por IIA , e a representaedo pelo espaco coerente

associado ao produto cartesiano das subteias, denotada por 11A Para todo x E

denota-se por 7 a representacdo de x em IIA .

7.3.1 Definiedo. Representaedo Linear Interna de uma Funedo de Aplicacdo Undria

Uma representacdo linear interna para uma funcdo de aplicacdo undria f eFilA é

urn par F	 f2) , onde	 HA -4 1L4 e uma furled° linear em HA e
7_,

f 2 :qtot(IIA) —> qtot(FIA) é uma funcdo linear no subsistema dos objetos quasi-totais de

HA , tais que

ALLA (X) = (fl , f2 X -Tr

para todo x EIIA.

7.4 A Representacão Linear Interna de FuncOes de Aplicacào Injetivas na Base

A estabilidade de funcOes é uma propriedade relativa a estrutura de informacdo.
Entretanto, em um espaco coerente bi-estruturado gerado por um conjunto basic°, a
condicao de estabilidade de uma fulled° de objetos é dependente da injetividade da
respectiva funcao basica [REI 97a], que é uma propriedade inerente a estrutura
representada pelo espaco e, portanto, inerente a estrutura de aplicacao daquele espaco, e
nao uma propriedade inerente a sua estrutura de informacao.

Para verificar esse resultado, considere agora a quasi-funedo de objetos

qf A :114 HA	 E IAI X ex} ,ll	 x 1-4 {f m(X)	 e a respectiva funcdo de objetos

---> I1A , dada por

f, (x)	 se .7 e qtot(114

f,(7)	 caso contrario,



106

{

4fllA (x)	 if x E qtot(IIA),

qfm (x)	 caso contrario,

obtida apOs uma Coh-evolucdo. regulada pelo subsistema dos quasi-totais, conforme o

exemplo 7.1.7, onde f	 ---> IA , X H {f A (a) e Ala e X} é a respectiva funcdo

intervalar, conforme exemplo 7.1.3, e etf114 (x) é o fecho indexado da quasi-funcdo

qfilA (x) , definido em 3.3.7.

A restricao da funcaofim a familia dos objetos quasi-totais é denominada de funcao

fecho da quasi-funcdo de objetos qfnA restrita a qtot(IIA), e sera denotada simplesmente

por 4fiki	 gtot :qtot(11A) —> qtot(IIA) . Obtêm-se os seguintes resultados:

7.4.1 Proposicdo

Tem-se que (i) qfa4 é monotOnica. continua e satisfaz a condicao de linearidade e

(ii) KA é monotOnica, continua e satisfaz a condicdo de linearidade em qtot(IIA). corn

relacdo a ordem de infoimacdo
prova:

Para provar (i), mostra-se primeiramente que qfliA é monotOnica. Sejam entdo

xj ,x/ EIIA , tais que xi c x, , e Y E el/4 (x] ). Logo existe X Ex; tal que Y= fIA(X).

Como x ; c x, , entdo tern-se que X Ex i , e, portanto, Y = LA (X) Eqf,,,(x,). Isto

significa que qfllA (x 1 )c qf riA (x 1 ) , o que mostra que qf HA é monotOnica.

Para mostrar a continuidade de af
..., 114 

seja X =	 11Ali E /1 urn conjunto dirigido

de 11,4 relativamente a ordem de informacdo c. Entao, para todo 	 ,x1, c X , existe

114 (X/ )x, E X tal que	 x e x, c x,. Como qfllA e monotOnica, entdo qf114	 qf

c qf riA (x 4 )c qfIJA (x ,), e, portanto, qfllA [X] é tambem urn conjunto dirigido. Alám

disso, UX E LEA , pois todo espaco coerente é fechado para uniOes dirigidas (proposicao
3.1.3 (v)). Tern-se tambern que

qf„A (Ux)= {fm (Y) EIAIY EUX}

={f (Y) EIAIY 
U Xi
tE/

=U{f/A (Y)E IAIY Ex;}

E/

gillA ( X/ )
i G/

= U

o que mostra que qfn, é continua.
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Para mostrar que af
11.4	

satisfaz a condicao de linearidade, considere X c ILA tal

que para todo x„ ,x, EX,	 x ; uxk EIIA . Como IIA é urn espaco coerente, entao

U X EIIA (proposicao 3.1.3 (iii)). e, entao, é imediato que qfilA (U X) = U qfa, [X] .

A prova de (ii) 6 similar.

7.4.2 Lema

A tuned() basica fA é injetiva se e somente se a funedo intervalar fIA tambem é
injetiva.
prova:

Prova-se primeiramente a reciproca. Suponha que fA nao é injetiva. Isto significa

que existem a,b E A tais que a # b e fA (a)— fA (b)---A-EA. Considere dois intervalos

[a ,c],[b ,c] E IA em que fA seja nao decrescente para a relacdo de posicao. Tem-se entao

que

f ,A ([a,c]) = {fA (r)Ii . E[a,c] )  =[f A (a), f A( c)] = [k , f A(c)]

e

fiAqb,d= {fA(1. )11- E [b, c]} = [fA (b), f A (c)] = [k , f 4 ( c)} ,

donde conclui-se que f,A([a,c])= f ,A ([b,c])	 Supondo-se fA nao crescente em tais

intervalos, relativamente a relacdo de posiedo, de forma analoga obtêm-se tambem que

.f/A ([6/ , = fzA ([b , c]) • Isto mostra que a tunedo intervalar fm, assim como fA , tambem

nao é injetiva. De forma analoga mostra-se que se fA é injetiva entao f1,4 tambem é
injetiva.

Para a quasi-funedo de objetos qf„A , tem-se que:

7.4.3 Proposiedo

qf„A satisfaz a condicao de estabilidade se e somente se a respectiva funedo basica

fA é injetiva.
prova:

Sejam x,x' E HA tais que xux' ETTA e suponhafA nao é injetiva. Pelo lema 7.4.2,

tem-se que a funedo intervalar fm tambem nao é injetiva. Entdo considere X, X' E IA
tais que X � X' e fm(x) = fm( x1 ) . Suponha que X e x , mas X ex' , e X' Ex',

mas	 X' e x .	 Isto	 significa	 que	 X, X' 0 (x n x'),	 e,	 portanto,

flA( X)-= flA ( x	 qf„A (x n x') .	 Agora	 observe	 que	 fm(x) E qf11.4 (x)
f/4 (X') e qfn,(x') .	 Entdo,	 tem-se que fm( x ) = fm(x ') E qfa4 (x ) n qin.4(x 0 e,
portanto, qf,,A (x n x') eim(x ) nqinA(x ') , o que significa que qfiu nao satisfaz a
condicao de estabilidade quando a tuned° basicalA. 	nao é injetiva.

Para provar a	 reciproca, considere fA injetiva	 e sejam x,x' EIIA	 tais que

xux' EIIA . Se	 x n x' # 0 ,	 entao para todo X ex nx', tern-se que

fm( x) ofm (xnx9 , fm(x) E	 (x)	 e fm (X) EfiLi(x1)•	 Portanto, segue que

fm(x) E fllA( x) n fll.4( x1) o que significa que f	 x') ,f11.4 (x) n f	 . Agora,
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considere Y	 (x) n fllA (x') e suponha que Y ofn, (x n x') . Entao existem X Ex,
fv, E x e	 Y = sim(X)X' Ex', X # X' , tais que X ex' ,	 = fb4 (X').	 Isto e uma

contradicdo, pois fm é tambem injetiva, pelo lema 7.4.2.

7.4.4 Proposicdo

Tem-se que 4f/L, satisfaz a condic aao de estabilidade em qtot(IIA).

prova:

Considere x,x' E qtot(IIA) 	 tais que x v x' eqtot(IIA).	 Entdo, pela proposicdo

3.4.7, tern-se que (i) x' c x ou (ii) x c x' Supor (i). Entao tem-se que x n x' = x' e,

portanto, 4fLI (X n x ') = 41ii4(f) = KA (x) n	 (x') , pois	 Of é monotOnica em

qtot(IIA), pela proposicdo 7.4.1 (ii). 0 mesmo resultado é obtido considerando-se (ii).

Segue entäo que:

7.4.5 Corolario

Tem-se que ( i ) 4/11.4 é linear em qtot(IIA) e (ii) qillA é linear em IIA se e somente se

a respectiva funcdo basicafi é injetiva.

7.4.6 Coroldrio

0 par F =(qflu ,dfil,) é uma representacdo linear interna para a fur-10o de objetos

undria A4 se e somente se a respectiva funedo basicafA e injetiva.

7.5 A Representacao Linear Interna de Funciies de Aplicacao Nao-Injetivas na
Base

Concentra-se agora no problema das funebes objetos fil, cujas respectivas funcöes

basicas fA näo sat) injetivas. Considere entdo uma divisdo do dominio basico A em
subdominios basicos A, c A, para i el arbitrario, tal que cada uma das funcOes restritas

basicas 114, : A, —> B,c A é injetiva, U A i = A e Bi é a imagem de f4 . Em tal situacdo,
i el

diz-se que a respectiva quasi-furled° de objetos é qfliA é localmente linear.

Observe que cada subdominio basic() A i gera uma subteia (IA„z	 onde IA, é o

conjunto de intervalos de elementos de A i, e A 	 é a restric aao da relacao de coere.ncia

induzida z < a A i . Da mesma forma, cada respectiva subimagem Bi produz uma subteia

(IB,,z, 3 ), onde IB, é o conjunto de intervalos de elementos de Bi, e	 é a restricdo da

relacdo de coerencia induzida 	 a Bi . Cada uma das subteias acima gera um subespaco

coerente, dados por HA, :----(Coh(IA,,z A 1 ),C) e IIBi (Coh(IB,, B ), 	.

E imediato que cada quasi-funedo de objetos qinA restrita aos espacos coerentes

ELL gerados pelos respectivos subdominios basicos A i é continua, estavel e linear, pois
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as respectivas funcOes basicas sdo injetivas. Tambem é imediato que cada furled() fecho

é continua, estavel e linear em qtot(11Ai).

Assim, buscam-se representacOes FIA para o universo 11A dc uma representacdo

global, em termos das subteias (1,4„,z,	 e	 e dos subespacos coerentes

114 (Coh(lizl i ,z, 4 ),e) e 11/3,	 ,zB), c),para que se possa definir a

representacao linear interna de funcOes nä° injetivas na base. Estas representacOes serdo
estudadas nas secöes que se seguem.

7.6 A Representacao utilizando o Produto Direto de Subespacos

Seja a teia gerada pela unido disjunta de subteias, onde

X:=U({i} X; „ e a relacdo de coerencia	 é definida por:	 (i,a),,---(i.a9 se e
id

somente se a	 a' e (m. a)	 ,(3) , para todo a E X,,,(3 E X„,in,n EI,m � n.

.	 /.
Considere as teias	 e	 UIB	 obtidas pela uniao disjunta das subteias

\ iEl	 .1	 \id

A, ) e (113i ,z	 respectivamente. 0 produto direto (definicao 3.6.1) dos espacos

(	 r .
coerentes HA; é dado pelo espaco coerente 11,4	 Coh UlA	 ,e , assim como 0

\	 \Id	 j

produto	 direto	 dos	 espacos	 coerentes	 IlB,'s	 é	 o	 espaco	 coerente
1	 \

113 Coh UIBi ,c
n id

Observa-se que existe um isomorfismo de conjunto entre a familia Coh

dos conjuntos coerentes da teia
( •\„

e
E/

o produto cartesiano	 Coh(X„;.--	 da
i El

familia	 dos	 conjuntos	 coerentes	 de	 cada	 subteia,	 ou	 seja,
( .

Coh U X	 ,--nCoh(Xj,,-zx‘) (veja seed() 3.6.1). Ent -do pode-se utilizar a notacäo
\id	 iEl

(

(X0	 para todo X E Coh	 e	 E	 Cohk
\id

Considere entdo a quasi-funcdo de objetos q f	 IIB , definida no espaco
HA

produto 11A , dada por ±1--> {fIA, (211" E IB,	 i . Exi ,i E 1,/ EJ} .

(M



110

Observe que, pelo lema 7.4.2, fiA, é injetiva, pois a respectiva funcao basica fA, é

injetiva, para cada i El.	 Entao, com uma argumentacdo	 andloga as utilizadas nas
proposicOes 7.4.1 e 7.4.3, conclui-se que

7.6.1 Proposicao

q f	 e estavel e linear. •

Se	 a	 notacdo	 (xo,...,xi)	 e	 utilizada,	 entao	 tern-se	 que

•

q f . (X)=(qf114  (x0 ),...,qf114(xj),...), para cada x E Coh	 , o que tambem pode
IIA

ser denotado por q f 	 =	 Salienta-se que cada quasi-
L4

funcao componente qfll,,	 é estavel c linear ern IIA i, pois as respectivas funcOes bdsicas

f sdo injetoras.

•
Observe agora que a funcdo de objetos no espaco produto HA é definida como

•	 •
f . :IIA —› IIB , tal que

1L4

	

:f	 - (4/I1.40 (X0 )9 • • • 9 liffIA, (X0 ))

	

q f	 = (qf HA„(x 0), • • • q/11,1„ (X0 ))

onde	 (x) e o fecho indexado de of .(x).

r .
se .i.- Eqtot HA),

caso contrario,

A restricdo da funcao f . a familia dos objetos quasi-totais é denominada de
HA

funcao fecho da quasi-funcao de objetos q f . restrita a qtot(11A), e sera denotada
11.1

( •	 ( •

simplesmente por q f	 f	 :qtot IIA —> qtollB). Corn uma argumentacao
qtot

andloga as utilizadas nas proposicOes 7.4.1 e 7.4.4, conclui-se que:

7.6.2 Proposicao

q f . e linear em qtot(IIA ).
II.4

Portanto, mesmo se a fin-10o basica .fA nao é injetiva, é possivel obter uma
representacdo linear interna para a respectiva fungdo de objetos	 conforme o

resultado a seguir:
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7.6.3	 Coro!alio

/	 •	 •	 \
0 par F =	 q f	 fa., é uma representacao linear interna para a funcão de

aplicacdo undria Au	se e somente se a respectiva quasi-fungdo de objetos gi n., é

localmente linear.

7.6.4	 Exemplo

Diz-se que F é uma representacao linear interna de AA para significar que F é um

conjunto de funcOr es da estrutura de informacao que podem reproduzir o mesmo efeito
da aplicacdo de f1z7 a urn objeto qualquer x.

Considere a furled() basica f A :A —p A	 nao injetiva. Suponha que seja possivel

subdividir o dominio basic° em A = Ao u A 1 , de tal forma que as restricOes da fungdo

basica fA a cada uma destas subdivisCies,	 fAlAo:A0	 Bo, corn	 B„ = f4[„],

f A,	 f A, : A l	 Bl, B, = fA [A 1 ], sejam injetivas. Como a respectiva quasi-funcdo de

objetos af114 é localmente linear, entdo valem os resultados da secdo 7.6..4, 

Assim, pode-se obter o produto direto dos espacos coerentes 11,4 0 e IlA i , dado pelo
,	 /	 \

espaco coerente	 IIA.	 Coh	 ,e	 , cuja teia	 Mo u	 é a uniao

disjunta das subteias (1A0 ,z An ) e (Lel l ,z; A ), onde	 é definida em 7.6, 	 A 	 e A	 sdo

as restriebes da relacdo de coerência induzida 	 a A i, i = 0,1, e tal que IIA esta imerso

em	 IIA	 [REI 97a].	 Tambem pode-se definir	 UM	 espaco	 coerente
.	 .	 n

Coh IBo u IB, ,	 ,e	 , produto direto dos	 espacos	 e IIB I ,	 cuja	 teia

.
IB,,	 obtida pela uniao disjunta das subteias 	 Bo e B,	 •

7	 •	 •	 n
Determina-se entao a representacdo linear interna F =	 q f JiA,q f	 para funedo

de aplicacdo undria fa4 , conforme o coroldrio 7.6.3.

Considere agora um conjunto coerente x = {[a,b]} E IIA , cuja correspondente

imagem pela fungdo de objetos f 	 IIA é o conjunto coerente f11 (x)=1[1.,d} E IIA

Pode-se	 obter	 uma	 representacao	 para	 x	 em	 HA	 dada	 por

x = 1(0, [a,A-]),(1,[1,- .h])} E1TA, onde	 [a ,k] E IA o ,	 [k,b] E IA i	 e [a,k]u [k,b]=[a.b].

Observe que pode-se utilizar a notacdo x 	 ({ [a , A-]} , {[Ic .b]})

Como x nal) e um objeto quasi-total, a imagem de x pode ser calculada pela quasi-

funcao de objetos	 (primeira componente da representacdo linear F) em IIA ,
114

obtendo-se o conjunto coerente



(Como os tokens da teia fl L4i,z,
i

sdo n-uplas de intervalos, entdo define-se a
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qi6A ;7 = (	 ({[a,	 qfiu, (1[k,b]}))

--(IfiA„aa.4},{f,A,([k,4})
=(5,[1.,w]} ,{[iv%s]}),

tal que	 w]u [w', s] = s] Portanto, a acao da funcao representada quando aplicada

ao objeto x Ode ser capturada pela primeira componente de sua representacdo linear
intema F.

7.7 A Representacào	 utilizando o Espaco Coerente	 Associado ao	 Produto
Cartesiano das Subteias

(
Seja	 11 X ,	 a teia produto gerada pelo produto cartesiano das subteias, onde

i El

	

Xi := X0 x...xX, x..., e a relaedo	 de coeracia	 é definida por:
, El

(ot0,...a1,...)-413„,...(3i,...) se e somente se existem	 El tais que ak	 (3k,, para

todo	 n Xi.
i El

r	 *	 r	 *
Considere as teias produtos 15 IA i , z e nffii ,z, obtidas pelo produto

/\.. i El	 \ i El

cartesiano das subteias	 (121„ z 4 ) e (IB„,z,B,), respectivamente. 0 espaco coerente

associado	 ao produto cartesiano das 	 subteias	 (.1Ai ,z, A, )	 é definido como
r	 r	 *	 \

HA -=-- Coh illA i ,z ,e , assim como o espaco coerente associado ao produto
)\	 \ i cl	 .1

*
cartesiano das subteias	 é dado por 11B	 n	 ,e

cl

funedo	 de	 n	 variaveis	 intervalares	 f	 :TPA	 H	 tal	 que
i El	 i El

(X0,...,Xj,...)1-4(f14,(X0),"•,fm,(Xi),•••), onde cada funcao intervalar fm,	 é injetiva,

pois a respectiva funcäo basica fA é injetiva, para cada i el. Considerando-se que uma

tuned° de n variaveis intervalares e injetiva se e somente se é injetiva em cada uma de
suas componentes, entdo conclui-se que f 1 ê injetiva.n

lel

Considere entdo a quasi-tune -do de objetos q f	 :1IA	 IIB definida no espaco
IIA

coerente associado ao produto cartesiano de subteias 114 , dada por
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•
x H J	 (X	 el . Como f,--,	 é injetiva,0	 ,„A,

então, corn uma argumentacdo andloga as utilizadas nas proposicOes 7.4.1 e 7.4.3,
conclui-se que:

7.7.1 Proposicao

q f	 é estavel e linear.
114

A fungal) de objetos no espaco coerente associado ao produto cartesiano de

subteias 114 é definida como	 IIB tal que
HA

onde	 x é o fecho indexado de of x
\	 IIA

se x eqtot IIA

caso contrario,

A restricao da fungdo f . a familia dos objetos quasi-totais é denominada de
iu

	

.	 .
fungdo fecho da quasi-funcdo de objetos q f . restrita a qtot(IIA), e sera denotada

HA
.	 *	 / .	 \	 / .	 n

simplesmente por 4 f .	 -= f III*	 :qtot 114 —4 qtot 11B . Corn uma argumentacdo
Vol	 I	 I

andloga as utilizadas nas proposicOes 7.4.1 e 7.4.4, conclui-se que

7.7.2 Proposicao

*
q f . e linear em qtot(114). •

HA

Portanto, mesmo se a funcdo basica fA nao é injetiva, é possivel obter uma
representacao linear interna para a respectiva funcao de objetos fllA , conforme o

resultado a seguir:

7.7.3 Coroldrio

r *	 *

	

0 par F = q f ,q f	 é uma representacdo linear interna para a MN -do de

aplicacdo undria filA se e somente se a respectiva quasi-funcao de objetos af
L4 

é

localmente linear.

7.7.4 Exemplo

Reproduz-se agora o exemplo 7.6.4, aplicando-se porem uma representacao
baseada no espaco coerente associado ao produto cartesiano de subteias. Considera-se
entdo a mesma funcao basica f4 : A —+ A ndo injetiva, assim como a mesma subdivisao
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do dominio basico A = A„ v A 1 , de tal forma que as restricOes f Ao f AIA„: A° —› B„,

corn B„ = f A [A„]. fA, f AI A, : A l -> B1,	 fA[A1], sejam	 injetivas. Como a

respectiva quasi-funcao de objetos é gin, é localmente linear, entdo valem os resultados

da secdo 7.7.

z
Assim, pode-se obter urn espaco coerente IIA	 Coh IA0 x /11 1 ,z;  c , associado

ao produto cartesiano das subteias (/A 0 ,:z A 	e (IA,, z; A ), onde	 e definida ern 7.7,

" A e A sdo as restriceies da relacdo de coer6ncia induzida	 a A;, i = 0.1, tal que

HA esta imerso em HA [REI 97a]. Tambem pode-se definir um espaco coerente
∎

IIB —= Coh 1110 x IB	 associado ao produto cartesiano das subteias a 0 , B ) e

(1,81, z B,).

Determina-se entao a representacao linear interna F = q f para fungdo

de aplicacdo undria	 conforme o coroldrio 7.7.3.

Considere agora urn conjunto coerente x = {[a,b]} E HA , cuja correspondente

imagem pela funedo de objetos fIIA em HA é o conjunto coerente f11A ( x) = {[r, s]} EIIA

Pode-se obter uma representacao para x em HA dada por x = {([a  .k],[k ,14} E HA ,

onde [a ,k] E IA„ e	 ,b] EIA,.

Como x nao é um objeto quasi-total, a imagem de x pode ser calculada pela quasi-
.

funcdo de objetos of (primeira componente da representacdo linear F) em HA ,
HA

obtendo-se o conjunto coerente

. n
qf .	 x	 = {(fmo ([a.14 f, , ([k,b]))} = {([7-, w],[w',4} E

\

tal que [r, 	 , s] = [r,s]. Portanto, a acdo da funcdo representada fff, pOde ser

capturada pela primeira componente de sua representacdo linear interna F.
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8 Representacdo Global: A Abordagem CategOrica

A nocdo de adjunedo [PIE 91] [ASP 91] é considerada uma das mais importantes
ideias em teoria das categorias. Uma grande variedade de construe -0es maternaticas sdo

exemplos de adjunedo.

Mostra-se, neste capitulo. que o processo de construed() global determina uma
adjunedo entre duas subcategorias da categoria SO2 dos sistemas ordenados de 2a

ordem: a subcategoria dos sistemas representados SO2 R, que apresentam apenas uma

estrutura, e a subcategoria das representacOes globais e seus subsistemas SO2 G , que sdo

bi-estruturadas.

Sejam A = (A„,_ ;E A ), corn	 A A =	 p(A)} , e IA = (A 2A .;E IA . ), corn

	

A_ = OA% p(IA * )} , onde IA * = hA u {A}	 é o conjunto dos intervalos de

elementos de A estendido, os sistemas ordenados de 2 2 ordem da categoria SO2R, que
devem ser representados globalmente, e que possuem somente uma estrutura.

Seja (A nA ;El;EM) , corn A ll, = {111, p(IL4)} a representacdo global bi-

estruturada de A e IA na categoria SO2 G , obtida por urn processo de construed° global a

partir de um sistema basic() Ao = (A A ; E A ), corn A A = {A, g(A)} para A c A.

Seja qtot ilA 1-7 (A qtat(114) E q,ot(11.4)	 qmt(IIA):	 co	 Aq,,,(11.4) = {qtot(IIA), p(gtot(IIA))} ,'	 rn

o sistema de 22 ordem bi-estruturado da categoria SO2 G , relativo aos dos objetos quasi-

totais de (AllA;Eill;A:E1).

8.1 Os Morfismos da Adjuncào

Nesta seed° sdo introduzidos os principals morfismos que serdo trabalhados corn a
adjunedo.

Para a prova dos homomorfismos, considers-se a estrutura Ex=	 ,*x , Fx ), onde

X é o universo de urn sistema de 22 ordem X considerado conforme o caso em questdo,

é a relacdo de posicao definida em X, *x :X O X —f X represents urn conjunto de

operacOes algêbricas para urn produto adequado 0, e Fx é uma familia de funcOes
undrias fx :X —› X .

Para andlise das provas das proposiceies, veja o exemplo 7.1.3 para as definicejes de
operaeOes intervalares, que tambem podem ser encontradas em [DIM 96a] [DIM 97a]
[MOO 79]. A definicao de funcOes intervalares também estd no exemplo 7.1.3, ou veja
[REI 97a] [MOO 79]. No exemplo 7.1.4 esta a definicao da relaedo de posicao intervalar
que tambem se encontra em [DIM 96a] [DIM 97a]. Veja o exemplo 7.1.8 ou [DIM 96a]
[DIM 97a] para a definiedo de operacOes de objetos de espacos coerentes. No exemplo
7.1.7 ou em [REI 97a] procure a definiedo de funcOes de objetos de espacos coerentes.
A definiedo da relacdo de posiedo para objetos estd no exemplo 7.1.9 e tambem pode ser
encontrada em [DIM 96a] [DIM 97a].



Seja f: A u OA) IA* u p(IIA*) , tal que

j[a,a]

[ivoi]i e a
f (a) =

se a EIS;

se a c p(A).

8. L 1 Proposicao
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Entäo ./ é homomorfismo forte f: A	 IA	 isto é, f é urn morfismo da categoria

SO2.
prova:

E imediato que f é bem definida. Agora, para qualquer a,a' EA, g„ E	 e

E FjA . , tern-se que

f (a*„ a') = [a* r, a',	 = [a ,a]* „. [a ,a1= f (a)*	 f (a') ,

f (g .„(a))=[g,(a),g A( a)] = gi„.([a,a])= g,.(f (a))

e a � A a' se e somente se [a,a] � :A . [a' ,a1 se e somente se f (a)	 f (a') .

A prova para outros elementos da estrutura nao trabalhados aqui é similar.

Pela definic -ao 5.3.1, segue que f : A	 IA é urn homomorfismo forte, e, portanto,

é urn morfismo da categoria SO2, conforme a definicao 6.1.2.

8.1.2 Proposicdo

Seja (A u, ;E 11.4 ) , corn A llA = {11,4, 0(11A)}, o sistema obtido quando se

desconsidera a estrutura de informacdo do espaco coerente bi-estruturado

(A m	; I	 . Seja im A : A u p(A) —> IIA up(1.1A), tal que

{xa se a e A;

{x„ I w Ea}	 se a c go(A),

onde xr = {[a i ,ad e MI a, r a	 e IA e o conjunto de intervalos de elementos

basicos. Entdo im A é uma imersdo im A : AO 
,	

ou seja, im A é urn morfismo da

categoria SO2.
prova:

E imediato que im A é bem definida. Para qualquer a,a' EA, tem-se que

im A (a) =
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nn A (a )*H.4 in/A (a ') xa * HA Xa'

= {[a l ,a 2 ] e 'Ala,	 a 5_ a, }*II.4 {[a,',a 21 E	 5_ a'	 a,' }

elAla, 5_ a 5	 5 a'	 a,}=A {[01,a2hA[cl,a21]

= {[b,,b 2 ] ElAlh, 5_ a* A a' 5 b2}

=

= im A (a* A a'),

onde

= minlb* A b' EAIh E [a, ,a 2 	 E [a;,a2']}

b, = max{b* A b' E Alb e [a„a 2 ],b' e [a;,a211.

Alêm disso, para todo a EA, g E FA e gllA E Fll, . Tern-se que

g nA(imA(a )) = ga,(xa

gIL4	 a 5_ a21)

= A { —14g ([a„a 2 ]) e /Ala i .5 a 5_ a,}

= {[b, ,b 2 } E 1Albi <gA(a)<b,}

= XgA(a)

= imA(gp(a)),

onde h, = mifl{g A (b) e Alb E [a, ,a, , b, = max{g A (b) e Alb E [a, , a 2ll

Agora considere a,a' eA e suponha que a �. A a' . Entdo ou

(i) {[a„a 2 ] E /Ala i 5_ a a 2 } = {[a;,a 21 ] e 'Ala; 5 a' a2'}

ou (ii) existem X e ga i ,a 2 ] E /Al a, _5 a 5_ a 2 1 e X' E {[a l',a 2'] e /Al a; 5 a' 5 a,"} tais

que X < IA	 . Neste caso, ocorre que ou (i) xa = x a , ou (ii) xa < 11.4 xa ,. Portanto, tern-

se que im A (a) � 114 im A (a'). De forma andloga mostra-se que se im A (a)	 imA(a')

entdo a < A a' .

A prova para outros elementos da estrutura nao trabalhados aqui é similar.

Pela definicdo 5.3.1, segue que ini A : A —> (I1A, E 11,) é urn homomorfismo forte, e,

portanto, é um morfismo da categoria S02, conforme a definicdo 6.1.2.

Observe	 que é imediato que toda fitnêdo	 im A é injetiva, e, portanto,
,

im A : AO	 11A ; I a4 euma imersdo.*
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8.1.3 Proposiedo

Seja f #:	 p(IIA) --> qtot(11A) L.) p(qtot(IIA)) , tal que

x
	

sex ElIA;
f #(x)	

Ex}
	

se x E 001A),

onde x é o fecho indexado de urn conjunto coerente x definido em 3.3.7. Entdof# é um

homomorfismo forte .f#: (A n9 ;Z 1̀11" 4 ; z iaiPA	 qtotiiA, ou seja, f# é urn morfismo da

categoria S02.
prova:

Seja i a furled() de indice de conjuntos coerentes definida em 3.3.2 e IA o conjunto
dos intervalos de elementos basicos.

Mostra-se que f# é bem definida. De fato, pela proposicdo 3.3.8, para todo x EIIA,

f #(x) = x Egtot(IIA). Em particular, tem-se que CZ) = 0 . Agora, considere x,,x, E IIA

e suponha f(x,) � f (x2 ) Isto significa que x	 # 22 , e, portanto, i(x,)	 i(x2 ) . Entdo,

pode-se pensar que ou (i) existe X, Ex, tal que X, x„ ou (ii) existe X, Ex, tal que

X. x, . Em qualquer urn dos casos tem-se que x, # x 2 . Resultado analog() obtem-se

para as outran situaceies.

Entao, para qualquerx,v EIL4, tern-se que

fqx)* voo„ ) .f #(y)

x* voi(IL4) 51'

=^{X* 19 Y e IAI X EX, YE37}

=^ {X* Y IAI(3d EIIA,x	 d,i(x) = i(d), X e d) (31' EIL4,yc d,i(y)=i(d),YEd')}.

Como

{X*, Y e IAI X Ex,Y Ey}

c {X* , Y e /A1(Ed	 d ,i(x) = i(d), X E d) (Ed e IIA,y d,i(y) = i(d),Y e d )15

i({X* 14 Y EIAIX	 Y ey})

=i({X*, Y	 e IIA,x	 i(d), X e d) (ci ERA, y c	 i(d), Y OD,

entao

A {X* „ Y e IAI(Ed E	 d ,i(x) = i(d), X E d)A (3d EIIA,yc d,i(y)=i(d), YE d')}

--=- A {X* /A Y E L41 X Ex,Y Ey},

e, portanto,
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f#(.0%,„,(11A) #(y)

=A {x*„ Y E/AI(Ed E114,xc d,i(x) = i(d), X Ed) A (3cl'ETIA,yc d	 i(d), Ed)}

=A {X* L4 Y E IAI X ex,Y ey}

A (x* HA y

= f#(x*a,V).

Sejam agora x ETTA, g il, E FIL4 e g voi(nA) E Fq,„,m) . Tetn-se que

gvor(11, ) (f #(x)) = gvoic11„)(i)

=A I g„ (X) E	 EiC1

=A -g (X) € 1.413d ellA,xcd,i(x)=0),X

Como

e

entdo

{g	 E IAI X E	 {g hi (X) E IAI]d ellA,x d ,i(x)= i(c1), X Ed}

i({g m (X) e IAI X Ex})=i({gJA (X) E L4I	 e IIA,x d ,i(x), i(d), X Ed}),

Lig (x) E I]d	 d,i(x)=i(d),X Ed} =^ {gIA (X) e /AIX Ex},
A - 

e, portanto,

g qtat(IIA)(f # (4) =A { g 14(X) EL4I]d	 d,i(x)—i(d), X Ed}

—A fg m (X) E IAI X ex,/

(g. (9)
=.f#(ga4(x)).

Considere xy EIL4 e suponha que x	 y . Enta- o tern-se que ou (i) x = v ou

(ii) existe	 , a, Ex, [(2 1',a;] E V, tais que [a l ,a,] <14[a,',a2']. Isto significa que ou

(i) x = y ou (ii) existe	 E y, tais	 que [a l , a 2 ] < [a i, a :'2], e,

portanto, vot( nA) 9 ou seja, f #(x) qtat(114)	 #(1) De forma andloga mostra-se que

se f #(x) � q ,„ , (11A) f #(y) entdo x � 11A y .

A prova para outros elementos da estrutura nao trabalhados aqui é similar.

apPela defini(do 5.3.1, segue que f#: ( A llA ; Z HA ; I llA )	 qtot liA , é urn homomorfismo

forte, e, portanto, é urn morfismo da categoria S02, conforme a definicdo 6.1.2.
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Observa-se que se o espaco coerente 	 bi-estruturado (An, E '1'114 ; alf4 )	 a

representacão global de do sistema ordenado de 2 2 ordem A. entdo, pela definicão 7.2.3,

tern-se que qtot ilA e rP-isomorfo (definicdo 5.3.3) a IA. Isto significa que existe urn rP-
isomorfismo qtot ilA –=,„„ IA , definido por

qtot(1124) v (o(qtot(HA))	 IlA,* L.) p(IA • ).

tal que

ir(x)	 sex E qtot(BA);

{ir(w) EIA * 114 . ex}	 se x E p(qtot(114)),

que identifica cada objeto quasi-total X E qtot(IIA) corn seu indice real (definicao 7.2.1)
ir(x) E A* . Entab, e vdlido que x ir(x) E IA* , para todo x E qtot(IIA). Segue que:

8.1.4 Proposicdo

Seja (A; 4 ), 4  E 	 corn A ll, = {HA, 0(112, )1, o sistema obtido quando se

desconsidera a estrutura	 de informacdo do espaco coerente bi-estruturado

(All.4;/1;;A;II)• Seja f	 L.) p(IIA) —> IA* u p(I[A*), tat que f #= (1) f # , a funcao

correspondente a f#, definida em 8.1.3 para	 (A 1L4 ;EI;EI) Entdo 7# é urn

homomorfismo forte f # : ( Yk il„;E ll,i ) -p IA. ou seja, 7# é um morfismo da categoria

S02.
prova:

E imediato que 7# é bem definida. Observe que (I) eft sào homomorfismos fortes

de sistemas ordenados de 2' ordem. Entdo, para qualquer x,y EIIA, tern-se que

7# (x* HA = ((P° f #Xx *	 y)

= (I)(f # (x*	 y))

= (I)(f # (4* gto, ( 114 ) 3 #(Y))

= (0( f # (4)* :A: (I)(f #(0)

= (fzi). f #)(x)*• ((i) f #)(y)

= 7#(4* IA, j#(y).

Sejam agora x EIL4, g ll, E FHA e	 EFE.. Tern-se que
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.74g11.4(4) = (4) ° f # )(gliA (4)

= (1)(f #(gll.4(4))

= (I)(g q, or (iiA)(f #(9))

= giA . (4(f 49)))

=	 f #Xx)

= gut . Cr #(9).

Considere x,y EIL4.	 Entdo, se x � I/A y tem-se que f #(.0 vot() f #(y) , e,

portanto, (1)(f #(x)) � _ , . (1)(1' #(y)), ou seja, (O o f #)(x) :A . (4 f #)(y) Conclui-se

que .7#(.0<IA• f t(y) . De forma andloga mostra-se que se 7#(x) 	 . f	 entao

5_ y.

A prova para outros elementos da estrutura nao trabalhados aqui é similar.

Pela definiedo 5.3.1, segue que f # : (A 114 ;	 n A ) —> IA, é urn homomorfismo forte,

e, portanto, é urn morfismo da categoria S02, conforme a definiedo 6.1.2.

8.2 A Definicao da Adjuncao

Sejam SO2 R a subcategoria de SO2 cujos objetos são sistemas representados, corn
somente uma estrutura,	 e SO2G a subcategoria	 de SO2 cujos objetos sào as
representacOes globais e seus subsistemas, que sdo sistemas bi-estruturados.

8.2.1 Proposicdo

Considere os objetos A e IA de SO2 R e seja (A 114 ; E 114 ) , corn A ll , = {IIA. 0(11A)},

o objeto de SO2 R obtido quando se desconsidera a estrutura de informacdo do espaco

coerente bi-estruturado ( A 114 ;E I'Ll 4; E IT ' Seja f: A —> IA o morfismo definido em 8.1.1

e iin A : A --> (IIA,E a4 ) a imersão definida em 8.1.2. Entdo existe exatamente urn

morfismo .7# : (A 11, ;	 ---> IA para o qual o diagrama da figura 8.1 comuta.

prova:

Sejam 1 o fecho indexado de urn conjunto coerente x definido em 3.3.7 e IA o
conjunto de intervalos de elementos basicos.

Considere o E'-isomorfismo qtot lIA .„,„ IA (definicao 7.2.3) e o homomorfismo

forte de sistemas ordenados de 22 ordem f # : (A 114 ; E LEA ---> IA (proposicao 8.1.4),

dado por .7#:IIA a p(ILA) --> I[A* u so(IA)	 tal que .7#= O o f ,	 onde

f#:IIA u p(IIA) ---> qtot(IIA)u p(qtot(IIA)) (proposicao 8.1.3), é dada por
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f #(9 ={2
{1i)

se x

se x E p(IIA).

Seja	 mA AC5 (.A 11,; / n,)	 a imersdo	 (proposicao 8.1.2) definida	 por

mA : A L.) 0(A) IIA up(I14) tal que

	

{xa	seaeA;
im A (a) =

{x Iw € a}	 se a e p(A),

corn x r = {[a,,a 2 1 E	 a2} .

Considere o homomorfismo forte f: A —> IA (proposicao 8 1.1) definido como

f : A L.) id(A) --> IA * n 0(IA*) , tal que

.f (a) =
[a ,a]

[{[w ,w]lw Ea}

se a EA;

se a e p(A)

Entdo, para todo a EA, tern-se que

(/#°//nA )(a) =	 (iniA (a))

= :/#(xa

= (a) ° .14)(x a)

= (i)(i # ( x ,))

()(x a)

ou seja, o diagrama da figura 8.1 comuta.

IA

FIGURA 8.1 - Diagrama Comutativo da Proposicdo 8.2.1
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Mostra-se agora	 a unicidade de .7#. Assuma que exista um morfismo

f: (A n4; E RA —> IA tal que o diagrama da figura 8.1 tambêm comuta. Entdo tem-se que

' o im A Xa) = f (a) , para todo a e IIA. Como, para todo a EIIA, Cf#0im A )(a) = f (a) ,

segue que (f ' 0 im A )(a) = (j # 0 i m A )(a) , ou seja, f (i n I A (a)) = #(i mA (a)) e, portant°,— 

f ' = j# . Portanto,	 é Unica

De forma similar mostram-se os mesmos resultados para a e 0(I1A) .

Sejam SA o functor de subsistema relativo ao conjunto basic° A c A (definicao

6.2.3), evn o functor de H-evolucdo regulada pelo pr6prio sistema evoluido IA

(definicOes 6.2.6 e 7.1.2), ev'' itr;,' A o functor de Coh-evolucao regulada pelo subsistema

qtot dos objetos quasi-totais (definicOes 6.2.6 e 7.1.6). Seja A o conjunto basic° e IA o
conjunto de intervalos de elementos basicos.

Considere o functor Glob =(ev crtò;ti . o evri ° SA )	 : SO2R —> SO2G, que associa

cada objeto A da categoria SO2R a sua representacdo global (A 1 ;E'inA ;E7n) na

categoria SO2G, obtida por um processo de construcdo global, e cada morfismo

h: A —>B de SO2R ao morfismo Glob(h): (A n4 ; E irun ; El' ) --> (A BB ; El? ; E l) de SO2G,

tal que

Glob(h) = (ev"!!°t ' A o evea SA )(h), x H {h,A (X) E IBS X E x},

sendo h ,A : IA —> IB a funcao intervalar X 1—) {h A (a) E Bea E A} , onde	 e a restricdo

de h ao conjunto basic° A. Veja figura 8.2.

12,A (X) E IBI X e

FIGURA 8.2 - Functor Glob = oi ,qtotiv, 0 ",,,IA 0 c
Coh	 [ 1 `-',4 )—) SO2R --> SO2G

Considere tambêm o functor U: SO2G —> SO2R, que associa cada sistema bi-

estruturado (A n4 ; E ii4 ; I 711 7A ) da categoria SO2G ao correspondente sistema (AnA;EHA);
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corn somente uma estrutura, da categoria SO2R, e cada	 morfismo

1:(A 11.4 ;Er„ ;Ez34 )	 (A ;	 , Ems)	 SO2G ,	 ao	 correspondente	 morfismo

U(I): (A n, ; E	 —> (A BB ; E nB ) de SO2R , tal que	 = I . Veja figura 8.3.

SO2G	 SO2R

FIGURA 8.3 - Functor U: SO26	SO2R

Considere a transformacdo natural til s02.	 Glob) , dada por uma familia

de imersOes ri A imA : A	 (AA mi ;E a, ), definidas em 8.1.2, tal que

{x „	 se a e A;

imA (a) =
Ea}	 se a e gd(A),

onde x, = {Ea l ,a 2 E Mla,	 �_a2}

Agora observe o diagrama da figura 8.4.

TIA	 imA

U(citot ilA	IA

FIGURA 8.4 - Diaurama Comutativo do teorema 8.2.2

Da proposicao 8.2.1 segue que:



Glob

11A imA
U(Glob(A)) = (A HA ; L A )41—-- Glob(A) =

U(f It) = #

U(citot liA ) IA 4	  qtotilA

FIGURA 8.5 - Diagrama Completo da Adjuncao

U

f14
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8.2.2 Teorema

Glob, U e Ti determinam uma adjuncao de SO2 R para SO2G. •

Diz-se que (Glob,U) e um par adjuntor de functores; Glob é o adjunto a esquerda

de U e Uè o adjunto a direta de Glob. A transformacdo natural rl é a unidade da
adjuncao. 0 morfismo	 que corresponde ao morfismo •I que leva cada elemento a do

universo de A ao intervalo [a,a] do universo de IA, é uma extensdo homomOrfica de ,f

porque a fungdo associadaP coincide com .f quando aplicada em "elementos do universo

de A", isto é f #(x) = f (a) . 0 diagrama completo da adjuncao estd na figura 8.5.

)

Observe que a adjuncao determinada pelo teorema 8.2.2 garante o isomorfismo

9: SO2G(Glob(A), qtot ilA ) SO2R(A, U(gtot liA ) IA )

que é natural em A e qtot ilA , isto é, é uma transformacdo natural entre os conjuntos de

morfismos SO2G(Glob(_), ) e SO2R(_,U(	 )) que preserva a estrutura enquanto os
argumentos A e qtot ilA variam e que a uma bijecao, para todo A e qtot ilA Esta bijecao

pode ser apresentada esquematicamente por:

A	 U(citot,,,)=-: IA 

Glob(A)	 qtotilA

Assim, a adjuncao do teorema 8.2.2 pode ser denotada por (Glob,U,9) e

representada graficamente pelo diagrama da figura 8.6.
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FIGURA 8.6 - Diagrama da Adjuncao (G/ob,U,9)
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9 0 Processo de Construed° Global de IIQ

0 objetivo dente capitulo é aplicar a metodologia desenvolvida para obter o espaco

coerente bi-estruturado HQ, que, como sera mostrado no capitulo 10, se constitui uma
representacdo global (definiedo 7.2.3) construtiva do sistema dos 	 nUmeros reais

= (A R ;Ea ), corn A R = {R,p(R)} , e o sistema dos intervalos reais estendido

IR = (A n,.;I, ), com A. = fIER * ,0(1[01, 2R* =	 {R} e	 (< , * , F). onde
Ps

é a relacao de posiedo, representa o conjunto de operacOes aritmaticas e F é a familia
de funcOes elementares unarias.

As funeOes elementares foram primeiramente estudados por Reiser et al. em
[REI 96a] [REI 97a] [REI 97b] [REI 97c] [REI 97d]. Tambem serdo estudados o valor
absoluto e a distdncia, que serdo introduzidos nos capitulos 11 e 12. A caracterizaedo
topolOgica sera apresentada nos capitulos 16 e 17.

Considere como sistema basic° o subsistema dos nUmeros racionais Q = (A 0 :I 0 ,

corn A Q = {Q, P(Q)} , onde a estrutura basica EQ-- (5- 0 , * Q , FQ ) e obtida por restriedo

de E R a Q tal que Io seja bem definida. Neste capitulo mostra-se que pelo processo de
construed° global descrito em 7.1 	 obtem-se um espaco coerente bi-estruturado de

intervalos racionais (A 1/Q ; E 	 E 	 , corn A HQ = {IIQ, p(IIQ)}, gerado pelo sistema

basic° 0, cuja estrutura de informacdo é El, (c, F,,, 	 onde c é a ordem de

informacdo e F1,, é a familia das funcOes lineares sobre IIQ, e cuja estrutura de aplicaedo

e E iro ' (<_ II() *ITO ,FHQ ). Mostra-se tambem alguns exemplos sobre a representaedo

linear intema para as funceies elementares.

As evolueOes sucessivas especificas realizadas a partir do sistema basic° 0 neste

processo de construed° de (A IIQ ; I 111"0 allPQ estdo ilustradas na figura 9.1.

A seguir, apresentam-se os resultados obtidos em cada evolucdo do processo de
construed.° global para R e	 IR. Resultados preliminares foram apresentados e ou
publicados em [DIM 96a] [DIM 96b] [DIM 96c] [DIM 96d] [DIM 97a] [DIM 97b]
[DIM 97c] [DIM 97d].

9.1 0 Sistema dos intervalos Racionais: uma I-evolucio regulada pelo prdprio
sistema evoluido

A primeira etapa do processo de construed() global corresponde a uma [ ]-evoluedo
(veja seed° 7.1.2), pela aplicacdo do construtor de	 sistemas	 de 22 ordem
[ ]: SO2 —> SO2 ao sistema	 basic() 0, regulada pelo prOprio sistema intervalar
resultante. Veja figura 9.1. Segue que:
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9.1.1 Proposicdo

A [ ]-evolucao regulada pelo prOprio sistema intervalar, aplicada ao sistema basic°

Q. determina o sistema intervalar 	 I0 = (A /0; /	 corn	 A 10 = {IQ. p(I0)} cujo

universo	 IQ = {[p, p , q E Qj	 é	 o	 conjunto	 de	 intervalos	 racionais

[p,(11={1 . EQ1p � t-q}. A estrutura intervalar	 (10 5 * IQ ,FIQ )	 e dada

explicitamente por: para todo X =[p,q],Y =	 e IQ ,

[p ,q]	 [1 . , s] <=> [p ,g] < 	 [7 ', s] ou [p,q]=[r	 onde [P,q]<10[1.,s] <=> q <o r

e <o e a relacao de posicao definida no conjunto basic° Q;
para toda furled° intervalar elementar undria	 f E F10, flo : 	—> IQ , tal que

fro ( X) = If Q (r) E Qii- E X}, onde fQ EFQ é a respectiva furled() basica definida em Q;

(iii) para toda operacdo aritmetica intervalar * 10 E	 , *10 :IQ x IQ —> IQ tal

que X* Io v ={r* Q s E QI r E X A S E v} 1, onde * 0 é a respectiva operacao aritmetica

basica definida em Q.
prova:

A primeira parte da proposicao é conseqnéricia direta da proposicao 7.1.2. E
imediato que (i) satisfaz as condicOes das definicOes 5.5.1 (iv) e 5.5.3. Observe agora
que (ii) satisfaz as condicOes das definicOes 5.5.1 (iii) e 5.5.3, pois toda funcao intervalar

fro é bem definida em IQ e completamente determinada pela respectiva furled° basica fQ
[REI 97a], e, portanto, fiQ assim definida coincide corn o seu fecho relativo ao sistema
IQ. Da mesma forma, (iii) satisfaz as condicOes das definicOes 5.5.1 (iii) e 5.5.3, pois
toda operacao aritmetica intervalar *10 é bem definida em IQ e	 completamente
determinada pelas respectivas operacOes basicas * Q [DIM 91] [DIM 96a], e, portanto,

*10 tambern coincide com o seu fecho relativo ao sistema IQ.

Observe que a furled° h: Q	 IQ ,	 é injetora e, portanto, 0 0 IQ ou

seja 0 esta imerso em IQ. Segue que:

9.1.2 Proposiedo

IQ é uma [ ],c) -evolucao de Q, ou seja, 0 ZN IQ .

Corn relacäo a relacdo �10 definida em 9.1.1 (i), tern-se que:

9.1.3 Proposiedo

A relacao �1Q é uma relacdo de ordem parcial.

prova:

E imediato que �10 é reflexiva. Considere X =[p,q], Y = [r,s],Z = [w, v] E IQ. Se

X �1Q Ye Y IQ X entao uma das seguintes situacOes acontece: (a) X <IQ Y e Y <10 X

Para a operacao de divisdo, considere 0 e Y .
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ou (b) X = Y. Supondo que ocorra (a), entdo tern-se que q<r e s<p, o que levaria a
q<r � s<p, o que é uma contradicdo pois p q . Portanto somente pode ocorrer (b),

into é, X = Y, o que mostra que 5_ 10 é antissimetrica. Agora, se X SrQ Y e	 Z entao

tern-se que X< 10 Y ou	 X= Y, e Y <le Z ou Y = Z. Entdo existem as seguintes

alternativas: (a) X < 10 Y e Y	 Z ou (b) X= Y e Y < 10 Z ou (c) X < 10 Y e Y= Z ou

(d) X	 e Y = Z. Nos casos (a), (b) e (c) tern-se que X<10 Z ou, quando vale (d),

tem-se que X = Z. Conclui-se que X �10 Z, e, portanto. _< /0 é transitiva. Conclui-se

entdo que	 uma relaedo de ordem parcial.

Observe que �_ro é uma relacdo de ordem parcial derivada da relacdo de posicdo
basica �g, e, portanto,	 é a relacdo de posiedo no sistema intervalar IQ. As funcOes
intervalares introduzidas em 9.1.1 (ii) foram estudadas em [REI 97a]. Corn relaedo as
operacOes aritmeticas intervalares definidas ern 9.1.1 (iii), tern-se que:

9.1.4 Proposiedo

Sejam [p ,q],[r s] E IQ. As operacOes aritmeticas em IQ podem ser calculadas

explicitamente como:
adiedo: [p ,q]+[r, s] = [p + r,q +5.];

multiplicaedo: [p,q]x[r,s]=knin(p • r,p • s,q • • ,q s},maxtp • r, p • s,q • r,q • s}j;

subtracao:	 q] —[r,s] =[p q] +[ —1, —1] x [r, s] [p,q]+[— s , —r] = [p — s,q — r];

divisao: se 0	 [r,

[p,q]	 [r , = [p,q]x[lls,lir]=[rninV/ , P/ / , q/},inax{ P / , P/ / ,q/}]

prova:

Esta prova pode ser encontrada em [DIM 91].

Para	 as principais propriedades das operacOes aritmeticas intervalares veja
[DIM 96b] [DIM 91] [DIM 89] [MOO 79] [ALE 83]. Convêm salientar:

9.1.5 Proposiedo

Para todo A, B. C E IQ, sdo validas as seguintes propriedades:
comutatividade: A+B=B+A, AxB=BxA,e
associatividade: (A + B) + C = A + (B + C), (A x B) x C = Ax (B x C).

prova:

Esta prova pode ser encontrada em [DIM 91].

9.2 0 Sistema do Espaco Coerente Bi-Estruturado de Intervalos Racionais: uma
Coh-evolucão regulada pelo subsistema dos objetos quasi-totais

A segunda etapa do processo de construed° global corresponde a uma Coh-
evolucdo (veja seed° 7.1.6), pela aplicaedo do construtor de sistemas de 2' ordem
Cola: SO2 —> SO2 ao sistema intervalar 10 - obtido apOs a [ ]-evolucdo - regulada pelo
subsistema dos objetos quasi-totais do espaco coerente bi-estruturado resultante. Veja
figura 9.1. Segue que:



130

9.2.1 Proposicdo

A Coh-evolucdo regulada pelo subsistema dos objetos quasi-totais, aplicada ao
sistema intervalar 10 definido	 em 9.1.1, determina o sistema bi-estruturado

corn A llo = {IIQ, p(IIQ)} , onde IIQ é o espaco coerente gerado pelo

conjunto basic() Q (definicao 3.4.3). A estrutura de informacäo é dada por

E Ill"0 (c,Fli„ ), onde c é a ordem de informacdo e F1,, é a familia das funcOes lineares.

A estrutura de aplicacdo E ar[PO	 BO , *HQ ,Flle ) é dada explicitamente por: para todo

x,v EIIQ,
x Ho y	 x <no y ou x= y, onde x < ilo y a ]2IT E X, ]Y ey,X < 10 Y, e <10 é a

relacao de posicdo definida em 9.1.1 (i) para o conjunto de intervalos racionais JO;
para toda funcao de objetos elementar undria fno E Fllo, , define-se filo:HQ —> HQ ,

tal que

4/11Q (X)

qfw(x)

se x Eqtot(1Q),

caso contrario,

onde qf11Q : HQ ---> IIQ, x H {flo (X) E JO X Ex} é a quasi-funcdo de objetos, 4f11Q(x)

é o fecho indexado (definicao 3.3.7) de qf„Q (x), qtat(11Q) é a familia dos objetos quasi-

totais de IIQ, e f12 E F,o e a respectiva fur-10o intervalar definida em 9.1.1 (ii) para o

conjunto de intervalos racionais IQ;

(iii) para toda operacdo aritmetica de objetos */0 E {+9—,X,÷}	 define-se

* HQ : IIQ n IIQ —> HQ , tal que

se x, y E qtot(11Q),

caso contrario,

onde *110 :ITQnLIQ -4 HQ, (x, y) H {X* IQ Y G IQIXEXAYE y} 2 e a quasi-operacdo

aritmetica de objetos, x* jo y é o fecho indexado (definicao 3..3.7) de x 41,0 y , qtot(IIQ)

é a familia dos objetos quasi-totais de IIQ, *10 e a respectiva operacdo aritmetica
intervalar definida em 9.1.1 (iii) para o conjunto de intervalos racionais IQ, e 1-1 e o
produto direto definido em 3.6.1.
prova:

A primeira parte da proposicdo é conseqUëncia direta da proposicdo 7.1.6. Ainda, é
imediato que (i) satisfaz as condicOes das definicOes 5.5.1 (iv) e 5.5.3.

Observe agora que (ii) satisfaz as condicOes das definicOes 5.5.1 (iii) e 5.5.3. De
fato, toda quasi-fungdo de objetos qfliQ é bem definida em IIQ e completamente
determinada pela respectiva fling -do intervalar fio [REI 97a], e, portanto, filo é bem

2 Para a operacdo de divisão considere 0 E Y , para todo Y E y.
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definida. Alem disso, pela proposiedo 3.3.8, fi lo é fechada na familia dos objetos quasi-
totais, sendo, portanto, bem comportada no subsistema qtotm.

Observe agora que (iii) satisfaz as condicOes das definieOes 5.5.1 (iii) e 5.5.3. E

imediato que	 para todo X E x, Y E y, tern-se	 X* 10 X exqQ y,	 e, portanto,

X*/0 Y E
	

corn 0 Y quando for considerada a operacdo de divisdo.

Alem disso, para todo x,y EIIQ, tern-se que x*6y EIIQ e, portanto, .x* H0 y EIIQ,

corn 0 Y, para todo Y Ey , quando for considerada a operaedo de divisao. De fato, se

x = 0 ou y #0 o resultado é imediato. Supor entao x,y # 0 e considere a operaedo de
adicao. Pela proposiedo 9.1.4, tern-se que

x +6, y = {[p,q]+ 1Q [p',q1e101[p,q] ex A [p i ,q1 ey}

={[p+ p',q + q']eIQ[p,q] ex A [p',q1 ey}.

Entao, para todo	 EX tern-se que	 e para todo

[p2,q,],[1,2',q.'2]e y tern-se que	 Portanto, pela definiedo 3.4.1,

tern-se que 131 � q1', Pl � q 1 9 P2 � q ; e	 q2' 
Assim, ocorre que p 1 + p, � q"+q", e

+ IT" � q, +q 2 . Logo, tem-se que para todo

[p1 + P2, q i	 q 2],[Pi	 q] E X + 11Q Y,

é vdliclo que [p 1 + p2 ,q,	 e, portanto, x +110 y EIIQ. Segue

que x + Ivy EIIQ. Analogamente prova-se o resultado para as outras operacOes.

Agora suponha que x*6 y # x'qo y' , para x,y,x',y' EIIQ. Isto significa que (1)

existe X* 10 Y E A- 41/0 y tal que X* 10 Y x'*(1,0 y' , ou (2) existe X'* 10 Y' Ex' 41-10 y' tal

que X'* 10 Y' 0x*Ly. Supor (1). Entdo tern-se que (la) X ex,X %x' ou (lb)

Y e y,Y y' . Considerando-se	 (la), conclui-se	 entâo que, pelo menos, x x' .

Supondo (lb), a conclusdo é de que, pelo menos, y # y' . Resultado analog° obtem-se

considerando-se (2). Segue que se 	 x* 110 y # x'* 112 y' , para x,y,x 1 ,y' EIIQ, entdo ao

menos x x' ou y# y'.

Conclui-se assim que toda operacdo aritmetica de objetos *HQ é bem definida ern
IIQ e completamente determinada pelas respectivas operaeOes aritmêticas intervalares

Alem disso, pela proposiedo 3.3.8, *Hoe fechada na familia dos objetos quasi-totais,
sendo, portanto, bem comportada no subsistema qtotic.

Observe que a furled° h': IQ --> IIQ, [1. , s]h--> {[p,q] E 1Q1p r 	 q} e injetora

e, portanto, IQ 0 (I1Q;;"0 ;	 ou seja IQ esta imerso em (IIQ;1, 1,70 ;1 110). Enta.o:

9.2.2 Proposicão

(IIQ .,E I11"Q ;E allP0 ) é uma CoNtot -evolucdo de IQ ou seja, IQ Zgcto°ht (IIQ; E IIQ' ;O) • •
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9.2.3 Corolario

Tern-se que Q	 Z`ct (Ho . E l/7Q ; ETQ)

A
	

(g2, E,Q) 4—

[ ]-evolucdo
t

HE, HR

	 	 (Q'EQ) 
•	

Sistema dos
Intervalos Racionais

Sistema Basic°
dos Racionais

FIGLTRA 9.1 - 0 Processo de Construcdo Global para R e IR

Analisando agora a relacdo � 11,2 introduzida em 9.2.1 (i), tem-se que

9.2.4 Proposicdo

A relacdo	 é uma relacdo de ordem parcial.

prova:

E imediato que �_ iv é reflexiva. Para todo x,y GHQ, se x � 11,2 y e y � nQ x entdo

(1) existem [13,q]x,[p',q1 E y tal que q <0 p' e existem [r	 E x,	 y tal que

s' < r , ou (2) x = y. Suponha que ocorra (1). Pela coerència em x, tem-se que p s e

r q, e , pela coere'ncia em y, tern-se que p'	 e	 r'	 . Entao segue que

r q < p' s' e p' s' < r 5 q, o que é uma contradicdo. Como a primeira situacdo é
contraditOria, entdo somente pode ocorrer (2), isto é, x = y, o que prova que <

antissimetrica. Agora, para todo x,y,z E IIQ, se x < 	 e y 5_ 112 z entao existem

[p,q] G x ,[p' 	 E y tal que q < Q p' ou x= y, e existem [p' ,(1] y,[p" ,q"] E z tal

que q' < Q	 ou y = z . Portanto, ocorre que p 5_ q < p' 5_ q' < p" q", ou entdo

x = y = z . Isto significa que x �59 z, e, portanto, � iv é transitiva. Conclui-se entdo que a

relacao 112, é uma relacdo de ordem parcial
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Assim,	 é a relacao de ordem parcial obtida da relacao de posiedo intervalar

e, portanto, é a relacdo de posiedo no sistema (A 1Q; Et/1'10;En).

As funcOes de objetos introduzidas em 9.2.1 (ii) foram estudadas em [REI 97a].
Para as principais propriedades das operacOes aritmeticas de objetos veja [DIM 96b]
[DIM 97]. Dentre essas propriedades, convêm salientar:

9.2.5 Proposiedo

Para todo x, y, E II0 sdo válidas as seguintes propriedades:

comutatividade: x + Ho y= y ± rro x, x X HO y= y X IIQ x;

associatividade:

(x + no Y) ± 11Q Z X 4- 110 (1' +no z) ,	 X HQ y) X HQ z = x X 1/Q (y X llo Z) .

prova:

Prova-se (i) para a operacdo de adicdo. Por 9.2.1(iii) e 9.1.5 (i), tern-se que:

x	 y = {[p,q]+,Q[p',q'] E IQ

= {[P ' ,q 1 + 1Q[13,q ] E IQ

= y +110 x,

e, portanto, x + 11Q y = y + 11e x . Analogamente prova-se que a operacdo de multiplicacdo

é comutativa, considerando a comutatividade da adicdo intervalar.

Corn relacdo a (ii), por 9.2.1(iii) e 9.1.5 (ii), segue que:

(x +1,0 y	 z	 {qp,q]+[p',q1)+[p",q1 E ./Q[p,q] E x,[p' ,g'] ey,[p",q1 Ez}

{[P , d + b 1,q 1 + {13",q 1 E 1Q [P ,q ] Ex '	 141)"'ql EZ}

= X +11Q (y +6 z),

e, portanto,	 +IIO y) + EQ z — x + IIQ (y + HQ z). De forma andloga, prova-se a

associatividade da	 multiplicacdo de objetos, valendo-se da associatividade da
multiplicacdo intervalar. Para maiores detalhes veja [DIM 96b].*

9.2.6 Proposiedo

Para todo x E HO tern-se que:

i(x + IIo n) = i(n + 110 X) = i(x) ,se e somente se i(n) 0;

i(x X 11Q id) =	 X110 X) = i(x) se e somente se i(id) = 1.

prova:

Prova-se primeiramente (i). Suponha que i(x + 110 n) i(n + fie x) = i(x) e observe

que i(x + 110 n) = i(n + 11Q X) = i(x + q110 n) = i(n+ IIQ x) = i(x). Portanto, para todo

[p,q] E X A [p i ,q'] Ey}

[p',q'] E y [p,q] Ex}
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[p,g] E x e para todo [n i ,n 2 ] E n tem-se que p+ n, � r q+n„ para qualquer r E i(X).

Por outro lado. como para todo [p,g] E x, e valid() que i(x)c[p,g], entdo ocorre que

p � r � q, para qualquer I E i(x). Logo, conclui-se que p+n, � p � q � q+17„ ou seja,

n 1 0 n,. Segue que i(n) = 0.

Por outro lado, observe que se i(I1) = 0, entdo para todo [n i ,n 2 ] e n, é valido que

0 n,. Logo, tern-se que p+ni � p � g � q+n„ para todo [p,q] Ex. Portanto, para

todo [n,,n 2 ] E n e para todo [p,q] Ex,

11

	

{[p,	 + [ n1,	 ]11 2 E IQI[p,q] E x,[n„n 2 ] E n}

=n {[n i ,n 2 ] + [p,g] E IQI[p,q] E x,[n,,n 2 ] E n}

=n{[p,q] E ig[m] E Xj
Q

=n x,Q
ou seja, i(x +110 n) = i(n +11Q x) = i(x) . Conclui-se entdo que

i(x + n) = i(n + 11Q, X) = i(X).

Mostra-se agora (ii). Assim, se i(id) = 1, entäo para todo [id „id 2 ] E id , é valido

	

que id	 1 id,. Tem-se entdo as seguintes possibilidades:

	

(1) se 0	 id, �. 1, entdo

min}id • p,id, • q,id, • p,id, • q} 	 • p

<p

<q

<id, • q

= max{id, • p,id, • q,id, • p,id, • q},

(2) se id, < 0,p < 0, q < 0 para todo [p,q] Ex, entdo

min{id, • p,id • q,id, • p,id 2 • q} = id 2 • p

<p
<q

id, • g

= inax{ict • p,id • q,id, • p,id, • q},

(3) se id, < 0,p < 0, q 0 para todo [p,q] ex, entdo
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min{id, • p,id, • q,id, • p,id, • q} = --(max{ ,g} • max{id,

p

q

rnax{ pl,g} • may { id ,,id ,}

= max{id, • p,id, • q,id, • p,id : . g},

(4) se id, < 0,p 0 para todo [p,q] ex, entao

minlid, • p,id, • g,id 2 • p,id, • gl = id,. q

p

q

id, • q

= max{id, • p,id, • q,id, • p,id, .g}.

Portanto, para todo [id,,id 2 ] E id e para todo [p, q] e x,

n jp,q1x[id,,id2 ] c IQI[p,g] E X, [id,,id2 ] e id}

= n	 IQI[p,q] E X, [ici„ic/2 ] cid}
0

= n {[p,q] E /NM] E X}

= nX'
Q

ou seja, i(x x ì,' 0 id) =	 x)=1(x) . Conclui-se entao que

i(x x Ho id) =	 x 110 x) = i(x) .

Analogamente, mostra-se que se i(x x 11Q id) = i(id x 110 x) = i(x) entao i(id) = 1.

9.3 A Representacao Linear interim de Funceies de Objetos

Nesta secdo aplicam-se os resultados das secOes de 7.3 a 7.7 para mostrar urn
exemplo de determinacao da representacao linear interna na estrutura de informacao de
uma funcao de objetos, mais especificamente a funcdo seno, definida conforme 9.2.1 (ii)

para a estrutura de aplicacao do espaco coerente bi-estruturado (IIQ;E IIQ; E 	 .

Reiser [REI 96a] [REI 97a] [REI 97b] [REI 97c] [REI 97d] introduziu o estudo
sobre a representacdo linear de funcóes undrias definidas para urn espaco coerente
gerado por urn conjunto basic°, corn aplicacOes na representacdo de funcOes elementares
reais, incluindo tambem a funcao seno. Aqui. esses resultados sao estendidos para o

espaco coerente bi-estruturado (IIQ; Z`11"0 ; Z alfo ) obtido pelo processo de construcdo

global.
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Diz-se que F é uma representacdo linear interna de Am para significar que F é urn

conjunto de funcOes da estrutura de informacdo que podem reproduzir o mesmo efeito
da aplicacao de A, a urn objeto qualquer x.

Considere entdo a funcäo seno de objetos, sen 10 :11Q —>IIQ , dada pot

sen u0 (x) =

	

sen w (x)	 se X E qtot(11Q),

	

q sen 110 (x)	 caso contrario,  

conforme 9.2.1 (ii).

A quasi-funcdo q sen a,: II0 --> IIQ , dada por x1—> {ser vo (X) E IQI X Ex} , onde

sen /Q (X) = {sen c (r) E	 E X}	 ê a fungdo seno intervalar, conforme 9.1.1 (ii),

localmente linear (veja secdo 7.5). De fato, basta considerar os subconjuntos:

	

= {a e	 -9o° +18o° i �. a 5_ 90° +180°	 Q ,

Vi eZ ,	 tais	 que	 = Q	 e	 sen Q [Q, ]=[— 1,1] .	 Observa-se	 que

nQi = 9o° + 180 0 iii EZ	 coincide corn os pontos de maximo e minimos da funcao

racional sen Q : Q —> Q, e alem disso, constituem os extremos dos intervalos nos quais

sen Q, e injetora.

9.3.1 A Representacao	 Linear	 Interna da Fungdo Seno pelo	 Espaco Coerente
Associado ao Produto Cartesiano das Subteias

A representacao linear interna da fungdo sen 11Q na estrutura de informacdo EI/1"0

pode ser obtida, por exemplo, no espaco coerente gerado pelo produto cartesiano de

	

(	 (	 \	 \

I:1subteias, 
*
Q = Coh	 ,	 introduzido ern 7.7.

icl

Observa-se	 que	 fungdo racional	 seno, restrita ao	 subconjunto	 Q, ,

sen o. :	 [ — , ] , e injetora por construcdo. A partir dela, define-se a correspondente

fungdo intervalar sen /0 : IQ; —> 1.1) 9 restrita a correspondente subteia (1Q, ,z; 12 ) ,

por:

min {sen o (Oa E X} , max {sen o (a)la E X}

Da mesma forma, a fungdo define-se a fiincao

(
*	 (

sen . : fJ IQ,	 — fI /Q[-1.1],-IQ
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*
que associa cada token X =	 E fl IQ„a sua correspondente imagem

* n
sen . X = sen 1Q,„ (X0 ) , sen IQ, (X1 ) 9 ' • • 5 sen (X,),...) .

•
Considerando-se o espaco coerente HQ

	

,	 define-se

	

r	 *

a	 quasi-funcdo

q sen H*0 II0 -) IIQ onde 11QH1.11 Coh ,	 tal	 que

* 	 © n 	 •
q sen . x) = {sen .	 X	 IX ex E 11Q[-11] Verifica-se que esta funcäo é estavel e

Finalmente a fling -do de objetos senn'o: HQ	 [ -1,1] é definida por:

\
sen . x

HQ \

q^ sen .	 x	 se X E qtot(HQ)
IIO

q sen	 x	 caso contrario,
HQ \ 

( •

onde q sen . x é o fecho indexado de q sen .	 x) .	 Verifica-se	 que

•

HQ

•

HQ

r	 •	 \
q sen semi° vor	 satisfaz as condicOes de estabilidade e linearidade em qtot IIQ

conforme a proposicdo 7.7.2.

Portant°, pelo coroldrio 7.7.3, como a firnedo q sen ric, é localmente linear, o par

(
SEN = qsen . ,q^ seni .

HQ	 IIQ)

corresponde a representacao linear intema da funedo seno de objetos sen HQ .

Seja entäo o conjunto coerente x = 40' ,150	 e HQ, cuja correspondente

imagem pela fungdo de objetos sen HQ em IIQ é o conjunto coerente

sen llo (x) = [0,1]} E IIQ

Pode-se obter uma representacdo para 	 x em IIQ	 dada por

x = {40 ,90 ],[90 ,150`])} e IIQ , onde [0° ,90° u [90' ,150°]= [0 .150 0 ],	 de acordo

corn os intervalos onde a fungdo basica seno é injetiva.

Como x nao é urn objeto quasi-total, a imagem de sua representacdo x em IIQ

pode ser calculada pela primeira componente da representacdo linear interna de sen110,

dada poi-

HQ \	 10

linear, conforme proposicdo 7.7.1.
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q sendo x \ = {(sen,00 ([0 0 ,90 0 1), sen,Q  ([90 ,150' 1))} = {404 [1/2 ,1])} E

corn [0,1] u [1/2 ,1] = [0,1] e sen llo (x) = 1[0,1]} .

Portanto, a acdo da funcao representada sen llo pode ser capturada pela primeira

componente de sua representacdo linear interna SEN.

9.3.2 A Representacdo Linear Intern da Funcão Seno pelo Produto Direto de
Subespacos

	

A representacdo	 linear da funcão interna da fungdo sen llo	na estrutura de

informacdo E Ill"0 pode ser também obtida no espaco coerente gerado pelo produto direto
7	 7 .

de subespacos, IIQ	 Coh	 ,e , introduzido em 7.6.

Considerando-se os mesmo resultados da seeds° 9.3.1, define-se a quasi-funedo

	

(	 r .	 \•.	 .	 .
q sen do: IIQ —> IIQ[_11] '	 onde	 IIQ[ -1 1] = Coh U1Q_ 1,1] , z, ,c ,	 tal	 que

iE/	 .1

	

•	 r •	 •	 •}
q senw• x =	 sen .	 X	 IX ex E ILO[-1,1] Verifica-se que esta funcdo	 estavel e--	 '

	

\,	 1Q\

linear, conforme proposicdo 7.6.1.

Agora a funedo de objetos seni0 :11Q —> IIQ	 , e definida por:

. . n •
/

sen .
IIQ \

)
x

sen .
IIQ

•

x

/ • \

se x E qtot(HQ)

q sen . x caso contrario,

( n	 .	 r.\
onde q sen . x	 é	 o	 fecho	 indexado	 de	 q sen .	 x	 .	 Verifica-se que

HO \	 HO \

• •
q^ sen -=- sen . vor	 satisfaz as condicOes de estabilidade e linearidade em qtot HQ

IIQ ILO

conforme a proposicdo 7.6.2.

Portanto, pelo coroldrio 7.6.3, como a funedo q sen IIQ e localmente linear, o par

/	 •
SEN' = q sen . ,4 sen .

IIQ	 HQ

corresponde a outra representacdo linear interna da funcão servo de objetos sen HQ .
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Seja entdo o	 conjuntos coerente x = {[O° ,150']} EIIQ	 da seed()	 9.3.1. cuja

correspondente imagem pela funedo de objetos sen u em IIQ é o conjunto coerente

sen (x) = J0,11 EIIQ.

Pode-se obter uma representacao para x em IIQ	 dada por

= {(0,[0` ,90 ]),(1.[90 ,150'])}EIIQ,	 onde	 [0 ,90']u [90',150 ]= [0 0 ,150 ].	 de

acordo corn os intervalos onde a funedo basica sen0 é injetiva. Pode-se tambem utilizar a

notacao x = (1[0` ,90 ]1, {[900,154).

Como .v nao é um objeto quasi-total. a imagem de sua representacdo x em IIQ

pode ser calculada pela primeira componente da representacao linear interna de sen u ,

dada por
•N,

qsen iic.	 x = ( q Sen IIQ	,90 1) ),q sen ui ({[90 ,150 ]}))

= ({sen,Q0([0` ,90 - ])}, {senIIQ ([90' ,150' 1)})

= (1[0,1]} , {[1/2 ,1]})

{(0,[0,1]), (1, [1/2 ,1])}

corn [0,1] u [1/2 ,l]= [0,1] e sen llo(x) = {[0,1]}

Portanto, a acdo da funcan representada sen iv pode ser capturada pela primeira

componente de sua representacao linear interna SEN'.

Como	 um	 outro	 exemplo,	 considere	 o	 conjunto	 coerente

x = X,,,X,}= 40° J50'1[30 0 ,210°]} E IIQ, cuja correspondente imagem pela funcdo

de objetos senw em IIQ é o conjunto coerente

sen HQ (X) = {sen IQ (X „), sen Kj (X 1 )} = [0,1]. [— 1 2,1]} EIIQ.

Pode-se obter uma representacdo para x em IIQ	 dada por

= {(0, [0° ,90' ] 0 )41490°,150' LA0430°,901 )41, [90°,180°] 1 ),(2, [180° ,2101)} E

, onde

X0 = [0°,90' ]u [90°,150']= [0',1501

X, = [30° ,90°]u [90°,180°]u [180° ,210°]= [30°,210°],

de acordo corn os intervalos onde a funedo basica sen d é injetiva.
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Como x tido e urn objeto quasi-total, a imagem de sua representacdo x em

pode ser calculada pela primeira componente da representacdo linear interna de senllo,

dada por

.	 (.)
q semi() x

= {(0, ser vo 40' ,90° )), (1, sen,,, ([90° ,150` 1 )),

(0, sett /2, 430' ,90'1 , )), (1, sen iQi 490° ,180` )), (2, sen,Q, 4180' ,210° ))}

= {(0,[0,1],),(1,[1/2,11 ) ),(0,[1/2,11 1 ),(1,[0,1] 1 ),(2,[-1/2,01 1 )} E

corn

[0,11, u [1/2 , ii = [0.1] 0 , [1/2	 u [0,11 u [— 1/2 ,0] , = [— 1/2

e sen llo(x) = {[0,1],[— 1 2,1]} , o que mostra que a acdo da funcao representada senllo

pode ser novamente capturada pela primeira componente de sua representacdo linear
interna SEN'.
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10 Os Eap -Isomorfismos e a Representacao Global de
R e IR

Pelo processo de construcdo global descrito no capitulo 9, obtêm-se o espaco

coerente	 bi-estruturado	 de	 intervalos	 racionais	 (A	 7 I" • aP110 • "— 110 E

	

1 110),	 corn

A llQ = {11Q,p(II0)} conforme o coroldrio 9.2.3.

O objetivo	 deste capitulo	 e	 provar que espaco o	 coerente bi-estruturado

(A nc) ;E in"0 ;zg,' ) e uma representacdo global (definicao 7.2.3) do sistema dos nUmeros

reais R = (A R ; E R )  corn A R = {R, p(R)} , e do sistema dos intervalos reais estendido

IR = (A IR .;	 ), corn	 = {IR` ,p(IR*)} , IR* = IRS {R} e E (<,*,F), onde

é a relacâo de posicdo, * representa o conjunto de operacOes aritmOticas e F é a familia
de funcOes elementares undrias.

Observa-se que as evolucOes do processo de construcao global sdo realizadas de tal
forma que as estruturas dos sistemas representados, R e IR, podem ser recuperadas na

estrutura de aplicacdo do espaco coerente bi-estruturado (All0;E'll"Q;E;).

Neste capitulo serdo estudados os E ap - isomorfismos relativos a estrutura de
aplicacdo considerada. Prova-se que o sistema dos intervalos reais estendido IR e o

subsistema qtot i c dos objetos quasi-totais de (A 110 ; E lri"Q ; E anP2 ) sdo E ap	 isomorfos, isto é

IR Rap qtot i c. Alêm disso, o subsistema tot il a dos objetos totais de	 (A no ;E Ill"o ; Za11P0),

relativamente a sua estrutura de aplicacdo, apresenta-se como um corpo ordenado
completo que pode ser identificado corn o sistema dos nUmeros reais R, isto é,
R Rap tot i c. VersOes preliminares destes resultados foram apresentados e/ou publicadas
em [DIM 96a] [DIM 96b] [DIM 96c] [DIM 96d] [DIM 97a] [DIM 97b] [DIM 97c]
[DIM 97d].

O valor absoluto e a distdncia, assim como os Zap isomorfismos relativos a esses
aspectos, sera) introduzidos nos capitulo 1 1 e 12. A caracterizacdo topolOgica sera
apresentada nos capitulos 16 e 17, assim como os Z ap isomorfismos adequados a essa
caracterizacdo.

10.1 As Propriedades das OperacOes Algebricas e o Eup -Corpo do Subsistema dos
Objetos Totais

Nesta	 secdo	 mostra-se	 que	 o	 subsistema	 dos	 objetos	 totais

Q)'
tot Ilo = (A	 \ • 1 i"	 \ • E aP	 corn A	 E {tot (11Q), p(tot(110}, é um Zap -

rot II	 toq110)'	 rot II	 rot II

corpo (definicao 5.1.6), ou seja, a estrutura de aplicacdo (A rooe) ; E taoPf(110) ) apresenta-se

como um corpo.	 Para isso, as operacOes aritmêticas de objetos sào restritas ao
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subsistema dos objetos totais. Primeiramente mostra-se que estas operacOes sa.o fechadas
neste subsistema:

10.1.1 Proposicdo

Para todo x,y E tot(IIQ),	 y E tot(11Q).

prova:

Suponha x,y E tot(110) e considere a operacdo de adiedo. Entdo pode ocorrer uma

das seguintes situacOes: (i) i(x),i(y) E Q , (ii) i(x),i(y) eQ , (iii) i(x) E Q,i(y) e Q ou

(iv) i(x) Q,i(y) e Q . Considere os resultados das proposicöes 9.2.1 (iii) e 9.1.4 (i).

Supor	 que aconteca a situacdo (1). 	 Entdo, existem	 r, r' E Q tal	 que

x = {[p,q]eigp	 q} e y = {[p',q1E1Q1p'	 r' q'} . Segue que:

x+ IIO y= {[p , q ] + IQ[P', q '] EIQI p �.r q	 p'	 .� q'}

=	 + p',q + q']EiQlp + p' <_r+ r' q + q'}

= {[p",q1 E IQlp"	 q"} E tot(HQ),

para p" = p + p',q" = q + q ' ,r" = r + r' . Conclui-se entdo que

-)c + no Y = x + 141Q Y = x ±qIIQ Y E tot(HQ).

Seja agora (ii). Tem-se que

x +Li y = l[p,q]+1Q[p',q'] E IQ[p,q] Ex A [p',q'] Ey}

= {[p + p',q +	 E IQ[p,q] Ex A [p r ,q'l Ey},

e x + HQ .V =	 y Eqtot(IIQ),	 pela proposicao 3.3.8. Suponha entdo	 que

x + IIQ y tot(IIQ) . Entdo existe z E IIQ , tal que x + ilo y c z	 e z � +IIQ y. Isto

significa que i(z) c i(x + Ho y) = i(x +6	 e	 i(z) i(x + 110, y)	 i(x +;110 y) . Logo,

existe	 E z tal que, para todo [p,q] E X + 110 y , [p,,q x ] E x e [p „, q 3 ] E x, tern-

se	 que	 [p„,q,]c[p,q],J[px+ p y ,q x + q y ].	 Portanto,	 é	 valid°	 que

p, p , p < p,	 q, < q 5_.	 + qy ,	 isto	 e,	 [pz,q,]c i(x + no y)

[p,,q 2 ] � i(x + 112 y). Assim, ocorre que p, < q	 qx +q„ e px + p, p < q,, ou seja,

p, —q, < qx e px	 isto e, [p,—qy ,q,— py ]z[px ,qx ], e, como x é um objeto

total, tern-se que [p,—qy ,q,— py ] E x. Entdo, pode-se calcular

{[(1), — 0+ Py ,(q, — py )+ q,]ElQ [p, —q ,q, —pr] exA[p, ,q,] EY}

c +1,0 y c x+ IIQ y.
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Entretanto, como p3 , q 1 , tern-se que q —py > 0. Fazendo g i —p,=e> 0, tern-se

que:

{[p„. —	 + e] E IQ [p. — 8 — py ,q,	 —	 exn[p„ ,q E Y}	 I'll° g x + 110 y •

Agora, observe que

(
E IQ — E — p„ q, +E — qd E x n [p„q, E .11 j = [p,,q,]

e, portanto, i(x + no y) c [p „T.]. o que é uma contradicdo. Conclui-se entao que

x + Ho .y urn objeto total de HQ. Com um raciocinio analog° ao anterior, conclui-se que

nas situacOes (iii) e (iv) x + /Jo y é um objeto total de Ill(Q). Analogamente prova-se o

resultado para as outras operacOes.

Da proposicao 9.2.5 segue que:

10.1.2 Proposicao

Para todo x,y,z E tot(IIQ) sao validas as seguintes propriedades:

comutatividade: x -F,a, y= y +,o, x, x x10, y= y x,„, x;

associatividade:

+,0 , y)+ tor z = x +,,	 +tor Z), (x X tot y)x,o, z = x x 10 , (y x to , Z).

Considere	 agora	 os	 objetos	 totais	 xo = {[p,g]cIQlp 0 q}	 e

x 1 = {[p',q'] E IQIp' 1 q '} . Tem-se que x0 é o Unico elemento neutro da adicao e

x, é o nnico elemento identidade da multiplicacao em tot(IIQ), isto é:

10.1.3 Proposicao

Para todo x,y tot(IIQ), é valid° que:

+ tot XN = X A, +,„, X = X <=> X A, = X0 ;X 

x x to , x1 =x1 x10, x. x <=> x1 = x .
prova:

Mostra-se primeiramente (i). Seja X E x + tot .X„ . Entao tern-se que X E x +70, xo .

Assim, existe [p,q] E x, corn i(x)c[p,g], e existe [p',q'] ex o , corn p' 0 g', tal que

X=[p+ p', q +	 Tern-se entao que p+ p' � p � q � q+q'. Portanto, é valido que

/	 i(x) c X, e, conseqiientemente, X E X. Logo, conclui-se que x + tot x0 c x .

Raciocinio analog() leva	 a conclusao de que	 x0 + to , x c x . Considere	 agora

X =[p,q] e x , com i(x)[p,q], e seja Y = [p',q4] e x, corn i(x) c [p',g 1], tal que

p	 p' g'	 Entdo,	 é valid° que	 X =[p'+(p— p'),q' +(q —g')]. 	 onde

p — p' 0 q — q', ou seja, [p — p',q —	 E x0 . Portanto. tern-se que X E x + tor xo .
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Logo, conclui-se	 que xcx+,0 , x„ . Raciocinio analog() leva a	 conclusdo de que

x c xo + 10 , x . Portanto, x +,,, xo = xo	x = x.

Por outro	 lado,	 suponha que	 x + 10 , xN = xN + 10 , x = x . Tern-se que

i(x +,0, xN )=i(x N +,o, x) = i(x).	 Pela proposiedo 9.2.6,	 segue	 que i(x iv ) = [0,0] .

Conclui-se entdo que N = [0,0] .

Mostra-se agora (ii). Seja X E	 . Entdo, tem-se que X EX x tgot x i . Assign,

existe	 [p,g] E x,	 corn i(x)c[p,g], e	 existe [p', q'] EX i ,	 corn p' 1	 q', tal que

X = [min{', • p', p • q' , q • p',q • g'},maxLo • p', p • q',q • p',q • ql]. Entdo, é valid° que

min{p • p',p • q',q • p',g • g'} � nlin{p,q} = p

q	 max{p,g} maxlp • p',p • g',g • p',g •

Portanto, tern-se que X [p, g]. i(x) c X , e, conseqUentemente, X E X. Logo, conclui-

se que x x,o, x, c x . Raciocinio	 andlogo	 leva a conclusdo de	 que x 1 x 1„, x c x .

Considere agora X = [p,q] E x, i(x)	 e seja Y= [p',q'] E x, corn i(x) c[p',g'],

tal que p p' g' q. Entdo, é valid() que

r{p	 q	 p	 q	 p	 q	 p	 ql
,X = min p'•—,p'•—,g'•—,g'•— ,max p'•—,p'•—,q'•—,q'•--pl	 14,	 pl	 cif	 pl	 ql	 pl	 ql

Fp	 qi
onde —; 1	 ou seja,	 I e X1 . Portanto, tern-se que X E x x,o, x, . Logo,

-P q
conclui-se que x c x x,o, x, . Raciocinio analog() leva a conclusao de que x c x, x,o, x .

Portanto, x x,o, x, = x, x 10, x = x.

Por outro lado, suponha entdo quc x x,o ,	 x1 x ,Ü1 x

i(x x 1„, x 1 ) =	 x,o, x )= i(x). Pela proposiedo 6.3.17,	 segue que	 i(x l ) = [1,1] .

Conclui-se entdo que I = [1,1] .

Mostra-se agora a existéncia de elementos simetricos e inversiveis. Tem-se quc:

10.1.4 Proposiedo

Para todo x E tot(IIQ), é valido que:

x e simetrizavel: existe urn Unico	 (– x) etot(IIQ). tal que

x + 101 (– x) = (– x) + 1°, x = xo •

se i(x) # 0, entdo x é inversivel: existe um Unico (x) -1 E tot(IIQ), tal que

x x ,01 ( x) I = (x) x to, x = xl •

prova:

Prova-se (i). Desenvolvendo-se 	 x + 10 , (– x) = xo , obtem-se a	 quasi-adicdo

x	 (– x) = {[p+ p' ,q + q'l .10p,g] Ex A [p i ,q'] – x)} , corn

= x. Tern-se entdo que
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i(x + uo (— x)) = i(x + 0 , (— x)) i(x + to , (— x)) = i(x () ) = 0

Logo, conclui-se que para todo [p,q] E x e [p'	 c (-4 , é vdlido que p + p' 0

e q+qi.� 0. Logo, tem-se que p'5_ —p e	 isto é, para cada [p,q] E x e

[p' ,q1E(— x) , existe [— q,—p]e(— x) corn [13 1 ,q']z[—q,—p]. Portanto, tem-se que

(— x) ={[— q,—p] E IQ [p,q] Ex} é elemento simetrico de x. Por outro lado,

(-4+IIQ x = {[p —q,q —p] E IQ[p,q]ex}

{[p" ,q"] e IQ p" 0 q"} = xo,

pois p—q505q—p, e, portanto, (— x) + 10 , x = (—x) -41Q, x = x„.

Ainda, para mostrar a unicidade do elemento simetrico, suponha que exista

.v E tot(11Q), y (— x) , tal que x + 10 , = y + tot	 tern -se= xo . Por 1.1.2 (ii) e 1.1.3 (i) , te-se

(1' + tor x) + 101 (— x) = x o	 (— x) = (— x)	 e	 y + 101 (x +,o, (— x)) = y + to ,	 = y,	 e,

portanto, conclui-se que (— x) = y, o que é uma contradicao. Portanto, o elemento

simetrico é tinico.

Para provar (ii), desenvolve-se x x 10 , (x) -1 = x 1 , obtendo-se a quasi-multiplicacdo

x x ;IQ (4 -1 = l[mina,maxd c IQ[p,q]Ex n [p' ,q'] e	 ,

onde	 = {p • p' ,p • q',q • p',q • q'}, corn

i(x x uQ, (x) 1 ) = (x	 (x) I = i(x x to , (x) 1 ) = i(x) = 1 .

Entdo conclui-se que

min [p p' ,p • q' , q • p' ,q • q'} = p" 1 e max 	 p',p • q',q pi ,q • q'} = q" 1.

Logo. como p,q 0 e considerando-se todas as possibilidades, sempre ocorre que

p'	 e —
1
	 q', isto 6,[p' ,	 [ 1/q , 1/p]. Portanto,

P q

(x) 1 =1[1/q,l/p] E IQ [p	 E xn0e [p,q]}

é elemento inverso de x. Por outro lado, fazendo a ={p•11q,p•11p,q•11q,q•11p},

enta.o

(X) X IIQ x = l[mincc,maxa] E IQ [p,q] Ex}

= {[min{p 1 q ,q1 p,1},mca{p lq ,q1p,1}] EIQ[p,q] Ex}

l [p" ,q1eIdp" 5 1 q"} = xi,

pois min{p 1 q ,q 1 p,1} 5_1 5_ max{p 1 q , q 1 p,1} , e, portanto, (4 -1 x 1o , x = (4 x 11Q x = x 1 .-1	 4
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Ainda,	 para mostrar a unicidadc do elemento	 inverso, suponha que exista

y E tot(IIQ), ,v # (x) 1 , tal	 que x x,o, y = y x („t x = xi . Por 1.1.2 (ii) e 1.1.3 (ii),

desenvolve-se

(y X to , X) X tot (1)-1 = x 101 (x) I = (x) -1 e y X tor (X X tot ( X) -1	 Y X tot xi = Y

e, portanto, (4 -1 = y, o que é uma contradicao. Assim, o elemento inverso é itnico.

Finalmente, mostra-se a distributividade:

10.1.5 Proposicao

A operacao da multiplicacao é distributiva em relacao a adicao, isto é, para todo

x,y,z E tot(IIQ), tem-se que x x, ot (y + 10 ,	 =	 tot .V) +,o1	 1,91	 •

prova:

Observe que

xx;/Q (y+6 z)= x x'LQ {[p' + p",q' +q"]eIQ[p 1 ,q1 EyA[p",q1Ez}

= {[inin0,maxd EIQ [p,q] E x, [p' ,q1e y A [p ", q"]Ez},

onde 0 = {p • (p' + p"),p • (q' + q"),q • (p' + p"),q • (q' + q")} e

(x xnQ .1)) +6 (X xlio = {[minf3,,maxj3 1 ] E ./Q[p,q] Ex A [p' ,q1 Ey}

+IIQ {[min/3 2 ,max13,] E IQ p,q] ex [ p",q1e z}

	= {[mini, + mini, , maxi, + maxi, 	 E IQI

[p,q] Ex,[p',q1 E y A [p",q"] Ez},

onde P = 1p • p',p • q',q • p',q • q r } e	 = pp",p • q",q • p",q • q"} . Como

minP + min P = min 	 • p',p • q',q • p',q • q'} + min} • p",p • q",q • p",q • q"}

minlp • p' + p • p",p • q' + p • q",q • p' + q • p",q • q' + q • q"}

e

maxp + maxP 2 = max{p • p',p • q',q • p',q • q 1 } + maxlp • p", p • q",q • p",q • q"}

max{p • p i + p• p",p • q' + p • q",q • p'+q • p",q • q' +q • q"}

= maxe
entao [Inine,maxdz•[minP, + min/3 2 , max	 + maxPi. Tern-se que

+ 	 ) = 	 q	 )-F q 	xqY no z —	xilo	 \x IIQ Z),

e, portanto, x X to , (y + 10 , z) =	 X tot Y)+,ot (x X tot Z) •

Pelas	 proposicôes	 1.1.2,	 1.1.3,	 1.1.4	 e	 1.1.5,	 conclui-se	 que

(tot(10),+ tot ,x 1o„xo ,x,) constitui urn corpo. A conseqiiëncia imediata das propriedades

apresentadas pelas operacOes algebricas definidas 	 na estrutura de aplicacao
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(A
totOIQ 

;E 	 0ot
P,

10)
,) do	 subsistema	 tOt lio dos objetos totais do espaco coerente bi-t

estruturado de intervalos racionais é que:

10.1.6 Corolario

tot i c é urn lap -corpo.

10.2 As Propriedades da Relacáo de	 Posicâo e o Eup -Corpo Ordenado do
Subsistema dos Objetos Totais

Nesta	 secdo	 mostra-se	 que	 o	 subsistema	 dos	 objetos	 totais

tot 110 = (A	 Iap -Aio , (11Q) ;:"000 ;	 (

	

E ta oP k l1Q ))	
corn	 woo E {tot(110,0(tot(110}, e urn 

corpo ordenado, ou seja, a estrutura de aplicacdo	 (10)) apresenta-se como

urn corpo ordenado.

A relacdo de posicao ono relativa ao subsistema dos objetos totais é dada por

X tot Y <=> x <tot Y OU = y, onde x < to , y <=> 3X Ex,3 Y ey,X‹ Y,� 

e <IQ e a relacão de posicdo definida em 9.1.1 (i) para o conjunto de intervalos racionais
IQ. Segue que:

10.2.1 Proposiedo

é uma relacao de ordem total.

prova:

Da proposiedo 9.2.4 tem-se que 5_,0, é uma relacdo de ordem parcial.

Suponha agora que � ,o, nao seja uma relacdo de ordem total. Entdo existem

x,y E tot(IIQ) tal que	 y e	 x . Portanto, tem-se x	 y e nao existem

[p,q] E x e [p',q1 E y tal que	 q < Q p'	 e q' < p . Isto quer dizer que para todo

[p,q] E x e [p',q'] E y, tern-se que p' q ep q' , ou seja, [p,q]z[p',q']. Conclui-se

entdo que x= y, o que é uma contradicao. Logo, tem-se que .� ,a, é uma relacdo de

ordem total.

Pelo	 corolario	 1.1.6	 e	 a	 proposiedo	 1.2.1,	 conclui-se	 que

(to t(IIQ),+ tot ,x to„xo, x1 95-tot) constitui urn corpo ordenado. A conseqUencia imediata

das propriedades apresentadas pelas operacöes algebricas e a relacäo de posicao

definidas na estrutura de aplicacdo (A 
tot k

,
IIQ)

,;E°P qIIQ),) do subsistema tot i n dos objetosto 

totais do espaco coerente bi-estruturado de intervalos racionais é que:

10.2.2 Coroldrio

tOt lio é um lap -corpo ordenado.
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10.3 0 Zap -Corpo Ordenado Completo do Subsistema dos Objetos Totais

Nesta	 secâo	 mostra-se	 que	 o	 subsistema	 dos	 objetos	 totais

tot „a = (A	 ,; E in	 ,'E', ,)	 corn A 	 E {tot(IIQ), p(tot(10} , é urn Eap -
tot(IIQ)	 totkl1Q/'	 tor k11(2)	 tot kIIQ)

corpo ordenado completo, ou seja, a estrutura de aplicacao (A r000 ;E aoPi(no ) apresenta-

se como urn corpo ordenado completo.

Para isso é necessdrio provar que qualquer subconjunto nao-vazio de objetos totais,
limitado superiormente, possui urn supremo que tambêm é um objeto total. Tern-se entao
o seguinte resultado:

10.3.1 Proposicdo

Seja F	 E tot(IIQ)li	 uma familia nao vazia de objetos totais. Entdo:

se Fe majorada, entdo F tem supremo em tot(IIQ);

se F e minorada, entdo F tem infimo em tot(IIQ).

prova:

Como F é majorada, entdo o conjunto dos majorantes de F pode ser dado por

	

M(F) = {x M E tot(110Vi E I , xi	 xm	 Portanto, para todo i EI e Xm E M(F),

= Xm, ou existe [pi ,q i ] E Xi e existe [pm ,gm ] E Xm tal que [Poqi]<io[Pm,qm]• isto

é, gi < pm . Mostra-se que o supremo de F existe em tot(IIQ) e é dado por

x, = { Lip s 	 E <	 para algum	 e ei el ,[p m,q ,k1 ] E Xm . 

Mostra-se	 que xsup é	 urn conjunto coerente de intervalos racionais. Dados

[p„g m ],[p's ,g'm ]exsup tern-se que existem [pi ,q i ] E Xi	 e	 exm corn

[pi,qi]=[p'm,q;,„] ou pi q i < p', q'm , e existem	 E x, e [p m , Tv ] exm corn

[P:, q:] = [ 10	 m ou p: g: < pm q m , tal que	 p,	 p, e pis	 P . Portanto,

ou	 P, Pi qi <	 e
	

[13:,q:]=[Pm, gm]
	

ou
ps, <	 < < pm < qm

• Logo, tern-se que	 q'm	 e p: qm , ou seja,

[Ps ,qm] [Ps ,g1]

Suponha agora que xsup nao é objeto total. Entdo existe y E IIQ tal que "cup c y e

xsup y. Logo, existe [p,q] E y tal que, para todo [ps ,qm ] exsup , [p,q],z,[p„ gm ]. mas

[p, q]	 xsup . Portanto, para todos i EI, [p i ,q 1 ] E xi ,	 PS d pi ,[p„,,,g m ] e xm e

Xm E M(F), tem-se que [p,q],=, [ps ,qm ]. Tem-se que p 5_qm e	 q, mas, como

[p,q] oxsup , entdo ocorre pelo menos uma das seguintes situagOes: 	 (1) nao existe

x m E M(F) tal que exista [p',q]Exm ou (2) nao existe i E I tal que p � p i e

[poql E xi . Supor que aconteca a situacdo (1). Entdo existe x„ x s < Xm para todo
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Xm E M(F), tal que existe [ps ,q s ] E xs com [p',q] < /o [P,, q ,], ou seja, q < ps . Logo,

[p,g][19,,qm], para qualquer [pm ,qm ] E xM e xm E M(F), o que é uma contradicao.

Supor agora que ocorra a situacdo (2). Entdo existe x im E M(F) tal que existe

exm'	 corn [p m ,q :1,1 ]<	 [p	 ou seja, q < p. Logo, [p,q][p.s.,qmi], para

qualquer ps 5 pi , i el ,	 [pi ,q i ] E xi ,	 o	 que é outra contradicao.	 Conclui-se entdo

[p,q] cx sui, e xsup e objeto total.

Mostra-se agora que xsup é urn majorante de F. Suponha entdo xi E F. Como

tot(IIQ) é totalmente ordenado, entdo (1) existe xi E F tal que x < xi ou (2) para todo

xi E F,	 xi. Supor	 (1). Entdo	 existe x i E F tal que	 existem [pi ,q i ] E X i e

[p , q ,]<lo[P i , q .i ],[p jog i ] E	 corn	 isto e, qi < p Portanto, existe	 E X, tal

que	 ,q,.]< 1Q {p ,,q„], para algum [pm ,qm ] E Xm e [p i ,q i ] E x i . Logo, xi <xsup , ou

seja, xsup é urn majorante de F. Supor agora a situacao (2). Neste caso, 	 majorante de

F e, portanto, x; E M(F). Então, tern-se que

xi ={[p„q
	

[pi ,qi ]c xi ,[p m ,q mi c xi } c xsup.

Alem disso, como xsup é conjunto coerente, entdo dados [p,q]cx,, tern-se que

[p,q],[p„qm,], para todo	 EXsup. Portanto,qM para todo

E x, . Assim, como x; e maximal, conclui-se que [poq] E Xi , ou seja, xsup c xi.

Portanto, xi = xsup . Logo. conclui-se que para todo x, E F,	 xsup, ou seja, neste caso

xsup tambám é urn majorante de F.

	Seja agora x'm E M(F) outro majorante de F tal que	 < xsup . Entao existe

EXmi	 e existe s9 a C XSUp tal que [13 'm,qm' ]< ig,[p s ,q m ]. Logo, tern-se que

, 5_ q m'	 <	 pi , para algum	 E xi . Portanto, existe xi E F, tal que existem

[pi ,q 1 ] E Xi e [p q;1 ] x'm corn [p "t„ ,q mi ]‹ 1Q [p i , q i ]. Tem-se entäo que	 < xi , o

que é uma contradicdo, pois x'm E M(F) é majorante de F. Logo, conclui-se que

xsup	 para todo X im E M(F), isto e, _Tsui, é o menor dos majorantes de F. Portanto,

xsup é o supremo de F em tot(IIQ).

De maneira andloga, utilizando-se as propriedades duais, prova-se (ii).

	

Pelo	 coroldrio	 1.2.2	 e	 a	 proposicdo	 1.3.1,	 conclui-se	 que

(tot(110-,	 to„x ion xo , x l 5 � torconstitui um corpo ordenado completo. A conseqiiencia

imediata das propriedades apresentadas pelas operacOes algábricas e a relacão de posicdo

definidas na estrutura de aplicacdo (A tot(IIQ) ;/', lIQ)
,) do subsistema tot HQ dos objetos

totk 

totais do espaco coerente bi-estruturado de intervalos racionais é que:
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10.3.2 Coro'alio

tOt i n é um Eap -corpo ordenado completo.

10.4 0 E ap -Isomorfismo entre o Subsistema tot dos Objetos Totais e o Sistema R
dos Nfimeros Reais

Observa-se aqui que os axiomas para urn corpo ordenado completo sdo categOricos.
Isto significa que quaisquer dois corpos ordenados completos sdo identicos, exceto
possivelmente pela simbologia adotada. Cada um deles apresenta urn elemento "zero" e
urn elemento "um", e tambem urn conjunto de "niimeros naturais", urn conjunto de
"nUmeros inteiros" e um conjunto de "ndmeros racionais". E possivel estabelecer uma
correspondència biunivoca entre os elementos de dois corpos ordenados completos.
ApOs esta correspondéncia ser estabelecida para todos os "nUmeros racionais". o axioma
da completeza garante a 	 extensdo da	 correspondência para todos os elementos
pertencentes aos dois corpos em questdo. Diz-se assim que quaisquer dois corpos
ordenados sdo isomorfos, ou sào idOnticos a menos de urn isomorfismo. Seja R o
conjunto dos nUmeros reais. Conseqiientemente:

10.4.1 Coroldrio

Existe urn lap -isomorfismo et): R u 60 (R= ap tot(IIQ)u p(tot(TIO, into e,

totlio -ap R.

Agora, apresenta-se-se a definicdo de tal E ap -isomorfismo.

10.4.2 Definie -ao. Conjunto Coerente Ligado

Seja	 IQ o conjunto dos intervalos racionais. Para cada w E R, define-se

x „ = {[p,q] E 1Q113 w q} como o conjunto dos intervalos racionais ligado a w, ou w-

ligado. XQ = {x,. Ir E Q}	 é a familia dos conjuntos ligados a racionais

=	 E (R—Q)} é a familia dos conjuntos ndo ligados a racionais (ligados a algum

ntimero nä° racional).

Considere a fling -do	 R u g (R)	 tot(IIQ)u p(tot(IIQ)), definida por

se w E R,
(13(w) =

ix„., E tot ( IIQ)IW' E	 se w E p(R).

Tem-se que:

10.4.3 Proposicdo

A funedo (I) é bijetora.
prova:
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Tern-se que el é	 bem	 definida,	 pois para todo	 real w é possivel	 obter

Ow) E tot(IIQ), tal que se w E Q entdo	 E X e, em caso contrdrio, se WE(R —0) ,

entdo c(w) E tot(II) — X Q =	 Alêm disso, dados os reais w, e w2 , se 114,	 cl):w2)

entdo (i) existe [p,,q 1 ] E (I)(w1 ) tal quo [p l ,q 1 ] o (I)(w2 ) ou (ii) existe [p2 ,q2 ] E (1(1V2)

tal que [p2 ,q2 ] Ow1 ). Supor que ocorra (i). Entdo tem-se que p 1	ql, e q 1 < w2

ou w, < p l . Logo,	 p,	 qi < w,	 ou	 w2 < p,	 ql, e, portanto, w,	 w,.

Analogamente, supondo a situacao (ii), obtêm-se o mesmo resultado.

Mostra-se agora que (I) é injetora. Sejam entdo w 1 , w, E R tal que	 w,. Se

w1 ,w, EQ, entdo	 w 1 = i(x„ ) � w, = i(x„ , ). Entdo	 somente pode	 ocorrer	 que

w, = i(x „	 < w, = i(x	 ou w, = i(x %,„:2 )<	 = i(x „) . Isto significa que somente pode-

se ter x„, 	 ou x„, 	 x,. e, portanto, (I)(w, )= (I)(w2 ).

Suponha entdo que 14)1 ,	 E (R-0) e w, < w2 . Como Q é denso ern R, existem

Pl9q19P21q2 EQ tal que p 1 < w, < q, p, < w, < q,. Assim, existe [p„q 1 ] E (1)(14.0 tal

que [Th,q 1 ] o (I)(w,) e existe [p2 ,q2 ] E 0(14,2 ) tal que [p2 ,q2 ]	 (I)(w1 ). Portanto, tern-se

que	 # (1)(w2 ). Analogamente mostra-se que se w„ w, E (R—Q) e W2 < w, entdo

(I)(w1 ) # (I)(w2 ). Analogamente prova-se o resultado para w„ w, E p(R). Logo, (I) é

injetora.

Para mostrar que (I) é sobrejetora, suponha agora y E tot(IIQ). Observe que para

todo	 y E XQ ,	 existe	 r E Q,	 corn	 p r q,	 p,q E Q,	 tal	 que

y =	 = x, = {[p , q] E	 p	 r q} . Considere agora ye X. Entdo nä° existe

I EQ tal que para todo [p,g] E y ocorra que p � r � q. Logo, tern-se que

n[P,q] =°
[P,q).,

em IQ, ou seja, i(y) = 0 Entretanto, como R é completo, existe E(R—Q), corn

p < F < q	 para	 todo	 [p,q] E y, tal que y = CD( = XF = l[p,q] E IQ p	 <

Analogamente prova-se o resultado para 14)1 , w, E p(R). Portanto, Cl) é sobrejetora.

Conclui-se assim que (I) é bijetora.

10.4.4 Proposicdo

A fungdo (I) é urn homomorfismo forte de R em totic •
prova:

Considere primeiramente a relacao de posicdo.

	

Se w„ w, EQ e w,	 w2 , entdo w, = i(X„ )	 w, = i(x„,2 ). Isto significa que

somente pode-se ter x,,, � ,„,	 , e, portanto,133(W1) �-rot (1)(w2 ). Da mesma forma, se

(D(0 �_ to , CD(W 2 ) entdo w, � 0 w, .
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Suponha entdo que wi ,w2 E (R—Q) e_< R w2 . Logo w i = w, ou, como Q é

denso em R, existem p,,q,,p2,q,„ EQ tal que p, <w, < q 1 p2 <w, < q 2 . Assim,

(1), w 1 ) = ct(w2 ) ou existe	 [p i ,q,] E (1)(11' i	 e existe	 [p 2 ,q 2 ] E	 w2 )	 tal	 que

[p i ,q i ] < 10 [p 2 ,q 2 ]. Portanto, neste caso, tern-se que (I)(wi) � ,o, (1)(w2).

Considere agora o caso em que w, E Q, w, E (R—Q) e	 w, . Entdo somente

pode ser w, <a w, . Logo existem p,p2 ,q 2 E Q tal que p	 p2 <w, < q 2 . Assim,

existe [p,p 2 ] E	 w i ) e existe [p 2 ,q 2 ] E m , w,) tal que [P,P2] < Jo [P2,q2]• Portanto,

neste	 caso,	 tem-se	 que
	

cD(1v2). Analogamente, 	 prova-se que se

(R—Q),w2 E Q e
	 w, entdo (1)(w1) �_fai (1)(w2).

Inversamente, suponha	 que	 (11:w,),(1))122 ) E XQ 	e (1) (w 1 	 (I)(w2).	 Entdo

cto(wi ) = (I)( w2	 ou	 existem	 [p, ,q 1 ] E (1)(w,)	 e	 [p 2 ,q 2 ] E (1)(W2	 tal	 que

[P1, q 1] < 10 [P2 ,q2]• Logo w i = w, ou p, < u	 < g,	 p 2 < w, < g 2 . Portanto, tem-se

que	 _� R	 .

Se, no entanto, 421)(wi ) E XQ ,(13(w2 ) E Xo e cl)(w i )	 0(4 ,2 ) , entdo somente pode

ser (1)(0 < to , (19(w2 ). Entao existe [p,,q 1 ] E c( w,)	 e existe [p 2 ,q 2 ] E (1(w,) tal que

[191,qi]<IQ[P2,q-2]•	 Logo	 tem-se que	 w, < q i 5 p 2 < w2 ,	 into	 6, 14;1 < a w2.

Analogamente, prova-se que se (I)(w i ) E Xd ,c1)(w2 ) E XQ e (1)(142 1 )5_,,, (1:1 (w	 entdo

< R 
W2 '

Considere agora as operacOes algebricas e sejam wp w, E R. Observe que:

(I)(w i + R	 = X wc,R „ , = {[p,q]e IQ p	 w1 + a w2 <_ q}.

Agora, calcula-se

(11) (w, ) + tot (171(W 2 	 Xw2

= {[P1 5q 1] EIQIP1 5 w1 5- q 1}	 {[P2, q2] E IQ p 2 -5 W2 5 q2}

= {[p l	 P29 q 1 +	 P I + /3 2 5- W1 ± P. W2 5 q 1+ q2}

= l[p,q]EIQlp	 R w2 ql, ondep = p, + p2 ,q = q i + q2

= (1) (W 1 + R	 ).

Analogamente mostra-se o resultado para as outras operacOes aritmeticas.

Considere agora as funcOes undrias e sejam w, E R, f E F. Salienta-se que as

funcOes unarias sdo sempre bem definidas ern tot(IIQ) e, para todo x Etot(IIQ) e f E F,

tern-se quef(x) Etot(IIQ) [REI 97a]. Observe que:

421)(fR (W I )) = X fIt(wi) = {[p q] E	 f R (w 1 )	 q} .
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Tern-se que:

fo , 0)(0) 4THQ (x..1)

= 4fiv ({[PI q E /Q, P I �- w l q l })

{f/Q [P1 qi	 p1	 RI }

{[lnina m axed e IQ mina	 fa (wi ) � maxal

p fa (wi ) q}, ondep = mina,q = maxa

onde a = {f0(01 Pi � r � q1}.

A prova para outros elementos da estrutura é andloga. Conclui-se que a funcdo (1) é
um homomorfismo forte de R em totHQ.

Como (I) é bijetiva, pela proposicdo 1.4.3, segue que:

10.4.5 Corolario

A fungdo (1) é urn lap -isomorfismo de R em tOttio, into 6,

(tot(IIQ),	 E ) „p (R, R . •

10.4.6 Corolario

A estrutura de aplicacdo do subsistema dos objetos totais tot il o pode ser identificada

corn o sistema do dos nnmeros reais R.

Salienta-se que é possivel dizer que tot(IIQ) contem uma cOpia dos racionais. Seja

X 0 = (A A,Q ;Z`x" Q ;EZ ), corn A xQ E {XQ , p(XQ )} , o subsistema de tot li o dos conjuntos

ligados a racionais, e considere a funcao ctio: Q u (Q) ---> X Q u p(X Q ) , definida por

se r E Q,
( ) ()( r) = totOlOri er}	 se r c go(Q).

Observe que (13, c, é a restricdo do lap - isomorfismo (1): R =aptot i n do coroldrio

1.4.5 ao subsistema X(:). Das proposicOes 1.4.3 e	 1.4.4, segue que 0 0 é urn

homomorfismo forte injetor, e é imediato que (I) Q é sobrejetora. Segue que:

10.4.7 Proposicdo

A funcao cl) Q, e um lap -isomorfismo de Q em Xo.
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Seja X 5 = (A x_
Q 

; E `x"_ ; E 
Q

,	 corn	 A x_ c {Xu,v(X5 )} , o	 subsistema dos

conjuntos nao ligados	 a racionais (ligados	 a algum tinnier°	 nao	 racional),

Xo = tot(116— X Q Entdo, corn um raciocinio analog°, pode-se concluir tambern que:

10.4.8 Proposicão

Existe	 um	 Lap -isomorfismo	 (1)07: 	 u p(Q)—>	 onde

0 =R— Q . •

10.4.9 Observacao

0 subconjunto X Q c tot(IIQ) pode denotado simplesmente por Q, e seus elementos

E Q,	 sdo	 identificados	 corn	 os	 elementos	 de	 Q,	 into	 é,

r ==. x r = {[p,q] E	 p 5_ r ql.

Conseqiientemente, os elementos do subconjunto X Q sao identificados corn os

ntimeros irracionais. Como estes elementos de Xu sdo conjuntos de intervalos racionais

nao ligados a racionais, entao diz-se que todo xr E Xu esta ligado a algum irracional

E(R—Q).	 Ent -do,	 para cada r E(R—Q)	 é	 possivel obter urn objeto	 total

x1 = { [p,q] E IQ p < r < q} E Arm	 Por exemplo, observe que nab	 existe nnmero

racional r tal que r 2 = 2. 0 nnmero real r que satisfaz esta tal condicao é portanto urn
numero irracional, representado pelo simbolo 	 , que pode ser identificado corn o total

dado por:

r	 = 4p,q] E IQ(p	 0 v (p > Ong' < 2)) n(q > OAT' > 2)}

	

={[p,q] E 1Q1p <	 <q}

x

Entdo, conhecido urn ntimero real w, pode-se utilizar a notacao x„, E tot(EQ) , corn

x„ = {[p, q] EIQ1p �	 q} , para representar o mesmo ndmero. Assim tem-se que

ITER e x, E tot(IIQ)	 representam o	 mesmo nnmero, assim	 como	 eeR	 e

xe E tot(IIQ) .

10.4.10 Proposicao

Para todo w ER, os conjuntos 	 c X Qlx, < tot x„, le {x; E XQ lx <,„, xr'} sào

cadeias e w = sup{x, E XQ x r <,„, x w	= inf {x; 
e XQ X I, < tot X; }

prova:
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Observa-se que o conjunto {x, E Xo x,. < to, x„,} é limitado superiormente, pois x„

é um majorante de {x, E XQ Y„ < tot X w} • Entretanto {X r E XQ x,. < rot X II' } nao possui

elemento maximo.	 Para	 provar esta	 afirmacdo,	 suponha	 que	 exista

max {xi. E X 0 x„ < to , x„,} = xma, . Entdo para todo x s E{xr E X x,. < tot x„ , x s = xma,

ou existem [p s ,q s ] E X s	 ine	 a jL . max	 max	 E X max	 tal que	 q s < pma,	 q ma, .	 Entdo	 existe

ye0, corn i 0, e existe [p, q] Ex„,, tal que q ma, = q s +y	 e y<p—q 5 . Portanto,

tern-se que

q max	 q s

<qs+(p—qs)

<p

ou	 seja,	 X max < tot x w	 e	 xm„. E {Xr E X e lx, <tot x„, .	 Portant°,	 dado

x s E {xr E XQ xr < to , x„} é sempre possivel obter xma„. e {X, E X o lx,, < to , x„}, tal que

ainda existe	 xm' a„ E{x r E X e lxr <tot x„,} de tal forma que existegmax 	 e

existe [pm q mo^ + J .] e	 resultando em xmax < tot X ax o que é uma contradicdo.

Portanto, {xr E XQ X r < tot Xw} nao possui elemento maxim°.

Considere	 agora	 o	 conjunto	 {x; E XQ lx < tot fr} •	 Tern-se	 que

{x; eXo x„ <tot x;}	 é	 limitado inferiormente,	 pois	 x„	 é	 minorante de

{x;E Xo x„ < to, x;}. Entretanto	 { x ; XQ < tot x;-} nao possui elemento mmnimo.

Para provar esta afirmacao, suponha que exista minlx; E X Q XI, < tot X;	 = xm	 Entdoin

para	 cada	 xs E	 E Xe x„. < to , x;.}, xs = xmit,	 ou existem [p ia ,q's ] E x:	 e

[pmi„,q mid E x mi„ tal que p mt„ � q m,„ < ps . Entdo existe k E Q. corn k � 0, e existe

[p,q]cx„,, tal que pm ,„ = p ia — k e k > p's —q . Portanto, tem-se que

Pmin =	 k

> p;—(p's—q)

>q

ou	 seja,	 x„. <,„, x„,„,e	 xm„, E {X; E X e lx„ < to , x;}	 Portanto,	 dado

xs E {X; E X0 lx„, <tot x;} é sempre possIvel obter x m„, E {x,! E X Q X w <tot X;}, tal que

ainda existe x i„ E	 E X ex„ < tot x;} de tal forma que existe [pm,,,q athlexmt„ e existe

Exmin resultando em xm in < tot xm ,„ , o que é uma contradicao. Portanto,

{x; E XQ x,, < tot x;} nap possui elemento minimo.
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Observe	 agora

xs E {x; E X0 x„ < to , xr' ,	 tern-se	 que	 xs < tot x„, <tot	 Assim

{x; E XQ x„ < tot x,' u {x, é o conjunto dos majorantes de {x, E X0

Como {x, E Xo x r < to , x,,} nao possui elemento maxim°, entdo x„ 	 o	 menor

majorante de {x r E XQ x r < tot xw De fato, se existisse x:„ E tot(IIQ) tal que para todo

X s E	 E Xo	 <tor X,} , Xs

	

�-tot x;, 	 < tot A714'	
entdo xw, pertenceria ao conjunto

Ix, E X0 x ,. < tot XIA'	 do qual seria o elemento maxim°, o que é uma contradicao.

Portanto o supremo de {x r E X0 kr <to, xw} existe e sup{x,. E XQ Xr < tot X„. 	 X II •

Por outro lado, {x r E XQ xr < tot x,,}u {x„	 o conjunto dos minorantes de

E X o lx„ < tot	 Como {x; E Xo lx„, < tot x.; nao possui elemento minimo, entao

x„, é o maior minorante de {x; E Xolx „ < tot *X ; } • Tambem considerando a existéncia de

E { XS' E XQ	 < t x:}, x.” < tot x:

	

ctot01Q) tal que para todo x:	 to	 e x„ <tot

entdo x pertenceria ao conjunto {x; E x,k,, < lot	 } do qual seria o	 elemento

minimo, o que é uma outra contradicdo. Portanto o intimo de {xr' E XQ x 	 < tot xr'}

existe e inf{x; e XQ	 < tot x;} = x„ .

Para mostrar que os conjuntos {x, E XQ Ix, < tot x„, e {x; E X0 k„ < to , X, } sào

cadeias, salienta-se que Xo é um conjunto totalmente ordenado e, portanto, qualquer

subconjunto de XQ é uma cadeia em XQ.

10.4.11	 Proposicdo

Seja it o indice real de urn conjunto coerente definido em 7.2.1. Para todo x EIIQ,
é valid° que:

se x # 0 entdo ir(x)e

x é um objeto total se somente se ir(x)=[r, r ]= r E R .
prova:

A prova de (i) segue da proposicdo 1.4.10, pois para todo w E R,  os conjuntos

{xr E X 0 1x, < x w e {x; E XQ x„, x;} sao cadeias, e sempre é valido que

w = sup{x, E X Q x, < x,	 = inf{x,' E XQ x„. <x;}.

Assim, se x # 0 , entdo sempre é possivel determinar o menor elemento e o maior
elemento do subconjunto de mimeros reais

ir(x)= n{, EIR*Ii(x)	 Y A Yc X,VX Ex} ,

que	 para	 todo	 x, E {X r. E xo lx r < to , x„ }	 e

xr < tot	 } •



157

Portanto, tern-se que ir(x) é urn intervalo real.

Prova-se entdo (ii). Supor que x é um objeto total, mas que ir(x) � [r,r]= I E R .

Entdo ir(x) é urn intervalo real [a,b] corn a � h . Entdo, para todo intervalo racional

[p,q1ex, tem-se que	 e p � b � q. Suponha agora quc a<h. Logo, existem

Q ,com a<r<b, tal que p � a<r<b<q. Portanto, existe [p,r1EIQ, tal quc

[p,r], [p,q], para todo [p,q] E x, mas [p,r] tx , o que é uma contradicdo, pois x é

total. Analogamente, mostra-se contradicdo supondo h < a . Portanto, conclui-se que

ir(x) =[r,r], r ER.

A prova da reciproca é andloga.

10.5 0 Sistema IR dos Intervalos Reais Estendido

Nesta secdo introduz-se a estrutura do sistema IR dos intervalos reais estendido
para quc se possa estabelecer o E'-isomorfismo entre IR e o subsistema qtot ilo dos
objetos quasi-totais.

Seja	 IR = {[a,b]la,b e	 o	 conjunto	 dos	 intervalos	 reais

[a,b] = {w cRla � w_ b} da Matemitica Intervalar introduzida por Moore [MOO 66]

[MOO 79].

0 universo IR . =	 u {R} do sistema IR é uma extensdo de IR. As operacOes
aritmèticas e funcOes na estrutura E m, do sistema IR são entdo definida considcrando a

definicdo das operacOes aritméticas em 	 (veja [MOO 66] [MOO 79] [DIM 89]
[DIM 91). Tern-se que:

10.5.1 Definicdo. Operacdo Aritmatica

Sejam A, B EIR* . A operacdo aritmetica	 E {+,—,x,=} em IR* é definida

como

A*IR. 
= {{a* p, b E Rla EA e E B}

IR•

seA,B # R;

caso contrario,

onde *R é a respectiva operacão nos reais R.

Estas operacOes s'ao uma extensào das operacOes bem definidas de Moore
[MOO 66] [MOO 79] [DIM 89]. E imediato que as operacOes aritmeticas em IR * sdo
tambern bem definidas (veja [DIM 91] [DIM 96a]).

10.5.2 Definicdo. Fungdo Intervalar

A funcdo intervalar	 :IR* -31[R* e definida como

f
{fa (x)	 E X} se X � R,

fm. (X)	 caso contrario,
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ondefk é a respectiva funcão nos reais IR.

A funcdo	 intervalar é uma extensào da funcdo intervalar bem definida	 na
Matematica Intervalar classica [MOO 79] [RAT 84] [ALE 83] [DIM 89]. E imediato
que a funcao intervalar em IR * é tambem bem definida (veja [DIM 91] [DIM 96a]).

Para a relacdo de posicdo optou-se por uma definicdo mais conveniente para o
propOsito deste trabalho do que a introduzida por Moore [MOO 66] [MOO 79]. Tem-se
que:

10.5.3 Definicdo. Relacdo "menor que"

Sejam X, Y E IR. Diz-se que X < :a . Y se somente se X, Y R e r(X) < a /(Y),

onde r(X) é o extremo direito e 1(X) é o extremo esquerdo do intervalo real X, <s é a
relacdo "menor que" em R.

10.5.4 Definicdo. Relacao de Posicdo

Define-se a relacao de posicdo em IR* , denotada por	 , por:

X<IR* Y <=> X < IR* You X = Y,

para todo X, Y E IR* , onde	 é a relacdo "menor que" definida em 10.5.3.

10.5.5 Proposicdo

A relacdo de posicao � m. é uma relacdo de ordem parcial.

prova:

E imediato que	 reflexiva. Para todo X, Y E11R* , se X � :a . Y e Y � 1p.X
entao uma das seguintes situagOes acontece: (a) X < um Y e Y < Lir X ou (b) X= Y.

Supondo que ocorra (a), entao, como R ndo é comparavel pela relacdo < IR . tem-se que

somente pode-se ter X =[p, q] E IR e Y= [r, ERR. Assim, ocorre que q<r e s<p,

o que levaria a q<rs<p, o que é uma contradicdo pois p � q. Portanto somente
pode ocorrer (b), isto é, X= Y, o que prova que � 1R . e antissimetrica. Ainda, para todo

X, Y,Z EIER, se X	 Y e Y	 Z, entao tern-se que X < Ia . Y ou X= Y, e Y	 Z

ou Y = Z. Entdo existem as seguintes alternativas: (a) X <He Y e Y	 Z ou (b)

X=Ye Y	 Z ou (c) X < rit , Y e Y=Z ou (d) X= Y e Y= Z. Nos casos (a), (b) e

(c) tern-se que X < IR . Z ou, quando vale (d), tern-se que X = Z. Conclui-se que

X .� 1 . Z. o que prova que	 é transitive. Conclui-se entao que 5_ 117 , é uma relacdo

de ordem parcial. Observe que< IIR não é uma relacdo de ordem total, pois R nä() é

compardvel, isto é, para todo XEJIJR tern-se que 1111 X e X	 R.
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10.6 0 Eap -Isomorfismo entre o Subsistema qtot in dos Objetos Quasi-Totais e o
Sistema IR dos Intervalos Reais Estendido

Nesta secao mostra-se que o subsistema dos objetos quasi-totais

qtot lio = (A	 ,• / I "	 \ • E aP	 corn	 A	 , , E {qtot(110. 0(gtot(1110} , 	 EaP-
qtotk110'	 qtot	 qtat 01Q )	 otklIQ)

isomorfo ao sistema dos intervalos de reais estendido IR.

Para isso, as operacOes aritméticas de objetos sdo restritas ao subsistema dos
objetos quasi-totais. Segue da prOpria definicdo (veja 9.2.1 (iii)) que estas operacOes sdo

fechadas neste subsistema, isto é, para todo x,y E gtot(IIQ) , x* vot y E qtot(11Q)

A relacdo de posicdo HQ relativa ao subsistema dos objetos quasi-totais é dada por

X qtot Y q X < vat y ou x = y, onde x< gror y <=>	 E x, 3Y E y , X < 10 Y,

e <10 e a relacao de posicdo definida em 9.1.1 (i) para o conjunto de intervalos racionais

IQ. Observa-se que a relacao de posicdo	 uma relacdo de ordem (veja proposicdo
9.2.4), que ndo é total.

Considere agora a funcao qtot(1Q) u p(qtot(110 --> 1[R * u 0(1[R*),

tal que

ir(x)	 se x E qtot0110;
x 1---)

{ir(w) ell:Z*1w ex}	 sex E p(qtot010,

onde ire o indice real definido em 7.2.1.

Tem-se que:

10.6.1 Proposicdo

A funcdo 4 é bijetora.
prova:

E imediato que j é bem definida. Para todo x E qtot(11Q) é possivel detenninar seu

indice ir(x),	 corn ir(x) n{ Y EIR*Ii(x) cYA Yc X ,VX Ex} EIR,	 pois

ir(0) = JR. e, se x � 0, pela proposicao 10.4.11, tern-se que ir(x) ERR . Tern-se ainda

que (13,(x) = R se e somente se x = 0 . Sejam entdo x,y E q to t( I IQ) , corn x,y 0 , e

sejam [a ,b],[c,d] E IR, tal que (I)(x) = ir(x)=[a,b]#[e,d]= ir( y) = (I)(y). Entdo, tern-

se que (i) a � c ou (ii) b	 d . Suponha que aconteca (i) e seja a < c . Entdo, existem

r, r' EQ tal que a <r � c � d r' . Logo, existe [r,r1EIQ tal que [r, r'] e y , mas

[r, r'] ex . Conclui-se que, neste caso, x 	 . Seja agora a < c . Entao existem r, r' E Q

tal que c < r	 . Logo, existe [r,r1EIQ tal que [r,	 ex , mas [r, r'] y.

Portanto, neste caso, conclui-se tambem que x # y . Analogamente, obtêm-se o mesmo

resultado considerando a alternativa (ii).
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Sejam agora x,y E qtot(IIQ), tal	 que	 x y. Se x = 0 ,	 entao para todo

y E qtot(11Q) tal que y	 0 , tem-se que 4)(0) = ir(0) = P.	 ir(y) = (1)(y). Suponha

entao x,y	 0, e sejam ir(x)=[p x ,q x ] e ir(y)=[p,,,q,]. Entdo, tern-se que (i) existe

[a,b],b] E x tal que [a,b] e y ou	 existe [c.c1] Ey tal que [c,c1] x . Supor que ocorra

(i). Como x e y sao quasi-totais, entao somente pode ser que para todo [p,q] E x , tern-se

que (ia) p<c ou (ib) d<q. Supor (ia). Entao, é valid° que px <c � py , donde se

conclui que	 ir(x)=[px,qx]=[p,,,q,]=ir(y), ou seja, 1)(x) � 4)(y).	 Seja entao (ib).

Entao,	 é	 valid°	 que	 qy �_d < q x ,	 donde	 se	 conclui	 que

ir(x)=[p,,q,]=[p,,q,]=ir(y), ou seja, (1)(x) � 4(y). Raciocinio analog° supondo a

situacao (ii) leva a mesma conclusao. Portanto, tem-se que 4) é injetiva.

Por outro lado, para todo Y	 , tern-se que ou (i)	 Y = R ou (ii) Y E IR.

Suponha a situacao (i). Entao, existe 0 eqtot(I10), tal que R= (1)(0) = ir(0)	 Seja

agora a alternativa (ii). Entdo existe x egtot(1Q), corn x = {[poy] e IQ Y c [p,q]} , tal

que Y 1)(x) = ir(x). Portanto, conclui-se que 4) é sobrejetiva.

Analogamente prova-se o resultado para x,y E so(qtot(110. Assim, tern-se que

é bijetiva.

10.6.2 Proposicao

A funedo 4) é urn homomorfismo forte de qtot ilo ern IR.
prova:

Considere primeiramente a relacdo de posicao. Sejam x, y Eqtot(IIQ) e suponha que

x <vor y, i(x) = [a,b] E'ER e i(y)=[c,d] E IR. Tern-se que x	 y se e somente se

existem [p,q] E x, [p ,	 ey tal que q < p' . Entdo tern-se que	 b � q < p' c e,

portanto,	 (1)(x) ir(x) < ER. ir(y) = (1)(y). 	 Por	 outro	 lado,	 suponha	 que

41(x) = ir(x)	 ir(y)= (1)(y). Entao tern-se que	 b < c . Logo,	 existem r,r' e0

b r < r'	 c . Assim, existe [p,r] E x e existe [r', q'] e y tal que r < r' . Conclui-se

que x	 y.

Considere agora as operacOes algebricas e x,y eqtot(11Q). Se x = 0 , entao tern-se
que

	

y) = 4(0) = ir(0) = R = R + m. ir(y) = ir(0) + /R .	 = (1)(0) +IR• 4)(Y)

e

x vor y) = (1)(0) = ir(0) = R = P. X IR . ir(y) = ir(0) x m. ir(y) = (1)( 0 ) x	 (I)(y)

Resultado identico obtern-se supondo v = 0 . Supondo entao x,y � 0 , segue que
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(I)(x + gror	 = ir(x +

-= ir(x +IIQ y)

= ir({[p + p',q + q'] EIQI[p,q] EX A [pi	 EY})

=nlyERRIi(x+L .1) C. /T AY c X,VX  e +11Q y)}

=[a+a',h-EblEIR,p+p'a+a' � b+b' �_q+q'

=[a,1)]-i-nv[a',b1 CM, p � a � b	 A p' a' 5_ b' q'

=NY' I[Rli(x) C Y' n Y' c X ,V X e (x)}

n 1Y" el[Rli(y)c T r A Y" C X,VX G (Y)}

= ir(x) + IR' ir(-v)

= (I)(x)	 (1)(y)

e

`0(x xvo,

= ir(x

= ir(x x 11Q y)

= ir({[mine,maxe] E IQI[p,q] x A [p',g 1 ] E y}), 6= {p • p',p • q',q • p',q • q'}

=n{y EIERli(x	 y)CYAY X ,V X e X 
qIIQ

=[min&,max&] E]IR, 9=fa • a' ,a • b',b • a' ,b • b'Emine min& inax& mine

= [a,b]x 1[R . [a' ,b'] ERR, p � a � b � q	 p' a' 5_ b' q'

=111r Effili(x)c Y' A Y' c X,VX Ex}
R

= ir(x) x	 ir(v)IR*	 -

= (I)(x) x	 (1)(y).

xm. 111 Y" E i(x) c Y" n Y" c X,VX  e

Analogamente most•a-se o resultado para as outras operacOes aritmêticas.

Considere agora as funcOes undrias e seja x Eqtot(IIQ), f E F. Salienta-se que as
funcOes undrias sdo sempre bem definidas em qtot(IIQ) e, para todo x Eqtot(IIQ) e
f E F, tem-se que fix) Eqtot(IIQ) [REI 97a]. Se x = , entdo tem-se que

(1)(fgtot (0)) 	= 4)(0) = ir(0) = R = AR. (R) = AR. (ir(0)) = A R. (4)(0)) .

Suponha entdo x # 0 . Segue que:
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(1)(fgrot(x)) ir(4fiv(x))

= ir(qiv(x))

= ii . ({fIQ [p,q] /vim] ex})

= ir({[mina,maxa] IQI[p,q] ex}), a = {fQ (r) E Qip r q}

=n { 37 E	 i(gf110 (X)) g YnYc X ,V X E (qfllo (4)}

=[minp,maxp] E IR, mina minp maxi3 maxa.,

14)) R	 a	 q,[p,q] E x

= fum ([a ,b]) EIR, p � a � b �_q ,[p , q] Ex

fps , ni	 EIRli(x) C Y' n Y' c X ,V X E(x)}

= fffi . (ir(x))

= fm*(1)(x))

onde 13 = {fa (w) ER p_aw � b � q,[p,q] Ex}.

A prova para outros elementos da estrutura é andloga. Conclui-se que a fungdo (I) é
urn homomorfismo forte de qtot i n em IR.

Como (I) é bijetiva, pela proposicao 10.6.1, segue que:

10.6.3 Corolario

qtot ilo e IR sdo /ap -isomorfos, isto e, (qtot(11Q),E q̀",0„E:tor = ap (IR*, E :R . ).

Observe agora que, como a funcdo (I) é bijetiva (proposicao 10.6.1), entao é possivel

determinar a sua inversa, que é dada por 	 IR u p (IR) —> qtot(IIQ) p(qtot(IIQ)),
tal que

{xw

(1)-1(W)	 {x w, eqrot(HOW' W}

onde xw = {X EIQIW c X} . A restricdo da funcdo

se W EIR,

se W e 0(11R),

ao sistema R dos reais é(!)-1

justamente o E aP-isomorfismo	 R u p(R)- ap tot(1Q)u (tot(IIQ)), estabelecido

na secao 10.4.

Seja agora o conjunto coerente x[a = {[p,q] EIQlp a h q} , denominado de

conjunto ligado ao intervalo racional [a ,h] E IQ , e seja X 10 = (A xiQ E` x" Q ;E	 , corn
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A x E {X12 ,0(X10 )} , o	 subsistema de qt0t 110 dos conjuntos ligados a intervalos
IQ

racionais. Considere a funcdo CD/Q: IQ u Irio (IQ) —+ X IQ U p(X 10 ) , definida por

xy	 se Y e IQ,

CD 1Q(Y)
	

{Xy, E qtot(110IY' c y}	 se Y E p(IQ).

Observe que (1)/0 é a restricao do Epp isomorfismo	 IR	 qtotilo ao subsistema

X 10 . Das proposicOes 10.6.1 e 10.6.2, segue que cD/Q é um homomorfismo forte injetor, e
imediato que Om é sobrejetora. Segue que:

10.6.4 Proposicao

A furled() CD/0 é um Lap -isomorfismo de 10 em X10. •

10.7 A Representacio Global de R e IR

Nesta secao chega-se ao principal resultado deste capitulo, que é a conclusdo de

que o espaco coerente bi-estruturado (A HQ ,Z 111"0 ,E;) é a representacdo global de R e

IR. Do que foi mostrado no capitulo 9 e secOes 10.4 e 10.5, segue que:

10.7.1 Proposicdo

(A , E ǹ"0 ,EZ) é a representacdo global de R e IR.

prova:

Segue do coroldrios 9.2.3, 10.4.5 e 10.6.3.

A figura 10.1 mostra o processo de determinaedo dos rP-isomorfismos da
representaedo global de R e IR.
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Quasi-Totais

ap

IQ

(qtot(IIQ P
qtot 4"' qtot)	 ap
in	 a

(IRs ' E IR")4--
Elgtot
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FIGURA 10.1 - A Representacdo Global de R e IR e os E°P-isomorfismos
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11 A Construcdo de uma Subestrutura de Medidas

Este	 capitulo apresenta	 uma	 subestrutura de medidas elementares para a

representacao global do sistema de runner() reais R= (A R ;	 onde A = {R,p(R)},

e intervalos de reais IR = (A n,,;E m ), onde A l = DR, p(IR)} , obtida pelo processo

de construed° global.

Para isso, procura-se estudar o comportamento dos objetos de forma quantitativa,
desconsiderando uma andlise da qualidade da informacdo por eles representada, ou seja,
observando apenas a sua posiedo relativa pela relacdo de posiedo �I10 definida na

estrutura	 de aplicacdo	 do espaco	 coerente bi-estruturado (A„,9;ri'l'o;Eia/Pc,), corn

A llo = {HQ, 0(110 .

As subestruturas de medidas elementares considerados nesta abordagem [DIM 98]
para os sistemas R dos nUmeros reais e IR dos intervalos reais sac) representadas,

respectivamente, por	 = { dR ,1	 e Mgr = { 16	 ' MAI} , onde da é a distancia

e I IR é o valor absoluto ou modulo usuais definidos em R, e dm é a distáncia intervalar,

I 1:R e o valor absoluto ou modulo intervalar e D IR é o diametro intervalar, cujas
definicOes generalizadas em 	 diferem das adotadas na teoria classica. Para definic6es
classicas de distdncia, valor absoluto e diametro de intervalos veja [MOO 66] [ALE 83]
[RAT 84].

Nesta abordagem, atraves de uma generalizacdo da nocdo de distancia, obtern-se a
definicdo	 de uma furled° distancia generalizada na subestrutura de medidas

{D,,o,d112 d Ito da estrutura de aplicacdo E allPQ do espaco coerente bi-estruturado

(A 110 ;	 IanP0), pelas sucessivas evolucOes do processo de construcdo global, a partir

da definiedo da fulled° distancia basica do na estrutura Eo do sistema basico Q dos
ndmeros racionais.

Por distancia generalizada entende-se uma furled° distancia mais fraca [SIE 52]
[CEC 66], cuja imagem encontra-se em uma estrutura similar a estrutura do seu dominio.
Por exemplo, a distância entre dots conjunto coerentes de intervalos racionais e ainda urn
conjunto coerente, assim como a distancia entre dois intervalos tambem constitui um
intervalo.

Observe que é possivel fornecer uma interpretacdo intuitive para a definiedo
adotada. Assim, como um intervalo pode ser considerado como a incerteza sobre uma
medida ou urn numero real. entdo é intuitivo aceitar que a distancia seja dada por um
intervalo que representa a incerteza a respeito da distal-16a entre dois nUmeros reais
incertos considerados. Raciocinio analog° pode ser feito para fornecer uma interpretaedo
para a distancia entre conjunto coerentes.

Observa-se que definicOes mais fracas de funcOes distancia, que nao satisfazem
alguns dos axiomas usuais de uma métrica, ou ate nenhum deles, ja foram sugeridas
anteriormente em [SW 52] [CEC 66] [SMY 95].
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De maneira similar sdo construidas a funedo didmetro e a funcdo valor absoluto. que
tambem recebem definicOes generalizadas. Para a funedo valor absoluto generalizada

mostra-se tambem a sua representacdo linear interim na estrutura de informaedo I'll"0 .

Considere os conjuntos de intervalos racionais

IQ_ = {[p,q]c1Q1p � 0} c IQ . IQp„, = {[p, q] E IQi p > 0} c IQ

	

IQ = {[p, q] c	 0} c IQ .

	Defina as relacOes de coerencia induzida 	 e	 tal	 que para todo

X, Y E	 , X', Y' E IQ_ , tern-se que X	 Y e se e somente se	 X 7=-,, Q Y,	 e

X'	 Y' se e somente se X' ,-z, Q Y',. Entdo	 e	 sdo subteias

(induzidas) de (IQ,z, <Q ).	 Os espacos coerentes	 e

HQ_	 (Coh(IQ_,z,<Q),c) sào subespacos do espaco coerente IIQ, gerados por 	 e

Q_, respectivamente.

Observe que HQ, é urn subespaco coerente de IIQ. Os objetos quasi-totais de IIQ+
nä°	 são	 quasi-totais	 em	 IIQ.	 Entretanto,	 existe	 uma	 bijecdo

Q: {x Eqtot(IIQ)1x	 xo } ---> qtot(I1Q+ ), dada por	 e xI p	 , cuja inversa

.C2 -1 :qtot(IIQ)—>	 Eqtot(II0x xo } é definida por y	 Iva	
)

I
qt0tkIIQ )

(110 , onde	 	 „ e o

fecho indexado de y no sistema qtotilo.

11.1 DefinicOes Bdsicas

Nesta seed() sdo apresentados algumas definicOes e resultados basicos que serdo
utilizados no estudo das subestruturas de medidas. As provas foram omitidas, mas
podem ser encontras em livros cldssicos de topologia ou em [ACI 92] [SMY 90]
[SIE 52] [CEC 66] [SMY 95].

Procura-se primeiramente generalizar o conceito de funedo distancia de modo que
ela possa ter sua imagem em um conjunto qualquer, ordenado por uma relacdo de
posiedo.

Seja S (As , Es ) um sistema ordenado de 2' ordem, onde A s = {S, p(S)} .

11.1.1	 Definicdo. Funcdo Distância

Uma funcao distância ou uma relacao de valor real [CEC 66] sobre o universo S é
qualquer mapeamento d s :S x S R+.*

11.1.2	 Definiedo. Metrica

Uma metrica no universo S e uma funedo d s :S x S —> R+, que satisfaz as seguintes

propriedades:
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ds (x,y) � 0 e ds(x,y)-= 0 .(=> x = y;

ds (x,y)= ds(y,x);

(iii) ds(x,y) �_ds(x,:)+ds(z,y),

para todo x,y,z ES. Diz-se que S é urn sistema metric() relativamente a ds.

l 1.1.3 Proposicao.

Seja S um sistema metrico relativamente a ds. A topologia induzida por 	 em S é

T2 ou de Hausdorff. Se o sistema S é bi-estruturado, diz-se que a topologia de aplicacäo

induzida por ds em S é T2 ou de Hausdorff. •

Observe que a utilizacao do conjunto dos reais como imagem da funcao distdncia
restringe a utilizacdo deste conceito. A definicdo a se guir permite que a distancia possa

ter imagem em um conjunto V de valores, ordenado por uma relacdo de posicâo

11.1.4 Definicdo. Funcdo Distäncia Generalizada

Seja V -----(A-„E„), com A v = {V,o(V)} um sistema ordenado de 2 a ordem,

onde é um conjunto de valores. Uma funcdo distdncia generalizada sobre o universo S
é qualquer mapeamento ds:S x S -*

As semi-pseudometricas foram introduzidas por Cech [CEC 66] em seu trabalho
sobre espacos de fecho e posteriormente foram estudadas em [SMY 87], [SMY 90],
[SMY 91]. Em [SMY 95], Smyth introduziu uma generalizacdo para os espacos de
fecho de Cech, fornecendo uma definicao mais geral de semi-metrica, urn caso particular
de uma semi-pseudometrica, corn aplicacdo em topologia digital.

1 1.1.5 Definicdo. Semi-Pseudornarica [CEC 66]

Seja ds :S x S --> R-	 uma funcdo distáncia. Diz-se 	 que ds	 e uma semi-

pseudometrica se as seguintes condicOes sdo satisfeitas:

d jx,x) = 0;

ds (x,y), ds(y,x),

para todo x,y €5. Diz-se que S é urn sistema semi-pseudometrico relativamente a ds...

Observa-se que somente a condicdo (i) e necessdria para garantir que o espaco de
vizinhancas induzido por cis seja urn espaco de fecho de Cech [CEC 66].

Uma definicäo mais geral de semi-pseudometrica permite caracterizar fiincOes
distâncias generalizadas definidas em uma estrutura de aplicacdo de sistemas. Introduz-se
entdo, aqui, a nocdo de semi-pseudometrica generalizada.

11 1.6 Definicdo. Semi-Pseudometrica Generalizada

Seja V -= (A y 	corn A d = 0,,T ,o(V)} um sistema ordenado de 2a ordem,

onde na estrutura Ev é definida uma operacdo bindria	 x V -->	 corn elemento
neutro. Seja ds :S x S -+	 a fungdo distancia generalizada definida em 11.1.4. Diz-se

que ds é uma semi-pseudometrica generalizada se as seguintes condicOes sac) satisfeitas:
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ds(x,x)= 0 ,

d,(x, y) = d s(y,x),

para todo .y,y S. onde 0 é qualquer aproximaedo do elemento neutro. Diz-se que S
urn espaco semi-pseudometrico generalizado relativamente a c/E.

11.1.7 Definieao. Norma

Uma norma no universo S e uma funedo 	 :S	 que satisfaz as seguintes

propriedades:

(i )	 0 e Orlls = 0 <> r = 0;

(ii) 11 X 	 =	 .11/11s ;

(iii)	 5111.10s +111.211s

para todo r r1 , t , ES e A ER, onde I	 é a norma euclidiana em R Diz-se que S é

um sistema normado relativamente a 	 .

11.2 A Subestrutura de Medidas Basica MQ

Selo	 Q = (A C); Q ), corn AQ = {Q, p(Q)} o subsistema basic° dos ntimeros

racionais Q. A subestrutura de medidas basica Mo definida na estrutura I Q do sistema

é obtida pela restricdo da subestrutura de medidas M R do sistema R dos ndmeros reais.
Os seguintes resultados sào imediatos:

11.2.1 Proposicao

A operacdo de subsistema aplicada sobre MR determine a subestrutura de medidas

basica Mo = {d0 ,1 0 do sistema 0 dos ndmeros racionais. dada explicitamente por:

funedo modulo ou valor absoluto basica: 11 0 : Q -+ Q__ , tal que

se r	 0,
— r se r < 0;

furled° distância basica: d Q :(Q x Q) —> Q ,_ , tal que	 — 0 .

11.2.2 Proposicao

Sejam
	

I Q a fling -do valor absoluto e do a funcacl distância basicas. Entao:

apresenta as propriedades de uma norma;
) 1

ndo é injetora, mas sua restricOes
Q
 :Q_ —>	 e	 :Q —> Q,_ sac) injetoras;

do apresenta as propriedades de uma mêtrica;
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1[P, q111, = diQ([P,q],[0,0])

q

se 0 v[p,d,

se 0 c [p, q],0, max{p1 c2 ,
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o sistema basic() Q é um sistema metric° e normado relativamente a do e 1 1 '

respectivamente;

a topologia induzida em Q pela metrica do é uma topologia 12 ou de Hausdorff.

11.3 A Subestrutura de Medidas Intervalar MIQ

A primeira etapa do processo de construed° global para R e IR corresponde a uma
[ ]-evoluedo (veja sendo 7.1.2) aplicada ao sistema basic° Q, resultando no sistema dos

intervalos racionais IQ = (A ,o ;	 (veja seed. ° 9.1), onde A IQ = { .10, 0(10)} , sendo

regulada pelo prOprio sistema IQ.

As funeOes de medidas fundamentais, que sao obtidas pelo processo construtivo,
sdo a funedo distância e a funedo modulo. Entdo tem-se que:

11.3.1 Proposiedo

A 	 /Icrevoluedo, aplicada a subestrutura de medidas basica Mo =] do , 1 Q1,
introduzida em 11.2.1, determina as funcOes de medidas intervalares fundamentais, dadas
explicitamente por:
(i) funedo distancia intervalar: di° : I0 x IQ	 IQ, c 10 , tal que

d,Q (X ,Y) = [InitildQ (x,y) EQ1x EXAy E YI,max{de (x,y) G Qlx EXAyedIE IQ ,

que tambem pode ser dada por

d ,Qqp,q],[-,s])

[111111(11)

[0, mar{

}, max{

p-	 - r 0 }]  

Q}1 
p - s Q ,Iq - r se [P, q] n [r ,s] = 0,

se [p,q}n[r,s]# 0;    

(ii) fling -do valor absoluto ou modulo intervalar: 11 ,2 : IQ —>IQ c IQ , tal que

que tambem pode ser dada por

[PA
0, maxk Q ,I g1Q

[P, (I]

se [p,g] E IQ pos,

se 0 c [p,q];

caso contrario.

[Aq IQ

prova:



e

max{d (i v)Q "- EQ1-1-

Q
p —	 — }1
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A prova da primeira parte de (i) e imediata, pois (i) satisfaz as condicOes da
definicao 5.5.3, é bem definida em IQ e completamente determinada pela funcdo

distância em Q. Para provar a segunda parte, considere	 X =[p,q]. Y = [r,.S. ] E IQ e

suponha que XnY=0. Entdo tem-se que ou (a) p �,q<r � s. ou (b)

Considerando (a) tem-se segue que

minld Q (x,y) E Qlx EXAy E Y} = min{c/ Q (x,y) EQipx � q<ry

= d 0(q,r)

= l q —

EXAy EY1 =max Ide(x , y) E Q1px �- q < i• � � }

= d Q(p, ․)

slo.

Considere agora (b). Procedimento analog() mostra que

min{d Q (x,y) E Qix EXAy E	 =	 —sQ

e

max{c12 (x,y) Egx EXAyEY}	 — r 
Q.

Portanto, conclui-se que

d ,Q (X , /1= [min	 —	 — rQ},max{

sempre que X n Y = 0 .

Seja agora	 X n Y # 0 . Logo, existem x E X ,y E Y tal que x = y , ou seja,

d(x,y) Q = 0 . Segue que min{c 1 0 (x,y) E Qlx EXAy E Y} = 0. Alem disso, tem-se que

p s	 e	 r q ,	 e	 como	 p g	 e	 r < s ,	 segue	 que

(12 (p, s)	 —	 — r

seja,

= o d o(P, r) e c12(q,r)=q	 — •s = 0 d Q (q, ․ ). ou

max{dQ (x,y) EQ1.1- EXAyEY} max{dQ(x,y)eQIp<—x<—qnr<y<_s}

max{d e(p,r),4(p, ․),c12(q,r),d2(q, ․ )}

maxId Q(p, ․),c12(q,r)}

max {lp — SI 0_ , I g —1* 0},
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que significa que dlo (X,Y) = 0, max{lp — 0 ,k1 - l_ , sempre que X n Y # 0 .

A prova da primeira parte de (ii) e imediata, segue diretamente de (i), satisfazendo
as condiebes da definiedo 5.5.3. Alem disso, (ii) é bem definida em 10 e completamente
determinada pela funcdo valor absoluto em 0. Para provar a segunda parte, observe que

resultado é imediato para 0 e X . Agora, se X =[p,q] e— , entdo tern-se quepos

IP 0 � k1 Q 
e, portanto, é aid° que

lx1,Q = = mm( p Q
Q},maxl p Q'

=[p,q] = X .       

Em caso contrario, tern-se que p q < 0 e, portanto, q 0	 0 . Logo, segue que

= [p, q] = [min{ PI,,lq 0 1, max(
	

=[—q,—d= —X .

11.3.2 Definiedo. Didmetro Intervalar

A funcdo didmetro intervalar é definida como D10 : JO	 IQ , tal que

X 1—* r1Q (X)— 1,Q (X) , onde r,Q e /IQ são, respectivamente, o extremo superior (direito) e

inferior (esquerdo) de urn intervalo racional.

seguinte resultado é imediato:

11.3.3 Proposiedo

didmetro intervalar pode ser dado comoDlo_ —› IQ , tal que

[p,q]F—* do (p,q)=1p—q 0 , onde do e 110 sdo a distäncia e o modulo basicos

introduzidos em 11.2.1

11.3.4 Definiedo. Subestrutura de Medidas Intervalares

A subestrutura de medidas do sistema intervalar IQ 	 é	 dada por

M1010 = {D 10 ,4 I 10 5 1Q1 onde Lk) é o didmetro intervalar definido em 11.3.2, e d10 e

respectivamente, a distância e o modulo intervalares, introduzidos em 11.3.1.

As proposicOes a seguir relacionam al gumas	 propriedades interessantes
apresentadas pela distância intervalar.

11.3.5 F'roposiedo

Se d1Q (X ,Y) [a,b} E IQ entdo miti{D).0 (X),DIQ (Y)) h .

prova:

Sejam X =1p,q1,Y = [r ,s1 E IQ e suponha X n Y = 0 . Se X <Y , entdo tern-se

que p � q<rs. Logo. é vdlido que DIQ (X)=q-p, D	 =s—r e
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diQ (X, =[r—q,s— p]. Entdo. e imediato que D ,Q (X),D ,Q (Y) <s—p=h. Resultado

analog° e	 obtido considerando-se Y < X Suponha agora	 X n Y # 0 . Se

p � r �_q � s,	 tem-se	 que	 d,Q(X, = [0,s— p]	 e,	 portanto,

DIQ (X),D1Q (Y)<s-p = h. Resultado analog() é obtido considerando-se r � p � s � q.

Agora, se X c Y , entdo ri) � q_s. Segue que d ,o (X ,Y) = 10, marls — p,q — r}], e,

portanto, mai{Die,(X),D,Q (Y)} = q — p � s— p,q—r .� 1) . Resultado analog° é obtido

considerando-se Y c X .

11.3.6 Proposicao

Para todo X,Y E 10 , tem-se que

d ,Q (X ,	 = [0, D ,Q(X)},

d ,Q (X ,	 = 0 se e somente se X E 0;

d,Q (X,	 = 0 se e somente se X =1" e0;

d ,2 (X , v) = d ,Q (  , X)

prova:

Para provar (i), seja X =[p,q] c IQ . Pela proposicao 11.3.1 (ii), segue que

d,Q (X, X) = 0,mcvcfp— q1 Q ) = [0,D IQ (X)]. As provas de (ii) e	 sdo imediatas,

assim como a de (iv), pois, pela proposicão 11.2.2 (iii), 	 é uma metrica e, portanto,

dc,(x,y)= dQ (y,x), para todo X E X,y EY.*

0 resultado a seguir mostra que a distância é mon6tona corn relacdo a inclusdo

11.3.7 Proposicao

	

Para todo X,X% Y, Y' E /0, se X c X' e Y c Y' entdo d,Q (X,	 diQ(X',r).

prova:

	

Sejam X =[p,q], X' =[p'	 = ,s1,Y ' = [r' ,s'i E IQ . Como X c X' e Y Y' ,

entdo p'.� p � q � q' er' � r � s � s'. Portanto, é valid° que

min{ s- — pl Q ,r — q Q } � min{s' —	 — q' Q } � 0

e

max {Is —pI 0 ,- (11 0 } � max{ s' - Q	 ' - qt}

Tem-se entdo as seguintes possibilidades:
(i) se X'	 = 0 , entdo
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d ,o (X,Y)= —	 r — qI Q }, 'nags — p 0, - CI
Q   

mit4s' — p1 0 dr' — q' Q l.max{k' — p'L2   -q' Q X' ,Y'),   

se X' nY' # 0 e X nI = 0 , entdo

d ,o (X , = Lilli 11 S - AUL -

0,I71C1X{S'	 — (11 Q)

se X' n Y' # 0 e X n I � 0, entdo

s — p Q'11'	 0}

d 1Q (X ,

d,Q (X ,Y) =	 — 1)1 0 , ir — cA21

-
c 0,171C1X{S' - 	 —	 = d ,Q (X' ,Y').

Portanto, em qualquer caso, é valid° que d ,o (X,Y)c dlo(X',Yr).*

As proposicaes a	 seguir apresentam	 algumas propriedades interessantes
relacionadas corn o valor absoluto intervalar.

11.3.8 Proposicdo

Para todo X , Y E JO, E R, tern-se que:

XI/o. = X, la • lx1/0;

se IX +1711Q =[a,b],	 = [c,c1] e 1)1,, =	 entäo a � c+e e h � d+f;

(iii) se X nY # 0 então I X vYilQ=IXIIQuIYI,Q.

prova:

Para provar (i), considere X =[p,q] `IO. Como ( IQ e uma norma em 0, tem-se

que I x r1 Q = Ix l a • iri o para todo r E O. Entdo, utilizando a proposicdo 11.3.1 (ii) para

00Xe supondo A 0, segue que

IX )(Lc, =

q] 
IQ

= [min{ X p 
Q' qtmarkA Q , I X 61}Q

=Linin{I a. I . 1	 L • q1 Q },max{lkly., • p

=[12, I R • niii1p1 Q	),	 • inct4pQ

=IX IR -IXI/Q.

Agora, considerando A < 0, tem-se que

lk IQ 1 R

)

q
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Xl,„

X. cA} ,max{ C pl q
IQ 11

= Lmin{X.1	 p 2 ,1X l a •Ici Q },Ina4A,L p10,1X1,

_ 	 mil/ {I n 1	
},X, I	 max{1 1- 1Q'l IQ

IF 
•1X110•

ivQ,1(1 o
Obtëm-se o mesmo resultado para 0 c X de forma andloga.

Prova-se	 agora (ii). Sejam X =[p,q}, = [r ,.c] E 10 . Considerando-se a

proposicdo 11.3.1 (ii), e observando que para todo r, ,r, E 0 é valid° que

+r,	 +11.21Q, pois IQ e uma norma em 0, segue que:

se X, Y E	 entdo

IX +YI,Q [p,q]+[r ,s] 
IQ

[p+r,q+ SIIQ

=[p+r,q+s]

=[p , (1 ]+ [r , s]

= 1 X110 + 11119,

e, portanto, a= p+r=c+e e = g+s=d	 .

X elOp„ e 0 e Y, entao

IX + 	 = [p, cd+ [r, 
s]

IQ

[p + r +
IQ

[p + r +

0,maxtp+rlo,q+ s}

se p >

se p   

Por outro lado,	 1X1,2 = [p,q] e	 1Y1,Q, , [0,max{Ir1 2 ,41 Logo, tem-se que

IX+ Y1 10 =ip,q + mav{1r1 Q , s},.	 Segue	 que,	 ou	 a= p+r <p=c+e,	 ou

a=0<p=c+e,	 e,	 ou	 b=q+s � q+ntax{irlo,s}=d+ f ,	 ou

h= max(lp + r 0 ,q + s} � q + max{lrl o ,s} =d + f .



[P, q ] + [r,s]
[p+•,q+s]

O. max{

IQ

q+

(3) se X E.1Qp„er5_s<0, entdo

175

IX + Y [P,q]4.,s1 10 

+ ' q s

[I) r ,q + s]

0, max{p + r Q

se P > Ho,

sep � Ido A lq

[1q+s Qdp+r10] SC q0<ls10.

Poi- outro lado,	 1 X1/0 = [I) q ]	 e	 Y11 0 = [ 1 s1 ,1 1. 1 0] •	 Logo, tern-se	 que

Y1/0 = [19 +Islo	 ou	 a=p+r<p+ I s lo =c+ e+1 11 0 ] . Segue	 que,	 ou

a = 0 < p +Isl o = c + e ,	 ou a =lq + Q p +14 = c + e (pois q	 e.	 ou

b=q+s<q+Irl o =d+f , ou

b=max{p+r Q
,q + s

Q
max p+	 Q ,q	 Q q	 0—I   	 }<_	 {	 Id	 +1s 1 } < +1r1 =d+ f

ou b = IP +	 � P + 1 1. 10 < + I rlo = d + f

(4) se 0 EX e 0 EY, entdo

IX + YI,Q =

Por outro lado, XI
	

0,max{plo, q	 e I l l/0 = [0, max{Irl o ,1s10}]. Logo, tern-

se que

1 XIIQ _0, max{Ipl 0 , q Q } + max{11.1Q,IslQ}1

0,max{Ipl o +HQ, P1 Q +IslAql,+Irl,dq l o +14}

Segue que a=0=c+e, e

b = max{P +1 0 , 1 q	 so}

max {PI Q	 o ISI Q}

maX {IA 0 + HodP1 0 +ISI Q dqlo +1s1 0 }= d + f
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lx + Yl i, = [Aq ] [r'sto

[p + r,g + s]
10

= [0,max-{p + r1 Q ,g + s 01

[Ig+s 0 ,p+r1 Q ]	 se Isi o < q.

}_	
se Is

Por outro lado, 1 )(1/0 = [q 0,1Plo] e 1 Y /0 = [0,max{11 0 ,1s1 0 }]• Logo, tern-se que

I XI/o 071,0 = [k] 0'11)10	 max {1 110,1s10}] . Segue quc. ou	 a= 0 <	 = c+e, ou

a = a ± s 2 � alo=c+e,e,ou

b = inax{P rIclq s2}

max{IpI Q +H Q, Q +14}

inax{Ipl Q + 0,11)1 Q + 1 512} = Q MaX { 11.1	 Q} = d f

ou bp+r l Q � 1P Q	 Q � 1 P 1 ± MaX {H Q 91S I Q} = d + f

(6)sep � q<0 er � s<0,entdo

[p,g]+[r,s
IQ  

[p + r,g + s]

= [a	 +11Q].

1
Por outro	 lado,	 = [ q Q , P (2 ]	 1YLo =	 ' Ho] Logo, tern-se que

I XI/o +1 11/o =	 0 +15'1 Q "PIO ± Hot Segue	 que a = a ± s I Q alo +14=c+e

b = P + r 0 � P Q	= d	 f

Observe que qualquer outra situacdo possivel pode ser reduzida a alguma das
expostas acima, e, portanto o resultado (ii) e sempre valid°.

Para provar (iii), sejam X =[p,g],Y =[r,s] E IQ . Como X n Y 0 entdo tem-se

que 1).s e r � g.	 Consideram-se as seguintes situacOes: (1) X, Y EIQpos , ou

(2) X ElQpos e 0 E Y, ou (3) 0 EX e 0 E Y, ou (4) 0 EX e Y EIQpc,„ ou (5) 0 EX

e s< 0, ou (6) g< 0 e 0 EY, ou (7) q< 0 e s< 0. Considere primeiramente (1).

Segue que
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uYllo —knin{p,r} ,max{q,s}]

[min{p,r},max{q,s}],

--[p,q]u[r,s]

Seja agora (2). Tern-se que

u Y1/0 =  [1 . ,inax{q,s} IQ 

=[0.max{110,q,s}]

=[p ,q]u[0,max{Irl 0 ,s}]

De forma andloga mostra-se (4). Em (3), é valid° que

L-)	 =I[min{p,r},max{q,s}]
IQ

= [0, max{p1 Q , H Q ,q,s}-

= 0 ,inax{pl e ,q} u[0,max-{11Q,s}]

=IXIIQu

Considere entdo (5). Segue que

lx u 3711,

= 0,max{ p

= I X IIQ u l Yli 0..

De forma andloga mostra-se (6). Seja agora (7). Tem-se que

[min{p,r},max{q,s}]

= minf q 0,1s10},max{P

= [ q	 P du[IslQ,111Q]

= I X ! lo u l Y11. 9

[min{p,r},q]

=[0,max{p

10

dri q}-

(2 ,q}l u [ I S I Q 'HQ]

I X u YI =
IQ

0,H0

o que mostra que em qualquer situacdo o resultado sempre é valid°.
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A proposicdo a seguir mostra a monotonicidade da func -do modulo para a relacdo de

inclusdo.

1 1.3.9 Proposiedo

Para todo X,Y E 10, se X c Y então IXI/Q

prova:

Sejam X =[p,q]. I = [r, s] E ft) Como X c F entdo tern-se que r � p � q � s.

Consideram-se as seguintes situacOes: (i) X,Y E 10p,,, ou (ii) X €10 p„, e 0 E Y, ou

(iii) OEX e OeY, ou (iv) q< 0 e 0 EY , ou (v) q< 0 e s< 0. Considere

primeiramente (i). Segue que 1X1, 2 = X g_ F =1171/Q
	 Em (ii), tem-se que

= X =[p,q]e	 1)110 = [0, max{ r Como	 ocorre	 que

r S 0 < p q s nza4 0 ,1s1 0 }, entäo segue IXI IQ c 1Y1,0 Seja agora (iii). Tem-se

que	 IATI/Q = 0, nicix{p1 0 ,1q Q }_e	 1176 = [ 0 - max {Ir l I s] I]Q l	 (2	 • Como

0 � max{p1 2 ,1q1 2 } � max-{1r1 Q ,Isi c,}, então é valid° que 1X1 10 c 1/1 1(2 . Em (iv), tern-se

que	 1X-1,Q = —X = [— q,—p]	 e	 IY11Q = [0, max{Irl o ,Isi Q }I .	 Segue	 que

0 < —q � —p � —r � rnax{jr1 0 ,1s1 0 }, ou seja, ocorre que IX1,c, c 1371 /Q . Finalmente, se

ocorre (v), entdo é valid° que	 = —X = [— q,—p] e 1371,g, = —Y = [— s,—r] .

imediato que 1X1,2 c IY1 /2 .

Da proposicdo 11.2.2 (ii) se gue que:

11.3.10	 Proposicdo

A fitnedo modulo intervalar 11 1Q : IO —+ 1Q_ nao é injetora, mas suas restricOes

-->	 e^ JQ :IQ -p	 sdo injetoras.

11.4 A Subestrutura de Medidas M!IQ do Espaco Coerente Bi-Estruturado de
intervalos Racionais

A segunda etapa do processo de construe -do global para R e IR corresponde a uma
Coh-evolucdo (veja seek) 7.1.6) aplicada ao sistema intervalar IQ, resultando no sistema

bi-estruturado (A uQ ;1-: 11"Q ,ETQ ) (veja secdo 9.2), corn A 11Q = {H0,0010}, sendo

regulado pelo subsistema qtotHQ dos objetos quasi-totais de IIQ, onde IIQ é o espaco
coerente de intervalos racionais gerado pelo conjunto basico 0 (definicdo 3.4.3).

Entdo tem-se clue:
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11.4.1 Proposicdo

A CoNtorevolucao, aplicada as funcOes de medidas intervalares fundamentals tip ) e
lie introduzidas em 11.3.1, determina as funcOes de medidas de objetos do espaco

coerente bi-estruturado de intervalos racionais (A 112 ;EU"o ;E auP2 ), dadas explicitamente

por:
fungdo distal-16a de objetos: duo : ile T1 HO -4 ITO, tal que

éj(..111Q (x , y)	 se x-,y Egtot(II(2);

qu'll2 (x,y)	 caso contrario,

onde 0112 :110MR) —>I10_ (7_110, tal que	 {d,2(X,	 e /0_1X ExAYEy}

é a quasi-distância de objetos,	 llQ (x ,y) e o fecho de qd 112 (x ,y) relativamente a

qtot i m e 1-1 e o produto direto definido em 3.6.1;

funcdo valor absoluto ou modulo de objetos: 	
IIQ 

:HO -->	 , tal que

Ix-1 11Q = 
(Alto	 sex eqtot(110);

caso contrario,

onde	 I lle :11(2 ---> 11Q, c11(2, tal que x H {1X1 /2 E 10_IX Ex} e o guasi-mOdulo de

objetos e 41x1 IIQ é o fecho de ql.x-6 relativamente a qtotriQ;

sendo qtotHQ+ (A qtot(110 ;Ilqntot(110 ; agPtot(11Q
	 o	 sistema dos	 objetos quasi-totais de

II0_„ onde A voi(IIQ) = {qtot(11(40(qtot(110 ))} .

prova:

Observe que (i) satisfaz as condicOes da definicao 5.5.3 (iii). Salienta-se tambêm

que se [p,q] e x,	 e y, entdo d,o([p,q],[p',q'D EdIIQ(x,y) . Alern disso, tem-se

que div (x,y) E 110, para todo x,y EIIQ. De fato, se x = 0 ou y # 0 o resultado

imediato. Supor então x, y # 0. Para	 todo	 X =[p,,q,j, X ' ,[p;,q;] E x ,

= (p,,q,}, Y' = [p; ,q 2'] E y ,	 tem-se que	 q; Pi � q ,,	 p2 � (12' e	 � (12

Considere primeiramente que X n Y = 0 e X' n Y' = 0. Observe que se X <I' e
X' <Y' entdo tem-se que p, �. q, < p, � q, e p;	 q; < p; � q;. Portanto, é valid°

que d,o (X,Y)= [p, - q,,q, - pl iGIQ- e d,o(X',Y')=[p; - q;,q;- pd E10„. Entdo é

imediato que d ,Q (X ,Y)	 d ,Q (X '	 para todo X,	 x e Y,	 y, pois

p, – q, � q; – p; e p; –q;	 – p,. 0 mesmo resultado é obtido se Y < X e

< X'. Salienta-se que a possibilidade de X <Y e Y' < X' nunca ocorre, porque
neste caso tern-se que q, < p, e q; < p; , o que acarreta em q, < p„ q; < p; . Isto

resultaria em X X' , o que é um absurdo. Da mesma forma as possibilidades Y < X e
X' <Y' nunca é acontece.

d112(x,y)=
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Considere agora X n Y =0 e X'nY' #0, tal que X< Y. Suponha entao que

p	 (I,' 	. Entdo, neste caso, tern-se que d 1Q (X,Y) = [p2 — q,,q 2 — p i ] EIQ, e

d 10 (X', Y') = [0, q;	 pde1Q+. Logo, e imediato que d 1Q (X ,	 z � Q_	 Y') , para

todo	 X, X i E x	 e	 Y, V' E y,	 pois	 0 �_ q 2 — p, e	 p, — q, q; — p; . Agora, se

I"; .5 p;	 q;	 , entao	 d 1.AX ' , Y') = [0, q; — p;]e1Q+, e, tambem é imediato que

d	 ,y)z � c„	 pois 0 �.q 2 — p i	 e p, q 1	 p . Ainda, se

X' c Y' , entao p; p;	 q; 5_	 , e, portanto, d 1Q (X '	 =	 p;]EIQ+. Segue

que (11Q(X,Y),=, � Q	 d 1Q (X',Y9, pois	 0 q 2 — P, e p2 —q,	 q; — p; 5 q; — p r; . Por

outro	 lado,	 se	 Y' c X' ,	 entao	 p; p;	 q; 5_	 ,	 e,	 portanto,

d 1Q (X', Y') = [0,	 pdelQ, Segue que d	 1Q(X',Y'), pois 0 q 2 —

e p 2 — q, 5. q; — p; 5 q; — p; . 0 mesmo resultado 0 obtido se for feita a consideraedo de

Y < X .

	Tambem, de maneira	 andloga	 ao paragrafo anterior,	 prova-se	 o	 resultado
considerando-se X n Y #0 e X' n Y' = 0. Agora. se X n Y #0 e X' n Y' # 0,

entao d 1Q (X,Y)= [0,/ . ]	 e d 1Q (X',Y9= [0,s] elQ+, onde 0	 r,s E Q, e, portanto,

d 10(X , Y) <0±	 para todo X, X'e x e	 Y,	 e y.	 Logo,	 tem-se	 que

qd IIQ (x, y)	 e, portanto, d IIQ (x, 	 E HQ .

	

Agora suponha	 que	 qd HQ (x,y) # qd HQ (x' , y'), para	 ,y' EIIQ. Entao, de

maneira andloga ao que foi mostrado na proposicao 9.2.1 (iii), tem-se que x # x' ou

y # v'.

Conclui-se assim que toda distancia de objetos duo é bem definida em IIQ e
completamente determinada pela distancia intervalar 42. Alêm disso, pela proposicao

3.3.8,	 c/110 é fechada na	 familia dos objetos	 quasi-totais,	 sendo,	 portanto,	 bem

comportada no subsistema qtotllo.

Observe agora que (ii) tambem satisfaz as condicOes da definicao 5.5.3. Salienta-se

que se [p,q]ex , entao [p,q] ro G IXIHQ
	 Alêm disso, tern-se que 1410 e IIQ . De fato, se

x = 0	 o resultado	 e	 imediato.	 Supor entao	 x # 0 .	 Para	 todo

X =[p,q], X' =[p',q1 ex tern-se que p 5_ q' e p'	 q . Podem ocorrer as seguintes

situagOes: ou (i) X, X'IQpos ou 	(ii) X e IQpos	 e	 0 e X' ou	 (iii)	 OEX e

X' e 1Q,a, , ou (iv) O EX e O E X' , ou (v) O EX e q' < 0, ou (vi) q<0 e O E X' , ou

(vii)	 q < 0	 e	 q' < O.	 Considere	 primeiramente	 (i).	 Segue	 que

I XI/Q = X 'z" � Q X ' = I X '110 . 	 Em	 (ii),	 tern-se	 que	 I XI JQ = X = [P,q]

= 0, max {P ' 10 , g '10}_ E1Q+.	 Como	 ocorre	 que	 0 < p q

< p	 q' �- max{ p' colqt}	 entao segue X ,--z, Q+ X' . A situacao (iii) e andloga a (ii).
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Seja	 agora	 (iv).	 Tem-se	 que	
1 1Q L

= 0 max{ 
P Q ' 1 Q}_ 

EIO-

=

que 1XL0 =

p'1 0 , q' 0 }jeI0-. Entdo é imediato que X r=-:, Q  X' . Em (v), tent-se

0,max{p1 2 ,1q1 Q }_eLe_ e	 = -X' = [-	 El()_. Segue que

0, max{

0 < -p' e 0 <	 � -p=pj Q max{IpI Q , cid , ou seja, X 2_, X' . A situacdo (vi) é

analo2a	 a	 (v).	 Finalmente,	 se	 ocorre	 (vii),	 entdo	 é	 valid°	 que

(X1,2 = —X = [— q,—p] E10_ e	 = —X' =	 Portanto, aqui tambem

imediato que X	 X' . Conclui-se entdo que CiX1 11Q E IIOy , e, portanto, IXI HQ E HO .

Agora suponha quey^ uQ ,para xj, ell°. Entdo ocorre uma das seguintes

situacOes: ou (a) existe X e x tal que X E y, ou (b) existe Y E y tal que Y x . Em

qualquer urn dos casos a conclusdo é de que x y .

Conclui-se assim que toda distdncia de objetos (Inc ) é bem definida em 110 e
completamente determinada pela disfância intervalar d,Q . Alem disso, pela proposicdo
3.3.8, d110 é	 fechada na familia	 dos objetos quasi-totais, sendo, portanto,	 bem
comportada no subsistema citotHQ.

Observe que, pela proposicdo 10.4.10, os conjuntos {x,. (x) E XQ 1X E

{x/(x) E XQ IX cw}	 sdo cadeias para a relacdo de posicdo 	 que apresentam,

respectivamente, infimo e supremo. Entdo e possivel definir:

11.4.2 Definicdo. Extremo Superior, Extremo Inferior

Seja w en() e	 x„ {{p,q} E 1(21p	 u q} EXio. 0 extremo superior de w e

definido como

	

inf {x
ri[2(W) = _.<,..	 riQ l x)  E X IQ IX e 1.i}

	
se w � 0,

	

0
	

se w =0,

e o extremo inferior de w é dado por

111Q (w)
sup{xjQ(x) e X/2 1 X e w}	 se w = 0,
eta

0	 se w = 0,

onde ro(X) e 11Q(X) sdo, respectivamente. o extremo superior e inferior de um intervalo
racional X

E imediato que:

11.4.3 Proposicdo

Para todo w elk), tem-se que.
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se i(w) GIO, entdo rue(w) .12( zi )) e Ille (w) = x
/10 (4 w), -

se w etot(110) entdo riv (w) = / ( ill •'HQ "',

11.4.4 Definiedo. Dithnetro do Objetos

A funcdo dial-nen-0 de objetos é definida como D110 :110 —> tot(110), tal que

rlle (w) –,0, luo(w)

onde r11Q e /Ho sao os extremos superior e inferior, respectivamente, definidos em

11.4.2.

Tem-se o seauinte resultado imediato:

11.4.5 Proposicdo

A funcdo didmetro de objetos pode ser dada por DEQ :110 --> tot(110), tal que

inf{xDv(X) EX IX elf},

onde DIQ é o didmetro intervalar definido em 11.3.2.

11.4.6 Definicdo. Subestrutura de Medidas de Objetos

A subestrutura de medidas do espaco coerente bi-estruturado de intervalos

racionais (A 11 ,2 ;1 B"o ;	 ) é dada por MIIQ = Dllo 4 HQ ,1 j no, , onde D110 é o didmetro

de objetos definido em 11.4.4, e dJ1Q e I 1H Q s'ao, respectivamente, a distancia e o modulo
de objetos, introduzidos em 11.4.1.

A proposicdo a seguir relaciona alaumas propriedades interessantes apresentadas
pelo didmetro de objetos

11.4.7 Proposicdo

Para todo w GII0, tern-se que:

se i(w) EIO, entdo D11Q (w) = x Evi(w)),

se w etot(II0) entdo Du (w) = x 0;

(iii) DHQ (0) = 0 .

prova:

Prova-se (i). Pela proposicdo 11.4.3 (i), segue que

Dllo (w) rile (w)– Ine(w)

= X rio(i(w)) – X iv(i(w))

= Xrer(w))--Vi(w))

= X Dic,(0))'
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utilizando o isomorfismo	 v da proposicdo 10.4.4.

Agora, para	 provar (ii)	 observe que se w Etot(II0)	 entdo,	 pela proposicdo

1 I.4.3 (i), tern-se que rllo (w) = /no (w) . Segue que D11Q (w) = rilQ (14')	 111Q 	 = ro

A prova de (iii) e imediata.

11.4.8 Proposicdo

Para todo xEIIO, tern-se que:

Ono (x)) 42 (X) , para todo XEx;

para todo x e tot(110) tern-se que i(D112 (x))= 0 .

prova:

Prova-se	 (i).	 Se	 i(x) = 0,	 entdo	 e	 imediato	 que

i(1)„2 (x)) = 0112 (0)) = 0 �. D,o (X), para todo XEx. Suponha entdo i(x) # 0. Segue

que i(x) =[p,q] E IQ tal que [p,q} c X , para todo X E x Logo, tern-se que

442 (4) = DI2([p,q1)_� 42 (X), para todo Xex.A prova de (iii) é imediata, pois se

x etot(110) então i(x) = 0 ou i(x) =[r,r]= r GO .

Salientam-se as seguintes propriedades da distdncia de objetos:

11.4.9 Proposicdo

Para todo x,y ell0, tern-se que:

se i(x) c x e i(y) E y entdo i(gd12 (x,y)) =	 (x),i(y)) E	 ;

para todo [p,q] E qd112 (x,y) tern-se quep _� 0;

para todo [p,q} E qd,i,(x,x) tem-se quep = 0;

se i(d112 (x,y))# 0, entdo para todo p	 liQ(x,y))	 tern-se que p _� 0 .	 Em

particular, se d„Q (x,y)=	 entdo	 0;

(v) min(i(dliQ (x,x))) = 0 .

prova:

Prova-se (i). Se i(x) E X e 1(y) Ey entdo d ,Q(i(x),i(y)) eqdn2 (x,y). Por outro

lado, para todo X c x , tern-se que i(x) c X , e para todo Y E y, ocorre que i(y) c Y .

Pela proposicdo 11.3.7, segue que d ,Q((x),i(y))c d ig,(X,Y) , para todo X Ex. Yey.

E imediato que	 d ,Q((x),i(y)) E IQ +.

A prova de (ii) e imediata, assim como a de (iii), pois para todo X,Y Ex, é valid°

que X Y, logo, X rm Y # 0 . Portanto, tern-se que d ,Q (X,Y)	 [0,r] , rEO, para todo

X,Y Ex. A prova de (iv) segue de (ii), e (v) é consegancias de (iii).
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11.4.10 Proposicdo

Tem-se que:

(1) i(d32(x,x))=i({{0,D,Q(X)] G /(21X Ex});

(ii) cluo,(x,x) = x ,f

i(p.InQ(x,x)). sempre que DuQ (x) # 0 ;

(iv) se x e tot (HO) entdo cillQ (x, x) = x o .

prova:

Prova-se (i). Pela proposicao 11.3.6 (i), tern-se que	 d,Q (X,X)= [0, DIQ(X)].

Portant°, 6 valido que

(t[O,D,Q(X)] e /01X Ex} CL- {1.11,2(X,Y) E /Q1 X, Y e x} = qd11Q(x,x).

Logo, conclui-se que i(gcluQ (x,x))c i({[0,4Q(X)] e /01X e xl). Por outro lado, para

todo X,Y e x , se [p,q]=cliQ (X,Y) eqdllQ (x,x), então tem-se quep 0. Alem disso, é

valid° que q � min{D,Q,(X),1)	 (Y)) , pela proposicdo 11.3.5. Logo, tern-se que

i({{0,4Q(X)1 e /Q1 X E	 i(qativ(x,x)). Conclui-se entao que

i(duQ (x,x)) = i(winc,(x,x)).= 4{10, D IQ ( X)1 elOIX E x}).

A prova de (ii) e conseqiiência imediata de (i). Prova-se agora (iii). Observe que

i(x) c X , para todo X E x . Isto significa que DIQ (i(x)) � tnin{D,Q (X) EIOIX e x

Logo, para todo X E x , tern-se que [0,011Q (X))] [0, DR2(i(x))]c.	 D,Q (X)}. e,

portanto, [0,i(Dno(x))]c i(gcluQ(x,x)).

Para provar (iv), suponha que x E tot(110), mas i(qcillQ (x,x))#	 lsto significa

que i([0,4Q(X)] E IC2IX E	 # [0,0], pela proposicdo 11.4.10.	 Observe que

i({[O, D 1Q (X)] e IQIX e x}) # 0, pois 0 ei({[O, D1Q (X)] E /(21X ex})	 Alen' disso,

0 = min:i({[0,D,Q(X)] E IOC X ExI)) .	 Logo, podem	 ocorrer	 as	 seguintes

possibilidades:

(a) Existe reQ, tal que /(1[0,4,2(X)] El(21X exl) = [0,/ .] Neste caso, existe X' Ex

tal que 0 < Di2 (X9 = r � D,(X). Portant°, tem-se que X' =[p,p + r] = i(x) .

Conclui-se que x ndo é urn objeto total, pois existe yell°, corn y= xv[p,p], tal que

•
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x c y , mas x y . Segue que x tot(LIQ) . Como isto é uma contradicao, conclui-se

que i(qdric,(x,x))= [0,0].

(b) Existe S c Q , corn 0 como menor elemento de S, tal que

D10 (X)] E IQI X Ex})= S [0,0]. Logo, nap existe o maior elemento de S. Alem

disso, existe pelo menos urn rEQ, corn r > 0, tal que rES. Isto significa que o conjunto

{D,o (X)I X E x nao possui urn menor elemento, mas r < DIQ (X) , para todo XEx.

Logo, existe S' c Q,S' 0, tal que r < D 10 (S') < 1310( X) , para todo XEX. Segue que

S' = i(x) e x etot(1Q). Como isto é uma outra contradicao, conclui-se tambem aqui

que i(qc110 (x,x))= [0,0].

Segue que dno (x, x) = xo

11.4.11 Proposicao

Tern-se que dIv (x,y)= xo se e somente se

(i) i(x) = i(v) EQ e i(x) e x,i(y) E y , ou

x = y e i(x) = i(y)= 0 .

prova:

Suponha que cl.Q (x,y)= x0 , ou seja, i(qd,,Q(x,y))= [0,0], e que i(x) � 0 ou

i(y)# 0, e as seguintes possibilidades:

Se i(x) i(y), entao, para todo XEx e Yey tem-se que, ou X � Y, ou X = Y Q.

Logo, tern-se	 # [0,0], para todo XEX e Yey. Conclui-se que

i(qdno (x,y)) � [0,0], o que é uma contradicao.

se i(x) Q ou i(y) 0Q , entao, para todo XEX e Yey tern-se que X, Y 0Q . Segue

que (IIQ (X , Y) # [0,0], para todo XEx e Ycy, e, portanto, i(qd,,c,(x,y)) � [0,0], o que

outra contradiedo.

(c) i(x) e x ou i(y) y , entao para todo XEx e Yey tern-se que i(x) � X e i(y) � Y.

Isto significa que mesmo que i(x) = i(y) EQ , o que levaria a conclusdo de que

d ,Q(i(x),i(y)) = [0,0], e pode nao acontecer i(qd11Q (x,y))= [0,0], pois, para todo XEx e

Y Ey tern-se que d,Q (X ,Y) � [0,0] . Logo, tern-se que i(qc1110 (x,y)) � [0,0], o que

novamente uma contradicao.

Conclui-se entao que (i) i(x) = i(y) E Q e i(x) ex,i(y) E y , ou (ii)

i(x) = i(y)= 0 .
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Por outro lado, supondo i(x) = i(y)eQ e	 i(x) Gx,i(y) E y , ou, x = y e

1(4= 1(y) = 0, entdo pode acontecer que x = y eto1(110), e, pela proposicdo 1.4.6,

segue que i(qc159 (x,y)) = [0,0] . Entretanto, tambêm é possivel ocorrer x 04110) ou

y 0010) . Neste caso, x y, mas 1 1Q(i(x),i())), [0,0] . Como 1(x) ex,i(y) e y ,

entdo existem X EX e YEy tais que i(x) = X e i(y) = Y, e, portanto, c112 (X,Y)= [0,01 .

Conclui-se que i(qclllo (x,y))= [0,0].

11.4.12 Proposicdo

Tern-se que du, (x, y) = dt,Q(y,x).

prova:

E imediata pois, pela proposicao 11.3.6 (iv), para todo X E X, Y E y,

d,Q,(X,Y)= d,9 ( 7 , X) .

Para o valor absoluto de objetos sdo vdlidas as propriedades:

11.4.13 Proposicão

Para todo x HQ, tem-se que:

i(HtiQ) •

se i(x) e x entdo i(x1 11Q )=-Ii(x)l ic, e 10+;

se i(xL JQ ) # 0, então para todo p Gi(lx6) � 0 tem-se que p 0;

lxi llQ = x, se e somente se x = X0 onde x, E XQ c tot(il0) ;

(v) I Xxluo = I a IR • lxi no , para todo A ER .

prova:

Para provar (i), observe que i(x) c X , para todo X E x . Portanto,

para todo Xex.E imediato que ji(x)
	

i(glxi llQ ) . Segue que i(x)1 1Q ci(lx6).

Prova-se (ii). Se i(x) E x entdo i(x)	 . Por outro lado, como para todo

X ex , tern-se que i(x) c X , entdo tem-se que i(x)I
Q	 Q '

IX! para todo Xcx. E

imediato que i(qixI lle )= i(x)	 ou seja, i(xI llQ ) =Ii(x)1 1.Q E	 . 0 Resultado (iii)rQ

segue de (ii).

Para provar (iv), suponha que q xi llQ = xo . Isto significa que i(q1x1 1Q ), i(xo )= 0 .

Por (i), tem-se que 11(x) IQ c i(qlxi llQ ) =[0,0]. Logo, conclui-se que i(x)1 12 [0,0]. Por
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definicdo, segue que x=x0 . Por outro	 lado, se x = x0 , entdo é imediato que

q xo 
11Q

	 xo .

Prova-se (v). Pela proposicâo 11.3.8 (i), tern-se que para todo X e /0, A ER,

= 1/1 1 . 1 X1 1Q Para x qtot(110) , tem -se que

	

(ix xino =	 E IQIX E x}

	

=	 •1X110 E IOIx E X}

I R • {1X1 /2 EIOIX EX)

1 X• I 	 glAX111(2,

que é o resultado esperado. Suponha agora que x E qini(110) . Segue que

x 111Q = 412‘..

=	 41x1112

=	 IF-,

A proposicdo a seguir mostra que a funcao modulo de objetos é monOtona para a
inclusdo:

11.4.14 Proposicao

Para todo x,y c HO , tern-se que x c y se e somente se 1x1HQ

prova:

Sejam x,y E IIQ tail que x c y. Entdo tern-se que para todo X e x tambem é

valid° que X E y . Logo, para todo 1 X1 12 E q I x 1 IlQ , ocorre que 1)6,, E q y IIQ . Portanto,

tern-se que (ixi no c gyI EQ, , e, portanto, ixi llQ c 142 Analogamente prova-se que se

IYIno entdo x c y.

11.5 A Representacko Linear Interna da Funcäo MOdulo de Objetos

Os resultados das secOes de 7.3 a 7.7 podem ser aplicados para determinar uma
representacäo linear interna na estrutura de informacdo da funcav o modulo de objetos,

definida em 11.4.8 (ii), como IIQ : ILO	 110, tal que

1X1112 =
"ilx1 112 se x E vot(110),

caso contrario,
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onde q L: HQ	 HQ_ c IIQ, tal que x 1—> {1/11 /Q E IQ+ 1 X Ex} , é o quasi-mOdulo de

objetos e	 110	
o fecho de q IIQ relativamente a qtotifo.

11.5.1 Determinando a Representacdo Linear Interna

A representacdo linear interim da fungdo modulo de objetos sera dada aqui pelo
produto direto de subespacos, introduzido em 7.6.

Verifica-se que a fur-0o quasi-mOdulo q	
IIO 

é localmente linear. De fato, observe

que o dominio Q da funcao modulo racional 
Q 

= Q ---> Q+ , definida na estrutura basica,

pode ser dividido em dual panes Q = Q_ v Q_, tais que suas restricOes	 = Q —> Q_

= Q_ -+	 sdo injetoras, conforme a proposicao 1.2.2 (ii). Assim, as funebes

modulo intervalar correspondentes a cada uma das subteias (/Q 	 e (1Q_,--z„)

correspondentes, 	 1 1Q = IQ_ -+ IQ_ e	 = IQ__ --> IQT , säo funcOes	 totais e

injetoras, de acordo corn a proposicao 1.3.9. Portanto, é imediato que as quasi-funceies

de	 objetos	 q	 HQ	 e	 correspondentes aos espacos 	 coerentesIIQ+

HQ_ = (Coh(IQ_,z,<_),c) e HQ+ =(Coh(IQ_	 , respectivamente, sac) continuas,

estaveis e lineares, o que caracteriza a fi-10o quasi-mOdulo como localmente linear.

Considere agora o produto direto dos subespacos 11Q_ =(Coh(IQ__,z,<_),c) e

HQ_ = (Coh(IQ_	 „),c) , dado pelo espaco coerente IIQ (Coh(IQ_ v IQ_ ,4c),

assim como o produto direto HQ_ (Coh(IQ_	 Salienta-se que para todo

= {{ 101 x x_	 1{1} x xi e IIQ,	 pode-se	 utilizar	 a	 notacao

(x_ ,x,	 E 11Q x IIQ_, conforme exposto em 3.6.1.

•	 •
Seja agora a fungdo	

• I
ll.Q :11Q	 , definida por

Kx :x )
se X = (x_ ,x,) E qtot HQ),

caso contrario,

• IIQonde	 é o fecho da quasi-fungdo 	 —> 110 + , dada por

q 1(x	 )I IIQ 
= (qx_ 112 ,q1x_d ri2_) cllb+ .
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Verifica-se que satisfaz as condicOes de estabilidade e linearidade
IIQ
	

IIQ
qtot

. n
em qtot HQ , conforme a proposicao 7.6.2.

Portanto, pelo coroldrio 7.6.3, como a funed° localmente linear, o par

( .
MOD= q IIQ ,q IIQ 1 

é uma representacdo linear interna para a funcdo modulo de

objetos L.

11.5.2 Exemplo

IConsidere	 os	 conjuntos	 coerentes	 x = LL 3,51[0], [— 2,3]}

y = {[— 3,5], [— 6,0], [— 3,1]} . Tem-se que

= 91x1n0	[— 3 ,5] ,Q ,1[0,6] 
IQ ' [— 2 ,3LQ } = {	 [0,6], [0,3]1 E Ha, .

Da mesma forma, calcula-se

IY1 IIQ = g lYIll, = { I[— 3 ,5] 42 ,1[— 6,0] ic„1[— 3,1] IQ } = 1[0,5],[0,6],[0,3]{

	

Q

Observe que	 = f[0,5],[0,6],[0,4 . Verifica-se agora a condicdo deIIQ

estabilidade. Note que x u y E HQ Assim, tern-se que

n _= 3,5]} IIQ 
=	 {[- 3 '5 ]} IIQ{ [- 3,5] IQ } 

= {[0,5]I ,

e, portanto, x n y # Hu,IIQ
110

 o que mostra a na- o estabilidade da funcdo modulo.

Isto acontece porque a fungdo modulo racional nä() é injetora no conjunto basico Q,
conforme a proposiedo 1.2.2 (ii).

Considere agora a representacao linear da funcdo modulo, dada por
.	 .

MOD = q1111*Q,4	 . Do conjunto coerente x obtem-se

= (X_ ,	 3,0L , [0,0] i	2,0]2 }, 40,51) [0,6] i , [0,3] 2 })

onde x =	 u Yi E IQIX, E	 ex+ n i = 0,1,2} . Segue que
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ql:t111.0 = q(x _ , x

=(qx_111Q_,q-ylllQ_)
q{[— 3,0] ) , [0,0], ,[— 2,0], } no ,q 40,51,, [0,6], , [0,3], }

:{1[— 3,0]	 [0 ,0]	 [— 2,0]	 }, {1[ 0 ,5 ]	 , 1[0,6]	 ,1[0,3]

= (40,31, , [0,0], , [0,2], }, 40,51) , [0,6], , [0,3], }).  

Observe que lx1,0 pode ser recuperado a partir de q . , fazendo
110  

1.1.- 1 11Q =	 ivy EIQ IX; eqx_I TIQ_ ,Yi Eq 
X -111Q 

Al =0,1,2/.

Da	 mesma	 forma,	 do	 conjunto	 coerente	 y	 obtêm-se

= (y_,y+)=({[— 3,0]„  , [— 6,0], , [— 3,0], },1[0,5]„ [0,0], , [0,1], }), onde

y = {X, u Y, e /QIX, ey_,Y,Ey+ Ai= 0,1,2} .

Segue que

q1;111.,

=	 _ q	 Q

= qR[ — 3,0] ) , [— 6,0],, [— 3,0], } no qR[0 ,5]„ ,[0	 , [0,1 ],L
= (40,3]„, [0,6], , [0,3]1, {[0,5]„ , [0,0], , [0,1], }).

Salienta-se que lyI nQ pode ser recuperado a partir de gly_,y+) , fazendo
IIO

YL	 E IQ- I Xi Eq

Observe que

VE glYHQ-	 IIQ
Ai= 0,1,2} .

do n q
 5'

=q (x—x-) dQnq(Y-:-Y-tic)

= ({ [0,3], [0,0], [0,2]} n 1[0,3].[0,6]}, {[0,5], [0,6], [0,3]} n f[0,5],[0,0],[0,1]})

= ({[o,3]}, {[o,5]}).

(



x [-5,3]
=q

IIQ
= x,

IIQ	 1[534 = X[05] EX/0

e
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Verifica-se agora a condicao de estabilidade. Note que	 )u (y_,y+ ) E HO .

Assim, tem-se que

xny =(x-,x-)n(y-,y+)

=(x_ n y_,x_ n y+)

= ({[- 3.0], [0,0], [— 2.0]} n {[ - 3,0], [— 6,0]}, 40,5],[0,6],[0,3] n {[O ,5],[0 ,0],[0 .1]}})

= ({[— 3,0]}, 40,510,

e,

5,1d, = q (x_,x+)(-4_,y+)

= q	 {[0,5]}

=	 3/0ll HQ_ ,q {[0,5]}

= ({[°'3]}' {[°'5]})'

que é o resultado esperado devido a

Salienta-se que 
q	 a primeira

e, portanto,
	 • 

IIQ = qLKriQn

•estabilidade de q	 pois	 1 11Q é linear.

componente da representacdo linear interna de fungdo modulo de objetos 1
11Q 

definida

na estrutura de aplicacdo riro , é urn morfismo da categoria LIN definido na estrutura de

in fo I-mac do I '11"0 .

11.5.3 Exemplo

Nesta secdo, denota-se por X ,e c IIQ a familia )171Q 11X1Q -(XIQ ,X10), e

por X,Q c IIQ + a familia X10+ X,Qrt (xio _ IQ)

Seja C2 -1 :qtot(IIQL —> 1.17 Eqtot(I101x x0 }, tal que y1—> .Vivoquo , onde j31,.(110

é o fecho indexado de y no sistema qtot ilQ, a bijecao introduzida na introducdo a este
capitulo.

Considere agora os conjuntos coerentes x [ _5.3] , X[26] E )(IQ . Então, pela proposicdo

11.4.13, é imediato que

[2.611 E,	 41X [2.6]1 no = Xj[2,61 1Q = X [2.6] E X1(2•
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Observe que	 x-[_53]HO
	

x[26] HQ = X[05] n X[26] = x [„ .6] . Verifica-se agora a

condicäo de estabilidade em qtot(IIQ). Salienta-se que x [ _53] u x [261 E IIQ Entdo, segue

que X[-5.3]	 X[2,6] HO X[-5,6] ILO 
= x[0.6] • Portanto, é valido que   

X[-53] n X [2,61

que é o resultado esperado, uma vez que a restricao da funcao

estdvel em qtot(IIQ).

HQ
	 X -5,3] HO 

n X[2.61 HO

HO qtot(IIQ) sempre é

•

Aplica-se agora a representacao linear
	

111Q
	 De x [ _53] e X IQ , obtern-se

(X [_5,0]_ , X[0.3] E XIQ . Logo, tern-se que  

• •

(X[-5,0] 	X[0.3]-   -5,01_ X [0.31. )  [ -5,3
11.0 =qHQ IIQ             

[-5,0]_ 11Q- X [03]+ IIQ+    

= (x [05]÷ , X [03]F ) e X le, CIlQ .

Observe que a partir do argumento Xp53] = (X 501 X[0.3L E X IQ recupera-se

X[-5.3] = {xi u Y E IQI Xt E	 Y E x [0 3L A Ei} =X [5.01.40,3] X [_5,3] E X 10.

Agora, do resultado  

(X[-5,0]_ 'X[0.3], = (x [0,5]+ , X[03], E X IQ_ c 11Q,, ,
IIQ

5.31) 11(2    

calcula-se {X, u Y, E IQ IX. E x[0 5] )7 EY[0.3] nie I} = x [0,5],40,31_ = x[05]+

que permite recuperar

= Q-1(17
[05]

+
 ) = X [0,1_ = X [0,5] E X IQ.

Agora, de X[26] E X10 , obtem-se	 = (X0 , X12 61 ) E X 10 . Logo, tern-se que6]

IIQ

o



L2.6.1 IIQ

HQ-	 )110-(X°- )	 ,4 (X[2.61.

= (X0  ,X[26 ] + ) E X2 c 110..

(X0_ , X[2.61, )
HO

•
(.x„_ , X [2.61+ )
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Observe

(X[2.61) 11Q (X0 ' X[2.61 ) • = 0_ , [2 6i ) E X a	 é sempre possivel recuperar
HO  

XrL26i = {X IJY. EIQIX, E Xo	 E X[261. A i E I} E 17. ,

que a partir do argumento ± [2	 (.61 = X0 , X [261, ) E X10 e do resultado

= C2 1 ({Xi L.) y e IQ_ I X EX Y0+	 EX	 Ai	 =/	 [2,61+ L2.6 j_ = x[,.61 E X IQ

Salienta-se que

x[' 6l IIQ        

(X[-5,0] ,X[0,31_ IfQ n (x0 , x [2,6], ) 
k-5.3]) HQ 110 11Q    

= (X [0,5 1, , X [0,31+ HX0+ , X12.6L )

= (X[ 05
], n x0+ , x1031, fl X[2 6L )

= (x [0,51, ,X[0.6]*).

Portanto, tern-se que

•
(x [ 5,01 x [0,31+ )n (X0_ , X[2,6]+ 

IIQ
(x,i-5,0j_ , X[0.3], ) . n

110
(X0 , X[2,61, )

IIQ  

o que ilustra a linearidade relativa aos quasi-totais da funcão 41

componente da representacdo linear da funcdo modulo I L..
uo 

, que é a segunda



194

12 Mostrando os Isomorfismos entre a Subestrutura
de Medidas de R e IR e a Subestrutura de Medidas
de IIQ

No capitulo 11, pelo processo de construed. ° global, introduziu-se uma subestrutura

de medidas adequada a representacao global do sistema de nrimero reais R = (A R ;E R ) e

intervalos de reais IR = (A m ; E :21 ), onde A R = {R,p(R)} , A /R = {IR, p(IR)} .

No capitulo 10 mostrou-se a existëncia de Z ap -isomorfismos entre o subsistema
totil c? dos objetos totais e o sistema R dos nrimeros reais, assim como entre o subsistema

qtot il o dos objetos quasi-totais e o sistema IR dos intervalos reais, relativamente a

estrutura 1 = {� ,*,F} . 0 objetivo deste capitulo é mostrar que estes isomorfismos

tambem existem para a subestrutura de medidas.

Mostra-se aqui que a funcdo distância definida na subestrutura de medidas Milo da

estrutura de aplicacao E; do espaco coerente bi-estruturado (A 110 ; 0 ,),E 	 onde

A 11Q = {HQ, p(IIQ)} , quando restrita ao subsistema 	 dos	 objetos quasi-totais

qtot li o=(A va02) ; E;o0Q) , E :t om ) , onde A v oto o = {qtot(I1Q), p(qtot(llQ))} , é uma

semi-pseudometrica generalizada que apresenta o significado intuitivo desejado para uma
funcao distancia no sistema dos intervalos reais IR. Alem disso, esta funcao distancia

restrita ao subsistema dos objetos totais tot il o = A	 '; Z `n , , E aP , ,)	 onde
tot 011Q )	 tot(IIQ )'	 tatkIIQ) '

(	 i	 \

11 ,000 = ftot(HQ), p(tot(110)} , coincide exatamente corn a metrica usual definida para

o sistema dos nUmeros reais R. Estes dois fatos caracterizam novamente os E ap -
isomorfismos entre R e IR e sua representacao global.

De maneira similar, prova-se aqui que a furled° 	 valor	 absoluto definida na

subestrutura de medidas Milo da estrutura de aplicacao E; do espaco coerente bi-

estruturado (A HQ'• Ez"BO / HE aPO	 5 quando restrita ao subsistema dos objetos totais tOtIlQ,

coincide exatamente corn a norma Euclidiana definida para o sistema dos nUmeros reais
R. Resultado analog° é obtido para a funedo valor absoluto restrita ao subsistema dos
objetos quasi-totais qtot il o e uma fling -do valor absoluto intervalar adequada definida no
sistema dos intervalos reais IR.

Considere os conjuntos de intervalos racionais IQpos = { [p,q] E IQI p > 0} c IQ,

IQ_ = {[p, q] IQI p 0} c IQ , IQ p„ = {[p,q] E IQI p > 0} c IQ , e os espacos

coerentes IIQ_ _=	 ,Q„),c) e HQ_ =--- (Coh(IQ_,z <Q_),c), gerados por	 e

0_, respectivamente, introduzidos na introducao ao capitulo 11.
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por y F-01 ,,a,(112) onde 5.10,00 é o fecho indexado de _ ► : no sistema qtotao, ambas

introduzidas na introducao ao capitulo 11.

12.1 A Subestrutura de Medidas do Sistema IR dos Intervalos Reais Estendido

Nesta secao introduz-se a subestrutura de medidas do sistema IR dos intervalos
reais estendido, introduzido em 10 5, para que se possa verificar o isomorfismo entre IR

e o subsistema qtot i m dos objetos quasi-totais.

12.1.1 Definicao. Subestrutura de Medidas de IR

A subestrutura de medidas do sistema IR dos intervalos reais estendido é dada por

M.R. = {D d
HI"! 111R1 

onde

diametro intervalar real: D1 _2 .:1[R • —> IR * , tal que

IR
DIR-( x) tr,(x)- R iiR(x)

se X = R,

caso contrario;

dIR- (X ,Y) = r
imma,maxa}	 caso contrario,

onde cc = {d a (x , y) E RIx E X Ay E Y} ;

(iii) funcao valor absoluto ou modulo intervalar real: I L.:IR* ---> IR * , cIR*, tal que

= d m.( X , [0,0])

onde d e IR sao a distancia e o modulo de reais.

De forma andloga a prova da proposicao 11.3.1, é possivel mostrar que a
subestrutura de medidas esta bem definida e que:

12.1.2 Proposicao

0 diametro intervalar real tambem pode ser dado porD1 I1R* -->	 tal que

R	 se X = R,

w2 1 ,	 seX =

onde d e IR sao a distancia e o modulo de reais.

onde riR e lit sao, respectivamente, o extremo superior e o extremo inferior de um
intervalo real;

fimcao distancia intervalar real: d►a.:11R' x IR*	 IR*, c IR . , tal que

‘R	 X =RvY= R,

Dil.(X)=
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12.1.3 Proposicao

A	 distância	 intervalar	 real	 tambem	 pode	 ser	 dada	 por

dua.:1[R * x	 -411R*, c lIR , tal que

IR

X =

[0,17/axe]	

RvY=R,

se X = [iv 1 , w 2 1 n Y = [ Iv ii , w2'] = 0,cI :a . (X , y) = [mine, max-0]

se X = HI , w2 ] n Y = [w,',w21 ] # 0,

onde 0 = { wi — W2' IR ' W, — 1	 • .

12.1.4 Proposicao

0 modulo intervalar real tambem pode ser dado por 11. a.:1R * --- I[R * , cIR*, tal

que

se X = R,

[min { l w ilR dit2 , max{	 a , I w2R }] se 0 X = [w,,w2],

[CP,max{wiAw2IR}]	 se 0 E X = [ W1 ,W2

ou   

[1421,1112]

[°- '"ax { w i I R W2 1R }I

[	 W2

se X = R,

se X -= [it , , w2 ] c IQpos ,

•
se 0 e X = [wl,w2];

caso contrario.  

De forma andloga as provas das proposicOes 1 1.3.6 (i) e (iv), mostra-se que:

12.1.5	 Proposicao

A funedo distancia intervalar real dm.:IRs x	 —> I[R * _ é uma semi-

pseudometrica generalizada (definicao 11.1.6), ou seja, satisfaz as seguintes
propriedades:

(X , X) = 0 ,

dia. (X , =	 X),

para todo X, YE I[R*, onde 0 é R ou qualquer intervalo real contendo zero.

=
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12.1.6 Coroldrio

0 sistema IR dos intervalos reais e urn espaco semi-pseudometrico generalizado

relativamente a sua subestrutura de medidas MiR..

12.2 0 Zap -Isomorfismo entre a Subestrutura de Medidas do Subsistema qtotllo
dos Objetos Quasi-Totais e a Subestrutura de Medidas do Sistema IR dos
Intervalos Reais Estendido

Para mostrar o isomorfismo, a furled() distância, a funcdo valor absoluto e a funcdo

didmetro de IIQ sdo restritas ao subsistema dos objetos quasi-totais. Segue da prOpria
definicdo (veja 11.3.1 e 11.3.2) que estas medidas sdo fechadas neste subsistema, into é:

12.2.1 Proposicdo

Para todo x Eqtot(IIQ), tern-se que: (i) D11Q (x) E qtot(IIQ) , (ii) dllo(x) Eqtot(IIQ),

Eqtot(IIQ).

Considere agora o Epp -isomorfismo ,1):qtot(IIQ)u (o(qtot(110)—> IR * u 0(1[R . ),

tal que

	

{ir(x)	 se x E qtot(I1Q),
x 1->

{ir(w) elIRlw ex}	 se x e p(qtot(110),

introduzido em 10.6, onde it é o indice real definido em 7.2.1. Mostra-se que (1) tambêm
preserva a subestrutura de medidas.

12.2.2 Proposicdo

Para todo x,v Eqtot(IIQ) tem-se que:

440, (x,Y)) = dIR.(4)(x),4Y));

(1)(1xlvoi)=14)(x)IiR.;

(iii) (P(Dvor (x)) =	 (41(4) .

prova:

Para provar (i), suponha x = 0. Entdo tern-se que

4)(dva, (0,y)) = 4(0)

= ir(0)

=R

= dIR . (R,ir(y))

= dIR . (ir(0),ir(y))

=	 (1)(0), dp(y)).
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0 mesmo resultado é obtido supondo y=0. Considere entdo x,y #0 . Segue

que:

(1)(dv„,(x,y))=ir(4cin()(x, y))

= ir(q c (x , y))

= ir{d(X,Y)	 IQI X EX AY e Y}

n {Y EIRli(qcinc(x,y))E YnYc X,VX eqdlljx,y)}

W	 diQ(X,Y),VX Ex,VY EY

=	 (W',W") EIR,W 1 c X,W"c Y, VX E X, VVEY

(
= diR. n{37'	 Y' n Y' c X,VX Ex},

n{Y" El[Rli(x) c V" n Y" C X,VX EX},

= diiim(ir(x),ir(y))

'cliFt.((1)(x),(1)(-1)).

Prova-se agora (ii). Suponha entdo x = 0 . Tem-se que

(1)(101,7,0( )= (1)(0) = ir(0) = R = IRim. = kr(0)1 /R . =10)(0)1:a..

Considere agora x # 0 . Segue que:

(1)(1xlvo, )= i1(4IxlilQ)

= ir(qIxjno)

= irk IQ EIQIX E

= {17 E lali(gI flQ ) C YAYC X, VX E q1-17111Q

= W	 1X112,VX Ex

=	 X,VX Ex

,n{Y' El[Rli(x)c Y' Y' c X, VX ex}

ir(xL.

(1)(xta..

Considere agora (iii) e suponha x =0 . Tern-se que

4)(Dvai(0))=11)(0)=ir(0)= R = D(R) /a . = D(ir(0))!R. = D(4(0)

IR'
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Seja agora x = w # 0 . Segue que:

(1)(Dgtot (w)) ir(Dgiot (w))

irk(' ( w) mot /HQ ( w))

= ir inf xric,(x) E XQ IX E W -- i„, sup xioA,) E Xol X E w1

= ir inf{xD,,(i(x)) E XQ I X E W})

=u ER

= Drn.(W),W c X ,V X E w
= Dua.(ir(w))

= Dffi . (4(W)).

12.2.3 Corolario

A subestrutura de medidas Mvoi do subsistema qtot ilo dos objetos quasi-totais pode
ser identificada corn a subestrutura de medidas MIRE do sistema I R dos intervalos reais

estendido.

12.2.4 Coroldrio

A funcao 40,:qtot(110)ngtot(11Q) --> qtot(1-10) possui as propriedades de urea

semi-pseudometrica generalizada (definicao 11.1.6), into é, satisfaz as seguintes
propriedades:

0 ,

cigtor (x,y)= dgroz(y,x),

para todo x,y Evot(IIQ), onde 0 é qualquer quasi-total tal quc 0 e i( O) .

12.2.5 Coroldrio

0 subsistema qtotHQ é um espaco semi-pseudometrico relativamente a sua
subestrutura de medidas M gtot•

12.3 0 Eap -Isomorfismo entre a Subestrutura de Medidas do Subsistema tot llo dos
Objetos Totais e a Subestrutura de Medidas do Sistema R dos NUmeros Reais

Para mostrar o isomorfismo, a funcdo distância, a funcdo valor absoluto e a fur-10o
didmetro de IIQ sdo restritas ao subsistema dos objetos totais. Primciramente prova-se
que estas funcOes sdo fechadas neste subsistema.

Segue da definicdo 11.4.4 que:

UFRGS

'STITUTO DE INFORMÁT16-



200

12.3.1 Proposicao

Para	 todo	 x Etot(IIQ),	 tem-se	 que	 Dllo (x) = x0 E tot(IIQ) ,	 onde

x0 = {[p,q]EIQlp � 0	 q}

Corn relacdo a distancia, é valid() que:

12.3.2 Proposicdo

Para todo x,y E tot(IIQ), dujx,y) ctot(110 •

prova:

Se x,y E tot(IIQ) entao pode ocorrer uma das seguintes situacOes: (i) x,y E XQ,

(ii) x,y E XQ ; (iii) x E Xo e y E	 ou (iv) x E XQ e y e Xo . Supor que aconteca a

situacdo (i). Entdo existem 1-1 ,1; E Q tais que x= xr ,y = xr E Xo . E imediato que

d110 (x,. 	 = X r2	 E XQ	 tot(IIQ) .rr

Seja agora	 (ii). Observe	 que para	 todo	 x, y E tot(IIQ) tern-se	 que

ciliQ (x,y) E vot(11Q). Suponha entdo que d11Q (x,y)Etot(I1Q). Ent -do existe z e 11Q,

z # d HQ (x,y),	 tal	 que	 d HQ (x,y)c z .	 Isto	 significa	 que

i(z) c i(d llQ (x, y)) = i(pd ,,Q (x , y)) e	 i(z) # i(c 1(x, y)) = i(pd „Q (x , y)) . Logo	 existe

[p,,q,] E Z tal que, para todo [p,q] cd llQ (x,y),	 Ex e [p y ,q 3 ] c y, tern-se que

	

[p_	 C[p,q]C_dip([P,,q,],[Pv,tly])•

Agora as seguintes situacOes podem ocorrer: ou (a) [p,,qx ]n[p y ,qy ] = 0 , corn

(1) [px,q,]<[pv,qi] ou (2)	 ou (b) [p„,qin[p,,q,]# 0 , corn

(1) px p,	 ou (2) p, � p,	 ou (3) [p„,qic[pi,q,], ou (4)

[PY

Considere

g [Px ' qx	 •

a situacao (a) (1). Entdo tem-se que

[P,,qz ]	 [P ,q ] g [Py —q x ,q y — Pd •

Portanto,	 é valido	 que p<p,	 < q	 — p, , isto	 é,

[p z ,q,]c r1Q (x, y))	 e	 [p , q z ] = HQ (x, y)). Assim cone que p, <q q, —p„ e

py —q,	 p<q„ ou	 seja, P x <q ,	 Pz	 e	 p, isto	 é,

[P	 —q 'q e, como	 x	 é	 um	 objeto	 total,	 tern-se	 que

[p -q„q 3 - p,] ex . Entdo, pode-se calcular
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-q.,,q,.-p,],[py,qy])EIg[py-q„qy-p,]Ex [p y ,q .,.] E y} c pd(x, y)

d 112 (x , y).

Logo, fazendo e = {  ,q --F(q ) -p3) ,p0	 Q
, tem-se que 

p.„.],[py,q1EIQI[p,.-q„q„- p,] E X A [p y ,q,.] ey}'

={[mini',maxd E IQI[p }. - q„q - pz ] E X A [p,.,q,] E y} c pda2 (x,y)c dllo(x,y).

Entretanto, como p, < q y , entdo q 1 . — py > 0 . Fazendo q — p, E > 0 , tern-se

que = {1q =	 E 0,1q, +E Pz1 Q }, e, portanto,

y ]) E	 -q,,q,,- pd ex A {p3,q

= {[minamaxdEIOI[p,, -q,,q,. - p c ] exA[py ,q j.] Ey}

={[pz-E1,,Iqz+ g 0 ] e	 + - P.] E X A [p y , q E y}

c pc 1  IIQ (x , y) c c1  IIQ(x,y).

Agora, observe que

A{prq,1
1\

E y	 z],

e, portanto, i(42(x,y))c[p„,q,], o que é uma contradiedo. Conclui-se entdo que

dllo (x,y) E tot(11Q). Analogamente prova-se o resultado para as outras situagOes.

Para o valor absoluto tern-se que:

12.3.3 Proposiedo

Para todo x etot(11Q),IXI HO E tot(HQ).

prova:

Se x E tot(IIQ) entdo pode ocorrer uma das seguintes situacOes: ou (i) x E Xo ou

(ii) x E	 . Supor que	 aconteca a situacdo (i). Entdo existem	 r E Q tal	 que

X = X r E XQ ,	 e,	 pela	 proposiedo	 11.4.13,	 segue	 que

Xr 1110	 4-Kr 111Q = X1rIQ 
E X Q., c tot(11Q).

Seja agora (ii). Suponha entdo que q1x1 1/0 tot(110. Entdo existe z E HQ,

z # q1.11 110 tal que qix1 110 c z . Isto significa que i(z) c i(qlxi nQ ) e i(z) # i(q1A-1.0).Logo
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existe [p,,q,]Ez tal que, para todo [p ]Eqlx1HQ

[13,,q,]=[P,q]C[Px'qi

e [p„,giex, tem-se que

10

Agora as seguintes situacOes podem ocorrer: ou (a) p, > 0 , ou (b) q x. < 0 , ou

(c)	 0 g x . Considere a situacao (a). Entdo tern-se que [p„,q,]c[p,g]c[px,g,].

Portanto,	 é valido	 que 0 < px	p < p, q, <q	 g, ,	 isto	 6, [p.„,q,]ci(glxl 110 ) e

[p,,q]#i(g1410). Assim corre que P: < qz e p,. < q, , isto e,^Px e,

como x	 é urn	 objeto total,	 tern-se que [p,,q,] E x . Isto significa	 que

[P,,q, ]	 =[P-,q -] E (11X1n0 pois
IQ	

p, > 0. Portanto, tern-se i (g 1 .1 1110	 [P: lq :1 • o que a

uma contradicao.

Seja agora (b). Entdo tem-se que [p„gdc[p,g]c[— g„,—p x ]. Portanto, é valido

que 0 < —q x P < pz	<q —p„, isto e, [p„gdc i(glxI llQ ) e [p,,q,]# 4.1-111(2).

Assim cone que	 <gz e	 ou seja, —g, <g, e	 px <—p„ isto é,

[— q,,—p,	 e, como x é urn objeto total, tern-se que 	 g„,—p,] ex. Isto

significa	 que	 [— q,,—p, J 12 = [p„,q,] E qlx1 11Q , pois	 — p., < 0 .	 Portanto,	 tern-se

i(glxl ilo )c[p,,g,], o que é outra contradicao.

Finalmente	 considere	 a	 situacdo	 (c).	 Entdo	 tern-se	 que

[p,,g,]c[p,g]c	 0,inax{p,clq x1Q}1= [0, max{— px ,q x 1].	 Suponha	 que

Entdo é valido que	 —q, .� 0.p<p: � g,<g � —px, isto e,

[p„g,]c 41-17 1,10) e [p	z] # i(q14,0 ). Assim cone que —q x < g : e p, <	 , isto 6,

— g, <	 e p, <	 ou seja, [—	 e, como x é urn objeto total, tern-

se que	 {— q„, ,—p z ] E x .	 Isto significa 
queqz ,—P: 1 10 = [Pr., q ,] E q1XIII0	 pois

p, < 0 . Portanto, tem-se i(q1x1,,c, 	 c [p, ,g,], o que é ainda uma contradicao. Agora,

considere que max{— p x ,g„} =	 Então é valido que p,	 0 p < p, g, <	 Ty,

isto é, [p.„,g,]c i(glxI nQ ) e [p,,g : ]# 4(11.170 Assim cone que p, < g, e p, < g, ,

isto e, ^p x e, como x e urn objeto total, tern-se que [p„gz ] E X . Isto

significa	 que	 [p,,q,] IQ = [p,,g,1 Eg j x l pois	 p, > O.	 Portanto,	 tern-se

i(q 1x1no) g [P: 'q
	 .	 o que e a Ultima contradicdo esperada. Conclui-se entdo que

qlx1,10 E tot(IIQ_). Segue que I x Illo = 41x 1 11Q E tot(HQ).

Considere agora o Eap -isomorfismo cb: R u p(R)	 tot(I1Q)u p (tot(110))	 tal

que
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se w E R,

{x„,, E tot(IIQ)111, ' E W}	 se W E 0( R.),

introduzido em 10.4, onde	 x„ = {[p,q] G IQI o w	 q}	 é o conjunto ligado a w,

definido em 10.4.2. Mostra-se que (10 tambem preserva a subestrutura de medidas.

12.3.4 Proposicdo

Para todo w, w1 , w2 E R , tem-se que:

(1)(c/a(w1 , w2 )) = c 10( (001'1 1:11 ( 1V2 ;

COWL) 1C1)(W) tot

(iii) c1)(DR (w) = 0) = D fat (OW) =
prova:

Prova-se (i). Observe que

(1)(cia (w1 , 14)2 = XdR (wi ,w2 )	 {[P,q ] E IQ] P dR (W1 W2 ) q}.

Agora, calcula-se

dto , (1)(W1),(1)(W2	 = 4c1 11Q. (x„,,	„,2

= Rd no({[Pi, q	 1Q1 P1 w1 q l } 9 {[P2 q 2	 /QIP 2 w2	 q2

=^ Icl iQ qp i, q 1],[132, q2]) E	 � q A P2 �- w2 q2

=A {[inin0,max0] E	 d (w1, w2	 max01

= x	 ,dEt wpw:.

= c1)(dR(w1,w2)),

onde 0 =	 0 (X,y)IX E [p l , q 1 ],y	 [p2 ,q 2 ]} .

Mostra-se agora (ii). Observe que	 (1) (11410	 = {[p, q] E 1Q- IP	 �- q } -
Agora, calcula-se

lvdto, = 4111-111Q

= {[P,q ]	 W q} HQ

,A {[p	 p < w < q}

=A {[mini3, max13,1 E IQI minf3	 maxi3}

=

= (1)(1141
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onde 13 = {1x1 Q E QT lx e[p,q]} .

Para provar (iii) observe que para todo w ER, tem-se que w [w, EIR, de tal

forma que	 (w) =	 ([W, W]) = 0 , onde DUB esta definido em 12.1.1 (i). Tern-se que

(1)(Da w) = 0) = x„	 e	 Dia , (0(w)) = Diat (x„)= xo . Portanto, é valid°	 que

(I)(DR (w) = 0) = Aar (0(4 = xo.

12.3.5 Coroldrio

A subestrutura de medidas M10, do subsistema tot ll o dos objetos totais pode ser
identificada corn a subestrutura de medidas Ma do sistema R dos niimeros reais.

Corn relacao a funcao distancia tern-se que:

12.3.6 Corolario

	

A fur-10o	 dra,:tot(1Q)fitot(I1Q)--> tot(IIQ) possui	 as propriedades de	 uma

metrica, isto é, satisfaz as seguintes propriedades:

(1)	 xo e drat (x„, j ,x )= x o <=>	 x„2 <=>	 = W2 ;

drat(x,,,i,x„,2)=	 ) ;tot

(iii) dtat (x„ i ,x„,2 ) � (110,(X 1V,	 tot diar (x„,  x„,),

onde xo 0 ER.

12.3.7 Coroldrio

0 subsistema tot li c) é urn espaco metric° relativamente a sua subestrutura de
medidas	 •

12.3.8 Corolario

A topologia de aplicacdo induzida por d to , em tot(IIQ) é uma topologia T, ou de

Hausdorff.

Para o valor absoluto é valid° que:

12.3.9 Corolario

	

A funcao	 o :tot(IIQ)--> tot(IIQ) satisfaz as seguintes propriedades:

(i)	 tote	 Lor = xo <=> x„, = x„ <=> w = 0 ;tot
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para todo	 E tot(IIQ
	

2. ER , onde i	 é a norma euclidiana em R e

xo _= 0 E R.

12.3.10 Coroldrio

0 subsistema tot 110 e urn espaco normado relativamente a sua subestrutura de

medidas M101. •

12.4 Uma Analise do Comportamento da Representacao Linear Interna da
Funcao MOdulo de Objetos no Subsistema dos Objetos Totais

Considere a representaedo linear interna MOD ----q{ •
lilQ, :4 introduzida na

•seed° 11.5.1, da fungdo modulo de objetos I k ip, onde a primeira components q11 11.0 é a

quasi-furled° relativa ao espaco coerente HQ, que é o produto direto dos subespacos

I1Q_ e HQ, e a segunda componente	
Il

•
Q 

e o fecho da quasi-funeao relativo ao

subsistema dos objetos quasi-totais de HQ. Seja 11Q, o produto direto de IIQ+ por

IIQ+.

Observe	 que para	 todo x E tot(IIQ)	 tal que x x0 , é possivel	 determiner
r • N,

, x + ) )e tot HQ tal	 que x={21',uY, EIQIX, E	 EX_, Ai E/}.	 Por outro

lado,	 se	 x � xo ,	 entdo	 tem-se	 que	 (x_,x0, ) E tot 11Q),	 tal	 que

x= {x; l.J Y, E Jo' X; e x_, Y E X,a_ A i E I} . 0 resultado a seguir é imediato:

12.4.1 Lema

Tem-se que (i) x E /04110, se e somente se (x_,x+ ) E to0IQ .

12.4.2 Proposiedo

Se x E tot(IIQ) então a segunda componente da representacdo linear interna MOD
•

resulta em 41(x ,

prova:

.
11Qetot HQ

)

r .
Pelo lema 12.4.1, para todo x E tot(IIQ) , e possivel obter (at_ ,x + E tot	 Pela

proposicâo 12.3.3, tem-se para todo x E tot(HQ), 1. x .no 41XIHQ E tot(1110). Segue que



206

4.v Ho_ E tot010 e X E tot(lg_ ), pois 41	 e
HQ 	

sao as restricöes de

41 illo a II0_ e	 respectivamente. Conclui-se que

•

X • =
HQ 41x_„,, _ X	 E tot HQ ).

12.4.3 Proposicao

Se a segunda componente da representacdo linear interna MOD resulta em
r .

q(x ,x+),;0=(y,,y") E tot IIQ	 entao para todo x E WOO e valid° que

- (got kW/„ = I IHO 
E t0t(110).

prova:

Pela proposicao 12.3.3, tem-se para todo x E tot(I1Q), IxI HQ = 414x, etot(110.

Por outro lado, pelo lema 12.4.1, 	 se (y,,y+' )Etot11Q+	 entao é imediato que

y= {Ay.) Y, E IQ_ X, cy, A Y,	 tot(HQ+). Segue que

= A Ix,u Yi 	y+ Y,

	

X, uYi IQ+1 Xi E qx I ll,	 Y, E 41C*Illo + }

	

,{X, L.) )7, IQ_IX, EgIx111Q 	 Y, E 41.X * I n° j

=A {IW elQ± IW Ex}

= ^1^ IIQ E tot(IIQ),

que é o resultado esperado.



207

13 Espacos de Vizinhancas Generalizadas

0 objetivo deste capitulo é introduzir uma nocao de espaco de vizinhancas
generalizadas no sentido de fornecer a fundamentacao para uma caracterizacao
topolOgica adequada dos espacos coerentes bi-estruturados obtidos pelo processo de
construcdo global, ainda que seja uma caracterizacao topolOgica em urn sentido
generalizado.

A motivacdo para este estudo esta concentrada no fato de que conceitos
topolOgicos são de extrema importância para a Ci6ncia da Computacdo. E possivel
considerar urn espaco topolOgico como urn tipo de dado, conjuntos abertos como
propriedades, e pontos do espaco como estados de computa0es. Em [ABR 87] e
[ZHA 91], esta idêia se mostrou particularmente Util para o entendimento do
relacionamento entre semdntica denotacional e lOgica de programas.

Assim, é importante obter uma caracterizacao topolOgica elegante para os espacos
coerentes bi-estruturados, corn funcOes estaveis e lineares na sua estrutura de
informacdo, a exemplo do que existe para os dominios de Scott corn funcOes continues,
determinando uma estrutura topolOgica de informacão para o sistema de representacdo
global. Paralelamente, a estrutura de aplicacdo tambem deve ser caracterizada por uma
estrutura topolOgica, bem como o relacionamento entre esta estrutura e a estrutura de
informacao.

Para obter uma estrutura topolOgica generalizada de aplicacdo, capaz de
caracterizar a estrutura dos sistemas ordenados de 2' ordem em cada etapa do processo
de globalizacdo, utiliza-se uma nocao mais geral dos espacos de vizinhanca [SMY 95]
[SIE 52] induzidos por uma funedo distancia mais fraca [SIE 52] [CEC 66], corn uma
topologia associada. Assim serdo apresentados neste capitulo os conceitos fundamentais
de espacos de vizinhancas generalizadas (EVGs), EVGs induzidos por uma furled°
distância e a topologia associada a EVGs, estudando-se a nocao de continuidade em
EVGs e aspectos topolOgicos importantes relacionados.

Para caracterizar a estrutura topolOgica generalizada de informacdo, relativa aos
aspectos topolOgicos generalizados para a categoria monoidal fechada dos espacos
coerentes corn fur-10es estaveis e lineares, introduz-se, no capitulo 14, a nocdo de
vizinhancas lineares corn base na nocao de vizinhancas estaveis introduzidas em
[ZHA 92].

13.1 Definiciies BAsicas

Resumem-se aqui alguns conceitos e resultados bdsicos sobre filtros, necessarios
para o desenvolvimento do trabalho. Veja [BUS 63] [DUG 66] [KEL 55] [CEC 66]
[SIE 52][ZHA 92] [DAV 91] para detalhes e provas de proposi0es.

13.1.1 Definicdo. Filtro, Filtro PrOprio

Seja S # 0 . Diz-se que uma colecdo nao vazia	 p(S) de subconjuntos de S é
urn filtro em S se:

(i) 0 E 7;
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sempre que X, Y E7 entdo X n Y e7;

se Y E 0( S) ,X E2 eX c Y entdo Y E7.

Diz-se que um filtro é prOprio se nao coincide corn p(S) .

Segue de (ii), por inducao, que a intersecdo de qualquer subcolecdo finita nao vazia
de urn filtro 7 tambOm pertence a 7. Desta conclusdo e de (i), segue que qualquer filtro,
ou mesmo uma subcolecdo de urn filtro, apresenta a propriedade da intersecdo finita: a
intersecdo dc qualquer subcolecdo finita nao vazia é nao vazia. A intersecdo de qualquer
conjunto de filtros sobre S é urn filtro sobre S.

13.1.2 Definicdo. Base de um Filtro

Diz-se que	 p(S) é a base de urn filtro 7 em S se 9 consiste dos X c S para os

quais existe Y EEcom Y c X , isto 6, 7= X c SHY e Y X} .

Uma colecdo nao vazia 6 de subconjuntos de S é uma base de algum filtro 7 em S
se e somente se: (i) 0	 e (ii) a intersecdo de dois membros de S' contêm urn membro
de 6.

13.1.3 Definicdo. Filtro Gerado por urn Conjunto

Seja r41 uma colecdo nao vazia de subconjuntos de um conjunto nao vazio S que esta

contida em algum filtro ern S. A intersecdo do conjunto de todos os filtros ern S que
contemr4e tambêm urn filtro, denominado de filtro gerado por

A colecdo	 gera urn filtro se e somente se possui a propriedade da intersecdo

finita. A condicao é necessaria porque toda subcolecao de urn filtro deve possuir esta
propriedade; é suficiente porque 6 =	 I x é uma subcolecdo nao vazia finita de ..4 é
entdo uma base de filtro, e o filtro do qual ela é a base contem r4 - na verdade, e o filtro
gerado por. 741. Em particular, toda base de filtro gera o filtro do qual ela é a base.

13.1.4 Definicdo. Ultrafiltro

Urn filtro em S que é maximal no conjunto de todos os filtros em S é urn
ultrafiltro.

Todo filtro 7 esta contido em urn ultrafiltro. Se F é urn conjunto de filtros em S
contido em 2, todo subconjunto G c F totalmente ordenado possui uma cota superior,

dada por U G . Entdo, pelo Tema de Zorn [BUS 63], F possui um elemento maximal 71 , e
este deve tambam ser um elemento maximal do conjunto de todos os filtros em S, into é,
urn ultrafiltro.

13.1.5 Proposicdo

Se 7 é urn ultrafiltro em S e x e uma colecdo finita de subconjunto de S tail que

LJZ e 7. entdo 7 n x �0,
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13.1.6 Definicdo. Filtro Principal

Chama-se de filtro principal gerado por Y e id(S), e denota-se por T Y, o conjunto

dado por T I = (X c v(50 c Al .

13.1.7 Definicdo. Filtro Primo

Seja	 4a(S) um filtro prOprio em S. Diz-se que 7 é primo se sempre que X,Y

e XvIc7entdoX E7e E7.

13.2 Espaco de Vizinhancas Generalizadas (EVG)

lntroduz-se aqui uma nocdo generalizada de espacos de vizinhancas. Estes espacos
foram estudados, corn variacOes, em [SMY 95], [SIE 52], [CEC 66] e [BUS 63].
Procura-se agora generalizar estas nocOes. corn a finalidade de que elas possam ser
aplicadas aos sistemas ordenados de 2' ordem.

13.2.1 Definicdo. Espaco de Vizinhancas

Urn espaco de vizinhanca é urn par (S,Z), onde 72:S ---> fo(o(S)) atribui a cada

ponto x eS urn filtro 74, nao necessariamente prOprio, de subconjuntos de S. Cada

elemento de 74 é denominado de vizinhanca de x.

Se S é o universo do sistema de 2' ordem S = (A s ,I s ), onde A 3 = {S,P(S))

entdo diz-se que (S, V) é urn espaco de vizinhancas definido sobre S.

Observe que um ponto x ES nao precisa necessariamente ser um elemento de (cada
uma de) suas vizinhancas. Al6rn disso, urn ponto x E S pode ter o conjunto vazio como
uma vizinhanca, e, neste caso, cada subconjunto do espaco e uma vizinhanca de x.

Deve-se salientar que uma nocäo geral de "espaco" como em 13.2.1, ou ainda mais
geral que aquela definicdo, nao e uma abordagem inovadora. A atribuicdo de um sistema
de "vizinhancas" que nao satisfaz nenhum requisito em particular (nem a condicâo de ser
urn filtro), a cada ponto x ES, é conhecida como urn "Fr6chet V-espaco" [SIE 52].

Em [BUS 63], é definido um sistema fundamental de vizinhancas em que a cada
x ES e atribuida uma colecdo de vizinhancas 72, que e uma base de urn filtro em S.
Abstraindo do ponto x e da natureza de 72., chega-se a uma forma ainda mais geral da
definicao 13.2.1:

13.2.2 Definicdo. Espaco de Vizinhancas Generalizadas (EVGs)

Um espaco de vizinhanca generalizado (EVG) é um par (S,72). onde It é uma

colecdo de filtros (ou bases de filtros) em S, chamados de vizinhancas generalizadas.

Se S é o universo do sistema de	 ordem S (A,,Es), onde A s = {S, ca(S)} ,
entäo diz-se que o espaco de vizinhancas generalizadas (S,Z) é definido sobre S
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13.2.3 Definicao. Espaco de Fecho

Urn espaco de fecho é um espaco de vizinhancas (S, 72) para o qual as afirmacOes

equivalentes sao validas:
X c cl(X), para todo X c S;

int( X) c X para todo X cS;

(iii) para todo x E 5, x pertence a cada uma de suas vizinhancas, onde cl e int sao os
operadores de fecho e interior de conjuntos no sentido usual (definicOes 13.4.1 e

13.4.2).

Se S é o universo do sistema de 2=1 ordem S = (As ,Es ). onde A s = {S,p(S)},

entao diz-se que o espaco de fecho (5,Z) é definido sobre S.

Os espacos de fecho foram introduzidos originalmente em [CEC 66]. Observe que
todo grafo origina urn espaco de vizinhancas, tomando-se como as vizinhancas de urn
nodo x aqueles conjuntos (de nodos, ou pontos) que contêm os sucessores imediatos de
x. Entretanto, este grafo, como urn espaco de vizinhancas, é um espaco de fecho se e
somente se é reflexivo.

13.3 Espacos de Vizinhancas lnduzidos por uma Funcào Distancia

Introduz-se agora a nocao de espacos de vizinhancas generalizados definidos sobre
um sistema ordenado de 2 2 ordem, induzidos por uma funcao distancia generalizada, no
sentido da &finical) 11.1.4.

13.3.1 Definicao. Bola Aberta Padrao

Seja ds :S x S —>	 uma funcao distancia definida sobre S. Uma bola aberta

padrao centrada ern x ES e de raio 6 > 0 , e o conjunto definido por

(x) =	 (x,y)< s} E p(S). A funcao b,:S--> o(S), tal que x H E, (x) ,

denominada de funcao bola.

13.3.2 Definicao. Bola Aberta Generalizada

Seja V = (Ay ,Ev), corn A v = {V,p(V)}, urn sistema ordenado de 2 =1 ordem,

onde V é urn conjunto de valores e na estrutura Ev sao definidas uma relacao de posicao
e uma operacao bindria 0„,: V x V —> V corn elemento neutro 0. Sejam

S = (A s ,E s ). corn As = {S, p(S)}, um sistema ordenado de 22 ordem, e

d,:S x S ---> V uma funcao distancia generalizada definida sobre o universo S. Uma bola

aberta generalizada centrada em .17 ES e de raio s > v O, é o conjunto definido por

E,v (x) = {y E SI d, (x,y)< ‘, e} . A funcao tic v :S —> p(S) , tal que x H E,v (x) , é

denominada de funcao bola generalizada. *.

Salienta-se que se V = S entao ds esta definida na subestrutura de medidas Ms,

assim como a funcao bola L1:5 —> p(S) esta definida na estrutura Es.
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13.3.3 Proposicdo

Uma fungdo distância ds definida em urn universo S induz urn espaco de

vizinhancas ( S, 72 ), tomando-se X e72x se e somente se existe E > 0 tal que Z(x) cy117,

onde 6,(x) e a bola aberta padrdo centrada em x ES e de raio & > 0, definida em 13.3.1.

prova:

E	 imediato	 que	 a	 fungdo	 S ---> p(p(s)),	 tal	 que

x	 X ]& > 0, EE(x)	 , é bem definida.	 Sejam 1 = 72,. conjuntos de

vizinhancas de x,y ES, respectivamente. Suponha x = y. Entdo é Obvio que, para todo

> 0, FEW = my). Isto leva a uma contradicdo. Logo se conclui que somente pode ser

x � y. Agora observe que o conjunto 72,. é urn filtro, qualquer que seja x ES. Dc fato,

tern-se que (i) 7h �0, e, (ii) se Y,Z	 , então existem E', E" > 0 tal que Fe(x)c Y e

FE-(x)c Z . Portanto, tem-se que existe E = min{E',&"}> 0 tal que IFE(x)c YnZ, ou

seja, Yn Z E72x . Alêm disso, (ii) se Y E p(S), Y E72X e Y c Z entdo existe c > 0 tal que

Ec(x)c Y c Z, ou seja, Z e7h.

Observe que, sob o ponto de vista de geracdo de urn espaco de vizinhancas, a
utilizacdo do conjunto dos nUmeros reais nao é essencial. 0 que deve ser considerado

que a relacdo ds (x,y)< & forma a base de urn filtro sobre S x S. Como uma extensdo

do caso topolOgico ordindrio, pode-se considerar qualquer filtro de relacOes binarias
sobre S como urn espaco de vizinhancas uniforme sobre S.

13.3.4 Proposicdo

Seja V = (A v , I v ), corn A v = MON")} , urn sistema ordenado de 2' ordem,

onde V é urn conjunto de valores e na estrutura Iv säo definidos uma relacdo de posicdo
�v e uma operacdo bindria G v :VxV—>V corn elemento neutro 0. Sejam

S = (As ,Is ), com A, = {S,p(S)},	 urn sistema	 ordenado de 2' ordem, e

ds:S x S	 V uma fiingdo distdncia generalizada definida sobre o universo S. Diz-se

que ds induz um EVG (S, 72 ), tomando-se X EZ se e somente se existe c >v 0 tal

que 6,"(x)c X, onde EE (x) é a bola aberta generalizada centrada ern x ES e de raio

E , definida ern 13.3.2.
prova:

E analoga a da proposicdo 13.3.3. •

No que segue, quando nao for necessario evidenciar alguma diferenca entre os
distintos espacos de vizinhancas introduzidos, utiliza-se a denominacdo de espaco de
vizinhancas para significar urn espaco de vizinhancas assim como um espaco de
vizinhancas generalizado.

Observe que somente a condicdo (i) d(x,x) = 0 da definicao 11.1.5 é necessaria

para garantir que o espaco de vizinhancas induzido por uma semi-pseudometrica d seja
um espaco de fecho de Cech [CEC 66].
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13.4 Conceitos Importantes em EVGs

Como na topologia padrdo, espacos de vizinhancas podem ser introduzidos em
termos de nocOes primitivas alternativas, como:

13.4.1 Definiedo. Operador de Interior em urn Conjunto Qualquer

Urn operador de interior sobre o universo S e urn mapeamento int s :p(S) —> 0(5)

que preserva intersecöes finitas, isto é, ints (X 1 n X,) = int, (X1 )n ints (X, ), para

todo XI , X, c S .

13.4.2 Definiedo. Operador de Fecho em urn Conjunto Qualquer

Urn operador de fecho sobre o universo S é urn mapeamento cl s :p(S) —> p(S)
que preserva unkies finitas sobre urn 	 ntimero finito de argumentos, isto e,

cls (X, u X2 ) = cl (XI )vcls (X2 ), X 1 , X, E S.

13.4.3 Definicdo. Operador de Fecho em Espaco de Vizinhancas

Define-se operador de fecho em urn espaco de vizinhancas (5,12) como urn

mapeamento cl s : p(S) —> p(S), tal que, para todo X c S, x E cl, (X) se e somente se

toda vizinhanca de x interseciona X.

13.4.4 Definiedo. Operador de Interior em Espaco de Vizinhancas

Define-se operador de interior em urn espaco de vizinhancas (S,Z) como urn

mapeamento int s :p(S)—> 0(5), tal que, para todo X c S, x E int s (X) se e somente

se X EZ.

Observe que se X c S entdo int s (X) = S — cl s (S — X) .

Salienta-se que se ds é uma furled° distdncia arbitrdria no universo 5, entdo. no

espaco de vizinhancas (S, 12) gerado por ds ocorre que:

	

X E cl s (X)	 ds (x, X) = 0 ,

onde dE (x,X)=inf{ds(x,y)ly E X}.

Seja V = (A v ,E v , corn A d, = {V,p(V)}, urn sistema ordenado de 2 4 ordem,

onde V é um conjunto de valores e na estrutura Ev sax) definidos uma relacdo de posiedo

	

e uma operacdo bindria Ci v : V x	 —> V corn elemento neutro 0. Sejam

S (As ,Es ), corn A s = {S,p(S)}, urn sistema ordenado de 2a ordem, e

ds:5 x S	 V uma funedo distáncia generalizada definida sobre o universo S. Entdo, no

EVG (S,Z) gerado por ds, definido sobre o sistema S, tern-se que

	

x E el s (X)	 d s (x ,	 = 0 ,
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onde 0 é qualquer aproximacdo do elemento neutro 0.

13.4.5 Definicao. Espaco

Urn espaco de vizinhancas (S,72) é To se, para todo x,v E S, tem-se que sempre que

= 72 entdo x = y •

Observe que em um espaco To pontos distintos não podem ter exatamente as
mesmas vizinhancas.

13.4.6 Definiedo. Espaco Ti

Um espaco de vizinhancas (S, 72) é T 1 se, para todo x,v ES, tern-se que sempre que

c entdo x = y . •

13.4.7 Definicdo. Espaco T2

Urn espaco de vizinhancas (S, 72) é T2 se, para todo x,v E S, tem-se que sempre que

x # y entdo existe A E72„ e existe B EIZ tais que int s (A) n int, (B) = 0 .

13.5 A Continuidade em Espacos de Vizinhancas

Procura-se agora caracterizar funcOes continuas em espacos de vizinhancas. Sejam

(S, 72) e (S 1 ,72') espacos de vizinhancas.

13.5.1 Definiedo. Funcdo Continua

Uma furred° f:S —› S' é 72-continua se qualquer um,a das seguintes condicOes é

satisfeita:

f -1 [7 2 f(x) ]cZ, para todo x ES;

f -1 [int s, (B)]c int s f -1 [B]) , para todo B c S' ;

(iii) f [c1 s (A)] c c1 s , (f [A]) , para todo A c S

13.5.2 Definicdo. Funcdo Continua Generalizada

Uma fungdo f:S —p S' é 72-continua se qualquer uma das seguintes condicOes é

satisfeita:

para todo V Elf, existe U E72, tal que f -1 [V] c U ;

f -1 [int s, (B)] c int s (f [B]) , para todo B c S' ;

(iii) f[cl s (A)]c els, ( f [A]) , para todo A c S .
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13.6 A Topologia Associada a urn Espaco de Vizinhancas

A todo espaco de vizinhancas esta associada uma topologia. Procura-se agora

caracterizar tal topologia. Sejam	 72) e (S',72') espacos de vizinhancas.

13.6.1 Definiedo. Conjunto Aberto

Um conjunto US é urn conjunto aberto se, para todo x E U, o conjunto U

contêm uma vizinhanca de x, ou seja, U é uma vizinhanca de cada urn de seus pontos.

13.6.2 Proposicao

Uma colecdo de conjuntos	 U c S tais que U c int s (U) e uma topologia,

denotada por d(S).

prova:

Basta observar que se U c intz (U) , entdo para todo x E U , tern-se que

x E lilts (U), o que significa que U EZ, ou seja, U é uma vizinhanca de cada um dos

seus pontos, o que é uma condicdo para U ser urn conjunto aberto de uma topologia,
pela definicdo 13.6.1.

13.6.3 Definicdo. Sistema mais Fino, mais Grosseiro

Sejam duas estruturas de vizinhancas e 71e' sobre o universo S. Diz-se que 72 é

mais fina que mil, ou V é mais grosseira que Z se, para cada x ES, toda 722- vizinhanca

de x é tambêm uma 72 vizinhanca de x.

13.6.4 Definicdo. Topologia mais Grosseira que urn Sistema de Vizinhancas

Seja T uma topologia definida sobre S. Diz-se que T e mais grosseira que 72 se cada

aberto de T é uma 72-vizinhanca de cada urn de seus pontos.

13.6.5 Proposicdo

A topologia 0(S) associada a urn espaco de vizinhancas (S, 72) e a mais fina

topologia sobre S que é mais grosseira que
prova:

Segue da definicao 13.6.4. De fato, d(S), como a colecdo de todos os conjuntos
corn a propriedade dada nesta definicao, é a mais fina topologia sobre S que é mais
grosseira que Z. •

13.6.6 Proposicdo

Sejam 0(S) e 0(S') as topologies associadas ao espaco de vizinhancas (S,72) e

respectivamente. Toda fungdo f:S -->	 12-continua é 0-continua.

prova:
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Suponha que f é 7i-continua. Seja V c S'	 um conjunto aberto na topologia

associada 0(5'). Entao é valido que V c int (V) . Segue que:

f -1 (V) c .f -1 (ints, (V))

ints (f-1(V)),

pela 72-continuidade de f Portanto, ri (V) é aberto. Logo, conclui-se que f é 0-

continua.

13.7 Aspectos TopolOgicos em Espacos de Vizinhanca

E possivel estabelecer alguns conceitos basicos de topologia para o contexto de
espacos generalizados.

Denota-se por NSp a categoria dos espacos de vizinhancas corn funcOes continuas
como morfismos.

Observa-se que na categoria NSp, dados um conjunto S e uma familia de
mapeamentos	 X, , corn i El, onde cada	 é urn espaco de vizinhancas, existe

uma estrutura mas grosseira de vizinhancas em S que torna I; continua, para todo i El.
Assim, para cada x ES, deve-se tomar 72x como o filtro que contêm todos os filtros

f1[ 7 ] conforme as definicOes 13.5.1 e 13.5.2. Portanto, 74 é o filtro obtido

tomando-se as intersecOes finitas possiveis de elementos de U7 .

Uma argumentacdo padrao, como em [PRE 88], é capaz de mostrar que NSp é
completa e co-completa, possuindo noci5es bem definidas de subespaco, quociente,
dentre outros.

13.7.1 Definicdo. Base de urn Espaco de Vizinhancas

Uma base para urn espaco de vizinhancas ( S ,	 ) é uma colecdo 13 de subconjuntos
de S satisfazendo:

X E72,3B,B' [3,x c B c int s (B ')A B' c X .

Uma definicao levemente menos rigorosa que a dada em 13.7.1 poderia requerer
simplesmente que toda vizinhanca relativa a urn ponto x contenha uma vizinhanca basica
de x, isto e, uma vizinhanca de x que é urn membro de 13,

13.7.2 Definicdo. Base de urn Espaco de Vizinhancas Generalizadas

Uma base para urn espaco de vizinhancas generalizado ( S , 72) é uma colecdo f3 de
subconjuntos de S satisfazendo:

X c U 3B E f3,B c X, para todo U 42. •

Observe que existe uma diferenca entre as definicOes 13.7.1 e 13.7.2. Uma base no
sentido mais fraco, como em 13.7.2, da origem a uma base como na definicao 13.7.1,
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simplesmente pela incorporacdo do interior dos conjunto basicos dados, isto é, tomando-

se 13 - =13 L..) lint s (B)IB E(3}.

Nao ha nenhuma exigencia de que os conjunto basicos sejam abertos, e a nocao nao
se reduz exatamente ao que é padrdo em topologia. Entretanto, pode-se observar que
existe uma conexdo suficientemente prOxima.

Seja ( S, 72) urn espaco de vizinhancas com uma topologia associada 0(5).

A definicao abaixo é traditional em topologia:

13.7.3 Definicao. Base de Abertos

Diz-se que uma subcolecao B de 00 é uma base para 0(5) se e somente se 0(5) e
a unido de subcolecôes de d(S).

A proposicao a seguir estabelece algumas condicOes satisfeitas por uma base:

13.7.4 Proposicdo

Uma subcolecao B de 0(S) é uma base para 0(S) se e somente se satisfaz:
Se X, Y E B e x E X n Y, entao existe Z E B tal que x eZcXnY;
UB = S.

prova:

Pode ser encontrada em qualquer livro de topologia como [BUS 63] [CEC 66]
[DUG 66] [KEL 55] [SIE 52].

13.7.5 Proposicao

Uma colecao 13 é uma base para Ti se e somente se B =	 s (B)IB e13} é a base de

abertos da topologia associada d(S).
prova:

Suponha que 13 é uma base Para 72. Entao basta mostrar que B satisfaz as condicOes

da proposicdo 13.7.4. De fato, se X EB, Y EB e x EXnY, entao existem Bx ,By E 13

tal que X = ints x ), Y = ints (B,,) e x E (ints (B x) n int, (B y )). Logo, pela definicao

13.4.1, tem-se que x Eint,(Bx n By). Logo, pela definicao 13.4.4, Bx n By é uma

vizinhanca de x. Logo, existe Bz E 13 tal que Bx nBy Bz E p Isto significa que

existe Z= ints(Bz ) tal que xeZcXnY. Alêm disso, é Obvio que UB = S, o que

mostra que B é a base de abertos da topologia associada 0(5). Por outro lado, supondo

que B é a base de abertos da topologia associada 0(S), entao é imediato que 0 f3 e,

dados B,B' ep entao int s (B),int,(B 1 ) EB e, portanto, se x Eint,(B)n ints(B')

entao existe 0 E B tal que x E 0 c int s (B) n int s (B9. Isto significa que 0= ints(B")

e B " é uma vizinhanca basica de x. Alêm disso, tern-se que B" c B n B' . Isto prova que

13 é uma base para
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13.7.6 Definicdo. Espaco Segundo Contavel

Diz-se que um espaco de vizinhancas generalizado (S , ) é segundo contdvel se

ele possui uma base enumeravel.

13.7.7 Definicdo. Vizinhanca Relativa

Sejam (S ,	 um espaco de vizinhancas generalizado e Y c S um subconjunto

nao vazio de S. Diz-se que um subconjunto V cY é uma vizinhanca rclativa a Y se

V =Y nU , para U Eli.

0 seguinte resultado é imediato:

13.7.8 Proposicdo

Sejam ( S , 71) um espaco de vizinhancas generalizado e YcS urn subconjunto

nao vazio de S. A estrutura (17 9 7), onde 7 6 o conjunto de todos os subconjuntos de Y

que sac) vizinhancas relativas a Y, é urn espaco de vizinhancas generalizado.

13.7.9 Definicdo. Subespaco de Vizinhancas Generalizado

Sejam ( S , ) um espaco de vizinhancas generalizado e YcS urn subconjunto

nao vazio de S. Diz-se que (V 9 7) é um subespaco de vizinhancas de (S , ) se 7 é

uma colecdo de vizinhancas relativas a IT induzidas por

13.7.10 Definiedo. Espaco Conexo

Urn espaco S é conexo se nao pode ser particionado em dois subconjuntos abertos
nao vazios.

Observa-se que a nocdo de espaco conexo é tomada relativamente a 0 - topologia,
sem prejuizo para o contexto. Para verificar se esta nog -do e satisfat6ria em termos de
topologia categOrica, observe a seguinte proposicao:

13.7.1 1 Proposiedo

Urn espaco de vizinhancas ( S, 71) é conexo se e somente se nao existe uma

sobrejecdo 72-continua de S no espaco de dois pontos discreto.

A nocdo de compacidade é de grande interesse computacional. Isto se deve ao
aspecto finitario de espacos e conjuntos compactos.

13.7.12 Definicao. Cobertura, Subcobertura

Sejam ( S , ) urn espaco de vizinhancas corn topologia associada 0(8) e X c E.

Diz-se que uma familia {A, } id de subconjuntos conjuntos A, c S é uma cobertura de X

se X c U A, . Diz-se que {A, Li é uma cobertura aberta se {A } . eI c 0(S). Diz-se
rEI
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}. EI 	 uma cobertura finita se o conjunto / dos indices é finito. Uma cobertura

{B i }	 é uma subcobertura de {A,	 se, para cada j EJ, existe i E/ tal que B = A, ,

into 6, a familia {B ,}	 e uma subfamilia de {A.}
i ElIEJ

Para discutir compacidade em espacos de vizinhancas, e necessario generalizar a
nocao de coberturas abertas.

13.7.13	 Definiedo

Seja ( S , 71) é urn espaco de vizinhancas e X um subconjunto de S. Uma coke -do e
de subconjuntos de S e uma cobertura interior de X se cada ponto de X esta no interior
de algum membro de e.

Para definir compacidade, existem duas possibilidade: (i) X é compacto se toda
cobertura interior de X contêm uma subcobertura finita de X [CEC 66] [POS 71]; (ii) X e
compacto se toda cobertura interior de X contain uma subcobertura interior finita de X
[SMY 95].

Cech [CEC 66] adota a alternativa (i), estando tambem de acordo corn o trabaiho
de Poston [POS 71], embora este Ultimo trabalhe relativamente pouco corn o conceito de
compacidade e admita sua incerteza em relacdo a esta definicdo.

Na verdade, a definicdo (i) possui algumas desvantagens [SMY 95]. Por exemplo, o
grafo de um ponto nnico e sem arestas n'ao é compacto no sentido de (i), o que é uma
limitacdo do sentido desta definicdo para espacos de vizinhancas generalizados. Alem
disso, parece nao ser possivel enunciar urn teorema como o de Hofmann-Mislove para
esta definicdo, que forneceria uma caracterizacdo lOgica de conjunto compactos
saturados como intersecOes de filtros adequados de vizinhancas.

Em contraste, compacidade definida como ern (ii) faz sentido em todos os aspectos,
e permite urn teorema como o de Hofmann-Mislove; mas existe uma objecdo seria a ser
ressaltada, pois desta forma a compacidade ndo e, em geral, preservada por funcOes
continuas.

Salienta-se que a compacidade no sentido de (ii) e equivalente a compacidade no
sentido padrdo, corn relacão a topologia de conjuntos interiores para 5, isto é, a
topologia que possui como base (no sentido topolOgico padrao) a colecdo

{int s (A)1A c S}. Requerendo sobriedade (a qualidade de um espaco ser sObrio) corn

relacao a esta topologia sobre X, pode-se, portanto, de uma maneira bastante trivial,
obter um teorema como o de Hofmann-Mislove para S. Exigindo que as funcOes sejam
continuas corn relacão a topologia de conjuntos interiores, é possivel, de maneira trivial,
garantir que os morfismos preservem compacidade.
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14 Espacos de Vizinhancas Estiveis e Lineares

0 objetivo deste capitulo é introduzir a nocdo de vizinhancas lineares, fornecendo
uma caracterizando topolOgica adequada a estrutura de informacdo dos espacos
coerentes bi-estruturados obtidos pelo processo de construed° global.

Bethke [BET 91] procurou mostrar que a estabilidade nä° é uma propriedade
topolOgica, isto é, os espacos coerentes, corn exceed() dos espacos planos, nao podem
ser equipados corn uma topologia tal que as nocOes de continuidade e estabilidade
coincidem. A topologia de Scott nao pode capturar a condicao adicional de estabilidade.
Isto realmente é uma verdade. Entretanto, nao é desejavel que estas duos nocOes
coincidam. A conclusdo de que nao é possivel dotar os espacos coerentes de algum tipo
de topologia é muito forte. Smyth [SMY 95] afirma que é valid° o estudo de estruturas
topolOgicas generalizadas e Zhang [ZHA 92] introduziu um estudo sobre os aspectos
topolOgicos de funcOes estaveis atraves do conceito de vizinhancas estaveis,
caracterizando urn nocdo mail geral de conjunto aberto. Corn base no conceito de
vizinhancas estaveis, introduz-se aqui a nocdo de vizinhancas lineares.

Para a caracterizando dos espacos de vizinhancas lineares, sdo introduzidos os
conceitos de espacos disjuntivos e espacos de vizinhancas estaveis.

14.1 Espacos Disjuntivos

Apresenta-se a seguir a nocdo de espaco disjuntivo [ZHA 92] associado a urn EVG.
Observa-se que todo espaco topolOgico é urn espaco disjuntivo, mas o inverso nao
ocorTe [ZHA 92]. Entretanto, muitas nocOes analogas as dos espacos topolOgicos podem
ser introduzidas.

Seja (S,72) urn espaco de vizinhancas generalizado.

14.1.1 Definicdo. Espaco Disjuntivo

Urn espaco disjuntivo é a estrutura (S,D(S)), onde D(S) c p(S) satisfaz as

seguintes propriedades:
D(S) é fechado para interseedo finita;

D(S) é fechado para a unido disjunta, isto é, para todo i el , U, ED(S) tais que

Uk nU, = Q3 , para todo 1c#1EI, tem-se UU,. E D(S).
i €1

Urn subconjunto em D(S) e denominado de vizinhanca.

Se S é o universo do sistema de 2 2 ordem S = (A s , E s ), onde A = {S, p(S)} ,

entdo diz-se que (S,D(S)) é um espaco disjuntivo definido sobre S.

Seja (S,D(S)) um espaco disjuntivo. Entdo:
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14.1.2 Definicdo. Base

Uma base para urn espaco disjuntivo (S,D(S)) é urn subconjunto cD(S) tal que

toda vizinhanca de D(S) é uma unido disjunta de elementos de E.

14.1.3 Definicdo. Sub-base

Uma sub-base para um espaco disjuntivo (S,D(S)) é urn subconjunto	 D(S) tal

que toda vizinhanca de D(S) é a unido disjunta de intersecOes finitas de elementos de 74/,

isto e, o conjunto 6=	 I B é a intersecdo de uma quantidade finita de membros de .4

ê uma base para (S,D(S)) .

14.1.4 Definicdo. Espaco Segundo Contdvel

Diz-se que urn espaco disjuntivo (S,D(S)) é segundo contavel se ele possui uma

base enumeravel.

14.1.5 Definicdo. Vizinhanca Relativa

Seja X c S urn subconjunto não vazio de S. Diz-se que urn subconjunto V cX é

uma vizinhanca emX se V = X n U , para U ED(S).#

14.1.6 Proposicdo

Seja X c S urn subconjunto ndo vazio de S. A estrutura (X,7), onde 7 é o

conjunto de todos os subconjuntos de X que sdo vizinhancas em X, é urn espaco
disjuntivo.
prova:

Mostra-se que 7 satisfaz as condicOes da definica.o 14.1.1. De fato, para provar (i),

considere U,V E7. Entdo tern-se que U = XnU I e V = X nr , corn U',V' ED(S).
Segue que U nV =(X nU9n(X nr)= X n(U' nr) e 7, pois (U'	 ED(S).
Isto significa que 7 é fechado para intersecdo finita. Mostra-se agora (ii). Considere

EI,UK n L/ 1 = 0,Vk / E /1 c 7. Entdo,	 para cada i el, ocorre que

U 1 = X nU; , corn U; E72. Como Uk nU I =0, para todo k #1 E I , entdo tambern é

valido que (X nU;)n(X nU;)= X n(U I:nU;)=0 , donde se conclui que

(Uk nU ;) = 0 . Segue que

(

UU. =U(X nU ;)= X n UU: E 7,
i El	 iEl
	

\lel

pois UU/ ED(S).
El
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14.1.7	 Definicdo. Subespaco Disjuntivo

Seja X c S um subconjunto rd° vazio de S. Diz-se que (X,7) é um subespaco

disjuntivo de (S,D(S)) se 7 é uma colecao de vizinhancas em X induzidas por D(S).

14.1.8	 Proposicdo

Sejam x ES e Px a colecdo de vizinhancas que contêm x. Entdo ', apresenta as

seguintes propriedades:
para todo U EP,, se U c V ED(S), entao V E Px;

se U,V EP,, entao U n V EPv;

(iii) para toda colecao disjunta de Ui's emit, se UU,	 entao U, E	 para algum i.

prova:

Pode ser encontrada em [ZHA 92].

14.1.9	 Proposicdo

Um espaco disjuntivo (S,D(S)) e To se sempre que	 =	 tern-se que x = y, para

todo x, v E S

prova:

E imediata, pois se espaco é To , entao para todo x	 y existe X e p, tal que

X 0	 o que resulta em

14.1.10	 Definicao Filtro Primo Completo

Chama-se de filtro primo completo a colecdo de vizinhancas do espaco disjuntivo

(S,D(S)) que apresenta as seguintes propriedades:

para todo U EP, se U c V ED(S), entao V E
se U,V EP, entao U n V EP;

(iii) para toda colecdo disjunta de Ui's em D(S), se U U1 E	 entao U, E para algum
d

I.

14.1.11	 Definica.o. Espaco SObrio

Um espaco disjuntivo (S,D(S)) é s6brio se é To e, para todo filtro prime completo

em D(S), existe algum ponto x tal que p, = P.

Observe que, intuitivamente, um espaco é sObrio se é completamente determinado
por seu reticulado de propriedades (vizinhancas).
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14.1.12 Definicao. Espaco Disjuntivo Compacto

S é compacto se toda cobertura interior de S contem uma subcobertura interior
finita de S. Um subconjunto X c S é compacto se X é compacto como urn subespaco

de S.

14.2 Espacos de Vizinhaneas Estiveis

No sentido de capturar a nocao de estabilidade em espacos coerentes, introduz-se,
nesta seed°, uma classe de conjuntos, 	 denominados de vizinhancas estaveis, que
caracterizam as funcOes estaveis no seguinte sentido:

uma funcao é estavel se e somente se a imagem inversa de uma vizinhanca estavel é
também de uma vizinhanca estavel;

se f e g sao funcôes estaveis, entao	 B g se e somente se f (0= g_1(—,u) para

toda vizinhanca estavel 0, onde �B e ordem de Berry ou ordem estavel e C é uma ordem
adequada no espaco das vizinhancas estaveis.

Sejam (A ,E`:,E aP ), corn A s = {S,p(S)} , um espaco coerente bi-estruturado,

corn estrutura de informacdo E's" e estrutura de aplicacdo E asP , e (S,1) um espaco de

vizinhancas generalizadas definido sobre S. Entao:

14.2.1 Definicao. Aberto Scott

Diz-se que U cSé um aberto Scott se

para todo x EU , se x c y entao yeLl,e

para todo subconjunto dirigido X c S tal que U X EU tern-se que XnU#0.

14.2.2 Definicao. Vizinhanca Estdvel, Espaco de Vizinhancas Estaveis

Diz-se que UcSé uma vizinhanca estavel em S se

U e urn aberto Scott, e
para todo x,y EU , se xuy E S entao xny EU U.

0 conjunto das vizinhancas estaveis em S é denotado por SN(S). (S,SN(S)) é
denominado de espaco de vizinhancas estaveis em S.

Observe que SN(S) nao necessariamente forma uma topologia, pois é fechado para
a interseciies finitas mas nao é fechado para 	 a unities arbitrarias. De fato, seja

E /} c SN(S). Entao, para cada i El, ocorre que para todo x,y EUi , se

xuy EUi entao xny Lii Sejam x,y	 , tais que	 u y) ES. Observe que
I Er

pode existir j � k el tais que x,x u y E Ui e .y,x u y EUk , mas xny EU:, para

todo i EL Neste caso, tern-se que x n yoUU: . Isto mostra que nao necessariamente
IEJ

ocorre que U LT: E SN(S).
El
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Entretanto, SN(S) é fechado para uniOes disjuntas, como mostra o resultado a
seguir.

14.2.3 Proposicdo

(S,SN(S)) é urn espaco disjuntivo definido sobre S.
prova:

Mostra-se que SN(S) satisfaz as condicOes da definicao 14.1.1.

De fato, para provar (i), considere U ,V E SN(S). Seja x e(U nV) e x c y.

Entdo tern-se que x EU e x eV. Logo, segue que yet/ e v eV, pois U, V ESN(S).

Assim, conclui-se que y E (U nV). Por outro lado, considere o subconjunto

dirigido X c S tal que U X EU,V. Tern-se que U X EUnV, X n U 0 e

X n V #0, e, portanto, X n (U n V) � 0. Conclui-se que U n V é aberto Scott.

Agora, sejam x,y E(U nV), tais que x vy E S. Entdo, tem-se que x,y E U ,

x,y eV . Como U,V E SN(S), conclui-se que xny eU e xny eV V. Segue que

x n y E(U n V) Portanto, é valid° que (U n V )ESN(S). Isto significa que SN(S) é

fechado para intersecdo finita.

Mostra-se agora (ii). Considere {U, l i EI,U A nU I =0,Vk � 1 E /}c SN(S).

Entdo, para cada i El , ocorre que: (a) para todo x E U 1 , se x c y entdo y E U 1 , (b)

para todo subconjunto dirigido X c S tal que U X EU, tem-se que X n U, � 0 , e (c)

para todo x,y E U, , se XUyE U, entdo xny E U, . Como U A nU, =0, para todo

k � 1 el, entdo para todo x E U U, , ocorre que existe somente urn m E/ , tal que
i el

x E U„,. Suponha que x c v, para y ES. Entdo por (a), tem-se que y EU„,. Como

E	 E I, UA nU 1 =0,Vk � 1 E /1, conclui-se que y E UU i . Por outro lado,
i el

considere o subconjunto dirigido X = {x,1/ E L} c S tal que U X E U U i . Entdo, como
i El

U k n U =0, para todo k � 1 El , ocorre que existe somente urn in E I , tal que
(

U X E U,E . Entao, por (b), tem-se que X nU,,, � 0 . Conclui-se que X nUU � 0 .

Logo, é verdade que U U1 é aberto Scott.
i El

Agora, sejam x,y ELJU i , tais que xuy E S. Entdo, como U k nU, =0, para
i El

todo k � 1 El, ocorre que existe somente urn in E I tal que x,y, x u y E	 Entdo, por

(c), ocorre que x n y EU„,. Conclui-se que x n y E U U1 • Portanto, é vdlido que
i El

UU, SN(S). Isto significa que SN(S) é fechado para a unido disjunta.
I E1

A conclusdo final é que (S,SN(S)) é um espaco disjuntivo.
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Seja (S,SN(S)) o espaco das vizinhancas estaveis em S. 0 resultado a seguir e

imediato:

14.2.4 Proposicdo

(SN(S),c) e urn reticulado completo, nao necessariamente distributivo.

14.2.5 Definicdo. Espaco de Vizinhancas Estaveis mais Grosseiro que um Espaco de
Vizinhancas Generalizado.

Diz-se que SN(S) e mais grosseiro que T2, ou 72 é mais fino que SN(S), se cada

vizinhanca estdvel de SN(S) é uma 	 vizinhanca que satisfaz as condicOes da definicdo

14.2.2.

14.2.6 Definicdo. Espaco de Vizinhancas de Informacdo Estdvel

Diz-se que o espaco de vizinhancas generalizado (S,72) é um espaco de vizinhancas

de informacdo estdvel definido sobre E i," se é o mais grosseiro espaco vizinhancas que é

mais fino que o espacos de vizinhancas estaveis (S,SN(S)).

14.2.7 Definicdo. Espaco de Vizinhancas Compacto

Diz-se que um espaco de vizinhancas (S,SN(S)) é compacto se cada cobertura
interior de S possui uma subcobertura finita. Urn subconjunto SS é compacto se S é
compacto como urn subespaco de S.

14.2.8 Definiedo. Ponto Finito ou Compacto

Diz-se que um ponto a ES é finito ou compacto se sempre que Ac S é um
subconjunto dirigido, e a c U A, entdo existe x E A tal que a c x. 0 conjunto dos

elementos finitos é denotado por S°.

14.2.9 Definicão. Vizinhanca Estdvel Compacta

Diz-se que uma vizinhanca estdvel K ESN(S) é compacta se K é um conjunto
aberto Scott compacto. 0 conjunto das vizinhancas estaveis compactas é denotado por
KSN(S).

14.2.10 Definicdo. Vizinhanca Estavel Principal

P é uma vizinhanca estdvel principal de SN(S) se existe urn elemento finito d em S
tal que P-=Td, onde i\ d={x E Sid rf x} .

Seja 0 um espaco coerente constituido de dois pontos 0 e T e S um espaco

coerente qualquer. Observe que se f:S 0 e estdvel, entdo é imediato que l'(T)

uma vizinhanca estdvel. Por outro lado, suponha que U e uma vizinhanca estavel de S.
(s___>st

Entdo F: SN(S) ---->	 0). corn
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IT sex EU;
F(U)(x) =1

0 sex ES–U

e uma funcdo estdvel, onde (s 	 >0) e o espaco das funcOes estaveis de S em 0.

Entretanto, a inclusdo de conjuntos sobre vizinhancas estdveis ndo determine a

ordem estdvel. Em (0
St

	>0), por exemplo, duas funcOes estdveis Xx.x e Xx.T 

apresentam a propriedade de que para todo U e SN(0), tern-se que

(kx .4 -1 (U) c (Ax .T) 1 (U) , mas ndo é verdade que kx.x � B Xx.T .

Suponha entdo que U,V ESN(S) e F(U)_<B F(V) . Ent -do, para todo x,y ES,

x c y implica em F(U)(x) = F(U)(y)nF(V)(x). Observe que x E V quando x EU ,

isto é, U c V. Alern disso, sempre que x c y EU , mas corn xoU, é necessario

tambern que ocorra x V . Isto significa que um ponto minimal de (I deve tambem ser
urn ponto minimal de V

14.2.11 Definicao. Ponto Minimal

0 conjunto dos pontos minimais de UESN(S), denotado por pU, consiste dos
pontos 171 EU tais que para todo x ES corn x c m, se x E II entdo x= tn.

14.2.12 Definicão. Relacäo "minimalmente-menor que"

Para todo U,V eSN(S), diz-se que U é minimalmente-menor que V, e denota-se

V, se ptl pV. •

14.2.13 Proposicdo

&do validos os seguintes resultados:

Se U 	  V entao U c V;
Se U :=---11 W e U -J V	 W, entdo

V se e somente se existe W E SN(S), tal que V = Uu W e UnW=0;
Todo ponto minimal de uma vizinhanca estdvel é um elemento finito.

prova:

Mostra-se (i). Suponha	 V Entdo tem-se que pU c pr Seja x EU . Entdo,
para todo m eU tal que M epU, tern-se que mcxe m epV. Como V é aberto Scott,

entdo é imediato que x eIT

Para verificar (ii), suponha que U—„W e Uc Vc W, mas ndo ocorre	 V
Entao tem-se que pU c pW mas pU pi'. Considere entdo m E,LJU. Como U c V tern-
se que m E f, mas	 Isto significa que existe x E V tal que x c m e x # m . Segue
que x e W, pois V c W. Mas isto é uma contradieao, pois m EpW, ja que pU c pW.
Conclui-se que

Agora, prova-se (iii). Suponha U;i,„ V Entdo tem-se que U c V, pela proposicdo
14.2.13.	 Logo e imediato que	 W ESN(S), W=V–U, tal que V=UvW e

U nW =0 . Por outro lado, suponha que existe W ESN(S), tal que V= (Iv W e
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U nW =0 . Seja in EpU tal que in pV. Entdo m eV e existe x E V tal que x	 e

x # m . Entao somente pode ser x E W. Neste caso, como W é aberto Scott, tern-se que

E W, o que é uma contradicao, pois U n W = 0. Conclui-se que m epV. Isto significa

que uUc pV, ou seja, U

Finalmente,	 para mostrar	 (iv), seja U ESN(S)	 e in epU. Seja X c S urn
subconjunto dirigido tal que in c U X. Como U é aberto Scott, entao U X EU, e,

portanto, tem-se que X n U # 0. Logo, existe x E X tal que x EU U. Como in cpU,

entao somente pode ser m c x . Conclui-se que in é finito.

Observe que o inverso do item (i) da proposicao anterior lido se verifica.

14.2.14 Proposicao

Tern-se que (S->st 0)	 SN(S) , corn a ordem estavel em 	 > 0) e

em SN(S) .

prova:

E imediata, pois existe urn isomorfismo dado por f	 f -1 (T) .

Seja (A,	 ,E ),corn	 = {S,p(S)}, urn espaco coerente bi-estruturado corn

estrutura de informacao E e estrutura de aplicacdo EsaP . Seja (S,IAS)) o espaco de

vizinhancas de informacao estavel definido sobre Zig . Entao:

14.2.15 Proposicao

Para todo U ESN(S), existe K c S°, urn conjunto onde os elementos sao

incompativeis dois a dois, tal que U = U{ ls kik EK}, onde 5° é o conjunto dos

elementos finitos de S.
prova:

Seja x EU . Entao existe k cp.0 tal que x	 Pela proposicao 14.2.13 (iv),

tern-se que k E S°. Logo existe K c 5° tal que x EU{I‘ kik E K} . Por outro lado, seja

x E	 klk E K1, corn K c S°. Entao existe k E K tal que x ETk. Pela definicao

14.2.10, Tk=U ESN(S). Conclui-se que U =Lj{i kik EK} .

14.2.16 Corolario

Para todo U ESN(S), existe K c S° tal que U é dada pela uniao disjunta de

elementos de K, isto é, U	 k onde S° e o conjunto dos elementos finitos de 5. 0
k E1C

conjunto {1‘ kik EK} é uma base para o espaco de vizinhancas estaveis (S,SN(S)).

Observe que se (A s ,I's" ,I asP ), corn A s = {S,p(S)}, é urn espaco coerente bi-

estruturado, entao a base do EVG de informacdo estavel (5,12) e a base do espaco de

vizinhancas estaveis (S,SN(S) coincidem. A definicao de base para cada urn destes
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espacos garante que (5,72) e (S,SN(S) sejam estruturas distintas. Veja as definicOes

13.7.2 e 14.1.2.

14.2.17 Corolario

0 conjunto	 k)I k E K, K c S° } é uma base para a topologia d(S) associada

ao espaco de vizinhancas de informacdo estavel (S,1), onde (S,SN(S)) é urn espaco de

vizinhancas estaveis com base {T	 E K, K eS°}.*

No sentido de caracterizar o subespaco dos objetos quasi-totais e totais, estuda-se
as vizinhancas estaveis relativas. Seja X e S urn subconjunto nao vazio de S.

14.2.18 Definicdo. Vizinhanca Estavel Relativa

Diz-se que urn subconjunto	 U. e X é uma vizinhanca estavel em X se

Ux=XnU,paraUESN(S).

14.2.19 Proposicdo

A estrutura (X,SN(X)), onde SN(X)) é o conjunto das vizinhancas estaveis relativas
a X e urn subespaco do espaco de vizinhancas estaveis (S,SN(S)).
prova:

Segue da proposicao 14.1.6 e da definicdo 14.1.7.

14.2.20 Proposicdo

Seja (X,SN(X)) urn subespaco do espaco de vizinhancas estaveis (S,SN(S)). 0
conjunto	 kx lk eK,K c S°1 é uma base para SN(X)). onde "I‘ kx é uma vizinhanca

estavel relativa a X.
prova:

Segue do coroldrio 14.2.16.

14.2.21 Proposicdo

Seja (X,SN(X)) urn subespaco do espaco de vizinhancas estaveis (S,SN(S)). 0
conjunto {int(1' kx	E K, K c S°	 é uma base para a topologia 0(X) associada. onde

T kx é uma vizinhanca estavel relativa a X.

prova:

Segue do coroldrio 14.2.17.

14.3 A Estabilidade no Espaco de Vizinhancas Estiveis

0 objetivo desta seed° é introduzir o conceito de funcao sn-estavel em Espacos de
Vizinhancas Estaveis e mostrar que ele coincide exatamente corn a definicdo de funcdo
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esthel em Espacos Coerentes. Sejam (S,SN(S)) e (S',SN(S')) espacos de vizinhancas
estdveis.

14.3.1 Proposicdo

Uma funcdo f :S —> S' é sn-continua se qualquer uma das seguintes condicOes é

satisfeita:
f -1 [U] E SN(S), para todo U ESN(S');

f -1 [int(U)] c int( f -' [U]) , para todo U E SN(S').

prova:

Segue da definicdo 13.5.2.

Suponha agora que f:S —> S' é estdvel. Para toda funcdo g: S' —> 0 existe uma
Unica funcdo estdvel h S —> 0 que faz o diagrama da figura 14.1 comutar.

0

FIGURA 14.1 - Diagrama Comutativo

	

Isto implica que para toda g:S' —> 0 , (f	 g -1 )(T) =	 (T) E SN(S), ou, para

toda U E SN(S'), f	 ESN(S), pela proposicdo 14.2.14. Em geral, diz-se que:

14.3.2 Definicdo. Funcdo sn-Estdvel

Diz-se que uma funcao f:S —>S' é sn-estdvel se e somente se para todo

U E SN(S'), tem-se que f -1 [U] E SN(S).

A definicdo 14.3.2 diz que se f :S —> S' é uma funcdo sn-estdvel nos espacos de
vizinhancas estdveis (S,SN(S)) e (S',SN(S')), 	 entdo a imagem inversa de uma
vizinhanca estAvel em S' é uma vizinhanca estável em 5, isto é, a toda propriedade de
.f (x)	 corresponde uma propriedade de x ES.

14 3.3 Teorema

Uma funcdo f : S —> S' é estavel na categoria dos Espacos Coerentes se e somente

se e sn-estdvel nos espacos de vizinhancas correspondentes.
prova:
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Suponha que f e estavel e seja U ESN(S'). Observe que se U é urn aberto Scott em

S', entao f 1 [U] tambem é urn aberto Scott em 5, pois f é continua (top-continua

[ACI 91]) na topologia de Scott. Agora, para todo	 x,y ES e U ESN(S'), corn

f (x), f (y) EU, tal que f (x) o f (y)	 entao f (x) n f (y) E U. Como f 6 continua e

estavel, entao f u y) = f (x) u f (y) E U e f n y) = f (x) n f (y) E U. Tem-se

que {xny,x,y,xuy} c f -i [U]. Como x ,v sào elementos arbitrarios de 5, entao

conclui-se que f -4 [U] ESN(S). Isto significa que f e sn-estavel.

Por outro lado, suponha que f e sn-estavel. Entdo, para todo U ESN(S'), tem-se

que f -1 [U] ESN(S). Como U e f -1 [U] sdo abertos Scott (top-continuidade), conclui-

se que f é continua (top-continua) na topologia de Scott, e, portant°, continua (sup-
continua) em Espacos Coerentes. Mostra-se agora que f satisfaz a condicdo de

estabilidade. Considers entao U ESN(S'), tal que f -1 [U] ESN(S) seja uma vizinhanca

estavel contendo x,y ES. Suponha quef não satisfaz a condicao de estabilidade, isto é,

sempre que x u y ES tern-se que f(x n y) = f(x)n f(y). Observe que

{x n y,x,y,xu	 f -1 [U]. Isto significa que If(x n y),f(x),f(Y),f(x u y)} c U ,

mas f (x) n f (y) U . Entretanto, isto é uma contradicdo, pois como f é continua

segundo Scott, tern-se que f u y) = f (x) u f (y) E U , e, de U ESN(S'), segue que

necessariamente f (x) n f (y) EU U. Conclui-se entao quef e estavel.

14.3.4 Teorema

Sejam f , g: S —› S' funcOes estaveis. Entdo é valid° que f �B g se e somente se

para todo U ESN(S'), f '[U]	 g-1[U]

prova:

Suponha que para todo U ESN(S'), f -1 [U]	 g' [U] .	 Para todo x ES e

d c f (x) em S'°, tern-se que T d ESN(S') e f -1 [1s d]	 d], pela proposicao

14.2.13 (i). Portanto, é valid° que d	 g(x) Conclui-se que	 f (x) c g(x) Sejam

x, y ES, corn x c y. Entao, comof e monOtona, tem-se que f (x) c f (y) , e, portanto,

f(x) c f (y) n g(x) . Considere agora d' ES" e	 E	 [is c1 1. corn YO

hipOtese, tern-se que y„ E meris d . Segue que

d' f(y)n g(x) x	 dlny	 d'l

(youx)ESA(yonx)Eg-ird'l

.Yonx=.}'0
x

d ' f (ye )c f (x).

Portanto, tern-se que .f (On g(x) c f (x) . Logo, é valid° que .f �. 3 g .

y . Por
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Observe agora que a proposicao 14.2.14 implica a condicdo necessaria do teorema.

Suponha que	 g.	 Entdo, para	 todo	 x,y ES,	 sempre que	 x c y, entao

f (x) = f (On g(x). Sejam d' E SIO e yo E	 ',1

	

a	 corn y0 c y . Entäo é valido

que f 0 ) = f (y) n g(yo ) . Isto significa que y E f -1 [1' (11 e yo E	 d	 Suponha

agora que existe nz E g - ' [T d']	 tal	 que Inc yo	 e m # yo .	 Segue	 que

.f (m) = f (yo )n g(m) .	 Logo, tem-se que rn e f -1 [T d	 e f (m) c f 0 ) . Logo,

somente pode ser m c y0 , o que é uma contradicdo, pois yo c	 d ']. Conclui-se

entdo que m = yo 	e,	 portanto, Y O E	
r

	

I a	 ,	 o que	 significa	 que

-1 [1' d'] c µg - ' [T	 Logo,	 para	 todo	 U ESN(S ' ),	 tern-se	 que
f _1 [ u]	 g_i[u]..

Observa-se que se f�B g e x E	 [ A], onde A é uma vizinhanca estavel e

x E f '[A] , entäo sempre ocorre que x E of -1[A].

14.3.5 Proposiedo

Sejam ( S , SN(S)), (S',SN(S')) e (S", SN (S")) espacos de vizinhancas estaveis corn
f:S—> S' e g: S' ---> S" funcOes sn-estaveis. Tern-se que g o f:S —> S" tambem é sn-

estdvel.
prova:

Seja U E SN (S"). Entdo g'[U] E SN (S') e f -1 [g -1 [ U ]] E SN(S), pela definicao

14.3.2. Como f	 g-1 (g o f) , segue que gof é sn-estdvel.

14.3.6 Proposicao

Sejam	 ( S , SN (S)), (S' ,SN(S')), (S", SN(S")) e ( S'" , SN(S'"))	 espacos de
vizinhancas estaveis corn f: S --> S' uma funcdo sn-estdvel. Segue que:

se (S',SN(S')) é um subespaco disjuntivo de (S",SN(S")), entdo f:S —> S" e ss-n-

estavel;
se (S'" ,SN(S'")) é urn subespaco disjuntivo de (S , SN(S)), entdo	 -+ S' é

sn-estavel.
prova:

Prova-se (i). Se U ESN(S"), entdo tern-se que (U n S') E SN(S'), e, portanto,

f -1 [U n	 ESN(S). Entretanto, é valid° que f (x) ES', para todo x ES, e, portanto,

f -1 [U ] = f -1 [U n	 SN(S). Logo f:S S" e sn-estdvel.

Para provar (ii), observe que é imediato que a furred° inclusao i:5"' --> S tal que
i(x) = x , para todo x ES'", é sn-estdvel. Akin disco, tern-se que	 :f o i	 Pela

proposiedo 14.3.5, segue que f :S —> S" e sn-estavel.
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14.3.7 Definicão. Sn-Homeomorfismo

Diz-se que uma furled° bijetiva f:S—> 5' é urn sn-homeomorfismo sef e f -1 são

sn-estaveis. Neste caso, os espacos (S,SN(S)) e (S',SN(S')) sdo denominados de sn-

homeomorfos.

14.3.8 Proposicao

Sejam uma base para SN(S) e f:S —> S' uma funcdo bijetiva. Tern-se quef e urn

sn-homeomorfismo se e somente se {f [B]IB e E} é uma base para SN(S').

prova:

Considere f um sn-homeomorfismo e suponha que E é uma base para SN(S). Entdo
tem-se quef e f sao sn-estaveis. Seja U ESN(S'). Segue que f -1 [U] ESN(S). Como

g-'e uma base para SN(S), tern-se que f"'[U] é uma uniao disjunta de elementos de 6,

isto e, f -1 [U] = U{B: EEIB1 n B = 0, Vi # j E /} . Logo, segue que

f[f-l[u]]=u

= f [U {B,' E EIB n B 1 = 0,V i j E /}]

'Ulf [A67] E f [F]if [Bi f [B] = 0, Vi j E/},

pela bijetividade e estabilidade de f Isto significa que U é uma uniao disjunta de
elementos def[E]. Conclui-se quef[E] é uma base para SN(S').

Por outro lado, supondo quel[6] é uma base para SN(S'), se U ESN(S') entdo

tern-se que U =U lt f[B1 e f[E]lf[B i ] n f[B i ] = 0, Vi # j e I}, e, portanto,

f l [u]= f i [U{f[B:] c f[E]I .I [Bi] n f[B.d=o,ei # j E

= U {f -1 [.1 [B E.f 
1 

[1[6] ] 1 -ri NB]]	 [-I[B ]] 0, ei # j E I}

= U{B: e E l Bi n B 1 = 0,Vi#j EI},

que é uma vizinhanca estavel de SN(S). Conclui-se quef ê sn-estavel.

Agora, se V ESN(S), entdo tem-se que V = U 1B: E FIB, n B. =0, Vi j E /1 .

Segue que

f[V] = f[U{B: c EIB n Bi = 0, Vi j E I}]

= Ulf[Bil E f[E]lf[Bj n fB
	

0, Vi j I} ESN(S'),

pois AEI é uma base para SN(S'). Entretanto, como f é bijetiva, tern-se que

f = (\ 1
	 I	 \ -1f	 . Portanto, valid° que	 ) [V] ESN(S') se V ESN(S). Conclui-se que

f é sn-estavel.
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Diz-se que doffs espacos de vizinhancas estdveis sn-homeomorfos sdo indistinguiveis

sob o ponto da estabilidade, isto 6, a relaedo "S é sn-homeomorfo a S" e uma relacao
de equivaléncia na classe de todos os espacos disjuntivos.

14.4 Espacos de Vizinhancas Lineares

No sentido de capturar topologicamente a nocdo de linearidade em espacos
coerentes, introduz-se, nesta secao, uma classe de conjuntos, denominados de
vizinhancas lineares, que caracterizam as funcOes lineares no seguinte sentido:

uma funedo é linear se e somente se a imagem inversa de uma vizinhanca linear e
tambem uma vizinhanca linear;

sef e g sào funcOes lineares, entdo . f	 g se e somente se f-1(0)----7_4g-1(0), para

toda vizinhanca linear 0, onde �B e ordem de Berry ou ordem estdvel e 	 é definida em
14.2.12.

Sejam (A,, E' ,E7) , corn A, = {S,o(S)} , urn espaco coerente bi-estruturado,

corn estrutura de informaedo ET e estrutura de aplicaedo E asP e (S,Z) urn espaco de

vizinhancas generalizadas definido sobre S. Entdo:

14.4.1 Definicdo. Vizinhanca Linear, Espaco de Vizinhancas Lineares

Diz-se que U c S é uma vizinhanca linear em S se

U é uma vizinhanca estdvel, e
para todo X c 5, X � 0 , sempre que, para todo a, b E X, ocorre que a b E U,
entao U X ELI .

0 conjunto das vizinhancas lineares em S é denotado por LN(S). (S,LN(S)) é
denominado de espaco de vizinhancas lineares em S.

Observe que LN(S) c SN(S).

14.4.2 Proposicdo

(S,LN(S)) é um espaco disjuntivo definido sobre S.
prova:

Mostra-se que LN(S) satisfaz as condicaes da definicdo 14.1.1.

De fato, para provar	 considere U,V ELN(S). Seja x E (U nV) e x c y. Entdo

tem-se que x	 e xEV. Logo, segue que y EU e y eV, pois U,V ELN(S). Assim,

conclui-se que y E (U nV) . Por outro lado, considere o subconjunto dirigido X c S tal

que U X E U,V . Tern-se que U X eU nV , X n U 0 e X nV � 0, e, portanto,

X n (U n V) � 0. Conclui-se que U n V é aberto Scott.

Agora, sejam x,y e (U n V), tais que x v y E S. Entdo, tem-se que x,y eU ,
x,y E V. Como U,V ELN(S), conclui-se que xny EU e xny eV V. Segue que

xnye (U nV). Conclui-se que U nV é vizinhanca estdvel.
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14.4.3 Definicdo. Espaco de Vizinhancas Lineares mais Grosseiro que urn Espaco de
Vizinhancas Generalizado.

Diz-se que LN(S) é mais grosseiro que 12, ou 72 e mais fino que LN(S), se cada

vizinhanca linear de LN(S) é uma	 vizinhanca que satisfaz as condicOes da definicao

14 4 I

14.4.4 Definicdo. Espaco de Vizinhancas de Informacâo Linear

Diz-se que o espaco de vizinhancas generalizado (S,T) é urn espaco de vizinhancas

de informacdo linear definido sobre E l" se é o mais grosseiro espaco vizinhancas que

mais fino que o espacos de vizinhancas lineares (S,LN(S)).

DefinicOes e proposicOes andlo gas as que foram introduzidas na secdo 14.2 para
vizinhancas estaveis podem ser enunciadas tambêm para vizinhancas lineares. Entretanto,
somente mencionam-se aquelas que apresentam modificacOes fundamentais.

14.4.5 Definicão. Vizinhanca Linear Principal

P e uma vizinhanca linear principal de LN(S) se existe urn elemento unitario d em

Sun, tal que P	 d , onde d =Ix e Sid c x}

Segue que:

14.4.6 Proposicao

Todo ponto minimal de uma vizinhanca linear principal U e urn elemento unitario,
isto é, 1,d/ c S u ,n .

14.4. 7 Proposicdo

Para todo U eLN(S), existe	 K c S u ,n , urn conjunto onde os elementos sdo

incompativel dois a dois, tal que U 'U{T	EK}, onde Sun , e o conjunto dos

elementos unitarios de S.
prova:

Seja x EU . Entdo existe k e [tU tem-se que x e lsk . Pela proposicdo 14.4.5,

tern-se que k E Sum. Logo existe K c S„,„ tal que x EU{T k!k e	 . Por outro lado,

seja x e U{T kik E	 , corn K c S um . Entdo existe k E K tal que x E T k. Pela

definicdo 14.4.1, T k = U eLN(S). Conclui-se que U =U{T kjk E	 .

14.4.8 Coroldrio

Para todo U e LN(S), existe K c S uns tal que U é dada pela unido disjunta de

elementos de K, isto é, U =U1' k , onde S„,„ é o conjunto dos elementos unitarios de S.
k GK

0 conjunto	 E 1(1 é uma base para o espaco de vizinhancas lineares (S,LN(S)). ♦
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Observe que se (As ,E is'n asp ) corn A c = {S,p(S)}, é urn espaco coerente bi-

estruturado com estrutura de informacdo E` e estrutura de aplicacdo E as' , entdo a base

do EVG de informacdo linear (3,71) e a base do espaco de vizinhancas lineares

(S,LN(S)) coincidem. A definicdo de base para cada urn destes espacos garante que

(S,T) e (S,LN(S)) sejam estruturas distintas.

14.4.9 Corolario

O conjunto {int(i‘ k)lk EK,KcSuni} é uma base para a topologia d(S) associada

ao espaco de vizinhancas de informacao linear (S,72(S)), onde (S,LN(S)) é urn espaco

de vizinhancas lineares corn base IT ki k E K, K csuni}.*

No sentido de caracterizar o subespaco dos objetos quasi-totais e totais, estuda-se
as vizinhancas lineares relativas. Seja X c S urn subconjunto ndo vazio de S. A nocao

de subespaco de vizinhancas lineares é andloga ao introduzido em 14.2.18 e 14.2.19 para
vizinhancas estaveis. Assim, diz-se que urn subconjunto U. c X é uma vizinhanca

linear ern X se Ux ---XnU, para U ELN(S). A estrutura (X,LN(X)), onde LN(X)) é o

conjunto das vizinhancas lineares relativas a X é urn subespaco do espaco de vizinhancas
lineares (S,LN(S)). Segue que:

14.4.10 Proposicao

Seja (X,LN(X)) um subespaco do espaco de vizinhancas lineares (S,LN(S)). 0

conjunto {T kx 1k eK,KcSum} é uma base para LN(X)), onde Tkx é uma vizinhanca

linear relativa a X.
prova:

Segue do coroldrio 14.2.16.

14.4.11 Proposicão

Seja (X,LN(X)) um subespaco do espaco de vizinhancas lineares (S,LN(S)). 0

conjunto {int(T kx )k E K,KcS,,,,,} é uma base para a topologia d(X) associada, onde

kx é uma vizinhanca linear relativa a X.

prova:

Segue do corolArio 14.2.17.

14.5 A Linearidade no Espaco de Vizinhancas Lineares

0 objetivo delta seed() é introduzir o conceito de funedo /n-linear em espacos de
vizinhancas lineares e mostrar que ele coincide exatamente corn a definiedo de furled°
linear em Espacos Coerentes. Sejam (S,LN(S)) e (S',LN(S')) espacos de vizinhancas
lineares.
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14.5.1 Proposicao

Uma fungdo f:S —> S' é /n-continua se e somente se qualquer uma das seguintes

condicOes é satisfeita:

f -1 [U] E LN(S), para todo U ELN(S');

.f -1 [int(U)] c int(f [U]) , para todo U ELN(S').

prova:

Segue da proposicdo 14.3.1.

14.5.2 Definicdo. Funcdo /n-Estavel

Diz-se que uma fungdo f :S --> S' é /n-estavel se e somente se é sn-estavel.

14.5.3 Definicao. Func -ao In-Linear

Diz-se que uma funcdo f:S S' é /n-linear se e somente se para todo

U ELN(S'), tem-se que f -1 [U] ELN(S).

A definicdo 14.5.3 diz que se f:S —> S' é uma funcäo In-linear nos espacos de

vizinhancas lineares (S,LN(S)) e (S',LN(S')), entdo a imagem inversa de uma
vizinhanca linear em S' é uma vizinhanca linear ern S, isto 6, a toda propriedade de
f(x) ES' corresponde uma propriedade de X E S.

14.5.4 Teorema

Uma funcdo f: S —> S' é linear na categoria dos Espacos Coerentes se e somente

se é /n-linear nos espacos de vizinhancas lineares correspondentes.
prova:

Suponha quef e linear e seja U ELN(S'). Observe que se U é um aberto Scott em

S', entdo f -1 [U] tamb6m é urn aberto Scott em S, pois f é continua (top-continua

[ACI 91]) na topologia de Scott. Alem disso, U é uma vizinhanca estavel em 5', e,

portanto, .f -1 [U] tambem é uma vizinhanca estavel em 5, pois f e estavel (sn-estavel).

Seja agora urn subconjunto X c S tal que para todo a,b E X ocorre que

aub e f'[U]. Observe que para todo f(a),f(b)ef[X]c S' tern-se que

f (a u b) EU . Pela continuidadc de f, segue que f (a u b) = f (a) u f (b) EU , para

todo f (a), f (b) e f [X] . Como U ELN(S'), segue que U f[x] EU Pela linearidade

de f, tern-se que f(U X) = Uf[X] E U . Conclui-se entdo que UX ef -1 [U], ou seja,

f	 ELN(S). Logo ./ 6 In- linear.

Por outro lado, suponha quef e /n-linear. Entdo, para todo U ELN(S'), tem-se que

f -1 [U] E LN(S). Como U e f -1 [U] sdo vizinhancas estaveis (sn-estabilidade), conclui-

se que f ê sn-estavel (/n-estavel) em LN(S), e, portanto, estavel em Espacos Coerentes.
Mostra-se agora quef satisfaz a condicao de linearidade.
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Suponha quef não satisfaz a condiedo de linearidade e seja X c S um subconjunto

tal que para todo a,b EX ocorre que aub Ef [U] . Isto significa que UX ef -I [LI] .

Agora observe que para todo f (a), f (b) E f [ X] c S' tern-se que f (a u b) E U . Pela

	

continuidade de	 .f,	 segue que	 f (a u b) = f (a) u f (b) EU , para todo

f (a), f (b) E f [ X] . Tambem e possivel dizer que f X) E U . Agora, como f rido

linear, tern-se que f X) #U f [ X] e, portanto, U f[X] EU. Isto é uma contradicao,

pois, se U ELN(S'), entdo necessariamente tern-se que U f [X] EU. Logo f e linear.

14.5.5 Teorema

	

Sejam .f,g: S	 S' funcOes lineares. Entdo é valid° quef �B g se e somente se para

todo U ELN(S'), f -1 [U] C,, g -1 [U] .

prova:

E andloga a do teorema 14.3.4.

14.5.6 Definicao. Ln-Homeomorfismo

Diz-se que uma furled() bijetiva f:S —> S' é um /n-homeomorfismo se f e f sdo

/n-lineares. Neste caso, os espacos (S,SL(S)) e (S',SL(S')) sdo denominados de In-
homeomorfos.

14.5.7 Proposiedo

Sejam uma base para LN(S) e f :S —> S' uma funcdo bijetiva. Tern-se que f

urn /n-homeomorfismo se e somente se { f [MI B E V} é uma base para LN(S').

prova:

E andloga a da proposicdo 14.5.7.

Diz-se que dois espacos de vizinhancas lineares /n-homeomorfos sdo indistinguiveis
sob o ponto da linearidade, isto é, a relacdo "S é /n-homeomorfo a S" é uma relacdo de
equivalencia na classe de todos os espacos disjuntivos.



238

15 Vizinhancas em Espacos de Funceies e em Outras
ConstrucOes

Nesta capitulo serdo estudadas as vizinhancas estaveis introduzidas por Zhang
[ZHA 89] [ZHA 92], relativamente a espacos de funeOes estaveis e outras construcOes
corn espacos coerentes. Corn base nestas nocOes, sdo introduzidas vizinhancas lineares
ern espacos de funcOes lineares.

Suponha que x é urn estado de computacdo de tipo D, corn propriedade A,
denotado por x A, e y é urn estado de computacdo de tipo E, corn propriedade B,

denotado por y B.

Combinando-se os estados de computacOes x ED e y EE para obter urn estado de
computacdo (x op y)E[D op E], onde op é alguma construed° corn espacos coerentes
(veja seed.° 3.6) como a soma, o produto direto, o espaco das funcOes estaveis ou o
espaco das tune Oes lineares, deseja-se deduzir alguma propriedade de (x op y) a partir
dos fatos conhecidos x A e y B. Isto resulta em construcOes (A op B) sobre as
propriedades A e B, de tal forma que de x A e y B pode-se deduzir
(x op y) (A op B).

Pode haver diferentes formas de combinar uma vizinhanca estavel (linear) A de D
corn uma vizinhanca estavel (linear) B de E para obter uma vizinhanca estavel (linear)
(A op B) de [D op E].

E importante salientar [ZHA 91] que as construcOes corn vizinhancas estaveis
devem garantir que:

combinando-se uma vizinhanca estavel A ESN(D) corn uma vizinhanca estavel
B ESN(E) deve-se obter uma vizinhanca estavel (A op B) E SN([D op L-1);

vizinhancas estaveis da forma (A op B) devem formar uma sub-base do espaco de
vizinhancas estaveis ([D op E],SN([D op ED); através da interseedo finita de vizinhancas
estaveis da forma (A op B) deve ser possivel obter todas as vizinhancas estaveis
principais (primas) de [D op E];
(iii) se (D,SN(D)) e (E,SN(E)) sdo espacos sari°, entdo ([D op E],SN([D op ED)
tambem é sObrio.

Da mesma forma, as construcOes corn vizinhancas lineares devem satisfazer
requisitos analogos aos que sdo exigidos para as construcOes de vizinhancas estaveis no
paragrafo anterior.

Observe que a condiedo (i) requer que (A op B) seja bem definida, enquanto que a
condiedo (ii) estabelece que vizinhancas estaveis (lineares) da forma (A op B) sdo
suficientemente expressivas, isto é, é possivel obter todas as vizinhancas estaveis
(lineares) compactas pela utilizacdo da interseedo e unido finita. A condiedo (iii) garante
que seja possivel reconstruir os pontos do espaco coerente a partir da colecdo de
vizinhancas estaveis (lineares).

As construcOes que serdo apresentadas aqui possuem as propriedades (i)-(iii)
citadas anteriormente. Algumas das provas sdo imediatas e ndo serdo explicitadas.
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15.1 Vizinhancas EstAveis em Espacos de Funciies Estiveis

Suponha que D e E sao espacos coerentes. De forma similar ao que existe para os
dominios de Scott, pode-se obter as vizinhancas estaveis de D+E, DxE, a partir das
vizinhancas estaveis de D e E, satisfazendo as condicOes comentadas nos paragrafos
anteriores. Mas como é possivel obter as vizinhancas estaveis do espaco de funcOes

estaveis (D	 E)	 diretamente das vizinhancas estaveis de D e E? A solucao

apresentada a seguir é devida a Zhang [ZHA 89] [ZHA 92].

Observe que, para a topologia de Scott, se A e B sao abertos segundo Scott de D e

E, respectivamente, entao A —> B = th: D —> El A c h - '[B]} é urn conjunto aberto Scott

compacto de [D	 . Existe outra forma de analisar esta questa°. Como A e B sao
abertos Scott, existe	 uma correspondencia entre estes conjuntos e as funcOes
fA :D—>0 e gB :E—>0. A relacao de inclusao entre conjuntos abertos determina a

ordem pontual; entao, he.A—>B se e somente se IA — gB oh. Veja a figura 15.1.

h
	

h

FIGURA 15.1 - Ordem pontual para	 FIGURA 15.2 - Ordem de Berry para
funcOes continuas segundo Scott

	
tune -6es estaveis

Isto sugere que, para espacos coerentes, é conveniente utilizar a figura 15.2, onde a
ordem e substituida pela ordem estdvel ou de Berry �B . Entao, pode-se definir
heA—>B para significar que fA �B gB o h. Observe que:

15.1.1 Lema.

Tem-se que f �_g g o h se e somente se A	 11 -1 [B] .

prova:

Pelo teorema 14.3.4, tem-se que f	 �B g o h se e somente se

f	 o h) 1 [U] , para toda vizinhanca estdvel U. Ent -do é imediato que

f :4 1 [U] ri-1„(h -1 o g 31[U], ou seja, A	 11 1 [B] .

Sejam D ,E espacos coerentes:
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15.1.2 Definiedo. Vizinhanca A —> B

Sejam A EKSN(D) e B EKSN(E). Define-se 	 A —> B como o conjunto
{f (D sL÷ n

E )1A C,, f -1 [B]1 , onde (D	 E) é o espaco das funcOes estaveis

de D em E, definido em 3.7.6.

Considere um furled° estdvel f como urn estado	 de computacdo de tipo

(D	 E) que consome informacdo de tipo D e produz informacdo de tipo E (aqui

pode-se identificar computacOes de tipo D e E como	 dados de tipo D e E,
respectivamente). Intuitivamente, o que significa o fato de urn estado de computacdo em

(D 	 > E) possuir a propriedade A —> B , onde A é uma propriedade de tipo D e B é

uma propriedade do tipo E ? As propriedades adequadas para funcOes estaveis sdo
aquelas que sdo determinadas por urn conjunto de informacdo minima incompativel. E
possivel dizer que f possui uma propriedade A —> B	 se f pode produzir alguma
informacdo corn propriedade B a partir de qualquer informacdo de entrada que tenha a
propriedade A; akin disso, uma informacdo necessdria corn propriedade A é tambêm uma
informacdo necessdria paraf ser capaz de produzir alguma informacdo corn propriedade
B. Pode-se tambem dizer que f possui a propriedade A —> B se sempre que f pode
produzir uma saida y (informacao) corn propriedade B, entdo sempre existe alguma
informacdo de entrada minimal x que garante isso. Se esta informacdo minimal x for
consistente corn propriedade A, entdo x deve tambem ser uma informacdo minimal de
propriedade A.

E necessdrio mostrar que a construcdo dada na definiedo 15.1.2 esta de acordo corn
o critêrio (i) introduzido no inicio desta seed°, isto é, a construed° é bem definida. Para
isso, introduz-se agora uma caracterizacdo de elementos finitos no espaco das funcOes
estaveis.

15.2 Caracterizacao de Elementos Finitos em (D	 E)

Esta seed° apresenta as estruturas dos elementos primos completos nos espacos de
tune -6es estaveis, e, portanto, tambem as estruturas dos elementos finitos nesses espacos.

Sabe-se que para dominios de Scott D e E tern-se que o espaco funcional D —> E é
obtido a partir de funcOes step. Em outras palavras, os elementos finitos de D —> E
podem ser representados como funcOes step.

Observa-se que ern urn dI-domain os elementos primos completos sdo os elementos
isolados (finitos, compactor) que possuem somente urn elemento imediatamente abaixo
deles pela relacdo de ordem de informacdo. Isto é demonstrado em [ZHA 96],
[ZHA 92a] ou [HUT 95]. Entdo, o conjunto EP dos elementos primos completos de urn

espaco coerente E é dado por E P = {a}lict} EE} [ZHA 92], into é, EP e justamente a

familia Et,„, dos conjuntos coerentes unitarios de E.

Suponha que D e E sdo espacos coerentes. Sejam 	 o conjunto dos elementos
finitos de D, E° o conjunto dos elementos finitos de E e EP o conjunto dos primos
completos de E.
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15.2.1 Definicao. Funcao One-Step

Uma funcao one-step é definida como

[a,b1(x)={i
se ac x,

caso contrario,

onde a ED° ,b EE°.

Observe que a ordem estavel e determinada pelos pontos minimais para uma fungal)
estavel ,  assumir um determinado valor. Entdo seria desejävel ler [a,h] como uma fimedo

para a qual "a é urn ponto minimal para ./ assumir urn valor maior ou igual que b". Ism
imediatamente torna ambigua qualquer funedo da forma [a,h], uma vez que a definicao
15.2.1 especifica somente uma de tail tune-6es.

Considere agora a seguinte definicao para o traco de uma tune -do estavel,
introduzido em 3.7.1:

15.2.2 Definicao. Traco de uma Furled° Estävel

Seja f:D -+ E uma tuned() estavel. Define-se o traco pf de uma funcao estavelf

como urn conjunto de pares (a,(3) effxIEI tal que (a, (3) e [if se

f3 Ef(a)A (Va' c a,13 E f (a') a a') .

Deseja-se agora capturar a nocao de elementos finitos em urn espaco funcional
estavel.

15.2.3 Definicao. Conjunto de Supremo Estavel

Diz-se que um conjunto {(a 1 ,b 1 )Ii E /} c	 x E P admite urn supremo estavel se,

para todo J c fi„ I , as seguintes condicOes se verificam:

(i)	 E J} ED	 EJ} E E,

(ii) a 1 ua	 ED A(bi =bi )(at =ai ), para todo ij cf.

A primeira condicao da definicao 15.2.3 implica em consisténcia e a segunda
expressa a propriedade minimal.

15.2.4 Lema

Seja f:D —> E uma	 fiincao estavel. Entdo para todo x ED, tem-se que

f (x) =	 {40 a c x,(a,13)

prova:

Seja f:D —> E uma	 tuned° estavel. Tern-se que 13 e f(a) para qualquer

(a, () E	 Portanto, se ac x e (a, (3) c	 , entdo ocorre que p G f (x) . Logo, tem-se

que U {{13}3a c x,(a,(3) E 1-1.11 _C f (x) . Por outro lado, sabe-se que [MIA 92a] para
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todo primo completo q EE tal que q=lotc f (x), existe um element° h c x para o

qual (b, a) E [4f	 Isto significa que a EU {{13}I3a e x,(a,(3) E pf} . Portanto, conclui-se

que f (x) =U{{a}ja Ef(x)} cLj	 13}13a	 x,(a,(3)	 }. Assim,	 tem-se que

f (x) =U{{13}1]a xja,13) E

15.2.5 Lema

Sejam f ,g: D —> E funcOes estaveis. Segue que:

Sef �B g entäo pf c ;

Ra,(3),(a' 43) E pi A au a' ED]	 a = a'

prova:

Suponha que f ,g: D —> E sdo funcOes estaveis tais que f g. Para todo

() G	 , tern-se	 que	 R G f (a) c g(a) .	 Seja	 b n Ixix c a A 13 E g(x)} .

Aparentemente, bca	 e	 (b, 13) E pg. Ainda,	 por definicdo, f 5B g	 implica em

f (h) = f (a) n g(h) . Portanto, tem-se que P E f (b) , pois 13 E f (a) e 13 E g(b) . Deve-se

ter entdo que a = b , pois (a, (3) E [if . Isto significa que	 , (3) E	 .

Suponha agora que f é estavel, a u a' E D e (a ,(3),(a	 E	 . Segue que

13 E f (a), 13 E f (a') . Como a u a' ED, tem-se que	 f3 E f (a) n f (a') = f (a n a') .

Enta.o, conclui-se que ana'=a =a'.

15.2.6 Teorema

Sejam f , g E (D	 E). Tem-se que f �B g se e somente se pi c	 onde

a ordem de Berry ou ordem estavel. Para {(a, , { p i })Ii E I}	 x E P , tem-se que

{(a 43, )ii E /} = pf se e somente se {(a {r3 })i E I} admite urn supremo estavel.

prova:

0 lema 15.2.5 mostra que f 513 g implica em	 c	 . Suponha, por outro lado.

que pf	 . Segue do lema 15.2.4 que para todo x ED, f (x) c g(x) . Para provar que

f�Bgtern-se que mostrar que para todo x c y ED, f(x)= f(y)ng(x). Para isto, seja

p= {p} E E P	 e f3 E f(y)n g(x) . Claramente,	 existe	 a c x	 e bcy	 tais que

() E	 e	 43) E	 . Entretanto, como	 pg, tern-se que (b,(3) E pg e, pelo

lema 15.2.5, segue que a = b . Isto implica em 13 E f(b) c f(x) . Logo, tern-se que

f(y)n g(x) c f (x) . Conclui-se que f (x) = f n g(x) .

Prova-se agora a segunda parte do teorema, utilizando-se o lema 15.2.5. Suponha

que {(a, ,13,P E I} =1,1/ para alguma funcdo estavel. E imediata a prova de que as

propriedades (i) e	 (ii) da definicdo	 15.2.3	 se verificam.	 Agora seja
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{(a i ,{f3,	 E /1	 x E F urn conjunto corn as propriedades (i) e (ii). Mostra-se que a

funcdo estavelf para a qual {(a,13, 	 E I} =	 (que é imica pelo lema 15.2.4) pods ser

obtida como os supremos para a ordem pontual 	 	 {f3, }], onde

	

[a, {P}I x) = { {13}	
se a c x,

_L	 caso contrario,

é a funcao one-step definida ern 15.2.1, para b= {p} E E P . E imediato que	 , {(3•1]
it

é continua. Para verificar a estabilidade, sejam x,v ED tais que x u y ED . Suponha que

R E U[ai {13 , fix) n U[a i, {Pi fl(v ) . Tem-se que para	 i,j El ,	 f3 E {13 ; } , a, c x , e
i cl	 i el

13 elf3 ; },	 cy. Logo, tern-se que ai =a i ,pois ai va i ED e	 = [3, =13 Assim, é

valido	 que	 a i =	 cxny	 e	 E U [a i	 n y).	 Segue	 que
IEl

U [a; 113,-}](x ) n U [at, {(3 ; }](y) g	 [at, { p i	 n y). Isto implica que	 [a t , {p i }] a
iel	 iEl	 iEl

estavel. Resta mostrar que f(ai 	 E /} =	 , onde, para simplificacdo, utiliza-se a

notaedo 1 I [a i , {13 i H =f Tern-se que i E U {{13 ,	 a • =f(a ; ). Sejam y ca ; e

13 ; E f(y), isto e, 13 	 E U {{R,	 c y} . Como y u a ;  D , segue que y=af . Isto

significa que	 .,) Eµf. Para todo (a,(3) E pf tern-se que	 E f (a)	 Portanto,

valid° que 13 E U {{Pi	 c a} . Segue que ai =a. •

Observa-se que as funcOes da forma I T[a i ,{p., }], corn 1 finito, representam todos
i El

Os elementos isolados (finitos, 	 compactos)	 no	 espaco de	 funcOes	 estaveis, onde

{(a 1 , {(3,•})iic	 D° x E admite urn supremo estavel (definicao 15.2.3).

15.2.7 Definiedo. Funedo Step

Seja	 I I [ai ,b=clef Xx E D. U [a, ,bl,(x)	 o supremo para a ordem pontual de
1E1

funcOes one-step. Cada conjunto{ (a; E I} c D° x E P que admite urn supremo

estavel especifica uma ftmcdo

11	 „f^,.x E
IEl

denominada de funcdo step. •

Observe que a condicdo (i) da definicao 15.2.3 implica em consist6ncia e, portanto,

I I [a i ,bi ] realmente define uma func5o. Como a condicdo (ii) expressa a propriedade

f]i EI,a i c x},

iEl
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minimal, entao quando [a„hi ] aparece como um elemento de uma funcdo step tern-se

que &minimal para hi.

Seja {(a, ,b	 e	 D° x E P admitindo urn supremo estävel. Entdo:

15.2.8	 Proposicdo

Tern-se que a funcdo step J J [a,,b1 ] é estAvel.

prova:

Veja prova do teorema 15.2.6.

15.2.9	 Proposiedo

Para todo j El tem-se que a, E [If -1 (1‘ by ), ondef = li[a,,b1 ] e [if -1	 eo

conjunto dos pontos minimais de f -1 (1' b1).

prova:

Tem-se que by = 113	 e Pi E U {{Pi }la ; c a	 f(a y ). Portanto, é vdlido que

a; E	 Seja yc a ; e f3 E f (y) , isto e, P; E	 g yl. Como

yua ; E D, pela definicdo 15.2.3, segue que	 y =ay . Isto	 significa	 que

a c !if -1 (is by).

Observe que se f é uma funcdo estdvel, a e of 	 b) e a' e 1.4f -1 (T b') , onde

a u a' ED, entao a u a' Elif -1 (1'(buh9). Para chegar a este resultado, note que

a„	 -1(1' (bu b9) , onde a„ =

Claramente, é vdlido que a„ c a u a' . Mas ocon-e que b c f(a„) e b' c f(a„), e,

portanto, a c a„ e a' c a„. Logo, tern-se que a u a' c a„.

15.2.10 Proposicdo

Sejam	 el} c D° x E P e {(a;,by')Ij E c D' ) x E' admitindo supremos

estaveis. Entdo U[a , b1 �B	 ,b ; ]<=>{(a ,b	 {(a1,by')j El}.
LEI

prova:

Segue do teorema 15.2.6 e da proposicdo 15.2.8.

Como a ordem de Berry ou ordem estavel é mais forte que a ordem pontual, é facil
reconhecer que as funcOes step sdo elementos finitos no espaco de funcOes estdveis. E
possivel provar por exaustdo que etas constituem todos os elementos finitos no espaco
de funcOes, mostrando-se que toda a funcao estdvel e o limite de uma cadeia de funcôes

fl {xl(h u b 1 ) c f(x)} , pela estabilidade de f
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step. Entretanto, é possivel simplificar esta questao utilizando-se uma sugestdo
introduzida por T. Coquand [COQ 87].

15.2.11 Definicdo. Fungal) Parâmetro

Sejaf E (D 	 E) . A fungdo definida como

a ED°, b EE°, é denominada de fungdo parâmetro.

Segue que:

15.2.12 Lema

[a ,b , f] e estdvel.

15.2.13 Lema

=clef	 .b n f (a n , onde

[a,b,f]	 •

prova:

Observe que para xcycD, tern-se que

[a ,b , f](v) n f(x) = b n f(a n y)n f (x)

=bnf(anynx)

=bnf(anx)

=[a,b,f](x),

poisf e estavel.

15.2.14 Lema

Toda fungdo em (D	 E) que e estavelmente menor que [a ,h, f] e unicamente

determinada por seus valores em a.
prova:

Suponha que h	 [a,b,f]. Entdo anxc x e anxca implica em

h(a n = [a ,b ,	 n x) n h(a)

= [a ,b , f'](x) n h(a)

h(a n = [a ,b , f](a n x)n h(x)

= [a ,b , f](x)n h(x).	 •

Segue que h(x) = h(a) n [a,b, f](x).

0 Tema 15.2.14 estabelece que existe apenas urn nnmero finito de funcOes estaveis

menores que [a,b,f].
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15.2.15	 Proposicdo

Todo elemento finito de (D 	 S`
	

> E) é da forma I I [a, ,b, , ondef e uma fungdo

estavel, a E D° ,b, E E°,i e I.

prova:

Primeiramente observe que cada [a,b, f] é finito. Seja T um subconjunto dirigido

de funcOes estaveis	 T (D 	 > E) tal que [a ,b, <_ 8 lit . Isto significa	 que
(ET

[a,b, f](a)c H t ( a )	 Entretanto, é valid° que [a ,b , f](a) = f (a) n b , que tambem é
(ET

finito, assim como b é finito. Logo, existe to ET tal que [a ,b, f](a) c t0 (a) . Para todo

x ED, segue que to (a)n[a,b, fl(a n x)—[a,b, f](a n x)n t o (a n x), pela propriedade

das	 funcOes	 estaveis	 [ZHA 89].	 Entretanto,	 ocorre	 que

t„(a) n [a,b , f](a n x) =[a,b, f](x)	 e [a ,b, f](a n x)nt o (a n x) c t„(x). Portanto.

conclui-se que [a ,b, f](x) c t o (x), ou seja,<_ B t° . Logo, [a ,b, f] é finito. Note

que o supremo de urn conjunto finito de elementos finitos é tambem finito. E imediato

que f =11{[a,b,f]la E D' ) n b E E° e finito.

15.2.16 Teorema

UT mvafui ,nbei d]odeesttediveil em (D	 > E) é uneada por us' c0niuntorn{(ealemeb )noj e finito

step 	

ict o

step
I LI

supremo estavel.
prova:

E imediato que as funcejes step sdo elementos finitos pois

Scott segundo a ordem pontual. Mostra-se que todo elemento

igual a uma funcdo step. Da proposicdo 15.2.15, segue que

(D 	 > E) é da forma I I[a,,b i f ]• Portanto, é suficiente p
1.12

igual a alguma fling -do step. Para cada 1 � i � n, escreve-se

se é igual a uma funedo

D° x E' que admite urn

sdo finitas como funcöes

finito em (D  
Sr 

> E)

todo elemento finito de

rovar que J I [a i ,b,f1 é

c E P Id c f(a i )nbi l = {{PI EE P IP E f(ai)nbi}

como {du,d12,•••,diA} = {{Pii}, {Pi2},•••,{Pik}} • Seja

cif =11{x ai ld c f(x)nbi}

n{x C a ilP f	 bi}

para cada 1 �_ j k, , e seja

El
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],xx.0

= L.1-1 {{13 ii }lc; c x}

Tem-se que II II	 ,], 11 [a „	 pois, para cada
1 �i � 111

	

U{duic, x}	 }

	

c [

ai	 f](x)

e, para cada primo d {13} c .f(x n a i )n b existe s tal que d =	 e cis c-L- xnai.

suficiente verificar que U {(ci; ,d )11 5_ j ki } satisfaz as condicOes da definicdo 15.2.3.
1 � i � n

Considere I c U {(i,	 j	 k, }, e, para todo (i,j) E I , ci; c a , para algum a E D.
15.1 .�_tz

Entdo, para cada (i, j) E 1, tern-se que di; c .f(ci; najnb, c f (a) , o que prova a

condicao (i). A condicao (ii) segue da definicao de cu. •

15.2.17 Proposicdo

	

Os elementos primos completos de (D	 E) sdo da forma [a,{131,/ 1, ondef ê

uma funcdo estdvel, a E D" é um elemento finito de D e {13} E E" é urn elemento primo

completo de E tal que p E f (a) .

prova:

Segue da proposiedo 15.2.15 que cada [a,{13},f1 e urn elemento primo completo.

Na verdade, constituem todos elementos os primos completos porque para todo

[a ,b, f]. [a ,b f = ll[a	 },fl, onde {13, } e E P sdo	 os elementos primos
j EJ

completos de E tais que U {13,	 = f (a) n b .
j el

15.2.18 Coroldrio

	

Urn conjunto {(a,, {13 i	E I} c	 x E P	 que admite urn	 supremo estdvel

determina urn elemento primo completo IT [a, {13 }] E (D	 E).
El

15.3 Construciies corn Vizinhancas Estaveis

Na seedo 15.2 estudou-se uma caracterizacao dos elementos primos completos no
espaco de funcOes estaveis. E possivel mostrar agora que a definicao 15.1.2 introduz a
nocdo de uma vizinhanca estavel. Suponha que D e E sac) espacos coerentes.

•
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15.3.1	 Proposiedo

Seja {(a i	e I} c 13 () x E P urn conjunto que admite urn supremo estavel. Entdo

tem-se que f E(T a —> Tb i ) para todo j E 1, onde f ê uma abreviac -ao para a furled°

step I I [a ,h t ] determinada pelo conjunto {(a 1 ,b.)li E 1}	 x EP
id

prova:

Segue diretamente da proposiedo 15.2.9.

15.3.2 Teorema

Sejam A EKSN(D) e B EKSN(E). Tem-se que (A B) EKS*(D	 E)) .

prova:

Primeiramente prova-se que (A -+ B) é um aberto Scott. Uma conseqUencia

imediata do teorema 14.3.4 é que (A —> B)possui cota superior. Suponha entäo que

fO � B	 .� B— � B f7 � B"'	 é uma cadeia corn	 ljf, e(A	 B) . Por	 definicdo,
i ECU

(
cji j j f (B) . Como A é compacto, 1.1A é finito. Seja	 =	 . 0

jEto

fato de que a E [1. jl f,.	 (B) implica que 11 f	 ;) e B , pelo lema 15.2.13. Existe

tal que f j ) EB, pois B é urn aberto Scott. Seja n = max{1 ; 11 � j � in}. Tem-se que

fi (a i ) E B para todo	 j n . E imediato que 1.1A	 vf„-1 (B), isto é, f, E(A	 B) .

Portanto, conclui-se que (A —> B) é aberto Scott.

Sejam f , g e (A —> B) tais que existe	 {f	 . Observe que J11 g �, f e

fn g 5B g . Pelo teorema 14.3.4, tem-se	 que	 g) 1 ( B)	 -I (B) e

1_1(	 g) (B) c 1.1g -1 (B) , e, portant°,	 (B)	 -1 (B) n µg -1 (B) .

Por outro lado,

Eptf -I (B) pg -1 (B) x Epif -1 (B)	 x E pg-1(B)

f(x)EBAg(x)EB

.f(x)n g(x) EB (B ES N( E ))

(ffig)(x) E B

e j.r(f	 g)	 (B),

pela definicao de (A —> B) . Portanto, tern-se que	 (B)	 (B) c 1_1(./ 11	 (B) ,

ou seja, p.(f n	 (B) = f -1 (B) n vg-1(B)
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Agora, sejam f ,g c(A —> B). Tern-se que A	 f -1 (B) e A m g - ' (B) . Isto

significa que ?AA	 '(B) e IAA c [ig -1 (B) , isto é, [tA	 (B) n Kg -1 (B) . Tem-se

entäo que µi4 [i(f n	 (B), ou seja, A .__„(f H	 (B) . Portanto, conclui-se que

fn g E (A —> B). Isto significa que (A —> B) é uma vizinhanca estavel.

Mostra-se que (A —> B) é compacto. Prova-se primeiramente que vizinhancas da

forma (T a —>	 ) sdo compactas, onde a ED°, b	 Sejam Qa = {c E	 a},

Pb = {p E E P 1p b} = {{r3} EE P 1f3 Eb} e

Fab = {fif	 fungdo step A pf c	 x P, A a E	 -1 (1' b)} .

Afirma-se que (T a —>17) ) = U T g. E imediato que	 UTgc (T a —› T b) . Por outro
g€F,b 	g EF;

lado, seja f e(T a —> Tb ). E possivel	 mostrar	 que [a,b,f]cF:, onde

[a ,b , f]= do- Xx.b n f (a n x) , conforme definicdo 15.2.11. Pelo lema 15.2.13, tern-se

que	 f ,	 e, portanto, é valid°	 que	 f E	 Isto significa	 que
g EF,,b

(1' a —> T b) c U T g , ou	 seja, (T a —> Tb ) = U T g	 Portanto, (T a —> b ) é
gEF b 	g EF:

compacto, pois Fab e um conjunto finito.

Faca A =U(1' a 1 ), B = U(is b1), onde I e J sac) finitos e os a i 's sdo incompativeis
i El	 jEJ

dois a dois, assim como os 	 sdo incompativeis dois a dois. Tern-se que

(

\LE/	 \ie./	 )

n Ta i —› UT bj
i€1\ 	 JEJ

= n U	 a i -4MJ)
IEl JEJ

Portanto, A —> B é compacto.

E necessdrio fazer a restricao de A e B para conjunto abertos compactos. Caso
contrario, A —> B poderia nao ser um aberto, como acontece para os dominios de Scott.
Salienta-se tambêm que, diferente do que acontece no caso das funcOes Scott continuas,

(T a —>T b) nao precisa ser uma vizinhanca estavel principal (prima) quando a e b sdo
elementos finitos.

0 teorema	 15.3.2 mostra que é possivel obter todas as vizinhancas estaveis

compactas de (D
St 

> E) pela unido e interseedo finitas de vizinhancas estaveis da

A —› B =

forma A —> B , onde A e B são vizinhancas estaveis compactas de D e E,



250

respectivamente. Em particular, pode-se obter vizinhancas estaveis cujo ponto minimal ó

uma Unica funcão estavel. Observe que:

15.3.3 Proposicdo

Sejamfg E (D 	  E) tais que f	 B g . Sempre que f E(A —> B) tern-se que

g E (A —> B), para toda A ESN(D), B ESN(E).

prova:

Como f <B g, entao tern-se que	 pf -1 (B)	 pg1
tr) 	 para todo B ESN(E).

Sempre que f E (A —> B) ocorre que A
	

f -1 (B) , isto é, wl	 -1(B)	 ug -1 (B), e

portanto,	 	  g-1(B) , o que significa que g E (A —> B).

15.3.4 Proposicao

Sejam	 a ED() e b,c EE°. Entdo sempre que c c b	 tem-se	 que

("1' a —> b)	 (T a ' —>	 .
a'ca

prova:

Observe que se a' # a"	 e a' L..) a" E D entdo (1' a' —>	 n (1' a" —>	 = 0 .

Logo, U(1' a' -+ TO é uma uniao de elementos incompativeis (unido disjunta), e,
a'ca

portanto, é realmente uma vizinhanca estavel de (D	 E ). Agora, suponha que

_f E( T a —> T b ). Ent -do tern-se que T a 	  f -1 (T b) , ou seja, u(1' a) c i_t(f (T b)).

Segue	 que	 a E 1.1.(f -1 (1' b)).	 Tem-se	 que	 e c bc f (a) .	 Seja

a" =n{xlx c ancc f(x)} . Claramente tern-se que a" c a e a" E	 -1 (T 0). Isto

significa que [(1' a") c 1_1(1. -1 (1' c)),	 ou seja, 1' a"	 f -1 (1'	 ,	 e, portanto,

f E (T a" —> Tc).	 Logo,	 conclui-se	 que
	

f G U(ls	 Tc)
	

ou	 seja,
a'ca

(1' a —> 173) c U("I' a ' —>
a'ca

0 teorema a seguir esta relacionado corn os requisitos (ii) e (iii) para a construcdo
de uma vizinhancas estavel, comentados no inicio deste capitulo. Em particular este
teorema estabelece que para urn conjunto que admite urn supremo estavel, tomando-se a

intersecäo de vizinhancas estaveis 1' a ; —>Th1 , corn i El, obtêm-se uma vizinhanca

estavel principal (prima) consistindo de todas as funcOes estaveis que dominam a fur-10o

step estavel I I [a, ,bi ] segundo a ordem estavel de Berry.

15.3.5 Teorema

Seja 4(2 1 ,0V E /1 c D° x E P urn conjunto admitindo um supremo estavel. Entdo

tem-se que
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,isb, ) ,T Ina„bd

prova:

Da proposiedo 15.2.9 tern-se que J T [a i ,b1] En(T a ; —> T 1) 1 ) . E suficiente mostrar
iEI	 i EI

que I I [a i ,bi ] e menor ou igual a qualquer outra funcao estavel ern n (T a i —>Tb,).
i El	 i EI

Seja g uma furled° estavel em	 a, —>Tb1 ) . Para todo i EI, b, = {13 e b1 c g(a,),
ic/

ou seja, RiE g(a i ). Portanto, para qualquer x ED, tern-se que

U{bA l a k c x} c U {g(a k )a c x}

g(x),

isto e, I I [a, ,b,](x) c g(x) . Suponha que x,v ED e x y. Observe que para todo j,
AEI

tern-se que h i = {(3 ; e	 n	 {13i	 g(x) . Seja P c U {b./ n g(x)la, c y} , onde

p = 1[31 é urn primo completo, corn pc bi n g(x) , para algum j. Portanto, tem-se

p =	 com b c g(a j ) n g(x) = g(a j n x) . Como g E (1‘ a ; —> T b j ) , isto implica que

aj nx=a 1 ou a ; cx. Portanto, pc U I a i cx} . Como E é primo algebrico, segue

que

g(x) nU {kW,	 =	 n g(x)I _ y} U{bi la, c x} .

Agora, é facil observar que fl [a, , b1] <_ B g .
i El

Algumas regras de prova sào apresentadas a seguir.

15.3.6	 Proposiedo

Sejam A, B. C, D vizinhancas estdveis e a urn elemento finito. Ent -do, corn tipos
apropriados, tern-se que

A n B 0 (Au B) —> C	 (A —> C)n(B —> ,

A n B = 2)Ta—>(Au B)=(Ta—> A) (1‘ a —› B),

(iii) (A —> C)n(B —> D)	 (A n B) —> (C n D)

prova:

Somente é necessario provar	 Seja f e(A —> C) n (B —> D) . Logo, tem-se que

f E (A —>	 e f E (B —> D) . Portanto, é valid° que A	 f -1 (C) e B„ f -1 (D) .

Observa-se que A n B	 f -I (C) )n( f -I (D)) [ZHA 89]..	 Mas ocorre	 que

(f '(C) )n( f -1 (D)), f -1 (C n D) . Portanto, tern-se que A n B 	  f -1 (C n	 . Isto

significa	 que	 f E(A n B) —> (C n D) .	 Logo,	 tern-se	 que

(A —> C)n(B —> D)c(AnB)—>(C nD).
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Observe, entretanto, que a regra

A c A' A B B' (A --> B) c (A' —> B1),

a qual é adequada para as funcOes Scott continual (LOgica de Hoare), nao valem mais
para espacos coerentes e vizinhancas estaveis. Isto acontece porque, corn tune-6es

estaveis, f eA--->B se e somente se A	 f (B) e ndo simplesmente A c f -1 (B) .

15.4 Construcees nos Espacos de FuncOes Lineares

Nesta secao estudam-se as construcOes corn vizinhancas estaveis correspondentes
as principais construcOes na categoria monoidal fechada dos espacos coerentes corn

tune -6es lineares, introduzidas em 3.6. Sejam D e E espacos coerentes.

15.4.1 Teorema

Sejam A EKSN(D), B G KSN(E). Entdo	 AO B E KSN( DO E ), onde

A0 B = der-	 E D O El3x„ e A,x, E B,x 0 x x, e fi, x} e DOE é o produto tensorial

dos espacos coerentes D e E, definido em 3.6.2.
prova:

Claramente A0 B ê urn aberto Scott. Seja xci4OB e suponha x c y. Entdo

tem-se que existe xo EA, x 1 EB tais que x 0 x x, cfin x c y, e, portanto, y EA0B. Seja

agora X c DOE um subconjunto dirigido tal que U X E A 0 B. Entdo tem-se que

existe x0 EA, x 1 EB tais que xo x x, c fi„ U X . Isto significa que XnA0B#0.

Agora sejam x,yeA0B tais que x u y EDOE Ent -ao tern-se que existem

xo , x, EA, yo, y i Eh' tais que xo x yo c fi„ x e x, x y,	 y . E valid° que xo u x i E D e

yo u y, E E . Portanto, tem-se que x0 n x, E A e y o n y, E B . Tambem ocorre que

(x0 n x i ) x (yo n y,) c fin x n y.	 Logo, conclui-se que xnyeA0B. Portanto,

A 0 B é uma vizinhanca estavel.

Para provar que A 0 B é compacta, mostra-se que T a0Tb sao compactas, onde

a ED°, b EE( . Claramente tern-se que (a x h) E Ta 0 Th . Por outro lado, suponha que

ue Ta O Tb .	 Entdo, por definiedo,	 existem a' ,b' ,a c a' E D,h c b' E E , tais que

a' x h' c fin u. Logo, tern-se que axbc fi„u. Mostrou-se que Ta0Tb = T (a x b) .

Portanto, conclui-se que 1.‘ a®Tb é compacta. Pela proposie -ao 14.2.15 e do fato de que
A 0 (B u = (A 0 B) u (A O	 quando B n C= 0, deduz-se que toda A 0 B

compacta.

Da prova do teorema 15.4.1 pode-se ver que e0 0 e, = {x E D 0 El(e0 ,e,) Ex},

onde eo ={x0 E Dleo E x0 } e e, =	 E El e, E .T1 . Tambem esta claro que utilizando-

se a uniao e intersecao finita pode-se obter todas as vizinhancas estaveis compactas de
DOE a partir das vizinhancas compactas da forma AO B . Alem disso, para todo

x,vcD0E, tem-se que x c y se e somente se xE A O B implica y cA0B, para todo
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A ESN(D),B ESN(E). Portanto a construed° dada no teorema 15.4.1 esta de acordo

corn os requisitos propostos.

15.4.2 Teorema

Sejam A EKSN(D), B EKSN(E). Entdo A —0 B EKSN((D 
1„, 

>E)), onde

A	 = clef	 ED	 A	 Fli—„(x)[B]} 	 e (D 
lin 

>E)	 é o espaco de	 funeOes

lineares de D em E, definido em 3.7.12.

prova:

Claramente A —0 B e urn aberto Scott. Seja x E A —0 B e suponha x 	 . Entdo

tem-se	 que	 A P• Flin l(x)[B ] [—M• Flni()13] 
e, portanto, y e A —013. Seja agora

X cD	 E urn subconjunto dirigido tal que U X EA —0 B. Entdo tern-se que

A	 Fli( u x) [B]. Isto significa que X n (A —0 B) � 0 .

Agora	 sejam x,v E A 	 0B tail que xuy E (D ---0 E). 	 Entdo tern-se que

A—F,' F, -1 x)) [B] e	 F-1
y)
 [B]. Entdo é valid° que A 	 	 [B]r-)Fli-n1(y)[B]. ou

lin(

seja, A.,.Fh.-n1(xny)[B]. Portanto, A —0 B é uma vizinhanca estavel.

A prova de que A —0 B é compacta é similar a do teorema 15.4.1.

Salienta-se que eo —o e, = {x E D	 El(e,„e l ) E x} , onde eo = Ix o E DI e°

e e,

-	

{x, E Ele, E x1 } . De fato, seja x ED-0E e (eo ,e,) Ex . Entdo tem-se que

{e l } c F,„(x)({e0}) e {eo }	 . Portanto, tem-se que x E (eo —0 el ). Por outro

lado,	 suponha	 que x E (e0

- 

—0 e,- ). Tern-se entdo que {eo } E 1-1Fhni(x) e, . Portanto,

conclui-se que	 Fhp,(x)(feol) e (e0 ,e 1 ) EX.

Pela observacdo do paragrafo anterior, segue que cada vizinhanca estavel compacta

de (D	 E) pode ser construida a partir de A —0 B utilizando-se uniao e interseedo

finitas. Alêm disso, para x,v ED —0E, x c y se e somente se x E (A —° B) implica em

y E(A —0 B) para toda A ESN(D), B ESN(E). Portanto a construed° dada no teorema
15.4.2 esta de acordo corn os requisitos propostos.

15.4.3 Teorema

Seja A EKSN(D). Entdo ! A EKSISI(! D ), onde ! A = def {x E!Dlx n [LA = O} e !D

é o exponencial do espaco coerente D, definido em 3.6.3.
prova:

Claramente !A é urn aberto Scott. Seja x E ! A e suponha x c7_ y . Entdo tern-se que

x n pA = 0 , e, portanto, y n pA # 0 , ou seja, y E ! A . Seja agora X c!D urn

subconjunto dirigido tal que U X E! A . Entdo tern-se que U X n IAA = 0 . Observe que
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os elementos de !AA sdo finitos. Conclui-se que existe x EX tal que x nl_tA � 0, ou seja,

X n! A � 0 .

Agora suponha que x,v e!A e x u y E! D. Tern-se que x ny E! D, xnIAA � 0 e

y n IAA � 0 . Logo, conclui-se que (x n y) n IAA � 0 , pois os elementos de IAA sdo

incompativeis dois a dois. Portanto, tern-se que x n y e!A. Logo, !A a uma

vizinhancas estavel.

Para verificar que ! A EKSN(! D), observe que !A =Vs {a}) e cada !(T	 e
a ey.4

compacto.

Observe que para todo x,v e!D, xcy se e somente se x e!A implica em v e !A ,

para todo A ESN(D). Portanto a construed° dada no teorema 15.4.3 esta de acordo corn
os requisitos propostos.

Apresentam-se agora alguns resultados sobre as propriedades das construebes
apresentadas. Algumas provas sdo quase imediatas.

15.4.4 Proposiedo

SejamA I ,A 2 E KSN(D), B 1 ,B2 E KSN(E). Entdo tern-se que

(A 1 n A2 )0 (B1 n B2 )-- (A l OB3n(A, 0 B2 )n(A2 B3 n(A, OB2).

prova:

Suponha x E (A l n A 2 )0 (B1 n B2 ). Entdo existem yo E (A I n A 2 ), Y1 E (Bi n B2)

tais que y o X y1 c tin x. Entdo é Obvio que

x E (A i 0 Bi )n (A i 0 B2 ) n (A 2 B i ) n (A, 0B,).

Por outro lado, suponha x E (A 1 0 B 1 ) n (A 1 0 B2 ) n (A, 0 B 1 ) n (A, 0 B2 ). Por

definiedo, existem yv v11 5 , 21'. 12 , vv22 ED e z i1 , z21 , z12 , z22 E E tais que yy eA,z i, E/3 1 e

.,v X yi, c fin x, para i= 1,2, j = 1,2. Como AIA2, B 1 ,B2 sdo vizinhancas estdveis, tern-se

que v11 n Y12 E Al Y21 n Y, , E / z11 n Z21 E B1 Z12 n Z22 E B, Claramente, observa

se que (y11 n Y12) U (y21 n y,2) E Al n A, e (z11 nz2i )u z12 n z, 2 E B 1 n B,. Segue

que

(211 n y l , )u (y2 1 n y 22 ) x (z11 n Z21 )u Z12 n z22

C (Y11 X Z11 ) Lj (Y12 X Z12 ) U (Y21 X Z21 ) (Yr, X Z/2 )

cfin x.

Portanto, tern-se que x E (A 1 n A2 )0 (B1 n B2 .

A seguinte proposiedo é imediata:
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15.4.5 Proposicdo

Sejam A ,B ,C,D vizinhancas estaveis e a um conjunto coerente finito. Tern-se que:

AnB=0(AuB)--0C=(A--0C)n(B-0C),

AnB =0 l'a—o(Au B)=(T a-0 A)L.) (T

(iii)(A --o C)n(B--aD)c(AnB) 	 o(C n D)

Observe que a regra AcA'ABE B'	 (A —0 B) c(A' —0 B') não é valida.

15.4.6 Proposicdo

Sejam .x- E D eyeE. Tern-se que e' Ey (1‘ x--01‘ y)cU(e'ei).
e EA

prova:

Suponha w E(T	 y) e	 e' ey. Entáo T x C ,, F,-„10,)(1‘ y) , isto e,

x e ..LF/,„„)(1‘ y) . Tern-se que	 F,,, ( ,,, ) (x) E TV , ou seja, v C Fii „ ( „ ) (x) Isto implica que

e' E Fi,„ ( „ ) (x) Portanto, existe e E x tal	 que	 (e,e') E w, e, entdo, tern-se que

w E( e —0 ), pela observacdo feita apOs o teorema 15.4.2.

15.4.7 Proposicdo

Sejam A,B E SN (D) tais que A n B = 0 . Entdo tem-se que !(A v B) =! A u!B.

prova: Quando A n B = 0 tern-se que µ(A	 B) = pA u

Note que !;0; = 0 , onde o primeiro 0 esta em SN (D) e o segundo esta. ern

SN( ! D).

Observa-se que, pelo teorema 15.3.2 A —> B E KSN( (D St E)). Tambem é

valido que existe urn isomorfismo 1:(D 	> E) —> (!D  ” > E) [GIR 87] (veja final

da secdo 3.7). Alem disso, tambêm e valido que A —> B = A)--0 B. Tern-se o seguinte
resultado:

15.4.8 Proposicdo

Sejam A E KSN(D), B E KSN (E) e o isomorfismo 1: D 	 > E) —> D l E).

Tem-se que x E A --> B se e somente se x E (! A) —0 B.

prova:

Observe que 1.1(! A) =	 E	 . Tern-se que

	

x EA—>B<=>	 i_iFhn(x)(B)

<=> { {a}ja E MA} c tiFilnox)(B)

<=> ,t ( ! A ) C 1-11.1,,,(1(x))(B)

<=> 1(x) E 0 A	 B.
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onde 1(x) = {({u},e)1(u,e) E X}

15.5 Vizinhancas Lineares em Espacos de Funciies Lineares

Deseja-se obter as vizinhancas	 lineares para o espaco de funcOes lineares

(D	 diretamente das vizinhancas lineares de D e E. Para isso, realiza-se aqui

uma andlise semelhante a que foi feita em [ZHA 89] [ZHA 92], para vizinhancas
estaveis, conforme exposto na secao 15.1.

Observe	 que se A e B sdo	 vizinhancas estaveis compactas de D e E,

respectivamente, entdo	 {f e(D 	 >	 A 1-1;1 f -1 [B]) é uma vizinhanca estdvel

compacta de (D	 E) . Como A e B sào vizinhancas estaveis, existe uma

correspond6ncia entre estes conjuntos e as funcOes f4 :D --> 0 e g8 : E ---> 0 . A

inclusao de conjuntos em vizinhancas estaveis determina a ordem estdvel ou de Berry <B;

então, h E A —> B se e somente se fA �B gB .h. Veja a fi gura 15.3.

h
	 E

gB

0

FIGURA 15.3 - Ordem de Berry para funcOes estaveis (lineares)

Isto sugere que, para espacos coerentes corn funcOes lineares, deve-se utilizar o
mesmo raciocinio. Observe que, para vizinhancas lineares A e B, IA �B ,gB ah se e

somente se A	 [B] (veja lema 15.1.1 e teorema 14.5.5).

Sejam D,E, espacos coerentes:

15.5.1 Definicdo. Vizinhanca A 	 o B

Sejam A EKLN(D) e B EKLN(E). Define-se A 	 0 B como o conjunto

{f E(D  h" >E)	 A	 f [ B]}.

Observe que existe urn isomorfismo entre a familia das funcOes lineares de D para
E, corn a ordem estdvel �B, e o conjunto dos tracos lineares [D 	 o E] (proposicdo
3.7.13), ordenados pela inclusdo. Entdo a definicdo 15.5.1 tambem poderia ser dada
como:
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15.5.2 Definicdo. Vizinhanca A —0 B

Sejam A EKLN(D) e B EKLN(E). Define-se A —0 B como o conjunto

A —0 B = def x E [D 	 0 Ell A ,=-m. Fl -nx) [11]} , onde [D	 a El é o conjunto dos tracos

lineares e Frinw é a funcao linear associada a um trap x.

Introduz-se agora uma caracterizacdo de elementos finitos no espaco das funcôes
lineares.

15.6 Caracterizacão de Elementos Finitos em (D 	 i" > E)

Esta secdo estuda as estruturas dos elementos primos completos no espaco das
funcOes lineares, e, portanto, tambem dos elementos finitos.

Observa-se que o conjunto EP dos elementos primos completos de um espaco

coerente E é dado por E P =11001	 EE} [ZHA 92], isto e, EP é justamente a familia

E„,, dos conjuntos coerentes unitdrios de E.

Suponha que D e E sac, espacos coerentes. Sejam D P e EP os conjunto dos
elementos primos completos de D e E, respectivamente, e considere a seguinte definicdo
para trap de uma fungdo linear, introduzido em 3.7.8:

15.6.1 Definiedo. Trap de uma Fut-10o Linear

Seja f:D —> E uma funcdo linear. Define-se o trap plf de uma fungdo linear f

como urn conjunto de pares (a, (3) tal que (a, (3) E Wf se

(p E f(Ial)A du'	 a,f3 E f ({al))	 a = a' .

Deseja-se agora capturar a nocao de elementos finitos em um espaco funcional
linear.

15.6.2 Definiedo. Conjunto de Supremo Linear

Diz-se que um conjunto {(a ,b )Ii E I} c D P x E P admite um supremo linear se,

para todo J c fi„ I , as seguintes condicOes se verificam:

U{a i li e./} ED	 U{bi li EJ} EE,

a 1 u a ; ED A(b,=b.)(a1=a.), para todo ijJ.*

A primeira condiedo da definicao 15.6.2 implica em consistencia e a segunda
expressa a propriedade minimal.

15.6.3 Lema

Seja f: D	 uma funedo linear. Entdo para todo x ED, tern-se que

f(x)=U{{[3}13a E x ,(a , 13) E	 .
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Prova:

Segue do lema 15.2.4.

15.6.4 Lema

Sejam f ,g:D ---> E funcOes lineares. Segue que:

Sef g entdo	 Wg;

Ra,(),(a',(3) E ki/f A a	 e	 a = a'.

Prova:

Andloga a do lema 15.2.5.

15.6.5 Teorema

Sejam f ,g E (D  fin > E) Tern-se que f �B g se e somente se vif c ktIg Para

{({a i },{p , })i E /} c D P x E P ,	 tern-se	 que {(a,	 E /1 = plf se e somente se

{({a,	 /1 admite urn supremo linear.

Prova:

A prova da primeira parte do teorema é andloga a da primeira parte do teorema
15.2.6. Prova-se agora a segunda parte do teorema, utilizando-se o lema 15.6.4.

Suponha que {(a,	 E I} =	 para alguma funcdo linear. E imediata a prova de que

as propriedades (i)	 e (ii)	 da definicdo 15.6.2 se verificam. Agora seja

{({a, }, {13, })i E I} c D P x E P urn conjunto corn as propriedades (i) e (ii). Mostra-se

que a funcdo linear f para a qual {(a„fl, )1i E /} =	 (que e Unica pelo lema 15.6.3)

pode ser obtida como os supremos para a ordem pontual I [{a, }, {13, }], onde
iEl

kt},{P}kx)={{13} se a E X,

caso contrario,

é a fungdo one-step definida em 15.2.1, para a = {a} E DP e b = {13} E E P . E imediato

que jilfa i Mp, 1] é continua. Para verificar a estabilidade, sejam x,y ED tais que
i El

x u y ED. Suponha que P c UR MP,. 11(x) n U [{ }, {P i ay). Tem-se que para
i El	 i El

i,j el , 1 E {13 i , a i ex, e p E {13 1 }, a i ey. Logo, tern-se que a, = a, , pois

a a 	 D e 13 = =13 . Assim, é	 valido que a, =a exny e

E U[la i filB 11(,,,,x ny). Segue que
i El

ykai}, { P i }](x)n y[ fai},{Pid(Y)c V{ai} 
id(xny)•
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Isto implica que	 [la ( {Ri }I é estavel.
'El

Para mostrar que j I [{a }1 é linear, seja X c D tal que para todo x,y EX
i El

tern-se que xuy ED. Seja 13 E U[{a i },{13 ; }yu 4. Segue que R E	 } a i EUx,
iEI

ou seja, a e x , para algum x EX. Conclui-se que 1 3 EUka},{13i }i(x), para algum
i El

EX, isto 6, ,6 c	 U[{	 }](x)ix E X . 0 inverso prova-se de forma analoga.
i El

Resta mostrar que {(a i	 E /} =	 , onde, para simplificacdo, utiliza-se a

notacdo	 },	 }I = f Tern-se	 que [3, EU{IfIlla, 7z; a i l =1-({a }). Sejam
1E1

y a ; e 13, Ef({y}), isto e, 13i E U 03

	

 a,	 y}. Como y za p , segue que y =	 .

Isto significa que	 (a i ,(3 j ) Ep././ .	 Para todo	 (a,(3) eiAlf tern-se que 13 ef({a}).

Portanto, é valid° que E 03/	 a} . Segue que a i = a .

Observa-se que as funcOes da forma II [{oc i }, If3,1], corn I finito, representam
E1

todos os elementos isolados (finitos, compactor) no espaco de func6es lineares, onde

{({a, }, {p i })i E	 DP x E P satisfaz as condicôes da definiedo 15.6.2.

15.6.6 Definicdo. Furled° Step Linear

	

Seja T I [a i ,bi ] = c4f. Xx ED.U[a i ,b4x)	 o supremo para a ordem pontual de
lEI i El

tune -6es one-step.	 Cada	 conjunto {({a i	 I)/ el}c D P x E P que admite um

supremo linear especifica uma fungdo

'Ma i}, {13 • }] = de. Xx ED.0 {{p i }13i E/,a. E X} ,
i El

denominada de funcao step linear.

Observe que a condiedo (i) da definicdo 15.6.2 implica em consist6ncia e, portanto,

kal, {13 i }] realmente define uma fungdo. Como a condicao (ii) expressa	 a
iEl

propriedade minimal, entdo quando [{ a 1 }, {p, }] aparece como urn elemento de uma

furled. ° step tern-se que	 } é minimal para {13,}.

Seja {({a i }, {13, })i E c D P x E P admitindo urn supremo linear. Entdo:
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15.6.7 Proposiedo

Tem-se que a funedo step I j [{a }, {13 I] e linear.
I El

Prova:

Veja prova do teorema 15.6.5.

15.6.8 Proposiedo

Para todo j el tern-se que {a E t {13 i , onde f=llka	 }] e
i El

µf -` (T {f3 ; }) é o conjunto dos pontos minimais de f -1 (1'	 }) .

Prova:

andloga a da proposicao 15.2.9.

15.6.9 Proposicao

Sejam {({a 1 })i E I} c D P x E P e {({cCi },{13', 1)1 j E I} c D P x E P admitindo

um supremos lineares. Entdo

u[{a.},{ f }]	 E/Ic {(a.;,[3;)1 j E/}.
JEJ

Prova:

Segue do teorema 15.6.5 e da proposicao 15.6.7.

Como a ordem de Berry ou ordem estavel e mais forte que a ordem pontual, é facil
reconhecer que as funcOes step lineares sat) elementos finitos no espaco de funcOes
lineares. E possivel provar por exaustdo que elan constituem todos os elementos finitos
no espaco de funcOes, mostrando-se que toda a funedo linear é o limite de uma cadeia de
tune -6es step lineares. Entretanto, é possivel simplificar esta questão utilizando-se uma
sugestdo introduzida por T. Coquand [COQ 87], de forma andloga ao que foi realizado
na secdo 15.2.

15.6.10 Definicdo. Fungdo Pardmetro Linear

Sejaf E (D hn > E). A funedo definida como [a ,b, f]=def Xx. b n f (a n x) , onde

a ED°, b EE°, é denominada de tuned. ° parametro.

Segue que:

15.6.11 Lema

[a,b, 1'] é linear.
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15.6.12 Lema

[a,b,f]

Prova:

Segue do lema 15.2.13.

15.6.13 Lema

Toda funedo em (D> E) que é estavelmente menor que [a,b, f] e unicamente

determinada por seus valores em a.
Prova:

Segue do lema 15.2.14.

0 lema 15.6.13 estabelece que existe apenas urn nUmero finito de funcOes lineares

menores que [a,b,f].

15.6.14 Proposicao

Todo elemento finito de (D

linear, a, E D° ,b, E	 E I.

Prova:

Veja proposiedo 15.2.15.

15.6.15 Teorema

lin
	>E) é da forma II [a i ,bi f], ondef e uma funedo

iEl 

Urn furled° linear em	 E) é um elemento finito se é igual a uma furled°

step linear I j [ {a, }, {13 i }] determinada por um conjunto {({a, }, {13 i })i E	 D" x EP
Icl

que admite urn supremo linear.
Prova:

E imediato que as funeOes step lineares sal) elementos finitos pois sdo finitas como
funcOes Scott segundo a ordem pontual. Mostra-se que todo elemento finito em

(D-->E) é igual a uma fulled° step linear. Da proposiedo 15.6.14, segue que todo

elemento finito de (D 	 > E) é da forma I I[a i ,bi f]. Portanto, é suficiente provar
1 �i<n

que ll[ai ,bif]é igual a alguma funedo step linear. Para cada 1 � i � n, escreve-se
1 � i � n

EE P Id c f(ai )nbi l={{(31 EE P I13 E f(a;)nb,}

como	 {C1, 14,2,•••,dik} - {{Ril},{13i2},•••,{Rik}} •
	 Seja	 c,1 = {et t },	 tal	 que

du c f({ai })n b, , ou seja,	 f({ai })n b, , para cada 1 5_ j S k, , e seja
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Tern-se que II II [Cu ,C u]	 [ai ,b„ f], pois, para cada i,

U{C1,7 1Cii C X} U {f(cij nbil ci x}

[ai,bi,f1(x)

e, para cada primo d = {13} c f n a i )n b i existe s tal que d = dis e cis c x n a. .

suficiente verificar que U {ki ,c1,,,, )11 j 4 i } satisfaz as condicOes da definicao 15.6.2.
15i5tt

Considere I c	 , j)1 j ki 1, e, para todo (id) el , ci, c a, para algum a e D.

Entdo, para cada (i, j) e I , tem-se que di; c .f (cif n a i )n bi c f (a) , o que prova a

condiedo (i). A condicao (ii) segue da definicao de Cy. •

15.6.16 Proposiedo

Os elementos primos completos de (D  1m >E) sac) da forma [{a}, {13},f ], ondef

é uma fin-10o linear, {a} EE L é urn elemento primo completo de D e {p} E E L é um

element() primo completo de E tal que 13 E f al).
Prova:

Segue da proposicdo 15.6.14 que cada [{a}, {f3},f] é urn elemento primo

completo. Na verdade, constituem todos os elementos primos completos porque para

todo [a,b,f], [a,b,f1=11[1a 4{13 ,},f1, onde {a} EE L , { f3 ; } e Ep sac) os
EJ

elementos primos completos de D e E, respectivamente, tais que U {13 .} = f(1 a n b .
jeJ

15.6.17 Coroldrio

Urn conjunto	 {({cc i }, {13,1)i el} c D" x	 que admite urn supremo linear

determina um elemento primo completo j I [{a 1 }, {Pi 11 . •
t

15.7 ConstrucOes de Vizinhancas Lineares

Na seed() 15.6 estudou-se uma caracterizacdo dos elementos primos completos no
espaco de funcOes lineares. E possivel mostrar agora que a definiedo 15.5.2 introduz a
nocdo de uma vizinhanca linear. Suponha que D e E sào espacos coerentes.
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15.7.1 Proposicdo

Seja {({a, }, {13 i })i E I} c D P x E P um conjunto que admite urn supremo linear.

Entdo tern-se que f c	 --01113i para todo j c I, ondef e uma abreviacdo para a

fungdo step 11 ka i }, {13. }] determinada pelo conjunto
iEl

Prova:

Segue diretamente da proposicdo 15.6.8.

15.7.2 Teorema

Ei} c D P X E P .

SejamA EKLN(D) e B EKLN(E). Tern-se que A —0 B E KLN((DE)).

Prova:

Considerando a definicdo 15.5.1, segue de 15.4.2 que A —0 B e uma vizinhanca

estdvel. Mostra-se agora que A —0B é ulna vizinhanca linear. Seja X c (D 
ii„ >E)

tal que para todo fa ,f, EX ocorre que II{L,f,}EA —0 B. Por definicdo,

r

le g µ	 { fa fb

\ -1   

(B). Como A e compacto, pA é finito. Seja pA = {a l , a 2 ,...,a, }.   

(
0 fato de que a E	 {fa,fb} (B), para todo 1 j5_n, implica que

II {fa fb}(a	 B , pelo lema 15.6.12. Entao tern-se que J j f j ) E B , para todo
f EX

-1

1 j n , pois B é vizinhanca linear. Isto significa que 	 E p 11 f (B), para todo
EX

(
1 Logo, conclui-se que	 p TIf

.f EX	 /

(B), ou seja, 'I f E A —0 B. A
f EX

prova de que A 	 o B é compacto é andloga a do teorema 15.3.2.

Agora, considerando a definicäo 15.5.2, segue do teorema 15.4.2 que A --O B é
uma vizinhanca estavel. Ainda, considerando X c [C —0 D] tal que para todo x,y E X,

tem-se que x v y EA —0 B. Isto significa que A	 Fh-n1(,)[B], para todo x,y E X, ou

seja, pA i_IF:1(x,)[B]. Como A é compacto, pA é finito. Seja pA = {ai,a2,...,a„} . 0

fato de que a 1 E ?..tFh.;:(x,,y)[B] implica que Flin(x,,y) (a  E B . Logo, tern-se que

Flin(x) (a j )u Fizn(y) (a ,) E B , para todo 1	 n e x,y E X. Como B é vizinhanca linear,

conclui-se que	 U Fh„(x) j ) E B , ou seja, F,,„(ux)(a.,) E B . Isto quer dizer que
xEX

c 1.1Fh.-„(ux)[B], isto é, µAc 1.1F,,7„1(ux)[B]. Portanto, tern-se que A	 Filn(ux)[B], ou



264

seja, U X EA 	 o B. A prova de que A 	 0 B é compacto é analoga a o teorema

15.3.2.

Salienta-se que e0 -0 e, =	 E D 0 El(eo ,e1 ) EX}, onde ei, = {xo E DI e„ EX„}

e e, = {x, E EIe, E x i } . De fato, seja x E D —0 E e (eo ,ei ) Ex . Entdo tern-se que

} c Fim(,)({e0}) e	 E pFb-„10,. ) e7 . Portanto, tem-se que x E (e 0 —0 e, ). Por outro

lado, suponha que x E (eu —0 ei ). Tem-se entdo que{e 0 c	 . Portanto,

conclui-se que	 F;in(x,({e0}) e (eo ,e1 ) Ex.

Pela observacdo do paragrafo anterior, segue que calla vizinhanca linear compacta

de (D 11 "	 > E) pode ser construida a partir de A 	 0 B utilizando-se unido e interseedo

finitas. Alêm disso, para x,i ED —0 E, x c y se e somente se x E (A 	 o B) implica em

y E(A —0 B) para toda A ELN(D), B ELN(E). Portanto a construed() dada no teorema
anterior esta de acordo corn os requisitos propostos.

15.7.3 Proposiedo

Sejam f,g E (D
lin

E) tais que f	 g Entdo sempre que f EA —0 B entdo 

tem-se que g EA —0 B, para toda A ELN(D), B ELN(E).
Prova:

Segue da proposiedo 15.3.3. •

0 teorema a seguir estabelece que para um conjunto que admite urn supremo linear,

tomando-se a intersecao de vizinhancas lineares T {a i —0T fp, 1, corn / El, obtem-se

uma vizinhanca linear principal consistindo de todas as funcöes lineares que dominam a

fungdo step linear I I [{a, }, {p i }] segundo a ordem estavel de Berry.
iEl

15.7.4 Teorema

Seja{({a;}, {(3,1)i E I} c D P x E P urn conjunto admitindo urn supremo linear.

Entdo tem-se que

0(1' {	 {PI) = LIkai

Prova:

E analoga a do teorema 15.3.5.

0 teorema a seguir fornece uma caracterizacdo para as vizinhancas lineares do
produto tensorial.

I]
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15.7.5 Teorema

Sejam A EKLN(D), B EKLN(E). Entdo A O B EKLN(D 0 E ), onde

AOB= def {x E D 0 El 3x0 E A,x, E B,x0 x x, c fi„ x} e DOE é o produto tensorial

dos espacos coerentes D e E, definido em 3.6.2.
Prova:

Segue do teorema 15.4.3 que A 0 B e uma vizinhanca estdvel. Mostra-se agora

que A0B, quando definido a partir de vizinhancas lineares A EKLN(D) e
B EKLN(E), é tambem uma vizinhanca linear.

Seja XcDOE tal que para todo x,v EX tern-se que x u y EA(DB. Entdo tern-

se que existem xo EA, x i EB tais que xo x x, c tin xuy, para todo x,v EX. Entdo

existem xo EA, x 1 EB tais que para todo a E x 0 ,13 E x, ocorre que (a,(3) ex ou

(a,(3) e y Supor que (a, (3) EX. Segue que existem xo EA, x l EB tais que para todo

a ex„,13 E x, ocorre que (a,() EU X. Isto significa que existem xo EA, x 1 EB tais que

xo xx, c fi„ U X, ou seja, U X EA O B. Resultado analogo obtem-se supondo

(a,(3) E y. Conclui-se que A 0 B é uma vizinhanca linear. A prova de que A 0 B

compacta é similar a do teorema 15.4.3.

Da prova do teorema 15.7.5 pode-se ver que eo O e, = {x E D O El(eo ,e1 ) Ex},

}onde eo = V° E Di e° ex„, e e, = {x, E El e 1 e x1 } . Tambem esta claro que utilizando-

se a unido e intersecdo finita pode-se obter todas as vizinhancas lineares compactas de
DOE a partir das vizinhancas lineares compactas da forma A0B. Alêm disso, para
todo x,yEDOE, tem-se que xcy se e somente se xE A O B implica yeA0B, para

todo A ELN(D).B ELN(E). Portanto a construcdo dada no teorema 15.7.5 esta de
acordo corn os requisitos propostos.

15.7.6 Teorema

Seja A EKLN(D). Entdo !A EKLN(! D), onde !A = def {X E! Dix n [tA # 0} .

Prova:

Tern-se que ! A é uma vizinhanca estavel pelo teorema 15.4.3. Agora seja X c !D

urn subconjunto tal que para todo x,y EX tern-se que xuy E! A. Entdo ocorre que

u y)n pA # 0 . Tern-se assim que (x n pA) u (y n pA) � 0 . Logo, conclui-se que

(x n flA) � 0 ou (y n IAA) # 0. Suponha que (x n pA) # 0 . Entdo conclui-se que

(U x n IAA) # O. 0 mesmo resultado se obtem supondo (y n	 # 0. Portanto, tem-

se que U X E! A . Logo, !A é uma vizinhanca linear. A prova de que !A e compacto é
andloga a do teorema 15.4.3.

Observe que para todo x,v e !D, xcy se e somente se x E! A implica em v E! A ,

para todo A ELN(D). Portanto a construcdo dada no teorema 15.7.6 esta de acordo corn
os requisitos propostos.
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Salienta-se que. considerando-se A EKSN(D), B EKSN(E) e	 o isomorfismo

1: (D	 E)	
	 E)	

chega-se ao importante resultado de que

A	 B = (! A) ---0 B, onde

A B EKSNO	 e A) B EKSN((!a—	 E) ).

Segue que:

15.7.7 Proposicao

Sejam A EKLN(D), B EKLN(E) e o isomorfismo 1:(D

Tern-se que x eA	 B se e somente se x GO A) —0 B.

	 >E)—>p
'in

E) 
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16 Uma Caracterizacdo TopolOgica para Espacos
Coerentes Bi-Estruturados: a estrutura topolOgica
de informacao

Seja A = (A A ,Z ), onde A A = {A,p(A)}, o sistema ordenado de 2 2 ordem cuja

representacdo global é dada pelo espaco coerente bi-estruturado (A n,	 ), corn

A EA =	 , obtido pelo processo de constmcdo global a partir do sistema

bdsico (A,,E A ), onde A, = {A,p(A)}.

A caracterizacào topolOgica proposta para (A HA ,Z ,ETA ) estd organizada em dois

niveis: o de informacdo, que captura, internamente, as nocifies de estabilidade e

linearidade na estrutura de informacdo E'112," , e o de aplicacdo, que especifica,

externamente, a acdo da funcâo distdricia generalizada, definida na estrutura de aplicacdo

Neste capitulo introduz-se a estrutura topolOgica de informacdo para o espaco
apcoerente bi-estruturado (Aim ' I RA , 

v 
11,1)1 corn base nas nocOes de espacos de vizinhancas

introduzidos nos capitulos 13 e 14. No capitulo 17 é introduzida a estrutura topolOgica
para a estrutura de aplicacdo, assim como o relacionamento entre os dois niveis de
caracterizacdo.

Para definir a estrutura topolOgica de informacdo, introduz-se o espaco de
vizinhancas lineares (IIA,LN(IL4)) (veja capitulo 14), caracterizando-o em fur-10o de sua
base de informacdo, que é enumeravel.

A principal ideia aqui é de que urn espaco coerente pode ser considerado como uma
colecdo de estados de computacao de urn certo tipo. As vizinhancas lineares podem ser
entendidas como as propriedades destes estados de computacdo. ConstrucOes sobre
espacos coerentes podem ser tomadas como as formas de combinar ester estados de
computacao entre si. As construcöes correspondentes sobre as vizinhancas lineares
geram regras de prova para racionar sobre os estados de computacdo no mundo estavel e
linear.

E importante aqui a capacidade de determinar os objetos do espaco (estados de
computacdo) por meio de suas propriedades, assim como as propriedades de um estado
de computacdo devem ser determinadas pelas propriedades de seus componentes. As
construcOes de vizinhancas lineares devem englobar estas duas condicOes.

Alem disso, o espaco de vizinhancas lineares deve ser capaz de representar
internamente a estrutura topolOgica de aplicacdo. Isto deve ser garantido pela existéncia
de uma bijecao entre o conjunto dos interiores das vizinhancas lineares basicas relativas
ao subespaco dos objetos quasi-totais e a base da topologia de aplicacdo também relativa
ao mesmo subespaco.
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16.1 Lima Caracterizacào TopolOgica para a Estrutura de Informaeáo Eza",

Nesta seed° introduz-se a estrutura topolOgica de informacdo do espaco coerente

bi-estruturado (A i„	 ,Ea/fA' ), que é dada pelo espaco de vizinhancas lineares

(I1A,LN(IIA)) (definicao 14.4.1).

Seja X E A, onde A é o conjunto basic°.

16.1.1	 Definicao. Vizinhanca

Chama-se de vizinhanca de urn objeto x ERA , e denota-se por T x , a colecdo de

todos os objetos y EIIA, tal que x c y, ou seja, T x = {y EIIAlx c y} . •

16.1.2	 Proposiedo

Tern-se que	 X} é uma vizinhanca linear.
prova:

Deve-se provar as condicties da definiedo 14.4.1. Mostra-se primeiramente que
{x} é um aberto Scott. Seja entao z E	 X} . Tern-se que X c z . Logo, para todo

w EIIA tal que z c tit , tambem ocorre que X Eli), ou seja, w E T { X} .

Agora, suponha que B c IIA é dirigido e UB E1‘{ X} . Entdo tern-se que

{ X} c U B. Entdo segue que existem y E B, tal que X Ey , ou seja, X} c y. Logo,

conclui-se que yels { X} , e, portanto, B n TOO # 0 . Segue que T { X} é urn aberto
Scott

Considere x.v E1' {X} , tais que x u y EHA . Entäo tern-se que {X} c x e

{X} c y . Isto significa que {X} c (x n y), e, portanto, (x ny) E X} . Conclui-se

que	 X} é uma vizinhanca estavel.

Agora, suponha que B c 1IA é tal que para todo x,v EB tern-se que

(x u y) ET{ X} . Isto significa que { X} c (x u y), para todo x,v ER, ou seja, tem-se

que X EX ou X Ey . Portanto, é imediato que X EUB, ou seja, UB ETIAT I . Conclui-

se que T { X} é uma vizinhanca linear.

16.1.3	 Proposiedo

Para todo { X} EIIA,  {{x}} = p.(1' {x}).

prova:

Segue da definiedo 14.2.10 e proposiedo 14.4.5.

Observe que {X} E HA ° , {X} EIIA„,,,.. Segue que:
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16.1.4 Proposicdo

"1‘ {X} é uma vizinhanca estdvel principal.

prova:

Segue da definicao 14.2.9 e proposicdo 16.1.2.

16.1.5 Proposicao

T	 uma vizinhanca linear principal.

prova:

Segue da definicao 14.4.4 e proposicdo 16.1.2.

Seja I1Auni a familia de conjuntos coerentes unitdrios de IIA.

16.1.6 Proposicao

Para todo U ELN(IIA), existe urn conjunto K c IIA,,„, , para o qual vale que para

cada {X'},{X"} E K , se tern X' n X" =0, tal que U =U{T ix}I{x} EK} .

prova:

Segue da proposiedo 14.4.6.

16.1.7 Proposicao

Para todo U ELN(IIA), tern-se que U =U{i 1XHiX 114

prova:

Segue da proposicdo 16.1.6 e corolario 14.8.7.

16.1.8 Proposicdo

Tem-se que	 = { X} I {X} e IIAI é uma base enumerävel para (IIA,LN(IIA)).

prova:

Segue da definicao 14.1.2, corolario 14.4.7 e proposiedo 16.1.7, e do fato que o
conjunto bdsico A é enumerdvel.

16.1.9 Corolario

(IIA,LN(IIA)) é urn espaco de vizinhancas lineares segundo contdvel.
prova:

Segue da definicao 14.1.4 e da proposiedo 16.1.8.

0 resultado a seguir é imediato:

16.1.10 Proposicdo

Para todo x EIIA, se x E T { XI entdo tern-se que i(x) c X .
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16.1.11 Definicao. Indice de uma Vizinhanca Linear em ILA

Chama-se de indice de uma vizinhanca linear U E LN(IIA), e denota-se por i(U), o
conjunto formado por 	 todos os indices dos pontos minimais	 de U, ou	 seja,

i(U) = {i(m)lin 1.1(U)} .

16.1.12 Definicdo. Operador de Interior

Sejam U E LN(IIA) e x EIIA. Diz-se que x E int(U) se e somente se x EU e

i(x) c X , para algum X Ei(U), onde i(U) ê o indice de Udefinido em 16.1.11.

16.1.13 Proposicao

0 operador int, como definido em 16.1.12, é realmente um operador de interior
para EVGs.
prova:

De fato, sejam	 U,V E LN(IIA). Se U n V =0 entâo	 é	 imediato	 que
int(U n V) = int(U) n int(V) . Considere entdo que U n V � 0 . Logo, pela proposiedo

16.1.6, tem-se que U =U{1‘ {X}I{X} E Ku} e V =	 {	 Kv ,	 para

Ku ,Kv c II/1„n, , tal que para cada {X'},{X"} E Ku X' n X" =0, e para cada

I /7 '1,{ Y"} EKv , Y' n Y" = . &It'd° ocorre que U nV = {T {z} I { Z} E KE, n Kv},
para Ku n Kv c Muni , tal que para cada {Z'},{Z"} E Ku n Kv , Z' n Z" = 0 . Seja

x EIIA tal que i(x) =W e x E int(U n V). Entdo, pela definicao 16.1.12, tem-se que

x EU nV =W1' {Z}I{Z} EKun Kv} e Ffi Z"' , para algum Z"'	 i(U n . Isto

significa que x EU =U { X}I { XI EKu} e W c Z"', para algum Z"' E i(U) , assim

como x EV =U 1)111 Yi E Kv	 e W c Z"' para algum Z"'	 Conclui-se assim

que x E (int(U) n int(V)). Da 	 mesma forma mostra-se que	 se U n V = 0 e

x E (int(U) n int(V))	 entdo	 x E int(U n V) .	 Portanto,	 é	 valid°	 que

int(U n V) = int(U) n int(V) .

16.1.14 Coroldrio

Para todo x EIIA, se x eint(T {X}) entdo tem-se que i(x) c X .

16.2 A Estrutura TopolOgica de Informacao do Espaco Coerente Bi-Estruturado

de Intervalos Racionais (A no , / 111"0 , IIQ )

Nesta secdo aplicam-se os resultados obtidos em 16.1 para definir urn espaco de

vizinhancas lineares sobre o espaco coerente intervalar bi-estruturado (A 110 , E'll'10 ,	 arl9Q),

obtendo assim uma estrutura topolOgica de informacdo (11Q,LN(110 para a

representacdo global do sistema dos mimeros reais R e do sistema de intervalos reais IR.
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Uma vizinhanca linear principal é dada por T {[p,q]}  , onde [p,q] E 10 e IQ é o

conjunto de intervalos racionais.

Para toda vizinhancas linear U ELN(IIQ), existe urn conjunto K c IIQu , , para a

qual vale que para cada {[p',q']},{[p",q1} E K, se tern [p' ,q ln[p" ,q1= 0 , tal que

U	 l[p,q]}1{[p,q]} E K1. Isto significa que para todo U ELN(IIQ), tern-se que

U= U{T p, q l{[ p,qll e IIQ„„,	 . Segue que 13//Q = T{[P,9]}1{[P, 11q j) E IIQ,4 „,	 e

uma base enumerdvel para (IIQ,LN(IIQ)), e, portanto, (IIQ,LN(IIQ)) é urn espaco de
vizinhancas lineares segundo contdvel, para o qual é possivel definir urn espaco de
vizinhancas de informacdo linear (HQ ,71). segundo a definicdo 14.4.4.

16.3 0 Subespaco dos Objetos Quasi-Totais de HQ

Obtem-se agora o subespaco de vizinhancas lineares dos objetos quasi-totais.

Para caracterizar as vizinhancas lineares relativas ao sistema qtot il a dos objetos
quasi-totais introduz-se a nocdo de bi-intervalo.

16.3.1 Definicdo. Bi-Intervalo Real (Racional) Fechado

Seja 1[R o conjunto dos intervalos reais e [m]ellR. Chama-se de bi-intervalo real

fechado de guia [p;q], e denota-se por [[p;q]], o conjunto de intervalos reais cujos

extremos variam entre p e q, isto é:

F;	 {[a,b] EIRip � a �_h � q}.

O intervalo real [p;q] é chamado de guia do bi-intervalo. 0 interior do bi-intervalo

[[p;q]]. dado pelo conjunto de intervalos reais

([p;q])_ {X E RP; q 111[P, 13 ] < la AT < IR [q,q]},

é denominado de bi-intervalo aberto real de guia [p;q].

Os conjuntos {X e Rp;41110 (X)= p} e	 eRp;411-Q(X)= q} sâo os

extremos inferior e superior do bi-intervalo [[p;q]], respectivamente, onde // Q(X) e

ric,(X) são os extremos inferior e superior de urn intervalo real X. 0 conjunto de todos os
bi-intervalos reais é denotado por [IR].

Analogamente define-se bi-intervalo racional fechado de guia [p;q], cujo conjunto
denotado por [IQ].

16.3.2 Exemplo

Para maior compreensdo, observe uma representacão do bi-intervalo [[3;5]1 dada na

figura 16.1.
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Intervalo
Guia Extremo

Inferior 

[3;3	 3;3,1] ... [3;3,2] ... [3;3,3] ...

--E3,1;3,21.,[31;33] . • • •
	 13,1;51

• 4,70;21-13,2:3M- -
	 13,2;51

- - [143;3;3]-- •
	 13,3;51

15;51       

Extremo
Superior

anterior;      

FIGURA 16.1 Bi-intervalo {[3;5]]

indices de
Objetos Totais

[3;5]      

Extremo
Inferior               Extremo

Superior               

[3,5]

I Intervalo
L Gail 

FIGURA 16.2 Interpretacdo do Bi-intervalo [[3;5]]
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A figura 16.2 fornece uma interpretacao grâfica do mesmo bi-intervalo [[3:5]]

representado na figura 16.1, considerando-se que cada intervalo representa o indice de
urn conjunto coerente. A ordem de informacdo ordena seus componentes de baixo para
cima, comecando pelo intervalo guia ate os intervalos pontuais, que representam os
indices dos objetos totais.

16.3.3 Proposicao

Uma vizinhanca linear relativa basica em qtot(IIQ) é dada por

T {[p,d} vo, =1' {[p,q]} nqtot(11Q), corn [p,q] EIO.

prova:

Segue da definicao 14.2.17 e proposicdo 14.4.9.

16.3.4 Proposicao

(qtot(IIQ),LN(qtot(IIQ))),	 onde	 para	 todo	 V ELN(qtot(IIQ)),

V Uq ,or = qtot(IIQ) n U , corn U ELN(IIQ), é um subespaco de vizinhancas lineares de

(IIQ,LN(11Q)).
prova:

Segue das proposicOes 14.2.18 e 14.4.9.

16.3.5 Corolario

0 conjunto 13 q̀",a, = 1‘	 d If qta, {[P ' 11 ]} G
	

é uma base de informacao

enumerdvel para (qtot(IIQ),LN(qtot(IIQ))).

A seguinte proposicao é imediata:

16.3.6 Proposiedo

Para todo x Eqtot(IIQ), tern-se que x ET {[p,q]} voi se e somente o intervalo real

que representa o indice real de x	 ir(x), esta no bi-intervalo cujo guia e o intervalo

racional [p4], isto é, ir(x) E[[p,q]].

prova:

Segue da proposiedo 16.1.10.

16.3.7 Proposiedo

Toda vizinhanca basica relativa T {[p,d} vot em qtot(IIQ) é uma vizinhanca linear.

prova:

De fato, tern-se que: (i) x E T {[p,d}	 e x c y Eqtot(IIQ) implica em
gror

ir(y) ERp,q]] e, portanto, y ET {[p,q]} vor , pela proposicao 16.3.6. Agora (ii) seja A
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urn subconjunto	 dirigido	 tal que U A els 413 '4 grot	 e suponha	 que

{[p,q]} gro, n A = 0 . Isto significa que para todo x EA, ocorre que i(x) ct [p , q] e

1.(U A)	 o que é uma contradicdo, e, portanto, T l[p,q]}
qtot

 n A # 0 .
EA

Ainda, (iii) se x,v e T {[p,q]}	 tal que x y EIIQ, entdo xny ET {[p, q]} , pela

	

qtot	 qtot

proposicdo 16.3.6, pois ir(x n y) E [[p , q ]] Finalmente, (iv) considere um subconjunto

A de qtot(II0) tal que para todo x,v EA tem-se que xuye T l[pord . Observe que
qtot

isto significa que xuycqtot(IIQ), e, portanto, x c y ou y c x	 Alêm disso, tern-se

que [p,q] Ex L.) y , e, assim, sempre é valido que [p,q] E x ou [p,q]Ey , para cada

x,y EA. Conclui-se entdo que [p,q] EUA, ou seja, UA ET {[p,q]} vo .

Segue que:

16.3.8 Proposicdo

(
Para todo x cqtot(IIQ), tern-se que x E int	

qtot 
se e somente se ir(x) esta

no interior do bi-intervalo r[p;q]], isto e x E qp;q]).

16.4 0 Subespaco dos Objetos Totais de IIQ

Obtem-se agora o subespaco de vizinhancas lineares dos objetos totais.

16.4.1 Proposicdo

Urn vizinhanca	 linear	 relativa basica em tot(IIQ)	 é	 dada	 por

T l[p,d1 to, =	 , q]} n tot(IIQ)

prova:

Segue da definicdo 14.2.17 e da proposicdo 14.4.9.

16.4.2 Proposicdo

(tot(IIQ),LN(tot(IIQ))), onde para todo V ELN(tot(IIQ)), 	 V = Utot , corn

U ELN(IIQ), é urn subespaco de vizinhancas lineares de (IIQ,LN(IIQ)).
prova:

Segue das proposicOes 14.2.18 e 14.4.9.

16.4.3 Corolario

0 conjunto Blo t =	 {[A q ]} tot I {[P,d} Ellgin,} é uma base de informacdo

enumerivel para (tot(IIQ),LN(tot(IIQ))).
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A seguinte proposicdo é imediata:

16.4.4 Proposicdo

Para todo x Etot(IIQ), tem-se que	 x E T l[p,q] } tai se e somente se

X p �-tor X _ tot Xq ♦

Observe que toda vizinhanca basica 1' tot em tot(IIQ) é trivialmente uma

vizinhanca linear, pois em tot(IIQ) a ordem de informacdo se torna trivial, uma vez que
todo objeto total "concentra a totalidade de informacao", e, portanto, Ilk, é aproximacdo
de nem nenhum outro objeto do espaco. alem de si prOprio.

16.4.5 Proposicão

Toda vizinhanca basica relativa T {[p, glut em tot(IIQ) é uma vizinhanca linear.

prova:

{[P,ditat e xc ye tot(IIQ) implica emDe fato, tern-se que: (i) x E	 1

(ii) todo subconjunto dirigido é da forma A = ;al , corn

a Etot(IIQ), e, portanto, se U A = a E 11p, qll to, , entdo, 11p,q10, n A#0; (iii) se

x,v els {[p,g]} o, tal que x u y EIIQ, entdo somente pode ser x = y , o que resulta em

x n y E T {[p, q]} got . Finalmente, (iv) considere urn subconjunto A de tot(IIQ) tal que

para todo x,v EA tem-se que xu Y E 1\ {[P ,q ]}to • Observe que isto significa que

x u y Etot(IIQ), e, portanto, somente pode ser x =y, ou seja, o subconjunto em questdo

é da forma A= fi al , corn aetot(IIQ). Alêm disso, tern-se que [p,q] E a , e, assim,

sempre é valid° que [p,q] EU A, ou seja, U A E	 .

Os resultado a seguir é imediato:

16.4.6 Proposicao

Para todo x Etot(IIQ), tern-se que x E int(T {[P , drat) se e somente se

Xp <„, X < for Xq .

x= y ET 41),qt°,
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17 Uma	 Caracterizacäo TopolOgica para Espacos
Coerentes Bi-Estruturados: a estrutura topolOgica
de aplicacäo

Seja A = (A A ,/	 ), onde A A = {A,p(A)} , o sistema ordenado de 2' ordem cuja

representacdo global é dada pelo espaco coerente bi-estruturado (A 1„,/;" , E, ), corn

A a4 = {IIA,0(11A)} , obtido pelo processo de construcdo global a partir do sistema

basic() (A A	), onde A A = {2=1,0(A)} .

No capitulo 16 apresentou-se uma caracterizacao topolkica para a estrutura de

informacao E rn", . Neste capitulo é introduzida uma caracterizacdo topolOgica para a

estrutura de aplicacao E arr„ corn uma discussao sobre o relacionamento entre os dois

niveis de caracterizacdo.

0 objetivo principal deste capitulo é garantir que a estrutura de aplicacdo seja
dotada de urn EVG induzido pela fimcdo distancia generalizada (veja secao 13.3) de tal
forma que, considerando os objetos do espaco coerente como uma colecdo de estados de
computacdo de urn certo tipo, seja possivel estudar seu comportamento de forma
quantitativa, isto é, atraves da propriedade de "proximidade quantitativa" - relativa
posicdo e na-o a quantidade de informacäo ("proximidade qualitativa") - representada em
tal EVG. Assim, as construcOes ern um EVG induzido por uma funcdo distância
generalizada geram regras para racionar sobre a posicdo relativa dos objetos segundo a

relacdo de posicdo	 definida na estrutura de aplicacdo E arr, .

Salienta-se que deve ser garantida a existëncia de urn Eap -isomorfismo topolOgico
entre o subsistema tot lIA dos objetos totais e o sistema A, isto é, deve existir urn
homeomorfismo entre o subespaco topolOaico de aplicacao dos objetos totais tot(11A) e
o conjunto A, munido de sua topolo gia usual. Da mesma forma, tambêm deve existir urn
/ap -isomorfismo topolOgico entre o subsistema qtot ilA dos objetos quasi-totais e o
sistema intervalar IA, 	 isto é, deve existir urn homeomorfismo entre o subespaco
topolOgico de aplicacdo dos objetos quasi-totais gtot(11A) e o conjunto IA de intervalos
de elementos de A, munido de uma topologia adequada.

Alêm disso, deve-se alcancar um relacionamento entre a estrutura qualitativa de
informacäo e a estrutura quantitativa de aplicacào. Este relacionamento deve ser
caracterizado pela existência de uma bijecdo entre a base enumerdvel da topologia de
aplicacdo relativa ao subespaco dos objetos quasi-totais e o conjunto dos interiores das
vizinhancas lineares basicas tambèrn relativas ao mesmo subespaco, definidas no capitulo
16 para a estrutura de informacdo. Assim, garante-se que a topologia de aplicacdo pode
ser representada internamente pelas vizinhancas lineares da estrutura de informacdo

17.1 Uma Caracterizacao TopolOgica para a Estrutura de Aplicacäo

Considere a relacao de posicdo	 definida na estrutura E A do sistema ordenado de
22 ordem A, e a funcdo distância ciA, definida na subestrutura de medidas MA, Seja � a a
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relacao de posicao basica. definida na estrutura basica IA, e dA a fling -do distância basica.
definida na estrutura de medidas basica MA.

A	 estrutura topolOgica de aplicacao do espaco coerente bi-estruturado

(A ,E	 , E /a/PA ) é definida como (HA,	 onde	 constitui urn EVG

induzido pela furled° distância generalizada d11,1 (veja secao 13.3), obtida pelo processo
do construcao global a partir da funcao distancia basica dA, corn uma topologia de

aplicacdo associada dap (IIA) .

Em cada etapa do processo de globalizacao a fungdo distância generalizada cis

definida em uma estrutura E s de urn sistema ordenado de 22. ordem S= (As ,E s) , onde

A =	 p(S)}, induz urn EVG Z„, caracterizado em funcao de sua baseBdcorn

uma topologia de aplicacao dap(S) de base p ds . 0 resultado a seguir é conseqiiéncia

imediata da seed° 13.3.

17.1.1 Proposicao

Seja S= (As ,Is), corn As = {S, so(S)} , urn sistema ordenado de 2 2 ordem e 0 o

(uma aproximacao do) elemento neutro para uma operacdo binaria 0 5 :S x S —> S

definida na estrutura I s . Tern-se que:

uma bola aberta generalizada basica centrada em s E S e de raio E	 0 é o conjunto

dado por e'(s) = {x E SI ds (s,x)< s c} ;

X EF se e somente se existe s > s 0 tal que E'(s) cX, para todo F E 72ds e algum

s ES;

para cada F E ?Ids e X EF, existe B e Bds tal que existe s >s 0 tal que

(s) c B c X;

a colecdo de conjuntos U c S tal que U c int(U) é a topologia de aplicacdo dap(S)
associada a Z, ;

(iv) 0 conjunto (a ds = {E,s (s)ls E S,E >s 0} é a base para dap(S).

Observe que FEs (s) E p(S) e, portanto, 6(s)c s' ES', para algum sistema

S' = (A s, ,Is,) obtido a partir de S pelo processo de globalizacao.

17.2 A Estrutura TopolOgica Bisica do Sistema Q dos Ntimeros Racionais

Seja 0= (A , E 0 ), corn A Q = { Q, 0(0 , o sistema basic() dos ntimeros racionais

Q. A partir da definicao da distancia generalizada 	 basica c1 0 :QxQ	 (veja

proposicdo 11.2.1) na estrutura de medidas basica Mo, tern-se a garantia dos resultados

da proposicao 3.1.1. Para o EVG basic° (Q,72d induzido por do, com topologia de

aplicacao associada basica dap(Q), tem-se que:
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17.2.1 Proposicao

Para todo s EQ, tern-se que s E EQ (r) =	 E Q14(r,x) <o c} se e somente se

r– E < Q s < Q r+ E , para algum E > Q 0 .

Caracteriza-se a base B,1
	 B E B d se e somente se existe E > 0 0 tal que

FEQ (r) cB C X, para algum r EQ e cada X EU, tal que	 U EZd . 0 conjunto

p =	 0 (1 . )1/ . E Q, e > Q 0} é a base para a topologia dap(Q) associada a Zd .

17.2.2 Coroldrio

A topologia Ocip(Q) é uma topologia de Hausdorff.

17.3 A Estrutura TopolOgica do Sistema IQ dos Intervalos Racionais

Seja 10 = (A,c) ,E,Q ), corn A IQ = {IQ,s0(1Q)}, o sistema dos intervalos racionais

IQ, obtido apOs uma [ - evolucao sobre o sistema basic° 0, regulada pelo prOprio
sistema 10, pelo processo de construcäo global.

A distância generalizada d,Q :IQ x IQ —>	 definida sobre o conjunto dos

intervalos racionais IQ, é obtida pela aplicacdo do construtor de funcOes sobre a
distancia basica dc, (veja proposicao 11.3.1). Aplicam-se assim os resultados da
proposicao 3.1.1. A funcao distancia generalizada (11Q induz urn EVG intervalar

(1Q,Zdj, com topologia de aplicacao intervalar associada Oap(IQ), que pode ser

caracterizado em funcao de sua base 13 d . Tern-se que B E	 se e somente se existe

E > 0 tal que viQ (x), { Y E (170(X, )7) < IQ E} cB C Z, para algum X EIQ e cada

Z EF, tal que F E ltd1Q . Segue que conjunto Rd 	 {6,1p,a[p,q] e IQ, E > 0} e

base enumerdvel para a topologia d(IQ) associada a ltdiQ .

17.4 A Estrutura TopolOgica de Aplicacào do Espaco Coerente Bi-Estruturado de

Intervalos Racionais (A nQ ,E in"Q ,E jaiPQ)

Seja (A no , E Hin Q , E HapQ ), corn A HQ = {HQ, p(IIQ)} o espaco coerente bi-estruturado,

obtido apOs uma Coh - evolucao (regulado pelo subsistema dos objetos quasi-totais)
sobre o sistema dos intervalos racionais 10, pelo processo de construcao global.

A distancia generalizada cl11Q :11Q x IIQ —>	 , definida sobre o espaco coerente

intervalar bi-estruturado IIQ, é obtida pela aplicacdo regulada do construtor de funcOes
sobre a distância intervalar chQ (veja proposicao	 11.4.1). Assim os resultados da
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proposicao 3.1.1 podem ser aplicados. A funcdo distância generalizada d110 induz urn

EVG de aplicacdo (111Q,Zd ), corn topologia de aplicacdo associada dap(11Q).

Observa-se que dno, quando restrita aos objetos totais coincide exatamente com a
metrica euclidiana dos nnmeros reais (coroldrios 12.3.5 a 12.3.8), ou seja, existe uma
correspondencia biunivoca entre os abertos basicos da topologia de Hausdorff em3 e

os abertos basicos da topologia de aplicacdo dap (tot(II0)) do subespaco dos objetos

totais, tal que tot(IIQ) é homeomorfo a R.

17.4.1 Proposicao

Sea EIIQ (x) = {_V E "[Wm° (x, y) < ile 8} a bola aberta em IIQ centrada cm .v EIIQ

e de raio E > llo 0 . Entdo Efe (x) � 0 se e somente se existe X cx tal que

D10 (X) < 2a , para algum [a,b] e E , onde Dio(X) é o didmetro de urn intervalo racional

definido ern 11.3.2.
prova:

Supor que existe X = [p,q] Ex tal que DIQ (X)< 2a , para algum [a,b] E E . Entao

existey EIIQ, y = if ]) + D ,c, ( X ) /2 ,q — D 1Q (X)12]} , tal que

c1 (X ,[p + D ,Q (X )/2 , q — D ic, (X )/2D = {0 , D (X )/21 E d „Q (x , y) •

Isto significa que existe Y ed llQ (x,y), Y=[0,13110 (02], e existe [a,b] E E , tais que

Y = [0, DIQ (X)12]< ic, [a,b], pois Dio (X) <2a . Conclui-se que dno(x,y) < I10	 e,

portanto, y E IIQ (x) , ou seja, IIQ (x) # 0 .

Agora, suponha que EIIQ (x) # 0 e que para todo X ex, Dio (X) � 2a , para todo

[a,b] E 8 . Entdo existe y EIIQ, tal que d llo(x,y) <no E. Logo, existe Z ed110 (x,y) e

existe [a,b] E z , tais que Z < IQ [a,b] Isto significa que existem X = [p,q] e x	 e

Y = [r, s] E y tal que (11Q (X, Y)= Z < /o[a,b]. Segue que

d 10 (X, = c ,Q ap ,q].[r , s]) = [min°, max0] < [a,b],

onde 0={ rldp — 419 r

Considere entdo as seguintes situacOes: (i) [p , q] < IQ [1 . , s], ou (ii) [p,q]q]	 [1 . , s] , ou

(iii)	 , s]c [p ,q] . ou (iv) [r,s]<10,[p,q]. Supor (i). Então é valido que

[r —q,s —q +2a +6] < [a .h] para 6 > O. Como a =s—q+ 8 > 0 , entdo

tern-se que s — q + 2a + 5 = 2a + > a , o que é uma contradicao. Analisa-se agora (ii).

Entdo é valid° que	 dio (X, /7) = [tnin{r— p,q—s},maxls— p,q —	 < IQ [a,h].

Entretanto, observe que max{s p,q — r; > a, o que é outra contradiedo. A situacdo (iii)
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é andloga a (ii) e a consideracdo (iv) é similar a (i). Conclui-se entdo que existe X Ex tal

que DOX) < 2a , para algum [a ,h] E E . •

17.4.2 Proposicdo

Seja	 ,HQ (x) a bola aberta em IIQ centrada em x EIIQ e de raio 8 > 110 0	 nao

vazia. Entdo, para todo y EIIQ, tern-se que y E EfQ (x) se e somente se existem Y Ey,

X = [p,q] EX e [a ,h] EC , tais	 que Y esta	 no interior do bi-intervalo de	 guia

[q — a, p + a], ou seja

Y e ([q — a; p + a]) {Z e [[q — a; p + a]]l[q — a , g — a] < IQ Z < IQ [p+a,p+a]}.

prova:

Seja y EIIQ tal que y E E°2 (x) . Entao, tern-se que duo (X, y) < HQ s . Portanto,

existem Y= [r,s] Ey e X = [p,q] EX, tais que c 12 (X , /7) < IQ [a ,h], para algum [a ,h] e s .

Considere entdo as seguintes situacOes: (i) [p,d< [r ,s], ou (ii) [p • q]	 [r , s] . ou (iii)

[r, s]c ,q] , ou (iv) [r, s] <	 [p, q]. Supor (i). Entao é	 imediato	 que q < r e,

portanto, r > q — a . Alem disso, e valid° que c 1 Ic,(X ,Y) = [r — q ,s — p] < IQ [a,b] , o que

significa	 que	 s — p < a ,	 ou	 seja,	 s < p + a .	 Logo,	 tern-se	 que

[q — a, q — a] < [r,s]< [p + a, p + a]. Considere agora (ii). Entdo	 é valid°	 que

c 1 1Q (X ,Y) = [inin{r — p,q — s},max{s — p,q —	 < [a ,b] , ou seja, max{s — p,q — r} < a.

Segue que .s — p < a e q—r<a, isto é, s < p + a e r>q—a. Portant°, neste caso,

tambem é valid° que [q — a, q — a] < [r, s]	 [p + a, p + a]. A situacdo (iii) e andloga

a (ii) e o caso (iv) é similar ao (i).

Agora, suponha que existem Y = [r,s] Ey, X = [p,q] ex e [a,b] E & , tais que

Y Eqg — a; p + (JD= {Z e [[q — a; p + a]]I[g — a 07 — <IQ Z < IQ [p + a, p +	 .

Observe que max{lp — rllp — silq — rilq —	 < a , e, portanto, d 1Q (X ,	 < IQ [a ,b] , para

algum [a,b] E E . Segue que d Hjx,y) < HO E, e, portanto, y E E' (x) . •

0 EVG de aplicacao (IIQ, it du Q ) pode ser caracterizado em funedo de sua base

B d . Segue que B E B d se e somente se existe > II ̂0 tal que sa (x)	 c X, paraIle	 Ile

algum x EIIQ e cada X EU, tal que U e 7ZdIlQ . 0 conjunto {E,HQ (.01 x E IIQ, 6 > 110 o}

uma base enumerdvel para dap(110).
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17.4.3 Coroldrio

Sejam (11Q,72d11, ) o EVG de aplicacao induzido pela fungdo distância generalizada

dllo e 13,,n, a base de ZdnQ . Seja EIIQ (x) a bola aberta em IIQ centrada em x ELIO e de

raio s > Ho 0 , nao vazia. Entdo, para todo 1 EIIQ e B E B dEv , tal que EfQ (x) cB . tern-

se que y EB se e somente se existem Y Ey, X = [p,q] EX e [a,b] E c , tais que Y esta no

bi-intervalo de guia [q — a, p + a], ou seja, Y e[[q — a, p + al].

17.5 0 Homeomorfismo entre o Subsistema qtot ilo dos Objetos Quasi-Totais e o
Sistema IR dos Intervalos Reais Estendido

Seja qtotic	
v

= (A qtor(11Q), z- tot ( HQ) 1q	 aqProt (110))

	

in	
corn A yrot(IIQ) = {qtot(110,0(qtot(I10}

o subsistema dos objetos quasi-totais de ITO. corn estrutura de informacao	 e

estrutura de aplicaoo E agPtottllo , onde �gto f a relacao de posiedo relativa a qtot(IIQ), d vot

é a semi-pseudornêtrica dada pela furled° distância generalizada restrita a qtot(IIQ). A
estrutura topolOgica de aplicacdo do subespaco dos objetos quasi-totais de IIQ é dada

por (11 ,to, d ap (qtot(110 .

A base do SVG (1-1Q,Z,	 induzido por duo relativa a qtot(IIQ), é construida

tomando-se a intersecdo das vizinhancas basicas de 	 cornn qtot(IIQ). Seja 13,n,	a

base de 124Q . 0 conjunto Witot = {B n qtot(1101B	 = { B. qtotIB E Bd lly } e uma

base enumeravel para o SVG de aplicacdo (qtot(IIQ),1 2 vat ) do subespaco dos objetos

quasi-totais.

A base da topologia d ap(HQ) associada a Zan, pode ser restrita a qtot(IIQ),

simplesmente tomando-se a interseck dos abertos basicos corn qtot(IIQ). Segue que:

17.5.1 Proposiedo

0 conjunto

frqP,o, = {EfQ (x) n qtot010x E HQ, > Ho O} = {E EnQ	 atat lx E HQ, £ >no O}

é uma base enumerdvel para a topologia d ap (qtot(IIQ)) do subespaco dos objetos quasi-

totais.
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17.5.2 Proposicdo

Para todo y eqtot(IIQ) e x EIIQ. tern-se que y E ERQ (x),(0, corn E > llo 0 , se e

somente se ir(v) estd no interior do bi-intervalo [[q — a, p + a]], para algum X = [p,q] ex

c [a,h] Er; ,isto 6,

ir(y) eqq — a; p +	 {Z E[[q — a; p + a]]l[q — a,q — a]< 10 Z < IQ [p + a, p + a]} .

prova:

Segue das proposicOes 17.4.2 e 17.5.1.

17.5.3 Proposiedo

Para todo y Eqtot(IIQ), x EIIQ e B E B d11Q , tal que 1(2 (x) ciB, corn & > Ho 0 ,

tem-se que y E	 (x),,, se e somente se ir(v) estd no bi-intervalo [[q — a, p +	 para

algum X= [p,q] ex e [a,b] c s , com x EIIQ, isto 6, ir(y) E[[q— a, p + a]] .

prova:

Segue do coroldrio 17.4.3.

Considere agora o E ap -isomorfismo qtot(IIQ)u p(qtot(HQ))—> IIR`u go(IR*),

tal que

ir(x)	 se x E qtot(IIQ),
x 1—>

eliRslw Ex}	 se x c p(qtot(11Q)),

introduzido em 10.6, onde ire o indice real definido em 7.2.1. Mostra-se que tambêm
preserva a estrutura topolOgica.

Para isso considere o isomorfismo inverso

(1) -1 : I R* u to(IR* ) qtot(I1Q)u so(qtot(10,

dado por

{x,	 se W EIER*,
W 1—>

{x w , Eqtot(IIOW' e WI	 se 147 E p(I R s ),

xwe o quasi-total cujo indice real é W E IR*, isto e,	 = {{p,q] e IQ W c [p,q]} .

17.5.4 Teorema

Seja (qtot(I1Q),dap(qwt(11Q))) o subespaco dos objetos quasi-totais de IIQ corn a

topologia de aplicacao Oap(qtot(IIQ)). Entdo (qtot(I1Q),Oap(qtot(IIQ))) é homeomorfo ao
conjunto dos intervalos reais estendido I[R* =	 u {Ili} , munido de uma topologia

gerada por {([ p' ,q']) c[1[18)[p',q1 E IQ} .
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prova:

Basta	 provar	 que	 1(1) -1 (([p , q]))1[p , q] E IQ}	 é	 justamente	 a	 base

Nit)°, ={7(x),toilx Eiv} de (qtot(IIQ),dap(qtot(IIQ)))	 [DUG 66]. De	 fato,	 pela

proposicao 17.5.2, segue que existe x EIIQ e & > HQ 0 , corn [q — a, p — a] E x e

[a ,b] E & , tal que

(1)-1(([p,q1))= fx„., E qtot(HQ)IW' E ([13,4} = E:12 (x) n qtot(IIQ) =	(x) vat ,

para todo ([p ,q]) E {([p i , q '1) e [I[R]l[p', q '] e IQ} .

17.6 0 Homeomorfismo entre o Subsistema tot in dos Objetos Totais e o Sistema R
dos NUmeros Reais

Seja tot HQ = (A tot(IIQ) ' 1r:04110)1 (:411Q)), corn A
ror(IIQ) = {tot(IIQ), p(tot(I10} o

subsistema dos objetos totais, corn estrutura de informacao 	 El"tot(11Q) e estrutura de

aplicacao E aP(IIQ) , onde �tot é a relacdo de posiedo relativa a tot(IIQ), cher é a metrica

dada pela fungal) distancia generalizada restrita a tot(IIQ). A estrutura topolOgica de

aplicacao do subespaco dos objetos totais é dada por (12, 0„ dap (qtot(1Q))) .

A base do SVG (HQ, ZduQ ), induzido por c/HQ, relativa a tot(IIQ), é construida

tomando-se a intersecao das vizinhancas bdsicas de lt d  corn tot(IIQ). Seja B dilQ a base

 }de ZdnQ . 0	 conjunto B = {B n tot(IIQ) B E Bd	 {B tot I B E B 
dHQ	

é uma base

enumerdvel para o SVG de aplicacao (tot(lIQ),Z rot ) do subespaco dos objetos quasi-

totais.

A base da topologia d ap(HQ) associada a 72 duo	 pode ser restrita a tot(IIQ),

simplesmente tomando-se a intersecao dos abertos basicos corn tot(IIQ). Tem-se que:

17.6.1 Proposicao

0 conjunto

f3 rt'L = {E ,11Q (x) n tot(11Q)x E HQ, z > HQ 0} = IEEnci (x) to, Ix e HQ , E > Ho o}

é uma base enumeravel para a topologia de aplicacao Oap(tot(IIQ)) do subespaco dos
objetos totais.
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17.6.2 Proposiedo

Para todo y Etot(IIQ), tern-se que y E	 ElIQ	 , corn s > llo 0 , se e somente se

Xq—a < tot Y <,0, x p _a , para algum X = [p	 ex e [a ,b] E E .

prova:

Segue das proposicOes 17.4.2 e 17.6.1.

17.6.3 Proposicdo

Para todo y etot(IIQ) e B E B dno , tal que EIIQ (x) cZ tern-se que Y E	 Fric) (x),0, se

e somente se Xq_a � tot Y �_ tot X p—a para algum X = [p ,q] Ex e [a ,b] E E .

prova:

Segue do corolario 17.4.3.

Considere agora o E ap -isomorfismo	 R u	 (R)	 tot(IIQ) u p(tot(IIQ)). tal

que

	

{x„,	 se w ER,
(I)(w) =

EtotOlOW E	 se w E p(R),

introduzido em 10.4, onde x„ =	 ,q] E IQI p w	 q}	 e o conjunto ligado a w,

definido em 10.4.2. Mostra-se que (I) tambem preserva a estrutura de topolOgica.

17.6.4 Teorema

Seja (tot(IIQ),dap(tot(IIQ))) o subespaco dos objetos totais de IIQ corn a topologia
de aplicacdo dap(tot(IIQ)). Entdo (tot(IIQ),dap(tot(IIQ))) é homeomorfo ao espaco dos
ntimeros reais R corn a topologia usual de Hausdorff.
prova:

Basta	 provar	 que	
(1) {fRP '41P ' q 

E Q}	 é justamente	 a	 base

(3 7o;	 {6:1Q (X),o( I X E IIQ} de	 (tot(IIQ),dap(tot(IIQ)))	 [DUG 66]. De fato,	 pela

proposiedo 17.6.2, segue que existe x EIIQ e s > 11Q 0 , corn [q—a,p—a] E x e

[a ,b] E e , tal que

cI)[(p, q)= {x„, E tot(IIQ)ip < w < q} = EilQ (x)	 tot(IIQ) = EfQ (x)to,

para todo (p,q)e {(p' ,q') Rip' ,q' E Q}
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17.7 A Representacâo Interna da Estrutura TopolOgica de Aplicacao

17.7.1 Definiedo. Representacao Interna

Diz-se que a estrutura topolOgica de aplicacdo,` dam ,d,(IIA)) de urn espaco

coerente bi-estruturado (A n, ,E Ì'L„'	 corn A llA = {11A,0(11A)} , obtido pelo

processo de construcdo global, é representada internamente pela estrutura topolOgica de

informacdo (HA,SN(IIA)) se e somente se existir uma bijecao entre os interiores das

vizinhancas lineares basicas relativas ao subespaco dos objetos quasi-totais (totais) e os
abertos basicos da topologia de aplicacdo relativa ao mesmo subespaco.

17.7.2 Proposiedo

Seja (3q 	 base da topologia de aplicacdo dap(qtot(IIQ)) do subespaco dos objetos

quasi-totais. Seja
R in =

gra! int T {[p,q]Igtot^lp,q e Q o conjunto dos interiores dos   

elementos da base do subespaco de vizinhancas lineares dos objetos quasi-totais

introduzido em 16.3. Tern-seque 13; Pfoi = 13;0,.

prova:

Seja y e	 . Pela proposiedo 17.5.2, tem-se que ir(y) estA no interior de algum bi-

intervalo [[i . ;.r]]. Logo, pela proposiedo 16.3.8, conclui-se que y c	 0 inverso

provado de forma analoga.

17.7.3 Proposiedo

Seja 13,7, a base da topologia de aplicacdo dap(tot(IIQ)) do subespaco dos objetos

totais. Seja fro, = {int(T {[P'q]}io, 1p,q E Q o conjunto dos interiores dos elementos da

base do subespaco de vizinhancas lineares dos objetos totais introduzido em 16.4. Tem-

se que roP, = 13 :nor

prova:

Seja y E 13 74 	 Pela proposiedo 17.6.2, tern-se que x, < to , y <,0, x s , para

x„xs ctot(11Q). Logo, pela proposicao 16.4.6, conclui-se que y e13;0,. 0 inverso é

provado de forma analoga.

17.7.4 Teorema

A estrutura topolOgica de aplicacdo (11Q,ZduQ ,Oap (HO do espaco coerente

intervalar bi-estruturado IIQ é representada internamente pela estrutura topolOgica de

informacdo

prova:
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Segue das proposiceies 17.7.2 e 17.7.3.

17.7.5 Coroldrio

A topologia usual de R tern uma representacao no espaco coerente intervalar
estruturado IIQ.
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18 Outras Possiveis Aplicacks da Metodologia e das
Estruturas Propostas

Corn os resultados que foram sendo obtidos no decorrer da realizacdo deste
trabalho e atravês das sugestOes recebidas a partir das discussOes corn os orientadores,
colegas do grupo de pesquisa. e tambem quando da apresentaedo destas ideias na
ocasido da defesa da proposta de tese, em encontros, palestras e congressos nacionais e
internacionais, vislumbrou-se a aplicacao da metodologia em desenvolvimento tambern
em outras areas, como em fundamentos de Inteligencia Artificial e em Sistemas de
Inteligencia Artificial Distribuida, por exemplo. Entdo procurou-se adotar urn enfoque
generic°, que nao fosse restrito ao contexto da Matematica Intervalar, para tornar
possivel sua utilizacdo em areas diversificadas, ampliando, assim, a sua aplicabilidade.

18.1 Aplicaciies em Sistemas de Inteligencia Artificial Distribuida

Observa-se a possibilidade de que os espaeos coerentes bi-estruturados possam ser
aplicados em sistemas de inteligencia artificial distribuida, para modelar a dinamica de
teorias de clausulas, corn o objetivo de expressar a analise topolOgica (metrica) das bases
de conhecimento evolutivas introduzidas por Oliveira [OLI 94] [OLF 95]. Acredita-se
que o relacionamento entre a dinamica da teoria de clausulas e o processo de
programacdo indutiva em lOgica possa fornecer urn tratamento denotacional dos
processos de aprendizado e o intercambio de conhecimento em Inteligëncia Artificial
Distribuida.

18.2 Aplicaciies em Fundamentos de Inteligencia Artificial

Uma outra aplicacdo possivel do processo de construed() global e evoluedo de
sistemas foi evidenciada por Rocha Costa [COS 97], quando da exposiedo de suas ideias
relativas as construeOes autorreguladas.

Aquele autor observa que as ideias de autonomia e auto-organizacdo constituem
problemas permanentemente em aberto para as abordagens da Inteligência Artificial
inspiradas nas Teorias Gerais de Sistemas e na Cibernetica. 0 enfoque adotado na
pesquisa de fundamentos da Inteligencia Artificial que esta desenvolvendo e o de
entender a autonomia de um sistema como sendo seu "fecho operacional" (no sentido de
F. Varela [VAR 89]) e a auto-organizacdo como "auto-construedo", isto é, como
"construed° autorregulada" (no sentido de J. Piaget [PIA 73]).

Rocha Costa propOs um modelo basic° de construed° autorregulada abstraido do
processo de construcdo global para sistemas ordenados de 2 4 ordem. Nesta proposta, foi
possivel observar um entendimento do processo de construcdo de uma forma mais geral,
possibilitando uma visa° mais abrangente da metodologia desenvolvida.

Atravês de uma macro visa°, cada etapa da construed° pode ser entendida como
uma operacdo de escolha do sistema basic() B, seguida de uma potenciacdo sobre esse
sistema, obtendo urn sistema P(B), garantindo a inclusdo do sistema original. Em seguida
sdo realizadas uma sane de restricOes, tantas quanto forem necessarias, ate que o sistema
evoluido possa ser considerado bem-comportado. Veja figura 18.1. Na figura 18.2 é
possivel visualizar a seqUencia de etapas do processo construtivo atraves da visdo macro.
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escolha

restricdo

16-4" potenciacdo
+ inclusão

, pro jecdo= inclusdo
construcdo =

potenciacdo+restricdo

FIGURA 18.1 Visa() Macro do Processo de Construed° Global: cada etapa
da construed°

FIGURA 18.2 Visa.° Macro do Processo de Construcdo Global: seqUencia de etapas

Considerando-se agora uma visdo micro, é possivel visualizar, na figura 18.3, a
evoluedo de um relacionamento externo entre objetos de urn mesmo sistema
paralelamente a evolucdo da estrutura interna (potenciacao seguida de restricdo).
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FIGURA 18.3 Visa() Micro do Processo de Construcdo Global

A autorregulacdo da construcdo, em cada passo, esta esquematizada na figura 18.4.

FIGURA 18.4 Autorregulacdo da Construcao em cada Etapa

Rocha Costa [COS 93] [COS 90], em sua tese de doutorado, introduziu uma
formalizacdo inicial do processo de desenvolvimento de mecanismos computacionais,
estabelecendo, primeiramente, urn conjunto D de mecanismos parciais (etapas
estruturais, comportamentais e funcionais), sobre o qual é definida uma relacdo de
desenvolvimento	 Dx D , dada por uma ordem parcial.
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Observa-se que D = (D,	 é urn dominio, onde a ordem de informacdo

representada pela relaedo de desenvolvimento e do é o menor element° deste dominio,
representando um mecanismo inicial.

O autor restringiu entdo o universo deste dominio pela introducdo de urn conjunto

K de fatores de desenvolvimento dado por urn conjunto de relaeOes como, por exemplo,
uma relacdo de habilitacdo comportamental, uma relacdo de requisitos estruturais, uma
relacdo de habilitaedo funcional, uma relacdo de requisitos comportamentais, dentre

outran. Assim, dado um conjunto K de fatores de desenvolvimento, pode-se definir uma
familia de etapas admissiveis para K. Obtêm-se assim uma estrutura de desenvolvimento

como urn par (DK,K), onde D K = (D K 	o) é o subdominio de mecanismos parciais

admissiveis para K, do é urn mecanismo inicial admissivel para K, e	 Dx D preserva

a admissibilidade das etapas de desenvolvimento.

Observa-se aqui que é possivel considerar o conjunto K	 de fatores de
desenvolvimento como urn conjunto de critêrios de consistência interna, capazes de
caracterizar uma estrutura interna admissivel (estrutura de desenvolvimento) para o
dominio DK.

Rocha Costa considerou tambem a restricao imposta pelo ambiente externo A e
definiu um sistema de mecanismos computacionais como a terra M = (D K A ,K,A)

onde DK, A é o subdominio dos mecanismos parciais admissiveis para K e A.

Observa-se agora que, considerando-se o conjunto A de fatores ambientais como
urn conjunto de criterios de consistència externa, pode-se interpretar o sistema de
mecanismos M segundo a abordagem adotada nesta tese, ou seja, como urn sistema bi-
estruturado de mecanismos computacionais, onde os objetos totais do dominio sdo os
mecanismos ideais ou completos, e os objetos quasi-totais sào aqueles que sdo
completos relativamente a uma variacdo ou margem de erro admissivel.

Como conclusdo, observa-se que a metodologia desenvolvida pode colaborar para a
formalizacdo das ideias indicadas [COS 93], relativamente a evolucdo ou construed°
autorregulada de mecanismos computacionais. Através do processo de construcao global
torna-se possivel definir o conceito de evolucao de sistemas de mecanismos, no sentido
de se poder determinar os construtores de sistemas adequados para que, a partir de um
sistema basic° de mecanismos, seja possivel proceder a evolueao 	 (construed() e
regulacdo) de sistemas de mecanismos.
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19 Conclusäo

Esta tese é resultado de urn trabalho que procura a integracdo entre os aspectos
praticos dos processos computacionais correntes da Computacdo Cientifica e da
Matematica Intervalar e os aspectos de fundamentacdo oferecidos pela teoria dos
Dominios, em particular, pela teoria dos Espacos Coerentes.

Corn este objetivo principal, desenvolveu-se uma metodologia para a obtenedo de
representaeOes construtivas - caracterizadas como representaeOes globais - de sistemas
ordenados de 2' ordem, baseadas em estruturas de espacos correntes, corn aplicaedo
fundamental na Computaedo Cientifica e Matematica Intervalar.

Procurou-se adotar urn enfoque generic°, para tornar possivel sua aplicacdo
tambem em outras areas, conforme exposto no capitulo 18.

19.1 Consideracks sobre o Processo de Construcao Global e a Representaciio de
Sistemas com Aplicacao em Computacao Cientifica e MatemAtica Intervalar

Atualmente a Matematica Intervalar consolida-se como uma das solucOes para o
problema do controle do erro em Computacdo Cientifica. Entretanto, observa-se que os
problemas relativos a fundamentacdo das estruturas da Matematica Intervalar e dos
processos computacionais envolvendo estas estruturas ainda estdo em aberto. Veja
secOes 2.1 e 2.2.

Algumas alternativas nesse sentido, visando, principalmente, a construed° e a
representaedo computacional dos nnmeros reais e a computaedo efetiva coin nnmeros
reais podem ser encontradas. Salientam-se, dentre outros, os trabalhos de Benedito
AciOly (seek) 2.3.5), de Di Gianantonio (secao 2.3.7), e, mais recentemente, os trabalhos
de Martin Escarde), Abbas Edalat e Peter Potts (seed° 2.3.7), todos baseando-se
fundamentalmente na Teoria dos Dominios.

A abordagem adotada por EscardO, Edalat e Potts (seek) 2.3.7), que, baseados em
urn dominio continuo de intervalos reais - os reais parciais desenvolveram urn conceito
de nitmeros reais efetivos, apresenta natureza que consideramos infinitaria. 0 principal
objetivo delta abordagem é fornecer acesso computacional direto aos nürnero reais e
intervalos de reais, objetos considerados infinitos relativamente a informaedo que
contern, incluindo tais conceitos de forma explicita nas linguagens de programacdo, para
que os programadores possam manipular as representaeOes de ntimeros reais e intervalos
de reais pela prOpria linguagem de programacdo. Pode-se concluir que, neste caso, os
nnmeros reais ndo sdo construidos, e, embora infinitos, sdo considerados efetivos.

Salienta-se que a abordagem adotada no trabalho desenvolvido nesta tese difere
conceitualmente da abordagem adotada por Escarde), Edalat e Potts. Optou-se aqui pelo
ponto de vista tradicional da teoria da computacdo, adotando-se uma abordagem
considerada finitaria, onde somente objetos finitos (no sentido de seu contend° de
informaedo) sdo efetivos e representaveis em linguagem de programaedo, enquanto que
os objetos infinitos sac' entidades ideais limites que não sdo explicitamente
representaveis.

Dentre a diversidade de estruturas de dominio que poderiam ser adotadas,
observou-se que os Espacos Coerentes constituem uma estrutura de dominio adequada
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para construir os ntimeros reais e intervalos de reais de modo finitario, e para modelar
semanticamente os processos computacionais correspondentes como eles ocorrem na
pratica corrente da programacdo cientifica, mais especificamente, da matematica
intervalar. Considerando-se as idêias originais sugeridas por Rocha Costa [COS 94], foi
possivel observar que a noedo de computaedo por construedo esta explicita nestas
estruturas, que se mostraram perfeitamente adequadas a metodologia de construed°
desenvolvida.

Por outro lado, observa-se que a abordagem finitaria proposta neste trabalho e a
abordagem infinitaria de Escarda Edalat e Potts parecem nao ser contraditOrias, pois é
possivel recuperar as propriedades e entidades infinitas como propriedades e entidades
que sdo construidas a partir de quasi-propriedades generalizadas e entidades parciais em
espaeos coerentes.

Salienta-se tambem que as propostas de fundamentaedo encontradas muitas vezes
se preocupam apenas corn a construe -do dos objetos, nao abordando paralelamente o
aspecto de construed° tambem da estrutura - algebrica, relacional, topolOgica, de
medidas, dentre outras - que acompanha estes objetos. Isto significa considerar apenas a
"natureza" interna dos objetos, sem levar em conta o "ambiente" externo que the confere
caracteristicas essenciais para sua existéncia. Estas abordagens consideram que estas
caracteristicas externas nao sdo de natureza computacional, e, portanto, nao sdo
inerentes aos objetos parciais, sendo somente identificadas no subespaco dos objetos
totais.

Entretanto, observa-se que urn objeto nao existe isoladamente, mas faz parte de
uma estrutura mais geral, que the confere suas propriedades e the determina sua
aplicabilidade. Portanto, considera-se importante que uma construedo envolvendo uma
classe de objetos envolva tambêm a construcdo da estrutura que acompanha este objeto
como um todo.

Assim, a metodologia desenvolvida foi denominada de global pois permite que as
caracteristicas externas a construedo interna dos reais (objetos totais) e intervalo reais
(objetos quasi-totais), como suas operacOes algebricas, sua ordem de posiedo, sua
distancia euclidiana, sua topologia de Hausdorff, dentre outras, possam tambem ser
obtidas pelo processo construtivo, ao mesmo tempo em que os reais e intervalos reais
sdo construidos. Alêm disso, ao mesmo tempo em que esta construed() externa procede,
sua representacdo computacional interna é garantida por uma estrutura de informacdo de
Espaco Coerente corn morfismos estaveis e lineares.

Considerando-se urn sistema como o produto final existente, o passo inicial da
construed° é analisar sua origem ou suas raizes. Verifica-se que este produto final pode
ser obtido a partir de urn sistema mais simples, por um processo que permite, em cada
etapa, que cada sistema derive, por construcao, do sistema da etapa anterior, garantindo
assim sua evoluedo em perfeita integracao entre o nivel de formacdo da natureza interna
do objeto e o nivel que the confere suas caracteristicas externas. Este é o principio
fundamental do processo de globalizacdo.

Finalmente salientam-se outros aspectos da metodologia desenvolvida. A
caracteristica de extensibilidade das estruturas construidas confere a esta metodologia
sistematica uma possibilidade permanente de ampliacao na sua aplicabilidade. Sua
natureza construtiva permite sua facil compreensdo. A representaeao em dois niveis, se
dotada de lOgica compativel, permite a flexibilidade de se escother, dependendo do tipo
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de aplicacdo, em que nivel se quer raciocinar. Isto significa que a complexidade da
natureza interna pode ficar escondida para um analista matematico, que se interessa
apenas pelos aspectos externos e sua aplicaedo em computacdo cientifica. Por outro
lado, urn teOrico em computacdo pode apenas se interessar em verificar a estrutura
interna de informacdo, desconhecendo caracteristicas externas que ndo the despertam
intcresse.

19.2 Principais Resultados Alcancados

19.2.1 Resultados genericos

Girard [GIR 86] introduziu os Espacos Coerentes corn o objetivo de obter uma
estrutura para fornecer uma semantica para a LOgica Linear [GIR 87] [LAF 88]. Os
espaco coerentes constituem uma simplificacdo da nocdo de Dominios de Scott
[SCO 72a] [SCO 76] [SCO 82], apresentando natureza construtiva corn caracteristicas
finitarias. A nocdo de espaco coerente recebeu aqui uma nova interpretacdo, compativel
corn o processo construtivo que foi desenvolvido, e, nesse sentido foram introduzidos os
espacos coerentes com objetos indexados, os espacos coerentes gerados por conjuntos
basicos e os espacos coerentes bi-estruturados, estruturas fundamentais para o
desenvolvimento do trabalho.

Estendeu-se tambem a nocdo de "sistema" [MAN 89] ou de "estrutura relacional"
[BRI 77], ou de E- estrutura [GRA 79] [ACI 91], obtendo-se o conceito de sistemas
ordenados de 2' ordem, uma classe mail geral na qual se incluem os principais tipos de
dados da Computacdo Cientifica e da Matematica Intervalar - os sistemas de ntimeros
reais e de intervalos de reais - assim como os sistemas de representacdo que se pretende
usar para represents-los - espacos coerentes bi-estruturados 	 0 fato dos sistemas serem
de 2a ordem possibilita que eles apresentem, adicionalmente ao que apresentam os
sistemas de l a ordem, relacOes e funcOes sobre partes (subconjuntos) do conjunto
universo.

Desenvolveu-se uma metodologia para obter, através de urn processo construtivo,
uma representacdo global, corn uma estrutura semdntica baseada em Espacos Coerentes,
para os sistemas ordenados de 2' ordem, em particular, para os sistemas da computacdo
cientifica, como o dos nUmeros reais e intervalos de reais.

Os sistemas de representacao foram dotados de uma bi-estrutura. A estrutura de
aplicacdo - relacional, funcional, de medidas, topolOgica 	 onde e definida a ordem
parcial de posiedo que da ao sistema o seu carater de sistema ordenado, e da qual se
deriva a ordem de informacdo contida na estrutura de informacdo, é determinada pela
utilizacdo pretendida para o sistema de representacdo em questdo. No caso dos sistemas
de representacdo para a Computacdo Cientifica e a Matematica Intervalar, relativos ao
ntimeros reais e aos intervalos reais, na estrutura de aplicacdo foram definidos a relacdo

de posiedo � , as operacOes algebricas, funcOes como as funcOes trigonometricas, a
distancia, o diametro e o modulo, a topologia induzida pela distancia. 0 carater
sistematico do processo construtivo permite que esta estrutura possa ser estendida, de
acordo com a aplicacdo em questdo.

Por outro lado, a estrutura de informacdo do sistema de representacdo esta
associada ao processo de construed° dos elementos do conjunto universo da
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representacdo, chamados de objetos, do conjunto das aproximacOes destes objetos e de
sua topologia de informacdo.

A representaedo em duas estruturas foi obtida pela coordenaedo de doffs processos
de construed° relacionados: o que constrOi a estrutura de informacdo e o que trata da
construed°	 da estrutura de	 aplicaedo.	 Obteve-se, assim, urn espaco coerente bi-
estruturado atravês de evolueOes sucessivas especificas a partir de um sistema basic°,
corn certas caracteristicas especiais, determinado de acordo 	 corn o sistema a ser
representado.

Estas evolucOes sdo realizadas de tal forma que a estrutura do sistema representado
pode ser recuperada na estrutura de aplicacdo do espaco coerente bi-estruturado, atravês
do isomorfismo (para a estrutura de aplicacdo) existente entre o sistema representado e o
subsistema dos objetos totais. Da mesma forma, exige-se que o sistema dos intervalos de
elementos do sistema representado, estendido de modo adequado, e o subsistema dos
objetos quasi-totais sejam isomorfos relativamente a estrutura de aplicacdo.

Alêm disso, existe uma representacdo linear interna, para cada aspecto da estrutura
de aplicacdo, na estrutura de informacdo, garantindo delta forma o carater
computacional da representacdo.

Para os sistemas ordenados de 2' ordem foram definidas transformacOes de
universo, como subsistema, de estrutura, como reduedo e expansào, e globais, como as
nocOes fundamentais de construed° e evolucdo de sistemas.

Procurou-se introduzir tambem uma abordagem categ6rica, pela definiedo da
categoria S02, cujos objetos sdo os sistemas ordenados de 2 a ordem e cujos morfismos
sdo os homomorfismos fortes de sistemas ordenados de 	 2 a ordem. Todas as
transformacOes de sistemas ordenados de 2 a ordem - subsistema, reducao, expansdo,
construcdo, evoluedo - constituem endofunctores na categoria S02.

Mostrou-se que o processo de construed° global determina uma adjuncao entre
duas subcategorias da categoria SO2	 dos sistemas ordenados de 2 a 	ordem: a
subcategoria dos sistemas representados SO2 R, que apresentam apenas uma estrutura, e
a subcategoria das representaeOes globais e seus subsistemas SO2 G, que sdo bi-
estruturadas.

19.2.2 Resultados relativos aos nUmeros reais e intervalos reais

A metodologia desenvolvida foi aplicada para obter uma representacdo global

construtiva do sistema dos niimeros reais R = (A R ; E ), corn A R = {R,p(R)} , e o

sistema dos intervalos reais estendido IR = (A IR . ;L :a. ), corn A R. = {IR * , p(IR*)} ,

1[R . =	 {R}

Assim, considerando-se como sistema basic° o subsistema dos nUmeros racionais

= (A o ; / Q ), corn A Q = {Q. p(Q)}, onde a estrutura basica Lo é obtida por restriedo

de /R a Q tal que / 0 seja bem definida, mostrou-se que o processo de construed° global
determina	 urn	 espaco	 coerente	 bi-estruturado	 de	 intervalos	 racionais

IIQ 4A110;11;;Q;IiiQ). corn A no = {IIQ. p(IIQ)}, gerado pelo sistema basic° Q.
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Observa-se que as evoluceies do processo de construed° global foram realizadas de
tal forma que as estruturas dos sistemas representados, R e IR, puderam ser recuperadas

na estrutura de aplicacdo do espaco coerente bi-estruturado 110.

Foram estudados	 os Iap - isomorfismos relativos a estrutura de aplicacdo
considerada. Provou-se que o sistema dos intervalos reais estendido IR e o subsistema

qtot il o dos objetos quasi-totais de IIQ sdo Epp isomorfos relativamente a ordem de

posiedo, as operacOes algebricas e as funcOes unarias elementares, isto é IR	 qtotlio.
Alern disso, o subsistema tot li o dos objetos totais de I IQ, rclativamente a sua estrutura de
aplicacdo, apresentou-se como um corpo ordenado completo que pode ser identificado

corn o sistema dos nameros reais R, isto é, R	 tOtlio.

Foi introduzida uma subestrutura de medidas elementares - representada pelas
funcOes diametro, modulo e distancia - para 110. Para isso, estudou-se o comportamento
dos objetos de forma quantitativa, desconsiderando uma analise da qualidade da
informacdo por eles representada, ou seja, observando apenas a sua posiedo relativa pela
relacao de posicdo	 definida na estrutura de aplicacdo do espaco coerente bi-
estruturado 110.

Atraves de uma generalizacdo da nocao de distancia, obteve-se a definicdo de uma
funedo distancia generalizada na subestrutura de medidas Milo da estrutura de aplicacdo

E anPo de IIQ, pelas sucessivas evoluebes do processo de construedo global, a partir da

definiedo da funedo distancia basica do na estrutura I Q do sistema basic° Q dos nUmeros
racionais. De maneira similar foram construidas a funedo diametro e a funcdo valor
absoluto, que tambêm receberam definicOes generalizadas.

Mostrou-se que a funcao distancia definida na subestrutura de medidas M IJQ,

quando restrita ao subsistema dos objetos quasi-totais qtotHQ, é uma semi-pseudometrica
generalizada que apresenta o significado intuitivo desejado para uma funedo distancia no
sistema dos intervalos reais IR. Alain disso, provou-se que esta funcao distância, quando
restrita ao subsistema dos objetos totais tot im, coincide exatamente corn a mêtrica usual
definida para o sistema dos nUmeros reais R. Estes dois fatos caracterizaram novamente
os Lap isomorfismos entre R e IR e sua representacdo global IIQ.

De maneira similar, provou-se que a funcdo valor absoluto definida na subestrutura
de medidas Miro, quando restrita ao subsistema dos objetos totais tot im, coincide
exatamente corn a norma Euclidiana definida para o sistema dos nUmeros reais R.
Resultado analog° foi obtido para a funedo valor absoluto restrita ao subsistema dos
objetos quasi-totais qtotHQ e uma fano() valor absoluto intervalar adequada definida no
sistema dos intervalos reais IR.

No sentido de fornecer a fundamentacdo para uma caracterizacao topolOgica
adequada dos espacos coerentes bi-estruturados obtidos pelo processo de construed°
global, ainda que seja uma caracterizacao topolOgica em urn sentido generalizado,
introduziu-se uma nocdo de espaco de vizinhancas generalizadas.

Desta forma, obteve-se uma caracterizacao topolOgica elegante para os espacos
coerentes bi-estruturados, corn funcOes estaveis e lineares na sua estrutura de
informacdo, determinando uma estrutura topolOgica de informacdo para o sistema de
representacdo global, que captura, internamente, as nog -6es de estabilidade e linearidade
na estrutura de informacdo, e, paralelamente, uma estrutura topolOgica generalizada de
aplicacdo, que especifica, extemamente, a acdo da funedo distancia generalizada definida
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na estrutura de aplicacdo, assim como estabelecendo urn relacionamento entre os dois
niveis de caracterizacao.

Para caracterizar a estrutura topolOgica generalizada de informacao, relativa aos
aspectos topolOgicos generalizados para a categoria monoidal fechada dos espacos
coerentes corn funcOes estaveis e lineares, introduziu-se a nocao de vizinhancas lineares
corn base na nocao de vizinhancas estaveis introduzidas cm [ZHA 92], que determinam
urn espaco disjuntivo sobre o qual é possivel definir diversos concertos topolOgicos
interessantes. Introduziu-se assim urn espaco de vizinhancas lineares, caracterizando-o
em funedo de sua base de informacao, que é enumerdvel.

Para obter uma estrutura topolOgica generalizada de aplicacao, capaz de
caracterizar a estrutura dos sistemas ordenados de 2' ordem em cada etapa do processo
de globalizacdo, utilizou-se uma nocao mais geral dos espacos de vizinhanca induzidos
por uma funcao distância generalizada, corn uma topologia associada.

Mostrou-se a existencia de urn E ap - isomorfismo topolOgico entre o subsistema
tot i n dos objetos totais e o sistema R, isto e. urn homeomorfismo entre o subespaco
topolOgico de aplicacao dos objetos totais tot(11Q) e o conjunto dos reais R, munido de
sua topologia usual. Da mesma forma provou-se que existe urn E ap - isomorfismo
topolOgico entre o subsistema qtot i n dos objetos quasi-totais e o sistema dos intervalos
reais IR, isto é, urn homeomorfismo entre o subespaco topolOgico de aplicacao dos
objetos quasi-totais qtot(IIQ) e o conjunto IR* de intervalos reais estendido, munido de
uma topologia adequada.

Tambem foram estudadas as vizinhancas estaveis introduzidas por Zhang [ZHA 89]
[ZHA 92], relativamente a espacos de tune -6es estaveis e outras construeOes corn
espacos coerentes, e, corn base nestas nocOes, foram introduzidas vizinhancas lineares
em espacos de funcides lineares.

Corn isso, alcancou-se urn relacionamcnto entre a estrutura qualitativa de
informacdo e a estrutura quantitativa de aplicacdo, mostrando-se que o espaco de
vizinhancas lineares definido na estrutura de informaedo é capaz dc representar
internamente a estrutura topolOgica de aplicacdo, pela existëncia de uma bijecdo entre o
conjunto dos interiores das vizinhancas lineares basicas relativas ao subespaco dos
objetos quasi-totais e a base enumeravel da topologia de aplicacao tambem relativa ao
mesmo subespaco.

19.3 ConsideracOes sobre a Continuidade do Trabalho

Observa-se aqui que este trabalho de fundamentacao constitui apenas a base para o
desenvolvimento de diversos trabalhos relacionados, sejam em areas de fundamentacao
envolvendo dominios, espaco coerentes, sernantica, e processos construtivos e
evolutivos de sistemas em geral, como nas areas de aplicacao, como a Matematica
Intervalar, a Computacao Cientifica, além de outras areas da Ciência da Computacao,
como a Inteligéncia Artificial, por exemplo. Veja capitulo 18.

Como continuidade imediata e natural sugere-se urn estudo sobre a semantica dos
processos computacionais intervalares, através do espaco coerente bi-estruturado
intervalar utilizado para representar globalmente reais e intervalos de reais.

Entretanto, é importante salientar que ainda ficaram em aberto alguns aspectos
internos da construed° proposta, que ainda devem ser investigados. considerados aqui
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como fundamentais para garantir a efetiva aplicabilidade da metodologia desenvolvida.
Resumem-se aqui al guns destes aspectos:

19 3 1 Computabilidade

Embora tenha-se verificado que a abordagem de canker finitario adotada neste
trabalho nao seja incompativel coin a abordagem infinitaria adotada por Escard6, Edalat
e Potts (secdo 2.3.7), salienta-se que um trabalho importante a ser realizado é tornar
explicita a conexdo entre as duas abordag,ens, no que diz respeito aos aspectos de
computabilidade de mimeros, intervalos e funcOes, para que se determine, de maneira
mais precisa e formal, o modo pelo qual as representacOes infinitarias, modeladas pelo
dominio continuo IR, aparecem no contexto das representacOes finitarias, modeladas
pelo espaco coerente IIQ desenvolvido no presente trabalho.

19.3.2 A LOgica

Verifica-se que estudar as estruturas envolvidas no processo construtivo, corn suas
relaciies, funcOes e topologia, assim como certas relacOes entre estas estruturas, sem
prover uma LOgica, nao e suficiente.

Considerando-se a caracterizacdo topolOaica desenvolvida, seria importante
tambem estudar os aspectos lOgicos do processo, pela introducao de uma lOgica que
permita raciocinar nestas estruturas em dois niveis: o da estrutura de informacdo, pela
lOgica de informacdo [ACC 97] - da ordem e do espaco de vizinhancas lineares interno, e
o da estrutura de aplicaca'o, pela lOgica de aplicacdo - da relacdo de posicdo e da
topologia externa associada ao espaco de vizinhancas gerado pela distancia generalizada,
assim como o relacionamento entre estes niveis, possivelmente pela linearizacäo da
lOgica de aplicacão.

Este trabalho poderia ser realizado, por exemplo, segundo a Teoria dos Modelos
[ARJ 89] [BRI 77], que é considerada uma combinacdo [CHA 77] de Algebra Universal
[JAC 95] e LOgica e consiste em urn ramo da LOgica que trata das relacOes entre as
estruturas matematicas e as linguagens formais, ou atrav6s da abordagem lOgica
topologia [VIC 87].

19.3.3 A Subestrutura de Medidas

A subestrutura de medidas que foi introduzida neste trabalho ( capitulos 11 e 12)
pode ser considerada elementar. Na verdade, foram definidas apenas as fiincejes
didmetro, modulo e distância.

Observa-se que seria interessante mostrar a evolucdo da representacao global no
sentido de uma teoria de medidas propriamente dita, construindo modelos para espacos
de medidas assim como para distribuicaes de probabilidade sobre espacos cldssicos como
em [EDA 95] [EDA 97]. A partir do trabalho su gerido em 19.3.1, seria interessante
prover uma teoria de medidas computacional e uma teoria de integracão, no sentido de
se obter uma generalizacao da nocao de integracao em func6es em espaco coerentes bi-
estruturados, de tal forma que os Zap isomorfismos garantam a reproducao da
integracdo de funceies reais e intervalares pelas funcOes definidas nos subsistemas de
objetos totais e quasi-totais.
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19.3.4 Aplicacdo em outras estruturas

Uma questdo freqiiente relativamente a metodologia desenvolvida relaciona-se corn
os tipos de estruturas que podem ser representadas.

Na verdade esta questdo ainda esta em aberto, pois ndo houve uma caracterizacdo
efetiva das estruturas para as quais é possivel obter uma representacao global. Os
requisitos exigidos - um conjunto munido de uma estrutura de funcOes e relaeOes
quaisquer. onde seja definida uma relacão de posiedo, para o qual existe um subconjunto
enumerdvel, que, sendo tornado como sistema basico, possa evoluir para um espaco
coerente bi-estruturado de intervalos, tal que possam ser estabelecidos os isomorfismos,
para sua estrutura de aplicaedo, entre o sistema dos objetos quasi-totais e o sistema de
intervalos do sistema original - ainda podem ser considerados muito amplos. Neste
sentido, sugere-se uma investigacdo sobre a aplicaeäo efetiva da metodologia em
estruturas outras que ndo as utilizadas em Computacdo Cientifica e Matematica
Intervalar.

19.4 Consideraciies Finais

Procurou-se conduzir este trabalho segundo os criterios de formalismo e rigor
exigidos por uma pesquisa de cunho teOrico, fundamentada em principios e teorias da
matematica e andlise. Entretanto, salienta-se aqui que, em todas as fases do
desenvolvimento desta tese, fomos guiados sempre pela intui(do e visdo dos
orientadores, que definiram ndo somente a direcdo do trabalho como tambem a extensdo
e profundidade adequada corn que os assuntos deveriam ser tratados.
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