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Resumo

O problema de Turan, assim como seu derivado, o problema de Zarankiewicz, pertencem
a area de teoria extremal de grafos, e sdo problemas em aberto. Na década de 90, houve o
passo inicial ao que alguns autores chamam de teoria espectral extremal, que ocorre ao
solucionar problemas extremais com o auxilio da teoria espectral de grafos. Motivados por
tal expansdo, apresentamos algumas cotas retiradas da literatura associadas ao problema
de Zarankiewicz e as matrizes de adjacéncia, Laplaciana e Laplaciana sem sinal, juntamente
com o passo a passo de suas demonstragoes. Visamos fortalecer nosso “background” para
uma futura interpretacao do problema de Zarankiewicz associado a matriz Laplaciana
normalizada, que se encontra em aberto. Por fim, apresentamos comentarios e limitantes
superiores ao nimero de arestas associadas aos resultados indicados acima. Indicamos,

também, que trabalhos futuros pretendemos estudar.

Palavras-chave: Problema de Zarankiewicz. Indice. Matriz de adjacéncia. Matriz Lapla-

ciana. Matriz Laplaciana sem sinal. Matriz Laplaciana normalizada.






Abstract

The Turan problem, as well as its derivative, the Zarankiewicz problem, belong to the
extremal graph theory and are open problems. In the 90’s started what some authors call
the spectral extremal graph theory, which occurs by solving extremal problems with the
aid of the spectral graph theory. Motivated by such expansion, we present some bounds,
taken from the literature, associated with the Zarankiewicz problem and the adjacency,
Laplacian, and signless Laplacian matrices, along with step-by-step demonstrations of each.
Our aim is to strengthen our background for a future interpretation of the Zarankiewicz
problem associated with the normalized Laplacian matrix, which also remains open. Finally,
we comment on the results and present upper bounds for the number of edge associated

with the results above. We also indicate what should be addressed by future studies.

Keywords: Zarankiewicz problem. Index. Adjacency matrix. Laplacian matrix. Signless

Laplacian matrix. Normalized Laplacian matrix.






Résumé

Le probleme de Turan, ainsi que son dérivé, le probleme de Zarankiewicz, appartiennent a
la théorie des graphes extrémaux et sont des problémes ouverts. Les années 90 ont vu,
le début de ce que certains auteurs appellent la théorie spectrale des graphes extrémaux,
qui se produit en résolvant des problemes extrémaux avec 1’aide de la théorie spectrale
des graphes. Motivés par cette expansion, nous présentons certaines limites retirées de la
littérature pour le probleme de Zarankiewicz associé aux matrices d’adjacence, Laplacienne
et Laplacienne sans signe, accompagnées des démarches de leurs démonstrations. Notre
objectif est de renforcéer notre formation pour une future interprétation du probleme de
Zarankiewicz associé a la matrice Laplacienne normalisée, qui reste ouverte. Finalement,
nous commentons les résultats et nous présentons les limites supérieures pour le nombre
d’arétes associées aux résultats obtenus par le moyen indiqué ci-dessus. Nous suggérons

également des sujets d’études futures.

Mots-clés : Probleme du Zarankiewicz. Indice. Matrice d’adjacence. Matrice Laplacienne.

Matrice Laplacienne sans signe. Matrice Laplacienne normalisée.
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27

Introducao

A origem da teoria de grafos é humilde comparada a muitos ramos da Matematica,
como o calculo e a andlise. Os problemas que levaram ao seu desenvolvimento eram,
muitas vezes, desenhados para testar a ingenuidade em vez de estimular o intelecto. Tais
“charadas”, de aparente trivialidade, capturaram o interesse dos matematicos, que as
tornaram um assunto rico em resultados tedricos, de uma surpreendente variedade e
profundidade (BIGGS; LLOYD; WILSON, 1976). Tais desafios sao caracterizados como
problemas de otimizacao. Esses problemas podem ser o niimero méaximo de cores necessarias
para preencher um mapa sem que existam dois estados vizinhos com a mesma coloragao; a
busca pela menor rota entre um conjunto de cidades; a convocagao dos alunos com melhores

resultados nas universidades, entre tantas outras questoes que surgem no dia-a-dia.

Um dos primeiros resultados publicados na area buscava o melhor caminho a ser
percorrido entre as sete pontes existentes na cidade de Konigsberg (BIGGS; LLOYD;
WILSON;, 1976). Sua solugao foi apresentada por Leonhard Euler no século XVIII, sendo

o marco para a consolidagao dos pilares da teoria de grafos.

Nesta época surge a definicao de grafo como um par ordenado composto por um
conjunto de vértices e um conjunto de arestas, cuja representacao grafica é dada por pontos
e tragos, respectivamente. Tais arestas/tragos podem ser orientadas, indicando quando
um vértice estd ou nao conectado a outro. Quando se suprime a orientacao, diz-se que tal

grafo é um grafo simples, ou nao orientado.

No século XX, com a tese de doutorado de Cvetkovié¢ (1971), é estabelecida uma nova
area na teoria de grafos: a teoria espectral de grafos. Esta busca obter informagoes relevantes
sobre o grafo, como: as relagoes de adjacéncia entre seus vértices; suas invariantes; e suas
propriedades estruturais, por meio da interpretacao do espectro de matrizes associadas a

ele.

No mesmo século, Turan (1941) demonstra a seguinte questao: qual é o nimero
maximo de arestas em um grafo com n vértices que nao possui como subgrafo um grafo
completo com t arestas? Tal resultado deu origem a uma nova linha de pesquisa em teoria
dos grafos, denominada de teoria extremal de grafos. Essa teoria possui duas linhas recentes
de investigacao. A primeira melhora resultados classicos associados ao problema de Turan,
cujo principal progresso é ao longo das seguintes diretrizes: substituicdo de parametros
fixos por variaveis; condigoes explicitas para a validade das declaragoes; desenvolvimento e
uso de ferramentas de alcance geral. A segunda, chamada de teoria espectral extremal de
grafos - termo usado em (HE; JIN; ZHANG, 2013; NIKIFOROV, 2011), procura conexoes

entre as propriedades extremais do grafo e os autovalores de certas matrizes associadas a
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ele. Neste projeto manteremos o foco em tal interpretacao, contudo nao negligenciaremos
a teoria extremal que a originou, como é possivel ver na revisao histérica de cotas voltada

a tais linhas de investigacao.

Ao explorar a teoria extremal de grafos, nos direcionaremos ao problema de
Zarankiewicz, proposto pelo matemadtico polonés Kazimierz Zarankiewicz (1951), que
busca saber qual o maior niimero possivel de arestas em um grafo bipartido, que nao possui
como subgrafo um grafo bipartido completo K, ;. Nesta dissertacao, buscamos aborda-lo
em sua forma classica e sob uma otica espectral, uma vez que o problema encontra-se em

aberto.

Primeiramente, revisitaremos o problema de Turan como motivacao e introducgao
ao problema de Zarankiewicz. O abordaremos considerando grafos simples com n vértices

excluindo um grafo completo K; ou bipartido completo K.

Em seguida, direcionaremos nosso estudo aos resultados espectrais propostos por
Aharoni, Alon e Berger (2015), Babai e Guiduli (2009), Freitas, Nikiforov e Patuzzi (2016)
e Nikiforov (2010), a fim de retomar, passo-a-passo, as demonstrac¢oes neles propostas.
Este estudo nos ajudara a compreender as ferramentas usuais na demonstracao desse tipo
de problema, para que possamos desenvolver e demonstrar, futuramente, nossa prépria
cota espectral associada a matriz Laplaciana normalizada. Até onde sabemos, nao foram
encontrados resultados que a vinculassem com o problema de Zarankiewicz. Entretanto,
existem cotas referentes ao problema de Turan associadas a tal interpretagao matricial.
Tais resultados sdo apresentados por Chung (2005) e nos ajudardo a compreender melhor

a dinamica de trato com a matriz Laplaciana normalizada.

A fim de promover um preludio ao leitor sobre esta dissertac¢ao, informamos que no
Capitulo 1 seréa abordado todo e qualquer conceito associado a teoria de grafos necessério
para a compreensao desta. O capitulo é dividido em trés se¢oes. Na primeira, abordaremos
conceitos gerais de teoria de grafos. Em seguida, traremos conceitos de teoria espectral
de grafos - cujo suporte matematico encontra-se no Apéndice A desta dissertagao. Por
fim, abordaremos o conceito de teoria extremal de grafos através da definicao de grafo de

Turan, e seu problema associado o problema de Zarankiewicz.

No Capitulo 2, apresentamos um apanhado histérico entre cotas inferiores e superi-
ores associadas ao problema de Turdn e Zarankiewicz. Indicamos quando ha melhoras no
decorrer dos anos e nao nos detemos ao método de obtencao das mesmas. Apresentamos
cotas obtidas, das mais diversas maneiras, seja utilizando apenas ferramentas de teoria
de grafos, seja com ideias espectrais, e até mesmo algébricas, a fim de motivar o capitulo

seguinte.

Apresentamos, no Capitulo 3, todos os teoremas, proposicoes e corolarios estudados

durante o periodo de mestrado, na seguinte ordem: associados a matriz de adjacéncia,
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associados a matriz Laplaciana, associados a matriz Laplaciana sem sinal e os associados a
matriz Laplaciana normalizada. Ressaltamos que, para o caso especial das cotas relacionadas
a matriz Laplaciana normalizada, desenvolveu-se o Apéndice C. Pretende-se, assim, divulgar
as demonstragoes dos lemas necessarios para a demonstracao do Teorema 3.4.1, o qual foi

omitido desta dissertacao por fugir do objetivo principal.

No Capitulo 4, é possivel encontrar as demonstragoes detalhadas dos teoremas,
proposigoes e corolarios que compoem as cotas que selecionamos como as principais para
este projeto. Associado a esse capitulo, encontra-se o Apéndice B, uma vez que traz consigo

resultados importantes para o transcorrer das demonstragoes.

No ltimo capitulo, apresentamos comentarios sobre os resultados abordados, assim
como cotas para o nimero de Turdn, utilizando os resultados demonstrados por Aharoni,
Alon e Berger (2015), Babai e Guiduli (2009), Freitas, Nikiforov e Patuzzi (2016) e Nikiforov
(2010), além de uma sequéncia de desigualdades demonstrada no Capitulo 1. Trabalhos

relacionados e aplicagoes sao apresentados no inicio de cada se¢ao, quando necessario.
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1 Preliminares

A teoria de grafos é usada em redes de comunicagao, informatica, fisica, biologia,
quimica, sociologia e em muitos outros campos. Tais aplicagoes serao mencionadas no
transcorrer deste capitulo, associadas a terminologia basica usada na teoria de grafos, e

nas subareas espectral e extremal.

Este capitulo encontra-se dividido em trés se¢oes. Na primeira, serao abordados os
conceitos basicos, como por exemplo: o que é um grafo; como este é representado; suas
classificacoes, entre outros. Na se¢ao seguinte abordaremos o conceito de representacao
matricial de grafos por meio das matrizes de adjacéncia, Laplaciana, Laplaciana sem sinal
e Laplaciana normalizada. Por fim, faremos um breve prelidio sobre a teoria extremal de
grafos, abordando especialmente o problema de Turan, assim como seu caso particular, o

problema de Zarankiewicz.

1.1 Teoria de grafos: Notacao, definicoes e resultados

Qual é a rota mais rapida entre Brasilia e Porto Alegre? Qual a melhor maneira de
distribuir n turistas a n quartos, considerando preferéncias e disponibilidade? Quantas
camadas um chip de computador precisa ter para que suas redes nao se cruzem? Qual a
ordem das cidades que um vendedor deve seguir para que passe o menor tempo possivel
viajando? Perguntas corriqueiras como essas foram e sao o motivo principal para a criacao

e o desenvolvimento da teoria de grafos.

Um outro exemplo é o problema das sete pontes de Konigsberg, considerado um dos
primeiros artigos publicados na area de teoria dos grafos (BIGGS; LLOYD; WILSON, 1976).
Tal problema desejava saber qual a melhor maneira de andar pela cidade de Konigsberg
cruzando suas pontes apenas uma vez (ver Figura 1.1). Em 1736, Euler mostrou que
este problema nao tem solugao e abriu um leque imenso de possibilidades de estudo,
instaurando, assim, os pilares da teoria de grafos. Nesta se¢do, apresentaremos alguns
resultados bésicos de tal teoria, baseados nas seguintes literaturas: Bondy e Murty (2008),
Diestel (2006) e West (2001).
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Figura 1 — Representagao das sete pontes de Konigsberg destacando o rio Pregel.

Um grafo é um par ordenado G = (V(G), E(G))', constituido por um conjunto
finito e nao vazio V, cujos elementos sao denominados vértices, e um conjunto finito e
nao vazio F, de subconjuntos de dois elementos de V', denominados arestas. O nimero de

elementos do conjunto V' indica a ordem do grafo.

Neste trabalho tratamos de grafos de ordem n, ou seja, |V| = n, de forma que os
vértices podem ser enumerados da seguinte maneira: {vy, ..., v,}. Consideramos, também,
que eles sao grafos simples, ou seja, grafos nao direcionados, sem lagos (aresta que liga o

vértice nele mesmo) ou arestas multiplas.

Usamos a notagao e(G) para indicar o nidmero de arestas em G, ou seja, |E| = e(G).
Quando {v;,v;} € E, dizemos que v; e v; sdo adjacentes. Dizemos, também que v; e v;
sao wizinhos e os denotamos por v; ~ v;. O conjunto de todos os vértices vizinhos a v; é

chamado wvizinhanga de v; e é denotado por I'(v;).

Quando se trata de uma representacao grafica de um grafo, por padrao, o conjunto
V' de vértices é representado por um conjunto de pontos, os quais podem ou nao estar
conectados por linhas que, por sua vez, representam o conjunto F de arestas do grafo. Na

imagem abaixo encontra-se um exemplo do grafo G de ordem 4, com conjunto de vértices
V' = {uv1,v9, 03,04} e de arestas E = {{vy, v}, {va, v3}, {vs, 04}, {va, v1}}.

Figura 2 — Grafo G

Este sera o grafo base para toda e qualquer defini¢ao e exemplo abordados no
presente capitulo, salvo as seguintes excegoes: grafo fortemente regular, clique e grafo de

Turan.

1 Muitas vezes suprimimos o G em V(G) e E(G), buscando evitar uma notagio carregada.
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Dentre as formas de determinacao e obtencao de grafos a partir de outros, encontra-
se o grafo complementar de G. Tal grafo, denotado por G, possui como conjunto de vértices
V(G) e como conjunto de arestas {u,v} € E(G) se, e somente se, {u,v} ¢ E(G). A fim
de trazer mais clareza ao leitor, apresentamos, na figura abaixo, o complementar do grafo

G, encontrado na Figura 2.

Figura 3 — Grafo complementar G

A partir de um grafo GG, podemos definir muitos outros, apenas por retirar ou
acrescentar vértices ou arestas. Se G = (V, E) é um grafo e V' é um subconjunto de V,
entdao o grafo obtido ao realizar a operacao de delegcio de vértice G — V', corresponde ao
grafo G sem os vértices de V' e as arestas a eles conectadas. Caso ocorra a exclusao de um
tnico vértice v, denotamos G — v. A operagao de adi¢cao de vértice/aresta, ao contrario
da delecao, considera o acréscimo de vértices e arestas. Na figura abaixo apresentamos o

grafo G — vy, onde G é o grafo da Figura 2.

Figura 4 - G — v,

Um caso especial da adigdo é a operacao de “join” ou juncao entre dois grafos G, e
(G5, que corresponde ao grafo obtido da uniao disjunta de GG; + G4 pela adicao das arestas
{zy : © € V(G1), y € V(G2)}. O grafo resultante é denotado por G; V Gy. No exemplo
a seguir, as arestas com formatacao tracejadas correspondem a operagao de “join” entre o

grafo de vértice unico K, identificado pelo vértice u, e o grafo G da Figura 2.

Figura 5 — K; V G.
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Quando sao usadas restricoes nos conjuntos V' e E de um grafo GG, ou seja, quando
se considera subconjuntos V' C V e E' C E determina-se um novo grafo G' = (V' E’). O
grafo gerado por esta operagao é denominado subgrafo de G. Este é dito subgrafo induzido
quando é obtido ao deletar um conjunto de vértices S C V de um grafo G, ou seja, um
subgrafo de G induzido por S, G[S], é obtido ao operar G —(V'\\S). Seu conjunto de vértices
¢ denotado por Vg = V(G[S]), seu conjunto de arestas é denotado por Eg = E(G[5]),
assim como o nimero de arestas do grafo G[S] é denotado por eg = e(G[S]). Nas figuras

abaixo apresentamos um subgrafo e um subgrafo induzido de G (Figura 2).

!

Figura 6 — Subgrafo de ¢

Figura 7 — G[S| subgrafo induzido por S = {v,}

Dentre os demais tipos de grafos mencionamos também o grafo completo K,,, que
ocorre se, e somente se, todos seus vértices sao adjacentes dois a dois, o grafo r-partido,
que ocorre quando V' admite ser particionado em r > 2 classes nao vazias e disjuntas duas
a duas, tal que cada aresta de E comeca e termina em classes distintas, e nao ha vértices
adjacentes em uma mesma classe da particao, e por fim, o grafo r-partido completo K, .
que ocorre se quaisquer dois vértices de diferentes classes da particao sao adjacentes. O
grafo K ,_1 é chamado de estrela, e pode ser denotado por 5,. A fim de que o leitor

visualize estes grafos apresentamos exemplos dos mesmos a seguir.

D@l
@"‘@

Figura 8 — Grafo completo K,

2 Quando um grafo for particionado com r = 2 ou 7 = 3 este pode ser referenciado como grafo 2-partido

ou 3-partido, assim como por grafo bipartido ou tripartido.
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classe 1 classe 2

Figura 9 — Grafo bipartido completo K 9

Faz-se necessario definir, também o grau de um vértice v; de G, denotado d(v;).
Este corresponde ao nimero de arestas conectadas ao vértice v;. Equivalentemente, o grau
de um vértice pode ser interpretado como o nimero |I'(v;)| de vizinhos que v; possui, e
esta relacionado ao nimero de vizinhos em comum entre dois vértices v; e v;, denotado

por d(v;,v;), pela seguinte expressao d(v;,v;) = |I'(v;) N (v;)].

Quando trata-se dos extremos dos graus do grafo G, define-se o grau minimo ¢
como o menor grau dentre todos os graus dos vértices de G; o grau mdzimo A como o

maior grau dentre todos os graus dos vértices de GG, e o grau médio d como

d=1y dw = &)

n veV n

uma vez que a soma dos graus dos vértices de G é igual ao dobro do miimero de arestas

de G. E essas trés definigoes sao relacionadas da seguinte maneira

§<d<A.

Ao tomarmos a soma dos graus dos vértices de (G, encontramos o seu volume, ou
seja,

vol(G) =Y d(v).

veV
Tal volume pode ser generalizado, através da escolha de um ntimero inteiro positivo k e de

um subconjunto X de vértices de G, como apresentado a seguir

vol(X) =Y d(v)".

veX

Definido o grau de cada vértice de um grafo podemos introduzir o conceito de
grafo reqular e grafo fortemente regular. O primeiro ocorre quando todos os vértices de G
possuem o mesmo grau. O segundo ¢é dito fortemente regular se existem inteiros positivos
k, I, m tal que, todo vértice possui k vizinhos, todo par de vértices adjacentes tem [
vizinhos em comum, e todo par nao adjacente tem m vizinhos em comum. Se GG é um grafo
de ordem n e fortemente regular podemos denoté-lo por srg(n, k,l, m). Apresentamos, a

seguir representacoes de tais grafos.
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Figura 10 — Grafo 2-regular

Figura 11 — srg(5,2,0,1)

Definimos, também o clique de um grafo como o conjunto de vértices de G mu-
tuamente adjacentes. O nimero de clique w(G) corresponde a cardinalidade do maior
clique em G. Segue abaixo a ilustracao de um clique em um grafo, cujas arestas que nao
pertencem ao clique receberam a formatacao tracejada, a fim de dar mais destaque ao

1mesmo.

Figura 12 — Clique

Considerando que um caminho é um grafo cujos vértices podem ser ordenados,
de maneira que dois deles sao adjacentes se, e somente se, sao consecutivos na lista e
sao todos distintos, conclui-se que um clique esté presente no caminho de um grafo. Um

passeio ¢ um caminho onde os vértices nao sao todos distintos.

Quando existir um caminho entre qualquer par de vértices, diz-se que o grafo é
conexo. Quando tal caminho possuir vértices inicial e final idénticos, diz-se que o grafo é
um ciclo. Sendo denotado por C),, com n o nimero de vértices que o compdem. Diz-se
também, que um grafo G é uma drvore se, e somente se, existir um unico caminho entre

cada par de vértices de tal.

Uma k-coloragdo é uma funcao f: V — S tal que vértices adjacentes nao possuem

a mesma cor, onde S é um conjunto de k “cores”. Portanto, uma k-coloragdo pode ser
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vista como uma partigao {Vi,Va, ..., Vi} de V, onde V; denota um conjunto vazio, ou nao,
de vértices associados a cor i. Tais conjuntos V;, sao ditos classes de colorac¢ao. Quando
k assume o valor minimo para que G admita uma k-coloracdo, passa a ser chamado de

nimero cromdtico, e ¢ denotado por x(G).

Por fim, estabelecemos o homemomorfismo entre um grafo G em um grafo H, como
uma funcao f: V(G) — V(H), tal que {f(u), f(v)} € E(H) para todo {u,v} € E(G).
Quando H for o grafo completo K}, um homeomorfismo de G em H ¢ simplesmente uma

k-coloracao de G.

1.2 Teoria espectral de grafos: Notacao, definicoes e

resultados

A teoria espectral de grafos muitas vezes é considerada como uma tentativa de
utilizar algebra linear para o proposito da teoria de grafos e suas aplicagoes. Isso nao
significa que a teoria espectral de grafos pode ser reduzida a teoria matricial, pelo contrario,
esta possui suas proprias caracteristicas e maneiras especificas de raciocino, justificando
plenamente o direito de ser tratada como uma teoria (CVETKOVIC; DOOB; SACHS,
1980).

Sua origem encontra-se na quimica, quando utilizada pela primeira vez por Hiickel
(1932), na producao de um modelo teérico para o problema de moléculas de hidrocarbo-
netos nao saturados, onde os niveis de energia de certos elétrons eram representados por
autovalores de um grafo. A teoria espectral de grafos foi consolidada somente em 1971,

por meio da tese de doutorado de Cvetkovié¢ (1971).

Até os anos 90 as principais areas, além da matematica, que abordavam conceitos
de teoria espectral de grafos eram a quimica organica (GUTMAN; POLANSKY, 1986
apud GUIDULI, 1996), termodinamica (HEILMANN; LIEB, 1972 apud GUIDULI, 1996) e
mecanica quantica (MCWEENY; SHUTCLIFFE, 1969 apud GUIDULI, 1996). Atualmente,
além de estar presente na drea de fisico-quimica (CHOI; CHO, 2014), tém sido incorporada
em tantas outras areas, como na musica (MCFEE; ELLIS, 2014) e na medicina, em especial
no estudo de doengas como o cancer (RAI et al., 2017) e o Alzheimer (DAIANU et al.,
2015).

Nessa secao, apresentamos as principais representacoes de grafos através de matrizes,
os resultados pertinentes aos seus espectros, algumas caracteristicas relacionadas a eles,
entre outras ferramentas necessarias para esta dissertacao. Indicamos como referéncia a
esta secao os seguintes livros: Abreu et al. (2014), Butler (2016), Chung (1994), Cvetkovié,
Rowlinson e Simi¢ (2009), Diestel (2006), Franklin (2000) e Stevanovié¢ (2014), assim como
os seguintes artigos Brondani et al. (2013), Lin, Hong e Shu (2015) e Oliveira et al. (2010).
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Primeiramente introduziremos o conceito de matriz diagonal dos graus dos vértices
de G, que sera referida no transcorrer do texto como simplesmente matriz diagonal de G

por motivos de simplificagao.

Definicao 1.2.1 (Matriz diagonal). Seja G = (V, E) um grafo de ordem n e d(v;) os
graus de seus vértices. A matriz diagonal dos graus, ou apenas matriz diagonal D(G) é

uma matriz de ordem n cujas entradas d; ; sao

dis = { d(v;), sei=yj

0, caso contrdario.

Exemplo 1.2.1 (Matriz diagonal associada a G (Figura 2)).

S O O N
o O N O
S N O O
N O O O

A seguir, definimos a matriz de adjacéncia, que como o préprio nome sugere, é
construida a partir das relagoes de adjacéncia entre os vértices de um grafo. Em particular,

esta é usualmente utilizada quando necessita-se obter propriedades estruturais de um grafo
(STEVANOVIC, 2014).

Definigao 1.2.2 (Matriz de adjacéncia). Seja G = (V, E) um grafo de ordem n. A matriz
de adjacéncia A(G) associada a G € uma matriz quadrada de ordem n cujas entradas a;

sao definidas por
{ 1, se{v,v;} € E(G)
CLZ‘J' =

0, caso contrario.

Exemplo 1.2.2 (Matriz de adjacéncia associada a G (Figura 2)).

(1.1)

_ O = O
S = O =
_ o = O
S = O =

Definimos, a seguir a matriz Laplaciana, outra ferramenta importante para obter

informagoes sobre as invariantes de um grafo.

Definigao 1.2.3 (Matriz Laplaciana). Seja G = (V, E) um grafo, a matriz Laplaciana
L(G) de G possui entradas definidas da segquinte maneira
d(vs), sei=j
lij=9-1,  se{uv,v;} € E(GQ)

0, caso contrario.
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Exemplo 1.2.3 (Matriz Laplaciana associada a G (Figura 2)).

Note que a matriz Laplaciana estd associada & matriz de adjacéncia A(G) e a

matriz diagonal D(G), uma vez que pode ser definida a partir da seguinte operagao

L(G) = D(G) — A(G).

Apresentamos também a definicdo de matriz Laplaciana sem sinal, a qual tem rece-
bido muito destaque nos tltimos anos, por acreditar-se que pode descrever as propriedades
estruturais do grafo trabalhado. Um exemplo de seu uso encontra-se no trabalho de Desai
e Rao (1991), onde o menor autovalor associado a matriz Laplaciana sem sinal de um grafo
G conexo ¢ usado como medida de proximidade deste com um grafo bipartido uma vez

que o autovalor 0 na matriz Laplaciana sem sinal ocorre se, e somente se, G é bipartido.

Definigao 1.2.4 (Matriz Laplaciana sem sinal). Seja G = (V| E) um grafo, a matriz

Laplaciana sem sinal Q(G) associada a G € definida da sequinte forma

d(vi)v se 1= j
gij =141, se {v;,v;} € E(G)
0, caso contrario.

A matriz Laplaciana sem sinal de G é obtida da operacao de soma da matriz de

adjacéncia A(G) com a matriz diagonal D(G), isto é, Q(G) = D(G) + A(G).

Exemplo 1.2.4 (Matriz Laplaciana sem sinal associada a G (Figura 2)).

0
1
2
1

= e N
N = O =

1
2
1
0

Por fim, abordamos o conceito de matriz Laplaciana normalizada, matriz com
utilizagdo mais recente na teoria espectral de grafos. Creditamos boa parte do estudo

e aplicacao desta matriz em teoria de grafos a Fan Chung e seus trabalhos, dentre eles
(CHUNG, 1994).

Definicao 1.2.5 (Matriz Laplaciana normalizada). Seja G = (V, E) um grafo de ordem n,

a matriz Laplaciana normalizada L(G) associada a G tém entradas definidas da sequinte
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maneira
1, sei=jed;)#0
) S Y
by =\ Ve S lveut € B@)
0, caso contrario.

Exemplo 1.2.5 (Matriz Laplaciana normalizada associada a G (Figura 2)).

-1 —1

I 5 0

=1 1 = 0

(2] . i . (1.4)
5 E2

=L 0 = 1

Note que a matriz Laplaciana normalizada pode ser escrita em termos da matriz
diagonal e da matriz Laplaciana, desde que seja convencionado que

D YG)d;; =0

5

para d(v;) = 0, ou seja, se v; ¢ um vértice isolado.

L(G) = D™V*(G) L(G) D™Y*(G). (1.5)

A definicdo de £(G) em termos das matrizes diagonal e Laplaciana foi introduzida
a fim de trazer mais clareza e simplicidade as demonstracoes. Acrescentamos, também
que quando ndo houver perigo de confusao denotaremos D(G), A(G), L(G), Q(G) e L(G)
por D, A, L, @ e L de forma que o grafo ao qual estao associadas estara subentendido no

contexto aplicado.

As tltimas quatro matrizes definidas acima sdo reais e simétricas, logo seus autova-
lores sao reais e podem ser ordenados. Convencionamos que dada uma matriz M real e

simétrica, seus autovalores serao ordenados da seguinte maneira
M(M) > Xo(M) > - > N\(M), (1.6)

havendo supressao do indice numérico quando abordado o conceito de indice do grafo.

Dentre as propriedades dos autovalores associados as matrizes de adjacéncia,
Laplaciana, Laplaciana sem sinal e Laplaciana normalizada, destacamos como necessérias
as seguintes. Para mais informagoes sugerimos consultar: Abreu et al. (2014), Chung
(1994), Guiduli (1996) e Stevanovi¢ (2014).

Proposicao 1.2.1. Dado um grafo G, sua matriz Laplaciana L e os autovalores associados
a mesma A\ (L) > Xo(L) > -+ > N\, (L), tém-se que o menor autovalor \,(L) é nulo, e

estd associado ao autovetor de uns 1.
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Demonstragao
Note que
Z li,j = O
J
para qualquer linha ¢ fixada, portanto L1 = 0 = 01. O

Proposicao 1.2.2. Seja G um grafo com n vértices, entdao:

com igualdade se, e somente se, G ndao possui vértices isolados.
2. O menor autovalor A\, (L) é nulo.

3. Paran > 2 e G um grafo sem vértices isolados

(L) > —

n—1

Havendo igualdade quando G for um grafo completo com n vértices.

4. Para todo 1 < i <n, temos

com M\ (L) = 2 se, e somente se, G € bipartido.
Demonstracgao

1. Segue diretamente da soma dos elementos da diagonal de L.
2. Note que
> Li;j=0
J
para qualquer linha ¢ fixada.

3. Segue diretamente dos itens anteriores.

4. Considerando f uma autofunc¢ao harmonica de £ e de acordo com o que é apresentado

no Apéndice C tém-se

(f(u) = f(0))* < (2(f*(u) + £7(0)))

que pode ser entendida da seguinte forma

u~v u~v

D (flu) = f@)? <23 (fu) + f2(v) <2 >0 dw)f*(v).
veV(G)
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Logo
Sulf W) = J@)P

vev(e) d(v) f2(v)

Tomando o supremo desta expressao, e usando a equagao (C.2), conclui-se que

P (f (1) = f(v))?
( Yvev(e) d(v) f2 ) =

A (L) = sup
f

]

O conceito de indice de um grafo, também conhecido como raio espectral (geralmente
associado a matriz de adjacéncia) e g-indice (associado a matriz Laplaciana sem sinal), é
apresentado a seguir juntamente com algumas relagoes entre este e demais propriedades

dos grafos.

Definicao 1.2.6 (fndice). O indice de um grafo G é o maior autovalor associado a uma

matriz M(G), sendo denotado por A\(M).

Apresentamos os indices associados as matrizes de adjacéncia (1.1), Laplaciana
(1.2), Laplaciana sem sinal (1.3) e Laplaciana normalizada (1.4) referentes ao grafo G,

descrito na Figura 2.

Matriz de adjacéncia

ANA) =2
e Matriz Laplaciana

ML) =14
e Matriz Laplaciana sem sinal

ANQ) =4
e Matriz Laplaciana normalizada

ANL) =2

Nesta dissertacao consideramos que a matriz M podera ser substituida pela ma-
triz de adjacéncia, Laplaciana, Laplaciana sem sinal e Laplaciana normalizada, sempre
indicando a matriz tratada. Caso haja omissao da matriz associada esta serd alertada no

transcorrer do trabalho.

A seguir sao apresentadas algumas relagoes entre o indice e as demais propriedades

de um grafo, em especial a relacao deste com o grau maximo.
Proposicao 1.2.3. Se G é um grafo com indice \(A), entao

d < \A) <A. (1.7)
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Demonstragao
Mostremos que A(A) < A.

Seja x; autovetor associado a A(A), olhemos para sua maior componente 1, que
ocorre na posicao associada ao vértice u. Uma vez que a matriz de adjacéncia é composta

apenas de zeros e uns, tém-se que

Em particular,

Portanto

ou seja,

Mostremos que d < \(A).

Supondo G um grafo de ordem n com A(G) sua matriz de adjacéncia, A o indice

associado a mesma, e usando o Principio de Rayleigh (Teorema A.2.2), garante-se que

Tomando o vetor x como o vetor 1 e substituindo na igualdade acima, temos

1741 S (Sa) s, d(w)

=d
171 n n ’

portanto d < \. O

Uma vez que d é determinado pela média das somas dos graus dos vértices de G, é

possivel determinar a seguinte desigualdade

2e(G)

n

< A(4), (1.8)

a qual sera peca fundamental para a introducao e justificativa da abordagem espectral

apresentada nos capitulos seguintes.

Na proposigao a seguir mostra-se um limite superior para o indice de L(G) em

fungao do grau maximo de G.
Proposicao 1.2.4. Para todo grafo G com indice \(L), e A o grau mdzimo de G, temos

ML) < 2A. (1.9)
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Demonstracgao
Por hipdtese A\(L) = max{\;}, com \; os autovalores associados & matriz L.
K3

Pelo Corolario A.2.1,

1<i<n

rgs z:: li j| = max{2d(v;)} = 2A.

O

A Proposigao 1.2.5 d4 um limite superior para o indice de Q(G) em fungao dos

graus dos vértices de G.

Proposicao 1.2.5. Para todo grafo G com indice A\(Q), e A o grau mdzimo de G, temos

N@Q) < 2A. (1.10)

Demonstracgao

Por hipétese A\(Q) = max{\;}, com \; os autovalores associados a matriz Q.
3

Pelo Corolario A.2.1,

AQ) < max Z |gi.j| = max {2d(v;)} = 2A.

1<'L<n 1<i<n

]

Em seu trabalho Yan (2002), enuncia e demonstra a seguinte relagao entre o indice

de um grafo G associado a matriz de adjacéncia e a matriz Laplaciana sem sinal.

Proposicao 1.2.6. Seja G um grafo conexo com n vértices, entao

Q)

AA) < =5

(1.11)

Demonstracgao

Note que a matriz Laplaciana sem sinal pode ser escrita da seguinte forma D+ A =
2A+ (D —A) e que \,(D — A) =0.

Pelas desigualdades de Courant-Weyl (CVETKOVIC; DOOB; SACHS, 1980, p. 51)
segue que
Ai(Q) = Xi(D + A) = Ni(24) + Ao (D — A) = 20(A),
para 1 <1 < n.

Tomando ¢ = 1, conclui-se que A(A) < ¥ O
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A seguinte relagao entre A(L) e A(Q) é proposta e demonstrada por Zhang e Luo
(2002), e corresponde ao Lema 2.1.

Proposicao 1.2.7. Seja G um grafo, logo
ML) < NQ). (1.12)

Se G € conero, entao a igualdade em (1.12) vale se, e somente se, G é um grafo bipartido.

Outra relacao associada aos indices das matrizes Laplaciana e Laplaciana sem sinal

¢é a seguinte.

Proposicao 1.2.8. Seja G um grafo conexo, entao

A(QQ) < 3A — A(L). (1.13)

Demonstracgao
Das proposigoes 1.2.4 e 1.2.5 sabemos que A(L) < 2A e A(Q) < 2A.

Notemos que a segunda desigualdade pode ser reescrita como @ < A, logo

A(QQ) + ML) < A+ (L) < 34,
portanto,
A(QQ) <3A — \(L).

[]

Apresentamos, também a seguinte relagao entre os indices A(L) e A(L), que deriva

do caso geral, proposto e demonstrado por Butler (2008).

Teorema 1.2.1. Seja G um grafo, com n vértices e sem vértices isolados. Entdo

A(AL) < ML), (1.14)

Por fim, notemos que as cotas (1.8), (1.11), (1.13) e (1.14) podem ser organizadas

da seguinte maneira

26? < \A) < A(QQ) <3A - (L) < AB - L)), (1.15)

o que caracteriza uma ordenagdo dos indices associados as matrizes A, L, ) e L, em
relagdo ao grau médio de GG. Tal disposicao possibilita a escolha do melhor indice associado
a uma matriz, para fins de comparacao com os demais, assim como cotas associadas ao

numero de arestas e ao grau médio de G.
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Exemplo 1.2.6. Pela definicao do grafo G, este possui e(G) = 4, 4 vértices e A = 2.
Portanto seu grau médio corresponde a
2-4
— =2.
4

Determinemos o grau médio do mesmo usando os fatos a sequir

o Para 29 < X\(A) com A(A) =2

2¢(9) _
e
e Para 267(19) < ML) com A(L) =4
209) 5.9y
S
e Para 267(19) < ANQ) com AMQ) =4
2¢(9) < 4 5
no —2
e Para 267(19) < ML) com A(L) =2
2¢09) _93_9) =2
n

logo todas as desigualdades resultam, no fato verdadeiro de que 267(19) <2.

1.3 Teoria extremal de grafos: Notacao, definicoes e

resultados

A teoria extremal de grafos estuda grafos extremais (méximos ou minimos) que
satisfazem uma determinada propriedade, de forma que esta extremalidade possa estar

relacionada a diferentes invariantes, tais como ordem, nimero de arestas, entre outros.

Seu inicio é marcado pelos problemas propostos por Turan (1941), no entanto,
existem argumentos que o resultado de Euler para grafos planares (|E| < 3|V(G)| — 6) foi
o primeiro teorema em teoria extremal de grafos (GUIDULI, 1996). Atualmente, qualquer
problema da forma “qual o valor maximo/minimo de um dado pardmetro para uma certa
classe de grafo?” pode ser entendido como um problema extremal, como menciona Lovész

(1993).

Nesta dissertagao nos restringimos ao caso da busca pelo maior niimero de arestas

em um grafo G com determinada ordem, e que tenha algum subgrafo especifico proibido
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- também conhecido como problema do tipo de Turan. Para os leitores interessados em
aprofundar seu conhecimento em teoria extremal de grafos, sugerimos a consulta dos
seguintes autores Bollobés (1995) e Simonovits (1983), assim como daqueles que suportam
a teoria apresentada nesta se¢ao, como Bondy e Murty (2008), Diestel (2006), Fiiredi e
Simonovits (2013) e Guiduli (1996).

Os problemas do tipo de Turan ocorrem quando dado um grafo G' de ordem n com
e(G) arestas, e uma familia H de grafos, busca-se maximizar e(G) sobre a condi¢ao de
que GG nao contenha nenhum subgrafo H € H, ou seja, G é um grafo livre de H. Tal valor
méximo de arestas é denominado numero de Turdn, e sera representado por ex(G, H),
onde a primeira entrada corresponde ao grafo principal G de ordem n, e a segunda ao

subgrafo H excluido.

O numero de Turan satisfaz
e(G) <ex(G,H)

(PACH; TARDOS, 2006), assim como, satisfaz

2ex(G, H) <

n A(A). (1.16)

Para verificar a veracidade da ultima, basta tomar o maximo em (1.8). Da relagao entre
e(G) e ex(G, H), obtém-se o lado esquerdo, e do fato de que o maximo de A\(A) é A(A),

uma vez que este ¢ o maior autovalor possivel, obtém-se o lado direito de tal desigualdade.

A funcao ex(G, H) apresenta a seguinte dicotomia: se H é nao bipartido, entao
ex(G, H) cresce quadraticamente em n. Se H é bipartido, ex(G, H) é subquadrético, e a
ordem de magnitude é conhecida apenas para determinados Hs (BUKH; JIANG, 2017).
Esta tltima restrigdo tem motivado muitas pesquisas na area, especialmente por ser um
campo novo, com poucos estudos associados, o que nos motiva a trabalhar com a exclusao

de grafos bipartidos.

As classes mais simples de grafos bipartidos sao arvores, ciclos de comprimento
par e grafos bipartidos completos, das quais a primeira e a tltima s@o mais recorrentes na
literatura voltada ao problema de Turdn (BUKH; JIANG, 2017). Ao abordar a exclusao
de grafos bipartidos, nos preocuparemos apenas com os bipartidos completos visto que
buscamos trabalhar com o problema de Zarankiewicz, a ser abordado em seguida, e que

possui uma de suas aplicagoes apresentada por Xu et al. (2016).

Primeiramente, definimos grafo de Turan e, em seguida, o teorema de mesmo autor,
uma vez que ambos estao correlacionados pelo fato de que Turan mostrou que nenhum
grafo livre de K. com n vértices pode conter mais arestas do que o grafo de Turan
T'(n,t), e que este é tnico. Um caso especial deste (¢t = 2) foi resolvido por Mantel (1907
apud GUIDULI, 1996).
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Defini¢ao 1.3.1 (Grafo de Turdn). Um grafo de Turdn, T(n,t), é um grafo t-partido

completo com n vértices, cujos conjuntos das particoes possuem [n/t] ou |n/t] vértices.

Figura 13 — Grafo de Turan 7(6, 3).

Teorema 1.3.1. Seja G um grafo simples livre de K, 1, com t > 2. Entdo,
ex(G, K1) < e(T(n,t)). (1.17)

A igualdade é vdlida se, e somente se, G é isomorfo a T(n,t).

Omitiremos a demonstragdo do teorema acima, uma vez que a mesma foge do
objetivo prncipal deste trabalho, vinculado a demonstracoes associadas a teoria espectral
de grafos. Para os interessados, um esbo¢o da demonstracao deste resultado pode ser
encontrada em (SIMONOVITS, 1983, pp. 164), assim como um compilado de outras
maneiras de demonstrar tal teorema encontra-se disponivel em (AIGNER et al., 2004), e
uma generalizagdo pode ser encontrada em (SUDAKOV; SZABO; VU, 2005).

Quando o problema de Turan passa a abordar a exclusao de um grafo bipartido
completo, este recebe o titulo de problema de Zarankiewicz, em homenagem ao matematico
polonés Kazimierz Zarankiewicz, que enunciou tal problema em (ZARANKIEWICZ, 1951)
no ano de 1951.

Zarankiewicz propos que fosse calculado o nimero maximo de uns em uma matriz
bindria® de tamanho m x n, considerando que esta nao possui Jy; como submatriz de
tamanho s X t com todas entradas iguais a 1. Tal nimero é definido por z(m,n, s,t), e é
chamado de nimero de Zarankiewicz. Esse problema popularizou-se na area de teoria de
grafos, ganhando a seguinte versao, que permanece em aberto para s =t > 3 (GUIDULI,

1996), uma vez que nao existe um grafo extremal simples, como no caso do Teorema 1.3.1.

Problema 1.3.1. Seja G = (X,Y, E) um grafo bipartido com n vértices na particio X e
m vértices na particao Y. Supondo que G' nao contenha uma copia de Ky, com s vértices

em X et vértices em Y, entdao z(m,n,s,t) é o numero maximo de arestas em G.

3 Matriz composta por zeros e uns.
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Seu caso geral é densamente encontrado na literatura, e serd amplamente discutido
nesta dissertacdo. O mesmo aborda o problema para um grafo G de ordem n sem a
necessidade deste ser bipartido, uma vez que para evitar a existéncia de um grafo K,

basta garantir que qualquer subgrafo bipartido H de G nao o contenha.

Apesar de tratados como problemas distintos, os questionamentos de Turan e
Zarankiewicz tém muito em comum. Nao s6 pelo problema de Zarankiewicz ser um caso
especial do de Turan, mas também pelo fato de que quando exclui-se um grafo K, de G,
tém-se a seguinte relagdo entre ex e z (BALBUENA et al., 2008).

ex(G, Kst) = z(m,n, s, t) (1.18)

Levando em consideracao que os problemas de Turan e de Zarankiewicz nao possuem
solugoes exatas para qualquer s e t, apresentadas até o momento, no préximo capitulo sera
apontado um compilado de solugoes proximas as exatas, sejam as obtidas por argumentos

algébricos, de combinatéria ou de algebra linear.
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2 Cotas associadas aos problemas
de Turan

Quando as solugoes exatas nao podem ser determinadas, estimam-se intervalos que
as contém, sempre procurando pelo mais préximo a solugdao. A busca pela redugao dos
intervalos, comumente se desdobra em dois novos problemas: a investigagao de maiores
cotas inferiores ou a investigacdo de menores cotas superiores, de forma que as cotas
inferiores correspondam ao limite inferior do intervalo (valor que antecede a solugao exata)
e as cotas superiores correspondam ao limite superior do intervalo (valor que sucede a
solugao exata). Motivados por tal fato intuitivo, buscamos apontar cronologicamente as

principais cotas encontradas na literatura para os problemas de Turan e Zarankiewicz.

O problema de Turan ¢é datado de 1941, e tém como resultado principal a seguinte

cota associada ao maior niimero de arestas em um grafo G livre de K.
6!13(G, Kt+1) < €<T(7’L, t)):
com igualdade se, e somente se, G = T'(n,t).

Tal problema foi estendido por Erdos e Stone (1946) para a exclusao do grafo
(t + 1)-partido completo com 7 vértices em cada classe de coloragao, denotado por Kyyq(r).
Eles mostraram que o niimero maximo de arestas de um grafo que nao contém K, 1(r)

depende apenas de t e n, ou seja,

t

ex(G, Ki1(r)) < <1 — 1> ( ;L ) + o(n?). (2.1)

Sua ordem de magnitude foi garantida apenas em 1976 por Bollobéas, Erdés e Simonovits
como informado por (FUREDI, 1992).

O problema de Zarankiewicz foi proposto cinco anos mais tarde, em 1951. Da
sua proposta inicial surgem as seguintes solucoes intuitivas quando exclui-se K1 e K
(FUREDI, 1996a).

z(m,n,s,1) = (s —1)n

1
2(7%7%572)Sn\/(s—l)n—s+4+z

Sendo a tultima solucao assintoticamente justa ao considerar

lim z(n,n,s 2)n%?=s—1

n—o0

(FUREDI, 1996a). Tal igualdade foi mostrada correta quando s = 2 por Kévari, Sés e
Turdn (1954), quando s = 3 por Hyltén-Cavallius (1958) e para todo s por Mérs (1981).
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No ano de 1954, Kévari, Sos e Turan propuseram a seguinte cota ao problema de
Zarankiewicz.
z(n,m,s,t) < (s — DY2 V4 (t — 1D)n (2.2)
Sua ordem de magnitude, O(n?>~'/*), é conjecturada a melhor possivel (BABAI; GUIDULI,
2009; BLAGOJEVIC; BUKH; KARASEV, 2013), tendo sido verificada para s = 2 e para
todo ¢ por Klein - como mostrado por Erdos (1938), para s = 3 e todo ¢ por Erdos (1938),
e para todo s,t com s > (¢t — 1)! por Alon, Ronyai e Szab6 (1999). Além disso, a cota é
justa para s =t = 2 como visto por Brown (1966) e Erdos, Rényi e Sos (1966), e para
s =2 e todo t como visto por Fiiredi (1996b).

Quatro anos depois, Hyltén-Cavallius (1958 apud ZNAM, 1963) propds a seguinte

cota ao problema de Zarankiewicz
2yt t) < 14 (E = D)n+ (£ — D)Y@/,

que foi melhorada por Znam (1963).

t—1
z(n,n,t,t) <1+ ( . n (- 1)1/tn(2t—1)/t

Que, por sua vez melhora o termo de segunda ordem encontrado em (2.2) (FUREDI,

1996a).

Em 1964, Erdés publicou o artigo (ERDOS, 1964), no qual menciona a seguinte

conjectura.

Conjectura 2.0.1. Seja G um grafo de ordem n livre de K;;. Set > 2, entdao
ex(G, Kyy) > en* V1, (2.3)

onde ¢ € uma constante que depende de t.

Mostrada verdadeira em 1966 para t = 2 e t = 3 por Brown (1966) e Erdos, Rényi
e Sés (1966), e aprimorada em 1996 por Fiiredi em (FUREDI, 1996b) e (FUREDI, 1996c¢),
e por Kéllar, Rényai e Szabé em (KOLLAR; RONYAI; SZABO, 1996).

Ainda em 1966, Erdos, Rényi e Sos, considerando ¢t = 2 concluiram que a cota
acima pode ser expressada da seguinte maneira.

ex(G, Koyy1) = \f(l + 0(1))n3/2

Caracterizada como uma boa estimativa ao problema de Turan, exceto para a
exclusdo de grafos bipartidos (FUREDI, 1996a), a seguinte cota, proposta por Erdés e
Simonovits (1966), considera que G' é um grafo livre de um subgrafo qualquer H € H, e é

uma consequéncia imediata as cotas (2.1) e (2.2).
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Teorema 2.0.1. Se x(H) > 3, entao

ex(G,H) > (1 - X(Hl)—l) ( Z ) + o(n?).

Tal cota inferior pode ser encontrada na literatura associada a Erdds-Stone-
Simonovits, uma vez que Erdos e Stone (1946) e Erdos e Simonovits (1966) apresentam
a mesma cota por meio de ferramentas distintas. Sendo posteriormente aprimorada por
Bollobas e Erdos (1973) e por Chvatal e Szemeredi (1981), nas décadas seguintes.

Para o caso da exclusdo de um grafo bipartido, Bondy e Simonovits apresentaram

o seguinte resultado em 1974.

1+1/k

Teorema 2.0.2. Se G é um grafo de ordem n com 100kn arestas, entao este contém

um ciclo de tamanho 21, Cy;, para todo inteiro | € [k, kn'/*].

Que pode ser interpretado como
ex(G, Cy) < 90kn'+1/E,

para que G nao possua tais ciclos, como sugerido por Fiiredi (1992).

No mesmo ano, Erdés e Spencer (1974 apud FUREDI, 1992) obtiveram a seguinte

cota inferior considerada a melhor cota possivel obtida através de métodos probabilisticos.

n2-2/(t+1)

63:(G, Kt,t) 2 B

Sendo melhorada por Ball e Pepe (2012) para o caso da exclusdo de um K, comt =5 e
5<s<12,out=6e6 <s<8.

Dez anos depois, em 1984, Frdos e Simonovits apresentam a seguinte cota para um

grafo G qualquer que ndo possui H como subgrafo t-degenerado’.

ex(G, H) = O(n>~1/t)

Wilf (1986) demonstrou a seguinte versao espectral para o resultado de Turan,

proporcionando uma nova maneira de interpretar e solucionar tal problema.

Teorema 2.0.3. Seja G um grafo de ordem n com niumero de clique igual a w, entdo,

MA) < (1 _ 1) n.

w

Com igualdade vdlida se, e somente se, w divide n.

L Ocorre se todo o subgrafo induzido de H possui um vértice com grau no maximo t.
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Esta cota foi melhorada por Nikiforov (2007).

Em 1996 foi apresentada a seguinte cota que melhora (2.2).
z(m,n,s,t) < (s —t + DY m =V 4 tm2 2t 4 tn (2.4)

Proposta por Fiiredi (1996a), utilizando o método de demonstragao baseado em Double
Counting?, e considerando m > s, n > t, e s > t > 1, tinha o intuito de que quando
limitada inferiormente fosse assintoticamente étima para o caso proposto em (BROWN,
1966).

Motivado pela interpretacao espectral do problema de Turan proposta por Wilf
(1986), Barry Guiduli abordou o conceito de teoria espectral de grafos associado a problemas
extremais classicos em sua tese (GUIDULI, 1996) no ano de 1996. Dos resultados mais
importantes de tal tese surgiu o artigo (BABAI; GUIDULI, 2009) em 2009, apresentando
um resumo das cotas espectrais propostas por Guiduli para o problema de Zarankiewicz.

Dentre tais, destacamos a cota
MA) < ((s — DY+ 0(1))nt11, (2.5)

Uma vez que, quando toma-se t = 2, esta ¢ a melhor assintoticamente possivel para
todo s (BABAI; GUIDULI, 2009), de acordo com o resultado apresentado por Fiiredi em
(FUREDI, 1996b).

Alon, Krivelevich e Sudakov, em 2003, aprimoraram o resultado proposto por Erdos
(1964) e por Erdos e Simonovits (1984), mostrando que existe uma constante universal c,

tal que para todo grafo H bipartido t-degenerado tém-se

ex(G,H) < en* V1,

No ano de 2005, Fan Chung publicou o artigo (CHUNG, 2005). Nele buscava
generalizar a cota proposta por Erdos e Stone (1946) para um grafo G livre de qualquer
grafo H com o uso de ferramentas espectrais. Especificamente, Chung interpretou o grafo
por meio da matriz Laplaciana normalizada, e estudou quando seus autovalores nao nulos
estavam todos préximos a 1, a fim de mostrar que qualquer subgrafo H de G, que nao
possua uma cépia de K1, possui ex(G, H) < (1 -+ 0(1)) e(@).

No mesmo ano, Sudakov, Szabd e Vu apresentaram uma generalizagao assintética
do problema de Turén. Precisamente mostram em (SUDAKOV;, SZABO; VU, 2005) que,
se todos os autovalores nao triviais de um grafo G, k-regular com n vértices sdo pequenos

o suficiente, entao o maior subgrafo H de GG, que nao possui uma cépia de K;, contém

aproximadamente =2 arestas de G.

2 Método muito utilizado em combinatéria para mostrar que duas expressoes sao equivalentes.
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Em 2007, Shi e Song provaram a seguinte cota para o indice associado a matriz de
adjacéncia de um grafo conexo GG de ordem n e grau maximo A livre de K41, considerando
0<k<t<A<n:

) < k—t+ \/(k:—t)22+4A+4t(n—t)‘

De forma que a igualdade é vélida se, e somente se, G é srg(n, A, k,t).

Nikiforov (2007), apresentou o seguinte teorema, que melhora a cota apresentada

acima.

Teorema 2.0.4. Sejat >k > 0. Se G € um grafo de ordem n, grau mdzimo A e livre de

Ko 141, entao

k—t—|—1+\/(k:—t+1)2+4t(n—1)}

A(A) < min {A, 5

Se G € conexo, a igualdade vale se, e somente se, uma das condicoes abaixo € verdadeira:

(i) A2 = A(k—t+1) <t(n—1) e G é A-regular.

(ii) A* — A(k —t+1) > t(n— 1) e todo par de vértices de G tem k vizinhos em comum,

se estes sao adjacentes, e t vizinhos em comum, caso contrdrio.

Fazendo uso das ferramentas espectrais ja propostas para a solucao de tais proble-
mas, Nikiforov publicou, em 2010, o artigo (NIKIFOROV, 2010) no qual demonstra as

seguintes cotas.

e Para o nimero de Zarankiewicz

z(m,n, s,t) < (s — k — 1)Yinm =V 4 (t — DYm* ™/t 4 kn, (2.6)

e Para o maior autovalor associado a um grafo GG, que nao possui K,; como subgrafo

1. caso t = 2,

AA) < ;—I—\/(s—l)(n—l)—l—i, (2.7)
2. casot > 3,

MA) < Z(s—t+ DYV (¢ — D= 4t — 2. (2.8)

DN | —

Das quais, (2.6) melhora as cotas de Kévari, Sés e Turdn e de Fiiredi. Basta tomar
k = 0 para encontrar (2.2) e k =t — 2 para encontrar (2.4). Note, também que (2.7) e

(2.8) melhoram a cota de Fiiredi, ao aplicar a desigualdade (1.16), ou seja,

ex(G, K,») < % + Z\/(s 1) —1)+ i (2.9)
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1 1
ex(G, Ky) < —(s —t+ 1)Yip> 1t ¢ §(t —D)n* Y (t - 2)n. (2.10)

2

N | —

Em (NIKIFOROV, 2010) é informado que (2.7) e (2.8) s@o justas para os casos

t=2es>2 s=t=3eparat>2es>(t— 1)+ 1, como é possivel ver a seguir.

Cota é justa e limitada inferiormente pelo grafo de po-

i 9 s=2 laridade de Erdés e Renyi® quando ¢ ¢ uma poténcia
prima.
Igualdade ¢ valida para grafos “friendship™.
s 9 A>/sn+O <n1/3> por Fiiredi (1996b).

Igualdade valida para grafos fortemente regulares cujo
par de vértices tem exatamente s — 1 vizinhos em comum.
t=3 s=3 A >n*?4+2/3n'3 + ¢ com ¢ > 0 por Brown (1966) e
Alon, Rényai e Szab6 (1999).
t>2s>@t—1I+1|A> n' =Vt 40 ((nl’l/t’c) com ¢ > 0 como consequéncia
de (ALON; RONYAI; SZABO, 1999).

Tabela 1 — Ocorréncia de justicidade para (2.7) e (2.8).

Em 2013, He, Jin e Zhang retomam o estudo do problema de Zarankiewicz com o
artigo (HE; JIN; ZHANG, 2013), apresentado a seguinte cota superior para grafos livres
de K, onde w corresponde ao nimero de clique do grafo em termos da matriz Laplaciana

sem sinal, e considera-se n = kw +1r, e 0 <r < w:

(Bw—4)k+3r—2+ \/k2w2 +[(2r + 4)w — 8r)k + (r — 2)?
Q) < 5 :
A igualdade da cota acima vale se, e somente se, G é um grafo bipartido completo para

w = 2 e um grafo de Turdn, T'(n,w), para w > 3.

No mesmo ano, Freitas, Nikiforov e Patuzzi (2013) mostraram que para um grafo
G, livre de Ky, i.e., Cy, e de ordem n > 4 o indice associado a G ¢ limitado superiormente
pelo indice de grafos “friendship” de ordem n, a menos que G seja igual ao tal grafo

“friendship”.

Em 2015, Aharoni, Alon e Berger propuseram a seguinte cota espectral ao problema
de Zarankiewicz, em termos da matriz Laplaciana do grafo G livre de K4, considerando
a(A,t) o nimero minimo de arestas do grafo G de ordem A, que nao possui conjunto

independente de tamanho t:

a(A,t)
ML) <2A — .
(L) < N
4 Grafos construidos para satisfazer a cota inferior proposta por Erdés, Rényi e Sés (1966) e por Brown

(1966).

4 Grafo obtido ao agrupar m cépias do ciclo Cs em um vértice em comum.
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No ano seguinte, de Freitas, Nikiforov e Patuzzi publicaram o artigo (FREITAS;
NIKIFOROV; PATUZZI, 2016), e propuseram a seguinte conjectura ao problema da

Zarankiewicz, considerando como representagao espectral a matriz Laplaciana sem sinal.

Conjectura 2.0.2. Seja s >t —1>1 en suficientemente grande. Se G é um grafo de

ordem n livre de Kyi14, entao

)\(Q)SZ+s+t—2+;\/(n—2+23)2—8s(n—2)+4(t—1)(n—t—|—1). (2.11)

i uataaae ocorre se, e somente se é um 'oin e um qgrajo t—1 com um grajo
A igualdad , te se, G “oin” d K

s-reqular de ordem n —t + 1.
Essa conjectura mostrou-se correta parat = 2 e s = 1 em (FREITAS; NIKIFOROV;

PATUZZI, 2013), e para t =2 e s > 1 em (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI, 2016).

Mais tarde, Kong e Wang (2016), propuseram a seguinte cota para um grafo G

conexo de ordem n, grau maximo A, livre de Ky 44, considerando 1 < k <t <A <n:

BA+k—2t+1+/(3A +k—2t+ 1)+ 16HA +n — 1)
Q) < . ,
cuja igualdade é véalida se, e somente se, G' é srg(n, A, k,t). Mostrando-se precisa para

grafos livres de Kj;, quando tomar k = t.

No mesmo artigo, Kong e Wang apresentam a seguinte cota para A(Q), para o caso

de GG ser um grafo conexo de ordem n > s + ¢, livre de K, com s >t > 3:

MQ)<n+(s—t+ DYV 4t — 1) (n — 1)%* 4 — 3.

Motivados pela busca de uma solucao aos problemas propostos, e pela expansao
que a teoria espectral de grafos vem ganhando nos tltimos anos, no préximo capitulo
enunciaremos, com mais detalhes, algumas cotas espectrais aqui mencionadas. Com isso
buscamos uma maior compreensao e dominio de ferramentas espectrais a fim de, no futuro,
apresentar uma solugao exata ou o mais justa possivel a tais problemas, especialmente aos

associados a matriz Laplaciana normalizada que, como é possivel observar nesta revisao

historica, é brevemente abordada. -
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3 Cotas espectrais abordadas

Neste capitulo, abordaremos algumas cotas espectrais associadas a matriz de
adjacéncia, Laplaciana, Laplaciana sem sinal e Laplaciana normalizada. Iniciamos com
a apresentacao da cota associada a matriz de adjacéncia proposta por Babai e Guiduli
(2009), que melhora a cota de Kévari, S6s e Turan (1954). Daremos continuidade com as
cotas propostas por Nikiforov (2010), que melhoram a cota de Fiiredi (1996a). Tratamos,
também a cota associada a matriz Laplaciana, fruto do estudo de Aharoni, Alon e Berger
(2015), seguida pelas cotas associadas a matriz Laplaciana sem sinal propostas por Freitas,
Nikiforov e Patuzzi (2016).

Por fim, apresentamos uma revisao sobre os resultados propostos em (CHUNG, 2005)
para o problema de Turan. Uma vez que nao foram encontrados, até o presente momento,
resultados ao problema de Zarankiewicz utilizando a matriz Laplaciana normalizada.
Acredita-se que este resultado nao foi alcangado até o momento, pois como Butler (2016)
menciona, apesar de tratar de grafos simples ser 1til combinatorialmente, em alguns casos

¢ melhor trabalhar no contexto mais amplo, utilizando grafos com peso.

3.1 Resultados para matriz de adjacéncia

Nesta secao serao abordados resultados referentes as cotas para o indice associado
a matriz de adjacéncia de um grafo G' com n vértices e que nao possui um grafo bipartido

completo K, como subgrafo.

Apresentamos a seguir o principal teorema de (BABAI; GUIDULI, 2009), o qual
estd associado a matriz de adjacéncia e concede uma cota mais precisa que a proposta por
Kovari, Sés e Turan (1954).

Teorema 3.1.1. (BABAI; GUIDULI, 2009, Teorema 3) Seja G um grafo de ordem n,
livre de K¢, com raio espectral A\(A). Se 2 <t <'s, entdo

MA) < ((s = DY 4 o(1))n! ! (3.1)
com o(1) para s et fivos enquanto n — oo.

Quando fixamos ¢t = 2, (3.1.1) torna-se a melhor assintoticamente possivel. Isso nos

conduz a enunciar, e posteriormente demonstrar o teorema a seguir, proposto em (BABAI;
GUIDULI, 2009).

Teorema 3.1.2. (BABAI; GUIDULI, 2009, Teorema 4) Seja G um grafo com n vértices

livres de Kso e AM(A) o raio espectral associado a matriz de adjacéncia de G. Dado s > 2
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temos que
AMA) < (s — 1)Y2n2 4 O((ns)Y4).

Buscando cotas mais justas Nikiforov, em (NIKIFOROV, 2010), prop6s duas novas
cotas ao problema de Zarankiewicz. A primeira é enunciada a seguir resultando em uma
cota nos mesmos termos das propostas em (FUREDI, 1996a) e (KOVARI; SOS; TURAN,
1954).

Teorema 3.1.3. (NIKIFOROV, 2010, Teorema 2) Se s > 2 et > 2, entao para todo
0<k<s—2tem-se

z(m,n, s,t) < (s — k — DYam! V0 4 (t — Dym! " 4 ke, (3.2)

A segunda é obtida da reescrita do Teorema 3.1.3 através de conceitos de teoria de
grafos, a fim de buscar uma melhora nas cotas por meio de uma abordagem diferenciada

do problema.

Teorema 3.1.4. (NIKIFOROV, 2010, Teorema 4) Seja s > 2,t>2,0<k<s—2,¢
seja G = G(X,Y, E) um grafo bipartido com particoes X e Y. Suponha que G nao possui

copia de K, com s vértices em X et vértices em Y. Entao,

ex(G, Kyy) < (s —k— DYV XY 4 (1 — D)X 4 kY. (3.3)

Como consequéncia dos Teoremas 3.1.3 e 3.1.4, e do fato que se m e n sdo iguais,
basta tomar k = min{s,t} — 2 a fim de melhorar a cota para n grande o suficiente. Como

é possivel ver no teorema a seguir, proposto em (NIKIFOROV, 2010).

Teorema 3.1.5. (NIKIFOROV, 2010, Teorema 1) Seja s >t > 2, G um grafo livre de

K de ordem n e raio espectral A\(A).

Set=2

A(A) <

DO | —

—|—\/(5—1)(71—1)—1—31 (3.4)
Set>3

MA) < Z(s—t+ DYV (8 = Dn' =20 4t — 2. (3.5)

N | =

Este, como consta em (NIKIFOROV, 2010), fornece uma cota mais justa ao pro-

blema de Zarankiewicz, em particular a ex(G, K ), ao ser utilizado acoplado a desigualdade

2ex(G, H) <

- A(A).



3.2. Resultados para matriz Laplaciana 61

3.2 Resultados para matriz Laplaciana

Aqui apresentamos a cota proposta por Aharoni, Alon e Berger (2015) para o indice

da matriz Laplaciana associada a um grafo G livre de K ;.

Teorema 3.2.1. (AHARONI; ALON; BERGER, 2015, Teorema 1.1) Seja G um grafo
livre de Ky, com A seu grau mdzimo. Seja a(A,t) = min{e(G) : G, grafo de ordem A,

que nao possui conjunto independente de tamanho t}. Entdo,

a(A,t)
A1

AML) <2A — : (3.6)
A fim de melhorar este resultado, Aharoni, Alon e Berger (2015) notaram que se
G nao possui conjunto independente de tamanho ¢, G nio possui uma cépia de K,. Pelo

Teorema 1.3.1 vale
ex (G, Ky) < e(T(A,1)).

Uma vez que a(A,t) = min{e(G) : G, grafo de ordem A, que nao possui conjunto
independente de tamanho t} e que e(G) pode ser reescrito como a subtragdo entre o

numero de arestas do grafo completo de grau A e ex (@, Kt> segue que

a(At) = min{( 2 ) —ex(G, Kt)}

A _
_ ( , ) — max{ex(G, K;)}.

Mas, max{ex(G, K;)} = e(T(A,t)), como visto acima. Portanto,

a(At) = ( ? ) —e(T(A, 1))

M)

A2 A (t—2)A%
2 2 2(t —1)
AQ

2t — 2

Q

Q

Q

(1+0(1))

com o(1) - 0e A — oo.

Note que, para valores grandes de A o Teorema 3.2.1 garante a seguinte cota

superior

ML) < (2 - n 0(1)> A

2t — 2
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3.3 Resultados para matriz Laplaciana sem sinal

Nesta segao apresentaremos os resultados encontrados em (FREITAS; NIKIFOROV;
PATUZZI, 2016) para cotas do indice da matriz Laplaciana sem sinal, associada a um grafo
livre de K, ;. Primeiramente enunciaremos a conjectura proposta por Freitas, Nikiforov e
Patuzzi (2016), cuja demonstragdo encontra-se em aberto, uma vez que atualmente nao
existem ferramentas praticas e tedricas para determinagdao de um contraexemplo, ou de

sua prova.

Conjectura 3.3.1. (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI, 2016, Conjectura 4) Seja s >

t —12>1 en suficientemente grande. Se G € um grafo de ordem n livre de Kq 1., entdo

)\(Q)gZ+s+t—2—|—;\/(n—2+23)2—83(n—2)+4(z€—1)(n—t+1). (3.7)

a igualdade ocorre se, e somente se, G é um “join” de um grafo K;_1 com um grafo

s-reqular de ordem n —t + 1.

Tal conjectura foi mostrada verdadeira para certos valores de s e t. Na Proposi¢ao
2 de (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI, 2013), é possivel observa-la ao fixar s = 1 e
t = 2, assim como no proximo caso, apresentado por Freitas, Nikiforov e Patuzzi (2016),

que considera t =2 e s > 1.

Teorema 3.3.1. (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI, 2016, Teorema 5) Seja s > 1 e

n > s?+6s+6. Se G é um grafo de ordem n livre de Koi12, entao

n+ 2s

ANQ) = —5

n ;\/(n — 25)? + 8s. (3.8)

A igualdade ocorre se, e somente se, G é um “join” de um grafo Ky com um grafo s-reqular

de ordem n — 1.

A fim de divulgar a demonstracao do Teorema 3.3.1, faz-se necessario dividi-lo em
uma proposi¢do e um teorema - que terao suas provas apresentadas no Capitulo 4 - uma
vez que, dessa forma, a demonstraciao apresenta-se de forma mais clara e concisa ao leitor.
Note que, esta estrutura de prova pode ser conveniente a uma futura demonstracao da

Conjectura 3.3.1.

Do artigo (FREITAS et al., 2010), sobre familias infinitas de grafos g-integrais,
sabe-se que o “join” de um vértice (aqui denotado como K;) com um grafo de grau maximo

limitado, nesse caso s-regular de ordem n — 1, garante que

n + 2s
2

AQ) = + ;\/(n — 25)2 + 8s. (3.9)

Tal resultado pode ser expandido ao considerar H um grafo de ordem n—1 com A(H) < s

e G = K; V H. Como é possivel observar na seguinte proposicao.
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Proposicao 3.3.1. (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI, 2016, Proposi¢io 6) Seja s > 1,
H um grafo de ordem n —1, e G o “join” entre Ky e H. Se A(H) < s, entdo

n + 2s

MQ) < —

+ ;\/(n — 25)2 + 8s, (3.10)

com igualdade se, e somente se, H é s-reqular.

No enunciado da Proposicao 3.3.1 as condigoes para H, um grafo de ordem n — 1
com A(H) < seG = K;V H, garantem que o grafo G tenha ordem n, grau maximo n — 1
e que seja livre de K441 2. Nos conduzindo ao seguinte teorema, que tera sua demonstragao

omitida, uma vez que segue diretamente da Proposicao 3.3.1.

Teorema 3.3.2. (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI, 2016, Teorema 7) Seja s > 1, G

um grafo de ordem n com A(G) =n—1. Se G € livre de K412, entdo

n + 2s
2

AQ) < + ;\/(n — 25)2 + 8. (3.11)

A igualdade vale se, e somente se, G é s-reqular.

Completando a separagao do Teorema 3.3.1 em outros dois, e mostrando que se
a condi¢do A(G) = n — 1 for relaxada pode-se melhorar a cota proposta para A(Q),

enunciaremos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.3. (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI, 2016, Teorema 8) Seja s > 1,
n > s>+ 6s+6, e G um grafo de ordem n com A(G) <n —1. Se G € livre de K12,

entao
AMQ) < n. (3.12)

Ressalvamos que no Capitulo 4 encontram-se detalhadas as demonstragoes da

Proposicao 3.3.1 e do Teorema 3.3.3, as quais compoem a demonstragao do Teorema 3.3.1.

3.4 Resultados para matriz Laplaciana normalizada

Apresentamos, a seguir, a generalizacao proposta por Chung (2005) para a cota
(1.17), através de sua interpretagao espectral utilizando a matriz Laplaciana normalizada,

e o estudo da limitacao superior da discrepancia' em termos dos autovalores de tal matriz.

Primeiramente define-se a familia de grafos Fs cujos autovalores Laplacianos

normalizados satisfazem

A= max |1 = A(£)] <3, (3.13)

No exemplo a seguir, apresentamos como ¢ definida a familia de grafos k-regulares.

I Diferenca entre a quantidade atual e o valor esperado.
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Exemplo 3.4.1. Seja G um grafo k-reqular, logo a matriz Laplaciana normalizada asso-

ciada a este grafo pode ser escrita como

£ = D'PLD™'?
= ] - D 2AD1/?
A
= I-=.
k

Em particular, A = k(I — L). Logo os autovalores associados d matriz de adjacéncia de G
sao dados da sequinte forma: \;(A) = k(1 — X\;(L)). Portanto,

A< max |IAi(A)] = max |k(1—XN(L))] < ké.

>~

Assim, a familia composta por grafos k-requlares € a familia Fs com d =

A partir de tal definicao, apresentamos abaixo o principal teorema proposto por
Chung (2005).

Teorema 3.4.1. (CHUNG, 2005, Teorema 1) Seja G um grafo com n vértices, A (L) >

<o > M (L) = 0 0s autovalores associados a sua matriz Laplaciana normalizada, com

A= miax|1 — (L)

satisfazendo

A=o <vol_2t+3(G1)vol(G)t—2> ‘ (3.14)

Entao, G € um grafo de Turdn para t > 2, ou seja, qualquer subgrafo de G livre de Kyyq

tem no mdximo
(1 - 1 + 0(1)> e(G) (3.15)

arestas.

Tal teorema é um caso mais geral da cota proposta por Erdos-Stone-Simonovits
em (ERDOS; SIMONOVITS, 1966; ERDOS; STONE, 1946), e ndo sera demonstrado uma
vez que foge ao escopo deste trabalho. No entanto, as ferramentas usadas em sua prova
foram estudadas, a fim de buscar inspiracao para solucionar o problema de Zarankiewicz
associado a matriz Laplaciana normalizada. Tais ferramentas sao apresentadas no Apéndice

C desta dissertacao.

Apresentamos, a seguir, dois corolarios deste teorema. O primeiro é equivalente a
cota de Erdos-Stone-Simonovits e o segundo refere-se a grafos k-regulares. Ambos serao

demonstrados no Capitulo 4.

Corolario 3.4.1. (CHUNG, 2005, Coroldrio 1) Seja G um grafo completo com n vértices

e livre de K;1, entao este possui no mdximo

-t
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arestas.

Corolario 3.4.2. (CHUNG, 2005, Coroldrio 2) Seja G um grafo k-reqular com n vértices,
entdo a igualdade (3.14) se reduz a

arestas.
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4 Demonstracoes das cotas espec-

trais abordadas

Neste capitulo serao apresentadas as demonstragoes para os respectivos teoremas,
proposigdes e corolarios enunciados no Capitulo 3: Teoremas 3.1.2, 3.1.3, 3.1.5, 3.2.1, 3.3.3,
Propriedade 3.3.1, e Corolarios 3.4.1 e 3.4.2.

4.1 Demonstracao para o Teorema 3.1.2
A seguir serd demonstrado que
)\(A) < (S . 1)1/2n1/2 + 273/4(8 . 1)1/4n1/4 + 271/2’

uma vez que o termo 2*3/4(3 — 1)1/4711/4 + 2712 ¢ da ordem de O((ns)1/4).

Demonstragao

Tomando D = (2(s — 1)n)'/2, divide-se os vértices de G nos seguintes conjuntos
U={ieV:d(i)>D} e W=V\D

tal que |U| =ue |[W|=n—u.

Afirma-se que

D
Ul < .
| |_s—1

A fim de mostrar que esta afirmagcao é verdadeira, supdem-se que os vértices de G que

estdo em U sdo nomeados da seguinte maneira U = {1,2,...,u}. Define-se I'(i) C V o
conjunto dos vértices vizinhos a i. Temos que tal que [['(:) NT'(j)| < s — 1 para todo ¢ e

Jj € V, pois, por hipétese, G ¢ livre de K.

Note que a unido de m conjuntos I'(7) deve conter, no minimo,
fm)=D+(D—-(s—1))+---+(D—(m—1)(s—1))

elementos, com f(m) < n, pois n é o nimero de vértices em G. Desta forma f(m) acaba

por ser definida como uma progressao aritmética finita, cuja soma de seus termos é

(D—l—D—(m—l)(s—l))m:m
2 2

f(m) = 2D = (m—1)(s = 1)).

Notemos que esta expressao pode ser interpretada como uma funcao quadratica que assume

maximo em D -+ %
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f(sl—)1> -

f<sl—)1> :2(3111) [QD_(&”) (8_1)]’

que pode ser simplificada através dos seguintes passos

Vamos mostrar que

Note que

(%) = 2(8121) 2D — (D — (s — 1))

D
= m(D—l—s—l).

Supondo, por contradi¢do, que f (%) < n, olhemos para

D

m(D+S—1)<n.

Uma vez operando sobre esta desigualdade, e utilizando o fato de que D?* = 2(s — 1)n

contradiz-se a hipdtese de que s > 2, como é possivel observar nos passos a seguir.

D*+D(s—1) < 2(s—1)n
D*+D(s—1) < D?
D+s—1 < D
s—1 < 0
s < 1.
Conclui-se, portanto
(=)
n
s—1 7
ou seja,
D
< 4.1
u_s—l (4.1)

como desejava-se mostrar.

Visto isso podemos comegar a demonstracao que resultara na prova do resultado

desejado. Note que

ANAP?> 2 =D (MA)z)*. (4.2)
Pela defini¢ao de autovalor e autovetolr temos (;ue AMA)x = Ax, logo usando este fato em
(4.2), obtemos ,
A(A)? Z o Z [Z am-xj] = Z Z a:?
7 7 7 ad]
Em particular,

A(A)? Z r? = Z d(i)z? + Z d(i, j)xz;. (4.3)

i#]
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Usando (4.3) e o fato de que d(4,j) < s — 1, por G ser livre de Kj 5, temos

Z:c <Zd z; + (s —1)> zw;. (4.4)

i#£]

Pelo fato de que podemos separar os vértices do grafo G em dois subconjuntos U e W,

definidos acima, conclui-se que

Zd x; =Y di)z}+ > d(i)z] <nd af +DZ£2 (4.5)

€U €W €U

szx] Z T;xj + Z T + 2 Z T Z Z;. (4.6)

i#£] i,jeU i,jEW €U ieW
7] 7]

Em particular, para todo Y C V', podemos reescrever
D omirp= Y wiwy— Y1,
i,jey i,jey i€y
i#]

portanto, a igualdade (4.6) pode ser entendida como

dowimy= ) wmwy =) wih D wmw = ) w2y @) i

i#j i,jeu ieU ijeW iew i€U €W

Usando a desigualdade (B.2) na igualdade acima obtém-se

Sy < (U =1 af+ (W[ =1) > 2i+2) x> (4.7)

1#] el ieW iU eW

Ainda usando a desigualdade (B.2), temos que

weU €U 1cU

iEW €W iew
Em particular,

Dowid wi @iy w <|UI W]y o

€U €U €W ieW iU ieWw
pode ser reescrita como

i€U €W ieU  ieW €U €W

Simplificando

Sy <wiwisey

icU  ieW ieU ieWw

1/2
S Y < [|U||W|zx3 S 48)

cU 1 eW ieU ieW
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Usando (4.8) em (4.7) obtém-se

ey < (0] -0 Xt (W) 3ot 2 o S 3]

1#] €U iEW €U iEW

que pode ser entendida como,
1/2
Sy < 010+ W] St 200 S0 3|
itj i€ iEew iU W
Uma vez que, |U| =u e |W| = n tem-se
1/2

lewj§u2x3+n2xf+2lun2xf2xfl ) (4.9)
i#j i€U iEW iU ieWw

Note que,

>

i

42:{:?2@2 <

icU iceW

em particular
1/2
i

icU ieW

Usando esta tltima desigualdade em (4.9) obtemos
Swwy <ud i +nd +\/un2xl,
1#£] eU ieW

em particular

ZxxjguZx +nd +\/ﬁ2x (4.10)

1#] €W

Aplicando as limitantes obtidas em (4.5) e em (4.10) na desigualdade (4.4) obtém-se

A(A)? Zx <nd +D2x +(s—1) [uZx +n Y} +\/ﬁ2x] (4.11)

€U ieW
Note que
n<2x5+(s—1)2x?><n8—1 <Zx +Zx>: (s=1)> a7,
= iew ieU iew i

e a desigualdade (4.11) pode ser reescrita como

AP> a7 <n(s—1)> a7+ D> i+ (s—1) [UZJC? - \/unZ:cf] :
Sendo simplificada para

MAP <n(s—1)+ D+ (s—Du+ (s — 1)/ un.
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Aplicando a desigualdade (4.1), provada no inicio desta demonstragao, na desigual-

AMA)? < (s—1)n+2D+ /Dn(s — 1).

Entretanto, por definicdo D = (2(s — 1)n)'/?, logo

dade acima tém-se

MA)? < (s—1)n+ 23/2(3 — 1)1/2711/2 + 21/4(3 — 1)3/4p3/4
< ((S . 1)1/2n1/2 + 273/4(8 . 1)1/4n1/4 + 271/2)2,
portanto
MA) < (s — D)Y2p1/2 42734 (s — 1)VApl/A 4 9712, (4.12)
como desejava-se mostrar. O

4.2 Demonstracao para o Teorema 3.1.3

Nesta secao buscamos apresentar a demonstragdo ao Teorema 3.1.3. Antes de pros-
seguirmos, sera necessario considerar a seguinte notacao, com a finalidade de compreender

melhor a demonstragao do teorema.

Seja A uma matriz binaria, de tamanho m X n, cujos elementos sdo denotados
por «; ;. Indexemos as linhas e colunas da matriz A pelos elementos de dois conjuntos
disjuntos R(A) e C(A), tal que para qualquer [; € R(A), e b; € C(A) tem-se

Ci = {j . bj < C(A), OéiJ‘ = ]_} er;, = |Cz|7

Rj = {Z : ll € R(.A), QG5 = 1} ec; = |R]|

Dados conjuntos nao vazios I C R(A) e J C C(A) obtemos a submatriz A[I, J]
com entradas o, , = «; ; satisfazendo I; € [ e b; € J. Apresentamos, a seguir, um exemplo

aplicado desta notacao.

Exemplo 4.2.1. Considere a sequinte matriz A e os conjuntos que indexam suas linhas

e colunas R(A) = {l1,13,l3} e C(A) = {by1, ba, b3}, respectivamente.

by by bs
L1 1 1
I3 [1 1 1

Logo,
Cl :{j : bj EC(.A.), &1,j:1}:{1,2,3} 67”1:3
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Rl = {Z . lz S R(A), ;1 = 1} = {1,3} e Ccl = 2
sequindo analogamente para os demais.

Se tomarmos, por exemplo, I = {ly,l3} e J = {bs,bs}, a submatriz A[l, J| serd a

sequinte
by b3
AlL g = b [1 11. (4.14)
I3 [1 1

Considerando esta notacao, prosseguimos para a desejada demonstracao do teorema,
a qual seguird o método de inducgao ao invés do tradicional método de Double counting,
assim como no artigo (NIKIFOROV, 2010).

Demonstracgao

Por inducao em k, para k = 0 obtém-se a desigualdade fornecida por Kovari, Sés e
Turan (1954).

Supondo que A nao possui .J,; como submatriz, que 1 < k < s — 2, e assumindo

que (3.2) é vélida para todo k' < k, serd mostrado que

JA| < (s — &k — DYiam V! 4 (£ — D)ym"™ 4 k. (4.15)

Tomamos I; € R(A) e definimos os conjuntos U = R(A) \ {l;} e W = C;. Olhemos
para a matriz A[U, W]. Note que esta nao possui uma submatriz J,_1; de entradas
unitarias, pois se possuisse a matriz A teria uma submatriz J;, o que contradiz a hipétese
do teorema. Portanto,

AU, W < 2([U], W], s = 1,2).

Pelo argumento de inducao aplicado em s — 1 e k — 1 temos
AU, W < (s =k = DYIWO1YE 4 (0= DU 4 (k= 1) W),

Usando os fatos de que |[W| =1r; e |[U| = m — 1, devido ao modo como os conjuntos foram

tomados acima, e pelo fato da ordem de A ser m x n, e por m — 1 < m obtém-se
AU, W]|| < (s — k — DY rm! Y 4 (¢ — 1)ym &V (K — D)ry. (4.16)

Do fato que

Al =322y,

j=1i=1
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para A[U, W| temos

AW = > > o

JeC; 1<k<m

KF1
= Z Q5 Z Q5
1<j<n 1<k<m
K1
= Z Z Q0,5 — Z Q5
1<j<n 1<k<m 1<j<n

= Z Z Q5 — T

1<j<n 1<k<m
Usando esta igualdade em (4.16), vemos que

SN aijae; -1 < (s—k—DMYrm Y4 (8 = DmTEDE 4 (k= D)y

1<j<n 1<k<m

Simplificando

Z Z ;o < [(s—k— 1)1/tm1’1/t + klr; + (t — 1)m1+(k’1)/t,

1<j<n 1<k<m

e reescrevendo tem-se

Z Z oo — [(s — k — 1)1/tm1—1/t + k] — (t — 1)m1+(k—1)/t <0. (4.17)

1<j<n 1<k<m

Somando a desigualdade (4.17) para todas as linhas de A

S D o —l(s—k— DY =Vt 4 klry — (t — D)mHEDE <

1<i<m |1<j<n 1<k<m

S Y ajan (s —k=DY"m" V4 k] ST = (= DmmTEDE <0

1<i<m 1<j<n 1<k<m 1<i<m

o — (s — k— DYim =Y L kAl — (8 — D)m2HE=D/E <. (4.18)
5J »J

1<t,k<m
1<j<n
Note que,
_ _ 2 - A
Z Qi j Qe j = Z Z Q4 j Qs j = Z Cj = :
1<i,n<m 1<j<n 1<i,r<m 1<j<n n
1<j<n

Substituindo esta tltima desigualdade em (4.18) obtém-se

LA

(s —k — 1)1/tm171/t + E]||A|l = (t — 1)m2+(k’1)/t <0,
n

e resolvendo esta inequagao para ||.A||, e buscando a limitante superior, apenas tém-se

1+ |14 4(t — 1)ym2+k=1)/t nl(s — k — DYtmI=1t 4 k]
n[(s k- 1)1/tm171/t + k]2 9 .

Al <
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Limitando o radical usando o fato que (1 + x)"” > 1 + rz para um niimero z > 1 e

para todo r € Z*, (desigualdade de Bernoulli), temos

2(t _ 1)m2+(k71)/t n[(s —k— 1)1/tm1—1/t + k‘]
[(3 — k- 1)1/tm1—1/t + kP 9

(t _ 1)m2+(k71)/t
(s —k — )Viml-Vt 4+ |
< (8 k- 1)1/tnmlfl/t + (t . 1)m1+k/t + kn

Al < |1+1+
n

= (s—k—DY'nm!'"V 4 kn 4

Completando, portanto a demonstracao para o Teorema 3.1.3. O

4.3 Demonstracao para o Teorema 3.1.5

No artigo (NIKIFOROV, 2007) encontra-se a generalizacao da desigualdade (3.4),
que ¢ obtida a partir de

k—1l+14+/(k—=1+1)2+4l(n-1
S V( 2 )2+ 4l(n >’

tomando [ +1 = s e k = s+ 1. Para o caso s > 3 e t > 3 associado a cota (3.5)

apresentaremos, a seguir, uma demonstragao analoga a apresentada por Nikiforov (2010).

Demonstracao
Seja u € V(G) vértice de maior grau em G, U e W conjuntos disjuntos satisfazendo

|U| = d(u) e [W| =n —1, e as seguintes fungdes bijetoras

ou U —=T(u), e o : W — V(G) \ {u}.

Definimos um grafo bipartido H = H(W, U, E), tal que dados vértices w € W e
v € U, estes estdo conectados se {ow(w), py(v)} € E(G). Afirmamos que H nao possui

uma copia de K,_;, com s — 1 vérticesem W et em U.
A fim de mostrar esta afirmagcao, seja ¢ : V(H) — V(G) tal que

) wu(r) se zeU
w()_{(pw(fﬂ) se veW.

é um homeomorfismo de H em G — u.

Por contradicao, assumimos que F' C H é uma coépia de K,_;; com um conjunto S

de tamanho s — 1 vértices em W, e um conjunto 7" com tamanho ¢ vértices em U.

Para todo x € V(F'), ¥(z) leva a uma cépia de K;_1; em G — u. Em particular,
(x) = py(x) para todo x € T, ou seja, ¥(T) C I'(u) no grafo G. Se adicionarmos u a
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Y(F'), verificamos que G possui uma cépia do K, contradizendo a hipétese do teorema.

Portanto H nao possui uma copia de K ;.
Supondo 0 < k < min{s,t} —2,etomando k¥’ =k—1,5 =s—-1,t'=t, X =W
e Y = U na seguinte desigualdade obtida do Teorema 3.1.4
ex(H,Kyy) < (s — K = )YV X" + (¢ — 1| X" + K Y
temos

ex(H, Ko 1) < (s — k= DY U|W|YE 4 (¢ — )W HHEDE Lk — 1)U

Considerando a maneira que foram definidos U e W, bem como o fato de que n — 1 <n

conclui-se que

ex(H, Ky_1;) < (s—k—DYdu)(n—1)"Y 4 (t = 1)(n— D)FED 4 (k- 1)d(u)
< (s—k =D dw)n "V + (¢ — DnTEDE L (k= 1)d(u).

Por outro lado,
ex(H,Ks_1y) = Y, d(v)—d(u),

vel (u)

portanto

S dw) —d(u) < (s —k — DY d(u)yn' M 4 (t = Dn'TED 4 (k — 1)d(u)

vel(u)

simplificando

3 d(v) < [(s =k — DYV 4 Eld(u) + (t — 1)t HEED
vel (u)

Em particular podemos reescrever a desigualdade acima como

S d(v) = [(s =k — DY 4 Kld(u) < (8 — 1)ptTED/ (4.19)

vel(u)
Seja A a matriz de adjacéncia associada ao grafo G, e C' uma matriz dada por
C=A%—|[(s—k— 1YY 4 kA,

tomemos a soma da linha de C' correspondente ao vértice u, ou seja,
Z Cuj = Z d(v) — [(s — k — DYVt 4 Kld(w).
Jj=1 vel'(u)

Note que a parte a direita da igualdade ocorre a esquerda em (4.19), logo é possivel acoplar

estas obtendo .
Sy < (= DntteE (4.20)
j=1
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Considerando x autovetor associado ao autovalor A(A), e tomando p o autovalor

associado a Cx = ux, pelo Teorema A.2.3 temos que

Ci— Y, Gy<p<cgt D Gy
1<j<n 1<j<n
J#i JF#i
em particular

n
p<ciit Y, Cij <Y cuy
1<j<n =1

JFi

Usando o fato decorrido de (4.20) encontra-se a seguinte cota superior de

B cug < (E— Dt
j=1

Para ndo carregar a notagao, tomemos A = A(A) e olhemos para Cx.

Cx = A —|[(s —k—1)Yin! "Vt 4 k) Ax
px = MNx—[(s —k— DYV L Ex
po= AN —[(s—k—1DYR"V L BN

Uma vez que acima foi encontrada uma cota para u temos que esta igualdade pode ser

reescrita, como
A2 [(s— k — )itV f KA < (8 — D)t/

em particular

AN —[(s — k= )YV L BN — (¢ — DpttEb/t <0,

Resolvendo a ultima desigualdade para A, considerando, apenas a limitante superior,

obtém-se

) ) 4(t _ 1>n1+(k—1)/t
AT G kDU v g2

(s —k —1)Yin!=l/t 1k

<
AS 2

Limitando o radical pela desigualdade de Bernoulli, obtém-se

A<

2t — 1 1+(k-1)/t — k=1 1/t,,1-1/t k
L+14 ( n (s )in + '

[(S — k- 1)1/tn1—1/t + k]2 2

Simplificando,
A< (s—k—1D)" V4t —1)nM -k

Por fim, considerando que s > ¢ > 3, e tomando k =t — 2, obtemos (3.5), completando a

prova deste teorema. O
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4.4 Demonstracao para o Teorema 3.2.1

Abaixo apresentamos a demonstracao detalhada do Teorema 3.2.1.

Demonstracgao

Supomos que o autovetor x = (1, Za, . . ., T, ) é um autovetor normalizado associado
a A(L), ou seja, >0, 22 = 1.

Da definigao de autovalor e autovetor temos que Lx = A\(L)x, em particular,
x? Lx = ML)||x||* = A(L).
Note que x'Lx = Ypier(Ti — x;)?, portanto
ML) = > (z—xy) (4.21)

Note, também que

Yo (@ +a3) =D d(i)zl. (4.22)
Olhemos para

2A — ML) = (28— ML) a2

=1

(2A = A(L))z

I
NE

@
I
—

(2A — 2d(i) + 2d(i) — A(L))a?

(2

Il
[M]=

@
Il
—_

(2 = 2d(i))a? + 3°(2d(i) — A(L))a?

i=1

I

s
Il
—

n

(2A — 2d(i))z; —I—QZd D — ML)}

=1 =1

I
NE

N
Il
i

(2A — 2d(i))x? 4 2 Enj d(i)z? — A(L)

=1

I
[M]=

@
I
A

Usando (4.21) e (4.22), a igualdade acima pode ser reescrita como

2A = \(L) = ﬁ:(?A—Qd(i))for? Yo (@)= Y (w—ay)?

i=1 {ijteE {i.jteE
= > (A =2d(i))xi+ > (x;+z;)> (4.23)
i=1 {i.j}eE

Seja T o conjunto de tridngulos em G, para cada tridngulo 7 em G, formado por
1, 7, q definimos
S(T) = (@i + ;)" + (25 + 24)" + (23 + 7)™
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Claramente
S(T) = i + 5 +ag + (wi + 2 + 29)* > o] + 2] + 2.

Fixando um vértice ¢ de GG, e uma vez que G nao possui copia de K;,, o subgrafo
induzido de G em I'(7) nao possui conjunto independente de tamanho ¢ e, portanto, tém

no minimo a(d(i),t) arestas.

Segue que o vértice 7 estd presente em pelo menos a(d(i),t) tridngulos. Portanto,

n

Y S(T) =D ald(i), t)a3. (4.24)

TeX Jj=1

Uma vez que G tem grau maximo A, cada aresta esta contida em, no maximo
A — 1 tridngulos, ou seja,
SSM<@-1) Y (@) (4.25)
Tex {i,j}€E
Seja T(A,t) o complementar do grafo de Turdn com A vértices e a(A,t) arestas.
Portanto, T'(A,t) é a uniao de k — 1 cliques disjuntos pelas defini¢oes de a(A,t) e de grafo
de Turdn. Observe que T'(d(7),t) é um subgrafo induzido de T/(A,t) em I'(i), e que T(A, t)
pode ser obtido de T'(d(7),t) pela adigdo de vértices uma a um, de forma que cada vértice

novo seja adjacente a um subconjunto de vértices existentes.

O nuimero de arestas adicionadas por vértice novo nunca excede A—1, em particular,

nunca excede 2(A — 1). O que nos leva a seguinte desigualdade
2(A —d(@))(A =1) > a(A,t) — a(d(i), t) (4.26)
valida para todo d(i) < A.

Juntando as desigualdades (4.24) e (4.25) a fim de limitar > S(7) obtém-se

n

(A=1) > (w+)* =D ald(i), t)a7,

{ijteE i=1

e usando esta igualdade em (4.23) tém-se

IS IEI ML

4.

j
s

6

—~
~—

para d(i ) < A na relagdo acima, tém-se

(d(i),t) | a(d(@),t)] ,
A1 A1 ]JC

Aplicando a desigualdade

M:

|>§L

9A — NL) >

.
I

a

/\

v
[M]=

l>

)1

—1
>

@
I
—

S a(A,t)
- A-14A
G (4.27)
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Obtendo, assim o resultado que desejava-se demonstrar

a(At)

< _
ML) <28 = T2

4.5 Demonstracao da Proposicao 3.3.1

A seguir é apresentada a demonstragao proposta em (FREITAS; NIKIFOROV;
PATUZZI, 2016) para a Propriedade 3.3.1 como parte da demonstracao ao Teorema 3.3.1.

Demonstragao

Consideraremos para esta demonstracdo que o autovetor associado a A(Q) é escrito

da seguinte forma x = (21, 3, ..., x,). Tomemos w o vértice de G que corresponde ao K;
em G=K,VHeueV(H) tal que z, = max |z;|.
i€V (H)

Analisamos, a seguir a equacao @x = A(Q)x. Em especial, nos focaremos na linha

correspondente ao vértice w, como é destacado a seguir.

quw,1 cee Qun—1 Quuw Loy Ly

Desta avaliacao, encontramos a seguinte expressao

Gu,wlw + Z Qu,i = )\(Q)Z’w,

i€V (H)

que pode ser reescrita como

(n—1Dzw+ Y zy,=NQ)Tw

veV (H)
uma vez que, por definicao, w € K, H possui n — 1 vérticese G = K; V H.

Em particular, pela hip6tese de que u € V(H) tal que x,, = max |z;|, e pelo fato
[4S]
de que a ordem de H é n — 1 podemos limitar o somatoério desta ultima igualdade da

seguinte forma

MQ)zw=n—1Dzw+ DY, 2o <(n—1)zy+ (n— 1)z, (4.28)
veV(H)

que pode ser simplificada para

AMQ) —n+1Dxy < (n—1)x,. (4.29)
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Utilizando de um pensamento analogo, olharemos para a linha correspondente ao
vértice u da equacao Qx = A\(Q)x.

Qui -+ GQuu -+ Quuw Ly = )\(Q> Lu

qu,1 o Qu,w T Ly

Dela podemos concluir

Guuly + Z r; + Quwlw = /\(Q>xu7
{u,i}eE(H)

que pode ser reescrito como

dw)z, + Y.zt x40 = MQ)Tu.

{u,i}€E(H)

Como A(H) < s, u pode ser escolhido de forma que possui o maior grau entre
todos os vértices de H e G = K; V H, ou seja, d(u) < s+ 1, assim podemos limitar

superiormente a equacao acima da seguinte maneira

MQ)zy =dwzy + > @tz < (5+ 1)xy + STy + Ty, (4.30)
{ui}eE(H)

que pode simplificada para

(MQ) — 25 — 1)xy <z (4.31)

Buscamos garantir

ANQ) > A(G) + 1. (4.32)

Note que, por G ser obtido através da operacao de join entre dois grafos, G é um
grafo bipartido. Neste caso, usando a Proposicao 2.3 de (CVETKOVIC, 2008) garantimos
que A(Q) = A(L); restando mostrar A(L) > A(G) + 1. Por sua vez, esta desigualdade foi
identificada e validada por Merris (1994), resultando na validagao de (4.32).

Seguindo com operagdes sobre algumas desigualdades recém vistas multiplicamos a
desigualdade (4.31) por A(Q) —n + 1 > 0, obtendo

AQ)—n+1DH(MQ) — 25 —1)xy, < (MQ) —n+ 1)z,

Note que a expressao que aparece a direita desta desigualdade é a mesma que

aparece a esquerda de (4.29), e portanto

ANQ) —n+1H)(MQ) —2s — 1)z, < (n— 1)x,,.
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Simplificando, obtém-se a seguinte expressao
MQ)? — (n—25)AMQ) +2s(n—1) <0

que, ao ser resolvida, nos fornece os seguintes resultados

AQ) < +2 25 4 ;\/(n +25)2 — 8s(n — 1) (4.33)
Q) ="t 25 _ ;\/(n +25) —8s(n— 1) (4.34)

Sendo de nosso interesse apenas a inequacao (4.33), uma vez que estamos limitando

A(Q) superiormente por um valor positivo.
Mostremos que se a igualdade vale em (4.33), entdo H é s-regular.

Se a igualdade vale em (4.33), entdao A\(Q)* — (n + 25)A\(Q) + 2s(n — 1) = 0. Feita
esta consideracao repetiremos os passos anteriores. Multipliquemos a desigualdade (4.31)
por A(Q) —n + 1, obtendo

AMQ)—n+1)(MQ) —2s — 1)z, < (AMQ) — 1+ 1)xy.

Juntamente com (4.29), tal desigualdade nos proporciona as seguintes cotas superiores e

inferiores para (A(Q) — n + 1)x,,.
ANQ)—n+1H(MQ) —2s — 1)z, < (MQ) —n+ 1)z, < (n—1)ay,
Em particular, esta expressao pode ser escrita como

(MQ)? — (n+25)MQ) + 25(n — 1) +n — L), < (NQ) —n + D)y < (0 — D)z,

logo
(AMQ) =n+ Dzy = (n— Dy,
ou seja,

MQ)zyw = (n— D)y + (n— 1)z,

Seguindo o mesmo processo, multiplicando (4.29) por A\(Q)) —2s — 1 e (4.31) por

n — 1, concluimos que
(AMQ) —2s — D)z, =y
MQ)zy = (s + 1)y + Ty + STy

Usando as igualdades que acabamos de mostrar em (4.28), concluimos que

Y xy=(n—1)zy,

veV(H)
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em particular, z, = x,, para todo v € V(H).

Sendo assim, (4.30) pode ser reescrita e simplificada da seguinte maneira

d(v)z, + Z Tp+ 2, = (s+ 1), + 5Ty + Ty
{pv}EE(H)

d)z, + >z = (s+ 1)z, + sz,
{pv}eE(H)
dv)x, = (s4 1)z,.

Conclui-se assim, que d(v) = s + 1 para todo v € V(H), ou seja, H é s-regular.
Mostremos agora que se H é s-regular, entao tem-se igualdade em (4.33).

Segundo o Teorema 2.1 proposto em (FREITAS et al., 2010) o polinémio caracte-

ristico associado a matriz Laplaciana sem sinal de K7V H é

PQ(KL.I? —n+ 1)PQ(H,I — 1)

Fo(Ky v H) = (z—n+1)(z—2s—1)

[2% — (25 + n)z + 2s5(n — 1)].

Em particular,

PQ(Kl,:v—n+1):x—n—l—1

e
Po(Hz—1)=(x—1-2s) | [[(x=1-N)],
A<2s
uma vez que foi considerado A\(Q) > --- > A\,(Q) autovalores associados a Q(H), e

M(L) > -+ > A\(L) = 0 autovalores associados a L(H), para a Proposi¢do 5.6 em
(ABREU et al., 2014). Resultando na conclusao que A\;(Q) = 2s. Portanto, o polinémio

caracteristico associado ao “join” pode ser entendido como

(z—n+1)(x—1-25) (e =1 = A)]
(x—n+1)(z—2s—1)

Po(KiV H) = [2% — (25 4+ n)z + 2s5(n — 1)].

Busca-se a maior raiz associada a este polindmio, ou seja,

2
AQ) = max {{)\! A < 2seéraiz de Po(H,z — 1)}, n—;S

n+2s 1 5
5 —5\/(71—25) —|—83}.

1
+ 5\/(71 — 25)2 + 8s,

Tal raiz méxima é encontrada em

)\(Q):n_EQS

1
+ 5\/(71 —25)% 4 8s,

e caracteriza a solucao desejada. [
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4.6 Demonstracao para o Teorema 3.3.3

A seguir é apresentada a demonstragao proposta em (FREITAS; NIKIFOROV;
PATUZZI, 2016) ao Teorema 3.3.3 como parte da demonstracao ao Teorema 3.3.1.

Demonstragao

Seguindo a mesma metodologia de demonstragdo proposta por Merris (1998),
substituindo a matriz Laplaciana pela matriz Laplaciana sem sinal, obtemos a seguinte
desigualdade para \(Q).

AQ) < max{ —|— — Z d()|u € V(G) e d(u) > 0} (4.35)

vEF(u)
Usando esta desigualdade busca-se mostrar que
AMQ) < n.
Olhemos para uma fungao F'(u), com u € V(G) e d(u) > 0, de modo que

F(u)=du)+— > d(v). (4.36)

A fim de compreensao do leitor vamos dividir esta demonstragao em duas partes,
primeiramente vamos supor que A(G) < n — s — 2 e mostremos que F'(u) < n para todo
u € V(G); em seguida vamos supor n — s — 1 < A(G) < n — 1 e mostraremos A\(Q) < n

usando prova por contradicao.

Supondo A(G) < n — s — 2 mostremos que F(u) < n para todo u € V(G).
e Sed(u) <s+1, entdo

S dw) <du)+AG)<s+1+AG)<n  (4.37)

e Se s+2<d(u) <n-—s—2, entao fixemos u € V(G) de modo que u nao seja um
vértice isolado, ou seja, tomemos A = I'(u), com A # 0, e B =V(G) \ (AU {u}),
logo

d(v 2 A, B)+d

7 X dlo) = qsl2ea+ (A B) + ()

UEF (u)

Substituindo a igualdade acima em (4.36), obtemos

F(u) =d(u) + 1+ ——[2ea + é(A, B)]. (4.38)

1
d(u)
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Uma vez que G ¢ livre de K412, conclui-se que A(G[A4]) < sel'(v)NA < sse
v € B, portanto

2e4 = Y _d(v) < s|Va| = sd(u)

vEA

=Y [Pw)nA] <) wvs=(n—d(u)—1)s.

vEB vEB

Substituindo estas desigualdades em (4.38) concluimos que

F(u) <d(u)+1+ d(lu) [sd(u) + ns — sd(u) — s,
ou seja,
Flu) < d(u) + 1+ W. (4.39)
Olhemos para
f({E)::l?—i-l—i—(n_:L_l)S, x> 0.

Note que f(z) é convexa, uma vez que, f(z) > f(y)+ f'(y)(z —y) para todo z,y > 0.
Sendo assim, para z,y > 0 et € (0,1) tem-se

F(A =tz +ty) < (1 =) f(x) +1f(y) < max{f(z), f(y)}.
Considerando que o intervalo como (s + 2,n — s — 2), conclui-se que
F(u) <max{f(s+2), f(n—s—2)}. (4.40)

Mostremos que

e f(s+2)<n
Sen>s>+4s+6
(n—1)s
2) = 3+ —
f(s+2) s+d3+
B 52+ 45+ 6+ sn
N s+ 2
n—+ sn
- s+2
< n.
e fln—s—2)<n
Sen>s?+2s5+2
(n—1)s
C5—9) = p_s—14 )7
f(n—s—-2) n—s +n—s—2

n?+n(—=3—s)+s*+2s+2

n—s—2

- n’+n(=3—3s)+n
- n—s—2
n? —2n — sn
S -

n—s—2
= n.
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d(w)

Por hipétese n > s% + 65 + 6, portanto ambas desigualdades valem, assim

F(u) <max{f(s+2),f(n—s—2)} <n.

Conclui-se, portanto que para A(G) <n — s — 2

AMQ) < max {F(u)|lu € V(G) e d(u) > 0} <n. (4.41)

Resta mostrar o mesmo resultado para A(G) >n — s — 1.

Por contradi¢do supomos A(Q)) > n, bem como tomemos w € V(G) tal que
= A(G). Tomemos o conjunto A = I'(w) e o conjunto B = V(G) \ (AU {w}), de

forma que |B| =n —1—d(w) < s.

Considerando, também x = {x, x5, ..., x,} autovetor unitirio ndo negativo asso-

ciado a A(Q), tal que os indices i indicam a qual vértice o valor de x; esta relacionado.

Tomemos u € A, tal que x, = max |z;| e v € B, tal que z, = max |z;|.
i€V i€V

e Mostremos que z, < 2e Ty <
n

Mostremos que d(u) <2s+1 e d(v) < 2s— 1.

Note que,
dlu) = 14+ |I(u)NAl+ |I'(u) N B|
< 1+4+s+|B]
< 14 2s, (4.42)

onde o numero 1 indica a conexao de u com w pela construcao feita, uma vez que,
por [I'(u) NA| < s. Caso fosse vélido d(u) < s+1 e d(w) < s+ 1, existiria um K41 o,

o que contradiz a hipétese do teorema.

Observe, também que

div) = [I'(v)NA|l+|T'(v)N B|
< s+ |B| -1
< 2s—1,

uma vez que |I'(v) N A| < s, pois se fosse verdadeiro que d(v) < s+1e d(w) < s+1,
existiria um K, o contradizendo a hipétese do teorema. Assim como foi considerado
que |I'(v) N B| = |B| — 1, uma vez que v ¢ I'(v), e v € B.

2

— n"
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Olhando para a equagdo @x = A(Q)x e interpretando-a a partir da Defini¢ao 1.2.4,

observando, em especial, a linha correspondente ao vértice u,

Qua -+ GQuu -+ Quuw Ly, = A(Q) Ly

Gu,1 s Qu,w on Ly

encontramos a seguinte expressao

QuuTy + Z Ty + Z Ty + QuuwTew = )\(Q)Ccuu
vel(u)NA vel'(uw)NB

que pode ser reescrita como

dw)z, + > W+ D Tyt Tw = MNQ)Tu.

vel'(u)NA vel'(u)NB

Usando o que ja foi demonstrado no topico acima, e lembrando que tratamos de um

vetor com entradas unitarias podemos concluir que
AMQ)xy < (25 + 1)y + STy + ST, + 1. (4.43)
Reorganizando esta desigualdade obtém-se

(AMQ) —3s — Dz, <1+ sx,,. (4.44)

Analogamente, para a linha correspondente ao vértice v,

QU,l s Q'U,v s QU,w Ly = A(Q) Ly

qw,1 cee Qu,w Loy Ty

encontramos a seguinte expressao

QuoTy + Z Ty + Z Ty + Qouwley = )‘(Q)xva
vel'(v)NA vel'(v)NB
que pode ser reescrito como
d(v)x, + Z Ty + Z Ty + Ty = AQ) .

vel'(v)NA vel'(v)NB

Usando o que ja foi demonstrado no tépico acima e lembrando que v ¢ I'(v) mas
v € B, obtém-se
AMQ)xy < (25 — 1)xy + 52y + (s — 1)y, (4.45)



4.6. Demonstragio para o Teorema 3.3.3 87

Reorganizando esta desigualdade tem-se

(MQ) — 35+ 2)x, < sy, (4.46)

Substituindo a cota superior para x,, obtida a partir de (4.44) em (4.46) encontra-se

1+ sz,

Q) —3s 1)’ (447)

(MQ) =35+ 2)x, < s

uma vez que supomos por contradi¢do que A(Q)) > n, podemos usar esta desigualdade
junto de outras operagoes em (4.47) a fim de simplificd-la, como mostrado a seguir,

ao considerar n > 4s + 1.

1+ sz,
A — 2 < §———
= i + i ST
(n—3s—1) (n—3s—1)""
s
< - .
- (n_38_1)+sa:v

Isolando x,, e usando o que foi suposto por contradicdo, e considerando n > s2+4s+1

tém-se
< s
x'U —
(n—3s—1)(\NQ) —4s+2)
< s
- (n—3s—1)(n—4s+2)
< i .
= s(s+1)(n—4s+2)
Portanto,
1
Ty
(s+1)(n—4s+2)
< 1
~ 2(n—4s+2)
2
S —
n

considerando que s > 1, por hipétese, ¢ que n > 185=2,

Analogamente para x, encontramos a seguinte sucessao de desigualdades, ao usar
A(Q) > n e substituir 2, por 2 em (4.44).

< 1+ sx,
- n—3s-—1

1+3%
n—3s—1

Ly
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Por hipétese n > s% 4 6s + 6, portanto

2s
- < 1+s2+65+6
Y= n—=3s—1
< 1+1/3
- n—3s—1
< 4
~ 3(n—3s—1)
2
S _
n

com n > 9s + 3.

Chegando ao fim desta demonstragdo, observamos o produto interno de ) com o

autovetor unitario nao negativo x, das seguintes maneiras

(@x,x) = MQ)x,x)
= AM@) x,x)
= Q)

d(U1>l’1 + Z ZT;

{1,i}€E(G) I
(@x,x) = < : | >
d(vp)z, + X @ Ty,
{n,i}eE(QG)
= dv)zi+z Yzt +dv)rl +r, Y, @
{1,i}€E(G) {n,i}eE(G)
= > x? + 22w + x?
{i.7}eE(G)
= > (wtay)
{1.7}eE(G)

concluindo que
> (mt )’ =XQ). (4.48)
{i.reE(@)
Relembrando a notagao inicial, foi escolhido w € V(G), tal que d(w) = A(G).
Definiu-se os conjuntos A = I'(w) e B = V(G) \ (AU {w}) com |A] < se |B| <s, a
fim de evitar um K, ;. Tomamos, também u € A, tal que z,, = 11161%5 |z;| e v € B, tal que

Ty :%%{‘xA

Olhemos para o grafo induzido G’ = G[AU{w}| com n' = |V(G')| e A(G') =n' —1.
Note que o A(Q) associada ao grafo G, pode ser interpretado da seguinte forma, quando
associado a igualdade proposta acima.

Z (xi—i—xj)Q: Z (ZEZ'—I—:L‘j)Q—i— Z (mi—l—xj)2+ Z (xi—i—xj)Q. (4.49)

{i.4}€B(G) (i3} B(C") {i.j}eBp (i.J}eE(A,B)
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Em particular,

{i,j}eE(G") {i,j}€E(G)
e
Yo (mitz)’+ DY (mi+z)’ < Y (metm)’+ Y. (zutwe)’ (451)
{i.it€EB {i,j}Y€E(A,B) {i.j}€EB {i,j}eE(A,B)

Usando a igualdade (4.48) em (4.50), e uma vez que A(G’') = n' — 1 apliquemos o

resultado da Proposi¢ao 3.3.1 e operemos sobre o mesmo.

Z (%‘"‘%’)2 < MQ)

{igreE(G)
n+2s 1

< 5 +§\/(n’—23)2+83

) \/(n’ —25)2 +8s — (n' —2s)
= n+ 7
= n + 1

\/(n’ —25)2+8s+n'—2s
2s

/

< n'+ v (4.52)

Usando o fato de que x, < % ex, < %, e que os somatorios podem ser limitados

superiormente pelos nimeros de arestas eg e é(A, B) em (4.51), respectivamente temos

S eyt Y @) < (22 vean (e 2)

{i.j}€Ep {i,j}eE(A,B) non
s \16 5,16
(2=
< e —
2452
< nj . (4.53)
Combinando as cotas (4.52) e (4.53) em (4.49),
2s 245>
AMQ) <n' + s T (4.54)

2s
z—2s’

Olhemos para a funcao f(z) =z + que é uma fungao convexa para r > 2s.
Uma vez que n’ <n —1e quen’ > n — s pela construcao de G’ através de G ocorre que

para o intervalo (n — s,n — 1) a fungdo f pode ser limitada da seguinte maneira

2s
T — 2s

T+

< { L% I }
maxin—s+———— n— - = .
- n—s—2s’ n—1-—2s
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Usando os fatos de que n —s <n—1, s > 1 e n > 3s + 2 consegue-se mostrar que o

maximo ¢ atingido em

I
n J— e —
n—1-2s’
e portanto (4.54) pode ser reescrita como
2s 2457

MQ)<n—1+ (4.55)

n—1—2$jL n? -’

Através das aproximacoes feitas a seguir chega-se a contradicao do fato suposto
inicialmente, A\(Q) > n, logo A\(Q) < n.

2s 245*
N@) < n_1+52+65+5—23+(52—1—65—1—6))2
o 24
AT W A Py gy
< n—1+2+%
- 5 49
< n.

4.7 Demonstracao para o Corolario 3.4.1

Abaixo apresentamos a demonstragao detalhada do Corolério 3.4.1.

Demonstracgao

Através dos itens 1, 2 e 3 da Proposicao 1.2.2, e pela hipotese de que G é um grafo

com n vértices sabe-se que 0 e —"+ sdo autovalores associados a matriz £(G).

Portanto, para G = K,,, sempre sera verdade que
A = max|l— X\(L)]

i#En

_ ‘1 _

a1
n—1

Sendo assim, pelo Teorema 3.4.1 tem-se que qualquer grafo livre de K;1; com n

b5

vértices tem no maximo

arestas. ]
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4.8 Demonstracao para o Corolario 3.4.2

A seguir sera apresentada a demonstracao ao Corolario 3.4.2.

Demonstragao

Note que

vol 91, 3(G) = nk™2*3

vol(G)' ™2 = (nk)'™2,

uma vez que G é um grafo k-regular com n vértices. Em particular

1 (R
(nk=2+3)((nk)=2)  \n)
que, quando aplicado em (3.14) reduz-se a igualdade desejada.

Além disso, pelo Teorema 3.4.1 tem-se que qualquer subgrafo de G livre de K,

com n vértices tém no maximo

arestas. O






93

Conclusao

A atual expansao da teoria espectral de grafos, seu facil uso e aplicagdo, sua relagao
direta com a teoria matricial, juntamente com os problemas nao solucionados de Turan
e Zarankiewicz compoem o que vem sendo categorizado como teoria espectral extremal
de grafos, como é mencionada em (HE; JIN; ZHANG, 2013; NIKIFOROV, 2011). Tal
teoria foi abordada nesta dissertacao, ao escolhermos compreender plenamente o método
de demonstracao de cotas espectrais associadas ao problema de Zarankiewicz e em um

caso especial para o problema de Turan.

A retomada de cotas espectrais no Capitulo 3 foi motivada devido ao atual de-
senvolvimento da drea. A motivagao surgiu em (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI,
2016), despertando a curiosidade dos envolvidos a buscar resultados similares, associados
a tal problema. Ja no Capitulo 4 buscou-se trazer ao leitor, de forma clara e plena, as
demonstragoes associadas aos Teoremas 3.1.2, 3.1.3, 3.1.5, 3.2.1, 3.3.3, aos Corolarios 3.4.1,
3.4.2 e a Propriedade 3.3.1, acompanhadas de uma revisao histérica de solugoes existentes,
tanto para o problema de Turdn, quanto para o de Zarankiewicz, apresentada no Capitulo
2.

Tal investigagao visou reunir os principais métodos de demonstracoes espectrais a
fim de solucionar o problema de Zarankiewicz associado a matriz Laplaciana normalizada.
Entretanto, percebemos que tal abordagem nao ¢é tao simples, uma vez que ao manipula-la
encontram-se numeros irracionais, dificultando muito o processo de simplificacao algébrica.
Uma sugestao para o futuro seria utilizar tais métodos, adaptando-os a grafos com peso,

como sugerido por Butler (2016).

Além do estudo que buscava a complementacao da lacuna existente para a matriz
Laplaciana normalizada, este extenso compilado de cotas espectrais nos instigou a com-
preender melhor a relagao entre os indices e o nimero de Turan, diretamente relacionado
ao numero de Zarankiewicz. Motivados por tal, construimos a tabela a seguir, a fim de

associar as cotas provadas anteriormente com o niimero de Turan.
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Matriz | Referéncia Cota para o numero de arestas

Babai e Guiduli

(2009) ex(G, K ) < (s —1)Y/2n

5 + O(n/2sM%)

n o n 1
<24 _ _ il
ex(G, Ks2) < 1T 2\/(5 (n—1)+ 1

Nikiforov (2010)

—_

1 1
ex(G, Kst) < 5(8—t+1)1/tn2_1/t+§(t—1)n2_2/t+§(t—2)n

L Aharoni, Alon e

3nA 1 An
Berger (2015) < 2= (2 = 1 ) ="
ex(G, Ki4) 5 % _ 9 +o(1) 5

Q Freitas, Nikiforov e

. 2
Patuzzi (2016) ex(G, Kyp12) < n ;2ns

+ g\/(n— 25)? + 8s

Tabela 2 — Cotas propostas para os indices de A, L e () reescritas de forma que limitam
superiormente o numero de Turan.

As ferramentas utilizadas na conexao entre tais resultados sdo apresentadas no

Capitulo 1, e compoem a seguinte relagdo principal.

(G, K,,) < nA(A) < nA(Q) < n(3A — (L)) < nA(3 — \(L))
’ 2 4 2 9

Infelizmente, nao é possivel realizar uma comparagao entre todas as cotas apresentadas

acima, uma vez que trabalhou-se com a exclusao dos mais diversos grafos bipartidos.

Dentre as comparagoes viaveis, sabe-se da literatura, que a cota proposta por
Nikiforov (2010) melhora a cota proposta por Babai e Guiduli (2009). Para a exclusdo de
um K » para todo s > 2, podemos comparar as cotas provenientes de (NIKIFOROV, 2010)
e (FREITAS; NIKIFOROV; PATUZZI, 2016) - esta tltima com uma pequena modificagao
para que comece em s > 2 e nao em s > 1. Pelo o fato de que A\(A) < @ conclui-se que
a cota de Nikiforov (2010) ainda é a melhor possivel. Nos demais casos, nada pode ser
concluido.

Como trabalho futuro sugerimos a busca por cotas mais justas para as matrizes

Laplaciana e Laplaciana sem sinal, juntamente com a comparagao entre os resultados
espectrais apontados no Capitulo 2 - especialmente os obtidos a partir do ano de 2013.
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Propomos, também a busca por uma cota ao problema de Zarankiewicz associada a matriz
Laplaciana normalizada, uma vez que nao foi encontrado nada a respeito na literatura até
0 momento.
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APENDICE A — Algebra Linear

Neste espago abordamos alguns resultados da algebra linear, usados como ferra-
mentas no texto. Para mais informagoes recomendamos a consulta de (AXLER, 1997) e
(FRANKLIN, 2000).

A.1 Definicoes e proposicoes

Defini¢ao A.1.1 (Transposta de uma matriz). A transposta de uma matriz é formada
pela troca das linhas e colunas correspondentes, ou seja, se as entradas da matriz M sao

m;;, as entradas de tal matriz transposta, MT, sdo m;;.

Definicao A.1.2 (Submatriz). A submatriz de uma matriz M é formada através da

escolha de certas linhas e colunas de M.

Defini¢ao A.1.3 (Matriz Simétrica). Uma matriz M de ordem n x n é dita simétrica se,

para todo 1 < 4,5 < n, m;; = m;;.

Defini¢ao A.1.4 (Matriz Irredutivel). Uma matriz M € dita irredutivel se, para todos
0s pares de indices 1 # j, oum;;j # 0 ou existe um conjunto de indices py,...,p, tal que

Mip, 7 0,y o 0, oo My p. 7 0,my, 5 # 0, com os indices i,p1,...,pq,J distintos.

Definigao A.1.5 (Produto Interno). O produto interno em um espago vetorial finito
dimensional X sobre R é uma fungio que leva cada par ordenado (x,u) de vetores em um

nidmero (x,u), e satisfaz as sequintes propriedades:

o Positividade

(x,x) > 0 para todox € X

o Nulidade
(x,x) =0 se, e somente se, x =0
e Distributividade
(x +w,u) = (x,u) + (w,u) para todo x,u,w € X.
o Associativa
(ax,u) = a(x,u) para todoa € R ex,u € X.
o Comutatividade

(x,u) = (u,x) para todox,u € X.
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Um dos exemplos mais importantes de espaco vetorial com produto interno é o R™, onde

seu produto interno é definido da sequinte forma
(x,u) = zuy + ToUg + -+ + Ty,
para x = (x1,29,...,x,) € R" eu = (uy,us,...,u,) € R"

Definigao A.1.6 (Norma vetorial). O tamanho de um vetor x € dito norma de X e €

denotado por ||x||. Tal medida por ser determinada da sequinte forma

[l = /(% x),

onde (x,x) representa o produto interno do vetor x com ele mesmo.

Definicdo A.1.7 (Operador auto-adjunto). Um operador M : R" — R" ¢é dito auto-

adjunto se, para quaisquer vetores x e u € R™ temos a sequinte propriedade:
u! Mx = x! Mu.

Proposicao A.1.1. M : R* — R"™ é um operador auto-adjunto se, e somente se, sua

repreentag¢ao matricial M = [m; ;| é simétrica em relagao a uma base ortonormal.

Definigao A.1.8 (Quociente de Rayleigh). O quociente de Rayleigh é a fungdao descrita
abairo que associa um vetor nao nulo X a uwm escalar através da matriz real e simétrica
M, havendo a possibilidade de ser escrito em termos do vetor unitario u = ﬁ

xT Mx
T

=u’Mu (A.1)

X X

A.2 Teoremas

Teorema A.2.1 (Teorema Espectral). Para todo operador auto-adjunto num espaco
vetorial de dimensao finita munido de produto interno, existe uma base ortonormal formada

por autovetores.

Teorema A.2.2 (Principio de Rayleigh). Se M é uma matriz real e simétrica, pui seu

maior autovalor e ||u|| =1, entdo
g1 = maxu’ Mu. (A.2)
u#0
Demonstracgao
Seja u',u?,...,u” um conjunto completo de autovetores satisfazendo

Mu' = p;u’
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1 caso contrario.

(u') "o’ = { ; se1=1J

Tal conjunto completo existe pelo Teorema A.2.1, visto que M é real e simétrica.

Estes vetores formam uma base para o R"”, de forma que cada vetor unitario u

pode ser representado pela combinagao linear desta, ou seja,

u=cu +cui+--+cu

Um vez que tratamos de um vetor qualquer unitario u observamos que

l=u"u = Y Y ()
g

= e+ e+ + el

mas
i
Mu = Z G ;A
i
entao

u’ Mu

ey cj(u)
i J

= e’ + polea + -+ pnleal?
< wllal + el + -+ eal).

Uma vez que foi mostrado previamente que
s + leaf* + -+ eal* = 1,

conclui-se que
u’ Mu < 41

O

Teorema A.2.3 (Teorema de Gershgorin). Todo autovalor u associado a uma matriz

M = [m; ], de tamanho n x n, satisfaz, pelo menos, uma das sequintes desigualdades

l—mis| < > myjcoml<i<n. (A.3)
1<j<n
J#i
Demonstragao
Seja u = (uy,ug,...u,) autovetor associado ao autovalor p e |uy| = nax lu;l.
<j<n

Considerando que p é autovalor de M, tem-se
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e portanto

Sendo assim,

(0 —mpp)u+ Y (—=my)u; = 0.

7k
= mygellue] = > mejuy
7k
< > Iml|uy]
7k
< > |mg|ugl.
ik

Dividindo esta ultima por |uy| > 0, concli-se que

= | < Il
7k

]

Corolario A.2.1. Seja M uma matriz irredutivel, de elementos ndo negativos, e p um de

seus autovalores. Entao, para todo autovalor p vale

1<i<n

1| < max > my ;. (A.4)
j=1
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APENDICE B - Combinatéria

A seguir apresentamos resultados em combinatéria utilizados nos capitulos anteri-
ores desta dissertacdo. A fim de mais informagoes recomendamos consultar (GUIDULI,
1996).

B.1 Propriedades

Propriedade B.1.1. Dadosr € Z%, x = {x1,...,x,} e W C {1,...,n} temos
(Z xl> < WY ad. (B.1)
iew iew
Demonstracgao

Basta notar que o primeiro lado da desigualdade ¢ menor que a soma de todos
os elementos com grau r vezes o arranjo de |W| elementos tomados em grupos de r — 1

elementos. O

Seguindo diretamente da desigualdade (B.1), tem-se a seguinte propriedade.

Propriedade B.1.2.

(Z ) (Z ) < WY o, (B.2)

ieW icW icW
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APENDICE C - “A spectral

Turan Theorem?”

Neste espaco apresentamos resultados de dlgebra linear aplicada a matriz Laplaciana
normalizada e os lemas propostos por Fan Chung em (CHUNG, 2005). Fornecemos o
suporte tedrico encontrado em (CHUNG, 1994), a fim de possibilitar a prova do Teorema
3.4.1.

C.1 Definicoes

Uma vez que L é simétrica, seus autovalores sao todos reais e nao-negativos. Este
fato pode ser verificado ao calcular o quociente de Rayleigh de £ considerando g uma
autofungao que leva um vértice v de G em um valor real g(v), da seguinte forma:

{9.Lg) _ (9, D'*LD ')

(9.9) (9.9)
1/2

Note que quando se toma f = D~%2g com D~'/? um operador autoadjunto obtém-se a

seguinte sucessao de igualdades, de forma que a afirmacao feita acima é verificada.

(9:Lg) _ (D', LD"'2g)
(9,9) (9,9)
_ (L)
(9,9)
_ (f,Lf)
<D1/2f'7 D1/2f>
_ Zw(f(U)—f(v)z. (1)

Yvev(c) d()f(v)

De fato, tomando 1 o vetor de uns, tém-se que D'/?1 é uma autofuncio de £ com

autovalor 0.

Podemos também caracterizar os outros autovalores de £ em termos do quociente

de Rayleigh, por exemplo, o maior autovalor satisfaz

S f) )
ML) =i ) (©2)

C.2 Lemas

Lema C.2.1. Suponha k um valor real (possivelmente negativo) e um grafo G com n

vértices cujos autovalores Laplacianos normalizados N\;(L) satisfazem \ = max 1-=X(L)] <
1F=n
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0. Entdo para quaisquer dois subconjuntos X eY de vértices, o k-peso de X e Y, denotado

por
(X, Y) =2 > du)d(v),
ueX veY, v~u
satisfaz
volg1 (X)volp1 (Y
ek(X, Y) — k+1(?]0l><G)k+1( ) S 0 Uolzk+l (X)U0l2k+l(Y). (03)
Demonstracgao
Seja
du)*, seue X
Ux(u) = { () .
0, caso contrario.
Note que
er(X,Y) = (¥x, AYx)
e que
A= DY*(I - £)D'?,
logo
ex(X,Y) = (bx, DVA(I — L)DY*y).
Assim podemos reescrever o lado esquerdo da desigualdade (C.3) como
12,7 1/2 o V0l 1 (X)vol1(Y)
Note que
volg11(X)volg1(Y) _ Xuex d(u)* 1Y, ey d(v)kHt
vol(G) vol(G)
o ZueX ZUEY d(u)kJrld(v)kJrl
B vol(Q)
_ Suex Soey dwtd(wd(w)tdw) )
vol(G) '

Supondo | X| =1 e |Y| = m a igualdade (C.5) pode ser reescrita como o seguinte
produto matricial

1 1
YL DY’ dx o7 Dy >y (C.6)

\/UOZ(G) \/vol(G)

[\/d(w) ' [ fd(u) ]
O .
pY2 _ d(uy) by = d(u;)
" d(11) ’ d(vy)
0
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tal que v; € V(G)\ X com 1 <i<n-—1-1,

d(vy) ' d(v;)

DY2 _ d(vm) by = \ d(vm)
i 7 Vd(wr)

d(wn—m—l) i L d(wn—m—l) ]
tal que w; e V(G)\Y,1<j<n—-m-—1le
d(vn) ]
T k k d(UM)k
Y= dw) d(u)* 0 0], vy = ;
L 0 -

Ressaltamos que os subindices X e Y em ¢ e DY/? indicam que o vetor e a matriz
tiveram suas linhas e colunas reorganizadas de maneira que o conjunto indicado aparecesse

no canto superior esquerdo.

Uma vez escrita como o produto de matrizes, e tomando D}f = D;,/ *=DWY2¢

dx = ¢y = ¢ a igualdade (C.6) pode ser interpretada como o seguinte produto interno
(x, D' g5 o D' *ipy).
Substituindo esta equacao em (C.4)
’W)x, DY2(I — L)D'?yx) — <¢X,D1/2¢g¢oDl/Q¢Y>’
e realizando a operacao de adi¢ao de produto interno, obtém-se
[(wx, DVA(I = £ = ¢ 60) D0y )| . (C.7)
Note que,

(W, DY?(I = £ = 6§ 60) Dby )| < D[] = £ = ¢ doll[| D> ||

e que
17— £ — ool < 1T = L]+ [l¢g oll-

Em particular,

165 ¢oll = 0
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uma vez que a matriz ¢l ¢y possui espago nulo de tamanho n — 1, ou seja, ¢ uma matriz

singular e, portanto, todos os seus auto valores sao nulos.

E |[I — L]] < 6, do fato que G C F;, ou seja, max;zo |1 — N\i(L)| < 9§, e dado 7y

autovalor associado a matriz I — £ tém-se

0 = det[(I — L) —~I]
= det[(1—~)I—L].

Tomando A = (1 — ), temos que y =1—\ e

0 = det[—(L — \I)]
= (=1)"det|C — ],

logo A é autovalor associado a L.

Assim,

1 = £I| = max || = max |1 = Al < 6.
i#n i#£n
Lembramos que,

IDV2yx| = " d(u)'?d(u)* = y/volopi1(X)

ueX
(S
D2y || = 3 d(v)2d(0)" = \fvolaga (Y),
veY
portanto,
[(x, DY2(I = £ = 68 60) Dby} < 0l 1 (X)8\fvolagss (V). (C.8)

]

O lema a seguir ¢ uma consequéncia do lema apresentado acima quando tomamos

k =0, e, portanto, tera sua prova omitida.

Lema C.2.2. Seja G um grafo com n vértices, \;(L) os autovalores associados a sua

matriz Laplaciana normalizada satisfazendo mfx |1 — Ni(L)| < 0. Para quaisquer dois

subconjuntos X eY de vértices, é(X,Y) denota o nimero de pares ordenados (x,y) onde
{z,y} é uma aresta e x € X ey €Y. Entao é(X,Y) satisfaz

&(X,Y) - W‘ < 6y/vol(X)vol(Y) (C.9)

Além da necessidade do Lema C.2.2 precisamos das seguintes estimativas.
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Lema C.2.3. Seja G um grafo com n vértices, cujos autovalores Laplacianos normalizados

M\i(L) satisfazem \ = m;éax I1—X(L)| < 0. para qualquer valor real k e qualquer subconjunto
X de vértices de G, temos

Z L (UOlk(Fx(u)) . d(u)vOlkJrl(X

AR
— ) < $%vol X). C.10
2 d(u) val(G) ) =0 volrn(X) (C.10)
Demonstragao
Seja
du)* seue X
Ux(u) = { .
0 caso contrario.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se
I(1 = £)DY 2 || < T = L[[[DY?ex].
Sabe-se que
I—-L=D"?AD™"?
e
=Ll <o
uma vez que G C Fs, como ja demonstrado na prova do Lema C.2.1, portanto
D=2 Apx|| < 8] D2 |- (C.11)

Olhemos para a diferenca entre D~'/2A¢x e a projecio de DV/?1)(X) em D21,
com 1 vetor unitario, ou seja,

D2 Ay — (D', D'?1)

D'?1. C.12
vol(G) ( )
Em particular a equagao (C.12) pode ser reescrita como
_ L1 (X)
D12 Ay — ) i/ C.13
¥x vol(G) ( )

Supondo que |X| = [, esta equagdo pode ser representada matricialmente por

1 -

1

d(u;)k
\/mzmwul (u>
0
0

d(u;)k [
\/mzmmh (u)

voly41(X)
vol(G)

v0li41(X)
vol(G)

0

d(uy)

d(uy)
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Tomando a norma vetorial ||z|> = 3!_, 22, e notando que
> d(u;)* = voly(Tx (uy))
Uj~U;

para todo 1 < j <[, tém-se

volg11(X)

D'*1
vol (@)

HD_l/zA@bX —

L (vol(Tx () 0l (X)/d(m) )
B Z( d(u;) vol (@) )

1 vOlj41 ’
— Z m (volk(FX(U)) — vol(G)d(u)>

IN
IS
20
<
QS
irt
)1
~
s
—
[\

logo
v0ly11

%dl (”dk Tx(u)) — UOZ(G)d(U)> < | D2 Ay .

Pela desigualdade (C.11) juntamente com o fato de que

1D 2yx||? = 3~ (d(w)'d(w)*)? = volyis1 (X)

ueX
obtém-se o resultado desejado
1 vol X\’
g{ W (Uolk(FX(u)) - d@)%) < %00l 1 (X).

]

Lema C.2.4. Seja G um grafo com n vértices, autovalores Laplacianos normalizados
(L) satisfazendo X = max 11 =X (L)] < 9. Seja X um subconjunto dos vértices de G e u

um vértice em X, I'x(u) a vizinhanga de u em X e R(u) um subconjunto de I'(u). Entao

Tx(u)> _ vol®(X) vol?(X) 2
uez;:( d(u) = vol2(G) 0 <5 ol (G) ) + O(87vol (X)) (C.14)
% W Z;( o vo|zv0l)( Lo (5 Uvo(jl((éi) ) + O(6%vol(X)) (C.15)
Demonstragao

A fim de demonstrar a desigualdade (C.14) note que

|FX |2 d(u)vol*(X) 1 L d(w)?vol?(X)
& ZMG>+Zd<><'F”' )
Wl X) 5 L (p = Aol ()
e+ X i (e - ) e
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Mostremos que

L (rg(uyf — A vol(X) vol’(G) oy
2 dw) (’FX( LE(E) ) =0 (5 v0l(G) ) O wol(X)).

Em particular,

S g (Irp - M)

ueX

B (ot et
I dw)eol(X) _, d(u)*vol’(X)
i uexd(“)<2|FX(u)| vol(G) 7 vol?(G) >
o (g Al
- S (M- i)
wol(X) (1 vl
- %% (o)

e Limitando o somatério A

Note que ao tomarmos k = 0 e voly(I'x(u)) = [I'x(u)| no Lema C.2.3 obtém-se a

seguinte cota superior

P (|rx<u>| - W) < vol(X).

Em particular este somatorio é nao negativo, portanto

1 d(u)vol(X)\* )
S — ) > :
2 ) (\Fx(u)\ 00l(G) > —d0vol(X) (C.17)
e Limitando o somatoério B
Do Lema C.2.2 com X =Y
vol(X)vol(X) vol?(X)

R S S P <

20l(G) < dvol(X) = wol(G) = dvol(X)



118 APENDICE C. “A spectral Turdn Theorem”

Note que o somatoério B pode ser reescrito como

vol(X) d(u)vol(X)
2Uol(G) 2 <‘FX(U)| ~ wl(G) )

ueX

vol(X) d(u)vol(X)
B 2Uol(G) (%H‘X(u)’ _ueX vol(G) )
vol(X) vol(X)
i) (5900 ey Z)
_ wol(X) vol?(X)
B 2110l(G) (vol(X) ~ wl(G) >
< 29K on(X) = Gvol(X)

vol(Q) * vol(G)

Em particular o somatorio B é nao negativo, mostremos.

Suponha
g d(u)vol(X) vol(X)
x(w)l = vol (@) = d(u) (1 N vol(G)) <0,
logo
i | < vol(X)
vol (@)

o que é um absurdo, uma vez que vol(G) = vol(X) 4+ vol(G \ X), ou seja, vol(G) >
vol(X), e portanto

vol(X)
> vol(G)
Logo,
vol(X) d(u)vol(X) vol>(X)  _wol*(X)
%ZXQUOZ(G) <|PX(U)| ~ wl(G) > 22 vol(G) 2 vol(QG) (C.18)

Usando as cotas obtidas (C.17) ) em A e B, obtemos

e (C.
1 )2vol?(X 520l volz(X) B vol?(X)
g( d(u) (’FX( Uol2 ) "X vol(G) 2 vol (@)’

em particular,

1 N d(u)?vol?(X) 200 vol?(X)
2 i (vt~ 5 ) 2 ot +o (575

A fim de demonstrar a desigualdade (C.15) note que

=5 (5] = & (o)

uex ueX )
|R(u)|” 1 d(u)vol(X)
= u%_;( d(u) uez):(d(u) (\Fx(uﬂ— vol(G)
< & ol(X)E;(@((?)'z

>2
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garantida pelo Lema C.2.3 com k = 0 e voly(I'x(u)) = |I'x(u)].

Logo,
|Px ()| R2(w)] | R(u)|vol (X) | B (w)] d(u)vol(X)
2T dw & @ X aw ('FX(“”_ vol(G) )
| R (u)[vol (X) R (u)[”
< UGZX 20l(G) 5\lv0l(X)u€ZX a(u) (C.19)
Resta mostrar
5J 1(X) 2;( @((Z))'Z < 0 ($%vol(X)) + O (522(%))
Note que,
| R(w)[?
d(u)
I s |R(u)|d(u)vol(X)  d(u)?vol*(X)
uexm |R(u)] —2 vol (@) * vol?(Q) ]
N 1 [.|R(u)|d(u)vol(X) B d(u)zvolz(X)]
| uex d(u) | vol(G) vol?(G)
1 d(u)vol(X)]*
w0 - i |
w)|vol(X)  d(u)vol*(X)
* z;(l vol(G)  wol?(G) 1

e Limitando o somatério A

Pelo Lema C.2.3 com k = 0 e voly(|I'x(u)]) = [T'x(u)|, temos

< 6%vol(X).

> i Il - e

ueX ()

E, por hipétese, R(u) C I'x(u), logo

d(u)vol(X 1 d(u)vol(X)
vol(Q) ] %df [|Fx )= vol (@)

1 2

2 a0

ueX <>

I -

Assim, combinado estas desigualdades obtemos a seguinte cota de A

1 d(u)vol(X)]?

UGZX d(u) l|R(u)| T Tl < 6 vol(X) (C.20)
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e Limitando o somatério B

Note que,
[R(u)|vol(X) d(u)vol?(X) vol(X) L) vol?(X) "
uer [2 vol(G) vol?(G) ] 2vol(G) u€X|R< ) vol?(@) uexd( )
_wol(X) vol?(X)
B 2vol(G) o [B(w)] = vol?2(G)
Uma vez que, R(u) C I'x(u) tem-se |R(u)| < |I'x(u)|, e, portanto
|R(u)|vol(X)  d(u)vol*(X) vol(X) vol?(X)
uEZX [2 vl(G)  vol2(G) ] = 2vol(G) uEZX P (u)] = vol?(G)
vol?(X) B vol?(X) (C.21)

vol(G)  wol?(G)’

Usando as cotas obtidas (C.20) e (C.21) em A e B, e multiplicando a desigualdade
por vol(X), obtém-se

B < S0 000
_ vol*(X) ’ vol*(X) vol*(X)
— [5UOZ(X)+ vol(G)] +2(1—9) 20l(G) QUOZQ(G)
: [5vol(X>+U:(fl(<g>] +c(0),

com ¢(d) uma constante que depende de 0.

Tomando § vezes a raiz da tultima desigualdade acima conseguimos observar o
seguinte

5J UOZ(X)uZ((Z))P < 9 [51}0[()()—1- vvool;((g))] +cs
= J _52vol(X) + %] + c(0%)

< 0 (*vol(X)) +0 (%) .

Portanto,

T x (u)]| R(u)| | R(u)|vol (X) vol?(X)
2w S% ol(G) +O<5

ueX

Uma generalizagao ttil do Lema C.2.4 é o seguinte
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Lema C.2.5. Seja G um grafo com n vértices, \; seus autovalores Laplacianos normali-
zados satisfazendo X = |1 — ;| < §. Suponha X um subconjunto de vértices de G e i um

valor nao negativo. Entao

) vol®, (X vol_j 1 (X)vol_gq (X
UEZX d(ul)iJrl vol”;(I'x (u)) = vol;(C(?)) (5 (UO)Z(G) ( )> (C.22)
) d(ul)iﬂvoli(FX(u))voli(R(u)) < (C.23)
UOl_H_l (X) 1 —UOl_i+1(X)UOl_2i+1(X>
vol(G) 2= dluyi(wy O (A vol(G) ) |

Nao apresentaremos a demonstracao deste lema, uma vez que esta decorre da

generalizagdo dos passos seguidos para a demonstragao do C.2.4.

Por fim apresentamos o ultimo lema necessario a demonstracao do Teorema 3.4.1
cuja demonstracao utiliza a desigualdade de soma de poténcias proposta no exercicio 12.4

de Steele (2004), facilmente demonstrada usando as propriedades de logaritmos.

Lema C.2.6. Seja X um subconjunto de vértices de G e a < 3 walores nao negativos.
Entao
vol_o (X )vol_p(X) < wvol_qi1(X)vol_g_1(X). (C.24)

Demonstracgao

A desigualdade (C.24) segue diretamente da seguinte versao geral da desigualdade

de Cauchy-Schwarz para x;, 1 <1 < n, nimeros positivos e 0 < a <

(o) (5] = () (57

onde as entradas z; correspondem aos graus d(v;). O
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