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RESUMO

Wavelets sao descritas como sendo capazes de dar tanto resolucao em frequéncia
como resolucao temporal a um sinal. Este trabalho revisa o que é o dominio da frequéncia
em um espaco de dimensdo finita, como o RY e apresenta como a Transformada Wave-
let Discreta e a Mazimum Quverlap Discrete Wavelet Transform podem ser usadas para
decompor um sinal em diversos componentes de escalas, que podem ser vistos como com-
ponentes de frequéncia ou componentes temporais. Entao uma aplicacao para a estimacao
do nucleo de inflagao para o IPCA oficial brasileiro é apresentada. Ela consiste em obter
uma Anadlise Multirresolucao baseada na wavelet Daubechies 2 e estimar a inflacao subja-
cente, ou removendo-se niveis detail, ou aplicando um algoritmo de threshold. Por tltimo,
alguns testes de qualidade de medida sugeridos pela literatura sao executados. Isso é feito
com o conjunto completo dos dados e com um conjunto restrito, obtido com um método

baseado em wavelets para deteccao de quebras estruturais em séries temporais.
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ABSTRACT

Wavelets are described as being able to give both a time resolution and a fre-
quency resolution to a signal. This work reviews what is the frequency domain when
represented by a finite dimensional space such as the RY and presents how the Discrete
Wavelet Transform and the Maximum Overlap Discrete Wavelet Transform can be used
to decompose a signal in several scale components, which can be viewed as frequency
components or as time components. Then an application to the estimation of the core
inflation for the official Brazilian CPI is presented. This is done by obtaining a Multi
Resolution Analysis based on the Daubechies 2 wavelet and estimating the underlying in-
flation rate by either removing detail levels completely or applying a threshold algorithm.
Lastly, a few tests of quality of measurement proposed by the literature are performed.
This is done with the full set of data and a restricted set, obtained with a wavelet method

for detecting structural breaks in time series.
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1 INTRODUCAO

A utilizagao de técnicas do dominio da frequéncia(i.e. uso de técnicas de anédlise de
componentes periédicos) para modelar e analisar problemas econémicos nao é novidade,
mesmo que, como menciona Steehouwer [56], ela nao seja reconhecida como tal. As
séries temporais, como o proprio nome diz, possuem uma identificacao com o tempo, mas
além disso, podemos estudar a forma como elas parecem se repetir, ou oscilar, com certa
harmonia, isto é, a sua representa¢ao no dominio da frequéncia. Quando econometristas
tomam diferencas de séries temporais com o intuito de torna-las estacionarias, eles estao
aplicando um filtro as séries, que como sera visto, ¢ chamado Filtro de Haar. Uma
introducao a aplicacao de ferramentas do dominio da frequéncia em economia é dada por
Steehouwer [56]. Em particular este trabalho estd interessado na discretizagao do dominio

da frequéncia.

Wavelets entram nesse contexto como filtros. Neste caso, filtros sao transformadas
lineares que agem no dominio da frequéncia selecionando certas frequéncias e alterando
suas amplitudes e fases. Assim é possivel, por exemplo, remover ruidos de um sinal, desde
que estes sejam compostos por frequéncias diferentes. Além disso, wavelets também sao
descritas por terem, além de resolucao em frequéncia, resolucao espacial, onde por espacial

entende-se algo que possua dimensao (em particular, o tempo).

A vantagem de se ter essa resolucao espacial é o ganho de flexibilidade. No
dominio da frequéncia, as coisas sao rigidas: se uma determinada frequéncia esta presente
em uma parte do sinal, entao ela esta presente em todo sinal. E ela esta presente sempre
com a mesma amplitude. Isso ndo permite detectar mudangas no sinal (imagine mudangas
de musica em uma radio). Por outro lado wavelets, além das propriedades no dominio
da frequéncia, sdo descritas por Schleicher [51, p.1, tradugao do autor.|] como ”[...] lentes
de uma camera que permitem alguém tirar fotos de uma ampla paisagem bem como dar
zoom em um detalhe microscépico que normalmente é invisivel ao olho humano.”. Isso
nos da flexibilidade de escolher como modelar um sinal; se usamos informacao localizada
(tempo) ou informagao geral (frequéncia). Para executar esta tarefa com sinais discretos

utilizaremos a Transformada Wavelet Discreta (Discrete Wavelet Transform, ou DWT).



Entre as varidaveis economicas que podem ser estudadas como um sinal esta a
inflacao, a qual pode ser vista como um sinal poluido por um ruido. Em especial, é de
interesse remover o ruido deste sinal, de forma a recuperar o chamado ntcleo de inflacao,
o qual representa a tendéncia subjacente de aumento nos precos, livre de oscilacoes de
curto prazo. O interesse dos agentes economicos em descobrir o nticleo é que, em teoria,
apenas este deve ser alvo da politica monetéaria, enquanto que efeitos transitérios podem
ser ignorados. Um breve histérico deste conceito pode ser encontrado em Wynne [63].
Contudo, nao é claro o que representa o sinal de fato e o que representa ruido. Por isso
na literatura varias medidas de ntcleo sao propostas, e em geral se aceita que uma boa
medida deve ser uma medida nao enviesada da inflacao subjacente e que seja capaz de

ajudar a predizer a inflacao futura.

Neste trabalho serao apresentadas as duas formas de se interpretar a transformada
Wavelet. O segundo capitulo vai apresentar a modelagem do dominio da frequéncia em
um espaco de dimensao finita. Os vetores serao interpretados como observagoes de um
sinal e, para estuda-los, sera visto como as funcoes sinusoides discretizadas formam uma
base para o espaco em questao. Associadas a esta base estdo as matrizeis circulantes e
com elas sera visto o Teorema da Convolugao o qual permite, entre outras coisas, estudar

as Transformadas Wavelet no dominio da frequéncia.

O terceiro capitulo usa a teoria geral da algebra linear e apresenta a DW'T como
uma transformada linearlinear, de fato uma transformagao linear ortogonal, logo in-
vertivel, de forma que as colunas de sua matriz formam uma base de RY. Serd visto
como esta base da a interpretacao temporal para as wavelets discretas. Em seguida serao
aplicadas as ferramentas vistas no capitulo 2 para ver como as wavelets também possuem
resolucao em frequéncia, e como esta resolugao permite obter com facilidade uma extensao
da DWT chamada Mazimum Overlap Discrete Wavelet Transform (MODWT). Enquanto
que a DWT ¢é ineficiente quando um sinal é amostrado em datas diferentes, a MODW'T
nao sofre deste problema, e é descrita como uma boa alternativa para utilizacao de wave-
lets com séries temporais. No fim deste capitulo sera vista uma técnica de estimacao de
sinais, desenvolvida por Donoho e Johnstone [17], chamada de thresholding, baseada nos
aspectos temporais da DWT e da MODWT e que permite estimar com mais precisao um

sinal que é poluido por ruidos.



No quarto capitulo serao utilizadas as ferramentas vistas nos capitulos 2 e 3 no
problema de obtencao do nicleo de inflacao para o caso brasileiro. A primeira utilizagao
de wavelets neste problema foi proposta por Dowd e Cotter [18] e feita para o Brasil
primeiramente por Denardin, Kozakevicius e Scmidt [16]. No presente trabalho avangamos
em relagao ao ultimo trabalho com a inclusao de medidas de niucleo com a etapa de
thresholding. Aqui a inflacao é interpretada como um sinal poluido por ruidos e é utilizada
a analise multirresolucao com wavelets para extrair o sinal dos dados empiricos. Para
avaliar se as estimativas de ntcleo sao adequadas serao feitos testes sugeridos na literatura
que confirmam se um candidato satisfaz os requerimentos tedricos para ser uma medida
de nucleo. Para fins de comparacao, junto das medidas baseadas em wavelets serao

apresentadas e testadas as medidas oficiais calculadas pelo Banco Central do Brasil.



2 FILTROS LINEARES EM R"

No livro Théorie analytique de la chaleur, publicado em 1822 [28] Joseph Fourier
(1768-1830) estudou a condugao do calor em meios sélidos e descreveu a fungao ma-
tematica que rege sua difusao por meio de séries periddicas infinitas, conhecidas hoje
como séries de Fourier [57]. Essas séries sao combinagoes lineares de fungoes senos e cos-
senos, avaliadas nas frequéncias inteiras positivas. Sob algumas hipdteses sobre a imagem

da funcao, pode-se escrevé-la como:
“+oo
f(z) = Z a; cos(2mat) + by sin(2mwat).
t=0
A representacao de fungoes em séries de Fourier introduz a ideia de dominio da
frequéncia para representar objetos que sao observados em outros dominios, por exemplo
o tempo. Um fato importante sobre a série de Fourier como mostrada é que ela é peridédica
na reta, com periodo unitario. Assim se h for inteiro, entdo f(z+h) = f(z). Isso limita
o uso de séries de Fourier a fungoes periddicas ou com suporte em um intervalo limitado,
pois sempre pode-se estender a série periodicamente fora dele. Por outro lado se f nao
for perioddica, mas for integravel, ainda é possivel escreve-la no dominio da frequéncia por
meio do que se chama de transformada de Fourier [14], dada por:
+oo
f(z) = / F(w)e*™ dw (2.1)
—o0
onde w representa o continuo das frequéncias e por razoes estéticas usa-se a férmula
de Euler para representar senos e cossenos. A funcdao F' é obtida de f por meio da
transformada de Fourier:
+o0

F(w) = (z)e*™ dx. (2.2)

—0o0

Quando se fala em representacao no dominio da frequéncia, o que se deseja saber
é quais sao os coeficientes a; e b;, ou qual é a funcao F' que satisfazem a igualdade. Caso
eles sejam conhecidos, entao saberemos a representacao no dominio da frequéncia de uma
funcao. Por outro lado, dados os coeficientes, podemos representar - no dominio do tempo
- algo que estd dado no dominio da frequéncia. Serd utilizada a notacao de Persival e
Walden [46] para representar essa dualidade: f <— (as, b)) ou f <— F. A relacdo

entre as duas fungoes satisfaz a condi¢ao para ser um isomorfismo (leva somas & somas e

4



produtos por escalar a produtos por escalar) [41]. Um dos problemas da andlise de Fourier
é descobrir em que casos este procedimento pode ser feito e como achar os coeficientes de
representacao de f. Neste trabalho sera utilizado um caso especial de transformada de
Fourier, a transformada discreta de Fourier (DTF, do acrénimo em inglés) Discrete Time
Fourier Transform. Sucintamente, a anglise feita com a DFT reescreve vetores em CV em
uma base cujos elementos sao obtidos mediante discretizacao das fungoes seno e cosseno.

Para isso Broughton e Bryan (2008) definem os vetores FEj:
By, = [e VN (2.3)

Aqui devemos notar o fato de que em (2.3) estamos lidando com vetores complexos.
Usamos o isomorfismo entre espacos de dimensao finita para poder utilizar uma base
complexa para expressar vetores reais. As entradas do vetor Ej sao os valores das funcoes

k
sinusoides de frequéncia N [46] avaliadas no instante ¢. Lembrando que o produto escalar

N—-1
complexo (,y) é dado por Z .7, definimos os coeficientes de Fourier do vetor z € C
=0
como: '
N-1
—27ikt
Xk = Z Te N (2.4)
=0

A motivacao do uso da transformada discreta de Fourier ao invés da transformada continua
é quando s0 se é possivel obter valores amostrados das fungoes que se deseja estudar em
um grid ({to,t1,...,txy_1}. Além disso, essa simplificacao facilita o estudo no dominio da
frequéncia pois pode-se usar as ferramentas usuais da algebra linear. Assim, Percival e
Walden [46], Broughton e Bryan [9] e Walker [58] fazem quase exclusivamente o uso de

algebra linear para desenvolver a teoria dos filtros de dados e das transformadas Wavelet.

2.1 Sinais em RY

Os objetos de estudo deste capitulo serao sinais obtidos ao amostrar-se uma
funcao com valores reais durante um intervalo de tempo. Por sinal entende-se alguma
informacao que é emitida por uma fonte emissora e recebida por algum instrumento de
captagcao, que faz observacoes sequenciadas de acordo com o tempo. Para esta modelagem

inicial serd utilizada a abordagem de Broughton e Bryan [9].



Suponha que em um intervalo de tempo qualquer, o qual é normalizado, sem
perda de generalidade, para [0, 1], sejam observados N valores atribuidos a um fenémeno.
O intervalo entre cada observacao, chamado taxa de amostragem, é igual a l Estes

N
valores podem ser escritos em uma lista (zg, 1, T9,...,zn_1), € fica claro que uma boa
representacdo mateméatica para as observacoes obtidas sao vetores em RY. Podemos
entao usar a estrutura deste espaco vetorial para modelar o sinal; em especial podemos
somar sinais, multiplicd-los por escalares e reescreve-los em bases diferentes. No entanto,
existem algumas preocupacoes quando se modela um sinal desta forma. Boughton e
Bryan [9] citam trés fontes de problemas. A primeira diz respeito a amostragem. Quando
se amostra um sinal de forma discreta ¢ bem provavel que ocorra perda de informacao
durante o processo, pois como a priori nao se conhece a funcao emissora, nao se saberd ao
certo se a frequéncia de observagoes é adequada ou nao. Um exemplo disso é imaginar dois
polindmios p; e py que se interceptam em exatamente N pontos. Suponha que uma fonte
emita um sinal com valores iguais a um deles. Se forem realizadas observagoes exatamente
nos pontos de intercepto, seria impossivel saber qual deles que se esta medindo. Por outro
lado se realizdssemos k > N observagoes, ja seria possivel identificar o sinal subjacente.

A questao da amostragem ¢é similar ao problema dos polinémios.

Na figura 2.1 sao plotados os pontos observados de dois polinomios de graus quatro
e nove, respectivamente, gerados aleatoriamente, mas que coincidem em cinco pontos. Se
forem realizadas cinco amostras no intervalo [0,9] e por algum azar elas forem feitas
nos instantes que eles se interceptam, é impossivel distinguir os valores, mas se forem

realizadas dez amostras, em quaisquer pontos, ja é possivel diferencia-los.

A segunda fonte de problema é a quantizacao inerente ao procedimento de ob-
servacao e armazenamento do sinal, também chamado de erro de arredondamento.
Ao utilizar aritmética de ponto flutuante perde-se alguma informacao. Espera-se que com
aproximacoes maiores (i.e. aumento do nimero de casas decimais) o problema seja redu-
zido, mas sempre existe a possibilidade de erro [9]. Como neste trabalho serao utilizados

dados provenientes de fontes externas, este erro de medi¢ao nao seré considerado.

A terceira fonte de problemas é devida ao sinal em si. A fonte emissora transmite
um sinal de acordo com algum processo, o qual pode ser tanto uma funcao deterministica

quanto a realizacao de um processo estocastico. Em qualquer caso, o sinal de interesse



Figura 2.1: Polinémios amostrados a taxas N diferentes

Taxa N =5
0.6 T

0.5 |

0.2 | | ? |

= 8 e

Taxa =10

Xz

Fonte: Elaborado pelo autor, baseado em Broughton e Bryan [9]

usualmente é observado com ruido, as vezes chamado de erro.!, as vezes chamado de
erro. Aqui serd assumido que o erro é aditivo e pode ser modelado como um sinal em si.

Desta forma se decompde o sinal da seguinte maneira [9]:
Tt = th + €t (25)

Onde x; representa o sinal observado no tempo t, ¢; o sinal de interesse e ¢; um termo
de ruido sobre o qual serao feitas hipéteses mais adiante. Denotamos a observagao do
sinal no instante t por x;, e por x := (x9,x1,...,2x_1) a amostra do sinal. Para
desenvolver a teoria dos filtros nao é necessario assumir a existéncia do termo de ruido
entao por ora assume-se que é um vetor nulo. Sucintamente, quando se aplica um filtro
em um sinal, tanto discreto como continuo, estamos agindo em uma base do espago ao

qual este sinal pertence e modificando os coeficientes da combinagao linear entre os vetores

I'Em econometria chama-se o ruido de erro de previsio, ou em modelos de crescimento econoémico, de
medida de nossa ignorancia [39]. Neste trabalho serao utilizados os termos erro ou ruido para significar

a parte do sinal que nao representa o sinal em si mas variacoes decorrentes de fontes externas.



que o geram. Voltando a (2.3), se construirmos os vetores Ej para k inteiro, entao esse
conjunto de N vetores serd uma base para CV. A prova, seguindo Broughton e Bryan

[9, p. 35] é dada a seguir. Ela usa a seguinte identidade:

1 — N
l+z+224+.. +2V 1= : ° (2.6)
—Z

N N
P -, =
arak%l,k,lé( 775

} temos

=

-1
(B, B)) = e2mikr /N o2rilr [N

ol
Ll

2m’kr/N6727rilr/N

e

ﬁ
Il
=)

=

(627ri(k—l)/N)r‘ (2.7)

<
[e=]

Utilizando a identidade (2.6) com z = 2™ *=0r/N temos

1 — (ezm(k—l)/N)N

(B, Er) = 1 — e2mi(k—)/N
1— 627ri(k7l)
T 1 _ ezmik—1)/N
=0,
pois 1 — e2™k=0 = ( para quaisquer k # | inteiros e o denominador nunca se anula no

intervalo. Portanto os N vetores FEj, sao ortogonais entre si e formam uma base para

C". Logo, podemos reescrever qualquer vetor = de forma tinica como

Ja que esta base é ortogonal, onde os termos a; tém a forma

(x, E;)

a; .

’ <Ela El>
Lembrando da identidade trigonométrica cos*(z) + sen®(z) = 1, junto com a regra do
produto interno para vetores complexos, temos (F;, F;) = N, e consequentemente,

N—

(iEi, E1>E7,
0

—_

1
T =—
N

1=



o qual comparamos com (2.4) para obter

v = > XE;. (2.8)

Este resultado garante que existe uma base para todos os sinais amostrados em um
dado grid finito de pontos {to,%1,...,ty_1}, € sem perda de generalidade consideramos
ty = £.As equagdes (2.4) e (2.8) definem a transformada discreta de Fourier (DFT) e a
transformada inversa de Fourier (IDFT) para vetores em CV [9]. Elas sio as andlogas
discretas de (2.1) e (2.2). Em especial, podemos usar o fato de que cada vetor complexo
sem parte imagindria representa um unico vetor real puro e usar a base de Fourier para
estudar RY. Existe um fato importante sobre os coeficientes de Fourier de um vetor real.

Seguindo Brougthon e Bryan [9]:

= Xj (2.9)

Alternativamente, se um sinal tem a DFT tal que X, = X_; entdo este sinal sé terd

componentes reais [9]. O foco do restante deste trabalho serao estes vetores.

Para aplicar a base de Fourier a teoria dos filtros, sao feitas algumas observacoes.
A primeira delas é que cada Ej corresponde a uma fungao sinusoide de uma certa

frequéncia, pois cada vetor Ej (k fixado) corresponde aos valores da fungao

PN 2wkt w 2wkt
cos | —— isen | ——
N N

avaliada nos pontos t € {0,1,..., N — 1}. Esta fungao é periédica com periodo T €

frequéncia N Para simplificar a notacao dizemos que a frequéncia é simplesmente k, isto

é, em um intervalo de tamanho 1 a fungao executa k ciclos completos, se N for par, ou ¥/~



ciclos completos se N for impar. A frequéncia esta relacionada com a taxa de amostragem,
nao com o tamanho do intervalo, portanto falar em uma frequéncia k significa que em um
instante !/n foi executado ¥/n de um ciclo. Também nota-se que se trocissemos k por
k+ N a funcdo teria os mesmos valores para t € {0,1,2...N — 1}. Isso quer dizer que se
estivéssemos amostrando diversas fungoes sinusoides com uma taxa de amostragem de %
seria impossivel distinguir entre os valores obtidos de uma sinusoide e os valores obtidos
da sinusoide com a frequéncia deslocada em N unidades. Esse fenomeno é o problema
da amostragem apontado por Broughton e Bryan [9]. Assim como existe incerteza quanto
a qual polinomio estamos observando, existe incerteza sobre qual a frequéncia real que

observamos. No caso da andlise de frequéncias, chama-se esse fenomeno de aliasing.

Definicao 1. Os vetores Ej, para k = 0,1,2...N — 1 e com entradas dadas pelas fungoes
sinusoides ¢ V" parat =0,1,2...N — 1 formam uma base ortogonal para C chamada de

Base de Fourier.

Como consequéncia do aliasing temos o Teorema da Amostragem de Shannon-
Nyquist, que afirma que para captar frequéncias de magnitude W ciclos por segundo
¢ necessario amostrar um sinal a uma taxa amostral de % [52], com o intervalo de
tempo entre amostras fixo. Mais forte do que isso, o teorema de Shannon-Nyquist afirma
que se um sinal tem como componentes frequéncias de no maximo W, entao com 2W
observagoes a informagao sobre ele pode ser completamente recuperada. Chama-se de
frequéncia de Nyquist aquela frequéncia que representa meio ciclo dado a cada intervalo

de observagao, ou seja, a frequéncia maxima que podemos recuperar de um sinal a uma

dada taxa de amostragem. A frequéncia de Nyquist serd denotada fy.

Uma observacao que deve ser feita é que utiliza-se frequéncias negativas quando
trabalha-se com andlise de Fourier .Esta é apenas uma conven¢ao matematica [46], ado-
tada por diversos autores, ja que - devido ao aliasing - qualquer intervalo de medida
1 vai conter a mesma informagao sobre as frequéncias. Da maneira como foi definida,
a transformada de Fourier s6 considera as frequéncias positivas, mas na literatura em

geral sao encontradas frequéncias negativas. Para entender o porqué é s notar que se
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<k < N entao Ey = Ej_y. Isso implica que para provar (2.7) tanto faz k estar no

—-N N -1
intervalo [0, N — 1] ou {T, T]

N
2

Usando a notagao mencionada para relacionar uma fungao com sua série de Fou-
rier, a relagdo de x e sua transformada discreta de Fourier é dada por {z} «— {X}.

Serao utilizadas as seguintes propriedades dos coeficientes X, :

Proposicao 1.

N-1
X
(i) Xo = Z x; ou WO =7 ,onde T ¢éa média temporal dos valores de .
i=0
.. 1
(ii) Teorema de Parseval [46]: ||z|]2 = N 11X |2
3

Demonstragao. Para provar (i) basta notar que Ey é um vetor de uns. Para provar (ii),

utiliza-se (2.8) e toma-se o produto interno de cada lado por si mesmo:

1=0 1=0
1 N—-1N-1
- — XX, (E;, Ey)
=0 k=0
1 N-1
k=0
N—
1
S X, |2
~ 2 Xl
k=0

Tomando as raizes de ambos os lados, tem-se a igualdade. Salienta-se que o Teorema de
Parseval usa apenas que a base é composta por vetores ortogonais. Esse resultado serve

para qualquer base ortogonal em espacos de Hilbert. O

Uma consequéncia do Teorema de Parseval é que pode-se decompor a norma

de x em frequéncias e estudar o quanto cada uma delas contribui para a energia? do

2Persival e Walden [46] observam que o termo energia é uma nomenclatura para se referir & norma do

vetor e nao guarda necessariamente relacao com energia no sentido fisico
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sinal, visto que a DFT preserva (exceto pela multiplicagdo de uma constante conhecida)
a norma do vetor x. Seguindo Broughton e Bryan [9] monta-se um grafico chamado
espectrometro que plota |Xy|* em funcdo de k. A figura 2.2 mostra o espectro de um
vetor aleatério gerado com o comando rand do Scilab®. Em um caso real, ele pode
ser utilizado para mostrar quais frequéncias tém a maior participacao na energia de um
vetor. Neste caso a frequéncia constante* d4 a maior contribuicao ao sinal, enquanto as

outras dao contribui¢oes menores. A energia do sinal pode ser vista como uma medida

Figura 2.2: Espectro de um vetor aleatério

50 |
40 1
30 1
20 |

10 §

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Frequéncia

o

Contribuigao & energia do sinal - |X|?

o

Fonte: elaborado pelo autor.

de variabilidade, ja4 que a norma euclidiana de um vetor esta relacionada ao segundo
momento nao centralizado da variavel observada. A ideia por tras do espectro é escolher
uma colecdo J qualquer dos coeficientes Xy que certamente terd a soma (dividida por

N') dos médulos menor que ||z||?, mas para um valor de tolerancia & > 0,

1
ol — 2 < 5 D 1%l (2.10)
kedJ

30 default deste comando gera valores uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1]
40 vetor obtido ao amostrar-se ¢ serd chamado de frequéncia constante. Outro nome comum na

literatura é frequéncia dc (direct current).
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Escrevendo = como (2.8), omitindo a divisao por N, subtraindo os coeficientes

em J e tomando a norma

N-1
Yo =D Xl <e,
k=0 keJ 2

isto é, apds remover certas frequéncias, o vetor obtido continua a no maximo & de
distancia de x, na métrica induzida pela norma euclidiana. Esse procedimento de re-
mover frequéncias mantendo proximidade a norma do vetor vai ser estudado adiante, pois

ele permite, entre outras coisas, remover os ruidos em um sinal dado por (2.5).

Outra coisa importante pode ser notada no espectrometro apresentado. Exata-
mente na coordenada abscissa 50, o grafico se transforma num espelho, ou seja, ele repete
os valores anteriores, na ordem inversa. Isso se da porque sempre que um sinal é real,
devido ao aliasing das frequéncia positivas e negativas, as frequéncias maiores do que N /2
representam as frequéncias negativas entre ~1/2e 0 [9]. Pelo Teorema de Shannon-Nyquist
nao é possivel diferenciar frequéncias positivas maiores que a frequéncia de Nyquist das
frequéncias negativas maiores do que —1!/2. Por isso em geral é apresentado apenas me-
tade dos coeficientes do espectro, ja que a outra vai ser sempre igual, exceto por uma

conjugacao. Caso o sinal seja complexo isto nao acontecera.

Implicitamente, quando um sinal é analisado com a transformada discreta de
Fourier assume-se que ou ele é periédico (afinal se forem estendidos os vetores da base,
suas entradas vao se repetir periodicamente) ou existem mais informagoes sobre o sinal
que podemos conseguir se for aumentada a taxa de amostragem. Também é assumido
que todas as frequéncias tém participagao igual durante todo o tempo no qual o sinal é
observado, isto ¢, se um componente de frequéncia f; aparece em algum momento, entao
ele vai continuar aparecendo indefinidamente. Considere o seguinte exemplo, baseado em
Broughton e Bryan [9, p. 182-183]. Sejam dois sinais, z; = cos(2nt) e y; = e, definidos
no intervalo [0, 1] e amostrados a uma taxa ﬁ Aplicando a DFT e a IDFT em ambos

obtemos a seguinte relagao:

1 1
xr = §E1+§E99
y=FE3
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Figura 2.3: Espectro do sinal A

1.5 ¢

do sinal

N

ao a energia

=
ot

Contribuig

-+ + ‘ ‘ ‘ + -+

10 20 30 40 50 60 70 8 90
Frequéncia

(@)
(@)

Fonte: elaborado pelo autor. Os valores do espectro foram calculados e depois tomada a raiz

para ajustar a escala.

Note que = tem dois coeficientes de Fourier e que X; = Xgg, pois  é um sinal
real puro periddico de frequéncia 1, enquanto y é um sinal imaginario, e de fato, é um
dos vetores da base de Fourier, para k = 3. Por outro lado, se definissemos o sinal h; da
seguinte forma

Ty, e 0 <t < %

h(t) =
Yg, S€ % <t<l.

Obteriamos um sinal composto por duas frequéncias que aparecem isoladamente
em intervalos distintos. A figura 2.3 mostra o espectro de h e como se pode ver, mesmo que
o sinal original tenha so trés frequéncias, sua transformada de Fourier tem coeficientes
nao nulos em varias outras frequéncias. Isto ocorre por causa da descontinuidade do
sinal em ¢t = % e da incapacidade da transformada de Fourier de captar eficientemente

descontinuidades no sinal.

Tendo em vista a dificuldade apontada acima, entre outros motivos, foram in-
troduzidas alternativas a Transformada de Fourier. Uma delas é a Tranformada Wavelet
Discreta, a qual é capaz de dar uma resolugao temporal e uma resolucao de frequeéncia
para um sinal discreto. Nas préximas secoes serao apresentadas as ferramentas necessarias

para construir a Transformada Wavelet Discreta, comecando com a convolucao.
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2.1.1 Convolucao em RV,

A operacao de convolucao de vetores é a base dos filtros lineares. A forma como
serao filtrados os dados neste trabalho é por meio de convolugoes entre os vetores que
representam os sinais e vetores que representam os filtros. O resultado dessa operacao
¢ dado pelo Teorema da Convolugao, que garante que ao filtrar um vetor, isolamos e
modificamos a amplitude das frequéncias que o compoe, de acordo com alguma necessidade

previamente estabelecida.

Suponha que x é um vetor de dimensao infinita °, limitado, com ou sem norma
{y finita, que é denotado por {z;};.° . Em vez de utilizar os valores de z, pode-se
por meio de médias e diferencas analisar os valores em cada posi¢cao juntamente com
valores proximos. Por exemplo, um dos instrumentos de analise técnica utilizado nos
mercados financeiros sao as médias méveis que consistem em tomar médias de diferentes
tamanhos, i.e. a média das ultimas 10, 20, 30... observacoes do preco de um ativo, e
supor que existe alguma informacao 1til a ser obtida do vetor das médias, especialmente
a informacao gerada ao se comparar duas médias de tamanho diferentes. Segundo Gengay,
Selguk e Witcher [49], médias com tamanhos menores captam movimentos de mudanca
de tendéncia mais rapidamente do que uma média de tamanho maior. Utilizadas em

conjunto elas geram informagoes sobre oportunidades de compra e venda de um ativo.

Matematicamente escrevem-se estas médias® (aritméticas) como

onde K é o nimero de observacoes usadas na computagao da média e t denota o tempo.
Aqui o peso dado a cada observacao é igual. E possivel também dar pesos e sinais
diferentes a cada uma das observacoes, obtendo também diferencas, denotadas por d e
descontar o tempo, fazendo uma sequéncia de pesos decrescente em h , pesos exponenciais

[45] ou mesmo pesos fora de sequéncia [20]. Um operador muito utilizado é o da primeira

5Até aqui foram utilizados apenas vetores pertencentes a espacos de dimensao finita, mas como serd
visto essa hipdtese traz grandes implicagoes para os resultados obtidos quando filtra-se um sinal por
meio de convolugoes. Ao utilizar um sinal infinito estas preocupacoes desaparecem, portanto para fins de

ilustracao e descrigao, primeiramente serao utilizados sinais infinitos

6Nao confundir esta moving average com modelos econométricos MA
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diferencga:

d(l’t) = Tt — T (211&)

Note que se for tomada a primeira diferenca da primeira diferenca, d(d(z;)), tem-se
d(d(l’t)) = d(ﬂft) — d(a:t,l) = Tt — 21315,1 + XTi_o. (211b)

Em geral chamam-se estes tipos de operadores (médias e diferencas) de operadores de
convolugao, dos quais a média mével é um caso particular [55]. Sejam = e w dois vetores
de dimensao infinita, a convolugao entre eles é denotada (w * ). Ela deve ser calculada

entrada a entrada. Para a entrada na posicao 0 tem-se

g(0) =z xw= Z T_pW,. (2.12)

h=—o0
Uma questao importante é saber quando que a convolugao esta definida. Para vetores de
dimensao infinita, é suficiente que x e w pertencam a f5", ou que um dos vetores tenha

suporte compacto, isto é, um numero finito de entradas diferentes de 0 [9)].

Se for utilizada a média mével, w representa os pesos (que somam um) dados a
cada observagao. A equagdo (2.12) retorna um tnico valor, no caso a média centrada em

t = 0 do vetor . Se quisermos obter a média (ou diferenca) centrada em t', escreveriamos

+oo +oo
gty =xzxwlt) = Z Ty_pwp, = Z TRWyr . (2.13)
h=—00 h=—0o0
O conjunto de todos os valores {g(-)} calculados com (2.12) é o vetor resultante
da operagao de convolugao. Um instante de reflexao nos leva a concluir que a operagao * é
comutativa. Note que o termo a direita de (2.13) ¢ igual a w * z(t'), que se multiplicarmos
x ou w por quaisquer escalares, a convolucao também vai ser multiplicada por estes

escalares e se y também for um vetor, entao
(r+y)*xw=zxw+ys*w.
Assim o operador de convolugao é um operador linear para cada w fixo.

Se for relaxada a hipdtese de que o vetor x ¢ infinito um problema é imediato.

Seja x um vetor de tamanho N e suponha que o vetor w tenha um ntimero impar de

+oo
"Isto é, tenham entradas cujos quadrados sdo soméveis; g xf < 0.

t=—o0
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entradas L, L < N. O primeiro valor da média mével que vai ser possivel calcular sera

quando t = , € o ultimo quandot = N — Isso significa que alguma informagao
vai ser descartada, o que em séries temporais pequenas pode ser custoso ou quando preci-
samos de informagoes atualizadas, existe um lag. Isso também limita o tamanho da média
movel que podemos utilizar dependendo dos dados. Na verdade, estritamente falando, a

convolucao nem esta definida se « nao for infinito [9].

Uma solu¢ao que geralmente é adotada (referéncias [9, 58, 49, 46]) é utilizar o
que é chamado convolucao circular, para um vetor de pesos w com L entradas diferentes

de zero, dada por

T
)

zxw(t') = ) [Tw—n) modn]|wh. (2.14)
0

>
Il

A equag@o (2.14) considera que o vetor z é periédico de periodo N. Além
disso ela é o que se chama de convolugao causal, que sé considera valores contemporaneos
ou passados (desde que z seja periédico) para o célculo da média mével. Nota-se que
os valores resultantes da convolugao circular também sao peridédicos com periodo N,
portanto é necessario calcular apenas este nimero de valores (i.e. fazer ¢’ variar de 0 a
N — 1) pois a convolugao circular de tamanho finito resulta nos mesmos valores que uma

convolucao em um vetor infinito periédico de periodo N.

A aplicacdo da convolucao circular forma um vetor em RY, que serd denotado

por {g},ivz’ol. Pode-se escrever g em notacao matricial como um sistema g = Wz, ou

Wo WN—-1 WN—2 ... Wy Wy Zo
w1 Wo wN-1 ... W3 W2 I
g= (2.15)
WN-1 WN-2 WN-3 ... W1 Wo IN-1

onde as linhas de W sao translagoes mod N para a direita da primeira linha, obedecendo
a regra do médulo N. A equagao (2.15) serd denotada por (z * w), que a partir de agora
vai sempre significar convolucao circular. Caso L < N entao wy =0se k> L —1. Es-
tendendo (2.14) periodicamente indefinidamente, se vé que a convolugao circular também
¢ um operador linear para cada w fixo, pelos mesmos motivos da convolucao em dimensao

infinita.
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Definigdo 2. O vetor g € RY definido em (2.15) é dito convolugao circular de x por

w.

Cabe salientar que supor periodicidade é uma maneira de completar a série tem-
poral para poder calcular a convolugao, ja que em geral estao disponiveis apenas um
namero limitado de dados. Existem outras maneiras de completa-la que sao bastante
tteis e podem ser melhor adequadas ao problema que se quer resolver [9, 49]. Quando

forem utilizados dados reais sera comentado uma outra forma de se completar a série.

Com o que foi visto até aqui pode-se provar o que talvez é o teorema mais im-
portante da teoria de processamento de sinais, o Teorema da Convolugao. A prova que

segue foi dada por B. R. Hunt [32] em 1971.

Teorema 1 (Teorema da Convolucio, por B. R. Hunt [32].). Sejam {x}) " e {w}) ™" dois
vetores com entradas reais, de transformadas discretas de Fourier {Xi}p o e {Wilh o
respectivamente. Entao a transformada discreta de Fourier da convolugao circular entre

x e w serd, entrada a entrada, X, Wy.

Demonstra¢ao. Uma matriz W da mesma forma que (2.15), na qual cada diagonal tem
sempre as mesmas entradas, é chamada de matriz circulante. A prova do teorema usa o
fato de que estas matrizes sao diagonalizaveis e seus autovetores sao os vetores da base de
Fourier. Seja W a matriz circulante (2.15) e sejam c¢(k), k=0,1,..., N —1 as N raizes

da unidade,

Pela formula de De Moivre®

8[cos(x) + isen(z)]™ = cos(nx) + isen(nx)
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para k =0,1,2,...N — 1. Para cada k, os N possiveis valores de ¢(k) formam o vetor Ej

da Base de Fourier.Define-se para um vetor p(t), t =0,1,...., N — 1,
A(k) = p(0) + p(1)e(k) 4+ p(2)c(k)* + p(3)e(k)® + ... + p(N — L)e(k)N (2.16)
que satisfaz o seguinte sistema linear

AE) = p(0) + p(D)e(k) + p(2)e(k)* + ... + p(N — 1)e(k)N 1
Mk)e(k) = p(0)e(k) + p(1)e(k)® + p(2)c(k)? + ... + p(N — 2)e(k)V L 4+ p(N — 1)

ME)e(B)YN 7 = p(0)e(B)N ' + p(1) + p(2)c(k) + ... + p(N — 2)c(K)V ' + p(N — 1D)e(k)N 2

escrito em formato matricial,

Vemos que P ¢ uma matriz circulante cujas entradas sao rotagoes do vetor
[p(0),p(1)...,p(N —1)] e ela possui N autovetores dados pelos Ej, cada um associado

ao autovalor A(k). A matriz
E == [Eo, El, EQ...ENfl]

possui colunas ortogonais entre si e temos pelo teorema da diagonalizacao de matrizes
[42]
P=EDE™, (2.17)

onde D ¢ uma matriz diagonal cuja k-ésima entrada é A(k). Aplicando esse fato a (2.15),

com P=W:

g=EDE 'x (2.18a)

E'g=DE 'z (2.18b)
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Ja que a matriz E é ortogonal com entradas complexas, sua inversa é obtida
1
multiplicando-se sua hermitiana ? por N O lado esquerdo de (2.18b) fica, entrada a

entrada,

N—
[E~ gl = Z g F (2.19)

1
O lado direito de (2.19) é a transformada de Fourier de g multiplicada por N

N-1
Semelhantemente temos [E~'z];, = the%;ykt no lado direito de (2.19). Falta saber

t=0
o que acontece com a matriz D. A k-ésima entrada da diagonal principal é dada pela

equagao (2.16), onde as poténcias de c¢(k) sao as entradas de Ej, e os p(j) sdo as entradas

da primeira linha de P:

Substituindo pelos valores de W nota-se que a sua primeira linha tem entradas

dadas por w_;,e.qn. Com isso a equagao fica

N-—1

1 2mikt

= N E W—tmod NE N
t=0

que ¢ igual a
1 gy —2mikt

t=0

Com isso mostra-se que as entradas da diagonal da matriz D sao as transfor-
madas de Fourier do vetor w e prova-se o teorema. Especificamente, dada uma matriz
de convolucao, a transformada de Fourier do vetor Wz é a transformada de Fourier da

primeira linha de W vezes a transformada de Fourier de x.

]

A partir desse momento passamos a nos referir ao vetor w como um filtro, e
chamamos a operacao de convolucao de x por w de filtragem. A razao é simples: se for

conhecida sua DFT entao para qualquer vetor x que for convolvido com w teremos um

9A transposta de FE conjugada.
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vetor cujo contetido de frequéncia é uma ponderacao das frequéncias que formam z. Para
ver o porqué, define-se a fungao ganho de um filtro [46]. Lembrando que qualquer nimero
complexo a + bi pode ser escrito como Va2 + b2e” (onde # é o arco, com sentido dado
pelo sinal de b, cuja tangente é 2, e tomando-se o limite quando a — 0" ou a — 0 )

escrevemos Wy como uma fungao de k da seguinte forma:

W, = a(k) 4 ib(k) = |A(k)|e?®).

0(k)

A funcio A(k) é chamada fungao ganho e ¢“*) é chamada de fungao fase

do filtro. Se g = x *x w, o Teorema da Convolucao nos diz que sua DFT sera entrada a

entrada
Gy, = |A(K)|"P X, (2.21)
Pelo Teorema de Parseval,
1 R, | N
ol = SIGI = 5 3 AR O X TARFOR, = + 3 |AR)PIXf
k=0 k=0

Disso deduzimos que se |A(k)| for pequeno o suficiente o vetor g vai ter pouca influéncia
do componente Ej presente em x. Reciprocamente, quanto maior |A(k)| mais influéncia
terd a frequeéncia k no vetor filtrado. A funcao ganho quadrado sera denotada pelo simbolo

estilizado de sua DFT, seguindo a notagao de Percival e Walden [46], e.g. A(k).

Definigao 3. A funcao ganho de um filtro é o quanto ele altera a amplitude das
frequéncias que compoem um sinal. Uma aplicagao do Teorema de Parseval e do teo-

rema da convolucao dizem que se g é o vetor resultante da convolugao entre x e um filtro

N-1 N-1
1 1
com funcio ganho A(k), entdo ||g||* = N E |A(R) 2| X, ? = N E A(E) | X2
k=0 k=0

Quanto a funcao fase, a inversao da transformada de Fourier de g implica que:
| N
9=% kz_; GiE}.

Agora, uma forma de se interpretar a transformada de Fourier de um vetor é como

sendo uma combinagao de fungoes sinusoides, onde os coeficientes representam a amplitude
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e o deslocamento (atraso) com os quais cada onda aparece. Por deslocamento entende-se
expressoes do tipo cos(t + 6), onde 6 é um angulo medido em radianos. Essa fungao
tem o mesmo periodo de cos(t) mas seu grafico aparece deslocado para a direita. Em se
tratando de vetores, isso equivale a uma rotagao, i.e. (g, x1,2s,...) = (Ty_1, %0, T1,...)

que é um atraso (no tempo) dos valores do sinal.

Analisando (2.21), especificamente o termo ¢ (suprimindo a relacio com k),
podemos reescrever a expressao de G como o produto de uma funcao que depende da

frequéncia k por €. Explicitamente:
GLE, = A(k)e" Ey. (2.22)

ikt

. B . 2mikt .
O vetor €?E), é dado, entrada a entrada, por e~ e substituindo por

«, pela féormula de Euler e pelas relagoes trigonométricas, temos:

[ Ey); = [cos(0) + isen(0)][cos(a) + isen(a)]
= cos(f)cos(a) + icos(f)sen(a) + icos(a)sen(d) — sen(0)sen(w)

= cos(a + 0) + isen(a + 0),

que ¢ simplesmente uma versao transladada!® de Ej. Com isso, as equagoes (2.21) e (2.22)
implicam que um filtro ao ser aplicado a um vetor, pode ser descrito como uma alteracao

das amplitudes das frequéncias junto com um atraso (ou avango se 6 for negativo).

Definicao 4. A funcao fase de um filtro é o quanto ele atrasa ou avanca no tempo um
sinal filtrado. Sem perda de generalidade, suponha que a DFT de z seja constante e igual
a 1 para todo k, isto é x é a soma dos Ej.s e que w é um filtro com DFT dada, para cada
k, por W, = |A(k)|e”. Entdo g = z * w tem DFT dada por |A(k)|e”. A multiplicacao de
cada Ej, por € na decomposicio de ¢ na base de Fourier equivale a um atraso ou avanco

(dependendo do sinal de ) nos valores de suas entradas.

. ~ . 1ps s
0Tecnicamente para ser uma translaciio, 8 deveria ser um multiplo de — mas de qualquer forma
N
os valores de = vao sofrer um atraso junto com a mudanca das amplitudes de seus componentes de

frequéncia.
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Para dar um exemplo concreto, um filtro particularmente importante é o filtro de

Haar, também chamado wavelet de Haar. Este filtro tem apenas duas entradas diferentes
1 -1
de zero, wy = —= e w; = —, o que faz dele um dos filtros mais simples que existem .

V2 V2

Ele também é bastante intuitivo, sendo simplesmente a diferenca aritmética, multiplicada
por uma constante, entre dois valores de x. Note que enquanto w tem apenas duas en-
tradas, queremos filtrar um vetor de tamanho arbitrario N. Para fazer isso, simplesmente
completamos o vetor w com tantos zeros quanto forem necessarios de forma a obter um

vetor em RY com o qual forma-se a matriz em (2.15). No caso do filtro de Haar, tem-se:

(wp, w1) — (wg, 0,0,0 ..., w1) (2.23)
~——

N-2 zeros

O vetor em (2.23) estd apto a ser utilizado em uma convolugao circular. As entra-
Tt — Tt—1modN

V2

adotado em todos os filtros que serao utilizados mais tarde. Para calcular a funcao ganho

2mik(N — 1
do filtro define-se ¢(k) = %

diferentes de zero sua DFT é dada por

1 cos(p) —isen(d)
V2 V2 '

Tomando o produto de Wy pelo seu conjugado, chega-se a expressao

das de x * w serao dadas por parat=0,1,.., N — 1. Este procedimento é

e como w sO tem a primeira e a ultima entradas

W, =

W(k) =1 — cos(¢).

A Figura 2.4 apresenta o gréafico da fungao W(k) para N = 100, com frequéncia de
Nyquist igual a 50.

Como cos(¢) assume uma vez cada valor entre —1 e 1 no intervalo [0, 7], inde-
pendente do valor de N, a funcao VW vai manter o mesmo formato, nao importando o
tamanho do sinal. Isso é conveniente por que dessa forma sabemos que estamos sempre fil-
trado um sinal da mesma forma relativa em relacao a frequéncia de Nyquist. Frequéncias
que estao no intervalo entre afy e fua, para « entre 0 e 1, serao sempre filtradas com o
mesmo ganho. Nota-se que uma frequéncia k qualquer pode estar em intervalos diferentes
de acordo como tamanho do sinal, ja que a suposicao do Teorema de Shannon-Nyquist

diz respeito somente a taxa de amostragem N, nao a quantidade de amostras k.

g possivel ver a identidade como um filtro que mantém as amplitudes e fases iguais, e pela linearidade

da convolugao, uma constante vezes a identidade modifica a amplitude de todas as frequéncias igualmente.
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Figura 2.4: Funcao ganho quadrado da Wavelet de Haar

2,,
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Fonte: elaborado pelo autor.

Uma propriedade da funcao ganho que pode ser observada no grafico de W ¢é
que a funcao é estritamente crescente no intervalo entre zero e fy. Além disso quando
k =0, tem-se Wy = 0, ou seja, a wavelet de Haar zera a a frequéncia constante e
amplifica a frequéncia de Nyquist: WXy = 0 ¢ Wy_1 X}, = 26X, para qualquer z. Um
filtro que tem esta tultima propriedade é chamado de passa-alto (pa), ele é um filtro
que deixa passar apenas as frequéncias mais altas [9]. Da mesma forma, se um filtro
zera a frequéncia de Nyquist e mantém a constante, ele é chamado de passa-baixo (pb).
Broughton e Bryan [9] utilizam o que se chama Transformada 7 para formalizar o que se
requer de um filtro para ele ser um filtro pa ou pb. E possivel traduzir isso para a algebra
matricial de forma simples, bastando notar que os vetores Ey e E N sao dados, posicao
a posicao, por

[Eol; =1

[Byl; = (-1),

nao importando qual N. Portanto para ser um pb, o requerimento é que o coeficiente de
Fourier devido a frequéncia k = /2 dado por (w, E%> = wWp — WN_1 +WN_3 — ... — W S€ja
igual a 0. Ja o coeficiente de Fourier devido a frequéncia k& = 0, dado por

(w, Fy) = wp + wn_1 +wWN_o + ... + wy, deve ser diferente de zero. Essas s@o as mes-
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mas equagoes dadas por Brougton e Bryan [9, p. 243] utilizando a transformada Z. Elas

podem ser sumarizadas (para um filtro pa) como

N-1
> w;i=0 (2.24a)
=0
(§]
N-1
> wi(—1)Y #0. (2.24b)
j=0

Para um filtro ser pb é s6 trocar as igualdades e desigualdades acima entre si. Essa é uma

regra facil de se verificar para saber quando um filtro é pb ou pa.

Existe um filtro pb de Haar que é usado em conjunto com a wavelet de Haar,

1 1
2 novamente com duas entradas = — —
) , go = .

V2 TR

Nesse caso, o filtro sdo os valores médios (com peso somando /2) entre dois valores

chamado funcao escala de Haar !

subsequentes de z. Os filtros passa alto serao denotados por g.

Substituindo a diferenca pela soma no célculo da DFT da wavelet de Haar,

conclui-se que G(k), a fungao ganho quadrado de g é dada por

G(k) =1+ cos(p).

A Figura 2.5 apresenta o grafico de G. Note que ele é similar ao grafico de W
no sentido de que um é uma reflexao deste. Isto é, G é uma reflexdao de VW a partir do
ponto fa. Isso é um propriedade da wavelet e da funcao escala de Haar: a soma de
suas fungoes ganho sao sempre iguais a \/§, ou no caso do ganho quadrado, iguais a 2.
Essa relacao entre os dois filtros é chamada de quadratura, e eles recebem o nome de
filtros espelhos de quadratura, que pode ser expressa para quaisquer filtros w e ¢ tais
que W(k) + G(k) = C [46], onde C' é uma constante arbitraria que depende dos filtros
mas nao de k. Com uma reescala dos filtros (dividindo por uma constante apropriada) é

sempre possivel escolher qualquer valor desejado para C, ja que a DF'T é linear.

12Egsa nomeclatura é usada devido ao trabalho seminal de Haar [30]
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Definigao 5. Um filtro que atenua as frequéncias mais altas que compoe um vetor e que

amplifica as frequéncias mais baixas é chamado de filtro passa-baixo.

Definicao 6. Um filtro que atenua as frequéncias mais baixas que compoe um vetor e

que amplifica as frequéncias mais altas é chamado de filtro passa-alto.

Definicao 7. Dois filtros que ao serem utilizados em conjunto amplificam ou atenuam
igualmente todas as frequéncias que compoem um vetor sao chamados filtros espelho de

quadratura

Figura 2.5: Funcao ganho quadrado da Funcao Escala de Haar

Ganho Quadrado

0 10 20 30 40 50

Frequéncia

Fonte: elaborado pelo autor.

Quanto a fase, ela é mais complicada, envolvendo a fatoracao do valor da DFT
para encontrar uma funcao que dependa do produto de uma exponencial em 6 e da
funcao ganho. Felizmente existe uma forma que sera utilizada mais tarde de nao ter de

se preocupar com a fase de um filtro, chamada de correlagao cruzada [46].

Para dar um exemplo pratico de filtragem, nos baseamos em Broughton e Bryan

[9, p. 203]. Suponha que o sinal z seja dado por

() = cos<%> +005($) (2.25)
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com N = 100 e t variando de zero a 99. Isto é, amostramos um sinal composto por

duas fungdes cosseno a uma taxa de 100 observagoes no intervalo [0, 1]. Redimensionamos

22 2’2
Percival e Walden [46]", de forma que W + G = 1. Dessa forma, os vetores z; e xj,

1 -1 11
os coeficientes dos filtros para w = ( ) g= ( —), de acordo com a proposta de

representam x filtrado por g e w, respectivamente. A figura 2.6 apresenta os trés vetores,
o original (2.6a), o filtrado por g, (2.6b), e o filtrado por w, (2.6¢). Como se pode ver, os
filtros isolam cada componente de = (96 é duas vezes a frequéncia 48, logo é isolado por
w ), mas de forma imperfeita. A forma serrilhada da figura 2.6b é devida ao fato de que
g nao zera frequéncia k = 48, apenas atenua ela. Observando o grafico 2.5 conclui-se
que quanto mais perto de k = 25 uma frequéncia, menos eficiente vai ser este filtro em

atenua-la.

I3 A razao dessa reescala serd abordada mais tarde
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Figura 2.6: Sinal z(¢) filtrado.
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Fonte: Elaborado pelo autor, baseado em Broughton e Bryan [9]

O filtro de Haar decompoe (aproximadamente) um sinal em bandas, cada uma
devida a uma parte de seu espectro. Essa decomposicao também é chamada de banco de
filtros e as bandas sao chamadas de canais [9]. No caso de Haar cada canal representa
aproximadamente metade das frequéncias que compoe o sinal. A funcao escala de Haar
filtra (aproximadamente) as frequéncias no intervalo [0,1/4] e a wavelet de Haar filtra
(aproximadamente) as frequéncias no intervalo [1/4,1/2]. Pelo resto deste trabalho, todos
os filtros dividirao aproximadamente o espectro do sinal em bandas desse formato. Os
filtros pb filtrarao a primeira metade do espectro e os filtros pa filtrarao a segunda.
Todavia, é posssivel utilizar filtros que dividem o espectro de outras formas, por exemplo

o filtro de Hodrick-Prescott [31].
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2.1.2 Correlacao Cruzada

Uma operagao semelhante & convolugao é dada pela correlagao cruzada [46]M

entre x e w, denotada por (z *w), e definida como
N-1
(xxw)(t) = Z Ty kW (2.26)
k=0

Uma maneira de interpretar a correlagao cruzada é notar que se o vetor w é
escrito como (wg, Wy_1, -..,w;) entdo a correlagdo cruzada entre x e w é a convolugao
entre x e o vetor w' = (wg, wy, ..., wy_1). Seguindo a sugestao de Percival e Walden [46],

a transformada de Fourier de w’ é, entrada a entrada, dada por

N—-1
’ —27ikt
k g E wte N ,
t=0

multiplicando o lado direito da equagao acima por N N, que ¢é igual a 1 para qualquer

k inteiro, temos:
N-1 N-1

—2mikt —2mikt 2mik N
we Nooo= wie N e N .

t=0 t=0

Chegamos a conclusao que

N-1 -
2mik(N —t
;:E we N . (2.27)
=0

Comparando com a transformada de Fourier de w (equagao (2.4)) conclui-se que
W/ = Wy. Em particular, a seguinte observacao vai ser utilizada mais adiant:. se for
realizada a convolugdo entre w’ e (z * w) entdo com duas aplicagdes do Teorema da

Convolucao, a DFT G’ do vetor ¢’ resultante serd dada, entrada a entrada, por:

p = WiW, X, = Wi [?X,, (2.28)

Portanto a aplicacao de um filtro formado pela auto correlagao cruzada de um
filtro causal por ele mesmo resulta em um filtro com fase zero. A equagao (2.28) vai ter
um papel importante na aplicagao de filtros as séries temporais por que permite, até certo

ponto, ignorar problemas de fase criados pelos filtros.

MEm [46], os autores utilizam a correlagao cruzada complexa dada por (z %), mas como serao utili-
zados apenas filtros com valores reais, nao é necessario se preocupar com conjugados e valores complexos,

além das funcoes sinusoides.
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3 BANCOS DE FILTROS E A
TRANSFORMADA WAVELET

Quando foi apresentada a transformada discreta de Fourier de um sinal, é implicita
a hipétese de que ele é periddico no tempo, uma hipotese que pode ser bastante irreal.
Além disso a transformada de Fourier nao tem nenhuma resolugao temporal, como visto
no exemplo de um sinal formado por diferentes fungoes em cada metade de seu tempo de
duragao. Mesmo usando filtros lineares, em nenhum momento foi mostrado que é possivel
escapar dessa dificuldade. Tudo que o Teorema da Convolucao diz é que é possivel mo-
dificar o contetido das frequéncias. Por isso uma forma diferente de tratar com sinais é

proposta pela transformada wavelet.

Continua-se supondo que um sinal é amostrado a uma taxa de N observacoes ao
longo de um intervalo de tempo dado, normalizado para [0, 1]. Se for utilizada a linguagem

da dlgebra linear (ver Lax [41]) os valores do sinal = = (zg, 1, ...,xxy_1) observados sdo
| N

obtidos expressos na base canonica de RY e ao expressar o vetor na forma z = N E X, E;
i=0

ele esta sendo reescrito em outra base do espago. Se for desejado, podemos executar a
DFT em um vetor, obter os coeficientes, modificd-los e reconstruir um vetor com estes
coeficientes modificados, que por (2.10) pode ser mais ou menos préximo de x de acordo
com a aplicacao ou com a precisao desejada. O Teorema da Convolugao garante que um
filtro aplicado ao sinal vai realizar o mesmo procedimento, escolhendo automaticamente
quais frequéncias modificar em um sinal. Por outro lado, a base de Fourier nao é a tnica
base que possibilita esse procedimento. Uma familia de bases particularmente importante

sao as bases ortogonais que dao origem as transformadas ortogonais.

A base de Fourier, apés uma divisio por /N, [46] pode facilmente ser trans-
formada em uma base ortonormal. Além disso, pelo Teorema de Gram-Schmidt [41, p.
81] dada qualquer base de um espago com dimensao finita, podemos encontrar uma base
ortogonal a partir dela. A vantagem dessas bases é que é facil a obtencao dos coeficientes
de um vetor escrito nelas e que uma transformacao linear cuja representacao matricial
tem as colunas iguais aos vetores da base preserva a norma de um vetor, se nele ela for

aplicada. Se uma base é composta por [eg, 1, ..., ex_1| vetores coluna, com entradas reais
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e ortogonais entre si, e A = [ege;...eny_1]" entdo

A"A =1y (3.1a)
(Az, Ax) = (x,x) (3.1b)
(3.1c)

A matriz A é um operador unitério [41] e A* é sua hermitiana. Em particular se
A s6 tiver entradas reais, A* = A”. Uma consequéncia do uso da equacio (3.1b) é que
operadores unitarios preservam a variancia amostral de um vetor. A variancia amostral
é dada por !/n(z — ,x — Z), onde T é um vetor cujas as entradas sao o valor médio das
entradas de z. Suponha que A tenha entradas reais, por (3.1b), Az tem a mesma variancia

que x.
Se r = apeg + are; + ... + ay_1eny_1 entao cada « sera dado por
a; = (x,e5) = (Ax, Ae;) = (Az, 1;).
Onde 1; ¢ o vetor da base canonica com apenas a j-ésima entrada diferente de

zero. Assim vetor y = Az é tem a j-ésima entrada coincidindo com os coeficientes de x

expresso na base formada pelas colunas de A. Tomando o produto de AT, por y tem-se:

ATy =ATAz = 2. (3.2)

O termo central de (3.2) é de extrema importancia. Pelo Teorema de Parseval,

temos:
N-1
lzlle = layl*
=0
N—1
Dado um ¢ escolhe-se uma cole¢ao J dos «'s tal que 6 = Z o ]? — Z la;|* < e. Pelo
=0 jeJ

Teorema da Projegao [46, p.44], 6 é a menor distancia possivel entre z e o espago gerado
pelos vetores {e;};es. Cabe lembrar que como se tratam de vetores em RY sempre existe
um ¢ tal que sao necessarios todos os vetores da base para que a distancia entre eles fique

tao pequena ou menor do que €.
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De interesse para o processamento de sinais é a representacao esparsa que alguns
vetores possuem em certas bases [44]. Sparcity (ou, permitindo-se uma tradugao informal,
esparsidade) significa a capacidade de se utilizar poucos vetores da base para reconstruir,
aceitando alguma perda, o vetor original z, i.e. a norma (energia) de um vetor estard
concentrada em poucos coeficientes. Dependendo do sinal em questao, a base de Fourier
pode ser razoavelmente esparsa, por exemplo o vetor no qual foi usado o filtro de Haar
da segao anterior, sua DFT tém apenas dois valores, a menos de uma conjugacao (ja
que os coeficientes de Fourier sempre vém em pares conjugados para sinais reais [9]). No
caso geral, um uso da equagao (2.10) garante que se as amplitudes de certas frequéncias
forem relativamente grandes em relagao as outras, utilizando poucos coeficientes recupera-
se x com um nivel de perda potencialmente pequeno. Por outro lado, se o vetor z
tiver saltos muito grandes entre duas coordenadas sucessivas, isso nao ¢ mais verdade.
Manter apenas algumas frequéncias do espectro nao permite obter um vetor préximo do
original. Para processar um sinal, a estratégia adotada é encontrar uma outra base de
RY que consiga captar essas descontinuidades e ser razoavelmente esparsa. Aqui, captar
as descontinuidades significa ter resolucao temporal, ou seja, no momento que um sinal

sofre uma mudanca estrutural, alguma coisa acontece nos coeficientes da transformada.

Uma classe que tem essa propriedades sao as Transformadas Wavelet. J&a foi
falado em filtro wavelet (de Haar) anteriormente, e de fato exite uma ligacdo entre os
filtro wavelet e a transformada wavelet e é possivel apresentar a transformada wavelet ao
mesmo tempo como uma transformada linear e um filtro (e.g. Persival e Walden [46]),
ou comecar como uma transformada qualquer em RY, e falar em frequéncias mais tarde
(como em Walker [58]). Por motivos de facilidade de exposigao, serd adotada a segunda

abordagem.

3.1 Wavelets como Transformadas Lineares
Esta e as proximas duas se¢oes sao uma amalgama de principalmente trés re-

feréncias: Broughton e Bryan [9], Percival e Walden [46] e Walker[58]. Cada autor apre-

senta a matéria de um jeito um pouco diferente dos demais, destacando pontos diferentes,
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e aqui, resumidamente, serd feita uma sintese entre elas. A divisao entre wavelets como

filtros e como transformadas lineares ¢ feita por por Percival e Walden [46].

A base para o que sera visto sera o filtro wavelet, um vetor w com L, um numero

par, entradas diferentes de zero com as seguintes propriedades [46]:

L—-1
w; = 0 (33&)
=0

L—1
> wp=1 (3.3b)
=0

L-1

Zwlw(Hgn) =0,n€Z,n+#0. (3.3¢)

1=0
Na equagao (3.3c) se [+2n > N —1ousel+2n <0, entdo w9, = 0. A pri-
meira propriedade é a condicao ja vista se w for um filtro passa-alto. A duas outras
garantem que a transformada que serd criada a partir de w sera ortonormal. A partir
de agora sera assumido que N ¢é um multiplo de uma poténcia de dois, assim é possivel
dividi-lo por dois pelo menos uma vez. Na literatura em geral, pede-se primeiramente que

N seja uma poténcia de dois, mas para esta construgao isso nao é necessario.

. . N

E também assumido que L < N e cria-se a matriz W com dimensoes ) X N
através de rotacoes impares do vetor w completado por zeros até que seu tamanho seja N.
Denotaremos a n-ésima linha de uma matriz W qualquer por W, 1. Assim W,, = 7",

onde T ¢ a matriz de rotagao. Temos:

W
Wi
W= (3.4)
Wy
Explicitamente: i i
w1y Wo WN-1 Wa
w w w w
W— 3 2 1 4 ( 3. 5)
_wa1 WN-—2 WN-3 ... wo_

1O contexto tornar4 claro em que casos o subscrito indica que estamos tomando a n-ésima componente

de um vetor ou a n-ésima linha de uma matriz.
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Por exemplo, se W for formada com os coeficientes do filtro de Haar entao ela serd dada

por ) -
-1 1
% 7 0 0 0
0o 0 =% X 0
W — V2 \/5 (3.6)
-1 1
I 0O 0 O Nl Nn
Aplicando a um vetor z, N x 1, obtém-se
T
V2
T3—I2

que sao as primeiras diferencas em pares do vetor x. Fica claro nesse caso por que é

necessario que N seja multiplo de dois.

Neste trabalho serao utilizadas apenas wavelets da familia das Daubechies, por
serem de facil implementacao e obtencao e terem propriedades estatisticas que serao uteis
mais tarde. Além disso wavelets nessa familia tém uma interpretacao bastante intuitiva.
Segundo Percival e Walden [46, p. 60], os valores obtidos por (3.7) sao diferengas (com
pesos) entre duas médias ponderadas. No caso de Haar, médias pontuais, i.e. os préprios
nimeros divididos por v/2. Similarmente, as outras wavelets da familia resultam de
tomadas sucessivas de diferencas e médias ponderadas entre um nimero crescente de
entradas de x, de acordo com o suporte de cada wavelet. Seguindo Percival e Walden

[46], para L =4 e y, = ax; — bxy_q, utilizando (2.11b):

d(d(ye)) = ye + 2y1—1 — Ye—2
=ax; — bry_q + 2(axi—1 — bxry_o) — axy_o — bxy_3
=ax; + (2a — b)xy_1 + (2b — a)xy_o + bry_3

= WoTt + W1Tp—1 + Woly2 + W3Ty—3 (3.8)

Para qualquer conjunto (wg,ws,ws,w,) que satisfaca as condigdes (3.3) po-
dem-se encontrar a e b, pesos para a média ponderada. Esse padrao continua indefinida-

mente. Se L = 6, toma-se d(d(d(y;))) e encontram-se valores tais que y; = axy + bx;_1+
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cxi—o € uma média ponderada que satisfaz algo similar a (3.8). A heuristica deste proce-
dimento é tomar médias de valores de um vetor em torno de um ponto e comparar com
médias tiradas com valores um pouco afastados, fazendo isso em sequéncia. Se um sinal
sofrer variacoes bruscas, a tendéncia é que estas diferencas sejam maiores. Alternativa-

mente, um sinal que sofre poucas variagoes tende a ter estas diferencas pequenas.

Encontrar os valores de w, por outro lado, é uma tarefa que possivelmente nao
pode ser feita com as ferramentas utilizadas até aqui sem confusao notacional. Para
uma introdugdo ao assunto, Broughton e Bryan [9] dedicam uma se¢ao de seu livro para
desenhos de filtros, incluindo as Daubechies, com o uso da transformada Z, que simplifica
enormemente a notagao das operacoes necessarias e deixa o texto mais legivel. Neste
trabalho nos contentaremos em descrever as propriedades de cada wavelet utilizada, em

momento oportuno.

Como no caso do filtro de Haar, onde a wavelet tem acompanhada de si uma
funcao que chamamos escala, as outras wavelets também possuem uma funcao escala, que

é obtida a partir de seus coeficientes da seguinte forma:
g5 = (=1 wp . (3.9)

Para j =0,1,2,...,L — 1. E imediato ver que funcio escala satisfaz (3.3b) e (3.3¢) pois

ela tem os mesmos valores de w, exceto por uma troca de sinal, e mantém a distancia
L—1

relativa entre eles 2. Ela também satisfaz E g1 = V2 [46]. Assim como com w, é criada
1=0

N
uma matriz G de tamanho 5 x N completando-se g com zeros até ele ter o tamanho

certo e fazendo cada linha de G ser uma rotagao impar do vetor original.

Go

Gy
G=| (3.10)

Gy

2Isto é, se dois componentes de w estdo a uma distancia h um do outro, entdo os respectivos compo-

nentes em g também distarao a uma distancia h
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No caso de Haar:

R |
5w 00 0
0o 0 L+ L 0
G — V2 V2 (3.11)
11
|0 00 Vi Valyan
Aplicando ao vetor x : ) i}
z1+To
V2
T3+To
Gr — V? . (3.12)

TN—1+TN—2

L V2 ]

O vetor em (3.12) é uma média dois a dois dos valores de = com ponderagao somando
V2. No caso geral, para qualquer L, aplicar a matriz de escala significa tomar médias
ponderadas dos valores de x ao redor de um ponto, e por construcao, os pesos sempre

vao somar /2 [46]. A prova serd dada mais adiante.

Os vetores Wz e Gz podem ser calculados simultaneamente em uma mesma
matriz simplesmente "empilhando” G e W e criando uma matriz P N x N. Utilizando

a notagao de Walker [58]:

Pr = r = = . (3.13)

O lado direito da equagao (3.13) é representado por a = Gz, chamado de vetor de
coeficientes average e d = Wz, chamado de vetor de coeficientes detail. Salientando no-
vamente: eles representam a média, ou tendéncia, e o detalhe (a diferenga entre as médias)
entre valores de = ao redor de um ponto. Por exemplo, escrevendo a = (ag, ay, ..., a y )
vemos que cada coordenada j desse vetor é calculada pelos L tltimos valores de x a
partir de z3;, e a coordenada seguinte descarta os dois valores mais antigos e adiciona
os dois proximos. Isso da uma ideia de evolucao do sinal ao mesmo tempo que podemos
localizar cada coeficiente no tempo. Evidentemente o mesmo vale para d. A matriz P
¢ chamada de Transformada Wavelet Discreta (DWT, do inglés Discrete Wavelet

Transform,)

O fato de que a matriz P localiza médias e variagoes em um sinal evidencia o

fato de sua utilidade, ademais: esta é uma matriz ortogonal. A prova dada por Percival e
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Walden [46] é a seguinte. Como linhas de G e W, sdo dadas respectivamente por 72" *!g

e T2 *lw, onde n é o ntmero da linha, temos que mostrar que para 0 < t < t < 5~ 1
<7-2t+1g, 7—Qt'+1w> —0.

fazendo n =1t —t

N4

-1
<7—2t+1g’7-'2t/+1w> _ <g77-—2t—17-2t’+1w> = (g, T*"w) = Z 9 Wjon.
=0
Utilizando (3.9) Percival e Walden [46, p. 514] demonstram que o lado direito da

equacao é igual a zero para L < N. 3

Definicao 8. A matriz de rotacao 7 troca de ordem as coordenadas de um vetor de forma
que a ultima coordenada vira a primeira, a primeira vira a segunda, a segunda a terceira
e assim por diante. Suas poténcias também sdo rotagoes, ja que TT () =T (Tx) =Ty
e sua inversa ¢ uma rotacao no sentido oposto. O vetor 7Tz tem entradas dadas por

[Tx]j = ZT(j—1)modN Para j = 0,1, o, N —1

Comparando com (3.3¢) conclui-se que além de serem ortogonais com suas rotagoes
dois a dois, as wavelets também sao ortogonais com as rotagoes dois a dois de sua fungao

escala. Disso é direto ver que x = PPz, explicitamente:

g gy ... Wy W3
go G2 ... Wy W
_ co. WN-1 Wi ... a
r=P'pz= |V O A (3.14a)
gN-—2 Ggo ... Wn—_2 Wy ... d
| 92 94 ... W2 Uy |

que pode ser escrito como uma soma vetorial

v =ag[T g +ai[T3g)"... + do[T w]" + dy[T3w]"... (3.14b)

30 mesmo resultado também vale para L > N, mas a prova é diferente. Ver Percival e Walden [46, p.

77)
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Escrevendo [T7g]" = g; chamados de fungoes (vetores) escala e [T/w]? = wy,
chamadas de fungoes (vetores) wavelet. Juntas elas formam um conjunto de N vetores
linearmente independentes e portanto formam uma base para RY. Cada w; ¢ uma funcao
rotacionada (para baixo) de wyg, e é identificado pelas coordenadas da forma xy % cha-
madas de coordenadas diadicas. Da mesma forma os vetores g sao rotacoes de g
Agrupando os termos em (3.14) em duas partes, uma devida as fungoes escala (S) e a ou-
tra devida as fungoes wavelets (D ), obtemos o que se chama uma anélise multi resolugao

de nivel 1 (MRA, do inglés multi resolution analysis). Assim escreve-se (3.14) como

r=S+D (3.15)

De grosso modo, o termo S (de smooth) representa a parte suavizada de um
sinal: picos e vales tendem a ser menores. E a parte do sinal que é identificada como
tendéncias ou oscilagoes longas. J& D (de detail) representa todas as oscilagbes curtas
e rapidas, como mudangas estruturais ou ruidos. Como cada g; e cada w; tem norma
1, eles sdo ortogonais entre si, entdao pelo Teorema de Parseval, ||z|2 = ||S]|2 + ||D||2 Isto
implica que se um sinal variar pouco a cada dois intervalos de observagao, ||D|z. vai
ser proximo de zero. Mas isso é uma afirmacao vaga, afinal o que é variar pouco? Na
verdade, cada wavelet da familia das Daubechies tem uma propriedade que faz dela muito
util na hora de separar o que é uma tendéncia do que é um detalhe. Se w ¢é da familia
das Daubechies e tem suporte L, e x puder ser aproximado por um polinomio de grau
até 7 entao os valores de d serao iguais a zero, com excecao talvez de alguns poucos
deles [58]. Essa tultima afirmagao ¢ devida ao fato de que se um sinal nao for continuo,
mas cada lado de suas descontinuidades puder ser aproximado por um polinomio, entao
o valor de d identificado com aquela coordenada, nao vai ser igual a zero. Isso também

so vale se o sinal nao tiver termo de erro aditivo, mas se o erro tiver média zero, o sinal

L
puder ser aproximado por um polinémio de grau até 3 entdo d terd média zero [17].

Como foi visto, em seu primeiro nivel, a DW'T considera mudancas ocorridas
no sinal com wupdates no calculo dos coeficientes de dois em dois. Os niveis seguintes

consideram coeficientes a partir de valores espacados por 2 unidades®. Assim, identifica-

4Isso por que comecamos a numerar as coordenadas dos vetores por zero em vez de um

50 nivel um é calculado avancado duas coordenadas, o nivel dois avancando quatro, o nivel trés oito

e assim por diante.
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se cada nivel da transformada com uma escala dada por uma poténcia de dois. Mas em vez
de aplicar diretamente em x, os niveis seguintes da transformada wavelet sao aplicados
apenas na parte que se refere aos coeficientes average do nivel anterior. Seguindo a notagao
de Walker [58], a partir de agora, para controlar o nivel do qual falamos, colocamos o sobre
escrito j tanto nos vetores a e d quanto na matriz P (e.g. a2 é o vetor dos coeficientes

N . - )
average do segundo nivel). Como a' tem 5 valores, para aplicar a DW'T sao necesséarios

. N
vetores w e g estendidos para o tamanho certo. Se L < 5 entao isso é feito simplesmente

removendo-se zeros entre wy e wy_1. No caso de Haar para N =8 :

1 1 1 1
_7_a0707070a070 — _7_7070 .

Os vetores andlogos a (3.4) e (3.10) com metade do tamanho sao W? e G? Da

mesma forma que foi obtida a primeira matriz P! é obtida a matriz

2
P? = G
W2
. . N N : . P
agora de dimensao — X 5 Pelos mesmos motivos ja apontados ela também é ortogonal
e (PH)TP? = Iy. Assim
2
P2a1 — a
az|

onde a? pode ser visto como uma média de médias e d? como uma diferenca entre as

médias.

Para ver por que pode-se dizer que a nivel dois tem escala quatro (2%) observamos
que as entradas de P2a’ sdao somas de L valores de a' consecutivos e a soma seguinte
exclui os dois ultimos destes valores e acrescenta os dois valores seguintes. Para o calculo
de duas entradas adjacentes de a' foram excluidas/incluidas duas entradas de z, e para
entradas que estdo a uma distancia de dois, foram excluidas/incluidas quatro entradas
de z. Ja que o nivel dois da transformada considera valores espacados por duas entradas,

se em vez de aplicar a transformada em a', ela fosse aplicada em z, seriam necessarios
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valores de x de quatro em quatro. Isso é facil de verificar no caso de Haar:

al_a:1+xo al_x3+3:2 al_:zc5—|—:c4 al_x7+x6
0 \/§ ) 1 \/§ ) 2 \/§ ) 3 \/5
a2_a1+ao aQ_ag—l—aQ
0 N ! N
desenvolvendo,
a2_x0g1+w3j§2_1‘0+1‘1+$2+$3
o= =

NG 2

Ta+Ts + Te+x7

V2 V2 :I4+x5+x6+a:7

NG 2

2 _
a; =

que como se vé, sao somas de valores do sinal de quatro em quatro. Um argumento

semelhante mostra que os niveis superiores utilizam valores do sinal espacados por 27.

Broughton e Bryan [9] fazem uma modificacio na matriz P? para que ela possa

2 eeste é a

ser aplicada diretamente em P!z. Como o segundo nivel age somente em a
primeira metade do vetor coluna dado pela DWT do primeiro nivel, se completarmos P?

da seguinte forma:

o P2 0
P° = (3.16)
0 I,
2
onde 0 é um bloco de zeros de forma que teremos uma matriz ortogonal® de dimensao
N x N. De agora em diante escreveremos P? como a matriz em (3.16). Fazendo o produto

P2P'2 obtemos

e pelo fato de as matrizes serem ortogonais, o produto delas também é uma matriz orto-

gonal e sua transporta é dada por (P')T(P*)” = P* e assim

a2

r =P'P*Plyx =P* [q2],
dl

5Para ver isso, basta utilizar a multiplicacdo de matrizes em blocos

40



que pode ser escrito como em (3.14):

T =ajgy+ ...+ a%gz% +diwg + .+ c@w% +dgwg + .+ dlgwlg (3.17)

Os vetores wj + ... + wh ja sdo conhecidos, pois por construcio a metade da
2
direita P* é (W")" (eles sao os mesmos que no primeiro nivel). J& os vetores g7 e

W? sao obtidos da seguinte forma: escrevendo explicitamente P* como um produto de

matrizes

g1 gs ... w1 ws ... g1 gs ... w1 w3 O

Jdo gz ... Wo wo ... 90 gs ... Wo Wo 0

P — gN-1 1 ... WN-1 W1 ... gN-1 g1 ... wy_1 wp O (3.18)

gN-2 Go -.. WN—2 Wo ...| |gn—2 Go ... wny—2 wo O

0

g2 Q4 ... Wy W4 ... 0 0 ... 0 0 0

(®)T (P2

Y

N N
calculando a primeira e a Vi ésima colunas de P* temos, desde que L < 0}

P = 9+ 9093 + gn_15 + -
[P*l21 = 190 + gog2 + gN-194 + ...
P31 = g19n—1+ 9091 + gn-193 + -..

[P*]51 = g1gn—2 + 93 + gn-192 + ...

N = wig + wopgs + WN-195 + ...
% = W1go + Wog2 + WN-_1G94 + ...
N = WigN-1 + Wodr + WN-193 + ...

N = WigN-2 + wogo + WN-192

N
Esse padrao se repete para as outras colunas de P* até a de ntimero 5 Além

disso, olhando atentamente para ele, percebe-se que em cada multiplicagao os termos
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da matriz a direita aparecem primeiro. Isso foi proposital, pois assim percebemos uma
recorréncia. Cada uma das colunas da matriz P* é formada como uma combinagao linear

dos vetores coluna g} e suas rotagoes. Por exemplo:

g2 = 18 + gogl + gn 18-

2 1 1 1
Wy = w18y + woeg; + Wn-183....

Tal qual o primeiro nivel, as outras colunas podem ser encontradas com rotagoes
destas duas primeiras. Nota-se que as entradas diferentes de zero desses vetores nao é
mais L e sim 3(L — 1) + 1 [46]. Os niveis seguintes da DWT s&o construidos da mesma
maneira, mas agora a matriz equivalente a (3.16) para o nivel j tem um bloco de dimensao
N

> X > a direita e acima, a diagonal completa com uns e o resto completo por blocos de

zeros. Contanto que (2/ — 1)(L — 1) +1 < g T as g primeiras colunas dessa matriz sao
dadas por

g = gog)  + &) +gn-1g) -
e

wo =wog) ' +uwigh ! +wn_ig)

Um ponto importante que deve ser enfatizado é que sempre foi feita a hipotese de
que o suporte das wavelets fosse menor que o tamanho do vetor no qual a transformada é
aplicada. Isso nao é necessario (para nenhum nivel) pois sempre é feita a hipétese de que
o vetor é periddico, portanto, se L foi maior do que N, por meio de extensao periddica
podemos aumentar o vetor para satisfazer o requerimento. Computacionalmente isso é
o mesmo que somar os coeficientes de g ou w que multiplicam valores de x que foram
estendidos, mantendo a matriz da transformada com tamanho N. Porém isso tem um
custo, ja que nao ha nenhum motivo para que um sinal qualquer seja realmente periédico,
e, de fato, pelo menos com dados estatisticos, eles tendem a nao ser. Por isso deve se
tomar cuidado com o tamanho do suporte das wavelets que se usam. Formalmente, a

utilizagao de apenas alguns niveis da transformada visando nao fazer uso excessivo da

- N :
70O tamanho dos vetores que compoem as o primeiras colunas da matriz que representa a DWT tem

suporte dado por (29 —1)(L — 1) + 1 [46]
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hipétese de periodicidade chama-se Transformada Wavelet Parcial [46], mas aqui
nao sera feita essa distingdo. Na verdade nem sera formalizado o que ¢ a transformada
wavelet completa em vez da parcial. Em vez disso, dado um sinal e uma wavelet, serao
feitas quantas transformagoes forem adequadas dados o tamanho do sinal e o suporte da
wavelet, w, que deve ter as propriedades tteis ao problema que se deseja resolver. Ainda
assim ¢é necessario que N seja divisivel por dois pelo menos j vezes para realizar j niveis
da transformada, isso por que cada nivel sempre requer metade do nimero de valores do

nivel anterior. Assim é feito o uso minimo da hipdtese de periodicidade de um sinal.

Assim como as equagoes (3.14) e (3.15) para o primeiro nivel, os outros niveis da

transformada também podem ser escritos em formato de MRA.

771 771 2] T 2] 2

x—Za +ZdJWJ+ZdJ1J1+ZdJ2J2
sﬁ nCE— S
- (3.19)
2

o+ ) diw]
1=
Dl

Comecando com o nivel dois z = S* + D? 4+ D' e comparando com (3.15) chega-
se a conclusio que S' = D? + S?, 0 que deveria se esperar, pois calculamos o segundo
nivel baseado nos coeficientes average do nivel um. Em geral S7~' = D/ + S7 [46]. Isto
é, a transformada wavelet produz em cada nivel uma aproximacao de x por meio de seus
valores médios e uma diferenca, e um nivel imediatamente superior age na aproximacgao
do nivel abaixo e produz uma nova aproximacao (menos exata) e um novo detalhe. Rea-
lizando estas trocas podemos decompor um sinal do jeito que quisermos, e como sabemos

o tamanho de cada escala, identificamos cada nivel com um instante conhecido.

Para dar um exemplo, realizamos a transformada wavelet em um sinal simulado

dado por z = 0.1t + &, onde &; é um termo aleatério obtido como comando rand do
. 1

Scilab. A taxa de amostragem é 128 entao, sem normalizar o intervalo, ¢ varia de zero a

127. Como este sinal tem um termo linear, para os coeficientes detalhe terem média zero,

utiliza-se uma wavelet da familia das Daubechies que tenha suporte L = 4. Essa wavelet
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¢ chamada DB2 e tem os coeficientes dados por :

g = (—0.1294, 0.2241, 0.8365, 0.4829) (3.20a)

w = (—0.4829, 0.8365, —0.2241, —0.1294). (3.20b)

Os coeficientes acima sao aproximacoes com quatro casas decimais dos coeficientes da
DB2 disponiveis no website Wavelet Browser [59], que dispde de uma grande biblioteca de
wavelets, com os coeficientes ja calculados e em formato decimal. A figura 3.1 apresenta

os graficos da Andlise Multirresolucao aplicada nesse sinal simulado.

Definicao 9. A decomposicao de um vetor z em colunas formadas com a transposicao das
linhas da DW'T ¢é chamada de andlise multirresolugao. Este nome é devido ao fato de que
podemos trocar sempre niveis average mais baixos, que representam a tendéncia do sinal
em intervalos (escalas) curtos de tempo por um componente detail, de oscilagoes, nestes
intervalos mais um componente average de um nivel superior, que representa intervalos

de tempo maiores:
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Figura 3.1: Exemplo DB2

Sinal St
15|
(a) (b)
10|
i |
L | | | | | | | 07 | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
D' D?2
[ T 4, T
(c) (d)
2,
0,
i WM/WMWWV\MMMMW -2
_4,
| | | | | | | _67 | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
D3 S?
f | 15| |
(e) (f)
i 10|
i |
[ 0,
| | | | | | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Fonte: elaborado pelo autor. O eixo das abscissas representa o tempo.
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Como se pode ver, os componentes smooth (Figura 3.1b e 3.1f) captam, aproxima-
damente, a tendéncia geral do sinal de crescer com o tempo enquanto que os componentes
detail (Figuras 3.1¢,3.1d e 3.1e) captam os desvios desse sinal. Além disso, nos termos
smooth, observamos duas coisas: no interior do grafico eles apresentam um formato serri-
lhado — isso ¢é devido ao termo de ruido que polui as médias, embora ele seja suavizado,
ele nao é removido; nas pontas eles apresentam grandes saltos — isso ¢ devido a hipdtese
de periodicidade do sinal. Se ele fosse estendido para além de 128 amostras para ambos
os lados (i.e. incluindo tempos negativos) essas descontinuidades desapareceriam nesses
locais, mas reapareceriam nas novas pontas. Como resposta, os termos detail também
apresentam essas descontinuidades. Feita essa ressalva, notamos que a aproximacgao ob-
tida por S® é quase uma linha reta e capta quase toda a informacao sobre a tendéncia
do sinal. Comparando com o exemplo do filtro de Haar, vemos que ambas metodologias
podem ser usadas para limpar um sinal de termos de grande oscilacao em torno de uma

tendéncia que oscila relativamente mais devagar.

Z. . * . . . .
Como para cada nivel, a matriz P’" similar a (3.16), com os blocos dimensionados
de acordo com o nivel, é ortogonal, e o como produto de matrizes ortogonais, também
é ortogonal pelo Teorema de Parceval, os vetores z e y = ([a’]T,[d/]T,[d’~!]7,...,

[dYT)T sdo tais que:

1 = llyllz = lla”ll2 + | d”[I2 + 1d" 5 + .. + a3 (3.21)

Onde cada norma do lado direito de (3.21) é tomada de acordo com o tamanho
dos sub vetores que compdem vy, j4 que em geral eles ndao tem o mesmo tamanho 8. Para

cada escala 2/ = 7; a funcao

(

|d7||a, sej < J

Pr(r) =4 ||laits sej=Jed >0 (3.22)

izl sej=0

é chamada de escalometro [46]. Analogamente ao espectrometro, ela decompoe a energia

de um sinal em componentes, no caso em escalas, i.e. quanto cada escala representa para

8Isso pode ser feito ja que a norma ao quadrado é simplesmente um somatdrio de valores independente

da dimensao do espago.
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a energia total de um sinal. No caso da transformada de Fourier, era possivel escolher
algumas frequéncias e montar um sinal apenas com elas, aceitando um erro de estimagao,
ou seja, que o vetor expurgado de certas frequéncias seja apenas proximo do original,

segundo a equagao (2.10). O mesmo pode ser feito com o escalometro e com a DWT.

3.2 Wavelets como Filtros Lineares

Na se¢ao anterior foi apresentada a DWT como se fosse uma transformada orto-
gonal qualquer. Isso é conveniente por que é simples de se fazer e facil de se implementar,
porém tem uma grande desvantagem: se um vetor é rotacionado, o resultado da DWT
¢ modificado. Isto é um problema em aplicagoes estatisticas. Uma metodologia que ofe-
rece respostas diferentes dependendo dos pontos iniciais, mesmo que eles sejam préximos,
¢ uma metodologia potencialmente inconsistente. Felizmente existe uma pequena mu-
danca que se pode fazer na DW'T para que ela seja insensivel a rotacoes. Essa é a pro-
posta de Percival e Walden [46] com a Mazimum Overlap Discret Wavelet Transform, ou
MODWT, que parte da DWT e constrdi o que talvez seja a mais importante ferramenta

para aplicacao de wavelets as séries temporais.

Tratando-se da transformada de Fourier, Walker [58] mostra, com o uso da trans-
formada Z, que o espectro do vetor Tz é, entrada a entrada G%X;ﬁ, que pela discussao
envolvendo a equagao (2.22), é uma mudanga de fase dos coeficientes do vetor x. Por-
tanto apds uma rotagao mantém-se o mesmo espectro e apenas atrasa-se ou adianta-se
cada frequéncia e, contanto que o sinal seja peridédico, nao importa em qual o periodo é

feita uma amostragem seu espectro nao vai mudar.

Embora tenha sido feita a hipdétese de que o sinal é periédico anteriormente e
até mostrado que a descontinuidade induzida ao estender um vetor periodicamente cria
discrepancias na MRA obtida por uma wavelet, pelo menos para o calculo dos coeficientes,
uma grande porcao deles nao precisa da hipétese de periodicidade. Em geral ela sé é
necessaria nas (27 — 1) (L — 1) + 1 primeiras entradas, que sio a quantidade de valores
do sinal utilizados para o calculo dos coeficientes, em suas respectivas escalas. Isso significa
que a transformada wavelet consegue decompor, aproximadamente, a energia de um sinal

em escalas e manter essa decomposicao confiavel quando novas informagoes entram, exceto
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nos primeiros coeficientes de cada nivel. Isso obviamente é muito util em aplicagoes a
séries temporais que sao atualizadas periodicamente. Com wavelets, até certo ponto, nao

¢é necessaria que a hipotese de periodicidade seja feita de forma enfética.

Esse ganho comparativo porém ¢é diminuido quando um sinal, em vez de ser
incrementado, tem observacoes feitas, em mesmo niimero, mas em datas diferentes. Por
exemplo, comecar um experimento de uma observacao por dia na segunda-feira ou na terca
feira. Idealmente isso nao deveria ter nenhum efeito sobre a MRA de z. Componentes
avaliados de dois em dois dias (primeira escala), quatro em quatro (segunda escala) etc.,
deveriam contribuir igualmente com a energia de x seja qual for a data inicial do experi-
mento. Porém isso nao ocorre. Por exemplo o sinal x = (1,1, —1, —1) se rotacionado uma
vez fica ' = (—1,1,1,—1). Aplicando a fun¢ao escala e a wavelet de Haar nesses sinais
obtemos a! = (v/2, —v/2) e d* = (0,0) para z e a’* = (0,0) d"* = (v/2, —v/2). Claramente
a rotagao fez diferenga. Por outro lado se fossem feitas duas rotagoes os coeficientes a e d
manteriam seus valores, exceto por uma rotagao. Em resumo, a DW'T ¢é indiferente ape-
nas a pares de rotagoes. Visando eliminar esse problema Percival e Walden [46] mostram
a Mazimum Overlap Discret Wavelet Transform que é indiferente a qualquer niimero de
rotacoes, a menos de uma rotacao dela mesmo. Eles fazem essa construcao estudando as

wavelets como filtros lineares.

O filtro wavelet w continua satisfazendo as condigoes em (3.3) e ele pode ser

utilizado na forma (2.15), reproduzida a seguir

Wo WN-1 WN—2 ... W2 Wy
w1 Wo WN-1 ... W3 W3y

W =
WN-1 WN-2 WN-3 ... W1 Wy

A condicao (3.3a) diz que w é um filtro passa-alto pois garante que o produto
interno de w e suas rotagoes aplicado a um vetor constante é sempre igual a zero. Se Wy,
sao os valores da DFT de w entao pelo Teorema da Convolugao, d = Wx tem a DFT dada
por W Xy. Junto de w temos a fungao escala g com DTF dada entrada a entrada por
Gy, Juntos eles formam um par de filtros de quadratura [46], logo se W e G sao as fungoes
ganho de w e g respectivamente, entdao G(k) + W(k) = C, para todo k e uma constante

C. Por construgao, Percival e Walden [46, p. 70| estabelecem que essa constante é igual
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a 2 e ja que W(0) = 0 temos necessariamente que G(0) = 2 e isso s6 acontece se

(Go+g1+ .+ 9r-1)*=2

portanto

Got g+ .. +gi1=V2

que ¢ uma das propriedades da funcao escala ja comentada.

1
Se os vetores g e w forem multiplicados por E, obtendo-se g e w, e a constante
C' se torna 1. Entao o vetor obtido somando-se (z % @) e (x % §) tém o mesmo contetido
de frequéncia que x, enquanto que a soma de (x * w) e (z * g) tem contetido de frequéncia

igual a duas vezes o de x.

Para estabelecer a relacao entre a DW'T e os filtros wavelet Broughton e Bryan

[9] definem o operador de subamostragem D.

Definigao 10. O operador de sub amostragem D : (Yo, Y1, -, Yn—1) = (Y1, Y3, s YN—_1)
elimina as entradas pares de um vetor x e constréi um vetor novo contendo apenas as

coordenadas fmpares.

Se zy, for o vetor resultante em aplicar a matriz de convolugdo W a x entdo D(z},)

¢ dado entrada a, entrada por
[D(an)]k = (T w, z) . (3.23)

N
Mas esses valores sao exatamente os 5 valores calculados pela DW'T referentes ao vetor
d' da secdo anterior. Se G é a matriz de convolucdo gerada pelo vetor g e z; = Gz, e

D(x;) é dado entrada a entrada por
[D(z)]x = (T**'g,z), (3.24)

que sao exatamente os mesmos valores referentes ao vetor a' da secao anterior. Portanto
o primeiro nivel da DWT é resultante de uma operacao de filtragem, seguida de uma
operacao de subamostragem. Se executadas ao mesmo tempo, temos a Transformada
Wavelet Ortogonal [9], que foi apresentada na segdo anterior. Obviamente poderfamos

realizar as duas operagoes em separado, mas isso resultaria em célculos redundantes.

49



Agora, utilizar as ferramentas de filtros para provar que é possivel inverter a
operacgao de filtragem seguida de subamostragem é uma tarefa um pouco mais delicada.
Primeiro por que nem mesmo a operacao de filtragem ¢é invertivel, ja que W e G tém auto-
valores nulos. Segundo, subamostrar um vetor ocasiona ainda mais perda de informacao.
Do ponto de vista da recuperagao de um sinal isso dificulta ainda mais as coisas. Brough-
ton e Bryan [9] mostram que com um banco de filtros, i.e. usar filtros pa e pb apropriados
em conjunto, pode-se recuperar o sinal completo apos filtragem e subamostragem através

de uma nova filtragem com o que eles chama de filtro de sintese.

Como neste trabalho serao utilizados apenas filtros prontos, o que é importante

dos filtros sintese é a operacao de sobre-amostragem.

Definicao 11. O operador de sobre-amostragem U(y) :  (yo,¥1,---, Yn_1) +
(0,90,0,91,...,0,yny_1) insere zeros antes de cada coordenada de um vetor, dobrando

seu tamanho.

Para nao ter de falar sobre filtros de sintese, Pericival e Walden [46] apenas

verificam o que acontece quando se faz o produto W [U(D(zy,))], explicitamente:

Wo w1 Wa w3 ... WN-1 0
WN-1 Wo w1 Wwo ... WN—-2 dO
WN—2 WN-1 Wo w; ... WN-3 0
T —
WHU(D(xn))] = : (3.25)
WN-3 WN-—2 WN-1 Wy ... WN-4 d;
w1 Wo wy W4 ... W dn
L 4 L 2

onde os elementos de zj, foram escritos como os elementos do vetor d' da secdo anterior.

Se chamarmos as colunas da matriz do lado direito de (3.25) de ¢y, cg, ... entdo temos

W[U(D(ZE}Z))] = 0C1 + d0C2 + 0C3 + d104...

Comparando com a matriz em (3.14), vemos que as colunas com indice par sao as
mesmas da segunda metade da matriz PT. A soma portanto equivale a somar a segunda

metade das colunas de PT com pesos dados pelo vetor d.
WTU(D(zp))] = dgWy + dy W + doWi ..

20



Seguindo o mesmo raciocinio, a convolucao seguida de sub e sobre-amostragem

com g = GT[U(D(x;))] resulta em:
GTU(D(z)))] = agGy + a1GT + axGs ...

que é a primeira metade das colunas da matriz P somadas com pesos dados pelo vetor
a'. Além disso o formato da matriz em (3.25) ja foi visto, pois é a convolugdo especial que
recebe o nome de correlagao cruzada. Assim mostra-se que a DW'T pode ser vista como
um procedimento de filtragem com um banco de filtros, seguido de uma subamostragem,

uma sobre-amostragem e uma correlagao cruzada.

3.2.1 As Daubechies no dominio da frequéncia e os niveis superiores da
DWT

Quando foi apresentada a DW'T como uma transformada linear, foi dito que cada
nivel representava uma escala diferente e cada coluna da matriz de sintese representava
uma localizagao temporal especifica. Em se tratando de filtros, a representacao natural
de se falar é no dominio da frequéncia. O Teorema da Convolugao garante que o vetor
resultante do produto Wz tera sua DFT dada por W;X,. Observando as figuras 2.4 e
2.5, que sao os graficos da funcao ganho quadrado da wavelet e funcao escala de Haar,
respectivamente, nota-se que em ambos os casos, os filtros mantém a frequéncia que

1
representa metade da frequéncia de Nyquist, ou 1 de N, intacta. Quando é utilizada a

wavelet de Haar, as frequéncias acima de i sao amplificadas e as abaixo, sao atenuadas.
Se for utilizada a funcao escala, a relagao é invertida. Segundo Percival e Walden [46]
as Daubechies quando utilizadas como um filtro tém essa propriedade: elas dividem o
espectro de um vetor em duas bandas de mesmo tamanho, entao é comum identificar o
vetor Wz com frequéncias em médulo no intervalo [Y/4,1/2] e o vetor Gz com frequéncias
no intervalo [0,1/4]. Evidentemente isso é apenas uma aproximagao, como se pode ver nos

graficos da funcao ganho, que s6 se anulam em um ponto.

Os outros membros da familia das Daubechies tém graficos semelhantes. A funcao
ganho quadrado G de cada fungao escala de uma Daubechies com suporte L é dada por

[46]:

o[~

-1

G(f) = 2cos™(rw) <5 _ll + l) sen? (Tw). (3.26)



Nesse caso, w denota frequéncias continuas como no inicio do capitulo passado. Quando
forem utilizadas wavelets discretizadas devemos substituir as frequéncias continuas por
k

N [46]. Para encontrar W, calcula-se 2 — G.

Figura 3.2: Funcao ganho quadrado da fungao escala DB2

2 ~

[
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Frequéncia

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 3.2 mostra G para a db2. O formato é semelhante a figura 2.5. A figura
3.3 mostra W da db2 (azul) e de Haar (vermelho). Nota-se que a db2 tem uma fungao
ganho mais inclinada, isso significa que ela age melhor como um filtro de banda. Em
geral, quanto maior o suporte da wavelet, melhor ela serd como um filtro de banda [46].
Em contrapartida, ela vai precisar de mais dados, o que inviabiliza wavelets muito grandes

para alguns problemas.

O segundo e os niveis superiores da transformada também sao filtros lineares,
mas eles precisam de uma argumentagao um pouco diferente. Aqui, comecamos pela
conclusao: cada nivel da DWT equivale a passar um sinal por um banco de filtros que
divide a banda das frequéncias mais baixas do nivel anterior em duas metades e uma
operacao de sub amostragem [46]. Por exemplo, segundo nivel da DWT divide [0, 1/4]. em
[0,1/s]. [1/s,1/4]. Em geral para o nivel J a DWT é resultado da filtragem do espectro do
sinal nas bandas [0,1/27+1]. [1/27+1 1/27]. Para provar esse fato Percival e Walden [46, p.91]

notam que se for inserido um certo nimero 2™ — 1 de zeros entre as entradas de um filtro:

m
(wo, wy, wy, ...) — w™ = (wp, 0,0,..., w1, 0,0,..., ,we,...)
2m—1 zeros 2m —1 zeros
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Figura 3.3: Funcao ganho quadrado da wavelet DB2
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Fonte: elaborado pelo autor.

a relacao entre a funcao ganho quadrado de w e a funcao ganho quadrado de w™ é

W(m + 1)k] = Wm (k).

Como exemplo, o segundo nivel da DW'T consiste em aplicar as matrizes de

2 no vetor G'z, obtendo os

convolucdo G? e W2, construidas a partir dos vetores ¢* e w
vetores x; = G*G'z e xy, = W2G'z. A DFT de cada um, omitindo-se a funcao fase, é

dada por:

(Xu)r = [G*(k)G" (k)| Xk = |G" (2k)G" (k)| X5, (3.27a)
(Xin)k = [W2(R)G (k)| Xk = W' (2K)G (k)| X (3.27b)

Para ver como isso se relaciona a DWT escrevemos x; como um produto de uma

matriz e um vetor:

Jo 0 agN—-1 0 gN-—2 ... O (ZL‘Z)Q
0 9o 0 gna O a9 a}
0 0 1 ... 0 T
S 9o gN-1 (z1)2 (3.28)
0 ¢ 0 9o 0 92 aj
I 0 gv-1 0 gy O ... 9o _(xl)Nfl_
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Nota-se que as entradas de x;; sao calculadas, ou com apenas componentes que

estdo em a' ou apenas componentes que nio estao. Segundo, tomar D(x;) equivale a
. .1 : . ) . N N 1

aplicar a matriz G* redimensionada para ter dimensao 5 X 5 em a . Isso, por sua vez,
equivale a executar um filtro de banda em um vetor em R? e como ja foi mostrado,
se for feita a subamostragem do vetor resultante, encontramos a decomposicao average
da DWT aplicada em a', em outras palavras, encontra-se a®. Pelo mesmo raciocinio,
trocando G* por W? encontra-se d* e mostra-se que o segundo nivel da DWT equivale a
uma subamostragem de dois filtros aplicados aos coeficientes a' [46]. Equivalentemente

podemos tomar cada quarto valor da equagao (3.28), isto é, subamostrar os vetores x; e

2y, por um fator de quatro.

Os niveis seguintes seguem o mesmo padrao: criam-se os vetores g" e w™ com
2™ — 1 zeros entre cada entrada diferente de zero, e filtra-se o vetor composto pelos
coeficientes average do nivel anterior com ¢™ e w™ dimensionados corretamente. Isso
equivale a filtrar o vetor y = G™'G™ 2...G'z e subamostrar o resultado por um fator
de 2™ [46]. Aplicagoes sucessivas das equagoes (3.27a) e (3.27b) garantem que os vetores
a™ e d™ representam vetores, subamostrados, com contetdo de frequéncias nas bandas

[0,1/2m+1] e [Lf2m+1, 1/2m] | respectivamente.

A inversao desse procedimento se da de forma andloga a equacdo (3.25), com a
matriz e o vetor a direita recebendo 2™ — 1 zeros entre suas entradas. Utilizando a seguinte
notaco: Ty = Toy, Ty = T3y, Typ = To, ete.. e D(D(z)) = DD = D* D(D(D(z))) = D?,
etc.. Escreve-se x como:

r=(G"G™ . .GHTU™ D™ (z,) + (Wmefl...Gl)TUmDm(m(m_l)lh) (3.29)
-+ (Wmileiz...G>TUmileil(Z’(m_Q)lh) + (Wl)TUD(ZL'h)
Que é equivalente a (3.19), pois reconstréi x utilizando os coeficientes average do nivel

mais alto e os coeficientes detail de todos os niveis anteriores.

3.3 A Maximum Overlap Discrete Wavelet Transform

Como ja mencionado, a Transformada Wavelet tem um grande defeito, a incapa-
cidade de lidar com rotagoes nao pares (i.e. de dois em dois) de um sinal. Isso se traduz

por exemplo na mudanga dos coeficientes calculados caso uma série temporal (mensal)
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se inicie em janeiro ou fevereiro®. Percival e Walden [46] apresentam um método que
contorna a incapacidade da DW'T de lidar com rotagoes impares, baseados na classe dos
filtros nao decimados!® chamado de Mazimum Owverlap Discrete Wavelet Trans-

form (MODWT).

Quando aplicamos um banco de filtros a um sinal, podemos ver pelos gréficos das
fungoes ganho quadrado, que nunca sao zeradas as frequéncias exceto aquelas no limite
do intervalo, a frequéncia constante para filtros pa e a frequéncia de Nyquist para filtros
pb. Todas as outras frequéncias continuam presentes, em amplitudes modificadas. Pelo
Teorema da Convolugao isso significa que os vetores E que representam as amostragens
dessas frequéncias sao autovetores associados a autovalores nao nulos da matriz de con-
volugao que representa o filtro. Agora, se H; e Hy sao dois filtros de um banco de filtros
e Nulg, N Nuly, = {0} entdo pode-se recuperar = a partir de Hyz e Hoz. Uma prova

possivel é dada com o uso do Teorema da Convolugao.

Seja H = (Hy + H,), entao H tem DFT dada por Hy = Hy; + Ho, e o fato da
intersecao dos espacos nulos ter apenas o vetor trivial implica que Hy, # 0 para todo k.
Como existe uma bijecao entre os coeficientes de Fourier de um vetor e o préprio vetor,
se for realizada a DFT em Hzx, obtendo-se os coeficientes Hp X, uma divisao por Hy,
que supostamente ja sao conhecidos, retorna o coeficiente da DFT de x e resta fazer uma

aplicacdo da equagao (2.8).

Isso também implica que a imagem das duas matrizes tem intersecao nao trivial.
Portanto existe uma redundancia em aplicar os dois filtros. Olhando para os graficos
das funcoes ganho quadrado do filtro de Haar, fica evidente que para recuperar o sinal,
digamos do filtro pb, seria necessario apenas a informacao adicional X N A heuristica da
subamostragem é eliminar as redundancias e gerar uma transformada tinica, a DW'T, que

tem posto cheio, seu preco é a perda de informacao relativa as rotagoes.

O primeiro nivel da MODWT de Percival e Walden [46] consiste em gerar e
aplicar ao sinal as matrizes G' e W', mas em vez de usar diretamente ¢ e w eles sdo pré-

-1
multiplicados por (\/5 ). A partir de agora todos os filtros, a nao ser que dito o contrario,

9marco ndo faria diferenca.

0Dizimagao é um outro nome dado para subamostragem.
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serao ajustados dessa forma. Como ja mencionado, isso implica que G(k) + W(k) = 1 para

todo k. Temos:

G'z =a' a' ¢ RV (3.30a)
Wy =d', d' e RV*! (3.30b)

Visto de outra forma, os coeficientes average do primeiro nivel da MODWT sao o
vetor x; antes de ser subamostrado e os coeficientes detail sdo o vetor xj,. E direto ver que
Gl(Tm) = Tal, e portanto a transformada ¢ imune a rotagoes, exceto por uma rotagao.
Como nao é necessaria uma subamostragem, nao serd necessaria uma sobre-amostragem
entao a inversao da operacgao é facilitada. A matriz de correlacao cruzada de g é (Gl)T e

de w é (W)™, Fazendo

(GHTal = a' (3.31a)

(whTd! = qt (3.31b)

pela equacdio (2.28) temos que a DFT de &' é G(k)X}, e a DFT de d! é W(k)X,. Portanto
o vetor &' +d! tem DFT dada por (G(k) + W(k))X; = X}, logo

r=al+d' = (GH'Gz+ (WH W, (3.32)
que pode ser escrito no formato de uma MRA

r=S'4+ D

Isso pode ser visto como uma decomposicao de x em duas partes, cada uma
correspondendo a um banda de frequéncias no dominio espectral. O vetor S* é equivalente
a filtrar o sinal com uma filtro com DFT dada por G, com banda [0, 1/4] e consequentemente
D! equivale a filtrar o sinal com um filtro de DFT W, na banda [1/1,1/2]. Juntos eles filtram

todo espectro do sinal e é imediato que sao filtros com fase zero [46].

Os passos seguintes da transformada vao ser aplicagoes sucessivas de filtros nos
coeficientes average dos niveis anteriores. Assim é possivel utilizar apenas os resultados
ja vistos para filtros sem necessidade de se falar nas Transformadas Wavelets para usar a

MODWT. Porém muitas coisas tteis que podem ser utilizadas sao provadas com a DW'T.
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Percival e Walden [46] constroem a MODWT de forma que ela tenha uma ligagao direta
com a DW'T e assim varias propriedades desta podem ser utilizadas quando o uso daquela.
O primeiro nivel da MODWT, apés um redimensionamento, é o conjunto (z;, z5,) que pode
ser subamostrado para gerar o primeiro nivel da DWT. Essa relacao pode ser descrita de
outra forma. Se for realizada a DWT no vetor x e no vetor Tx e os coeficientes, apds
redimensionamento, forem ordenados alternadamente: (x7, 21, %12, 29, ...), serd obtida
a MODWT, isto é, ela é equivalente a realizar a DWT em x e em uma rotacao de modo

a produzir duas amostras de coeficientes.

Assim como cada nivel da DWT divide o espectro de um sinal em bandas de
frequéncias, a MODWT também o faz. De fato cada nivel m é calculado aplicando-
se as matrizes G™ e W™ aos coeficientes average do nivel anterior, sem necessidade de

subamostragem. Assim

m o __ Gmamfl
o 1 (3.33)
m o __ mgm—

Sucessivas aplicacoes do Teorema da Convolugao garantem que os vetores em

(3.33) tém conteudo espectral, desconsiderando a fase, respectivamente, dado por [46]:

m—1
‘ G(2™k) HQQ%

,_\

(3.34)

,_.

| W(2™k) H G(2k)
J=1

Para inversao de cada nivel, estudamos cada a™ individualmente. Pela equacao

(3.32) trocando x por a™, G' por G™G™ .G e W! por W"G™ !...G temos
am = (Gmgmt..ghHTam (3.35)
d» = (wment..Gh)rd”

A prova consiste em notar que G(2™k) + W(2™k) = 1, j4 que estas sdo simples-
mente contragoes de G e W, e portanto vale o que foi visto na inversao do primeiro nivel

[46].
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Desta forma é obtida uma decomposicao do vetor x em diversas bandas de

frequéncia. Por (3.35), podemos escolher como representar a equagao (3.33):
r=a'+d' =& +d®+d' =.. =a"+d"+d" ' +d" 2+ .+ d
em formato de MRA

r=S'+D'=S*+D?*+D'=..=S"+D"+ D™ ' + ...+ D! (3.36)

Onde novamente tem-se a identidade 8™~ = D™ + S™. Cada um dos vetores que
decompoe x em (3.36) é identificado como a parte do sinal composta pelas frequéncias
em [0,1/2m+1] para S™ e [L/2m+1,1/2m] para D™. Embora essa identificagao seja no dominio
da frequéncia, ainda é possivel a localizagao por escalas, ja que a MODWT é composta
por vérias amostras da DWT. De fato, em cada nivel J sdo realizadas 2’ transformadas
wavelets. Ja que nao sao feitas subamostragens, cada nivel da MODWT ¢ na verdade a

DWT aplicada a diversas rotagoes dos vetores average dos niveis anteriores [46].

Obtém-se assim um método de decomposicao baseado em wavelets que é imune a
rotacoes, i.e momento inicial da amostragem do sinal. A desvantagem é o niimero maior
de célculos necessarios, mas para aplicacoes em estatistica, essa desvantagem é mais do
que compensada, especialmente por que muitas vezes, devida a baixa quantidade de dados

disponiveis, o nimero de calculos necessarios é pequeno de qualquer forma.

3.3.1 Remocao de ruidos com wavelets

Embora a MOWDT seja mais versatil que a DW'T, a maioria das propriedades
estatisticas que as wavelets possuem sao provadas para a DWT. Esta ultima tem a grande
vantagem de ser uma transformada ortogonal. Como ja foi mencionado, uma possibilidade
de utilizacao de filtros é a remocao de ruidos de um sinal e por ser uma transformada
ortogonal, a DWT mantem a média e a variancia amostral de um sinal, e se o erro
for aditivo e a wavelet bem escolhida, ela separa a variancia do sinal da variancia do
ruido, pelo menos aproximadamente. Além disso, ela tem outra vantagem, pois como foi
mencionado na Secio 3 ela é capaz de decompor vetores em RY em uma base esparsa.
Uma instrumentalizagao destas propriedades é chamada thresholding e para o caso das

wavelets fol mostrada por Donoho e Johnstone [17].
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Percival e Walden [46] e Walker [58] fazem a seguinte observacao: suponha que
O ¢é uma matriz ortogonal e que ¢ = Oz. Temos que ||c||* = ||z||?, e, pelo Teorema de

Parseval, escrevendo ¢ = (¢, ¢1,...cn_1)

2
L
2
L

I
=
<o

<Uho

Il
=)
I
=)

i i
A remocgao de ruidos de um sinal é uma maneira diminuir sua energia, no sentido de que
encontra-se um sinal préximo de z com energia (norma) menor, mas que mantenha a
maior parte do que chama-se tendéncia do sinal. Em um gréfico isso equivale a suavizar a

curva resultante da interpolacao dos pontos. Para mostrar o caso geral, Percival e Walden

[46] supoem que ¢’ seja uma ordenagao crescente (em médulo) de ¢, isto é,

ol = h] = . = Jelyal-

A funcao perda de nao se usar todos os coeficientes de ¢’ para reconstruir z é
dada por:

Yiso e’
loss.(K) = W. (3.37)

A funcao loss retorna, em percentual, e para cada K, quanta informacao foi removida
ao reconstruir-se x com os coeficientes selecionados. Escolhe-se um nivel de confianga,

(1 —e)%, e.g. € =0.05, loss.(K) = 0.95. Isso equivale a encontrar uma matriz @) tal que

|z — OTQc| < e. (3.38)

A matriz ), chamada de projecao diagonal, é uma matriz diagonal onde as en-
tradas diferentes de 0 sdo aquelas que foram escolhidas com a fungao loss, isto ¢, se ¢},

nao foi utilizado, entdo encontra-se o ¢; correspondente e [Q)];; = 0.

Uma generalizacao de () é uma matriz ()5 que também é diagonal mas em vez
de ter entradas 0 ou 1 tem entradas 0 ou . A questao é saber se é possivel escolher um
especifico § que melhore a estimativa do que é sinal do e do que é ruido. O resto desta

se¢ao vai apresentar o caso quando a projecao ortogonal usada é a DWT.

Para utilizar a DWT em aplicacoes estatisticas, supomos que sao feitas n = k27
observacgoes de um sinal, onde £ e J € N e o espaco de tempo entre duas observa-

cOes é fixo para todo n. A amostra precisa ser um miltiplo de 27 para ser possivel aplicar

29



a DWT J vezes. Obtém-se desta forma um vetor y = (yo, y1,¥s, .--yn—1). Mas agora em
vez deste vetor ser o objeto de interesse, ele é na verdade composto por uma funcao

desconhecida, a qual gostariamos de estimar mais um termo de ruido:
Yo = Ty + & (3.39)

onde z = f(t). Esta fungdo pode ser deterministica ou estocastica. Donoho e Jonhstone
[17] desenvolvem o método para fungdes deterministicas, enquanto outros autores (ver
capitulo 10 de Percival ¢ Walden [46]) desenvolvem para fungdes estocésticas. Neste
trabalho seguiremos o primeiro, isto é, f(t) é uma fun¢do deterministica e ¢ é uma

variavel aleatéria tal que € ~ N(0,0?).

Assim como os sinais que foram discutidos anteriormente, assume-se que f esta
definida no intervalo [0, 1], e que t; = % para k =0,1,2...N — 1, isto é o vetor x é uma
amostra de tamanho N de uma fun¢ao desconhecida. Donoho and Johnstone [17] sugerem
encontrar um vetor f = (f;)N5! que estime o vetor f = (f)¥5!, e na norma euclidiana

minimize o risco:

R(f,f) = n'E|f — fII3 (3.40)

Minimizar a equagao (3.40) equivale a encontrar o vetor f de menor distancia (na

norma euclidiana) possivel para esta f desconhecida.

Donoho and Johnstone [17] consideram métodos espaciais adaptativos, ou sim-
plesmente métodos adaptativos, para estimar f . Um método adaptativo é uma forma
de estimacao que nao impoe ao estimando ser uma tunica funcao em todo intervalo. A
regressao linear classica é um exemplo de método nao adaptativo, onde um vetor qualquer
é projetado linearmente sobre o espago gerado por um grupo de fungoes (que podem ser
lineares ou nao) e obtemos a melhor aproximacao possivel, minimizando os erros quadra-
dos entre y e sua projecao y. Um método adaptativo continua fazendo projecoes, mas
a0 invés de minimizar a distancia entre y e uma tnica funcao do espago, divide o inter-
valo de defini¢ao de y em sub intervalos, digamos I;, disjuntos, e procura qual a funcao
do espago que é mais préxima de y em cada sub intervalo. Donoho and Johnstone [17]
dao como exemplo de método adaptativo a aproximacao y por polinomios de grau D.

O intervalo [0,1] é divido em K sub intervalos do tipo I; = [d;,0,4+1], onde cada J;
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pertence a cole¢ao A = {0,01,03,...,0x} € pj(t) é o polindmio que minimiza:

ly — p; ()|, v € I
f=> pity,
kEeA

Onde a funcao 1 é o indicador do intervalo.

Um método adaptativo ideal é aquele que retorna o menor risco medido por
(3.40), isto é, a escolha dos intervalos I; que minimiza R ao projetar-se y sobre o
espaco dos polinomios de grau até D. Em geral esse método nao existe, mas Donoho and
Johnstone [17] supdem que exista um ordculo que possa indicar qual a partigdo 6tima de
[0,1] que minimiza R. Este ordculo retornaria uma escolha de A que minimiza (3.40).
Este risco ideal, para uma projecao ortogonal, é dado por N~!x (ntimero de parametros
estimados) x (variancia do ruido). Conhecemos o nimero de parametros estimados, que é
K x (D +1) e também a variancia do ruido o? e assim obtém-se o risco ideal:

K-(D+1)-0? _ #parametros - o? (3.41)
n n

Nao se espera atingir (3.41) em nenhum momento quando se lida com dados
empiricos, mas sendo o menor risco que pode ser esperado, o risco ideal serve para medir
a qualidade de selecao de A em um método adaptativo, ou seja, a melhor escolha de

subintervalos para estimar f é aquela que mais aproxima (3.40), o risco efetivo, de (3.41),

o risco ideal.

Nota-se que ao proceder desta forma, nao estima-se a funcao f, mas os seus
valores. Apds aplicar o algoritmo piramidal de Mallat [43] nos dados espera-se que seja
possivel separar os valores da transformada que se devem ao sinal e aos que se devem
ao ruido. Se isso for possivel, ao reconstruir a série, teremos um conjunto de valores que

foram gerados (com alguma certeza) apenas pela fungao f.

Seja P a matriz que representa a primeira etapa da DW'T apresentada na secao
3.1, para qualquer nivel J desejado, isto é, Px geraa =a’ ed = [d’,d’"!, ..., d']. Supo-
nha que eles tenham sido obtidos e ordenados em um tnico vetor ¢ da mesma forma que
em [58], isto é ¢ = [a,d] é o vetor dos coeficientes da DWT. Ja que P é uma transformada
linear ortogonal, y = PTc. Dependendo da wavelet escolhida e da funcao f, os vetores

d!,d? ...,d’ 7%, onde 0 < k < J, serdo mais ou menos esparsos.
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Johnstone [38] chama de esparsidade a propriedade de algum vetor ter seus valores
de maior magnitude concentrados em algumas posigdes. Por exemplo o vetor (1,0) é mais
esparco que o vetor (1/v2,1/v2). Lembrando que a energia de um vetor é dada pela norma
2 e segue que os dois vetores do exemplo tem a mesma energia, 1. Se forem tomada outra
norma, digamos a norma p entao a norma do primeiro vetor serd maior do que a norma

do segundo vetor.

Como P é uma isometria, ela preserva a norma euclidiana do vetor y, mas ela
aloca a energia em cada nivel de forma desigual entre a e d, no caso, a norma dos vetores
average tende a ser maior do que a dos vetores detail [58]. Esta alocagdo depende da
wavelet escolhida e da funcao f que compoe o sinal. A heuristica do artigo de Donoho e
Johnstone [17] é que se a wavelet for escolhida adequadamente, entao abaixo!! de algum
nivel j* os vetores d?° serdo convenientemente esparsos ou seja, terao muitas entradas de

baixa magnitude e as entradas com grande magnitude serao poucas e espalhadas. Como
N-1
_ T/ - ’ s . T/ - ’ . T
y = c;P" (i) onde ¢; é a i-ésima entrada de c e P (i) é a i-ésima coluna de P* | se
=0
algum vetor d; for esparco, apenas algumas entradas de ¢ nesse nivel serao significativas

e supostamente pode-se remover as insignificantes. O que é preciso saber é quais delas

podem ser removidas e como isso vai afetar o risco (3.40) medido.

Donoho e Johnstone [17] fixam uma wavelet que tenha nimero de wvanishing
moments M para resolugoes menores que j* e suporte S. Isso quer dizer que se f
for aproximadamente um polinomio de grau até M no intervalo de suporte de uma das
wavelets em um nivel j < j* entao o coeficiente detail neste nivel e intervalo serd zero. Por
outro lado se f tiver uma mudanca estrutural no intervalo, d ird captar esse movimento.

Outro fato importante é que como P ¢ linear e ortogonal:

Py = Pf + Pe =cy +c, = [ay,d/] + [a., d]
d. ~ N(0,0?%)

(3.42)

Isto é, os coeficientes obtidos ao aplicar P em y sao a soma dos coeficientes

obtidos ao aplicar-se P em f e em €. Estes tltimos preservam a distribui¢ao original do

U Neste trabalho estamos indexando os coeficientes da DWT de forma crescente, i.e. os niveis mais
baixos usam intervalos menores. Donoho e Johnstone [17] indexam os coeficientes da DWT de forma

decrescente, i.e. niveis mais altos utilizam intervalos menores.
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ruido [17]. Chama-se os coeficientes de ¢ = Py de coeficientes empiricos e deseja-se extrair
cy deles. Aqui entra a ideia de esparsidade para recuperar f. Suponha que f de fato
seja aproximada por um polindémio de grau até D < M nos intervalos diddicos [k/2i1 k /27|
para todo j < j*, exceto em um nimero pequeno de intervalos. Como estamos calculando
os coeficientes da expansao em wavelets exatamente nestes intervalos, e devido ao fato da
wavelet utilizada ter M vanishing moments, os coeficientes detail devidos a f devem ser
zero exceto em um nuimero pequeno de intervalos onde f tem quebra estrutural, ou seja

o vetor d; de f vai ser esparco.

Donoho e Johnstone [17] descrevem um método adaptativo que tira vantagem da
propriedade descrita acima. Os autores propoe que seja criada uma lista 0 de elementos

de d = dy + d, e estima-se f como:

f = Zcip(i) (3.43)

€0

Ao estimar f com (3.43) estamos utilizando apenas alguns coeficientes. Isso, como
ja foi dito, equivale a encontrar uma matriz diagonal ) com entradas 0 e J. Pergunta-se
qual deve ser a lista § a ser utilizada? A resposta de Donoho e Johnstone[17] ¢é todo i
para os qual os coeficientes dy; sao diferentes de zero. Se um oraculo nos dissesse qual
deve ser a lista a ser tomada entdo (3.41) se transformaria em:

46 * o2

- R 3.44
" " (3.44)

Onde R, denota o risco ideal de se estimar f utilizando uma wavelet 1. Observa-
se que ao se mudar a wavelet o risco nao sera o mesmo. O ordculo apenas fornece o menor
risco ao se utilizar uma funcao estimadora fixa, nao o menor risco dentre todas as fungoes
estimadoras possiveis. Tendo este limite inferior para o risco, Donoho e Johnstone [17]
estudam quao préximo podemos esperar chegar dele utilizando algum método de th-
reshholding para gerar J, ou seja qual o limite superior para o risco. A resposta é que
utilizando o método descrito abaixo, os autores provam que é possivel limitar o risco

(3.40), desde que se conhega 02, ao estimar com wavelets, para:

R 1) < @loge) + 1) Ry + 2] (3.45)
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3.3.1.1 Adaptacao espacial com soft Threshholding.

Seja ¢ = Py. Suponha que:

C;, = 61 +o0z; (346)

Onde queremos estimar 6, os coeficientes ¢y, por algum 6. O vetor z ¢ uma
realizacao de uma variavel aleatéria com distribuicao normal e média 1 e o é o nivel do

ruido. Donoho e Johnstone [17] definem o risco de estimagao como:

R(6,0) = E||6 — 0] (3.47)

Utilizando projecao diagonal ()5 multiplica cada coordenada de z por um ¢;, e
uma projecao ideal fornecida por um oraculo iria manter apenas os coeficientes z; que

sao maiores que o nivel do barulho, ou seja §; = 0, se z; < o, fornecendo o risco ideal [17]:

Ros = »_ min(|0;*,0”). (3.48)
=1

Donoho e Johnstone [17] definem soft threshold como:

ns(w,\) = sign(@)(Jz] = \)- (3.49)

Onde a fungao sign(x) é o sinal do nimero z e (-)'? é a parte positiva de |z| — .
Aplicando (3.49) em cada coeficiente de ¢ obtemos uma projecao diagonal @) que elimina
todos os elementos menores do que A em magnitude e diminui em A\ os elementos maiores,

para um nivel de threshold A\. O Teorema 1 em [17] garante que:

~

0! = ns(c;, 0(2log(n))

NI

)

satisfaz

R(0",0) < (2log(n + 1)) {o® + R, } (3.50)

z,sex >0

0,sex <0
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Para o nivel universal de threshold A = a(2log(n))%. Passa-se entao a estimacao

de f a partir dos dados. O Teorema de Parseval garante que:

f = fll2 =116 = 8]]

Assumindo que os dados seguem o modelo (3.39) e que foram obtidos os coefici-

entes empiricos (3.46). Entao o risco (3.40) é dado por [17]:
nEl|f = fllz = n7 E|10 — 0]l

< (2log(n + 1)) {%2 + Rw} (3.51)

Onde f é a funcao a ser estimada e 6 sao seus coeficientes verdadeiros, f é uma
funcao que tem sua expansao em wavelets dada por PTQ,c, ou seja, uma funcao cons-
truida a partir dos coeficientes empiricos nos quais foi realizado o processo de thresholding.
Dessa forma descobre-se uma banda na qual sabe-se com alguma certeza que os valores

de f estao, ou seja, foram separados, aproximadamente, os valores de f e do ruido.

A extensao do algoritmo de thresholding para a MODWT foi dada por Percival
e Walden [46]. Ela consiste em notar que a MODWT é uma DWT aplicada a rotagoes
do vetor x com os coeficientes intercalados. Para N multiplo de 2, o primeiro nivel da
MODWT é equivalente a aplicar a DWT em x e Tx e intercalar os coeficientes, apds um
redimensionamento, isto é, se P ¢ a matriz que define a DW'T para o primeiro nivel e se
a! sdo os coeficientes average de Pz e al-_., sdo os coeficientes average de P(T 'z) entao
se M é a matriz que define a MODWT para o primerio nivel, os coeficientes average (a')
de Mx sao dados por:

1
anla:,l

1

aax,l

1
aT_lx,Q

1
5| e | (3.52)

1
anla:,N/z

1
AN

O mesmo acontece com os coeficientes detail. Para os niveis superiores o padrao se
mantém, a MODWT equivale a aplicar a DWT a vetores average e detail do nivel an-

terior, rotacionados. Por outro lado, também podemos ver a DW'T como a MODWT

65



com subamostragem. Nesse caso nao nos preocupamos com o tamanho de N e vemos os

coeficientes como uma amostra maior de coeficientes obtidos pela DW'T.

Percival e Walden [46] ajustam o nivel de threshold para ele ficar compativel
com os coeficientes da MODWT. Novamente, com A\ = 0'(2[09(71))%, como a MODWT
redimenciona os valores das entradas de P por um fator de /2> onde j é o nivel da
transformada, o nivel de threshold também deve ser redimensionado dependendo do nivel

no qual ele esta sendo aplicado, pelo mesmo fator. Assim o threshold da MODWT é dado

P (2509.("))é (3.53)

por:

2J

O resto do processo ¢ idéntico. Seleciona-se os coeficientes como antes, isto é,
formando a matriz diagonal Ty, e lembrando que as matrizes que formam a MODWT sao
G e W, fazemos:

f=G"a+W"Q,d, (3.54)

que ¢ a MODWT ap6s sofrer um processo de threshold.

O dltimo detalhe necesséario para aplicar o processo de threshold nos coeficientes
empiricos é conhecer o. Em geral isso nao é possivel, portanto ele deve ser estimado. Do-
noho e Johnstone [17] sugerem utilizar o desvio absoluto mediano (G,,,q4) dos coeficientes
do primeiro nivel detail dividido por 0.6745. Esta divisao se da para que ,,,q seja um
estimador para o desvio padrao da distribuicdo Normal [46]. Neste trabalho sera usado
este estimador de ¢, mas redimensionado para a MODWT, segundo percival e Walden
[46]:

22 mediana(|d}|, |d}], |db], ... [dN_1]) 27 Gynaa

7= 0.6745 = 0.6745 (3.55)

e 1, . . :
Onde a multiplicagao por 22 é por causa do redimensionamento dos coeficientes da

MODWT. Como E(d}) = 0 os desvios sio os préprios valores de d;.
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4 MEDINDO O NUCLEO DE INFLACAO

4.1 Por que o nucleo de inflagao.

As noticias do comego do ano de 2018 no noticiario financeiro internacional foram
(volta da) volatilidade e de preocupacao com a inflagao nos Estados Unidos. Um aqueci-
mento da economia faz pressao para os precos americanos subirem e em geral quando isso
ocorre os agentes economicos esperam subidas na taxa de juros bésica da economia, isto
é, a taxa usada para politica monetaria pelo Federal Reserve! (FED). O Banco Central
do Brasil (BACEN ou BC) faz mencao a este fato em seu préprio relatério da inflagao
[6], na parte onde analisa a conjuntura externa. Em margo de 2018 a perspectiva era de
um possivel aperto monetario nas economias avancadas para evitar o crescimento da in-
flacao. E o principal canal pelo qual a autoridade monetaria efetiva um aperto monetario
¢ através da taxa de juros de titulos publicos. Segundo o BACEN [6] ele deve afetar a

volatilidade financeira global e afetar a precificacao dos ativos em paises emergentes.

Nos Estados Unidos, a taxa bésica de juros da economia é dada pelos Federal
Funds, que sao titulos de curtissimo prazo (um dia), negociados entre institui¢oes finan-
ceiras deficitarias e superavitarias por meio do Federal Reserve. Os dados podem ser
encontrados no site do Federal Reserve of St. Louis [25]. Olhar para as decisoes sobre ela
ajuda a entender o que o banco central estava pensando naquele momento, especialmente,
se ele achava que era necessario intervir na inflacao. Porém uma andlise completa destas
reunioes seria tema para outro trabalho. Consideramos no que segue, a forma mais geral

de analisar esta questao, baseada em Blinder [8].

A Figura 4.1 mostra o gréafico do tempo de duracao de cada meta para a taxa dos
federal funds desde janeiro de 2009 até 16 de abril de 2018, em ordem cronoldgica, isto
é, quanto tempo levou para o FED perceber necessidade de mudar a taxa de juro. Ele
mostra no eixo das abscissas a meta e no eixo das ordenadas o quanto tempo ela durou.
O valor da meta nao importa aqui e sim quanto tempo ela ficou em vigéncia e quantas

vezes ela foi modificada. O fato de a taxa de juros ter ficado por 2500 dias consecutivos

I'Banco central dos Estados Unidos
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no nivel de 0.25% ao ano e a partir de dezembro de 2015 ter comecado a subir, com as
decisoes de aumento sendo tomadas em intervalos menores que 2500 dias, mostra que
alguma mudancga na economia foi percebida pelo FED que necessitou uma intervencao
na politica monetaria. Essas mudancas podem ter motivos diversos, mas as razoes de
se controlar a taxa de juros é a inflacao e o emprego, como exposto em uma minuta do

Federal Reserve:

Ao decidir a politica monetaria, o comité procura mitigar os desvios
da inflacao de seu alvo de longo prazo e desvios do emprego de seu nivel
maximo estimado pelo comité. Federal Reserve of The United States [26,

p. 8, tradugao do autor].

Figura 4.1: Tempo de vigéncia em dias da taxa meta dos Federal Funds

2,500 | |
2,000 | |

1,500 | 8

dias

1,000 |- 8

500 |- 8
B I m = W= _
0

025 0.5 075 1 125 15 1.7
taxa de juros (% ao ano)

Fonte: Federal Reserve of St. Louis [25].

Notamos que a relacao entre inflagdo e emprego é conhecida como curva de Phil-
lips, que diz que um aumento (reducao) na inflagdo, ocasiona temporariamente uma

reducdo (aumento) na taxa de desemprego.

Contrastamos com a Figura 4.2, das mudancas da taxas de juro no Brasil, a
SELIC meta, para o mesmo periodo. Novamente as barras indicam quanto tempo uma
determinada meta durou até a proxima mudanca. Nesta figura sao omitidas os valores das

taxas de juro para nao comprometer a clareza do grifico (existem 29 metas diferentes e a
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ordem crescente/decrescente delas ndo é cronoldgica), os niimeros no eixo das abscissas sao
a posigao cronoldgica de cada meta. Foram feitas neste periodo de 9 anos, 49 alteracoes
na taxa de juros brasileira, contra 3 nos Estados Unidos. Isto é um argumento para
mostrar a diferenca na situacao monetdaria nos dois paises durante os anos mais recentes.
Os Estados Unidos tiveram uma taxa de inflacao controlada, o que requiriu de seu banco
central menos intervencoes. O Brasil por outro lado teve diversos periodos e mudancas na
politica economica em geral, que foram seguidas pela politica monetaria. Formalmente,
em seus objetivos, nao em suas decisoes, esta iltima continuou a mesma em todo periodo,

pois continuou-se a perseguir a mesma meta de inflagao.

Figura 4.2: Tempo de vigéncia em dias da taxa meta SELIC
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Fonte: Banco Central do Brasil [3].

A figura 4.3 mostra a taxa de inflacao americana medida pelo Consumer Price
Index (CPI) de dezembro/1995 até dezembro 2017. Talvez no gréfico nao fique claro por
que o FED tomou apenas trés decisoes de alteracao em 9 anos. A parte do grafico que
reporta este periodo sao as 108 ultimas observacgoes, por volta da observacao de ntimero
160. Mas olhemos para outras métricas. No periodo de 9 anos entre janeiro/2009 e
dezembro/2017 a taxa de inflacao ficou abaixo da meta do FED de 2% ao ano [26] por
65% do tempo, abaixo de 2.5%a.a. por 84% do tempo e abaixo de 3%a.a. por 92% do
tempo. Ela foi negativa em 10% das observacoes. Comparando com o IPCA brasileiro

(Figura 4.4 na se¢ao 3.2) no mesmo periodo, a taxa de inflagdo ficou acima da meta do
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Banco Central de 4.5%a.a. ao ano por 85% do periodo e acima dos 2%a.a. de tolerancia
por 37.9% do perfodo. Isso mostra por que foi necessério menos alteracoes na taxa de

juros nos Estados Unidos.

Figura 4.3: CPI mensal & taxas anualizadas entre dez/1995 e dez/2017
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Fonte: Bureau of Labor Statistics [11]

Um aspecto da tomada de decisoes dos bancos centrais é o gradualismo com o qual
elas s@o tomadas. Blinder [8] menciona que bancos centrais tém tendéncia a serem gradu-
ais na mudancga de politica monetaria, e por gradual ele assume que as mudancas de metas
nao sejam maiores que 0.25% para cima ou para baixo. Embora nao dé uma resposta
definitiva do porqué o gradualismo, ele aponta cinco possiveis motivos [8, p. 36]: (i)valor
da opc¢ao, pois mudancas graduais erradas tém efeitos adversos menores que mudancas
bruscas e a autoridade monetéaria tem a opgao de corrigir a decisao;(ii)choques serial-
mente correlacionados, o que impede a verificagao tempestiva do efeito de uma politica;
(iii)conservadorismo breinardiano (de William Breinard) que considera que dependendo
do tipo de incerteza com a qual o formulador de politica se depara, ele vai tomar me-
didas diferentes; (iv)preocupagao com a volatilidade dos mercados, pois o banco central

pode considerar que aumentos bruscos podem aumentar em demasia a volatilidade; e por
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ultimo, (v)por que ajustes graduais no curto prazo podem levar a reagoes fortes nos juros

de longo prazo.

Seja qual for a razao, o gradualismo foi efetivamente adotado para os Estados
Unidos neste periodo, ja que todas mudancas foram de 0.25%. No Brasil, 12 das 49
mudancas foram de 0.25%, enquanto que a média das mudancas, i.e. a media dos valores
absolutos das diferengas entre duas metas consecutivas, foi de 0.55%. A maior mudanga
observada foi de 1%. O tempo médio de duracao de uma meta foi de 65 dias. E evidente
que, sem verificar as condi¢oes economicas, nao é possivel determinar o motivo de cada
uma das mudancas, nem é o objetivo deste trabalho fazer isso. Por outro lado pode-se
perguntar se o motivo que ocasionou as mudancas afeta nossa capacidade de modelar a

inflacao.

Mas é verdade que em cada uma destas mudancas houve algum acontecimento
que convenceu os membros do Comité de Politica Monetaria (COPOM), que é o 6rgao res-
ponsavel por estabelecer a meta da taxa de juro, de que era oportuno modificar a taxa de
juro naquele instante, muitas vezes de forma brusca. Neste contexto uma das ferramentas
que bancos centrais podem usar para avaliar a situacao, inclusive sendo mencionada pelo
BACEN em seus relatorios, é a medida de ntcleo de inflagao. Nao podemos dizer qual
a importancia dada ao ntcleo, mas esta é uma ferramenta disponivel. Uma questao que
se coloca naturalmente é a seguinte: medidas de ntcleo, especialmente as baseadas em

wavelets, podem ajudar a tomar melhores decisoes?

4.1.1 Nucleo de inflagao.

Segundo Baqaee [2], embora nao exista uma defini¢ao especifica do que seja niicleo
de inflagao, em geral é aceito que uma boa medida de ntcleo deve satisfazer dois atributos:

reduzir a volatilidade da inflacao medida e ser um bom preditor de inflacao futura.

Seguindo a ideia de que o nucleo deve satisfazer o primeiro atributo, Bryan e
Checchetti [10, p. 197, tradugao do autor]| propoem que o nicleo de inflacao é o ”]...]
componente de longo prazo, ou persistente do indice de pregos medidol...]”. Um banco
central (BC), ao assumir a missao de estabiliza¢ao de precos em uma economia, deve ter

meios de medir o efeito das politicas estabilizadores, ou se a variacao do nivel de precos
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observado requer medidas de estabilizagao. A inflacao observada sofre de pelo menos dois
efeitos que deveriam ser removidos antes de uma agao estabilizadora do BC [13]: viés e
ruidos. O viés pode acontecer por varias razoes. Por exemplo, visto que a inflagao mede o
custo de uma cesta de bens e servigos que os individuos em uma economia consomem, se a
cesta for uma representacao ruim do padrao de consumo, a inflacao sera uma medida ruim
do aumento do custo de vida. Ruidos, por outro lado, sao perturbacoes que acontecem

aleatoriamente nos precos de alguns produtos, e em geral esperam-se ser transitorios.

Ja Blinder [7] em um comentario sobre o artigo de Checchetti [13] aponta que o
nicleo deve ter a capacidade de prever inflagao futura. Quando Bryan e Chechetti [10] e
Checchetti [13] sugerem que a parte mais importante da inflagao é aquela que é expurgada
de efeitos transitorios, restando somente uma tendéncia adjacente, eles implicam que é
suficiente saber qual o ntucleo de inflacao naquele momento para a tomada de decisoes

pelo Banco Central.

Seja como for, as medidas de nicleo em geral sao feitas partindo-se do principio
de remover ruidos transitorios do indice de precos observados. Existem algumas formas
bastante difundidas de se fazer isso. No Brasil, o BACEN calcula e apresenta medidas de
nicleo de inflagao desde o ano de 1999, juntamente com a adogao do plano de metas para
a inflacdo [54]. Entre as cinco medidas publicadas destacam-se a medida por exclusao
(EX2), a por médias aparadas (MA) e a por dupla ponderacao (DP). Segundo o BACEN,
o plano de metas visa ancorar as expectativas dos agentes economicos quanto a inflagao
medida pelo Indice de Precos ao Consumidor Amplo (IPCA). Para isso o banco utiliza
medidas de nicleo como auxiliares na tomada decisoes, embora o alvo desses decisoes
sempre seja o IPCA [3]. Cabe notar que a importancia das medidas de nicleo para a
politica monetaria muda de pais para pais [3, 63]. Em se tratando de banqueiros centrais,
nos Estados Unidos, Blinder [8] é a favor de usar a variagao do nicleo ez energia e

alimentos como meta.

A seguir sao descritas as medidas de nicleo de inflagao calculadas pelo BACEN
que serao avaliadas. Elas podem ser classificadas em duas categorias distintas: medidas
por exclusao e medidas estatisticas. As primeiras sao construidas removendo-se certos
itens do calculo da inflagao, sob o argumento de que a oscilagao destes itens seja em geral

transitéria e por isso nao deveria ser levada em conta pela autoridade monetaria. As
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segundas sao construidas baseadas em métodos estatisticos de remocao de componentes
de grande oscilacao. Embora a ideia seja a mesma das medidas por exclusao, as medi-
das estatisticas nao removem sempre os mesmos componentes, mas escolhem quais deles

remover, periodo a periodo, baseado em alguma relacao quantitativa.

Nicleo por exclusao 2 (EX2). Segundo o Bureau of Labor Statistics [12] o nicleo
por exclusao é calculado por acreditar-se que o CPI? expurgado de comida e energia é uma
medida melhor do nicleo da inflacao, devido a alta volatilidade daqueles componentes.
Originalmente a medida por exclusao calculada, agora chamada de nicleo por exclusao 0
(EXO0), foi apresentada no relatério da inflagdo de margo de 2001 e consistia em remover
os precos administrados e os alimentos a domicilio do indice completo [54]. No relatério de
dezembro de 2009 [5] o Banco central introduziu uma nova medida, segundo Silva Filho e
Figueiredo [54], baseada em uma versao inicial de Silva Filho e Figueiredo [53]. Este tltimo
apresenta algumas criticas ao uso dos nicleos de inflagao até entao calculados. Uma delas
é que o calculo de EX0 remove itens que nao deveriam ser removidos e que deve ser feito
um estudo preliminar de quais itens remover, baseado nas suas volatilidades. O resultado
é a proposta de um novo nicleo por exclusao (EX1) a ser calculado, removendo-se 12
itens, listados em [54] e [53]. O EX1 é o IPCA expurgado dos itens “consistentemente
mais voldteis entre janeiro/1995 a julho/2007” [54, p. 9]. Mais tarde o EX1 foi atualizado
para o IPCA expurgado dos itens mais volateis entre agosto/1999 e junho/2013, obtendo-
se 0 EX2 [54] que sera abordado neste trabalho. Os itens que sao excluidos do IPCA EX2

podem ser encontrados no Apéndice.

Nicleo por médias aparadas (MA). Bryan e Checchetti [10] propoem uma alterna-
tiva ao nicleo de inflagao por exclusao. Supondo que a cada periodo observado, as maiores
e menores variagoes nos precgos dos itens que constituem o indice de inflagao sao ruidos,
a proposta é remover sempre estes componentes. Diferente dos ntcleos por exclusao, o
nicleo por médias aparadas nao exclui sempre os mesmos itens, mas exclui os que pos-
suem variacoes relativamente maiores e menores em cada periodo. O ponto de referéncia

desta exclusao é dado pela mediana (em vez da média) da amostra de variagoes, i.e. sdo

2 Consumer Price Index
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excluidos a%dos itens com variacao menor do que a mediana e % dos itens com variacao
maior. Bryan e Checchetti [10] justificam o uso da mediana por causa da tendéncia destas
variacoes assumirem distribuicoes leptoctrticas (caudas pesadas) e a maior eficiéncia da
mediana nestes casos. O Banco Central do Brasil divulga duas medidas de nticleo por
médias aparadas, com e sem suavizacao. A que sera utilizada é a medida por médias
aparadas sem suavizacao (MA) a qual exclui no computo mensal de célculo os itens com

as 20% maiores e menores variagoes [54, 5.

Nicleo por dupla ponderagao (DP). A dltima medida de nicleo oficial a ser avaliada
neste trabalho é a medida por dupla ponderacao calculada pelo Banco Central. Sua
metodologia é apresentada no Relatério de Inflacio de dezembro de 2009 [5]. Ela é
conceitualmente parecida com a medida por médias aparadas, ao invés vez de excluir
itens, ela recalcula os pesos, diminuindo os pesos dos itens com volatilidade mais alta.
Esta volatilidade é dada pelo desvio padrao das variagoes de cada item em uma janela de 48

meses. Os pesos sao entao reponderados proporcionalmente ao inverso desta volatilidade.

Neste trabalho sera estudada uma forma alternativa de medicao do ntcleo de
inflagdo. Dowd, Cotter e Loh [18] sugerem que a medida de niicleo de inflagao baseadas em
wavelets sao capazes de executar as duas tarefas esperadas de um nicleo: isolar a tendéncia
da inflagao de ruidos transitérios e possuir capacidade preditiva da inflagao futura. Os
autores constroem uma medida de nicleo baseada na Discrete Wavelet Transform (DWT)
e obtém sucesso, quando comparado a outras medidas, em obter uma estimativa de um

nicleo confiavel para os Estados Unidos.

Conforme apresentado no capitulo anterior, a DW'T decompode um sinal qualquer
em resolucoes temporais, da mais refinada a mais bruta. Pode-se ver isso como conjun-

3 mostram mais informacao acerca de um

tos de informacao: as resolucoes mais baixas
sinal, enquanto que resolugdes mais altas representam menos informagao. O trade-off é
que resolugoes baixas mostram apenas o que acontece com um sinal em periodos curtos
de tempo, enquanto que resolugdes mais altas, mostram o que acontece com o sinal em

periodos longos de tempo. A andlise multi resolu¢do (MRA) assim obtida é um conjunto

3Em um computador, por exemplo, resolucdo baixa significa menos informacao por 4rea mostrada em

um monitor. Com wavelets, resolucao baixa significa mais informagao localizada.
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de informacao sobre o sinal e pode-se escolher quais resolucoes serao utilizadas para re-
construir um sinal estimado. Em geral escolhe-se remover as resolugoes mais baixas, isto
é, aquelas que representam acontecimentos de curta duragao que aparecem diversas vezes
em um sinal observado. Dowd, Cotter e Loh [18] utilizam essa premissa para reconstruir
uma estimativa de nicleo de inflacao sem os ruidos de curto prazo, i.e. uma estimativa

composta por movimentos de médio e longo prazo.

Os problema de se utilizar a DW'T em séries estatisticas é a incapacidade dela
lidar com rotacoes de um sinal, isto é, ela é influenciada pela data inicial das observagoes.
Além disso ela requer que a série temporal seja divisivel por dois tantas vezes quanto
forem realizadas decomposicoes em resolucoes temporais diferentes. Para contornar esse
problema, Anderson|[1], Baqaee [2]; Denardin, Kozakevicius e Schmidt [16]; Plessis, Rand e
Kotzé [47] e Lahura e Vega [40] utilizam a Mazimum Overlap Discrete Wavelet Transform
(MODWT) de Percival e Walden [46], que é capaz de realizar uma MRA similar a DWT
mas nao ¢ influenciada pela localizacao das observagoes e funciona para qualquer niimero

de observacoes.

O produto final de uma aplicacao da MRA baseada na MODW'T sao decom-
posicoes de um sinal em escalas chamadas de smooth (S) e detail (D) que representam a
parte de longo e curto prazo de um sinal, dada uma resolucao escolhida. O primeiro nivel
da MRA, S' e D!, divide, aproximadamente, o espectro do sinal em componentes com
frequéncia entre 0 e 1/1, e 1/12 € 1/2 da taxa de observacao, respectivamente, onde a taxa de
observagao é a periodicidade da amostra. Para o caso da inflacao, essa taxa geralmente
¢ mensal, portanto a parte smooth do primeiro nivel da MRA representa acontecimentos
que ocorrem com frequéncia de zero vezes ao mes, que é identificada como a média do
sinal, até acontecimentos com periodicidade de quatro em quatro meses, ou um quarto
de um ciclo em um més. A parte detail representa acontecimentos com ciclos entre 2 e 4
meses. Nota-se que pelo Teorema de Shannon-Nyquist, ciclos de dois meses sao a maxima,

frequéncia possivel de se extrair de um sinal observado mensalmente.

O segundo nivel da MRA divide o espectro da parte smooth do nivel anterior
pela metade, resultando em novos niveis smooth e detail, agora representando frequéncias
entre 0 e 1/3; e 1/8 e 1/4 ciclos por més. Os niveis subsequentes sao divisdes do espectro

do nivel smooth anterior pela metade. Isso resulta em aproximagcgoes mais detalhadas do
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sinal pois sao ganhas mais informacoes acerca do espectro. A equacao do MRA para um

sinal  qualquer é dada por:

r=S'4+D'=8*+D*+D'=.. =S+ D/ + D'+ D2+ ..+ DL (4.1)

Para aplicagoes ao estudo do ntcleo de inflacao, uma MRA feita até certo nivel
J isola componentes com de frequéncia mais baixa, no intervalo [0,1/2/+'] dos demais,
incluindo componentes que tem ciclo longo e duradouro, ou seja, a tendéncia de longo
prazo da inflacio. A parte devida as frequéncias mais altas ¢ identificada como ruido®.
Estd é a heuristica do trabalho de Dowd, Cotter e Loh [18], que procura construir uma
MRA de um nivel grande o suficiente para isolar o que é tendéncia do que sao flutuagoes.
Os trabalhos posteriores (referéncias [16],[2], [1],[40] e [47]) que aplicaram as ferramentas

wavelet para o problema seguiram a mesma linha.

A descricao da metodologia dada nos pardgrafos acima esta de acordo com a ex-
posicao dada na se¢ao 3.2. Como foi mencionado, embora seja possivel dizer que os valores
da MODWT formam um vetor com componentes de frequéncia pertencentes aos intervalos
mencionados, nao se pode afirmar que estes componentes se apresentam uniformemente
em todas as partes do sinal, nem que eles estao presentes em um instante qualquer. Além
disso, se desejarmos interpretar a MODW'T como um filtro, sera necessaria a hipétese de
periodicidade - uma suposicao certamente irrealista no contexto de séries temporais de

varidveis economicas.

Por outro lado a MODWT tem resolucao temporal conhecida, entao pode-se afir-
mar que cada um de seus valores tem origem certa no tempo. Ao invés de falar em
frequéncias, os paragrafos anteriores poderiam falar em médias e diferencas da série tem-
poral e o equivalente a filtrar seria isolar os valores que formam a tendéncia da série em

cada instante dos valores que representam oscilagoes bruscas. Resolugoes baixas signifi-

4Este nome é um legado da terminologia de processamento de sinais. As frequéncias mais altas estao
ligadas a acontecimentos transitorios que afetam o nivel de pregos, como choques de oferta ou demanda
de baixa duracao. Eles nao sdo necessariamente interferéncias nas observagoes, mas parte do processo
econdémico. Porém como o objetivo de se calcular o nicleo de inflagao é possibilitar medidas de controle
inflacionario de médio e longo prazo, desconsiderando flutuagoes momentaneas, a mesma aplicagao que
serve para remover artefatos indesejados de um sinal fisico, supostamente serve para remover componentes

transitérios da inflagao.
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cam médias e diferencas tomadas em intervalos curtos, enquanto que resolucgoes altas sao
tomadas em intervalos longos. Pode-se dizer que a remogao de niveis resulta em remogao

de componentes oscilatorios de curto prazo.

4.2 Os Dados

Para reproduzir os exercicios de obtencao das estimativas de nucleo de inflacao
baseadas em wavelets, sigla WIM, serao utilizados os dados primarios obtidos através
do Sistema de Recuperacao Automdtica (SIDRA) do Instituto Brasileiro de de Geogra-
fia e Estatistica (IBGE) [36] e também as estimativas de nicleo oficiais calculadas pelo
BACEN, disponiveis no Sistema de Séries Temporais da instituicao [4]. Os dados serao
utilizados na forma como sao obtidos, isto é, sem ajustes sazonais, mas serao apresenta-
das, a nao ser que dito o contrario, como taxas anualizadas. Enquanto Dowd, Cotter e
Loh [18] utilizam dados dessazonalizados, os outros trabalhos mencionados obtém WIMs

baseadas nos dados brutos.

Figura 4.4: IPCA mensal a taxas anualizadas entre dez/1995 e mar/2018
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A Figura 4.4 mostra o grafico da inflacao brasileira medida pelo IPCA, de dezem-
bro de 1995 até margo de 2018, mostradas em valores decimais (i.e. 20% = 0.2). Embora
os dados existam desde a década de 1960, a alta magnitude dos valores nos periodos an-
teriores, especialmente no periodos de hiperinflacao da década de 1980, tornam a anélise
mais dificil, especialmente por que a variancia da série aumenta muito. A partir do plano
Real (1994) a inflagao se estabiliza. Além disso, como as medidas de nicleo calculadas
pelo banco central nao vao até o comego da amostra do IPCA, foi escolhido comecar a

série pelo fim de 1995, isto é, calcular a primeira taxa anualizada possivel com os dados.

A metodologia de célculo atual do IPCA é descrita em IBGE [35]. Este indice
abrange familias que ganham de um a 40 saldrios minimos e é calculado mensalmente. O
motivo da banda de salarios pesquisada ¢é o fato de que o consumo de familias fora delas,
segundo o IBGE [35], é instdvel e dificil de medir. Porém, existe o Indice Nacional de
Pregos ao Consumidor (INPC), que calcula o indice de precos baseado no consumo das
classes mais baixas de renda (de um a cinco salarios minimos). De qualquer forma, o
indice oficial, ao menos para fins de meta de inflagao divulgadas, é o IPCA. O objetivo do
indice é verificar a mudanca no custo de vida nominal dos consumidores em determinadas
dreas geograficas (ver a lista em IBGE [37]). Ele consiste em uma média ponderada dos
gastos da populacao objetivo, verificados na pesquisa de orgamento familiar [35], isto é, o
gasto relativo ao gasto total das familias em cada bem ou servigo. A cada més é feita uma
pesquisa dos precos pertinentes em estabelecimentos cadastrados, calculada a variagao e
realizado o agrupamento por classe (subitens). A partir dos subitens é feito o célculo
dos gastos nos itens, por média ponderada, com pesos dados pelos gastos relativos em
cada produto. A partir dos itens é calculado o indice. Este por sua vez é um numero
que representa o dispéndio relativo com a cesta de consumo entre diversas datas. Isto é,
escolhendo uma data ty, onde o indice é 100, verifica-se qual o custo de consumir a cesta
padrao® na data ¢; (que pode ser antes ou depois de ty), por exemplo, se o0 custo aumentou
20%, o novo indice é 120. Como para politicas publicas o interesse é a taxa de inflacao,

os dados utilizados sao as variagoes percentuais mensais deste nimero indice.

5Nota-se que a cesta padrao muda de perfodo para periodo.
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4.2.1 O modelo

Supomos que a inflagao é dada por um componente chamado nucleo e um com-
ponente de ruido aleatério,

=T + €& (4.2)

onde m; é a inflagao observada na data ¢, m; é o nucleo de inflagao que estimamos, mas
que deve ser exdgeno ao modelo, e ¢ é uma variavel aleatéria que se supoe independente
e identicamente distribuida, com distribuicao normal e média zero. A extracao de sinal

procura obter 7; a partir dos dados brutos.

4.3 Medidas de Nucleo baseadas em Wavelets

Para construir as medidas WIM no caso brasileiro Denardin, Kozakevicius e Sch-
midt [16] executam diversas MRAs, basecadas na MODWT de diversas wavelets diferentes.
Os dados utilizados sao o IPCA e para estimar o nicleo os autores excluem os niveis de-
tail de um a trés, isto é, excluem os componentes do sinal com ciclos entre 2 e 16 meses,
supondo que o nicleo de inflagdo esteja presente nos ciclos com duracao mais baixa do
que 16 meses, em conformidade com Lahura e Vega [40], que consideram a remogao desses

niveis suficiente para remover a maior parte dos componentes transitérios indesejados.

Existe uma outra razao pratica para nao excluir muitos niveis: as wavelets fazem
uso da hipotese de periodicidade de um sinal e a medida que se sobem os niveis é necessaria
a extensao dos dados para além do nimero de observagoes, proporcionalmente ao suporte
da wavelet utilizada. Isso pode ser um problema, pois wavelets com suporte grande
vao precisar de muito mais dados e por consequéncia mais extensao do sinal. Para se
ter uma ideia, sao necessarios 76 valores de um sinal para calcular os coeficientes da
MODWT no nivel quatro da DB6. Segundo Percival e Walden [46] isso significa 76
coeficientes que devem ser descartados para usos estatisticos. Considerando que o IPCA
tem 268 observacoes, isto ¢ um problema. Portanto a escolha das wavelets utilizadas,
bem como o nivel maximo de decomposicao, sao importantes. Embora no trabalho de
Denardin, Kozakevicius e Schmidt [16] sejam analisadas varias wavelets diferentes, da

familia Daubechies e da familia Symilets, apontando que todas elas sao capazes de criar
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uma medida adequada, as Daubechies 1 e 2 (isto é a wavelet de Haar e a DB2) ja possuem
todas as qualidades necessarias. Além disso elas sao as duas menores Wavelets possiveis,
e portanto sao as mais parcimoniosas e requerem menor uso da hipotese de periodicidade.
em um estudo preliminar, estimamos o ntcleo de inflacao utilizando a wavelet Haar e a
wavelet DB2. Pelos critérios adotados, a DB2 apresentou melhores resultados. Portanto,

no que segue, apresentamos somente os resultados relacionados a DB2.

As medidas baseadas em wavelets que serdo calculadas serao (i) com exclusao dos
trés primeiros niveis detail, (ii) com exclusao dos quatro primeiros niveis detail, e também

(iii) medidas com uma etapa intermedidria de thresholding.

Quando o nucleo é calculado removendo-se niveis de detalhe, é feita a suposicao
de que os componentes de um sinal atribuidos a ruidos estao pelo menos majoritaria-
mente contidos naqueles niveis de detalhe removidos. Podem haver oscilagoes tao gran-
des, mesmo que transitérias, que mudam a tendéncia de um sinal, acontecimentos que
sao chamados de quebra de tendéncia. Quando elas acontecem, é assumido que parte do
sinal estara presente nos detalhes dos niveis mais baixos e portanto eles nao devem ser
removidos. Donoho e Johnstone [17] utilizam a metodologia de thresholding nas transfor-
madas wavelets para isolar, nos niveis mais baixos o que ¢é sinal e o que é ruido. Um dos
resultados de seu trabalho é provar que o soft thresholding é capaz de fazer isso melhor
do que simplesmente remover niveis, sob a hipotese de que o sinal subjacente segue um
modelo deterministico, uma suposicao talvez inadequada para modelos econdomicos. O

seu produto é uma equagao similar a (4.1):
T = Sl +D*1 — SQ + D*2 + D*l e SJ 4 D*J + D*Jfl + D*J72 4o+ D*l. (43)

onde o sobrescrito x denota que o nivel sofreu um processo de thresholding. Nota-se
que apenas os niveis detail sofrem thresholding. O soft thresholding consiste em eliminar
os coeficientes abaixo de um certo nivel (o threshold) e reduzir, em um valor igual ao
threshold, os coeficientes que se encontram acima deste nivel. Em geral esse processo gera
vetores esparsos, i.e. com poucas entradas [38]. Este procedimento é menos arbitrario que
remover os niveis detail mais baixos, mas envolve certa arbitrariedade quanto ao nivel J
até o qual sera calculada a transformada wavelet. A extensao do algoritmo de thresholding
para a MODWT ¢é dada por Percival e Walden [46]. O cdlculo é o mesmo utilizado

para calcular as transformadas wavelets anteriores, mas com a etapa intermedidria de

80



thresholding antes da inversao do processo. Para ser aplicado, o método supode que um
sinal segue o modelo em (4.2). Onde 7} representa o sinal a ser extraido e ¢, o ruido que
deve ter distribuicao normal com média 0 e variancia constante. O uso da MODWT com
thresholding para isolar o nicleo de inflagao foi utilizado primeiramente por Baqaee [2]
para a inflacao neozelandesa. Neste trabalho serao calculados MRA’s com thresholding

até o terceiro e quarto niveis.

Inicialmente, quatro WIM’s serao calculadas, duas com remocao de niveis e duas
com thresholding. Para facilitar a notagao, sera utilizada a seguinte nomenclatura: o nome
da wavelet, DB2, seguido do nivel até o qual os componentes detail foram removidos ou
sofreram threshoding, DB23 ou DB24, seguido da letra t para denotar se foi realizado o
thresholding. Assim DB24t é a medida de nicleo baseada em uma MRA com a Daubechies
2 com thresholding até o quarto nivel. Para o periodo analisado, junto das medidas
baseadas em wavelets também serao analisadas duas medidas reportadas pelo BACEN, a

EX2 e a DP, pois a MA sé possui dados a partir de 1999.

O primeiro passo para construgao do ntcleo baseado em wavelets é definir como
serd estendido o sinal. Geralmente ¢ feita a hipétese de periodicidade, isto é, se o sinal tem
tamanho NN entao ele é estendido de forma que x4 x = T(4x)ymoan S€ k > N. A desvantagem
de se estender um sinal dessa forma é que ele é sujeito a descontinuidades importantes.
Para o IPCA estendido periodicamente, se ¢t = 268 (a ultima observagao disponivel) o
valor observado sera de 0.027 enquanto que em t = 269 ele sera 0.224, um salto de mais
de 800%. Uma solucao possivel é apontada por Broughton e Bryan [9] e consiste em
estender o sinal de forma que se t > N entao x; = xy_—n). Essa forma de extensao, que
chamaremos de extensao por reflexao, elimina descontinuidades no sinal e é possivelmente

mais condizente com a realidade. A Figura 4.5 mostra o IPCA estendido por reflexao.

Para obter a MRA nao é necessario estender todo sinal como na figura 4.5, pois
apenas algumas entradas vao precisar dos dados estendidos. Para cada nivel, Percival e
Walden [46] fornecem uma férmula para saber quantas entradas estendidas sdo necessdrias.
De modo a ganhar um pouco de eficiéncia computacional, s6 sao estendidas as entradas
necessarias, dependendo do nivel maximo de cada MRA. Os algoritimos de céalculo das
MRAs foram escritos pelo autor deste trabalho, para o software Scilab, e fortemente

baseados nas referéncias [9], [58] e [46]. O algoritmo original é o piramidal de Mallat
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Figura 4.5: IPCA Estetendido por Reflexao
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Fonte:elaborado pelo autor, baseado nos dados do IBGE [36]

[43]. Os valores dos filtros wavelet foram obtidos no website Wavelet Browser [59] e

redimensionados para a MODWT de acordo com Percival e Walden [46].

A figura 4.6 mostra os graficos das medidas de nicleo e do IPCA Nota-se que
enquanto o IPCA tem varias oscilagoes, as medidas baseadas em wavelets sao mais suaves,
e o IPCA parece oscilar em torno delas. Isso é uma caracteristica da estimacao de sinais
com wavelets: elas suavizam o grafico de um sinal. A tabela 4.1 apresenta algumas
estatisticas descritivas do IPCA e das medidas de nicleo. Também é mostrado na tltima
linha o p-valor do teste de Jarque-Bera para normalidade da diferenca entre IPCA e
nicleo, isto é, assumindo que estamos estimando um sinal, removendo um termo de ruido

com distribui¢cao normal.

O teste de normalidade utilizado por Baqaee [2] tem o intuito de para verificar
quais das wavelets utilizadas saem-se bem removendo ruidos, pois a hipotese do threshol-
ding é de que os termos de ruido tem distribuicao normal. Deve ser salientada a diferenca
entre as motivacoes do teste de normalidade de Baqaee e do teste realizado por Cotter

e Dowd [18]. Neste os autores supoe que a remocao de niveis detail s6 deve ser feita
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até o ponto que estes tenham distribuicao normal, isto é, eles nao removem componentes
que tenham distribui¢ao normal. Naquele a motivagao é oposta, pois deseja-se remover
componentes com distribuicao normal pois estes sao supostamente os ruidos que se deseja
eliminar. Ainda notamos que os nucleos calculados pelo Banco Central nao tem por pres-
suposto a separacao de um sinal dos ruidos, entao nao é esperado a priori que a diferenca

entre IPCA e estas medidas de nicleo tenha distribuigao normal.

Tabela 4.1: Estatisticas descritivas

IPCA DB23 DB24 DB23t DB24t EX2 DP

Média 0.0687 0.0687 0.0687 0.0687  0.0687 0.0682 0.0664
D.P. 0.0356 0.0344 0.0311 0.0352 0.0348 0.0385 0.0319
Variagao Total 1.0438 0.7400 0.5153 0.8240 0.8048 0.8647 0.8292
p-valor J.B. - 0.0000 0.0000 0.7279  0.1629 0.0000 0.0000

Fonte: Elaborado pelo autor. Baseado em dados do Banco Central do Brasil [3]

Algumas informagoes da tabela 4.1 sao importantes. Primeiro, a média amostral
do IPCA e do nucleo deve ser parecida, o que acontece com todas as medidas. Isso, para
o caso das WIM’s deve-se ao préprio método, pois a decomposi¢ao em wavelets mantem a
média do sinal. Uma outra qualidade esperada de um ntcleo é a reducao da volatilidade,
medida pelo desvio padrao. Neste caso, apenas a medida EX2 possui desvio padrao maior
que o IPCA. Todos os nucleos estimados possuem variacao total menor do que o IPCA.
Quanto ao teste de normalidade, as medidas que passam com significancia de 1% sao

aquela nas quais foi adotada a etapa de thresholding.
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Figura 4.6: IPCA e Ntcleos de Inflagao
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De forma a avaliar a adequacao das medidas de ntcleo acima introduzidas sao
realizados 3 testes estatisticos, sumarizados por Rich e Steindel [24], que também impdem
critérios qualitativos nao abordados aqui, e Santos e Castelar [50]. Em geral os critérios
satisfazem pelo menos uma das visdoes do que é ntcleo de inflacdo. A primeira visao,
de Checetti [13], que considera o nicleo como a tendéncia subjacente da inflagdo. Isso
significa que ela deve ser uma medida nao enviesada da inflacao e considerando que o

ruidos devam ter média zero, deve satisfazer:

E(rm$) = ¢ (4.4)

Para que isso acontega segundo Santos e Castelar [50], desde que ambas as séries

sejam estacionarias, deve ser feita a seguinte regressao:

T = o+ O1 + & (4.5)

e testado com um teste F para as restri¢coes conjuntas « = 0 e § = 1. A parte das regressoes
deste trabalho é realizada com os softwares Eviews® e RStudio 7. O motivo da utilizacao
dos dois programas é a facilidade do uso do Eviews, e a capacidade de executar andlises
com um numero grande de séries diferentes ao mesmo tempo do R. O package em R
de todas as fungoes utilizadas, bem como os parametros passados serao mencionados no

rodapé. Para nomear as funcoes o texto serd usada a fonte typewriter.

Os testes de estacionariedade foram realizados sem constante nem tendéncia, com
a fungdo adfTest® [62] do R, que ¢ o teste aumentado de Dickey-Fuller. A hipdtese nula
de nao estacionariedade é rejeitada para todas as séries, com p-valor menor do que 1%,

portanto nao serao reportados os p-valores individualmente.

Os resultados da estimagao da regressao (4.5) por minimos quadrados (OLS) sao
apresentados na tabela 4.2, aproximados por quatro casas decimais. As regressoes foram
feitas com a funcao 1m? do R. O teste F para restricao foi calculado pelo autor seguindo

Gujarati e Porter [29, p. 263]. Sucintamente, este teste consiste em verificar se a soma

Shttp://www.eviews.com/home.html
"https://www.rstudio.com/

8Package: fUnitRoots, pardmetros: x = série e type = "nc”
9Package: stats, parametros: IPCA ~ Nicleo
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dos quadrados dos residuos das regressoes com e sem restri¢oes diferem substancialmente.
A estatistica deste teste, assume, sob hipétese nula de que a restrigao é verdadeira, dis-
tribuicao F com (2,266) graus de liberdade. O valor apresentado na tabela é o p-valor do

teste.

Tabela 4.2: Teste de viés

DB23 DB24 DB23t DB24t EX2 DP
a —0.0017 —0.0056 —0.0007 —0.0013 0.0087 —0.0032
D.P. o« 0.0007  0.0017  0.0003 0.0003  0.0013  0.0012
p-valor  (0.0098 0.0015 0.0431 0.0002  0.0000  0.0062

B 1.0251 1.0811 1.0097 1.0186  0.8804  1.084
D.P. 3 0.0086 0.0231 0.0043  0.0044  0.017  0.0159
p-valor  (0.0000 0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0.0000

teste ' 0.0156 0.0024 0.0784 0.0002  0.0000  0.0000

Fonte: elaborado pelo autor, baseado em dados do Branco Central [4].

Como mostra a tabela 4.2, o beta das medidas varia de 0.8804 da EX2 para
1.0840 da DP. Os betas das WIM’s parecem estar proximos de 1. Todos interceptos sao
da ordem de 1073 . Claro que sozinhos os coeficientes nao falam muito, pois o teste requer
que a restricao 8 = 1 e a = 0 seja estatisticamente plausivel, e apenas duas medidas seriam
aceitas, a 1% (DB23 e DB23t) e 1 medida aceita a 5% (DB23t). Porém este teste pode ser
melhorado. O teste F aplicado sé leva em conta os residuos estimados das regressoes, mas
existe evidéncia delas terem problemas de correlacao serial, fato constatado apos um teste
de Breusch-Godfrey para autocorrelacao realizado no Eviews. Neste caso, os coeficientes
sdo nao viesados [61], mas a variancia dos coeficientes, e o teste F sao invélidos. Para
corrigir este problema, as regressoes foram refeitas no Eviews com o estimador de Newey-
West (ver [19]) para a covariancia. Este, também chamado de HAC, é robusto na presenca
de auto correlagao e heterocedasticidade desconhecidos [61]. E importante mencionar que
ele nao modifica os coeficientes obtidos da estimagao por minimos quadrados, por isso,

para refazer o teste de restricao, o teste F nao é adequado, ja que os erros estimados
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continuam iguais. Em vez disso é feito o teste de Wald para restricao nos coeficientes.
Este leva em conta a nova matriz de covariancia dos coeficientes [22]. A tabela 4.3 mostra

os p-valores do teste de Wald, para a hipotese nula de que a restricao é verdadeira.

Tabela 4.3: Teste de Wald para restricao nos coeficientes

DB23 DB24 DB23t DB24t EX2 DP
Teste de Wald 0.1764 0.2462 0.0362  0.0002 0.0555 0.0300

Fonte: elaborado pelo autor, baseado em dados do Branco Central [4]

Neste caso todas as medidas exceto a DB24t passam no teste a 1%. Isso é um
indicio de que as medidas de nicleo conseguem remover os ruidos da inflacao e continuar

a medir a inflacao média, ou seja, sao boas medidas de ntcleo na visao de Chechetti.

A segunda visao do que é um nicleo adequado é dada por Blinder [7], que requer
que o nucleo de inflacao seja capaz de prever a inflacao futura melhor do que outras
estatisticas. Entre os testes possiveis para verificar isso estd o teste de ajuste dinamico,
que pode ser feito de diversas formas (ver referéncias[24], [50], [2]). Um teste relativamente
simples é proposto por Cogley [15, p. 104] ' que consiste em verificar o ajustamento
através do tempo entre inflagao e nicleo. Por hipdtese, a inflacao a qualquer instante
pode ser maior ou menor que seu nucleo, mas apds tempo suficiente passar, a expectativa

é que ela se reaproxime. O teste de Cogley realiza a seguinte regressao:

Toon — T = a+ B(m — 7)) + & (4.6)

Onde por suposicao a deve ser igual a zero, ja que uma moa medida de ntcleo
satisfaz (4.4). Segundo Cogley [15], para h suficientemente grande myy;, — m e (7 — 7y)
devem ser inversamente proporcionais com [ proximo de -1. Este teste pode ser visto
como um indicador de para onde a inflagao vai em h meses. Se ela estiver acima (abaixo do
nticleo) em um dado ¢y, esperamos que a inflagao futura caia (suba) em relagao a inflagdo

hoje. Denardin, Kozakevicius e Schmidt [16] usam um teste (4.6) diferente, proposto por

Deve se mencionar que Cogley [15] trabalho propoe uma outra medida de nticleo de inflagio baseada

em métodos no dominio da frequéncia.
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Mehra e Reilly (2009, apud [16])' que leva em conta também lags da inflagio. Uma
razao para usar lags é que em testes preliminares estimagao de (4.6) parece ter problemas
de especificacao, algo observado por Silva Filho e Figeiredo [53], e a inclusdo dos lags
ajuda a obter uma estimativa melhor. Mesmo assim, nas regressoes feitas desta forma,
os coeficientes ficam muito afastados do ideal, e ainda hé indicios de ma especificacao do
modelo, com erros autocorrelacionados e mesmo com métodos robustos para a covariancia,
as regressoes sao inconclusivas, com intervalos de confianca grandes. Para corrigir isso,
seguimos o tratamento de Wooldridge [61, p467 - 73] e do manual do Eviews [20] para
erros auto correlacionados e utilizamos um estimador de minimos quadrados generalizados
(GLS). Diferente do método de Newey-West, estes modelos modificam os coeficientes das
regressoes e devem ser usados com cautela. Segundo Wooldridge [61], em geral, se os
coeficientes estimados por OLS e GLS forem muito diferentes, deve se preferir o OLS.
Porém se valores dos coeficientes obtidos pelo GLS forem mais condizentes com a teoria,

estes podem ser utilizados.

Para realizar as regressoes foi utilizada a fungao auto.arima'? [64, 33] do R para
h =6, 12 e 18. Esta funcao escolhe automaticamente um modelo para a equagao (4.6),
entre modelos com erros seguindo processos ARIMA. O critério de selecao (AIC, AICC ou
BIC) pode ser escolhido pelo usudrio, bem como parametros maximos e minimos para o
nimero de lags dos processos ARIMA. Neste trabalho foi utilizado os parametros default,
que podem ser vistos na documentagao do R, em Hyndman et al. [33]. A tabela 4.4 mostra
os resultados do teste de ajuste dinamico. Notamos que os modelos automaticamente

escolhidos em geral nao possuem intercepto, portanto os interceptos nao sao reportados.

Tabela 4.4: Teste de ajuste dindmico

DB23 DB24 DB23t DB24t EX2  DP
h=6
15} —1.0262 —1.0426 —1.1543 —1.1877 —0.7931 —1.1652
D.P. 3 00669 00643 00822 0.0865 0.1073  0.1307
ARMA  (2,2)  (2,3) (2,00 (2,00 (2,2)  (2,0)

UMEHRA, Y. P.; REILLY, D. Short-term headline-core inflation dynamics. Economic Quarterly,

Federal Reserve Bank of Richmond, v. 95, n. 3, p. pp. 289-313, Summer 2009.
12Package forecast, parametros: y = IPCA, xreg = niicleo.
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h=12
B —1.4091 —1.4126 —15367 —15772 —1.2255 —1.8668
D.P. 3 00596 0.0574 0.0803 00849  0.1208  0.1401
ARMA  (2,0)  (L,0) (21) (21) (3,20 (2.0
h =18
B —1.0079 —0.9808 —1.1937 —1.3003 —0.7326 —1.3754
D.P. 3 00654 0.0635 00804 00869  0.1098  0.1291
ARMA (2,2) (23) (3,2 (5.3 (3.3 (2.2

Fonte: elaborado pelo autor, baseado em dados do Branco Central [4]

Neste caso nao é necessario um teste de restricao para verificar se f§ = —1 pois o
objetivo deste teste é verificar o efeito de desvios entre inflacao e nticleo na inflagao futura.
Para h = 6 todas as medidas menos EX2 parecem se sair como previsto, com valores de
B proximos de —1. Para h = 12 o IPCA é mais responsivo, com todas as medidas, exceto
EX2 (o desvio padrao é grande o suficiente para incluir —1 no intervalo de confianga)

confortavelmente abaixo de —1. Para 18 meses a repete-se a situacao de 6 meses.

Os resultados deste teste mostram que o IPCA se ajusta ao nicleo através do
tempo, especialmente os nicleos baseados em wavelets. Se a inflacao estiver acima dele,
ela tende a cair nos intervalos de tempo analisados, e se ela estiver abaixo, ela tende a
subir. A utilidade deste teste para analisar a inflacao é saber qual a tendéncia da inflacao,

tudo mais constante.

A 1ltima estatistica de qualidade de uma medida de nicleo que sera utilizada é a

sua capacidade preditora de inflagdo futura. Para fazer isso Baqaee [2] estima um modelo
. , C . . . c .

preditor do nicleo, isto é, ele realiza uma regressao to tipo 7y = f(n;) para tentar prever

os valores futuros deste e compara com os valores efetivos da inflagao, sendo que a melhor

estimativa de nicleo por esse parametro é dada por aquela que tem a menor estatistica

raiz do erro quadrado médio, sigla RMSE', dada por:

12

RMSEy, = | = Y _(m — #)? (4.7)
onde 7; é a inflagao observada e 7y é o ntcleo previsto.
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A equagdo (4.7) retorna a raiz do erro quadrado médio de previsao k passos a
frente. Mas em vez de fazer apenas uma vez este teste para todos os dados faremos o
procedimento de previsao da seguinte maneira, que é uma simplificagao do teste realizado
por Plessis, du Rand e Kotzé [47] para verificar quais medidas de niicleo previam melhor
a inflacdo: dividimos a amostra em duas partes, a primeira com os primeiros 2/3 das
observagoes e outra com o restante. Isso gera duas amostras distintas, uma com 179
observagoes e a outra com 89 observacoes. O primeiro passo ¢ utilizar os dados das
primeiras 179 observacoes para estimar modelos de regressao para os nicleos contra lags
deles mesmos, i.e. estimar 7 = o7y | + Qa5 + .... Em seguida ¢ calculada a (4.7) para

12 passos a frente, com previsoes feitas com cada modelo estimado, isto é, estimamos

191

1

. Z (my — floams ) + aomy_o + ....))%
=180

Apéds estimados todos os modelos e RMSE’s a amostra é acrescida de uma observagao e
sao feitas novas regressoes e computadas novas RMSE’s. Depois a amostra é acrescida
de outra observagao, e repete-se o processo até chegar a amostra com 256 observagoes
(as tdltimas 12 observagoes sao utilizadas para calcular a ultima RMSE). Dessa forma
sao produzida 79 estatisticas de erro de predigao da inflacao para cada nticleo. Por fim

toma-se a média delas para produzir uma estatistica final da média das RMSE’s.

O objetivo deste teste é verificar se alguém tentando prever a inflacao o faria
melhor prevendo in lieu o nicleo. Fazendo o teste diversas vezes com dados atualizados
reproduz alguém atualizando seu modelo através do tempo, e podemos verificar qual
das medidas de nucleo se sai melhor (ou pior), em média, prevendo a inflacdo. Para
estimar cada modelo em cada etapa é novamente utilizada a funcao auto.arima '3 do
R. Para fazer a previsao ¢ utilizada a funcao forecast '* e para produzir as estatisticas

da raiz do erro quadrado médio é utilizada a funcao accuracy '°.

Para comparar a
performance dos niticleos, em vez de compara-los entre si, eles sao comparados com um
benchmark, que é uma regressao da inflagao contra lags dela mesma. O procedimento de
obtencao das RMSE’s permanece o mesmo, mas agora temos como previsao uma fungao

da prépria inflagao (f(m, m—1...)). A tabela 4.5 reporta os resultados. Na primeira coluna

13Package forecast, pardmetros: y = IPCA, xreg = nticleo.
l4Package forecast, pardmetros: object = regressio, h = 12.
15Package forecast, parametros: f = objeto forecast, x = IPCA.
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é mostrada a média das RMSE’s e na segunda a razao entre a média do niicleo e a média

do benchmark.

Tabela 4.5: Teste de poder preditivo dos nicleos

Média RMSE Razao Benchmanrk

IPCA 0.0133 1.0000
DB23 0.0214 1.6106
DB24 0.0187 1.4078
DB23t 0.0149 1.1226
DB24¢t 0.0148 1.1192

EX2 0.0142 1.0709

DP 0.0147 1.1053

Fonte: elaborado pelo autor, baseado nos dados do Banco Central do Brasil [3]

Nenhuma das medidas de ntucleo se saiu melhor do que o benchmark para prever
a inflacao, neste teste, com estes modelos. A que se saiu melhor foi a EX2 que previu
a inflacao com erro, em média, 7.09% maior que um modelo com a prépria inflacao foi

capaz de fazer.

Como foi visto, as medidas de nicleo baseadas em wavelets passam no teste de
viés e no teste de ajuste dinamico, que sao os testes mais usuais na literatura sobre ntcleo
de inflagao, com evidéncias de que elas funcionam tao bem, ou melhor, quanto as duas
medidas do Banco Central, resultado também observado por Denardin, Kozakevicius e
Schmidt [16]. Na préxima se¢ao sera utilizado um método baseado em wavelets para

avaliar uma possibilidade de melhorar as regressoes.

4.4 Medidas baseadas em wavelets com amostra restrita.

Nesta segao, comegamos com uma analise dos coeficientes da Trasformada Wave-
let obtidos, com e sem thresholding e verificamos se o ajuste pode ser melhorado. A figura
4.7 mostra os coeficientes do primeiro nivel da MODWT aplicados a inflagao, com e sem

thresholding. As duas linhas paralelas no eixo x mostram qual o nivel de threshold, abaixo
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do qual, em termos absolutos, os coeficientes sao eliminados, e acima, sao reduzidos, de
acordo com a formula do soft thresholding apresentada na se¢ao 3.3.1. Como se pode ver,
todos os coeficientes em 4.7b que estao acima da linha sao reduzidos em 4.7a enquanto

que os que estao abaixo sao zerados.

Figura 4.7: Coeficientes do primeiro nivel detail da transformada wavelet
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Fonte: elaborado pelo autor

A Figura 4.8 apresenta o mesmo grafico, mas com o threshold e os coeficientes
detail do segundo nivel. Em ambos os graficos parece haver um padrao: a maior parte dos
coeficientes nao zerados estd no primeiro terco do grafico enquanto que o segundo terco
tem nenhum ou poucos coeficientes mantidos. Além disso, a reducao dos coeficientes nao
zerados parece ser bem menor apos as primeiras 120 observacoes. E possivel que isso seja
um indicio de alguma forma de quebra estrutural da inflacao, o que é um problema. O
threshold requer que a variancia do ruido observado junto com a inflacao seja a mesma
para todo o sinal. Se isso nao acontecer, a metodologia nao vai funcionar direito, e, como
pode ser o caso, ela sobrestima o threshold e elimina coeficientes que deveriam ter sido

mantidos.
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Figura 4.8: Coeficientes do segundo nivel detail da transformada wavelet
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Fonte: elaborado pelo autor

Existe uma forma de se verificar se houve uma quebra estrutural utilizando a
MODWT, desenvolvida por Wichter et al. [60], sendo capaz de dizer em qual observagao
é provavel que a quebra tenha ocorrido. Aqui omitimos o desenvolvimento. Os calculos
para testar se houve uma quebra estrutural sao um pouco complicados e fogem do tema
deste trabalho, e portanto nao serao aplicados. Em vez disso supomos que realmente houve
uma quebra estrutural e aplicamos o algoritmo, como em Ramazan, Selguk e Wichter [49],

aos coeficientes detail do primeiro nivel da transformada wavelet do IPCA.

A estatistica obtida pelo teste de posicao da quebra de estrutura é 115. Para
verificar a possibilidade uma quebra estrutural apds a observacao n® 115 aplicamos um
teste F para avaliar se as amostras formadas pelas obervagoes de 1 a 114 (do IPCA) tem
variancia diferente das observacoes de 115 a 268. O resultado é que com p — valor menor
que 107" rejeita-se a hipdtese nula de que as variancias sdo as mesmas. A razao entre as

variancias dos dois periodos é 6.25. Interpretamos isso como uma quebra estrutural (na
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variancia do sinal) e procedemos com a estimacao do nicleo de inflacdo utilizando apenas

as observagoes a partir de junho de 2005 (observagao n® 115).

O fato de a inflacao mudar de estrutura por volta desta data foi observado por
Ferreira, de Mattos e Ardeo [27], que fizeram teste de raiz unitdria em duas amostras
da inflacao. A primeira desde janeiro de 1999 até marco de 2016, para a qual, conforme
foi visto na se¢@o anterior (com dados desde dezembro de 1995), foi rejeitada a hipdtese
de raiz unitaria para a inflacdo e para os nicleos oficiais, enquanto que para a amostra
dos ultimos 10 anos (abril de 2006 até margo de 2016) foi aceita a hipdtese. Isso traz
evidencias de que em algum momento na década de 2000 a inflacao teve uma mudanca

estrutural.

Para esta parte do trabalho estimamos outra medida de nicleo baseada em wa-
velets, a por componentes desagregados, e também incluiremos a medida por médias
aparadas (MA) do Banco central. A razao de inclui-las apenas aqui é que elas sé6 podem

ser calculadas, ou s existem dados oficiais para elas, a partir de 1999.

As medidas de nucleo por componentes desagregados foram propostas por An-
dersson [1], que em vez de aplicar a MODWT diretamente no indice de inflagao cheio,
aplica ela componente a componente, dado um nivel de desagregacao. Em vez de su-
por um modelo do tipo 7 = 7} + €, onde a inflacao é um componente relativo ao sinal
(nucleo) mais um ruido, o modelo inflacionério é dado por:

I
= 7'(';w + Z bk(rkt —+ Ekt) (48)

k=0

Onde 7rfw ¢ a inflacao monetaria no tempo t e 1y e € sao componentes idios-
sincraticos de cada componente do indice e b sao os pesos da ponderagao. Os termos
€ sao erros de medicao, com esperanca 0 para todo K, e os termos ry representam

os choques reais que afetam o preco de cada item k, por exemplo secas, problemas de
I I

transporte etc. Sob certas condicoes, no longo prazo g brirr: = 0, mas g ree 7 0 ja
k=0 k=0

que as pessoas podem ajustar seu consumo de forma a compensar variagoes nos pregos

relativos [1], embora ndo haja razao para eles se equilibraram a cada momento. No curto

prazo porém a relacao pode nao ser verdade, pois é necessario o ajuste. O modelo em

(4.8) é semelhante ao modelo inflacionario proposto por Carl Menger [23]. Neste tltimo,
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a inflagdo que é causada pela administracio monetaria é exclusivamente dada por 7/, na

terminologia de Menger, sao mudancas no valor interior do dinheiro, i.e. mudancas no
valor idiossincrético dele, por exemplo uma desvalorizagao/valorizagdo monetéria causada
pela emissao/destruicao de moeda. Fase e Folkertsma [23] identificam este termo como o
nucleo de inflagao. A preocupagao do banco central de um pais é assegurar que esta parte
da inflacdo seja controlada, pois nao tem controle sobre as outras'® e no longo prazo as

pessoas sempre podem ajustar seu consumo para acomodar os choques reais.

Segundo Andersson [1] um maneira de medir a inflagdo monetdaria é descobrir a
parte da inflagdo que nado afeta o produto no longo prazo. Quah e Vahey [48] e Lahura
e Vega [40] propoem um método de isolar esta parte da inflagao utilizando vetores auto
regressivos. Seguindo este raciocinio, Andersson [1] propoe fazer o mesmo com as wavelets.
A ideia é a mesma que aplicar a MODWT ao indice cheio. Seja my; a variacao no preco

do componente k£ do IPCA na data t, entao

Tyt = 7T,£V[ + Trt + it (4.9)

Andersson [1], fazendo o mesmo raciocinio usado para supostamente separar o
nicleo de inflacao da inflagao cheia com a MODWT, utiliza nos itens que a compoe para
isolar em cada um deles o que é um choque de curto prazo do que é devido a inflagao
monetéria e mudangas persistentes (de longo prazo) nos precos relativos na equacao (4.9).
Por exemplo, supoe-se que ry; = r1x¢ + T2rs, onde o subscrito 1 denota a parte de longo
prazo do choque e 2 a parte de curto prazo. Se esta tiver as mesmas propriedades hi-
potéticas do termo € em (4.2) entao a MODWT vai ser capaz de expugar este efeito do

preco de cada item.

Isso é possivel, da forma que sera descrita adiante, por que o processo de threshol-
ding nao é linear e executa-lo no nivel desagregado do IPCA retorna resultados diferentes.
Se fossem apenas removidos niveis da MODW'T de cada componente, contanto que fosse
sempre removidos os mesmos niveis em todos componentes, os resultados seriam os mes-
mos de se aplicar a MODWT no indice cheio. Em sintese, esse método supoe que a

remocao de ruidos é mais eficiente no nivel desagregado.

160 que nao quer dizer que outros érgaos da administracio governamental nio influenciem os precos

de outras maneiras.

95



Neste trabalho sera apresentado um nucleo deste tipo. O ntcleo sera estimado
com a MODWT da DB2 com thresholding até o terceiro nivel para a desagragacao do
IPCA por itens. Ela serd denotada por DB2A. Um problema que deve ser tratado é que
os dados desagregados sao mensais e os pesos mudam de més para més. Assim em vez de
calcular a transformada para a série anualizada Andersson [1] realiza para a série mensal
de cada um dos componentes e calcula o niicleo mensal do IPCA e por fim converte a série
para taxas anualizadas. O nicleo mensal é calculado da mesma forma que o IPCA, mas
em vez de utilizar a variagao de precos em cada grupo ou item é utilizada a medida de
nucleo daquele més. Os pesos da ponderagao sao os mesmos que o do IPCA | o que segundo
Anderson [1] garantiria que estamos estimando a inflagio monetaria. Isso é contrastado
com as medidas de ntcleo oficiais, como a MA e a DP que alteram os pesos da ponderagcao.
Os dados desagregados do IPCA estao disponiveis em IBGE [36]. As figuras 4.9 e 4.10

mostram os graficos dos nicleos com amostra reduzida.
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Figura 4.9: IPCA e nicleos WIM com amostra restrita - Nticleos baseados em wavelets
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Figura 4.10: IPCA e nicleos WIM com amostra restrita - Nicleos oficiais
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A tabela 4.6 apresenta as médias, desvios padrao e a variacao total das medidas
de nicleo a serem avaliadas nesta parte do trabalho. Como na secao anterior, também é
apresentado o p-valor do teste de normalidade (Jarque-Bera) feito nos residuos (IPCA -

Ntcleo).

Tabela 4.6: Estatisticas descritivas e teste de normalidade para amostra reduzida

IPCA DB23 DB24 DB23t DB24t DB2A MA  EX2 DP

Média 0.0574 0.0574 0.0574 0.0574 0.0574 0.0581 0.0498 0.0571 0.0587

D.P. 0.0184 0.0179 0.0159 0.0181 0.0178 0.0184 0.0137 0.0152 0.0143
V.Total 0.3767 0.2559 0.1808 0.2904 0.2746  0.2925 0.2524 0.3073 0.2817
Normalidade - 0.6598 0.2308  0.503  0.4081 0.2007 0.0003 0.6577 0.0000

Fonte: elaborado pelo autor, com base nos dados do Banco Central do Brasil [4] e do IBGE [36]

Como no caso da amostra completa, todas as medidas tem a média préxima da
média do IPCA, e, com a excecao da DB2A, todas as medidas baseadas em wavelets tem
a mesma média. A DB2A por sua vez tem a média 7 centésimos maior. Ela também é a
unica medida que nao tem desvio padrao amostral menor do que o desvio padrao IPCA
cheio, com 0.0184. Novamente, todas as medidas de niicleo possuem variagao total menor
do que o IPCA. Dessa vez, o ruido extraido de todas as medidas de ntucleo baseadas em
wavelets passam no teste de normalidade o que indica um processo de remocao de ruidos
adequado. O teste de estacionariedade é refeito na amostra reduzida. Os p-valores dos
testes ADF, realizados com a fungao adfTest!” [62], no nivel, nas primeiras diferencas e

nos ruidos sao apresentados na tabela 4.7. Os testes se dao sem intercepto nem tendéncia.

Tabela 4.7: Testes de estacionariedade

IPCA DB23 DB24 DB23t DB24t DB2A MA EX2 DP
Nivel 0.3272  1.4236 0.0100* 0.1938  0.2072 0.3144 0.3022 0.2256  0.2937
12 Diferenca  0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0100*
IPCA - Nicleo  0.000 0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0100* 0.0875 0.0100* 0.0100*

Fonte: elaborado pelos autores. com base nos dados do Banco Central do Brasil [4] e do IBGE

[36]. O asterisco * indica menor do que 1%

ITPackage: fUnitRoots, pardmetros: x = série e type = "nc”
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Como se pode ver, nao se pode rejeitar a hipotese de raiz unitaria no nivel em
nenhuma das séries, exceto na DB24. Ja para a segunda diferenca das séries, a hipotese
de nao estacionariedade é rejeitada em todos os casos com p-valor menor do que 1%. Esse
fato é mostrado por Ferreira, de Mattos e Arder [27] para a inflagdo entre abril/2006 e
dez/2016. O motivo de testar a estacionariedade dos ruidos, é que segundo Wooldridge
[61], se for conhecido o parametro potencial v de cointegrardo entre as duas séries'® entao
verificar se m, — ym; ¢ estaciondrio equivale a testar a cointegracao das séries. Normal-
mente este parametro nao é conhecido, mas neste caso, temos a hipdtese de que v =1
pois o nucleo deve ser uma medida nao enviesada da inflagdo. A linha 3 da tabela 4.7
mostra que todas as medidas menos a MA mostram indicios de cointegracao, pois rejei-
tam a hipétese nula de nao estacionariedade, e mesmo a MA seria rejeitada com 10% de

confianca. J& que ela é uma medida oficial, continuamos a fazer testes com ela.

O primeiro deles, assim como na se¢ao anterior é o teste de viés para o ntcleo.
Como as séries sao cointegradas podemos estimar a equacao (4.5) e ter os parametros esti-
mados consistentemente [61], porém os erros desta regressao tendem a ser correlacionados,
e neste caso existem evideéncias de que eles sao. Isso nao é novidade pois encontrou-se
o mesmo problema nos testes de viés com a amostra completa. Assim procedemos da
mesma maneira. A tabela 4.8 mostra os resultados para o teste de viés. O teste F é o de

Gujarati e Porter [29, p. 263 e As regressoes sao feitas com a fun¢aolm'® do R.

Tabela 4.8: Teste de viés para amostra reduzida

DB23 DB24 DB23t DB24t DB2A MA EX2 DP

o —-0.0011 —-0.0067 —0.0007 —0.0017 —0.0005 —0.0058 —0.0082 —0.0155
D.P. o«  0.0007 0.0015 0.0004 0.0005 0.0005 0.0018 0.0019 0.0017
p-valor  0.1119 0.0000 0.0885 0.0006 0.3979 0.0018 0.0000 0.0000

B 1.0196 1.1161 1.0128 1.0299 0.9955 1.2692 1.1475 1.2411
D.P. 5 0.0117 0.0256 0.0071 0.0082 0.009 0.0356 0.032 0.0288
p-valor  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

8Duas séries,y; e x;, ndo estaciondrias, sio ditas cointegradas se existe uma constante v tal que y; —yx;

é um processo I(0) [61, p. 719]
19Package: stats, parametros: IPCA ~ Nicleo
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Teste F 0.0880 0.0000 0.0621 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Fonte: elaborado pelo autor, com base nos dados do Banco Central do Brasil [4] e do IBGE

[36].

Como na amostra completa, apenas duas medidas passam no teste F (embora
agora ambas passam com 5% de confianga), a DB23 com p-valor 0.0880 e a DB23t com
p-valor 0.0621. Novamente, refazemos o teste com correcao da covariancia pelo metodo
de Newey-West e realizamos o teste de Wald para a restricio a =0 e 5 = 1. A tabela 4.9

reporta os p-valores do teste de Wald, onde a hipdtese é que a restricao é verdadeira.

Tabela 4.9: Teste de Wald para restricao nos coeficientes com amostra restrita

DB23 DB24 DB23t DB24t DB2A  MA EX2 DP
Teste de Wald 0.4982 0.0399 0.1620 0.0017 0.0079 0.0000 0.1086 0.0000

Fonte: elaborado pelos autores. com base nos dados do Banco Central do Brasil [4] e do IBGE

[36].

Neste caso, a correcao da variancia permite aceitar que mais duas medidas de
nucleo atendem as restricoes, a DB24 com p-valor de 0.0399 e a EX2 com p-valor de 0.1086.
As outras medidas falham no teste. O préximo teste é o teste do ajuste dinamico. Ele é
feito da mesma forma que o teste na amostra completa, isto é, modelando a correlacao dos
residuos com modelos ARIMA utilizando a funcao auto.arima?’. A tabela 4.10 mostra

os resultados.

Tabela 4.10: Teste de ajuste dinamico com amostra restrita

DB23 DB24 DB23t DB24t DB2A MA EX2 DP
h=6
B —0.9597  —0.95 —0.9418 —-0.9477 —0.8528 —0.9325 —0.5028 —1.0762

D.P. 3 00917 0.0837  0.098)  0.098  0.1197  0.1337  0.1336  0.1577

ARIMA (2,0,0) (1,1,0) (2,0,0) (2,0,0) (2,0,0) (2,0,0) (2,0,0) (2,0,1)
h=12

B8 ~1.2014 —1.3011 —1.3945 —1.3932 —1.3838 —1.5436 —0.6483 —1.6685

D.P. 3 00829 00812 0.0955 0.0951  0.1202  0.149  0.1762  0.1626

ARIMA (1,1,0) (1,1,0) (1,1,0) (1,1,0) (1,1,0) (2,0,2) (2,0,3) (2,0,1)

20package forecast, parametros: y = IPCA, xreg = nticleo.
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h=18
B —-1.1901 —-1.1854 —-1.3314 —-1.328 —1.2979 —1.552 —0.661 —1.5656
D.P. 0.0868 0.0855 0.0939 0.0935 0.1193 0.1411 0.1815 0.1684
ARIMA (1,1,0) (1,1,0) (1,1,0) (1,1,0) (0,1,2) (2,0,0) (1,0,4) (1,0,4)
Fonte: elaborado pelos autores. com base nos dados do Banco Central do Brasil [4] e do IBGE

[36].

Para h = 6 o beta de todas as medidas, exceto a EX2, é proximo de —1. E com
excecao da DB24, o computador estimou para todas as medidas erros ARMA convencio-
nais. Quando h aumenta um padrao aparece nas medidas baseadas em wavelets. A funcao
auto.arima estima para todas elas ruidos da primeira etapa do GLS nao estacionarios e
toma suas primeiras diferencas (o termo do meio nas triplas da linha ARIMA ¢é a ordem
de diferenciagao). Isso pode ocorrer por que o ruido resultante é nao estacionério, ou por
causa de algum fator sazonal. Aqui nao investigamos isso a fundo, e como os resultados
estao de acordo com o esperado, e de acordo com os resultados feitos na amostra cheia,
aceitamos os valores da tabela 4.10. Também notamos que as séries dependentes mostram
indicios de nao estacionariedade para h = 12 e 18, porém segundo Wooldridge [61], o

GLS lida com a nao estacionariedade da séries, pelo menos aproximadamente.

O dltimo teste feito para avaliar as medidas de nicleo é o teste de poder de
predicao da inflagao futura. Ele é feito da mesma forma que na secao anterior. Guarda-
mos um terco da da amostra, estimamos modelos com a funcao auto.arima?!, fazemos
previsoes 12 passos a frente para cada nicleo com a funcao forecast 22 e geramos uma

estatistica de raiz do erro quadrado médio com a funcao accuracy 2.

Em seguida a
amostra é acrescida de uma observacgao e o teste e refeito, e assim procedemos até que
toda a amostra, menos as 12 tltimas observacoes sejam utilizadas para modelagem. A
tabela 4.11 apresenta os resultados. A coluna a direita apresenta a razao entre a média

das RMSE’s dos modelos de previsao com o nucelo para os modelos benchmark que usam

a lags da inflacao.

21Package forecast, parametros: y = IPCA, xreg = ntcleo.
22Package forecast, parametros: object = regressio, h = 12.
Z3Package forecast, parametros: f = objeto forecast, x = IPCA.
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Tabela 4.11: Teste de poder preditivo dos ntcleos

Média RMSE Razao Benchmanrk

IPCA 0.0203 1.000
DB23 0.0269 1.3278
DB24 0.0266 1.3098
DB23t 0.0198 0.9762
DB24t 0.0195 0.9631
DB2A 0.0193 0.9491
MA 0.0185 0.9122
EX2 0.0160 0.7879
DP 0.0184 0.9087

Fonte: elaborado pelos autores, com base nos dados do Banco Central do Brasil [4] e do IBGE

[36].

Diferente da amostra completa, as previsoes feitas com os nicleo agora sao em
média mais eficientes, com exce¢ao das medidas baseadas em wavelets com remocao de
niveis sem thresholding. A medida de nicleo que melhor se saiu prevendo a inflagao futura
foi a EX2, com um indice de erro de quase 79% do benchmark. Notamos porém que
estes testes s@o bem restritos, pois s6 sao utilizados modelos ARIMA em cada modelo,
sem modelos de defasagens distribuidas, por exemplo. Uma previsao mais acurada do
IPCA provavelmente incluiria outras variaveis, como taxa de juros cambio, crescimento
economico, etc. Por outro lado, modelos simples tem suas vantagens, por exemplo, menos

interacao entre variaveis explicativas.

A dltima andlise que mostramos é um comparacao dos RMSE’s da amostra cheia
e da amostra restrita. A tabela 4.12 mostra a média dos ultimos 40 RMSE’s obtidos com
a amostra cheia, lembrando que nem a MA nem a DB2A foram calculadas. Como ela s6
inclui as ultimas 40 observagoes, isto €, o niimero de previsoes feito com a amostra restrita,
podemos comparar com a tabela 4.11 para saber qual estratégia é melhor, estimar com a
amostra completa ou com a amostra restrita. Todas as medidas que nao sao baseadas em
wavelets se sairam melhor, ou muito proximas no caso da EX2, com a amostra cheia do que

com a amostra restrita, para os modelos selecionados pela auto.arima. Em particular,
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nos modelos com o IPCA os ultimos RMSE’s tem média 0.0176 com dados da amostra
cheia, e 0.0203 com dados da amostra restrita, um aumento de 15%. O aumento observado

para a EX2 ¢ de 6%.

Tabela 4.12: Comparacao de RMSE

Média RMSE Razao Benchmanrk

IPCA 0.0176 1.000
DB23 0.0309 1.7546
DB24 0.0280 1.5873
DB23t 0.0201 1.1401
DB24¢t 0.0202 1.1447

EX2 0.0150 0.8501

DP 0.0188 1.0665

Fonte: elaborado pelo autor, com base nos dados do Banco Central do Brasil [4]

J4 as medidas baseadas em wavelets, todas elas foram ligeiramente mais eficientes
prevendo quando utilizada a amostra restrita. O destaque fica com a DB23 que teve um
erro médio 12.8% menor com a amostra restrita. Lembrando que a amostra foi reduzida
para tentar usar o algoritmo de thresholding de forma mais eficiente, parece haver motivos
para tal, pelo menos do ponto de vista preditivo quando o uso de ntcleos baseados em
wavelets. Por outro lado, a predicao feita de outras maneiras parece ser mais eficiente de
qualquer jeito, o que no fim das contas, nao justifica restringir a amostra. E importante
notar que nao foi feito o procedimento padrao de Witcher et. al. [60] para verificar se

houve mesmo uma mudanga de variancia nas séries.

Como nos outros trabalhos que envolvem a utilizagdo de wavelets (referéncias
[1], [2], [16], [18], [40] e [47]) foi mostrado que nucleos de inflagdo baseados em wavelets
satisfazem os testes desenhados para verificar se uma dada medida de nucleo é adequada.
A comparacao mais importante é com o trabalho de Denardin, Kozakevicius e Schmidt,
feito para o caso brasileiro. As diferencas do seu trabalho para este é que aqui utilizamos
a etapa de thresholding para estimar algumas medidas e que fazemos também a MRA até

o nivel 4, em vez de apenas até o nivel 3.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi feita uma revisao tedrica das wavelets e de algumas de suas
propriedades, e entao foi apresentada uma aplicacao da ferramenta ao problema econoémico

da estimacao do nucleo de inflacao.

Foi visto que as fungoes sinusoides, quando amostradas de uma forma particular,
formam uma base para RY, chamada Base de Fourier. Os vetores desta base sdo iden-
tificados como frequéncias. Nos casos que vimos, os vetores que procuramos expressar
nesta base eram sinais, ou amostras de sinais, que por serem observados em quantidade
finita em em tempos discretos, sao bem representados por vetores em espacos de dimensao

finita.

A Base de de Fourier tem algumas propriedades importantes. Ela é composta
por vetores ortogonais, o que faz a obtencao dos coeficientes que expressam qualquer z
nela mais facil. A obtencao deles através do cédlculo de produtos internos é chamada
de Transformada Discreta de Fourier (DFT) . Os coeficientes desta representacao sao
denotados X, e seu valor absoluto é chamado de espectro. E possivel também a aplicacao
do Teorema de Parseval, que diz qua a energia de um vetor é dada pela soma dos quadrados
dos coeficientes de sua representacao em uma base ortogonal. A aplicacao do Teorema de
Parseval, permite justificar a remog¢ao de ruidos de um sinal. Mas para este trabalho, a
propriedade mais utilizada da base de Fourier é a sua ligacao com matrizes circulantes.
Como foi apresentado, as matrizes circulantes sao a representacao da transformada linear
chamada convolugao circular, ou apenas convolugao, denotada (z *w). Ela é formada

empilhando-se N rotagoes de um vetor linha até obter uma matriz N x N.

A convolucao entre dois vetores resulta em um novo vetor que possui espectro,
entrada a entrada, igual ao produto dos espectros dos dois vetores. Para aplicar a con-
volucao sao utilizados vetores com espectro previamente conhecido, chamados filtros. Com
filtros, agimos no espectro de um vetor sem calcular sua DFT. Se o filtro for um filtro
passa-baixo, isto é, um filtro com DFT pequena para as frequéncias mais altas, entao sua
convolucao com um sinal vai atenuar as frequéncias mais altas. Um filtro passa-alto faz

o0 mesmo com as frequéncias mais baixas. E entre os filtros possiveis, estao so chamados
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Filtros Wavelets, que sempre vem em conjunto, um filtro passa-baixo, chamado funcao

escala, e um filtro passa-alto, chamado wavelet.

Foi apresentado como os Filtros Wavelet ap6s operagoes de sub amostragem (de-
cimamento) dao origem a uma nova transformada ortogonal, chamada Transformada
Wavelet Discreta (DWT), que pode ter diversos niveis, indexados por uma escala. A
expansao de um vetor nas colunas da transposta desta matriz é chamada de Analise Mul-
tirresolugdo (MRA). Além de representar o sinal no dominio da frequéncia, a MRA tem
resolucao temporal, embora as duas nao possam ser vistas simultaneamente neste traba-
lho. Para aplicagoes a series temporais a DWT sofre de uma deficiéncia importante: ela
nao ¢ capaz de lidar com rotagoes de um sinal, o que implica que ela retorna resultados

diferentes dependendo da data inicial das observagoes.

Uma das formas de contornar isso é a utilizacao dos Filtros Wavelet sem deci-
mamento e uma das formas de se fazé-lo é com a Mazximum Qwverlap Discrete Wavelet
Transform (MODWT), que pode ser tanto vista como uma aplicagao de dois filtros (um
passa-alto e um passa-baixo) em conjunto, ou como uma aplicagao dupla da DWT a um
sinal e a uma rotagao dele. A vantagem de ver a MODW'T como um filtro é que podemos
utilizar as ferramentas da anélise de Fourier parar estudar suas propriedades. A desvan-
tagem da MODWT ¢é que ela nao é uma transformada ortogonal. A MODWT também

gera uma MRA com a qual podemos representar um sinal em diferentes escalas.

Além de ser um conjunto ortogonal, as colunas da DW'T formam uma base esparsa
de RY, o que significa que vetores do espaco, que atendam a certos requisitos dependendo
da wavelet utilizada, podem ser reescritos, com pequena perda de informacao, com poucos
componentes da base. Se um sinal for observado em conjunto com algum ruido, essa
propriedade permite separar os valores do sinal dos valores do ruido. O uso da esparsidade
desta forma é operacionalizado no algoritimo de thresholding que seleciona e redimensiona
os coeficientes que devem ser utilizados na reconstrucao do sinal para que este seja o mais
préoximo do sinal verdadeiro sem ruidos. Este procedimento é apresentado para DWT, e

a extensao para MODWT ¢ imediata, notando a ligagao entre as duas.

Na segunda parte do trabalho, as ferramentas que foram apresentadas, especial-

mente a MODWT, sao aplicadas ao problema da estimacao do nicleo de inflacao.
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O nucleo de inflacao é uma ferramenta disponivel para analise de um indice de
pregos. Quando observado diretamente, o indice de precos pode apresentar ruidos que
dificultam a avaliacao da situacao inflacionaria em uma economia. Por exemplo, choques
que nao tem nenhuma correlagao com a politica monetaria podem afetar pregos, para
cima ou para baixo, sem que seja necessaria uma interferéncia do banco central. Estes
choques sao passageiros, entao idealmente, nao deveriam influenciar a politica monetaria.
O nucleo de inflagao é entendido como a parte da inflacao que nao sofre efeito destes

choques e pode ser utilizado como referencia. O problema é como estima-lo.

Diversas formas de estimagao sao sugeridas pela literatura, como remocao de
componentes (ntucleos por exclusio), remogao dos componentes com maior oscilagao e
também modelos de estimacao de sinais, entre eles, a MODWT. Neste trabalho, apre-
sentamos nucleos de inflacao construidos com wavelets e comparamos eles com ntcleos
oficiais calculados pelo Banco Central do Brasil. Para avaliar estes nucleos sao feitos
testes sugeridos pela literatura. Eles sao: teste de viés, teste de ajuste dinamico e teste

de poder de previsao.

O teste de viés serve para verificar se uma medida de nicleo estd mesmo estimando
algo que se pode chamar de ntcleo de inflagao. O teste de ajuste dinamico verifica se
desvios do ntcleo tendem a ser corrigidos através do tempo, isto é, se a inflagao esta
acima/abaixo dele, entao ela deve cair/subir. O teste de poder preditivo verifica se alguém

estaria melhor se predissesse a inflagao com nicleo em vez de utilizar a prépria inflagao.

Nos dois primeiros testes, as medidas de nticleo baseadas em wavelets, em geral
se saem bem. H& evidéncias que elas sao pelo menos tao boas quanto as medidas oficiais
para medir a inflacao subjacente e o teste de ajuste dinamico mostra que a diferenca
entre inflacao e nucleo baseado em wavelets pode dar pistas para a tendéncia inflacionaria.
Quanto ao teste preditivo, nao foi mostrado que previsoes feitas com o nicleo sao mais

eficientes para prever inflacao futura.

A aplicagao das wavelets nos trabalhos que estimaram o nicleo de inflacao em
geral é feita da forma mais tradicional de processamento de sinais, isto é, um conjunto de
informagao é separado em diversos componentes e reconstruido com a remogao de alguns

deles. Existem outras possibilidades de executar estd tarefa, como aponta Steehouwer
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[56], que sugere , modelar os termos separadamente (em vez de remové-los). Além disso
como existem outras formas de selecao de coeficientes além do soft thresholding, como
as descritas por Percival e Walden [46] no capitulo 10. Trabalhos futuros podem focar
em modelar os componentes das diferentes escalas do MRA ou em como selecionar os
coeficientes a serem mantidos no processo de thresholding, por exemplo, Smith [55] sugere,

a utilizacdo de redes neurais (machine learning) para escolha de parametros de benchmark.
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APENDICE

Figura 6.1: Tabela dos itens que compoe o nicleo por exclusao 2 (EX2)

Tabela 4 - Volatilidade relativa dos itens do IPCA - agosto/1999 a junho/2013

Volatilidade relativa

ftens 08/1999 — 12/2002  01/2003 —12/2007  01/2008 — 6/2013  08/1999 — 6/2013
Tubérculos, raizes e legumes 5,98 9,11 7,91 8,0
Hortalicas e verduras 4,49 5,09 4.80 4,8
Cereais, leguminosas e oleaginosas 3,30 3,26 3,64 3,4
Frutas 1,91 3,64 2,61 2,9
Acucares e denvados 4,01 2,27 2,28 2.9
Awves e owos 3,74 2,62 1,35 2,6
Combustiveis (wiculos) 3,68 2,30 1,47 2.5
Fumo 2,08 1,40 3,08 2,4
Oleos e gorduras 3,25 1,89 1,85 2,3
Combustiveis (domesticos) 4,11 1,07 0,63 2,2
Leites e denvados 2,05 2,51 1,93 2,2
Pescados 2,27 2,22 1,95 2.1
Cames 2,00 2,06 2,19 2,1

Obs: Os itens hachurados em cinza ndo s3o excluidos da medida de nicleo.

Fonte: Silva Filho e Figueiredo [54]



Figura 6.2: Scatter Plot Inflacao/Ntcleo
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Figura 6.3: Scatter plot IPCA /nicleo com amostra restrita

Fonte: elaborado pelo autor baseado em dados do BACEN [4] O eixo das abscissas representa o nicleo.
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Figura 6.4: Scatter plot IPCA /nicleo com amostra restrita

EX2
0.1 \ \ 7

81072} e * o |

. 2 L) |
6-10 .?%

4 . 10_2 | <% ‘.“. ]

1072 DP
I I I
(b) e
81 e O o
'O; .o..
... ..
[ )
6, ...'. |
° 0‘
[ ]
[ )
4 ':f' B

| | | | |
2-10724-10726-10728-1072 0.1
Fonte: elaborado pelo autor baseado em dados do BACEN [4] O eixo das abscissas representa

o nucleo.

120



