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RESUMO

Este trabalho trata de metodos computacionais uti

lizados para o cdlculo numeric° das raizes reais de	 equa-

gOes polinomiais. Para isso fazemos uma introducao ao estu-

do da aritmetica computacional, dos limites de erro, dos di

gitos significantes exatos e da eficiencia computacional pa

ra o estudo dos algoritmos bdsicos para o cdlculo numeric°

de polinemios.

A estrategia e enumerar, localizar e separar 	 as
raizes da equacao polinomial para apes realizar os cdlculos

que podem ser feitos por diversos metodos. Alem dos	 meto-

dos tradicionais como Newton, Secante, Muller, etc., 	 apre-

sentamos os metodos desenvolvidos apes o advento da Teoria

de Intervalos e tambem os metodos hibridos, que utilizam

enfoque intervalar sem a aritmetica de intervalos, com

intuito de diminuir os custos de processamento.
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ABSTRACT

This work describes some computational 	 methods

for numerical evaluation of real roots of polynomialequations.

We make an introduction to computational arithmetic,	 error

bounds, exact significant digits and computational efficiency

necessary for the study of basic algorithms for	 numerical

computation of polynomials.

The strategy is to count, localize, separate and

then to compute the real roots of polynomial equations. Besides

the traditional methods like Secant, Newton, Muller 	 e.g.,

we present also some Interval Methods. Finally we 	 present

a new class of methods that utilize the intervalor 	 aproach

without to make use the interval aritmetic.

The new class of methods presents the sane advantages

as the interval methods and reduces the computational costs.

In this class we obtain a method that is always convergent

and provides directly the error bounds.
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PREFACIO

0 estudo do calculo numerico das raizes de uma e-

quacao polinomial tem atraido e continuara a atrair a aten-

ca. () de v5rios estudiosos do assunto. Isto acontece pois ha

grande necessidade deste calculo nas ciencias aplicadas em

geral, alêm do natural interesse matemdtico que remonta ao

seculo XI com o estudo das equacOes numericas de 19 	 e	 29

grau, feito pelos hindus. Mais tarde, os italianos resolve-

ram equacOes de 39 e ate 49 grau com o use de f6rmulas 	 com

radicais. Porem so no seculo xIX, que Abel mostrou que equa

toes polinomiais de grau superior a 4 nao podem ser 	 resol-

vidas por radicais. Os estudos para o calculo das n raizes,

reais ou complexas, contando as suas multiplicidades 	 vol-

tam-se para os metodos iterativos.

0 calculo das raizes de p(x)=0 torna-se um grande

desafio. 0 desafio persiste mesmo com o surgimento dos com-

putadores digitais, com uma capacidade de realizar 	 milha-

res de operagOes por segundo. Paralelo a esta grande capaci

dade surgem as limitagOes causadas pelos erros de arredon-

damento. Este 6 um problema que atinge nao so o calculo nu-

mêrico de equacOes como tambem a toda computagao numerica.0

estudo dos erros computacionais teve grande desenvolvimen-

to a partir do matemdtico Wilkinson/WIL 63/. A partir 	 dai

surge a busca pelos limites de erro que se comete em 	 qual-

quer algoritmo numeric°.

Mesmo com a espantosa velocidade com que os compu

tadores atuais executam as operagOes que necessitamos 	 6

ainda necessdrio a procura de algoritmos mais 	 eficientes

pois a medida que crescem as capacidades dos 	 computadores
tambem crescem as suas aplicagOes.

Com estes dois itens:

busca de limites de erros e
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- eficiencia dos algoritmos

iniciamos nosso primeiro capitulo onde os conceitos 	 funda-

mentais de aritmetica computacional e seus erros, a aborda-

gem dos digitos significantes exatos e a eficiencia computa

cional sao aeis para o estudo dos algoritmos basicos para

o calculo numeric° de polinOmios.

No capitulo 2 vamos enumerar, localizar e separar

as raizes reais de uma equacao polinomial. Com  este	 estudo

visamos encontrar as condicOes necessarias para aplicacOes

dos metodos intervalares que sera() estudados no capitulo 4.

No capitulo 3 fazemos uma apresentacdo dos meto-

dos iterativos mais utilizados computacionalmente para

calculo de uma ou duas raizes reais a partir de uma inicia-

lizacao conveniente. Muitas vezes a separacao das 	 raizes

de p(x).0 e de grande valia para encontrar uma inicializa-

cao com a qual o metodo convergird. Apresentamos 	 tambem

uma visao dos problemas que surgem com os metodos iterati-

vos de quebra e de ponto-fixo. Concluimos este capitulo com

uma comparacao entre alguns metodos iterativos dando uma su

gestao para a estrategia do calculo das raizes de p(x)=0.

No capitulo 4, sob a luz da Teoria dos 	 Interva-

los, /MOO 79/, o metodo de Newton sera reformulado em ter-

mos dos novos conceitos e sera estudado um metodo para 	 en-

contrar a solugdo completa de uma equacao polinomial 	 que

tenha todas raizes reais e simples.

Finalmente, introduziremos no capitulo 5 a utili-

zacao dos metodos hibridos para o calculo de uma raiz 	 de

p(x)=0. Estes metodos consistem das aplicacOes de	 certos

metodos tradicionais: Newton, Fourier e Dandelin com o enfo

que intervalar, isto 6, a partir de um intervalo que conte-

nha uma raiz real simples, delimita-se, iterativamente, 	 no-

vos intervalos [x i ;y i ] que ainda contenham a raiz procurada

sem fazer use da aritmética intervalar que acarreta no gran

de custo nos metodos do capitulo 4.
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1. INTRODUCAO A PROBLEMATICA DO CALCULO NUMnRICO DE POLINO-

MIOS

1.1 Importancia e natureza das equacOes polinomiais 

Na fisica aplicada e na engenharia existem proble

mas cuja soluck depende da resolucdo de um conjunto de e-

quacOes diferenciais de primeira ordem simultaneas. Podemos

representar tais problemas por

AA = Bx

onde A e B sao matrizes de ordem nxn e A 	 x'(t). As solu-

cOes destas equacOes sao geralmente da forma x = a e Xit , on

de A. sao as raizes de det(AA-B) = 0 que 6 uma equacao poli

nomial da forma

a0 A
n
+a

1 A
n-1

+a
2
A
n-2

+	 + a
n-2 

A
2 

+ a
n-1

A + a
n
 = 0

Determina-se, entao os coeficientes a i' i=0(1)n e

resolve-se a equacao polinomial.

Como exemplos, podemos citar o problema de encon-

trar a freqUência de vibracao natural em muitos sistemas e-

16tricos e mecanicos. Em sistemas de controle a estabilida-

de do sistema 6 determinada pela localizacao das raizes de

uma equacao polinomial. Bem grande 6, entao, a importancia

das equacOes polinomiais.

Nestes casos prdticos, temos que o prOprio calcu-

lo dos coeficientes da equacao polinomial 6 feito	 atraves

dos computadores digitais, e a partir dal escolhe-se um me-

todo para o calculo das suas raizes. Teriamos sempre proble

mas de natureza simples se o efeito dos erros	 computacio-

nais tanto no calculo dos coeficientes como no calculo das

raizes fosse de pequena monta. Tal porem nao 6 o que aconte

ce. E bastante conhecido o exemplo onde
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p(x) = (x -1)(x -2) (x-3) ... (x-19) (x-20) =

= x
20 

- 210x
19
 +	 20 615x

18
 - 	. t 20!

cujos zeros x i , sao obviamente:

x..i, i.1(1)20,

se o coeficiente a
1
	-210 for mudadopara

1
 = -210,000 000 119

e os demais coeficientes permanecerem iguais poderemos ter

mudangas drasticas nas raizes de p(x)=0.

Isto ilustra o problema geral de condicionamento

de um polinOmio. Exemplos como este nos mostram que o pro-

blema do calculo das raizes de equagOes polinomiais nao	 6

de natureza simples. Para melhor entendermos as varias fon-

tes de problemas vamos apresentar alguns conceitos 	 funda-

mentais sobre Aritm6tica Computacional e os algoritmos basi

cos sobre o calculo flume- rico de polinOmios neste capitulo 1.

1.2 Conceitos fundamentais

Nesta secgao rid() faremos uma definigao	 formal

de Aritmetica Computacional mas veremos uma 	 conceituacao

que nos permita tratar dos problemas pertinentes no calculo

computacional. Inicialmente veremos algumas	 definigaes

mais bdsicas para apOs falar em Aritme- tica Computacional.

Em geral, os nnmeros reais nao podem ser 	 repre-

sentados diretamente num computador pois por exemplo a sua

representagao 6 feita atraves de uma soma, as vezes,	 infini

ta. Como os computadores sao maquinas finitas (possuem fini

tos recursos) e 6 imperioso usa-las nos calculos numericos,

torna-se necessario fazermos a devida n aproximagao" dos nil-

meros reais de modo que possam ser representados adequada-

mente nos computadores atuais. A maneira mais amplamente u-

tilizada para fazermos esta aproximagao 6 usar os 	 mameros

de ponto-flutuante.
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Definicao 1.1:

Um ndmero real 6 chamado	 de nUmero de ponto flu

tuante normalizado ou simplesmente naero de ponto flutuan

te* se ele 6 um elemento de um dos seguintes	 conjuntos

F
b,n 

ou F = F(b,n,e 1 ,e 2 ).	 Tais conjuntos sao chamados	 de

Sistema de Ponto Flutuante, e

(1.1a)	 F
bn	

{x1(x	 ± m.b
e
 A m	 i1 x[i] b	 A

=

A e 6 Z)	 V x= 0}

(1.1b)	 F = F(b,n,e l ,e 2 ) = {x e Fb,n
le

1	
e	 e 2	A

A e 1 , e 2 E Z}	 onde

x[i] e o iesimo digito da mantissa m.

Assumiremos que a representacao do ndmero zero 6

(1.1c) 0 = 0,000...0. bet

n	 vezes

Os par5metros b, n, e l e e 2 sao, respectivamente,

a base do sistema numerico, o nUmero de casas depois 	 da

virgula b-aria, o menor e o maior expoente. No 	 conjunto

Fbn a mantissa esta restrita a n casas depois da virgula e

6 claro que F=F(b,n,e l ,e 2 ) 6 um subconjunto de Fbn onde o

expoente e 6 limitado entre e l e e2.

Podemos entao dizer que se x E F=F(b,n,e 1 ,e 2 ) en-

tao

* No Brasil seria mais adequado falarmos de nUmero de vir-
gula flutuante, mas vamos aqui manter a tradicao da tradu
cao de "floating point number".
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(1.2a)	 i) x = m.be

(1.2b)	 ii) m = ± 0, d i d 2 d 3	do

(1.2c) iii) 1<d1—<b-1 e 0<d.<b-1, i=2(1)n 1—

(1.2d)	 iv) e 1 <e<e 2 e	 e e 2 >1	 e e 1 ,e 2	Z

(1.2e)	 v) 0 = 0,000...0.be1

	

0 conjunto F=F(b,n,e i ,e 2 ) e finito	 e	 possui
2(b-1).bn-1 .(e 1 -e 2 +1)+1 elementos. 0 maior niamero de ponto
flutuante deste sistema 6 B=+0,(b-1)(b-1)...(b-1).be2 e o---/
menor nUmero 6 -B.	 n vezes

Os niameros de ponto flutuante nao sao todos uni-
formemente distribuidos embora o sejam entre potencias 	 de
b. Vejamos este fato no caso de F=F(2,3,-1,2) na	 figura
1.1.

FIGURA 1.1: NUmeros positivos no sistema F(2,3,-1,2)

Os demais niimeros reais positivos no	 intervalo
[0; 7/2] que nao pertencem a F=F(2,3,-1,2) devem ser "apro-
ximados" para um desses niimeros de ponto flutuante.

Ca definicao de niamero de ponto flutante decorre
que todo niamero de ponto flutuante representa um Gnico mime
ro racional e que dois nnmeros de ponto flutuante distintos
representam niameros racionais distintos.

Quando um niamero real nao possui representacao fi
nita que pertenca a um dado sistema F=F(b,n,e 1 ,e 2 ) entao e-
le deve ser arredondado para um dos nUmeros de ponto	 flu-
tuante do sistema. Este arredondamento pode ser feito 	 de
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diversas maneiras. Como ao longo deste trabalho 	 tratare-

mos apenas com niameros reais vamos nos restringir a	 este

conjunto, mesmo quando algumas das definicOes possam ser es

tendidas a outros conjuntos numericos como VR: conjunto dos

vetores reais, MR:	 conjunto das matrizes reais, VC:conjunto

dos vetores complexos, MC: conjunto das matrizes complexas

ou mesmo a conjuntos de intervalos sobre estes conjuntos nu

mericos.

Definicao 1.2:

Seja F.F(b,n,e 1 ,e 2 ) um sistema de ponto	 flutuan-

te. Uma funcao 1	 1: R -4- F do conjunto dos ntameros	 reais

num subconjunto F e dito um arredondamento se vale

(1 .A1 ) (V x e F) [ L	 Ix = x]

A definicao 1.2 nos diz que se um dado	 nnmero

real admite uma representacao que pertenca a F, entao o ar-

redondamento deste nlamero e ele mesmo. Vejamos as proprieda

des que a funcao arredondamento pode possuir.

Monotonia -

(1.A2) (V x, y E R)[x‹y -4 1	 lx < Ely]

Arredondamentos Direcionais -

Para cima ou por excesso

(1.A3a) (Vx E R) [x	 < rlx].

Para baixo ou por falta

(1.A3b) (Vx E R)[1 X < X].
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Anti-simetria -

	

(1.A4) (Vx c	 R)[I	 l(-x)	 =	 o que 6 equivalente a di-

zer

(fix
	

R)[
	

x	 =	 sign(x).H (Ix1)]

Arredondamento para dentro -

	

(1.A5) (Vx c	 11 + 1.1[01)([	 ix < x] A

	A(Vx E R )[1 Ix	 -	 ( -x)]

Arredondamento para fora -

	

(1 .A6 ) (Vx c	 R Uf	 ) [ x	 <
	

Ix] A

	

A (Nix	 c R

Quando combinamos a monotonia as propriedades an-

teriores temos alguns arredondamentos que terao notacao es-

pecial.

MonotOnico e direcionado para cima -

	

(1.3a) (Vx e	 R)[x	 < Ax]

MonotOnico e direcionado para baixo -

	

(1.3b) (Vx e	 R)[Vx	 <	 x]

MonotOnico para dentro -

	

(1.3c) (Vx E	 R U{0})[
	

b
x	 x] A

	

A (Vx	 c R ) [ I	
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Monotanico para fora -

(1.3d) (Vx e R U{()))[x	 o
x] A

A (Vx E R ) [ 1	 	
OX =	 	
	 0(-x)I

Alem destes arredondamentos, 	 num	 sistema

F.F(b,n,e 1 ,e 2 ) temos tambem os seguintes arredondamentos:

(Ax-Vx) 
Seja p (x)	 Vx+	 .0 , o = 1(1)b-1).b

A fungdo
	

I	 : R	 F d definida da seguinte for-

ma:

(1.4a)	 (Vx 6 [0;bel
1-1 

])[I	 l ux = 0]

(1.4b) (Vx e [ bet -1;B])[

para xE[Vx;S (x)]

para xE[Sii(x);Ax]

(1.4c) (Vx < 0)[ (x)

Se b	 (a base de Sistema de Ponto Flutuante) d par

entdo ri b 6 dito arredondamento para o niamero de	 maquina
mais proximo.

Os arredondamentos apresentados t6m outras 	 pro-

priedades:

(1.5a) Vx	 -4(-x) A Ax.-V(-x)

(1.5b)	 =	 signx(x). V(1x1)

(1.5c)	
ox	 signx(x).A(1x1)

Pode ser provado que num conjunto linearmente or-

denado, todo arredondamento monotanico e neste caso incluem

-se os arredondamentos rl	 P.1(1)b, pode ser expresso em

termos do arredondamento V ou A (ver /KUL 79/).
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Vamos descrever agora detalhadamente o	 arredon-

damento V, V:R*	 F*, onde	 R U	 e

F*	 F U {-co,

(1.6) Vx

+.	 para

+B	 para B<x<+ o

0,x[1]x[2]...x[n].be 	 para bel-1<x<+B

0,00 ... 0 bel	 para 0<x<bel-1

-O, x[ 1] x [ 2 ] 	 .be	 para -13<x‹-be1-1

(Vi>1)(x[n+i]=01

-0,100 ... 0 bn+1 para -13<x‹-be 1 e

(Vi.1(1)n)[x[i],b -1] e

(i>1)[x[n+i]0].

-0,x[1]x[2]...x[n-1)(x[n]+1).be

para -13<x‹-b
e

 1

(3ie{1,2,...n))[x[i]b -1] e

(Iiii>1)[x[n+i]/0]

-0,1 000...0.bel para -bel-1 <x<0

Toda vez que um ntamero x g' F deve ser arredonda-
do comete-se um erro. A diferenca entre um niimero e o 	 seu
valor arredondado e chamado de erro de arredondamento. Como
utilizaremos mais freqtlentemente o arredondamento para
ntamero mais prOximo i  lb ou o arredondamento por corte 	 v,
vamos chamar de valor 2 arredondado de x a quantidade E bx
e de valor cortado de x a quantidade vx*. Vamos indicar 	 o

* 0 arredondamento V as vezes e chamado de truncamento, mas
reservaremos este termo para indicar o tipo de erro	 que
se comete ao tomarmos uma soma finita para aproximar 	 uma
soma infinita.
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arredondamento 1 l bx como Ox.

2

Definicao 1.3:

A quantidade lx-Oxl 	 e definida como erro absolu-

to de arredondamento e sera indicada por EA . A	 quantidade

Ix-vx1 e definida como erro absoluto de corte e sera indica
Oxl	 -

da por E. A quantidade 
ix-
'x i 	 e definida como erro relati-

vo de arredondamento e sera indicada por ERA . Analogamente

a quantidade lxiVx1 6 definida como erro --relativo de corte
xl

e sera indicada como ERC.

Os erros relativos sao mais usados que os 	 erros

absolutos. Um dos motivos 6 que 6 mais significativo	 dizer

que um erro relativo e pequeno ou grande enquanto que o ta-

manho do erro absoluto depende do prOprio tamanho do	 niame-

ro. Outro motivo e que um erro relativo prOximo de 1.0 quer

dizer que o erro absoluto e aproximadamente do mesmo 	 tama-

nho que o niimero que ester sendo aproximado. Portanto, o er-

ro relativo e grande ou pequeno de acordo com a 	 comparagao

com 1.0.

0 seguinte teorema nos da um limite de erro para

o erro relativo.

Teorema 1.1

Dado um sistema F.F(b,n,e l ,e 2 ) e	 	 I:R -4- F	 Urn

arredondamento monOtono entao podemos 	 escrever	 que

(Vx e R)(bel-1 <Ixl<B) vale que

Ix - Oxl 
< I b 1-n(1.7)	 ixl	 - 2

(1.8) Ix 
Ix

- 
'
Vxl	 < b1-n

A quantidade a direita de (1.7) 6 chamada de uni-
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dade de erro de arredondamento e a quantidade a direita de
(1.8)	 e chamada de unidade de erro de corte e servo	 indica

das, respectivamente, de p a e pc.

Se o expoente e de um niimero x nao esta no inter-

valo	 [e 1 ;e 2 ], entao o niamero esti fora dos limites do siste

ma F(b,n,e 1 ,e 2 ), isto 6, o mamero ou 6 muito grande ou mui-

to pequeno para ser apresentado no sistema e neste caso os

erros relativos dependem do arredondamento usado e 	 tanto

pode ser indenticamente unitirio ou mesmo tender ao 	 infini

to.

A importdncia das desigualdades (7) 	 e	 (8) e	 que
os limites dependem apenas do sistema de ponto flutuante.

1.2.1 Aritmetica Computacional

Na Aritmetica Computacional vamos tratar das ques

toes referentes aos calculos aritmeticos quando executados

em computadores digitais.

Consideremos um sistema F.F(b,n,e l ,e 2 ) e	 dados

x, y e F pode-se observar que x*y, *e{+,-,.,/} nem	 sempre

pertence a F. Isto pode ser visto no seguinte exemplo:

Exemplo 1.1:	 F=F(2,3,-1,2)

1	 1	 -1x =	 = (0,100 x 2°) 2 EFey= 4 = 	(0,100 x 2	 ) 2 c	 F.	 Ob-

1	 1	 1serva-se que x.y =	 e	 / F pois	 = 0,001x2° = 0,1x2 -2

-2 < -1

mas nesta forma o primeiro digito apOs a virgula nao e	 di-
ferente de zero e 	 = (0,100 x 2 -2 )	 e dal -2 ester fora	 dos8
limites do expoente.
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0 que acontece nos computadores e que estes tomam

dois mameros de ponto flutuante e executam a operacao dese-

jada e produzem um novo niimero de ponto flutuante que 	 nem

sempre e o resultado exato da operacao, mas uma 	 aproxima-

cao. Esta aproximagao e feita de diferentes maneiras pelos

diversos fabricantes de acordo com os fatores	 econamicos

envolvidos na decisao. Contudo algumas caracteristicas 	 sao

comuns. Todos computadores tem registradores especiais, os

registradores aritmeticos onde os nnmeros sao colocados de

maneira a serem executadas as operacaes aritm6ticas. 0 tama

nho desses registradores varia muito. 0 ideal seria que os

registradores fossem bem maiores que o tamanho da palavra.

Em geral, se os riameros tem n digitos entao os 	 registrado-

res aritmeticos devem conter n+s digitos onde s 6 compard-

vel com n. Se s=n os registradores sao chamados registrado-

res longos e se s.0 sao chamados registradores curtos. Mui-

tos usam s=1,	 isto 6, um digito extra que e chamado 	 digito

de guarda.

No caso de uma Aritmetica Optimal, com um	 regis-

trador de 2n+1 digitos da base b.Kulisch /KUL 79/ desenvol-

veu algoritmos para adicao, multiplicacdo e divisao de modo

que

(Vx,y E F) (V1	 1 E{V,A, El p , p=1(1)b}[x * y=1

- 1	 1(x;y)],

onde *E	 e 1*1 representa a operacao em ponto flu-

tuante e ; a operagdo executada pelo algoritmo	 correspon-

dente. Acontece, entao, que o resultado 1	  (x"*- y)	 6	 sempre

preciso em F(b,n,e 1' e 2 ).

No caso de registradores longos os procedimentos

comuns para executar as operacOes de adig5o, 	 subtragdo,

multiplicagao e divisao garantem o resultado preciso 	 para

o arredondamento por corte e para o rnamero de maquina	 mais

prOximo.
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No caso de registradores curtos com um digito de

guarda garante-se o resultado correto para o arredondamen-

to por corte apenas, para a multiplicacdo. Se a adicao

de dois operandos de mesmo sinal ou subtracao de operandos

de sinais opostos os resultados sac) precisos para o arredon

damento por corte ou para o mamero de mdquina mais prOximo.

Quando e usado apenas o registrador curto,	 s=0,

os resultados obtidos nao sao sempre precisos. Erro	 maior

ocorre quando dois niimeros aproximadamente iguais sd- o	 sub-

traidos.

Exemplo 1.2: x=0,1004x10 2 e y=0.9952x10

0 0 4registrador

registrador

"shift" no registrador y

diferenca

diferenca computada

diferenca exata

1

9 9 5 Di

0 9 9 51

0 0 0 9 

.9000 x 10-1

.8800 x 10
-1

0 erro 6 causado pela perda dos digitos mais 	 da

direita durante o "shift" para direita seguido pelo cancela

mento de alguns digitos mais da esquerda. 0 "shift" 	 para

esquerda quando 6 necessario para normalizacao causa a per-

da dos digitos da direita.

Este cancelamento de digitos de mais alta	 ordem

(digitos mais da esquerda) 6 chamado de cancelamento subtra

tivo, desde que ele so pode ocorrer durante a subtracao.

1.2.2 Erros na Aritmetica Computacional

Conforme vimos no exemplo 1.1 nem sempre 	 ocorre

que x*y =	 	 	 onde *Et+,-,.,/) e x,y E F e y(]1 na	 divi-

sao, isto 6, o valor computado de x*y, indicado por	 x  x  y
nem sempre coincide com o valor exato x*y.
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A diferenca entre o valor exato de x*y e seu va-

lor computado sera chamado de Erro Aritme- tico Absoluto	 de

x*y para a operacao *.

Se for usada uma aritmetica computacional com re-

gistradores longos ou uma aritmetica optimal observa-se que

(1.9) xl*ly	 V(x*y) e x1*Iy = I	 1(x*y)

Quando sao usados registradores curtos com um di-

gito de guarda, temos que (1.9) 6 vdlida somente para multi

plicagao e divisao. No caso da adicdo e subtracdo o resulta

do 6 correto ate o pentaltimo digito.

Sempre que (1.9) 6 verdadeira obtem-se que

(1.10)	 1( x* Y) - 
lx*yl

1 ,	 lx*y1/0

Para adicao e subtracao, com um digito de guarda

temos:

(1 . 11 )	 I  (x ± y)	 (x1±

	

I x	 YI
y)

— 2 c
Igo 

Em outros casos

(1.12)	 1(x*y) - (x 	 *Iy)1

IxCIYI
< Rp
— c

x *I y I	 0, onde:

R=1 na aritmetica com registradores longos

R=2 na aritmetica com arredondamento por corte ou durante

multiplicacao e divisao com um digito de guarda

R=4 durante a adicao ou subtracdo com um digito de guarda

multiplicacao e divisao com registradores curtos

R>4 na adicao e subtragdo com registradores curtos.
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Exemplo 1.3:

No caso do exemplo 1.2, onde x=0,1004x10 2 	
e

y=0,9952x10 a diferenca computada e 0,9000x10 -1 e a diferen

ca exata e 0,8800x10 -1	logo por (1.12)

1I0,8800x10 -1 - 0,9000x10
0,2273x10 -1

I0,8800x10 -1 I

isto 6, aproximadamente 23 vezes maior que a unidade de er-

ro de corte, onde p c =b 1-n, onde 101-4 = 10
-3 dai

0,2273x10- 1 ; 23 pc.

As unidades de erro de arredondamento ou de corte

usadas como estimadores de erro servem tanto para 	 medir

quao precisamente os niameros podem ser aproximados 	 pelo

sistema de ponto flutuante do computador como para medic a

precisao da aritmetica feita pelo computador. Mais 	 geral

mente, a precisao de uma mdquina digital 6 definida como 0
nUmero de digitos b-arios da mantissa dessa máquina. 	 Assim

para determinar a equivalencia em digitos decimais recorre-

se a igualdade

(1.13) b n = 10n1

onde n 1 sera a precisao decimal da maquina.

Mas somente as unidades de erro de corte ou arre-

dondamento nao sao suficientes para estimar os erros feitos

na aritmetica computacional.

Consideremos o limite de erro relativo por 	 corte

l x - vx, 
Ixi

<

e seja E=(vx-x)/x, entao lel < p c e dal

tj (= R G

BIBULTFCA

CPL)/PGCC
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(1.14)	 Vx=x(14-e), para algum c, tal que Icl<pc•

Analogamente, temos

Ox=x(1+0, para algum L, tal que

E de (1.12)	 temos

(1.15)	 x
	 y = (x*y)(1+0, para algum e, tal que	 1clRPc

Se * representa a adicao ou subtracao com registradores cur

tos o valor de R pode ser bem grande. Entretanto, pode 	 se

ver que atraves de estudos do procedimento da adicao 	 para

registradores curtos que

(1.16)	 xl±ly = x(1+61)±y(1+E2)

onde lc i l<Rpc e 1 E 2 I <RPc e R<4.

Tanto (1.15) como(1.16) sao aplicaveis quando se faz

uma Unica operagao. Para analisar algoritmos numericos d ne

cessario estudar como os erros sao acumulados no 	 decorrer

de calculos mais extensos. Consideremos a execucao de uma a

dicao de 5 parcelas de mimeros de ponto flutuante:

S	 = X
1
+X

2
+X 3 +X 4

+X
5

Na formula (1.15) vamos considerar R=1 e entao a

soma computada 6:

x 2 ) El x 3 ) Ex 4 ) Fi x5 )

Por (1.16) temos

x 1  +  x 2 =x 1 (1+E 1 )+x 2 (1+E 2 ) e

( x i t+  x 2 ) L+ Ix 3 . ( x i (1+c1)_,x2(1+c2), Lrdx3.

= ( x i (i+c i ) + x 2 ( 1, 6 2 ) ) (1-, E 3 )+x 3 (i+e4)

=x i (1+ E 1 ) ( 1 +c 3 ) * x 2 (1+L 2 ) ( 1+6 3 )+x 3 (1+c 4 ) e

(( x 1 1+Ix 2 ) L±ix 3 )  + 1x 4 =x 1 
(14E

1 ) (1i-c 3 )

+x 2 (1+ E 2 ) (1+ 6 3 ) (1+E5)

+x
3 (1+ c 4 ) ( 1+E 5 )+x 4 (1+L 6 ) e i c
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(1.17)

Analogamente temos:

s=x 1 	
)+x

2
 (1+6

2
 )+x3
	 '
(1+6

3
 )+x (1+6)ix

5
(1+6

5
)

onde

1+6 1 = ( 1+L )(1+c3)(1+E5)(1+E7)

1+6 2 = (1i-e2)(1+E3)(1+c5)(1+E.7)

	

(1.18)	 1+6 3 = (1,64)(1+c5)(1+E7)

1+5 4 = (1+ E6 ) (1+E7)

1+6 5 = (1+E8)

Reescrevendo (1.17) na seguinte forma

g=(x1+x2+x3+x4+x5)+x161+x262+x363+x464+x565

x181+x262+x363,-x464+x565

e portanto o Zimite de erro na some computada

	

(1.19)	 1-s1=x116114-x21621ix31631+x41(541+x51651

Pode-se escrever (1.17)	 da seguinte maneira:

	

(1.20)	 s = X
1 

+ X
2	

+ X
3 

+	 X
4	

X
5

onde

	

(1.21)	 Xi = x i (1+8 i )	 1=1 (1)5	 ou

(1.22) (Xi - x i ) =
x.	 6 i

Ou seja, s d a soma exata de 5 numeros Xi,	 X2'
X
3' 

x 4, x
5 
que s5o relacionados com os niimeros 	 originais
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de acordo com (1.21) e (1.22). Na primeira	 interpretacao,

na qual o resultado computado e comparado com o resultado e

xato e chamada de Andlise de Erro a Priori	 que e chama-

da assim porque ela e feita antes que a computacao seja re-
almente feita. A secincia interpretacao (1.20,1.21 e 1.22) 6, charnacia de

Andlise de Erro d Posteriori pois s6 pode ser caiculada a-

Os a execucao da computagdo uma vez que a resposta computa

da e usada para estimar sua prOpria exatiddo.

Examinandomenorasquantidades6 i de (1.18) po-
demos escrever 6 4 como

4 = c6+E7+E6.c7
	 e

E 6 e E 7 sao os erros relativos em certas adicOes 	 computa-
das. A Unica coisa que realmente sabemos sobre estes erros
6 que eles sao limitados por um pequeno mUltiplo de unidade
de arredondamento p. Mais geralmente, consideremos a expres
sao:

(1.23)
(1+E1)(1+E2)...(1+Lk)

(l+uk+1 )(1+Ek+2)...(1+Ln)

Tais express -6es ocorrem quando quantidades	 sao
computadas por uma combinacao de n operacOes	 aritme-ticas.
Para mostrar por que consideremos o quociente de um produto
verifiquemos o seguinte exemplo:

(1.24)	 (xy) 1/ (uv)=((x	 y)/(uElv) ) (1+E 1 ) =

xy(1+E 2 )(1+E 1 )/uv(1+6 3 ) =

(xy(11-E1)(1+L2))/uv(1+E3)

onde 1 denota o erro relativo na divisao, enquanto	 que,
E 2 e 3 sao os erros relativos nas duas multiplicacOes.



(1.25)	 (1+c1)(1+62)...(1+,k)

(1+E k+1 )	 (1+En)	
= 1+6

n

1+6 3 - (1+c3)

(1+L	 ) ( 1+E2)
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Para simplificar a anilise dos erros de arredon-

damento vamos introduzir uma nova notacdo para 	 expressOes

da forma (1.23). Observemos que em (1.17), (1.18) e 	 (1.23)

temos muitos erros de arredondamento envolvidos. Mas os va-

lores c i , e 2 ,	 ndo sdo importantes desde que nunca o de-

terminaremos de modo algum. Portanto, podemos usar o simbo-

10

<n>

para denotar qualquer expressao da forma (1.23) desde 	 que

nao e importante quantos termos aparecem no denominador ou

no nurerador e somente o nUmero total 6 importante. Como esta

notagao (1.17) e	 (1.24) podem ser escritos como:

-S.=x1<4>+x2<4>+x3<3>+x4<2>+x5<1>

(xy)r,r1(uv) = xy/uv <3>

Escrevendo (1.23) na forma

podemos estimar an e obter um limite de erro. Para isso ob-

servemos (1.22) e e facil ver que o erro absoluto em (1.24)

e

(xyl/luv)-(xy/uv) = (xy/uv)63

onde

Entao, sabendo quantos erros de	 arredondamentos

sao feitos numa determinada expressao aritmetica desejamos

saber qual o limite para estes erros acumulados. E 6	 isto

que nos diz o prOximo teorema.
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Teorema 1.2:

Sejam c1,c2,...,Em os erros de 	 arredondamento

que satisfazem Ic k l<rp, k=1(1)m. Se mrpa.1 entao 	 existe

um
m 

que satisfaz (1.25) e

lo m l<m( 1 ,06 rp)

A condicao mrp4,1 simplesmente diz que m, o

mero de erros de arredondamento ndo pode ser muito	 grande,

mas "muito grande" depende essencialmente da precisdo 	 do

computador. Se rp.10 - 7 , entao m deve ser menor que 10 6 , en-

quanto que, se rp=10 - 5 entdo, um m=10 4 e aceitdvel.

Quando nao satisfeitas as hipOteses do 	 teorema

1.2, temos a seguinte notacao

<ifi>
0

para denotar um valor d
m 
que satisfaz a expressdo (1.25).Por

tanto devemos escrever

(1.26)

tidades:

(1.27a)

(1.27b)

<n> = 1+<n0>.

E dai o teorema 1.2 diz que se mr 0.1, entao

1<m>oLmill

onde p'=(1,06)rj

Temos a seguir, algumas relacoes entre estas quan

<m>.<k> = <m+Q>

< m>/ <Q> =

(1.27c)	 l<m>0+<k>01 < km+k>1



37

A igualdade em (1.27c)	 nao e valida, mas em	 se
tratando de encontrar limites para os erros acumulados

permitido substituir a soma <m> 0 +<t> 0 por <m+t>o pois	 isto

apenas aumenta o limite de erro.

Vejamos como fica a andlise do limite de erro,com

a nova notagdo para a adicao de cinco parcelas. Entao a ex-

pressao

"...x1<4>+x2<4>i-x	 3>+x
4
<2>+x

5
<1>

pode ser escrita como

g.x1(1+<4>0)+x2(1+<4>0)+x3(1+<3>0)+x (1+<2> 0 ) +

x
5
(1+<1>0).

Portanto,

s-s=x 1 <4 > 0 +x 2 <4 > 0 +x 3 <3 > 0 +x 2 <2 > 0 +x 5 <1 > 0 e

e, entao uma andlise "a priori" e dada por (1.26).

(1.28)	 Is-s1 ( x +4x
2
+3x

3
+2x

4
+x

5

e, uma andlise "a posteriori" é dada por

(5i-x1)/x1	 <4>0

(X.1 -x.1 )/x..<6-i> 0,
	 2(1)5

e aplicando (1.26) novamente obtemos

IX
1
-x

1
I/Ix

1
I4 1_1'
	

e

(1.29) 1 1/1)‹.1<(6-i)p'
 1	 1
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Em (1,28) e (1.29) o lado direito nos fornece ape

nas um limite para o erro e 6 via de regra um nUmero maior

do que o erro cometido. Em geral deseja-se que o limite pa-

ra o erro seja tambem um estimador ou seja que o limite	 do

erro esteja prOximo do erro cometido. A unidade de erro	 de

arredondamento 6 um estimador deste tipo, ao passo que	 os

limites dados por (1.28) e (1.29) ndo sdo bons estimadores.

Exemplo 1.4:

Sejam x 1 =0,1234x10 1 , x 2 =0,3429x10°, x3=0,1289x10-1,

x 4 =0,9895x10, x5=0,9763x10 -5 .

Numa aritmetica com n=4 e arredondamento por cor-
te, tem-se o seguinte valor computado, usando registradores
curtos:

0,1588x101,

enquanto que a soma exata 6 s=0,1590789263x10 1 . Portanto

1-s1= 0,2789263x10-2.

Ja o limite de erro calculado por (1.28) nos diz
que

g-sl<0.6348x10 -2

que 6 bem maior que o erro cometido. Deve ser	 considerado
tambem que o niamero x 1 na fOrmula (1.28) sera multiplicado
por 4 enquanto que o niimero x i sera multiplicado pelo 	 fa-
tor 1. E se os niameros do exemplo forem somados na 	 ordem
inversa a que foi dada, entio

0,1590x101

que o valor exato arredondado por corte. E isto 6 de se es-
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perar que agora o erro de arredondamento do menor 	 niimero

foi multiplicado por 4 e o de maior apenas por 1.

Com os exemplos vistos observamos que o 	 conjunto

F=F(b,n,e l ,e 2 ) munido com a adicao ou mesmo com a multipli-

cacao nao forma a estrutura alg6brica nem de um semi-grupo.

Contudo vale a propriedade comutativa, existe um	 elemento

neutro para adicao e multiplicagao, o elemento o e absorven

to na multiplicacdo.

Torna-se importante estudar quaffs as 	 proprieda-

des que realmente existem no Sistema de Ponto Fiutuante com

o qual iremos trabalhar. Quando trabalhamos com	 algoritmos

numericos num computador, em geral, nos esquecemos que 	 os

algoritmos foram definidos no conjunto dos ndmeros 	 reais

R, ou VR dos vetores reais ou MR, das matrizes reais. Tais

conjuntos formam uma estrutura de um corpo e dal trabalhos

com as suas propriedades tranqtlilamente. Contudo, 	 quando

aproximamos o conjunto dos nUmeros reais para um sistema de

ponto flutuante perdemos uma parte dessas propriedades, 	 en

quanto que outras se mantem. Vejamos isto no seguinte teore

ma:

Teorema 1.3:

Seja	 {R,+,.,<} o corpo linearmente ordenado	 dos

nnmeros reais e F.F(b,n,el,e 2 ), um conjunto de ndmeros	 de

ponto flutuante, tal que FCR, com as seguintes proprieda-

des:

(1.30)	 OsF	 e 1EF

(1.31)
	

xEF entao -xsF.

Logo	 :R	 F um arredondamento com as proprie-

dades:

(1.A1)
	

( AixsF) ,	 (	 Ix=x]



(1.A2)

(1 .A4)	 (Vx6R) [ (--x)=-L_Ix]

( x,ycR) [x y -+ Fix < I	 ly]

(Vx,y,zcF)[xLy	 <	 y[-dz]

(Vx,yET) ( x< Y	 c [ •	 I - x]

(Vx,y,zEF) [0<x<y	 z>0	 xi.lz<yi.
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E sejam definidas as operacOes Lk] ,	 *6 { ,	 . ,

de acordo com a seguinte lei:

(1.32) (Vx,yeF)[xEl y =	 (xgy)] onde yO na divisao.

Entao

} satisfaz as propriedades.

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.36)

(Aix,yeF)[x	 Y = Y1 +
 x

(VxeF) (9oEF) [x I +10=x]

(VxeF) (9eEF\fon [x L. le=e  .  Ix=x]

( 391xcF) [x	 o=o1.1x=0]

(9 n EF) [ 1. 117-1e=o A nt.  In=e A

(Va,bcF) [n  .  I (a Db) =	 .	 I. b=

=a .	 (n Lib)] A

( 301a,b F) [nl. (a Mb)= (n	a)
	

(nL,1b)

{F,<} e um conjunto linearmente ordenado e vale

z 1 :Ix	 z MY]



1
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Alem disso valem para divisäo em F:

(ixeF) [x 	 le=x]

(VxEF {o}) [47x=e A oElx=o]

(VxEF) ( 39'YEF \ t o n [E
	 (x I /1y= (	 x) L/ y=

' x r/  I (E El y ) •

Neste sistema F nao valem duas leis basicas 	 da

matematica real e que dificultam a anilise de aritmetica corn

putacional. Nao sao validas as propriedades associativa	 da

adicao e nem da multiplicacao assim como tambem nao vale a

propriedade distributiva.

Um estudo mais aprofundado de aritmetica computa-

cional pace ser visto em /KUL 79/ e /CLA 75/	 mos-

trando que todas as operacOes em F e seus derivados 	 podem

ser definidas atraves de um principio uniforme de 	 constru-

cao, e ve-se que o conjunto F e seus derivados formam	 es-

truturas abstratas denominadas Anelöides e VetOides.

1.2.3 Digitos Significantes Exatos

Atraves do estudo do erro de arredondamento acumu

lado vemos que quando temos um certo resultado obtido 	 da

maquina e preciso saber quantos sao os digitos 	 corretos

deste resultado.

Definicao 1.4:

Num sistema decimal um digit() significante e qual
quer um dos digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 0 0	 e	 um

digito significante exceto quando e usado para fixar a vir-

gula decimal ou preencher o lugar de digitos 	 descartados
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ou desconhecidos.

Exemplo 1.5:

No niimero 0,0435 os digitos significantes sao 	 4

3 e 5 pois 0,0435	 435 x 10
-4

.

No mamero 3708 os digitos significantes sao 3, 	 7,

0 e 8.

No niamero 95600 os digitos significantes sao 	 9,

5 e 6 pois 95600	 956 x 10
2

.

Definicao	 1.5:

Um digito significante num nUmero aproximado	 6

dito exato ou correto se arredondado o mamero	 aproximado

para uma posicao imediatamente apOs aquela posicao do digi-

to que farce com que o erro absoluto nao seja maior do	 que

meia unidade naquela posicao do digito.

Exemplo 1.6:

Os nnmeros 0,66667 e 0,666998 sao 	 aproximacóes

para 2/3, no entanto, todos digitos significantes do primei

ro sao exatos, enquanto que, no segundo ndmero sc5 os 3 pri-

meiros sao exatos.

Vejamos isto mais detalhadamente analisando	 cada

digito do primeiro niamero.

19) 0,66667

No primeiro digito 6 o valor arredondado 	 para

uma posigao ape's 6 0,66 e

10,66 - 0,666...1	 0,00666... < 0,05.
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No segundo digito 6 temos 0,666 e

10,666 - 0,666...1 =	 0,000666 ... <0,005

No terceiro digito 6 temos 0,6666 e

10,6666 - 0,6666... 	 =	 0,0000666...<0,0005

No quarto digito 6 temos 0,66667 e

10,66667 - 0,666... 	 0,00000333...<0,00005

No digito 7 temos 0,666670 e

10,666670 - 0,666...1 = 0,00000333...<0,000005

Logo, os 5 digitos significantes sdo exatos.

24) 0,666998

No primeiro digito 6 temos 0,66 e

10,66 - 0,666... 	 =	 0,00666...-0,05

No segundo digito 6 temos 0,666 e

10,666 - 0,666...1 	 0,000666...‹0,005

No terceiro digito 6 temos 0,6669 e

10,6669 - 0,666... 	 = 0,0002333...<0,0005

No primeiro digito 9 temos 0,66699 e

10,66699 - 0,666... 	 =	 0,00032333... $ 0,00005

Logo, SO os 3 primeiros digitos significantes sdo

exatos.



Ix	 -
n	 - (0,3 + log (p +	

lx1

(1.45)
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Conclui-se que o niimero de digitos significantes

nada tem a ver com o ntimero de digitos significantes	 exa-

tos. Logo 0,666998 embora tenha mais digitos significantes

que 0,66667 e menos exato que o Ultimo para aproximar 2/3.

Vejamos agora um teorema que nos propiciari 	 uma

formula para calcular o niimero de digitos significantes exa

tos num ndmero aproximado.

Teorema 1.4:

de arredondamento, E RA	
1 b _ m entao o ntamero e correto em

m digitos significantes exatos.

Assumindo-se a hipOtese o que temos e:

Dado um sistema F.F(b,n,e 1 ,e 2 ) se o erro relativo

(1.43)	 Ix -

Ix

l x 1

< 1 b -m
— 2 

Para achar o valor de m, para b=10, recorre-se ao
seguinte:

lx -	 I
log 	

lx1 
< -0,3 - m  

(1.44)	 m < -(0,3 + log

Para evitar que argumento do logaritmo 	 torne-se
nulo quando x = I	 Ix entao (1.44) pode ser escrito como

onde p e a unidade de arredondamento usado. Com (1.45)temos
uma formula para calcular o nUmero de digitos significantes
exatos num niimero aproximado.



DIGSE(x )=-(0,3 + log ( 11 + 1xn+1	 xn1))

Ix n+1
(1.46) n
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Porem, um cdlculo como em (1.45) so 6	 possivel

quando temos o valor arredondado e o niimero exato. Na maio-

ria das vezes tal nao acontece pois, via de regra, os calcu

los finais fornecidos pelo computador nos dao apenas o va-

lor arredondado.

No calculo numeric° muitos dos algoritmos sao ite

rativo e dai (1.45) pode ser usada como uma modificacao fa-

zendo

x	 xn

e usamos

que nos da o niamero de digitos significantes exatos de	 x n
numa dada iteracao.

Ao longo deste trabalho usaremos o cdlculo dos di
gitos significantes exatos como criterio de parada dos al-
goritmos iterativos. Maiores detalhes serao vistos na 	 sec-
gao 3.3.4.

1.2.4 Eficiência Computacional

Existem muitos metodos para analisar a eficiencia
computacional de um algoritmo.

Associado ao problema que o programa resolve,exis
to um niamero inteiro, chamado tamanho do problema, o	 qual

uma medida da quantidade de dados de entrada. Por 	 exem-
plo, o tamanho do problema de ordenar um vetor (v1,v2,
vn ) pode ser dado pelo niimero de componentes n do vetor.
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Podemos estar interessados na taxa de crescimen-

to do tempo ou do espaco (de memOria) necessdrios para exe-

cutar um programa, a medida que aumenta o tamanho do proble

ma ou ainda na complexidade estrutural. Assim o tempo dis-

pendido por um algoritmo expresso atraves de uma funcdo	 do

tamanho de um problema e chamado de complexidade de	 tempo

do algoritmo. Analogamente define-se complexidade de	 espaco.

Se para um dado tamanho do problema a complexida-

de e tomada como a maxima complexidade sobre todas 	 entra-
das deste tamanho entdo a complexidade e chamada de comple-
xidade no pior caso. A complexidade de tempo no pior caso

de um algoritmo 6 uma funcao f(n), n tamanho do problema,que

o maxim° sobre todas entradas de tamanho n, da soma	 do

tempo tornado por instrucdo executada. A complexidade de tem

po esperada e tomada como uma media sobre todas 	 entradas

de tamanho n da mesma soma.

Se um algoritmo processa as entradas de 	 tamanho

n num tempo menor ou igual que cn 2 , para alguma constante

entdo dizemos que a complexidade deste algoritmo	 d	 de

(n
2
) (lido como Ordem n

2
). Mais precisamente, uma 	 funcao

(n) e dita de o(f(n)) se existe uma constante c, tal 	 que

(n) < c.f(n) para todo conjunto de valores ndo	 negativos

de n.

Como a maioria dos algoritmos numericos 	 envolvem

muito mais operacOes de ponto flutuante do que outras opera

toes computacionais como armazenamento, testes, etc. 	 pode-

se estimar razoavelmente o tempo necessdrio para um algorit

mo numerico contando o ndmero de operagOes aritmeticas	 de

ponto flutuante que este determinado algoritmo executa. 	 A

adicao e subtracao levam aproximadamente o mesmo tempo, en-

tao estas operacaes sao contadas juntas. 0 mesmo nao aconte

ce corn a divisdo e multiplicacdo. Dal ser usado como	 uma

medida de eficiencia de um algoritmo, toma-se a	 seguinte

expressao
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(1.47)	 aA t bM + cD

onde aA e o niimero de adicao ou subtracao; bM o mamero 	 de

multiplicacao e cD o rilamero de divisao.

Em algoritmos mais complexos sao feitas tambem ou

tras funcaes especiais que por sua vez envolvem várias ope-

racóes de ponto flutuante, tais como radiciacao, esponencia

cao, valor absoluto, etc., que tambem devem ser contadas.

Como usaremos um grande nlamero de algoritmos	 ite

rativos pode-se usar o termo de eficiencia computacional co

mo uma medida de quanta "computacao deve ser feita 	 para

se chegar a um resultado com a exatidao desejada".	 Esta

"quantidade de computacao" ester associada a um custo.	 Con-

forme veremos depois na secao 3.3.5 aos algoritmos iterati

vos ester associada uma ordem de converg6ncia. Entao, a medi

da do custo de um metodo e o produto de e, o custo por ite-
rag -do, e o inverso do logaritmo da ordem p do metodo. 0 in-
dice de eficiencia que e o inverso do custo pode ser defini
do como

(1.48)
	

IE = lnp
	

OU
	

IE =

	 1

A ordem de um metodo e uma propriedade local a u-

ma vizinhanga da solucdo e dal o Indiee de eficiencia e uma

medida de quo bom e o metodo quando o metodo ester 	 perto

de convergir. 0 custo por iteracao, e, depende	 principal-

mente do niamero de cdlculos executados durante um laco 	 da

iteracao.

Lembrando que o custo de computacdo ester intima-

mente associado ao tempo de computacao podemos usar o cdlcu

lo de Eficies ncia Assintd5tica dada pelts formula seguinte:

(1.49) Ef - 
c jlog pl 

A + Bn

onde p e ordem de converg 7encia do metodo; B n e o tempo ne-
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cessirio para calcular p i =p(x i ), pl=p 1 (x i ), pl=p"(x i )	 que

sao geralmente usados nas formulas de iteracao e n

grau do polinOmio p(x); A e o tempo necessario para comple-
tar um lac() da iteracao sem contar os calculos de p(x)

etc., e C e um coeficiente de normalizacao conveniente.

Principalmente para o caso do calculo das raizes

de p(x)=0, a eficiencia com a qual um metodo iterativo 	 en-

contra uma solucao aproximada para p(x)=0 estd relacionado

com duas perguntas:

Quanto trabalho computacional 6 envolvido em

cada iteracdo?

Qudo rdpido a iteraceo converge para a 	 solu-

cao?

A resposta para a 1Q- pergunta pode ser 	 estimada

contando o niamero de operacOes de ponto flutuante, inclusi

ve as necessdrias para o cdlculo de p(x) e p l (x) e etc.	 por

interagdo. No computador BURROUGHS 6700 cujos tempos de al-

gumas instrucOes podem ser vistos no Anexo 1, tal tempo po-

de ser obtido de maneira real utilizando-se a funcdo TIME.

Esta funcdo fornece valores de vdrios tempos do sistema. No

nosso caso usaremos a funcdo TIME(12) que retorna um valor

inteiro de tempo decorrido do processador expresso em multi

plos de 2,4 microsegundos. Assim para sabermos o tempo 	 me-

dio de execucdo entre 20 vezes de um certo trecho de 	 pro-

grama temos o seguinte esquema:

X1:= X2:= X3:= SOMA:= MEDIA:, 0;

FOR J:=1 STEP 1	 UNTIL 20 DO

BEGIN

X1:= TIME(12);

trecho do programa
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X2:. TIME(12);

X3:= (X2-X1) * 2.4 / 1000000;

SOMA:. SOMA, X3;

END;

MEDIA:. SOMA/20;

A resposta para a segunda pergunta ndo pode 	 ser

dada tao precisamente porque a velocidade com a qual as ite

racOes convergem depende do valor inicial para a aproxima-

cdo da solucao como tambem do erro de arredondamento. Contu

do de acordo com os recursos disponiveis tentaremos 	 fazer

uma comparacao final entre os diversos metodos utilizados,

na seccao 3.3.6.

1.3 Algoritmos para o Calculo Numerico de PolinOmios

Na secao 1.2.2, Erros na Aritmetica	 Computacio-

nal, no exemplo 1.4, vimos o que pode acontecer com a adi-

cao de cinco parcelas; vamos agora tentar generalizar 	 al-

guns resultados que podem ate parecer sofisticados e 	 no

entanto, serao Uteis para entender os erros que 	 surgirao

nos algoritmos para o calculo numerico de polinOmios. 0 en-

foque aqui apresentado 6 devido a Vandergraft /VAN 78/.

Algoritmo 1.1: Algoritmo Simples da Soma de N NU-

meros.

entrada:	 N, x 1 , x 2 ,	 ..., xN .

s E o

para k = 1(1)N

3.1.	 s F	 s + x k
saida	 fsl. Pare.

Neste algoritmo ingenuo, no passo 3.1 temos,

[k][k-1]= s	 1+1 x k
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e por (1.16) e com a notagao <n> 	 conclui-se que

[k]	 [k-1]
s	 s	 <1>	 + xk	 <1>.

Portanto,

,
s [11 =	 s [0] <1> +	 x

1 
<1>	 x

1
<1>

[2]

	

=	 s<1>+x
2

<1> =	 x
1
<1><1>+x

2
<1> =

	

=	 x
1
 ‹2>+x

2
<1>

s [3]	 [2]

	

=	 s	 <1>+x3 <1>	 ( x
1 

<2>+x
2

<1>)<1>+x
3

<1>

	

=	 xl<3>+x2‹2›+x3<1>

E a formula geral 6 dada por

	

(1.50)	
[k] =
	 xl<k>+x2<k-1>+...+xN__1‹2>+xN<1>

E dai a soma computada, que 6 obtida quando k=N 6

	

(1.51)	 s[N] =	 xl<N>+x2<N-1›+...+xN__1<2>+xN<l>.

Se a soma computada for indicada por g , entao

g = X
1	 + x

2 
+	 + R

N	
onde

xk = xk <N-k+1›	 k=1(1)N

Isto pode ser escrito por

x
k 

= x k	 + xk,-.1\1-k+1>0

Portanto, se assumirmos 	 < 0,1 entao

(1.52)
k
-xk 

_ I<N-k+1>01

1)(0
(N-k+1)1,1
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E dal a expressao a direita de (1.52) e um esti-

mador de erro "a posteriori".

0 estimador de erros "a priori" é derivado da se-

guinte forma:

g	 (x1+x2+...+xN)+x1<N>o+x2<N-1>0+...+xN<1>0

de modo que

g -s	 = x
1
<N>

0
+x

2
<N-1> o +...+xN

<1> o

e sempre assumindo que mrp 	 0,1, entdo

(1.53)	 Is-s1	 (N1x11+(N-1)1x21+...,IxN1)11'

que é um limite para o erro absoluto ao algoritmo 1.1.

Seja x = max{lx 1 1,1x 2 1 	e simplificando

(1.53) temos

1g -s1 <	 ( N+(N-1)+...+2+1)xp'

ou ainda,

1-s1	 N(N-1)xp'

e dal podemos obter um limite para o erro relativo

(1.54) N(N -1)x 

Is'	
:1-	 2	 (i

Is'

As conclusOes sao as seguintes:

Os nnmeros devem ser somados em ordem crescente de magni

tude, ou seja, 1x 1 1	 1x21	 1x/\11-

0 erro relativo pode ser muito grande, se algum dos flume

ros e muitas vezes maior que a soma final s.



52

0 algoritmo 1.1 pode produzir pessimos resultados

se os ndmeros nao sao somados ordenadamente. Se todos flume-

ros sao de mesmo sinal entao o resuitado pode ser 	 muito
1-'

major que qualquer um dos nümeros e portanto o termo 11 em
(1.54) sera menor que 1.

A possibilidade de adicionar niameros numa	 ordem

errada pode ser evitada pesquisando o niamero menor que ain-

da nao foi somado. 0 segundo algoritmo adiciona termos de

um conjunto de ndmeros positivos em ordem crescente de mag-

nitude.

Algoritmo 1.2: Algoritmo Estavel da Soma

entrada:	 N,x1,x2,...,xN

s	 o

para	 k=1(1)N

	

3.1	 min f xxx

	

3.2	 para	 i=1(1)N

3.2.1sex.0 e x.<min ent5o min <- x.

imin	 i

	

3.3	 s	 s,min

	

3.4	 x.	 <- 0imin

saida {s}.	 pare.

Neste algoritmo uma vez que o ntamero tenha 	 sido

somado ele e zerado no comando 3.4 e dal este ntamero nao
considerado como parcela na primeira condicao do 	 comando

3.2.1.	 0 comando 3.2 e um algoritmo de classificacao, chama
do de	 "bubble sort".

Este algoritmo so e valid° para nUmeros 	 positi-
vos. Contudo, ele pode ser usado para adicionar de 	 maneira

bastante estavel qualquer conjunto de nimeros.
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Algoritmo 1.3: Algoritmo Estdvel Generalizado pa-

ra Adicao

entrada: tN,x1,x2,...,xN1

m1	 0; m2	 0

para	 k=1(1)N

	

3.1	 se xk >0 entao m1 4-- m1+1; ymi	 xk

	

3.2	 se x
k
<0 entao m2	 m2+1.' zm2 *

	
xk

entradamid1""'Yn1cornpara o algoritmo 1.2 co saida

{r1}

5. entrada {m2,z1,...,zm2} para o algoritmo 1.2 com saida

{r2}

6. s	 r1 - r2

7. saida {r1, r2, s}.	 pa-re.

No algoritmo 1.3 adiciona separadamente os niame-

ros positivos dos negativos e se estas somas parciais 	 sao

de magnitudes diferentes, entao a soma total pode ser 	 bem

exata.	 Contudo os algoritmos 1.2 e 1.3 tem um tempo de exe-

cued° maior do que o do algoritmo 1.1.

Alem da adicao de N parcelas e bastante usual nos

algoritmos num6ricos o calculo do produto interno ou produ-

to escalar. 0 produto interno de dois vetores 	 e

(Y1,Y2,...,yN) e definido por

I = x 1 .y 1 + x 2 .y 2	+	 + xN.yN.

Para executar tal produto interno pode-se usar 	 o

algoritmo da soma com uma pequena modificacao.	 Novamente,

a possibilidade de grandes erros causados pela adicao 	 nao

ordenada ou por um resultado final muito pequeno devem	 ser

considerados. Em muitas das utilizaeOes do produto interno,

ele e calculado para se saber se e nulo ou ndo. Neste caso
a soma final sera efetivamente muito menor que as parcelas.

Alem disso, as parcelas desta soma devem ser computadas

jd possuirdo um erro de arredondamento. Por isso o erro to-
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tal pode ser maior que o indicado pela andlise de erro 	 do

algoritmo 1.1. Para evitar tais dificuldades os 	 produtos

devem ser computados em precisdo dupla. Estes niameros 	 de

precisdo dupla serdo somados e a soma final e	 arredondada

para precisao simples.

Algoritmo 1.4: Algoritmo do Produto Interno Acumu

lado

entrada:

DI = 0

para k	 1(1)N

3.1 DT = x
k
 . y

k

3.2 DI = DI + DT

P = DI

5. saida	 pare.

obs.: DT e DI sao niameros em precisao dupla.

A analise de erro para este algoritmo 6 obtida de

(1.50) a (1.54) substituindo-se cada x
k
 por 4.1y.	 Mas a

formula (1.15) implica em

x
k
 - IY k = (x1•Yk)`1>

onde <1> indica o erro relativo de arredondamento computan-

do-se este produto. Portanto, o produto interno 	 computado

e

[N]
x

1
y

1
<1\1+1>+x

2
y

2
<N>+...+x

N
y

N
<2>

Alem disso devido a precisao dupla o erro relati-
vo de arredondamento sera bem menor, da ordem de b 1-2n em

vez de b 1-n . 0 estimador de erro "a priori" sera

(1.55)	 Ir -I
( "" lx 1 Y 1 ITNIx 2 Y 2 1+ --- 21xNYN1)

(1.06 rb1-2n )
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e o correspondente estimador de erro relativo

II-I1 1
(1.56)	 N(N+3) ( 	 )1,06rb

1-2t

I I I	 - 2

onde T=max{lx
1
y

1 '	 2 2
y 1,...,I x

N
y
N

1}

1.3.1 Cdlculo do Valor de um Polinômio num Ponto

A notac5o de polinamios que vamos usar e a sequin

to

p(x) = a 0 x n
 + a

1
x n-1	 . + an-2x

2
 +

+ a
n-1 

+ a
n

Maiores detalhes sobre polinOmios ser5o vistos em

2.1.

Quando desejamos calcular o valor do 	 polinOmio

num ponto b, obviamente temos:

p(b)	 aobn + a
1 
bn-1	 2+ a

n-2 b2

+ a b + an-1	 n

Um algoritmo trivial mas ing6nuo para o 	 calculo

do valor de um polinOmio num ponto d dado pelo seguinte al-

goritmo.

Algoritmo 1.5: Calculo do valor de um	 polinOmio

num ponto.

entrada {n,a ,a ,a	 a }0	 1	 2''"' n
entrada {b}

p 4 - a n ; z=1

para k=1(1)n
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	4.1	 z t zb

	

4.2	 p . p + an_kz

5. saida {b,p}. pare.

Observando-se apenas o niimero de operacOes de pon

to flutuante executados temos

n(n+1)
nA +	 M + O.D.

2

Aplicando-se uma simples tecnica que e conhecida

come regra de Horner e reescrever o polinOmio p(x) na	 se-

guinte forma:

p(x) = a n
+x(a

n-1
+x(an-2 +x(...+x(a1+a0x)...)

Exemplificando para n=5 temos

p(x) = a
o
x

5
la

1
x

4
+a 2 x

3
+a

3
x

2
,a

4
x+a

5 ou

p (x) = a5+x(a4+x(a3+x(a2+x(ara0x))))

Esta tecnica nos leva ao seguinte algoritmo.

Algoritmo 1.6: Algoritmo do Metodo de Horner

entrada {n,a0,a1,a2,...,an}

entrada {b}

p F ao

para	 k=1(1)n

	

4.1	 p 4 a k + b.p

5. saida {b,p}

Este algoritmo e tido por optimal pois rearranja

o polinamio para um cdlculo mais rdpido e de nenhuma outra

maneira calcula-se o valor do polinamio num ponto dado 	 com

menos operacOes do que por este mêtodo.

Observando o comando 4.1 temos para
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1 adicao e 1 multiplicacao,

1 adicao e 1 multiplicacao,

k=3: 1 adicao e 1 multiplicacao,

• • •

k=n: 1 adicao e	 1 multiplicacao,

de modo que temos um total de

nA + nM + OD.

0 nome de W.G. Horner 6 atribuido a este 	 metodo

que e tambem conhecido como Mdtodo das Divisaes Sinteticas

ou Substituicdo Sintdtiea na Algebra, pois foi publicado em

um artigo seu que se tornou popular em 1819. No entanto es-

te rearranjo do polinOmio foi publicado 100 anos antes por

Isaac Newton.

Alem do cdlculo do niamero de operacOes em 	 ponto

flutuante temos que analisar o erro de arredondamento asso

ciado aos dois algoritmos. No algoritmo 1.6 todas as opera-

cOes de ponto flutuante sao executadas no comando 4.1,	 ou

seja

(1.57)	 p[k] = a 1 +1 
(bi	 /p [k-1] )

k=1 (1)n

onde	 [0] = a 0 , e o valor p [n] eovalor computado pa-

ra p(b), que vamos indicar por p, dal

p [ 1 ] = a 1 Li_ ( b I .  1 p [ 0 ]
 ) = a 1 4- 1 (bP[°]<1,) =

= a 1 <1> + bp [0] <2>

P
[2]

a
2

1+1 (b 	  p til ) = a 2 	 (bid (bp R;11 <2>+a i <1>) =

	

= a 2	 (b2 p
[0]
 <3>+ba

1
 <2>)

2 [0]a 2 <1>+b p	 <4>+bal<3>
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analogamente

p [31 = a 3 <1>+b
3
p
[0]

<6 > +b
2
a 1 , 5 > +b a2<3>

Continuando o processo e substituindo p
[0] 

por a,
0

temos

(1.58) p	 b
n a

0
 <2n>+bn

-1
a

1
<2n-1>+b

n-2
 a

2
<2n-3>+...+

+ b a
1
<3>+a

n <1>

Assim podemos ter um estimador de erro "a poste-

riori" para o algoritmo 1.6 e dado por

(1.59) . a bn + a bn-1
0	 1	 ..+5n-1 b+an	onde

ak <2n>	 k=n

(1.60)	 ak =

a k <2k+1>	 k=0(1)n-1

Se assumimos que nrp < 0,1 ent(io (1.26) pode ser

aplicado para obtermos o limite de erro relativo:

(1.61)
lak-ak I	 J 2np' ,	 k=n

k I	 — (2k,1)p' , k=0(1)n -1

Um estimador de erro "a priori" e obtido reescre-
vendo (1.58) como

P = a 0 b
n
(1+<2n> 0 )+a 1 bn-1 (1+<2n-1>0)+...+

+an-1 b(1+<3> 0 )+a n/1+<1>0)

= (a bn +a bn-10	 1	 +...+a n-1 b+an )+b
na

+bn-1 a 1 <2n-1> +...+ an <1>0	 0
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Portanto,

p-p(b)	 a
0 b

n
<2n>o+alb

n-1
<2n-1>

n
<1>

e novamente, assumindo que nrp < 0,1 temos por (1.26) que

(1.62)	 113-p(b)1	 < [2n1a 0 b n 1+(2n-1)1a l bn-1 1+(2n-3) +...t

+31an_ibldan1111'

Procedendo da mesma maneira para o algoritmo 1.5

temos

(1.63) p	 0 b
n + 

1 
b n-1 + 

an-1 b
 + a na

•

	

(1.64)
	

l k	 aki <
	 (n,1)1_1'	 , k = 0(1)n

lakl

	

(1.65)
	

113 -P(b)1 < (n+1)(1a0bnl+laibn-11+...+

onde p e o valor computado pelo algoritmo 1.5 para p(b).

Levando em conta a analise de erro nao se pode di

zer superficialmente qual o melhor entre os algoritmos 	 1.5

e 1.6. As formulas (1.62) e (1.65) mostram que o erro acumu

lado depende do tamanho dos coeficientes a0,a1,...,an como

tambem do valor de b. Se por exemplo os coeficientes 	 sao

prOximos de 1.0 em magnitude entao os estimadores 	 de erro

tem as seguintes formas simplificadas:

115-p(b)1	 (2n1bn1+(2n -1)1b n 11+...+31xI*1)P1

Algoritmo de Horner

115 -p(b)1 	 (n+1)(1bnl+lbn-1+...+Ibl+1)ul

Algoritmo 1.5
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Se 1bl 6 muito grande, a parte dominante destes limites 6

115-13(b)1	 2n1b 11 1 1I' 	Algoritmo de Horner

13-P(b)1	 (n+1)1bnkii	 Algoritmo 1.5

Ve-se que nesta situacao o algoritmo 1.5 6 	 mais

exato. Contudo se b 6 muito pequeno os limites tornam-se

(1.66a)	 113-p(b)I	 2np'
	

(Algoritmo de Horner)

(1.66b)	 Ip-p(b)I	 (n+1)p'
	

(Algoritmo 1.5)

Vejamos agora um exemplo:

Exemplo 1.7:

Seja p(x) = x 6 -8x 5 +26x 4 -44x 3 +41x 2 -20x+4 =

= (x-1) 4 (x-2) 2

Usando o algoritmo de Horner programado em 	 Algol

e executado no computador B6700, onde p'=7.27595761420x10-12

a) b=2, temos i3=0 que coincide com o valor exato p(b), por-

tanto pode-se saber inclusive o valor exato de 	 P(b) I
que e zero. Neste caso o limite de erro calculado 	 "a

priori" por 1.62 6 dado por

115-p (b)	 < [ 12x I 1x2 6
I+11x1-8x2

5
I+9x I 26x2 4

I+7x

I-44x2 3 I+5x141x2 2 1+3x1-20x2I+141]xp'

< [768i2816+3744+2464,820+120+4].p'

< 7,8114681x10-8
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b) b=1,1, temos '15	 8,09999999999x10-'

0 limite de erro calculado por (1.62)

-p(b)1 < [12x11x1,7715611+11x1-8x1,610511+

+9x126x1,46411+7x1-44x1,3311T

+5x141x1,211+3z1-20x1,11+4]xp'

[21,258732+141.72488-342.5994+409.948+

+248.05-,66,4]xpl

1233,581012 x

<0,000 000 009

0 valor exato de p(b)=0,000081, logo

1 .13-p(b)1 = 1,0x10-14

c) b=1 ,0000000001 temos p - -1,0852609636695723094312 D-21

O limite de erro calculado ainda por 1.62

IP-p(b)1 < [12x11x1,000000000600000000151+

+11x1-8x1,000000000500000000101+

9x126x1,000000000400000000061+

7x1-44x1,000000000300000000031+

5x141x1,000000000200000000011+

3x1-20x1,0000000011+141] x p'

6.2136678044913146842216 * 10-9

Observando os valores calculados para limite 	 de

erros pode-se superficialmente dizer que sendo estes tao pe

quenos, os algoritmos apresentados nao oferecerao 	 nenhum

problema grave. Tal, no entanto, nao e verdade, pois se es-

tamos interessados apenas no sinal de p(x) em certos pontos

das raizes podemos encontrar um valor pequeno que satisfaca

1.62 ou 1.58 e porem de sinal oposto ao sinal verdadeiro.Is

to 6 um problema grave principalmente se calculando a 	 se-

qilencia de Sturm para urn polinamio em pontos prOximos 	 as

raizes ou se calculando as raizes num dos metodos de 	 que-
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bra. Isto efetivamente ocorre como pode ser visto pelo item

c do exemplo anterior onde o valor calculado para 	

1,0000000001 6 negativo quando na realidade tal valor deve
ser comparivel ao calculado porem certamente positivo. Isto

pode ser comprovado observando-se o grafico de p(x) na fig.

1.2 que, como foi dito, tem raizes mialtiplas nos pontos 1e2.

FIGURA 1.2: Grafico do polinamio
p(x).x 6 -8x 5 +26x 4 -44x 3 +40x 2 -20x*4
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1.3.2	 Cdlculo do Valor Derivado de um PolinOmio num Ponto

Dado o polinômio p(x).a0x
n
taix

n-1
+...+an_2x

2

+a
n-1

x+a
n
 como uma fungdo gozando da propriedade que 	 para

um inteiro i, p
(i) (x) (derivada de ordem i de p(x)) 	 esta

sempre definida, p'(x) e dada por

p'(x)	 na
0 x

n-1 + (n-1) a
1
x

n-2
+ 

+ 2a
n-2

x + a
n-1

Para calcular p'(b) podemos fazer use de uma adap

tacao dos algoritmos 1.5 e 1.6. Se for necessario o calcu-

lo simultaneo de p(b) e p'(b) podemos economizar vdrias ope

rag6es.

Algoritmo 1.7: Calculo de p'(b) e p(b).

entrada

entrada {ID}

p 4	 a0

pd 4 
a0

para	 k=2(1)n

5.1	 p = a k_i	 + b.p.

5.2	 pd= p + b.pd

p	 an + b.p

7. saida	 {b,p,pd}

Se for necessdrio apenas o valor de p'(b)	 entao

o passo 6 6 desnecessario.

Podemos fazer uma extensdo do algoritmo de 	 Hor-

ner para o calculo de p
(i)

(b), i=0(1)n. Na realidade usa-se

o metodo de Horner para o calculo de 
11! 

p (1) (b).	 Podemos

exemplificar, com o cdlculo de p"(b).
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Algoritmo 1.8: Extensao para o calculo de 	 p(b),

p'(b) e	 pu(b).

entrada fn,a0 ,a1' ...,a
n

1

entrada {b}

p	 ao

pd	 a0

5. pd2	 a0

para k=3(1)n

6.1	 D ak-2 b.p.

6.2 pd	 p + b.pd

6.3 pd2 F pd + b.pd2

p an + b(an_i +	 b.p)

pd an-1	 + b.p + b.pd

pd2 t 2.pd2

10.saida {b,p,pd,pd2} pare.

0 processo para encontrar os estimadores de 	 erro

destes algoritmos e andlogo ao feito na secao 1.3.1.

1.3.3 Divisao de um PolinOmio por (x-a) e (x2-px-q)

Na seccao 2.1 do prOximo capitulo onde 	 veremos

mais detalhadamente as propriedades dos polinOmios 	 veremos

demonstrado que dado um polinOmio p(x) de grau n, entao pa-

ra qualquer a, existe um Unico polinOmio q(x) tal que

(1.67)	 p(x)	 (x-a)q(x) + p(a),

ou seja, q(x) 6 o quociente da divisao de p(x) por 	 e

o resto desta divisao e p(a). 0 polinamio q(x) tem	 grau

n-1. 0 algoritmo para efetuar esta divisao tambem e conheci

do como dispositivo de Briot-Ruffini.
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Algoritmo	 1.9: Divisdo de p(x) por	 (x-a): cdlculo

dos coeficientes de q(x) e do resto.

entrada: fn,a0 ,a 1' ...,a n 1

entrada: fal

b 0 	a0

para	 k=1(1)n-1

bk *	
a

k
 + bk-1

r	 a + b	 . an	 n-1

saida {a,b0,b1,..

Pode-se visualizar o processo com o seguinte es-

quema:

a0
	 a 1 	a 2 	a n-1	 a n

a
boab 1 a	 bn-2u	 b n-1 .0

b 1	 b 2	 . b n-1 p(a)Er

A prova construtiva de que bk = bk-1 .a +a.	 pode

ser encontrada em /ALB 73/.

Este mdtodo e estendido para dividir o polinOmio
p(x) por	 (x 2 -px-q). Temos entao

(1.68)	 p(x) = q(x)(x2-px-q)+r(x-p) 5

onde q(x)	 tem grau n-2.

Algoritmo 1.10: Divisdo de p(x) por (x 2
-px-q)

entrada {n,a0,a1,...,an}

entrada

3. b o	
a0
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b 1 j a 1 +	 p.b0

para k	 2(1)n

bk 4 ak + p.bk_i	+ q.bk_2

r	 bn_i

s - b
n

8. saida {p,q,b0,b1,...,bn_2,r,s}

Visualizando temos o seguinte esquema:

a	 a	 a 2	an-2	
a	 a n0	 1	 n-1

b0 p	
b 1 bn-3p bn-2p rp

b 0 q	
bn-4 q bn-3q bn-2q

b 0
	b1	b2	bn-2	

b
n-1 =r bn =s

A prova de que b k =a r +pbk_1 +qbk_2 6 tambem encon-

trada em /ALB 73/.

Para encontrar as raizes complexas de uma equacdo

polinomial, as vezes, 6 necessdrio calcular p(X), 	 onde x 6
um nnmero complexo. Para tal podemos utilizar o 	 algoritmo

de Horner como ester usando uma aritm6tica complexa se esta

for disponivel. Caso contrdrio tal cdlculo pode ser realiza

do usando-se uma generalizacdo do algoritmo 1.10.

Seja Si=a+bi e seja a fatoracio

(1.69)	 p(x)	 (x-X) (x-X)q (x) +sx+t

Observando que (x-5-)(x-x).x 2 -2ax+(a 2 +b 2 )

Fazendo a=2a e	 ,-=a
2

+10,
2
, que sao reais podemos es-

crever (1.69) como
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p(x)	 (x
2
-ax+flq(x)+rx+s

Calcularemos q(x) como no algoritmo 1.10. E p(X),

c+6., onde o=-ra+s e 6.rt3.

Algoritmo 1.11: Cdlculo de p(X) e p'(X), X.a+bi,

complexo

entrada {n,a0,a1,...,an_1,an}

entrada {a,b}

p	 2a

q 4-	 -(a
2
+b 2 )

b 0	a0

b 1 F	 a 1 + p.b0

para	 k = 2(1)n

bk F ak + p.b,_.
K	 ci"bk-2

r F b

9. s F b
n

10.6	 -rp + s

11.0 F	 rq

12. saida

As derivadas podem ser encontradas por novas divi

saes de q(x) por	 (x 2 -px-q)	 onde

q(x) = (x2-px-q)h(x)+r1x+s1

050 = (r 1 a+s 1 ) + r 1 bj-

e dal

e agora

p'(x) =	 (2x-p)q(x)+(x 2 -px-q)q 1 (x)+R e dal

p' (x) =	 ( 2a-2bi-p)q(X)+R	 ou

p' (x)	 (R+2b
2
R1 )+2b(r

1
a 4 s 1 )i
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Novamente p n (R) pode ser calculada tendo-se dis-

ponivel so a aritmetica real, usando-se as divisOes sinte-

ticas.



69

2. LOCALIZACAO DOS ZEROS REAIS DE UM POLINOMIO COM COEFICI-

ENTES REAIS

2.1 Propriedades dos Polinamios 

Nesta sec -do vamos revisar algumas definicOes

teoremas bdsicos sobre polinOmios sem recorrer a um estudo

teOrico mais extenso que nos e oferecido pela Algebra.

0 polinOmio sera, para nos, um particular tipo de

fungdo, enquanto que na Algebra e tratado como um	 elemento
do anel dos polinOmios sobre a indeterminada X. Com	 este

Ultimo enfoque o teorema fundamental da Algebra diz-nos que

o corpo dos nnmeros complexos C 6 algebricamente fechado,ou

seja, todo polinOmio no constante com coeficientes em C ad

mite pelo menos uma raiz em C. Isto jd ndo 6 vdlido para o

corpo dos nnmeros reais, pois o polinOmio p(x)=x 2 +1,	 que

tem coeficientes reais, ndo admite raizes reais. Utilizando

o teorema fundamental da Algebra, sem aqui demonstrd-lo,que

diz em outras palavras que todo polinOmio ndo constante tem

pelo menos um zero, real ou complexo, veremos que todo poli

nOmio de grau n, n > 1, tem exatamente n zeros, 	 contando

suas multiplicidades.

Definicdo 2.1: Um polinOmio p(x) 6 uma funcdo com

dominio e imagem num corpo K, dada pela seguinte forma:

p: K - K

(2.1)	 x	 p(x). a0 xn + a
1
xn-1

+ an-2 x 2 + an-1 x + a

0 inteiro n 6 chamado de grau do polinamio p(x). Vamos	 as-
sumir a

0	0 a menos que n=0. Se a 0 =1 o polinamio 6 chamado

de polinOmio unitdrio.
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Teorema 2.1: Se dois polinamios p(x) e q(x)	 sao

iguais para todos valores de x, entdo seus graus e coefici-

entes correspondentes sdo iguais.

Como um polinOmio 6 uma funcdo que tem a proprie-

dade que para um inteiro i p (i) (derivada de ordem i)	 6
continua em qualquer intervalo fechado 	 [a;b] e p (iii) exis-

te no intervalo (a;b), entdo pelo Teorema de Taylor

P(x) = p(a) + 	  (x-a) + 1--) 2 a) (x-a) 2 +

P(n)
	 (n+1) (

a) (x-a)n-1
n!

(a) (x-a)n	 p
(n+1) 

Logo podemos escrever que, para qualquer 	 mdmero

a, existem constantes a 0 , a l , a 2 ,	 an	 tal que

(2.2)	 p(x) = a
o
(x-a) n + a 1 (x-a)n-1

+ an-2 (x-a)2
	

+
n - 1(x-a) +	 an

onde

p	 1(i) (a)(2.3)	 a n-1. = 	 .!	 i=0(1)n.

Como conseqUencia de (2.2) temos o seguinte teore

ma:

Teorema 2.2: Se p(x) e um polinamio de grau n,en-

tao para qualquer a existe um Unico polinamio q(x) tal que

(2.4)
	

p(x) = (x-a)q(x)+p(a)

Se n>1 o grau de q(x) e n-1, caso contrario q(x)E0,

isto 6, q(x)=0 para todo x.
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Corolirio 2.1: Se p(x) é um polinOmio de grau n>1

e p(a)=0,	 entdo existe um ianico polinOmio de grau n-1 	 tal

que

(2.5)	 p(x)	 (x-a)q(x)

Neste caso o polinômio q(x) e chamado de polina-
mio reduzido.

Os seguintes resultados sao vilidos ndo 	 apenas

para funcaes polinomiais.

Definicao 2.2: Seja f(x) uma funcao qualquer,	 se

dada a equacao f(x)=0 e se f()=0 entdo x e uma rain da	 e-

quacao e um zero de f(x).

Definicao 2.3: Se x 6 um zero de f(x), entao 	 a

multiplicidade m de x como um zero de f(x) 6 o infimo 	 de

todos os nUmeros k tais que

(2.6)	 lim If(x)I < CO (limite superior)
x''

 I x-x I 

1

Exemplo 2.1: Consideremos a funcao f(x)=x 2 	que

tem um zero de multiplicidade 1/2 em x=0.

lim Ix

1/2
I - 1 < co	 e

x11/2

lim lx1/21 
x-±0	 a

X
" 4

03

1	 1para a	 2, portanto a multiplicidade de x = 0 6 -.2.

Teorema 2.3: Se x e um zero de f(x) e se para al-

gum inteiro m, f(x) 6 m vezes continuamente diferencidvel,

entao a multiplicidade de x é no minimo m se e somente se

(2.7)	 f(x) = f' (x)
	 m-1) 

( x ) = 0
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A multiplicidade 6 exatamente m se (2.7) 6 	 vi-

(m)	 —f	 (x)	 0

Se f(x) 6 m+1 vezes continuamente	 diferenciavel

em x e se a multiplicidade de x e m entao (2.8) 6 assegura

da.

No caso de termos uma fungdo polinomial p(x)	 po-

demos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.4: Seja p(x) um polin6mio de grau 	 n>1.

A multiplicidade de a como um zero de p(a) 6 m se e somen-
te se

(2.9)	 p(a) = p l (a) = p"(a)	 = p( m-1) (c)	 0	 e

(2.10)	 p (m) (a) / 0

Vamos agora relacionar os zeros de um polinamio

p(x) que tem um zero a e os zeros do polinOmio reduzido.

Teorema 2.5: Seja p(x) um polinOmio de grau 	 n>1

e a um zero de p(x). Se q(x) 6 um polinOmio de grau m < n-1

tal que	 (2.5) 6 garantida, entdo,

a multiplicidade de a como um zero de p(x)	 6 m se e	 so-
mente se a multiplicidade de a como zero de q(x)	 6	 m-1.
Se m=1	 entao a ndo 6 zero de q(x).

se	 a, entao a multiplicidade de 	 como zero de p(x) 6
a mesma que como um zero de q(x).

Coroldrio 2.2: Se p(x) 6 um polinamio de	 grau
n>1, entao a 6 um zero de p(x) de multiplicidade m se e so-
mente se existe um ilnicopolinOmio s(x) de qrau n-m	 tal que
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(2.11)	 p(x)	 = (x- (x) m s(x) e

(2.12)	 s(a)	 / 0

Alen' disso, se qu entao a multiplicidade de

a mesma que sua multiplicidade como um zero de s(x).

A demonstragao decorre imediatamente do 	 teorema

2.5 e do corolirio 2.1.

Teorema 2.6:	 Seja p(x) um polinOmio que nao

denticamente nulo e tem s zeros distintos, a1,a2,...,as con'

multiplicidades de no minimo v1,v2,...,v s respectivamente.

Entao existe um ianico polinOmio t(x) tal que

(2.13)	 p(x)
	

x-a 1 ) v1 (x-a 2 ) v2	.. (x-a
s

) vs t(x)

Corolario 2.3: Seja p(x)	 um polinamio de grau

ou menor,	 o qual tem zeros de multiplicidade v1,v2,...,vsem

pontos distintos	 respectivamente. Se

(2.14) j1 v- > n	 entao= 	 3

(2.15)	 p(x)	 = 0

Alen' disso, se o grau de p(x) e n>1 e se as multi
plicidades a 1 ,a 2 ,	 ...,a s sao exatamente v1,v2,...,vs onde

(2.16) F, v = n
j=1	 3

e entao para alguma constante c, temos

(2.17)	 p(x)	 c(x-a 1 )v1 
(x-04

2 ) v 2
	

(x-a s ) s

Teorema 2.7: Seja p(x) = a ox n	+ a i xn-1 + ...+an ,de

grau n, entao existem nnmeros distintos a1,a2,...,as, possi

velmente complexos (que sao dnicos exceto pela ordem)
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inteiros v 1 , v 2 ,	 v s
 tal que para uma unica	 constan-

te c nos ternos

\vi	 (x_a 2'\72 ... (x-cl s ) vs ondep(x) = c(x-cx 1)	1

Y V . = n
j=1

Mostrou-se assim que a equacao p(x)=0, onde p(x)

6 um polinamio de grau n, tem exatamente n raizes reais ou

complexas contando a multiplicidade. Observa-se ainda 	 que,

se os coeficientes forem todos reais entao as raizes comple

xas ocorrem em pares conjugados. A demonstracao do teorema

fundamental da Algebra surgiu pela primeira vez em 1746

foi feita por d'Alembert, mas nao fora suficientemente rigo

rosa. A primeira prova realmente satisfatOria foi dada 	 por

Gauss em 1799 e em 1815 e 1816 ele daria duas outras 	 pro-

vas. Mais tarde Cauchy e Sturm tambem demonstraram este teo

rema. Hoje jd existem outras demonstracOes baseadas en 	 fun

toes analiticas. Contudo estas demonstracOes provam a exis-

tencia das n raizes sem dar um metodo construtivo de 	 como

encontra-las. No caso de equacOes lineares e 	 quadraticas

uma fOrmula para obtencao das raizes e conhecida ha."	 mais
de 2000 anos. Jd para as equacOes ctibicas e qudrticas so a-
parecem fOrmulas no seculo XVI.

Muitos matemdticos procuraram solucaes para 	 es-

te problema. Se no inicio do seculo XIX Niels Henrik 	 Abel

provou que as equacOes de grau 5 nao tem solucao por 	 meio

de radicais. Mais tarde o jovem Galois provou que se 	 "n>4

existe sempre uma equacao de grau n que nao e soliavel	 por

meio de radicais".

A partir dal as buscas para encontrar as n 	 rai-

zes de uma equacao polinomial tiveram que tomar novo rumo.

Por este novo rumo enveredamos nosso trabalho.
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2.2 Enumeracao das Raizes 

+ a1x
n-1

+	 an-2x
2
	an-1 x + an , onde a i c R e i=0(1)n,

6 dizermos quantas raizes possui o polinamio e de que 	 tipo

elas sao. Quanto a primeira parte da enumeracao, 6 bastante
fdcil responder exatamente qual o ntamero de raizes, saben-

do-se o grau do polinamio, gracas ao teorema 2.4 que decor-

re do teorema fundamental da Algebra. Se o polinOmio	 p(x)

tem grau n, temos exatamente n zeros, contando as suas mul-

tiplicidades. No entanto, para sabermos o tipo das raizes,

se reais ou complexas, a tarefa nao 6 tao ficil assim.

2.2.1	 Enumeracao das Raizes Reais da Equacao Polinomial

A razdo para procurarmos apenas as raizes 	 reais

de equacao polinonial 6 que em problemas praticos, as 	 ve-

zes, s6 as raizes reais interessam para a solucdo do proble

ma.

Atraves da analise da variacdo do sinal dos coefi

cientes do polinOmio podemos obter informacOes sobre o ndme

ro de raizes reais deste polinemio. Dado um polinamio 	 coal

coeficientes reais, escreve-se o sinal dos coeficientes ndo

nulos e conta-se o nUmero de variacdes de sinal, isto 	 e,

uma mudanca de + para - ou de - para +. Por exemplo, o poli

nOmio p(x)	 8x 5 - 2x 4 -x 3
 + 10x + 1 tem os sinais na	 se

guinte ordem:	 - - + +" havendo portanto duas	 variacOes

de sinal, enquanto que no polinemio p(x)=x 4 +1 ndo ha varia-

ca. -es de sinal. Esta informacdo 6 utilizada na regra de Des-

cartes.

Teorema 2.8: Regra de Descartes

0 nUmero de raizes positivas de uma equacdo poll-

nomial, p(x)=0, com coeficientes reais nunca 6 major que

nUmero de troca de sinal T, na seqtlencia de seus coeficien-

Enumerar as raizes de um polinOmio p(x) 	 a
0
 xn
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tes nao nulos, e se 6 menor entao e sempre por um	 niamero
par.

A mesma regra pode ser aplicada para a enumeracao

das raizes reais negativas de p(x)=0.

Teorema 2.9: Regra de Descartes para Raizes Reais

Negativas

Seja T' o nUmero de troca de sinais na segnencia

dos coeficientes nao nulos de p(-x). Entao p(x)=0 tem T',

ou T'-2, ou T'-4,	 raizes negativas.

Exemplo 2. 1:

p(x) = x
3

2x
2
 - 3x - 5

A seqtiencia de sinais 6 + + - -.	 Logo T=1, entao

pode-se afirmar com exatidao que p(x)=0 tem 1 raiz real po-

sitiva.

p(-x) = -x 3 + 2x 2 + 3x - 5

A seqti6ncia de sinais 6 - + +	 Logo T'=2 e en-

tao temos.que p(x)=0 tem 2 ou 0 raizes reais negativas.

Se p(x)=0 tiver 2 raizes reais negativas entao nao

tera nenhuma raiz complexa. Se contudo, nao tiver 	 raizes

reais negativas entao devera ter 2 raizes complexas. E nes-

te caso nao temos uma resposta

p(x) = x
4 

- x
3 

+ x
2 
- x 4 1

A secitencia de sinais e + - 	- +. Logo T=4 e en-

tao a regra de Descartes diz que ha ou 4 raizes reais posi-

tivas, ou 2 raizes reais positivas ou mesmo 0 raizes reais

positivas.
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p(x)	 x
4
 + x

3 
+ x

2 
+ x + 1

A seqUencia e + + + + + e dal T' =0 e entdo p(x)=0
nao tem raizes reais negativas.

Resumindo as possibilidades temos:

Raizes

Reais
Positivas

Reais
Negativas

Complexas Total.

4

2

0

0

0

0

0

2

4

4

4

4

c) p(x)	 x6 - x 3 + x - 1

A seqt16ncia de sinais d ± - + - e dal T = 3.

p(-x) = x 6 + x 3 - x - 1

A segil&- ncia de sinais e + + - - e dal T1=1.

Logo, as possibilidades estdo no quadro a seguir:

Raizes

Reais
Positivas

Reais
Negativas Complexas Total

3

1

1

1

2

4

6

6

2.2.2 Enumeracao das Raizes Complexas

Para enumerarmos as raizes reais vimos um proce-

dimento que di como resultado um bom niimero de 	 alternati-

vas. J5 para as raizes complexas nao temos tal procedimen-

to. A regra a seguir, por exemplo, nos di apenas uma condi-

cao para que p(x)=0 tenha raizes complexas e ainda a regra
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nao indica o niamero delas.

Teorema 2.10: Regra de Huat

Se dada a equacao polinomial p(x)=0 de grau n 	 e

para algum	
k

1<k<n tivermos a 2 < a
k+1 . 

a,k-1 entao a equacao

p(n)=0 tern raizes complexas.

Teorema 2.11: Regra da Lacuna

Se os coeficientes de p(x) forem todos 	 reais

e para algum	 tivermos a k=0 e ak_i . a
k+1 > 0,	 entao

p(x) tera raizes complexas.

Se os coeficientes de p(x) forem todos 	 reais

	

e existirem 2 ou mais coeficientes nulos sucessivos 	 entao

p(x)=0 tera raizes complexas.

Teorema 2.12:

Se os coeficientes de p(x) forem todos reais en-

tao a existencia de um maxim() local negativo e(ou)de um ml-

nimo local positivo indica a existe- ncia, nas	 proximidades

de raizes complexas.

Teorema 2.13: Regra de Gua

Se numa equacao polinomial p(x)=0 2m coeficientes

sucessivos sac) nulos a equacao tem ao menos 2m raizes 	 corn

plexas; se o niimero de coeficientes nulos sucessivos 6 2m+1

entao o ntamero de raizes complexas sera ao menos de 2m+2 ou

2m conforme os termos entre os quais existe a lacuna, sejam

de sinais iguais ou desiguais.

Com estes resultados e a regra de Descartes pode

mos as vezes formar um quadro de maneira a 	 deterininarmos

exatamente quantas raizes reais positivas ou negativas

quantas complexas. Em geral, podemos determinar apenas 	 um

conjunto de possibilidades. Vejamos outros exemplos.
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Exemplo 2.2:

p(x)	 x
3
 - 2x

2
 + 3x - 5

Neste exemplo podemos aplicar a regra de 	 Huat
2

pois a 2
2
 <	 a 1 . a 3 ou seja 9	 a 2 < a 1 . a 3 = -2	 -5	 10.Lo

go certamente temos raizes complexas e no caso devem 	 ser

duas pois todos coeficientes sao reais. Analisando a varia-

cao de sinais dos coeficientes temos +	 + - e T = 3e	 dal

temos 3 ou 1 raizes reais positivas. Logo podemos 	 decidir

exatamente por 2 complexas e uma raiz real positiva.

p(x) = x 6 + 2x 5 + x 3 - 4x 2	+ 3x - 1

Aplicando a regra de Descartes temos que a	 se-

qt16ncia de sinais de p(x) 6 + + + - + - e dal T=3 e a	 se-

qtiência de sinais de p(-x) d + 	  e dal T I .1	 e	 o
quadro de possibilidades

Raizes

Reais
Positivas

Rea is
Negativas complexas Total

3

1

1

1

2

4

6

6

No entanto, a partir apenas da regra da Lacuna(a)

temos a 2 =0 e a 1 .a 3 = 2. 1 = 2 > 0 e dal p(x) tem	 raizes

complexas.

2.3 Cotas para Raizes dos PolinOmios

Dada a equacao polinomial p(x)=0 onde p(x) d um

polinOmio de grau n sabemos que esta possui n raizes contan

do a multiplicidade. Atravds da enumeracao das raizes pode-

mos em certas situacaes precisar o niimero de raizes	 reais,
positivas ou negativas e o niamero de raizes complexas.

necessario agora determinar um intervalo que contenha todas

as raizes reais e determinar um anel do piano que contenha
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todas raizes complexas. Existem diversos procedimentos para

determinar os extremos de tais intervalos ou os 	 diametros

interno e extern() dos discos que contenham as raizes. 	 Tais

pontos sdo chamados genericamente de cotas. No caso da loca

lizacao de raizes reais no interval° [a;b] que contem 	 to-

das raizes negativas ou positivas o extremo a e chamado co-
ta inferior e o extrem b e chamado cota superior.	 No	 caso
da localizacdo das raizes complexas no piano complexo deter

mina-se um intervalo [a;b] onde, agora, a e chamado de cota

interna do anel e b 6 chamado de cota externa do aneZ.	 Va-

mos agora citar vdrios destes procedimentos. As quatro pri-

meiras cotas se referem as raizes reais.

2.3.1 Cota de Laguerre-Thibault

Teorema 2.13: Teorema de Laguerre

Dado o polinômio p(x) de coeficientes reais e da-

do um nnmero real a, deflatando p(x) por (x-a), ou 	 seja,

p(x) = (x-a).q(x)+r. Se os coeficientes de q(x) forem posi-

tivos ou nulos, entdo teremos que as raizes reais de p(x)=0

verificamx.<a,ondex.sao as raizes reais de p(x)=0.

A partir deste teorema temos o procedimento 	 de

Laguerre-Thibault a seguir.

Dado p(x)=0 de coeficientes reais, faca--se a de-

flacao de p(x) por x-1, x-2, x-3, ..., ate um x-m	 onde

q(x) tenha os coeficientes positivos ou nulos e r positivo.

Ter-se-a entao, que as raizes reais de p(x), x.<m. Tal m
1—

a cota superior.

Para determinar a cota inferior basta repetir

processo para p(-x), pois as raizes de p(-x)=0 sao os 	 opos

tos das raizes de p(x)=0.
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Algoritmo 2.1: Cota de Laguerre-Thibault

entrada {m,	 a0,	 1
a,, ..., a

n
}

para	 i	 =	 1(1)n

	

2.1	 caux.	 a. / a0
0

r	 0

M	 0

b 0	caux
0	 0

faca:

	

6.1	 m t m+1

	

6.2	 para i	 1(1)n-1

	

6.3	 b. t caux. + m.b.
1	 1	 1

6.3.1	 r E cauxn + m.bn-1

	

6.4	 bposit	 true

	

6.5	 para i	 =	 0(1)n-1

6.5.1	 se b. < 0 entao bposit 	 false

at 	 que bposit = true e r > 0

7. saida {m}

Descricao das variaveis:

-	 grau do polinOmio.

a.1 -	 vetor com os n+1 coeficientes de p(x) 	 tal	 que

p(x)	 .En a.xn-i
1=u 1

caux.
1	vetor com os n+1 coeficientes de p(x)	 divididos

por a 0 .	 Este vetor 6 unitdrio.

m	 varidvel que sera- sucessivamente incrementada de

uma unidade para deflatar o polinOmio dado 	 por

(x-m).

vetor com os coeficientes de q(x) tal que p(x)

(x-m).q(x)+r.

n
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r	 resto da divisao de p(x) por (x-m).

bposit -	 variavel booleana que e resetada a cada vez 	 que

um dos coef icientes de b e negativo.

obs.:asvariaveisnea.terao sempre o mesmo 	 significa

do em todos prOximos algoritmos.

Exemplo 2.3:

a) p(x)	 x
5 

+ x
4 

- 9x
3
 - x

2 
+ 20x - 12

Aplicando o algoritmo temos os seguintes 	 passos

esquematizados.

caux. a.	 ,	 0(nn

M = 1 a. 1	 -9 -1 20 I	 -12

1

1	 2 -7 -8 12

H
2	 -7 -8 12 I	 r=0

0 b 1	 b 2 b
3 b 4

bposit false

m 2 a. 1	 -9 -1 20 -12

2

2	 6 -6 -14 12

b. 3	 -3 -7 6 r=0

bposit = false



1	 12

1 r=0
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I	 12

132

1r=144

m = 3 a. 1	 -9	 -1 20

3

3	 12	 9 24

Logo

4	 3	 8

bposit = true

a cota superior de p(x)

44

e 3.

Para calcular a cota inferior determinamos p(-x).

p(-x) = -x 5 + x 4 + 9x 3 - x 2 - 20x - 12

caux 0 =1, caux 1 =-1, caux 2 =-9, caux 3 =1, caux 4 =+20, caux5=12

caux.1 1 -1 -9 1 20

1 1 0 -9 8

b. 1 0 -9 8 12

bposit = false

Analogamente, temos para

b 0 =1, b 1 =1, b 2 =-7, b 3 =-13, b 4 =-6, r=0, bposit=false

=1, b 1 =2, b 2 =-3, b 3 =-8, b 4 =-4, r=0, bposit=false

m=4; b 0 =1, b 1 =3, b 2 = 3, b 3 =13, b 4 =32, r=140,bposit=true.

Entao, a cota superior de p(-x) 6 4 e conclui-se

que a cota inferior de p(x) e -4.
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2.3.2 Cota de Lagrange-Tillot

Teorema 2.14:

Toda raiz positiva a de p(x).0, corn a o g), verifi

ca que

1

a<1 d-
i

)
n-k

a
0

onde
	

M e o valor absoluto do menor dos coeficientes ne
gativos.

k e o grau do termo negativo de maior grau.

Algoritmo 2.2: Cota de Lagrange-Tillot

entrada:	 a0, a l , ..., an}

se a 0 < 0 entdo para i	 = 0(1)n

2.1caux.*-	 a. * (-1)1

2.2	 caso contrario para i=0(1)n

2.3	 caux. f	 a.

minneg	 0

primeneg f true

5. para	 i =	 0(1)n

5.1	 se a. <0 entdo
1.

5.1.1 se a. < minneg entdo minneg 	 a.

5.1.2 se primeneg entao k * n-i

5.1.3 primeneg	 false

cota * 1+(lmineg

saida {cota}

/caux 0 )**(1/(n-k))

Descricao das Varidveis:

minneg - menor dos coeficientes negativos.
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primeneg - variavel booleana que e resetada apps encontrar

primeiro coeficiente negativo.

k -	 grau do terrno negativo de maior grau.

cota	 cota de Lagrande-Tillot.

Exemplo 2.4:

Tomemos o mesmo polinOmio do exemplo anterior.

p(x) = x 5	 + x
4 

- 9x 3 - x 2 + 20x - 12

Seguindo os passos do algoritmo temos:

caux. = a.1

minneg = -12

k . 3

0(1)n

cota = 1+( 1
--21 ) -5-3 = 1 + 20 2 = 4,464101615

Para o cdlculo da cota inferior

p(x) = -x 5 + x 4 + 9x 3
 - x

2 
- 20x - 12

Novamente aplicando o algoritmo

caux 0 =1,	 caux 1 =-1, caux 2 =-9, caux 3 =1, caux4=20,

caux
5 .12

minneg	 -9

k = 4

1 

cota = 1+(2 ) 5-4 = 1+9 = 10

Logo a cota inferior de p(x) = 0 6 -10.
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Assim as raizes reais de p(x)=0 estdo 	 iocaliza-

das no intervalo [-10; 4,464101615].

2.3.3 Cota de Vene

Teorema 2.15:

Toda raiz positiva a de p(x)=0, sendo a 0 0, veri-

fica que

0 < a < 1 4_ _

onde	 m 6 o valor absoluto do menor dos coeficientes ne

gativos.

a 6 o Ultimo coeficiente positivo antes do primei

ro coeficiente negativo.

Algoritmo 2.3:

entrada {n,a0,a1,...,an}

se a 0 < 0 entao para	 i=0(1)n

)1	 1
	2.2	 caso contrario para i=0(1)n

	

2.3	 caux.	 a.
1	 1

minneg -e 0

primeneg	 true

para	 i=0(1)n

	

5.1	 se caux. 	 minneg entao

5.1.1 minneg	 cauxi

5.1.2 se primeneg entao p 	 i

5.1.3 primeneg	 false

den t caux 0
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para i=1(1)p-1

7.1 den ÷ den + caux,1

cota	 1 + (Iminnegl/den)

9. saida {cota}

Descried° das Vartiveis:

minneg -	 menor dos coeficientes negativos.

caux. -	 vetor com os n+1 coeficientes de p(x) multiplica-
1

dos por -1 se a 0 for negativo ou caux = a
	 caso

contrario.

prilameg -	 varidvel booleana, inicializada como verdadeira e

resetada apds encontrar o primeiro coeficiente ne

gativo.

den -	 soma dos coeficientes positivos antes de 	 encon-

trar o primeiro coeficiente negativo.

coda -	 cota de Vene.

P
	

indice do primeiro termo negativo.

Exemplo 2.5 

Considerando o mesmo polinOmio temos

p(x) = x
5 

+ x
4 

- 9x
3
 - x

2 
+ 20x - 12

Seguindo os passos do algoritmo 2.3

caux.1 = a.1 ,	 i=0(1)n

minneg = -12

p = 12

den = 1+1-2

cota = 1 + (12/2) = 7
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Logo a cota superior e 7.

p(-x) = -x
5
 + x

4	
+ 9x

3
 - x

2 
- 20x - 12

Aplicando o algoritmo temos:

caux 0 =1, caux 1 =-1,	 caux 2 =-9, caux 3 =1, caux4=20,

caux
5
=12

minneg = -9

p = 1

den = 1

cota	 1 + (9/1)	 10

Logo o intervalo onde se situam as raizes reais

[ -10;7].

2.3.4 Cota de Gandeze

Teorema	 2.16

Toda raiz positiva

0	 < a	 Max

ak <0

a	 de	 p(x),

r a

a 0 >0,	 verifica que

k l	 1/k}( a
0

onde: r - niimero de termos negativos

k - indice de cada coeficiente negativo.

Algoritmo 2.4:

entrada	 (n,a0,a1,...,an}

se a 0 <0 entao para i.0(1)n

2.1caux.+. a. .(-1)
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2.2 caso contrario para i=0(1)n

2.3 caux. f a.

	

1	 1

r	 0

para 1.1(1)n

4 .1secaux.<0 entao r	 r+1
1

1 f	 -1

se r	 0 entao para i	 1(1)n

6.1 se caux < 0 entao

	

6.1.1	 1	 1+1

	

6.1.2	 caux1 1 ÷ (r.lcaux.1/caux0)**(1/i)

max	 0

para i	 = 0(1)r-1

8.1 se caux1. > max entao max t caux1.1
9. cota ,	 max

Descricao das Variaveis:

caux. -	 vetor com os n+1	 coeficientes de p(x) multiplica-

dos por (-1) se a 0 <0,	 caso contrario caux. = a.,

i = O(1)n.

r -	 contador do mamero de coeficientes negativos.

caux1 -	 vetor com r termos calculados pela formula 	 de

6.1.2.

1 -	 indice do vetor caux1.

max -	 maxim do vetor caux1.

cota -	 cota de Gandeze.

Exemplo 2.6:

Sendo ainda p(x) = x
5 

+ x
4 

- 9x
3
 - x

2 
+ 20x - 12,

aplicando o algoritmo 2.4 temos
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caux.	 a. ,

	

a.	 1
= 0(1)n

r .	 3

cauxl 0
	=
	 (x.1-91/1)**1/2	 5,196152423

caux1 1	 (3.1-11/1)**1/3	 1,442249570

caux1
2
	(3. -12 /1)**1/5 = 2,047672511

max	 =	 5,196152423

cota	 =	 5,196152423

Logo a cota superior e 5,196152423.

Calculando a cota inferior temos:

p(-x) = -x 5
	x

4
	9x

3
 - x

2 
- 20x - 12

Aplicando o algoritmo temos:

caux 0 =1,	 caux / =-1, caux 2 =-9, caux 3 =1, caux4=20,

caux
5 =12

r =	 2

cauxl 0	=	 (2.
	 /1)**1 = 2

cauxl 1	=	 (2. -9	 /1)**1/2 =	 4,242640687

max	 =	 4,242640687

Logo o intervalo onde se localizam as raizes de

p(x)=0 6 [-4,242640687; 5,196152423].
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2.3.5 Cota de Kieseweter

Teorema 2.17:

Sejam A	 = max a.1	 e A
n
	 = max lad . Da-

j=0 (1)n-1	 j=1 (1)n

do um polinanio p(x) suas raizes reais ou complexas sao limi-

tadas por

la
n 

—
la
nn

a

a +A
0	 0

laol

Com esta cota	 estabelecemos as duas cotas inter

na e externa para deliminar o anel do piano complex°	 onde

se encontram todas raizes, conforme se pode ver na 	 figura

2.1.

FIGURA 2.1: Anel onde se localizam as raizes de p(x)

Algoritmo 2.5:

1. entrada {n,a0,a1,...,an}

l2. A
n	 a n

para	 i = 1(1)n-1

3.1	 se 1An entao An ± la. l

A0	 la 0

5. para	 i = 1(1)n-1
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5.1	 se	 la.	 entao A ÷ la . I
0	 1

cotai <.	 lan i/(la n l An)

cotae	 (1a014-A0)/1a01

8. saida (cotai, cotae}

A descricao das variaveis 6 a mesma do teorema.

Exemplo 2.7:

Considerando o polindmio p(x)	 x + x
4 

- 9x
3
 -

- x 2 
+ 20x - 12 temos

An = 20

A0 = 20

1-12
cotai - 	 	 0,375

1-12 +20

111+20
cotae _ 	 1	 21,0

Logo todas raizes a de p(x) satisfazem

0,375 <	 1 0,1 <	 21

2.3.6 Cota de Carmichael

Teorema	 2.18:

Dado o polindmio p(x) entao toda raiz a real	 ou
complexa de p(x)=0, verifica que

1 1 1
3 a

n - 1 -1 a ni n
.	 .	 .

a0 a0 

a
1

a0 

a 2
a0

1

2-   a
3

a 0la I       
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Algoritmo 2.6:

entrada in f a 0f a 1/* .. , a )

s +

para i . 1(1)n

s	 s +
	

a /a "'(1/i)

Iota rt s

5. saida fcota}

Exempla 2.8:

Sendo ainda p(x)	 x
5
 + x

4 
- 9x 3 - x 2 + 20x - 12,

temos pelo algoritmo 2.6 que:

1	 1	 1

	11-9 12 1-	 3 120	 4 , -1 	 5
S	 + 111 + 11-	 +17-	 +1

s = 1+3+1+2.114742527+1.643751829= 8,758494356

Logo a cota externa d 8,758494356.

Para calcular a cota interna d necessario determi

nar p(1/x) pois as raizes de p(1/x)=0 sao os inversos 	 de

p(x)=0 e dal as desigualdades do tipo 	 podem ser usa

das para calcular estimativas do tipo HI> se trabalharmos

com p(1/x).

Assim

novamente o algoritmo

="'

p(1/x)	 -12x 5 +20x 4
-lx

3
-9x

2
+x+1

2.6,	 temos

1	 1	 1
12201	 -112	 -9 1 3i	 1	 1 4	 1	 5
-121	 1 12 1	 4-	

+

e aplicando

12 1	 1 12 1	+112

s = 1,666... + 0,288675135 + 0,908560296 +

+ 0,5372849664 0,608364342 =

s 4,009551405
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Logo a cota externa para p(1/x)	 4,009551405	 e

dal a cota interna para p(x) =	 1/4,009551405 . 0,249404459.

Assim 0,249404459 <	 al < 8,758494356.

2.3.7 Cota de Fujiwara

Teorema 2.19

Dado um polinamio p(x), entao toda raiz a real ou

complexa de p(x)=0 verifica que

a I

11aal
1 	 2 1 2 ,	 ..•,< 2 Max fi-ia	 ' la0	 0 a0

1 a 1
/
a
n-1 n-1	 laninl

a 0	 a0

Algoritmo 2.7 

entrada {n,a0,a1,...,an}

max ± 0

para	 i = 1(1)n

	

3.1	 b	 i( a/a0 ) ** i/i

	

3.2	 se b > max entao max

cota ÷ 2.max

5. saida {cota}. pare.

Exemplo 2.9:

Seja p(x) = x 5 + x 4 - px 3 - x 2 + 20x - 12, o mes-

mo polinamio anterior, e aplicando o algoritmo 2.7 temos

max = max (1, 3, 1, 2,114742527, 1,643751829}
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max = 3

cota = 2.3 = 6

Logo a cota externa 6 6.

Para calcular a cota interna temos

p(1/x)	 -12x5	 +	 20x 4	- x 3	-	 9x 2	+	 lx	 +	 1.

Assim pelo algoritmo 2.7

max = max	 {1,666...;	 0,288675135;	 0,908560296;

0,537284966;	 0,6083643421

max = 1,666...

cota = 3.333...

Logo a cota interna de p(x) 6 1/3,333... = 0,3

Assim

0 , 3 <	 lal K 6

2.3.8 Cota de Kojima

Teorema 2.20

Dado um polin6mio p(x) entao toda raiz a real ou

complexa verifica que

lal 	 q	 q2--	 1	 -

onde

cl i e q2

1a.
so os 2 valores maiores de I-21-11a0

Algoritmo 2.8:

1. entrada tn,a0 ,a 1' ...,a
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q 1 ±-

q2
	 0

para	 i	 =	 1(1)n

	

4.1	 caux i 	(la i /a 0 1) ** (1/i)

para	 i	 =	 1(1)n

	

5.1	 se caux
i
 > q

1 
entao

5.1.1	 q 1 f cauxi

5.1.2	 ia f i

caux. a	 0l

para	 i	 =	 1(1)n

	

7.1	 se caux i > q 2 entao q 2	 cauxi

cota	 -E-	 q i +	 q2

saida {cota}.	 pare.

Descricao das varidveis:

- como no teorema 2.20q 1 , q21a4 T

1
caux.	 -	 vetor cujos termos sao 1 a -L I -L , i = 1(1)n

0

ia	 - indice do maior termo de caux.

Exemplo 2.10:

Sendo ainda p(x) = x 5 + x 4 - 9x 3 - x 2 + 20x - 12,

aplicando agora o algoritmo 2.8 temos:

cauxi	 '=1	 caux 2 =3 , caux 3 =1 ' caux4	 '=2 114742527,

caux5	 '=1 643751829

= 3

ia = 2

caux 2 = 0



q 2	2,114742527

cota	 = 5,114742527

Logo a cota externa é 5,114742527.

Cdlculo da cota de p(1/x):

p (1/x)	 -12x
5

-4 20x 4 - x
3 

- 9x
2
 + x + 1

caux 1	1,666..., caux 2 = 0,288675239,

caux 3 =	 0,908560296, caux 4 = 0,537284966,

caux 5 =	 0,608364342

q 	 =	 1,666...

is	 =	 1

caux 1 = 0

q
2	0,908560296

cota	 = 2,575226962

Logo a cota interna de p(x) = 0 d 1/2,575226962

0,388315288.

2.3.9 Cota de Westerfield

Teorema	 2.21:

Dado um polinOmio p(x), toda raiz a real ou com-

plexa de p(x) = 0 verifica que

lal	 q1 + 0,7q 2 + 0,3q 3 + 0,09q 4 + 0,04q 5 +

+ 0,02q 6 + 0,01q 7 + 0,01q8

sendo q 1 > q 2 > .
	 q 8 os oito maiores coeficientes de

a. 1

97

a	
ordenados em ordem decrescente.

0
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Algoritmo 2.9:

entrada

para	 i = 1(1)n

caux i = (la i /a 0 1) " ( 1(i)

faca

3.1	 trocou	 false

3.2	 para i	 1(1)n-1

c.c	 se caux.	 < caux.1+1 entao

3.3.1	 aux	 caux.
1

3.3.2	 caux. 	 t caix.1f1

3.3.3	 caux.1+1	
aux

3.3.4	 trocou F true

3.4	 ate que(nao-trocou) seja verdadeiro

se n> 8 entao

4.1	 para i	 =	 1(1)8, q i - cauxi

4.2	 caso contraric para i = 1(1)n, q i E cauxi

cota	 f q i +	 0,7q 2	+ 0,3q 3 0,09q 4 + 0,04q 5 + 0,02q 6 +

+	 0,01q 7 + 0,01q8

saida fcotal. pare.

Exemplo 2.11:

Dario o polinamio p(x) = x 5 + x 4 -9x 3 -x 2 +20x-12

temos pelo algoritmo 2.9:

caux 1 =1, caux 2 =3 , caux3	 '=1 caux 4 =2 ' 114742527,

caux, = 1,643751829

apOs ordenagao
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caux 1 =3 , 	caux 2 =2 , 114742527, caux 3 =1 , 643751899,

caux4 '=1	 caux
5
=1

q i =caux i , 1.1(*), e q i =0	 i=6(1)8

cota = 3	 + 0,7 . 2,114742527 + 	 0,3 . 1,643751829+

+	 0,09 . 1	 + 0,04 .	 1 1-	 0 + 0 + 0

cota = 5,103447256

Logo a cota externa e 5,103447256

Calculo da cota interna

p(i/x)	 -12x
5 + 20x 4 - x

3	
- 9x 2

 + x + 1

caux 1 =1,666..., caux 2	0,908560296,

caux
3 =
	 0,608364342, caux

4 = 0,537284266,

caux 5	0,288675139

q =caux	 q =0	 i=6(1)8

cota = 1,666... +	 0,7 . 0,908560296 ±

+	 0,3 . 0,608364342 + 0,09 . 0,537284266 +

A	 0,04 . 0,288675139	 + 0	 + 0 + 0

cota = 2,445070769

E dal a cota interna de p(x)	 1/2,545070769 =

0,392916383

Logo, todas as raizes a de p(x) = 0 estao dentro
do disco:

0,392916383 < lal < 5,103447256
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2.3.10 Cota de Cauchy

Teorema 2.22:

Dado um polinOmio real p(x) enta'o toda raiz a real

ou complexa de p(x)	 0 satisfaz

a 1

sendo	 dado pelo limite de x k corn k tendendo ao infinito.

lim xk

onde x = 0
0

a 1
l a 0

a
n-1.x.	 +- 1	 a 0

n-2.x.i -1

1
) n1

a	
.n-1 a

n
1	 x.1 a	 1-1	 1 a0	 0

Algoritmo 2.10:

entrada fn,a0,a1,...,an}

para	 i=1(1)n

	

2.1	 caux i	ai/aol

x.	 0

se caux
n	0 entao faca

	

4.1	 x i-1 ÷ xi

	

4.2	 val	 caux
1

	

4.3	 para i=2(1)n

	

4.4	 val	 val . x i_l + caux.
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4.5	 k	 k + 1

	

4.6	 x.
	

val ** (1/n)

	

4.7	 ate que DIGSE ( x i , x i_i )	 digsereq ou k >

eota	 x.1

saida {cota}. pire.

Descricao das varidveis:

a,
caux.	 vetor que contem os n coeficientes de 	 1 1 , 1-..1(1)n

0

a
val	 -	 valor de ( 1

al
-1-1	 xn1 + I 7a--

.2 .x.n-2 + .	 +	
a
ni )

	a0	 0	
a 0

digsereq	 - ndmero de digitos significantes exatos requeri-

do

lim	 - limite maxim° de interacaes.

Obs.: DIGSE(x.,x. 1 ) e uma "real procedure" a qual determi-

na o niamero de digitos significantes exatos de x. em

	

relacao a xi-1' atraves da fOrmula dada por	 (1.46).

Exemplo 2.12:
go Oi 	 Qz	 Q	 C24

Sendo ainda p(x)	 x 5 +x 4 -9x 3 -x 2 +20x-12, pelo al-

goritimo 2.10 temos:

caux1	 '.1	 caux 2 =9,

x
0 = 0

x 1 = 1,643751829

x 2 2,485458195

x 3 = 3,003039562

caux3 '=1 caux4	 '=20 caux5=12

val	 12

val =	 94,84890334

val	 244,2335193

val	 406,1471718
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x	 = 3,324579224 val 542,4233882

x
5 =

3,522635288 val = 642,2540817

x
6

3,643689612 val = 709,7931811

x
7
	= 3,717289326 val 753,4053438

x 8 3,761886943 val 780,7998082

x
9	=

3,78894603 val = 797,7259373

x10= 3,805140897 val = 808,0812178

x 11 . 3,814968909 val = 814,3790215

x 12 = 3,820896867 val = 818,1995304

x 13 = 3,824471428 val = 820,5033971

x14= 3,826626517 val = 821,8971711

x 15 = 3,827925678 val = 822,7382482

x 16 = 3,828708810 val = 823,24556116

x 17 = 3,829180861 val 823,5514706

x18- 3,829465395 val 823,7359019

x 19 = 3,829636898 val 823,8470829

x20- 3,829740273

supondo lim = 20 temos

cota = 3,829740273 com 4 digitos significantes exatos.
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Para aumentar o ntamero de digitos significantes e

xatos temos que modificar o valor da variavel lim para 	 um

nnmero maior. Entretanto, isto poderá aumentar bastante

tempo de execucao da rotina. 0 que fazemos e calcular	 xi,
i‹lim ate que DIGSE(x.,x.

1-1 >
)	 digsereq sendo	 digsereq
—

inteiro e considerar como a cota externa o nUmero 	 "supe-

rior n emaisprOximoaolaltimovalorcalculadodex.em que

todos os digitos apps os "digsereq" primeiros sao nulos.

Assim neste exemplo a cota superior e 3,830.

Se digsereq=2 entao poderiamos parar o	 processo

na 11 ,t iteragao com x i = 3,814968909 e dal a cota 	 externa

seria 3,9.

Para calcular a cot - fn 	 o processo e	 ana-

logo, porem tomamos o ndmero imediatamente "inferior" ao dl

timo x. calculado para p(1/x). Neste exemplo temos:

p(1/x) = -12x 5 + 20x 4	- x
3 
- 9x

2
 + x + 1

caux
1
 = 20 

1	 = 1,666...,-12

	

caux2 _
121	

= 0,0833...,

caux3	 1-91
	1121	 = 0,75,

caux 4 =	 1 112 1	 = 0,08333...,

caux 5 = 
11

1
21	 0,08333...

x 0 = 0

x 2 = 0,919885905

x 4 = 1,336918618

x
6 = 1,587204005

x 1 = 0,608364341

x 3 = 1,154711191

x 5 = 1,478242512

x 7 = 1,670679406
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x
8

= 1,734277358 x
9

= 1,782515468

x 10 = 1,818975985 x
11

= 1,846460670

x12
= 1,867136923 x 13 = 1,882667279

x 14 =
1,894318852 x 15 = 1,903052721

x16
= 1,909595206 x 17 = 1,914493717

x 18
= 1,918159989 x

19
= 1,920903235

x 20 = 1,922955411 x 21 = 1,924490371

x 22 = 1,925638338 x 23 = 1,926496808

x 24 = 1,927138740 x 25 = 1,927618731

x 26 =
1,927 x 27 = 1,928245958

x 28 = 1,928446585 X29 = 1,928596585

x 30 = 1,928870732

Logo, a cota interna de p(x) = 0 6	 1/1,929

0,518403318, ou ainda cota interna = 0,517.

2.4 Andlise das Cotas

Observando as cotas de Lagrange-Tillot,	 Vene,

Gandeze, Kieseweter, Carmichael, Fujiwara e 	 	 verifi-

ca-se que seus algoritmos tem complexidade de tempo 	 de

0(n), isto significa que sendo f i , i = 1(1)7, a funcao cor-

resPorldenteacaciacota,er

1(1)7 sao constantes. A cota de Westerfield 6 de complexida

de 0(n 2 ). Um lag° principal da cota de Laguerre- ghibault tem
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complexidade 0(n) e 6 executado m vezes, onde m 6 a	 cota

encontrada. A cota de Cauchy_e iterativa e a 	 complexidade

de cada lac() é 0(n) e o niamero de lacos varia de acordo com

a natureza dos coeficientes do polindmio e de acordo 	 com

os digitos significativos exigidos na resposta final. 0 cal

culo da constante c. pode ser feito levando em conta o niame

ro de operagOes que 6 executado em cada comando	 "for	 ...

step ... until" ou todos os comandos executados pelo algo-

ritmo.

Atraves dos exemplos 2.3 a 2.12 calculando as di-

versas cotas do polin6mio p(x) 	 x 5 +x
4
-9x

3
-x

2
+20x-12 obser

vamos que:

as diversas cotas fornecem intervalos 	 diferen-

tes;

os tempos de execucao dos programas feitos 	 a

partir dos algoritmos sac) diferentes;

alguns algoritmos tem complexidades 	 semelhan-

tes outras nao.

Se calcularmos as diversas cotas para	 diversos

polindmios de graus diferentes outras constatacaes sdo veri

ficadas:

em algumas cotas o tempo medio de execucao 	 de-

pende do grau do polinOmio linearmente;

algumas das cotas a maioria das vezes	 fornecem

a maior cota inferior ou a menor cota 	 superior

ou a menor amplitude do intervalo;

algumas das cotas, a maioria das vezes levam me

nos tempo, outras levam mais tempo;

numa mesma cota, para um mesmo grau de 	 polind-

mio, variando apenas o tipo dos coeficientes to

mos tempos de execucdo diferentes.
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Todas estas diversidades nao nos permitem 	 formar

uma regra geral que indicasse qual a "melhor" cota a ser u-

tilizada. Como temos diversos tipos de grandezas:	 tempo de

execugdo, amplitude do intervalo resultante, grau do poling

mio e a natureza dos coeficientes do polinOmio vamos propor

diferentes criterios de avaliacao envolvendo 2 ou mais das

grandezas citadas.

Criterio I: Tempo medio de execticao em funcao do

grau do polinOmio

Observando cada cota individualmente, atraves do

programa COTAS/ANALISE no anexo 2, onde estao 	 codificadas

em Algol as cotas aqui apresentadas, utilizando 	 a	 fungao

TIME(12) descrita na segao 1.2.4, podemos calcular o tempo

medic (TEMPOMEDIO)	 de execugao de cada cota para cada poli-

nOmio. Calcula-se entao, a media dos tempos medics de execu

gao para os polinamios de mesmo grau, ou seja, entre todos

polinamios do mesmo grau n, determina-se a media dos tempos

medios, para cada n diferente. Os resultados podem ser vis-

tos na tabela	 2.1.

Com os dados da tabela 2.1 podemos	 determinar

retas de regressao linear entre TEMPOMEDIO e n 	 (grau do po-

linalmio), t	 a.	 b.n para cada uma das dez cotas. 	 Convem

lembrar que a complexidade das cotas de Laguerre- Thibault,

Westerfield e Cauchy nao tem complexidade 0(n), no 	 entan-

to, o coeficiente de correlagao calculado e bastante alto.

Vejamos na tabela 2.2 os valores de a e b e de p:	 coeficien

to de correlacao, para cada cota.

Na fig. 2.2 estdo tracados os grdficos das retas

de regressao linear para cada cota.
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TABELA 2.1: Tabela de n x tempo medic , de execucao para cada

cota

N LAGUE- PRE -IDA LAGPANGFT1L VFNE (;ANDE/E KIFSEwETEk

3 0.0018664 0.00155 0.001 3 2 %0 3 0.0025550 0.0009496

4 0.0021983 0.0019 8 9 0.001 L651 0.0026131 0.0006093

5 0.0024560 0 . 0 0 1 8535 0.001 6 3)-q 0.003 9 P Y_ 0.0007111

6 0.0028472 0.0019115 0.0017307 0.0040316 0.0007406

7 0.0032788 0.0021441 0.00?0163 0.005385? 0.0008647

8 0.0033461 0.0021988 0.0020,)04 0.00096/4

9 0.00378?9 0.0025095 0.0(2?496 0.0065954 0.0010895

10 0.0041020 0.00293?2 0.00p3?31 0.006/385 0.0011125

11 0.0047545 0.0028668 0.0028010 0.0080969 0.0012700

12 0.0047347 0.0027733 0.0025733 0.0081154 0.0013430

CAPmICHAEL FUJIWARA KOJIMA wEsTEPFIELD CAUCHY

0.0070754 0.0022287 0.0005740 0.0031845 0.0421901
0.00?4739 0.0024926 0.0006721 0.003/385 0.0478541
0.0031855 0.0031891 0.0011273 0.0049185 0.0633215

0.0035648 0.0037675 0.0015191 0.0056338 0.0687707
0.0044461 0.0043618 0.0020552 0.0066604 0.088P738
0.0049513 0.0049261 0.0025696 0.0080526 0.0949477
0.0055209 0.0054548 0.0031483 0.0083968 0.1156628
0.0061264' 0.0061879 0.0038741 0.0100199 0.1198911
0.0071363 0.0070109 0.0046425 0.0108620 0.1467633
0.'0069407 0.0071073 0.0054146 0.0115052 0•1457455

TABELA 2.2:	 Valores de	 "a",	 "h" e "p" para a reta de regres

sao linear de cada cota

0.00084s 1 /16 0.00033?2022
0.0010721962 0.0001501149
0.0008974762 0.00015)0.-qi9
0.0003481882 0.00066,6789
0.0002474956 0.00009)4i4?
0.0002101609 0.00059u -12.35
0.0003019849

-0.0011971099 0.0008584107
0.0000272585 0.00096

-0.0000470640 i20
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FIGURA 2.2: Retas de Regressao Linear entre n e

tempo medic, de exec-Lica° de cada cota             
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Crit6rio II: Cotas que Fornecem Menores Amplitu-

des dos Intervalos

Quando procurando localizar as raizes de p(x) =0

sempre mais interessante termos a menor amplitude do in-

tervalo que cont6m as raizes de p(x)=0. Existem as	 cotas

que fornecem esses limites s6 para as raizes reais, como

o caso da Laguerre-Thibault, Vene, Lagrange-Tillot e Gande-

ze. Com estas cotas determinamos um intervalo onde a primei

ra extremidade e a cota inferior e a segunda 6 a cota supe-

rior, a saber [CI,CS] e a Amplitude do Intervalo 	 é	 dada

por CS-CI.

No presente criteria estamos interessados em da-

dos estatisticos, ou seja, qual a cota, ou quais as 	 cotas

que na maioria das vezes fornecem a menor amplitude de in-

tervalo. Para isso, tomou-se um conjunto de 92 	 polinOmios

descritos posteriormente para os quais foi determinada 	 a

amplitude do intervalo das raizes fornecido por cada 	 cota.

Tornado um polinOmio verifica-se qual a cota que 	 forneceu

menor amplitude do intervalo. Esta cota recebe um ponto. No

final sdo verificadas quais as cotas que receberam 	 mais

pontos.

No caso das cotas para todas as raizes,	 incluindo

as complexas, temos entao o intervalo dado pela 	 diferenca

entre o raio externo e o raio interno do anel que contem to

das as raizes de p(x)=0. 0 tratamento dado a estas cotas

andlogo ao anterior.

Observa-se que entre as cotas para as 	 raizes

reais: Laguerre-Thibault, Lagrange-Tillot, Vene e 	 Gandeze,

em 4,35% das vezes a cota de Gandeze d que fornece 	 menor

amplitude de intervalo, e em 95,35% das vezes a cota de La-

guerre-Thibault fornece menor amplitude de intervalo; e pa-

ra as cotas de todas as raizes: Kieseweter, Carmichael, Fu-

jiwara, Kojima, Westerfield e Bauchy, em 100% das vezes 	 a

cota de Cauchy fornece menor amplitude de intervalo.
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Criterio III: Cotas que Fornecem as Maiores Cotas

Inferiores

Quando calculando todas as raizes de uma 	 equagao

polinomial atraves da deflacao 6 aconselhado calcular pri-

meiro a menor raiz. Para isso e conveniente sabermos qual a

cota que	 maioria das vezes" fornece a maior cota	 infe-

rior. Neste criteria faremos um procedimento 	 semelhante

ao do criterio II para sabermos qual a cota ou quais as co-

tas que receberao mais pontos. Tais sera° as cotas 	 aconse-

lhaveis para o calculo da cota inferior. No caso do conjun-

to dos 92 polinOmios rodados temos que entre as cotas para

raizes reais em 75% das vezes a cota de Gandeze fornece 	 a

maior cota inferior, e em 25% das vezes restantes 6 a cota

de Laguerre-Thibault. Entre as demais cotas temos que	 em

100% das vezes a cota que fornece a maior cota inferior 	 6

a cota de Cauchy.

Criterio IV: Cotas que Fornecem as Menores 	 Cotas

Superiores

A solugdo de um problema pode ser dada pelo cdlcu

to apenas da maior raiz da equacao p(x)=0. Neste caso esta-

mos interessados em determinar qual a cota ou quais as co-

tas que fornecem na maioria das vezes a menor cota 	 supe-

rior para as raizes de p(x)=0. 0 procedimento efetuado para

indicar tais cotas 6 semelhante ao criterio III.

Ainda usando o mesmo conjunto de 92 polinamios to

mos que em 75% das vezes a cota de Laguerre-Thibault forne-

ce a menor cota superior e os 25% restantes ficam com a co-

ta de Gandeze, no caso das cotas so para raizes reais. Con-
siderando as demais cotas temos que em 100% das vezes a co-

ta de Cauchy fornece menores cotas superiores.

Concluindo, podemos dizer que a cota de 	 Cauchy

nos oferece a grande maioria das vezes a melhor cota, sendo



no entanto a que lev y mais tempo.

0 conjunto de 92 polinamios e dado da	 seguinte

forma:

p i (x) = lxn x
n-1

+1x
n-2

+...+1x+1

	

(x) =	 1x
n
-1x

n-1
+1x

n-2
+...-1x+1 se n 6 par

p
1+1

(x) =	 1x
n
-1x

n-1
+1x

n-2
+...+1x-1 se n 6 impar

p i+2 (x) =	 2x
n
-1xn-1 +2x

n-2
+...-1x+2 se n e par

	

=	 2x
n -1xn-1
	 n-2

pi+2(x)	
+2x	 +...+2x-1 se n e impar

p
i+3

(x)	 3.5x
4 -3.5xn-1 +3.5x

n-2 ,...-3.5x+3.5 se n

e par

p
i+3

(x) =	 3.5xn-3.5xn-1 +3.5x
n-2 +...+3.5x-3.5 se n

impar

p i + (x) =	 3.5xn+3.5xn-
1

onde n.3(1)25, perfazendo o total dos 92 poli15-

mios.

Foi escolhido este metodo pois procuramos elimi-

nar a variagao dos coeficientes que implica na variagao do

tempo de execucao das instrugOes de panto flutuante.

No entanto, se os coeficientes não variam	 deste

modo temos apenas pequenas variacdes nos resultados dos cri

terios II, III e IV, enquanto que no criterio I os resulta-

dos sdo semelhantes.
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2.5 Separagao dos Zeros de um PolinOmio

A separacao das raizes de uma equacao f(x)=0 cons

titui um problema cuja soluc5o nem sempre 6 possivel sem u-

ma an:ilise mais profunda. As vezes, uma solugao grafica 	 6

suficientemente exata, outras nao. Contudo, para 	 equagaes

polinomiais, a separagao das raizes reais 6 um problema teo

ricamente resolvido. Praticamente, entretanto, podem surgir

alguns problemas, conforme sera° citados a seguir.

2.5.1 Separagao das Raizes Reais

Separar as raizes reais de uma equacao 	 polino-

mial e o processo de encontrar uma seqtencia de intervalos
disjuntos tais que cada intervalo contenha exatamente 	 uma

raiz real e que cada raiz real esteja contida num 	 interva-

lo.

A separacao de raizes reais requer em primeiro lu

gar a solugdo da seguinte questao:

"Quantas raizes reais tem a equacao dada?"

A regra de Descartes apenas nos fornece um conjun

to de possibilidades, que poucas vezes e unitario.

A questa° mais geral e ainda:

"Quantas raizes reais tem uma equagao polinomial

entre dois niameros dados?"

Vejamos a seguir uma seqaencia de resultados 	 que

culminarao finalmente com um procedimento para separar 	 as

raizes de uma equagao polinomial.

Teorema 2.23:

Se um polinOmio p(x) com coeficientes reais para



113

x=a e x=b toma valores p(a) e p(b) com sinais opostos, di-

gamos, p(a) < 0 e p(b) > 0 entao existe pelo menos uma raiz

real de p(x)=0 no intervalo [a;b].

Se para dois pontos de uma curva continua y = p(x)

(p(x) e uma funcao continua) correspondentes a x=a 	 e x=b

entao em lados opostos do eixo x entao a curva deve 	 cruzar

o eixo em pelo menos um ponto. Tal ponto e uma raiz	 de

p(x) = 0.

Teorema 2.24: Bolzano

	

Dado um polin6mio p(x) com coeficientes reais 	 de

grau n, e se

n d par e se dados dois pontos a e b tais que

p(a).p(b) < 0, entao no intervalo	 [a;b] ha	 ou

1, ou 2, ou 3, ou	 (n-1)	 raizes de	 p(x)=0;

de p(a).p(b) > 0, entao no intervalo 	 [a;b]	 ha

ou 0, ou 2, ou 4, ou	 ou n raizes;

n d impar e p(a).p(b)	 < 0 entao	 no	 interva

lo [a;b] ha ou 1, ou 3, ou 5, ou	 n	 rai-

zes; se p(a).p(b) > 0 entao no intervalo [a;b]

hd ou 0, ou 2, ou 4, ou	 (n-1)	 raizes	 de

p(x)	 0.

Teorema 2.25: Rolle

Dado um polin6mio com coeficientes reais e se a e

sao raizes consecutivas de p(x)=0, entao p'(x) tem um nta-

mero impar de raizes no intervalo [<1;13].

Corolario 2.25.1:

Entre duas raizes consecutivas 6 e 6 de p'(x)=0,

se p(o).p(ó) < 0 entao ha exatamente uma raiz de p(x)	 no

intervalo [G;6]; se p(o).p(6) > 0 nao ha nenhuma raiz 	 de

p(x)=0 no intervalo [G;(5].
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Coro16.rio 2.25.2:

Sendo w e 0 a menor e major raiz de p°(x)=0, en-

-Lao p(x)=0 tem no mdximo uma raiz menor que w e no maxima u

ma raiz major que 0.

Teorema 2.26: Taylor

Se os coeficientes de p(x) sao reais e	 i	 a mul-

tiplicidade de uma raiz a entdo perto de	 a o	 polinOmio

p(x) deve ter uma das da figura 2.3.
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2, 4 , 6 .

ivu. 3,5, 7,9

J
VL	 multiplicidade
	

do	 raiz .

FIGURA 2.3: Possiveis formas de um polinOmio perto

de um zero real
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Conforme se pode ver a aplicacao da regra dos si-

nais junto com os teoremas de Bolzano e Rolle sao bastante

fracos para responder as questOes bdsicas iniciais, pois em

geral, nao temos informagOes sobre as raizes de p'(x),

a regra dos sinais nao dd o nUmero exato de raizes 	 exceto

quando o nUmero de variagOes de sinal e zero ou um.	 Estes

dois casos particulares, quando combinados com um teorema

pubiicado por Vincent em 1836, fornece um metodo para efe-

tuar a separacao de raizes de p(x) quando este nao tem rai-

zes mUltiplas e os coeficientes de p(x) sao inteiros.

Teorema 2.27: Vincent

Seja a, b, c,	 uma seqtencia arbitrdria de in-

teiros positivo. Transformando uma equagdo p(x)=0, sem rai-

zes mialtiplas por uma serie de sucessivas substituicdes

x = a+2 , y = b+1 z =	 1

depois de um niamero finito de tais substituicdes, 	 indepen-

dentemente da escolha dos termos a, b, c,	 chegamos

a uma equacao transformada com ndo mais que uma variacao de

sinal.

Assim, para encontrar o niamero exato de	 raizes

reais positivas, sabendo que elas podem ser maiores que um

ou menores que 1, excluindo o caso em que 1 6 raiz. As rai-

zes reais positivas maiores que 1 podem ser 	 representadas

na forma x=1+v, com y positivo, enquanto que as menores que

1 podem ser escritas na forma x=1/(1+y) onde y 6 novamente

positivo. A equacao proposta e transformada pelas	 substi-
tuicdes x=1+y e x=1/(1+y) e se a equacao obtida de 	 trans-

formacao x=1+y nao tem variagOes de sinal, conclui-se 	 que

ndo ha raizes positivas maiores que 1 e a presenca de	 uma

variacao de sinal indicaria exatamente a existencia	 de uma

raiz real positiva. Se uma ou ambas transformadas 	 possuem

mais de uma variacao de sinal entao estas deverdo ser trans

formadas novamente por substituicdes y=1+z e y=1(1+z) e se
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necessario continuamos as transformagOes por outras substi-

tuigOes do mesmo tipo ate que as equagOes 	 transformadas

tenham uma ou nenhuma variacao de sinal.

Vejamos este procedimento mais	 detalhadamente

no exemplo seguinte:

Exemplo 2.13: Separacao das Raizes Reais pelo Teo

rema de Vincent p(x)=x 3 -7x+7

Pela regra de Descartes temos que p(x)=0 tem 	 2

ou 0 raizes reais positivas. Como 1 nao e raiz as	 raizes
positivas, se houverem, sao da forma x=1+y se forem	 maio-

res que 1, e as que forem menores que 1 serao da forma x

1/(1+y) e y e positivo.

Fazendo a transformada x = 1+y

p(1+y) = y 3 + 3y 2
 + 4y + 1 e dal o niimero	 de

raizes positivas pode ainda ser 2 ou 0.

Fazendo a transformada

1
P( 1 7-1j) = 7y

3
 + 14y

2
 + 7y + 1 que nao tem	 varia-

gOes de sinal e dal conclui-se que nä° hd raizes reais posi

tivas menores que 1.

Voltando a equacao obtida pela transformada x=1+y,

pois e necessario continuar o processo fazendo mais	 duas
substituicOes y=1+z e y=1/(1+z) e z>0 e dal estaremos 	 pes-

quisando as raizes reais maiores que 2 e entre 1 e 2	 res-

pectivamente.

0 resuitado da transformada y 	 1+z e

z 3 + 6z 2
	5z + 1

que nao possui nenhuma variacdo de sinal e portanto p(x)=0

nao tem raizes reais maiores que 2.
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1
0 resultado da transformada y = 7--

i+z

z
3
 - z

2 
- 2z + 1

que ainda tem 2 variacOes de sinal e deve ser submetida	 a

mais duas transformagOes z	 11t
 i+t e z -	 cujos resultados

sao, respectivamente:

t
3
 + 2t

2
 - t - 1

- 2t - 1

que possuem apenas uma variacao de sinal e portanto so uma

raiz positiva. A primeira equagao resulta da original pelas

seguintes substituicOes: 

x	 1+Y	 Y	 i+z z = 1+t que pode ser combina

da em uma: x = 1 +	 1 2+-t. 

As substituicaes que levam d segunda equacao sao

1	 1 x = 1+y , y =	 , z -
1+z	 1+t que sao combinadas

X = 1 +	
1

1 +t

Cada uma das equacaes transformadas tem exatamen-

te 1 raiz real positiva para a equacao proposta e os inter-

valos dentro dos quais estao localizadas as raizes sao obti

dos tomando os valores extremos t=0 e t= w nas fOrmulas ex-

pressando x. Portanto, encontramos dois intervalos, a sa-

ber

	

3	 3

	

(1, —2 )	 (-2' 2)

em 1

1 +

cada um contend° exatamente uma raiz real da equacao origi-
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nal x
3
 - tx + 7	 = 0.

Agora, as raizes negativas sdo pesquisadas a par-

tir de p(-x) = -x
3 + 7x + 7	 que possui uma so variagao 	 de

sinai e portanto so uma raiz positiva o que corresponde 	 a

uma raiz em	 0) para a equagao dada. Logo estao separa-

das as raizes reais em

3	 3
(-., 0) , ( 1 , —2

) e (-
2
, 2)

Um aperfeicoamento deste m6todo e dado por Akri-

tas /AKR 80/ que estabelece algoritmos para separar as rai-

zes de equagOes polinomiais com coeficientes inteiros e sem

raizes mtaltiplas.

Outro metodo de separar as raizes reais de uma e-

quacao polinomial e baseado no teorema de Budan.

Teorema 2.28: Budan

Seja p (k) (a) o valor da derivada de ordem k 	 de

p(x) calculada para x=a. Seja V a o nUmero de variacaes	 de

sinai da seqTencia

P( a ), P' (a), Pu(a),	 p( r)
 (a)

tomadas nesta ordem. Entao o rnamero de raizes de p(x) no in

tervalo aberto (a,b) e igual ou menor que IV
a-Vb por	 urn

mtaltiplo de 2.

Exemplo 2.14: Separacao de Raizes Reais

p(x)	 x3 - 2x 2 - x + 2

Pela regra de Descartes temos 2 variacOes de Si-

nai e dal 2 ou 0 raizes reais positivas.
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Fazendo a seqtlencia das derivadas

p(x) = x
3 

- 2x
2
 - x T 2

p l (x) =	 3x 2 - 4x - 1

p"(x)	 6x - 4

p"' (x) = 6

A cota superior de Laguerre-Thibault e 3.

x=0 p(0)	 =	 2

p'(0)	 = -1

p"(0)	 = -4

1) 1 ' 1 (0)	 =	 6

x=3 p (3)	 =	 8

p'(3)	 = 14

P"(3) 	- 14

p"(3)	 =	 6     

V0	2
	 V

3	0

Logo, em	 (0,3) hd 2 ou 0 raizes reais.

Bisseccionando (0,3) temos 1,5 para ponto mddio e

dal para

x=1,5 p(1,5)	 =	 -2,125

p'(1,5)	 -0,25

p"(1,5)	 =	 5

p" 1 (1,5)	 6

V 1,5	 1

Logo, em (0; 1,5) hd uma raiz real e (1,5)	 hd

tambem uma raiz real positiva.

Calculando p(-x)

p(-x) = -x 3 - 2x 2 + x + 2	 que tem uma so varia-

cdo de sinal.
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Portanto as raizes de p(x) estdo nos seguintes in

tervalos:

(- 0.3 ;	 0),	 (0;	 1,5),	 (1,5;	 3)

Poderiamos estender este raciocinio e a partir de

um intervaio [a;b]	 que contem todas raizes reais positivas,

sendo Va-Vb
	

1, bisseccionar [a;b] encontrando o	 ponto

medio, digamos p, ate que iv
a
-v

p =
1 garantindo entao	 que

estariam separadas as raizes.	 Tal,	 entanto, pode nao aconte

cer pots vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.15:	 Separagao das Raizes Reais

p(x) = x 4 - 4x 3
6x

2
 + 4x + 1

0 niimero de variagaes de sinal 6 4 indicando que

podemos ter ou 4 ou 2 ou 0 raizes reais positivas. A	 cota

superior de Laguerre-Thivault é 4. A seqtrencia das deriva-

das

p(x)	 x 4
 - 4x 3

 + 6x 2
 - 4x + 1

P'( x ) = -4x
3
 - 12x 4 + 12x - 4

p"(x) = 12x 2 - 24x + 12

p"'(x) = 24x - 24

4()
p	 (x) = 24

X=0 p(0)	 =	 1

p'(0)	 = -4

p"(0)	 = 12

P m (0)	 =-24
p(4) (0)
	 24

x=4 p(4)	 =	 81

p'(4)	 108

p"(4)	 =	 108

p"'(4)	 72

P (4) ( 4 )	 = 24        

V 0 = 4	 V 4 = 0
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Calculando o ponto medio de [0,4] temos:

x = 2	 p(2)	 =	 1

p'(2)	 4

p"(2)	 =	 12

p rn (2)	 24

P (4) (2)	 = 24

0

Calculando novamente o ponto medic' , agora de [0,2]

temos: x	 1	 P(1) = O. Logo, 1 e uma raiz de p(x)	 0.

Calculando agora em 1,5 e 0,8:

x.1,5 p(1,5)	 =	 0,625	 x=0,8	 p(0,8)	 =	 0,0016

p 1 (1,5)	 =	 0,5	 p'(0,8)	 = -0,032

p"(1,5)	 =	 3	 p"(0,8)	 =	 0,48

P rn ( 1 , 5 )	 = 12	 p"(0,8)	 = -4,8

p( 4 )(1,5) = 24	 p (4) ( 0 ,8) = 24    

V 15 = 0	 V0,8	 40,8

Observa-se que embora nos aproximemos bastante de

1 sempre teremos 4 ou 2 ou 0 raizes. Na realidade, 1 6 uma

raiz de p(x)=0 com multiplicidade 4. Logo, nem sempre pode-

mos encontrar um intervalo [a;p] tal que 	 IVa -Vp 1=1, embora

[a;p] contenha uma so raiz distinta.

Outro m6todo de separar as raizes reais de um po-

linOmio e baseado num teorema descoberto por Sturm e publi-
cado em 1829. Vejamos primeiro uma definicao.

Definicao 2.4:

Seja f 1 (x) , f 2 (x),	 fm (x) uma seqt16ncia	 de

polinOmios. Tal seqn6ncia 6 chamada de Segfie- ncia de	 Sturm
num intervalo (a;b), onde tanto a como b podem ser infini-

tos se



123

f
m
(x) nao se anula em	 (a;b)

Em qualquer zero de f k (x), k = 2, 3, ..., m-1

as duas func6es adjacentes sdo nao nulas e tem sinais opos-

tos; isto e:

f
k-1

(x)	 . f
k+1

(x) < 0

(3) f
1
 (a)	 0	 e	 f

1
 (b)	 0.

Definigao 2.5:

Seja {f i (x)}, i = 1(1)m uma seqTencia de	 Sturm

em (a;b) e seja x 0 um ponto em (a;b) no qual f 1 (x 0 ) /	 0.	 De

finimos V(x 0
 ) como sendo o ndrnero de mudangas de sinais 	 de

{f i (x 0 )}, onde os valores nulos sao ignorados. Se a é fini

to, entao V(a) e definido como V(a+E) onde E e tal que ne-

nhuma f,(x) se anula em (a; a+E) e semelhantemente para

finito. Se a =	 entao V(a) e definido como o ndmero	 de

mudancasdesinaldeflimf.(x) 1 e analogamente para b=+=.

Definigao 2.6:

Seja R(x) qualquer fungao racional. 	 Definimos

o indice de Cauchy de R(x) no intervalo 	 (a;b), denotado por

I b R(x), como sendo a diferenga entre o ndmero de pulos dea
R(x) de -- para	 e o niamero de pulos de + co para	 a medi
da que x vai de a ate b excluindo os pontos extremos, ou se

ja, a cada pOlo real de R(x) no intervalo (a;b) 	 adiciona-

mos 1 ao indice de Cauchy se R(x) 	 na esquerda do pOlo

e R(x)	 na direita do polo e se subtrai 1 do 	 indice

de Cauchy se vice-versa.

Teorema 2.29: Sturm

Seja a seguinte secOencia de polindmios 	 reais

f l , f 2 ,	 fm uma segtlencia de Sturm para	 o	 intervalo

[a;b], a < b.	 Entao
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b 
f

I
a 
—
f 

= V(a) - V(b)

1

Algoritmo 2.11: Algoritmo de Euclides

Se p 0 (x) e p i (x)	 sao doffs polinOnios quaisquer di

ferentes do polinOmio nulo entao podemos determinar polinO-

mios q i (x) e p 2 (x),	 tais	 que

p 0 (x) =	 p 1 (x) •	 q 1 (x) -	 p 2 (x)

onde p 2 (x) pode ser tanto o polinOmio zero como um 	 polind-

mio de grau menor que p 1 (x). 0 polindmio -p 2 (x) e	 chamado
de resto da divisdo de p 0 por p i .	 Se o grau de p 2 (x)	 e posi
tivo, podemos da mesma maneira definir -p 3 como o resto	 da

divisao de p 1 (x) por p 2 (x),	 e assim sucessivamente.	 Desde

que as graus dos restos sucessivos sempre decrescem	 deve-

mos chegar, num niamero finito de passos, a um ponto onde o

resto e nulo. Este processo algebrico e conhecido como o Al
goritmo de Euclides Ele fornece uma seqUencia finita de po-
linOmios ligados pelas seguintes relacOes:

p 0 (x) 	 q 1 (x)	 p1 (x) 	 p 2 (x)

p 1 (x) =	 q 2 (x) .	 p 2 (x) -	 p 3 (x)

Pk-1 (x)	 qk(x)	 Pk(x)	 Pk41(x)

Pm_1( x )	 =	 q m( x )	 Pm(x)

Por definicdo,	 o polinamio p (x) nao e nulo.	 Se
ITl

pm (x) nao e constante, uma inducao mostra que p
m (x)	 e um fa

for de todos polindmios precedentes pm-1(x),	 p 1 (x),

p o (x). Segue-se que pm cont6m todo fator comum do p 0 e pi.

PkConseqtlentemente f k	 sao polinamios.
Pm
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Sejam p 0 e p 1 dois polinOmios reais diferentes do

polinamio zero e sejam os polinamios p2, p 3 , *"' Pm' 0 de

finidos pelo algoritmo de Euclides. 	 Os	 polinomios

f =	 k	 0(1)m, formam uma seqtiencia de Sturm para qual
k	 p 'm

quer	 intervalo [a;b] tal que p 0 (a) . p 0 (b) / 0.

Teorema 2.31:

Seja p 0 e p 1 dois polinamios reais diferentes	 do
polinOmio zero,	 seja a seqTencia {p k } gerada de p0 e	 p 1
pelo algoritmo de Euclides e seja V(x) o mamero de mudangas
de sinal na seqtiencia {pk (x)}. Entao para qualquer a 	 e b
tal que a < b	 p(a) . p(b) / 0

b P 1
a 	 = V(a) - V(b)

0

Teorema 2.32:

Seja p(x) um polinamio real ndo nulo	 e	 seja
p 0 (x) , p 1 (x) ,	 pm (x) a seqtiencia de polinOmios gerados
pelo algoritmo de Euclides comecando com p 0 = p,	 p1 = p'.
Entao para qualquer intervalo real [a;b] tal que p(a).p(b)/
0, p(x) tem exatamente 1V(a) - V(b)I zeros distintos 	 em
[a;b]. Um niamero x 0 d um zero de multiplicidade k de p,	 se
e somente se, é um zero de multiplicidade k-1 de p m .	 Por-
tanto, todos zeros de p(x) sdo simples, se e somente se, 	 pm
ndo tem zeros em [a;b] ou seja, d uma constante nao nula.

A partir deste resultado temos um procedimento que
nos permite dizer exatamente quantas raizes reais distintas
temos em um determinado intervalo real [a;b]. Este
teorema tamb6m e chamado de Teorema de Sturm.
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Exernplo 2.16: Separagdo das Raizes Reais

p(x) =	 x 3 - 5x
2
 - 17x + 21

Pela regra de Descartes p(x)	 pode ter 2 ou 0 rai-
zes reais positivas. Calculando uma cota superior encontra-

mos, pela cota de Laguerre-Thibault, cs = 8,0.

Calculando a segt6ncia de Sturm a partir de p(x)

temos:

p
o
(x) = p(x) = x

3 
-	 5x

2
 - 17x	 + 21

p 1 (x) = p l (x) = 3x 2	- 10x - 17

p 2 (x) = 16,888...x - 11,555...

p
3 (x) = -22,43768

Quando trabalhando manualmente ou so com	 auxilio

de calculadoras manuais, para facilitar os cdlculos, pode-

mos multiplicar por constantes qualquer polinamio da 	 se-

qtiencia, uma vez que estamos so interessados no sinal	 que

assumirao.

Os resultados para estes exemplos foram 	 obtidos

pelo programa SEP/RAIZES que ester no anexo 3.

Pesquisaremos as raizes reais positivas em (0;8)

por Laguerre-Thibault, que e o intervalo onde estao locali-

zadas as raizes de p(x) = 0.

X=0	 p 
0
(0)	 = +21	 x=8	 p 0 (6)	 = +77

p 1 (0)	 = -17	 p 1 (6)	 = +95

p 2 (0)	 = -11.555...	 p2(6)	 =+123,555...

p 3 (0)	 = +22.43768	 p 3 (6)	 = +22.43768

V(0)	 2	 V(8) = 0
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Logo, em (0;8) ha exatamente 2 raizes reais dis-

tintas. Bisseccionando (0;8) encontramos o ponto medio 	 em

4.0.

X=0
	

p0(4) = -63,0

p 1
 (4) = - 9,0

p 2 (4) = +56

p
3
(4) = +22,43768

V(4)	 = 1

Assim, no intervalo (0;4) ha uma raiz real	 sim-
ples; e no intervalo (4;8) ha tambem uma raiz real simples.
Grante-se que a multiplicidade das raizes 6 um, pois o Ulti
mo polinamio da seqtlencia de Sturm, nao nulo, 6 uma 	 cons-
tante e portanto nao tem raizes em (0;8).

Vamos analisar mais detalhadamente o problema dos
polinamios com raizes mUltiplas. Seja p m (x) o Ultimo poling
mio da seqtlencia de Sturm. 0 polinOmio p m 6 uma	 constante
nula ou nao. Seja p (x) o Ultimo polinOmio nao nulo 	 obtido
da mesma seqtlencia. Seja p(x) um polinOmio real de grau n,
com r raizes distintas. Podemos representar p(x) como:

	

1“a )	 (<12)P(x) 	 . (x -a 2 )

.	 (x -a r )"ar)

onde a 1 , a 2 ,	 ar sao as raizes distintas de p(x)=0
r3 6 uma funcao que associa a cada a., i=1(1)r, sua 	 multi-
plicidade Q. = (3(a i ).

	

se pm (x)=0 entao p	 (x) 6 o maxim() divisor	 comum
de p 0 (x) e p 1 (x),	 ou melhor,	 6 o maior fator comum a 	 p(x)
e p'(x). Se a 6 uma raiz de multiplicidade f3 de p(x)=0 en-
tao a 6 uma raiz de multiplicidade	 de p'(x)=0, ou se-
ja, o fator (x-a) (3-1 6 comum a p(x) e a p'(x) e logo devera
ser comum a p (x). Portanto,	 os fatores de p (x) sao os fa-
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tores de p(x) em que	 1. A multiplicidade dos	 fato-

res de p (x) e a mesma que eles tem quando aparecem 	 em

p'(x), ou e menor em uma unidade da multiplicidade que 	 tem

em p(x). Se aplicarmos o teorema de Sturms em 	 intervalos

identicos a seqTencia formada por p(x) e p'(x) e a seqtlen-

cia formada por p (x) e pp(x) poderemos perceber que o mime

ro de raizes contadas pelo teorema tern diminuido. Isto 	 a-

conteceri se p(x) tiver raizes simples e s6 se	 observari

a diferenca nos intervalos onde elas ocorrem. Num caso espe

cial poderemos encontrar p (x) constante e entao neste caso

a aplicag5o do Algoritmo de Euclides para gerar a seqtiencia

de Sturm, abreviadamente AES, gera uma seqUencia de um 	 so

elemento que 6 o prOprio p 
P 
(x) que sendo constante nao tro-

ca de sinal em R, e conseqUentemente nao tem zeros, o 	 que

indica, neste caso, que todas as raizes de p(x).0 sao 	 sim-

ples.

0 mesmo procedimento se pode aplicar para o 	 caso

de raizes maltiplas. Se houverem raizes multiplas, certamen

te, p (x) nao sera constante. Seja p (x) o menor 	 polinOmio

nao nulo da seqUencia de Sturm formada a partir de p 	 (x) e

pi(x).Seaplicarmosoteoremadesturmassecitie-noiasp.(x)

e p pi(x) teremos uma diferenca no mamero de raizes,	 con-

clui-se que p (x) tem raizes simples nos intervalos onde a-

parece a diferenca e logo p(x) tem raizes duplas 	 localiza-

das nestes mesmos intervalos.

Nota-se ainda que para descobrir as raizes de mul

tiplicidade k de um polinOmio se devera aplicar o AES 	 k+ 1

vezes, a nao ser que pela k -esima vez resulte um	 p	 (x)

constante o que indica que k 6 a maxima multiplicidade 	 das

raizes de tal polinOmio.

Exemplo 2.17: Separacao das raizes reais de um po

linamio com raizes

p(x)	 x 6
 - 2x

5
 +	 3x

4
 - 4x 3

3x 2 - 2x	 + 1
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Vamos separar apenas as raizes positivas.	 Calcu-

lando a cota superior de Thibault encontramos o valor 2.Cal.

culemos agora a secitieincia de Sturm.

p 0 (x) =	 p(x) = x
6 

- 2x
5
 + 3x

4
 - 4x

3
 + 3x 2 - 2x + 1

p
1
 (x) =	 p'(x) = 6x 5 - 10x 4 + 12x 3 - 12x

2
 + 6x - 2

p 2 (x)	 -0,44 ... x
4 

+ 1,333 ... x
3 
- 1,333 ...

x
2 

+ 1,333x - 0,888...

p 3 (x) =	 -17,999... x 3 + 17,999... x2

17.999 x + 17.999

p 4 (x) =	 0

Esta seqUencia acima foi calculada sem	 fazermos

nenhuma simplificacdo nos cdlculos. Se aplicarmos	 regras

tais como:

fazer com que os polinamios tenham 	 coeficientes

inteiros.

( ii)	 que os coeficientes sejam os menores niameros pos-

siveis.

(iii)	 que os coeficientes de maior ordem do 	 polinOmio

dividendo e divisor sejam mUltiplos; caso ndo se-

jam multiplica-se o dividendo pelo menor k,	 tal

que into se torne verdadeiro.

Aplicando tais regras ao exemplo anterior temos:

Por (i) e	 (ii) p
1 (x) 0 3x

5
-5x

4
+6x

3
-6x 2

+3x-1 e por	 (iii) to

mos p 0 (x) = 3x
6 -6x 5

+9x
4
-12x 3

+9x
2
-6x+3.
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3x
6

+6x
5

+9x
4
-12x

3
+9x

2
-6x-3

—3x 6+5x
5
-6x

4
+ 6x

3
-3x

2
,1x 

3x
5
-5x

4
-6x

3
-6x

2
+3x-1 

1x — 1

5	 4	 3 , 2
0 —1x +3x — 6x +bx —5x+3  

—3x
5

+9x
4
-18x

3
+18x

2
-15x+9

+3x —5x
4

+ 6x
3

— 6x
2
+ 3x-1

0 +4x
4
-12x

3 +12x 2-12x+8

(i)	 e (ii)

x
4
- 3x

3
+ 3x

2
- 3x+2

Dai p 2 (x)	 -x 4 +3x 3 -3x 2 +3x-2

3x
3
-5x

4
+ 6x

3
- 6x

2
+ 3x-1	 -x 4

+3x
3
-3x

2
+3x-2

-3x 5 +9x
4
- 9x 3

 9x
2
- 6x	 -3x-4

0 +4x
4
- 3x

3
+ 3x

2
- 3x-1

-4x
4
+12x

3
-12x

2
+12x-8

0 + 9x 3
- 9x

2
+ 9x-9

(I.) e (ii)

x3 
-x2 

+ x - 1

Logo p 3 (x) = -x
3 

+ x
2 

- x	 1
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-x
4

+3x
3
-3x

2
+3x-2

4
-lx
32

-lx 

-x
3

+x
2
 -x+1  

0 A-2x
3
-2x

2
+2x-2  

(i) e (ii)

lx
3
-1x

2
- x-1

-lx
3
+lx

2
,1x+1

0

Entao a nova seqT6ncia equivalente a primeira
que evita o problema de arredondamento é:

p 0 (x)	 x6 - 2x 5 + 3x 4 - 4x 3 4 3x 2 - 2x + 1

p 1 (x) =	 3x 5 - 5x
4
 + 6x 3

 - 6x
2
 + 3x - 1

p 2 (x) =	 -x4 ± 3x 3 - 3x 2 , 3x - 2

p
3
(x)	 -x 3 + x 2 - x +	 1

P 4 (x) =	 0

Observa-se que p
m

(x)	 0, logo hd pelo menos urna

raiz mültipla. Pela regra de Descartes vemos que 	 p(x)	 0

tem 6 ou 4 ou 2 ou 0 raizes reais. Pela seqUencia 	 de Sturm

temos:

P o

p1

2
P 3

2	 1  

X=0 x=2    
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Logo, temos apenas uma raiz real distinta	 de

p(x) = O.

Pela seqti&ncia p i (x) sabe-se que ha pelo menos u-

ma raiz real mialtipla. Vamos ver agora, qual a multiplicida

de desta raiz encontrada.

A partir de p (x)	 p
3

(x) faz-se uma nova seqtien-

cia de Sturm.

q
0 

(x) = p (x) = -x
3
	+ x

2 
- x + 1

q
1
 (x) = px) - - 3x

2 
+ 2x - 1

q,(x) = x - 4

q
3
(x) = -41

q0

q1

c12
q3

1	 0

Logo, ve-se que a raiz real que existe entre 0

2 d dupla, pois a segunda aplicacdo da seqtlencia de 	 Sturm

produz um q (x) = q 3 constante ndo nulo, e esta 6 a	 maxima

multiplicidade das raizes de p(x) = O.

2.5.2 Separaceo das Raizes Complexas

A separagdo das raizes complexas de p(x) 	 0	 6

um problema bem divers() da separagdo das raizes reais. Se-

parar as raizes complexas de uma equacdo polinomial com coe

ficientes reais e encontrar discos centrados num ponto com-

x=0 x=2  
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plexo que contenha uma raiz e que cada raiz esteja contida

num disco do piano complexo.

Existem t6cnicas para dar, as vezes, boas informa

toes sobre a localizagdo das raizes complexas.

Uma dessas tecnicas consiste em determinarmos se

p(x) = 0 possui todas ou nenhuma raiz que satisfaga a condi

ca. () x
i
 < 1, pelo seguinte algoritmo.

Algoritmo 2.11-a: Schur-Cohn•

entrada {n,a 0 ,a
1
 , .	 , a

n
}

para k = 0(1)n	 faca (0)
a k	 ak

3. para m = 0(1)n-1	 faca:

3. 1 	q 	 -

(m)
a

(m)
a0

3.2 para k = 0(1)n-m-1 faga:

(m+ 1 )
=	 a (m)a

k	_ m 1	 an-m-k

se para m=0(1)n, lq m i < 1 entao todas raizes de p(x) =0

estdo dentro do circulo unitario.

para i=0(1)n se	 1 entao o ndmero de raizes	 de

p(x)=0 que ester fora do circulo unitdrio



M =

(0)
3

-1- q i	-	 0,5

= -0,9988

(0)a
2 = 0,35	 -	 q

1	.
0,35

= 0,34916

(1)	 (0)k=1	 a
1
	=a

1
	- q	 .1

(1)	 (0)k=2 a
2
 =a	 - q

1 .2
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m0 = 0

m
k-1	

se Ign+1-k1
k=1 (1 )n

k-1	
se

6. fim.

Exemplo 2.18:

a) p(x)	 x
4
 - x" +	 0,35x

2 - 0,5x + 0,0024

Temos a	 ,	 a 1 =-1, a 2 =0,35, a 3 .-0,5, a4=0,0024

Seguindo o algoritmo 2.11 temos os seguintes cal-

culos:

(0)	 (0)	 (0)
a o	=1- a	 =-1 ; a
	 =0,35; a.(0) =-0,5; a (0) .0 0024

'	 1	 2	 4

IT1 =	 0

a (0)

3.1 1 	 (
0) - 0,0024

a

3.2	 k = 0(1)3

(1)	 (0)	 (0)k=0 a
0 

=a 0	 -
 q1
	 a4	 1 - q 1 . 0,0024 =

=	 0,999994240

0
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(1)	 (0)
k=3	 a

3	a 3
	- q

1
	. a

(1
0)	

-0,5 - q
1
 . 1

-0,5024

a1)

m=1	 3.1	 q
2	 (1)	

-0,502402894

a
0

	

3.2	 K	 0 (1) 2

K=0	 a(`)

	

=	 a (1)	 (1)
0	 0	 - (1 2	 •	 a3

	

=	 0,999994240	 -	 0,252408668

	

=	 0,747585572

(2)

	

=	 a (1)	 (1)
k=1	 a	 q	 .

	

2	
a 2

	= 	 -0,9988	 ,	 0,175418995 =

	

=	 -0,823381005

	

(2) =	 a (1)	 -	 q	 .	 a (1)k=2	 a 2	 2	 2	 1

0,34916	 -	 0,501800011

	

.	 -0,152640011

m=2	 3.1	
a3	 (

2
2)	 - -0,204177310

a

	

3.2	 k = 0(1)1

(3)	 (k=0	 a
o	 a0

(2)	
.q	 .	 a

0
2) 

= 0,747585572

a (2)

0
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k=1 a
(
1
3)	 a

(2) 
- q 3 . a

1
(2) = 0,655265286

1 

a 
(3)

m.3	 3.1	 a
'4 .
	

(3)	 '
 0 876508738

a0

	

3.2	 k = 0(1)0

_4)(	 (a o	 a3)o 	- q 4 . a.(1
3) = 0,173239823

1 , i=1(1)4	 entao todas raizes de p(x)

tem raizes menores que 1.

Um outro exemplo de tais tecnicas 6 tomar um nia-

mero complexo z 0 e entao o disco centrado em z 0 e de raio r

6 dado por

r=n	 .

cont6m pelo menos

p(z 0 )

de p(x)raiz = O.

r37z0)

uma

Exemplo 2 .	 19 :

p(x)	 =	 x
4

- 2x 3	 + 6x 2 - 8x +	 8

entao	 r =	 4

e as raizes de p(x) = 0 sdo 1=1 e =	 21.

Existem outras tecnicas tambem baseadas na procu-

ra de raizes no circulo unitario e'apOs o metodo 6 estendi-

do Para a pesquisa nos circulos de raios 1/2 e 2, centrados

na origem (0;0). A seguir os centros dos discos sao desloca

4 .

k=0

qiI
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dos para outros pontos e e reiniciada a pesquisa. No entan-
to, tal metodo e usado muitas vezes para o cdlculo das ral-

zes complexas. Tal exemplo e dado pelo Metodo de	 Lerner-
Schur, que nao discutiremos neste trabalho.
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3. CALCULO NUMnRICO DOS ZEROS DE UM POLINOMIO

3.1 Metodos de Quebra e de Ponto-Fixo

Os m6todos de quebra sao os mais intuitivos geo-

metricamente e os mais antigos e simples da Analise Num6ri-

ca, contudo sao os que convergem mais lentamente. Estes m6-

todos sao assim chamados pois a partir de um intervalo que

contenha pelo menos uma raiz,vai-se partindo este intervalo

em outros menores que ainda contenha pelo menos uma raiz da

equacdo proposta. Formalmente, o metodo e o seguinte:

Metodos de Quebra:

Dada uma funcao f continua num intervalQ [a;b] e

satisfazendo a

(3.1)	 f(a)	 . f(b) < 0

secciona-se [a;b] em duas partes [a;c] e [c;b] e pesquisa-

mos o sinal de f(a).f(c) e f(c).f(b). Onde ocorrer um produ

to negativo temos um nümero impar de raizes reais de f(x)=0.

Continua-se o processo, dividindo o novo interva-

lo em dois outros intervalos, ate que se atinja a exatiddo

desejada.

Os metodos de quebra tem a vantagem de nos 	 dar

sempre os limites de erro, pois se obtivermos um intervalo

[xk ; xk-11] onde

(3.2)
	

f(xk )	 . f(x
k+1 )	 0,

entao Ixk -x*1	 lxk -x
	 e x* e a raiz procurada, ou seja,

o metodo e sempre convergente.

Alem da lentiddo caracteristica deste metodo te-
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mos os problemas de como encontrar a condigdo (3.1) em in-

tervalos onde existe uMa raiz de multiplicidade par confor-

me se pode ver na figura 3.1(a) ou a condicao (3.1)	 pode

ocorrer mas pode ser dificil de localizar os subintervalos

onde ela e valida conforme se vã- nas figuras	 3.1(a)	 e

3.1(c) onde as raizes sac) muito próximas.

(a)
	

(b)
	

(c)

FIGURA 3.1: Casos de dificuldades para os metodos

de Quebra

Um outro problema que pode surgir nos metodos 	 de

quebra e a avaliacao do sinal de p(x) em pontos perto	 da
raiz. Embora os limites de erro possam ser pequenos confor-

me jd vimos, estes podem estar 100% errados quantc ao 	 si-

nal. Isso conduzira a pesquisa da raiz num subintervalo que

nao contenha nenhuma raiz. Veremos isso mais tarde atraves

de exemplos.

Os metodos de ponto-fixo tem caracteristicas dife

rentes dos metodos de quebra.

Metodos de Ponto-Fixo:

Seja o problema de determinar os valores de x tal

que

(3.3)
	

f(x)	 0

onde f(x)	 6 uma funcao nao linear num intervalo [a;b].

Faz-se uma substituicao

(3.4)	 g(x) = x + c(x) . f(x)
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onde c(x) deve ser escolhido de maneira que c(x)	 / 0	 para

todo x t (a;b).	 Entao o metodo transfere a solucao de (3.3)

para achar as solucOes de g(x). Ou seja, se estamos 	 inte-

ressados nos valores x* para os quais f(x*)=0, entao com a

funcao auxiliar g(x)	 procuramos os valores x*,	 tal	 que

x* = g(x*).

Parte-se, entao, para a busca de uma solucao 	 a-

proximada, digamos x 0 , e determina-se as outras 	 aproxima-

coes por

(3.5)	 g(ni)	 ,	 i	 1 (1)...

Conforme for g(x) teremos os diversos	 algoritmos

iterativos.

Sob certas condicaes a solucao x i converge para a

-solucao x* de f(x)	 O.	 Os pontos x* que satisfazem a condi

cdo x = g(x) sac) ditos pontos fixos de g(x) e representam

geometricamente os pontos de interseccao da reta y=x com a

curva y=g (x). Vejamos esta ideia na figura 3.2.

FIGURA 3.2: Pontos Fixos de g(x), x i .g(x i ) , i=1(1)3
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Os metodos de ponto-fixo nao tem a	 propriedade

(3.2) e nao garantem sempre a convergencia, mesmo para fun-

goes continuas. No entanto, quando convergem, o fazem mail

rapidamente que nos metodos de quebra.

0 problema de achar a funcao g(x) apropriada

dito problema do ponto-fixo, e a escolha delas dare origem
aos diversos metodos.

Vamos exemplificar a construceo de diversas fun-

e6es g(x).

Exemplo 3.1: Seja f(x) = x 3 - 5x + 3

x3-3 
g(x) -	

5

g(x)
	

(5x-3)3

g(x) -	
5x - 3

x

g(x)	 x3 - 4x + 3

Como podemos criar varias tune -6es g e podemos ter

varios pontos fixos d necessario estabelecer algumas condi-

e6es para escolha de g.

Teorema 3.1:

Seja o intervalo I = [a;bJ e seja g uma 	 funeao

satisfazendo:

g e continua em I

g(I) c I

Entao existe pelo menos um ponto x* 	 tal	 que

g(x*)	 x*, ou seja, g tem pelo menos um ponto fixo em I.

A
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Demonstracao:

Como g(I) c I entao vale:

a < g(a) <	 b	 e	 a < g(b) < b.

Se g(a)=a ou g(b)=b entao temos al pelo menos um

ponto fixo. Caso contrario, temos g(a)/a e g(b)4b.

(g(a)-a)	 0	 e	 (g(b)-b) < O.

Seja a funcao F(x) 	 = g(x)-x. F(x) e continua	 com

F(a) > 0 e F(b) < 0	 logo pelo teorema do valor intermedia-

rio temos que existe pelo menos um ponto x* E I tal	 que

g(x)*	 x*.

Teorema 3.2:

Seja uma funcao g definida em I=[a;b] satisfazen-

do

g(I) c I

(Vx E Mig 1 (x)1 < L < 1],

isto e, g e uma contracao.

Entao existe exatamente um ponto x* E I tal	 que

(x*) = x*.

Demonstragao:

A condigao (b) implica na continuidade da fungao

em I.

Sejam xi e >q dois pontos fixos	 satisfazendo

(x*
1
) = x*

1	e g(x*2 ) = x*2 . Pelo teorema do valor m6dio 	 te-

mos para	 CS, x*1 < (3 < x''' .
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xX x2 x

(b )	 Convergencia Mono tOni ca
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=	 - g ( x 2) 	 = Ig'(x)(x3-x'p

< Lix* -
1

Ix*
2

-	 x*I
1 	 '

o que e uma contradicdo. Portanto, x*1 	x.

c.q.d.

Com estes teoremas fica estabelecida uma te-cnica

de iteragdo a qual estd ilustrada na figura 3.3. Na 	 parte

(a) desta figura temos o caso de uma convergencia oscilan-

te; na parte (b) temos uma convergencia monotCnica. Pode-se

ver por um exemplo simples na parte (c) 	 da figura 3.3	 que

quando g'(x)>1 temos uma situagao de diverg6ncia;	 quando

g'(x) < - 1 temos uma diverg -encia oscilante que é vista na

parte (d) da mesma figura.

(a ) Convergencia	 Osci !ante

)	 D iverg'.6nP1.9UMAnottniC4 Me t do de poElii.cDimer gencia Oscitante
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Observando-se a figura 3.3(a) ou (b), v6-se	 que

para qualquer i, i	 N se x i =x* entao x ii 1 = g (x i ) = g(x ) =

x*-,-x.,ouseja,aseciT6ricia0c.11permanece "fixa" em1 
a partir de um certo i, e dal converge para o ponto fixo.

Teorema 3.3:

Seja g uma funcao satisfazendo (a) e	 (b) do teo-

rema 3.2. Para x o c I a seqtlencia x. 	 i = 1,2,...
1+1	 1

converge para o ponto fixo x* e o erro de truncamento 	 no

processo cometido na i-esima iteragao satisfaz:

= le tr I x . -x1-L	 0 (erro a priori)

*-x	 = I e tr 1-L (erro a poste

riori)

Demonstragdo:

Pelo teorema 3.2 sabemos que o ponto fixo x*

Unico em I. Seja i 	 N, pelo teorema do valor medio existe

um (3 i entre x i-1 e z* tal que

(3.6)	 Ixi-x* I 	g(xi_i)	 Ig(x*)I =

=	 I gl( i ) Il x i _ i	 x*I	 LIxi_i	 x*

Repetindo sucessivamente, obtemos a desigualdade

X. - x* I	i ix 1 - x*

Desde que 0<L<1 temos:

lim L i	0 e dai lim x.

Logo, c mdtodo converge para o ponto fixo de I.
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Consideremos agora qualquer i e N.

	

lx i_i -x i l	 Ig(xio) = g(xi)1

Ig'(ni_1)11x,1
	 1
-x.

-1 	
< Llx.-x.
—	 1 1-1

1
.g(x.	 )1	 < L

2 
ix	 -x.

1-1	 12	 —	 1-2 

<
n

- x
0

Considerando i ponto fixo e seja j, qualquer in-

teiro tal que j >i, entao

	

Ix. -x.I <	 - x.	 I + Ix.	 -x.	 1+.. .+Ix.	 -x.1
j	 1 -	 j J-1	 j	 1

< (L j-1 +L j-2
+	 L1) - x

1 0

CO

< (L l 	Lj)Ix - xj=0	 1	
I	 ( 1 -L ) Ix

i - x01

Fazendoj-+.talquex.-* x* temos

i

leTRI - 	(1-L) 1x 1	 x0I
= lx*-x.1 <

e dal o erro de truncamento a posteriori 6

le
TR

I 	lx* -x.1 < 	 L	 lx.	 x
(1-L)	 i-11. c.q.d.

0 teorema 3.3 6 chamado Teorema da	 Converg-incia

Aldo-Local porque especifica um dado intervalo fixo, conhe-

cido, I=[a;b] e mostra a convergencia para qualquer x0 c I.

Mas nem sempre 6 possivel especificar tal intervalo, ante-

riormente, mas podemos esperar que a iteragdo 	 convergeria

se a aproximacdo inicial x 0 for "suficientemente perto" do

ponto fixo. Vejamos isto no proximo teorema.
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Teorema 3.4:

Seja g uma funcao tal que g'(x) 6 continua em al-
gum intervalo aberto (a;b) contendo o ponto fixo x* 	 de

g(x). Se Ig 1 (x)1< 1 entao existe um E > 0 tal que a	 itera-

cao 
x.1+1 

=g(x.), i=0,1,..., converge sempre que Ix
0 
-x-1, 1 <E.

Demonstracao:

Desde que g l (x) 6 continua num intervalo	 aberto

contendo x* e Ig t (x)1<1, entao para qualquer constante K sa

tisfazendo Ig'(x)I<K<1, existe um 6>0 tal que se xe[x* - 	 E;

X * -F E]	 entao	 g'(x)1<K. Pelo teorema do valor 	 medio

existe um n	 entre x e x* tal que Ig(x)-x*I = Ig(x)-g(x*)1=

I gl(n) Ix-x*I < K. 	 < E e portanto g(IdcI E . Usando o teore

ma 3.3 temos que para x suficientemente perto de x* o meto-

do 6 convergente.

c.q.d.

Este 6 um exemplo de teorema de Convergencia Lo-

cal, pois estabelece a convergencia para x 0 perto de x*.

Sao exemplos deste m6todo os algoritmos de Secan-

te e de Newton.

3.2 Metodos que Exigem Valores Iniciais 

Neste secao vamos estudar individualmente os 	 me-

todos, seus algoritmos, quais os tipos de convergencia,quais

os problemas mail comuns e quais suas vantagens em 	 termos

de convergencia e exatidao. Alguns metodos sao tipicos exem

plos dos Metodos de Quebra ou de Ponto Fixo, enquanto	 que

outros sao m6todos mistos. Mas todos eles partem de uma a-

proximagao inicial para a raiz ou para coeficientes dos fa-

tores quadraticos como e o caso do Metodo de Bairstow. 	 Por

isso, sao simplesmente chamados de MEV - Metodos que Exigem

Valores Iniciais.
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3.2.1 Metodo da Bisseccao

Este é o mais antigo dos metodos de quebra. 0 pro
cesso do metodo 6 o seguinte:

calcula-se o valor de p(x) no ponto medio do in

tervalo [a;b].

a+b
X
m
 = 	

2

- Se f(x
m
) 7-1 0 e se f(a).f(x

m
)<0 ou f(x ).f(b) <0

escolhe-se o novo intervalo de modo que f tenha

sinais opostos nas extremidades.

	

Sem perda de generalidade,	 seja f(a).f(xm)<0 e en
b)+	 	

'
t50 fazemos x 0 =a, x 1 =b e x 2 = (a2
	 formando o novo inter-

valo I. Novamente I I contem pelo menos uma raiz e	 aplica-_

se o mesmo processo para encontrar 1 2 e assim por	 diante.

Observemos geometricamente a evolugao do processo, pela fi-

gura 3.4.

r1

FIGURA 3.4: Metodo da Bisseccao
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Verifica-se que o comprimento do intervalo I I	6

(b-a)	 - (b-a) 

2
o de I

2	4
e '	 e assim depois que o processo 6 repe

' 

tidoivezesobtemosuminte rvalol1 d
e comprimento

(b-a) 

2

que contem pelo menos uma raiz de p(x)=0. Quando i 6 sufici

entemente grande de modo que a exatid5o desejada foi alcan-

cada e com uma aproximacdo x*
a
 para a raiz x*, temos

x* - x*I	 <
b-a

a	 -	
2
i

Algoritmo 3.1: M6todo da Bissecgdo

entrada: {n, a o ,	 a
1

,	 ,	 a n
}

entrada: {x 0 , x
1
	f(x0 ) . f(x

1
) < 0}

-3. para	 i=0,1,2,...,	 ate o	 desejado, faga:

	

x i 	x

	

1	 	 1+1	3.1	 x.
42	 2

	

3.2	 se p(x i ) . p(x ii )	 0	 entdo x.
1+1 = 

x..

4. saida {i, xi+2}

Obs.: A condigao "ate o desejado" depende do cri-

t6rio de parada que sera adotado. Os criterios usados comu-

mente serao tratados na segdo 3.3.4. Em geral,	 tomaremos

como tal a exigencia de um certo ndmero de digitos signifi-

cativos exatos na aproximagao final.

Com este metodo pode-se ter qualquer 	 exatidao

desejada numa aritmetica real (o que ja nao 6 possivel	 na

aritmetica de ponto flutuante). Contudo a converg6ncia, em-

bora garantida, e bastante lenta, obtendo-se uma	 secitiencia
de intervalos que convergem para a raiz desejacia. 	 Como	 na

bissecgao, a caaa iteragao o intervalo que content a raiz 6

dividido ao meio,	 temos:
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1
(3.7)	 e	 — 2 ei

onde e.	
.esima i

o erro cometido na	 teragao.1

Conforme veremos na secao 3.3.5 a	 convergencia

deste metodo e linear.

Vamos agora analisar a velocidade de convergencia

da Bisseccao.

DIGSE(x i+i ) - DIGSE(x i ) =

(3.7a)
I x.	 -x.I

1+1	 1	 1-1
 Ix . -x.

-(0,3 + log	 ) + (0,3+ log	 1

I x	 I1+1	
lx.I

1

E
r
(x

i
)

log a(x)	 log 2	 0,3r i+1 

onde Er	 1
(x.) _ 

Logo:	 DIGSE(xi+1)	
1

DIGSE(x.) + 0,3

Isto nos diz que a cada 3 ou 4 iteragOes ganha-se

1 digito significativo exato, e dal

velocidade de convergencia/BISSECCAO ; 0,3 DIGSE/

iteracao

Exemplo 3.1:

Vamos calcular uma raiz de p(x).. x 3
-5x

2
+ 17x + 21

cujo grdfico ester na figura 3.5 a partir do intervalo ini-

cial [-1;10].
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700

600

500  

-2 

3	 2
FIGURA 3.5: Grá- fico do polinOmio x -5x +17x+21



151

	

Os resultados, na tabela 3.1, 	 foram calculados pe

la rotina da "BISSECCAO" que esta no programa CALC/RAIZ no

anexo 4.

TABELA 3.1: Metodo da Bisseccao para o polinOmio

p(x) =	 x 3 - 5x 2 + 17x	 +	 21

	

I	 XI	 DIGSE(XI)

	

1	 1.75000nonononoo	 -0.4qf,?-04,-4':,14roto
0-17';001nollOOnon

1	 -0.312SOononoo0,10

	

4	 -o.r-662onil0000lo	 .-0.11917-4.iq044,t44
-0,42H12-,oil000lou
-0."14af,'Ci300000

	7 	 -n.917013251111o099	 I.114/1/1.14Y14400
R	 -0.915546k0100000	 1.33,,,42-t?m3e000

-0.924Ao47,-,0400

	

In	 -0.53017s73124.Ano	 1 .q1,4-1(1i3r44

	

11	 -0.0379A,IWH)2.100	 ?..21.h/R4.1",14,000
12	 -0.01151,0;',45S400
13	 -0.9321,99414,Nmi
14	 - 0.911RS424iO440.)	 1. I 4,{L.	 1U•r-m0

	

15	 .‘,320??115;,.7?41,) 	 1.'0, 1 3 •.1`,•,,Thoo
	15 	 -(1.93210(5o1,40(.460

	

1 7	 -0.932147,479736(11	 4.,14,,c3)0)-03(1400

	

IR	 -0.93717149(")0490	 4.161,,52:/q6/41W

	

19	 -0.5-P11k50A4A0110	 4.4.4,",1714/4?',00

	

)0 -n-`4 32111;-", 127)0 1 1	 4.4-oto4,16he4u0

	

21	 -n•9321118kono

	

22	 -n.03211,i14/184011

	

23	 -0.q32116s41Li?4,0

	

24	 -n.P3211486q36nno

	

25	 -0.93,71.14711`,44090

	

26	 -0.9321147,1/490110

	

27	 -0.5371148?3,37,01}	 /.0,,,,q441/00

	

7R	 -n.9321 14848854110

	

70	 - 0.03?114345411.700

	

in	 -0.932114805:049,q0

	

31	 -0.912114011

	

3?	 -9.91211485/83700

	

-n.9.371148 ,,,19290	 i/fmgolii)

	

34	 -n."371 148 •,58779)	 ,4.1.9(Hh,j/OU
	35 	 -n.912114Aci671?no	 ".44114'i,I5744u0

	

36	 -0.,41,211485,63290

	

17	 -n,q121148,6h12oo	 thi	 +.3,(1 t•-•00

Observa-se na tabela acima que nas 6 primeiras i-

teragOes nao se ganhou nenhum digito significante exato pois

nao temos um intervalo incial suficientemente pequeno. 	 A

partir do intervalo [-0,935546875; 0,914629] na 8 q iteragao

ganha-se realmente um digito significante exato, a cada	 3

ou 4 iteragOes.
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3.2.2 Mêtodo da Falsa-Posicip

Ainda sob as mesmas condigOes iniciais dos 	 meto-

dos de quebra, temos agora uma outra maneira de 	 particio-

nar o intervalo initial que contem pelo menos uma raiz. Da-

dos dois pontos x
1
 e x

2
 tais que p(x

1
) . p(x

2
)	 < 0,	 vamos

particionar o intervalo [x 1 ;x 2 ] na interseccao da corda	 u-

nindo os pontos p 1 =p(x 1 ) e p 2 =p(x 2 ) com o eixo x.	 Seja	 x3

tal interseccao. Escolhe-se entao x 3 e x i , i	 1,2 tal que

p(x 3 ) . p(x i ) < 0, repete-se o processo para obter x 4 e as-

sim pot diante. Vejamos um exemplo na figura 3.6.

FIGURA 3.6: Metodo da Falsa-Posigao

	

0 m6todo da Falsa-Posigao ou Regula-Falsi é,	 em

	

geral, um mdtodo de iteragao nao estacionario, isto 6, 	 a

fungao de iteragao d dependente de i. Da figura 3.7 obser-

va-se que

P 2	 p1 
x
3 1 

+ 
p	 .x 2P 2 -13 1 x
	

1
-p 2
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x
P31 

4 =
	

3
	  . x	 +	 . x,

p 3 -	 L1P 1 	- 3P 

P 4 	p3 
x = 	  . x, +	 x,

5	 )0 D
-4 - -3	 j
	
p 3 -p 4 	 -I

No caso a notagdo p i indica p(xi).

Logo, temos:

Pl	 P i-1 x. =	 	  x.	 +	 .x.	 2,41
	 pi-pi-1 1-1
	 pi_l-pi

P. Pi-2 x. - 	  x.	 +	 .x.	 i =	 31
	 pi-pi-2 

1-2	 pi-2-pi	 1

Observemos o comportamento do Metodo de 	 Falsa

Posica0 para o caso em que p(x)	 e convexa em	 [x 1 ;x 2 ] e dai

este metodo torna-se um me- todo estaciondrio.

FIGURA 3.7: Mdtodo da Falsa-Posicao para FuncOes Convexas
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Pela figura 3.7 observa-se que o ponto x 1 é	 sem-

pre um dos dois pontos tornados para obter a prOxima itera-

gdo.

Portanto,	 temos:

p i	 pi
x
i+1 

-
 p -p
	  . x 1 + 

p -p
	  .x	 para todo i.

i	 1	 1 -i

Para calcular, em geral, o ponto de	 interseccao

entre a reta que une os pontos extremos corn o eixo de x, to

mos a seguinte formula onde a e b sdo tais que p(a).p(b) < 0

	

e w e o ponto de interseccao da reta que une p(a) e 	 p(b)
corn o eixo x.

A reta que une os pontos (a,p(a)) e (b,p(b))

	

y-p(a) 	 x - p(a) 
p(b)-p(a)	 b - a

Fazendo y=0 e sendo w a interseccao corn o eixo

temos:

	

-p(a)	 w - p(a) 
p(b)-p(a)	 b -a

w = a _ 	
(b-a) 

P(b)_p(a) . p(a)

Portanto, temos o seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.2: Metodo da Falsa-Posicao

entrada	 {n, a0, a1, ..., an}

entrada {a, b	 f(a).f(b) <
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para	 i = 1,	 2, ..., ate o desejado faga:

	

3.1	 w = a - ((b-a).p(a)/(p(b)-p(a))

	

3.2	 se p(a).p(w) , 0 entao b=w

3.2.1	 c.c.	 a=w

saida {i,w}

Exemplo 3.2: Calculo da raiz do mesmo	 polinOmio

do exemplo 3.1 pelo metodo da Falsa-posigao, partindo 	 do

mesmo intervalo inicial.

Neste exemplo, o primeiro ponto calculado jd	 se

situa bem mais perto da raiz que no metodo da bisseccdo,

dal ndo se afasta mais e com isso temos uma 	 convergencia

mais rdpida, atingindo-se a raiz com 	 digitos significa-

tivos em 34 iteracees em contra-partida as 37 do metodo 	 da

bisseccao. Os resultados estdo na Tabela 3.2.

Ao contrdrio da bisseccdo, o didmetro de 	 cada

novo intervalo ndo tende a zero, embora diminua,	 a medida
que i cresce.

Existem modificacees para este metodo. Uma 	 das

mais comuns e apes calcular o ponto de interseccdo da 	 reta

que une os pontos (a,p(a)) e (b,p(b)) com o eixo x, toma-se

a seguinte regra de decisao:se p(w).p(b) < 0 entdo o ponto

(a,p(a)) e substituido por (b,p(b)); se 	 p(w).p(b)	 ,• 0	 en-
tdo o ponto (a,p(a)) e substituido por (a,f(a)/2).	 Temos,
portanto, o seguinte algoritmo:
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TABELA 3.2: Metodo da Falsa-Posicao para o polinOmio

p(x) = x 3 - 5x 2 + 17x + 21

I	 XI
	

DIGSE(XI)

1	 -0,W-A5?410h?Po0

-0. ,4 4?5P c.M111 200
-0.937777h?11q>r,0

1') i 1 (0-o .55 n 1-.)?0

i	 j	 (:),)10

4 -0.93(11o1-47200 ',...)4?/43F)6400
-0.9337P1L;h2400
-0.93301L;fq?,04n0 ,)„7,01-;h310760(100

7 -0.932603?9011200 3.fH41'46,402.32000

A -0.93237q7?Oh0000 3.31010e(),354400
-0.91??9A4936H800

10 -0.9321q?7=i4PH000 3.	 ‘1790913 i440
11 -0.9321710306400 q.11/'41491H400
1 ? -0.93P137746400 1*-1 31 44	 ei 4	 0

13 -1).9321P72H?hoo 14.44,4.73U3001200
14 -0.9321P199CiH0ii00 14.,)14,-;99-).--i06/200
1 c; -0.93211119200 .1HO'i?5?`.19?00
1 (1 -0.93211(,k3AHH000 -). 40,04 /4,411.3600
17 -0.'43?11cN9116196110 H./11/(,)0163J6UU

-0.93?11c-143(-)70400 ').'i71rOiln0454400
i f) -0.93211e;17?H61400 .743?1010(3./?00
'n -0.93211	 0?mIL)?00 1,.H0,.146m5s440U
21 -0.91P1149496400 --.774310/46?400
22 -0.93211490/10400 1.001V-14000
?"1 -0.91P114iAk402400 /.4061LI??i?b4Ji-)00
24 -0	 '4 3? 1 1 4 14 11 L)0-41.10 f.,-)71,,H9-)c)83;0110

7., n MN9-)49-i,100
-n.(v37)114“h103?00 .1013-,,t313U49h00

P7 -0.q3?114AL)90?400
?r-1 -0.93p114W-3194400
?(-) -0.,.J12114/300(I '-'..k9k122-)921er-400
30 -0.q32,1148')(03200 J.14/-i40W43?00
31 -0.q3?1148Y--tA/200 70 1
32 ..0.93?11477600 4.1),-)c)-chln4.3,4000
31 -0.93?114HL)h/.00 , ),. ,- .)66 (61	 s 18]	 /h00
34 -0.9321148.36h9600 I .!)	 / 1 i4918400

:? 01 /	 F'	 xi=	 -	 9 . (")	 t-	 I:	 Iii	 ( A	 I	 ) = 0 0 (
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Algoritmo 3.3: Matodo da Falsa-Posicao Modificada

entrada {n,	 a 0 ,	 a 1 , a 2 ,	 an}

entrada {a,	 b	 f(a).f(b)	 0}

f =	 p(a)

g	 p(b)

w
a 

= a

para	 i =	 1,2,3,	 ... ate o desejado faca:

	

6.1	 w	 a-((b-a)	 f)/(g-f)

	

6.2	 se p(a).p(w) < 0 entao 	 seja

6.2.1	 b =	 w

6.2.2	 g =	 f(w)

6.2.3	 se f(wa ).g > 0 entao f = f/2

	

6.3	 caso contrario, seja

6.3.1	 a =	 w

6.3.2	 f	 f(w)

6.3.3	 se f(wa ).f > 0 entao g = g/2

	

6.4	 wa = w

7. saida fi, w}

Esta modificagao que agora exige o cdlculo	 do

f duas vezes a cada passo d de terceira ordem 	 segundo

/DOW 71/.

3.2.3	 Metodo da Secante

0 metodo da Falsa-Posicao pode ser melhorado quan

to a sua rapidez se nao for feita a exigencia que p(x) te-

nha sinais opostos nos dois pontos usados para gerar o pro-

ximo niamero. Na realidade, nao utilizaremos mais a 	 filoso-

fia dos metodos de quebra. Assim sendo, dados x 1 e x 2 acha-



temos

(3.8)
x.1+1	 xi - 	 • Pi

X. - X.1	 1-1
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-se a secante que passa por p(x 1 ) e p(x 2 ) e toma-se	 para

x
3
 o ponto onde esta secante intersecciona o eixo x. A par-

tir dal, toma-se a secante que passa por p(x
3
) e p(x 2 )	 e de

termina-se x
4
 analogamente. Continua-se assim sucessivamen

to at atingir a exatidao desejada. Vejamos um exemplo	 na

figura 3.8.

FIGURA 3.8: Metodo da Secante

No metodo da secante, sempre se usa x. e 
x.1-1 pa-

ra gerar x i+1 , 6 portanto um metodo estaciondrio. Pela 	 e-

quacao da reta que passa por (x
i ,p(x i )) e (x i-1'	 11)(x.))1-1

ou ainda temos:
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(3.9) x.
1+1

.X.	 0.	 X,
1- 1	 11	 1

Na equagdo 3.9 observa-se que quando x i	x*,onde

x* 6 uma raiz de p(x)=0, entao pode ocorrer o problema 	 de

cancelameritosubtrativosendox.ex i_l	prOximos de x*.	 Na

equacao 3.3 pode ocorrer overflow no calculo do quociente.

Mas a equagao 3.9 pode ser escrita na forma

	

f(x.)	 - f(x
1-1

)
x i+1	

x - f(x ) / ( x	 - x

	

1	 i-1

Multiplicando o 20 termo	 do lado direito	 por

(x. 	 - xi)

f (x . )	 f(xi)1 (3.10)	
(x.	 -x . ) .	 ) / (1 - 	

1	 1-1	 1	 f (x .	 )	 f (x	 )1-1	 i-1

A formula 3.10 fornece uma maneira segura e pre-

cisa para calcular xi+1 se	 f(x.1)	 If(x.1-1 )

Contudo se essa condicao nao 6 garantida	 entdo

simplesmente troca-se x
i por x i-1.

Algoritmo 3.3:	 Mdtodo da Secante

entrada {n, a 0 , a l ,	 , an }

entrada {x 0 , x1}

3- p0 =	 P(xo)

p 1	 p(xl)

se 1p 1 1 > 11) 2 1 entao aux = xo

5.1	 x 0 = x1

f(x.)	 , temos:
1
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	5.2	 x 1
 = aux

	

5.3	 aux = p0

	

5.4	 p 0 
=
	 p1

	

5.5	 p 1 =	 aux

para	 1=0,1,2,... at 	 que satisfeito, faga:

	

6.1	 s = p
1
/p

0

	6.2	 p = (x0-x1).s

	

6.3	 q = 1-s

	

6.4	 x 2 = x l	p/q

	

6.5	 p 2	p(x2)

	

6.6	 se If 2	 >	 If
1 1
	 entdo

6.6.1	 x 0	= x 2

6.6.2	 p 0	= p2

C.C.

6.6.3	 x	 = x

	

0	 1

6.6.4	 p0	 = p1

6.6.5	 x 1	= x 2

6.6.6	 p 1	= p2

saida {i,	 xi}

A convergencia do metodo da secante e 1,618,	 ou

seja, 6	 super--linear	 (ver /RAL 65/).

	

Exemplo	 3.3:

Vamos resolver o mesmo polinamio dos exemplos an-

teriores, p(x)	 x 3 -5x 2 +1 7
x+21; observando-se seu 	 gra-fico

na figura 3.5 nota-se que o metodo da secante chegara- a so-
lucao desejada mais rapidamente que os metodos de 	 quebra.

Os resultados do metodo da secante com a equacao (3.8) es-

tao na tabela 3.3, e com a equacao (3.10) na tabela 	 3.4.
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TABELA 3.3: Metodo da Secante para o polinOmio

p(x),x -5x 2 4-17x+21 com a equagao 3.8

1	 XI

-0..9f03PEOW)K?Hunn
?	 -(19515?31Atinn

-n.')71"(130?41Y-0?on
-0.c43?113op40u

t i	 -0.93?1144H1:1671P00
h	 -0.9:1P114r400

D I GSE( XI )
I	 i',,41/,(i?ipt)p00

I. 	 3 1 ∎ 3.314i$00
I.)f)01407?0(1

').W-)6(')4d100?..400

7	 -0.9:1P1 146h40(1
	

i1 U00

T,AA PAT? F'	 <I=
	

1	 --“, 4 4011

TABELA 3.4: M6todo da Secante para o polinômio

p(x)=x
3
-5x

2 +17x+21 com a equacao 3.10

c) PUI IN0m1(3 N t JM EP ()	 I	 oF
	 0A00 NF 1 OS SLOUIN'

1.0	 -H.0	 17.0	 ?I .0

DA
XI	 DIGSE(XI)

-0.96H?53968?Ho	 -1.354
-0.9515?3186??4	 1.4c;c;
-0.93?30?41563
-0.932115350P4
-0.93P114W5b71;:"	 H.f)7P

-0. q 71P11485h6h40	 P(X1)=	 0.0000000000000
PAT/ F'	 -0.'4321148 c,666	 0T6', ==	 5.61W9H86044
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3.2.4 Metodo de Newton

Um dos mais classicos metodos usados para calcu-

lar uma raiz simples de uma equagao nao-linear em geral. No

metodo de Newton, parte-se apenas de um ponto inicial, x0,

e traca-se a tangente a p(x) no ponto p(x 0 ). A intersecgdo

da tangente com o eixo x determina o novo ponto x 1 . Conti-

nua-se o processo a partir de p(x 1 ). Vejamos um exemplo na

figura 3.9.

FIGURA 3.9: Metodo de Newton

Assim temos que dado x 0 , obtemos os prOximos va-

lores de

(3.11) x.	 x.
1+1	 1	 P.

No nosso caso particular de equagOes polinomiais

temos que p(x) e diferenciavel em torno da vizinhanca	 da

raiz x*, o que nem sempre d valid° para qualquer 	 equacao
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nao-linear.

Os problemas que podem surgir com o metodo de New

ton sao varios. Consideremos o exemplo da figura 3.10.

FIGURA 3.10: M6todo de Newton - Problema 1

Neste caso, onde temos f(x) = sign(x). 3 1x1 hi

problema que f'(x) nao ester definida para x=0 e aconteceque

para x 0 #0	 o metodo de Newton alterna suas iteragOes 	 para

-x 0 e x0.

Ja no caso da fig. 3.11, onde f(x) - 	
1+1x1

f'(x) =

	

	 1	 2 e continuamente diferenciivel em 	 [-1;1] e
(1+ lx1)

f(x)=0 possui uma raiz x*=0 e, no entanto, temos x 0 =1,	 x 1 =

-1, x 2 = 1,	 ou seja, o metodo diverge para todo x 0 > 1.

Um outro caso em que a localizacao da aproximagao

inicial determine a nao convergencia do metodo, 6 visto na

fig. 3.12.
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FIGURA 3.11: Mètodo de Newton - Problema 2

FIGURA 3.12: Metodo de Newton - Problema 3
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Algoritmo 3.5: Metodo de Newton

entrada	 {n,	 a 0 , a 1 , .,	 a n }

entrada	 {x0}
0

3. para	 i=1,2,..., ate que satisfeito,	 faca:

pi
X
i+1 

= X
i	 pi'

A convergencia do m6todo de Newton é 	 quadrdtica

(ver sec -do 3.3.5) para raizes simples e linear para raizes

Pode-se acelerar a converg6ncia em tais 	 casos

fazendo-se

Pi
(3.12)	 x

i+1 
= x 

_i
	 m	 	p

onde m. 6 a multiplicidade da raiz procurada.

Como a multiplicidade nem sempre e conhecida	 "a

priori", a formula (3.12)	 d pouco aplicada na pratica.

Exemplo 3.4:

Consideremos ainda o mesmo polinOmio p(x) = x3 -

5x
2
	17x + 21 dos exemplos anteriores e cuja aproximacao

inicial e 1.0, entao encontramos a raiz -0.932114856664 	 com
10 digitos significantes exatos em 10 iteragOes. Os resulta

dos parciais estao na Tabela 3.5.
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TABELA 3.5: Metado de Newton para o polinamio

p(x)	 x
3
 - 5x

2
 + 17x + 21

XI

1	 6.11)6(-0.yo?N?ou

2	 4-30/1101T4q1?no
3	 1.Y-ii4)s411i46400
4	 -?.'li`3ci6?1,41)3,000

5	 -1:-,t076183100000
6	 -1.0:9 14(,h q r-rdhe400
7	 -(1.03460n()1;1)?;)()
B	 -1).'43?116L):100?-3000
9	 -0.q1?1148566400

10	 -0..q3?11466400

ikiA 06T/ Fl

Exempla 3.5:

Consideremos agora o polinOmio p(x), x
3
-5x

2
+8x-4

que possui uma raiz dupla calculada pela equacao (3.11) 	 com

a aproximagio inicial 4 que fornece o 	 resultado	 X =

2,00000976193124 com 5 digitos significativos exatos 	 com

18 iteragOes, conforme se ve na tabela 3.6.

0 mesmo polinOmio calculado cam a mesma aproxima

gio inicial nos di o resultado x = 2,00000651124 com 	 10

digitos significativos exatos em 4 iteracaes, se usarmos a

equacdo (3.12).
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TABELA 3.6: MetodO de Newton para o polinOmio

p(x) = x 3 -5x 2 +8x-4 com a equagao 3.11

I XI DIGSE(XI)

0 3.?c100000000000 0.336wdd0975750

1 2.7608695(15?160 0.4516PP028?50

2 ?.4480247186000 0.5yvoWN33120
3 P.25402457479.20 0.765)5b5)41920

4 ?. 1386934536400 0.968?0?0261440
5 P.073732-75205920 1.20131f.H0?,110

P.0.37874793?960 1.45q1?/749J360
7 P.0192767426160 1.7357?841600
8 20097286Y4640 P.0?3221?13v680
9 2.0048876509280 2.317154:!?6V'i20

10 ;3.0024497534320 2.6141.34h18412.00
11 2.0012263683760 2.91173-039oH60
12 2.000613ci960800 3.2118394480
13 2,0003068648800 3.5143W5,,355(b0

?.0001534966?40 3.19214L)46.3680
1") 2.0000767987920 4.116?634631440

?.0000383733120 4.41(4q1?043'320
17 ?.000019??38240 4,./1RR76605W-)60
18 2.0000097619360 5.029053(13936U°

UNA Q.ATI	 F':	 2.0000097619i (Tom	 nI co,F =	 5 • tre)50`3'363934

TABELA 3.7: Me- todo de Newton para o polinamio

p(x),x
3
-5x

2
+8x-4 com a equacao 3.12

I XI BIGSE(XI)
0 7.5000000000000 -0.01q10.388m
1 2.0714289714320 0.0442)46747`-)040

?.00?3041475200 1.161qw--)?1w)80
:3 ?,0000026,i12400 2.-)3-4020?91'_)680
4 2.000002612400 10.m109390160

tImA 0 AT7 F':	 2.0000021?4	 10.H3H1096396
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3.2.5 Metodo de Miler

0 metodo de nailer é um metodo mais recente(1956)

e e uma extens5o do metodo da secante. A ideia do metodo
a seguinte: toma-se 3 pontos distintos (x0,p(x0)), (x1,p(x1))

e (x 2 ,p(x 2 )) e obtem-se o polinömio interpolador g(x) sobre

estes 3 pontos. 0 novo valor x
3
 sera obtido	 determinando

as raizes de g(x). Com os pontos (x
1
,p(x1
	 '
))	 (x

2' p(x 2
 ))

(x
3
,p(x

3
)), repete-se o processo, at que se tenha a exati-

dao desejada. A figura 3.13 di uma visao geometrica do pro-

cesso.

FIGURA 3.13: Metodo de Mtller

No metodo da secante, partimos de 2 pontos e tra-

ca-se uma reta. Agora no metodo de Mtller parte-se de 3 pon

tos e traca-se uma parabola que tern a forma q(x) =a
0 x

2

+ a2 e os valores a 0 , a l e a 2 devem satisfazer o se-

guinte sistema:

2
a0X0	 (100	 a2 = p0

2
a 0 x 1	 a1x1	 a2 = P1

2
a0X2	 a1X2	 a2 = P2
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Resolvendo o sistema obtemos g(x) e a partir dal

x
3
 é determinado pela seguinte fOrmula, em vez da tradicio-

nal "fOrmula de Bashcara", que visa diminuir os erros 	 de

arredondamento:

2cy,
2x

3

onde o sinai a frente do radical e escolhido de modo que o
denominador tenha maior modulo.

Atraves do cd- lculo do polinamio interpolador usan

do diferengas divididas, Miler propOs o algoritmo seguin-

te que visa tambe- m

Algoritmo

diminuir

3.6:	 Metodo

os erros de arredondamento.

de Miler

entrada {n, a 0 , a 1 ,	 ..., an}

entrada	 {x 0 , x 1 , x2}

p0	 =	 P(x0)

p 1	 =	 p(x1)

5' p2	 =	 P(x2)

x	 - x
2	 1

a22	 x
1	

- x
0

Para ate que satisfeito,	 faga:

7.1	 1 = 1 + A.1

7.2	 g	2 	 2

	

P i-2 A i 	 Pi-16i	 Pi(Ai+61)

7.3=
Ai+1

2pi(si 

+ of 2 - 4 p	 [p.	 .P.	 13 .g	 i A	 1-2A-1	 I-1. +
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7.4	 h.	 = A.	 h.11+1	 1+1 

	

7.5	 x.	 = x.
1
 + h.

1+1 	 1

8. saida ti,xil

A convergencia do metodo e super-linear, com uma
taxa de convergencia de 1,839,	 ou seja, quase	 quadrdtica,

ver /RAL 65/.

Exemplo 3.6:

Vamos calcular uma raiz de p(x) = x
4 

- 14x 2 + 24x-

- 10 com as aproximacdes iniciais de 0, 1 e 2.	 Encontramos

a raiz 0.67047980252 com 10 digitos significantes 	 exatos

em 6 iteragOes. Os resultados parciais estao	 na	 Tabela

3.8.

TABELA 3.8: Metodo de Muller para o polinOmio

p(x) =	 x4 - 14x 2	 24x - 10.

I	 XI

1	 0.H1191074,4?3?n0
0.6H16,;631Hm6400

3	 0.6708e)49SH240ou
4	 1) (,7047,4('1

n.(7047,W0?'1?0no
0.670470,-“,?L)?Omo

DIGSE(XI)
—(1.;)99999,)999,4900

(1.41H712)/7119300
1.4Q1(M6196400
?.(WHO67/9716H00
h.141)03Elli1(0)60o

lo.H-pi4b1y3H9le000

IlmA R AIL F' XI=	 DI0(,t(X1)=.
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3.2.6 Metodo de Laguerre

metodo de Laguerre tambem parte da ideia 	 de

construgao de uma parabola cujas raizes estarao 	 perto	 da

raiz de p(x)=0. Toma-se uma aproximagao x 0 para uma raiz de

p(x)=0. Esta aproximagao pertence a um intervalo I
i
. A	 es-

sencia do metodo de Laguerre e construir uma parabola	 com
doiszerosreaiseall i um dos quais estard mais perto	 da

raiz do que a aproximagao x0.

•
processo e bastante complicado e pode ser vis-

to em /RAL 65/.

Trataremos aqui, apenas o aigoritmo iterativo.

Algoritmo 3.7: Metodo de Laguerre

entrada fn, a 0 , a 1 , ..., an}

entrada {x0}

para i=1,2,... ate que satisfeito, faca-se:

n pi
X.	 =X.

1+1    
I

P. -1)[(n-1)(pi1)2-n PiPi"1

saida

metodo tem convergencia ciabica para raizes sim-

ples o que e um ganho compensador em vista de se ter	 que

calcularpi,Pilep."

Quando todos os zeros de p(x) sao reais entao	 a

expressao (n-1)[(n-1)(p i 1)
2-n p i p i

")e sempre positiva.	 Uma

grande vantagem deste metodo e que ele converge cubicamen-

te independentemente da aproximacao inicial x 0 . Contudo, se

ha raizes multiples entao a convergencia e linear.

1
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Exemplo 3.7:

Vamos calcular uma raiz de p(x).x
4
-14x

2
+24x-10,	 o

mesmo polinOmio do exemplo anterior.

A inicializacao e agora de um so ponto que em	 4

iteracOes nos di a raiz 0.670479802512 corn 10 digitos signi

ficantes exatos. Os resultados parciais estao na 	 Tabela

3.9.

TABELA 3.9: metodo de Laguerre para o polinamio

p(x) = x 4 - 14x
2
 + 24x - 10

I XI DISSE(XI)

1	 0.7113?4H64000
0.6705P4h90240A0D

3	 (1.6,7047980?51200
4	 0.67047gr-i0?Lil?00

O. 	 336616
(415 /5? 746-)4400

1.H74?57v658.3?00

UmA RAT/' F , X 0.67o4t q no .c, 51-,D 00 F 1)16SE(x1)=.	10.P36

3.2.7 Metodo de Bairstow

A ideia do metodo de

for da forma x 2
-px-q de p(x) =

ax + an-1	 n

Bairstow d encontrar um fa-

a
0
x n +a

1
x n-1

Como temos:

p(x) = (x 2
-px-q).(b0x n-2 +...+bn.2) +

+ R(p.q)(x-p) + S(p.q)
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onde R(p.q)(x-p) + S(p.q) e o resto da divisao de p(x) por

x
2
-px-q, entao x 2 -px-q sera um fator de p(x) se, e somente

se,

R(p.q) = 0 e S(p.q)=0

Este sistema pode ser resolvido pelo m6todo 	 de

se,

Newton para sistemas transcendentes,

entao,	 o seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.8: Metodo de

ver /ALB 73/,	 tendo-

Bairstow

entrada	 {n,	 a 0 ,	 a 1 ,	 ,	 a
n

)

entrada	 {p 0 ,	 go)

3. para	 i	 =	 0,1,2,...	 ate o desejado, faga:

3 . 1	 b 0	 =

	

0
	 a0

3.2	 b
1
	 =	

a1	 1
+	 p.	 .	 b0

3.3	 b 2	 =	 a 2	 +	 p
1	

.	 b+	 q.	 .	 b.
1	 0

3.4	 c
o
	 = b 0

3.5	 c 	 =	 b	 +	 p.	 .	 c1	 1	 1	 0

3.6	 c 2	 =	 b 2	 +	 p.	 .c+q.	 c

	

1	 1	 i	 0

3.7	 para	 j=3(1)n	 faga:

3.7.1	 b.	 =	 a.	 +	 p.	 .	 b.
3-1 + q. .	 b.3-2

3.8	 para	 j= 3(1)n	 faga:

+	 p.	 .	 c.

	

1	 7-1
+ q.

1
.

3.9	 R = b

3.10	 S	 bn

3.11	 R	 =	 Cn-3

3.12	 R	 =	 Sq	 Cn-2

3 .13	 S	 C
n-1
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R.S	 - R .S

	

q	 q 
3.14	 p it .] = P i	 R s	 - R S.

	

P q	 q

3.15	 d.	 =
-1+1 q

R .S - R S
P 

RPSq -RqS

4. saida {i, P l , cid}

Para polinOmios bem condicionados este metodo 	 dd

bons resultados desde que as aproximagOes iniciais de p i e

q
i 

sejam bastante boas, caso contrdrio ndo se chega a 	 um

resultado satisfatOrio nem mesmo num ntimero grande de itera

toes.

Uma vez que conseguimos obter os valores de p e q

de modo que x
2
-px-q seja um fator de p(x) entao 	 atraves

da fOrmula de Bhdscara calcula-se as raizes de x 2 -px-q = 0,

podendo-se entdo encontrar 2 raizes simples, ou 1 raiz du-

pla, ou ainda um par de raizes complexas conjugadas 	 de

p(x)=0, mesmo dispondo-se apenas de aritmetica de ponto flu

tuante para niameros reais.

Exemplo 3.8:

Vamos aplicar o m6todo de Bairstow ao 	 polindmio

p(x) = x
4 
- 14x

2
 + 24x - 10 com as aproximacOes p 0 = -1	 e

q 0 = -1. Os resultados podem ser vistos na Tabela 3.10. En-

contramos os valores p = 2,070858514448 e q=-0,938925642216

que resultam no cdlculo de duas raizes 	 reais,	 a saber:

0,67047980251 e 1,40037871194.
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TABELA 3.10: Metodo de Bairstow para o polinomio

p(x)	 x
4
 - 14x

2
 + 24x - 10

1

)

7

1.0630P490q1600

/65? l'iR8 (83?.00

1.73410Y61?dHOO

1.94040q3W)0400

?-0561c;164411?00

?.1)7077'3?4611600

2.1)7OHL.)8I3?19?4(10
2.070H9W')143H400
2.070B1444o00

OmA PAT/ F' XI=
	 0.6)7047-)Ho?'-))2)011 t NI6St(1-4)=

T iRA RAT7 F' YT=	 1.400A/711 c44400 r i)16Y-(0).=	 10.?(4

Com o metodo de Bairstow, encerramos a apresenta-

gdo dos mais conhecidos metodos que exigem valores 	 ini-

ciais (M.E.V.) para o cdlculo de uma, eventualmente 	 duas

raizes de p(x)=0. Voltaremos a alguns destes nas 	 prOximas

sec6es para o estudo dos erros de arredondamento ou 	 compa-

racoes entre eles.

3.3 ProblemaA dos Me- todos Iterativos

Existem dois lugares onde o erro de arredondamen-

to aparece nos metodos descritos na secao 3.2. 0 prirneiro 6

no cdlculo de p(x), p'(x) ou p"(x) conforme o metodo exige.

0 segundo ocorre nos cdlculos necessdrios para computar	 a

nova iteracao. Em se tratando de fungOes	 transcendentes

existird ainda o erro causado pelo truncamento pois 	 tais

fungOes serao aproximadas por outras, geralmente,	 polino-

miais.
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3.3.1 Condicionanento dos PolinOmios

0 problema do condicionamento afeta praticamente

a todos setores da Andlise numerica, seja no ca- lculo rela-

tivo a matrizes, a interpolag5o ou a polinomios, que e	 o

nosso caso. Um polinamio 6 dito mal-condicionado se peque-

nas mudancas nos seus coeficientes causam grandes mudangas

nos seus zeros.

Como exemplo mais comum temos o polinámio:

p (x) = (x -1)(x-2)(x -3) ... (x -19)(x -20) =

= x 20 - 210x 19
 + 20615x 18 +	 + 20!

Se o coeficiente a 1 =-210 d mudado para 	

-210,000000119 e os demais permanecem os mesmos, 	 podemos

notar uma grande diferenca nas 10 iiltimas raizes.

Na secao 1.3 vimos os problemas que surgem quan-

do calculamos o valor do polinamio num ponto. Na realidade

em vez de calcular p(x) estamos calculando P(x), onde P(x)=

n(p(x)). Existe uma relacao entre P(x) e P(x) da 	 seguin-

te forma

P(x) = p(x) + g(x)p

onde U é a unidade de arredondamento e g(x) 6 tambem	 uma

fungdo polinomial.

Pelo teorema da funcao implicita podemos 	 mostrar

(ver /	 /) que se x* 6 uma raiz simples de p(x)=0 e se

p d suficientemente pequeno, entao P(x)=0 tem uma 	 solugao

relacionada com x* por

(3.12) - x*(o)	 cf(x"
p'(x*)

Se x* 6 uma raiz dupla entdo
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(3.13)

1

x* - x*(0	
( 2g((x*

'P"x*)

)

)

De (3.12) observamos que se p'(x*) nao 6 	 muito

pequena entao 15(x)=0 tem uma solugao muito prOxima da solu-

gao desejada. Neste caso p(x) 6 bem condicionado ou 	 esta-

vel. Se p'(x*) 6 muito pequena ou nula entao (3.12) implica

)0que ' e mal condicionada. Se x* d uma raiz dupla e g(x*)
p"(x*) = 0,5p = 10

8 
entdo (3.13) mostra que x*( 11) 	pode di-

ferir de x* ate 10 -4 . Isto e, se x*=1 e e uma raiz dupla,en
tao a solugao de 15(x)	 0 pode ter a forma mostrada na figu

ra 3.14a enquanto que na realidade teria a forma 	 mostrada

na figura 3.14b.

x+

(a )
	

(b)

FIGURA 3.14: Diferenca entre i3(x) em	 (a) e p(x) em (b)

Um outro exemplo de mau condicionanento nos e da-

do por:

Exemplo 3.8:

p(x) = x
4 
- 115x

3
 + 1575x

2
- 7625x + 12500

Este polinOmio tem 2 zeros reais distintos 	 5 e

100. 0 zero 5 tem multiplicidade 3. Os valores 	 computados
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para p(x) em ydrios pontos em torno de 5 sdo dados a 	 se-

guir, na tabela 3.11.

TABELA 3.11: Valores de p(x)	 x
4
-115x

3
+1575x

2
-7625x+12500

Precisao Simples calculados pelo Metodo de hor-

ner

Pnr0
4.9(1490000000000
4.994901(3499H4on
4.(49990?499(01000
4.99990374991?00
/4.99990500000000
4.99%4906,3499‘i400
4.99990749996Q00
4.99990874995d00
6.9999099999100
4.9911,)49(000o
4.99991?4999h1)00
4.99117499'-1()O0
4.(4999149999 3f-,00
4.9(4091$,?49(-4?00o
4.qt-7909/499544(10
4.99,)99H749500
14.94-/9q99999h1600
(-).00000174960000
5.00000?4(.95+4400
c).00000i749500
5.00000449955P00
5.000006,24953600
5.000(0749950400
9.0n000$3749400
50110000)99955?00
5.000()1174g53,00

L).000P814941700
5.00078874841600
5.00078999840000
5.000?91?4844800
5.000?9; 49843200
c).000?93/4841600
r).00029499840000
5.0007q6?4838400
5.0002-i74981600
5.000P9874841600
.1)0029999840000

P(POH10)

0.10011'4?0,?9

-0.00n000,,31i4vL)b

0.1)1)lm000,)60fb4
o.uoo000000001)00

-0.0000000L))60th4
-0.00000005)60-,-)4
-0.000000114c'o/?9
-0.0,non011920w9
-0.00o0n01 WO /?9
-0.01)00001/H8I19J
0.o00000119?0,?9
1).')0)(1000(-n )(-104h4

---(1.0000))05)04t)4
o.olmoonoclq604F,4
.mmonnli )20 )?9

-0.00o(10005 )60464
.o)000noom0000

0.,),I00on054h0.h4
0. 1 0001)01	 393

-0.000000060464
(1. )0000009q60464
1).110000(11N81393

-0.'1OonOn05-460464
1i.D)1\0O0060464
o.ounoonnommuou

-0.00000017111393
.00000000000000

0.1)8)()000) 1920929
1).)000000o000000
0. )000001/881i'43
0.i1)000000((00000

-0-)00000119209?9
0.)uh00000000000
0.1i1000011881393
-)110nOn060464

Verifica-se p(x) e p(x) sao bem diferentes 	 em

torno de 5, conforme se ye na figura 3.15.



179

FIGURA 3.15: Diferenca entre p(x) e P(x)

Tal fenameno tende a diminuir significativamente,

se usarmos precisao dupla, conforme se pode ver a seguir.
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TABELA 3.12: Valores de p(x)	 x
4
-115x

3
+1575x

2
-7625x-12500

Precisao Dupla calculado pelo Metodo de Horner

PONTO

4.9(4,491k749q9W)999,49L-/JC411000n
!+.(4999799964999%)9999q,4--Wi00000
="0901?499,49g99999-P-r-w1;10000

4.9W)H?4(199999991'-.400000
4.9()Wii/499(49y-,999,4)9y/,4J000n

p(PONTO)

0.0000000000009115919h?45)34
0.000000u00007499981(48041f)?
o.noof )0000000h?h2?064h161
9.no10)001)o0)050914040H3(41)49
o.uooh0o01)00004076461H9-)H0413

.9q‘-49,.“49'49(-)99(-)L.491q99'-)=p1;), ;woo° 0.0000011000I003p06?44,)40318H-)1

4.9=P49mh?49944949Y9,)999/,1o0000 (i..o)o000000000?+69626(44m)t)/
4.gc/(4749994q9L)999qT-00,-/00000 0.()tloo00000010Im5)546w-c)091L)h55
4.99998874999,4,11r)qo0001 o.00mm0000uoul3L,?,-13/6199,664b

9k-i99i-V-499999914999,4,40-000000 o.1)t1w01)000000094999a3749-,8731
4.()99991?4,9994949,4-4-110000 0.0000000000000h364d3ls??04?47,-4.
(4.9t)q990499yLe9c)9z)q,:ill1}On0 0.0000)00000000400111333059(-7
4.9q99,4.174999994,4q9990000 0.(m00000000(100?)19350-iliq4h1(
14.9999J14,i99999999c4(499-0000 0.0o00000o0(i00011874)41134SH?0
4.9999-46?494 ,:“49':P99 ;)'4 q 9 q t) )00(10(1 0.0000000000000(0,0098n11-bA6t-10
4.9q49-47,4q999,49999Li9qq9w4o000n 0.00060000000000148446,1h1431h1l
/4.9(49(4,4ii749(4(4qqq9999qq*,)moon 0.00o0000000000001H5D0641/123
,.(4(4(49-)99,49,)9499q499*-r-1ououn -).0000000000000000003(1?h)651(
1;.00(1001?4(4(499-4999,49400000 -0.)00000000J0n0001&1940613
c).000(10?4'499999,)999900000 -0.0u000000000n011146459034/044
5.0000074994),49L)99.400000 -0.0 m ) (	 loOkw0000,0-100,4wAlL)41HbL,
5.000(1049(44999999.49Li*,4,1000( -0.011000000000001180-34h3P3L,W,W
5.000006?490'49999'.)990-400000 -0.000(006000000?1193/449/,4ti4m?
3 .000007499(099(+`)99,4o0000 -0.0o000000000004001 1 H/8(19
',.00000H74999qq9q990000n -0.0000000000000h164/11f14

.000009949999449999999.09001(00 -0.000(00000o000/L)0001/9L)904-f
3.000011?4999999-49-1000 -0.00()1,00000C0010)2b36041r9ul,i
(000(11?4999t49,99,49-)-10000 -0.00n0000000101ii t )54	 jr) 14 q 3 901133
L,,.0000137499,4999,)9999,4400000 - 0.0 )0000000000('46963040?95100?

(11)00149999990‘49999+9911,400000 -0.000000000000J?062i4deitH
.0000 1 (-)2/499919•499.)(49-4•r1,4110000 -0.00n00000000040764h51?74(6108

3.000017499(4,4,4qt)999999'4W400000 -0.001)0000000001-)091407-o8o4o1066
c-1.000018/499Qg-4999,40,4900000 -0.0000000001006%(2208h339506
c,.000019999L44q94499999'49h,4f10000 -0.000000000000/1)9999911100633L,
3;.0000?1,349949v9999,40*9ro4n000n -0.0000000000009115919H?431'41
c0000??W)9L499,4-4q9qq-p-inqo0Oon -0.0000000000010101-433/0319L)51

A partir destes resultados, se desejamos uma alta

exatidao nos cdlculos a precisao dupla pode dar 	 melhores

resultados.

Nao sao apenas as raizes maltiplas que causam mau

condicionanento dos polinamios. A existencia de vdrios ze-

ros tendo razOes perto da unidade implica em mau condicio-

namento destes zeros.
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Como exemplo podemos citar o caso do 	 polinOmio

p(x) = (x-1) (x-2)	 (x-18)(x-19)(x-20), 	 cuja	 razao	 entre

os zeros de maior magnitude 6 prOxima de 1. E este polina-

mio nao tem raizes mUltiplas e 6 mal condicionado.

Poderiamos pensar que o polinOmio

1
p(x) =	

1	 1
(x-	 19-) (x-	 )	

=
2 2 20

	

x20 - (1 - 2
-20 ) x 19	 +	 + 2 -210

que possui os zeros x i =2 -i
 fosse mal condicionado. No 	 en-

tanto a razao entre os dois zeros consecutivos, por 	 exem-

plo (1/2)/(1/4) ou ainda	 (1/8)/(1/16) 6 sempre	 2 e embora a

diferenca entre as raizes seja pequena a razao entre	 elas

nao o 6. Tal polinOmio nao e mal condicionado. No entanto,

-o polinOmio:

1 p 1 (x) = (x-) (x-)	 (x	 	 20 ) (x -	 (1+n)
22 2 20

onde n 6 pequeno, 6 mal condicionado pois a	 razao	 entre

2 20	 2 2
1 
0	 1+

1	e	 (1+n) que 6	 é prOxima de 1.n

dos.

1 

0Logo, os zeros 22 e -
1 0 (1+n) sao mal condiciona-

2 2

3.3.2 Erros de Arredondamento nos Metodos de Quebra

Um passo importante nos metodos de quebra e 	 exa-

minar o sinal do polinOmio no novo ponto calculado. Isto 6,

se [x 0 ;x i ) 6 o interval() inicial que contem uma raiz x*
x 2 	o novo ponto calculado, entao o sinal de p(x 2 )	 deve

ser comparado com o sinal de p(x 0 ) ou p(x 1 ). Se o valor com
putado P(x 2 ) tem o sinal errado entao a substituicao a ser
feita podera nao mais conter a raiz procurada. Observando o
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mesmo polinamio do exemplo 3.8, p(x) = x
4 

- 115x
3
 + 1575 x2

- 7625x + 12500, tal problema acontece, conforme se 	 pode

ver na Tabela 3.13.

TABELA 3.13: Metodo da bisseccio para o polinamio

p(x) = x4-115x3+1575x2-7625x+12500

51 XI P(XI).

1 4.;00000000000 H.15imm1)r0000u -0.-Ti?0118.54'-486
2 4.900000000000 =3.I5000000o0d 4.,-.001)000000 0.5100160-9,00

4.875000000000 -i-15000n00000u 4.qH1Hu0000064 0.0001 `15668466
4 4.987500000064 Li.150000o0m00 5.068/-10000064 -0.030h4eo'h

4.987900000064 9.06875-0000064 5.0?81?5000064 -0.00;?.112808q3
A 4.987900000064 9.0'812000064 5.00/81?50003? -0.00004541739
7 4.987900000064 5.00/81250003r' 4.99/656?5011? 0.0000010/r84
A 4.997656?501i2 ::)-00/8129000.1)? 5.00714375040 -0.00000190/349

4.9976562501L? 9.00d/34179040 5.00019931?916 -u.000000?3'i419
10 4.0976S62501/? 9.00019531;3516 4.9989/978131? -0.000000119209
11 6.997656?5011? 4.99892978131c: 4.9982,)1015744 0.0000004/8Ti7
1? 4.9982!91019744 4.-)9892978131 4.998608398526 0.000000?9.%0d3
11 '4.9966081985?8 4.9989pc;78131,' 4.998/67089984 0.000000PJ,,419
14 4.998767089984 4.9989?978131e 4.99884643L)11? 0.000000P9M?3

4.996846439/1? 4.998970131(.! 4.996886108544 U.00000(105')605
4.998886108944 4.9989?576131,- 4.')9-i91)5044960 0.00000 ► ?38419

17 4.998905944960 4.989?578131e 4.0991'iR6316ii 0.000000054605
1 4.998915861168 4.9989?978131(." 4.09w)('0H?",-!?72 o.0000003-:/hph
10 4.99892082227? 4.9989?,-;18131c' 4.09,39(1'330 1H?4 u.o0000011920(4
70 4.9989233018?4 4.998929781314' 4 .`-)9`1L4?'-‘54156ri 0.0000002'4,40?3
",)1 4.0989?441(:)61i 64.9989?c,781_31(' 4.9s--516147? 0.00000ltm14

Na decima iteracao do metodo da bisseccao, para 	 encontrar

uma raiz a partir do intervalo [4,5; 5,8] o ponto medio

4,9989257813 cujo valor para p(x) d	 calculado	 em

-0,0000001192 que tornou-se negativo pelos erros de 	 arre-

dondamento mas que na realidade d positivo. Decorre dal que

o prOximo subintervalo onde sera pesquisada	 a	 raiz

[4,9976561501; 4,9989257813] que efetivamente nao contem a

raiz procurada que é 5,0 neste caso. Se partirmos de 	 outro

intervalo inicial o fendmeno se repete. Existe, na realida

de, para os polinômios mal condicionados uma certa 	 regido

prdxima a raiz mal condicionada na qual os valores calcula-
dos ti podem ou ndo estar corretos em sinal. Esta regiao vai

ser chamada de Intervalo de incerteza, indicado por 1*, pa-
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ra a solucao de p(x)=0. 2 dificil de definir e estimar este
intervalo. Na pratica pode se observar que para o 	 exemplo

em questa°, 1*	 [4,99; 5.002]. 0 tamanho deste	 intervalo

depende da precisao da maquina, do algoritmo usado para cal

cular p(x) e da estabilidade da solugao, x*.

De acordo com a formula (3.12) e (3.13) 	 o tamanho

do interval° de incerteza pode ser estimado em

2Ig(x*)
(3.14a)	 r = 	 	 , para uma raiz dupla ou

1p"(x*)I

Ig(x*)I
(3.14b)
	

r =	 para uma raiz simples.
p ' (x*)

No entanto,	 I* para a raiz exata de p(x) que é 5

e tem multiplicdade 3 é bem major que este valor,	 pois

p"(x*.5)=0. Se x* d uma raiz simples, entao I* nao 6 muito

maior que p.

Vejamos qual o comportamento dos algoritmos 	 de

quebra levando em consideracao o intervalo de 	 incerteza.

Seja [x 0 ;x 1 ] um intervalo inicial que cont6m uma raiz 	 x*

que 6 a procurada e seja I* o intervalo de incerteza 	 para

x*. Em cada lac° do algoritmo d calculado um ponto 	 x 2	em

[x
0 ;x 1 ] e d usada uma das regras de substituicao dadas pelo

metodo de bisseccao ou falsa-posigdo, para substituir
0

ou x i conforme o sinal de 15(x 2 ).P(x 0 ). Se o valor computado

para 13(x 2 )	 d correto o novo intervalo conterd a raiz 	 x*.

Contudo se x
2	I*, o sinal de 13(x 2 ) pode estar	 errado.

Neste caso, uma extremidade errada sera substituida e o no-

vo intervalo nao conterd mais x*. Considerando como na figu

ra 3.16, no caso onde o novo intervalo [x x ]. x 	 x 2
(1)

0' (2)x 1 c I* e seja x 2	o prOximo novo ponto.
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— —4 IX!
x I	 1 x 2

x(22)
(a)

xo

x.

x*

(2)
1 x 2

.X1

xi

( b )

FIGURA 3.16: Intervalo de Incerteza nos Metodos de

Quebra

Existem dois casos a considerar:

(2)
x 2	 i I* (como na fig. 3.16a)

(2)
x 2	 c I	 (como na fig. 3.16b)

(2)
No caso (i) o sinal computado em x 2	 e	 correto

de modo que a regra de substituicao corretamente substitui-

rd x 0 e x 1 e dal o novo intervalo, (-.-.—. — .)	 ainda	 nao

conterd a raiz x*,	 a extremidade x 1 E I*.

No caso (ii), a regra de substituigao pode trocar
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(2)

tanto x
0 como x 1' 

por x
2
 . Se substitui x

0
	(como na	 fig.

3. 16b) entao o novo intervalo estard (— 	 estd to

talmente contido em I*, enquanto se x 1	x2
(1)
	

substitui-

do por x
(
2
2) entao o novo intervalo estaria parcialmente con

tido em I. Porem em qualquer caso, pelo menos uma das ex-

tremidades do novo intervalo [x 0 ;x 1 ] dstd em I*,	 e o	 novo

intervalo ndo contem x*. Conclui-se que:

"Em qualquer lago de um	 algoritmo
de quebra ou o intervalo calculado con-
tem a raiz x* ou entao uma ou as 	 duas
extremidades x 0 ,x 1 estao em I*."

	

Do exposto acima temos que uma vez que e	 feito

um erro na regra de substituicao, entao o novo 	 intervalo

[x
0
,x

1
] nao contem x* e os prOximos cdlculos nao se aproxi-

marao mais x* do que o primeiro valor pertencente 	 a	 I*.

Geralmente a iteragao ire parar quando Ix 0 -x 1 1 e menor	 que
-

	

-I*. Se x0-x1 e muito pequeno, entao e improvevel	 que

[x 0 ;x ] realmente contenha a raiz x* de p(x), e mesmo assim

poderemos ter uma resposta com bastante digitos significa-

tivos exatos. A triste conclusao e que mesmo nos 	 metodos

de quebra com um nUmero grande para o limite de 	 iteragOes

podemos ter que o algoritmo nao converja para a raiz deseja

da, embora bastante perto dela, se tivermos um polinOmiomal

condicionado.

3.3.3 Erros de Arredondamento nos Metodos de Ponto Fixo

Os mêtodos de ponto fixo x. 1 = g(x i ) 1=0,1

ou de substituicao sucessiva podem ser escritos como:

(3.15)	 X. +, =
11

	 (g ( X i ) )	 I = 0, 1, 2, .

onde X 0 	 o nnmero de ponto flutuante correspondente 	 ao

valor inicial.

Isto pode ser escrito como:
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(3.16)
1+1	

g(C( ) + 
o.1	 1

= 0,	 1,	 2,	 . • •

onde 6,1	 1o erro absoluto calculando g em R., isto é,

(3.17) 6. :=	 (g(R.» - g(5-c ) .-

Supondo vilidas as condicOes do teorema 3.3 veja-

mos como os valores computados x 1 , X 2 , .	 aproximam-se

da soluc5o x*.

Corn o mesmo argumento usado na equagao (3.6) po-

demos usar (3.16) e escrever:

(3.17)
	

ig(x "	g(R i-1 ) - 6i-1

ig(x*) -	 g(Ri_1) 1	 16i_11'

Assurnincioque16.1< (5, para	 todo i, ainda pelo

mesmo argumento de 3.6 podemos escrever:

(3.18a)
	

l x* -x i l	 6

<	 a lx*-x i-1

onde a d limitado em Ig'(x)I. Repetindo este argumento com
i substituido por i-1, encontramos:

(3.18b) x1-1 a	 6i-2

Substituindo esta Ultima desigualdade em (3.18a)

temos:

(3.18c)	 lx*-x.1	 a
2 

l x* -x	 c"	 61 -	 1-2

Repetindo vá- rias vezes a substituicao temos:

(3.18d)	 lx*-R.1 <	 a i ix*-R 0	
i-1

+a
1-2

+...	 a + 1](5
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Desde que 0 < a< 1, o termo entre colchetes 	 sa-

tisfaz:

a
i- 1 i-2

+ + a + 1 .1 + a + . . . +

	

i-1	 i	 1 
+ a	 + a	 +	 <

— 1-a

Portanto, temos:

(3.19)	 lx*-R.I < a	 lx*-R
1 —	 0	 1-

6 

a

Observando as duas parcelas de (3.19) ve-se que o

primeiro termo tende a zero quando 	 enquanto que a se-

gunda parcela depende do erro de arredondamento 6 e do limi

to a da derivada de g. Se a e muito perto de 1 entao a se-
gundaparcelaémuitograndeeR.pode nunca chegar 	 muito

perto de x*.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.9: Seja a iteragao

x i+1	
g(x

i
)

g(x) =	 0,5x 3 - 1,5x 2 + 5,001x , 1,4999.

A funcao g tem um ponto fixo em x*=1. Como g'(1)=

0.9999 entao a de (3.19) deve ser no minimo 0.9999. A tabe-
la a seguir dd alguns valores de i e g(xi).
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TABELA 3.14: Alguns Valores Computados da iteragao

g(x) = 0,5x
3
- 1,5x 2 + 5,001x+ 1,4999

0 1.499H999999-)?00
00 1.101 '3P059417.600-

1 0.6?61249750400 91 0.Pq9?09?549?H00

1.-1L65059'4734400 9? 1.100(?hB110/6800

3 0.6M4671107'1400 93 0.900,24539n0

4 .340276100?b400 Q4 1.09(-0,833H?H800

0.619457H47015U0 0.(401?503-4hPi2.00

6 1 . -10404?66 71e800 1.0')H?L)fte"-il?m000

0.7 10040Hu741400 97 0.90???±:,90016) 000

1 .?777407913'?0 0 (-1H I .09 7 ?9697?-0400
9 73?9994 37 1 7 1 ?00 0 .90 31 732q7E1h400

10 .2574567?On0000 1 00 1.0963631?464000
so 1.13317(6611J600 11411 I.019332f,114400
51 0.801474801600 141 0.91;-;34,494360000
S? 1.1308??4'14W)h00 14? I.Ok1369/?1H,4000
53 0.R7031010963600 143 0.91W4071,4084000
S4 1.1?85A6?6400H00 144 1.0HOH174709?000
5'7; 0.H7?4A96447.3h00 145 0.91'-04543,400000
S6 1.1646101S/e0-WO 4 1.nH0?76134?3?00
S f 0.87456283718400 147 0.9199905i442400
Sri 1.1P44377747?000 148 1.07()745:149?H00
59 0,81h5381IThf00 149 0.WOL)161H?-77h00
60 1.1??5089?AhleW 1S0 1.019??419000

Isto mostra que a convergencia lenta é um proble-

ma nao so porque se leva muito tempo para chegar a uma solu

ca.- 0 mas tambem porque pode nunca chegar suficientemente per

to da solugao.

3.3.4 Criterios de Parada

Nos aigoritmos apresentados para o calculo	 das

raizes de um polinOmio vimos que a condicao de parada	 nao

estava definida.

0 desejado seria encontrarmos um valor CO'	 tal

que efetivamente p(R*)=0. Em geral, tal ndo ocorre por cau-

sa dos erros computacionais e dal torna-se necessdrio conti
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nuarmos com as iteracOes sucessivas at que tenhamos um va-

lorR i talque1R i
-xdoulOR J1 sejam pequenos. No	 pri-

meiro caso estamos desejando que X i
 esteja bem perto	 da

raiz verdadeira e no segundo o desejado e que o valor	 do
polinOmio em X

i
 seja bem pequeno ou bem proximo de zero. Pa

ra alguns casos estas condicöes sio bem diferentes pois ve-

jamos as seguintes figuras 3.17a e 3.17b.

FIGURA 3.17: Comportamentos diferentes de f(x)	 perto

	

de uma raiz sugerem diferentes	 crit6-

rios de parada

No exemplo ilustrado na figura 3.17a pode ser fa-

cilencontrarlp(X.)IsuficientementepequenoemboraiLnaio

esteja bem prOximo de x* e de fato pode ser dificil ou im-

possivelencontrar5-c.talquelX.-x* I seja pequeno,	 confor-
i

me se pode ver no exemplo 3.8. Ja na figura 3.17b	 temos

um caso que p(X i ) e pequeno, somente se X i 6 bem	 prOximo

de x*.

	

Vamos apresentar agora as condigOes de	 parada

mais usadas para terminar um algoritmo iterativo procurando

obter a maxima exatidao possivel sem gastar mais iteragOes

em vao. Os criterios aqui apresentados sao validos para

calculo de raizes de equagOes nao lineares em geral, e nao

so para equagaes polinomiais. Seja f(x)=0 a denominagao de

tais equacOes.
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Um algoritmo iterativo termina se pelo menos uma

das condicOes abaixo e satisfeita:

Ix.
	 C(i-1 < c •

)(.1
1'

If(R.)1	 <•—	 2'

i > L;

DIGSE(x i )	 > k;

onde L e nUmero limite de iteragOes que deve ser executado,
se nenhum dos outros casos ocorrer.

Em se tratando de metodos de ponto fixo,	 onde

x. 1 = g(x i ) e a partir de	 (3.19) temos uma maneira de esti

	

mar c 1
. Aplicando (3.19)	 a	 lx*-X.1 	 1I	 e	 l x* -x. +1 I encontramos:

-X	
•
	 -x*+x* -X	 I	 -r1,1	 1	 1,1	 1 -	 1-0 -x* I

1+1	
<	 i+11x -x*1 +	 - 6

0+	 I X.	 -	
1-a

	

i	 6 
a	 I	 x -x*I0	 1-a

Logo,

(3.20) I R.	 -R.I1+1	 2 /(1-u) +a (1+a)lx 0
-x*I

a qual implica que a diferenca entre duas iteragOes sucessi

vas pode ser no minimo tao grande quanto 2 
1-a.

Recordandoquea>16.1, onde a i d o erro absoluto

para o calculo de g em X i e se conhecemos alga sobre o com-

portamento de g'(x) perto da raiz x* entao a quantidade 	 a

pode ser estimada e dal calcula-se 
16a 

que pode ser usada
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como um estimador do parametro Li.

No exemplo 3.9 onde a > 0,9999 e um limite 	 de

erro para g(x) pode ser dado pela formula (1.66a) 	 e	 se

temos um sistema F
b,n 

=F2,27 e arredondamento usado

arredondamento para o ntimero mais prOximo de mdquina	 com

1
11=-?

1-n
 = 7x10

-9
, entdo o erro para g pode ser estimado	 em

6 = 4x10
-8
 e dal 

1
6
=Tt 

. 4.2 x 10
-4

.	 Portanto, as iteracOes

nunca terdo mais do que 4 ou 5 digitos significativos. 	 Lo-

go, 6 inutil exigir 6 ou mais digitos significativos 	 em

tal cdlculo. A partir dal escolhemos E
1 
da mesma ordem	 de

grandeza de	 6 
1-a.

Jd nos metodos de quebra ndo podemos achar facil-

-mente um valor para e l , apenas podemos fazer	 estimativas

para o intervalo de incerteza, conforme a segdo 3.3.2.

A estimativa de e 2 feita de modo mais	 simples

atraves de um nUmero tao perto de zero conforme o	 desejado

e o limite para o erro absoluto e a precisao da 	 mdquina.

Isto 6 valid() para todos m6todos iterativos.

A estimativa para o niamero mdximo de iteragOes 	 a

ser executada se nenhum dos dois primeiros criterios de pa-

rada tenha sido atingido, depende logicamente de e l	e e2.Na

prdtica, observa-se que, em geral, quanto menores 	 forem

1 e E 2 maior deverd ser L, ressalvando--se, 6 claro, os 11-

mites de mdquina e as consideragOes feitas anteriormente so

bre E
1

Por exemplo no metodo da bissecoao onde	 vimos

que a velocidade de convergencia 6 de 3,3 DIGSE/iteragao po

demos estimar o mamero maxim() de iteragOes L como

-a 
al.	

-a
bi

L	 c.(6+log(max {b +I, I, b+I 1)))p 
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onde: a e b sdo os extremos do intervalo inicial

[a;b].

c = velocidade de convergencia do metodo T coefi-

ciente de seguranga.

6 = precisao decimal da maquina.

Assim, no metodo da bissecgdo podemos colocar

4.

A quarta condigdo de convergencia e feita em fun-

cao do calculo do ni-imero de digitos significativos 	 exatos

feita pela formula

DIGSE (x.) = - (0.3+log(p

conforme estudado na secao 1.1.4.

X.-X.
1	 1-1

x.1

Assim, a cada nova iteragao, a partir da segunda,

calcula-se o nUmero de digitos significativos exatos e quan

do se atingir um k desejado para-se o processo. n	 claro

que poderao surgir casos onde o nUmero k jamais sera atingi

do mesmo que se tenha disponivel um nUmero grande de 	 itera

cOes. Assim, no caso do B6700 onde temos uma precisao deci-

mal de 11	 ou 12 casas o nUmero de digitos significativos ma

ximo a ser usado e 10, pois se duas iteracOes 	 sucessivas

sao iguais temos

DGSE(x . ) = 10,83.1

3.3.5 Convergencia dos Metodos Iterativos

Considerando as hipOteses de convergencia dos me-

todos de ponto fixo onde

(3.22)	 lig'(x)1	 < a < 1,

para todo x num intervalo adequado entao:



(3.23) 1	 1-1

e, portanto, 

(3.24)	 * < a l IX 0 — x*I  

A quantidade a pode ser usada como uma medida	 de

quao ripido a iteragao ird convergir — quanto menor 	 a,

mais rdpida a convergencia.

Tornando mais especifico diremos que a taxa 	 de

convergencia é linear com constante de convergencia a	 se

(3.23) é valida para todo xi.

Recordando que no metodo de Newton se f e 	 duas

vezes diferenciavel e f'(x*)0 entao a funcao de	 iteragao

x)(
tern a propriedade que g'(x*)=0 pois g(x)=x - f

	 	
no meto-

f'(x)

do de Newton e dal g' (x) 	
2

f(x) . f"(x)/(f'(x))	 .

Logo, se a seqtencia x 0 , x 1 , x 2 ,	 ester convergin

do para x*, entao

(x*)I	 Ig' ( .	 ) 11	 1-1	 1-1

Ix i -1 -x*),

onde i-1 ester entre x i-1	 e x*. Se fizermos	 a i-1 Ig'(c i-1 )1

entao a.1-1	 1
, 0 quando i	 0 desde que g'(c	 )	 g'(x*).

Portanto,

(3.25) a._ 1 _ I x i —1 —x's I , a	 , 0 quando

193

A desigualdade (3.25) é mais forte do que (3.23),

que leva a (3.24).
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Uma seqtiencia x 0 , x 1 , x
2
	que satisfaz (3.25)

dita que e convergente super - linearmente.

Se expandirmos a fungdo de iteracdo g(x)=x-
f(x)
f,(x) 

pela serie de Taylor em torno de x*, ainda assumindo 	 que

f'(x*)g encontramos:

g(x) = g(x*)+g'(x*)(x—x* r(C)(x-x*),

onde c ester entre x e x*. Desde que g(x*)=x* e g'(x*) 	 =	 0

temos

g(x) - x* =	 g"(c)(x-x*)

e, portanto, em termos de iteragaes, temos:

(3.26)
1+11< a	 lx.-x* 

12

onde a é um limite superior para 2
 g"(01

Entdo, se as iteracdes estdo convergindo para x*,

enta(3eventualmentelx.1-x.'	 1
6 pequeno e	 lx.-x*1 2 e	 menor

ainda. Mais precisamente, se a=1 e lx k -x* 1 e da ordem	 de

0,1,entdolx.	
1

-x*Iserddaordemde0,01,1x. +2 -x* I	 sera"1+1 
da ordem de 0,0001 e lx i+3 -x* 1 sera" da ordem de 0,00000001.

Logo, as 3 iteragOes reduziram erro de 10 -1 para 10-8.

Uma seqtiencia x 0 , x 1 , x 2	 que converge	 para

x* e satisfaz (3.26) para algum a e dita convergente quadra

ticamente. P claro que o argumento que levou a 3.26 funcio-

na e qualquer iteracdo para a qual g'(x*)=0 e tal iteragdo

terd convergencia quadrdtica. Logo, o metodo de Newton tem

convergencia quadrdtica quando f"(x) 6 continua em [a;b]	 e

f'(x)g), ver /ALB 73/.

0 metodo da secante e os metodos de falsa-posigdo

podem ser analisados juntos pois o novo ponto 
x.1+1 depende

dosdoispontosanterioresx.1 exi-1 . Podemos caracterizar
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x.1
	 1
+1 como solucao da equagao 1.(x)	 0 onde i. 6 a	 fungdo

que interpola f nos dois pontos x i e x i_i . De acordo	 com

as formulas de interpolagao e se f 6 duas vezes diferencid-

vel podemos escrever

(3.27)
1

f (x) = l i (x) + --2-(x-x i )	 )f" (ci)

onde
i 
é um ponto num intervalo contendo x, x

i
 e x

i-1.

Alem disco, desde que 1.(x. )=0 podemos expres-
1	 1+1

sar 1.(x)	 como
1

(3.28)	 li(x) = (x-xi+1).(f(xi)-f(xi_1))/(xi-xi_1)

Agora (3.27) implica que

(3.29a)	 0=f(x*)=1,.(x*)x-x.1)(x*-xi_1)f"(

E (3.28) com o teorema do valor medio nos dd:

(3.29b) 1.1(0)=(‹*--x.)fl(n.1) onde1-1 

n.1 6umpontoentrex.1 ex..Substituindo (3 . 29b) 1-1
(3.29a) encontramos que

em

(3.29c)	 (xi4.1-x*) = - -2(xi-x*)(xi_i-x*)f"(ci)/f'(n.)

desde f'(n.1 )0. Portanto, se f'(x)/0, para algum x 	 ponto
de x* temos

(3.30) -x*I < Klx.	 -x*Ilx.-1+1 	 1

onde K e uma cota superior do fator

211f"(Ci)/f1(ni)1

Se a seqt6ncia x 1 , x2, • . foi computada	 pelo
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metodo da secante e se a seq-a6ncia converge entao	 (3.30)

Dam a
1
. = Klx.

I
-x xl e exatamente da forma (3.25). Logo o meto

do da secante tem converg6ncia super-linear.

No metodo da falsa-posicao, um dos pontos	 pode

permanecer fixo, no caso de funcaes convexas no 	 intervalo

inicial, ou seja, x
i-1	

x
i-j 

para j grande. Neste caso ndo

se pode concluir que a i = K x,-x*
	

0 quando i	 cresce,

contudosex.
1-1

 ésuficientemente perto de x x entdo	 (3.30)

implica em que

1+1 .-x*1 < a.
1 

lx.-x* onde a. < 1.
1

Logo, o metodo da falsa-posicao e no minimo	 de

convergencia linear, com uma constante a < Klx i_i -x"I	 que

pode tender a zero. Segundo /DOW, JAR 71/, algumas modifi-
-
cacOes no metodo da falsa-posigdo podem chegar ate a 	 uma

convergencia ciabica.

No metodo da bissecgdo temos que

(3.31)

pois a cada iteragdo o intervalo e reduzido a metade. Logo,
o metodo da bisseccdo converge linearmente.

3.3.6 Comparagdo e Conclusdes sobre os Metodos que Exigem

Valores Iniciais

Recordando a secao 1.2.4 onde vimos que a eficien

cia com a qual um metodo iterativo encontra uma solugao a-

proximada para p(x)	 0 ester relacionado com duas perguntas

bdsicas:

10 Quanto trabalho computacional e envolvido em

cada iteragdo?
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2) Quao rapido a iteragao converge para a solu-

gaoY

A resposta a primeira pergunta sera estimada a se

guir atraves da tabela 3.15.

A resposta a segunda pergunta nao e simples	 de

responder pois esta associada a taxa de convergencia de ca-

da metodo. Quanto mais alta for a taxa de convergencia mais

rdpido a solucao converge para a solugdo desejada. No entan

to, isto ndo responde totaimente a segunda pergunta pois a
taxa de convergencia e uma medida local que depende do va-

lor inicial e dos erros de arredondamento.

Logo urn criterio balanceado d procurarmos reali-

zar o cdlculo da efici6ncia assintOtica conforme a formula

(1.49) ja estudada na secao 1.2.4.

log pl

F	 cff	 ' A + Bn

onde p: ordem de convergencia do metodo.
A: tempo necessdrio para completar um laco da ite

racao sem contar o tempo para o cdlculo 	 de

p(x i ), p' (x i ) ou p" (xi)

calculo de 	 p'(xi),

p"(x.) conforme for requisitado pelo metodo.

Na tabela 3.15, vamos apresentar o 'lamer° de ope-

ragOes e fungOes necessarias a cada metodo.
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TABELA 3.15: Maodos e NUmero de Funcaes

Metodo

FungOes

Bissec
cao

Falsa-
Posicio

Secante
(1) 1 (2)

Newton-
Raphson

	

0,5	 (c)

	

2	 (d)

Miler
(3)

1,8

Laguerre
(3)

3p:taxa de
convergenci.

0.5(a)

	

0,5	 (a)

	

1,6	 (b)

3

	

0,5	 (a)

	

1,6	 (b)

Adicao 2 3 1 4 3 10 6

Multiplicagao 1 3 1	 1	 1 15 7

Divisdo 1 1

4

1	 2

3 F4

1 1 2

Atribuicao 4 2 4 1

Valor
Absoluto

- -
-	 1	 3 - - - 

Raiz
Quadrada

- - -	 -
- 1 1

Teste 1 2 1	 3 1 3 3

DIGSE(f) 1 1 1	 1	 1 1

1

1

1

1

1p(x i )	 (e) 1 1 1	 T- 1

p' (x i ) - - -	 - 1 _ 1

p" (x i ) - - -	 1	 - _ _ 1

1

ObservagOes:

o metodo da secante com a fOrmula usual (3.8).

E o metodo da secante com a formula (3.10).

(3) Os niameros das operagaes sa- o va- lidos para o caso de se

dispor de aritmetica complexa, pois tanto no 	 metodo de

Muller como no metodo de Laguerre podemos 	 encontrar

raizes complexas, mesmo com aproximagOes iniciais 	 re-

ais. Contudo, pode-se, eventualmente, encontrar raizes

reais com aproximagaes iniciais reais.

(a) Nos metodos lineares temos para p, a ordem de convergen

cia, o valor 1, no entanto, este valor nao nos permite

o calculo E ff , entao usamos neste caso o valor de a, da
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do pela formula (3.23) nos metodos de ponto fixo 	 ou

(3.31) para o metodo da bisseccao.

0 metodo da Falsa-Posicdo é super-linear se ambos 	 os

lados mudam a cada iteracao, valendo para p o	 valor

1,6, caso contrario, ou seja para fungOes convexas 	 no

intervalo inicial temos apenas convergencia linear, va-

lendo tambêm o item (a). 0 mesmo ocorre com o 	 metodo

da Secante.

0 metodo de Newton-Raphson tem convergencia linear para

raizes mdltiplas, valendo tambem a observagao (a).

(d) 0 metodo de Newton-Raphson tem convergencia quadratica

para raizes simples.

(e)Seocalculodep(x.)6 feito pelo metodo de Horner en-

tdo temos n adigOes e n multiplicagOes, onde n e o grau
do polinOmio.

(f) DIGSE(x): Calculo do ntamero de digitos 	 significantes

exatos.

Como o tempo de execucao de cada operagdo 	 pode

variar num mesmo computador (como é o caso do B6700) ou em

computadores diferentes, ndo vamos explicitar os ca- lculos de

A e Br para cada metodo.

Tomando como exemplos apenas os metodos de Miler

e da Secante e como tempo medic) de execucao das 	 operacdes

os seguintes valores:

Adicao: 10 ps,

Multiplicagao: 13 pS,

Divisao: 17 ps,

Atribuicao: 8

Raiz Quadrada: 252 ps;

temos para:
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16
n = 3	 E

ff
(Secante)	 = C. log

165

,
	= 12,37

g 1

Eff	 596,8
(M	

lo 
(Miller)	 = C.	 4,28

1
n = 10	 E

ff
(Secante)	 = C.

lo3
g 14

,6 	6,50

log 1
'
8	

=	 3,09E
ff	

= C.
826

1,
n = 86	 E ff (Secante)	 = C	

log. 20626
	 0,99

Eff 
(MUller)	 = C. 

lo
25
g 
74

1 ' 8	=	 1,02

onde C = 10 000.

Por estes exemplos pode-ser ver que uma taxa 	 de

convergencia maior nao implica, necessariamente, numa 	 efi-

ciencia mais alta, e 'clue ester varia de acordo corn o 	 grau

do polinemio. Assim, atraves dos calculos dos demais meto-

dos chega-se a seguinte conclusao:

Metodo Secante Muller Newton-
Raphson Laguerre

ordem de
convergencia

1.6 1.8 2 3

Melhor Eficiencia
Assint6tica 6<n	 -	 84—	 — n	 >	 85—

e sempre
3	 <	 n	 . —	 5— mais

demorado

2 claro que estes resultados valem para 	 poline-

mios bem condicionados com boas aproximagaes iniciais.

Neste capitulo 3 tivemos uma rapida visao dos me-

todos que exigem valores iniciais, suas aplicagOes 	 e seus

problemas. Partiamos de um intervalo contendo pelo	 menos

uma raiz ou de aproximagOes iniciais e determindvamos	 uma

aproximagao X* de uma raiz x* de p(x)=0. Como dispomos	 no
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computador B6700 apenas da aritmetica real de ponto-flutuan

te, consideramos, na maioria dos metodos, so a procura	 por

raizes reais. Mas mesmo usando so a aritmetica real podemos

encontrar raizes complexas no metodo de Bairstow quando ti-

nhamos boas aproximacaes para os fatores p e q. Nos metodos

de Muller e Laguerre tambem podemos calcular raizes 	 comple

xas se dispormos de uma aritmetica complexa que pode ser im

plementada mesmo por "software".

Em todos os metodos apresentados tinhamos uma a-

proximagao X* para a raiz como resultado e tambem o 	 niimero

de digitos significativos exatos dessa aproximagdo em rela-

C50 a anterior. Isto pode nos dar bastante seguranca quan-

to a resposta mas nao nos fornece um limite para o erro e-
fetuado, com excegdo dos metodos de quebra se as raizes sdo

bem condicionadas.

Se necessitamos calcular todas as raizes de 	 uma

equacdo polinomial, podemos calcular uma das raizes e apOs

por deflacao calcularmos as demais, ate chegarmos a um poli

nOmio de grau 2 que 6 finalmente resolvido pela formula de

Bhdscara.

Consideremos a deflagao dada por

(3.32)	 p(x) = (x-X)q(x)+r

onde, neste caso, X 6 uma aproximagdo para uma das 	 raizes

de p(x) =	 0 e

(3.33)	 p(X) = r.

Se diferenciamos (3.32) obtemos

p' (x) = (x-X)q'(x)+q(x)

e dal

(3.34)	 p' (x) = q(R)
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Se continuamos a procura das raizes com o polin8-

mio q, entao estamos, na realidade, encontrando as 	 raizes

do polinamio

1-3(x) = (x-X)q(x)

e de acordo com (3.32) e (3.33) temos

13(x) = p(x) - p(X)

Portanto, as raizes de q(x) sao raizes de um 	 po-

linOmio i3(x) obtido de p(x) por uma perturbacao do 	 termo

constante por uma quantidade p(X).

Entao se X d uma aproximagao para uma das 	 raizes

de p(x)=0 e q(x) 6 o polinOmio de grau n-1 que 	 satisfaz

(3.32) e se y 6 qualquer raiz de q, entao existe uma	 raiz

y* de p que satisfaz

ly -y*1	 Ip(5)1

ly*	 ly*la

onde 0< a c 1W(x)1	 para x entre y e y*, ver /VAN 78/.

Logo, se temos calculado uma aproximagao X 	 na

qual Ip'(R)1 6 pequeno, entao as raizes bem 	 condicionadas

de p(x)=0 podem ser encontradas com boa exatidao 	 atraves

da deflagao de p(x). Se as raizes de p(x) 	 0 sao mal condi

cionadas (raizes multiples, por exemplo), estas ndo 	 podem

ser encontradas com boa exatidao atraves do polinOmio 	 q,

pela deflacdo, pois este procedimento sd fard diminuir 	 a

exatiddo.

Outro fator importante, quando usando a 	 deflagao

6 calcularmos as raizes na ordem crescente de magnitude

que reduzird em geral os erros de arredondamento.

Se ndo optarmos pela deflacao podemos fazer 	 use
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de uma das tecnicas vistas no capitulo 2 para separar 	 as

raizes de p(x)=0. Tendo-se todas raizes reais separadas 	 e

se tivermos alem disco informagOes sobre a 	 multiplicidade

das raizes entao podemos escolher mais seguramente as apro-

ximacOes iniciais para cada raiz individualmente e 	 entdo

calculd-las por um dos metodos deste capitulo.

Caso os coeficientes de p(x) sejam todos 	 intei-

ros, podemos fazer use do seguinte resultado:

Teorema 3.6:

Se p(x) = a x
n 

+ a 1
xn-1

0	 +	 + a n-1 x + an

todos coeficientes a i	Z, i = 0(1)n, entdo

tem

toda raiz inteira de p(x)=0 é um divisor de a0.

toda raiz racional p/q, expressa na forma	 irredutivel

6 tal que p 6 divisor de a
n e q 6 divisor de a0.

A partir deste resultado temos o Algoritmo da Ex-

clusäo de Newton, para o cdlculo das raizes inteiras 	 de

p(x) = 0.

Algoritmo da Exclusdo de Newton

Calcule uma cota b para as raizes positivas de p(x)=0 e

uma cota a para raizes negativas de p(x)=0. Entdo 	 toda

raiz .x i de p(x)=0 estd em [a;b].

Pelo algoritmo de Horner obtenha p(1), p(2), p(-1)

p(-2).

c) As eventuais raizes inteiras de p(x)=0 estardo entre os

nUmeros inteiros

a	 <	 a

a

< 

tais que

b

-p(1) 6 divisivel por a-1

iii) p(2) 6 divisivel por a-2

iv) p(-1) 6 divisivel por a+1

v) p(-2) 6 divisivel por a+2
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d) Os niimeros inteiros que nao tiverem sido excluidos 	 nos

passos acima sao testados pelo algoritmo de Horner para

encontrar os que tornam p(x)=0.

Para calcular todas as raizes de p(x)=0 	 podemos

seguir o seguinte fluxograma:
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Existem outros metodos que a partir apenas 	 do

grau e dos coeficientes do polinamio fornecem aproximagaes

para todos zeros do polinômio. Sao procedimentos	 baseados

no metodo de Graeffe, ver /GRA 63/, /BAR 67/, tambem chama-

do de "Root Squaring" ou no metodo Q-D (quocientes- diferen

gas, ver /HEN, WAT 65/). Em geral sao aplicdveis a polina-

mios com todas raizes reais e simples para se obter um bom

resultado ou em algumas modificagOes abrange-se raizes mel-

tiplas, ver /NOL 68/, e exige-se que todos coeficientes se-

jam nao nulos.

Existe ainda o metodo de Bernoulli, ver /ALE 73/

que nao necessita nenhuma inicializacao mas so calcula uma

raiz de cada vez, sendo necessdrio deflatar o polinOmio pa-

ra encontrar as demais.

Estes mdtodos sao chamados de Metodos Auto-Inicia

lizdveis (MAI), e nao os estudaremos neste trabalho.
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4. TEORIA DE INTERVALOS E ZEROS DE POLINOMIOS

4.1 Nov-5es Basicas sobre Intervalos

Nesta serao iremos apresentar as primeiras defi-

nicaes sobre a Teoria de Intervalos que vem dar uma 	 nova

luz na problematica do erro na andlise computacional. Quan-

do um metodo numerico nos dd uma resposta,	 pot	 exemplo,

	

, 0,93211485665, na realidade nao temos certeza de 	 qual

o limite de erro cometido, mesmo sabendo at 	 o nailer()	 de

digitos significativos dessa resposta. No entanto, 	 se	 dis-

sermos que a solugao estd no intervalo 	 [0,93211485650;

0,93211485678] teremos certeza de qual o limite de erro co-

metido.

4.1.1 Intervalos em R

Os elementos de R serao denotados por a,	 b, c,...

x, y, z, e os intervalos serao indicados pelas letras mains

culas: A, B, ..., Z.

Definicao 5.1: Um intervalo A em 	 e	 definido

por   

A= [a;b] = {x 1 a< x < b, a ER, bell}

0 conjunto de todos intervalos sera indicado 	 por

IR. Um elemento x c R pode ser representado em IR na forma

[x;x] e 6 chamado de Interval° Puntual.

Podemos ter tambem intervalos em R 2
, R 3 ,	 R

n

Teremos entao um intervaZo vetorial n-dimensional	 pelo

qual entendemos uma n-tupla ordenada de intervalos (X 1 , X2,

..., X
n ) = X. Um intervalo bidimensional representa um 	 re-

tangulo conforme se v6 na fi gura 4.1.
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b2

b1

a2

FIGURA 4.1: Um intervalo em R
2

Definicao 4.2: Igualdade de Intervalos

Dois intervalos A=[a 1 ;a 2 ] e B=[b 1 ;b 2 ) sao iguais

se vale a igualdade entre eles conforme na teoria de conjun

tos, isto e:

A = B	 x E A— x E 131 .

Decorre da definicao que A=Ba 1 =b 1 e a 2 =b 2 . A

relacao "=" e uma relagao de equivalencia.

Definicao 4.3: Intervalos Disjuntos

Dois intervalos A=[a 1 ;a 2 ] e B=[b 1 ;b 2 ] sao disjun-

tos, A n B=0 se a 1	b2 ou b i > a2.

Definicao 4.4: Interseccao de Intervalos

Se A e B nao sao disjuntos entao a Interseccao de

A e B e

A fl B = [max {a 1 ,b 1 };	 min ta2,b21]
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Se X =	 (X ,...,Xn )	 e y	 = (Y1,Y2,...,Yn) entao

X n Y = (X 1 r y i ,	 xn (1 Yn).

Definicao 4.5: Uniao de Intervalos

Se A e B nao sao intervalos disjuntos, entao 	 a

unik de A e B

A U B = [min{a 1 ,1) 1 }, max(a2,b2)].

4.1.2 Aritmetica em IR

Seja	 E {+,	 /} uma operagao definida	 no

conjunto IR dos ntameros reais. As operacoes em I sao esten

didas para o conjunto IR do seguinte modo:

Definicao 4.6:

Sejam A e B intervalos sobre R entao para * E {+,,+,

/J e 0 4 B no caso da divisao temos:

A *B= la*blacAebEB1.

Teorema 4.1:

Sejam A=[a 1 ;a 2 ], B=[b 1 ;b 2 ] intervalos sobre	 R,

entao sao satisfeitas as seguintes propriedades:

A + B = [a 1 + b 1 ;-a
2
 + b 2 ]

-B = [-a - -a ]
2'	 1

A - B = [a 1 - b 2 ;- a
2
 - b

1 ]

A . B = [min M; max M]

onde M = {a 1 .b 1, a 1 .b
2, a2.b1' a 2

.b
2

}

J
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Se 0	 B entao

1/B =	 [1/b 2 ;	 1/b1]

A/B =	 A.(1/B)	 se 0	 B.

A fOrmula (d) do teorema anterior nao e apropria-
da para uma implementacao numa maquina digital pois sao ne-

cessarias	 4 multiplicagOes e varias comparagOes para encon-

trar o maximo e o minimo. E mais eficiente efetuar as compa

ragOes entre os operandos e realizar a partir dal um niamero

bem menor de multiplicagOes, em geral.

A tabela a seguir nos dd uma visdo dos diferentes

casos que devem ser analisados. Consideremos ainda	 A =

[a 1 ;• a 2 ] e B	 [b1 ;- b 2 ].
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TAKLA 4.1: Casos Possiveis das OperacOes de Intervalos

------_,_El

:Lapa21
:: [b i ,	 b21

0

----___	
1)1

b2

b

0 b1 < 0 e

b
2

1

bh

b2 >/* 0 b2

b2

bi

< 0

al	 02
a l >/

a a 2 al 02

a l <10 e a 2 ›/ 0

b2

b
b2'

al a2
._____a

1 °2 al bi
a 2 b2

b1

a2 < 0

b
13 1 _ --

b2

at a2

b2

b

at	 a2
a

1
a

Analisando os nove casos temos:

1) a 1 > 0, b	 > 0— A.B = [ a 1 b 1 ; a2b2]

a
1 1	

0, b
1	

0, b
2 1	

0	 A.B = [ a
2
b

1
; a

2
b

2
]

a
1
	 0, b

2 
<	 0
	

A.B = [ a 2b 1 ; a1b2]

a
1	 0, a

2 1	 0, b 1	 0	 A.B = [ a 1 b 2 ; a2b2]

a
1
<0, a 2 >0, b

1
<0, b 2> 0	 A.B = [min{a 1 b 2,

 a 2
b

1
},

max{a
1
b

1' 
a

2
b

2
}]
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a 1
 <
	 0 ,

 a 2 = 
0 ,
 b 2

 < 0	 ->	 A.B =	 [a
2
b

1 ; 
a

1
b

1
]

a
2
	0, b

1
 -0
	

A.B =	 [a
1
b
2 ; 

a
2
b

1
]

a
2 <
	 0, b i < 0, b

2
 > 0	 +	 A.B	 [a

1
b
2 ; 

a
1
b

1
]

a
2 <
	 0, b

2
 < 0	 A.B	 [a 2 b 2 ; a1b1]

Assim, apenas um caso entre nove onde serao fei-

tas 4 multiplicagaes.

a 1

a 1

2-

>

0,

0,

No caso da divisao

b 1 -

0	 E	 B.[b 1 ;b 2 ]

temos:

A/B	 =	 [a 1 /b 2 ;	 a2/b1]

A/B e nao definido

3) a 1 0, b 2	<	 0 -> A/B = [a 2 /b 2 ;	 a1/b1]

4) a 1 < 0, b i	>	 0 A/B = [a l /b.] ;	 a2/b1]

5) a 1 < 0, 0	 e	 B -> A/B 6 nao definido

6) a 1 < 0, b 2	<	 0 -> A/B = [a 2 /b 2 ;	 a1/b2]

7) a 2 < 0, b 1	 >	 0 A/B = [ a 1 /1D 1 ;	 a 2 /b 2 ]

a 2

a 2

< 0,

Of

0	 E	 B

0b 2	 <

+ A/B e

A/B =

nao definido

[a 2 /b 1 ;	 a1/b2]

Exemplo 4.1:

Sejam A.[2;5], B.[-2;-1], C.[-3;2]	 e	 D=[-3;-1]

a) A + B [0;4]

b) A + C = [-1;7]

c) C + A = [-1;4]
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A - D	 =	 [3;8]

A . C	 =	 [-15;10]

C . A	 =	 [-15;10]

B . D	 [1;6]

A / B	 [-5; -1]

A.(B+C)	 A.[ -5;1] = [-25;-5]

h) A.B +	 A.0	 = [-10;-2] +	 [-15;10] = [-25;8]

4.1.3 Propriedades Algebricas em 1

Atraves do exemplo 5.1 intuimos que pelo 	 menos

algumas das propriedades algebricas que valem em R	 valem

tambem em IR. Temos de fato o seguinte teorema:

Teorema 4.2:

Sejam A, B, C	 IR, entao valem:

a) A+B=B+A- comutatividade da adigdo

b)A.B=B.A- comutatividade da multiplicagao

(A+B)+C = A+(B+C) - associatividade da adicao

(A.B).0	 A.(B.C) - associatividade da multiplicacao

(El! Na E	 IR) [ (V A 6 IR) ,	 A+N
a
=A], Na =[0;0] = 0

(--A! Nm r	 )[(V A E	 A.N
m=A], Nm

=[1:1].-

IR nao admite divisor de zero, isto é,

A.B =	 0	 4„----> A = 0 ou B	 =	 0

Em	 nao existe o inverso de um dado intervalo A=[a1;a2],

a 1 / a 2 com relagao a adicao e multiplicagao.

i)0EA-A
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j) 1	 A/A, para 0	 A.

1) A.(B+C) c AB + AC - subdistributividade

a. (B+C)	 aB + aC	 , V a	 e R

SejamA (j) ,B(j)	 =1,2 com A
(j) < B (j) , entdo para

*s{+,	 /} vale

A (1) * A (2) < B	 * B
(1)	 (2)

A demonstragao dessas propriedades pode ser encon

trada em /ALE 74/. Conforme se pode concluir do teorema an-

terior	 (IR, +,	 .) nao forma um anel e nem sequer (IR,+) for

ma um grupo.

4.1.4	 Topologia de IR

Vamos ver aqui apenas algumas nogOes da Topologia

de IR, relativas as definigOes de valor absoluto, distancia

e diametro.

Definicao 4.7:

Sejam A=[a 1 ;a 2 ], B=[b 1 ;b 2 ] intervalos em

Distancia	 : d(A,B) = max fla l -b 1 1, 1a2-b21}

Valor Absoluto: lAl = d(A,[0;0]) = max ila11,1a21]

c) Diametro : D (A) = a
2
 - a 1	0

1

Teorema 4.3:

Sejam A, B, C, D e IR e consideremos	 distancia,

valor absoluto e diametro conforme definido em 4.7, 	 entao
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valem:

A aplicagao d define uma metrica em IR.

0 espago metric°	 (IR, d) 6 completo, ou seja, toda	 se-

ciffencia de Cauchy de intervalos possui um intervalo como

valor limite.

Obs.: lim A
(k)
	 A	 lim a

(k) 
= a

1 e
	 lim a

2
k) a

2
k-> w	k.+00

Toda secitiencia de intervalos {A (k)
1k=0 

com

A (0)	 (1)A	 < A
(2) ...	 converge para o intervalo

n	 (k)
A = k=0	 A	 •

A < B	 All 	 1BI

d(A+B,	 A+C)	 = d(B,C)

d(A+B,	 C+D)	 < d(A,C) +	 d(B,D)

d(AB, AC)	 <	 lAl	 d(B,C)

A < B	 D(A) <	 D(B)

i)	 =	 D(A) +	 D(B)

A < B	 1/2(D(B)	 - D(1)) < d(A,B) < D(B)-D(1)

Novamente nao demonstraremos estas	 propriedades

que se encontram em /ALE 74/ ja" citada.
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4.2 Implementacdo da Aritmetica Intervalar

Conforme ja vamos nas secaes 1.2 o conjunto 	 dos

ntameros reais e aproximado, "arredondado" por um	 conjunto

F, dos nümeros de ponto-flutuante de precisdo simples ou du

pla. As principais propriedades da funcdo	 arredondamento

e do conjunto F munido das operacOes 5-1, .1, E= 	 I/ 
convenientemente definidas estdo no teorema 1.3 da	 sec-do

1.2.2.

Quando trabalhando em I tambem vamos necessitar

arredondar um intervalo cujas fronteiras sdo ntameros reais
para niimeros de ponto-flutuante, isto é, intervalos repre-
sentaveis numa mdquina digital.

4.2.1 Arredondamentos em I e Operacaes em IF

Seja IR o conjunto dos intervalos sobre R	 e	 F
o conjunto dos niameros de ponto-flutuante, F = F(b,n,e 1 ,e 2 )
e seja IF = {[a 1 ;a 2 ]'a 1 E F e a 2 E F} o conjunto dos	 in-
tervalos reais com fronteiras em F (isto 6, os	 intervalos
representdveis numa mdquina digital).

Definicao 4.8:

A funcao arredondamento o :I -> IF que para cada
intervalo X corresponde o X deve satisfazer as 	 seguintes
propriedades:

X E IF	 X=X

X e IR -+	 X c

(c) X,YeIR, XeY i .0)‹c o Y

A propriedade (b) nos diz que devemos efetuar
arredondamento nas extremidades do intervalo e a proprieda-
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de (b) diz que estas extremidades devem ser 	 arredondadas

por meio dos arredondamentos direcionados. Isto 	 significa

que calla intervalo deixa-se representar por

(d) 0X = 0 [x 1 ;x 2 ] = [vx i ; Ax 2 1 •

0 seguinte teorema /ALE 74/ 6 de grande	 impor-

taneia para avaliagio de erros.

Teorema 4.4:

Seja um arredondamento intervalar de acordo 	 com

(d) da definigdo 5.8. Entao para	 *6{-1-.-,.,/}	 vale

A, B	 e IF ± A*B	 C o (A*B) 6 IF

Va c A, Vb 6 B	 a*b 6	 o (A*B)	 6 IF.

Como vimos na secdo 1.2.2, no teorema 1.3, 	 F

conjunto dos nUmeros de ponto-flutuante munidos da 	 funcao

arredondamento	 :IERFedas operagaes	 , *c{+,-,.,/

forma um aneldide. Ja definimos as operacdes de intervalos

em IR. Podemos arredondar um intervalo de I 	 para IF e va-

mos estudar agora as operacdes em IF.

Sejam A=[a 1 ;a 2 ] e 13.[b 1 ;b 2 ], em /KUL 79/ é 	 mos-

trado que

(4.1)	 A p B	 =	 0 (AL* 113) = [V	 min	 (a.*b.):
i,j=1,2 J

A	 max	 (a.1*b.)]
i,j=1,2

Como V e A sao funcdes monOtonas temos:

(4.2) 	<-4.," B	 'TIM	 cr) b	 maxV
i,j=1,2	 1	 J	 i,j=1,2	 1

onde awb=V (a w l))	 e a&b=A (a*b).
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Logo, para a execucao das operacaes * , * 6 {+, -,

/} podemos dispor das seguintes formulas:

(4.3)	 1. A	 -<>	 B =	 [a 1	b 1 ; a 2	b2]

(4.4)	 2. A	 -	 B =	 [a 1	b2 ; a 2 Q bi]

3. A	 B =	 [min M; max M']

OndeM=avb	 awb	 awbaa
1 .	 1'	 a 1 v	 2'	 a 2	b 1 , a 2

M'=	 a 1
 A b 1 ,	 a 1 A b 2 ,	 a 2 A	 b1,

b
2

Podemos fazer avaliagOes sobre A e B e teremos a

partir da Tabela 4.1 os seguintes nove casos:

(4.5)

A	 <	 [0;0]	 e	 B	 >[0;0]

A	 >	 [ 0;0]	 e	 B	 <	 [0;0]

A>	 [0;0]	 e	 0	 c	 B

A	 < [0;0]	 e	 B	 >	 [0;0]

A	 <	 [0;0]	 e	 B	 <	 [0;0]

A	 <	 [0;0]	 e	 0	 E	 B

0	 c	 A	 e	 B	 [0;0]

0	 E	 A	 e	 B<	 [0;0]

i)	 0	 c	 A	 e	 0	 c	 B

	

A	 B =

	

[a1 y b 1 ; a 2	 A b 2 ]

	

[a 2 v b - a 2
1 ' 	

A b 2 ]

	[a 2 y b; a 2	 A b 2 ]

	y b_; a22	 A b 1
]

[a2 y b2;

	

2	 2'

[a1 y b
2
; a	1 	 2' a1	 A b 1 ]

	[a1 V b2 ; a2	 A b 2 ]

[a2 y b 1 ; a l A b 1
]

[min{al y b 2 , a 2 A 101}

[max{a 1
 y b 1, 

a 2 A b2}]

 [a1
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(4.6)	 4. A divisao tambem pode ser dada em funcao da to

bela 5.1

A > [0;0] e B > [0;0]	
[a1	 b 2 ; a 2 A 131]

A > [0;0] e B < [0;0]	 [a
2
 V b

2 ; 
a 1 A b

1
]

A > [0;0] e 0 £ B	 indefinido

A < [0;0] e B > [0;0]	 [a
1
 V b

1 ; 
a
2
 1 b

2
]

A <

A<

0 E

0 E

indefinido

Estas formulas mostram que as operacOes o , *e{

/} em IF sao executaveis num computador se as opera-

gOes A e V de elementos de F sao disponiveis. Com  isto pre

cisamos	 ao total 8 operacOes (V, A, A, V, V, i, i, V),	 no

entanto e necessario apenas a implementagao de 3 delas, por

exemplo V, V e V pois a subtragao pode ser expressa pela a-

dig -do e

(Vac F)[Va.-A(-a) A Aa.-A(-a)].

Logo, temos a seguinte lista de fOrmulas:

a V b	 V(a + b)

a V b	 V(a + (-b)) = a V (-b)

[0;0] e B	 < [0;0]

[0;0] e 0	 e B

A e B [0;0]

A e B< [0;0]

A e 0	 c B

[a2 9 b l ; a 1 A b2]

indefinido

[a1 Vb-1 ' a 2 A b 1 ]

[a2 Tb-b 2 , a
1
 A b2]
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a o	 b	 v(a . b)

a v	 b =	 v(a / b)

a	 b =	 - v( - (a+b)) = (( - a)	 (-b))

a A	 b	 -\7(-(a.b)) = ((- a ) V	 (-b))

a	 b =	 - v( - (a/b)) = (( - a)	 b)

0 seguinte teorema da- as propriedades das opera-

Goes

Teorema 4.5:

Sejam as operacoes	 ,	 como defini-

das anteriormente, entao

(a) (V A,B E IF) [AFEB E IF	 A 4, B	 AL*	 •

(b) (V A,B,C E IF)	 [Al* B c Cl*ID->-A,!>BcC<> ID].

A,B E IF)	 [1\] 'c lB c A ' B].

(V	 A,B E	 [<> (A  *IB) c	 A)	 B)].

Exemplo 4.2:

Seja F=F(10, 1, -2, 2) e sejam A	 [0,47;	 0,63],

B = [ 0,24; 0,36] , A, B E I In 

a) APB	 [0,71;0,99] e como A, B	 IF entao

10-
<>A=[0,4;0,7] e ob=[0:3;04] e .c-(ALLIB =

[0,7;0,1x10]

(<> A) a	 (o B)	 ((----> A) + 1 ( `' B) ) =

.<>	 ([0,4;0,7] + [0,3;0,4]) =
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o([0,7;1,1) = [0,7; 0,2x10].

Logo, se 'ye que o (A +IB) c (o A) o (o

b) A.[0,3;0,6] e B=[0,6;0,9] e AL+113.[0,9;1,5]

A o B = [0,9; 02,x10]

Logo A +IB c A o B

4.2.2 Implementacao das OperagOes em EF

Para termos disponivel a aritmetica de IF confor-

me (4.1) podemos implements-las via software, hardware 	 ou

firmware. Cada um é um caminho diferente com suas vantagens

e desvantagens. A implementacao via software é a mais demo-

rada em tempo de execucao, pois e feita atraves de rotinas

em linguagens de alto nivel, porem e mais rapida e	 facil

de ser implementada, principalmente se trabalhando com uma

maquina de grande porte cujo acesso ao hardware é bem	 mais

dificil, ou que nao dispee da facilidade de microprograma-

cao. Vamos trabalhar na implementacao via software na 	 lin-

guagem Algol.

Como os tipos de variaveis desta linguagem sao fi

xos e entre eles "nao se encontra o tipo intervalo e neces-

sari° criar uma estrutura de dado utilizando os jd disponi-

veis. Para implementar o tipo "intervalo" vamos 	 usar	 a

"<array	 declaration>".

Para representar um intervalo da maquina 	 dado

por A	 [a 1 ;a 2 ] onde a 1 E F B e a 2 E FB e FB	o sistema de

ponto flutuante do computador B6700 que e descrito, junta-

mente com algumas nocOes basicas no apendice 5, vamos utili

zar um "array" com uma dimens5o com duas posigees,	 a	 pri-

meira que conterd a extremidade a 1 e a segunda que conterd



222

a extremidade a 2 . Assim para representar um intervalo gene-

rico, A, vamos utilizar a declaraceo:

REAL ARRAY A[0:1]

Para representarmos o intervalo A=[a 1 ;a 2 ]	 vamos

ter as seguintes atribuicaes:

A[0]•= a 1 ;	 A[1]•= a2;

Vamos utilizar o dimensionamento A[0:1] em	 vez

de A[1:2] para tornar mais eficiente a geragao do cOdigo ob

jeto.

Para implementar a aritmetica intervalar, que con

siste das operagOes • , G	e m vimos que e necessdrio ape

nas a implementagao de 3 operagOes, a saber v, v e	 que

sao definidas como:

a

a

a

y b

v b

v b

=

=

v(a+b),

v(a*b),

v(a/b).

Assim precisamos realmente da operagao v uma vez

que +, * e / sao as operagOes disponiveis na 	 aritmetica

de ponto flutuante, e a partir destas serao 	 implementadas

as operagOes v, v , v e v. Como as operagOes serao imple-

mentadas via software e para executar a subtragao	 teremos

que igualmente chamar uma rotina entao sera conveniente u-

sar uma rotina tambem para subtragao.

A operagdo v, o arredondamento direcionado para

baixo, sera implementado pela "PROCEDURE LOW(X)";. A descri

gdo do arredondamento v pode ser vista em (1.6) na 	 serao

1.2. Para termos uma visdo mais clara deste arredondamento

observemos a seguinte figura 4.2.
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e2
onde	 B: major nUmero positivo:	 (b-1)(b-1)...(b-1pb

n vezes
e

menor nlimero negativo:-0,(b-1)(b-1)...(b-1)xb
2

C: menor mamero positivo: b
e1-1

maior niamero negativo: -b
e1-1

FIGURA 4.2: 0 arredondamento V

0 arredondamento que o computador B6700 usa inter

namente 6 o arredondamento para o ntamero mais prOximo	 da

maquina, que 6 executado em termos da base 8. Maiores deta-

lhes ver anexo 5.

As operagaes de intervalos, adicao, 	 subtragao,

multiplicacao e divisao serao implementadas 	 utilizando a

"PROCEDURE LOW(X)". Temos entao as rotinas:

"PROCEDURE ADD(A,B,C);"

"PROCEDURE SUB(A,B,C);"

"PROCEDURE MUL(A,B,C);"

"PROCEDURE DIVI(A,B,C);",

onde A e B sao os intervalos operandos e C e o	 resultado
da operacao.

A listagem de todas estas rotinas 	 encontra-se

no anexo 6, no programa RAIZ/NEWTONINT/HIB.
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4.3 Avaliacao Intervalar e Imagem de uma Funcao Real

Na Analise aprendemos a calcular a imagem de 	 uma

funcao f de variavel real para um dado intervalo. Seja

f: R	 R

x	 f(x)

uma funcao racional, ou seja, a expressao f(x) e	 composta
somente de um niamero finito de operandos e operagOes. Dado

um intervaloA E I,aimagem de A d o conjunto de todos va

lores f(x), tais que x E A, e 6 indicada por f(A).

Quando tratamos com outros tipos	 de	 funcOes:

f: R	 f: IR	 IR, f: IR	 R temos um problema mais am-

plo que o anterior. Vejamos um exemplo:

Exemplo 4.3:

Seja f: R	 R

x	 f(x)	 x 2 .

Seja A.[-3;2].	 f(A)= 21 x	 [0;9]

Agora se f:IR -> I

f(X)	 -> X 2	= X.X,

entao f(A)	 = A.A	 =	 [-6;9].

Observa-se facilmente que A.A.[-6;9] c [0;9].

Definicao 4.10:

Seja f uma funcao real cuja expressao 	 funcional

contem as constantes a (0) , ..., a (m) e um niamero finito de

operagOos. Sejam A (k)
IR, k=0(1)m. Entdo o intervalo dos

valores funcionais, isto 6, a Imagem da func'ao f	 6 defini-
da como:
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I(f,X,A(0) ,A(1)
(m) )

= {f(X;a(0),...,a
(k)	 (k),1,0 )m}(m)

) x c X, a	 c A1

= [min f(x;a
(0)(m) kmax f(x;a

(0)
,...,a

(m) )],

quando x c X, a
(k) 

c A
(k)

, k = 0(1)m sao tornados 	 indepen-

dentemente um do outro.

Exemplo 4.3:

Seja a funcao h dada pela expressao:

h(x;a) = 1 + ax 1-x

Esta funcao h poderia ter diferentes 	 expressOes

funcionais, como por exemplo:

h 1 (x;a)	 1 +	 	
1	 1

x - 1

h 2 (x;a) =	 1 +	 1 
a x , para x/1	 e x/91 .- 
x

Para A=(0;1]	 e	 X=[2;3]

ax I(h,[2;3];[0:1])	 =	 {1 + -x 12<x<3, 0<a<1}
1 	 — —

=	 [-1;1].

Teremos este mesmo valor para qualquer uma das 3

expressaes de h.

Definicao 4.11:

, x/1, x/0

a

Sejam dados f uma funcao e sua correspondents ex-

pressao. A Avaliagao Intervalar de f (ou extensao interva-
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lar) a funcao de valores intervalares F obtida pela 	 subs-

tituicao de todos operandos da funcao f por intervalos con-

tidos no dominio de definicao de f e todas as operagOes por

operagOes intervalares de acordo com 4.1.2 e tal que	 F(x1,

x
n
) = f(x...,x

n
) para argumentos reais.

Essa definica0 depende logicamente da	 expressao

funcional correspondente, uma vez que as operagOes em

nao gozam das mesmas propriedades que as operagOes 	 em R.

Vejamos um exemplo:

Exempla 4.4:

Consideremos a funcao do exemplo anterior

h(x;a)	 1 +
1-x

Assim, a avaliagao intervalar, nessa forma, e:

1][2-H([2;3];[0;1]).	 1	
+ [0;	 '3]

 = [ -2;1]
1- [2;3]

Considerando a forma correspondente a h
1 

temos

H
1'''	 1
([2-3]-(0-1])	 =	 1	 [0;1] - [-1;1]

(2; 3]
	 - 1

Logo	 H = (-2;1] / (-1;1] = H2

Os seguintes teoremas sao encontrados em Alefeld

/ALE 74/ .

Teorema 4.5:

Sejafuma funcao real arbitrdria e X e Y 	 dois

	

intervalos. Entdo se X C Y, I (f,X; A (0) ,...,A(n) C I (f,	 Y;

(0)	 (m)A	 ,...,A	 ).

ax
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Teorema 4.6:

Seja f uma funcao continua de variaveis 	 reais

x
(1)

, x
(2)

,	 x
(n)	

e	 f(X
(1)

, X
(2)

, ..., X
(n) ; 

a
(0) ,a (0) 

,

..., a (m) uma expressao funcional correspondente. 	 Seja	 a

avaliagao intervalar f(Y
(1)

, Y
(2)

,...,Y(n)
 

,	 B
(0) ,

B
(1)

B (m) ) definida para os intervalos 	 Y (1) ,	 B (j)	 i =	 1 (1)n,

j	 0(1)m.

Entao vale:

Propriedade da inclusao:

(i)	 (i)	 (j)	 (j)
Ai X	 CY	 eA	 C	 B 	 i=	 1 (1)n,

j	 0(1)m,	 entao

I(f,X1 (n) ;A (0)(m) )	 C

(1 )	 (m)	 (0)

	

C	 f(X	 ,...,X	 ;A	 ,...,A (m) )

"Propriedade dos Subcorijuntos":

(i)	 (i)	 (i)	 (j)	 (j )	 (j )39z X	 CZ	 CY	 , A	 CC	 C B

i =	 1(1)n,

j	 omm, entao

(1 )	 (n)	 (0)f (X	 ,	 ,X	 ;A	 ,	 ,A (m) )	 C

	

C	 f(Z (1 )	 (n); C (0),...,C(m) )

Exemplo 4.5:

Seja a funcao polinomial p(x) = 3 - 3x + lx 3 corn3

valores de x no intervalo [1;3]. Vamos considerar as seguin

tes extensOes intervalares para p(x).
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P
1
 (x)	

1
3 -	 3X	 +	 X.X.X

P 2 (X)= 3 -	 X(3 + 1XX)

Fazendo X	 [1;3],

P1	

17
([1;3]) =	 [-	 9]

P
2
([13])	 [-5;3]

A expressao P 2 obtida pelo use do metodo de Hor-

ner nos fornece uma melhor aproximacao para a imagem do po-

linOmio p(x). Isso vale para qualquer polinOmio gracas 	 a

subdistributividade (ver teorema 4.2(j)). 0 valor 	 exato

da imagem do polinamio p(x) 6 I(P;[1;3]) = [3 - 2 33; 3]

qual nao pole ser obtido por uma seqtlencia finita de opera-

Goes aritmeticas com mameros racionais.

Teorema 4.7:

Seja f uma fungao real e f(x) a expressao funcio-

nal correspondente. Entao para X c Y

D(f(X)) < d.D(X) e d	 0.

A demonstragao deste teorema 6 mais extensa e po-

de ser encontrada em /ALE 74/.

4.3.1 Forma Intervalar do M6todo de Newton

Conforme jd vimos na segao 3.2.4 embora satisfa-

zendo as condigOes do teorema da convergencia do metodo 	 de

Newton em R podemos ter problemas. Na forma intervalar 	 do

Metodo de Newton tais problemas nao surgirao.

De acordo com a segao 4.3 podemos formar a 	 ava-
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interval	
f(x)

ar da funcao f(x) = x -	 atraves de
f'(x)

(a)	 F(X)	
X - F(X) 

F (X)

No entanto, com esta substituicao ing&nua 	 temos

uma decepcio, pois tal metodo e sempre divergente. Vejamos

isto, pelo seguinte teorema:

Teorema 4.8:

0 metodo primitivo de Newton (como em (a) e sem-
pre divergente, a menos que X0 = [x

0
 ;x

0 
I.

Demonstragao:

	

(0)	 (0)	 (0)Seja X	 com x* E	 X	 e X	 [x,x], entao

D(X (1) ) 	 D(X (0) )	 D( F(X (0) )	 0)	 D(X )(0)1,"(X	 )

(pela propriedade i do teorema

4.3)

Por uma indugao temos:

	

(n+1)	 (n)D(X	 )	 >	 D(X	 ),	 V n E N, isto é, X (n)	 nunca

converge para um intervalo puntual.

c.q.d.

Portanto, e necessdrio modificar o metodo 	 acima

de modo que o diametro do prOximo intervalo a ser calcula-

do certamente ird diminuir em relagao ao intervalo anterior

e que ainda contenha a raiz x*. Em outras palavras e desejd
vel que

x (0)(1)	 (2)	 (n)

	

0 X	 0 X	 0	 e	 que

(n)

	

x*	 X	 , V nE	 N.
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4.3.1.1 0 Operador Neutoniano

Nos metodos de ponto fixo exigimos que as 	 fun-

goes sejam continuamente diferencidveis no intervalo 	 ini-

cial que contem a raiz. Agora para os metodos intervalares

temos a seguinte condigdo: Seja f uma funcao monotOnica

continua em	 e

(b)	 (V x,y 
E(0)

), [f(x)-f(y) E [ ril 1 i m 2 ] . [ X- y; x- y] 	 =

M[x-y;x-y] A 0	 M = [m1;m2]]

Para fungOes continuamente diferencidveis 	 vale

(b).

De acordo com o teorema do valor medio

f (x)-f (y)	 f'	 (x-y) , para S E [x,y]

f I (x) existe em X (0) ,	 portanto existe um m
1 e um m 2 tal que

f' (x) < m
2 e f' (x) > m 1, para xcX

(0)
 . Logo

f(x)-f(y) =	 f'(3)(x-Y) K	 m2(x-Y)

f(x)_f(y)	 f'(Mx-Y)	 mi(x-Y)

Da i
	

f(x)-f(x) E	 [m 1 ;m2 ] . [x-y:x-y]	 pois

[m1;m2].[x-Y;x-Y]	 = [minim1(x-Y),m2(x-Y));

maxim1	 '(x-y) m2 (x-y) }

e Minim 1 (x-y,m 2 (x-y)} < f(x)-f(y)

<	 ma-x{m i (x-y), m 2 (x-y) }

0 fato que 0	 M 6 obtido a partir de f ser mono-

tdnica crescente ou decrescente em X0.
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Podemos representar a condicao (b) 	 graficamente

do seguinte modo: a secante que passa por (x,f(x))

(y,f(y)) tem uma declividade m para a qual vale m
1

Esta relacao 6 dada pela figura a seguir:

<	 < rft

TY

1

1

P 21	 xo

1
)1

	  X(0 -

1	 1
	  N (x,,) 	 ),1

FIGURA 4.3:	 0 operador Newtoniano

Calculamos f(x
0
 ) para x

0 
E X (0) e tragamos	 duas

retas com declividades m i e m2 que passam por (x0,f(x0)).C2

mo no caso real calculamos as raizes n
1 
e n

2 
destas retas.

f (x )
0 

n
1 

= x
0	

ml

f(x )
0n 2 = xo

0 intervalo 1\1=[n
1'
-n

2	 calculado por:

2
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[f (x ) . f(x )]f(x
0

)	
[x .x	 -	

0 '	 0 
N	 x

0	 M	 0' 0
] 
	 [m

1;
m
2

]

Tendo em vista que N depende de x 0 podemos trata-

lo como uma funcao.

Definicao 4.12:

A funcao

	

N : R	 I1

	

x	 N(x)	 x - f(x)M

chamada de Operador Newtoniano.

Com o operador Newtoniano vamos construir a pri-

meira forma intervalar do metodo de Newton.

4.3.1.2 0 Metodo de Newton para Intervalos

Teorema 4.9:

Seja f uma funcao continua e monotanica, a 	 qual

possui um zero x*	 6 X (0) e satisfaz a seguinte condigdo:

(4.7)

	

	 (V x,y c (0)
)(f(x)-f(y) F. is/11x -y,x -y], 0 4 M

Entao para a seguinte segUencia de intervalos de-

finida por

(4.8)	 x (i+1)	 x (i) fl N(x i ); x. E	 x (i) , i 6 N	 valem:

a) x (1) [x*;x*] para	 para todo valor	 ini-

cial x 0	X(0)



233

b) D(X
(i)

) < q l D(x
(0)

) ,	 0<q<1.

Demonstragao:

a) Vamos dividir este item em duas partes:

ai) mostrar que x* c X
(i) 

C X
(i+1)

aii) X (i)	 [x*;x*]

ai) Sem perda de generalidade, vamos 	 considerar

m
1 

> 0 e m
2
 > 0, (o caso que m

1
 < 0 e m

2
 < 0 prova-se do mo

do analogo).

Fazendo y=x* em (4.1) temos

f(x) - f(x*) E	 M(x-x*)	 f(x) E M(x-x*) =

= [m
1
 (x-x*); m 2 (x-x*)] -9-

x* > (x-f (x) ) /m1

x* < (x-f (x) ) ,m2

(x) I

f(x) f(x) (4.9) <-	 x* E [x - f(X) , x - 	 	 - [ X i X ]-(	 /m 1	 m2	m2	 1

para todo x e X (0)

[f(x 0 );f(x 0 ]N(x 0 ) = [x 0
 ;x

0
 ] -

[m1 ; m2]	 = [x 0 ;x 0 ] -

(4.10)
f(x

0 )
	 f(x

0 )
	 f(x0 )	 f(x0 )

- [x m2
m2	

] = [x 0 - m1
1	

;	 0

Se substituirmos em (4.9) x por'x* entao vale
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X* E	 N(x
0 )

Sendo X
(1)	 X (0) fl	 N(x

0 
) / 0 entao x*	 E	 X (1)

Atraves de uma inducao completa obtemos

)	 (i-1)x*	 X	 C X

aii)	 De acordo com o teorema 4.3	 (c) vale	 para

toda seqtlencia acima que x* 	 .	 X (i) . Como x*	 pertence

a todo X (1) , basta mostrarmos que D(X (i) )	 0 quando

para mostrar que X (i) [x*; x*].

Para isso vamos supor que m
1
> 0, m

2	0 como em

(ai). Temos dois casos a analisar.

Caso I) (0)	 (0)	 (0)
'

N(x 0 )	 X	 = [x 1
	; x

2 ]
	 coma na figura 4.4.

x	 - x(0) )1

1

I	
X0 

E...iX
	 i)	 ig(0)	

-->

1	 1 I	 I 2	
o

I 2
i	 i

1	 1

1	
I	

;

i	 I

I	 1

I	
1	  X° 	 I

i
1

I

N( g .) 	 ---I

1
	  X( 0 	 i

FIGURA 4.4:	 Operador Newtoniano - N(x 0 )	 X(0)
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m
onde
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Seja x 0 > x*, x o c X
(0)

;	 através da figura
	

5.3

temos

(4.11)
	

f (x 0 ) > m1(x0-01
0)

)

	

A desigualdade	 (4.11) tamb6m pode ser obtida	 nu-

	

mericamente atraves de (4.8), 	 fazendo x=x
0
 e y=x

0)

(4.10)	 f(x
o

)	 (4.11)

	

D(X (1) ) = x (1)	 - x (1) x -	 X (0)
2	 1	 0	 m

2	1
(0)

	

m	 (x -x	 )

	

1	 1	 	 (0)< x o-	 x	 =
1m 2

	

(0)	 (0)	 1	 (0)
= x	 - x	 (x

o
	- x	 )	 =

1	 1	 m 2	1

x0 < X(0)2m
1 

2
= (x

0
-x 0) ) (1- 

m
)	 (x (0) -x

"(1
0) ) (1-r)

2

(1) -x (1 ))	 (x (0) -x (0)	 (0)	 (0)(x	 )(1-r) < (x
2
	-x

1	)2	 1	 —	 2	 1

Logo, D(X (1) )	 <	 D(X (0) ).

Para x 0 < x* o procedimento 6 andlogo.
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Caso II)	 N(x 0 ) 
C 

X (0) - figura 4.5.

FIGURA 4.5: Operador Newtoniano - N(x 0 ) C X(0)

Seja x 0 > 0	
(0)c X	 . De modo andlogo a	 (ai)

temos:

(4.12)	 f(x0 )	 < m 1 (x 0 -x
0)

)

(4.10)

	

f(x )	 f(x )

2
(1)	 (1)	 (1)	 	 0	 0 D (X	 ) = x	 -x 	 = x	 x	 +1	 (0)	 m2	 (0)	 mi

(4.12)
1	 1	 (0)	 1	 1

= f(x 0 )( m	 -r-r;.2 )	 -- m1 (x0 -x1 ) (M--	 - WI-) =1 1	 2

(0)
X 0 <X 2

( 	(= (x 0 -x 1
0) )(1-r) < .(x 2

0) -x 1 0) ) (1-r)	 <

	

(0)	 (0)<(x,	 -x	 )	 . q-	 	 1
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Como q = 1-r <	 1

(0)	
- x (0)).q<x (0)

	
-	

(0)

	

(1)	 -(1)_	 (1)	 (x	 2	 x1(4.13)	 D(X)	 =	 x 2	x l	 -	 2	 1

Logo,	 D(X (1) )	 <	 D(X
(0)

)

Sendo	 (ai)	 e (aii)	 vilidos para cada passo de	 ite

rack, isto	 6,	 ( x (1+1) - x (i+1) )	 < q(x-x (i) ) ,	 obtemos
2	 1	 -	 2	 1

atraves de uma indugao

	

(i+1)	 (i+1)	 q(x (i) -x (i) )	 i	 (0)
x 2	

-x1
	 2	 1 . <	 q	 (x 2

-	 x (0) ) e
1

como q <	 1,	 temos

	

(i)	 ()	 (i)D(X	 )	 = x 2	
-x	 -+	 0 para	 i

1
c.q.d.

ObservagOes:

I - 0 metodo de Newton definido em IR	 apresenta

convergencia sob condigOes mais fracas do que o metodo 	 em

R: toda fungao continuamente diferenciavel satisfaz em 	 uma

vizinhanga de x* a condigao 	 (4.7)	 pois	 f'(x*)/0. A proprie-

dade monotOnica 6 em geral mais facilmente demonstravel	 do

que a diferenciabilidade.

II - Nao existe mais a dificuldade de 	 encontrar

uma vizinhanga adequada de x*: o metodo apresenta convergen

cia para qualquer valor inicial x 0 E 
X(0)

III - Da condigao	 (4.7)	 obtemos que x* é a	 Unica

solugao do nosso problema, sejam por exemplo x* / y* 	 tais

que f(x*)	 f(v*)	 =	 0, entao vale de acordo com 	 (4.7)	 0 =
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f(x*) - f(y*) t M(x*-y*) e como (x*-y*)	 0 temos 0	 6 M, o

que e uma contradicao.

IV - Se tivermos ou escolhemos na 
i-esima
 itera-

f ( x *) 
caox..x*entaovaleN(x.) . x* -	 x*	 e portanto,M

(i+1)
[x*;x*] e o processo fica estacionario.

V - A seq8encia de Intervalos (i) nos	 fornece

nao somente um metodo para determinar a existencia de rai-

zes x*, mas tambe'm um metodo que prova a "nao 	 exist6ncia"

de uma raiz num intervalo [a;b]:

Nao existe em [a;b] nenhuma raiz da fungao f, en-

tdo existe uma iteracdo i na qual N(xi) e x( i )	 apresentam
interseccdo vazia. 0 metodo pdra e verificamos que nao e-

xiste raiz em [a;b], pois caso existisse teriamos

(Vi s N)[X (i)	 (x)	 0]

Exemplo 4.6:

a) Seja a fungao f(x) 	 = x
3
-2.	 Queremos determinar

uma raiz real em [1;2] utilizando o sistema F(10,5,-6,4) e

	

o arredondamento c [a 1 ;a 2 ] =	 [va1'-Aa 2 ].

i) determinagao do intervalo M:

f(x) - f(y)	 x
3
-y 3	 x2 + xy	 y2 e

x-y	 x-y

3	 x 2 + xy	 + y
2 

‹. 12, portanto:

f(x)-f(y)	 M(x-y)	 corn M	 [3;12].
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ii)	 calculo da raiz:

Seja	 X (0)
	 = [1;2]

Para	 x0	 '
=	 1 5 temos f(x

0
 ) = 0,13750 x 10

1

X (1)
	

=	 x
(0) 

n N(x 0 ) 0 [1;2] n (1,5 - [3
3 12]12]

X (1)	 [1;2] fl	 ([1,5;1,5]-[0,11458;0,45834])

(1)x	 [1;2] fl	 [1,0416;1,3855]

X	 =	 [1,0416;1,3855]

Agora,	 seja x 1	 1,3

X
(2)

.[1,0416;1,3855] fl (1,3 - 
0

'
19700)

[32]

X
(2),[1,0416;1,3855] fl [1,2344;1,2836]

X	 .[1,2343;1,2836]

Seja x 2	 =	 1,24

X (3)	 [1,2343;1,2836] fl [1,2478;1,2711]

X (3)	 [1,2477;1,2712]

Seja x 3	 1,25

(4)
X	 =	 [1,2539;1,2657]

Seja x 4	 =	 1,26

X (5)	 =	 [1,2598;1,2600]
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Com x 5 =1,2599 ji temos a exatidao de maquina.

Exemplo 4.7:

Vejamos agora outro exemplo calculado pelo 	 pro-

grama RAIZ/NEWTONINT/HIB (ver anexo 6) que faz use da arit-

metica intervalar implementada via "software". 0 polinOmio

6 p(x) = x
3 
- 1,5x

2
 - x + 0.25.

0 resultado 6 o intervalo

[-0,64620079262; -0,64620079260]

com 9 digitos significativos exatos. Os resultados parciais

podem ser vistos na Ravela 4.2.

TABELA 4.2: Metodo de Newton Intervalar para o polinOmio

p(x)	 x3	 -	 1,5x 2	- x	 0.25

	

!MY':	 DIWIE
1 x110) x11	 11 (,,I[01) (X11	 1	 ])

1 -0.696879000000 -0.500000000000 0.06? 10.6_18

2 -0.696875000000 -0.6178?33894-12 0.470
-0.6923774801?0 -0.6178?31894'1? 10.038

4 -0.65?377480120 10.M3m 1.1h3
9 -0.64644300567? -0.64(,160560600 I./31 1.11?

6 -0.64625751543? -0.64160560600 3.24r! 10.8.30

7 -0.646205424296 -0.6461729007? 3.794 4.419
R -0.646205424796 -0.4h194?59491. 10.830 4.161
9 -0.646?04008968 -0.646?00?58960 4./3?

in -0.646?01545872 -0.646200?58560 :).119 10.638
11 -0.646200854184 -0.646200421848 5.670
1? -0.646P00854184 -0.646P00/05768 10.83d 6.057
13 -0.646?0083535? -0.646200789912 1.215 6.609
14 -0.646200802624 -0.646200(8551? 6.995 10.838
19 -0.64620079343? -0.646200/87664 /.54/ 8.1/6
16 -0.64620079343? -0.646200/91448 10.638 7.93?
17 -0.646200793184 -0.646200/92912 V.109 8.46?
18 -0.646?00792792 -0.64620079251? 6.664 10.638
1 9 -0.646P007926?4 -0.6462?0079?544 9.400 9.916
20 -0.646200792624 -0.64620079299? 10.838 9./94
?I -0.64620079262,4 -0.646?0019?608 10.589 10.?69

	

INTFRVALO SOLUCAO F 1 (	 - 0.6467007926? ; -0,.646200(926
n TG",F(xI) = 	10.9894171488	 1)1c,Y-(Y1)=	 10.?690500?7e!
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Neste programa o calculo do novo ponto em X
(i)

(1) 
+X

1
(1)

X
0 

arbitrado em x
0
 =	

2	
. Nota-se que a convergencia

lenta.

4.3.1.3 variag6es do Me- todo de Newton

A forma intervalar do metodo de Newton pode	 ser

rnodificada de diversas maneiras. 	 Para isso basta variarmos

a escolha do ponto x
n	X

(n) 
ou o calculo de M. Vamos citar

algumas dessas provdveis variacOes:

I. Sejam vdlidas as hipdteses do teorema 5.8 	 (Me-

todo de Newton em IR). Seja, al6m disso,

(x.	 I	 ( x i) + x
2
i) 	 ,	 i	 > 02

o ponto escolhido em cada iteracao para o calculo de N(xi).

Entao vale para a seqtiencia 	 { X (i) } 1. 0	 a desigualdade:=

(i+1)	 1	 1	D(X	 )	 (1	 -	 )	 D(X (i) ),
M 2

pois por (5.6)	 temos

D(X (1) )	 <	 q.D(X (0) )	 e

analogamente temos

(i+1) D(X	 )	 q.D(X (i) )	 onde	 q = 1 -
m2

Mas observando que

1	 2
.1

(x1 
(i)	 (i)	 (i)x.-x (1)	 + x

2 	- x1

1	 (i)	 1	 (i)	 1,	 (i)	 ( 1 ) ) _ 1 D(x(i))x 1	+-2-	 x 2	-=--- ` x 2	 -x1
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(i+1) 
< (1 - —

m
1 )D(X (i) )D(X

(i+1)	 (i+1)
- xLogo,	 ) = x

2	 1	 m
2

m

(1--
1
)D(X

(i)
).

2	 m
2

II. Vamos apresentar uma variagao do metodo 	 de

Newton que nos ofereca convergencia quadratica.

Seja f uma funcao continuamente diferencidvel

tal que f'(x) possua uma avaliagao intervalar f'(X). A par-

tir do metodo de Newton dado no teorema 4.8, vamos calcular

a cada passo o intervalo M (1) a partir de

(4.14)	 M (i) = f'(X (1) )

Para garantir que m 1) >0 podemos utilizar para

0 < 1
1
 < f' (x)

conhecidos "a priori" a expressao

(0)„
X c A

(I)(4.15)	 m = [ m (i)
; m (

2
i)	 f'(X (i) )	 1 2 ]1 

Com isso obtemos:

(4.16) (i+1)X	 = ix.
M(i)

n X(i)1

corn X.1 C X

0 metodo descrito por (4.16) converge 	 quadrati-

camente.

Exemplo 4.8:

Vamos resolver o mesmo polinômio do exemplo	 4.7

porem com a fOrmula (4.16). A resposta, calculada pelo	 pro



243

grama RAIZ/NEWTONINT/HIB no anexo 6, 6	 [-0,646200792261;

-0,64620079260] em apenas 6 iteragOes. Os resultados 	 par-

ciais estao na tabela 4.3.

TABELA 4.3: Metodo de Newton Intervalar com Convergencia

Quadratica para o polinOmio p(x),x
3
-1,5x

2
-x 0.25

016SE
(A	 f[()1)XI(0) X1(11

OIGSE
(X1(11)

1 -0.750000000008 -0.500000000000 0.111 10.834
-0.659574468096 -0.537499999984 0.563 0.456
-0.64647217595? -0.639345192528 1.393 0.498

4 -0.646200908104 -0 „ 64(1194 /25416 A.07/ 1.6/5
5 -0.646200792616 -0.646200 79260H 6.448 4.727

-0.646200792616 -0.64621)0792608 10.83H 10.504

O iNTERvAiji soLocAo	 (	 ; - 0.6462007926	 1 .
OTC, L;FO=	 10.8384655891	 01(71=	 in.LA3oy40(303

Teorema 4.10:

Sejam f s C 1 
( x (0) ) e f' possuindo uma 	 avaliagao

intervalar em X
(0)	 (. Sejam f(01

0)
) < 0 e	 f(x 2 0) )	 0 e va-

lha (4.13) e (4.14). Entio vale para a seqT6ncia 	 (4.16)

(4.17) x* c X(1)
	

i >	 0

(4.18) X (0) 0 A„(1)	 0	
A
_(i) 0	 e lim X (k) = x*

1(.±.

(i)

c)	 (4.19) D(X (i+1)
	

(1	
1	

	

)D(X (i) )	 < 13•(D(X (i) )) 2 ,13,>0.
(i)m2

Demonstracao:

a) Para mostrar que x* e X (1) 1 vamos lembrar que para

X (i)x 6 A	 vale
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f(x)	 f(x)-f(x*)(i)
-	 f l ( a) c M	 onde

x-x*	 x-x*

a	 x + 0.(x*-x)	 , 0 <0< 1

Para x.x*	 temos f i (x*) c M (i) e dal

x* E 
X(i+1)
	 por	 (4.16)

Podeser feito analogamente ao item correspondente ao do

teorema 4.9.

De acordo com o teorema 4.8 podemos obter

_(i)

D(X (i+1) )	 (1 -	 m1( i))D(X (i) )
—	

m2

	

(i)	 (i)
m2	

- m
1 D(X (i) )

	

D (M (i) D (X (i))	 D(f'(X
(i) )) . D(X (i) ).

—	 (0)	 (0)
m 2	 1

(i)	 2
'	 m(0)
	  (D(X	 ))

— _(0)
m i	 1

A Ultima desigualdade e valida pelo teorema 4.7.

III. Uma outra modificagao pode ser feita na for-

ma intervalar do metodo de Newton anterior. Se observarmos

as figuras 4.3 e 4.4 podemos ver que na i-esima iteragao
(a raiz x* deve estar no	 [x (1) ;xi]	 ou [x i ;x 2 1)	 conforme

f(x.)=-0ouf(x.)< 0. Portanto,

M (1) = (i) ) fl	 L
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[x 11) ;x i ]	 se	 f(x.)

(4.20) onde Y
(i) [x

i
;x

2
I)]	 se	 f(x.)	 0

se nao valem os
anteriores

< D(X
(i) )

Corn

e a

isso temos f'(Y
(i) ) C f'(X

(i) ) e D(Y
(i)

condicao m (1) > 0 pode ser facilmente	 satis-

feita. 0 teorema 4.9 tambem 6 valid°

(4.20).

para	 a	 formula

Exemplo 4.9:

0 mesmo polinOmio calculado por esta Ultima modi-

ficacao tem como resposta o mesmo intervalo final

[-0,646200792261; -0,646200792601

sendo que os resultados parciais estao na tabela 4.4.

TABELA 4.4: Terceira Modificagao do Metodo de Newton Inter-

valar para o polinOmio

Alit!
01GSF
()Y1(01/X1101 (XIII))1 -0.790000000008 -0.500000000000 U.17/ 10.838?

1
-0.659974468096
-0.646472175952

-0.537499999984
-0.6393451929?8

0.563
1.393

0.856
0.4984

5
-0.646200908104
-0.646200792616

-0.646194725416
-0.646200792608

3.077
6.448

1.675
4.7276 -0.646?00792616 -0.646200/92608 10.836 10.504

0 INTERVAL() SOLUCAO F' f	 -0.64620079261
nJGCE(XI)=	 10. 8 384659891	 H1GSF(YI)= 

;	 -0.6462007926	 J.
10.5036940603  
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Com estas modificagOes temos agora 	 resultados

na forma de intervalos que realmente content a raiz procura-

da e dal sabe-se diretamente que o limite de erro e dado

pela diferenga dos dois extremos do intervalo solugao.

4.3.2 Um Metodo Intervalar para PolinOmios

Vamos agora indicar o polinOmio p(x) de grau

por p(x) = a
(0)

x
n 

+ a
(1)

x
n-1 

+	
+ a(n-1)

x + a
(n)	

corn

raizes reais	 (1)	 c
(2) (n)	 (0)

-	 ,	 , e a

Sejam os	 intervalos	 X ( °' i) corn c (i) E 
X(0,j) onde

(0,j)	 (0 j)	 (0 j)X	 [ x	 '	 ; x	 '	 J, 1	 < j < n21	 - -

-Vamos supor que os X(0,j) sao mutuamente disjun-

tos

x (o,j) n x(0,k)	
=0,1<j‹k‹n,

isto e, n raizes simples.

Temos:

P(x) =(x- (j) )	 ou

p(x) = (x-c (1) )	 ( j 7 1 (x-c (j) )

p(x) 

(x— (j))
j=1

j/i

(0,i) 	(0,i)Seja x	 x	 E X	 entao
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(x(''''
]=1

j=i

( i )	 (1,i)	 x(0,i) 	 p(x
0,i) ) 

n )Pfi)E X

11	 (X 
(0,i)

-X
 (0,j)

 )
j=1J=1
jai

A partir dal temos:

(k,i)
(k+1,i)	 (k,i) 	 p(x	 ) 	 (k,i)

n(4.21)	 X	 n x

Com x (k ' i) e	 X (k ' i) , 1< i< n e k> 0.

Podemos tornar o metodo mais exato utilizando

novo intervalo calculado fazendo o denominador 
D(k'i) como:

(4.22)	
(k,i)	 (x	 j=

i -1	 (k,i)
—x

 (k+1,j) )	 . 1+1 (x 
(k,i) 

-X
(k,j)

)
j=1

Exemplo 4.11:

Para o sucesso deste me- tad° 6 necessario que	 as

raizes reais de p(x)=0 estejam separadas. Assim, para resol

ver a equagao x 4 -5x 2 -6=0 6 necessario sabermos que as 4 rai

zes estao nos intervalos

[ -2,0; -1,6]

[ -1,5; -1,0]

[	 1,0; 1,5]

[	 1,6; 2,0]

A partir dal com o programa RAIZES/POLI/INT 	 no

(k i)	 (k j)
. 11 , (x	 '	 -X	 '	 )

jai
7=1
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anexo 7 encontramos os seguintes resultados:

	

[-1,73205080759;	 -1,73205080756]

	

[ -1,41421356238;	 -1,41421356236]

	

[ 1,41421356236;	 1,41421356238]

	

[ 1,73205080756;	 1,73205080759]

Os resultados parciais estdo na Tabela 4.5.

TABELA 4.5: Um metodo Intervalar para o Ca- lculo de	 Todas

Raizes Reais e Simples da Equacao 	 Polinomial

x
4
 - 5x

2
 - 6	 0

-2.00000003000303
-1.50033003030033

1.0000D00a00033)
1.600o300o000e00

7733349t325603
"1.50300003000033

1.34332284331003
1.695704,313.41200

-1.6,0000300,4300
-1.040033300J0J00

1.5.400000030000
2.0.100000004,3400

-1.615795319J1200
'1.34382234331600

1•5.400,4000030303
1.7/0334924145603

2

	-1.7322654387350)
	 -1.7.4163038234)03

	

-1.4153403e51120
	

-1,4428o5b024830U

	

1.41296580248003
	 1.44534032511233

	

1.73163000704603
	

1•7,220543873603

3

	'1•7320512e109603
	 "1.7.42050330[1(400

	

-1•4 14 213 773 285 3 :,	 '1.4,421343836403

	

1. 4. 1421 3 438 0 6 40 0	 144,4233773[6900

	

1.732.)50330 2 160)
	

1.7320 5 123134600

	

-1.73205050759200	 '1.7.420500023630

	

-1.41421350240003
	

'1.444213562 3 4000

	

1.41421350236800
	

1. 4 4421 3 5240003

	1.73235060716830
	

1. 7 42050007D 920 0

5

	-1.7320505015927J
	 -1.732050007D7o3J

	

1.414213502400,;3	 -1.4,42i:062.030J

	

1.4142135:,236903
	 1.4 421336240.403

	

1.7323005J7)703
	 1. 7.4205037:49L0,44



249

No programa jd citado, implementado com a 	 fOrmu

la (4.2.1) temos para cada k, k>1, um ntimero bastante gran-

de de funcaes.

Sendo ADD, SUB, MUL, DIVI e INTS as operagOes in-

tervalares de adicao, subtragao, multiplicagao, divisao

interseccao temos, para cada k:

(n-1) SUB

n MUL

1 DIV

1 INTS

E das demais fungOes e operagOes temos:

1 adicao

1 divisao

10 + 4n atribuicOes

2 fungaes DIGSE(xi)

1 calculo de p(xi)

1 teste

A grande vantagem do metodo e que tendo-se apenas

as raizes da equagao polinomial p(x)=0 separadas 	 podemos

calcular todas suas raizes, desde que sejam simples, 	 sem

usar de modo algum a deflagao e termos tambem limites para

os erros cometidos.

Implementando-se a formula (4.21) com o use 	 de

(4.22) temos poucas alteragaes no mamero de fungOes executa

das e, em geral, executa-se uma ou duas iteragOes ao 	 menos

para atingir a exatidao desejada. Esta implementagdo tambem

estd no anexo 7.
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5. MTODOS H1BRIDOS PARA 0 CALCULO DOS ZEROS REAIS DE

POLINOMIOS

5.1 Apresentacdo dos M6todos Hibridos Intervalares

Na metodologia tradicional do calculo de raizes

reais, os varios algoritmos determinam um ponto X i , dado co-

mo uma das raizes de p(x) = 0 e que pode possuir k digitos sig

nificantesexatosou[R.-x
i-1

] /
i
] < 10 i ou ainda p(X)

j< 10 , sendo j um inteiro adequado.

No capitulo 4 foi estudada uma nova abordagem, na

qual atraves da Teoria de intervalos, calcula-se um interva-

lo Ca;b1 com um diametro tao pequeno quanto se queira, res-

peitando-se as limitacaes de maquina e que efetivamente pos-

sua uma raiz de p(x) = 0.

Um outro enfoque que podemos dar ao problema '6 a

partir de um intervalo [a;b] que contem uma raiz a de p(x)de

terminarmos iterativamente novos intervalos X i , que possuam

a propriedade

Xi 
2 xi+1	 Xi+2	 ...

onde a cXi+k tal que p(a) = 0 e i, k E N

Estes intervalos x.	 sao calculados pelas cotas de

Fourier, Dandelin /OST 60/ e Dalcidio, /CLA 81/. Conforme for

a cota usada teremos um metodo intervalar hibrido. Assim, a

filosofia dos metodos hibridos e encontrar um intervalo X. =
[x.; y.] construindo-se para isso duas sequencias {x.}, {y.}

de modo que

lim x.	 a
J

e lim y
i = a e que a s X.   
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0 modo de construir estas sequencias darn origem a

diversos metodos.

Vejamos mais detalhadamente os metodos hibridos in

tervalares comegando pelo metodo de Fourier.

5.1.1 Metodo de Fourier

Seja f(x) uma fungao no intervalo X 0 = [ x 0 ;y 0 ] que

satisfaz as seguintes condicaes

(5.1) a e X
o
, onde f(a) = 0

(5.2)	 f' (x) . f"(x)	 0 para todo x E X.

(5.3)

(5.4)

f(x0 ) . f(y
0
 ) < 0

f(x
0
 ) . f"(x

0
 ) > 0

Estas condic6es sao tamb5m conhecidas como condi-

yaes de Fourier.

As condicOes (5.1) e (5.3) exigem que haja uma raiz

no intervalo X
0 = [x

0 ;- y
0 ] e pela condicao (5.2) esta raiz de

ve ser simples. A condicao (5.4) nos diz que devemos iniciar

o processo no ponto onde f(x 0 ) e f"(x 0 ) tenham o mesmo sinaL

Geometricamente, a ideia do metodo 6, a partir de

x 0 tracarmos uma tangente a f(x) no ponto (x 0 , f(x 0 )), a in-

terseccdo desta tangente com o eixo x determina a extremida-

de inicial do prOximo intervalo. A extremidade final do novo

intervalo e a interseccao da reta que passa por (y 0 , f(y0))

e que e paralela a reta tangente a f(x) em (x 0 , f(x 0 )). As-

sim esta nova reta tem a mesma inclinacao com o eixo x que a

la reta tangente.



f(xi) 
x i+1 = x. - —

f'(xi)
Y.+1 = .'

1
f' (xi)

(5.5)
f  (yi)
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Assumindo, sem perda de generalidade que f(x 0 ) < 0

< f (Y 0 ); f '( x ) > 0 e f"(x) < 0 para x E X 0 , podemos observar

na figura 5.1 a sequencia de intervalos X i = Lx i ; y i ] onde

FIGURA 5.1 - 0 Metodo de Fourier

A partir da figura 5.1, observa-se facilmente que

x
i 

tende monotonamente para um namero a, a < a e y
i tende pa

ra um nilmero 6, 6 > a. Entao, a partir de (5.1) 	 e desde que

a e a Unica raiz de f(x) = 0 em X
0 

temos que:

- f(o) 	 = 0	 e	 f(6)	
	
0e	 6= 6= a

f' (a)
	

f' (6)

Logo x
i tende a a, pela direita e y i 

tende a a pe-

la esquerda, ver /OST 60/ e dal

y. - x.	 0	 quando i	 co
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Vejamos um exemplo:

Exemplo 5.1:

Sejam p(x) = x
3 
+ 23x

2
 + 62x + 40 e o intervalo ini.

cial e [ - 23; -14].

Os resultados a seguir da tabela 5.1 foram calcula

dos pelo programa METHIB/MOD no anexo 6.

TABELA 5.1: Metodo de Fourier para o polinOmio p(x) =

= x
3 
+ 23x

2
 + 62x + 40

I	 XI[0]	 YI[)]

1

2

-20,654822334976

-20,041932773888

-15,583756345216

-17,817024173888

off,

c;c4

3 -20,000188945536 -19,499572118720
Nv

4 -20,000000003840 -19,973253975872

(ND
co	 si

5 -20,0 -19,999922664256

6 -20,0 -19,999999999296

7 -20,0 -20,0

A solucao e um intervalo puntual. No caso, a raiz

exata de p(x) = 0 no intervalo [-23; -14] é -20.

Exemplo 5.2:

Sejam p(x)	 x
5 

- 3x
4
 + 6x

2
 -2x + 2 e o interva-

lo inicial [-2; -1]. Os resultados estao na tabela 5.2.
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TABELA 5.2: Metodo de Fourier para o polinOmio p(x)

I

x
5
 - 3x

4
 + 6x

2
 -

XI[0]

2x + 2

YI[0]

1 -1,666666666672 -1,039999999992

2 -1,472474185632 -1,121005148856

3 -1,399606864680 -1,246143557728

4 -1,389696106624 -1,353387624664

5 -1,389524201560 -1,387299313688

6 -1,389524150480 -1,389515607296

7 -1,389524150464 -1,389524150352

8 -1,389524150480 -1,389524150646

Agora temos que a raiz exata de p(x) 	 = o ester	 no

intervalo X =	 [-1.389524150480; -1.3895241504647

No entanto, nem sempre obtemos situacOes favoraveis

como os exemplos anteriores. Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 5.3:

Sejam p(x) = x 3 
- 3x 2

 + 4x - 1 e o intervalo ini-

cial [-1; 0.9] onde sao satisfeitas as condicOes de Fourier.

TABELA 5.3: Metodo de Fourier para x 3 
- 3x 2

 + 4x-1

I	 XI[0]	 YI[0]

1	 -0,307692307691	 0,830846153848

2	 -0,107291357292 	 0,696101907232

3	 0,285460599007 	 0,499086921511

4	 0,316806861292	 0,351596732915

5	 0,317671557039	 0,318687518668

6	 0,317672196172 	 0,317673077294

7	 0,317672196172	 0,317672196175

8	 0,317672196172	 0,317672196170

Observa-se que x 8	y8 e no caso x
8	 0. 0 proble-

ma ocorreu porque na 7a iteracao onde

X
7	= [0.317672196172; 0.317672196170]



Xi+1 
= X

i	 f'(xi) e Y1+1 = Y •1 - f (y.) • (Y1(xi)
(5.6) f (xi  ) y.

1
 -x.1
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ainda nao foram atingidos o niamero de digitos significantes

exatos exigidos e erros de arredondamento na 8 a iteracao fa-

zem que y 8 < x8 . Neste caso toma-se como solucao o intervalo

obtido na 7a iteracao.

5.1.2. Metodo de Dandelin

Seja f(x) satisfazendo as condicOes de Fourier

((5.1) a (5.4)).

Seja X 0 = Dc 0 ;y 0 1 o intervalo inicial que contem u

ma raiz de f(x) = 0.

Geometricamente a ideia do metodo 6 a partir dopcn

to x 0 tracarmos uma tangente a f(x) no ponto (x 0 , f(x 0 )) e a

interseccao dessa tangente com o eixo x determina a prOxima

extremidade inicial do novo intervalo X
1 . A extremidade fi-

nal de X
1 6 calculado diferentemente do metodo de Fourier. A

extremidade final 6 obtida aplicando o metodo "regula-falsi"

aos pontos x 0 e y0 , isto 6, a interseccao da reta que passa

pelos pontos (x 0 , f(x 0 )) e (y 0 , f(y0)).

Logo cada novo intervalo X t+ , 
= [x i+1 ;yi+l i	 obti

do da seguinte forma:

i = 1, 2, 3,...

Podemos observar o comportamento do metodo atraves

da figura 5.2.
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p(yo)

FIGURA 5.2: Metodos de Dandelin

A partir da figura 5.2 observamos que y i+ , decres-

ce monotonicamente para um certo nUmero d e de (5.6) obtemos

f (y1)

(f(y i ) - f(xi)/(yi-xi)

mas o denominador permanece entre limites positivos

(min f'(x); max f'(x))

e, portanto, f(6) = 0 e	 = a quando

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.4:

Seja p(x) o polinOmio do exemplo 5.2, com o mesmo

intervalo inicial. Temos entao pelo metodo de Dandelin os re

sultados da Tabela 5.4.

0
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TABELA 5.4: Maodo do Dandelin para o polinamio

p(x) = x
5
- 3x

4
 + 6x

2
 - 2x + 2

I	 XI[0]	 YI[0]

1 -1,666666666672 -1,107142857144

2 -1,472474185632 -1,262776704536

3 -1,399606864680 -1,370656466576

4 -1,389696106624 -1,389192269664

5 -1,389524201560 -1,389524051816

6 -1,389524150480 -1,389524150480

Neste caso a solucao é dada por um intervalo pun-

tual.

0 problema que ocorreu com polinOmio do ex.5.3 pe-

lo metodo de Fourier tambem pode ocorrer com o metodo de Dan

delin, embora seja menos frequente pois o calculo dos y
i
 nao

depende de derivadas.

Exemplo 5.5:

Sejam p(x) = x
4 

+ 8x
3
 - 8x

3
 - 8x

2
 - 200x -425 e o

intervalo inicial X 0 = C-9; 4.5]. Os resultados estao no Ta-

bela 5.5.

TABELA 5.5:

I

Metodo de Dandelin para o polinOmio

p(x)	 = x 4 + 8x3 -	 200x -	 423

XI[0]	 YIN]

1 -5,471153846144 -4,570091514112

2 -5,153471255936 -4,803304947328

3 -5,021966020736 -4,966577983232

4 -5,000518025344 -4,999187634880

5 -5,000000294976 -4,999999536960

6 -5,000000000064 -5,000000000064

7 -4,999999999872 -5,000000000064



258

0 problema que ocorre 6 semelhante ao anterior

de uma simples analise conclui-se que a raiz exata 6 -5 e a

solucao 6 dada por X 9 e nao X10 que 6 vazio.

5.1.3 Metodo de Dalcidio

As condicOes de Fourier sao bastante restritivas e

so se adaptam para os casos (a) e (b) ilustrados na figura 5.3

(c) (d)

FIGURA 5.3: Tipos de Razes Simples

A condicao (5.4) das condicOes de Fourier nao e sa

tisfeita nos casos (c) e (d) para o calculo da tangente no

ponto x 0 nos pode levar a um ponto xl fora do intervalo

X0 =	 rx 0 ; /701

A ideia do me-Lod° de Dalcidio gira em torno do me-

todo de Dandelin so que a condicao 5.4 e desprezada e se to-

ma um cuidado especial quando o ponto calculado pela tangen-

te se situa fora do intervalo X 0 = Ex 0 ;17 0 ]. Alem disso par-

te-se primeiro da aplicacao do metodo "regula-falsi" e depois
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pelo novo ponto calculado traya-se a tangente. Vejamos entao

as condic6es do metodo de Dalcidio.

Seja f(x) satisfazendo as condicOes (5.1) e 	 (5.3)

do metodo de Fourier e uma das seguintes condicOes;	 para

x	 X0.

(5.7)	 f' (x)	 0	 e	 f" (x)	 >	 0

(5.8)	 f' (x) >	 0	 e	 f"(x)	 0

(5.9)	 f' (x) <	 0	 e	 f" (x)	 >	 0

(5.10)	 f' (x) <	 0	 e	 f" (x)	 0

Estas condigOes equivalem a condicao (5.2). Geome-
tricamente a id6ia do metodo é a partir X

0
 = [x

o' yo]
que

o intervalo inicial que cont6m uma raiz de f(x) = 0 determi

namos x i , a extremidade inicial do próximo intervalo, como a

interseccao da reta que possa por (x 0 ;f(x 0 )) e (y 0 ; f(y0))

com o eixo dos x. A extremidade final do novo intervalo y i 4

determinada pela interseccao da tangente a f(x) que passa pe

lo ponto (x i ; f(x 1 )) com o eixo dos x. Vejamos isto na figu-

ra 5.4.

FIGURA 5.4: Mdtodo de Dalcidio
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Conforme for a concavidade de f(x) em X = [X ;Y
0	 0	 0-

poderemos ter que o ponto dado pela intersecck da reta que

passa por (x 0 , f(x0 )) e (Y 0 , f(Y 0 )) com o eixo dos x	 seja

maior que o ponto dado pela interseccdo da tangente a f(x) no

ponto(xl,f(xi))comeixodosx.Nestecasotroca-sex.por

Y,. Isto pode ser visto na figura 5.5.

FIGURA 5.5: Metodo de Dalcidio para FuncOes

Cancavas:Trocadex.
1 por Y.1 .

Assim sendo, temos uma sequencia X
i =;yi ] e for

mada do seguinte modo:

y.-x.

	

x i +l	 x.	 f(x.)

	

1+1	 1
f(y i ) - f(xi)

(5.11)
Yi+1	 xi+1

f'(x.+1 )
1

se xi+1 > yi+ , entao troca-se x.	 por y
1+1	 1+1

se yi+1 > yi entao yi+1=y1

se xi +l 	 x.1+1	 1 entao x 1+1=xi
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Feitas as devidas trocas, quando necessa' rio, temos

que:

x.	 a pela direita

Y. -+ a pela esquerda

Resumindo: temos neste metodo as condicOes (5.1),

(5.2) e (5.3) do metodo de Fourier que sao mais facilrnente sa

tisfeitas em se tratando de raizes simples.

Vejamos exemplos da aplicacOes deste metodo:

Exemplo 5.6:

Sejam p(x) = x 3 - x 2 - x - 2 e X 0 = [1.1; 3].

Neste caso as condicOes de Fourier nao sao todas sa

tisfeitas para X 0 , em particular a condicao (5.4) nao e v5li

da, que nao e necess5ria no metodo de Dalcidio. Os resultados
estao na tabela 5.6.

TABELA 5.6: Metodo de Dalcidio para o polinOmlo	 p(x)=x3-x2-x-2

X 0 = [1,1;	 3]

X
1 = [1,454221165288; 2,477957383016]

X
2

= [1,814245165384; 2,030443467856]

X
3

= [1,995618766264; 2,000013772920]

X
4

= [1,999999956792; 2,000000000000]

X
5

= [2,0;	 2,0]
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Exemplo 5.7:

Sejam p(x) = x
6
-4x

4
+9x

3
-7x

2
+3x-3 e X

0
 = [-3;

Os resultados do metodo de Dalcidio estao na tabela 5.7 a se

guir.

TABELA 5.7: Metodo de Dalcidio para p(x)=x
6
-4x

4
+9x

3
-7x

2
+3x-3

X
0 =

[-3,0;	 -2,3]

X, = [-2,904475872664; -2,7062703481681

X 2 = [-2,859655656448; -2,848799703264]

X 3 = C-2,859490505024; -2,859487977488]

X 4 = [-2,859490505024; -2,859490505016]

X 5 = C-2,859490505024; -2,859490505016]

No metodo de Dalcidio pode ocorrer que a extremida

de calculada pela tangente se situa fora do intervalo inicial

X o = [x 0' y 0 ], ou seja, Y 1 > 0 . Neste caso faremos a inter-
seccao de X 0 = [X 0 , Y O ] com X

1
 = [x 1 ; y

1
 ] tendo como resulta

do desta iteracao o intervalo X 0 n X, = [x l ; y 0 ]. 0 resulta-

do final desta iteracao e dado somente pelo calculo da secan

te. Esta situacao pode ocorrer tambem nas prOximas iteracOes

at que a extremidade calculada pela tangente se situe den-

tro do intervalo inicial. Vejamos esta situacao na figura 5.6. o

Como exemplo desta situacao podemos citar o poling

mio p(x) = x 8 -3x 7 +x 6 -x 5 +3x 3 -2x 2 +3 que possui uma raiz no in -

tervalo [0,6; 2,0].



x x n xo —XI

xi

X0

X0

263

FIGURA 5.6: MEtodo de Dalcidio para funcOes

convexasondeY.
1
 > Yo.

Exemplo 5.8: err 	 et0

Sejam p(x) = x-3x 7 +x 6 -x 5 -1-3x 3 -2x
2
-3 e 0 =[0 ,6-2.0]  

0 m6todo de Dalcidio traz OS seguintes resultados:

X
0
 = [0,6; 2,0]

X 1 = [0,649625582208; 15, 957974451264] .±X1=X0nX1

X
1
 = [0,649625582208; 2;0]

X 2 = [0,697384731352; 8, 105615694336] X 2 =X1 n X2

X
2 
= [0,697384731352; 2,0]
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X
3
 = [ 0 , 743250774984; 4,700581164672] 4 X

3
 = X

2 
n X

3 
4.

X3 = [ 0,743250774984; 2,0]

X4 = [0,787133186288; 3,122145919824] -* X 4 = X3 n X4 4-

X4 = [0,787133186288; 2,0]

X
5
 = [0 , 828887397456; 2,3159272957841 4 X

5 
= X

4 
n X

5

X5 = [0,828887397456; 2,0]

X
6
 = [0,868330685280; 1,870521032848]

X
7 
= [0,913591020216; 1,565154436480]

X
8 = [0,991398245264; 1,302719555240]

X
9 
= [1,109097854664; 1,177376033376]

X10- [1,165526857248; 1,167136992776]

X
11	 '
= [1 167130539032; 1,167130564744]

X
12	 '= [1 167130564744; 1,167130564744]

Na sfuncaescOncavasondehaveraatrocadexipor

y. tambem pode ser necessaria a interseccao de Xi com X1_1,

so que neste caso teremos x
i < x 1-1 pois agora o ponto	 x.1

que 6 resultado do calculo da tangente. Tal exemplo pode ser

visto na figura seguinte.
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FIGURA 5.7 - Metodo de Dalcidio para funyaes

cOncavasondex.<x0

Conforme visto na figura 5.6 as interseccOes sac)

necessarias nas iteracOes iniciais at que o resultado se si

tue dentro do intervalo inicial e a partir dal deveremos ter

que os pontos x. convergem para a raiz pela esquerda.No exen

plo a seguir podemos ver esta situayao.

Exemplo 5.9:

Seja p(x) = x 5 -7x 4 +x 3 +x 2 +4 com x
0
 = [-1,0; 0,5].

Os resultados do m6todo de Dalcidio sao:

X
0
 = [-1,0; 0,5]

X1 = [-31,194368838712; -0,247058823530] -4- X1 = X1 n X0

X
1 
= [-1,0; -0,247058823530]

X
2 = [-1,022847192664, -0,624419448544] 	 X2 = X2 

n X
1

X2 = [-1,0; -0,624419448544]

X
3
 = [-0,859818385968; -0,784994341616]
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X
4
 = [-0,850526377880; -0,8493138584241

X
5
 = [-0,850523626872; -0,8505236206241

X
6
 = C-0,850523626872, -0,8505236208721

Na implementacao do algoritmo conforme (5.11) fa-

zemos testes sobre a situack dos pontos calculados pela tan

gente e secante, a cada iteracao, pois devido a erros de ar

redondamento, em pontos bastante prOximos da raiz, podemos

ter resultados anOmalos que serao corrigidos pela intersec-

cao. Tal caso pode ser visto no seguinte exemplo:

Exemplo 5.10:

Metodo de Dalcidio para p(x) = x
3
-7x+7 com

X 0
 = [0,1; 1,5]

X
1
 = [0,329695686104;

X
2
 = [1,351858580312;

X
3 
= [1.356894939032;

X
4 = [1,356895867896;

X5 = [1,356895867880;

X
5
 = [1,356899867896;

1.472766884528]

1,394532045304]

1,357475302024]

1,356985869376]

1,356895867896] 	 X = X f\ X
5	 5 X4

1,356895867896]

No final deste capitulo apresentaremos urna

do comportamento dos me- todos apresentados.
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5.2 Apresentacao dos Metodos Hibridos Intervalares

Modificados

Nos Metodos Hibridos Intervalares temos um proble

ma que e separar um conveniente intervalo onde as condicOes

de Fourier sao satisfeitas. Mesmo no metodo de Dalcidio on-

de ha menos restricOes temos este problema. Ha casos em que

as condicOes de cada metodo hibrido nao sao satisfeitas em

[a;b] mas o sac) num intervalo de menor diametro [c,d] onde

c > a e d< b. Conforme vimos atrav6s dos exemplos citados

podemos ter um intervalo solucao que devido a erros de	 ar-

redondamento nao contenha a raiz desejada, embora estejamos

muito prOximo desta. Para resolver estes problemas, pelo me

nos em parte, passamos a estudar a metodologia dos metodos

hibridos modificados.

A ideia dos metodos hibridos modificados 5 obter-

mos um intervalo de diametro pequeno que contenha uma raiz

a de p(x) = 0,•onde as condicOes iniciais de cada metodo se

rao satisfeitas mais facilmente. A partir dal a cada itera-

cao as extremidades iniciais e finais de cada intervalo X,

serao, arredondados pelos arredondamentos para baixo e para

cima respectivamente. Isto tem a finalidade de evitar 	 que

as raizes sejam uperdidasu pelos erros de arredondamento.

Uma maneira de conseguir um intervalo de diametro

pequeno que contenha uma raiz de p(x) = 0 pode ser feita do

seguinte modo:

(a) calcula-se uma aproximacao a i para a raiz	 a

pertencente ao intervalo inicial X 0 = [x 0 ; y 0 ] com k digi-

tos significantes exatos: k e um valor pequeno, 2 5_ k 5 4 a

fim de nao fazerrnos muitas iteracOes. Tal calculo pode 	 ser

feito pelo metodo Newton.
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MdeteminamosumintervaloLV(01.); A(d.)],	 on

de 7. (a
i
) e um arredondamento para um niimero menor que a i e

A(a) 6 um arredondamento para um niimero maior que a i
. Tal

arredondamento 6 feito do seguinte modo:

Seja k o niimero de digitos significativos exatos

de a., 2	 k s 4 e seja T1 um fator de arredondamento dado

em funyao de k definido a seguir:

(5.12)	 T1 = 1 - 1 . (b
1-k

)
2

Por analogia com o arredondamento direcionado pa-

ra baixo o arredondamento 'F(a) 	 6 dado por:

se a l. > 0 ent.ao	 9(a.1 ) =	 a.1 *	 T1

c.c
	

9(a.1 ) =	 a.1 
/	 T1

Tambem vale para V(x)	 o fato que A(x) = - (si(-x))

e dai

-	 V(a.)	 * Tlse a- > 0 entao	 = a.
1 A(a.)	 = -(-a.1/T1)1 

V(a.)	 = a
i
/`Yc.c	 1

A(a.1 )	 = -( -a. * T1)

Com esse arredondamento obtemos um intervalo 	 de

diametro pequeno que contem uma raiz de p(x)	 0

E claro que se k for a precisao na base do siste-

ma de ponto flutuante usado entao teremos Tl = T, ou seja o

mesmo fator utilizado na implementacao da "PROCEDUREIAIN(X)"

que 6 descrito no anexo 5.

Com este enfoque vamos apresentar agora os algo-

ritmos dos metodos hibridos modificados uma vez que cada me
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todo ja esti descrito nas sec -6es anteriores.

5.2.1 Algoritmo do Metodo de Fourier Modificado

Neste algoritmo vamos explicitar a condicao de pa

rada em funcao do naero de digitos significativos exatos cal

culados em cada extremidade do intervalo X.
1
= [ x.

1
 ;Y.i. 0 va-1

lor Tl se refere ao fator de arredondamento dado por (5.12).

A vartivel DIGREQ e o nfimero de digitos significa
tivos requisitado na solucao desejada.	 "LOW" e a "procedure"
que executa o arredondamento para baixo. A vari IiI vel LIM in-

dica o niamero limite para execucao das iteracOes.

Algoritmo 5.1 - M6todo de Fourier Modificado

entrada {n, a 0 , a 1 ,
 

.	 , a
n

}

entrada { x  0,yo' DIGREQ, LIM}

para j=1, 2, ...atequeDiGsE(x.) � 3 faca

3.1 x. = x
1
	 - P(xj)

' p'(xj)

K1 = [DIGSE(x.) 1

5. FAKTOR1 = 1-0.5 *	 (8**(1-K1));

6.sexi>0eritdoy0 = -(-x./FAKTOR1)

6.1	 xo = x. * FAKTOR1
J

caso contrario	 y
0 = -(-x, * FAKTOR1)

6.2	 x0 = x./FAKTOR1

7. para i = 1,2,... at que	 (DIGSE(x i )	 DIGREQ e

DIGSE (y,)	 DIGREQ ) ou I > LIM faca
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7.1	 xi LOW(x.	 )
1	 1	 _,(x.)

7.2	 y. =	 -LOW(- (Y1 10(Yi) 	 )
 

p(xi)

8. saida	 {i,[x.;y
i
 7} . pare.

Observacaes:

Exl:maior inteiro menor ou igual a x.

DiGsE(xi): e a "REAL PROCEDURE DIGSE(XI)" que cal

cula o niimero de digitos significativos

exatos de x.	 em relayao a x	 .1	 i-1

Exemplo 5.11:

Seja p(x) = x
3
+11x

2 -102x+181 e a aproximayao ini-

cial x 0 =-18.

Aplicando o mé- todo de Newton temos:

x
1
 = -17.470604135040

x 2 = -17.442723543040

-17.442648962368 com 5 digitos significativos

e

x
0

= [-17.444778451904; -17.440519732800]

x
1

= [-17.442649400576; -17.442647745824]

x
2

= [-17.442648961792; -17.443648961792]

Logo, a raiz na precisao de maquina -6 -17.442648969792.
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Este mesmo polinomio tem duas outras raizes reais

situadas nos intervalos [3,2109375; 3.22265625) e (3,2225625; 4]

A partir de x 0 = 3,2109375 com o metodo de Newton temos

x l = 3,212897015936

x 2 = 3,213124598056

com 3 digitos significantes exatos. Logo o fator de arredon

damento e FAKTOR1 = 0,9921875 que nos fornece o	 seguinte
intervalo de partida:

X0 = 3.188022062; 2,238424792

Mas [3,2109375; 3,22265625] c X
0
 portanto e mais

conveniente comecar o processo de [3,2109375; 2,22265625] a

partir do qual temos as seguintes iteracaes:

X
1 = [3,212897015936; 3,219505380608]

X 2 = [3,213124600720; 3,215714303472]

X 3 = [3,213127754152; 3.213536425272]

X 4 = [3,213127756888; 3,213137932416]

X
5

= [3,213127754120; 3,213127761632]

X 6 = [3,213127756856; 3,213127753392]

Observamos nas ultimas iteracaes ocorrem problemas

de arredondamento, que nos permitem optar pela solucao X5.

Quanto a prOxima raiz em [3,2225625; 4] verifica-

mos que nao sao satisfeitas as condicOes para aplicacao do

metodo.
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5.2.2 Algoritmo do Metodo de Dandelin Modificado

Neste algoritmo valem as mesmas consideracOes fei

tas para o algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.2. Metodo de Dandelin Modificado

entrada {n, a0, a1' ..., a
n

}

entrada {x
0' y

0 , DIGREQ, LIM}

3. para j=1,2,... at que DIGSE (x.) > 3 faca:

3.1 x. = x . p(xi) 
J p' (x.)1

1(1 = [DIGSE(x.)]

FAKTOR1:= 1-0.5*(8**(1-K1));

se x.	 0 entao y
o 

= -( -x./FAKTOR1)

6.1	 xo = x.*FAKTOR1

caso contrario	 yo = - ( x. *FAKTOR1)

6.2	 x0	 .x./FAKTOR1;

para	 at que	 (DIGSE(x i ))	 DIGREQ e

DIGSE(y i )	 DIGREQ)

ou I >	 LIM faca:

(yi-xi) 
7.1	 -1,04+1(-- (y	 (y	 )	 ) )

(p(yi)-p(xi)

7.2	 x. =	 LOW(x.1	
p(xi) 

1 p'(xi)

8. saida: fi,[yyi]}
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No metodo de Dandelin Modificado podem acontecer

as mesmas situagOes que ocorreram no metodo de Fourier, ou

seja, o subintervalo expandido da aproximacdo inicial pode

conter duas raizes mas tal fenameno 6 facilmente detectado

e inicia-se o processo a partir da interseccdo do intervalo

inicial com o intervalo expandido. Esta situacio ocorre em

casos onde duas raizes estejam muito prOximas.

Vejamos agora um exemplo da aplicacao do M6todo de

Fourier Modificado.

Exemplo 5.12:

Seja p(x) = x 5 -15.5x
4
+77.5x 3

-155x
2
+124x-31 e

X
o	[-2; 0,7].

Uma aproximacao para a raiz j x i = 0,455530054549

com 4 digitos significativos exatos, e dai temos o seguinte

intervalo de partida:

X 0 = [0,455085200980; 0,455975342969]

X
1 = [0,455529529803; 0,455530580915]

X
2 = [0,455530054656; 0,455530054656]

E o intervalo solucHo

[0,455530054654; 0,455530054658].

Assim neste exemplo tivemos poucas iteracOes 	 no

metodo de Newton inicial e 2 interacOes no algoritmo de Dan

delin.

Exemplo 5.13:

Seja p(x) = x 5
-3x

4
+6x 2

-2x+2 e X
o = [-2;-1]
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Pela aplicacao do M6todo de Newton temos a seguin

to aproximacao inicial, x i=-1.38952420156 com 3 digitos sid

nificantes exatos. 0 intervalo de partida para o metodo de

Dandelin

X
o

= C-1.400465337008; -1.3786685437361

X 1 = L-1.389726267704; -1,3893189120161

X
2

= [-1.389524221040; -1,389524078784]

X
3

= [-1.389524150464; -1,3895241504641

E o intervalo solucao

C-1,38952415048; -1,389524150451

5.2.3 Algoritmo do Metodo de Dalcidio Modificado

Para o metodo de Dalcidio Modificado valem as mes

mas consideracOes feitas para o metodo de Dalcidio simples,

tantocomrelacaoastrocasdex.pory.quando as funcOes

saocOncavascomoemrelacaoasinterseccOesdeX.com
 Xi-1

quando necessario. Contudo as necessidades de interseccOes

no metodo de Dalcidio modificado diminuem sensivelmente pois

o intervalo de partida para as iteracOes ja e razoavelmente

pequeno e os pontos calculados pela tangente j5 se situam

prOximos da raiz.

Vejamos agora o algoritmo

Algoritmo 5.3: Metodo de Dalcidio Modificado
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entrada {n, a 0 , a l ,	 an}

	

'	 0'	 1' .."	 n

entrada {x 0 ,	 y 0 ,	 DIGREQ,	 LIM}

para	 j = 1,2,...	 at que DIGSE(x i )	 3 faca:

p(x_i)

	

3.1	 x. = x.	 -
7	 7 p'(x.)

K1	 [IDIGSE(x.)]

FAKTOR1 = 1-0.5*(8**(1-K1)

se )c. > 0 entao Y =	 7/FAKTOR1)

	

6.1	 xo = x.*FAKTOR1

caso contr5rio yo = -(-xj*FAKTOR1)
x
0
 = x

0
 /FAKTOR1

7. para	 i=1,2,3,...	 at que	 (DIGSE(x i ) � DIGREQ e

	

DIGSE(y i )	 DIGREQ)	 ou I X. LIM faca:

yi - xi

	

7.1	 x.1	 1	 1x.	 - p(x.) . 	
p(yi)-p(xi)

y
i 

= x
i

p' ( x i )

7.3	 se	 x. > y. entao B = x.1	 1	 1

7.3.1 =.x i 	 1

	7.3.2	 Y . = B

7.4	 se	 x = y. entao x. = LOW(x.)

	7.4.1	 yi = -LOW(-y.)

	

7.4.2
	

i = LIM+1

7.2 p (xi)
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7.5	 caso contrario

	

7.5.1	 se y i > yi_ ,	 ento y i = yi_,

	

7.5.2	 se x i 	x.	 entao x. = x i _1
11	 1-1

	

7.5.3	 :x.1	 1LOW(x.)

	

7.5.4	 y i = -LOW(yi)

8. saida {i, [x i , y i ]}: pare.

Vejamos agora o enunciado do teorema que mostra a

convergencia do metodo /CLA 81/.

Seja n.
1
 um ponto gerado pela aplicacao do	 metodo

de Newton a partir de 
(n. -11

,p(n.-1)) e s.
1 um ponto	 gerado

pela aplicacao do metodo da secante aos pontos (s. ,p(s. ))1-1	 1-1
e (n.	 p(n	 )).1-1'	 1-1

Teorema 5.1:

Sen.sX0 entaoasequenciaX.produzida pelo al

goritmo 5.3 tem as seguintes propriedades:

X F X.1 para i > 0

s., n1 sX0
	

1e	 s.	 1n. tende monotonicamen

to para x e

X0 0 X1 D X 2	 ... X
n 

D

corn

lim	 x. = X1

Vejamos exemplos do metodo de Dalcidio Modificado.



277

Exemplo 5.14:

Seja o polinamio do exemplo 5.8 onde haviam värias

interseccoes.

0 intervalo inicial é [0,6; 2.0]. Vamos partir de

x
0
 = 2.0 para a inicializacao do Metodo de Newton. Assim to

mos x. = 1,16713059176 com 3 digitos significativos exatos

dai X
0
 = [1,158012384008; 1.176320596408] a seguir temos:

X
1 
= [1,166922082424; 1.167130672568]

X2 = [1,167130564688; 1.167130564744]

X3 = [1,167130564744; 1.167130564744]

Exemplo 5.15:

Seja p(x) = 256x 9 -576x 7 +432x 5-120x 3 +9x e

x 0 = [0,2; 0,345]

Partindo de x
0 = 0,2 temos uma aproximacao

x, = 0,64278760967

que nao pertence a X 0 . Tomamos entao o valor de 0,345 para

x 0 e dal temos )‹. = 0,342020143324 com 5 digitos significa-

tivos exatos que nos fornece o seguinte intervalo de parti-

da

X0 = [0,341978392818; 0,342061898926] e dai

X 1 = [0,342020142989; 0,342020143325]

X2 = [0,342020143324; 0,342020143327]

e a solugao 5 dada por

[0,342020143324; 0,342020143327]
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Exemplo 5.16:

Consideremos ainda o polinOmio do exemplo 5.11:

p(x) = x 3 + 11x 2 - 102x + 181 no intervalo inicial

[3,2109375; 3,22265625]. Como o metodo de Newton nos ofere-

ce uma aproximacao que arredondada nos fornece um intervalo

de maior amplitude que o intervalo inicial, vamos partir des
te Ultimo e assim teremos as seguintes iteracOes pelo meto-

do de Dalcidio Modificado.

X = [3,212678095064; 3,215430914088]

X 2 = [3,213127443392; 3,213198926416]

X
3

= [3,213127752768; 3,213127758296]

X4 = [3,213127755520; 3,213127755544]

e a solucdo e dada por X4.

Observamos neste exemplo e em outros casos que no

Metodo de Dalcidio, tanto na versa° modificada como nao, te

mos na maioria das vezes um nlimero menor de iteraeaes.

Alem disso, comparando-se os tempos meldios de exe

cueao dos metodos hibridos, dos metodos hibridos modifica-

dos e dos metodos intervalares apresentados no capitulo 4

observamos que os metodos hibridos levam menos tempo em re-

laeao aos metodos intervalares.

Utilizando a funeao TIME do computador B6700 	 j'a

descrita anteriormente na seeao 1.2.4 vamos comparar o tem-

po medio de execuedo aos metodos hibridos, hibridos modifi-

cados e intervalares em funeao do grau do polinOmio.

Os nove metodos: Fourier, Dandelin, Dalcidio, Fou

rier Modificado, Dandelin Modificado, Dalcidio Modificado,
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Newton-intervalar 1, Newton-intervalar 2 e Newton-interva

lar 3, foram aplicados a um conjunto de polinamios de varios

graus.

A figura 5.8 nos mostra o comportamento do tempo

m6dio de execucao dos diversos metodos em funcao do grau do

polinamio. Nela podemos ver a enorme diferenga entre os me-

todos intervalares e os metodos hibridos modificados que for

nece essencialmente os mesmos resultados que os metodos in-

tervalares, ou seja, nos fornecem um intervalo que contem

uma raiz de p(x) = 0 e os limites de erro que possamos es-

tar cometendo.

p(x) =

Os polinOmios rodados foram os seguintes:

x 3 -1,5x
2
 -lx +	 0,25	 no intervalo [-1; -0,5]

p (x) = x 3 + -5x + 3	 no intervalo [-4; -2]

p(x) = x 3 + 11x 2 - 102x + 181	 " [-18; -11]

p(x) = x 3 + 3x 2 - 4x - 1 ]-1;0,9]

p(x) = x 3 - 6x 2 + lix - 6 [-1;	 1,4]

p(x) = Itx 3 + 23x 2 + 62x + 40 [-23;	 -14]

p(x) = x
5
-	 155x

4
+ 77.5x

3
 - 155x

2
 + 124x - 31	 no	 intervalo

[0,0625;0,59375]

p(x) = x 5 + x 4 -	 9x 3 - x 2 + 20-- -	 12 no intervalo	 1-4;-2,71

p(x) = x 5 - 7x
4
 + x3 + x 2 + 4 no intervalo	 [-1; 0,5]

p(x) = x 6 + 5x 5 + 4x 4 + 3x 2 + 2x+x+1 no intervalo 	 [-2; 0,4]
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FIGURA 5.7 - Retas de Regressao Linear entre n, o

grau do polinamio e t, o tempo medio

de execucao de diversos metodos.
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6 - CONCLUSOES

Ainda esti por ser desenvolvido um metodo eficien

to para cilculo num6rico de todas as raizes de qualquer 	 e-

quacao polinomial, isto é, raizes de qualquer multiplicida-

de, reais ou complexas. 0 termo eficiente aqui se 	 refere

ao metodo que tenha um alto indice de eficiencia, conforme

a segdo 3.3.6, e ainda fornega limites seguros para os 	 er-

ros computacionais realizados. Este Ultimo item é 	 obtido

com a teoria de intervalos, mas 0 metodo apresentado e van

do apenas para equagOes com raizes reais e simples.	 Jd
primeiro item (eficiencia) e atingido mais facilmente 	 por

vdrios metodos, mas ndo fornecem limites seguros para os er

ros cometidos.

Uma das grandes dificuldades do calculo numeric°

computacional e causada pelos erros de arredondamento 	 que

sdo bastante pequenos ou ate mesmo inexistentes em uma Uni-

ca operagao, mas quando acumulados ou causados pelo cancela

mento subtrativo ou ainda associados a existencia do mau con
dicionamento tornam-se verdadeiros problemas, as vezes inso
lUveis.

Contudo, novos horizontes existem sempre e atual-

mente a grande inovagdo e ainda a Teoria de Intervalos. 	 No

momento que os tipos "intervalos" forem tao familiares quan

to os nUmeros de ponto-flutuante sao hoje em dia, e 	 tiver-

mos mdquinas que realizem uma aritmetica intervalar, efici-

entemente, a baixo custo, teremos, sem dUvida,	 resultados

mais auspiciosos em andlise computacional.

E neste campo da implementagao de uma 	 aritmeti-

ca intervalar, via "hardware" ou "firmware" que existem mui

tos estudos e aplicagOes a serem feitas.

Outro campo onde podem ser feitas vdrias pesqui-

sas 6 no use de um metodo intervalar para o cdlculo 	 de

todas raizes, inclusive miiltiplas ou complexas, de uma 	 e-
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quagdo polinomial.

Outro caminho que pode tornar-se auspicioso 	 na

andlise numerica e um estudo mais detalhado dos metodos hi-

bridos quanto a convergencia, principalmente quando 	 usa-se

um intervalo determinado por uma aproximacao inicial com 	 2

ou 3 digitos significativos exatos. Em varios exemplos 	 a

convergencia mostra-se bastante rapida. Outra vantagem des-

te enfoque e que com um intervalo de didmetro pequeno, per-
to da raiz, mais facilmente serao satisfeitas as condicOes

dos metodos de Fourier e Dandelin.

Lembramos ainda que a afirmacdo de Wilkinson que

diz: "There it is natural to regard polynomials as a 	 very

desirable function since it is bounded in a finit 	 region

and has derivatives of all orders. In 	 numerical	 work,

however, polynomials having coefficients which are more 	 or

less arbitrary are tiresome to deal with by 	 entirely

automatic procedures.", que apesar de ter sido pronunciada

em 1963 ainda permanece valida.

Finalmente, concluimos dizendo que nao d, de for-

ma alguma, presuncosa a afirmativa de que 6 possivel "enga-

nar" qualquer algoritmo numeric°.
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ANEXO 1 - Tempos de Construe -6es de Instrugaes em Algol

Os nomes de vartiveis usadas e suas definigOes de

tipos de dados sio:

REAL 	  XREAL, YREAL, ZREAL;

INTEGER 	  XINTGR, YINTGR, ZINTGR, I,J,K;

DOUBLE 	  XDBL, YDBL, ZDBL;

ARRAY 	  ARAY1[0:9], BRAY1[0:9]

ARAY2[0:9,0:9], BRAY2[0:9,0:9]

ARAY3[0:9,0:9,0:9], BRAY3[0:9,0:9,0:9]

A variagdo no tempo para alguma das 	 construeaes

devido a valores diferentes para os operandos usados na e

xecueao da construed°. Os valores dos pares dos 	 operandos

sao:

(XREAL, YREAL) = (1 	 a 0, 1 a 0) e (6517, -1740)

(XINTGR, YINTGR) = (1,1) e (6517, -1740)

(XDBL, YDBL) = (1 a a 0, 1 a a 0) e (4632 a a 31,

8623 a a 27)

(ARAY...,	 BRAY...) =	 (1 a 0, 1 a 0) e (4631527 a 28,

8623355 a 24)

I, J e K	 = 1

As construcaes contendo ABS e DABS tem	 valores

de operandos de -12345.

Construcdes de Precisdo Real Simples 

Construed° em Algol 	 Tempos em microsegundos na

MemOria 1,2ps	 Memdria 1,6ps

ZREAL:= XREAL Y YREAL

ZREAL:= XREAL - YREAL

ZREAL:= XREAL * YREAL

ZREAL:= XREAL / YREAL

ZREAL:= XREAL DIV YREAL

	

5,6	 -	 7,0	 10,3	 -	 11,7

	

6,0	 -	 7,2	 10,7	 -	 11,9

	

7,0	 -	 8,4	 11,7	 -	 13,1

	

11,8	 -	 13,0	 16,5	 -	 17,7

6,6	 11,3
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construgdo em Algol	 Tempos	 em	 microsegundos	 na

MemOria	 1,2ps	 MemOria	 1,6ps

ZREAL:=	 1;	 2,8	 4,5

ZREAL:=	 1.0;	 5,4	 8,0

ZREAL:=	 1	 a	 0;	 5,4	 8,0

ZREAL:=	 97; 3,2 5,1

ZREAL:=	 9701; 3,6 5,1

ZREAL:=	 99999; 4,6 7,6

ZREAL:=	 1000000; 5,4 8,0

ZREAL:=	 1000001; 4,6 7,6

ZREAL:=	 12345678; 4,6 7,6

ZREAL:= XREAL; 3,8 6,8

ZREAL:= XREAL + XREAL; 5,0 8,2

ZREAL:= XREAL + XREAL + XREAL; 6,6 11,6

ZREAL:= XREAL+XREAL+XREAL+XREAL; 8,8 14,9

ZREAL:= XREAL+XREAL+XREAL+XREAL+

+XREAL; 10,0 18,3

YREAL:= YREAL+XREAL+XREAL+XREAL+

+XREAL+XREAL; 10,8 20,6

XREAL:= XREAL+XREAL+XREAL+XREAL+

+XREAL+XREAL; 11,6 21,6

ZREAL:= XREAL+XREAL+XREAL XREAL+

+XREAL+XREAL+XREAL 13,4 24,9

ZREAL:= XREAL+XREAL,XREAL+XREAL+

+XREAL+XREAL+XREAL+XREAL 15,2 28,3

ZREAL:= ABS(XREAL); 5,5 8,8
ZREAL:= COSH(XREAL); 221,7 337,9
ZREAL:= EXP(XREAL); 166,1 253,9

ZREAL:= SIN(XREAL); 145,1 221,5
ZREAL:= SQRT(XREAL); 171,5 252,3
ZREAL:= XREAL + SQRT(XREAL) 174,4 257,8
ZREAL:= SQRT(ZREAL); 171,5 252,3
YREAL:= YREAL+SQRT(YREAL); 169,6 252,3
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Construcoes com
	 Tempos em microsegundos na

Precisao Inteira
	

MemOria 1,2ps	 MemOria 1,6ps

ZINTGR:= XINTGR + XINTGR; 	 6,1	 - 6,5	 10,9 - 11,3

ZINTGR:= XINTGR - XINTGR; 	 6,1	 - 6,5	 10,9 - 11,3

ZINTGR:= XINTGR * YINTGR; 	 7,5	 - 7,9	 12,3 - 12,7

ZINTGR:= XINTGR / YINTGR; 	 14,9	 - 15,5	 19,7 - 20,3

ZINTGR:= 1;	 2,8	 4,5

ZINTGR:= 97;	 3,2	 5,1

ZINTGR:= XINTGR;	 4,5	 7,8

ZINTGR:= ZINTGR;	 3,0	 4,8

ConstrugOes de Precisao	 Tempos em Microsegundos na

Real Dupla	 MemOria 1,2ps	 MemOria 1,6ps

ZDBL:= XDBL	 YDBL;

ZDBL:= XDBL - YDBL;

ZDBL:= XDBL * YDBL;

ZDBL:= XDBL / YDBL;

ZDBL:= 1 a a 0;

ZDBL:= 8 a a 0;
ZDBL:= XDBL;

ZSBL:= DABS(XDBL);

ZDBL:= DEXP(XDBL);

ZDBL:= DSIN(XDBL);

ZDBL:= DSQRT(XDBL);

	

10,0	 -	 11,6	 17,6	 -	 19,2

	

10,0	 -	 11,6	 17,6	 -	 19,9

	

16,6	 24,2

	

38,6	 -	 51,0	 48,2	 -	 60,6

	

6,6	 10,6

	

6,6	 10,6

	

6,4	 11,4

	

8,2	 13,4

	

571,7	 836,3

	

382,9	 576,7

	

237,3	 344,5

ConstrugOes com "Arrays" 	 Tempos em Microsegundos na

MemOria 1,2ps	 memOria 1,6ps

ARAY[1]:= XREAL;	 5,6	 9,9
ARAY1[1]:= BRAY1[1];	 7,6	 13,0
ARAY1[I]:= XREAL;	 6,7	 12,3
ARAY1[I]:= BRAY[I]; 	 9,5	 17,6
ZREAL:= ARAY1[I]+BRAY1[I]; 	 11,2	 -	 12,6	 20,6	 -	 22,0
ZREAL:= ARAY1W-BRAY1[I];	 11,6	 -	 12,8	 21,0	 -	 22,2
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Construe6es com "Arrays"	 Tempos em Microsegundos na

	

MemOria 1,2ps	 MemOria 1,6ps

ZREAL:= ARAY1[I]*BRAY1[I]; 	 14,0	 23,4

ZREAL:= ARAY1[I]/BRAY1[I]; 	 17,4	 26,8

ARAY2[1,1]:= XREAL;	 8,7	 14,3

ARAY2[1,1]:= BRAY2[1,1];	 14,7	 24,6

ARAY2[I,J]:= XREAL;	 10,5	 18,7

ARAY2[I,J]:= BRAY2[I,J];	 18,4	 33,4

ZREAL:= ARAY2[I,J]+BRAY2[I,J]; 18-9	 -	 20,3	 35,3	 -	 36,7

ARAY3[1,1,1]:= XREAL ,	 11,9	 18,9

ARAY3[1,1,1]:= BRAY3[1,1,1]; 	 23,7	 38,4

ARAY3[I,J,K]:= XREAL;	 14,4	 25,3

ARAY3[I,J,K]:= BRAY3[I,J,K]; 	 29,6	 52,1

ZREAL:= ARAY3[I,J,K] +

+ BRAY3[I,J,K];	 33,5	 -	 35,2	 59,2	 -	 60,6
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ANEXO 2 - Programa COTAS/ANALISE



BOROUGHS H6700 ALGOL COPItER, VERSiON 2.9.190,	 TUESDi
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COI AS/ANAL I S E

BEGIN

FILE PR(KINU=OISKITITLE="POLI/SEP/e."IFILETYE=7),

PP(KI\IJ=PPINTER);

INTEGER N,Nr,CNI11+I2,I39149CP,IIEk.IND,IN,m4AIEEp,oC;
PEAL STmEOIOS,SIGmAI,SIumA2,SIGMA3ItAGmA4610mA.LD,vINAmPOPICS,4I1

DIGITSIGIDIGITSIGPLO,miNCI;
REAL ARRAY lAh10:3,)9,0:v)4

pEGLIN(0:90:1),

AAPCIARCI.ARCS,APCTIO:sfl.
AmPLINT,A4PLI[0:,49.0:-)1,

0[0:911
14HTN(0:9990:10);

PROCEDURE LmGUERRE1H1B(vN,C4,C01,1M);

REAL ARRAY CAM;
REAL COT,IM;
INTEGER VN;
BEGIN
REAL ARRAY b[u:VN),CAUXIO:VNN

REAL X1,X2,A3,S0mA•mED1A,M,R;
INTEGER I9J;
BOOLEAN BP0311;
xl:=X2:=X3:=PmEDIA:=SOmA:=0;
FOR J:=1 STEP 1 UNIIL 2u DO
BEGIN

R:=0;
M:=1:
FOR I:=0 STEP 1 UNTIL VN DO CAUA[IJ:=CAM/CA(0);
B[01:=CAUA[0]:
DO BEGIN

FOR I:=1 STEP 1 UNTIL VN-1 DO
B(II:=CAUXII)+M:,b(I-1];

R:=CAJX[vN]+B(VN-1)*m;
BPOSIT:=IRUE;
FOR I:=u STEP 1 UNTIL VN-1 DO

IF 6(11<u THEN BP(h)1T:=FALSE;
m:=M+1;
END

UNTIL BPOSII AND R>=0;
COT:=1,1-1;

Q:=TIME(12);
x3:=(x2-X1)'-e.4/10u0000:
SOMA:=SOMA+A3;
END;
mEDIA:=SOmA/20;
TM:=mEDIA;
END DA LAGJERRETHI;

PROCEDURE LAGRANGEIIL(VN,CA.CUT,Tm):
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REAL ARRAY CA10);

REAL CDT ,1k1;

INTEGER VN;
BEGIN
REAL ARRAY CAUX[0:vN);

REAL X1,X29A3ISOMA,MEoIA,MANEG;

INTEGER I,J,K;

BOOLEAN PkIMENEG;
X1:=X2:=X3:=MFDIA:=SOmA:=0;

FOR J:=1 STLP 1 UNTIL 20 DO

BEGIN
X1:=IIME(12);
K:=0;
NixNEG:=0;
IF CA(0)<u HEN FOR ]:=J SIFP 1 UNTIL VN DO CAUAM:=CAII)*(-1)

LLSE FOR I:=u STEP 1 UNTIL VN DO LAUXII):=CAII);

PRPENEG:=IRUE;
FOH 1:=n SUN 1 UNTIL Vk DO

IF CAUX[11<MAXNE(3 THEN BE6IN

MANEG:=CA : X[I];
IF PPIMENEo THEN K:=VN-I;
PR1mENEG:=EALSE;

ENO:
COT:=1+HABs(mAXNEG)/CAUXT0))**(1/(vN-K)));

X2:=TIME(12);
x3:=(x2-xi)-e.4/1ou0000:
SOMA:=SON1A+A3:

END:
MEDIA:=SOmA/20:
TM:=11EDIA;

END DA LAGRANGETIL;

PROCEDURE vENE(VN,LA,COT,TM);

REAL ARRAY CA[0]:
REAL COT,IM;
INTEGER VN;
BEGIN
REAL ARRAY LADA[0:vNi:

REAL X1,A29A3,SCAA,MEDIA,MAANEG,ANv;
BOOLEAN Pr-,,IENEO:

INTEGER 1,J,P;
X1:=X2:=X3:=sUMA:=-1EDIA:=0;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL 20 00
BEGIN

IF CA[O]<u [HEN FOR 1:=0 STLP 1 UNTIL VN DO CAUXII1:=CAIII*(-1)
rLsE FOH I:=J STEP 1 LINT 1L VN DO (AUAIII:=CALI);

MAXNEG:=0:
PRIMENEG:=TmUE;
FOR 1:=0 SUP 1 UNTIL VN DO

IF CAUX[Ij< .iAANE6 THEN BEGIN

MAANEG:=CtwX[I);
IF PRImENEo THEN P:=1;
PRIY'ENEC):=FALSE;

END;
DENV:=CAU.x.(0);
FOR 1:=1 STEP 1 UNTIL P-I Du

DLNv:=DENv+caux[I];
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COT:=1+(ABS(MAXNEG)/DENv);
X2:=TIME(12);

X3:=((2—X1)1,2.4/1000000;
SOMA:=SOMA+A3;

END;
mEDIA:=SOmA/20:
TM:=MEDIA;
END DA VENE;

%

PROCEDURE GANDEZE(VNICA,CUTOm);

3D 	

R EAL ARRAY CAM;

REAL COTOM;

INTEGER VN;
BEGIN

REAL ARRAY LAUX,CAUX1[O:VN);

REAL X1,X,A3tmEOIA,SOMA0AA;

INIEGER I,J,LIR;
FOR u:=1 STEP 1 UNTIL 2u DO
BEGIN
XI:=TP-1F(12);

IF CA[01<0 THEN FOk I:=0 STEP 1 	 UNTIL VN DO CAUX111:=CA1IJ(-1)
ELSE FOR I:=0 STEP 1	 UNTIL VN DO CAUXIII:=CALI1;

14:=0;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

IF CAUXIII<0 THEN R:=k+1;

L:=-1;
IF R NECK 0 IHLN

FOR I:=1 STEP 1 UNTIL VN DO
IF CAUXtI1 < 0 THEN
CAUX1IL:=L+11:=NR-ABSCCAUMI1)/CAuX[01))**(1/1);

yAx:=0;

FOR 1:=0 STEP 1 UNTIL R-I Du
IF CAUXI111>mAX THEN mAX:=CAUA1[I1:

COT:=MAX;
X2:=1PAE(12);
X3:=(A2-X1)-2.4/1000000;
SOMA:=SOmA+A3;
END:
MEDIA:=SOmA/20;
TM:=MEDIA;
END DA GANDLZE;

PROCEDURE KlEsEWETER(VN,CA,COTI,COT,,Tm);

REAL ARRAY CA101;
REAL COTI,CuTS,Tm;
INTEGER VN;
BEGIN
REAL X1,X2,A3,S0A,MEDIA,A0,AN;

INTEGER I,J;
X1:=X2:=-A3:=b0MA:=mEDIA:=0;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL 2u DO
BEGIN
xl:=TIME(12);
AO:=ABS(CA[vNI);
FOR I:=1 STEP 1 UNI1L VN-1 p0

IF AHS(CATI))>A0 THEN AO:=ABS(CAtI));
AN:=CA[0];
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FOR 1:=1 51EP 1 UNTIL VN -1 tiO

IF ARS(C4[1])>A N THEN AN:=ABS(C4(II);

COTI:=ABSiCAIVN))/(AHS(CAlVd)+A0);

COTS:=(ABS(CAIOIl+ANUAS(CA[O]);
x2:=TP1E(12);
X3:=(X2-41)-2.4/1000000;
SO4A:=S0MA00;
END;
NIEDIA:=SOmA/?U;
TV:=MEDIA
END DA KIESLAtTEP;

PROCEDURE CARMICHAEL(VN,CA,COTOM);

REAL ARRAY CA[0];

PEAL COT,N:

INTEGER VN;
BEGIN
REAL x1oY2,A3,S0mA,mEDI4,5T;

INTEGER I,J;
X1:=X2:=X3:=64EDIA:=SOMA:=U;
FO R J := I STEP 1 UNTIL 2u DO
BEGIN
X1:=1I4E(12);
ST:=0;
IF CAt01 NE,A ti THEN FUR I:=1 STEP 1 UNTIL VN 00

ST:=ST+tABS(CA111/CA[01)**(1/1));
COT:=sT;
x2:=iI4E(12);
x3:.(x2-x1)*2.4/10u0000;
sOMA:=SomA+A3;
END;
mEDIA:=SOMA/20;
TM:=MEDIA;
END DA CAkmICHAEL;

PROCEDURE FuJIwAPA(VN,CA,C01,TM):

REAL ARRAY CA101;
R EAL COT,T,1;
INTEGER Vi.4;
BEGIN
REAL X1,X2,A3,SOMA,mEDIA,MA7.,B;

INTEGER I,J;
X1:=X2:=X3:=s0MA:=Y,EDIA:=0;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL 20 DO
B F G I N
X1:=TIqE(12);
MAA:=0;
IF CA[0] AEu U THEN FOR I:=1 STEP 1 UNTIL VN U0

IF b:=ABS(CAM/CA[0])**(1/I)> MAX THEN hvAA:=B;
COT:=2*vAA;
1,2:=TI*-(12);
x3:=(X2-XI)-2.4/1000000;
SOMA:=SOmA+A3;
END;
MEDIA:=SOmA/e0;
TM:=mEDIA;
END DA FJ,11-<A;
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PROCEDURE KOJIMA(VN,CA,COT,lm);

REAL ARRAY CA(0);

REAL COT,TM;

INTEGER VN;

BEGIN

PEAL ARRAY LAUX[0:VN];

PEAL XI,X21A360U,MEDIA,01.02;

INTEGER I,J•IA;

X1:=X2:=A3:=5OmA:=v,EDIA:=0;

FOR J:=I STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN

x1:=TIMF(12):

IF CA[0) NEm; U THEN FOR I:=1 STE M 1 UNTIL VN 00
CAU7,111:=ABS(CAM/CAI03)-*(1/1);

01:=0;
FOR I:=I STtP 1 UNIIL VN DO

IF CAL1x11)>Q1 THEN BEGIN
01:=CLUXEI];
IA:=I;

END;
CAUX[IA]:=u;
02:=0;

FOR 1:=1 STEP 1 UNTIL VN DO
IF CAU x,111>02 THEN OZ:=C'.UX[I];

COT:=01+0Z;

X2:=TIMF(12);
X3:=(X2—X1)'-2.4/1000000;
SOMA:=SOMA+A3;
END;
MEDIA:=SOM4/20;
TM:=MEDIA;
END DA KOJIMA;

PROCEDURE 4ESIERFIELD(VN,CA,COT,1m);

REAL ARRAY CA(0);
REAL COT.11/41;
INTEGER VA;
HEGIN
REAL ARRAY CAuX[0:VN),OLO:61;

REAL xi,xe,A3,somA,mEDIA,Aux;
INTEGER I,J;
BOOLEAN TROCOu;
X1:=X2:=X3:=7,4EDIA:=SOMA:=0;
FOR J:=1 sTEP 1 UNTIL 2u DO
BEGIN
X1:=1P.IE(12);
IF CA[0] AEu 0 THEN FOR I:=I STEP 1 UNTIL VN DO

CAUx\[11:=ABS(CA[1]/CAI0))-*(1/I);
DO HEGIN

TROCOU:=EALSE;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL VN-1 DO

IF CALJA(I)<CAUX(1+1) 	 BLGIP.
A,Ix:.cAux[I];
C:wAtII:=CAUX[1+1);
Csix(I+11:=AUA;
T,-)0CuU:=TRUE;



END;

END
UNTIL NO1 TROCOu;

IF VN>8 THEN FOR I:=1 SIEP 1 UNTIL h DO U[I]:=CAUMI1

ELSE FOR 1 := 1 SIEP 1 UNTIL VN DO O[1]:=CAOX(1);
COT:=0[1]+0[2)*0.7+0(3P0.3+0[4].0.09+0[5)*0.04+0[6]*0002+0[7)*O.

*0.01;
x2:=1IME(12);

x3:=(X2—Xl)w2.4/1000000;
SOmA:=so,,IA+A3;

END;

41EDIA:=SOMA/?0;

Tm:=mEDIA;
END DA wESTERFIELD;

REAL PROCEDURE DIGbE(AXIIAx1mE1);

REAL AxIAINImEl;

BEGIN
REAL MI:

M1:=7.27*10**(-12);
IF AKI NEU u THEN DIGSE;=-(0.3+LOG(M1+(AHSHAAI-AXIME1)/AA1))))
END DA DIGSE;

PROCEDURE CAUCHY(V!‘,,CA,COT,OSIGLIM,DIGSERLO,IM);

REAL ARRAY CAt0);
REAL COT.OSIG,TM;
INTEGER VN,K.LIM,DIGSERLO;
BEGIN
REAL X1,X2,A3,SOMAIMEDIA,VAI,XI,,CIME1;

INTEGER I,J;
REAL ARRAY CAOXIO:vNI;
X1:=X2:=X3:=SOMA:=mEDIA:=0;
FOR j:=1 STLP 1 UNTIL 2u Do
BEGIN
X1:=TIME(12);
XI:=0;
K:=0;
IF CA[0] NE(.4 U THEN FUR I:=I 	 STEM 1 UNTIL Vi'. Do

CALP,M:=ABS(CA(I)/CA[0]);
IF CALVN) NEU 0 THEN
DO BEGIN

AIME1:=X1;
VAL:=CAJAII];
FOR I:=2 STEP 1 UNTIL VN DO

VAL:=VAL*XIMEI+CAUA[II;
K:=*+1;
xj:=vAL**(I/VN);
END

UNTIL DIGSE(xI,AIME1)>=DIGSEREQ OR 	 >LIM;
DSIG:=DIGSE(AI,XIMEI);
COT:=AI;
x2:=TIME(12);
X3:=(X2-X1)2.4/1000000;
SOMA:=SOMA+A3;
END;
MEDIA:=SOMA/20;
TM:=MEDIA;
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FIM DAS UECLARACOES

DIGITSIGRUJ:=4;
MAXITER:=10U;
NP:=0;
FOR N:=3 STEP 1 UN1IL 12 DO

COMECO DO BLOCO BRINCIPAL

BEGIN
REAL ARRAY A,A19ATNIO:N1;

REAL COTSUP,COTINF,TEMPUMED10;

FOR II:=I STEP 1 UNTIL 4 DO

BEGIN
NP:=*+1;
IF 11 = 1 THEN FOR 12:=0 STEP 1 UNTIL N DO AtI2):=I;
IF 11=2 ThE\ BEGIN

OC:=w2;

IF OC*2=N	 IHE;,, FOR 12:=0 STEP 2 UNTIL N
DO BEGIN

4[I21:=1;
IF 12+1<N THEN A112+11:=-1;
END

ELSE FOR 12:=0 STEP e UNTIL N
DO BEGIN

Af121:=1-
A[I2+1I:=-1;
END;

END;
IF 11=3 THEN BEGIN

OC•=N/2;

	

IF OC ,, 2=N	 THEN FOR 12:=0 STEP 2 UNTIL N
DO ,-EGIN

AtI2):=2;
IF I2+1<N THEN AII2+11:=-1;
END

ELSE FOR 12:=0 STEP 2 UNTIL N
DO BEGIN

A[I21:=2;
AL12+1]:=-1;
END;

END;
IF 11=4 THEN BEGIN

OC:=W2;

	

IF OC*2 = N	 THE;' FOR 12:=0 STEP 2 UNTIL N
DO BEGIN

AtI2]:=3.5;
IF 12+1<N THEN /1112+11:=-3.5
END

ELSE FOR Ie:=0 STEP 2 UNTIL N
00 BEGIN

A[121:=3.5;
AtI2+11:=-3.5;
END;

ENO;
IF 11=5 THEN FOR Ic:=O STEP 4 UNTIL N

DO BEGIN
AIIe):=.5;

	

IF	 12+1< =N THEN A[12+11:=3.5;



IF F2+2< =N THEN A[12+2):=-3.5;
IF 12+3<=N THEN AW+3):=-3.5;
END;

WRITE(RP[S P ACE 3));
WRITE(RP,/,"0 POLINOmI0 NUMITRO "IN('," E I DAD° PELUS COEFICIENTES

wRITE(RP,///FOR IND:=0 STEP 	 1 UNTIL N DO AtIND));

% CALCULO DE P(-X)

FOR IND: = U STEP 1 UNTIL N DO
AiN(iNo):=A(IND)*((-1)**(N-IN)));

CALCULO DE P(1/X)

FOR IND:=0 STEP 1 UNTIL N DU
AI(IND):=A(N-1NJ);

COT	 A	 D k	 LAGUER R E-THIBAUL

CALCULO DA COTA SUPERIOR

LAGUERRETdIo(N9A,COTSUPITEMPOMED10);
TAB((NP-I)*4.0):=N;
TA5t(NP-1)*4+1,0):=TEMPuMEDI0;
TA3[ (NP-1)*4+3,0]:=COTSoP;

% CALCUL() DA COTA INFERIOR

LAGUERRETHib(N,ATN.COTINFITEMPOMEDIO);
TAB[(NP-1)*4+1,0):=*+TEr'POMEDIO;
TABI(NP-1)*4+,03:=-COTINF;

COTA DE	 LAGRANGE-TILLOT

CALCULO DA COTA SUPERIOR

LAGRANGETIL(N,A,COTSUPOEMPOMED10);
TAB[(NP-1)4,1]:=N;
TABL(NP-1)*-f+1,1):=TEMPOMED10;
TAB[(NP-1)*4+391]:=COTSUP;

CALCULO DA COTA INFERIOR

LAGRANGETIL(N9AIN,COTINI-,TEvROMEOIO);
TABE(NP-1)*,44-1.1I:=*+1EHPOMtDIO;
TAB[(NP-1)44.21I]:=-COTINF;

COT A	 DE	 V E	 E
4
CALCULO DA COTA SUPERIOR

VENE(N/A/CDISoP,TEPOmEDIO);
TAB[(NP-1)*4,2):=N;
TAB[(NP-1)*4+112]:=1EmPUMED10;
TABI(NP-1)*4+3.2):=COTSoP;

% CALCULO DA COTA INFERIOR

VENE(N,ATN,LOTINF,IEmPOr.IEDIu);
TABE(NP-1)*L1+1.2]:=*+TEPOMED10;
TABI(NP-1)*4+2,2):=-CuTINF;

COT A	 DE	 6ANDEZE
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CALCULO DA COTA	 SUPERIOR

GANDEZE(N/A,COTSUP,TEMPOMED1O);

TABI(NP—I)*443):=N;

TAB((NP—I)*4+1,3]:=TEmPOMEDIO;
TABI(NP-1)*4+3,3):=COTSuP;

% CALUCULO DA COTA INFLRIO

GANDELE(N,A1N,COrINF,IEmPOMED10);

TABI(NP-1)*44-1131:=*4-IPPOMED10;
TAB((NP-1)4+213):=—COTINF;

CDT A	 DE	 KIESEL, ETER

KIESEwETER(A,A1COT1NF,COISUP,TEMPOMLD10);

TABI(NP-1)*414):=N;
TABI(NP-1)*4+1141:=TEMPOME010;
TABI(NP-1)*44-214l:=COTINF;
TABf(NP-1)4+3141:=COTSUP;

COT A	 DE	 CARMICHAEL

CARMICHAEL(N.A,COTSUP,TEMPOmEDIO);
TAHL(NP-1)4,5):=N;
TABT(NP-1)*4+1,5):=TEMPuMED10;
TABL(NP—I)i4-44-3,51:=COTSOP;

%	CALCULU DA COTA	 INTERNA

CARMICHAEL(N.AI,C01INFOEMPomEDIO);
TAB[(NP-1)*4+1,5]:=41-+IEmPOMEDIO;
IF COTINF NEU 0 THEN TALIE(NP-1>*44-2.5):=1/COTINF

ELSE TAii(Nt--1)*4+2.5):=0;

COT A	 D E.	 FUJIWAR A

% CALCULU DA COTA EXTERNA

FUJIwARA(N,A,COTSURITEMPOMEuI0);
TAB[(NP-1)*4.6]:=N;
TABI(NP-1)*4+1,6):=TEMPOME010;
TAB((NP-1)*4+3,6):=COTSuP;

	

% CALCULO DA COTA	 INTERNA

FUJI no.'ARA(N,AI,COTINF,TEPOMEDIO);
TABL(NP-1)*4+1,67:=*+TEPOMEDIO;
IF COTINF NEQ 0 THEN TAbf(NP-1)*4+2.6):=1/COTINF

ELSE TAb((NF-1)*4+2,6):=0;

COT A	 D E	 KOjIMA

% CALCULO DA COTA EXTERNA

KOJIY,A(NIA,LOTSUPtlEmPOmEDIO);
TAB[(NP-11*-4/7):=N;
TABMNP-1)*4+1,71:=TEMPOMEDi0;
TABI(NP-1)*4+3,7]:=u)TSuP;

	

% CALCULO DA COTA	 INTERNA
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KOJIMA(NIAI,COTINFO-EMPOMED10);
TAB[(NP-1)*4+1,7):=*+1EmPUMED10;

IF COTINF VE0 0 THEN TALMNF-1)*4+2.7]:=1/CO1INF
ELSE TAdf(NP-1)*4+2.7):=0;

COTA	 DE	 ,‘,ESIERFIELD

% CALCULO DA COLA EXTERNA
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% COTA 2 - 'ENE
% COTA 3 - GANDEZE

COTA 4 -	 NIESEwE1ER
% COTA 5 - CARMICHAEL

% COTA 6 -	 tUJIA'ARA

COTA 7 -

COTA 8 -	 n,iESTERFIELD

% COTA 9 - CAUCHY

FOR I1:=0	 STEP 1 UNTIL	 9 DO	 %	 PAPA CADA CoTA

BEGIN

12:=-I;
FOR IN:=3 STEP I UNTIL 35 DO % PAPA CADA GRAU ExIS1ENTE DE POL

%	 0 MAIS ALTO GRAU

BEGIN
STEDID5:=0;

CN:=O;

FOR IND:=0 STE P 4 UNTIL NP*4_1	 DO	 PESDUISA GRAU DE CADA P

IF TAB(IND,I1)=IN THEN	 BEGIN
CN:=*+];

STMEDIUS:=*+TABLIND+19I1J; % SOMA C
END;

IF CN	 N CI 0 THEN BEGIN

TA0IN(12:=*+19C,):=1N;

TABTN(12,11+1):=STMEDIOS/CN;
N ;

END;
END;

WRITE(RP[S P ACE 3));
WRITEARP,<X401"TABELA	 DOS	 'NXTEMPOSMEDI 0 S

WRITE(RPT<X39"N",X29"LAGUERRETIB 	 LAGRANGETIL	 VENE
	

GANDt:.
SEWETER	 CARMICHAEL	 FUJIARA	 KOJ1MA	 wESTLRFIELD

	
CAUC

FOR IND:=0 STEP 1 UNTIL 12 00 	 % PARA CADA POLINOMIO
wRITE(RP,<I4110(F11.7,X1)>,FOR 	 13:=0	 STEP 1 UNTIL	 10 DO TABTNLIN

CR I 1 ER IOS	 DE	 COMPANACOES

%CR II	 EP IO

ACHAR OS COEFICIENTES DAS BETAS DE 	 REGRESSAD LINEAR ENTRE	 N
TEMPOSmEDJOS

9, PARA CADA COTA INDIcA, ,l-SE OS PARAMETROS "A"	 E"B" DE CAD
C EM REGL1N10/1),REsPELTIVvAMENTE.

T M = A-N + B

FOR 11:=0	 SlEP 1 UNTIL	 9 DO
BEGIN
SIGMAI:=SIGmA2:=SIGmAA:=SIGMA4:=SIGmA5:=0;
FOR I ND :=u STEP 1 UNTIL le DO	 CONTAR 0 NUMERO DE "N" DIFERE

BEGIN
SIGAI:=*+TABTNEIND,01;
SIGmA2:=*+TABTN(IND,I1+1);
SIGMAS:=*+TABTN(IND,I1+1)**2;
SIGmA3:=*+TABTNIIND,O)*‹2;
SIGmA4:=*+TABTN(IN090)*TABTN(INP,I1+1);
END;

A/RITE(RPO,//ISIGmAl$SIGMAzISIGA3,SIGMA49SlumAs);
REGLIN1I1.01:=(SIGmA2-SIGA3-SIGMA1*SIGMA4)/((12+1)*SIGMA3-(SI

);
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RLGLIN[11,11:=((12+1)''SIGmA4—SIGMA1*SIGMA2)/((12+1)*SIGMA3—(SI

) ;
RHO(II):=REGLIN[11,1)*SORT

((SIGMAS—MSIGN'Al/(12+1))**2)*(I2+1)))/
(SIG'vsA5—(((SIGmA2/(I2+1))*2)*(12+1))));

END;
wRITE(RP(S P ACE 3));
WRITE(RP,<	 “TABELA	 DA REGRESS AD 	L I N E A

FOR 13:=0 SlEP 1 UNTIL 9 DO
wRITE(RP1‹2(F15.101X2)>IREGLIN(I39011pFGLIN(1311));

FOR 13:=0 SIEP 1 UNTIL 9 DO
WRITE(RP,<F15.10>,RH3(I3));

% C R I T E	 R I O	 11

% FOPNECE (DUAL	 0 NUmERO DA CUTA QUE DA' "Em MEDIA" 	 AS MENORES

AMPLITUDES DOS INTERVALOS PARA AS RAIZES 00 POLIN0mI0 DADO.

% COMO AS COIAS DE LAGuERRE—IHIBAULT,LAGRAN0E—TILLOT,VENE E GAr
FORNECEM L1MITES	 APENAS PARA AS PAIZES REAIS,ESTA	 SERAO AVAL

% EM SEPARADO DAS DEMAIS DUE FOPNECEM LIMITES PARA UM DISCO C
% TODAS AS RAIZES,	 INCLUSIVE AS CUMPLEXAS.

CONSTRUCAU DA	 TAOELA 'AMPLINT' COM A AMPLIIUDE DO INTERVALO D,
% PAPA CADA POLINOM10 E CADA 	 COTA.

CP:=-1;
FOR IND:=3 STEP 4 UNTIL NP*4-1 00
BEGIN
CP:=*+1;
FOR 13:=O STEP 1 UNTIL 9 DO

AMPLINTICPTI3):=TABIIND913)-TA9IIND-1.13]:
END;
wRITE(RP(S P ACE 3));
wRITE(RP,< I1 	TAHELA 0AS AMPLITUDES DOS INTERVALOS "./>);

FOR 13:=O STEP 1 UNTIL NP
AI RITF(RP.<10(F1?.7,A1)>,FOR 14:=0 STEP 1 UNTIL 9 DO AMPLINT(I3,

COmPARACAO;

FOR IND:=u STEP	 1 UNTIL 9 DO	 AMPCIIND):=0;
FOR IND:=O STEP	 1 UNTIL NP-1	 DO

HEGIN
mINAmP;=9,)9999999;
FOR 13:=0 STEP 1 UNTIL 3 0

IF A kiPLINT[IND,I3J<mINAmP THEN BEGIN
mINAMP:=AmPLINT(IND.131;
14:=I3;
END;

AmPC(I41:=*4-1;
mINAMP:=99999999;
FOR I3:=4 STEP 1 UNTIL 8 00
IF AMP LINI(IND,13)<mINAMP THEN bE6IN

m1i,iAmP:=AmPLINT(IND.I3);
11:=I3;
END;

AMPCIII1:=*+1;
END;

wR1TE(RP(SPACE 3));
wRITE(RP1< u u VETUR DAS COMPARACOES DA AMPLITUDE DOS INTERVALOS



wRITE(RP1*//9AMPCP,1);

CRI TERI°	 III

% FORNECE 0 NumERO DA CoTA i -JUE DA' "EM MEDIA" AS MENORES COTAS

% INFERIORES PARA MS kA1ZES REAIS E COMPLEAAs

% CRITERIO	 IV

% ANALOG() AO CRITERIO 1II,mAS COM RELACAO A5 CUTAS SUPERIDRES

FOR IND: = STEP 4 UNTIL NP*4-I DO

BEGIN

MINCI:=-9v9999999;
mINCs:=99v999999;

FOR I3: = 0 STEP 1 UNTIL 3 A

BEGIN

IF TABLIND,I3)>mINCI THEN BEGIN
miNCI:=TABtIND9137;

END;
IF TABI1ND+1,131<MINCS 'HEN BEGIN

NIINCS:=TAB(IND+1,13);
11:=13;
END:

END;
ARCI(I4):=*+1;
ARCSIT1);=.t,+1;
MINCI:=0;
MINCS:=99999999;
FOR 13:=4 STEP 1 UNTIL 8 1)0

BEGIN
IF TABI1ND+1,I3J>MINCi THEN bEGIN

1NCI:=TAB(I40913);

END.
IF TAblIND+19I3)<MINCS THEN BEGIN

mINCS:=1AB(INU+1913);
11:=13;
END;

END;
ARCItI4);=*4-1;
ARCSIII):=+1;
END;

WRITECRP[SPACE 3));
WR1TE(RP,< I1	VETOR	 CUJuS INDICES INDICAM 0 NUMERO DA COTA QUE F
OS MAIORES LIMITES INFERIORE-S",/>);

wRITE(RP,*//.ARCI(*));
wRI1E(RP(S P ACE 3));
WRITE(RP,< ,1	VETOR	 CUJuS INDICES 1IDIC4M 0 NUMERO DA COTA QUE F
OS MENORES LIMITES SUPEkIORFS",/>);

WR1TE(RP,*//.ARCSP']);

END.
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ANEXO 3 - Programa SEP/RAIZES



JUL

BOROUGHS B6700 ALGOL COMPILER, VERSION 2.9.1900 	 TUESDAY,

S L I ARA/RAILES
_ _ _

BEGIN

FILE RR(KINu=DISKITITLE="POLI/SEP/2."IFILETYPE=7),

RP(KINo=PRINTER);

INTEGER N,NA,NP;
WHILE NOT READ(RR,/,N) u0
BEGIN
REAL ARRAY A(0:N),SINAL(0:N),

RCONULIO:N+?1,
RAILRIRAIZI,RAILMIO:NJ;

DOUBLE ARRAY F[0:N+1,0:N+13;
INTEGER IRIILINRE;
REAL COTSUP,COTINF,TEMPM,EI,DI,TOLER,FATOR;
BOOLEAN MULTPLD1•PESQRA1Z,ACHOURAIZ;

PROCEDURE LAGUERRETHIB(vN,Al,COT,TM);

REAL ARRAY Al[0];
REAL COT, 1'4;
INTEGER VN;
BEGIN

REAL ARRAY ATItO:VN),

B[0:VN);
REAL XI,

SOMA,
MEDIA,
M,
R;

INTEGER
J;

BOOLEAN c3P0IT;
X1 =0;
Y,2:=0;
X3:=0;
SOMA:=0;
mEDIA:=0;
FOR J:=1 STEP I UNTIL 20 DO

BEGIN
X1:=TIL(12);
FOR I:=u STEP 1 UNTIL VN DO

ATI11):=A1(1)/A1(0);
R:=0;
M.=1;

DO BEGIN
B(0):=AT1(0);
FUR I:=1 STEP 1 UNTIL VN-1 DO

B(I):=AT1(I)+B(1-1)*M;
R:=AT1(vN)+3(vN-1)*m;

BPOSIT:=TPUE;
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FOR I: = 0	 STEP 1	 UNTIL VN - 1 DO

IF	 [1.)<0 THEN BHOSII:=FALSE;

m:=4+1;

END
UNTIL POSIT AND R>=0;

COT:=M-1;
X2:=T1mE(12);
X3:=(X2-0,1),2.4/1000000;

SOMA:=SW1A+x3;

END;
LIEDIA:=SOmA/J;

Tm:=,1EDIA;

END DA LAGJERHETHIB;

PROCEDURE POLYDIVfN1DEG,COEF1,N2DEG,COEF2,NOAG,COEFQ,TOL,ERRCOD);

VALUE N2DEG/TOL;

INTEGER N1DEG,N2DEG,NQDEG,ERRCOD;

REAL TOL;
DOUBLE ARRAY COEFIICOEF6COEF0(0);

BEGIN
INTEGER	 I,J,K ,NAI,NA?,DESLOC;

DOUBLE	 TEMP],TEMP2 ;
LABEL	 L1,L2,ExIT
PROCEDURE	 POLYNORM(NDEG,COEF,TOL)
VALUE	 TOL ;
INTEGER	 NDEG
REAL	 TOL ;
DOUBLE ARRAY	 COEFIOI

BEGIN
INTEGER	 I	 ;

LABEL

LABEL

EXIT ;
IF NUEG LSS 0 1HEN GO TO EXIT ;
WHILE DABS(COEF(01) LEQ TOL DO

BEGIN
L ;

IF NUEG = 0 THEN GO TO L
NDEG := NDEG - I	 ;
IF NUEG LSS 0 THEN

BEGIN
CUEFLOI := 0 ;
GU TO EXI1

END ;
FOR I := 0 STEP 1 UNTIL NDEG DO COEF(II := COEFII+1) ;
IF NDEG = 0 THEN GO TO EXIT;

ENO	 ;

EXIT:	 ENO	 POLYNORM ;

NA1:=N1DEG;
POLYNORM(N2DEG,COEF2,TOL)
IF N2DEG LSS 0 THEN

BEGIN
COMMENT	 COEF2 IS A ZERO POLYNOMIAL ;

ERRCUD := 1 ;
GO TO EXIT

END	 ;
NODEG := N1DEG	 N2DEG ;
IF NQDEG LSS 0 THEN

BEGIN
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COMMENT	 DEGREE OF DIVISOR wAS GREATER THAN DEGREE OF DIVIDEND ;
NODEG := -1 ;
ERRCOD := 0 ;
GO	 TO EXII

END	 ;
IF	 N2DEG = 0 THEN

HEGIN
COMMENT	 THE DIVISOR IS A CONSTANT ;

TEMPI := 1.0/(DEF2101 ;
FOR I := 0 STrP 1 UNTIL NODEG DO
COEFOII1 := CoEF1II1	 TEMPI ;
N1DEG := -1 ;
ERRCOD := 0 ;
GO	 TO EXIT

END	 ;

COMMENT	 START REDUCTION ;
TEMPI := 1.0/LOEF2[0) ;
FOR I := 0 STEP 1 UNTIL NODEG DO

BEGIN

COEFU[I) := CUEF1II) =, 	 TEMPI ;
COMMENT	 SUBTRACT MULTIPLE OF DIVISOR ;

TE NIP2 := COEFO[I) ;
FOR J := U STEP 1 UNTIL N2DEG DO

BEGIN
K := J + I ;
CoEFliK1 := COEF10.1 - TEMP2 * COEFeL11

END ;
Ll:	 END	 ;

N1DEG := N2DEG - I ;
NA2:=NlDEb;
ERRCOD := 0 ;
FOR I := u STLP 1 UNTIL N1DEG DO
COEFICI) := CUEF1[ QDEG+1+I)

LP:	 %	 POLYNORM(NIDEG,COEP1,TOL) ;
FOR	 I:=0	 STEP I UNTIL NA2 DO

IF DABS(COEF1[I))<= 10L THEN BEGIN
COEF1tI):=0;
DESLuC:=*+1;

N1DEG:=*-1;
END

ELSE I:=NA2+1;
IF	 N1DEG>=0	 AND DESLOC>0 THEN FOR I:=0 STEP 1 UNTIL N1DEG DO

COEF1[I]:=COEFI(DESLOC+I)
ELSE IF N1DEG<0 THEN NIDEG:=0;

EXIT: END DA POLYDIV;

REAL	 PROCEDURE	 NVARS(CA,VN);

REAL	 ARRAY CA(01;
INTEGER VN;
BEGIN
INTEGER SINL,1;

NVAPS:=0;
SINL:=SIGN(CA(01);
FOR I:=1	 STEP	 1 UNTIL VN DO

IF SIGN(CAEII) NED SINL AND SIGN(CA[I)) NED 0 THEN BEGIN
NVARS:=*-1-1;
SINL:=SIGN(CACII);
END;

END DA VANS;
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PROCEDURE SIURMFI(I1,GRI);
INTEGER IIIGRI;

FORWARD;
PROCEDURE STURMDER(IND1,G1);

INTEGER INDI,G1;

BEGIN

INTEGER I;

FOR I:=0 STEP I UNTIL G1-1 00

F[IND1II1:=(G1-I)*FIIND1-1,I);

F[IND1,NAt1):=G1-1;
I:=INDI-1;
STURmFI(I,GI);
END DA STUR,,DER;

PROCEDURE STURmFI(I1,GR1);
INTEGER I19GR1;

BEGIN
INTEGER I,GO,G1,G2,A,B,ER;

DOUBLE ARRAY COEFA0X1[0:GR1),COEFAU2[0:GR1-1)9010:GR1-11;
IF F111+19NA+11 = 0 1HEN IF DABS(F1I1+1,01) <= 10LER THEN BEGIN

RCONULLIR):=I1+1:
IR:=*+1;
RCONULLIR1:=NA-4-1:
IR:=*+1;
RCONULLIR):=NA+2:
IR:=*-1;
MULTPL01:=TRUE:
A:=11+1;
sTuRmDER(A,GR1);
ENO

ELSE *PARA
ELSE BEGIN

FUR I:=0 STEP 1 UNTIL GRI DO
COEFAUX1CI):=F(Il'Il;

FUR I:=0 STEP I UNTIL GR1-1 DO
COEFAUX?111:=F(I1+1.11;

G2:=GR1-1;
PULY0)V(GR1,C0EFAUXI,G,COEFAUX2,GO,UITOLERIER)
IF ER=0 THEN HEGIN

FOR I:=0 STEP 1 UNTIL GR1 DO
FtI1+2911:=-COEFAUX1(.1);

F1I1+29NA+11:=GR1:
A:=I1+1;
b:=G2;
STURmFI(A1B);
END

ELSE v.RITE(RP,<" DIVISOR NULO">);
END;

END DA STURNiFI;

PROCEDURE CONSTRSIN(IND191NO2,PSORWTO,SINAL,ACHR);

VALUE PSOk9INO2;
INTEGER INDI/IND2;
REAL ARRAY SINALE0);
REAL PTO;
HOOLEAN PSOR,ACHR;
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BEGIN
DOUBLE vAL:

INTEGER I,J,L;
DOUBLE ARRAY FAIO:NAJ;

E:=0;
ACHR:=FALSE;
FOR I:=0 STEP 1 UNTIL NA DO SINAL(I):=0;

IF NOT MULTPLO1 THEN INu2:=IND2+1;

FOR I:=INOI STEP 1 UNTIL IN ci2 DO

BEGIN
FOR J:=0 STEP 1 UNTIL NA—I DO

FA(J):=F(I,A;
vAE:=F4(01:

FOR J: = 1 STEP I UNTIL FiI.NA+1] DO

VAL:=vAL*PTO+FA(A;

IF VAL=0 'THEN BEGIN
SINAL(L):=0;

IF PSOR THEN BEGIN
ACHR:=TRUE;

PSQR:=FALSE;
END;

END
ELSE IF VAL>0 THEN SiNALCL]:=1

ELSE SlNAL[L]:=-1;
L:=*+1;

PSOR:=FALSE;
END;

END DA CONS1RSIN;

REAL PROCEDURE V(P10);

REAL PTO;
BEGIN
INTEGER INDC1,INDC2;

REAL TAM;
INDC1:=0;
INDC2:=RCUNuL(0)-1;
PESORAIZ:=TRUE;
TAM:=RCONUL10);
CONSTRSIN(INDC1%INUC29PESURAIZ,PIO9',INALIACHJURAIL);
IF ACHOURAIL THEN BEGIN

RAIZR(IL):=PTO;
IZ:=IZ+I;
PTO:=PTO/FAFOR:
CONSTRSIN(INDCI,INDC2,PESORAIZIPTO,SINAL.ACHOURAIL)
v:=NVARS(H[NAL.TAM);
END

ELSE V:=NVARS(SINAL,TAm);
END DA V;

PROCEDURE PESOMULTP(PTOI,PTU2,MULTPLK);

REAL PT01,P102;
INTEGER mULiPLK;
BEGIN
INTEGER IIINDC19INDC2IVSPI,v5P29DIFR;

REAL TAM;
I:= 0;
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mULTPLK:=I;
DO BEGIN

INDC1:=RCONAIII-1;

INDC2:=RCONULLI-4-1)-1;

TAM:=INDC2-INDCI+1;

PESORAIZ:=FALSE;
CONSP6IN(INDCI,INDC2,PESORAILIPT01,SINAL,ACHOuRAIL);

VSP1:=NVARS(SINAL,T0);
CONSTRSIN(INDCIIMC2,PHORAIZ,P102,SINAL,ACHuURAIL);

VSP2:=NVARS(SINALITAM);

DIFP:=ABS(VbPI-VSP2);
IF DIFR>=I THEN BEGIN

1:=*+1;

muLIPLK:=-+1;

END;

END

UNTIL DIFk=0;

END DA PESOmULTP;

PROCEDURE 3ISSEC(E,D,VE,VD);

REAL E,D,VE$VD;
BFGIN
INTEGER VE19VE29VDI,VD2,NRSE,NRSD,MK,VPTM;

REAL PTM,E19E2,D102;
PTM:=E+((D-E)/2);
VPTM:=V(PTM);
IF ACHOURAIZ THEN PT4:=PTM/tATOP;
El:=E;
E2:=PTM;
D1:=PTM;
D2:=D;
VE1:=VE;
VF2:=VPTM;
VD1:=VPTM;
V02:=VD:
NRSE:=ABS(Vtl-VE2);
IF NRSE > 1 THEN BEGIN

E:=E1;
VE:=Vt1;

D:=E2;
VD:=VE2;
BISSEC(F,D,VEIVD);
END

tLSE BEGIN
IF NRSE=0 THEN WRITE(RP9//,"NAO EXISTEM RAIZES REA'S'

"EMP',E19",",E29"1.")
ELSE BEGIN

NRE:=*+1;
IF MULTPLDI
THEN BEGIN

PESOMULIP(EI,E29MK);
WRITE(4),//,"HA UMA RAIZ PEAL '
"EM [".E1,"9",F2,"1 CO m MK=",mr
END

ELSE 4RITE(RP,//,"HA UMA RAIZ PEAL '
"SIMPLtS EM t",E19"+"1E29"1.")

END;
END;
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NRSD:=ABS(V01-VD2);
IF NPSD>1 THEN 3EG1N

E:=DI;
D:=D2;
VE:=VD1;

VD:=VD2;
BISsEC(EID,VEIVD);
END

ELSE BEGIN
IF NRSD=U THEN WRITE(RP1//1"NAO EAISTEM RAIZES REAIS "

"EM ("9011"9",D2,").")

ELSE BEGIN

NITEAMI
THE': BEGIN

PFSOMULTP(D1,029MK);

01TE.- (RP1//1"HA UMA RAIL REAL ",

"EM ("1019"9 91 ,D201 COM MK=",MK)

END
ELSE WRITE(RH,//'"HA UMA RAIZ REAL"9

"SIMPLES EM (",D11","/D29"1.");
ENO;

END;
END DA B1SSEC;

PROCEDURE SEPARACAO(E,D);

REAL E,D;
REGIN
INTEGER NRSE,NRSD,NVARSP/I9INI,VE,VD,NRD,MLK;

NVARSP:=NVARS(A,N);
IF NVARSP =U THEN kRITE(RP,//,"NAO HA RAIZES REAIS NO INTERVALO I",E9

","TD,").")
ELSE 6EGIN

MULIPLD1:=FALSE;
1N1:=1;
STURMDER(IN19N);
WRITE(RP,<" TAHELA DAS F(I),1=0(1)N",/>):

FOR I: = 0 STEP 1 UNTIL NA+1 DO
WRITE(RP,<*(FH.1)>,NA+2,FOR IN1:=0 STEP I UNTIL

NA+I DU F[1,IN1J);
WRITE(RP[SPACE ?));
4RITE(RP,<"VETOR CUJOS RESULTADOS INDICAM LINHAS">);

NRIIE(RP,‹"ONDE HA UM REST° NUL0"4/>);
wRITE(RP,'-WIRCONHL(*));
VE:=V(E);

IF ACHOUPAIL THEN BEGIN
E:=E/FATUR;
ACHOUAIZ:=FALSE;
END;
VD:=V(D);

IF ACHOURAIZ HT HEN bEGIN
D:=D/rATOR;
ACHOURAIZ:=FALSE;
END;
NRD:=ABS(vE-VD);
IF NRU=1 THEN r-_,EGIN

IF NIULIPLDI
THEN BEGIN

PESOMUL1P(E,D,MLK);
WRITt(RP,//,"HA UMA RAIZ EM ["
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E9"9",D,") CUM mULTIPLICIDAD"
mLK);

END
FLSE wRITE(RP,//,"HA UMA RAIL 11,

"SIMPLES EM I",E,",",D,").");

END
ELSE HEGIN

IF 1,RD=0	 HE 	 wRiiE(RP9//9"NAO HA'",
"RAllES REA1S EM 1",E,"
DOI.")

ELSE BEGIN
BISAC(E,D9vE,vD):

IF NRE NEC) NRD

THEN
BEGIN
E:=D;
vE:=ND;
D:=COIsuP;
VD:=+)(CuTSuP);
IF	 ACHOURA1Z THEN BEGIN
D:=0/FATOR;
ACHOURAIZ:=FALSE;
En4D;
B1ssEc(E,DtvE9vD);

ENV;
END:

END;
END DA SEPARACAO;

33 Fl y DAS PROCEDURES;
READ(RR,/,A1,-1);
NP:=*+1;
WRITE(RP,//0 1 0 POLINOMIU N. ",NP,"E' DADO PELOS SEGUINTES COEFICIENTE

WRITE(RP,<61("="),/>);
WPITE(RP,//,A(*));
WRITE(RP1SPACE 4));
LAGUERRETHIb(N,A,COTSUP,TEMPm);
TOLER:=3.3*10**(-7);
FATOR:=0.999999999')5;
IR:=0;
NA:=N;
RCONUL[IR]:=NA;
EI:=0;
DI:=COTSUP;
FOR IZ:=0 STEP 1 UNTIL N DO F[0,IZ):= A[IZ]; 1Z:=0;
F(01N+1):=N;
wRITE(RP,*//,EI,OI);
SEPARACAO(ElIDI);
END;

END.

OF ERRORS DETECTED = 0.

OF SEGMENTS = 22. TUTAL SEGMENT SIZE = 1103 WORDS. CORE ESTIMATE = 3288 WOR[
M SIZE = 456 CARDS, 2532 SYNTACTIC ITEMS, 99 DISK SEGMENTS.
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ANEXO 4 - Programa CALC/RAIZES



BURkOUGHS 66700 ALGOL COMPILER, VERSION 2.9.1901	 TUESDAY, 0

CALC/R A ILES

BEGIN

FILE RR(KIND=DISKITITLE="POE/RSLI/1.",FILETYPE=7),

RP(KIND=PRINTER);

INTEGER NP,N,M,I1;
REAL ARRAY IEMPOS(0:990:50);
WHILE NOT READ(Rk1/,N) DO
BEGIN
REAL ARRAY AIU:N1;

REAL PROCEDURE	 DIGSE(AXI,AXIME1);

REAL AXI,	 %VALOR PARA X NA I-ESImA ITERACAO
AXIMEI;
	

',VALOR PARA A NA (I-1)-ESIMA ITERACAO
REGIN
REAL MI;
	

'hUNIDADE DE ARREDUNDAMENTO NO B-6700 ONDE F=F(8,139519.

%0 ARREDONDAHENTO PARA 0 NUMERO DE mAQuINA mAIS PROXIM(
MI:=7.27*10**(-12);
IF AxI NE() u THEN DIGSE:=-(0.34-LuG(MI+(ABSUAXI-AXIME1)/ABS(AXI)))));
END DA DIGSE;

PROCEDURE	 SEOANTE(A1,VN,DIGSEREO,L1m9DIGSIG0b,IMPR9AIME19AI,COD,TM);

VALUE IMPR;
REAL ARRAY A1101;%	 VETOR DOS COEFICIENTES DE P(X)
REAL DIGSEREU,	 NUMERO DE DIGITOS SIGNIFICATIVOS EAATOS REOUISITADC

XImE19	 INICIALMLNTE CONIEM UMA APROXImACAO PARA A RAIZ
XI,
DIGSI DH9

TM;	 % TEMPO MEUIO PARA EXECUTAR A PROCEDURE
INTEGER vN,

LIM,
CUD;	 % SE COD = 1 FOI ATINGIDO MAX1m0 DE ITERACOES,C.C.=O

BOOLEAN ImPR;	 %	 SE TRUE IMPRIMIRA TODOS PASS05,C.C. NADA IMPRIMIRA'
BEGIN
REAL PROCEDURE P(Z);

REAL Z;	 VALOR ONDE 5E DESEJA CALCULAR 0 VALOR DO POLINOMIO
BEGIN
INTEGER I;

'REAL VAL;
vAL:=A1[0);
FOR I : =1 STEP 1 UNTIL VN DO

VAL:=VAL-*Z+AlII);
p:--vAL;
END DA P;
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REAL AUX,

PXI,
PXIME1,
Xl,

SOU,
MEDIA;

INTEGER K,
L;

AUX1:=XIME1;
AUX2:=XI;
FOR L:=1 STLP 1 UNIIL lu DO
BEGIN
XIME1:=AUX1;
XI:=AUX2;
K:=0;
x1:=T14E(12):
DO BEGIN

C0D:=1:
Aux:=xl;
PxINIEI:=H(AImE1);
PXI:=P(x1);
IF PXI = PXIMEI THEN BEGIN

COD:=2;
K:=LIM;
END

ELSE BEGIN
XI:=XI-(((XI-xImE1)*,-)xII/(PAI-PXImE1));
K:	 +1;
XIME1:=AUX;
DIGIGOB:=DIGSE(XI,XlmEl);
IF IMPR THEN wRITE(RP,<I4,2(F20.14,x2)>,K,XI,
DIGL,IGOB);
END;

END
UNTIL DIGsIu06>=DIGSEREQ OR 	 K>=LIM;
IF N<LIM THEN COD:=O;
x2:=TIME(12);
X3:=(X2-X1)-2.4/10u0000;
SOMA:=S0mA+x3;
MEDIA:=SOmA/L;
IMPR:=FALSE;

END DO LACO TEMPO;
Tm:=mEDIA;
END DA SECATE;

PROCEDURE NEw10N(A1,VN,DIGSEREO,LIm,DIGSIGOB,ImPR,XI,COD,Tm);

VALUE IMPR;
REAL ARRAY A1(0);
REAL DIGSEREU,

DIGSIGJB,
XI,
Im;

INTEGER VN,
LIM,
COD;

BOOLEAN ImPH;
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REAL B.

C.
AOA,
XIYEI,
Xl,
A2,
X3,
SOMA,
MEDIA;

INTEGER I.

K;

AOX:=XI;
FOR K:=1 STLP 1 UN11L IU DO
BEGIN
I:=U;
AI:=AUX;
xl:=TimE(12);
COD:=1;
DO BEGIN

I:=I+1;
XImE1:=X1;
B:=A1[01;
C:=B;
FOR J:=2 STEP 1 UNTIL VN	 DO

BEGIN
3:=A11J-11+4I*B;
C:=B+AIi,C;
END;

B:=A1EvNi+A1,1.8;
IF	 C NEJ 0 THEN XI:=AI-(B/C)

ELSE BEGIN
COD:=2;
I:=LIM+1.
END;

DIGSIGOB:=DIGSE(XI,XlmE1);
IF	 ImPR THEN wR1TE(RP,<IB,2(F20.14,X2)>,K,XI,DIGSIGOB);
END

UNTIL	 DIGSIGOB>=DIGSEREU OR	 I>LIM;
IF I<LIM THIN COD:=0;
A2:=TIAE(12);
X3:=(A2-XI)*2.4/1000000;
SOMA:=SOmA+A3;
MEDIA:=SOMA/K;
IMPk:=FALSE;
END DO LACO TEMPO;
TM:=YEDIA;
B:=A1[0];
END DA NEwIGN;

PROCEDURE LAGUERRE(A1,VN,DIGSEREO,L1m1DIGSIGOB,ImPR,XI,COD,TM);

VALUE	 ImPR;
REAL	 ARRAY AI(0);
REAL	 DIGSEkEQ,

DIGSIGOB,
XI,
TM;

INTEGER VN,
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CUD;
BOOLEAN 1mPi-“
BEGIN
REAL B9

C,

D9

E9

XIME1,
AUX,
X11
X2•
X3,
SOMA,
MEDIA;

INTEGER I/
.19
K;

AUX:=X1;
FOR K:=1 STEP 1 UNTIL 10 DO
BEGIN
I:=0:
xI•=AUX:
xl:=11.AE(12);
DO BEGIN

COD:=1;
I:=I+1;
XlmE1:=x1:
B:=A1(0):
C:=B:
D:=C:
FOR J:=3 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
B:=AllJ-21+XI*3;
C:=b+AI*C;
D:=C+AI*D:
ENO;

D:=2*D;
C:=A1IvN-11+Xl*b+XI*C;
B:=A1[VNI+XI*(Al[VN-174-x1*B);
E:=(V‘4-1)*((VN-1)*C*C-N*L3*D);
IF E>0 THEN IF C>=0 1HEN x1:=XI-(VN*H/(C+SURT(E)))

ELSE XI:=x1-(VN*B/(C-sORI(E)))
ELSE IF E<0 THEN f:EGIN

COD:=2;
1:=LI1+1;
END

ELSE IF C = 0 THEN BEGIN
COD:=3;
I:=LI'1+1;
END

ELSE AI:=XI-((/N*B)/C);
DIGSIGOB:=DIGSE(XI;XlmE1);
IF IIPR 1HEN 0R1TE(Rrl<15,2(F20.14,x2)>,I,XI,DIGSIG06);
END

UNTIL DIGSIGOB>=DIGSEREu OR I>L1,1;
IF I<LIM T-iLN COD:=O;
x2:=TP1E(12);
X3:=(X2-A1)*2.4/1000013u;
SOk/A:=SO4A+A3;
MEDIA:=s0mA/J;
IMPR:=FALE;



END DO LAO TEMPO;

TM:=MEDIA;

END DA LAGuEkRE;

PROCEDURE ',IuLLER(AIIVNIDIGSEREOILIM,DIGS160B9IMPROUME2,XPIE1,XI,COD,

VALUE impR;

REAL ARRAY Al[00);
REAL DIGSERL@,

AImE?,
xNEI,

XI,
DIGSIG069
1 i;

INTEGER LIm,
VN,
CUD;

BOOLEAN IMPR;
BEGIN
REAL PROCEDURE p(z);

REAL Z;	 VALOR ONDE SE DESEJA CALCULAR 0 VALOR DO POLINOMIO
BEGIN
INTEGER 1;

REAL VAL;
VAL:=A1101;
FOR I: = 1 STEP 1 UNTIL VN DO

VAL:=VALZ+Al(I);
p:=vAL;
END DA P;

REAL FA.
FImE2,
FIME1,
DI.
GI .
LI•
HI.
R,
AUX,
AUX',
AUX2,
XI.
X2. •

X3,
SOmA,

MEDIA;
LABEL FIMPRUC;
INTEGER 11J,K;
AUX2:=XlmL2,
AUX1:=XIME1;
AuX:=XI;
FOR K:=1 STEP 1 UNTIL 10 DO
BEGIN
J:=0;
XI•=AUX;
XIME1:=AJX1;
XIME2:=AUx2;
X1:=TIME(12);
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COD:=I;
IF XIMEI-XImE2 = 0 THEN LI:=1

ELSE LI:=(x1-XlmE1)/(XIME1- n IML2);

DO BEGIN

FIME2:=P(XIME2);

FImE1:=D(ximE1);

FI:=P(AI);

DI:=I+LI;

ON ExPuNENIOVERFLow:HEGIN

LOD:=3;

DO TO FIMrdP0(;

END;

61:=FImEe*LI*LI-FIMEI*Dii,DI+FP,(EI+DI);

R:=GI*GI-4*FI*DI*LI*(FIML2*LI-F1mEl*DI+FI);

IF R> = U THEN R:=SORT(R)

ELSE BEGIN

J:=LIM+1;

COD:=2;

END;

IF GI>u IHEN LI:=-(2-Fi*OI)/(6I+P)

LLSE IF GI<0 THEN LI:=—(2*EI*OI)/(GI—R)
ELSE IF R = 0 THEN LI:=1;

ximE2:=x1mEl;
ximE1:=x1;
XI:=XI+LI*0I;
DIGSIGOB:=UIGSE(X1,XIMEI);
J:=J+I;
IF IMPR THEN 4RITE(RP,<I5,24F20.14,X2)>,J,X1,DIGSIGOB);
END

UNTIL DIGSIGOB>=DIGSEREO OR J>=L1M;
IF J<LIM THEN COD:=0;
X2:=TIME(12);
X3:=(X2—XIN2.4/1000000;
SOMA:=SOMA+x3;
mEDIA:=SOMA/K;
IMPR:=FAL3E;
END DO [AGO IEMPO;
TM:=MEDIA;
FIMPROC: EVO UA MULLER;

PROCEDURE BAIRSTOW(A1,VN,DIuSERE(3,LIM,DIGSIGOBI,DIGSIGOB2,X11,XI11,XI
II2,COD,Tm,1MPR);

VALUE IMPR;
REAL ARRAY AI(0);
REAL DIGSEREQ,

XIII,
DIGSIGu31,
DIGSI3OH2,
XII?,
XII,
XI2,

TM;
INTEGER VIA,

LIM,
CJu;

BOOLEAN IMPR;
BEGIN
REAL ARRAY ts[0:],

LI0:vN);
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REAL R,
5,

DRP,
ORO,

DSP,

DSC),
PK,

PKMAlt

OK,

UKMAl,

X1,

X2.
X3,
SOU,

MEDIA,
DFN,

DELTA;
LABEL FIMUC;

INTEGER 1,
J,
K;

AHX1:=XII;
Aux2:=XI2;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL 10 DO

BEGIN
xii:=AJX1;
x12:=AUx2;
X1:=TIMF(12);
PKMA1:=XI1;
OKMA1:=AI2;
COD:=1;
K:=0;
DO BEGIN
K:=K+1;

PK:=pKmAl;
OK:=OKMA1;
8[0]:=A1L01;
8[1]:=A1111+PK*Bt01;
r3(2):=A1121+PK*B(1]+UK*B10);
CCO]:=BLOH
C[1]:=r1(1)+PK*C[0];
C[2]:=B()+PK*C[114-0K*C(o);
FOR J:=3 STEP 1 UNTIL VN DO

B1J1:=A11JI+HK*d[J-1]+0K*BIJ-e1;
FOR J: = 3 STEP 1 UNTIL VN-1 DO

CEJ1:-=(J)+PK*C[J-1]+K*C(J-21;
R:=B(VN-1);
S:=13(VA;
DRO:=CIV.,,-3);
DRP:=D5:1:=C[VN-?1:
DSP:=CivN-11;
OEN:=DRP*OSQ-DRUDSP;

ON EXPONENIOvERFLOW: BEGIN
COD:=4;
GO TO FIMPROC;
END;

IF DEN NEU 0 THEN BEGIN
PKmAl:=-PK-((k*oSO-DRQ*S)/DEN);
OKmAl:=)K-((DRP*S-R*DSP)/DEN);
DMIG0b1:=01GL)E(PKmA1,PN);
DIbSIGuB2:=DIG.,E(OKMA1,K);
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END

ELSE BEGIN

COu:=2;

xii:=Pre,mA1;

me:=Ur,MAl;

K:=LIM+1;

ENu;

IF IMPk 1HEN MRITE(RP,<1592(F?0.141x2)>,KIPKmA190KmAl);

END

UNTIL DIGSI0061> = DIGSERED AND DIGS1GOB2>= DI(,5EREO OR K>= LIM;

IF K<LIM THLN 6E61N
CuD:=0;
DELIA:=PKMAl-PKMA1-4-(-0KMAI);

IF DELTA>=0 THEN IF PKmAl>0
ThEN

BEGIN
),11:=(+PKAA1-5,)RT(DELTA))/2;

,I2:=—Ccf,14,1/A11;

END

ELSE
-EGIN
xli:=(+PKmAi+SuRT(DELTA))/2;
Al2:=-0KmAi/Ail;
END

ELSE BEGIN

:(31:11):=KMA1/2;
XII1:=SORT(-DELTA)/2;
Al2:=+PKMA1/2;
X112:=-SORT(-DELTA)/2;
ENO;

ENT);
X2:=TIME(12);
X3:=(X2-X1),2.4/1000000;
SOMA:=SUMA+A3;
mEDIA:=SOMA/1;
IMPR:=FALSt;

END DO LAU() TEMPO;
Tm:=mEDIA:
IF COD=0 THIN BEGIN

AUX1:=A1M;
A0X2:=A1(01;
FOR 1:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
AUX1:=A1(I)+AIP--AUX1;
A0X2:=A1[I34-XI2iAW,2;
END;

END;
IF COD=3 Tr4EN BEGIN

REAL ARRAY BA,X(0:VN);

REAL PAuX4OAUAIBR,BI;
PAUA:=2*X11;
0Aux:=-(X11*XI1+XII1*AIII);
BAUX101:=A1TUT;
BAUX(1):=A1[1J+PAUA*BAUX[01;
FOR I:=2 STEP 1 UNTIL VN DO

BADx(I):=A1[I1+r,AUx*BAUXTI-A)+0A0A*3Aux(I-2);
R:=BAUX(VI*-1);
S:=BAU4IVIN);
BR:=-R*XII+S;
BI:=R*x1I1;
END;
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FIMPROC: ENO DA BAIRST(X;

PROCEDURE B1SSECCAO(A1,vN,DIGSEREU,LIm,DIGSI6OB,ImPR,AI,BI,X1,COD,TM

VALUE PPR;

REAL ARRAY A110];

REAL DIGSEREOIDIGSIGOB,AI,BI,XI,TM;
INTEGER VN,LIm,COD;
BOOLEAN ImPR;

BEGIN
REAL PROCEDURE P(2);

REAL 2;

BEGIN

INTEGER

PEAL VAL;

VAL:=A1(U);

FOR I:=I STEP	 1 UNTIL VI's DO
vAL:=VALZ+Al[Ii;

P:=vAL;
END DA P:

REAL X1,X2,A3,SOMA,MEDIA,XlmE1,AUA1,AUX2,PA1IPHIfor-XI;
INTEGER I,J;
AUX1:=AI;
AUX2:=B1;
FOR J:=1	 1 UNTIL 2u DO
BEGIN
AI:=AUX1;
HI:=AUX2;
I:=0;
xI:=TI1E(12):
COD:=2;
PAI:=P(AI);
PBI:=P(BI);
IF PAI*P31>u THEN COD:=I

ELSE BEGIN
x1:=(Al+8I)/2;
PXI:=P(XI);
DO BEGIN

IF PAI*PXI<0 THEN B__GIN
BI:=AI;

END
ELSE REGI:q

AI =AI;
PAI:=BA1;
END;

X1MEI:=XI:
xl:=(Al+BI)/2;
PAI:=P(AI);

DIGIGOB:=DIGSE(XI,X1ME1);
IF IMPR 'HEN wRITE(RP,<I'),2(F20.14,X2)>,I,XI,DIGSIGOB);

END
UNTIL LAGSD,OB>=DIGSEREt4 OR 1>=LIM;
IF I<L1M THEN COD:=O;
[Nu:
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X2:=TP1E(12);
X3:=(X2—X1)-2.4/1000000;

SOMA:=SOMA+x3;

IMPR:=FALSE;

END;
mEDIA:=50mA/20;

TM:=MEDIA;

END DA RISLCCAO;

PROCEDURE FALSAPUSICAO(AI,VH,DIGSEREQ,LIm ► DI6SIGOB,IMPR,AI,BI,XI,C00
TM);

VALUE 'MPH;

REAL ARRAY A1(0);
REAL DIGSEREC),DIGS1GOB,A1,BI,A19Im;

INTEGER VN,L1M9COD;

BOOLEAN ImPr“
BEGIN
REAL PROCEDuRE P (Z) ;

9, 	

REAL Z;
BEGIN
INTEGER I;

REAL VAL;
VAL:=A1(01;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

VAL:=VALi,Z+AltI);
P:=vAL;
END DA P;

REAL X19X20,3,SOMA,MEDIA,XD-E1,AOX1,AUX29PAI,PBI,PX1;
INTEGER I,J;
LABEL F1M;
Aoxl:=Al;
AUX2:=BI;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL 20 DO
BEGIN
AI:=AUX1;
BI:=AUX2;
I:=U;
COD:=3;
X1:=TIME(12);
PA1:=P(AI);
PHI:=P(RI);
IF PAP-Pt:11>U THEN COD:=1

ELSE BEGIN
IF PA1=PBI THENI BrGIN

CoD:=;
GO TO FIM;
E^:D

ELSE is GI
XI:=(PBI*AI—PAP,BI)/(PBI—PAI);
Px1:=P(XI);
EFO;

DO BEGIN
IF PAPPXI<=0 1HEN BEGIN

81:=x1;
PHI:=PAI;
END
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ELSE BEGIN
AI:=1;

PAI:=PAI;

END;

ximEI:=x1;

IF PAI=PBI THEN BEGIN
COD:=2;
I:=LIm+1;

END

ELSE BEGIN
XI:=(PBI*AI-PAI*BI)/(PBI-PAI);

PXI:=P(AI);

END;

DIGSIGUB:=DIGSE(XI,XlmEi);
IF ImPk THEN viiITE(RP,<1,2(F20.141X2)>,IIXI,

DIGSIGua);
ENu

UNTIL DIGSIGOB> =DIGSEREO	 1>=LIM;

IF I< LIM THEN COO:=0;
ENT);

EIM:
X2:=1I4E(12);
X3:=(X2—X1)42.4/1000000;
SOMA:=SO,',A+Aj;
IMPk:=FALSE;
END;
MEDIA:=SOMA/20;
TrA:=MEDIA;
END DA FALSAPOSICAO;

44

REAL PROCEDURE CMOD(Ak,AI);

VALUE	 AR,AI;
REAL	 AR,AI;
BEGIN
AR:=ABS(AR);
AI:=ABS(AI);
IF AR<AI THEN CMOD:=SURT(I+(AR/AI)**2)*AI

ELSE IF AR>AI THEN CMOD:=SORT(I+(Al/Ak)**2)*AR
ELSE CMOD:=1.41421356237*AR;

END DA CMOD;

PROCEDURE CDIV(AR,AI,BR,BI,CR,CI);

VALUE	 AR,AI,BR,BI;
REAL	 AR.AI,BR,BI,CR,CI;
BEGIN
REAL D,R;

IF BR=0 THEN
c3FGIN
IF BI=0 THEN WkITE(kP,<"DIVISA0 POP LEk0">)

ELSE 'AGIN
CR:=Ai/BI;
CI:=A/B1;
LNU;

END
ELSE
BEGIN

IF AHS(BR)<ABS(BI)
THEN BEGIN
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R:=6R/BI;
D:=tR*R+b1;

CR:=(AR*1-4AI)/D;

CI:=(AI*k-AR)/D;

END

ELSE BEGIN
R:=b1/BR;

CR:=(AI*R+AR)/D;
CI:=(AI-AR*R)/D;

END;

ENU;
END DA CDIV;

PROCEDURE CmULT(ARtAliBR,BI,CR,C1);

VALUE	 AP,AI9bR,B1;

REAL	 AR,AI,HR,BITCRICI;

BEGIN
CR:=AR*BR-A1*61.;
CI:=AR*BItild*i3R;
END DA CMULI;

PROCEDURE CADIC(AR.AI,Bk,BI,CR,CI);

VALUE	 AR,AIIBR,LiI;
REAL	 AR,A19BR,BI,CH,C1;
BEGIN
CR:=AR+BR;
CI:=AI+BI;
END DA CAOIC;

PROCEDURE CURT(AR,AI,CR,CI);

VALUE	 AR,A1;
REAL	 AR,AI,CR,CI;
BEGIN
REAL A,B,C,D,GR,QI;

A:=Cr-I0D(Ak9AI);
IF A+AR=0 1dEN BEGIN

CR:=0;
CI:=SDRT(A);
END

ELSE BEGIN
B:=5ORT(2*(A+AR));
C:=0;
CDIV(ARIAI,B,C9°R,UI);
D:=A/B;
CADIC(D,C,OR/OI,CR,CI);
ENDS

END DA CSURI;

PROCEDURE CDUB(AR,AI,BR,BI,CR,CI);

VALUE	 AR,AIIBR,BI;
REAL	 AR,AI,BR,BI,CR,CI;
BEGIN
CR:=AR-BR;
CI:=AI-B1;
END DA CSU6;
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PROCEDURE	 PL(CA,VNIZR,Z1,VR,VI);

REAL ZR,ZIIR,V1;

REAL ARRAY LA[01;

INTEGER UN;

BEGIN
REAL VALRIVALlIAUXRIAUX10(11X2,X39SOMA,MEDIAIRESRIRLSI;

INTEGER 1,,J;
FOR J:=1	 .1Lf) 1 UNTIL 10 DO

BEGIN
X1:7-111E(12);
VALR:=CA[01;

VAL1:=0;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
CmULl(VAL[RIVALI,ZR,LI,RESP,RES1);
ADXQ:=CA(I);
AuXI:=0;
CADIC(LSPIRESI,AUX,AUxI,vALktvALI);
END;

VR:=VALR;
VI:=VALI;
X2:=TIME(I2);
X3:=(X2-X1)-2.4/1000000;
SOMA:=SOMA+x3;
MEDIA:=SOmA/10;
END;
END DA PC;

PROCEDURE	 MuLLERC(A1,VN,DIGEREQ,LIMIOIGSIGO:1R9DIGSIGOBI,ImPR,XIAE2R,
XImE2I,XIML1R,XIMEII,XIR,XII,C00,TM);

VALUE IMPH;
REAL ARRAY A1(07;
REAL DIGSEREO,DIGSIGOBR,DIGIGOBI,XIME2P,XImE2I,XlmE1R,XIMEII,XIR,XI:

TM:
INTEGER VN,LIM,COD;
BOOLEAN IMPR;
BEGIN
REAL FIR,FII,FImE2R9FIML2I/EIME1R9FIMEII,DIR,DIIIGIR,GII,LIR,LII,HIRI

,R,RI,AOXR,AUXI,AUx1R9AUX11.AOx2R,AUX2I,X19x2,X3,SOMA,mEDIA,
R1R,R1ii2R9R2IIR3R/R31,R4R,R41;

LABEL FIM;
INTEGER I,J,K;
AUxR:=XIR;
AuAI:=XII;
Auxu-e:=x1mEIP;
AUXII:=XIMEII;
Aux2R:=XI1,-eR;
AUX2I:=XImE21;
FOR K:= 1	 SEEP 1 UNTIL CO Du
BEGIN
J:=0;
XIR:=AUxR;
XII:=AUXI;
XIME1R:=AUXIR;
XImElI:=Aoxil;
xiv,E2R:=AuY.ek;
ximEe1:=AuxcA;
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x1:=TIME(12);
COD:=1;

CSUB(xlmEIR,XImE11,XImEeR,XImE2I9R1P,R11);
IF R1R=0 AND RII = 0 THEN BEGIN

LIR:=1;
LII:=0;
END

ELSE BEGIN

CSUr(XIRIXIIIXIME1R,AIMEII,R2R,R2I);
CD1v(k2R,R21,R1H,PII,LIR,LII);

END;

Pc(AI,vN,XImE2R,xImE210-ImLeR,FIAE2I);
PC(A1IVN,XImE1R,AImE1I9FImEIR,FPEII);

DO BEGIN

PC(A1,VN,X1R,XII,FIR,FII);

DIR:=I+LIR;

DII:=L1I;

ON EXPOVENTOVERFLOW:BEGIN

COD:=3;
GO To FP;
END;

: .,CALCULD DO GI
CMULT(LIR,LII,LIR,L11,R1RIR11);
CMULT(RIR,R1I9FIE2KIFIViE2IIR2R,R2I);
CMULT(DIR,DI1,DIR,DII9R1R9R11);
CMULI(RIR,R119FINIElk,F1mE1I,R3R,R31);
CSUH(R2k9k2I,R3R,R31,R1R,R11);
CADIC(LIRILII,DIR,D119R2k,R2I);
CMULT(FiR,FII,R2R,R219R3R,R31);
CADIC(RIR,R1I9R3R,RiI,GIR,G1I);

CALCULJ GE R
%

CMULT(FIME2R,F1MEI,LIR/LII,R1R,R1I);
CMULT(F1mL1R,FIME11,DIR,DII,R2R,R2I);
CSJR(R1k,R1I9RR,R219R3P,R31);
CADIC(R3R,R3I9FIR,F11,R1R,R1I);
CMULT(R1R,R119LIR,L119ReR,R21);
CM3LT(FIR,FII,DIR,D1I,R1R9R11);
CMULT(RIR,R1I,k2R/RI,R3R,R3J);
R3R:=4*k3R;
R31: = 4 -31;
CMULT(G1R,G11,GIR,G1I,R2R9R21);
CSUB(R2k,R2I,R3R,R319R9RI);

PIR:=-2*R1R;
R1I:=-2*R11;
CS'JRT(R,RI,R3R,R31);
IF GIR>u THEN BEGIN

CAD1C(GIRIGIIIR3R.R3I,R2R,k2I);
CD1v(R1R,R1I9k2R,R2I9LIR,LiI);
END

ELSE 0EGIN
IF GIk<0 IHEN

CSUt_“GIP,GII,k3R9R3I9R2R,R2I);
CD1v(R1R,RII,R2R9R2I9LIR,LII);
END

ELSE IF F'3R=0 AND R3I=0 THEN BEGIN
LIR:=1;
LII:=0;
END;

END;
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xlmE2k:=XImEIR;
xI4E21:=XImEll;
FI4E2R:=FP,IEIR;
FIME2I:=FImE1I;
XIMElk:=XIR;
XIMEII:=XII;
FIMElk:=FIR;
FIMEII:=FII;
CmJLT(LIR/LII,HIR,HII,RiR,RII);
CADIC(RIR,R1I'XIL6XII,R2R,R2I);
AIR:=W6-(;
xII:=k21;
IF XI-7-u AND XIME1R = 0 THEN DIGSIGOBR:=DI6SEkEu

ELSE DIGSIGOB:=DIubEtAIR,XIMEIR);

IF XII=u AND XIMEII = 0 THEN DIbSIGOBI:=DI'obEkEu
ELSE DIGSIGOBI:=DIoSE(XII,XIME1I);

J:=J+I;
IF PPR IriEN wRITE(RP,<I5,4(F15.10,X1)>,JIAIR,XII,OIGSIGOBR,
DIGSIGOI);

END
UNTIL(DIGSI6OHR>=DIGSEREQ AND DIGSIbORI>=DIGAREU) OR J>=LIM;
IF J<LIM THEN COD:=O;

X2:=TIF(12);
x3:=(x2-X1)4,2.4/10u0000;
SOMA:=SOMA+A3;
IMP:=FALSE;
END;
NIEDIA:=SOmA/20;
END DA MULLERC;

REAL RAIZ,VA2R,VX2I,VX1R,VAII,VX1:,VXI,
VINIC1,
VINIC2I
VINIC3,

DIGRE:),
DIGOB,
DIGObl,
0'6062,
fEMPA,
COT SUP;

INTEGER MAXITER,COOIGO;
REAO(PR,/,Al*1);
TEMPOSEO,NP):=N;
NP:=NP+1;
WRITE(RP,<", 0 POLINUM10 E' DADO PELOS SEGU1NTES COEFICIENTES:",/>);

WRITE(RP,<.DU("="),/>);
4RITE(RP,//,API-J);
WRIIE(RP,*/,NP);
WRITE(RPL3PACE 21);

SECATE

WRITE(RP,<"OETODO DA SECANTE",//>);
READ(kR,/,VINIC1,VINIC2);
DIGREO:=10;
MAOTEP:=5U;
SECANTE(A,V,DIGRE(J/MAXIIER,OI08,TRUE,VINIC1,VINIC2,CODIGO,TEMPM);
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wRI1E(RP(SPACE 2));
CASE CODIGJ

OF	 BEGIN

0:	 WRITE(RP,<"(pv.A RAIZ E' xI = ",F20.14,"DIGSE(Al) = ",F7.3,/>,

VINICe/DIGOB);
WRITE(RP,<"FORAm FEITAS "114," ITERACOES ",/," COM XI= "IF20.1,

" E UIGSE(XI) = ",F7.31/>IMAxITERIVINIC2IDIGOB);

WRI1E(RR,//,"R(XI)=P(XIME1) E XI: ",VINIC2);

END;

TEMPOS[I,NP):=TEMPY,1
wRITE(RNSPACt 2));

NE ► TON
OITE(RP,( H mETODO DE NEwTON",/>);

READ(RR,/,VINIC1);
NE6TON(AINIUIGREjOIAXITER,D1GOB,TRUE,VINICI,CODIGO,TEMPM);

wRITE(RP(SPACE 2));

CASE CODI60

OF BEGIN
0: wRITE4RP,<"UmA RAIZ E' XI= ",F20.14," DIGSE(Xl)= ",F7.39/>,VINICI

DIGOB);
1: WRITEARR1<"FORAM FEITAS "914," ITERACOES",/,"COM AI="9F20.149

"E DIGSECAD = "9/>,MAXIIER9VINIC19DIGOB);

2: wRITE(R 0 ,//1"DERIvADA NULA NO POi\jo X1= fl,vINICI);
END;

TEMPOSI29NP):=TEMPM;

4RITE(RP(SPACF 2));
LAGUERRE

wR11E(RP(S P ACE. 2));
wRI1E(RP9<"mEf0D0 JE LAGUERRE"9//>);
READ(RR9/9VINIC1);
LAGUERRE(A9;v9DIGREO,MAXITERIDIGOB,TRUEIVINIC19CODIGO9TEMPM);
WRITE(RP[S?MCE 2));
CASE COD160
OF BEGIN
0: WRITEIRB,<"UMA RAIZ ET' AI "07 20.14," E DIGSECAD= "9F7.39/>9VINIC

DIGOB);
1: ;NRITE(RP,<"FORAM FEITAS "9149" 1TERACOES ",/," COM XI ",F20.14,

"E DIC6LCAD = "9F7.39/>9MAXIIERI VINIC1901GOB);

2: wRITE(RP,<"EX1SIEM RAIZES COMPLEAAS",/>);
3: WRITE(RP,<" DENOMINADOR NULO",/>);

END;
TEmPOS[39NP):=TEMPm;

mULLEk
wRITE(RPISACE 2));
RIIE(RP,<" MEIODO DE MULLEk">);

wRITE(RP(sPACE 2));
READ(RR9/9vINIC19VINIC2IVINIC3);
MULLER(A9N9OIGREO,AXITLR,DIGOB91RUE9VINIC39vINIC29VINICI,CODAGO,TEMPh

RITE(RP(SACE 2));
CASE CODIGO
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OF BEGIN
0: WRITE(RP,<"OMA RAIZ E' XI = ",F20.14," DIGSE(X1) =. 	",F7.3,/>,

VINICI,DIGOB);
1: WRITE(RP,<"FORAM FEITAS ",I4," ITERACOES ",/," COM XI=",F20.14,

" DIGSE(XI) = "IF7.3,/>01AXITER,vINIC1,DI3OB);

2: wRITE(RP,<" RAILES COMPLEXAS "1/>);
3: WRITE(RP,<" OVERFLOW DO EXPOENTE",/>);

END;
TEMPOS[4,NPI:=TEmPm;

WRITE(RP(SPACE 2)):

'*)	 BAIRsTOW

WRITE(RP,<" MET000 DE BAIRSTOW",/>):

READ(RR,/,V1NIC1IVINIC2):

BAIRSTOw(A,NIDIGkEj,mAX1TER,DIGOBI,DIGOB2,VINICI,XIMI,VINIC2,XIM2,CO

1TEMPM,TKJL):
wRITE(RP(Si-'ACE 2)):
CASE CODIGy
OF BEGIN
0: WRITEARP,<"UMA RAIZ E' XI = "9E20.14," E OIGSE(P)= ",F7.3,/,

"OUTRA RAIL E' YI= ",F20.14," E DIGSE(Q)= ",F7.3,/>,VINIC1,DIGOB1

VINIC2,DIGOB2):
wRITE(RP,< I1 FORAm FEITAS ",I4," ITERACOES ",/," COM P= "0:10.4,
" DIGSE(P)= "0-7.3," E o= ",F1U.4," E DIuSE(U)=",17.3,/>,

mAXITER,VINIC1,DIGOb1,V1NIC2,DI(,0[32);
WRITE(Rr",//," OENOmiNADOR NULO COM P= 	 E D= ",VINIC2);

3: wRITE(RP,<" RAIIES COMPLEXAS">);
wRITF(RP,//9"UMA RAIL E l ",VINICI,"+",XIM1,"I ");
wRITE(RP,<"DIGSE(P)=",F7.31" E DIGSF(0)= "IF7.3,/>,DIGOBI,DIGOB2)

4: WRITE(RP,<" OVERFLOW DO EXPOENTE",/>);
END;

TEmPOS(5,NPJ:=TEmPm;
WRITE(RPIS P ACE 31);
WPITE(RP,<" mETODO DA BISSECCAO",//>);
READ(RR,/,VINIC1,VINIC2);
BISSECCAO(A,N,DIGREO,MAAITE,DIGOB9TRUE,VINIC2,VINIC1,VXI,CODIGO.TEM
WRITE(RPESPACE 2));
CASE CODIGO
OF	 BEGIN
0: viRITE4RH,<"UmA RAIZ E' AI= ",F20.14," DIGSE(X1)=	 ",F7.39/>9

VAI,D4Guri);
1: wRITE4Ri-',<"113 (",F10.49") TEM MESY0 SINAL uUE P(",F10.4,")",/>,

VINIC1,VINIC2);
2:	 09RITE(kP.<"FORAM FEITAS "1149" ITERACOES ",/," COM XI= "9E20.14

" E	 DIGSL (All= ",F7.3,/>,—AXITER,vXI,DIGUB);

END;
TEmPOS(6,Np):=TEmPm;

wRITE(RP,<" METODO DA FALSA—POSICAO",/>);
READ(RR,/,ViNIC1,VINIC2);
FALSAPOSICAO(A,N,DIGREU,MAAIIERIDIGOB,TRUE,VINIC29

VINIC1,VAI,COD1GO,TEMP);
b0.21TE(RPCSPACE 2));
CASE CODIGO
OF	 BEGIN
0: WRITEORP,<"UMA PAIZ E' Al= "9E20.14," E DIGSE(XI)= ",F7.3,/>,
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VXI1DIGUB):

1: WRITEIR"P("9F- 10.49") TEM MESMO S1NAL UUE P("1F10.49")"9/>,

VINIC19VINIC2);

WR1TE(KP9//9"r'BI=PAI EM 	 AI = "9VINIC29"E 61="9VINIC1);
3: wRITE(Rr),<"FORAM FE1TAS"9I49" 11EPACOES "9/9" COM XI= "9F20.149

" D1GSE(XI)= "9F7.39/>9mAXI1ER9vX19DIGOB);

END;
TEmPOS[79NP]:=TEMPM;

WRITE(RP1SPACE 3));
wPITE(RP,<" MITODO DE MULLEH-COMPLEx0"9//>);
PEAD(RR9/9VARIVX19VX1R9vx1I9VX2R9VX2I);

MULLERC(A9N9DIGREOIMAxI1ERIDIGOB19DIG08291RUE9W2k9VX2I9VAIR,VX1I'VAR

VXIICODIGO9TEMPM);
9;;RITE(RP(SPACE 211;

CASE CODIOJ
OF	 BEGIN
0:	 WRITEHP1//9"OMA RAIZ El:",VXR."+u,VX1,"1.");
1: WRITE(RR,‹"FORAM FEITAS "914," iTERACOES ) 1 9/0 COM XI= "9E15.9,

,1 917 15.99"1 "1/9" E DIGSE(Xlr)=	 ",F7.3,'' DIGSE(XII)= ",F7.3>,

MAXITE,VAR,VXI,DIGOB19DIGOB2);
WRITE(kP,.01 OVERFLOW D0	 EXPUENTE",//>);
END;

TEMPOS[89NI:=TEMPm:
END DO BLOCO;

WRITE(RP,<" TAHELA	 D 0 S	 TEmPOS",//>);
FOR	 M:=1 STEP 1 UNTIL NP DO
WRITE(RP,<14,10(F5.5,X2)>,FOR 11:=0 STEP 1 UNTIL 9 DO TEMPOSII19MI);
END.

OF ERRORS DETECTED = 0.
OF SEGMENTS = 47. TOTAL SEGMENT SIZE = 2426 WORDS. CORE ESTIMATE = 3839 WORD!
SIZE = 1038	 CARDS, 5615 SYNTACTIC ITEMS, 203 DISK SEGMENTS.
FILE NAME:	 (00061143)CALC/RAIZES ON DATAC(Y-.
LION TIME = 21.551 SECONDS ELAPSED; 	 12.222 SECONDS PROCESSING; 4.5b6 SECONDS
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ANEXO 5 - Representacao Interna dos Niameros no B6700

Os nameros reais no sistema decimal sao represen-

tados internamente no B6700 no sistema octal. Para 	 melhor

compreendermos como e feita a conversao vejamos alguns deta
lhes do Sistema de Processamento de InformagOes no B6700.

Cada palavra contem 48 "bits" de informacao,	 3

"tag bits", clue sao bits de controle, e um bit de	 parida-

de. Os 48 primeiros bits fornecem o conjunto de dados efeti

vamente acessiveis pelo usudrio.

Todo niamero 6 representado por um n(Imero de ponto

flutuante de precisao simples ou dupla, onde se destaca 	 a

mantissa e caracteristica ou expoente. Assim, os 48 	 bits

representando um operando de precisdo simples pode 	 ser vi

sualizado na fig. 1.

sinal da
ma ntissa

sinal da
caracteristica

%/	 z.,
,

/2
43 39 35 31 27 23 19 15 11 7 3

46 - 42 38 34 30 26 22 18 14 10 6 2

45 41 37 33 29 25 21 17 13 9 5 1

4 4 40 36 32 28 24 20 16 12 8 L-1 6 0

caracteristica mantissa

FIGURA 1:

Como os operandos aritmeticos sao implementados em

octal e os dados mostrados nos registradores em 	 hexadeci-

mal 6 conveniente entendermos estes sistemas. Ver 	 corres-

pondencia entre sistemas na tabela D.1.
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TABELA	 1: Correspondencias entre os Sistemas

DECIMAL	 HEXADECIMAL	 OCTAL	 BINARIO

0 0 0 0

1 1 1 1

2 2 2 10

3 3 33 11

4 4 4 100

5 5 5 101

6 6 6 110

7 7 7 111

8 8 10 1000

9 9 11 1001

10 A 12 1010

11 B 13 1011

12 C 14 1100

13 D 15 1101

14 E 16 1110

15 F 17 1111

16 10 20 10000

17 11 21 10001

Para a representacao da mantissa de um ntimero de

ponto flutuante temos 39 "bits" ou 13 digitos octais. Para

a representagdo da caracteristica temos 6 "bits" ou 2 digi-

tos octais. Os niameros sao representados na forma 	 "sinal-

magnitude".

Os niameros inteiros sao representados com a carac

teristica nula. Assim, temos 13 digitos octais para repre-

sentar os niimeros inteiros cujo maior deles 6, portanto,

8 13 -1, cujas representagOes sao:

(549755813887) 10 = (7FFFFFFFFF) 16	(7777777777777)8
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0 menor niimero inteiro 6 -(8 10 -1) conseTnentemen-

te.

Qualquer niamero inteiro maior que 8 13
-1 causa uma

interrupgdo devido a "INTEGER OVERFLOW". Analogamente qual

quer niimero inteiro menor que -( 8 13-1) tambem causa "INTE-

GER OVERFLOW" uma vez que se usa a representagdo "sinal-mag

nitude".

Para termos o maior numero real, como	 dispomos
de 6 bits para o expoente, temos ate o valor de 63 e dal o
maior nnmero real é	 (8 13 -1)(8 63 ). Para verificarmos qual a
correspondencia deste nlamero nas demais bases, vejamos an-
tes, atraves de exemplos, como se processa a conversao	 de
um niamero decimal para o sistema octal do B6700.

(345) 10 = (532) 8	= (5320000000000.) x	 8(-12)8
mantissa	 expoente

conversao	 ajuste

normalizacao

A representacao em hexadecimal é

(0.5) 10	 8=	 (0.4)	 = (4000000000000.) x 	 8(-15)8

A representagao em hexadecimal é (4"26C000000000")
no B6700, que pode ser vista na figura 2 e na figura 3.

47	 43	 39	 35	 31	 27	 23	 19	 15	 11	 7
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6	 0
	

0
	

0
	

0
	

0
	

0
	

0
	

0
	

0

FIGURA 2
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47 44 41 38 35 32 29 26 23 29 17 14 11	 8

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

caracte
ristica

mantissa

FIGURA 3

Nos prOximos exemplos veremos o problema do arre-

dondamento que 6 o arredondamento para o ntamero de 	 maquina

mais prOximo, na base	 8, ou seja, se	 (d[14]) 8 ±: (4) 8 entao

(d[1]d[2]d[3]...d[13])8 + (d[1]d[2]d[3]...d[13]) 8
+1

caso contrdrio toma-se apenas os 13 digitos octais.

2— = (0,666...)
10	

(0,666666666666)
10

=
3 

=	= 	 (5252525252525) 8 x
	 8 ( - 15 )8

	

=	 (4"26D555555555).

Conforme se	 sabe (0,666...) 10	 '
= (0 52525252525252...) 8

mas como d[14] = 2 i 4 entao tomamos apenas os 13 	 digitos

octais.

3	 (-15)5 = (0,6) 10	(4631463146315)8 x 8	 8 .

=	 (4"26CCCCCCCCCD").

Na realidade (0,6) 10	(0,4631463146314631...)8.

Mas como d[14]	 6 > 4 entao d[13] 	 d[13]+1.

J
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e) 1 = ( 0,333...)
10 

;	 ( 0,333333333333)	 =
3 

=	 (2525252525253) x 8
(-15)8 =

(4"(26AAAAAAAAAB").

Novamente	 (0,333...)
'10

dal comp d[14]	 5 >	 4 8 entao d[13]	 d[13]+1.

Quando e novamente feita a conversao para o sis-

tema decimal pode ocorrer que o arredondamento para o nUme-

ro de maquina mais prOximo do B6700	 ( 	 1 4 pois b=8)	 nao

coincida com o arredondamento para o mamero de maquina mais

prOximo num sistema de base 10. E o caso, por exemplo, 	 de
-1/3, que a partir de (2525252525253) x 8(-15)8 e converti-

do e impresso como 0,333333333334 e dal temos que 11 4 (1/3)

= 0,333333334,	 atraves da base 8, enquanto que	 Li5(1/3)

0,333333333, atraves da base 10, usando-se o mesmo 	 niamero

de digitos decimais,	 ou seja, 12.

0 niamero de digitos decimais a que 	 correspondem

os 13 digitos octais d na realidade variavel. Para 	 determi

narmos a equivalencia em digitos da base b 1 de um	 sistema

Fb1,n1	 u
para o sistema 

F,2,n2 
recorremos a seguinte fOrmula

n i	n2
b

1
 = b2

Assim,	 no caso de F8,13 e F 10 ,n temos2

n2
8 13 = 10	 ->-	 13 log10 8	 n2	 1og1010

n 2	13	 x 0,903089987 -±

n 2 ;	 11,74016933

Por isso temos que o correspondente aos 13 digi-

( 0,25252525252525. . ) 8	 e
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tos octais varia entre 11	 e 12 digitos decimais.

Um outro exemplo pode ser visto com 2/3.

2 (0,666...)10 = (0,5252...)
8

Por (c) vemos que

2 =-	 (-15)
(5252525252525) 8

 x 8	 que corresponds a

0,66666666666 em 11 digitos decimals.

Voltando ao ponto onde desejavamos determinar

maior niimero real representavel no B6700, pode-se ver agora

que apOs a conversao para decimal de ( 8 13 - 1) ( 8 63 )	 temos

se seguintes representagOes:

_
( 8 13 -1)( 8 63 )) 	(4"1FFFFFFFFFFF") 16

=	 (3"0777777777777777")8

que correspondem ao seguinte niimero normalizado, na 	 base

10: 4.31359146674 a 68.

Usando precisao dupla, temos:

(8
26

- 1) ( 8 32767
) = (4"1FFM. Ibl, kkbktFibbkkki, kkkkk")	 =

= (3"07777777777777777777777777777777")

Em precisao dupla, usamos duas palavras adjacen-

tes. Ver figura 4.



parte mais
significant° da
mantissa

parte menos
significant° da
caracteristica

335

sinal da
mantissa

sinal	 da
caracteristica

parte mats 	 parte menos
significante da	 significante dacaracteristica	 mantissa

FIGURA 4

Assim, o maior niimero positivo normalizado 	 em

precisdo dupla 6 1.94882938205028079124469 a a 29603.

0 menor marnero real positivo normalizado represen

ta- vel no B6700 6 8 _51 . 0 menor expoente representdvel	 6

-63 e usando este expoente, teriamos:

(8)10 x 8 -63
	

(10) 8 x 8 -63

(10000000000000.) x 8 (-631-12)

=	 (10000000000000) x 8 -51 .

E assim temos:
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8
-51

4("3F9000000000")	 =
16

.	 (8.75811540203 a -47) 10

0 menor niamero real positivo normalizado represen

tdvel em precisao dupla é 
8-32742, 

usando-se o mesmo racio

cinio anterior pois agora temos 26	 digitos	 octais

-32767+25 = -32742.	 Logo

8 -32742 = (1.9385458571375858335564 a	 a - 29581) 10 .

Vamos agora verificar como podemos obter o arre-
dondamento direcionado para baixo:

Sejam 8 o menor niimero real positivo	 (8 -51 );
B o maior niamero real positivo (813-1)(863);

-8 o maior namero real negativo e
-B o menor nUmero real negativo,
em precisao simples no B6700.

Dado um niamero x representavel internamente 	 no
B6700, para obter um niimero que the seja correspondente, po
rem arredondado para baixo vamos utilizar um fator de arre-
dondamento„ estudado por Kulisch /ALE 74/ que e calcula-
do por:

1 -	 (bl-n)
2

onde n e o niamero de digitos octais da base b, sendo no nos
so caso, n=13 e b=8

Temos, entao o seguinte algoritmo para encontrar
Vx, dado x representavel no B6700.

Algoritmo da "LOW"
entrada: {x};
se x > 0 entao se x < 8 entao Vx = 0;

2.1	 7x = x* %.
2.2 caso contrario:	 Vx = x /7
2.3	 se x >-8 entao	 V x = -8
3. saida: {Vx}.



337

ANEXO 6 - Programa RAIZ/NEWTONINT/HIB



BURROUGHS 66700 ALGOL COMPILER, VERSION 2.9.190,	 TUESDAY, 06

NEwTON/INT V/METHIB/ T Y/1

BEGIN

FILE RR(KIND=DISK,TITLE="MEIHIB/LI.",FILETYPil=7),

RP(KINO=PRINTER);

INTEGER N,NP,,I1,IND,12,13,14,1N+CN;

REAL SIGMA161GMA2ISIGMA3,SIGMA4,SIGMA5,STMEDIOS;
REAL ARRAY TEMPOSI0:90,0:9),REGLINIG:9,0:111kHOL0:9),TABTN[0:40,0:91;

WHILE NOT READ(RR,/,N) DO

BEGIN
REAL ARRAY COEF[O:N);

DEFINE FAKTOR=0.99999999999‘A,
mINPuS=8**(-51)#;

REAL PROCEDURE DIGSF(AXI,AxIME1);

REAL AXI,
	

%VALOR PARA X NA I-ESIMA ITERACAD
AXIMEI;
	

%VALOR PARA X NA (I-1)-ESIMA ITERACAO
BEGIN
REAL MI;
	

%LiNIDADL DE ARREUONI)AMENTO NO ,3-o100 ONDE F=F(8,I3,51,

%0 ARREDONDAMENTO PARA 0 NUMERO DE MAQUINA MAIS PROXIM
MI:=7.27*1U**(-12);
IF AXI NEa u THEN DIGSE:=-(0.34-LOG(MI+(ABS((AXI-AXIME1)/AXI))));
END DA DIGsE;

REAL PROCEDuRE LOW(A);

VALUE A:
REAL A;
BEGIN
IF A>0 THEN BEGIN

IF A LLQ MINPOS THEN A:=0;
A:=A*FAKTOR;
END

ELSE BEGIN
A:=A/FAKTOR;
IF A > -MINPOS (HEN A:=-MINPOS;
END;

LOW:=A;
END DA LOW;

PROCEDURE NEWTON(AI,VN,DIGSEREQ,LIM,DIGIGOB,VXI,COD);

REAL ARRAY A1(0);
REAL DIGSEREQ,DfGSIG:)B9VXI;
INTEGER VN,LIM,COD;
BEGIN
REAL B9CO/XIMEI;

INTEGER I,J;
COD:=1;
DO BEGIN
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vX14E1:=vXI;
B:=A1I0);

C:=3;
FOR J: = 2 SIEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
B:=AI[J-11+VX1*3;

C:=R+VAP,C;
END;

8:=A1(VNJ+ vxl*b;
IF C NE.) o THEN VXI:=VXI-(B/C)

ELSE BEGIN

CDD:=2;
I:=LIM+1;
ENO;

DIGSIGCH:=DIGSE(VXI,VXIMt1);
%	 wRITE(RN,<I3IX2,5(F18.13,X2)>,I4VXIME1,BIC,VAI,DIGSIGOH);

I:=*+1;

END

UNTIL DIG51b0b>=DIGSEREu OR I>LIm;
IF I<LIM THLN COD:=0;
END DA NEwluN;

PROCEDURE DALCIDIOM(CA,VN,X19YI,DIGOBXI,DIGO-YI,DIGREO,LIM.COD•TPM);

REAL ARRAY CA[0);
INTEGER VN,LIM,COD;
REAL DIGOBX19DIGOBYI,XI,Y1,DIGREO,TPM;
BEGIN
REAL XIME19YImEl9PAI,PY19PUtl,PLYI9b,DIGIT,D160139FAKTORI,X1,X2Ix3,

SOMA,MEDIA,AUXIPLLAI,AUXI,A0YI;
INTEGER I,J,K,CH;
AuXI:=XI;
AUYI:=YI;
DIGIT:=3;
I:=I;
FOR	 K:=1 STEP 1 UNTIL 10 DO
BEGIN
XI:=AUXI;
yl:=AUYI;
I:=I;
XI:=TI,IE(12);
NEWION(CA,VO4,DIGIT,LIM,UIGOBXI,A1,CH);
CASE CH
OF BEGIN
0: COD:=0;

IF XI<AJAI OR X1>AUYI THLN BEGIN
XI:=A,,Y1;
NE4TON(CA,VN,DIGII,LIM,DIGOBX1,XI,CH);
IF CH=I THEN BEGIN

X2:=TImE(12);
A3:=(x2-XI)*2.4/1000000;
)0MA:=SO4A+X3;

CUD:=1;
END;

IF CH=2 THEN BEGIN
Xe:=TIE(12);
X3:=(X2-XI)*2.4/1000000;
S.A1A:=somik.f.x3;
CoD:=2;
E'NiD;

END;
DIG03:=ENTIER(DIGOBX1);
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FAKTORI:=1-0.5#(8**0-DIGOB));
IF xI>0 IHEN BEGIN

YI:=XI/FAKTOR1;
XI:=XI*FAKTOR1;

END
ELSE BEGIN

YI:=XI*FAK10R1;
xI:=X1/FAKTOR1;
END;

IF XI<AJAI OR XI>AUYI 	 THEN XI:=:AUXI;
IF YI>AJYI OR YI<AUXI THEN YI:=AUYI;

PxI:=CA[0);
PLX1:=CAM;
PLLXI:=CA(0);

FOR J:=3 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
p41:=CA1j-21-1-XFPXI;

PLXI:=PX14-XI*PLXI;
PLLXI:=PLKI+Xl*PLLAI;
END;

PLLXI:=PLLx,1*2;
PLXI:=CAIvN-1)+XI*PXI+Xl*PLXI;
px1:=CA[vNIA-xI*(CAIVN-1J+AI*PxI);
Pyi:=CAIOI;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

PYI:=CAIJ1+YI*PYI;

IF PX1*PYI> = 0 THEN COD:=5;
AOXI:=XI;

AUYI:=YI;
IF COD = U iHEN BEGIN

DO BEGIN
XIME1:=XI;
COD:=4;
YI,1E1:=YI;
PXI:=i-Y1:=CAI01;
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL VN DO
BEGIN
PXI:=CA(J1-4-X1*PXIi
PYI:=CAI,J1+YI*PYI;
END;
IF RX1=PYI THEN BEGIN

I:=LIm+1;
CoD:=3;
END

ELSE BEGIN
x1:=xl-PXP-iMI-x1)/(pYI-Px1));
pAI:=cL[0];
PLx1:=CAI01;
FOR J:=2 STEP 1 UNTIL VN DO
dEGIL
pxi:=CACJ-11+pxi*xI;
pLAI:=PxI+x1PLx1;
END:
PAI:=CAtvNl+PxI*XI;
YI:=X1-(PAI/PLXI);

IF	 XI> II THEN BEGIN
8:=XI;

xI•=YI;
YI:=B;
END;

XI = YI THEN	 BEGIN
xi:=LOw(X1);

YI:=-LOw(-YI);
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DIGORXI:=DIGSE(XI,XImE1);
DIGOBYI:=DIRXI;

COD:=0;
I:=LIm+1;

END
ELSh BEGIN

IF YI>Y1mE1 THEN YI:=YImEl;

IF XI (XIME1 THEN AI:=xIMEI;

xI:=LOy(xI);
YI:=—Low(—Y1);
DIGOBX1:=016SE(XI,XImE1);

DIGOBYI:=0IGSE(YI,YPE1);

I:=*+I;

END;

END;
END

UNTIL(DIGOBX1>=LAGREQ AND DIGOBYI> =DIGREWOR I>LIM;

IF '<LP THEN COD:=0;
END;

x2:=TNE(le);
X3:=(X2-X1)2.4/10u0000:
SOMA:=SOMA+A3;

X2:=T1ME(12);
X3:=(A2-XI)i,2.4/1000000;
SOMA:=SOmA+X3;
COD:=1;

X2:=TI,IL(12):
X3:=(X2-A1)*2.4/100u000;
SO44:=SWIA+X3;
COD:=2;

END;
mEDIA:=S0,1A/20:
TPm:=MEDIA;
ENO;

END DA DALCIOI0m;

PROCEDURE FOURIERM(CA,VN,XI,YI,D1GOBXI,DIGOBYI,DIGRE09LIM,COD,TPM);

REAL ARRAY CA[01;
INTEGER VN,LIm'CUD;
REAL DIGOBY,I,DIGOBYI,XI,YI,DIGREOOPM:
BEGIN
REAL AIMEITYIMEI,PKI,PYI,PLxI,PEYI,E,DIGIT,DIGOB,FAKTOR1,X19X2,X39

SOMA,MEDIA,AUA,PLLXI,AUAI,AuYI;
INTEGER I,J,K,CH;
AUXI:=XI;
AuYI:=YI;
DIL/IT:=3;
IF COD = 0 THEN
FOR K:=I STEP 1 UNTIL lu DO
BEGIN
XI:=AUXI:
YI:=AUYI;
I:=I;
x1:=1IME(12);
NEwfON(CA,VN,OIGIT,LIM,OIGOI,A1,CH);
CASE CH
OF BEGIN
0: COD:=0;

IF XI<AJAI OR XI>AUYI THEN BEGIN

NE,,,TON(CA,vN,DIGIT,LIm9DIGOBx,I,XI,CH);
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IF CH=1 THEN BEGIN
x:=TIwE(12);

A3:=(x2—A1)*2.4/1000000;
50mA:=S0,.1A+X3;

CuD:=1;

END;
IF CH=2 THEN BEGIN

xe:=1ImE(12);
x3:=(X2—X1)*2.4/1000000;
SoMA:=SOMA+X3;

C,A)•=2;

E4U;

E*A);

D1GOR:=EcvTIER(DIGOBX1);
FAKTOR1:=1-0.5*(8**(I—DIGOB));

IF XI>0 THEN riEGIN

YI:=—(—XI/FAKTU1);
X1:=AP,FAK1OR1;

ENU
ELSE HEGIN

YI:=-(-XI*FAKTOR1);
XI:=XI/FAKTOR1;

END;
IF XI<AJAI OR X1>AUYI	 THEN XI:7--OXI;
IF YI>AJYI OR Yi<AuxI THIN YI:=AuYI;

PXI:=CAE01;
PLXI:=CA(0);
PLEXI:=CA(0);
FOR J:=3 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
PXI:=CA(J-2)+XI-PXI;
PLXI:=Px1+XI*PLxI;
PLLXI:=RLxi+xI*PLLX.1;
ENO;

PLLXI:=PLLXI*e;
PLx1:=CA1VN-1)+XI*PX1+Xl*PLAI;
Px1:=CA(vN)+xI*(CA(VN-1)+XI-PXI);
PYI:=CA(0);
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

PYI:=CA1J1+YI*PYI;
IF PXI*PYI>=0 THEN COD:=S

ELSE IF PAI*PLLXI <=0	 THEN COO:=6;
IF COD=0 THEN BEGI'v

DO BEGIN
XImE1:=x1;
YIME1:=YI;

pxi:=CAtul;
PLAI:=cA(0];
FOR J:=2 STEP I UNTIL vN DO
BEGIN
PXI:=CA[J-134-x1*PX1;
PEX1:=rXI+XI*PLXI;
ENO;
PX1:=CA(vN)+XI*PAI;
PYI:=CA[0];
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

PYI:=CA(J)+PYI*YI;
IF PLXI=O THEN BEGIN

COD:=3;
I:=EIM+1;
END

ELSE BEGIN
xI:=XI-(PXI/PLX1);
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YI:=YI-(PYI/PLXI);
IF XI=Y1 THEN bEGIN

XI:=LOW(XI);

Y1:=-LOw(-YI);

DIGNXI:=D16SL(AI,XIME1);

DIGOBYI:=DIGOBXI;

I:=LIm+I;
E , D

ELSE &GIN

XI:=LOW(AI);

Y1:=-LOW(-.(I);

DIGOAI:=DIuSE(XI,XImE1);
DIGOBYI:=DIUSE(YI,YIHE1);

CoD:=0;

I:=*+1;
ED;

END;

END

UNTIL (DIGOHXI>=DIGHEO AND DIGOBYI> =DIGREQ) OP I>=LIM;
IF I<L1M THEN COD:=U;

END;
x2:=TI4E(12);
X3:=(X2-X1)2.4/1000000;
SOMA:=*-1-X3;

COD:=1;
x2:=II11E(12);
X3:=(x2-X1)*2.4/1000000;
SOA:=S0k1A+XJ;

COD:=?;
X2:=TIN1E(12);
X3:=(A2-X1)*2.4/1000000;
SOMA:=SOMA+XJ;

END DO CASE CH;
END;
MEDIA:=SOMA/20;
TPM:=MEDIA;

END DA FOURIERM;

PROCEDURE DANDELINm(CA9vN,X19YI,U1GOBXI,DIGOHY19DIGREO,EIM,COD,TPM);

REAL ARRAY CA[0I;
INTEGER VN,L1m9COD n
REAL DIGOBXIIDIGOBYI,XI,YI,DIGREU,TP1;
BEGIN
REAL XIME19YIME1/PAI,PYI,PLXI,PLYI,H,DIGIT,DIGOB,FAKTOR19X19X2•X39

SOMA,MEDIAIAUA/PLLXI,AUXI,AuYI;
INTEGER I,J1K,CH;
DIGIT:=3;
AUXI:=XI;
AUYI:=YI;
FOR K:=1 STEP 1 UNTIL 1U DO
REGIN
XI:=AUXI;
YI:=AUYI;
I:=1;
COD:=4;
X1:=TIME(12);
NEWTON(CA,VN,DIGIT/LIM,DIGOJX1,XI,CH);
CASE CH
OF BEGIN
0: COD:=01

IF XI<AJA1 OR XI>AUYI THEN BEGIN
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IF CH=1 THEN BLUIN
Xe:=TImE(12);
x3:=(x2-A1)*2.4/100000
SOmA:=SO4A-03;

COD:=1;
END;

IF CH=2 THEN BEGIN
Xz:=T1mE(12);

X3:=(X2-X1)*2.4/1000000
S:MA:=0m44.x3;

CJU:=2;

E.O;

ErD;

DIGOR:=ENTIER(D1GOBXI);

FAKTOiql:=1-0.5*(8**(1-DD,08));

IF XI>0 'HEN HEGIN
YI:=-(-Xl/rAKTORI):
x1:=APFAKIOR1;

ENU
ELSE BEGIN

Y1:=-(-XI*rAKTCP1);
X1:=XI/FAKTOR1;

ENo;
IF XI<4UXI OR XI>AuYI THEN X1:=AUXI;
IF YI>AUYI OH YI<AUXI THEN YI:=AUYI;

RXI:=CA(01:
PLXI:=CA(0):
PLLXI:=CAL01;
FOR J:=3 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
PXI:=CAIJ-?)+XI*PAI;
PLXI:=PXi+XI*PLAI;
PLLXI:=PLXI+XI*HLLXI;
END;

PLLXI:=PLLX1*?:
PLXI:=CALVN-114-XI*PXI+XI*PLxI;
PXI:=CAIVN1+x1*(CAIVN-11+XIPXI):
PY1:=CA(01;
FOR J:=1	 TLP 1 UNTIL VN DO

PYI:=CAIJ1+YI*PYI;
IF PxI*PYI>=u THEN COD:=B

ELSE IF PxI*PLLXI < = 0 THEN C0D:=6;

	

IF COD=0	 THEN BEGIN
DO BEGIN

XIMEI:=NI:
YImE1:=YI:

	

COD	 =4;
PXI:=CA[01:
PLXI:=Px1;
FOR J:=2 STEP 1 UNTIL VN DO
BEGIN
PXI:=CAtu-11+PXi*XI;
PLXI:=RxI+RLXI*XI;
END;
PXI:=CAC niNl+XI*RXI;
PYI:=CA[u1;

FOR J:=1 sTEP 1 UNTIL VN 00
PYI:=CAIJI+RYI*YI;
IF PXI=PYI THEN -BEGIN

COD:=J;
1:=LIm+1;

344
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END
ELSE IF PLXI = 0 THEN BEGIN

COP:=4;

I:=LIM+I;

END

ELSE BEGIN
YI:=YI-PYI*HY1-xI)/(PYI-Pk1));
41:=x1-(PxI/PLx1):

IF AI = Yi THEN BEGIN
XI:=LOW(XI);

DIG0BXI:=DIGSE(AI,XIME1);
DIGOBYI:=DICOL3X1;

I:=4IM+1;

COD:=0;
END

ELSE LiEG1N

xI:,-Loo(xI);

YI:=—LOA(YI);

DIGo3XI:=DIGslAxI,XIME1);
DIGDBYI:=DIGsE(YI,Y14E1);

END;
END;

END
UNTIL (DIGOBXI>=DIGREO AND DIGOBYI>=DIGREo)OR I>LIM;
IF I <LIM THEN COD:=U;
END:

X2:=TIME(I2);
X3:=(X2-X1)-2.4/1000000;
SOmA:=*+X3;

COD:=1;
X2:=TI n1E(12);
x3:=(X2-X1)*2.4/100u000;
SOMA:=SOmA+X3;
COD:=2;
x2:=TIME(12);
X3:=(x2-X1)*2.4/1000000;
SOMA:=SOmA+X3;

END DO CASE CH;
END;
MEDIA:=S0,-1A/20;
TPM:=MEDIA;

END DA DANDELINM;

PROCEDURE FuulER(CAIVN/DIGREO,X19YI'LIM,DIG',0BX1,DIGS0BYI,COD,TPM)

REAL ARRAY LA(0);
INTEGER VN,LIM,CUD;
REAL DIGREO,DIGSOBxI,DI0SOBYI,TP•9x19YI;
BEGIN
REAL XIME19YIME1IPXIIPYI,PLx1,PLLXI,X1,X29X3,SOMA,MEDIA,AUXI,AUYI:

INTEGER I,J,K;
AUXI:=XI;
AUYI:=YI;
COD:=0;
FOR K:=1 STEP 1 UNTIL IU DO
BEGIN
XI:=AUXI:
yi:=AUYI;
I:=1;
xl:=TIME(12);
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PX1:=CA[0];
PLXI:=CAI01;

PLLXI:=CA[01;
FOR J:=3 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN

PX1:=CA[J-214-APPXI;
PLXI:=PX1+XI*PLXI;

PLLXI:=PLX14-XI*BLLxi;
END;

PLLXI:=PLLX1*;
PLx1:=CA101-11+xI*PXI+XI*PLx1;

PXI:=CA[VN)+X1*(CAIVN-1J+Xli,PX1);

PYI:=CA[0];

FOR J: = 1 STEP 1 UNTIL VN DO
PYI:=CA[J1+YI*PYI;

IF PXI*PYI> = 0 THEN COD:=I

ELSE IF PAPPLLXI < = 0 THEN COD:=2;

IF COD = U (HEN BEGI4

DO BEGIN
COD:=4;

ximEl:=1.1;
YimEl:=YI;
Px1:=CAtu);

PLXI:=CA101;
FOR J:=2 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
DXI:=CAIJ-1)+XI,,PAI;
PLXI:=PXI+XI*PLXI;
END;

PXI:=CA(vN1+XI*PX1;
PYI:=CA[u1;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

PYI:=(,AIJI+YI*dYI;
IF PLXI=U THEN nEGIN

COD• =3;

I:=LIm+1;
END

ELSE BEGIN
XI:=XI—(PXI/PLXI);
YI:=Y1—(RYI/PLxI);
JIGSObAI:=DIGSE(XI,XIME1);
DIGSOdYI:=DIGSE(YI,Y1mE1);
1:=*+1;

END;
END
UNTIL (DIGSOBXI>=DIGREO AND D1GSOBYI>=DIGREWOR I>LIM OR XI=YI ;

IF I< LIM THEN COD:=0;
END;
X2:=TIME(12);
X3:=(X2—X1)*2.4/1000000;
SOMA:=*+X3;
END;
MEDIA:=s0m4/20;
TPM:=MEDIA;
END DA FOuRIER;

PROCEDURE DANDELIN(CA,VNIDIC,RE09xI,YI,LIM,DIGSOBX19DIGSOBYIICOD,IPM

REAL ARRAY CA[0];
INTEGER VN,LIM,COD;
REAL DIGREQ,D1GSOBAI,UI6SOBYI,TPm,X19YI;
BEGIN

A
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REAL XIME101ME19Px19PYI,PLXI,PLLXI,X1,x29X3,SOMA,MEDIA,AUXI/AUYI;

INTEGER I,J,K;
AuXI:=XI;
AuYI:=YI;

COD:=0;
FOR K:=I STEP 1 UNTIL 10 DO

BEGIN
xI:=AUXI;
YI:=AUYI;

I:=l;
X1:=TP4F(12);
PXI:=CA(0);

PLXI:=CA(0);

PLLXI:=CA(0):
FOR J:=3 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN

PXI:=CA(J-?)+XI*PXI;
PLXI:=PXI+XI*PLx1;
PLLx1:=PLxI+xI*r,LLxi:
END;

PLLXI:=PLLXI*2;
PLXI:=CA[vN-1)+X1 *PXI+X1*PLXI;
PxI:=CA[VNI+XI*(CAIVN-1J+XIi'PXI);
PYI:=CA[0);
FOR j:=1 STEP 1 UNTIL VN DO

PYI:=CAtu)+YI*PYI;
IF PXI*PYI>=0 THEN COD:=1

ELSE IF PXI*PLLXI < = 0 THEN COD:=2;
IF COD = 0 IHEN BEGIN
DO BEGIN

COD:=5;
XIME1:=x1:
YImE1:=YI;
PXI:=CA(u):
PLXI:=CAL01:
FOR J:=2 STEP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
PXI:=CA[J-1)+XI*PXI;
PLXI:=PX1+Xl*PLXI:
END;

PXI:=CA[vN)+Xl*PxI;
PYI:=CALul;
FOR J:=1 STEP 1 UN1IL VN DO

PYI:=CAIJI+YI*PYI;
IF PLX1=u THEN BEGIN

COD:=3;

I:=LIm+1;
END

ELSE IF PAI=PYI THIN -EGIN
(OD:=4;
I:=LIm+1;
END

ELSE HEGIN
YI:=Y1-(PYI-NYI-AI)/(PYI-PX1):

xI:=XI-(Pxl/PLAI);
DIGS00XI:=DIGSE(XIIxIME1);
OIGSODYI:=DIGSE(YIIYIME1);
I:=*+1;

END;
END

UNTIL (DIGSOBX1> = DIGkE0 AND D1GSOBYI> = DIGLO)O R I>LIM OR XI=YI
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IF I< LIM THEN COD:=0;
END;

X2:=TIMF(12);
x3:=(X2-X1)4,2.4/1000000;

SOMA:=*+)(3;

END;
MEDIA:=SOmA/20;

TPM:=MEDIA;
END DA DANkLIN;

PROCEDURE DALCIDIO(CA,VN,DIC-RE0,xItYI,LIm,DIGS0BXI,DIGSOBYI,COD,TPI

REAL ARRAY CA[0);
INTEGER VN,LIMICOD;

REAL DIGREQ,DIGSOBAI/DIGSOBYI,TPA,XI,YI;
BEGIN

REAL XIMEI,YIMEIIPXI,PYI,PLXI,PLLXIIXI,X29X3,0MA,MEDIA,AUXI,AUYI0

INTEGER I9J,K;

AuXI:=XI;
AuYI:=YI;
COD:=0;
FOR K:=1 STLP 1 UNTIL 10 DO
BEGIN
XI:=AUXI;
YI:=AUYI;
1:=1;
X1:=TIME(12);
PXI:=CA[0];
PLXI:=C4f01;
PLLAI:=CA[01:
FOR J:=3 STLP 1 UNTIL VN DO

BEGIN
PXI:=CACJ-21+XI*PXI;
PLXI:=PKI+XI*PLI;
PLLXI:=PLAI+XI*PLLXI;
END;

PLLX1:=PLLx1*2;
PLXI:=CACvN-ll+XI*fiXI+XI*PLAI;
PXI:=CA(VN)+AltI(CALVN-11+XI*PXI);
RYI:=CAN31);
FOR J;=1 STLP 1 UNTIL VN DO

PYI:=CA(J)4-Y1,,PYI;
IF PAI*PYI> = u THEN COD:=1;
IF COD = 0 IHEN BEGIN
DO BEGIN

COD:=3;
XIME1:=Xl;
YIME1:=YI;
p4I:=PYI:=CAt01;
FOR J: = 1 STEP 1 UNTIL VN DO

3FGIN
PXI:=CA(J1+XI*RAI;
PYI:=CA[Jl+Y1*PYI;
END;

IF PXI=PYI THEN BEGIN
COD:=2;
I:=LIM+1;
ENO

ELSE BEGIN
xI:=AI-PAI*NYI-kI)/(PYI-Rx1));
Pxi:=PLxI:=CAt0);
FOR J:=2 STEP 1 UNTIL VN DO
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BEGIN
PAI:=CAEJ-11+12XI*XI;

PLXI:7--PXI+XI*LXI;

END;
PXI:=CA(Voi+PX1*X1;

YI:=x1—(PxI/PLAI);

IF XI>YI 1HEN BEGIN

XI:=YI;

Y1:=R;

E D;

IF YI>YIME) 1HEN YI:=YIML1;

IF XI<AIME1 THEN X1:=XIME1;
DIGSOBXI:=HIGSE(XI,XI9E1);
DIGSUBYI:=DIGSL(YI.YiktE1);

I:=*+1;
END;

END

UNTIL (D1GSOBAI> = DIG q E0 AND DIGSOBYI> =DIGkEWOR 1>LIN OR XI=YI

IF I< LIM ThEN COD:=0;
END;

x2:=T14E(12);
X3:=(X2—A1)-2.4/10u0000;
SOMA:=*+)c3;
END;
MPDIA:=SOmA/z0;
TPM:=MEDIA;
END DA DALCIDIO;

PROCEDURE INTRS(A,B,C);

REAL ARRAY A,B,C(01;
BEGIN
IF Aill<BIUi THEN wRI1E(RP,<"INTERStECAO VAZI4"))

ELSE BEGIN
IF A[(11 > BIO7 THEN C[(:)]:=A(0)

ELSE CIDI:=B[0];
IF Atli < Bll] THEN C[11:=A[11

ELSE C11):=6(11;
END;

END DA INTRS;

PROCEDURE AuD(A,B,C);
9-) 	
ARRAY A,B,Ct01;
BEGIN
CIO):=L044P,Lol+BIOJ);
C[1]:=—L04(-4I1)—B(1));
END DA ADu;

PROCEDURE SuB(A,B,C);

REAL ARRAY A,B,C(());
BEGIN
REAL BO;

RO:=B[(11;
C[O]:=L04(4L(A—BI1l);
CM:=—LOw(BO—AI11);
END DA SUB;

PROCEDURE MuL(A,B,C);
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REAL ARRAY A,B,C[01;
BEGIN
REAL A0,41,609B19CO,C1,P;

BOOLEAN BA,bB;
Al:=-A[11;
RI:=-8111;
BA:=A1<0;
BB:=Bl<0;
IF BA THEN AO:=A(01

ELSE BEGIN
AO:=Al;
Al:=A[01;
ENO;

IF BB THEN 00:=B101
ELSE BEGIN

BO:=B1;
BI:=B[0];
E,40;

Cl:=L04(-A1-61);
IF b0<0 THEN BEGIN

CO:=LOw(-Al*B0);
IF A0<0 THtN BEGIN

P:=LOW(-A*B1);
IF P<Cn THEN CO:=P;
P:=LOW(-A',,0-B0);
IF P<C1 THEN C1:=P;
Ei4D

END
ELSE C0:=1F AO<0 THEN L04(-A0*H1)

ELSE L14(A0*Bo);
IF (BA AND BB) OR (-13A AND -,BB) THEN BEGIN

Cf01:=Cu;
C[11:=-Cl;
END

ELSE BEGIN
Cf01:=C1;
CE1):=-CO;
END;

END DA MDL;

PROCEDURE DIV1(AvB•C);

ARRAY A.B,C101;
BEGIN
REAL 40.A19009B1,C0IC1;

BOOLEAN BA,BB;
LABEL STOP;
A1:=-A(1);
BI:=-B(11;
BA:=Al<0;
HB:=B1<0;
IF BA THEN AO:=A[01

ELSE BEGIN
A0 =AI;
Al:=A[0);
END;

IF BB THEN BO:=B[01
ELSE BEGIN

e0: =81;
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til:=B(0);
END;

IF BO LEO 0 THEN BEGIN
wrITE(NP,<"DIVIAD POR LERO,,>);

Gu STOP;

END
ELSE BEGIN

C1:7-10(Al/B0);

CU:=IF A0<0 THEN L04(AO/B0)

ELSE LOW(-A0/81);

END;
IF (BA AND bB) OR (-IBA AND ,BB) IHEN BEGIN

C(0]:=Cu;
CEll:=-C1;
END

ELSE BEGIN
CIO]:=CI;
C[1]:=-LO;
EN');

STOP:
END DA DivI;

REAL PROCEDURE PlZT;

REAL Z;
BEGIN
REAL VAL;

INTEGER I;
VAL:=COEFLOI;
FOR I:=1 STEP I UNTIL N 00

VAL:=VAL*Z+COEFTIT;
P:=VAL;
END DA P;

PROCEDURE NETONINT1(CA.VN,XIA,X1,M.DIGO'30.DIUDB1.DIGREO.LIM,TPM);

REAL ARRAY CA.XIA,m,XI(01;
REAL DIGOBO.DIG031.DIGRLO.TPM;
INTEGER L1M.VN;
BEGIN
REAL APO,EXu,A1.X21X3.MEDIA.SOmA:

REAL ARRAY AUX,AUX1.AUXeTAUA3[0:11;
INTEGER I•J;
AUX3(0):=AIA(0);
AUX3[1]:=XIAti);
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL 2U DO
BEGIN
XIA(0):=AUxi[u];
XIA(1):=A0X.3(1);
X1:=TIME(12);
I:=1;
DO BEGIN

XP0:=0.3,,(AIAt0J+XIA[1]);
FX0:=P(4p0);
AuX[0]:=FX0;
AUX(1):=FAO;
AUX2[01:=XPO;
AUX2[1]:=XPO;
DIVI(AUX1M.AUX1);
SUB(AUA2.AUX1,AJX);
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INTRS(XIAIAUX,XI);
DIGOBO:=016SE(XI[Ol'AIA[u1);

DIGNI;=UI0SE(XII1l'AIA(1));

XIA(0):=A1[O);
XIA(1):=A1(11;

I:=*4-1;

END
UNTIL (DIGOBO>=DIGRED AND DIGOBI> =DIGREU) OR I>LIM;

x2:=INE(12);

X3:=(X2-X1)-2.4/1000000;
SOMA:=*+0;

END;

MEDIA:=SOmA/20;

TPM:=MEDIA;
END DA NEwTONINTI;

PROCEDURE AvALINTPL(CA,vN/L,R);

REAL ARRAY CA,Z,Rful;

INTEGER VN:

BEGIN
REAL ARRAY IA[0:VN,0:II,AUX[0:1),AU1[0:11;

INTEGER I;
FOR 1:=0 STEP 1 UNTIL VAN DO

BEGIN

TATI,U1:=(VN-I)*CANI;
TA[I.13:=(VN-1)*CA(I);
END;

R[0]:=TA[0.u);
RI11:=TA10,11;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL VN-1 00

BEGIN
MUL(P,Z,AUX);
AUX1[0]:=TA(1,0);

AUX1[11:=TA[1,1]:
ADD(AUX,AUX1,R);
END;

END DA AVALINTPL;

PROCEDURE NEwIONINT2(CAIVN,XIA,X1,LIDIGOBO,D1G081,DIGREO,LIM,TPM);

REAL ARRAY CA,XIAIL,XII0J;
REAL DIGOBO,DIGOB1.DIGREO,TPM;
INTEGER LI",,VN:
HEGIN

REAL XPO,FXu,X1,X2,X3,SUMA,m,EDIA;

REAL ARRAY AUX,AUXI,4UX,AUX3,X,.-1(0:11;
INTEGER 1•J;
AUX3[0]:=XIA(u);
AuX311):=XIA(1);
FOR j:=1 STEP 1 UNTIL 2u DO
BEGIN
XIA101:=AUXi[01;
XIA[1]:=AUXi(1);
x1:=TI4E(12);
I:=1;
DO BEGIN

AVALINTPL(CA,VNIXIA,A);
INTRS(X,L,M);
APO:=XIA10];
FX°:=P(mJ0);
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AUX(0):=tx0;
AUX(1):=I-X0;

AUX210]:=XPU;
AUX2(1J:=xPo;

DIVI(AUX,M,AUx1);
SUB(Aux29AUxliAuX);

INTRS(XIA,AUX,XI);
DIGOBO:=uIGSE(X1(0),AIA(0));

DIG091:=0IGSE(XI[I],XIA(i));

XIA(0):=Al10];
XIA[1]:=A1(1);

I:=*+1;

END

UNTIL (DIGOBO>=DIGREO AND DIGOBI> =DIGREQ) OR I>L1m;

X2:=TPE(12);
x3:-(X2-X1)02.4/1000000;
SOMA:=*+xj;

END;
'1EDIA:=SOmA/20;

TPq:=mEDIA;
END DA NEwTuNINT2:

PROCEDURE NEWTONINI3(CA/VN,AIA,XI,L•DIGOBO,DIGOBliDIGREO,LIM,TPM);

REAL ARRAY CA,XIA,LO,IEUi;
REAL DIGOBO,DIGOtil,DIGREO,IHM;
INTEGER LIM,VN;
BFGIN
REAL XPO.FXU,X1,X2,X3ISOMA,NIEDIA:

REAL ARRAY AUX,AUX1,AUX,AUx39X9,19Y10:1];
INTEGER I,J;
'qjx310]:=AIA[0]:
AUX3[1]:=XIA[11;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL 20 DO
BEGIN
xiA[0]:=Auxi[ol:
xIA(1):=AuXi[1):
X1:=TIF(12):
I:=1:
DO BEGIN

XPO:=X1A[01;
f-X0:=P(XP0):
IF FXO>0 [HEN BEGIN

Y101:=AIA[(11;
Y[1]:=APO:
END

ELSE IF FX0<0 THEN BEGIN
Y10):=xPO:
YE11:=XIA111:
END

ELSE BEGIN
Y[0]:=AI4101;
Y[11:=x,IA(11:
ENID;

AVALINTPLACAIVN,Y,X);
INTRS(X9L,M);
AUX[0):=FX0;
AUX[13:=FX0;
AUX2[0):=XPO;
AUX2(1):=APO;
DIVI(AUX,M,AUXI);
SUB(AU29AUXI,AUX);



INTRS(XIA,AUXIXI);
DIGHO:=U165L(X1(0),XIA(0));

DIGORI:=UIGSE(X1(1),XIA(1));

XIA[0]:=AI[0);

XIA(1):=AI(1);

I:=*+1;
END

UNTIL (DIGOda>=DIGkED AND DIGOBI> =DIGREQ) OR I>LIM;

X2:=11 n1E(12);
X3:=(X2—X1)..2.4/1000000;
SOMA:=*+X3;

END;
MEDIA:=SOMA/20;
TPM:=MEDIA;

END DA NEw1ONINT3;

INTEGER MAXITER,CODIGO;

REAL	 DIGSEREO,DIGSEO,DIGSEHTM,VI,TI,VXI,VYI,DIGX19DIGYI;

REAL	 ARRAY INTOIADAIlIAOXI2.4UX139INTIIMI,LI10:11;
READ(RR,/,COEF(*));
Np:=*.4.1;
TEMPOS(NP,0):=N;
wRITE(RPIsPACE 4));
WRITE(RP,//,"0 POLINOMIO NUMERO ",NP,"DE GRAu ",N,"E' DADO PELOS SEG(
ES COEFIC1E'4TES:");
WRITE(RP,/,,CuEF[*]):
WRITE(RP,<7c("="),//>);
WRITE(RP[SPMCE 2));
MAXITER:=40;
DIGSEREQ:=6;
READ(RR,/,INTO(*));
AUXI1[0]:=AuX12(0):=AUXI3E0):=INTO[0];
AuXI1[13:=AUAl2(1):=AUX13(1):=INr0[1):
wRITE(RP[SACE 2));
wRITE(RP,<" METODO DE NEWTON SIMPLE() ",//>);
VI:=INTO(0);
TI:=INTO[I);
NEwTON(COEF,N,DIGSEREO,mAA1TER,DIGSEO,Vi,CODIGO);
CASE CODIGO
OF BEGIN
0: WRITE(RP,//1"UmA APkoXI , ,ACAO PAPA UMA RAIZ E'",VI);

wRITE(RP,//," UIGSE(XI)=",DIGSE-,):
RITE(RP,//," P 1 (XI)= 0 EM Xl=",VI);
wRITE(RH,//,"FORAM FEITAS ",MAXITER,"IFERACOEs COM XI=",/I);
wRITE1RP,//," E DIGSE(XI)=",DIGSEO);

END;
wRITE(RP[SACE 3));
VI:=INTO(0);
TI:=INTO[1);
wkITE(RP,<" METODO DE DALCIDIOM ">):
wRITE(RP,<2c("."),//>);
WRITE(RP,<" u INTERVALO INICIAL E s ",2(F23.13,X2),/>,INTO(0),INTO[11)

DALCIDIOM(CuEF,N,VI,TI,DIGSEO,DIGSE),DIGSEREO,MAXITER,CODIGO,TM);
WRITE(RPISPCE I));
CASE CODIGO
OF BEGIN
0: wRITE(RP,//,"0 INTERVALO SOLUCAO E' ("IVI,";",1I,")");
WRITE(RP,//,"DIGSE(XI)=",DIGSE0,"DIGSE(YI)=",DIGSE1);
I: WRITE(RP,//,"FORAM FEITAS",MAX1TER,"ITERACOES NO NEWTON INICIAL",

"E XI = ",VI,"COm DP,E(XI)=".DIGSE0);
wRITE(RP,//1"P 1 (X1) = 0 LM XI=7",vI);
WRITEiRP,//1"P(XI)=P(YI) EM AI=",VI," E Yi=",TI);
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WRITE(RP/ 3 /,"FORAM FEITAS",MAXIIEP,"ITEPACOES NO M. DE DALCIDIOM

"E X1 = "11/1,"CO m DIGSE(X1)-7-"WIGE0,"E YI =",TIOC OM DIGSE(YI)="9

DIGSE1);
WRI1E1RP,//9"P(XI) lEM mESMO SINAL DUE P(YI)");

END;

TEMPOS[NP,1]:=Tm;
WRITE(RP[SPACE 11);

wRITEAR p wl mETODO DE FOURIEKm">);

WRITE(RP,<lb("-"),//>);
WRITE(RP.<" 0 INTERVALO INICIAL E:".2(F23.131X2),O,INTO[0),INTO[1])

VI:=INTO[0):
TI:=INTO[11;
FOURIERm(COEFIN/VI,TI,DIGSEo,DIGsElIDIGSEREO,mAXIIER,CODIGOOM);

wRITE(RP[sPACk 1));
CASE CODI6D

OF L'EGIN
0: wRITF(RP9//00 INTERvALO SOLUCAO E' (",VI,":",11,")");

WR1TE(RPI//,"DIGSE(XI)=",DD,SE0,,,DI6SElYI)=".DIGSE1);

wRITE(RP.//."FuRAm FEITAS ,, ,M ,, XITE p t"ITERACOEs NO NEWTON INICIAL"

XI=",V11 ,, COm DI',E(XI)="•DIGSE0);

wRITE(Rr).//,"P'(xI)=. 0 kM XI="o,I);
wRITEIRH,/i."P(x1)=P(YI) Em xI = "tvI," E Yl=",II);
WRITE(Rr',//1"FORAM FEITAS",mAXITEPI"ITERACOES NO M. DE FOURIERM"
"E XI="IvI,"COM DIGSE(XI)="9DIG c E0,"E Yi="•11•"COM DIG')E(YI)="9
DIGSEI);
wRITE(RH,//1"P(XI) TEM mESMO SINAL DUE PlYI)");
WRITEARP,//1"P(XI) * R" (XI) < (");
END:

TEMPOSINP,21:=TY;VI:=IN10[0];
WRITE(RP[SPACE 2));
WRI1E(RP,<" METODO DE UANDELINM ">);
xRITE(RP,<2("*"),//>);
WRITE(RP,<"° INTERVALO INICIAL E.:",(F23.130.2)>,INI010),INTO[1]);

VI:=INTO[U);
TI:=INTO[I);
DANDELINM(CUEF,N,VI.TI,DIGSEO,DIGSEI.DI6SERE,J,mAXITER,CODIGO,TM);
WRITE(RP[SPACE I));
CASE CODIGO
OF BEGIN
0: WRITE(RP,//9"0 INTERVALO SOLUCAO E' E",VI,";",TI,")");
WRITE(RP,//,"0IGSE(XI)="tUIoSE0,"DIoSE(YI)=".DIGSLI);

wRITE(RP,//."FORAM FEITAS",mAXITEPI"IIERACOES NO NEWTON INICIAL"
"E AI="0/I,"COM DI'-,E(XI)=".DIG`)E0);

WRITE(RP,//,"P I (XI) = 0 LM XI=",,A);
wRITEl-ZP,//1"P(XI)=H(YI) EM kI = "1VI," E Yl=",fI);
wkITE(RP,//,"FORAM FEITAS",MAAITEP,"ITERACOES NO M. DE DANDELINM
"E XI = ",V)I"C0"1 DIGE(XI)="IDIGEO,"E YI=",TI,"COM DIGSE(YI)=-",
OIGSE1);
wkITE(RN,//,"P(XI) )EM mESMO SINAL DUE PlYI)");
y'RITEIRP,//,"P(XI) * P" (XI) < . 01):
END;

TEMPOS(NP,31:=Tm;
WRITE(RP[S P ACE 4));
M4XITER:=20;
WRITE(RP[S R ACt 3));
WRITF(RP,< 11	METODO OE FOURIEk">);

WRITE(RP,<2o("k"),//>);
VXI:=INTO[());
VYI:=INT0t11;
FOURIER(COEF,N,DIG:DEREQ,VXI,vYI,AAXITEP.DIGXI,DI6YI,C0DIGO.Tm);
WRIIE(RP,*//CODIGO);
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CASE CONGO
OF BEGIN

0: WRITEW,//,"A SOLUCAO E l ("00n 10;"'VYII") E DIGSE(X1)="9DIGXI,

" E DIGE(Y1)=",DIGY1):
WRITEIRP,//,"P(XI) TEM MESMO SINAL OUE P(YI)");

WRITFtRP,//."P(XI) * P' (XI) < 0 ");

WHITE (RP,//," P 1 (XI)=0 kM Xl=".vKI);
WRITE(RP,//,"FORAM FEITAS",MAXITEP." ITEKACOES NO MET. DE FOURIEi

"E XI=".VXI," E YI="9VYII" COM DISE(XI)=",D1OXIOE DIGSE(YI)=",

DIGYI);

END;

WRITE(RP[SPACE 3));

TEMPOSENPI4):=TM;

WRITE(RP,<"	 METODO OE DANDELIN ">);

WRITEIRP,<2b("4"),//>);
vXI:=INTO(0);

VYI:=P4I0[1);
DANDELIN(COLFIN,AGSEREJ,VXI,VYI,mAxITEk,DIGAI,DIGYI,CODIGO.TM);

wRITE(RP,*/,CODIGO);

TEMPOSINP.):=TM;
CASE CONGO
OF BEGIN
0: wRITERH,//,"A SOLUCAO E' (",VXI,":",VYI,") E DIGSE(XI)=",DIGXI,

" E D15_,E(YI)=",DIGfI);
wPITE-(RP,//,"P(XI) TEM MESMO SINAL DUE P(YI)");
WRITE(Rt-',//,"P(XI) * P" (XI) < (: fl);
WRITE(RP,//," P'(XI)=0 L4 XI="oiXI);
WRITE(RP9//9"P(X) = P(Y1) EM X1 = ","E Yl=",VYI);

5: 1,,RITEIRP,//,"FORAM FEITAS",M4XITER," ITERACOES NO MET. DE DAVDEL
"E XI = ",VXI," E YI="0/Y1," COM DISE(X1)= H ,DIGxI,"E DIGSE(YI)=",
DIGYI);

END;
WRIIE(RP[S P ACE 3));
wRI1E(RP,<"	 METODO DE DALCID10">);
wRITE(RP,<1J("=.").//>);
VXI:=INT(M01;
vY1:=INTO(1);
DALCIDIO(COEF,N,DIuSEREO,VXI,VYI,MAXITER,DIGx1,DIUYI,CODIGO,TM);
TEMPOS(NP,61:=Tm;
CASE CODIGO
OF BEGIN
0: wR1TE(RH,//,"A SOLUCAO E' (",VX1,";",VYI,") E DIGSE(XI)=",DIGXI,

" E D1o3E(YI)="10IGYI);
wRITE(RP,//,"P(XI) TEM MESMO SINAL DUE P(YI)");
WRITE4R,//,"P(X) = P(YI) EM XI=","E YI=",VYI);

3: ARITE(RH,//,"FOPAM FFITt.S",mAXIIER," ITE,<ACOES NO MET. DE DALCID
"E XI = ".VXI," E YI=",VYI," Com DISE(XI)=".DIGXI,"E DIG',E(YI)=",
DIGYI);

END;
WRITE(RP,*/.CODIGO);
wRITE(RP[3-3 ACE 3));
PEAD(PRI/ ► 41[*));
LI[01:=MI(01;LI(1):=4I[1);
AUXI1(0):=AuXI2[0]:=AUX13[01:=INTO((11:
AUXI1(1):=AoXI2(1):=AUX13[1]:=INI011);
WRITE(RP,<" METODO DE NEWTON - INIERVALAR : 1">);

wRITE(RP,<2o("4")>);
NEWIONINTI(COEF,N,AU)(11,.NTI,MI,DIGEO,DIGSEI,DIUSEREO,VAXITEP,T4);
WRITE(RPISACE 11);
WR1TE(RP,//," 0 INTERVAL° SOLUCAO E' (1',INTI10),";",INTI(1),")");
WRITEARP,/,',"DIGSE(X1)="9DI(76E0,"DIGSE(YI)=",01GSE1);
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wPITE(RP(SRACE	 3]);
TEmPOS[NP.7]:=TM;

WRITE(RP,<" METODO DE NEWTON — INTEPVALAR : e">):

WRITEIRP,<2b("&")>):
NEWTONINT2(COEFIN,AUXI2/INTI,LI,DIGEO,DIGSE1,DIGSERED9mAAITER,T4);

WRITE(RP[S P ACE	 1]);

WRITE(R P 1//00	 INTERvALO	 SMUCAO E l (",INT1H]4";"91NTI(1],") .");

wRITE(RP.//,"DIGSEu="9DIGSEOODI6SEI="JAGSE1);

WRITE(RP(S P ACE	 3]);
TEMPOS[NP,B]:=TM:
WRITE(RP(s R ACE	 2]);

WRITE(RP,<" mET000 DE NEWTON — INTEPVALAR : 3">);

wR11E(RP,<30("=")1/>);
NENTONINT3(COEF,N,aUX139INTI,LI,DIG,E0,DIGSEI,D1GSEPEO,MAAIIER,TM);

TEmPOSANP,9):=Tm;

WRITE(RNSPACE	 1]);
wRITE(RP,//,"0	 INTERVALO	 SOLUCAO E' [".INTI[o],";",INTI(1].")."):

► pITE(RP.//," DIGSE(XI) = ",D1GSE°4" DIGSE(YI) = ",DIGSE1);

END:

wRITE(RPCS P ACE	 2));
WRITE(RP,<x400 1 TABELA	 DOS TEMPOS u,/>);
WRITE(RP,< H N	 DALCIDIOm	 DANDELINM	 FOURIERm	 FOURIER	 DANDE

DALCIDID	 N.INTV1	 N.INTv2	 N.INTv3",/>);

FOR m: = 1 STEP 1 UNTIL NP DO
wRITE(RP,<Ie,9(F11.70(1)>,FoR I1: = 0 STEP 1 U ,4T1L 9	 DO TEMPOS(M,I1));

ANALISE DE REGREsSA0 LINEAR
FOR I1:=1 STEP	 1 UNTIL 9	 DO

BEGIN
I2:=-1;
FOR IN:=3 STEP 1 UNTIL I', DO

BEGIN
STMEDIOS:=0;
CN:=0;
FOR IND:=0 STEP 1 UNTIL NP DO

IF TEMPOS IIND90)=IN THEN r-EGIN
CN:=,,+1;
sTMEDIOS:=*+TEmPOSIIND,I1);
END;

IF CN NEQ 0 THEN BEGIN
lABPAI2:=*+1$0):=IN;
TABTNEI2911):=STmEDIOs/CN;
END:

END;
END;

ARITE(RPISPACE	 3));
WRITE(RP,<X40,"TABELA DOS TEMPOS MEt10S",//»;
FOR IND: = O STEP 1 UNTIL 12	 00

wRIEE(RP,<1499(F11.7,A1)>.FOR 13:=0 STEP 1 UNTIL 	 9 DO TAHTNIIND,I:
FUR II:=u STEP 1 UNTIL B DO
BEGIN
SIG4A1:=SIGmA2:=SIGMA3:=SIGMA4:=SIGMA5;=0;
FOR IND:=u STEP 1 UNTIL	 NP
DO BEGIN
SIGkiAl:=44-+TABINIIND,01;
SIGMA2:=-+TABTNIIND,11+1):
SIG4Ab:=*+1AHTNIIND,11+1)-*2;



JDO

SIGMA3:=*+TABTN[IND+0]**;
SIGkiA4:=*+IAHTN[IND,01*TABIN(IND,I1+1);
END;

REGLIN[11,01:=(S1GmA2*SIGMA3-SIGmAl*SIGmA4)/(NP*SIGmA3-(SIGMA1**2))1

REGLINII1,11:=(NP*SIGMA4-S16MAPSIGNAA2)/(NP*;AGMA3-(SIGMA1**2));

RHO(111:=kEoLIN[11,1)*SURTHSIGM43-MSIGMA1/NP)**2)*NP))/

(SIG\IA5-((iSIGmA2/NP)**(2*NP))));

END;
ly RITE(RP[SPACE 3));

WR1TE(R P ,<“ TABELA DE RE(:RESSAO LINEAR11,/>);

FOR 13:=0 STEP 1 UNTIL 8 DU

4RITE(RP,<2(F15.100(2)>,REGLIN(I31019REGLINE1J11));
WRITE(RP(SPACE 21);
wRITE(RP,o , LOEFICIENTES DE CORRELACA011,/>);

FOR 13:=0 STEP 1 UNTIL b DO WRITE(RP,<F15.10>O7H0(131);
END.

OF ERRORS DETECTED = 0.
OF SEGMENTS = 37. TOTAL SEGMENT SILL = 3811 WORDS. COPE ESTIMATE = 4988 wort
M SIZE = 1222	 CARDS, b332 SYNTACTIC ITEMS, 27:. DISK SEGMENTS.
M FILE NAME:	 (00061143)NEWTON/INIV/MLTHIB/TY/1 ON DATACOM.
ATION TIME = 37.679 SECONDS ELAPSED; 16.714 SECONDS PROCESSING; 5.964 SECOND
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ANEXO 7 - Programa RAIZES/POLI/INT
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BUR R OJG H S b6 7 (J0 ALGOL COMPIL ER, VERSION 2.9.190,	 THURSDAY, 01•

SOURCE TAP 	 (00061143)RAIZES/POLI/INTI

BEGIN

FILE kR(KINO:UISKDTITLEm"POL/INT,",tILETYPE17),RP(KIN.PRiNTER))

INTEGO N#NPi

NP121;
WH I .E NOT REAJ(RR,/,N) DO

BEGIN
REAL ARRAY AlLO I N] ►

XII0IN-1,0117,

x1AC0IN-1.011),
A.n x ► Aoxl,Aux2 ► AoX3 ► Aux4,xIAUX[011].
DLGOBO,DIuD31[11N];

INTEGER I.J,ttrLIm;
REAL APm,PxPm,DIGRE0

BDDLEAN CONTINUA;
REAL PRoCEDUIE p(z);
t=3,1....ustx,=======,,,===

REAL Li
BEGIN
REA. VAL;

INTEGLR I;
vALI=A1C07;

FDR '1=1 STEP 1 UNTIL N DO
vALtxyAL*ZtAlLij;

piEvAL;

E N D D A P;

PROC:EuORE I NT s( A,b,c);
% c =x = =z2= = =r2ez.22a===== = n2CM =U rt

REA, ARRAY A ► o,CLD);
BEGIN

IF AL17<B[0] THEN riRiTE (RP, //p"INTERsECCAO VAZIA PAkA C",A[u],";" ►
AL11,"3 E [",B[0],":".B[17,")")

ELSE
IF A[0] > BCOJ THEN CLO112AC0]

ELSE CL031,28(0);
IF A[1] < B[1, THEN Ci17taA(17

ELSE C11711=8[1];
END DA INTRS;
REAL P RO C ED U RE DIUSEcAXI,AXIME1);
t.....„.x==.=.:"=,=.====z.=.x======
REAL AXI ►

AXImEl;
BEGIN
REAL 'AI;

%VALOR PAkA x NA 1-LSImA ITERACAO
lvALOR PARA X NA (I . 1)-ESIMA ITERACAO

zuNIOADE 1.)E ARREDUN D AMENTU NO B-6700 UNDE taF(5,13,51 ►

1
7,0	 REDONDAmENT0 PARA 0 NUMERO DE mA‘iLJINA MAIS PROxIm
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mIta7l27*10**(-12);

I F AAI NEQ 0 THEN DIuSEtu-(0•3+LuG(HIr(Abs((AXI-AXImE1)/AAI))));

END uA DIGSEI

DE F INL FAKTDRIB1-04*(0**(-12));,

HINPOSs8**(-51);;

REAL PROCEDU R E, LOH(A);

%ass:::::=11x=mtm= 	
VALUE A)

REAL A;

BEGIN

IF A>u THEN

ELSE

BEGIN
IF. A LEO mINPuS ThEN A1310;
A1=A*FAKT6JR;

EvD
BEGIN
A:=A/FAKTuR;
IF. A > -miNPOS THEN A:31-HINPOS;
Ev0;

LOOluA)

END DA LDO

PRD:Eu j RE ADDCA,b,C);
%.=,....w=mx.=====x==

ARRAY A,B ► CIO,I;
BEGIN
C[0]; n 1.0w(AL0j+B(01);
CL1):a%06('AL1J-3[11))

END DA ADD)

PRDCE1URE SUB‘A.b,C);
%12 X = ===== ====x =i1= = =CIEU

REAL ARRAY
	
A' ,C[01)

BEGIN
REA,. DO;

BOI'BLO);

CLD7tuLON(ALDJ-B[1)))
C[1)1 n -Lo ► (BO-A[11))
END DA SUB;

PRDCEL/URE MUL{ApB,C);
%===.===.=m==========

REAi. ARRA Y APPC[01;
BEGIN
REAL AO,A1,B0,81,,C0.C1,R;

Bo3LEAN BA,3B;

Alt--A[1);
311--0[13)
BAIRAl<0;

BB1281(0)

I F J A THEN AOlmA[0]
ELSE BE.,IN

AOlmAl;

All.Ato];
ENJ;

IF 3B THEN	 0:mBI.01
E L S E aEaIN

BO i 31)

Bli n BID);
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4

ENJ;

C11xL ►1(.41*B1);

IF 60<0 THEN oEGIN
CO:=Lrjm('AI*0)3
IF AD“) THEN BEGIN

Ft2LON(•A0*61);

IF P<C0 T H EN COtaP1

RtilLU ► (4'A0*b0);
IF P<CI T H EN CII.P;

END

END

ELSE CO:=IF m0 < 0 THEN LOWAO*B1)
ELSE LOn(A0*B0);

IF (BA AND aB) OR (*I BA AND .+BEi) THE N BEGIN
CE031gLO;

C(111g•Cl;

END

ELSE BEGIN
CIO]teCli

C[171.-CO;
END;

END DA HUL)

PROCEL4URE DIVi(A.BPC);
%====mr.,,=====-cm-----=

ARRAY 4,BACE.04;

BEGIN
REAL AO,A1,B0.81,CO,Ci;

BOOLEAN BA,BB;
LA B EL STOP;

Alta-H[1])
B11=-0[1];
BAlaAi<O)
BBtaB1(0;
IF bA THEN ADIKA(0)

ELSE BEGIN
ADigAl;
AI:=A[0];
EN.);

IF BB THEN B01=BLO)
ELSE BEGIN

BOtIABI;
BliaBLOJ;
ENJ;

IF b0 LEO 0 THEN BEGIN
mRITL(RP,<"DIVISAO ROR ZERO"));
GO STOP;
END

LSE BEGIN
Clte^ Om(A1/BQ);
CU IR iF AD<D T r EN L0m(A0/60)

ELSE LOH('A0/B1);
END;

IF (BA AND BB) OR ( M BA AND 'Be )- 	 THEN BEGIN
CEDIIIRC0)
C(1)1=-C1i;

END
ELSE BEGIN

C10)1"1;
C[17:1=-CD)



363	 END;

STD?'

END DA DIVI)

READ(t1R,0A1C*3);

wRITE(RP,"'"j POLINDMIO Nu4ERD",NP,"DE G RAu",N,"TEm OS sL 6 JINTES COEF
IENTEI");
HRITEtRp,(66("g"),/>);

wRITE(PP,//pAlt*J);

HRITEcR p csPACL 2j);

NP1=*•1;

FOR tiro STEP I UNTIL N-1 DO
READ(kR,oxIALI,*));
FOR ulso STEP 1 UNTIL N-1 DO

PiRITE(RP,(2(F20,14,X2)>,XIACJ,01,XIA(J,11);
Kiel;

DIGRE61g8;

LIMInCO;

DO 'EQIN
FDn It a l STE P 1 UNTIL N DO

BEGIN
xpon(XIACIft1POPI'XIALI-1,17)/2;
AUx[0]:=0M3

AUXEW"P"
PXRmtup(xpm);

AUX3E011x1;
0,1X3C13101;
FOR JI®1

BEC111

AUX11,011mXIALU-100);
AUX11,131r,XIAL.4-1,1);
IF I NEW J TNEN SuB(AUX,AUA1'ADX2)

ELSE BEGIN
AuX2(03141;
Aux2C1)ici;

END;
mUL(AuX3,AUX2.AwX4);
AUX3L0]:=ADX4ID];

AUX3L1)1=AuX4[1];
END)

AUA2[011'PAP"

AUA2(11:rPAPM;
DIVICAUX2rAUX3.AUX13;
BUu(AuX,AUAI,AUX2):
AuA3[0]txX1ACI-1,0J;

AuA3E1 1:,ex1ACI-1,1J;
IN1RS(AUX2,AUX3,XIkUX);
AILI-1,01tAxIAOXEDJ;
x ILI-1P17 twxIAUAL1,4;

[D I n20 B0 [I)1=DIGSE(X iI- 1 ,0). x IALI -1'01);
DILIDB1CIIACIGSE(XIII-1.1)PAIALI-1,1));
EN64
kRITE(RPLSID ACE 21);
kRiTE(RP,<A1:3.I3si>.K))

F Ok Ji m 0 STEP 1 UNTIL N-1 DO
kRITE(RP.<‘(F20.14.V2))PxILJ ► 01,XIEJ.1));
kRITE(RPESPA C E 2J);
FOk J1 = 0 S1E P 1 UNTIL N-1 DO

BEGIN

XIA[JpOJIzXICUPw);
XIACJ,1412XIL.J.13;

END;
;ONTINUO'FALSE;

STEP 1 UNTIL N DO
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FOR	 I!=1 SUP 1 UNTIL	 N DO

IF DIGOBJ[I](DIGRE	 OR DICI OB1(I1(DIGREw THEN CONTINUAlcTMJE;

Ktlitt+1;

ENu

UN T IL	 NOT	 CONTINUA On K>LIm;

HRITE(RP(SPA C E 21);

HRITE(RP,(" D IuSE(XL0])	 DIGSE(XL11)7"));

FDR	 J:=1 STEP 1 UNTIL N OU

►vRITEOP,<X4re(F7,3,X4)>,DIcsOdOLJ1,DIG0B1(j7);
END)

ENDS

Cz=====r=aatCs3.21127.1=trIL=1=========Zu==M===11111Z===c1:111==iRcCuIettC:c=22=1[ZZ=M====:

ERRJriS DETELTED	 c Os
SEGMENTS	 12.	 TOTAL SEGMENT	 SIZE c 5% H ORDS$	 CORE ESTIMATE a 1753 WORDS.
ZE = 23b CARDS,	 1554 SYNTACTIC ITEMS, 53 DISK SEGMENTS.

NAME:	 (0061143)NEHTONINT/HIdS.

N T1mE = 13.790	 SECONDS ELAPSED;	 3.560 SECONDS PKOCESSINU;	 1..342 SECONDS 1/
:.7 311==t == 1!=rx=E ug =21::::: a mitrzgram=m 7i 3m 21 ==u ====m ms===1: = Em g == U =U SZE=CC iDLI S ===at r== ==ar-2
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