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Resumo

Este trabalho contem um estudo para isolar os zeros reais de polinOrnios cu-
jos coeficientes podem ser perturbados, isto e. os coeficientes possuem variacOes
que constituem intervalos. Assim chamamos a tais polinOmios de PolinOmios In-
tervalares do mesmo modo que chamamos de polinOmios complexos aqueles que
possuem coeficientes complexos.

Isolar os zeros. delimitar re giOes que os contenham. dizer se urn polinOmio
estavel ou determinar qual a perturbacdo aceitavel nos seus coeficientes. de modo a
preservar certas caracteristicas. sao problemas que aparecem em diversos setores da
Computacao Cientifica e em especial. na Teoria de Controle.

Neste trabalho, a familia dos polinOmios intervalares e inicialmente analisada
dentro das possibilidades algebricas que as operacOes intervalares. conforme definidas
por Moore. permitem. Dentro deste context°, sao definidas as operacOes elementares
entre polinOmios intervalares assim como sao estudadas as suas novas propriedades.

Em funcao das limitacOes inerentes a abordagem anterior, a familia [p] dos
polinOmios intervalares, e tambem, caracterizada por urn novo enfoque, atraves de
4 polinOrnios reais especificos da familia, — os polinOmios limitrofes — a partir dos
quais podemos obter informacOes relevantes a respeito da enumeracao e localizacao
dos seus zeros reais ou enventualmente sobre os zeros complexos.

Obtivemos. corn o use dos polinOmios limitrofes. um  resultado mais eficiente
para determinar se urn polinOmio intervalar possui apenas zeros reais. de modo que,
neste caso. eles possam ser isolados num algoritmo algebrico de complexidade menor.
do que uma outra alternativa baseada no calculo de autovalores.

Alem disso. localizar os zeros de polinOmios intervalares e uma fase importante
para o calculo aproximado ou mesmo exato da regiao que contem efetivamente os
zeros do polinOmio intervalar. Em geral. os metodos de calculo aproximado dos
zeros precisam de uma regiao inicial que contenha apenas urn zero a ser pesquisado.
Esta e uma fase critica de todo o process°, feito pela abordagem algebrica ou pela
abordagem de aproximacOes numericas.

10



11

Real Zero Localization of Interval
Polynomials

The aim of this work is to isolate through algebraic process the real polynomial
roots that have coefficients which can be perturbed.

These perturbations (variations) on the coefficients can be enclosed in intervals.
Then we call these polynomials. interval polynomials, in the same way that we call
complex polynomial those ones formed with coefficients that are complex numbers.

One of the main points in the solution of polynomial problems is to limit the
regions that have all roots, all the negative ones. the stabilit y, and so on.

These questions present good solutions when the polynomials are real or com-
plex. on the other hand. when the coefficients are perturbed or we need to decide
what kind of variation can be done. in order to preserve the main features of the
polynomial. then we are workin g with problems that appear in Scientific Computa-
tion and. specially, in Control Theory.

Besides this. we need to isolate the roots of interval polynomial before calcu-
lating them. In general, the methods for approximating zeros need an initial region
that has just one root.

In the case where the accuracy is necessary or if we already know of the result
instability, the algebraic processes are recommended.



Capitulo 1

INTRODUCÄO

Este trabalho contem urn estudo para isolar os zeros reais de polinOmios cu-
jos coeficientes podem ser perturbados. isto e. os coeficientes possuem variacOes
que constituem intervalos. Assim chamamos a tais polinOrnios de PolinOrnios In-
tervalares do mesmo modo que chamamos de polinOmios complexos aqueles que
possuem coeficientes complexos.

Neste caprtulo trataremos das funcOes intervalares. dos polinOmios intervalares
apresentando uma visa° geral da notacao de funcOes intervalares usadas e por
dos polinOrnios de Hurwitz que podem servir para fornecer informacOes para o prob-
lema geral da localizacao dos zeros.

Primeiramente faremos breves consideracOes sobre os ambientes onde sao re-
solvidos os problemas da Computacdo Cientifica.

1.1 ConsideracOes Iniciais
Estas abordagens sao aqui apresentadas em conjunto mas nao constituem uma

classificacao tedrica que esgote tocias as diferentes abordagens de resolver os prob-
lemas do calculo de uma funcao por meio do computador.

Na Analise Numerica o calculo da imagem de uma funcao f de variavel real.
complexa ou intervalar e de crucial importancia quando sua avaliacao e feita num
computador. Embora o aumento da capacidade computacional (precisao t mernOria
e velocidade) e o desenvolvimento de novos ambientes de pro,Tamacao (lingua-
gens e ambientes para computacao cientifica) influam nos resultados de urn pro-
cesso numeric°. a exatidao 2 obtida nao depende exclusivamente desses fatores. ver
[KAU 84]. 0 problerna do arredondamento deve ser considerado sob pena de termos
um resultado completamente

0 modo como e computada a funcao f pode ser o gargalo de muitos algoritmos
e de setts correspondentes programas. Ao longo do tempo, surgiram abordagens
diferentes para resolver estes problemas: a Aritmetica Computational. a Aritmetica

mensurada estaticamente e depende apenas do hardware do computador. A precisào e dada
pelo tamanho em bits ou bytes dos registradores e da palavra de memOria.

2 E uma medida dinamica e, as vezes, ate mesmo imponderavel e depende tanto do hardware
como do software. Na parte do software depende do compilador, do algoritmo e de como o programa
do usuario trata e opera os dados.
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os Metodo.s Autovaliddveis, a AnaEsc Intervalar e a Computageio SimbOlica.
As caracteristicas de cada uma dessas abordagens sao as seguintes:

(1) - Aritmetica Computacional
Os diversos tipos de dados numericos: 	 inteiros. reais. complexos. intervalos.

vetores e matrizes sao mapeados em nUmeros de ponto-flutuante - e aqui levamos
em conta as caracteristicas fisicas das maquinas. 0 papel da Aritmetica Computa-
cional e o de dar uma fundamentacdo: formulaceio matemótica da aritmetica de
ponto flutuante. Isto e feito de dois modos no trabalho de Kulisch e Miranker. ver
[KUL 81]. Num deles e feita a especificacao formal da aritmetica em anelOides or-
denados ou parcialmente ordenados corn os tipos numericos j6. citados. Noutro. a
formulacao e baseada em semimorfismos do conjunto dos reais para outros conjuntos
que englobem os mesmos tipos numericos.

A primeira implementacao das operacOes aritmeticas por meio de semimorfis-
mos foi feita por Kulisch entre 1977 e 1979. de modo que. para urn determinado
conjunto de ntimeros de ponto flutuante N e valido:

(Va. h E N)[aEb	 I:1(a* b)].

onde	 uma operacao aritmetica em N correspondente a operacao num dos con-
juntos numericos usuais como Al . 2, 0 ou	 .ver [KUL 83].

A partir da formulacao tedrica da Aritmetica Computacional pode ser desen-
volvida uma aritmetica pratica (existente num computador) onde dada uma funcdo
f. uma variavel x E X e um sistema de ponto-flutuante F = F(n, b. e l , e 2 ) onde n

a precisao. b e a base. e e l e e 2 sao respectivamente o menor e o maior expoente.
vale:

(Vx E X)[V(f(x)) = f(V )]

onde Vx E F e f aproxima f em F.
Em outras palavras. mesmo que x ou f (x) nao tenham representacOes exatas

em F a aritmetica permite que o valor arredondado de f (x) seja correto. na precisao
dada. e nao apenas o mais exato possivel.

Exemplo 1.1.1 Sejam h,x,y,z.w. f E	 dados por:

h = 1/3,	 x = 2/3 — h,	 y = 3/5 — h,
= (x-F x x)— h.	 w = (y+y+y-Fy+y) — h	 f(z,w), zlw.

Entdo temos numa aritmetica de ponto flutuante usual que:

V(f(z,w))= f(Vz,Vw),

o que pode ser visto quando F = (16,6, —64,63) em uma rndquina IBM 4341, por
exemplo. Neste caso. temos

V h = 0.5	 Vx = 0.166666
Vy = 0.1	 Vz = —0.119209e(-6)
Vu) = —0.178813e(-6) 	 f = 0.666666.



Ntimeros Reais: a E

Representacao decimal
00	 ak

Li=M 10k

"base" para a expansao:
ek = 10' , = M, M 1, ...
"coeficientes" a k E {0, 1,2, ... , }

Arredondamento do ntimero
Va = E i=_m d i •

tipo de dado
amam_ i • • • ao • a_ 1 a_ 2 • • • a_N

uma seqiiencia finita de inteiros

FuncOes: f E L2
Representacao em Serie de Fourier

f E;_,„ ajd?;

base: of = e i •ix , j = 0, ±1, ±2,...;
i = \/-1
coeficientes:
a — <f.45> _ L 	 f dx

N/7.r	 v

Arredondamento de funcao

S Nf ( x ) =	 ai0;

tipo de dado
(a_N.a_N+1,• • • , ao,	 a 2 • • aN)

uma seqiiencia finita de reais
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Usando a rndquina Sun-Sparc no modo calculadora na notacdo cientifica temos:

Vh = 0.5	 V x = 1.666666667
Vy = 10.000000000e(-2)	 V:: = —1.110223025e(-16)
Vw = —1.110223025e(-16)	 f = 1.0,

quando e Obvio que numa aritmetica exata teriamos V( f(z,w)) = 0.

Existem linguagens e pacotes que visam obter o controle e melhoria da exatidao
do calculo do valor numerico de uma funcao como as linguagens Pascal- XSC (ver
[KLA 92]), FORTRAN XSC. C. alem de pacotes como o ACRITH e Numeric que
podem resolver em parte ou no todo os problemas do arredondamento no calculo
numeric° de funcOes. Assim por exemplo, a linguagem Pascal-XSC prove os tipos
REAL, DOUBLE. INTERVAL. assim como. valores e matrizes sobre estes tipos
basicos e tambem os metodos (ou operacOes) para manipula-los.

(2) - Aritmetica Ultra
Na Aritmetica Computacional. provemos urn ambiente computacional no qual

os tipos de dados necessarios a Analise Numerica sao dados assim como as opera-
goes que os manipulam. Na Aritmetica Ultra. ver [KAU 84], o objetivo e fornecer
os tipos e metodos para a parte da Ana,lise Numerica que trata dos problemas no
espaco de funcOes. Por exemplo. o problema pode ser o de resolver uma equacao
integral on uma equacao diferencial corn valor num contorno. Neste caso. os metodos
a serem oferecidos pelo ambiente computacional sao os de operacOes sobre funcOes.
como diferenciacao, integracao e composicao.

Isto é viabilizado pelo use de tecnicas de expansao de series como uma metodolo-
gia aritmetica.

Numa visao comparativa. podemos dizer que na Aritmetica Computacional
tratamos os ntimeros de ponto-flutuante como o tipo de dado basic° enquanto que
na Aritmetica Ultra temos a funcao como o tipo basic°. Enquanto o ntimero real
aER e representado como uma expansao decimal. a funcao e representada como
uma serie de Fourier generalizada. Salientamos no quadro a seguir alguns pontos de
comparacao:
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Na Aritmetica Ultra salientamos o fato que qualquer funcOo pode ser aproxi-
mada localmente, por urn polinOmio.

Para lidar corn ntimeros. precisamos de estruturas como as dos espacos vetoriais
ou euclidianos como ,	 ou C. Quando lidamos corn funcOes temos os espacos
dos polindmios intervalares	 k[X](X) ou 1, 2 [— 1 1] que e o conjunto das funcOes
continuas em [-1, 1.] corn a norma f	 j. sendo {0j } c3', L o uma base ortonormal em
L'. Neste caso o operador projetivo Sv ou operador de arredondamento é dado por

00

f, (x)	 SNf(x):=

2=0

onde	 = f (1)j ). Desse modo o operador Stir mapeia a serie de Fourier generalizada
para f(x) na sua N""na soma partial.

Sejam dadas as funcOes f. g E L 2 . os seus tipos de dados associados na Ar-
itmetica Ultra sao SN f, SNg ou equivalentemente

( fo.	 fN)T	 e g	 (go, gi	 gN )1.

Dal o arredondamento pode ser expresso da seguinte forma: SN f ti f, onde
indica a correspondencia pelo mapeamento SN.

As operacOes da Aritmetica Ultra sao, conseqiientemente, as seguintes:
f g
fg
.fh = 1

dd.xf

fx
E claro que

SN f +SNg
S,v(SN f • SNg)
mir L, NE szdv ) 11 1 — hNSNf
sn[dSdNf 

_

SN f SN f

a Aritmetica Ultra pressupOe a definicao de uma Aritmetica Com-
putacional, ver [KAU 84].

(3) - Metodos Autovalid6veis:
Neste caso. nao trabalhamos corn uma nova abordagem metodolOgica, e in-

clusive, usamos os mesmos metodos numericos convencionais. 0 que fazemos
usar os teoremas do ponto-fixo. definidos predominantemente, no espacos de Ba-
nach, para fornecer a existencia (Existenz), a unicidade (Eindeutigkeit) e limites
(Einschliessung), ou uma inclusao de boa qualidade para a solucdo dos problemas
computacionais da Analise Numerica: em particular, para os problemas que en-
volvem equacOes funcionais. Estes problemas podem ser:

equacOes funcionais.
equacifies diferenciais,
equagOes integrais,
problemas gerais parametrizados,

que podem ser simplificados no seguinte sistema de equacOes funcionais:

A(t) • x(t) = b(t) t E [0, 1],

onde A e uma matriz de funcOes. b e urn vetor de funcOes, que sao dados e desejamos
encontrar o vetor de funcOes x. 0 cdmputo de uma estimativa de erro confiavel para
a solucao envolve a determinacao de urn conjunto de funcOes vetoriais contendo a
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solucao x(t) para todo t. Se x(t) E X(t). entao para todas aproximacOes i(t) E X(t)
a cota de erro maxim°

x(t)1 < d(-X(t)).

Assim os metodos auto-validaveis E: Existenz, Einschliessung, Eindeutigkeit
tem as seguintes propriedades.

1. Para todo dado de entrada. um metodo E e capaz de:

verificar se a solucao do problema teOrico existe (Existenz). Isto deve ser
caracterizado pelo dado de entrada.

incluir esta solucao num conjunto de funcOes corn diametro pequeno. (Ein-
schliessung)

(c) verificar (se possivel) a unicidade da solucao dentro do conjunto dado.
(Eindeutigkeit)

2. Se nao existe solucao. ou se o tempo computacional ou o tamanho da mantissa
ou o metodo por si prdprio nao permitem a verificacao necessaria dos itens (a)
e (b) de (1) entao o metodo nao ira produzir tuna resposta. Esta seria sem
significado on errada.

(4) - Analise Intervalar
Segundo Moore, ver [MOO 79], a Analise Intervalar e urn novo ramo da Matematica

Aplicada. Mais especificamente estamos num ramo da Matematica Computacional.
Basicamente a Matematica Computacional visa resolver problemas matematicos que
surgem COm os erros de arredondamento e seus derivados. uma vez que a maioria
dos ntimeros reais nao admitem uma representacao exata num computador.

A Analise Intervalar faz use das tecnicas da Analise Numerica que por sua vez
ja engloba resultados da analise propriamente clita e tambem da computacao.

No enfoque da Analise Intervalar trabalhamos corn urn novo tipo de dado - o
intervalo. 0 conjunto dos intervalos. como urn novo conjunto numeric° traz novi-
dades e generalizacOes. de certa forma. do mesmo modo que o conjunto dos ntimeros
complexos traz em relacao aos reais. Nestas generalizacOes podemos "perder" certas
propriedades. Por exemplo. no caso dos complexos em relacao aos reais verificamos
que o conjunto dos primeiros nao e mais ordenado. no caso dos intervalos as suas
operacOes tambem "perdem" certas propriedades. Contudo passamos a ter modelos
mais prOprios para a solucao de certos problemas, de grande utilidade pratica.

A vantagem desse enfoque e limitar - achar cotas seguras - para os erros
decorrentes do processo de arredondamento.

Uma contribuicao importante na Analise Intervalar e dada pela Analise Fun-
clonal - e isto e muito significativo. haja visto o enfoque da Aritmetica Ultra, pois
os rnimeros representaveis no computador podem tambem representar funcOes de
muitos modos: como coeficientes de polinOrnios; coeficientes de Fourier; como coe-
ficientes de funcOes de variavel intervalar alem da abordagem comum dada por urn
conjunto finito de pontos.

Para encontrar a solucao numerica para equaceies corn operadores (equacoes
diferenciais ou integrals por exemplo) assim como as propriedades das solucOes. o
estudo dos espacos lineares e indispensavel.
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Os espacos lineares ou vetoriais fornecem os conceitos necessarios em termos
de estruturas algebricas. Contuclo. ainda sao necessarios outros conceitos. Para o
estudo dos limites das seqiiencias de pontos, da convergencia usual e da continuidade
de funcOes temos que utilizar os conceitos das estruturas topolOgicas. em partic-
ular corn os espacos metricos onde podem ser definidas as nocOes de distancia.

Embora as duas estruturas sejam independentes. podemos relaciona-las atraves
do conceito da norma - uma generalizacao do valor absoluto - obtendo entao os
espacos de Banach, que sac) os espacos vetoriais munidos de uma norma e que sao
completos.

Surgem ainda outros problemas que resolvemos corn conceito de produto in-
terno. alcancando assim, a estrutura dos espacos de Hilbert. 0 conceito do produto
interno permite a generalizacao do conceito da perpendicularidade do piano. para a
ortogonalidade de dois vetores, tanto no caso dos espacos de dimensao infinita como
finita.

Podemos precisar ainda de urn terceiro tipo de estrutura - as estruturas
ordenadas. Numa estrutura parcialmente ordenada. como por exemplo. o conjunto
de funcOes. podemos redefinir os intervalos de Moore. as funcOes monOtonas. as
fling -6es de variavel intervalar, os reticulados. etc. de modo que e a convergencia seja
baseada na ordem.

Temos entao. nas estruturas ordenadas. o espaco de funcOes como sendo urn
conjunto de funcOes munido de uma topologia ou de uma ordem partial. Num
espaco de funcOes podemos trabalhar corn os operadores como sendo funcOes de
urn espaco de funcOes para outro.

Assim. no espaco das funcOes de variavel intervalar. podemos definir uma or-
dem e uma metrica que serao importantes na criacao de algoritmos para resolver
varios problemas.

Todos estes 4 contextos estao relacionados coma Matematica Numerica.
onde trabalhamos corn ntimeros de ponto-flutuante que sao aproximacOes
dos ntimeros reais. A Matematica Numerica trata do desenvolvimento
dos metodos operacionais construtivos para a resolucao aproximada de
problemas que podem ser representados por urn modelo matematico.

Na chamada Computacao Cientffica temos problemas de diversas areas
que sao modelados em problemas matematicos que sao resolvidos corn-
putacionalmente, por urn dos enfoques anteriores. Usamos, entao, mimeros
de ponto-flutuantes, que sao entidades discretas para aproximar quanti-
dades contfnuas como os mimeros reais. Uma outra abordagem temos
na Computacao SimbOlica ou Computacao Algebrica como era mais
conhecida nos seus primdrdios.

(5) - Computagao SimbOlica
Na Computacao SimbOlica, a enfase esta na computacao discreta sobre simbolos

que representam objetos matematicos de natureza tambem discreta. 0 propdsito dos
sistemas de computacao simbOlica, na realidade nao e restrito ao adjetivo algebrico,
na medida que atende a diversos problemas de calculo diferencial ou matricial e,
justamente, atraves das caracteristicas das linguagens de programacao associadas
pode prover solucOes de forma analitica de varios problemas ern Matematica.
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Os ambientes de desenvolvimento de software cientifico segundo as duas abor-
dagens: numerica e simbdlica. assim como, possiveis integracOes entre as duas sao
discutidas e analisadas em [BRU 94].

Os ambientes de computacao simbdlica como Macsyma, Reduce. Maple, Math-
ematica e outros. sao sistemas que possuem 2 modos de trabalho: o interativo e
o programativo. Na forma interativa o sistema responde a comandos ”unitarios"
fornecidos diretamente pelo usuario. Na. parte programativa temos as mesmas car-
acteristicas de outras linguagens de pro gramacao: comandos de atribuicao. de teste,
iterativos, etc, assim como. as demais facilidades do modo interativo.

Alem do processamento simbdlico de expressOes. fOrmulas. polinOmios e funcOes
racionais de modo exato - incluindo avaliacao numerica de precisao arbitraria (Ern-
itada. e clam, pela mernOria da maquina) quando necessario - podemos trabalhar
tambem corn mimeros de ponto-flutuante estando entao sujeito as caracteristicas
das aproximacOes utilizadas.

A partir do desenvolvimento das linguagens de programacao orientadas a ob-
jetos alguns mecanismos para a abstracao de dados tambem foram incorporados aos
sistemas de computacao simbdlica. Passa entao. a ser possivel a implementacao do
conceito de intervalo em sistemas de computacao simbdlica.

Em [GLA 92] e descrita uma aritmetica intervalar onde o tipo intervalo e
suas operacOes sao implementados no sistema REDUCE de dois modos diferentes:
usando o tipo de dado big-float ou uma lista de ntimeros racionais.

Em [MEL 93] temos urn pacote numerico: o NUMERIC baseado no modo ar-
itmetico corn arredondamento do REDUCE. que implements alguns algoritmos para
fornecer aproximacOes baseadas em intervalos. As solucOes. na realidade constituem
urn resultado, limitado inferior e superiormente. Nao e propriamente uma imple-
mentacao da aritmetica intervalar e situ um pacote corn algoritmos para calculos •

numericos de mlnimos. solucOes de equacOes. integrais. equacOes diferenciais or-
dinarias, limites de funcOes e ajuste de curvas que visam fornecer limites para os
erros de arredondamento.

Urn pacote de aritmetica intervalar de precisao variavel e descrito em [CON 93]
que e implementado no sistema MAPLE de computacao algebrica. As funceies im-
plementadas sao as mesmas do pacote BIAS: Basic Interval Arithmetic Subroutines
ver [KNU 93]

Outro pacote para aritmetica intervalar de precisao variavel: "VPI Arithmetic -
e descrito em [ELY 93] onde as rotinas sao implementadas em C++. agora sem as
caracteristicas dos sistemas de computacao simbdlica.

Na mesma direcao temos o pacote PROFIL - Programmer's Runtime Opti-
mized Fast Interval Library ver [KNU 93a] e [KNU 93b] onde esta definida uma
classe portavel do tipo "library" em C++ corn rotinas para aritmetica, intervalar,
baseado no BIAS.

Assim, mostramos. de modo geral. como podem ser tratadas as funcOes nos
diversos ambientes citados.

Neste trabalho, vamos usar o sistema Macsyma, por ji termos urn
conjunto de programas desenvolvidos em [BRU 94] para a localizacao de
zeros de polinOmios reais ou complexos.
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1.2 FuncOes Intervalares

Na realidade todo valor computado por uma maquina digital (finita) é urn
rnimero racional. Assim as funcOes computadas sao tambem racionais. ver [MOO 66].

0 cOmputo da variaca.o de valores (range) de funcOes racionais e de grande
importancia. Quando a avaliacao de funcOes passa a ser executada na aritmetica
intervalar ha a necessidade de:

- reduzir o nUmero de ocorrencias da variavel;
- substituir os operadores da fun* por operacOes intervalares correspondentes:
- fazer a avaliacao intervalar da funcao;
- avaliar se o resultado esta bem definido.

Exemplo 1.2.1 Seja a funcdo real h dada por:

h(x, a) = 1	 axcorns:74-1e x= 0.
a — x

Esta funcao pode ter diferentes expressOes funcionais

h i (x.a) = 1+ :1

h9(x,a) = 1 + 12,

Para a E A = [0,1] exEX= [2. 3], temos que a imagem:

I(h, [2, 3]. [0.1]) = {1
ax 

2 < x < 3A0<a<1}=[-1,1]
1 —    

a mesma para ambas represent acOes obviamente.
Contudo. substituindo as operacOes e operandos por intervalos do seguinte

modo:

H ([2. :3], [0. 1] )	 =1 + [(31 ' lif 221	 = [-2. 1]
H1 ([2. 3], [0. 1]) 	 = 1 +	 = [--1, 1].

[2,3]

temos que H ([2, 3], [0. 1])	 ([2, 3], [0, 1]) .
Observamos que. em Hl foi diminuido o nUmero de ocorrencias de x e seu

diametro tambem diminuiu. Todas as formas de substituir ou a constante ou a
variavel, produziram expressöes intervalares validas.

Por exemplo. substituir a variavel x por urn intervalo x = [-1.1] em

1
X 2 + 1

nao produz uma expressao intervalar valida pois [-LI] 1-1 1,11+1	 umproduz u quociente

de {—	 o que nao permite a divisao intervalar.
Observamos tambem que a imagem de h(a , x) esta contida tanto em H(A, .X)

como em Hi (A, X).
Temos entao as seguintes definicOes:

2
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Definicao 1.2.1 (Imagem de uma Funcao ) Seja f .uma fungdo real cuja ex-
pressdo funcional contemn as constantes a ( ° ) 	  a(m) e urn nrimero finito de operagOes.
Enid() o intervalo dos valores funcionais. isto e. a imagem da funcdo f e definida
Como:

I(f.X. A (c))	 A(m)) := {f (x, a ( ° ) 	  a(m))1x E X, a (k)	 A (k) • k = 0(1)m}

	

= [min f (x • a ( ° ) 	  a(m)). max f ( x . a ( ° ) ,	 a(m))]

quando x E X e os valores (k) E A(k). e k = 0(1)m, scio independentes urn do outro.

A definicao de imagem de uma fun* independe das diferentes expressOes
funcionais de f.

Definicao 1.2.2 (Avaliacao Intervalar) Seja dada 11,771,11 funcdo e f a sua cor-
respondente expressdo. A Avaliacdo Intervalar de f ou Extensa:0 Intervalar de f
obtida pela substiturcdo de todos operandos de f por intervalos contidos no dominio
de definiccio de f e de todas as operacOes pelas operacdes intervalares cldssicas. cuja
nova expressdo intervalar F vdlida e tal que:

	

f (xi. x, 	 xn, a 1 	 am) E F(Xi , X2 	 Xn. -4 1 ..4 2 .	 4m)

Teorema 1.2.1 (Inclusao da Imagem) Sejarn dados f uma fungdo real (ou racional)
arbitrdria. X e Y dois intervalos. Entdo

	

X C	 _1( f.	 A ( ° ) 	A(m)) C I( f,	 A ( ° ) 	A(m))

Teorema 1.2.2 (Inclusao MonotOnica) Seja dada f uma funcdo continua de
varidveis rears x (1) , x (2) .... , x (n)	 e f(x (1) , x (2) 	 , x (n) , a (1) ..., a (m) ) uma expressdo
funcional correspondente. Alem disso, seja a avaliacdo intervalar F (Y (1) ,	 Y(n),

B (1) . . . . B (m) ) definida para os intervalos Y (1) 	 Y(n)	 B (13) 	  B(m).

I. Propriedade da Inclusao: para todo k, j,	 1 < k < n. 0 	 , Se

.x(k) c y(k) A (J) C B(7)

entdo.

	

IU , x(1)
	

. , X (n) ; A ( ° ) .... , A (m) ) C F(X (1) .	 , X (n) : A M . .	 , A(m)).

2. Propriedade de Inclusao MonotOnica: Se para todo

x(k) c z(k) c 
Y
‘,(k) 2 ) C	 C BC')

entdo

	

F (X (1) ,	 , X (71) : A(°) 	
 A(m))
	 C 

F z(1)	 z(n). c(0)	 c(m))•
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1.3 PolinOmios Intervalares

Os polinOrnios podem ser vistos como funcOes de uma ou mais variaveis. reais
ou complexas ou ainda como elementos de um anel sobre o corpo dos reais, complexos
ou qualquer corpo.

1.3.1 PolinOmios Intervalares - Abordagem Algebrica.

Os polinOrnios reais on complexos sao casos particulares do conceito mais geral
de urn elemento de urn anel de polinOrnios corn uma ou mais indeterminadas, corn
coeficientes num anel comutativo e corn elemento unidade. Algebricamente. um
polindmio e identificado por uma seqiiencia de termos (a i ) icy (ou simplesmente (ai))
de elementos de urn anel comutativo corn unidade, onde sao definidas as operacOes
de adicao e multiplicacao. Ver os conceitos de algebra basica em [MON 71].

Seja A urn anel e S(A1) o conjunto das seqiiencias de elementos de A. Sejam
p = (a i ) e p = (b i ), onde (a i ) E S(AP). Os polinOmios p+ q e p•q sao assim definidos:

r = p q	 onde r = (ci ) e ci	ai bi,
s = p • q	 onde s	 (di),

e	 di =	 aibi = E ik,o a i b k _ i =Ej=oa k _ b

Sejam f = (ai ) e n urn ntimero natural tal que: a i = 0 Vi > n, entao chegamos
na seguinte expressao usual do polinOmio f na indeterminada X :

n

f = ao + 01X +K2	 + anxn =	 a i X 1 . corn an = 0.

onde n e o grau do polinOmio que e indicado por	 f e A[X] o anel dos polinOmios
na indeterminada X corn coeficientes em A.

Se K é urn corpo e considerando o anel de polinernios na indeterminada X e
corn coeficientes em K, entao K[X] e urn anel de integridade, e portanto, podemos
ter o corpo das fracOes M de K[X].

Assim temos:
f 

+ 
p 

= 
fq + gp	 f p fpe- - 

g q	 gp	 g q gq

e alem disso — —f = —f f 

g	 g	 -g

Nem todo elemento de K[X] e inversfvel perante a multiplicacao. e dai
divisao de p por q nao e somente a multiplicacao de p pelo inverso de q. A divisao de
polinOrnios se comporta de acordo como o seguinte teorema, que e classic° e pode
ser visto em [MON 71], alem de muitas outras referencias.

Teorema 1.3.1 (Algoritmo de Euclides para PolinOmios) : Sejam f e g dois
polin5rnios pertencentes ao and A[X], onde A e urn and comutativo com elemento
unidade. Suponhamo.s que: f 0. o gran de f e n, o coeficiente dominants de f e an
e f e urn elemento inversivel em A. Entao, existe um tinico par (q,r) de elementos
de A[X] tal que:

g = qf +r onde	 < n se r O.
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Para um conjunto qualquer A e sendo B urn anel comutativo corn elemento
unidade podemos calcular o valor de urn polinOmio num ponto x E B. Assim. se

AIX] e x E B entdo.
i=0

chamamos de valor que f assume em x ou valor de f quando substituimos X por x.
ao elemento

f(x! =	 a i x` .
i.0

Definiedo 1.3.1 (Pune -do Polinomial) Uma fungdo polinomial e uma funscio gut:
pode .ser escrita na forma 1.1.

Neste caso. a indeterminada X passa a ser considerada como uma variavel
independente corn o seu significado usual.

Cada polinOmio determina uma. Unica funcäo polinomial e toda funcao polino-
mial e obtida por pelo menos um polinOmio. Uma aplicacao o entre o conjunto dos
polinOmios sobre a indeterminada X no anel A[X] e o conjunto das funcdes polino-
miais P preserva as somas e os produtos dos polinOrnios para as funcOes polinomiais.
mas náo e injetora. Por exemplo. sobre o corpo Z5, dos inteiros mod 5 os polinOrnios

Pl = x 5 — x e p2 = 0 geram a mesma funcao que e identicamente nula.
Contudo tal identificacäo - entre polinOmios e funcOes polinomiais, e possivel

se o conjunto B e urn dominio de inte gridade infinito.
Normalmente, trabalhamos corn o significado de polinOrnio como urn elemento

do Anel ou como a funcao polinomial. no corpo dos racionais, reais ou complexos.
Poderiamos pensar em fazer tal identificacdo corn o conjunto dos intervalos.

de Moore e assim falarmos de polinOmios intervalares do ponto de vista algebrico.
Porem tal identificaedo näo e possivel quando o conjunto dos coeficientes passa a
ser o conjunto dos intervalos reais ou mesmo os complexos, pois Z nä° forma urn
corpo corn as operacOes intervalares de Moore.

No entanto. a generalizacao dos coeficientes reais dos polinOmios para coefi-
cientes intervalares passa a ter seu significado de um modo diferente como prop6e
Moore, na seguinte definicao:

Definicao 1.3.2 (PolinOrnio Intervalar) 0 PolinOmio Intervalar em I de gran
n, n E	 e aquele cnjos coeficientes sa-o intervalos reais e a varicivel e real ou in-
tervalar.

A representacao e dada por:

[p]( x ) :=
	 A ix = Ao + Ai x + A2 x 2 + • • • + An x n .

no caso de x E	 ou, para X E Z32 temos:

[P](X)
	

4iX 2 = Ao + A i X + A2 X 2 + • + AnXn.
i=o

Na realidade, [p](x) indica uma familia de polinOmios reais:
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a;.r a E Ai ,	 E I. = 0(1)n} .  

A expressao [p](x) e chamada de Fecho Polinomial Intervalar de p em
[MOO 79].

Como as operacOes aritmeticas intervalares estao bem definidas no conjunto
TR podemos definir a adicdo e a multiplicacdo	 de pohnOmios intervalares de
maneira analoga as operacOes correspondentes no caso de reais ou complexos.

Assim se:

[M(x) := E Aix
t=t)

[q]	 [q ]( x ) :=	 ixz
i=0

sendo	 a adicao de intervalos em T 2	 entao a definicao da adicao de polinOmios
intervalares e indicada por	 e temos:

[p]q; [q]	 [s](x) :=
	 (Ai ci	 = maxIn.ml	 (1.2)

=0

Analogamente, a multiplicacao de polinOrnios intervalares e indicada por E e temos:

m +n
[p]	 [q]	 [m](s) :=	 C kX k ,C k =	 Ai	 Bj	 (1.3)

	

k=0	 2+7=k

0 oposto do polinOmio intervalar .y] e indicado da maneira usual como:

n
— [I)]	 — .p1(x) :	 (-1)	 Ai x t	(1.4)

i=0

Definicao 1.3.3 (Relacao de Ordem entre PolinOrnios Intervalares) Sejam
n e 772 respectivamente os graus dos polin'Ormos intervalares [p] = [a n , 13„..jxn

3Th-1]x n-1 +	 + [at), 3o] e [q] =	 6,dxm +	 Sn-2,-11Xrn-1	 [7(01 6o]
onde m	 n. Entdo jp] c [q] se [ct i o3i ]	 [-yi ,bi ] para i = 0(1)n, se m = n, e para
i = 0(1)m .se in < n.

Teorema 1.3.2 A operacdo q;	 dada por 1.2 estd bem definida.
Prova: 0 polinOmio soma e o polinômio obtido pela adicdo dos intervalos

correspondentes aos coeficientes de igual potencia, conforme consta da expressdo
1.2. Como a adicdo de intervalos estd bem definida. assim tambem estd a funcdo

Teorema 1.3.3 A operacdo E dada por 1.3 estd bem definida.
Prova: 0 polinOmio produto e o polinOmio obtido pela multiplicacdo dos in-

tervalos correspondentes aos coeficientes tais que i	 j = k conforme consta da

3 esta notacdo i = vi(inc)v f significa que i varia de vi ate vf corn incremento inc e substitui
i = 0, 1 	  n, por exemplo.
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Sx 2 + 4x + [2, 3]
I	 I	 —12x

—8 x	 [2.3]

[1+41.215]

2x + 3
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FIGURA 1.1 — Esquema da Divisao em (a)

expressd o 1.3. Como a multiplicacdo de intervalos estd bem definida. assim tambem
estd a fungdo	 .

Seguindo o algoritmo de Euclides. de forma adaptada. para as funcOes polino-
miais intervalares temos alguns resultados semelhantes.

Exemplo 1.3.1 Para p(x) = 8x 2 + 4x + 2 e d(x) = 2x + 3 polinOmios reais temos
q(x), 4x — 4 e r(x) = 14

jp](x) = 8x 2 + 4x + [2.3] ou seja para a t) E [2.3] temos: [q](x) = 2x — 4 e
[r](x) = [14.15] donde:
p](x) = [q](x) • [d](x) + [r]x

Mostran,do o procedimento no modo esquemdtico usual temos os passos
intermedidrios na figura 1.1.

_p1(x) = 8.x 2 + [4.5]x + 2 e d(x) =2x + 3

[q](x) = 4x + [-4.	 [r](x) = [12.5, 14] e dai

[q](x) • (2x + 3) = 8x 2 + [4. 5]x —	 12_

[q](x) • (2x + 3) + [r](x) = 8x 2 + [4,5]x +
logo:
[q](x) • d(x) + H(x)	 [p](x)

Ve y o esquema na figura 1.2.

No esquema o simbolo q indica que a multiplicacdo de 4x por 2x + 3 ndo
realizada completamente, isto e, no caso de 4x por 2x. 0 motivo e a ndo

existencia do inverso intervalar para rnultiplicacao nem para a adiccio. este
resultado ndo seria nulo como e necessdrio para o processo. .4rbitramos.
entdo o zero.	 Caso esta operaciio fosse executada o zero pertenceria ao
resultado.

_p](x) = [8.9]x 2 + 4x + 2 d(x) = 2x 3
[q](x) = [4,1] x +	 34-, —4]	 A [r](x) = [14, _y_]
[q](x) • (2x + 3) = [8.9]x 2 +	 x +	 —12]

[q](x) • d(x) + [r](x) = [8.9]x 2 +	 2] x +	 -7 ]

logo: [q](x) • d(x) + [ r ]( x )	 [A(x)

jp](x) = 8x 2	[4,5]x + [2,3] d(x) = 2x + 3
[q](x), 4x + [-4,
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8x 2 +[4. 5]x +2 2x + :3
q —19 r 4x + [-4. 7/2]

[—S.-7]x +2
—[-12. —21/2]

[25/2. 14]

FIGURA 1.2 — Esquema da Divisao em (1)!

[r](x) = [12.5.15]
[q](x) • d(x) = 8x 2 + [4. 5]x + —1 9 —L

[q](x) • d(x) + [r](x) = 8x 2 + [4, 5]x +

	

Novamente. [q](x) • d(x) + [r](x)	 [p](x)

Se p(x) = p9x 2 + p 1 x + po e d(x) = di x + do e se urn dos p i E A i . temos que
p(x: y) e uma funcao de duas variaveis. Para p(x; y) = p2x

2
 + yx + po temos y E Al

e dal:
p(x; y)	 d(x) = P-- • x +	 d°P2d i	 di

e .r(x; y) = po — do (d'ji	
clop 

onde x e y sao as variaveis reais e p2 , po, do e d 1 sao constantes reais.
Observacao 1: Seja I(q; x. A i ) a imagem de q(x; y) para y E A 1 , seja Q(x; Ai)

a avaliacao intervalar de q(x; y), entao pela propriedade da inclusao 1.2.2 temos:

I (q: x, A l ) C Q(x; Ai)
I (r; x, A i ) C R(x; Ai)
I (p; x. A 1 ) C Q(x; A 1 )	 d(x) + r(x; A1)

onde R(x; A l ) e a avaliacao intervalar de r(x; Ai)
Observacao 2: As consideracOes anteriores sao validas se todos coeficientes

sao intervalares e daf:

I (q; x. Ao, A 1 , A 2 ) C Q(x: Ao, A1, A2),
I (q; R. Ao, A 1 , A 2 ) C R(x; Ao, A1, A2).

Observagao 3: Generalizando: se para n, m E

[p] ( x ; Ao, Ai 	 An)
[d](x; Bo. B1 	Bm) m < n

indicam funcOes polinomiais intervalares entao

,P1(x; Ao, Al,	 Ar) C [d](x; 	. , Brn) • [CI. ; Ao, 	  An . Bo,	 )

	

+H(x; Ao, A i , 	 4, Bo, 	  Bm).

Deste modo, podemos dividir urn polinOrnio _p] por outro [q] de modo que
sigamos o algoritmo de Euclides adaptado, conforme exposto anteriormente.
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Teorema 1.3.4 (Propriedades Basicas) Sejam	 e C respectivamente a adi-
ccio e multiplicacao de polinOmios intervalares em 	 Entdo. para [p], [q] e [r]
polinOmios intervalares em ZR valem as seguintes propriedades:

Comutatividade

(a) [p] q4 [q] = [ q ] 	 1p]

b ) [p]	 [q]	 [q]o [p]

.4ssociatividadc

([p] ER [CEP [r]	 [p];, ([q] ER [r])

([p] E [q]) 	 [r]	 [p]o ([q]	 [r])

Elemento Neutro:

(a) 3![0] E z 2 , o polinOrnio intervalar nub° , tal que (V[p] E Z 2 )4]1;4 [0] =
[0]E [p] = [p]) . onde [0] = [0.0]x°.

(b)3![1] E /R . o polinomio intervalar constante. tal que (V[p] E ZJ )(
	

[ 1 ] =

	

[p] = jp]).	 onde [1] = [1.1]x°.

( a ) [ 0 ] -C [I)] -

(b ) [1] C jp]ljp] onde 0	 .13i•

.5. Subdistributividade

(a) p]0 ([q] 	[r]) c [p]	 [q] 	 [r]

(b ) a • ([0; [q]) =	 • [p]Q a • [q]. onde a E	 .

1.3.2 FuncOes Polinomiais Intervalares

A funcao polinomial real de uma variavel real x e de grau n. n E	 e n + 1
constantes reais a i . i = 0(1)n e assim descrita:

	

p:	 --+

	

x	 p(x) = ao	 a i x + a 2 x 2 + • -Jr anxn = EL() ai x2 -
	 (1.5)

A funcao polinomial complexa e analoga a funcao real e temos a variavel e as
constantes complexas. Usualmente a variavel complexa e indicada por z ou w e a
funcao e assim anotada:

p:	 C	 C
z	 p(z) = ao	 a i z	 a9z 2 + • • + an 7n -

	 (1.6)

A funcao polinomial pode ser definida para mais de uma variavel. 	 No caso
de duas variaveis reais x e y, a funcao polinomial de grau 2 tern sua expressao da
seguinte forma:

p:

( x .	 p(x, y).
	 (1.7)
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onde p(x.y) = a2x2y2 aixy 2 aoy 2 b2x2y b i xy + boy + ox 2 + ci x + co e dal:

n

p( x , y) =	 aix1
z=o

n

\ i=o	 /	 =0

Considerando o caso de uma variavel. a funcao polinomial intervalar da
variavel real x. de grau n, n E	 pode ser definida de maneira analoga.

Definicao 1.3.4 (Funcao Polinomial Intervalar) k a funcdo que pode ser dada
na seguinte forma:

jp] :	 —>
x	 .Pi(x) = Ao Aix + A 2 x 2 + • • + Anxn,

(1.8)

wide as constantes A i , i = 0(1)n silo intervalos reais. 	 ou seja. Ai E	 ,x E
enE Ar.

Esta funcao se enquadra no tipo 3 da classificacao vista em [NIC 71] que
resumida no seguinte:
FuncOes de Imagem Real

:
f :

FuncOes da Imagem Intervalar
f :
f :

Os dois primeiros casos säo funcOes reais e a variavel pode ser intervalar on
real. Os dois tiltimos sao funcOes intervalares e a variavel pode ser intervalar ou real.

No caso da variavel intervalar. temos o tipo 4. assim representado:

[P]
[13](X) = Ao A iX A 2 X 2 	•

	 (1.9)

No caso da expressão 1.5 on 1.6 o esquema de Horner dado por:

ao + x (a l + x (a 2 + x(a 3 + x(• • a n x)) • • •)	 (1.10)

fornece urn procedimento que permite avaliar p(x) corn um nilmero menor de mul-
tiplicacOes do que na expressao usual. pois,

ao + a i x + a 2 x 2 + • • • + a n x n = ao + x(a i + x(a + x(a 3 + x(• • • anx)))).

No caso 1.8 o esquema de Horner pode ser aplicado, pois para A, B E Z e

aER e valido que a(B + C) = aA aC

Teorerna 1.3.5 .4 fungi° polinomial intervalar da variavel real x, de grau n, n E Al
e dada por:

Ao + x ( A i	 x ( A2 + • • • + x(An _ i + xAr,)) • • •) .

No caso da expressao intervalar de 1.9 o esquema de Horner fornece o seguinte
resultado:

Ao + X (Ai + X (A2 + • • X(An_i + AnX)) • • .) C Ao+A4 X+• • •+AnXn-i+An.Xn.
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onde X n .= X • Xn-1 e X 2 = X • X.
lima forma de tentarmos diminuir o diametro do intervalo finale avaliar as

potencias de X =	 x2] da seguinte forma:

[41 ,4 se x1 > 0 ou se n é impar
X' =	 [4. , x 711 x 2 < 0 e n par{

[0.1x1 n] 0 E X, n par.

Do mesmo modo que urn polinOmio complexo se refere ao caso dos seus coe-
ficientes serem complexos ( consequentemente a variavel e complexa) urn polinOrnio
intervalar se refere a imagem da funcao intervalar da variavel real ou intervalar. isto
é. dados pelo caso 1.8 ou 1.9.

1.3.3 Zeros de PolinOrnios Intervalares

No conjunto dos reais. ou dos complexos. o problema da resolucao de equacOes
esta fundamentado pela teoria algebrica dos corpos. No caso de equacdes inter-
valares, no conjunto dos intervalos. nao temos as mesmas propriedades de urn corpo
e. portanto. a resolucao das equacdes nao e a mesma.

Temos. neste caso. duas abordagens para delinear solucöes. para este problema:
Procurar o intervalo que satisfaz a igualdade usual de Moore:
Usar a relacao de aproximacao. que sera definida a seguir, para generalizar

a i gualdade de Moore 4.
Se temos, por exemplo. a equacao intervalar de grau 1 dada por:

[5. 7].	 (1.11)

podemos "resolve-la" das seguintes formas:
Usando a definicao de intervalo de Moore. equacionamos:

2 + 27 1 = 5 A 3 + 1' 2 = 7

que resulta em x 1 = 3, e x 2 = 4 gerando urn intervalo de Moore valid°. Temos entao
o intervalo x = [3. 4] que satisfaz a equacao dada.

Neste enfoque. nem todas as equacOes intervalares. mesmo as do primeiro grau.
possuem solucao. pois, por exemplo a equacao [3,8] + x = [-3, 4] nao possui urn
intervalo solucao que mantenha a igualdade usual e o conceito de intervalo.

Podemos propor, por outro lad°, que a equacao dada em 1.11 modela um
problema para o qual desejamos saber qual o conjunto de valores de x que satisfazem
as equacOes : a + x = b onde a E [2, 3] e b E [5. 7]. Neste caso. podemos ter a equacao
3 + x = 5 que esta no universo de definicao do problema. mas. cuja solucao x = 2
nao esta no intervalo-solucao de Moore. Tal pode ser resolvido usando a abordagem
a seguir:

A relacao de aproximacao, e assim definida:

4 Falamos de intervalo de Moore ou tambem em metrica de Moore para designar a abordagem
classica do conjunto dos intervalos corn a metrica de Hausdorff. dada pela distancia intervalar.
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Definicao 1.3.5 (Relacao de Aproximacao ) Seja dada a estrutura de ordem
(I 	 I), que determina um conjunto parcialmente ordenado e completo: ou seja
um cpo. 5 Para N. Y E	 temos que X aproxima Y. o que e indicado pm- _V E Y,
se e somente se Y C Y.

Podemos interpretar NE Y. em termos de qualidade de informacao. como
senclo X - pior" que Y e consequentemente Y - melhor - que X. Por exemplo. se
queremos aproximar entao dizemos:

[3.0. 3.5] E [3.14.3.15] E [3.141, 3.142] E [3.1415.3.1416]

ou seja. o primeiro elemento da seqiiencia tem menos ou tanta informacao significa-
tive a respeito de 7 quanto o ultimo. que d o melhor da seqiiencia para aproxima-lo.

Definigho 1.3.6 (Relacao de Aproximacao em x: Ex ) Seja o cpo (IR E
,	 Dados A. B E Z 2 , dizemos que des estdo relacionados, para xER e deno-
tamos a relaciio por A	 B se somente se

,-tEx A BE x.

Dizemos entao A e B aproximam x. Como esta nova relacao possui as mes-
mas propriedades de uma relacdo de equivalencia(refiexividade, simetria e transi-
tividade) e generafiza, o conceito da igualdade de Moore. temos uma nova estrutura
intervalar (2-R	 corn as propriedades algebricas correpondentes a de urn corpo.
ver [CLA 93] e [KOR 94].

Usando a nova relacao de aproximacao e substituindo a equacao dada por:

[1 3] + x	 [5. 7].

temos entao
x = [5, 7] — [2, 3] <;	 > x = [2,5]

onde a = h — a. Agora, 'via E [5. 7], Vb E [2, 3], entao N = [2.5] contem todas as
solucOes das equacOes desejadas.

A seguinte definicao configura uma abordagem semelhante.

Definicho 1.3.7 (Zero de urn PolinOmio Intervalar) Dado um polinOmio in-
tervalar _p] =	 o Zero Intervalar de [p] e dado por

N = fxdp(xi) = 0 A p(x) E [p]}
	

(1.12)

Neste sentido o zero intervalar e dado efetivamente por um conjunto.
Neste trabalho, vamos considerar como solucao de uma equacho poli-

nomial intervalar ao conjunto de todas as solugOes possiveis de todas
equagOes polinomiais reais ou complexas p(x) = 0 que pertencem a familia

'do ingles "complete partial order". onde L representa o menor elemento que e [—co, -Poo].
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1.4 PolinOmios de Hurwitz

Na Teoria de Controle em En genharia Eletrica e muito freqfiente a necessidade
de decidirmos se urn dado polinOmio possui a parte real de suas raizes. todas elas.
negativas.

Seja p urn polinOmio dado por p = an x n • • a i x + a0.

Definicao 1.4.1 Se todo.s os zeros z i de um polinOrnio p estdo no semiplano es-
querdo. isto e, Re (zi ) < 0. entdo p 6 um polinOmio de Hurwitz. ou polinOmio estdvel.

Em vez de calcular todos os zeros e avaliar a parte real podemos usar o teorema
a seguir, cuja demonstracao esti. em [G AN 59].

Teorema 1.4.1 (Criterio de Hurwitz) 0 polinOmio p e de Hurwitz se e so se

Dk > 0. Vk = 1(1)n onde:

D1 = a l . D2 =

a l
a ()

a l	a3
ao	 a9

a 3	a5
0 2	a4

Ds=

a2k-1

a2k-2

a l
ao
0

a 3	a5
a 2	a4
a l	a3

(1.13)
0	 a1	 a	 •	 a2k-3-1	 -3

Dk = 0	 a ()	 a2	 •	 a2k-4

0	 0	 ak

Estes determinantes sac) chamados de determinantes de Hurwitz. Outro
fato importante e dado em [HEN 74] corn o prOximo teorema.

Teorema 1.4.2 0 polinOmio p e de Hurwitz se e 50 se qi (x) e dado por qi (x) =
corn	 > 0 para i = 1(1)n — 1 onde qi (x) sdo obtidos da sequencia de Sturm para

fü ( X = an x n — an _9x n-2 an--4e-4 — an-se -6 + • • •
fi(x ) = an_ixn-i — an _ 3 x n-3 + an _ 5 x n- 5 — a n _ 7 x n - 7 + •

fo( x ) = g1( x )fl(x )	 f2(x)

fl( X ) = g2( x )f2(x )	 f3(x)

(1.14)

(1.15)
fi _ i (x) = qi (x) • fi (x) — fi+i(x)

fm-1(x) = qm( x ) • fm(x)

Em [TRE 90] e desenvolvido um algoritmo algebrico eficiente para determin-
armos se p e ou nao de Hurwitz que usa mais dois fatos importantes:

1) A soma dos coeficientes de p, F = Ein_o a i deve ser maior que os coeficientes
extremos. Ou seja: se p é urn polinOrnio de Hurwitz entao:

ver [BEA 91]
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2) 0 use de uma versa() melhorada do algoritmo de Euclides baseada em sub-
resultantes.

A melhoria desenvolvida no algoritmo de Trevisan e a seguinte:
Seja {p i } definida pelo al goritmo de Euclides como na secao 1.6 onde os valores

iniciais sao dodos por:

Po( x)
fo(%/) se n e par
fokii) • •Vi. se n e impar

(1.16)

MN/I- )	 se n e par
p (x) =

fi (vx)vx	 se n e impar.

0 algoritmo de Trevisan e o seguinte:
Hurwitz(p); p = 77_0 ail.'
HO: Se para algum i, i 0(1)n, a t < 0 entdo retorna -FALSO"
Hl: L	 7i 0 ai
112: se n e par entdo B - 2n/2 N/a0an e vai para H.4

sendo B	 9(n+1)12 vaoan

se L < B entdo retorna "F.4LSO"
(n+1)12 — an_2x(n+1)12-1sencio po = anx

Pi =	
,,(n-1)/2	 an_3x(n+1)/2-1

control = (n — 1)/2
vai para H5

Se L < B entdo retorna "F4LSO"
sendo po = anxn/2 an_7xn/2-1 

—= a n-i xn12 —
control = n/2

p2	—Remainder (po; p i )s
control 4-- control — 1
se deg(p2 ) = control ou (ec(p2 ) < 0) entdo retorna F.-ALSO

H7: se control = 0 entdo retorna VERDADEIRO
sendo po

--- P2

vai para 115.

Exemplo 1.4.1 Seja p(x) = 2x4 5x3 10x2 + 10x 4, n = 4
HO: Vi, ai > 0

= 2 3 10 10	 4 = 31
H2: B = Va0 a 4 =b V:72 11.3
1 1.1: Logo L > B

po = ci4 x 2 — a 2 x ao = 2x 2 — 10x 4
= a3 x 2 — a i x = 3x 2 — 10x

control = 2
H5: p2	 esto(po, Pi)	 pz = +6x — 4

control = 1 H6: (deg s (p2 ) = 1	 2 — 1 ou ec(p2 ) < 0)? Falso!
H7: control = 0? Falso!

6 funcao que da o resto da divisao de po por pi.
funcao que retorna o coeficiente de mais alta ordem.

a n _,,x n / 2 - 1 + • • •

(1.17)
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entd o

Po = 5x 2 — 10x
pi = Gx

p2 = 10x control = 0
(deg(p2 ) = 1	 0 ou ec(p2 ) < 0)? Falso

H7: (control = 0)? VERDADEIRO! 	  p e polinOmio de Hurwitz

Exemplo 1.4.2 New vamos fa:er agora todos os passos:

p ( : ) =	 + 7: 3 + 21: 2 + 31: + 20

hurw(p)=true

p ( : ) = z 5 + + 5: 3 -H 7: 2 + 4: + 8

hurw(p)=false

p ( : ) =	 + 2: 3 	:2 +	 + 1

hurw(p)=false

p(z)=1z 4 + 4: 3 + 9: 2 + + 5
a 4	 a3 a '> =2 1 ao

Para exernplificar o eriterio de Hurwitz. vejamos:

D i = 8 D9
a1 a3
ao

8 4
5 9

= 62 > 0    

D3 =

8 4 0
5 9 1
0 S 4

= 144    

8 4 0 0
5 9 1 0
0 8 4 0
0 5 9 1   

D4 = = 1 •
8 4 0
5 9 1
0 8 4

= 144         

Corn isso encerramos a parte introdutOria corn os resultados basicos e principals
notacifies para os demais capitulos do trabalho.

No prOximo capitulo faremos uma revisâo geral do problema da separacao dos
zeros de polinOmios no caso real e complex°. indicanclo primordialmente as maneiras
algebricas de resolve-1o.



Capitulo 2

Localizacao e Separacao dos Zeros
de PolinOmios

As primeiras informacOes sobre os zeros de polinOmios numa certa regiao. sao
em geral. dadas na enumeracao.

Enumerar os zeros de urn polinOmio real ou complexo e dizer quantos
zeros ele possui numa certa regiao delimitada.

Se a regiao for todo piano complex° entao a solucao é dada pelo Teorema
Fundamental da Algebra, on seja. o ntimero de zeros do polinCimio. contando a
multiplicidade de cada urn deles, e igual ao valor do seu gran.

Se as regiOes forem delimitadas por um circulo. retangulo ou semiplano temos
solucOes baseadas nos resultados de Schur-Cohn, [HEN 74], [SCH	 Wilf. [WIL 78]
e Routh, [HEN 74]. No caso mais geral. de regiOes delimitadas por uma curvy
de .Jordan (fechada e simples) a solucao e dada pela aplicacao do Principio do
Argumento da variavel complexa. Na figura 2.1 temos os casos das regiOes de
procura possfveis. que estao hachuradas.

Quando a pesquisa se restringe as raizes reais temos que o ntimero delas num
intervalo real e dado pelo teorema de Sturm, 2.1.8 que sera visto na seccao 2.1.3.

ApOs a enumeracao. temos a etapa chamada de Localizacdo dos Zeros. Lo-
calizar os zeros dos polinOmios e determinar limites ou cotas para de

3:3

FIGURA 2.1 — RegiOes de Pesquisa de Zeros



34

limitar a regiao inicial que contem todos os seus zeros. Esta regiao. por-
tant° deve conter todos os zeros e ser ao mesmo tempo a menor possivel.

resultado da separacao ou isolamento dos zeros de polineimios reais
ou complexos consiste num conjunto de regiOes disjuntas onde cada uma
contem urn dnico zero e cada zero pertence a uma regiao do conjunto.

Ha diversas solucOes da enumeracao e localizacao e serao resumidas neste
capitulo.

2.1 Enumeracao dos Zeros

2.1.1 Principio do Argumento

Principio do Argumento e visto dentro do estudo da integracao de fun-
cOes complexas e e em Ultima analise uma aplicacao do Teorema do Residuo para
a derivada logaritmica. Seja f uma funcao analltica que nao e identicamente nula
numa regiao R, entao a derivada logaritmica de f é dada por	 f. As singularidades
da derivada logaritmica ocorrem nas singularidades isoladas de f.

Teorema 2.1.1 (Principio do Argumento) Seja dada uma fungdo f analitica
numa regido R, conexa e simples. Seja F uma curva de Jordan orientada positi-
vamente e que nao passe por nenhum zero de f. 0 wtimero de zeros no interior de

cada zero contado corn a sua multiplicidade. e igual ao rrdmero de voltas que a
imagem da curva f(F) faz em torno da origem.

Prova:
mimero de voltas da curva f(r) esta relacionado corn a variacao da funcao

argumento de f. Seja p(z) urn polindmio complexo corn q zeros no interior de F e r
zeros fora de F. entao:

P( Z ) = adz—	 — ,:2) • • • (Z:	 -;,4)	 -7:7+1	 • •	 — zn

q vezes

Como para z, w EC temos 0 = arg(z) e = arg(w), entao z = zl(cos 0 i sen0)
e w = Ittd(COS	 i send') e z • w = jzf jud[cos(o + 0)	 i sen(O	 d')]. logo
arg(z w)	 arg(z) + arg(w).

Logo.

arg(p(z)) = arg a n E arg(z — zj)	 E arg(z — zi).
3=1

A medida que z percorre F no sentido anti-horario o valor de arg(z —zi ) cresce
por 27r quando 1 < j < q mas o mesmo nao ocorre quando q < j < n. Tal pole ser
visualizado na figura 2.2, onde z 1 e urn zero no interior da curva F e z,., e urn zero
externo a curva.

Enquanto z passa de za para z b , o arg(zb — z 1 ) e maior que arg(za — z 1 ) e assim
sucessivamente ate ultrapassar arg(za — z i ) por	 Ja quando z passa de za para
z b , arg(zb — zn ) e menor que arg(za — zn ). arg(z — zn ) aumenta quando z passa por
z, e torna a diminuir, nunca ultrapassando 27r.
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FIGURA 2.2 — Variacao do Argumento: z i e sao zeros

Resumindo temos:
_	 1	 f'(z)  d_

q27 r f(z)

ou ainda
q	

1
= 77--Grarg(p(z))

onde Ararg(p(z)) indica a variacao do argumento de p(z) e pode ser dado por:

arg(z) = Arctg–,

Im(p(z)) se z = a + bi entao. tan arg(p(z)) = Re(p(z)) .
Assim o I-Eimer° de zeros de p(z) que pertencem ao interior de r. cohtando

suas multiplicidades e dado por N. onde

N	 1 f27 r f (z)
	 (2.1)

lima forma algoritmica para contar o ntimero de voltas que p(F) faz em torno
da origem e analisar o nilmero de vezes que p(z) troca de quadrante quando z
percorre r. Tal ideia foi desenvolvida por Collins e Krandick [COL 92] e e util. nao
so para enumerar como tambem para separar os zeros.

2.1.2 RegiOes Circulares

A enumeracao em regiOes circulares e dada pelo algoritmo de Schur-Cohn.
Neste algoritmo determinamos o nrimero de zeros que urn polinOmio real ou complexo
tern no interior do circulo unitario.

Definicao 2.1.1 (PolinOmio Reciproco) Dado urn polinOmio p, o polinOrnio re-
ciproco de p e dado por:

p*(z) = p(11z)

Lema 2.1.2 Seja p urn polinOmio de grau n > 0. ndo identicamente nulo. coin
zeros z 1 ,z2 ,... ,z, incluindo os multiplos.	 0 polinOmio reciproco	 e urn polinOmio
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de grau n, corn zeros z i7 = 1/: k . k = 1(1)n. Se o ponto 0 e um zero entdo 1/0 := oc.
into e. e atribuido a 1/0 o valor oc.

Sens coeficientes podem ser determinados pelos conjugados dos coeficientes de
p( na ordem inversa. ou seja. se

p(z) =a,z" a n _ 1 z n-1 +	 a2z2 +	 ao n > 0.

entao o polinOmio reciproco e dado por:

p'(z) = Tioz a +	 +	 -an-1z	 (2.2)

Definicao 2.1.2 (Transformada de Schur) Seja p(z) um polinOmio de graun > 1,
a transformada de Schur e um polin g mio de gra y n — 1 que e dado por:

T(p(z)) = dop(z) — anp-(z)
= Erk'.: (1) (Tio a k —	 )zk.

A transformada de Schur de urn polinOmio de grau zero e o polinernio nulo.
Alem disso.

T(P(0)) = Joao — ana, = la 0 2 —

que e sempre um ntimero real. Esta transformada pode ser aplicada repetidas vezes.
r(p),r(p).... ou seja.

	

T k (p(z)) = T(T k-1 (p))	 k = 2(1)n.

A transformada T k (p) e urn polinOmio de grau n — k +1 mesmo se o coeficiente
a () é nulo. Denotamos entao por -7k tal valor:

yk •= Tk (P(0)) k = 1(1)n.	 (2.4)

Teorema 2.1.3 Seja p urn polinOmio de gray n, e p 0. Todos os zeros de p estdo
fora do circulo unitdrio j_zi < 1 se e sornente se -yk > 0, e k = 1(1)n.

Teorema 2.1.4 Seja p urn polinOmio de grau n. Sejam os ntimeros 7k definidos em
2.4 satisfazendo a condicdo de -yk	 0, k = 1(1)n. Se para aqueles indices k para os
quais -yk < 0 sdo denotados por k3 ,	 j, j	 1(1)m onde k1 < k2 <	 < km,
entdo o nnmero de zeros h(p) satisfazendo	 < 1, contando a multiplicidade e dado
por:

m

h(p) =	 —1)J- (	 1 — k3 ).	 (2.5)
j=1

	Outro modo de calcular h(p) e considerar que E;"_1(-1
	

1) vale zero ou
n T 1 de acordo corn a paridade de m. Temos entao

h(p)	 E 7,11( —1 ) Jk •	 se m par,
n + 1 + Er_ 1 ( —1) 3 ki	 se m Impar.	

(2.6)

0 algoritmo de Schur-Cohn, portanto. calcula as seqiiencias das transformadas
de Schur e o valor de h(p).

(2.3)
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Tal seqiiencia, é determinada por:

fi+i( z ) = .f,(z) - /72 ,-Fii7( )	 a = 0(1)11 — 1	 (2.7)

(5)

— n-)` f !' (	 o polinOmio reciproco de li(z) e
(0) 

= p(z). Assim:7z
0

it

ai	 .	 (2.8)

Se todos os -/k sac, nao nulos. enumeramos os zeros de p(z) no circulo unitario.
ntimero de zeros de p(z) num circulo arbitrario. isto é, corn centro em a e

raio r pode ser determinado pelo nUmero de zeros que

q(z) = p(a + rz)	 (2.9)

tern no interior de circulo unitario.
No trabalho de Maria Angelica. ver [BRIT 94]. é apresentado urn algoritmo

baseado em processamento algebrico que implementa o calculo dos coeficientes de
fi+i usando a parte primitiva.

Definicao 2.1.3 (Parte Primitiva) Dado urn polinemio p(x) =	 o a i a parte
primitive e definida e anotada por:

	

PP(P( x )) := 
p(x)\•

MuC( ai)

mdc(a i ) indica o maximo divisor comum dos coeficientes ai.
importante notar que se dividirmos os polinOmios fi (z) por uma constante

o sinal de y nao se altera.
Em Schelin [SCH 83] e mostrado que o teste de -yk pode ser substituldo pelo

teste de 1m; > 1 para quando fi (0)	 0. Temos assim. o seguinte algoritmo para
enumeracao de zeros de urn polinOmio real ou complexo no interior de uma regiao
circular.

Algoritmo Algebrico de Schur
entrada {p, zo,r}
f [0] -= PP(/), zo	 z)
front = false
m = 1

5. for j=0 thru n — 1 do
5.1	 (for k=0 thru n-j do

fr [i] = fr [i] + f[i] *
m[j + 1] = a(3)
if	 + 1.]1 > 1 then (ki[rn] = j + 1,m = m + 1)
f[.' +1] = f[i] - rn [i +	 *
if arn = 0 then ({ saida:"Pode haver zeros na fronteira"},

front=true )

+ = PP(f + li)
5.2	 if (front=false) then ( if (m — 1) e par then h	 E i7_ 1 (-1) k ki[k]

onde +1
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else h = + 1 + E km._ 1 k [k])
else ( pode haver zeros na fronteira").

6. fim

2.1.3 RegiOes Retangulares

As regiOes retangulares sao casos particulares onde aplicamos o principio do
argumento e neste caso as variacOes em arg p(z) podem ser obtidas contando os polos
(saltos) da funcao Im(P(z)) quando z percorre urn retangulo R. Quando p(z) cruzaRe(p(z))
o eixo imaginario. no sentido anti-horario. a tan arg(p(z)) salta de oc para	 A
contagem dos saltos e dada pelo indice de Cauchy.

Definicao 2.1.4 (Indice de Cauchy) Seja p/q uma funcdo real rational e [a. /3]
urn intervalo real. 0 indice de Cauchy e dado pela diferenca entre o ndmero de
pontos em [a. 3] onde p/q salta de 	 para oc e o nrimero de pontos onde p/q salta
de oc para —cc.

Esta definicao e complementada pelo se guinte teorema.(ver [MAR -19]) onde
temos uma regiao definida pela fronteira anotada por SR.

Teorema 2.1.5 Se SR : z	 z(x).a < x < 3 e uma curva simples e fechada e p
urn polinermio definido sobre SR. entdo

VsR arg p(z)	 —7.1.31m(P)
Re(p)•

Se SR e urn poligono de m lados. cada lado j de SR pode ser mapeado no
eixo x atraves de uma transformacao adequada gerando o polinOmio dado por

= p(ta(z)). As transformacOes sera)3 vistas em 2.2.7 na equacao 2.22. Deste modo

V6R arg(P(Z)) = —
=1

o Im(pd) 
Re(P7)

onde m e o ntimero de lados de SR e 1 e o comprimento do lado j.
0 trabalho de Will ([WIL 78]) junta estes resultados no seguinte teorema:

Teorema 2.1.6 Seja p urn polinOmio complexo sem zeros na fronteira de uma regieto
poligonal de m lados. Entdo no interior de R o nrimero de zeros de p e exatamente:

0 Im
N	 — 	 I	 (2.10)

2	 12 

Re(pi)

(pi)*

Definicao 2.1.5 (Seqiiencia de Sturm) Seja fi (x), f2 (x),. , fm (x) uma seqiien-
cia de polinOmios reais. Esta seqiiencia e chamada de seqdencia de Sturm num
intervalo aberto (a. b) onde tanto a como b podem ser infinitos. se

fm (x) ndo se anula em (a.b):
em qualquer zero de fk (x), k = 2(1)m — 1 as duas fungi:3es adjacentes ndo

set° nulas e tern sinais opostos, isto

fk- i (x *) • fk+i (X < 0.
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onde x- e urn zero de fk:

(3) e	 ( a )	O. f1( b ) -7=L O.

Indicamos por 1,7 (x 0 ) o ntimero de mudancas de sinal de fi (x 0 ). onde os valores
nulos sao ignorados. Se a = x entan V(a)) é definido por V(a e) onde e e tal que
nenhuma fi se anula em (a. a e).

Seja pi a seqiiencia gerada pela aplicacao do teorema de Euclides. para os
polinOmios po e p i de modo que seja p2 o resto da divisao. Assim temos:

Po( x ) =	 qi(x) • Pi( x ) — p2(x)

Pi( x ) =	 q2( x ) • p2( x )	 p3(x)

Pk-1	 qk(X) • Pk( X )	 Pk+1(X)

• •

Pm-1 =	 pm (x) • pm (x) e

Pk+1	 —resto (7'=1--)
Pk

0 polinOrnio pm, (x) e nao nulo. Se pri,(x) nao e constante. uma inducao mostra
que pm (x) é fator dos polinOrnios anteriores.

Teorema 2.1.7 Sejam po e p 1 doffs polinemios reais diferentes do polinOrnio nulo e
sejam pi , p2 	 	 os polinOmios gerados pelo algoritmo de Euclides. Os polin6mios

fk =	 k = 0(1)m formam uma seqiiencia de Sturm para qualquer intervalo [a,b]
tal quo po(a) • po(b) � 0.

Teorema 2.1.8 (Sturm) Sejam pa e p1 doffs polinOmios reais diferentes do poliniimio
nulo e seja a seqiiencia {pk } gerada de po e p1 pelo algoritmo de Euclides, seja V(x)
o niimero de mudancas de sinal na .seqiiencia {p k (x)} k . Entdo para qualquer a e b,
a < b e p(a) • p(b)	 0, o indite da Cauchy e dado por:

= V(a) — V (b).	 (2.11)
po

A prova esta em [HEN 74] e [RAL 65]. A partir deste resultado temos urn modo
operacional de dizer exatamente quantas rafzes reais, agora distintas, temos num
intervalo real [a. b]. Tal procedimento pode ser usado para separar recursivamente
os zeros reais de urn polinOrnio real em [a, b]. onde a seqiiencia comeca corn fo = p(x)
e f1 = pi (x).

2.1.4	 RegiOes Semiplanares

Se a regiao a ser pesquisada e urn semiplano temos o teorema de Routh.

Teorema 2.1.9 (Routh) Seja dado um polinomio p de grau n, tal que p(z) =
pi (z)	 ip2 (z) onde p1 e P2 sdo polinOmios reais, sendo 739 nao nulo e tal que nao
tenha zeros reais,	 tendo p. n 1 zeros (contando as multiplicidades) no semiplano
superior do piano complex° e n 2 zeros no semiplano inferior. Seja V(x) a variaccio
de sinal obtida no ponto x para a seqiiencia de Sturm iniciada corn p i e p9 onde

< x < oc. Enteio,
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FIGURA 2.3 — As Diversas Cotas

-[n V(oo) — ( — cc )]

1
n 2 = -.5 [n — V(cc) + V(-00)].

Com o use de transformacOes podemos determinar o ntimero de zeros em semi-
pianos horizontais ou verticais arbitrarios.

2.2 Separacao dos Zeros de PolinOmios Reais
ou Complexos

Para separar ou isolar os zeros partimos do processo da enumeracao e a seguir
repartimos a regiao inicial em outras que sao novamente avaliadas pela enumeracao
ate que tenhamos regiOes disjuntas coin urn so zero. Se a regiao for circular podem
surgir problemas corn a subdivisao do cfrculo original. pois em geral a subdivisao
comeca com uma biparticao e neste caso a biparticao nao produz dois outros circulos
disjuntos. No trabalho de Brunetto. ver [BRU 94]. e feita a analise e a comparacao
dos resultados, pela separacao das rafzes a partir de discos e de quadrados.

Se desejamos isolar todas as rafzes de p(x) = 0 entao precisamos delimitar
primeiro em que regiao fechada estao todas as rafzes. Para isso calculamos as cotas
das raizes. em geral, por um processo que fornece uma cota para as rafzes positivas.

As cotas para as rafzes negativas sao obtidas pela transformacao dada pela
cota positiva do polinOmio transformado pt :

pt(x) = p(—x).

No caso das rafzes complexas podemos determinar o raio de urn disco. cen-
trado em (0. 0) que contenha todas as rafzes complexas e conseqiientemente as reais.
Usando a transformacao p(11x) podemos determinar urn anel que contem todas as
rafzes. Assim as regiOes a serem determinadas sao vistas na figura 2.3 onde ci e cs
sao respectivamente a cota inferior e superior. cin. can cip csp sao as cotas negativas
e positivas das rafzes reais; ce e ci sao as cotas externa e interna que delimitam o
anel.



jaal al z + n-1 a n Iz n = 0.

Ver a prova em [MAR 49].
Assim

Ip(z)1	 lard z n 1 — (1(1 0 1+ ja,Hz.!	 +
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Ha dezenas de maneiras diferentes de calcular estas cotas e que geram resulta-
dos diferentes, ver [MAR 49] e [COL 771. Tambem ha diferentes maneiras de avaliar

resultado desses processos. que podem incluir o tamanho do intervalo gerado. a
complexidade tedrica de tempo ou a menor cota superior.

Cauchy estabelece o seguinte resultado:

Teorema 2.2.1 Todos os zeros do polinOmio p(z) = a () + a l .z	 an_i -1

a	 a n	0. estdo num circulo 1z1 < r. onde r e a raiz positiva da equaccio

entao o seguinte processo iterativo converge para a raiz de maior modulo. caso ela
seja real. A cota de Cauchy. para urn polinemio p(x) e dada por 3 tal que toda raiz
a satisfaz:

l a l	 13,

onde 3 = dim x k e onde x k e dado por:

xk =   n-1 _L
1 k-1 -1- 

an-2 n-2
x k-1 + • • +

al
xk-1+

ao
an an  an an       

corn k = 0(1)oo.
cota seguinte e a de Fujiwara. ver [FUJ 16] e e tambem citada em Davenport.

como cota de Cauchy. ver [DAV 88].

{H < 2 max       
1/2   1/3   1/n      an-9  an_3   ao

an
(2.12)                

an   an   an                  

Esta cota pode ser determinada calculando

1 =
1<n Aa

max 
0

[(log2
,_i �

entao, uma cota superior e dada por

b = 91+1 (2.13)

Esta cota e interessante por ser uma potencia de 2. fato que e usado no algo-
ritmo da subdivisao de lispensky Modificado e outros.
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2.2.1 Metodo de Pinkert

Seja A urn polindmio complexo. 0 metodo de Pinkert e baseado nos teoremas
de Routh e Sturm. A ideia geral é dada em [PIN 76]. Sejam dados:

	

(W) =	 E a
3 .o.3 par

n

	

•2(to =	 E 
a

j=1,:j impar

isto é. Ai (w) e a parte real e A 2 (w) e a parte imaginaria. Seja

H = mdc(A i (w), A2(w))•

Se a e zero de A(w) entao A 1 (a) e A 2 (a) sao reais e a e raiz de H. Ao dividirmos
A(w) 1 por H obtemos urn polindmio sem zeros reais. que sera denotado por P. A
este polindmio aplicamos o teorema de Routh, que permite saber o 'Rimer() de zeros
nos semiplanos superior e inferior.

Para separar os zeros nos quadrantes. isto é. juntar as informacOes dos qua-
tro semiplanos. usamos transformacOes que geram polinOmios cujas raizes sao os
quadrados das raizes de .4(w).

Teorema 2.2.2 (Pinkert) Seja A urn polindmio de uma varidvel, sobre o corpo
dos complexos de gran n > 0. 0 polindmio A e dado por A(x) = En a x3 =3 .0 3

an fl .7=1 (x —	 corn ai E C. j = 1(1)n. Sejam Al (x) =Ejn.=0, par ai x 3 e A2(x)
j im p a 7. ai x3 e B = A1(x) — A2(x). Entdo B(x) = 21,-(x 2 ) e dado por:

B(x) = (-1) n an 11	 — .7.).
3=1

A prova esta em [PIN 76].

2.2.2 Metodo de Uspensky Modificado

Este metodo isola as raizes reais de urn polindmio corn coeficientes reais.
uma alternativa para o metodo de Sturm. 0 fundamento é dado pela aplicacao da
regra de Descartes e de transformacOes adequadas. E uma variante do metodo de
Vincent [USP 48].

Pela regra de Descartes temos que se o ntimero de variacOes de sinais da
seqiiencia dos coeficientes reais a i , indicada por V(a,) ou V(p) d nula, entao p(x)
nä° tern zeros reais. Se V(a,) = 1. entao p(x) tern exatamente urn zero real posi-
tivo em [0. Dc). A seguir analisamos p(x) em duas regiOes (0, 1) e (1. co) atraves das

1 A(w) e livre de quadrados. neste caso.



43

transformacOes seguintes:

{ (0.1)
p(x)

(1. oc )

(x) = (x ')ip (L7-4)

p— (x). p(1+ x)

(2.14)

A primeira transformacäo mapeia o circulo unitario no semiplano direito Re(z) >
0 de modo que os zeros de p(x) em (0,1) equivalem aos zeros positivos de p" (x) e
na segunda. os zeros de p(x) em (1. oc) equivalem aos zeros de p— (x) que foram
transladados de 1.

A regra de Descartes é aplicada a p- e	 e caso V(p - ) > 1 ou V(p--) > 1.
as transformacOes (A) e (B) sao aplicadas sucessivamente ate que o ntimero de
variacOes seja 1 ou 0.

A modificacao do metodo feita por Collins , ver [COL 82]. utiliza a cota de
Fujiwara na sua segunda forma 2.13 e leva em conta o fato da cota ser uma potencia
de 2. Usa ainda as modificacOes a seguir._

0 ntimero de zeros de p(x) em (0. b), e equivalente ao ntimero de zeros de 75
em (0.1) onde

p(2kx)	 se k > 0
p(x) =	 (2.15)

9—krt p(2 k x)	 se k < 0

Assim consideramos apenas o intervalo (0. 1) que agorae bisseccionado ate que
tenhamos subintervalos corn variacOes de sinais nulas ou unitarias.

Para mapear o intervalo (0.1/2), resultado da primeira bisseccao, para (0,1)
temos = 2 -1 , pois k= —1 e a transformacao

P( x ) = 
n

P 
( X9 (2.16)

Para o subintervalo (1/2,1) a transformacao é:

p" :75(x), p(x	 1).	 (2.17)

A cada bisseccao o subintervalo da esquerda sera mapeado para (0, 1) por
meio de 2.14(A) e o subintervalo da direita por meio de 2.14(B). Para isolar os zeros
negativos trabalhamos corn os zeros positivos de p(—x). 0 algoritmo a seguir esta
implementado no programa desenvolvido em [BRU 94].

Algoritmo de Uspensky Modificado

Entrada: P, urn polinOmio primitivo livre de quadrados.

Saida: L, uma lista de intervalos para os zeros reais de P.

Calcula da quota superior: b : cota (conforme 2.13)

Aplica transformacao: calcula 75(x) (conforme 2.15)

(3) Isola (T),L') : Isola e um sub-algoritmo que separa todos os zeros reais
de 15 no intervalo (0,1). 0 resultado retorna em L'.
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Troca todo intervalo (a i .bi ) de L i por (2 k a i ,2 k bi ) e coloca o resultado
em L

Repete o processo para as raizes ne gativas. considerando p(-x). e a
saida em L2.

(6) Retorna (concatena (L. L2)).

Sub-algoritmo Isola

Entrada: P. urn polinOmio livre de quadrados.
Saida: L, uma lista de zeros de P no intervalo (0,1)

replica a transformacao 2.14 em P 	 = (x 1) n 4= P(1/(x + 1)) Os
zeros de P em (0. 1) sao transformados nos zeros de	 em (0.00)

Se var(P') = 0 entao retorna { L=O}
Se var(P-)=1 entao retorna {L=((0.1))}
Bisseciona o intervalo

(4.1) Calcula o ponto medio. Se P(1/2)=0 entao inclui(1/2.1/2) em L e
reduz o grau de P. substituindo P por P/(2'x-1).
(4.2) Metade esquerda: P' = 271 .13 (x12) Os zeros de P em (0.1/2) sao
transformados nos zeros de P' em (0.1).
(4.3) Isola,(P-E),
(4.3.1) Troca todo intervalo (a,b/i ) em L . por (e02. b72) em L.
(4.4) Metade direita: P" = P(x 1) os zeros de P em (1/2.1) sao trans-
formados nos zeros de P' em (0. 1)
(4.4.1) Isola(P",L"),
(4.4.2) Troca todo intervalo 	 em
por ((a7 + 1)/2. (b/i/ + 1)/2) em L.
(4.5) Retorna L = L' U L".

Exemplo 2.2.1 Seja p(w) = w 3 — 3w 2 —	 Seguindo o algoritmo temos:
Cdlculo da cota superior: b = 8, k = :3
Cdlculo de p= p(8w) = 521w 3 4348 w2 134 w	 5

12
L "=isola(75) (Sera desenvolvido a seguir.)
L.Troca(L',0,1/8)
Mostra L.
Cdlculo das negativas.

Resultado de (3):
isola(p)

Cdlculo da transformacdo 2.14: pstar = p	 = (w 1)3p(w+1

5 3
pstarl = p- (w) =

e (3) ndo se aplicam.
(4) Cdlculo de V(p-):
V(pstar) = 2 > 1 	  Subdivide
(4.1) p(1/2) 7-L 0
(4.2) Cdlculo da transformaccio 2.16.
plinhal =	 = 1536w3-8963w2-96w+10

(4.3) Chama isola novamente: nivel 2.

— —w 2
41	 2	 1889

w + 
4301

 12	 12	 12
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(4.3.1)1' = isola2e(plinhal) % Pesquisa parte Esquerda
(4.3.2) L' = Troca(L'.0.2)

(B') (4.4) Cdienio da transformacdo 2.17

p2linhal =15(w + 1)

(44.1) L" = isola2d(p2linhal) % pesquisa parte direita.
(4.4.9) L" = Troca(r. 1.2)

(D') (4.5) Retorna L = L' U L".
Resultado de isola2e(plinhal)

pstar2 = if(plinhal) = -30 w3 1w2 — 326w +198.
v(pstar2) = 2 > 1 	  Subdivide:

e (3) Ndo se aplicam.

1) -15(112)7.-1 0
(4-2) COlculo de 2.16

1536w3 — 1792w- — '' 94w + 80
plinha 9 =

3
(4.3) Chama isola novamente: nivel 3
(4.3.1) isola3e(plinha2) % Pesquisa parte esquerda. (II)
(F) (4.3.2) L'=troca(L',0,2)
(C) (4.4) Cdlculo da transformaccio 2.17

p2linha2 = plinha(w + 1)

(44 . 1)	 =isola3d(p2liha2) % Pesquisa parte direita (III)
(4-4-2) L-=troca(1",1.2)

(4.5) Retorna L = L' U L"
II - Resultado de isola3e(plinha2)
(1) pstar3 =

(pstar3) = 1

Logo hd um zero de pstar em (0.oc), o que equivale a um zero de plinha2 em
(0,1).

Ndo se aplica.
L={10,1_7} e acaba o desenvolvimento de isola3e.

Retorna a isola2e(plinhal) em (F) (4.3.2).
L' = Troca(L', 0,2)
L' = {[O, 1/2] } e acaba isola3e.
Retorna a (4.4) em (C)

37312 w2p2linha2 = 512w3 + — + 920w + 158
III Resultado de isola3d(p2linha2)

43oow3 - 40071,2pstar4 =	 + 1072w + 1584
V(pstar4) = 1

Ndo se aplica.
(3) Como V(pstar4) = 1 entdo hd um zero em (0, co), o que equivale a um.

zero de p2linha2 em (0, 1).
Dai L" = {[0.1] } e acaba o desenvolvimento de isola3d.

8,0 LI) 3	 156 w 2	 20300	 4:00
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ISOLA(P) EM [0,8]

SUBDIVIDE

ISOLA2E EM [0,4]
	

ISOLA2D EM [4,8]
SUBDIVIDE
	 NAO EXISTE ZERO/ \

ISOLA3E EM [0,2]
	

ISOLA3D EM [2,4]
EXISTE UM ZERO
	

EXISTE UM ZERO

FIGURA 2.4 — Busca em Profundidade da Isola

Retorna a (4.4.2) em (H).
L" = Troca(L". 1, 2)
L" = {[,1]} e acaba isola3d
Retorna a (4.5) em (I)
(4 .5 ) L = {[0,],[,1]}
Termina i.sola2e.
Retorna a (4.3.2) em (B).
L' = Troca(L'. O. 2)

= 1[13,
(4.4) p2linhal = 512w3 + —3712 w2 + 920w + 1983
IV - Resultado da isola2d(p2linhal)

pstar5	 198w3 + 1514w 2 + 11()14 w + 8602

17 (pstar5) = 0

Como 1/(pstar5) e nulo entilo L" = { H} e acaba isola2d.
Retorna a (4.4.2) em (D).
L" = troca(L", 1, 2)
L"	 {[]} e a metade direita ncio possui zeros e e descartada.
em (D') L = L' U L" =
Retorna ao (4) original:
L = troca(L, 0. 1/8)
L = {[O, 2], [2,4]}
E acaba finalmente isola(p).
Resumindo o proce.sso da busca em profundidade temos o esquema da figura
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FIGURA 2.5 — Imagem de p(z) = z 4 + (-7 + 10i)z 3 ( —19 — 52i)z- 2 4- (10T 28i )z —
62 54i no quadrado de lado 8

2.2.3 Metodo de Collins-Krandick

Este metodo utiliza o principio do argumento e sua ideia e analisar as mu-
dancas na variaccio de arg(p(z)), pelas trocas de quadrante na seqiiencia de p(z),
quando z percorre uma curva F. A medida que z varia, p(z) vai mudando de valores

de quadrantes. As mudancas de quadrante ocorrem sempre em pontos do eixo x,
parte real de p(z) ou em pontos do eixo y de acordo corn a parte imaginaria de p(z).

Exemplo 2.2.2 Seja p(z) = z4+(-7+10i)z3+(-19-52i)z2+(107+28i)z-62+54i
a curva F dada por um quadrado de lado 8 centrado em (0,0).

A imagem da curva p(z) quando z percorre F e mostrada. aproximadamente e
fora de escala na figura 2.5.

Acompanhando a curva p(F) notamos que a sua imagem completa 4 voltas a
partir de p(q[1]), por exemplo. em t07710 da origem, no sentido anti-hordrio.

Na figura estdo salientados 16 pontos onde a curva corta um dos eixos. Ob-
servamos que uma volta completa passa por 4 quadrantes, logo um mudanca, de
quadrante corresponds a 7/2 de uma volta. Contar as trocas de quadrantes e di-
vidi-las por 4 fornece o irdmero de voltas. Na figura do exemplo, hd, 16 cruzamentos
no mesmo sentido. logo temos 16/4 ou 1627712 = 4 zeros no interior do quadrado.
Efetivamente os zeros silo : (1 — 2i), (2 — 2i) e (2 — 3i) que e duplo.

Exemplo 2.2.3 Considerando o mesmo polinOrnio corn urn quadrado de lado 1. 0
grcifico aproximado de p(F) e mostrado na figura 2.6.

Neste caso, acompanhando a curva a partir de p(q[1]), no sentido antihordrio,
isto 6, de q[1] para q[2] no quadrado F, p(F) vai de p(q[1]) a p(q[2]) passando pelo eixo
x no ponto A, no sentido horario, passando do terceiro para o segundo quadrante;
continuando, a curva corta o eixo y em B, tambem no mesmo sentido, passando para

primeiro quadrante. Depois a curva passa pelo eixo y em C, agora no sentido an-
tihorario, passando para o segundo quadrante; finalmente a curva retorna ao ponto
p(q[1]) passando pelo ponto D cortando o eixo x, tambem no sentido antihorario.

Para contar o ntimero de voltas, devemos cuidar o sentido do per-
curso de p(F) nos pontos que cruzam os eixos no mesmo sentido que o do
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FIGURA 2.6 — Imagem de p no quadrado de lado 2

percurso de no quadrado r, estes contam positivamente, ao passo que
os demais contam negativamente.

Assim. no exemplo anterior. os pontos A e B contam negativamente e os pontos
C e D contam positivamente. Cada cruzamento ocorreu fora da origem e em pontos
que näo sao vertices do quadrado. Estes pontos contam 7r/2, ou seja. 1/4 de uma
volta 27. Logo, na seqiiencia A, B. C, D temos:

77 77 7 7
 — — — =

--
-
 9 9 9

Logo nao ha zeros no quadrado de lado 2.
Outra situacao importante que pode ocorrer e quando p(F) passa pela origem..

Convem relembrar o fato que sendo p(z) urn polinOrnio complexo, pode ser repre-
sentado atraves de dois outros polinOmios reais. Assim para z = x yi temos:

	

p(z) = p(x	 yi) = pi (x,y)	 y).	 (2.18)

onde pl e p2 sao polinOmios reais agora de duas variaveis.

Exemplo 2.2.4 Seja p(z) = z3 + (-1 — 2i)z 2 + (-4 — 14i)z — 12 + 18i, onde b = 1
entdo

pi(x, y) = —3xy 2 + y 2 	4xy 14y + X 3 — X 2 — 4x — 12,

	

P2( x , y ) = —Y 3 2y 2 	3x 2 y — 2xy — 4y — 2x 2 — 14x + 18.

No caso de p(r) passar pela origem num ponto zo, temos urn zero na fronteira

P( zo) = 0 <	 > p(x + yi) — 0 <	 > pi(xo, Yo) = 0 A p2( xo, Yo) = 0.	 (2.19)

Graficamente,	 temos uma ambigliidade, (isto e, ha urn zero de pi e de P2)
quanto a rnudanga de argument°. Para evitar essa ambigiiidade, estabele outro cam-
inho que z ira percorrer, e que pode envolver on ndo o zero.

A imagern aproximada de p(z) ao longo do quadrado de lado 1 e dada na figura
2.7.
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G :Curva Gama

ponto ambiguo
c: ponto nao ambiguo

p(G)	 p(G)

FIGURA 2.7 — Imagem de p(z) = + (-1 —	 —4 —	 — 12 18i corn
b = 1

P(z )

III	 IV	 III	 IV	 III	 IV

(a)
	 (b) anti-horarlo	 (c) horar3.o 

f                   

z,       

FIGURA 2.8 — Ambigiiidade na Origem

Neste caso, para contar o zero hci um desvio da origem e conseglientemente 3
cruzamentos, perfazendo um total de 4, indicando entdo 4/4=1 volta, ou seja, hd
um zero no quadrado e ele estd na fronteira.

Os casos da figura 2.8 mostram exemplos onde contamos o zero: parte (b) e
onde nao o contamos: parte(c), quando a curva cruza ambos os eixos.

Outra situacao que pode ocorrer corn a curva resultante p(F) e que a imagem
de urn lado L do quadrado esteja inteiramente sobre um dos eixos coordenados.
Neste caso, temos urn lado axial na nomenclatura de Collins. Tale visto na figura
2.9.

Analisando os varios casos que podem ocorrer. temos que a imagem do tre-
cho da curva referente a p(L) esta inteiramente num dos eixos coordenados ou sua
interseccao corn urn dos eixos ocorre num tinico ponto. Logo, a quantidade de lados
axiais ou pontos de interseccao ocorrem em ntimero finito. Estes sao considerados
os Pontos Criticos.

r{ t.

-;'1'rt!'111 1-1 1: N F 0 R MILA	 $



      

p(q[3])        

q[3]              

•                      

q[1]
....	 p(q[2])

q[2]	 p(q[1])

FIGURA 2.9 — Lado Axial

Na implementacao deste metodo. sao necessarias as facilidades algebricas que
permitem construir o algoritmo corn essas ideias delineadas.

As transformacOes em 2.1S sao feitas em cada lateral gerando polinômios reais
P1 e p2 que podem ter seus zeros separados exatamente. Em seguida o principio
do argument° e aplicado na analise dos pontos crfticos. Algebricamente os pontos
crfticos sao constitufdos de intervalos resultantes da separacdo dos zeros de pi e

P2 •

2.2.4 Passos Principais do Metodo de Collins-Krandick

Representacao Real
Dado o polinOmio complexo p(z) este e transformado em Pl e p2 tais que:

P( Z )	 Pl(X Y)	 P2(x,Y)z.

E a parte mais simples e algebricamente e feita pela substituicao da variavel
complexa z por x yi.

Especializacao
E o calculo do valor da imagem do polinOrnio sobre o quadrado, feito algebri-

camente, substituindo as ordenadas das laterais e recalculando urn novo polinOrnio.
o polinOmio especializado.

Os polinOmios P1 e p2 sao de duas variaveis e pela especializacao se tornam
polinOmios numa so variavel s que assume de fato, ora a variavel x ora y.

Sejam a t) e a l os pontos que delimitam uma lateral de urn retangulo. ver figura
2.10.

Para as laterais horizontais Ll ou L3, temos que a coordenada de y e fixa.
Assim, pi (x) = pi (x . 3), p2 = p2 (x ,	 onde s e a coordenada imaginaria fixa da
lateral.

Para as laterais verticais L2 ou L4, temos que a coordenada de x e fixa. Assim.
p7 (y) = Pi (s, y),	 = p2 (s, y), onde s e a coordenada real de ao que e fixa na
respectiva lateral.

Se 71 e urn zero de pi (y) entao temos urn ponto axial que e indicado por c =
(s,77)ecEL corn p(c) no eixo imaginario.	 Igualmente se	 urn zero de p2(x)
temos urn ponto axial que fica no eixo real.

(3) Calculo dos Fatores Livres de Quadrado

50
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L3

FIGURA 2.10 — Coordenadas para Especializacao

Urn ponto critic° c	 (s. g) sera classificado de acordo corn o comportamento
de 13 1 e p2 em 77, levando em conta a multiplicidade de m k de r em pk . k = 1, 2.

A multiplicidade e obtida pela fatoracao livre de quadrados para cada polinOmio
especializado.

Localizacao dos pontos criticos
Os pontos criticos num lado sao localizados em duas etapas. Primeiro os zeros

de 75 1 e T), sao isolados pelo algoritmo de Uspensky Modificado. A seguir os intervalos
que estao associados a diferentes polinOmios sao refinados por urn processo de bissec-
cao ate que todos subintervalos sejam disjuntos e entao sao ordenados em ordem
crescente para as laterais L 1 e L2. e em ordem decrescente para as laterais L3 e L4,
para manter o percurso no sentido antihorario.

Classificacao dos pontos criticos
A classificacao de um ponto critico consiste em determinar o comportamento

da imagem de pi (z) e p2 (z) nas vizinhancas deste ponto critic°.
Se nenhum dos polinOrnios e identicamente nulo. e se o ponto critic() nao for

urn canto do retangulo. as mudancas de quadrantes podem ser obtidas pela simples
verificaca,o das multiplicidades obtidas no processo de fatoracao livre de quadrados
para cada polinOrnio especializado.

Collins-Krandick em seu artigo consideram os seguintes casos para o compor-
tamento da imagem de p(z) sobre F.

Casos: Seja i o ponto critic°.

• 1. Se 77 esta num lado nao axial. entao a imagem de p(z) sobre r pode:

la) tocar urn eixo. nao na origem, sem cruza-lo:

lb) cruzar urn eixo. nao na origem;

lc) cruzar ambos eixos na origem;

1d) cruzar um eixo, mas nao o outro. na  origem.

Se ri esta num lado axial. p(77) = 0 entao p(z) vai de uma metade do eixo
para sua outra metade.

Se T1 e canto do retangulo. o comportamento de p(z) depende se os lados
incidentes a )7 sao ambos nab axiais ou urn e axial e o outro nao e.
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3a) Se ambos os lados sao nao axiais p(z) pode se comportar como listado
em 1.

3b) Se ambos os lados sao axiais. p(z) pode:

3.b.1) permanecer no mesmo eixo:

3.b.2) mudar da metade de um eixo para sua outra metade:

3.b.3) virar a direita de urn semi-eixo na sua outra metade do outro
semi-eixo:

3.b.4) virar a esquerda de urn semi-eixo na sua outra metade do outro
semi-eixo:

3c) Se 71 esta num lado que e axial e o outro nao. p(z) pode:

3.c.1) ir de urn quadrante tradicional num semi-eixo adjacente. ou
vice-versa:

3.c.2) ir de urn quadrante tradicional num semi-eixo nao adjacente.
necessariamente cruzando a origem. ou vice-versa:

	

2.2.5	 Algoritmo de Collins-Krandick

0 seguinte algoritmo esta implementado corn os recursos do sistema Macsvma
e consta de duas partes: a criacao da lista de pontos criticos e a sua posterior
classificaca.o.

Primeira Parte: Criacao da Lista dos Pontos Criticos

change p(:):=
Inicio das varidveis:

1.1 var: varidvel principal de p,
1.9 n: grau(p.var),
1.3 ntroca : 0.

1. 4 b tam.
1.5 nbis : 0,
1.6 q[1J:-b-bi.

	

.	 b-bi,

	

.	 b+bi.

	

.	 q[4].. -b+bi,
1.7 contalij : 0 , =1(1)4,

	

.	 contac[i] : 0 i=1(1)4,
/* especializacdo */

pc :expand(subst((x+yi),var,p)),

	

.	 2.1 pr: Pr(pe),

	

.	 2.9 pi: Im(pe),
3. para coda lateral i=1(1)4

/* inicio das lista */
3.1 11p:11n:11[1]..12N.17,
3.2 se i= 1 ou 3
entdo especializa(pr„pi,y,b,i),

gera Pik], P2 fi b	 [i], PT -/2 [i]
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uari:x.
se i= 2 ou
entdo especializa(pr,pi.x,b,i),

g era PIN,	 72 2 [i]
vari:y.

3.3 niiii:gran 05 [i.].cari.),
ni[211:grau (p2 [i] , vari).

3.4 se pi [i] = 0 ou p2 [i] = 0
entdo eixo_axialM : verdadeiro
sendo eixo_axiallij : falso.

/* 3.5 separa os zeros de pi [i]. /32	 */

/* separa o.s zeros po.sitivos de pi [i] */
3.5.1 lip:usp	 [i],vari.ni[i]).

/* separa os zeros negativos de p i [i], p2 [i] */

3.5.2 lln[p]..usp(Vi[i],vari,ni[i]),
ll[iPsort(append(lip[i],11n[i].)),

/* separa os zeros positivos de p2 [i] */
3.5.3 l2p:usp	 . vani. ni[ii),

separa as zeros negativos de 7i2 [i] */
3.5.4 l2n[p]:usp(122[i].vari.ni[i]).

12iii:sort(appe 72,d(l2p[ill2nN)),

/* refina as listas : compara os intervalos das duas
listas, verificando se ndo hci sobreposicdes entre des.
Em caso, afirmativo, bissecsiona
ate que ndo haja sobreposicdes . */

3.5.5. refina	 J,l2 fiJ),
/* inicialmente as multiplicidades .sdo colocadas em 1,
posteriormente sera calculada a multiplicidade */

3.5.6 coloca_multipl(l11tJ,l210.
/* inicialmente os intervalos sao colocados
como'n": ndo ambiguos */

3.5.7 seta_n_ambiguo (l1 [i],l2R1) „
/* testa se cada intervalo pertence as duas listas, caso afirma-
tivo, coloca o ponto critic° como "a":ambiguo */

3.5.8 testa_ambigiiidade(11111l21iJ),
/* juntar as duas lista numa so, identificando a p•imeira como
sendo referente ao polinomio pl e a segundo ao polinOmio T)2 */

3.5.9 lcomb[iPidentifica_pol(ll[i],l2N) .
/* coloca os intervalos na ordem de percurso: Lateral 1, lateral
2, Lateral 3. lateral . 	 */

3.5.10 Se i=1 ou i=2
entdo lcomb[iTsort(lcomb[1])
sendo lcomb[iPre verse (lcomb[i]),

/* testa se ponto critic° e canto */
3.5.11 testa_canto(lcomb[ii),

/* acrescenta o lado a cada parte da lista */
3.5.12 lcomb[iPlis,
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/* junta em lcomb[i] os pontos criticos que aparecern em dual
laterais consecutivas */

gera lista dos pontos criticos
3.5.13 lista:junta(lcomb[i]).

/* . Classificacdo . */
4.1 se	 entdo classifica(lista),

5. ntroca:ntroca/4.

A Estrutura de Dados da Lista
Os pontos criticos gerados pelo algoritmo anterior constituem uma lista corn-

posta por outras listas. Cada parte da lista corresponde aos dados de urn ponto
critico. Assim a lista tern a seguinte forma:

lista:[[dados do ponto critico 1],[dados do ponto critic() 2], ..., [dados
do ponto critic() m]]

onde m e o comprimento final da lista.

[dados do ponto critico] : [ei,es,mult,tipo,poli.canto,lado] onde

ei = extremidade inferior do intervalo que contem o ponto critico.

es = extremidade superior do intervalo que contem o ponto critico.

Estes dados sao oriundos inicialmente da separacdo dos zeros exata, via metodo
de Uspenskv Modificado.

mult = multiplicidade do zero que pertence ao ponto critico.

Inicialmente e colocada em 1, e atualizada pela rotina sqfr do Macsvma.

poli = "pi" se ponto critico se refere ao polinOnio p l .senào e "p2".

canto = 1 ou 0 conforme ponto critico se refere ou nä° a urn canto do quadrado
on retângulo, ou seja urn vertice.

lado = i, 2, 3, 4 conforme for a lateral do quadrado onde localizamos o ponto
critico.

tipo = "n" ou "a", conforme o ponto critico se refere a urn so dos polinOmios
pi. on /7)2 , senao e "a" para o caso ambiguo.

0 cerne do algoritmo e a classificacao dos pontos criticos.
Os casos citados em 1 podem ocorrer quando percorremos o quadrado centrado

na origem ou nao, enquanto que. os citados em 2 ou 3 podem ocorrer quando
percorremos os retängulos originados da subdivisa.o do quadrado. num dos seus
eixos.

Vamos analisar o caso 1. da seccao anterior, em extensdo.
Inicialmente os 4 casos sao agrupados pelo tipo. Temos entao os casos (la) e

(lb) como nao ambiguos, e os casos (lc) e (1d) como ambiguos.
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FIGURA 2.11 — Caso I: Bucle

b

y pc

a

(b) Cruza

FIGURA 2.12 — Caso II(a) SO toca o eixo (b)Cruza o eixo

A seguir os pontos sao testados para determinarmos se constituem cantos ou
nao.

Casos nao Ambiguos

Estes pontos serao subdivididos em 3 subcasos: I, II e III. Urn ponto critico
pc que constitui um intervalo propriamente dito. possui ei = es. Estes constituem
a maioria dos pontos quando percorremos o quadrado. E o tipo I:Intervalo. Even-
tualmente, pode ocorrer a situacao onde ei = es mas quad(ei) = quad(es) que sera
classificado como intervalo I: bucle 2 . Isto e exemplificado na figura 2.11. Quando
ei = es e quad(ei)	 quad(es) temos que o ponto critico constitui urn intervalo
usual onde a curva corta urn dos eixos. mas nao na origem. E o caso I.-intervalo.
Quando ocorre o bucle ele sera tratado diferentemente para analisar o sentido do
percurso. se horario ou anti-horario.

Urn ponto critico nao ambiguo que esta resumido a urn canto do quadrado
ou retangulo constitui urn intervalo degenerado. onde ei = es, e o caso II. A sua
classificacao sera feita ern funcdo da analise dos valores dos quadrantes do ponto
critico anterior e posterior ao canto. A imagem de p(z) num canto pode so tocar
num eixo ou efetivamente cruza-lo. conforme mostra a figura 2.12.

-um lac°. em frances ou urn "loop" em
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Pode ocorrer que urn ponto critico nao seja canto mas ei = es determinando
tambem urn intervalo degenerado. causado pela localizacäo exata de urn dos zeros
de 751.9 . Este subcaso sera indicado por Caso III cujo tratamento e analogo ao caso
II.

Casos Amblguos

Estes pontos serao subdivididos ern 2 subcasos: IV ou V. Na ambignidade.
quad(ei) = quad(es). isto é. quando a curva passa na origem. temos que decidir
se a curva cruza ambos os eixos ou so urn deles. Neste caso devemos analisar os

resultados referentes ao quadrante anterior e posterior. alem de decidir se contamos
ou nao o zero da fronteira. No quadrado initial. os zeros da fronteira sao sempre
contados. Quando houver subdivisOes. devemos ter um esquema para contar os zeros
em certas laterais de modo que urn zero nao seja contado mais de uma vez.

Temos assim o esquerna de classificacao do caso 1 na figura 2.13
Segunda Parte: Algoritmo da Classificacao
classifica(lista):=

1 inici.o da varidveis
/' inicio dos casos la).1b),1c) e 1d) */
1.1	 incr:O.
1.2 primeira:true.
1.3 aux:part(lista.1),

ei:part(aux,1),
es:part(aux,2),
tipo:part(aux,4),
poli:part(aux,5),
canto:part(aux, 6).

.	 lado:part(aux.7).
1.4 se comptot > 1

entao auxseg:part(lista.2).
eiseg:part(auxseg,1),
esseg:part(auxseg, 2).
cantoseg:part(auxseg,6),
ladoseg:part(auxseg,7),

sendo auxseg:aux.
eiseg:ei,
esseg:es,
cantoseg:canto.
ladoseg:lado.

1.5 auxu:part(lista.comptot),
eiu:part(auxu.1).
esu:part(auxu.2),
cantoant:part(auxu,6),
ladou:part(auxu,7).

1.6 quadei:quadrante(ei),
quades:quadrante(es),
quadant:quadrante(esu),
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FIGURA 2.13 — Esquema do Caso 1
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quadprox:quadrante(esseg).
para cada parte k da lista faca:

2.1 se ndo(primeira) entdo
/* 2.1.1 atualiza dados do ponto critico atual: k
aux:part(lista,k),
ei:part(aux,1),
es:part(aux,2),
mult:part(aux.3),
tipo:part(aux,/),
poli:part(aux.5),
canto:part(aux,6),
lado:part(aux,7),
/* 9.1.2 atualiza quadrante anterior */
quadant:quades,
/* 2.1.3 atualiza quadrante atual */
quades:quadrante(es),
quadei:quadrante(ei),
/* 2.1.4 verifica qual e o proximo indite */
se k<cornptot entdo pk:pk+1

sendo pk:1,
/* atualiza dados do prOximo */
auxseg:part(lista,pk),
eiseg:part(auxseg,1),
esseg:part(auxseg,2),
multseg:part(auxseg,3),
tiposeg:part(auxseg,4),
poliseg:part(auxseg,5),
cantoseg:part(auxseg,6).
ladoseg:part(auxseg,7).

/* classificagdo */

2.2 se rido(eixo_axial[ladop
entdo /* Ponto Critico ndo estd num ludo axial */
/* 2.2.1 */
(se tipo	 "n" entdo

/* Casos I, II ou III*/
(se ei=e.s
entdo

(se canto = 0 entdo /* caso III:Intervalo Degenerado */
send° /*caso II: Canto Ndo Aminiquo */

/* atualiza ponto critic° anterior */
eiant:part(auxant.1),
esant:part(auxant,2),
tipoa:part(auxant,4),
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ladoant:part(auxant,7).
/* verifica vazio antes do lado */
se vazio_antes

entdo /* atualiza quadrante anterior */
quadant:qmv
/* verifica vazio depois do lado*/
se vazio_depois entdo quadant:qmv

sendo /*reavalia */
quadant:qmv,

sendo /* verifica vazio depois /
se vazio_depois entdo /* atualiza prOximo

quadprox:qmv.
sendo /*reavalia */

quadprox:qmv.
/* recalcula valores no ponto ajustado */

calceps (lado ei, canto),
quadant:qeiant.
quadprox:qeipost.
/* Decide se cruza 1 eixo ou se apenas toca 1 eixo */

se quadant # quadprox
entdo /* Caso lb): Cruza 1 eixo 0 */

/* verifica sentido */
se antihorario enteio incr:1

sendo incr:-1,
sendo se polia # poli

entdo se quadei # quadprox
entdo
/* cruza entre quadei quadprox */

se antihorcirio entdo incr:1
sendo incr:-1.

sendo
/*cruza ainda entre quades quadprox*/

se antihorcirio entdo incr:1
sendo incr:-1,

sendo /* Caso 1a):SO toca: nao cruza*/

) FimdocasoIIou III
/* ..2.2 Caso I */
sendo /* Caso Intervalo usual ou bucle */

se quadei#quades
entdo /* Caso I	 */

/* calcula ponto medio ate achar variacdo de quadrantes para.

3 Pode ocorrer que num determinado trecho de uma lateral, a imagem de p(z) nao mude de quad-
rante, nao constando esse trecho, portanto, na lista de intervalos que constituem pontos criticos.
Este trecho e denominado de vazio, pois ao se constatar sua existencia pode haver mudancas corn
relacao ao quadrante anterior ou posterior ao ponto critico, que esta sendo analisado.
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esquerda ou para direita */
bucle(poli.ei.es .lado)
if quadei	 quades

entdo se antihordrio entao incr:1
senao incr:-1,

sendo /* Caso I: Intervalo Usual lb) */
se antihordrio entdo incr:1

senao incr:-1
)/* Fim do Caso "n: tido ambiguo"
/* 2.2.3 Caso "a" . IV ou V */

(se canto = 0 entdo /* caso IV : Intervalo Dcgenerado */

sendo /*caso V : Canto Ambiguo */
/* atualiza ponto critic ° anterior */
eiant:part(auxant.1),
esant:part(auxant.2),
tipoa:part(auxant.4),
ladoant:part(auxant. 7) .

/* verifica vazio antes do lado */
se vazio_antes

entdo /* atualiza quadrante anterior */
quadant:qmr
/* verifica vazio depois do lado*/
se vazio_depois entdo quadant:qmv

senao /*reavalia */
quadant:qmv,

sendo /* verifica vazio depois */
se vazio_depois entdo /* atualiza prOximo */

quadprox:qm v .

sendo /*reavalia */
quadprox:qmv.

/* recalcula valores no ponto ajustado */
calceps(lado.ei,canto),
quadant:qeiant.
quadprox:qeipost,
/* decide se cruza ambos eixos ou se apenas 1 eixo */
se cruza_ambos(quadant,quadprox)
entdo /* Cruza ambos os eixos */

se contallado] /* Verifica se conta o zero da fronteira*/
entdo incr:2
sendo /* Ndo conta */

incr:-2.
sendo /* Cruza urn so eixo */

se conta[lado] entao incr:3
sendo

4 Diferente no previsto pelo artigo
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)/* Fim do Caso " a: ambiguo"

Inicio do caso 2 */
/* 2.3: Ponto Critico estd num lido axial */
senao

se eixo_axial[lado]
entdo /* Caso 2*/

se canto = 0 entdo /* Ndo e canto */
sendo
(se quadei=8 e quades=4
entdo se conta[lado] entdo incr:2

sendo incr:-2,
sendo se quadei=4 e quades=8

entilo se conta[lado] entdo incr:2
sendo incr:-2,

.sendo se quadei=6 e quades=2
entdo se conta[lado] entdo incr:2

sendo incr:-2,
sendo se quadei=2 e quades=6

entdo se conta[lado] entdo incr:2
sendo incr:-2

) /* Pim do caso 2*/
senao /* 2.4 - Caso 3 */

/* ndo .sera tratado agora */
primeira:falso,

/* fim do taco */
ntroca:ntroca+incr.
Fim do Algoritmo da Classificacdo .

2.2.6 Exemplos

Nos exemplos a seguir, citaremos apenas os resultados parciais referentes aos
polinOmios transformados 231 [i], T) 2 [i] i : 1(1)4. e a lista dos pontos criticos apOs
a preparacao para a classificacao. Na classificacao serao indicados os quadrantes
das extremidades que determinarao a analise para a classificacao seguindo os dois
algoritmos dados.

Exemplo 2.2.5 Dado o polinomio p(z)	 + (2 + 3i)z 2 + 2iz + 4 + 4i vejamos os
resultados principais, para a enumeraccio dos seus zeros no quadrado F centrado na
origem, e de lado=1. 0 grdfico aproximado de estd na figura 2.14.

Os seus zeros silo exatamente z 1 = 2i. z2	z3 = —2 — 2i.

Resultados Parciais:
1.Inicio dos varia,veis.
2.Especializacao:
3. Para cada lateral:
Lateral 1:

/*



[2][1]

6 2

FIGURA 2.14 — Imagem de p(z) = 3 -4- (2 + 3i)z 2 + 2iz + 4 + 4i corn b = 1

Separacao:
pi [1] = x 3 + 2x 2 + 3x + 4.
3.5.1	 3.5.2 11n=[]. 11[1]=[1
252 [1] = 2x — 2
:3.5.3 12p=[[1,1]], 3.5.4 12n=[], 12[1],[[1.1]].
3.5.5 Nao ha sobreposicOes
3.5.12 lcomb[1],[1,1.1.n.p2.2.1]].
Lateral 2:
separacao:
pi. [2] = —5y 2 — Sy + 7,
3.5.1 11p=[[0.1]]. 3.5.2 11n=[]. 11[2]=[[0.1]]

P2[21 = —y 3 -1- 7y + 7y + 9.
3.5.3 l2p=[], 3.5.4 12n=[[-1.-1]], 12[2]=[[-1.-1]].
3.5.5 Nao ha sobreposicOes
3.5.12 lcomb[2]=[[-1,-1,1.n.p2,2,2],[0.1,1,n.p1.0.2]].
Lateral 3:
separacao:
pi [3] = x 3	 2x 2 — 9x.
3.5.1 11p=[[0,0]], 3.5.2 11n=[], 11[3]=1[0,0]1
1—'2 [3] = 6x 2 + 6x
3.5.3 12p=[[0,0]], :3.5.4 12n=[[-1,-1]], 12[3]=[[0,0],[4,-1]].
3.5.5 Nao ha sobreposicOes.
3.5.12 lcomb[:3]=[[0,0,1,a,p1,0,3],[-1,-1,1,n,p2,4,3]].
Lateral 4:
separacao:

p i [4] = y 2 + 4y + 5,
3.5.1 11p=[], 3.5.2 11n=[]. I1[4]=[]

P2[4 ] = — Y 3 — 3y2 + 5
3.5.3 12p=[[1.1]]. 3.5.4 12n=[], 12[4],[[1.1]].
3.5.5 Nao ha sobreposicOes
3.5.12 lcomb[4]=[[1.1.1,n,p2,4,4]].
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resultado do comando 3.5.13 que e a lista dos pontos criticos. esta colo-
cado na tabela a seguir, e constituem uma linha da tabela. onde estao citadas as
informacOes de cada ponto. Neste comando, apenas pesquisamos as listas lcomb[ii
e retiramos a repeticao do ponto critico referente ao canto que aparece duas vezes.
uma para cada lateral.

4. Classificacao:
Os dados resultantes da classificacao serao colocados na seguinte tabela. para

simplificar a saicla.

k ei	 es tipo poli canto lat qant	 qei	 qes qprox classif	 incr

1 1 1 n p2 2 1 4 4 4 5 0
5 .5 5 5 II:la 0

2 0 1 n pl 0 2 4 .5 7 9 I:lb +1
3 0 0 a pl 0 3 7 9 9 4

7 7 3 3 IV:lc +2
n p2 4 3 9 4 4 4

3 3 5 5 II:ld +1

Os casos onde houve a necessidade de reavaliar a situacdo do ponto critico an-
terior e posterior é mostrada na repeticao da linha corn os novos valores atualizados.
Isto ocorreu no primeiro. terceiro e quarto ponto.

Assim temos ntrocas = (1 + 2 + 1)/4 = 1.
De fato ha urn so zero no quadrado initial. que esta localizado na fronteira, e

foi contado no programa.

Exemplo 2.2.6 Dado o polinOmio p(z) = z 5 + (5 — 40: 4 + (6 — 18i)z 3 + (-18 —
36i)z 2 — 56z — 16 + 32i vejamos os resultados principais, para a enumeracdo dos
seus zeros no quadrado centrado na origem e de lado=1.

Os seus zeros sdo exatamente z 1 = 1 + i, z 2 = —1 + i. z3 = —2 — 2i, z4 =
—1 + 2i, z 5 = —2 + 2i Para b = 1 ternos o seguinte quadrado e o grdfico aproximado
de p(r) na figura ;2.15.

Resultados Parciais:
1.Inicio dos variaveis.
2.Especializacao
13(x, y) = iy 5  5xy4 444 10ix 2 y 3 — 20ixy 3 — 16xy 3 — 6iy 3 — 18y 3 — 10x3y2 +

24ix2y2- 30x2y2+54ixy2_ 18xy2+36iy2+18y2+5ix4y 
+ 2 0 i 3 y + 16x 3y +18ix2y+

54x 2 y — 36ixy + 72xy — 56iy + x 5 —4ix 4 -18ix 3 +6x 3 -36ix 2 -18x 2 — 56x — 32i — 16
3. Para cada lateral:
Lateral 1:
Separacao::
13 1 [1] = x 5 5x 4 — 20x 3 — 102x 2 — 125x + 25
3.5.1 11p=[[0,1]], 3.5.2 11n,[1,11[1],[[0,1]]

132 [1] -= -9x 4 - 38x 3 - 20x 2 + 110x + 125
3.5.3 12p=[].
3.5.4 12n=[]• 12[1],[].
3.5.5 Nao ha sobreposicOes
3.5.12 lcomb[1]=[10,1,1,n,p1,0,11].



(a)[2]-e[3] (b)[4],-[1]

[1

64

FIGURA 2.15 — Imagem de p(z) = z s + (5 — 40: 4 + (6 —	 + (-18 — 360z2
—56z — 16 + 32i no quadrado de lado 1

Lateral 2:
Separacao::
pi [2] = 10y 4 — 34y 3 — 40y 2 + 142y — 78.
:3.5.1 11p=[[1,1]], 3.5.2 11n=[], 11[2]=[[1,1]]
)32 [2] = y 5 — 4y 4 — 36y 3 -4- 114y 2 — 49y — 26.
3.5.3 12p=[[1.1]]. :3.5.4 12n=[[-1,0]]. 12[2],[[-1.0].[1.1]].
:3.5.5 Nao ha sobreposicdes
3.5.12 lcomb[2],[[-1,0.1.n,p2,0,2],[1,1.1,a,p1.3.2]]
Lateral 3:
Separacao::
pl [ 3] x5 + 5x 4 12x 3 + 6x 2 - 13x — 11,
3.5.1 11p=[[1,1]], 3.5.2 11n=[[-1.-1]]. I1[3]=[[-1.-1],[1,1]]

P2[3] = x 4 + 2x 3 — 4x 2 — 2x + 3.
3.5.3 12p=[[1.1]].
3.5.4 12n=[[-1.-1]]. 12[3],[[-1,-1],[1,1]].
3.5.5 Nao ha sobreposicOes
3.5.12 lcomb[3]=[[1,1,1.a.p1,3,3],[-1,-1,1,a,p1,4,3]]
Lateral 4:
Separacao::

p i [4 ] = —2y 3 + 16y 2 — 34y + 20,
3.5.1 11p=[[1,1]], 3.5.2 11n=[], 11[4],[[1,1]]
)52 [4] = y 5 — 4y 4 + 4y 3 + 6y 2 — 17y + 10,
3.5.3 12p=[[1,1],[1,2]1, 3.5.4 12n=[], 12[4]=[[1.1]].
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X Zero de p

FIGURA 2.16 — Zeros de p(z) = z	 +( 7—i)z3+(1.4 — z2+(6—i)z-2-2i

3.5.5 Nao ha sobreposicOes
3.5.12 lcomb[4],[[1.1.1.a.p1.4.4]].
4. Classificacao :
Os dados resultantes da classificacao serao colocados na seguinte tabela.

k ei es tipo poli canto lat qant qei	 qes qprox classif	 incr

1 0 1 n p1 0 1 9 5 7 7 I:11) +1
2 -1 0 n p2 0 2 7 7 1 9 I:lb +1
:3 1 1 a pl 3 2 1 9 9 9

1 1 7 7 V:ld H-3
4 -1 -1 a pl 4 3 9 9 9 5

7 7 5 5 V:ld +3

Logo. ntrocas = 1+1+3+3 = 2

Exemplo 2.2.7 Seja p(z) = z 5	+(121- —t)z2+(6—i)z —2-2i corn
b = 1 e cujo.s zeros sdo z 1 =	 +	 z2	z3 =	 z4 = —1 + e = —2 — 9i

0 quadrado corn a localizagdo dos zeros estd na figura 9.16.

Resultados Parciais:
1.Inicio dos variaveis.
2.Especializacao.
3. Para cada lateral:
Lateral 1:
Separacao::

37x2
[ 1 ] = X5 + 121 — X3 — 2

p2 [1] =	 — 15. x 3 — 31:2

3.5.1 11p=[[0.0]],
3.5.2 11n,----[[-1.-1]], 11[1],[[-1,-1],[0.0]]
3.5.3 12p=[[0.0],[0,1]],
3.5.4 12n=[]. 12[1]=-[[0.0],[0,1]]

3.5.5 Nao ha sobreposicOes

— 15x.
+ 5x
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3.5.12 lcomb[1]=[[-1.-1.1.n.p1.1.1],[0.0.1.a.p1.0.1],[0.1.1.n.p2.2.1]].
Lateral 2:
Separacao::

[2] = 1:* + y 3 11,Y2 + 5y + 25.

P2[2] = y5	 — 31 Y 3	 5Ty — 5.
3.5.1 11p=[[0,1]],
3.5.2 11n=[[-1,0]], 11[2]=[[-1,0],[0,1]]
3.5.3 12p=[[0,1]],
3.5.4 12n=[]. 12[2]=[[0.1]].
3.5.5 Ha sobreposicOes . refina:
11[2],[[-1.0],[1/2,1],[0,1/2]] 12[2],[[0.1/2]]
3.5.1 2 lcomb[2]=[[-1.0.1.n.p1.0,2],[0,1/2.1.n.p2,0,2],[1/2.1,n.p1.0.211
Lateral 3:
Separacao:

Pi [3] = X5 +	 5X3	 25;2

p2 r3] = L 74	 13x 3 13:2 - X

3.5.1 11p=[[0,0]],
3.5.2 11n=[[-1.-1].[-1.0]]. 11[3]=[[-1,-1],[-1.0],[0,0]]
3.5.3 12p=[[0.0],[0.1]].
3.5.4 12n=[{-1.-11]. 12[3]=[[-1,-1],[0.0],[0,1]].
lcomb[3],[[0.1.1,n,p2,0,3],[0,0.1,a,p1,0,3],[4,0,1,n,p1,0,3],

[-1 1,1,n,p2,4,3]].
3.5.5 Nao ha, sobreposicOes
Lateral 4:
Separacao::4

[4] =	 - 3y3 +	 + 3y — 3.

p2 [4] = y 5 +	 - 3y3 —	 + Ty — 1
3.5.1 11p=[[0,1],[1.1]].
3.5.2 11n=[[-1,-1U, 11[4].[[-1.-1],[0.1],[1,1]]
3.5.3 12p=[[0.1],[1,1]].
3.5.4 12n=[], 12[4]=[[0,1],[1,1]].
3.5.5 Ha, sobreposicOes
11[4],[[-1,-1],[1/2,1],[1,1]], 12[4]=[[0,1/2],[1,1]]
3.5.12 lcomb[4],[[1/2,1,1,n,p1,0,4], [1,1,1,a,p1,4,4], [0,1/2,1,n,p2,0,4],

[-1,-1,1,n,p1,1,4]].
4. Classificacao:
Os dados resultantes da classificacao sera° colocados na seguinte tabela.

— 5x,
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k ei es	 I tipo	 poli	 canto	 'fat pant 1 qei	 qes	 qprox	 classif incr

1 0 0 a pl 0	 1 2 9 9 9
:3 3 7 1 IV:lc +2

2 0 1 n p2 0 1 9 9 1 1 I:lb +1
3 -1 0 n pl 0 2 1 1 3 3 I:lb +I
4 0 1/2 n p2 0 2 :3 3 5 5 I:lb +1
5 1/2 1 n pl 0 2 5 5 7 7 I:lb +1
6 0 1 n p2 0 3 7 7 9 9 I:lb +1
7 0 0 a pl 0 :3 9 9 9 9

7 1 5 9 IV:lc +2
8 -1 0 n pl 0 3 9 9 9 9 I:buc

3 9 5 7 9 +I
9 -1 -1 a pl 4 3 5 9 9 9

9 7 5 7 V:ld +:3
10 1/2 1 n p1 0 4 9 9 7 7 I:lb +1
11 0 1/2 n p2 0 4 7 7 1 2 I:lb +1
12 -1 -1 n pl 1 4 1 2 2 9

1 1 3 :3 II:lb +1

Assim temos ntrocas = 8x1+2x
4

2-,,-1-4-3 = 4.

De fato, ha urn so zero no interior do quadrado inicial e tres zeros localizados
na fronteira que foram contados no programa. perfazendo o total de 4 zeros no
quadrado.

Exemplo 2.2.8 Seja considerado agora o mesmo polinOmio p(z) = z5	 )z4
(7 — i)z3	— t)z2 (6 —i):: — 2 — 2i corn b = 2.

Resultados Parciais:
1.Infcio dos variaveis.
2.Especializacão
3. para cada lateral:
Lateral 1:

Separacáo::
751 [1] = x 5 + 

7 4
- 29x3

3.5.1 11p=[[0.2]],
3.5.2 11n=[[-2,-2],[-2,0]],11[1]=[[-2.-2],[-2,0],[0,2]]

752 [1] =	 — 29x3 +	 + 101x + 24
3.5.3 12p=[[0,2]]

3.5.4 12n=[[-2,-2],[-2.0]]12[1],[[-2.-2,],[-2.0],[0.2]]
3.5.5 Ha sobreposicOes

11[1],[[-2,-2],[-2,-1],[0.1]]12[1],[[-2.-2],[4,0],[1,2]]
3.5.12 lcomb[1],[[-2,-2,1,a.p1.1,1], [-2,-1.1,n,p1,0,1], [-1.0,1.n,p2,0,1],
[0.1.1,n,p1,0,1], [1,2,1,n,p2,0,1]].
Lateral 2:
separacdo

pi [2] = '274 + 3y3

169T2	 20x + 42,
2

4232 
-I-

3y + 1.80,
9

3.5.1 11p=[[0,2]1.



321)2	 (6 _FIGURA 2.17 — Imagem de p(z) =	 +	 + (7 —	 + (1,4

— 2 — 2i no quadrado de lado 2

3.5.2 11n=[[-2,0]], 11[2],[[-2.0],[0.2]]
p2 [2] = y 5 + 4 - 75y 3 + 9,42 + 304y — 10.
3.5.3 12p=[[0.2]]•

3.5.4 12n=[]. 12[2]=[[0.2]]
3.5.5 Ha sobreposicOes - refina
11[2]= [[-2.0] • [1/2.1]] 12[2]=[[0.1/2]]
3.5.12 lcomb[2]=[[-2.0,1.n.p1.0.2],[0,1/2.1,n,p2.0.2], [1/2,1,1.n.p1.0.2]]
Lateral 3:
separacao

1) 1 [3] = x 5 +	 37x3	 145212 24x + 30,
3.5.1 11p=[[0,2]],

3.5.2 11n=[[-2,-1],[-1.0]]. 11[1],H-2.-1M-1,4[0,2]]
p2[3] = 21.x 4	 27x3	 lor	 79x

3.5.3 12p=[[0,0],[0,2]]
3.5.4 12n=[[-2,0]], 12[1]=[[-2,0],[0,0].[0,2]].

3.5.5 Ha sobreposicOes - refina
11[3]=[[-2,-7/4],[-1,0],[0,1]) 12[3]=[[-3/2,-1],[0,0],[1.2]]
3.5.12 lcomb[3]=[[1.2,1,n,p2,0.3], [0,1,1,n,p1,0,3], [0.0.1,n,p2,0,3],
[-1,0,1.n.p1,0,3],	 [-2,-7/4,1,n,p1,0,3]]
Lateral 4:
Separacao:
151 [4] = 1s,,4 - 5y 3 +	 + 23y — 20,
3.5.1 11p=[[0,2]1, 3.5.2 11n=[[-2,2],[-2,0]], 11[1]=[[-2,-2]4-2,0140,2]]
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P2[4] = y 5 + 2 — 19y 3 — 3 zy' + 36y + 10.
3.5.:3 12p=[[0.2]j, :3.5.4 12n=[[-2,-2],[-2,0]] 12[1]=[[-2.-2].[-2.0],[0.2]].
3.5.5 Ha sobreposicOes
11[4].[[-2,-2],[-2.-1].[0,1]] 12[4],[[-2,-2],[-1.0].[1.2]]
3.5.12 lcomb[4]=[[1,2,1,n,p2.0.4], 	 [-1.0.1.n.p2.0.4],

4. Classificacao :
Os dados resultantes da classificacáo serao colocados na seguinte tabela. para sim-
plificar a saida.

k ei	 es tipo poli canto lat pant qei qes 1 qprox classif 1 incr

1 -2 -1 n pl 0 1 9 9 3 3 I:lb +1
2 -1 0 n p2 0 1 3 3 5 5 I:lb +1
3 0 1 n p1 0 1 5 5 7 7 I:lb +1
4 1 2 n p2 0 1 7 7 1 1 I:lb +1
5 -2 0 n p1 0 2 1 1 3 3 I:lb +1
6 0 1/2 n p2 0 2 3 3 5 5 I:lb +1
7 1/2 1 n p1 0 2 5 5 7 7 I:lb +1
8 1 2 n p2 0 3 7 7 1 1 I:lb +1
9 0 1 n pl 0 3 1 1 4 4 I:lb +1
10 0 0 n p2 0 3 4 4 4 4

1 3 5 7 III:lb +1
11 -1 0 n p1 0 3 4 4 7 7 I:lb +1
12 -3/2 -1 n p2 0 3 7 7 1 1 I:lb +I
13 -2 -7/4 n p1 0 3 1 1 3 3 I:lb +1
14 1 2 n p2 0 4 3 3 5 5 I:lb +1
15 0 1 n p1 0 4 5 5 7 7 I:lb +1
16 -1 0 n p2 0 4 7 7 1 1 I:lb +1
17 -2 -1 n pl 0 4 1 1 9 9 II:lb +1
18 -2 -2 a p1 1 4 9 9 9 9 II:lb +1

1 3 1 3 V:ld +3
Assim temos ntrocas = 16x1V+3 = 5, sendo que agora apenas urn zero esta na

fronteira do quadrado caracterizando urn ponto critic() ambiguo que e canto. para
k = 18 que foi considerado na lateral 4 e o ponto critic° k = 10 foi gerado pela
localizacão exata de urn zero, a saber o zero nulo, de p3[3].
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FIGURA 2.18 — Metodo de Wilf

2.2.7 Metodo de Brunetto ou Wilf Modificado

0 processo de Wilf. ver [WIL 78] combina as sequ- encias de Sturm e o prin-
cipio do argumento para enumerar os zeros no interior de uma regiao retangular.
Combinando as fOrmulas 2.10 e 2.11 encontramos o ntimero de zeros no interior do
retangulo R e dado por:

4

N(p, R) = - E (14(1Qk+i — Qkl) —14(0)) . 	 (2.20)2- 

onde 14(0 indica o ntimero de variacOes de sinal na k" ima secyliencia de Sturm
avaliada em t. Pode ser escrita ainda como:

N
1
9 V ( 0 ))	 (2.21)

=1 

onde lj e a lateral j.
Sej am Q4, Q2, Q3 e Q4 os vertices de urn Retangulo R no piano complexo e

p(z) o polinOmio do qual desejarnos o ntimero de zeros. Ver a figura 2.18.
Procedimento

(1) Obter o polinOrnio transformado correspondente a lateral mapeada no eixo
x corn seu ponto initial na origem (0, 0). Este polinOmio é indicado por:

	

pm;(z)	 p(t;(z)) onde

	

isto significa substituir z por Q k	 onde t e uma variavel real, ou seja
tomar a direcao QkQk+1.

	

pm . (z)	 aj (z)	 ii3(z)

+ Z t 2 (22 + iz
t 3 - Q3 Z t4 - Q4 - iZ

(2.22)

(2) Separar a parte imaginaria e real de	 em dois polinOmios ai (z) e ,33 ( ).
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FIGURA 2.19 — Divisào do Quadrado

(3) Gerar a seqiiencia de Sturm associada a lateral j calculando o ntimero de
zeros em cada lateral e aplicar a formula 2.20.

No procedimento implementado no trabalho de [BRU 94] partimos de urn
quadrado de semi-lado pela cota usada no metodo de Uspensky Modificado. usando
2.12 e calculamos o total de zeros pela fOrmula 2.21.

Para isolar cada zero num subquadrado, subdividimos o quadrado original no
seguinte procedimento recursivo:

(1) obter o centro do quadrado:

(2) determinar os polinOmios transformados que fazem o mapeamento da linha
horizontal central e da linha vertical central no eixo x :

p(z	 z,) p(iz	 zc).

(3) gerar duas novas seqiiencias de Sturm para os polinOmios gerados.

(4) obter os extremos de cada intervalo de acordo corn a seqUencia que esta
sendo utilizada. determinando o nUmero de zeros neste subquadrado.

Na figura 2.19 que mostra o quadrado bisseccionado. STi indica a seq. de
Sturm para cada lateral. i = 1(1)4 e no caso dos subquadrados, usamos ST5 na
horizontal e ST6 na vertical.

A contagem de zeros em cada subquadrado e feita de modo analog°, corn a
fOrmula 2.21 onde e feita a reutilizacao das seqUencias deslocando devidamente as
origens de cada uma delas.

Esta fOrmula exige que nao haja zeros na fronteira. Como o processo, no
quadrado initial parte de uma cota, assumimos que nao ha restricOes no inicio. Du-
rante a subdivisao isto pode ocorrer. Se o mck: dos polinOrnios iniciais da seqiiencia

cn
c-t-

CI)
rr
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de Sturm para cada lateral j. indicado por h i for constante. entdo nao existem zeros
sobre a lateral j. Caso contrario. pode haver ou nao zeros sobre a lateral. Se hi nao

constante. verificamos se ele possui zeros reais ou nao. utilizando a seqiiencia de
Sturm para o polindmio e sua derivada: fo = hi . e f 1 = h',. Se h, nao contem zeros
reais. o procedimento continua como no caso em h 3 e constante: caso contrario. o
lado associado e marcado que contem zeros e seu nUmero e acrescentado a b3.

A fOrmula final. neste caso. fica modificada para

4

—9	 ( v(t )	 17 ( o )) —	 b .
j=1	 =1

(2.23)

2.2.8 Algoritmo de Brunetto

As estruturas usadas no al g.orimo sao basicas e constituidas principalmente de
listas. vetores e pilhas.

Estruturas de Dados do Algoritmo

q[i],i : 1(1)4 vetor dos vertices do quadrado ou subquadrado.

1p lista dos vertices noroeste dos quadrados onde pesquisamos o nUmero de
zeros. seguido do tamanho do lado do quadrado.

1p = [q[i]. 2*	 b: cota superior dos zeros do polindmio.

lstu : lista dos polinOrnios que constituem a seqiiencia de Sturm. para cada
lateral do quadrado, seguido do nivel da subdivisao. vertice do canto noroeste.
f lag f[i] variavel lOgica indicando se ha ou nao zeros na fronteira. 1 f rout:
seqUencia de Sturm da fronteira.

1st u : [ f [0], f [1],	 f[m]. nivel. q[i]. f lag f [i].1 f ront. ...]

lisol lista dos subquadrados isolaclos. isto é. contem apenas um zero complexo.
e 1 o tamanho do lado do quadrado.

lisol : [[q[i] • 1 i] , [ q [.7], 1J], ...]

list _intery lista dos intervalos que contem zeros. que estao numa das fronteiras
dos sub-quadrados da subdivisao.

pilha pilha corn nivel da subdivisao, 1 tamanho do lado do subquadrado atual
e zc centro do subquadrado atual.

pilha2 pilha corn a seqiiencia de indices do quadrado pai.

pilha3 pilha corn a diferenca entre o total de zeros ja localizados e o ntimero
de zeros a localizar. na atual subdivisao.

nzeros[i] vetor que armazena o ntimero de zeros de cada lateral i : 1(1)4.

nzero f[i] vetor que armazena o ntimero de zeros correspondentes as fronteiras
i.: 1(1)8. conforme a fi gura 2.20 a seguir.

Vejamos o algoritmo principal detalhado:
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3

4
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1

FIGURA 2.20 — Identificacao das Fronteiras

loczero (pol )
I. f:expand(pol),

z:varidvel principal(f),
n:grau(f) 4.1coef:pilha:pilha2:pilha3:8.

.	 lstu:lisoldist_interv:[].
nivel:0,

b:cotasuperior(f),
nzerosli_1:0 , nzerosf[i]..0 i:0(1)4.
nzerof[i]..0 i:5(1)8,
separapartes(f), /* gera a e

a:content(Re(f)), ,3:content(Im(f)), */
13 = 0 entdo flagreal verdadeiro

senao flagreal : falso,
q[1]: -b-bi, g[2]: b-bi, q[3]:b+bi.
1p.fg[4],2*b].

/* gera as transformacOes t[1],t[2],t[3],t[4] */
obtem_transf(g[1[0],q[3].g[4])

13. para i:1 ate faca:
13.1 obtem_sturni(i,f),

. /* determina o polinOmio transformado fc[ii:pm (z)
separa as partes real e imagindria ai e ,(.31
determina se hci zeros na fronteira do quadrado Q
determina os polinemzios iniciais f[0] e f[1] para formar
a segiiência de sturm */
13.2 gera_sturm();
/* determina a seqiiencia de Sturm para f[0J e fill
laux: seqiiencia de sturm stir f[0],f[1],f[2],f[3],...f[m] */
13.3 flagf[i] : falso,
13.4 laux: append(laux,Inivel,flagifilgfili),
13.5 se i=4 entcio dof: cabs(q[lJ-q[i])

sendo dif[i]..cabs(0+1J-g[ili,
13.6 calc_nzeros(diffif 0),
/* calcula o nzimero de zeros no intervalo dill?'" pela
segiiencia de Sturm */
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13.7 lstu: endcons(lstu.laux).
totzeros : (EL, nzeros[i]),
totzloc: totzeros.
search(lp,lstu),
saida(

Algoritmo Recursivo para Pesquisar e isolar os zeros

search(lista.lstu,pai)
se lista =[] entdo pdra : saida: lisol.

senao
/* atualiza dados do quadrado pai e 4 subquadrados */

1.1 l:Ultimo(lista)/2,
1.2 nivel : nivel + I.
1.3 zc : centro do quadrado pai,
1.4 nzerofp11:0. j:5(1)8.

/* faz as trans.formacOes para eixo vertical (5)
e horizontal (6) */

2.1 determina as transformacOes t[5] e t]
9.2 obtem_sturm(5,f),
/* determina fc151 "/
9.3 gera_sturm(),
/* determina segiiencia :st5, */
2.4 obtem_sturm(6,f).
/* determina fc[6.1 */
9.5 gera_sturm();
/* determina seqiiencia :st6 */
2.6 lstu:append(lstu.[st5].[st6J),

3. para cada sub-quadrado k do quadrado pai e
enquanto hd zeros para localizar faca:

3.1 obtem_cantos(centro,l,k),
/* determina os novos vertices do subquadrado 1 e altera a lista
lista : ap pend (lista , lq[4il ,1).
3.2 calc_totzeros(lstu,l,k).
/* determina o numeros de zeros em cada lateral em nzeros[ij
se hd zeros na fronteira , calcula o nUrnero desses zeros em nze-
roffij, usando a formula 2.23.
coloca tais zeros na list_interv, determina totzeros */
3.3 se totzeros > 1

entdo /* repassa listas das seqiie'ncia.s e sturm */
3.3.1 define_lista_st(k.lstu)

/* gera lspar */
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3.3.2 1scall :	 idtimo(lista).
3.3.3 empilha	 nivel) ma pilha.

empilha(pal) na
empilha(totzloc-totzero.․ ) na pilha3

3.3.4 totzloc:totzeros,
se nivel > 0 entdo pai :k.

3.3.5 search(lscall,lspar,pai),
.3.3.6 se pilha3 =

3.3.6.1 entdo totzloc:O.
sencio

3.3.6.2 totzloc: desempilha(pilha3).
3.3.6.3 nivel :desempilha(pdha).
3.3.6.4 1: desempilha(pdha),
3.3.6.5 zc:desempilha(pdha).
3.3.6.6 pai:desmpilha(pdha2),
3.3.6.7 lista:remove(primeiro(lista),lista),

3.3.7 sena°
3.3.7.1 se totzeros = 1

3.3.7.9 entdo totzloc:totzloc-1
3.3.7.3 lisol:lisol+Ultimo(lista)

3.3.7.4 sendo remove quad ki da lista 3.4 se flu-
great e nivel =1

entdo se k 1 > 2 entdo pode parar.

4. saida (lisol,list_interv).

Exemplo 2.2 .9 Seja o polinômio p(z) = z3 + (-1 — 2i)z 2 (-4 — 14i)z — 12 + 18i
cujos zeros siio z i = 1 + i, z 2 = —3 — 2i e z3 = :3 + 3i que estdo localizados na figura
2.21.

Seguindo o algoritmo temos:
1.f : z3 -	 — 2i.z 2 — 4z — 14iz — 12 + 18i,

z:z,
n:3,
pilha:pilha2:pilha3:[],
b:8 ,
nzeros[i]:0, nzerof[i]:0 para i:1(1)4,
nzerof[i]:0, i:5(1)8,
separapartes(f)

a : Z 3 —	 — 4z — 12,	 : 2 • (z 2 — rz + 9),
flagreal:falso.
q[1]:-8-8i, q[2]:8-8i. q[3]:8+8i, q[4]:-8+8i.
1p4-8+8i.16] / X quadrado original */
obtem_transf(q[1],q[2],q[3].q[4]),
para cada lateral i:1(1)4 faca:

lateral 1
13.1 obtem_sturm(1,f)
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FIGURA 2.21 — Zeros de p(z) = z 3 (-1 — 2i): 2 + (-4 — 14i): — 12 ± 18i

polindmio transformado :
c[1] :	 — 26i: 2 — 25: 2 418i: — 20: — 990i — 1188

separapartes:
z 3 — 25: 2 — 20: — 1188„(31 : —13: 2 209: — 495
: mdc(aiA) : 1	 cste —>nao ha zeros na fronteira do quadrado Q 1 , nesta

lateral (i=1 ).
inicia a sequencia de sturm */

f [0] :	 f [1] : 32
13.2 gera_sturm( ); laux:[st1]:[ct i , /3 1 , 11353: — 86064. —1]
13.3 fiagf[1]:falso.
acrescenta a laux nfvel.vertice.flagf. seqiiência de sturm para a fronteira. que no

caso e vazia
13.4 laux:[st1,0,-8i-8.falso,rn
13.5 dif[1]:cabs(q[2]-q[1]):16.
13.6 /* calcula ntimero de zeros reais correspondente a esta lateral */
calc_nzeros(16,0) 	 nzeros[1]:1 
13.7 lstu: lstu+ laux,

lateral 2
13.1 obtem_sturm(2,f)
polinOrnio transformado :
f c[1] :	 z 3 26i? — 23: 2 — 52iz — 414z — 958i — 1436
separapartes:
a2 : —23: 2 414: — 1436. 132 : — Z3 + 26: 2 + 52: — 958

: mdc(a 2 , 132 ) : 1	 cste —>nao ha zeros na fronteira do quadrado Q 1 , nesta
lateral (i=2).
/* inicia a sequencia de sturm */
f[0] : ct 2 ,	 f [1] : /32



13.2 gera_sturm();
laux:[st2]:[a2, 132, 23: 2 + 414: + 1436. 151 - 16z. 11
13.3 flagf[2]:falso.
acrescenta a laux nivel.vertice,flagf, seqiiencia de sturm para a fronteira. que no

caso e vazia */
13.4 laux:laux+[st2,0.8i-8.falso.H]
13.5 dif[1]:cabs(q[3]-q[2]):16.
13.6 /* calcula ntimero de zeros reais correspondente a esta lateral */
calc_nzeros(16,0)	 nzeros[2]:2 
13.7 lstu: lstu+laux.

lateral 3
13.1 obtem_sturm(3.f)
polinOrnio transformado :
f c[3] :	 - 22iz2	23z2 - 322i: - 12: + 770i - 700
separapartes:
a3 :	 + 23: 2 + 12z - 700.	 33 :	 11.7 2 - 161: - 385
h[3] : mdc(a3 ,133 ) : 1	 cste -4nao ha zeros na fronteira do quadrado Q 1 . nesta
lateral (i=3).
/' inicia a sequencia de sturm */
f[0]	 f[1] : 133

13.2 gera_sturm(); laux:[st:3]:[a 3 , 33 , 8008 - 1173:.1]
13.3 flagf[3]:falso,
acrescenta a laux nivel,vertice.flagf, seqiiencia de sturm para a fronteira, que no

caso e vazia */
13.4 laux:laux+[st3,0.8i+8.falso,[]1
13.5 dif[3]:cabs(q[3]-q[2]):16.
13.6 /* calcula ntimero de zeros reais correspondente a esta lateral */
calc_nzeros(16.0)	 nzeros[3]:1 
13.7 lstu: lstu+laux.

lateral 4
13.1 obtem_sturm(4,f)
polinOmio transformado :
,f c[4] : iz3 - 22iz 2 + 25z 2 - 44i: - 382: + 1250i + 900
separapartes:
ce4 : 25: 2 + 382z + 900, 34 : : 3 - 22: 2 - 44z - 1250
h[3] : mdc(a4, 04) : 1	 cste	 ha zeros na fronteira do quadrado Q 1 , nesta
lateral (i=4).
/' inicia a sequencia de sturm */

f[0] : x4,	 f[ 1 ] : 04

13.2 gera_sturm():
laux:[st4]:[a4 , 04, 57088: - 466225. -1]
13.3 flagf[4]:falso,
acrescenta a laux nivel,vertice.flagf, seqiiencia de sturm para a fronteira, que no

caso e vazia */
13.4 laux:laux+[st4,0,8i-8,falso,rn
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13.5 dif[1]:cabs(q[4]-q[1]):16,
13.6 /* calcula ntimero de zeros reais correspondente a esta lateral */
calc_nzeros(16.0)	 nzeros[4]:2 
13.7 lstu: lstu+laux.
14. totzeros =	 (1 + 2 + 1 + 2) = 3.
Logo ha 3 zeros no quadrado Qi.
15.totzloc:3.
16. search(lp.lstu,0) /* Search 1 */
1p: [-8+8i.16]
lstu:[stl= [z 3 - 25: 2 -	 + 1188. -13: 2 + 209: - 495, 11353: - 86064. -1,0,-8i-8,
falsoa. st2=[-23: 2 +4142- 1436, -z 3 +26: 2 - 32: - 958.23: 22 - 414: +1436, 151 -
16:. 1.0.8-8i,falso,[]]. st3=[-: 3 + 23: 2 - 12: - 700,11:62 - 161: + 385,8008 -
1173:A.0.81+8. falso.[]]. st4= [25: 2 382: +900, : 3 -22: 2 -44z +1250. -25: 2 +382: -
900. 57088: - 4666225. -1.8i-8.false,[]]

nivel:O.
1. /' atualiza dados para quadrado pai
1.1) 1:Ultimo(lista)/2:8.
1.2) nivel:1.
1.3) zc:0.
/ centro do quadrado pai */
1.4) nzerof[i]:0, para i:5(1)8.
2./ faz as transformacOes para eixo vertical(6) e horizontal(7) */

2.1) t[5]:z+zc. t[6]:zc+iz.
2.2) obtem_sturm(5,f).
fc[5]:: 3 - 2i: 2 - z 2 - 14i: - 4: 18i - 12,
a5 :	 - -7 2 -	 - 12. ,35 : :3 -	- 4Z - 19

h[51:1	 cste ->nao ha zeros no eixo x.
f[0]:a - 5 f[1]:/.35
2.3) gera_sturm();
laux:st5:[a 5 , /3.5.84-16z.1]
lfront:[]
laux:[st5,1.0,falso,H]
2.4) lstu:lstu+laux,
2.5 obtem_sturm(6,f).
fc[6]:-i:3 + 2i: 2 + : 2 - 4iz 14: + 18i - 12
a6 : Z 2 - 14z - 12,	 /36 : -Z3 + 2: 2 - 4: + 18
h[6]:1	 cste	 Nao 1-)A zeros no eixo y.
f[0]:a 6	 f[1] : 06
2.6) gera_sturm();
laux:st6:[0 6 ,136 , -:2 - 14: + 12.8: - 7,
lfront: []
laux:[st6,1,0,falso,[]],
2.7) lstudstu+laux,
3. para cada subretängulo de Q 1 faca:
quad=1 e seja, k=1
obtem_cantos(zc,1,1)
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FIGURA 2.22 — Quadrado quad11

Ver figura 2.22
lista:[[8i-8.16],[8i-8.8])
3.2) calc_totzeros(lstu.k=1.pai=0),
nzeros[1]:0, nzeros[2]:-1, nzeros[3]:0, nzeros[4]:1
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0, nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros : °-"1 t0 '1

totzeros:0 
3.3) totzeros	 1 vai para 3.3.7
3.3.7) totzeros = 1 vai para 3.3.7.4
3.3.7.4) lista : remove(tiltimo(lista),lista)=[8i-8,16]
totzloc=3 3.4)k + 1 2 —> continua no prOximo subquadrado.
quad=1, k=2
3.1)obtem_cantos(zc,1,2)
Ver figura 2.23.
lista:[8i-8,16,[8i.8]]
3.2) calc_totzeros(lstu,2.0),
nzeros[1]:1, nzeros[2]:1, nzeros[3]:1, nzeros[4]:1,
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0. nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros :	 + 1 + 1 + 1) — (0 + 0 + 0 + 0))
totzeros:2 > 1 —± subdividira o quadrado Q12.
preparacao
3.3.1 define _lista_st(2,1stu)/- repassa a seqfiencias
lspar:[ stl,(st5):[as, 05 ,84-16z.1.1,0.falso,ffi, st2=(st2): [-23z 2 +414z —1436. —z3+
26z 2 -52z —958,	 —414z+1436. 151-16z, 1.0.8-8i.falso,[]], st3=(st3):[—z3+23z2—
12z — 700. 11z62 — 161z + 385. 8008 —1173z, 1,0,8i+8.falso,[]], st4=(st6):[(16, /3 6 , —z 2 —

-8 8
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FIGURA 2.23 — Quadrado quadi2

14z + 12.8z-7.1,0,falso.[]] ],
3.3.2 Iscall:[8i,8],
3.3.3 empilha(zc=0.1=8.nivel=1) na pilha.
empilha(pai=2) na pilha2.
empilha(3-2=1) na pilha3
:3.3.4 totzloc:2.
3.3.5 search(lscall,lspar,pai): Search 2
1. /* atualiza dados para quadrado '/
1.1) 1:tiltimo(lista)/2:4.
1.2) nivel:2,
1.3) zc:4i+4.

centro do quadrado */
1.4) nzerof[i]:0, para i:5(1)S,
2./* faz as transformacOes para eixo vertical(6) e horizontal(7)
2.1) t[5]:z+zc, t[6]:zc-Fiz,
2.2) obtemsturm(5,f),
fc[5]:z 3 	10iz 2	11z 2 58iz + 4z + 42i — 36,
c( 5 :	 11z2 + 4z — 36, 0.5 : 5z 2 + 29z — 21
h[5]:1	 este	 ha zeros no eixo x.

f[0]:c- — 5 f[1]:/35
2.3) gera_sturm():
laux:st5:[a 5 , /35,253z+482,1]
Ifront:[]
laux:[st5,2.4i+4.falso,[]]
2.4) lstu:lstu+laux.
2.5 obtemsturm(6,f),
fc[6]:—iz 3 — 10iz 2 — 11z 2 4iz 58z + 42i — 36
(1 6 : 11z 2 — 58z. — 36, 06 :	 - 10z 2 4iz + 42

-8
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FIGURA 2.24 — Quadrado quadn

h[6]:1	 este	 Nao ha zeros no eixo y.
f[0]:a6 f[1] t36
2.6) gera_sturm();
1aux:st6:[a6 , /36, 11: 2 + 58: + 36, —1948: — 3477, 1],
lfront:[]
laux:[st6.1.0.falso,[]].
2.7) lstu:lstu+laux.
3. totzloc:3
quad=2 e k=1
3.1) obtem_cantos(zc.1,1)
Ver figura 2.24.

3.2) calc_totzeros(lstu2.k=1,pai=2),
nzeros[1]:-1, nzeros[2]:0. nzeros[3]:1. nzeros[4]:0
Nä° ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0, nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros : 12--(( —1 + 0 + 1 + 0) — (0 + 0 + 0 + 0))
totzeros:0 
3.3 totzeros	 1 vai para 3.3.7 3.3.7) totzeros T 1 vai para 3.3.7.4
3.3.7.4) lista2 : remove(tiltimo(lista),lista)=[8i.8]
totzloc=2
Como nao houve zeros em quad 2i continuamos corn 2 zeros a serem localizados.
3.4)k	 1 2 —4 continua no prOximo subquadrado.
quad=2, k=2
3.1)obtem_cantos(zc=4i+4,1=4.k=2)
Ver figura 2.25.
lista:[8i,8,[8i+4,4]]
3.2) calc_totzeros(lstu2,k=2,pai=2),
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FIGURA 2.25 — Quadrado quad22

nzeros[1]:-1, nzeros[2]:1, nzeros[3]:0. nzeros[4]:0.
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0. nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros : (( —1 + 1 -4- 0 + 0) — (0 + 0 0 + 0))
totzeros:0 
3.3)totzeros	 1 vai para 3.3.7
3.3.7) tot zeros = 1 vai para 3.:3.7.4 lista2:[8i,8]
3.4) nIve1 7L- 1	 continua no prOximo quadrado.
quad=2, k=3
3.1) obtem_cantos(zc=4i+4.1=4.k=3)
Ver figura 2.26.
lista2:[8i,8,[4i,4]]
3.2)calc_totzros(lstu2.k=3,pai=2),
nzeros[1]:1, nzeros[2]:1, nzeros[3]:1. nzeros[4]:1,
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0, nzerof[2]:0, nzerof[3]:0, nzerof[4]:0,
3.3)totzeros = a(1 +1+1+1) totzeros=2> 1 —+ subdividira novamente. preparacao
lspar3: stl = [z3 z2 —4z — 12, -Z 2 -	 f	 st2 = [-11: —
58z-36, —z3 -10z 2 +4z+42,11z2 +58z+36, —1948z-3477,1,2, 4i+4, f also, []], st3
(st5) : [z3 11z 2 + 4z —36,5z 2 +29z+21,253z+482,1,2,4i+4, f also,[]]st4 = (st6) :
[z. 2 + 14z — 12. —z 3 2z 2 — 4z + 18, —z2 — 14z + 12,8z + 12,8z — 7,1,1.0, f also, []]
3.3.2) lscal13:[4i,4],
3.3.3) empilha(zc=4i+4,1=4,Mvel=2)na pilha.
empilha(pai=3) na pilha2
empilha(2-2=0) na pilha3.
3.3.4 totzloc=2
3.3.5 search(lscall,lspar,pai) : Search 3
1. /* atualiza dados para quadrado */
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FIGTJRA 2.26 — Quadrado quad23

1.1) lailtimo(lista)/2:2.
1.2) nive1:3,
1.3) zc:2i+2.
/' centro do quadrado */
1.4) nzerof[i]:0. para i:5(1)8.
2./* faz as transformacOes para eixo vertical(6) e horizontal(7) */
2.1) t[5]:z+zc. t[6]:zc-Fiz,
2.2) obtem_sturm(5,f),
fc[5]:z 3 4iz 2 	5z 2 — 2iz — 10i + S.
0 5	 +	 + S.	 : 4.7 2 -	 — 10
h[5]:1 E- este —4 nao ha zeros no eixo x.
f[0]:a — 5 f[1]:35
2.3) gera_sturna();
laux:st5:[a 5 , 05 7 ...,1]
Ifront:[]
laux:[st5,2,4i4-4,falso,[]]
2.4) lstu:lstu+laux,
2.5 obtem_sturm(6,f),
fc[6]:—iz 3 — 10iz 2 — 11z 2 4iz 58z + 42i — 36
a6 : 11z 2 — 58z — 36,	 36 :-.7 3 - 10z2 + 4iz + 42
h[6]:1	 cste	 Nao ha zeros no eixo y.
f[0]:a 6	 f [1] :
2.6) gera_sturm():
laux:st6:[a 6 ,	 1],
lfront:[]
laux:[st6,1,0,falso,[]],
2.7) lstu:lstu+laux.
3. totzloc:2
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FIGURA 2.27 — Quadrado quad31

quad =3 e k=1
3.1) obtem_cantos(zc.1.1)
Ver figura 2.27.

lista: [41.4. [4i.2]]
3.2) calc_totzeros(lstu3.k=1,pai=3),
nzeros[1]:-1. nzeros[2]:1, nzeros[3]:0. nzeros[4]:0
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0. nzerof[2]:0. nzerof[3]:0, nzerof[4]:0.
totzeros : ;(( —1	 1 + 0 0) — (0 0 + 0 0))
totzeros:0 
3.3 totzeros	 1 vai para 3.3.7
3.3.7) totzeros	 1 vai para 3.3.7.4
3.3.7.4) lista3: remove(tiltimo(lista),lista)=[4i,4]
totzloc=2
Como nao houve zeros em quad2i continuamos corn 2 zeros a serem localizados.
3.4)k 1 2	 continua no prOximo subquadrado.
quad=3, k=2
3.1)obtem_cantos(zc=2i+2.1=2.k=2)
Ver figura 2.28.
lista3:[4i,4,[4i4-2.2]]
3.2) calc_totzeros(lstu3,k=3.pai=2),
nzeros[1]:0, nzeros[2]:1. nzeros[3]:0, nzeros[4]:1,
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0, nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros ,;((0 + 1 + 0	 1) — (0 0	 0 0))
totzeros:1 
3.3)totzeros	 1 = 1 vai para 3.3.7.1

84
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FIGURA 2.28 — Quadrado quad32

3.3.7.1 totzeros=1 +> vai para 3.3.7.2
3.3.7.2 totzloc:2-1:1
3.3.7.3 lisol1[4i-1-2,2]]

Logo no quadrado quad32 ha urn zero localizado.
quad=3, k=3
3.1)obtem_cantos(zc=2i+2.1=2.k=2)
Ver figura 2.29.
lista3:[41,4,[4i+2,2],[21,2]]
3.2) calc_totzeros(1stu:3.k=3,pai=2).
nzeros[1]:0, nzeros[2]:1. nzeros[3]:0. nzeros[4]:1.
Mb ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0. nzerof[40. nzerof[3]:0, nzerof[4]:0,
totzeros : ((0 + 1 + 0 + 1) — (0 + 0 + 0 + 0))

totzeros:1 
3.3)totzeros	 1 = 1 vai para 3.3.7.1
3.3.7.1 totzeros=1	 vai para 3.3.7.2
3.3.7.2) totzloc : 1 — 1 = 0 Logo nao ha mais zeros a localizar, no quad 3.
3.3.7.3 lisol:[[4i+2,2],[2i,2]]
Nao avalia quad34 pois totzloc=0.
Volta a Search 2
3.3.6) desempilhar 3.3.6.2) totzloc:desempilha(pilha3):0.
3.3.6.3) nivel:desempilha(pilha):2,
3.3.6.4) 1:desempilha(pilha):4.
3.3.6.5) zc:desempilha(pilha):4i+4
3.3.6.6) pai:desempilha(pilha2):2,
3.3.6.7) lista2:remove(primeiro(lista3),lista3):[41+2,2]
Volta a Search 1
3.3.6) desempilhar

85
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FIGURA 2.29 — Quadrado quad33

:3.3.6.2) totzloc:desempilha(pilha3):1,
3.3.6.3) invel:desempilha(pilha):1.
3.3.6.4) 1:desempilha(pilha):8.
3.3.6.5) zc:desempilha( pilha ):0
3.3.6.6) pai:desempilha(pilha2):2
:3.) volta a quadi3
3.1) obtem_cantos(zc.l.pai)
Ver figura 2.30.
lista2416,[8i,8],[-8,8]].
3.2) calc_totzeros(lstu.k.pai),
nzeros[1]:1. nzeros[2]:0. nzeros[3]:0. nzeros[4]:1
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0, nzerof[2]:0, nzerof[:3]:0. nzerof[4]:0,
totzeros : 12-((1 + 0 + 0 +1) — (0 + 0 + 0 + 0))
totzeros:1 
3.3)totzeros	 1 = 1 vai para 3.3.7.2
3.3.7.2) totzloc : 1 — 1 = 0 Logo nao ha mais zeros a localizar, no quad 1 e dai 'ado
precisa pesquisar o quadrado quadi4.
3.3.7 .3)lisol:[[4i+2,2],[2i,2],[-8,8]
3.4 termina lac° do 3.
acaba search initial- volta ao loczero
4.1isol=[[4i+2,2],[2i.2].[-8,8]]
listinterv:E
A solucao e pois:

Ha urn zero no quadrado quad 32 corn os vertices:
q[1]=2i+2,q[2]=2i+4,q[3]=4i+4 e q[4]=2i, cujo canto noroeste e 4i 2 e tern
lado 2.
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FIGURA 2.30 	 Quadrado quadi3

Ha urn zero no quadrado quad 33 corn vertices:
q[1]=0. q[2]=2,q[3]=2i+2 e q[4]=2i. cujo canto noroeste e 21 e tern lado 2.

Ha urn zero no quadrado quad i3 corn os vertices:
q[1]=-8i-8. q[2]=-8i. q[:3]=0 e q[4]=-8, cujo canto noroeste e q[4]=-8 e tern lado
8.
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Capitulo 3

ENUMERACÃO E

LOCALIZACÄO DE ZEROS DE
POLINOMIOS INTERVALARES

Inicialmente apresentaremos os problemas que surgem na enumeracao e localiza-
cao dos zeros dos polinOrnios intervalares. os resultados sobre polinOmios intervalares
de Hurwitz e a seguir os novos resultados que podem ser usados para a localizacao
propriamente dita de zeros de polinOmios intervalares.

3.1 Colocacao do Problema no Caso Intervalar
No caso de polinOmios intervalares a questa° da enumeracao e localizacao dos

zeros hao se coloca de maneira analoga ao caso real nem ao complex°, pois na
realidade estamos tratando de uma familia de polinOrnios.

3.1.1 CaracterizacaTo da Familia 13]

Vamos tratar neste trabalho dos polinOrnios intervalares como sendo uma
familia de polindmios reais sobre a variavel real x.	 Esta familia e dada pelo grau
e pelos coeficientes intervalares. segundo o conceito de Moore. e que sao indica-
dos por A, =	 31] onde i = 0(1)n. Para que todos membros da familia tenham
urn tinico grau digamos n., e necessario que A n nao contenha o zero. ou seja. para
An	[an 03,,] entao 0	 An e an > 0 ou I3n < 0. 0 polinOmio intervalar sera indi-
cado entre colchetes corn a variavel entre parenteses: [p](x). A familia sera, indicada
apenas pelo polinOrnio entre colchetes: [p]. 0 polinOmio intervalar na variavel x

indicado pela notacao [p](x) e dado por:

[p](x) := [an. /3 n]x" +	 /3,-11xn-1 +	 +	 /31] x + [ao, i3o]

onde [a 1 ,	 , o conj unto dos intervalos reais de Moore.
0 grafico de cada polinOmio real da familia [p] pode ser viasualizado aproxi-

madamente atraves do grafico de certos polinOrnios. Nesta familia vamos destacar al-
guns polinOrnios especiais. que desempenham uma certa funcao. Seja [p] o polinOmio
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intervalar de grau n

[p](x) = An x n An _ i x n-1	. . A i x + Ao,

onde A i =	 E I 	 , x E 2 . Vamos destacar os seguintes polindmios:

Definicao 3.1.1 (PolinOmios Extremais) Sao polindmios reais formados pelas
possiveis combinacOes dos extremos dos coeficientes intervalares.

Se urn polinOmio tem k coeficientes intervalares entäo o nUmero de polindmios
extremais e dado por 2 k . Al guns autores tambem os chamam de polindmios vertices.

Definicao 3.1.2 (PolinOmio Medio) Seja dado [p](x) =	 0 PolinOmio
Medi° e o polinOmio real formado pelo ponto medio de cada coeficiente intervalar.

+ 3i 
x

i
n

pm(x)
-

Os polindmios extremais do polinOmio [p](x) =	 -f-[ —6. —3]x 2 + [- 28. —19]x -i-
[24, 60] sao os seguintes:

x 3 — 6x 2 — 98x 24. x3 — 3x 2 — 28x H- 24.
x 3 — 6x 2 — 28x 60. x 3 — 3x 2 — 28x 60,
x3 — 6x 2 — 19x H- 24, x 3 — 3x 2 -- 19x 24.

— 6x 2 — 19x 60. x 3 — 3x 2 — 19x + 60.

Apenas 6 deles sao vistos na figura 3.1. 0 polinOmio medio e p(x) = x 3 — 4.5x 2 —
23.5x	 42.

Do conjunto dos polindmios extremais quatro deles se destacam. pois con-
stituem limites de qualquer membro da familia. Em termos pictOricos. isto significa
que todos polindmios tem seas graficos na regiao delimitada por eles. Al gebrica-
mente isto e estabelecido pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1.1 Na famIlia intervalar [p], existem polindmios reais tail que:

(Vp(x) E [P]( x ))(ex 	 0)_p2(x) c p (x ) c pi(x)i,

Cdp(x) E [p] ( x )) (Vx	 0 ) [p4( x ) 5_ p (x ) C P3(x)]•

Estes 4 polindmios sao determinados por:

Pi( x ) :=	 r3o aix )32x 2 ct3 x 3 	134x 4 a5x5

P2( x ) :=	 ao i31x + a2x2 + 03x3 + a4x 4 + /.35x 5 +

P3( x ) :=-	 + aix + 02x2 + 03x 3 + ,134x 4 + 35x 5 +

p4( x ) 	 ao alx a2/2 a3x3	a4x4 a5x5 + • • •

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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FIGURA 3.1 — Alguns polinOrnios de x 3 +[-6, —3]x 2 + [-28. —19]x + [24. 60]

Prova:
Seja p(x)	 a n x n +	 +	 + a 2 x 2 + a i x + a () E _plix), ou seja a i E

[a l ,	 i = 0(1)n e dal ai < a <
Caso I: Seja x > 0. Vamos mostrar que p 4 (x) < p(x) < p3(x).
Para x > 0 temos ai x i <	 e portanto E n,_o a i x' < E in_o ai x i . Logo, p(x) <

p3 ( x
Analogamente, temos a i x i < ai x 2 e portanto. E irio ai x i < E in_o ai
Assim,

(Vx > 0) 1J4( X ) C p ( x )	 P3(X)]•

Caso	 Seja x < 0. Vamos mostrar que p(x) < p1(x)
Consideremos dois casos:
Caso (a): n e par:
Para x < 0 e i = 0(2)12, ou seja, i e par, vale que x > 0. Dai como a i < 3i,

entdo
a i x i < Oi x i , = 0(2)n	 (3.4)

Para i = 1(2)n — 1, on seja, i e impar, vale que x i < 0. Dal como ai <
entao

aixi < ai x i .	 1(2)n — 1.	 (3.5)

Somando 3.4 e 3.5 temos:

E ai x l <
i=0	 i=0,pares

+
n-1
E aixi

i=1,impares
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r1

Eai x < 30 + alx 32 x 2 a3x3
i=o

seja. para x < 0, p(x) < pi(x)•
Caso (b): n e impar:
Neste caso. a fOrmula 3.4 fica:

,4
,v4 	 -r-

	

a i x i < 3i x i . i = 0(2)n — 1	 (3.6)

e a fOrmula 3.5 fica:
aix < aix 	 = 1(2)n.	 (3.7)

Somando ambas chegamos. analogamente que (Vx < 0)[p(x) < pi(x)].
Caso	 Seja x < 0. Vamos mostrar que p 2 (x) < p(x)
caso (c): n e impar:
Para x < 0 e i = 0(2)n — 1 vale, para os indices pares Tice x i > 0 e como
a i temos

<	 . i = 0(2)n — 1	 (3.S)

Para i = 1(2)n, ou seja. para os indices impares, como a i < 3r e x i < 0. temos
a i x` >	 entdo:

3ix' < a ix'. i = 1(2)n.	 (3.9)

Somando 3.8 e 3.9 te77108:

n-

ajar	 E	 a xi
z=0.pares	 =1,irnpares	 z=0

ao + 31x + a2 x 2 33x 3	a4 x 4 05 x 5	 aix
=o

Assim. p2 (x) < p(x).
Caso (d): it e par:
Neste caso. a fOrmula 3.8 fica:

a i x i < aix , i = 0(2)n.	 (3.10)

A formula 3.9 fica:

	

< a i x i , i = 1(2)n — 1.	 (3.11)

Somando 3.10 e 3.11 chegamos, analogamente que:

(Vx < 0) 132( X ) C *X)]

cqd

Definicao	 3.1.3 (PolinOmios Limitrofes) Os polinOmios pi (x), p2 (x), p3 (x) e
p4 (x) sao chamados de limitrofes. Os polinOmios pl e p3 seio chamados de limitrofes
maximais, sendo p l o maximal negativo e p3 o maximal positivo. Os
polinOmios p2 e p4 sao chamados de minimais, sendo p9 o minimal nega-
tivo e p4 o minimal positivo.
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Os polinOmios limitrofes de [p](x) 	. -3]x2 + [-28. -19]x + [24. 60]
sac. os seguintes:

p4 (x) =	 - 6x 2 - 28x + 24. p3 (x) = x3 - 3x 2 - 19x + 60.
(x) = x 3 - 3/ 2 - 28x + 60. p2 (x) =	 - 6x 2 - 19x + 24.

Eles podem ser vistos na figura 3.1 junto corn outros extremais.
Disposicao dos Zeros dos PolinOmios Limitrofes

Seja [p](x) um polindmio intervalar de grau n da variavel real x e sejam
p1 (x),Th(x),p3 (x) e p4 (x) seus polinOmios limitrofes. A seqiiencia dos zeros dos
limitrofes segue uma disposicao on colocacao caracteristica e constante. Os zeros
reais estao naturalmente ordenados no eixo x. Os zeros complexos. se houverem.
ocorrerao sempre aos pares, pois [p] e real. Os zeros complexos podem ser ordenados
no eixo x, pelas suas repectivas partes reais.

Notagao: Zeros dos PolinOmios LimItrofes:
Vamos indicar por

os j zeros dos polinOmios limitrofes pi.
o indite i indica o indite do polindmio.
Por exempt() z23 indica o terceiro zero de p 2 e z31 indica o primeiro zero de p3.

Naturalmente. os zeros conjugados tern iguais partes reais.
Qualquer polindmio p(x) E [p](x) esta na -faixa" entre pi (x) e p2 (x) para

x < 0. e entre p3 (x) e p4 (x) para x > 0. 0 comportamento grafico dos polinOmios
de [p] esta obviamente restrito ao comportamento grafico dos polinOmios limitrofes.
Quanto maior for o diametro dos coeficientes de [p]. principalmente no que tange aos
de maior gran. mais variado sera o comportamento de cada urn dos polinOmios da
familia. Esta variacao se refere no grafico. a localizacao e ao tipo do zero. Vejamos
alguns exemplos. onde mostraremos os graficos dos polirthmios limitrofes e seus zeros.

Exemplo 3.1.1 Seja [p] = x 4 +[0.75,1.25]x 3 +[-18.75, -17.75]x 2 +[-16.25. -15.75]x+
[31.75. 32.25] Os limitrofes

pi (x) = x 4 + 0.75x 3 - 17.75x 2 - 16.25x + 39.95:

p2 (x) = x4 + 1.25x 3 - 18.75x 2 - 15.75x + 31.75;

p3 (x) = x4 + 1.25x 3 - 17.75x 2 - 15.75x + 32.25;

P4( x ) = x4 + 0.75x 3 - 18.75x 2 - 16.25x + 31.75.

Os zeros estdo arredondados para o ntimero de mdquina mais prOximo, corn
casas decimais. e sao os seguintes:

zil = -3.720: z12 = -2.119: z13 = 1.000; z14 = 4.089.

z2i = -4.344: z22 = -1.822: z23 = 0.988; z24 = 3.967.

7, 31 = -4.159: z32 = -1.967; z33 = 1.022; z34 = 3.853.

7,41 = -3.942; z42 = -1.979; z43 = 0.968: z4 .4 = 4.203.
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FIGURA 3.2 	  PolinOrnios Limitrofes de [p]	 =	 x 4 + [0.75. 1.25]x3
[-18.75. —17.75]x 2	[-16.25. —15.75]x + [31.75.:32.25]

A seqiiencia dos zeros e:

z21, z31 . Z411 Z11, Z12. Z42, Z32, Z22 Z43, Z 23 . Z13, Z33,	 Z34, Z 24 1 Z14, Z44

Os polinOmios limitrofes e os zeros aparecem, fora de escala e aproximadamente na
figura 3.2.

No eixo negativo os limites dos intervalos sdo dodos pelos polinOmios 139 e
ao passo que no eixo positivo. pelos zeros de p 3 e p4 . Estes pontos delimitam todos os
zeros de qualquer p E [p]. Todos os zeros .sclo reais e podemos dizer que no intervalo
[z21 , zii] todo p E jp] possui seu primeiro zero negativo: em [z 12 , z22 ] seu segundo zero
negativo; em. [z43 , z33 ] seu primeiro zero positivo e em [z34 , z44] o segundo e Ultimo
zero positivo.

Exemplo 3.1.2 Seja [p] = x 4 + [6.5, 7]x 3 [5, 5.5]x 2 [-32, —30]x [-32. —30] Os
limitrofes sdo:

pi(x) = x 4 + 6.5x 3 5.5x2 — 32x — 30;

p2 (x) = x 4 +7x 3 + 5x 2 — 30x — 32;

P3( x ) = x 4 7x3 5.5x2 — 30x — 30;

p4 (x) = x 4 + 6.5x 3 5x2 — 32x — 32.

Ver figura 3.3.0s zeros .sdo:

z11,12 = —3.805 + 1.167i; z 13 = —0.928; z 14 = 2.038.
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Regiao corn zeros reels e complexos

FIGURA 3.3 — PolinOmios Limitrofes de _pi = x4	 [6.5, 7]x 3 + [5, 5.5]x 2 +
[-32. —30]x + [-32. —30]

z2i = —5.114: 422 = —2.745: z23 = —1.139;	 424 = 2.0.

Z31 = —4.858: z32 = —3.082; z33 = — 1.021:	 z34 = 1.962.

241.42 = —3.779 ± 0.913i: 243 = — 1.018:	 z44 = 2.077.

A seqdencia dos zeros

Z21 n 431! 441 = Z421 4 11	 412, 432, 422, 423, 433 . 443, Z13• 434. 424, 4 14, 444

Analisando os resultados dos zeros dos limitrofes e os seus grdficos, podemos dizer
que na regido retangular salientada na figura 3.3, qualquer polinomio on possui 2
zero.s negativos ou possui 2 zeros complexos. No intervalo [z23 , z13 ] cada polinOmio
possui um zero negativo e em. [z34 , z44 ] urn zero positivo.

Exemplo 3.1.3 Seja [p] = x 7	 1]x6+ [3, 4]x 5 +	 1]x4 + [3, 4]x 3 + [- 1, 2]x 2 +
[5, 6]x + [-5, 3] Os limitrofes sdo:

( x ) = x 7 + x 6 + 3x
5 + x4 3X3 2/.2 + 5x -1- 3:

p2(x) = x 7 - 4x6 + 4x 5 - 5x 4 + 4x 3 - x2 + 6x — 5:

p3 (x) = x 7 + x 6 + 4x 5 + x4 + 4x 3 + 2x 2 + 6x + 3:

p4 (x) = x7 — 4x 6 + 3x 5 — 5x 4 + 3x 3 — x 2 + 5x — 5.

Ver figura 3.4.0s zeros .sao:
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FIGURA 3.4 - PolinOmios Limitrofes de [p] = x + [-4, 1]x 6 + [3. 4].g + [-5.1.]x4+
[3. 4]x 3 +	 2]x2 + [5. 6]x	 [-5. :3]

11.12 = -0.72 + 1.05i: Z13 = -0.59: 214,15 = -0.29 ± 1.45i: Z 16.17 = 0.81 ± 0.85i.

Z 21.22 = -0.69 ± 0.71i; 23,24 = -0.17 ± 1.30i: :25 = 0.940: z26 = 1.00: Z27 = 3.08

:31.32 = -0.39 ± 1.04i: 233 = -0.49; 234.35 = -0.42 +	 :36.37 = 0.77 ± 0.87i.

Z41 .42 = -0.10 + 0.70i: :43.44 = 0.11 + 1.29i: :45.46 = 0.85 ± 0.35i: z47 = 3.47.

A segliéncia dos zeros

211 = 212, 241 = 242, 221 = 222, 231 = 232, 213, 233. 234 = 235

214	 215, 243	 244, 223 a 224, 236	 237, 245	 246, 225, 226, 227, 247

Neste exemplo, Tido podemos separar as informacOes relativas a cada zero de cada
polinOmio ou mesmo de alguns dos zeros.

Observamos que quando os zeros sao todos reais a seqiiencia pode ser par-
ticionada em n grupos. 	 Caso contrario. isto nao acontece. 	 Alem disso, nos dois
primeiros exemplos o zero nao esta em nenhum dos coeficientes da familia. ao  passo
que, no terceiro ha zeros em varios coeficientes, produzindo urn "faixa - onde nao
conseguimos isolar os zeros reais. ou os complexos em regiOes bem delimitadas grafi-
camente.
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3.1.2 Enumeracao dos Zeros de pi
Enumerar os zeros da familia [p] e enumerar os zeros de cada urn dos polinOrnios

da familia.

3.1.2.1 Enumeracao dos Zeros Reais de P1

A Regra de Descartes esti, na base dos processos de enumeracao vistos no
capitulo dois. Esta regra pode ser facilmente adaptada ao caso intervalar.

Teorema 3.1.2 (Regra de Descartes para o polinOmio intervalar) Seja dado
um polinOmio intervalar [p] de gran n.na variavel x..Se (Vi, j = 0(1)n) [a; >	 <
0] entao vale a Regra de Descartes, isto e, o nUmero de zeros positivos de qualquer
p(x) E [p] nunca e major que o nUmero de trocas de sinal T, na seq1Yencia dos seas
coeficientes nao nulos. See menor. enteio e sempre por urn nzimero par.

Prova:
Todo polinOmio p E	 tern coeficientes reais e como o sinal de cada coeficiente

intervalar nao muda. pela hipOtese. entdo a segliencia de sinais de qualquer p e a
mesma que a seqii6ncia dos sinais dos coeficientes A i ,i = 0(1)n. Logo podemos
aplicar a regra de Descartes para a segliencia dos sinais de A.

cqd

Exemplo 3.1.4 Seja

[p](x) = x 4 + [ -1T. —16]x 3 [34.47]x 2 + [172. 432]x + [-1440. —420]

.4 segliencia dos sinais e -F. —. 	 — e portanto T = 3 Analisando o grcifico de
p] pelos polinOmios limitrofes. vemos que ha polinOmios corn 3 zeros positivos e
outros corn urn so zero positivo. Analisando a seqii6ncia dos sinais de [p](—x)
temos o seguinte polinOmio transformado: [p](—x) = x 4 + [16. 17]x 3 + [34.47]x 2 +
[-432. —172]x + [-1440. —420] cuja seqiiencia de sinais e +.+.	 —.	 que resulta
em T' = 1. Assim todo polin,Omio p E [p] possui um zero negativo. 	 Ver figura 3.5.

Se. por outro lado. ocorre que algum dos coeficientes de [p] possui o zero. isto
, troca de sinal, entao existem duas possibilidades de variacao de cada coeficiente

nesta situacao: o valor positivo e o negativo. Assim. se em k coeficientes tivermos
que 0 E Ak. 0 < k < n — 1. entao teremos 2 k seqiiericias de sinais diferentes,
produzindo, cada uma delas, um valor para T.

A enumeracao efetiva dos zeros de urn polinOrnio real pode ser obtida pelos
metodos vistos na capitulo dois, tendo cada urn suas peculiaridades. A enumeracao
dos polinOmios limitrofes. mesmo analisando o maximal e o minimal de cada semi-
eixo. nao e suficiente para determinar o mimero de zeros de qualquer polinOmio da
familia. Vejamos os resultados do exemplo anterior.

Exemplo 3.1.5 Os polinOmios limitrofes do polinOmio anterior sdo:

pi (x) =	 — 17x 3 47x2 + 172x — 420, p2 (x) = x 4 — 16x 3 :34x 2 + 432x — 1440

p3 ( x) = x 4 — 16,r3 47x2 + 432x — 420, p4 (x) = x4 — 17x3 34x2 + 172x — 1440
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FIGURA 3.5 — PolinOmios Limftrofes de 13)(x) =	 [ —17. —16]x 3 + [34, 47]x2 -7

[172, 432]x + [-1440. —420]

0 inimero efetivo de zeros positivos de p 3 e p4 e 1. respectivamente o maximal e o
minimal, mas o ndmero de zeros positivos de p i e tres, e p 1 evidentemente, estd na
faixa determinada por p 3 e p4 . 0 resultado e compreensivel um.a vez que T = 3.

Assim sendo. a Regra de Descartes é valida para polinOmios intervalares desde
que 0 cZ A i , i = 0(1)n, e entao temos algumas situacOes onde a enumeracao
univocamente definida. Neste caso, se o rnimero de trocas de sinal T e nulo entdo
podemos garantir que nenhum polinOmio p E [p] possui zeros positivos. Se T = 1
entdo podemos garantir que todos polinOrnios p E	 possuem urn zero positivo.
Analogamente, os resultados valem para T'. o ntimero de trocas de sinal de 13](---x).

3.1.2.2 Enumeracao dos Zeros Complexos de p]

lima regra menos geral que a regra de Descartes e a regra de Gua pois ela nao
fornece o ntimero dos zeros e sim urn indicativo de que pode haver zeros complexos.
Contudo, poder ser que urn polinOrnio tenha zeros complexos mas a hipdtese da
regra nao seja satisfeita. a condicao e apenas suficiente.

Teorema 3.1.3 (Regra de Gua para PolinOmios Reais) Dado p(x) de gran n
sem zeros nulos e se para algum k, 1 < k < n. tivermos

2a k	a k _ i • ak+i

entdo p(x) possui zeros complexos.

Teorema 3.1.4 (Regra de Gua para PolinOmios Intervalares) Seja tal que3
0	 A i = [u i , 3j]. i = 0(1)n. Se para algum k. 1	 < k. < n tivermos, para
Pk	 Ak-1 X Ak+1 = [ 7k, Pk],

min{4	 < Pk,
	 (3.12)
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entdo	 possui polinOmio.s corn zeros complexos.
Prova:
_Va formula anterior o produto e o produto intervalar. que contem justamente

todos os produtos possiveis de qualquer element° dos dois fatores A k_ i e A k+1 . Como
no lado esquerdo da formula 3.12 estamos considerando o minim° dos quadra dos dos
extremos do intervalos AA segue que esta formula generaliza a condicdo de Gua para
intervalos. Logo. se a regra de Gua e satisfeita em um dos polinOmios da famfiia
[131. entdo a condicdo 3.12 tambem e satisfeita.

cqd

Exemplo 3.1.6 Seja [p](x) = [1. 2];:r 5 + [2.3]x 4 + x3 2x 2	 [ -6. —5]x	 [3.4]
Para /- = 3 vale que min{1 2 .1 2 } = 1 e [2, 3] x [2,2] = [4, 6] Logo 1 < 6 entdo

possui polinOmios corn zeros complexos. a saber todos polindmios limitrofes tern
zeros complexos.

3.1.2.3	 Seqiiencia dos Zeros de [p]

Observando a sequ- encia dos zeros dos limitrofes podemos chegar a algumas
conclusOes. Seja 0_ a seqiiencia de todos os zeros reais negativos dos polinOrnios
maximal e minimal negativos. Seja 0+ a seqfiencia dos zeros reais positivos dos
polinOmios maximal e minimal positivos. Vamos renomear urn zero de urn polindmio
maximal por Z (maitisculo) e urn zero de um minimal por z (mimisculo).

No exemplo :3.1.1. observando a figura :3.2. e omitindo os zeros que nao sao
referentes ao maximal ou ao minimal. temos:

°_	 {Z21. Z11 • Z12- 2:92}

0+ = {.7.743. Z33. Z34. :44

Para cada seqiiencia de zeros consecutivos do mesmo polinOmio. consideremos
apena.s um deles. desprezando os indices. temos:

0' = {z, Z, z}

= {z, Z, z}

Observamos que ha #0' — 1 = 3 — 1 = 2 intervalos que possuem zeros reais
negativos de [p], a saber [..:2 1 . Zit] e [Z12, 4 22 ]. 0 mesmo vale para a seqfiencia dos
positivos e temos #0+ — 1 = :3 — 1 = 2 e os intervalos sao [7: 43 , Z33] e [Z34.2:44].

No exemplo 3.1.2 temos:

0_ = Z 21 . :221 423, Z13}

0+ = { Z34 • Z44}

CY_ = {z , Z}

= {Z, z}

Logo. temos #0 1 — 1 = 2 — 1 = 1 urn intervalo corn um zero negativo e um
positivo. que sao4z 23 . Z13 ] e [Z34 , z44], respectivamente, pois #0+ — 1 = 2 — 1 = 1.
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FIGURA :3.6 — PolinOmios limItrofes de [Or = 2x 5 + [25.26]x 4 + [94, 95]x 3 —
[95.96]x 22 	[-98. —97]x	 [-120. —110]

Ja no exemplo 3.1.3 nao existe urn intervalo que contenha todos os zeros reais
negativos ou positivos, de forma isolada.

Exemplo 3.1.7 Seja _p1(x) = 2x 5 4- [25, 26]x 4 +[94.95]x 3 +[95, 96]x2+[-98.
[-120. —110], visto na figura 3.6

0 — = { Z11- -7'21, Z22, 723 .	 • Z12} 0+ = {Z13, z44}

0 /_= {Z,z,Z} 0+ = {Z,z}

Assim temos #0' — 1 = 3 — 1 = 2 intervalos que so contem zeros reais negativos
de qualquer p E [p], a saber [z 11 , z21 ] e [z24, Z12 ] e temos #C'Y+ = 2 — 1 = 1 intervalo
que contem so zeros positivos que e [Z13 , z44].

Se todos polinOrnios de 	 possuem so zeros reais e distintos, entao a seqiiencia
de zeros obedece a urn padrao que varia conforme n for par ou impar e o sinal do
coeficiente dominante for positivo ou negativo. Vamos considerar, sem perda de
generalidade. que a, > 0.

Vejamos os casos possiveis:
Seja n = 2, entao temos tres situacOes para o grafico dos limftrofes e para os

zeros de [p].
Todos os zeros sao negativos, ver figura 3.7. Os intervalos sao:

Z	 [z21, Z11] U [ Z12, z21]

Todos sao positivos, ver figura 3.8. Os intervalos sac,:

Z = [241, Z31] U [Z32127,12]

F Fi G S
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FIGURA 3.7 — Grau 2:Dois zeros negativos

(c) Urn e ne gativo e o outro e positivo, ver figura 3.9.

Z = [Z21. Z11], U [ Z31, Z42]

Seja n = 3. entao temos quatro situacOes para o grafico dos limitrofes e para
os zeros de [p] .

Todos os zeros sao negativos:

Z = [Z11, 221] U [222, Z121 U [ Z13, 223]

Todos sao positivos;

Z = [Z31, 241] U [ 242, Z32] U [ Z33, Z43]

Um zero e negativo e dois positivos:

Z =	 221] U [242, Z32] U [Z33, :43]

Dois zeros negativos e urn positivo: Ver figura 3.10.

Z = { Z115 Z21]	 Z[ 22, Z121 U [ Z33, .:43]

Seja n = 4, entao temos cinco situagOes :
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FIGURA 3.8 — Grau 2:Todos zeros positivos

FIGURA 3.9 — Grau 2: Urn zero negativo, urn zero positivo
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FIGURA 3.10 — Grau 3: Dois negativos, urn positivo

Todos os zeros sa- o negativos:

Z = [Z21. Z11] U [ Z12 , z22] U [z23, Z1,3] U [Z14. 2:24]

Todos sao positivos:

Z = [z41 . Z31 ] U [ Z32 , 442] U [z43, Z33] U [ Z34, z44]

Urn zero e negativo e tres positivos:

Z - [421, Z11] U [Z31 • z42 ] U [ z43 , Z33 ] U [ Z34 , z44]

Dois zeros negativos e dois positivos:

Z = [ z21 . Z11 ] U [ Z12 , z22] U [z42, Z33] U [Z34• z44]

(e) Tres zeros negativos e urn positivo:

Z = [ z21 ,	 U [Z12, z22] U [z13, Z23] U [ Z34, z44]

Teorema 3.1.5 Seja [p] um polinOmio intervalar que possui so zeros reais. Seja
an > 0, s.p.g. Os zeros de qualquer p E p] esteio situados entre os zeros dos
polinOrnios limitrofes da seguinte maneira:

(I) Se n e par:
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Todos zeros sdo negativos:

Z =	 Zu] U [Z12.:29] U [ Z 23 . Z1,3] U • • • U [ Zln • -:2n]

Todos zeros .sdo positivos:

Z =	 Z31] U [ Z32, Z42] U [ Z 43 . Z33] U • • • U [ Z3n• Z4n]•

(c) k zeros negativos e n. — k zeros positivos:k = 1(1)n —

Z = [z21 .	 U [Z12. :22] U	 U [Z1k• Z2k] U [Z4k • Zak] U [Z:3k+l• Z4k-4-1] U	 U [Z3n- -74n]
negativos	 positivos

(II) Se n e
Todos zeros silo negativos:

Z =	 Z21] U [Z 22 . Z12] U	 U [Zin. Z9n]

Todos zeros sdo positivos:

Z	 [Z31. Z41] U [Z- 42. Z32]	 [Z3n. z4n]

(c) k zeros sdo negativos e n — k zeros sdo positivos:

Z =	 zni U [ z22 • Z12] U	 . [ -:2k • Zlk]u[Z3k• Z4k] U U.	 [Z3n, Z472]
negativos	 positivos

Os demais metodos para enumerar os zeros de [p] citados no capitulo dois tais
como Schur ou Routh nao podem ser imecliatamente aplicados ao caso intervalar.

3.1.3 Localizacao dos Zeros de ip]

A localizacao dos zeros de jp] depende naturalmente da localizacao dos zeros
dos polinOmios limitrofes de uma maneira muito simples.

No caso das cotas dos zeros reais temos que para [p](x) = E,-0 A i x i com
=	 e an positivo, entao a cota dos zeros positivos de _p] e dada pela cota

dos zeros positivos de p4 , caso contrario pela cota de p3.
A cota dos zeros negativos sera dada pela cota de p2 se n for par, caso contrario

sera dada pela cota de pi , para an positivo. Se a n < 0. invertemos os polinOmios.
Se for considerada uma cota tambem valida para os zeros complexos. entao

simplificamos o procedimento tomando simplesmente a maior cota dos 4 polinOmios
limitrofes. Iremos usar sempre a cota de Fujiwara para todos zeros. inclusive dos
complexos, dada no capitulo dois. por 2.12.

3.1.4 Separacao dos Zeros de _]
Os resultados validos para a enumeracdo nao sao fechados. isto é, permitem

apenas que tenhamos urn conjunto de possibilidades para a solucao .
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Para a familia [p](x) a localizaccio pela major cota dos polinOrnios limitrofes
fornece um tinico resultado. A partir deste resultado podemos comecar a pesquisar
maneiras para fazer a separacáo dos zeros da familia.

Em alguns casos. podemos localizar uma regiao em que cada polinOmio da
familia possui urn so zero real ou urn so zero complexo. mas nem sempre isto ocorre.
Vejamos alguns exemplos. Os resultados a seguir foram obtidos mediante analise
dos polinOmios limitrofes.

Exemplo 3.1.8 Seja [p](x) = x 3 + [-6. —3]x 2 + [-28. —19]x + [24.6C Ve7' alguns
polinOrnios na figura 3.1. Os polinOmios limitrofes sdo os seguintes:

pi ( ) =	 — 3X 2 — 28x + 60: p 2 (x) = x 3 — 6x 2 — 19x + 94:

p3 (x) = x 3 — 3X 2 — 19x + 60: p4 (x) = x 3 — 6X 2 — 28x + 24

A separacdo destes polinOmios pelo metodo de Uspensky Modificado fornece:

L1 = H-16. 0], [0, 4], [4, 8]]; L2 = [[-16. 0], [8. 8]. [0. 8]];

L3 = [[-16.0]. [4. 4], [0.4]]: L4 = [[-16. 0], [0. 8], [8. 16]]

Todos polinOmio p(x) E	 possuem so zeros reais e dal temos seus zeros isolados
nos seguintes intervalos:

[-6. 0]. [0, 4], [4.16]

on seja. cada um dos infinitos polinOrnios reais da familia _p](x) possuird urn zero
negativo em [-6.0] e Bois zeros positivos. um em [0.16] e outro em. [4. 10]. todos des
simples.

Este resultado e confirmado teoricamente com os teorema 3.2.7 e 4.2.4.

Porem. no exemplo seguinte, nao podemos isolar todos os zeros.

Exemplo 3.1.9 Seja [p](x) = x 3 [-6. —4]x 2 + [-11. —1]x + [6.30]. Ver o grdfico
dos polinOmios limitrofes na figura 3.11

Os polinOrnios limitrofes

pi (x) = x3 — 4x 2 — 11x + 30: p2 (x) = x 3 — 6x 2 — x + 6;

p3 (x) = X 3 — 4X 2 — X + 30:	 p4 (x) = x 3 — 6X 2 — 11X + 6

A separacdo destes polinOrnios fornece:

Ll = H-16,0], [0.4],  [4,8]];	 L2 = [[-16.0], [0,4], [4. 8]];

L3 = [[-16.0]]; L4 = [[-16,0]. [ 0 . 4], [4, 8]]

Neste caso, ndo seio satisfeitas as condicdes dos teoremas. Contudo, podemos
garantir que ern [-4. 0] cada polinOmio real possui um zero real simples, mas no caso
do eixo positivo tal ndo ocorre. Temos: pi (x) = x 3 — 4x 2 — llx + 30 que pertence a
familia mas possui zeros complexos no semiplano positivo.

Assim. se delimitarmos a regido do piano complexo dada pelo quadrado de
vertices (0,0),(4,0),(4,50),(0,50), 	 (onde 4 e uma extremidade do intervalo da
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FIGURA 3.11 	  PolinOmios Limitrofes de x 3 + [-6. —4]x 2 [-11. —1]x [6. 30]

separacdo de p i	e .50 e Lima cota para p1 para x E [0, 4]) constatamos que .p](x)
possui ou urn zero real simples ou urn zero complexo. Inclusive podemos ter um
polinOrnio que tenha um zero duplo em. [0, 8] e so urn zero real negativo. Esta e a
melhor informagdo a ser dada.

Exemplo 3.1.10 Seja '.p)(x) = x'	 [-4. —3]x 3	[2. 3]x2 + [1, 3]x	 [-5. —4]. Os

polindmios limitrofes sdo:

(x) = x5 - 4x 3 + 3x 2 x — 4: p2 (x) = x 5 — 3x 3 2x2 + 3x — 5

p3 (x) = x 5 — 3x 3 + 3x 2 + 3x — 4; p4 (x) = x 5 — 4x 3 2x2 x — 3

her figura 3.12. A separaccio fornece:

Ll = [[-4.

3	 3
L3

—2], [-2, 0], [0, 2]];	 L2 = [[0, 2]];

, —1], [1, 1]]; L4 = [[-4, —2], [-2, 0], [0, 4]]= [[- 2. —9 ], [-2

Logo em [0, 4] hd urn zero positivo mas ndo podemos separar os zeros reais
negativos. HO, zeros complexos corn parte real positiva e negativa. Isto e obtido da
separagdo dos zeros complexos:

LC1 = [[8i, 8]]; LC2 = [[-4 + 4i, 4], [4i, 4]]
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FIGURA :3.12 — PolinOrnios limftrofes de [p](x) = x 3 ±[-4. —3]x 3 +[2. 3]x 2 + [1. 3]x±
[-3, —4]

LC3 = [[4i.4]: LC4 = [[8i,8]]

Logo em [0.4] ha urn zero positivo para todo p(x) E	 Hd polinOmios corn zeros

complexos corn parte real positiva e ncgativa e ha polinOrnios corn dois zeros rears
negativos ma.s ha polinOmios que nao possuem zeros negativos. a saber p2.

Neste caso. os polinOmios que possuem dois zeros negativos nao podem ser
separados em dois intervalos menores apenas baseados na informagdo da separacdo
dos limitrofes. Isto ocorre pois podemos ter inclusive polinOmios corn um zero duplo.
e em principio mais de urn. 0 intervalo onde estes zeros duplos podem ocorrer
depende de outros resultados: encontrar o minim° de p i e p3 no intervalo [0. —3]: o
maxim° de p2 e p4 neste rnesmo intervalo. Alas determinando este intervalo. onde
pode haver zeros duplos, poderfamos, entao, isolar o primeiro intervalo so corn um
zero negativo para todos polinOmios que tivessem dois zeros negativos. e a seguir o
outro intervalo corn o segundo zero negativo. Observamos, entao que no intervalo
[-3. 0] os zeros negativos de p] nao sao separciveis.

3.2 Resultados Conhecidos
Vamos apresentar a seguir, urn resumo dos trabalhos que tratam diretamente

ou indiretamente a questa° de estabilidade de polinOmios intervalares como urn
subsIdio para o problema colocado e a questao da separacao propriamente dita.

3.2.1 PolinOmio Intervalar de Hurwitz

0 primeiro trabalho publicado sobre a estabilidade de urn polinOmio inter-
valar e devido a Vladimir L. Kharitonov. Nesse trabalho, Kahritonov apresenta o
resultado seminal onde prova o teorema que recebeu o seu nome, ver [KHA
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Teorema 3.2.1 (Kharitonov 1) Seja .p](x) =	 i _ 0 [ a , 3d . A estabilidade de
Hurwitz para os quatro polinOmios vertices:

p (1) (z) = 0.0 + al: 4_ /32: 2 + 3- 3: 3 +	 + (15: 5 + /36:6

p (2) (z) = 30 +	 + cog + 33 : 3 + 34: 4 + a5: 5 + as?
p (3) (z) = 30 +	 a9z2	 a3 z 3 + 34 : 4 + 35 : 5 + a6 z 6 +
p(`1) (z) = a0+

	 + /32 z2	 a3z 3 	a4z,-(	i35: 5	 i36,6

(3.13)

necessdria e suficiente para que todo polinOmio da famaZia [p1(x) seja de
Hurwitz.

Os quatro polinOmios acima sao chamados de polinOmios vertices de Kharitonov
ou simplesmente polinOmios de Kharitonov.

Em trabalho mais recente. ([KHA 93]). Kharitonov estende a condicao de es-
tabilidade do polinOmio intervalar a outras regiOes que nao so o semiplano esquerdo
do piano complex°.

Urn polinOmio e D—estavel (ou tambem D-estavel de Hurwitz) se todos os seus
zeros estao na regiao D.

Teorema 3.2.2 (Kharitonov 2) Seja

	

D, = {z =	 > 0 A 9 E — a l 7 + a)}

onde 0<a < 2.
A e.stabilidade dos polinOmios vertices dados por

{ p( z ) E _P]( z )i a k E {[ak, i3k]}. k = 0(1)n}

implica na D,-estabilidade de toda familia.

Podem ocorrer reducOes para alguns an gulos. Se a = 7r/3, por exemplo. o
mimero de polinOmios de teste e reduzido de 2n+1 para 6 polinOrnios, ver [SOH 90].

	

Exemplo 3.2.1 Seja [p](z) =	 + [4.	 + [9, 10]: 2 + [ 10, 11],z + [4. 5]. Ver figura
3.13. Entdo os polinOrnios de teste sdo:

p (1) (z) = 4 + 10:	 10z 2 + 5:3 + 2:4
p (2) (z) = 5 + 10: + 9z 2 + 5:3 + 2z4
p (3) (z) = 5 + llz + 9z 2 + 4: 3 + 2:4
p (z) (z) = 4 + 11: + 10: 2 + 4z 3 + 2z4

Testando os quatro polinOmios reais corn o algoritmo de Trevisan citado na
seccdo 1.4, temos:

hurw(p(1)(z)) = true,

hurw(p(2) (z)) = true,

hurw(p(3) (z)) = true,

hurw(p(4) (z)) = true.

No prOximo exemplo, veremos que corn uma variacao semelhante a do exemplo
anterior, nao ocorre o mesmo resultado.



?0x134,50003+10$042+101ix

2*x0z4v30x**3+9*K02410,5
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n
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FIGURA 3.13 — PolinOmios de Kharitonov para[p](z) = 2z 4 + [4, 5].-z3 + [9. 10]z 2 +
[10.1* + [4.5]

Exemplo 3.2.2 Seja ip](z)	 2]z4 + [5, 7]z3 + [6. 10]: 2 + [ 9. 10]:: + [4. 5]. Ver figura
3.14. Entdo os polinOmios de teste sdo:

p(1) (z) = 4 + 9z + 10z- 2 + 7z 3 + z4,
p(2) (z) = 5 + 9z +	 2.z4,
p(3) (z) = 5 + 10z + 6z 2 + 5z 3 + 2z4,
p(z) (z) = 4 + 10z + 10z 2 + 52: 3 + z4.

Testando os quatro polinOmios reais corn o mesmo algoritmo da seccdo 1.j
temOs:

hurw(p(1) (z)) = false,

hurw(p(2) (z)) = false.

hurw(p(3) (z)) = true.

hurw(p(3) (z)) = true.

Logo [A(z) do segundo exemplo não e urn polinOmio intervalar de Hurwitz.
Estes dois exemplos sugerem a seguinte questdo:

Dado urn polinOrnio de Hurwitz qual a variacao que podem ter
seus coeficientes de modo que o polinOmio modificado ainda seja
de Hurwitz?



r**‘,7*fg$3.10*x02+9xxl.4 ---

Ax**4+40313.5*x02+9*x+5

241)0114,5*)(03+6rot2+10mx+5

,(04.5*x0341014x02*10*x .4 - -

/

109

FIGLRA 3.14 — PolinOrnios de Kharitonov para [p](z) =	 [1,2]z 4	 5. 71: 3 +
[6.10]: 2 + [9. 10]: + [4.5]

No trabalho de Guiver e Bose. ( [BOS 83]) tal problema e resolvido para polinOrnios
de gran n < 4. onde e dada a maxima amplitude para a i . ou seja o maior intervalo

que contenha a i e que ](x) seja de Hurwitz.
Para o caso de urn polinOmio de gran n qualquer Barmish [BAR 84] desen-

volveu urn trabalho baseado no teorema 3.2.1 de Kharitonov. A variacao e suposta
estar restrita a urn conjunto de pesos nao negativos
wi , e wi .i = 0(1)n — 1 onde o polinOrnio de gran n e unitario. Assim se:

p( x) = xn an_1Xn-1	 a2x 2 + a i x + ao

entao q(x) = x n,	 „in_1xn-1	 ,72x2 X + yo e dito E — admissivel se os
coeficientes -y i sao tais que

a i — wi e < -y < a +71Ti c	 i = 0(1)n — 1.

Neste trabalho sao construldas 4 matrizes Q i ( f), i = 1(1)4. para o teste da
condicao de Hurwitz onde os coeficientes considerados sao os extremos inferiores on
superiores conforme a regra de construcao dos 4 polinOmios p( i ) (:) do teorema de
Kharitonov 1.

Seja Aij (e) o j"' menor principal dominante das matrizes Q i (E),i = 1(1)4,
e definimos

:= min {E > 0	 E N,j < n tal que	 < 0}.	 (3.14)
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e entao segue:
cm„ = min{c7}, i = 1(1)4.

Exemplo 3.2.3 Seja p(x) = x 4 +5x 3 +8x 2 -I-8x +3. que e um polinOmio de Hurwitz.
Seja wt =	 = 1. 0 polinamio intervalar resultante e:

q(x) = x 4 + [5 — 6. 5 + E]X 3 + [8 — c. 8 + c]x 2 + [8 — 6. 8 +	 + [3 — :3 + 6].

Assim os poliniimios de Kharitonov sdo: q (1) (x) = (3 — 6) + (8 — e)x + (8 +
e)x 2 +(5+e)x3 +x4 e q (3) = 3-HE+ (8+6)x+(8-6)x2+(5—c)x3+ x 4 e analogamente
ternos os demais dois casos.	 matriz e referente ao polinOmio q(3)(x) 

5 — c	 8 + c	 0	 0
1	 8 + c	 3—e	 0
0	 5	 8 e	 0
0	 1	 8	 3

Q3(e) =  

e analogamente construimos as demais matrixes.
Para que o menor principal dominante de Q i (f) seja positivo temos as seguintes

condicdes:
Q1(E)
Q2(6)

Q3(6)
Q4(E)

Usando 3.14 temos

< 5 c < 8	 c 2 — 756 + 181 > 0
c < 3 6 < 8	 6 2 + 756 + 181 > 0
6 < 3 c < 5	 6 2 + 556 + 181 > 0
c < 8	 62 + 55€ + 181 > 0

2.5. E; = 3, 6; = :3,	 = 1.81

Logo cm, = 1.81.

A matriz Q i tern uma construcao diferente da feita anteriormente em 1.13 mas
ambas sao equivalentes. e neste caso a regra geral é:  

	

"in-1-21	 0

	

7n-21	 0

	

7n4-1-21	 n-1-21

	

7n+2-21	 7n-21

7n+3-21 7n+1-21

0

0

0

0
0

1-- (701711 '721 • •

în-1	 .7n -3	 .7n-5

1	 7n-2	 7n-4
0	 'Y, n-1	 7n-3
0	 1	 7 n- 22

0	 0	 7n-1
0        

Em 1983, Stanislaw Bialas ([BIA 83a] e [BIA 83]) provou al guns resultados de
menor import:ancia que os de Kharitonov, mas de uma maneira diferente.

Em 1984, ele publicou urn trabalho [BIA 84] no mesmo problema da variacao
dos coeficientes onde obtem resultados semelhantes ao de Guiver e Bose mas corn
uma reducao do custo computacional.

No trabalho citado acima, ele considerou que o polinOrnio estavel esta na
seguinte forma:

f(x) = aosn aixn-1 +
	 + an-2x 2 + an _ i x + ao corn a () > 0	 (3.15)
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Sejam dados os limites dos coeficientes a i pelos reais bk . c k , k = 0(1)n. Assim.
a k E [a k , ak]. onde para t > 0 e definido:

a k (t)	 a k — bk t. uk (t):= a k + c k t.	 k = 0(1)n.	 (:3.16)

Desejamos o maior to > 0 tal que aox n + a l e- 1 + ...+ an _ i x + a,, seja estavel
para todo ak E (ak(to).-4(to)) U { a k }. k = 0(1)n.

Pelo criterio de Routh-Hurwitz ([GAN 59]). de acordo com a equacao 1.13 o
polinOmio 3.15 e estavel se os determinantes de Hurwitz sao positivos.

	

dni,j (0) > 0.	 m = 1(1)n. j = 1(1)4.

Para m = 1(1)n seja m j a menor raiz nao negativa do polinOrnio dm.i (t), caso
contrario. se cirn,i > 0 para todo t > 0 entao Tm ,3 = OC. Seja

aob0-1 bo > 0.
bo = 0.	

(3.17)

Seja to definido por:

	

to	 r'}	 (3.18)
J

Agora o minimo e tornado so sobre os determinantes de mais alta ordem.
enquanto que no trabalho de Barmish o mesmo era feito sobre todos os determinantes
dm.i . 0 seu resultado principal e o seguinte:

Teorema 3.2.3 (Bialas) Seja o polinOmio

aox n	 an_2x2 + an-ix + ao

estavel e to dodo por 3.18. Entiio
Se 0 < to < DC coda polinOrnio

Cep? + Xn-1 + • • • + an-1 X + an,	 (3.19)

onde a k E (a k (to)-rik(to))U {a k } k = 0(1)n e estavel e existe ,3k E la k (to). -eik(to)} U
{a k } k = 0(1)n tal que o polin6mio	 31x71-1 ...+	 3r, ndo e estavel.

Se to = cc entdo b k = 0, k = 0(1)n e todos polinOmios especificados em
3.19 corn coeficientes ak (t) E [ak,Zik(t)], k = 0(1)n, t > 0 sdo estdveis.

A reducao do custo computacional e obtida se:

no processo de calculo dos determinantes 4,3 e de seus zeros, para n pequeno
usado o criterio de Lienard-Chipart [GAN 59];

para bk = ck , k = 0(1)n. entao para t > 0 os 4 polinOmios de teste sao iguais
dois a dois, nos indices 1 e 3 e para 2 e 4, conforme 3.20 e dal

4,1 (0 = cln,3 (-t),	 e 4,2 (0 = d,,4(-t)

Logo so dois polinOmios sao computados.
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3. Os coeficientes dos determinantes de Hurwitz podem ser computados pelo pro-
cesso de Routh. dado a seguir:

Sejam h•(x,t), j = 1(1)4. os polinOmios de teste:

h i ( x.t) =
h 2 (x,t) =
h 3 (x . t) =
li4 (x t)

g_0 (t)x n + ai(t)xn-1
rio(t)x n + ai(t)x71-1
Tio(t)x n +Til(t)xn-1
Lio(t)x n +ai(t)xn-1

u-2(t)xn-2	 ri3 ( 0 1,71-3	 04(t)xn-4

a,(t) x n-2	 rt3MX 12-3 	 d4(t)xn-4
(3.20)+ a 2 (t)x n-2 + c_z3(t)xn-3 +-a4(02„,4

÷712(t)x n-2 + g 3 (t)x n- 3 + a4 (t)x n - 4 +

Sao criados 4 arrays	 m = 0(1)n e s = 1(1)[n/2] + 1 iniciando corn as
seguintes duas linhas:

-1 k (t) -g (t)	 coeficientes ordem par
; (i)
L i( t) i6t)	 (t)	 coeficientes de ordem impar

que sao os coeficientes de h i (x.t).	 j = 1(1)4. que formam a base da seguinte relacáo
de recorrencia. As linhas subseqiientes sao dadas

1
^I'm„ s

(5,,̀;,11(t)

1 m —2,s+1( t )	 './' 1/ ) 2.1(0

-4-711.1(t)
(3.21)   

onde m = 2(1)n. .s = 1(1)[n/2]	 1 e ainda

6;77.,) (t) =
1	 m = 2. 3
-7,(1)3,1(t)	 m = 1.4.

Como os determinantes de Hurwitz d m,;(0) sao sempre positivos a divisáo em
3.21 e sempre possivel; os determinantes	 sao iguais aos resultados da primeira
coluna da matriz gerada por 3.21. ou seja:

=	 m = 1(1)4.

Exemplo 3.2.4 Seja f(x) = 4x 5 + 5x 4 + 26x 3 + 30x 2 + Tx + 2 e sejam hk = ck = 1
Como n e pequeno usamos o criterio de Lienard-Chipart, logo:

to = min{ao, a l , a 3 , a5, 72,j, 74,j},

onde r2 ,j : e a menor raiz ndo negativa de d 2„; que e determinante de ordem 2, de
hj (x,t) entdo: a k (t)	 a k — t. ak (t) = a k + t. Assim:

h i (x,t) = (4 — t)x 5 + (5 — t)x 4 + (26 + t)x 3 + (30 + t)x 2 + (7 —	 + (2 — t),

h 2 (x.t) = (4 + t)x 5 + (5 — t)x 4 + (26 — t)x 3 + (30 + )x 2 + (7 t)x + (2 — t).

Logo. D 1 = d0,1 = a () = 4 — t

Colocando em outra forma e .substituindo os valores:
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m/s 1 2:, 3
0 4 — t 26 — t 7 — t
1 5 — t 30+tt 2 — t

2 10 + 3t 27 — 6f *
3 16.5 + 217t — t 2 90 — 5t 2 *
-1 851 + 1124t — 31t 2 * *

vemos entdo que:

d11 = 5 — t
	 (14.1 = 851 + 1024t — 31t2.

0 esquema para h9(x,t)

172/8, 1 2 3
0 4 + t 96 — t 7 + t
1 5 — t 30 + t 9 — t
2 10 — 65t 27 *
3 20 — 140t + 65t 2 165 — 1913t2
4 851 + 9620t — 4225t 2 * *

e agora vemos que

c/0.1 = 4 + t	 d4.1 = 851 + 9620t — 4225t2.

Calculando. numericamente. as raizes necessnrias para. in = 2 e m = 4 temos:

to	 0.0852

Esta e a variaccio permitida em cada coeficiente de f(x) dado. de modo que
ele ainda seja estdvel.

Tal procedimento e automatizvel e temos os problemas de calcular os deter-
minantes algebricamente ( em funcao de t) e as raizes dos polinOmios gerados.

Outra abordagem para o problema e feita por Mohammad Argoun ([ARG 86]
e [ARG 87]) em dois trabalhos baseados na divisao do polinOmio original em dois
outros, urn nas potencias pares e outro nas Impares, corn o objetivo de permitir uma
maior flexibilidade no calculo dos limites das perturbacOes possiveis aos coeficientes
de modo a manter a estabilidade. 	 A escolha dos limites de perturbacao possiveis
sao feitas ora maximizando-as num grupo e diminuindo os limites no outro grupo
ou alternando as mudancas de acordo corn as necessidades do problema.

Seja o polinCimio de Hurwitz dado na forma:

P(x) = an x n	 a n _ i x72-1 +	 + a i x + ao.	 (3.22)

Sejam Si , i = 0(1)n as quantidades corn as quais os coeficientes a i sao alterados.
0 objetivo e achar os limites em Ja i tal que:

< ta i , i = 0(1)n.



de modo que o polinOmio alterado P (x) corn os coeficientes a i + a i a i . i = 0(1)71.
ainda seja estavel.

0 polinOmio P(x) se subdivide em

P(x)= R(x)+Q(x) e

R(x) =	 ao -7 a 2 x 2 + a 4 x 4 +	 — amxm.
Q(x)	 a i x + a3x 3 + a 5 x 5 +	 + aixi.

n 1 = n — 1 se n par.
n — 1	 1 = n se n impar.

A ideia basica e primeiro permitir a variacao nos coeficientes impares e en-

	

contrar as perturbacOes permitidas para este grupo. 	 Depois se considera o outro
grupo.

Teorema 3.2.4 (Argoun 1) Uma condiciio necessdria e suficiente nas perturba-
cdes permitidas nos coeficientes impares de P(x) em 3.22 de modo a manter a es-
tabilidade de P(x). e:

max1AQ(wk)1 < 1Q( ituk)1 Vwk,	 (:3.24)

onde
.AQ(wk ) = Aa i w k + Aa 3w3	 +	 (3.25)

Em 3.24 temos k desigualdes. k = 1(1)m/2 onde wk sao as frequencias de
interseccao corn o eixo imaginario que sao dadas pelas raizes de R(iw).

Se as perturbacOes sao feitas nas potencias pares e impares entáo sao necessarios
determinar os polinOrnios:

	

Qi( x ) = Q( x ) — --\Q( x )-	 (3.26)

	

Q2( x ) = Q( x )+Q( x ) .	(3.27)

onde AQ(x) e um polinOrnio corn coeficientes impares que satisfaz :3.25.
Sejam wmini e wmax , as frequencias de interseccao minima e maxima de Qi(x)

e Q 2 (x) corn o eixo x. onde 1 indica o nrimero de interseccOes que depende de n.

Teorema 3.2.5 (Argoun 2) 0 polinOrnio perturbado P(x) serd de Hurwitz se e
somente se as perturbacOes do conjunto de coeficientes pares satisla.::em:

AR(iw i ) < IR(iw i )I(Vw 1 )[wm, <	 < wm,„,,].	 (3.28)

A partir destes dois teoremas temos urn procedimento para estabelecer varia-
cOes nos coeficientes de urn polinOrnio estavel. de modo a manter a estabilidade.

Dadas as incertezas bay, i	 0(1)n limitadas por	 seguimos os seguintes
passos. para modificacao nos coeficientes impares:

Passos:

Determinar: Q(x).	 Q(iw), R(x) e R(iw):

Calcular as raizes de R(iw) que sao indicadas por wk;

(3.23)
onde
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Calcular \Q(wk ) e ,Q(ituk)1:

Verificar se os valores obtidos satisfazem 3.24.

Determinar

Caso positivo o polinOrnio perturbadado por ba i e ainda de Hurwitz: caso
contrario alterar as variacOes procurando aquelas que satisfazem 3.24.

No caso dos coeficientes pares. acrescentamos os seguintes hens.

Determinar Q i (x) e Q 2 (x ) conforme 3.26 e 3.27.

Calcular as raizes. ou seja as freqiiencias de interseccao corn o eixo x.

Repetir de 3 a 5 do caso anterior.
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3.2.2 Zeros Reais de PolinOmios Intervalares

Para simplificar o problema geral da localizacao dos zeros de polinOrnios in-
tervalares partimos para a restricao usual de localizar primeiro seus zeros reais. se
houverem. Nesta direcao o artigo de C.B. Soh mostra as condicdes necessarias e
suficientes para que urn polindmio intervalar tenha somente zeros reais [SOH 91]).

A ideia basica dos resultados obtidos esta no use de resultantes de dois
polinOmios, ver [I\4IG 92] e na localizacao dos autovalores das matrizes associadas a
eles.

Sejam dados dois polinOmios f e g numa variavel x corn coeficientes num corpo

K. Assim se f e g tem urn fator comum nao trivial h. digamos f = f1 h e g = g1h
entao a equacao

of vg = 0.	 (3.29)

corn deg (u) < deg(v) onde deg(p) indica o grau do polindmio p e deg(v) < deg( f),
tern solucao u = g 1 e v = f 1 . Por outro lado. se ha solucOes rid() nulas da equacao
entao. os polinOmios admitem urn fator comum nao trivial. Assim. se

m	 n

f(x) =	 a i x i e g(x) =	 box'.

entao a equacao 3.29 e equivalente ao sistema de equacOes lineares homogéneas de
n m variaveis e 11+ m equacOes e portanto admite solucao nao trivial se e somente
se o seguinte determinante nao e nulo.

am a m _ i am_2 a2 a 1 ao 0
0 a, a m _ i a2 a1 ac, 0
0 0 am a2 a 1 0
0
bn

0
bn _ 1

0
bn _ 2 ... b2 b 1 1)0

a1 a()
0

(3.30)

0 bn bn-1 •	 •	 • b2 b 1 1)0 0
0 0 bn b2 b i 0
0 0 0 b1 1)0

Definicao 3.2.1 (Resultante) Dados f e g dois polinOnzios de gran m e n re-
spectivamente entdo o resultante e dado pelo determinante Ic i,3 1 onde

ci,i = am _J+ ,	 i=1 (1)n,

Cn+i,j	 bn-9+i i	 1(1)m

e ai = 0 para i	 {0,1,2 , 	  m} e b = 0 para j cl {0,1 	 n} e e indicado e
anotado por

Res( f , g)

Assim. o resultante pode ser dado por 3.30.
A matriz resultante R e nao singular se, e somente se. a(x) e b(x) nao tern

raizes comuns, ver [DAV 87].
Em seu artigo C.B. Soh usa a seguinte matriz equivalente, que produz o mesmo

resultante para os polinOrnios a(x) e b(x):
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R( a . b) =

ao
0
0
0
bo

a l

a o
0
0
b i

a 2
al
ao
0
b9

•
.
.

a,
am_i

am-2
ao
bm

0
a,

am-1
al
0

0
0
a,

a 2
0

0
0
0

am
0 (3.31)

0 bo b 1 . bm _ i bm 0 0
0 0 1)0 . bm _ 2 bm _ i bin 0
0 0 0 • bo b1 b2 bm

Neste caso, a(x) e b(x) sao de grau m, e portanto R(a, b) e de ordem 2m x 2m.

Definicao 3.2.2 (Autovalores e Autovetores) Dada ama matriz de ordem n.
A = (a i,j ) num espaso vetorial	 sobre urn corpo K urn autovalor, ou valor car-
acteristico. e um escalar c E K tal que existe um vetor new nulo a E V tal que
Aa = ca. Se c e urn autovalor de A. entdo todo a tal que Act = cc 	 denominado
de autovetor ou vetor caracteristico de c.

Os autovalores sao calculados pela resolucao da equacão :

det(A — cI) = 0.

onde / a a matriz identidade de ordem n.
Seja o polinOmio intervalar [p](x) dado por

.1)]( x ) = [an, 19n] xn	 [an---1.3,1]x"-1	 [cei• 31] x + [ao,tdo]•

e genericamente /( ) E _A(x) e dado por:

	I(x) = t	 tn_1xn-1	 tix + to,

onde a i < t i <	 i = 0(1)n.
No caso do exemplo exemplo 3.1.2 os polindmios limitrofes estao na

:3.11.
NotacOes:

(3.32)

(3.33)

figura

Ri = R(a, b)	 a(x) = pi(x) dp, (x)b(x) =  ds

R(a, b)	 a(x) = pi (x)	 b(x) = (s	 T) dPd s(11	 (3.34)
.1=? = R(a. b) a(x) = (s — )( S — )( dThds(	 x	 b(x) = pi(x)

onde T e e sao reais dados e i	 1(1)4
Quando usamos R', R2 ou R3 os resultantes se referem a urn pohnOrnio qual-

quer de _p](x) ao inves dos polinOmios maximais ou minimais.
Os resultados seguintes. ver [SOH 91], sao baseados no seguinte teorema de Fu

e Barmish.

Teorema 3.2.6 Sejam A l e A2 duas matrizes reais p x p e seja

= (1 — r)A 0 rAi	0 < r < 1

a notacdo da combinacdo linear das duas matrizes. Seja Ao ndo singular. Entdo
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A r e nao singular para, r E [0.1] se, e somente se. AcT 1 •	 ndo tern autovalores

em (—DC. 01.

A .nixima variayio ( kmin • Imax) para todo Ak ser nao singular e dodo por

'min =
1

(3.35)
A;;„, AVA0-

1
kmaz. = 

	

	 	 (3.36)
—AV )•

onde Am ax (B) indica o autovalor mcixirno (real) de ma matriz B e analoga-
mente A m- in (B) indica o autovalor minim° (real); se ndo hci autovalores nega-
tivos. entdo A m— i n (B) = 0 e se ndo ha autovalores positivos. entdo Am ax (B) = 0.

sao os seguintes os resultados importantes. para o estabelecimento da condicáo
da existencia so de zeros reais.

Teorema 3.2.7 (Soh 1) .4 familia de polinOmios intervalares p](x) tern so raizes
reais e distintas se. e somente se. as ducts condic -Oes seguintes sdo vdlidas:

I. pi (x) e p3 (x) tern. .56 zeros reais e distintos;

Di \-1 .1v:2 e (R3)-1 7-11r-t ndo tern autovalores reais negativos.

Teorema 3.2.8 (Soh 2) Cada polinOmio da familia [p](x) tern so zeros reais e dis-
tintos, corn la zeros no i .ntervalo (—oc,	 e n — h zeros no intervalo(7. oc) se. e

somente se as du gs condicdes seguintes sdo vdlidas:

1. p i (x) e p3 (x) tern so zeros reais e distintos distribuidos da mesrna maneira:

( R20 -1 • R. e (M) -1 • R42 ndo tern autovalores reais negativos.

Teorema 3.2.9 (Soh 3) Cada polinOmio da familia [p](x) tern sO zeros reais e dis-
tintos. corn g zeros no intervalo ( — cc )	 h zeros no intervalo(,7) e 1 zeros em
(r, Do) onde g h +1 = n se, e somente se:

1. pi (x) e p3 (x) tern sO zeros reais e distintos distribuidos da mesma maneira; e

(R31 ) -1 R3, e (R33 ) -1 • R34 ndo tern autovalores reais negativos.

Corn estes resultados ja podemos ter uma indicacao segura e direta da enumera-
ca..° dos polinemios de [p](x) atraves dos polinernios p i e p3.

Agora, nas condicOes dos teoremas 3.2.7,3.2.8 e 3.2.9, o problema de
separar os zeros pode ser feito pelo processo recursivo da bissecao que
neste caso deve ser aplicado em conjunto para estes quatro polinOmios.

Vejamos urn exemplo onde tal separacao pode ser feita, corn o use do teorema
3.2.7.
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Exemplo 3.2.5 Vejamos a aplicacdo do teorema 1 para.

[p](x)	 s 3 + [-6. —3]s 2 + [-2S. —19]s + [24. 60].

Os 4 polinOmios limitrofes sdo:

pi (x) = s 3 — 33 2 — 28s + 60, pi( x ) = :33 2 — 6s — 28.
p2 (x) = s 3 — 6s 2 — 19s -F 24, p2(x) = 3s 2 — 123 — 19.
p3 (x)	 s 3 — :3s 2 — 19s + 60. p3(x) = 3s 2 — 6s — 19.
p4 (x) = s 3 — 6s 2 — 28s + 24, p'4 (x) = 33 2 — 12s — 28.

Calculando os resultantes. temos R] = R(p1 ,111 ). dado Pon.

=

R14

60	 —28	 —3	 1	 0 0
0	 60	 —28	 —3	 1 0
0	 0	 60 —28	 —3 1
28	 —6	 3	 0	 0 0
0	 —28	 —6	 3	 0 0
0	 0	 —28	 —6	 3 0

Para R2 = R(P2, p12 ) temos:

24	 —19	 —6	 1	 0 0
0	 24	 —19	 —6	 1 0
0	 0	 24 — 19	 — 6 1
19	 —12	 3	 0	 0 0
0	 —19	 12	 3	 0 0
0	 0	 —19 —12	 3 0

Para R."-, = R(p3 ,1 3 ) temos:

60	 —19	 —3	 1	 0 0
0	 60	 —19	 —3	 1 0
0	 0	 60 —19	 —3 1
19	 —6	 3	 0	 0 0

0	 —19	 —6	 3	 0 0
0	 0	 —19	 —6	 3 0

Para R14 = R(p4 ,p'4 ) temos:

24 —28 —6	 1	 0 0
0	 24 —28 —6 1 0
0	 0	 24 —28 —6 1
28 —6	 3	 0	 0 0
0 —28 —6	 3	 0 0
0	 0 —28 —6 3 0
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Determinando (R1) -1 • R	 encontramos os seguintes autovalores: 1

a l = 1.0: a .) = 1.0. a3 , 4	 0.976... + 0.213...i; a 5 = 0.437... a 6 = 2.285...
Para (R31 ) -1 • R 1 encontramos os seguintes autovalores: d 1 = 0.627...: d2 =

1.0: d3 = 1.0: 4 ,5 = 1.135 + 0.0133...i: d 6 = 154.828...
Portant ° . todos os zeros que scio reais. sdo positivos e p i (x) e p3 (x) so tem zeros

reais, os quais podem ser .separados exatamente pelo metodo de Uspenski Modificado.
implementado em [BRET 941 que produz 3 intervalos reais para cada um deles. E a
seguinte a localizaccio de P1 e p3

L i = [[-8. 0], [0. 4][4, 8]]

L3 = [[ —8, 0], [0, 4][4, 4]]

.4 figura 3.1 anterior mostra o grdfico dos polinijmios limitrofes de 1,1(x)

Podemos aplicar o teorema 3.2.8 ou 3.2.9 escolhendo os valores de 7 ou
adequadamente. Esta escolha adequada e necessaria, pois se escolhermos urn valor
que seja raiz de algum pi teremos uma matriz nao inversivel. Por exemplo. se = 4.

a matriz R3 nao e inversivel. pois 4 6 raiz de p3.
Algoritmo 1

entrada: {[p](x), n}

calcular M1 = (RD-1 	 R; e m2 = (	 -1 R4

verificar se os autovalores reais de M1 e M2 sao todos positivos. e
entao it para 4;

senao saida: "Nao ha so zeros reais"

isolar zeros de pi , p2. P3 e p4.

combinar as informacOes do passo 4.

saida {listadeintervalos}

No algoritmo acima o ponto de maior complexidade e o calculo algebrico do
polinOrnio caracteristico e o calculo numeric° aproximado dos auto-valores.

3.2.3 Zeros Complexos de PolinOmios Intervalares

Ainda do mesmo autor C.B.Soh ([SOH 92]) estabelece condicOes necessarias
e suficientes para determinar se urn polinOmio intervalar tern um dado rnimero de
raizes no semiplano esquerdo e as outras raizes no semiplano direito. Nos prOximos
resultados temos as seguintes notacOes:

Para f(s)	 E jn_o a i s i ,	 an � 0 onde c	 < a, < ,3„ 2 = 0(1)n e a„	 E	 .
Definimos:

	

hm(u) =	 ao + /32U + a4 u 2 + 060

	

h ivi (u) =	 + a2u 04u 2 a6u3
(3.37)

1 Calculados aproximada,mente pelo Macsyma

gm (u)	 + 03u + a5 u2 0.7u3
gm(u)	 01 a3u 05 u 2 a7u3
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Entao os 4 polinOmios de Kharitonov sao dados por:

fmm(S) = h m (s 2 )	 sgm(s2).	 (3.:38)

fri,m( s ) = hm( s2 ) + sgm(s2),	 (3.39)

fmr,(3) = h ( 3 2 )	 sgm(s2),	 (3.40)

fmm(s) = hM(3 2 )	 Sg11(.52)•
	 (3.41)

Calculando algebricamente as expressOes chegamos a:

h m (3 2 ) = cto + 132 3 2 + a4 5 4 063 6 +	 (3.42)

sgm (s 2 ) =	 + ,33 32 + ass' + 0737
	

(3.43)

e entao somando 3.42 e 3.43 chegamos a:

fmr, = ao +	 + 023 2 + 033 3 + (145 4 ct5s5

que e o polinOmio p (1) (x) de Kharitonov dado no teorema 1. Analogamente se verifica
a igualdade dos demais :3 polinOmios fmm, fm m e fmm aos polinOmios p(22), p(3) 

e p(4)

de Kharitonov. .
Sejam dadas ainda as seguintes combinacOes afins:

Fi (s.A) =	 (1 — A)fmm(x) Afium(x)•
F2(3, A) =	 (1 — A )fmm(x) kimm(x),

F3 (s, A) =	 (1 — A)fmm(x) -F Af,m(x),
F4(s,A) =--	 (1 — A).irrim(x) + Afmm(x)-

Teorema 3.2.10 Cada polinOmio em Fi (s,	 i = 1(1)4 e A E [0. 1] tern k zeros no
semiplano esquerdo e rz— k zeros no semiplano direito, se e somente se. as .seguintes
condicdes silo satisfeitas:

.4o menos urn dos polinOmios de Kharitonov tern a mesma distribuicdo de
zeros:

co e	 seio ncio nulos e tarn o mesmo sinal;
Para cada zero

hm(ui ) sdo 71CGO nulos e
Para cada zero

gjvi (uj ) sao neio nulos e
Para cada zero

hm(uj ) silo ndo nulos e
Para cada zero

gm(uj ) sdo ncio nulos e

real negativo de gm (u), digamos U3,
tern o mesmo sinal;
real negativo de hm(u). digamos zti
tem o mesmo sinal;
real negativo de gm(u), digamos u
tem o mesrno sinal;
real negativo de hm (u), digamos u
tem o mesmo sinal.

os valores de hm (uj ) e

os valores de gm (uj ) e

os valores de h m (ui ) e

os valores de gm( u.i) e

Corolãrio:
Cada polinOmio da familia [p](x) tern k zeros no semiplano esquerdo e n — k

zeros no semiplano direito se. e somente se as condicdes 1-6 do teorema anterior
scio asseguradas

Exemplo 3.2.6 Seja [p](x) = x 4 +[-17, —16]x 3 +[34,47]x 2 +[172,432]x+[-1440. —420].
Os polinOmios de Kharitonov sew vistos na figura 3.15 e os polindmios limitrofes scio
vistos na figura 3.16.



strop

2500

2000

1500    

,**4-16*x**3+4711x**2 4.172*x-1440. ---

20

x**4-17*x**3+34*x**2+432*0420 -
r**4-17*x**3+47*x**2+432*I440 -  

1000

500   

-500

1000

1500

-2000

-2500   
5
	

15

199

FIGURA 3.15 	  PolinOmios de Kharitonov de jp](x) = x 4 + [-17, —16]x 3 +
[34.47]x 2 + [172,432]x + [-1440. —420].

Os 4 polinOmios de Kharitonov sdo:

p" ) = —1440 + 172x + 47x 2 — 16x 3 + x4.
p(2) = —420 + 172x + 34x 2 — 16x 3 + x4.
7) (3) = —420 + 432x + 34x 2 — 17x3 + x4,
p(4) = —1440 + 432x + 47x 2 — 17x3 + x4

e os demais polinOmios necessdrios sdo:

h m (u) =
hm(u) =
gm (u) =
gm(u) =

cujos zeros sew. respectivamente:

—1440 + 47u + u2,
—420 + 34u + u2,
172 — 16u,
432 — 17u,

h m (u) : —68.134: 21.134
hm(u): —43.627: 9.627
gm (u) :	 10.75
gm(u) : 25.411

Andlise das condicOes do teorema:
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FIGURA 3.16 — PolinOmios limitrofes de [p]( x) = x 4 [-17. —16]x 3 + [34.47]x2
[172.432]x ± [-1440. —420].

Separacdo dos zeros dos 4 polinOmios, pelo metodo de Uspenski Modificado
e de Brunetto, ver capitulo dois.

p(1) : LR	 [[-64, 0]. [8.16]] LC = [[32i. 32]],

onde LR e a lista dos intervalos que contem um so zero e LC e a lista de quadrados
do piano complex° onde o primeiro ponto indica as ordenadas do vertice do canto
noroeste do quadrado de lado corn o valor do segundo niimero da lista. Quando o
polinOmio original e real os zeros complexos. se houverem, ocorrem em pares conju-
gados: tai quadrado ndo precisa ser repetido no semiplano inferior.

p(2)	 :

p (3)

(4)
P

LR = [[-64. 0],

:	 LR = [[-64,

LR = [[-64.

[0.

0],

4],

[0,

[0,

[4, 8], [8, 16]]	 LC =

8]]	 LC = [[34i, 34]],

8])	 LC = [[34i, 34]].

[[]],

ce 4 e ,34 tem o mesmo sinal.
3 e 5- Ndo se aplicam pois ndo possuem zeros reais negativos.
4- Zero negativo de hm(u) e u l = —43.627, e

gm ( —43.627) = 869.72 = 0.

gm( —43.627) = 913.54 = 0,

possuem o mesmo sinal
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6 - Zero negativo de hm(u): u l = —68.134

gm ( —68.134) = 1262.08 = 0

gm( —68, 134) = 1390.21 = 0

Conclusao:
Hã certamente urn zero real negativo em cada polinOmio de jpi(x). ou seja. um

zero no semiplano esquerdo e conseqiientemente 3 zeros no semiplano direiro.
E importance observar clue a decisao sobre a natureza dos zeros nao e decidida

pelo corolario.
Estes sao os principais resultados conhecidos sobre os assuntos direta ou indi-

retamente relacionados corn a separacao dos zeros de polinOmios intervalares.
Com esta seccao encerramos os artigos classicos e atuais. a respeito de resulta-

dos sobre localizacao e separacao de zeros polinOrnios intervalares. Existem outros
resultados mais especificos e atuais para certas familias formadas de combinacOes
lineares ou nao de elementos polinomiais. onde um determinado parametro A. em
geral. possui uma variacao num intervalo. Estes tdpicos. embora importantes para
certos problemas de Teoria de Controle. nao faz parte deste trabalho.

No prOximo capitulo trataremos da separacao dos zeros reais baseados nestes
resultados e em novos resultados obtidos neste trabalho.



Capitulo 4

Separacao dos Zeros Reais do
PolinOmio Int ervalar

Na secao 3.1. vimos que nemmpre conseguimos isolar os zeros da, familia [p](x)
do mesmo modo que isolamos os zeros de urn so polinOmio. real ou complexo. Neste
capitulo veremos os novos resultados. obtidos neste tra,balho. a respeito das condi-
cOes necessarias para podermos separar garantidamente. via urn algoritmo eficiente.
os zeros dos polinOmios intervalares.

4.1 Separacao dos Zeros Reais de [p]( x)

No caso de polinOmios reais nao temos urn teste que garanta uma condicao
necessaria e suficiente para existéncia ou nao de zeros reais. Uma condicao suficiente
para que urn polinOmio real corn coeficientes positivos tenha todos os seus zeros reais
e distintos e vista em [KUR 92].

Efetivamente, podemos aplicar o teorema de Sturm para contar o rnimero de
zeros distintos num interval() e inclusive determinar sua multiplicidade.

No caso da familia jp](x) satisfazer as hipOteses dadas nos teoremas de 1 a 3
de C.B. Soh. na seccao 3.2.2. podemos obter informacOes tais como:

Num intervalo [a, ,3] todos polinOmios de [p](x) possuem h zeros reais simples.

Cada zero real simples z2 de cada polinOmio de _p](x) esta situado num intervalo
[-yi , Si ]. i = 0(1)n

Urn procedimento simples para isolar os zeros reais de jp](x) e aplicar as condi-
cOes do teorema 3.2.7 e a partir da verificacao da condicao por ele especificada. caso
seja positiva, podemos isolar os zeros reais do polinOmio intervalar _p]. aplicando
os resultados ja conhecidos. isolando os zeros dos polinOrnios limitrofes pi (x), i =
1(1)4. No algoritmo, a seguir. Rin i = 1(1)4. j = 1(1)3, indica o resultante do
polinOmio limitrofe i no nivel j. conforme notacao dada em 3.34.

Os passos do algoritmo serao detalhados a seguir.
Algoritmo 1

entrada: {[p](x), n}

calcular	 = (RIO' • RI e	 = (RD -1 • R14

3. verificar se os autovalores reais de M1 e M2

125
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são todos positivos.
entáo

3.1. separar os zeros de p i .p2 , P3 e p4.

3.2 combinar as informacOes da separacao
3.3 saida {listadeintervalos}

sena° 3.4 saida: "N ao ha s6 zeros reais"

Este procedimento, na realidade, remete a outro problema que e combinar as
informacOes da separacao dos 4 polinOmios.

Considerando o mesmo exemplo 3.2.3 onde [p](s) +[ —6. —3]s2+[-28. —19]s
[24.60], temos pelo teorema 3.2.7 que a familia admite so zeros reais. Aplicando o
metodo de lispensky modificado nos 4 polinOmios limItrofes temos:

pi (s) = s3 — 38 2 — 28s + 60 : LR = [[-8. 0], [0, 4], [4, 8]], b= 16

p2 (s) = s 3 — 63 2 — 19s + 24 : LR = [[-8, 0], [8, 8], [0, 8]], b = 16

93 (s) = s 3 — 3s 2 — 19s ± 60 : LR = [[-8, 0], [4,4], [0,4]], b= 16

94 (s) = s 3 — 6s = — 28s + 24 : L.F?=	 [0, 8], [8, 16]]. h = 16

onde LR e a lista dos intervalos oriunda da separacao.
Observando o grafico. que pode ser visto na figura 3.1 verificamos que a

combinacao : (uniOes. interseccOes e subdivisOes) fornece os seguintes intervalos.
que foram devidamente ajustados pois 4 e urn zero de p3.

LISTA = [[-8. 0], [0. 3.5][3.5. 16]]

ObservacOes sobre a combinacao de intervalos
A cada polinOmio limitrofe e aplicado a separacao pelo metodo de Cspensky

Modificado que gera uma lista de subintervalos. conforme vimos em diversos exem-
plos. Em cada subintervalo. da lista de cada polinOmio limitrofe pi (x). existe urn
tinico zero deste pi . Contudo. este subinterval° pode conter mais de urn zero. ou
mesmo nenhum. de outro polinOmio limitrofe pj . corn i j.

Por exemplo, o segundo intervalo da lista do polinOmio p4 que e [0.8], contem.
evidentemente sO urn zero de p4 mas contem 2 zeros de p3 . Considerando apenas a
interseccao dos segundos intervalos dos 4 polinOmios teremos o intervalo degenerado
[4.4] que indica o zero exato de p3 e sO deste. Assim, fazemos a uniao dos segundos
intervalos e atraves de outras subdivisOes chegamos ao intervalo [0, 3.5] que contem
urn zero de cada polinOmio de y](x).

Devido a este fato temos as seguintes consideracOes:

Mesmo considerando cada semi-eixo. temos que levar em conta todos os 4
polinOmios e nao sO o polinOmio maximal e minimal.

Somente a interseccao ou sO a uniao dos subintervalos ordenados de cada uma
das listas nao fornece uma lista que contenha a separacao adequada;

3. E preciso considerar a interseccao dos subintervalos ordenados e verificar se
nao se perdeu alguma informacao . recalculando se no intervalo-interseccao
todos os 4 polinOmios possuem algum zero; caso contrario tomar a uniao:
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-1. Verificar se a uniao dos subintervalos ordenados nao possui mais de urn zero.
Caso isto ocorra nao e aconselhado fazer o divisao ao meio. pois na separacao
dos polinOmios individuais. isto ja foi feito. Podemos subdividir o intervalo em
outros pontos e repetir o teste.

No algoritmo 1 acima a rotina de maior complexidade d o calculo algebrico do
polinOmio caracteristico e o calcuio numerico aproximado dos auto-valores.

Detalhando o algorimo acima temos os seguintes algoritmos:

Algoritmo la do Calculo dos PolinOmios Limitrofes:

Os polinOmios sao calculados a partir da lista de coeficientes que tem a seguinte
estrutura:

lcoef : [[[ii i . ls i . gt i ]...., [1i 1 . Is i . gt i ].... , [li n,. lsn,. gt„,]]

e possui m termos. m < n + 1. 0 termo [a i , ai ]x` do polinOmio intervalar [p] de grau
n e indicado pela sublista [li i . ls gt i ] onde ai corresponde ao limite inferior dado
por li 2 7 i3i corresponde a ls i e gt i ao grau deste termo.

Os polinOmios limitrofes sao armazenados como polinOmios usuais do Mac-
syma.

polsoh(m,lcoef).,
var:x,
p1:p2:p3:p4:0.

3. para i:1(1)m faga:
p3 : p3 + ls i • vargt',
p4 : p4 + li i • yang'',

j. para i:1(1)m faga:
se oddp(gti)1

entdo pl : pl + li i • vargt ' ,
p2 : p2 + ls i • vargti,

send° pl : pl + ls i • vargt‘,
p2 : p2 + li i • vargt'.

5. saida (p1,p2,p3,p4).

Algoritmo lb para o cãlculo das matrizes resultantes

matl(pl,p2,p3,p4):=
1 para cada polinOmio p ( de 1 a 4) faga:
1.1 var:variavel principal de (p),
1.2 n: grau(p),
1.3 para i:1(1)n faga:

para j:1(1)i-1 faga
k: 0,
para j:i(1)i+n faga:

rii,j1:coeff(p,var.k).2

l funcao lOgica que verifica se o nUmero e impar
2 funcao que fornece o coeficiente de ordem k da variãvel var do polinOmio p
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k:k+ 1
para j:i+n+1( 1)2*n faca
/* calculo da segunda parte da matriz */
i:1,
b :di ( p,var).3
para 1:11+1(1)2*n faca:

para j:1(1)i-1 faca
k: 0.
para j:1(1)i+n faca:

r[i,1 coeff(b,var,k).
k:k+1,

para j:i+n+1(1) 2*n faca
i:i+1,

se p=p1 entdo gem matriz rl a partir de r.
se p=p2 entdo gera matriz r2 a partir de r,
se p=p3 entdo gera matriz r2 a partir de r.
se p=p4 entdo gera matriz, r2 a partir de r,

negativo :negativo2:falso
prod 1 :inverso (r 1 ) *r2,
calcular autovalores(prodl)
se algum autovalor real e negativo entdo negativol:true
prod2:inverso(r3)*r4,
calcular autovalores(prod2),
se algum autovalor real e negativo entdo negativo2:true

saida(negativo 1 .negativo2).

Algoritmo lc da Combinacao das Informaciies da separacao dos
polinOmios limitrofes

sepint(nzer):=
/* nzer: nUmero de zeros que sera localizado */
1. para jinc:1(1)nzer faca: /* para cada polinOmio */

1.1 para k1:1(1)4 faga
la[kl]:intervalo de ordem kl do polin6mio de ordem jinc

/* calcula a intersecdo do interval° i dos 4 polinOmios */
rint:la[1],
runi:la[1J,
para j:2(1)4 faca rint:intersercdo (rint.laiji),
se rint-,1]

entdo para j3:2(1)4 faca runi:unido(runi.la[j3]),

sendo rl[jincrrint,
1.2 para j2:1(1)4 faca
nzint[j2]:sturm(pj2(x).rl[jinc]).

1.3 unico:verdadeiro,

3 funcao que faz a derivada
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1. para j:1(1)4 faca:
se nzznt#1 entdo unico.false,
se unico entdo lf[jincj:r1Jrincj

sendo subdivide(rl[jinc]),
lfijincPraux.

1.5 lfa:endconsalfijincilfa).
fim.

Algoritmo ld da Subdivisao

subdivide(int),
/* int:fa.b:1

ptm:(a+b)/2,
me:fa.ptm.1, mdirptm,b1,

3. para i:1(1)4 faca:
3.1 nze[ij:sturm(P
3.2 nzdRJ:sturm(pi,n2d),

unicoe:unicod: verdadeiro.
forae:forad:false,
para i:1(1)4 faca:

se nze[i]#1 entdo unicoe:falso.
se nzd[i]#1 entdo unicod:falso,

se nze[1]=0 e nze[2J=O e nze[3]=0 e nze[4]=-0
entdo forae:verdadeiro.

se nzd[1]=0 e nzd[2:1=0 e nzd[3]=0 e nzd111]=0
entdo forad:verdeiro,

se forae entdo se unidod entdo raux:md
sendo subdivide(aid)

sendo se unicoe entdo raux:me,
sendo subdivide(me)

fim

Algoritmo le da Separacao
separ(lcoef):=

polsoh(lcoef),
varp:varidvel principal(p1),

3. grau:grau(pl),
/* gera pl,p2,p3 e 134 */

matl(pl,p2,p3,p4),
/* calcula r1 r2,r3,r negativol e negativo2 */
5. se ndo(negativol) e ndo(negativo2)

entdo list[1J:usp(pl),
list[2]..usp(p2),
list[3]:usp(p3),
listRJ:usp(p4),

/* gera lfa */
sepint(grau),
saida lfa:lista dos intervalos separados
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sendo saida" [pi ndo tem so zeros reais"
6. fim

Exemplo 4.1.1 Seja dado o polinOmio p(x) = x 4 440.75, 1.25V+[-18.75. -17. 75]x2+
[-16.25, -15.75]x+[31.75.32.25]. Os resultados parciais da separacdo scio os seguintes:

1. Polinómios Limitrofes:

pi (x) = x4

P2( x ) =

p3 (x) = x4

P4( x ) = x4

0.75x 3 - 17.75x2

1.25x 3 - 18.75x2

+ 1.25x 3 - 17.75x2

+ 0.75x 3 - 18.75x 2 -

16.25x + 32.25

15.75x + 31.75

15.73x + 32.25

16.25x	 31.75

2. Aplicacdo do teorema 1 de Soh. 3.2.7.
2.1 Matrizes Resultantes:

32.25 -16.25

	

0	 32.25

	

0	 0

	

0	 0

	

-16.25	 -35.5
0 -16.25

	

0	 0

	

0	 0

17.75
-16.25

:39.95
0

9.95

35.5
16.25

0

	

0.75	 1	 0	 0 0

	

-17.75	 0.75	 1	 0 0

	

-16.25	 -17.75	 0.75	 1 0

	

3 9 . 9 5	 -16.25	 17.75	 0.75 1

	

4	 0	 0	 0 0

	

2.25	 4	 0	 0 0

	

-35.5	 9.95	 4	 0 0

	

-16.25	 -:35.5	 2.25	 4 0

R1 -

R 12 =

- 31.75
0
0
0

-15.7
0
0
0

	

-15.75 -18.75	 1.25	 1	 0	 0

	

31.75 -15.75 -18.75	 1.25	 1	 0

	

0	 31.75 -15.75 -18.75	 1.25	 1

	

0	 0	 31.75 -15.75 -18.75 1.25

	

-37.5	 3.75	 4	 0	 0	 0

	

-15.75	 -37.5	 :3.75	 4	 0	 0

	

0 -15.75	 -37.5	 3.75	 4	 0

	

0	 0 -15.75	 -37.5	 3.75	 4

o -
o
0
1
0
0
0
0

32.25 -15.75

	

0	 32.25

	

0	 0

	

0	 0

	

-15.75	 -35.5
0 -15.75

	

0	 0

	

0	 0

	

-17.75	 1.25	 1	 0	 0 0
15.75	 -17.75	 1.25	 1	 0 0

	32.25	 -15.75	 17.75	 1.25	 1 0
	0 	 32.25	 15.75	 -17.75	 1.25 1

	

3.75	 4	 0	 0	 0 0
3.5.5	 3.75	 4	 0	 0 0

15.7.5	 -35.5	 3.75	 4	 0 0
	0 	 -15.75	 -35.5	 3.75	 4
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31.75 —16.25 —18.75 0.75 1 0 0 0
0 31.75 —16.25 —18.75 0.75 1 0 0
0 0 31.75 —16.25 —18.75 0.75 1 0

=
0 0 0 31.75 —16.25 18.7.5 0.75 1

—16.25 —37.5 2.25 4 0 0 0 0
0 —16.25 —37.5 2.25 4 0 0 0
0 0 —16.25 —37.5 2.25 4 0 0
0 0 0 —16.25 —37.5 2.25 4 0

2.2 Autovalores. calculados numericamente.

174	 [y = 0.74188411182036d0
y	 0.2077659725807d0i + 0.8399936105956d0.
y = 0.8399936105956d0 — 0.2077659725807d0i
y = 0.2627070131337d0i + 1.06402762340084d0
y = 1.06402762340084d0 — 0.2627070131337d0i
y = 0.12112637288774d0i + 1.24885364576102d0
y= 1.24885364576102d0 — 0.12112637288774d0i
y = 2.26224161694596d0]

2.3 negativo1:falso, negativo2:falso.
Logo todos os zeros de [p] .sdo reais e distintos. 3. Separacdo :
3.1 Listas de intervalos separados pelo metodo de Uspensky Modificado

list[1] = [[-4, —3], [—:3. —2], [O. 4], [4, 8]]

list[2] =	 —4], [-4, 0], [0, 2], [2, 4]]

list [3] = [[-8, —4], [-4, 0], [0, 2], [2, 4]]

list [4] = [[-8, —4], [-4, 0], [0. 2], [2, 4]]

3.2 Combinacdo final:

If :	
7	

0], [O. 2], [2, 8]]

4.2 Separagao dos Zeros Reais via PolinOmios
Limitrofes

A nova abordagem proposta consiste em analisar o ntimero de zeros reais pos-
itivos e negativos de cada urn dos polinOmios limitrofes. Uma analise simples que
surge intuitivamente é que se os limitrofes possuem so zeros reais então toda a familia
possuiria so zeros reais.

Tal fato näo acontece, pois conforme C.B. Soh mostra inicialmente em seu
artigo, ha uma familia cujos polinOmios limitrofes possuem so zeros reais mas existem
tambem em -33] urn polinOrnio que possui zeros complexos. 0 exemplo e [p](x) =
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x 2	[-3, 3]x + 2 cujos limitrofes. iguais dois a dois. sao:

pi(x)=p4(x)= .r2—:3x4- 2 e p2 (x) = p3 (x) = X 2 + 3x + 2

Seus zeros ski todos reais. a saber 1 e 2 para 	 (x) = p4 (x) e -1 e -2 para p3 (x) =
p9(x). 0 polinOmio pc (x) = x 2 + 2 esta em -_p] e possui zeros complexos.

Alem de observarmos a condi* da existencia de s6 zeros reais nos limitrofes
ainda necessario observar que o comportamento dos membros da familia -I)] e

diferente em cada urn dos semi-eixos. Assim no semi-eixo ne gativo os limitrofes sao
(x) e p2(x) ao passo que p 3 (x) e p4 (x) estdo no interior da faixa dos limitrofes. No

semi-eixo positivo ocorre o inverso: pi (x) e p4 (x) sao os limitrofes.
Os seguintes lemas procuram desenvolver alguns resultados iniciais. Sejam

consideradas as seguintes notacOes, para urn polinOmio intervalar 	 seus polinOmios
limitrofes pi (x). i = 1(1)4 e p(x) urn polinOrnio qualquer de [p]:

NotagOes:

T: ntimero de trocas de sinal nos coeficientes de [p](x);

T':nUmero de trocas de sinal nos coeficientes de [p](—x);

nzr(p): mimero de zeros reais de p;

nzp(p): nilmero de zeros positivos de p;

nzn(p): mimero de zeros negativos de p:

nzc(p): mimero de zeros complexos de p;

nzcpp(p): nUmero de zeros complexos de p corn parte real positiva;

nzcpn(p): nUmero de zeros complexos de p corn parte real negativa.

Lema 4.2.1 (Condicao para os Zeros Positivos) Sejam p3 e p4 08 polinOntios
limitrofes positivos de [p].Se

(LC P) nzp(p3 ) = nzp(p4 ) =	 (4.1)

entdo todo p E [p] tern pelo menos it zeros positivos.
Prova:
Sejam z3i os zeros positivos de p3 , i = 1(1) /1 e sejam z4J , j = 1(1)a. Sejam

ainda, z31 e z41 doi.s zeros consecutivos de p 3 e p4 e seja Z = [z31, z41] urn intervalo
no qual estdo os zeros de p E [13] localizados entre p3 e p4.

Como nzp(p3 ) = nzp(p4 ) =	 entdo	 seqiiencias de intervalos que serdo
do tipo:

zad ou [z3i ,z4;],i	 1(1)y

alternadamente. Considerando um desses intervalos [z3i. z41 ] podemos dizer
que

Im(p3 ([z31 , z41 ])) = [0. +] e Im(p 4 ([z 3i , z41])) = [—, 0]

onde	 e — indicant, respectivamente um valor positivo e outro negativo. Ver figura



FIGURA 4.1 — Intervalo corn zeros de p E [p]

Como p3 e p4 sdo limitrofes:

(Vp E [13])13 ( .:31) • p(z41) < 0]	 (4.2)

entd o (3z E [z31 , z41])[p(z) = 0] e dal lid pelo menos um zero de p em [z 31 , z 41 ]. Como
intervalos onde ..2 vale. entdo qualquer p(x) E [p] tem pelo menos it zeros

reais positivos.

Lema 4.2.2 (Condicao para os Zeros Negativos) Sejam p l e n2 os polinOmios
limitrofes negativos de [73].Se

(LC N) nzn(pi )	 nzn(p2 ) = 77
	 (4.3)

entilo todo p E _p] tem pelo menos g zeros positivos.
prova:
E andloga ao lema anterior.

Exemplo 4.2.1 Seja _Pi( x ) = x3 + [18,20]x 2 + [95,124]x + [126,240] cujos polinihnios
limitrofes scio:

pl (x) = x3 + 20x 2 + 95x + 240 p2 (x) = x 3 + 18x 2 + 124x + 126

p3 (x) = x 3 + 20x 2 + 124x + 240 p2 (x) = x3 + 18x 2 + 95x + 126

Ver figura 4.2.



x**3.20*Y**2+96,0,0.40
oa3+180x*x2+120x11.25:t-
x**3.20*x0.02.1247&.240/---
x**3+181.x..21*x.12S

/ 
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FIGURA 4.2 — Polindmios Limitrofes de [p](x) = x 3 + [18, 20]x 2 ÷ [95.124]x
[126. 240]

Separacdo dos Zeros Reads:

list[1] = [[-16. —8]], list[2] = [[-8. 0]]

list[3] = [[-16. —8],  [-8. —4], [-4. —4]]

list[4] = [[-16. —8].  [-8. —4]. [-4, 0]]

Assim temos: nzn(pi ) = nzn(p,) = 1 o que satisfaz a condicdo do lema 4.2.2 e dai
podemos garantir que ha pelo memos urn zero negativo em cada polinijmio da familia
dada. Na realidade pelo grdfico da figura 4.2 confirmamos que todos polinómios
possuem um zero negativo e alem disso ho polinijmios que possum 3 zeros negativos.
a saber o polinOrnio p3 e p4 que sdo limitrofes no eixo positivo.

Outro fator importante e o ndmero de trocas de sinal de p](—x) que e T' = 3
mostrando que tal resultado e esperado. 0 ndmero de trocas de sinal de [p](x)
e T = 0 permitindo entdo decidir que neste exemplo temos que todos polinOmios
p E jp] ndo possuem zero real positivo e que no eixo negativo em [-16, 0] temos
ou tres zeros negativos ou dois zeros complexos corn parte real negativa e urn zero
negativo. Alem disso. pelo prOprio grdfico verificamos que p l e /32 possuem zeros
complexos corn parte real negativa. Esta e a melhor informacdo que podemos obter
dos dados acima.

Exemplo 4.2.2 Seja .p](x) = 4x 5 +[-20, —1]x 4 +[45. 46]x 3 +[-60. —59]x 2 +[46. 47]x+
[-20. —15]

p1 (x) = 4	 — x4 +45x3 — 59x 2 +46x —15; p2 (x )	 4x 5 -20x4 +46x 3 -60x 2 +47x —20:

p3 (x) = 4x 5 — x4 +46x 3 — 50x 2 +47x —15; p4 (x) = 4x 5 — 20x 4 +45x 3 — 601.2 +46x —90
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Separacdo dos Reais:

list[1] = [[0, 1]]; list[2]	 [[1,2]]; list[3] = [[0.	 list[4] = [[2.2]]

Logo: nzp(p3 ) = nzp(p4 ) = q = 1 e entdo temos que, todo p E [p] possui pelo menos
um zero positivo.

Pela separacdo dos complexos, fornecida na lista lisol[i].	 i = 1(1)4 pelo
metodo de Brunetto. temos que:

	

lisol[1] = [[16i — 16,16], [16i, 16]], lisol[2] =	 1], [i + 1, 1]],

lisol[3] = [[16i —	 16], [16i, 16]], lisol[4] = [[i. 1/2], [i 	 1/2,1/2]].

Logo:
nzcpp(pi) = 1 nzcpp(p2 ) = 2 nzcpp(p3 ) = 1 nzcpp(p4 ) = 2

Como T = 5 e T' = 0 entdo ndo hci zeros negativos e hd zeros positivos. Hd zeros
complexos corn parte real po.sitiva e entdo podemos dizer que pode haver polinOmios
corn, ou .1 zeros positivos e 2 complexos corn parte real positiva ou 1 zero positivo e

zeros complexos corn parte real positiva.

Teorema 4.2.3 Sejam	 e p4 os polinOrnios limitrofes de _p]. Se valem as
condicöes:

(LCP) nzp(p3 ) = nzp(p4 ) =

(LCN) nzn(pi ) = nzn(p2 ) = q

entdo todo polinOrnio p E [p] possui pelo memos 77 + it zeros reais.
Prova:
Decorre dos lema.s 4.2.1 e 4.2.2 onde somamos o.s zeros negativos corn os pos-

itivos.

Vamos considerar que o polinOmio intervalar [p] possui coeficientes cujos inter-
valos reais ou sáo .positivo.s'ou sáo `negativosi isto é. se [p](x) := E i_o A ix' entdo
0	 Ai , i = 0(1)n.

0 nilmero de zeros reais de urn polinOrnio real e exatamente determinado pelo
metodo de Sturm.

Teorema 4.2.4 (Da Nova Condicao ) Sejam pi , p2 , p3 e p4 os polinOmios limitrofes
do polinOmio intervalar [p]	 de gran n, corn zeros reais e distintos. Se valem as
condicóes:

(LCP) nzp(p3 ) = nzp(p4 ) =

(LCN) nzn(pi ) = nzn(p2 ) = Ti

e alem disso vale:

	

(TC S)nzn(p i ) nzp(p3 ) = n A nzn(p2 )	 nzp(p4 ) = n	 (4.4)

entdo [p] so possui zeros reais e distintos.
Prova:
Por absurdo:
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Suponhamos que a formula 4.4 seja valida. Suponhamos ainda que 	 possui
um polincimio pc (x) corn zeros complexos. Seja z, = a + bi. urn zero complexo de
pc (x). Como pc (x) possui coeficientes reais entdo	 a— bi tarnbem e zero de p c (x).
Entao:

nzr(pc ) < n — 2	 (4.5)

Sejam p e p tais que nzp(p3 ) = p, e nzn(p i ) = q ep+q=n, poi- 4.4.	 Seja
[zi ,	 = 1(1)p. um intervalo definido a partir de Bois zeros consecutivos de p 3 e
P4 . Isto e, zi e zero de p3 e Zi e zero de p4 , sendo vale o contrcirio.

Como p3 e p4 sao limitrofes positivos e existem p intervalos deste tipo. Entcio.
pelo lema 4.2.1, p; (x) se anula pelo menos uma vez nestes intervalos. Logo. ha pelo
menos p zeros positivos em pc.

Como pl e p9 são os limitrofes negativos, analogamente concluimos que hci pelo
menos 77 zeros negativos em p c . Logo:

nzr(pc ) >

Mas 7) + p = n o que e absurdo corn 4.5.

cqd
Corn este novo teorema temos uma maneira mais eficiente de determinarmos

se [p] possui ou nao todos seus zeros reais e positivos.
Algoritmo 2: Nova Condicao

entrada: {[p](x),n}
calcular a cota dos zeros dos polinOmios limitrofes
contar o nUmero de zeros reais de cada polinOmio acima
se nova condicao é valida

entdo
4.1. separar os zeros de pi . p2, p3 e p4.

4.2 combinar as informacOes da separacao
4.3 saida {listadeintervalos}

senao 3.4 saida: "Nä° se garante a existencia so zeros reais"

Exemplo 4.2.3 Seja [p] = x4 + [-26, —20]x 2 + [25.64]. Ver figura 43.
Separacdo dos Zeros:

list[1] = [[-4. —4], [-4,0], [0,4], [4,4]]	 list[2] = [[— ], [-4, 0], [0,4], [4,4]]

list[3] = [[-4. —4], [-4, 0], [0, 4], [4, 4]]	 list[4] = [[-8, —4], [-4.0], [0,4], [4,4]]

Logo temos:
nzn(pi) = 2, nzp(pi ) = 2, i : 1(1)4

Assim nzn(pi ) + nzp(pi ) = 4 A nzn(p3 ) + nzp(p3 ) = 4 A nzn(p2 ) + nzp(p2 ) =
4 A nzn(p4 ) + nzp(p4 ) = 4, e portanto ..p] so possui zeros reais e distintos.

A separaccio e andlogo ao processo anterior.

Exemplo 4.2.4 Seja [p](x) = x 5 + [-3.5. —3]x 4	[-3.4, —3.2]x 3	[13.14]x2
[-2.5. —2]x -4- [-2. —1] Aplicando a nova condiccio calculamos:
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FIGURA 4.3 — polinOmios Limitrofes de ip] = x 4 + [-26. —20]x 2 + [25. 64]

I. PolinOmios limitrofes:

pi (x) = x 5 — 3x 4 — 3.4x 3 14x 2 — 9 .5x — 1

p2 (x) = x 5 — 3.5x 4 — 3.2x 3 13x 2 — 9x — 9

p3 (x) = x 5 — 3x 4 — 3.2x 3 14x 2 — 9x — 1

P4(x) x 5 — 3.5x 4 — 3.4x 3 13x 2 — 9.5x — 9

Cotas:
A cota de pl e 4, de p2 e 8 de p3 e 4 e de p4 e 4.

Cdlculo da nova condiccio :
3.1 Separacdo :

list[1] = [[-4. —2], [-2, 0], [0, 2]]

list[2] = [[-2, —1], [-1, 0], [0. 1], [1, 2], [2, 4]]

list [3] = [[-4. —2], [-2. 0]. [0, 2]]

list[4] = [[-2, —1], [—I., 0], [0. 1], [1, 2], [2, 4]]

nzn(p i ) = 2, nzp(p3 ) = 1	 nzn(pi ) nzp(p3) 5A

nzn(p2 ) = 2 . nzp(p4 ) = 3 —' nzn(p2 )+ nzp(p4 ) = 5

Logo as duas condicOes ndo scio satisfeitas. e portanto nao podemos garantir
que	 possui so zeros reais.

Para obtermos o mesmo resultado atraves do teorema 3.2.7 teriamos que cal-
cular as 4 matrizes, duas inversOes matriciais, dois produtos matriciais e o ccilculo
dos autovalores de matrizes de ordem 10, para chegarmos a mesma conclusdo.
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FIGLT RA 4.4 	  PolinOmios Limitrofes de .p](x) = 2x 3 + [25.26]x 4 + [95.5.96]x 3 +
[94.75. 95.25]x 2 + [-98. —97]x + [-120. —110]

Exemplo 4.2.5 Seja [p](x) = x s + [-10. —8]x 4 + [-26. —20]x 3 + [200. 208]x 2 +
[25, 64]x + [-600. —200] Aplicando a nova condicao calculamos:

PolinOmios limitrofes:

Pi ( X ) = X 5 - 81 4 - 26x 3 + 2081' 2 + 25x - 200

p2(x) = X 5 - 10X 4 - 20x3 200X 2 64x — 600

p3 (x) = x 5 — 8x 4 — 20x 3 + 208x 2 + 64x — 200

P4( X ) = X 5 - 10X 4 - 26x3 200X 2 + 25x — 600

Cotas:
A cota de pi b = 8 dept b = 16, de p3 e 8 e de p4 e16.
3. Separacdo dos limitrofes:

list[1] = [[-8. —4], [-4, 0], [0, 4], [4, 8], [8, 8]]

list[2] = [[-8. —4], [-4, 0], [0, 4], [4. 8], [8,16]]

list[3] = [[-8, —4], [-4, 0], [0, 4]]

list [4] = [[-8, —4], [-4, 0], [2, 3], [3, 4], [8. 16]]

• Cdlculo da nova condicdo :

nzn(pi ) = 2, nzp(p3 ) = 1	 nzn(pi ) + nzp(p3 ) 0 5A

nzn(p2 ) = 2, nzp(p4 ) = :3 —4 nzn(p2 )+ nzp(p4 ) = 5

Logo as du gs condicOes ndo scio satisfeitas, e ndo podemos garantir (lux .p] so
possui zeros reazs.
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FIGURA 4.5 — PolinOmios Limitrofes de [p](x) = 2x 3	 25x 4 + [95.5.96]x3
[94.75. 95.25]x 2	[-98. —97]x + (-120. —110]

Exemplo 4.2.6 Scja y] (x) = 2x 5 +25x 4 +[95.5. 96]x 3 ±[94.75, 95.25]x 2 +[-98. —97]x+
[-120. —110] Ver figura 4 .5

Polineimios limitrofes:

pi (x) = 2x 5 + 25x4 + 95.5x 3 + 95.25x 2 — 98x — 110

p2 (x) = 2x 5 25x4 96x3	94.75x 2 — 97x — 190

p3 (x) = 2x° 25x 4 96x3	95.25x 2 — 97x — 120

P4( X) = 2,T 5 + 25x 4 95.5x 3	94.75x 2 — 98x — 120

Ver figura 4 . 5.
Cotas:

.4s cotas sdo today iguais a 32.
3. Separacdo dos limitrofes:

list[1] = [[-8. —4], [-13. — 51 ], [- 51 
—

 25
], [-2, 0], [0.32]]

4	 16	 16 	 8
list[2] = [[-6, —5]. [-5, —4], [-4, —2], [-2, 0], (0, 32]]

list[3] = [[-8, —4], [-4. —3], [-3, —2], [-2, 0], [0.32]]

list[4] = [[-8. —4], [-4. —3], [-3. —2], [-2. 0], [0.32]]

Cdlculo da nova condicdo:
4.1 Pelos dados anteriores, temos:

nzn(pi ) = 4. nzp(p3 ) = 1 —> nzn(pi ) + nzp(p3 ) = 5A

nzn(p2 ) = 4, nzP(P4) =	 nzn(p2) + nzp(p4 ) = 5
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Logo. em pi(x) so ha poliniimios corn zeros reais.
4.2 Combinacdo Final:
Lista final=[[-8. —v 1. r— 45 

'
 _1311_13 —2]. f-2.0]. [0.3211L	 8 	 iL	 4

4.3 Comparacao dos Dois Algoritmos
Vamos citar os algoritmos principais novamente. salientando os subalgoritmos

que estao sendo efetivamente usados. Nestes. na entrada temos [p] que representa.
conforme ja dito, o polindmio intervalar de gran nem=2•ne a ordem da matriz
dos resultantes.

4.3.1 Abordagem via C.B.Soh

Passos do Algoritmo 1

entrada([p]).
construcao dos 4 polinOmios: ( polsoh[p] 	 pl,p2,p3.p4) )
construcao das 4 matrizes. para os Resultantes (2n x 2n)

( matl (pl,p2,p3,p4):
3.1. calculo de 2 inversOes matriciais, (2n x 2n
3.2. calculo de 2 produtos matriciais (2n x 2n),
3.3. calculo de 2 determinantes,(2n x 2n)
3.4. calculo de 2n zeros,
3.5. calculo da condick ,
3.6 se condic5o e verdadeira ent5o

3.6.1 separa zeros:
3.6.1.1 calculo das cotas
3.6.1.2 usp(pl),usp(p2),usp(p3),usp(p4),

3.6.2 int:combina(n):
3.6.2.1 sturm(pl,int),sturm(p2,int),
sturm(p3,int), sturm(p4,int),
subdivide:sturm(p,esq) e sturm(p,dir),

fim

No passo 2 temos cerca de 0(n 2 ) operacOes realizadas pois temos a construcao
de urn polinOmio de gran n, a partir dos n 1 coeficientes. Utilizamos n produtos
e n potenias da variavel principal. Neste caso, nao podemos aplicar o algoritmo de
Horner. pois nao estamos calculando o valor do polinOmio num ponto.

Ja no passo 3. na construcao das matrizes temos n 2 atribuicOes por matriz.
Para construir esta matriz e calculado a derivada de urn polinOmio. 0 calculo da
derivada de urn polinOmio envolve cerca de 0(n) operaceies .

No passo 3.1. o calculo da inversao das matrizes e mais demorado, que o passo
anterior. Levando em conta so a ordem m da matriz a complexidade da inversao.
pelo metodo classic° de Gauss e de 0(m3).

No passo 3.2 temos o produto que e igualmente da ordem de 0(m3).
No Maxima, o tempo de execucao e tambem proporcional ao tamanho dos

elementos operados. pois a aritmetica exata implementada trabalha corn precisao
variada. Assim urn calculo da inversa de uma matriz de ordem m corn elementos
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de tamanho de 3 digitos. por exemplo. tern seu tempo de execucao menor. que uma
outra matriz de elementos de tamanho de 6 digitos.

Assim. lenvando em conta que sendo k o tamanho dos coeficientes. no passo
2 temos uma complexidade de 0(n 2 (k log(k))). No passo 3 temos 00-1 2 (klog(k))) e
nos passos 3.2 e 3.3 temos 0(m 3 (k lo g ( k))).

passo de maior complexidade e o passo 3.3 onde o calculo do determinante,
calculado de forma exata e dado por 0(m 3 (k log(k)) e m e a ordem da matriz.
Este passo e o de maior tempo na pratica. Para o calculo do determinante de urn
polindmio de grau 10. podemos esperar cerca de meia hora para obter o resultado
final.

calculo dos zeros. para determinar os autovalores e feito de forma numerica e
aproximada, pelo comando allroots. 0 tempo de execucao é proporcional ao grau do
polinOrnio, que neste caso e de 2n, sendo entao que a complexidade e 0(n(klog(k)))
No passo 3.6.1 temos apenas testes sobre 2n zeros para verificar se estes possuem
parte real negativa.

tempo de execucao do passo 3.6.1.1 e proporcional ao grau do polinOrnio e
portanto, levamos cerca de 0(n( k log( k))) operacOes.

Nos passos 3.6.1.2 e 3.6.1.2 temos os algoritmos usp e sturm implementados
em [BRU 94] onde é desenvolvido o estudo de suas complexidades. Nao o faremos
aqui. Estes dois algoritmos sao tambem usados na nova abordagem e portanto nao
influem na comparacáo entre os dois metodos.

4.3.2 Abordagem pelo Novo Algoritmo

Algoritmo Novo

entrada[pl,
construed° dos polinOrnios, polsoh

3. cdlculo das cotas: b.
ccilculo do nzimero de zeros reais:

sturm(p/./lb.0]). sturm(pl,[O.bj),
sturm(p2J-b,0]), sturm(p2,,[0.bi),
sturm(p3,1-b,01), sturm (p3,[0.bj),
sturm(p.“-b,0]). sturm(p4,[0,q),

ccilculo da nova condiedo : 	 adigOes
se condigdo e verdadeira 7 se condicdo e verdadeira entdo

7.1 separa zeros:
7.1.1 cdlcula cotas:

7.1.2 usp(pi).usp(p2),usp(p3).usp(p4),
7.2 int:combina(n): 7.2.1 sturm(p1.int).sturm(p2.int),

sturm(p3,int). sturm(p/.int),
subdivide:sturm(p,esq) e sturm (p.dir),

8. fim

Subalgoritmo sturm

sturm(pol,int):=
1. z: varitiel principal de pol,
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2. graup:grau de pol em
ai:extremidade inferior de int.
bi:extremidade superior de int.
HOP pol.

6. fill:derivada(pol) em
7, obtem_sturm().

nz:calc_nzeros(ai,bi).
fim

Neste Subal goritmo. dois sao os procedimentos basicos: o de gerar uma seqiiencia
de Sturm e o de calcular o ntimero de zeros num intervalo.

A separacao , comum aos dois algoritmos. e feita pelo metodo de Uspenskv
Modificado e pelo calculo do ntimero de zeros em diversos intervalos.

Novamente. o estudo da complexidade esta no trabalho ja citado ([BRI: 94]).
Comparando os dois al goritmos, na abordagem via C. B. Soh e na abordagem

via Nova Condicao temos uma diminuicao grande do tempo de execucao. uma vez
que nao e preciso calcular o determinante de uma matriz de tamanho m = 2 x n
e nem o calculo aproximado dos zeros para determinar os autovalores. Na nova
abordagem temos um al goritmo. onde no ponto diferencial temos complexidade
0(n 2 (klog(k))) enquanto que usando a condicao de C.B. Soh temos a complexi-
dade de 0(m 3 (k log(k))).

A nova abordagem, portanto prove urn metodo totalmente algebrico e mais
rapido que a abordagem via C.B.Soh.



Capitulo 5

Conclusao

Os resultados de C.B. Soh com os teoremas 3.2.7. 3.2.8 e 3.2.9 foram os pontos
importantes para o inicio deste trabalho. A partir deles iniciamos a pesquisa de
ampliacOes do seu resultado e de urn resultado equivalente corn menor trabalho
comput acional.

Em condicOes especiais da familia 13]. a respeito da natureza dos autovalores
dos resultantes ou do ntimero de zeros dos polinOmios limitrofes. conforme especifi-
cado nos teoremas do capitulo quatro. podemos localizar uma seqfiencia de intervalos
reais de modo que todos os zeros de cada polinOmio p E [p] estejam num desses in-
tervalos, e que cada interval() da seqfiencia possua urn zero de cada polinOmio da
familia. Tal resultado e obtido de 2 modos diferentes, corn complexidades igualmente
diferentes porem. ambos utilizam os polinOmios limitrofes.

Para verificar a condicao de Soh em 3.2.7 temos uma complexidade da ordem
de 0(n3 ) so no calculo dos autovalores. ao passo que, para verificar a nova condicao
em 4.2.4, nao so nao utilizamos nenhum procedimento de tal complexidade. como
tambem usamos as informacOes que sao necessarias para a prOpria separacao. corn
algoritmo de complexidade de 0(n 2 ) mais duas somas e 2 testes de igualdades entre
elementos destas mesmas informacOes.

H. urn evidente ganho de tempo na nova abordagem proposta, baseada apenas
na contagem e separacao dos zeros dos polinOrnios limitrofes em relacao a abordagem
de C.B. Soh que utiliza o calculo de autovalores das matrizes de certos resultantes
entre os limitrofes. Se o polinOmio e do gran n entao estas matrizes sao da ordem
de 2n.

Alem da diferenca no ganho de tempo, tambem na nova abordagem podemos
utilizar inteiramente algoritmos implementados simbolicamente. Isto nos traz a
vantagem, de que quando trabalhamos corn polinOmios corn coeficientes no dominio
gaussiano e de fatoracao livre de quadrados (exigencia para isolar os zeros reais
de um polinOmio real pelo metodo de Uspensky Modificado), temos resultados
exatos e nao apenas corn uma boa exatidao numerica. Em certos casos, isto pode
compensar o gasto maior em tempo. por trabalharmos corn manipulacao simbOlica.

Embora a contagem do ntimero de zeros reais assim como a sua separacao
seja feita algoritmicamente do modo algebrico sobre os polinOmios limitrofes, tais
algoritmos podem tambem ser implementados numericamente. Em ambos os casos
teremos, e claro, as limitacOes e problemas de cada uma das abordagens.

143
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5.1 Casos Reais Simples e Separaveis
Quando conseguimos isolar uma re giao ou urn intervalo real onde temos urn so

zero de cada p E	 dizemos que este zero real ou mesmo complexo e separãvel.
Vamos levar em conta as variaveis, ja identificadas no capitulo anterior, que sao
abreviaturas a respeito do ntimero de zeros reais positivos ou negativos, complexos
corn parte real positiva ou negativa.

T: ntimero de trocas de sinal nos coeficientes de [p](x):

nntimero de trocas de sinal nos coeficientes de :p](—x):

nzr(p): ntimero de zeros reais de p:

nzp(p): nUmero de zeros positivos de p:

nzn(p): mimero de zeros negativos de p:

nzc(p): mimero de zeros complexos de p:

nzcpp(p): nUmero de zeros complexos de p corn parte real positiva:

nzcpn(p): ntimero de zeros complexos de p corn parte real negativa.

Definicao 5.1.1 (Zeros Reais Simples e Separaveis) Seja jp] urn polindmio in-
tervalar e p i , p2 , p3 e p4 seus polindmios limitrofes. Se os polindmios limitrofes sat-
isfazern a nova condicdo 4.2.4

(LC P) nzp(p3 ) = nzp(p4 ) = it

(LCN) nzn(p i ) = nzn(p2 ) = 77

e alern disso vale:

(TCS) nzn(pi )± nzp(p3 ) = n A nzn(p2 )	 nzp(p4)

entdo dizeinos que todos os zeros reais de cada p E	 sao simples e separdveis.

Caso contrario. podemos ter situacOes onde delimitamos urn intervalo que pos-
sui apenas urn zero de cada p E [p] , mas nem todos os demais sao separaveis e
simples.

Vamos salientar ainda outros casos em que temos uma informacao exata e
fechada. Isto quer dizer que o resultado a ser obtido da separacdo e todo obtido
pelo algoritmo e possui urn significado Unico. sem alternativas. Serao designados
casos (A).

(Al) Se vale (LC P), (LCN) e (TCN) entdo todo p E	 possui so zeros reais
simples, resultado do teorema 4.2.4.

Os prOximos itens sao resultados da generalizacao do Teorema de Descartes
3.1.2, para polinOrnios intervalares.

(A2) Se T' = 0 entdo todo p E [p] nao possui zeros negativos;
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(A3) Se T = 0 entao todo p E [p] nao possui zeros positivos:

(A4) Se T' = 1 entao todo p E p] possui urn zero negativo:

(A5) Se T = 1 entao todo p E	 possui um zero positivo.

Em todas as situacOes dadas em (A) teremos como resultado uma seqiiencia
de intervalos, numa lista. em que cada elemento contem urn so zero de qualquer
p E [p] e que todos os zeros de qualquer polinOmio da familia. [p] est. num destes
elementos.

5.2 Casos Reais ou Complexos

Quando nao sao satisfeitas as condicaes anteriores mas ainda temos as condi-
cOes validas para os lemas 4.2.1 e 4.2.2 entao podemos ter, eventualmente. alguns
zeros separados, mas nem todos.

No caso do piano complex°. embora possamos separar os zeros complexos
dos polinOmios limitrofes. nao podemos garantir o mesmo comportamento para os
demais polinOmios da. familia. Os resultados graficos mostram que ha situacOes onde
o intervalo que contem zeros reais nao e excludente corn o intervalo que contem as
partes reais dos zeros complexos. Somente em alguns casos especiais. mediante uma
analise grafica ou mediante pesquisa de minimos ou maximos locais de cada urn dos
polinOmios limitrofes.. podemos chegar a separar as regiOes que possuem so zeros
complexos da regiOes que possuem so reais.

0 teorema 3.2.11 de Soh e seu corolario fornecem condicOes para que tenhamos
k zeros no semiplano esquerdo e n — k no semiplano direito. porem este resultado
nao e suficiente para separar as regiOes onde teremos que cada p E	 tern urn zero
complexo e que cada zero esteja confinado a uma das regiOes isoladas.

Podemos ter. a partir dos resultados da separacao dos zeros tanto reais como
complexos dos polinOmios limitrofes. uma lista de situacaes onde podemos identificar
algumas informacOes relevantes. Estas informacOes säo obtidas da separacão dos
zeros reais e complexos dos polinOmios limitrofes pi (x), i = 1(1)4.

Analisando os polinOmios maximal e minimal no semiplano negativo e positivo
temos entao diversas situagOes para os valores do 'Rimer° de zeros reais ou complexos.

Trabalhando corn estes valores temos situagOes onde podemos agrupar um
conjunto de informacOes associado a uma regiao. Neste trabalho. esta regiao
fornecida pela separacao on dos zeros reais ou dos zeros complexos de cada urn
dos polinOmios limitrofes. No caso de regiOes que constituem intervalos, como
o caso da separacao dos zeros reais. a subdivisao e simples e feita num ponto de
quebra, gerando dois subintervalos. Quando a regiao e urn quadrado ou retangulo a
subdivisao pode ser feita de diversas maneiras, mas em geral, o retangulo e dividido
por urn ou dois segmentos de retas paralelos aos sews lados, gerando dois ou quatro
subretangulos. A cada subdivisao novas avaliacOes devem ser feitas em cada parte.
No caso dos intervalos o processo continua, de modo algoritmicamente, simples.
Contudo no caso dos retangulos gerados pela separacao dos complexos tal reavalia-
cao nao e elementar.

Alem disso, pode ocorrer que embora a realiacao seja executada o nUmero de
informacOes nao possa ser aumentado. Isto e visto no exemplo 3.1.9 e 3.1.10 onde a
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subclivisao da regiao implica em perda de informacao referente a todos polindmios.
Isto significa que nao ha urn limite. dado por urn ponto determinado al gebrica-
mente, onde a partir do qual tenhamos urn conjunto maior de informacOes. Ou seja.
se subdividirmos a regiao. mediante mais trabalho evidentemente. o conjunto das
informacOes continuara o mesmo ou diminuira. No exemplo 3.1.9, no retangulo de
vertices (0.0). (0.100). (10.100) e (10.0). temos que todo p E [p] possui ou dois
zeros reais on urn zero complexo. Se subdividirmos este retan9,-ulo nao podemos
garantir a mesma informacao nem outra mais qualitativa. para todos p E iv].

Vejamos as seguintes situacees de verificacao algoritmica e que produzem uma
informacao resultados nao fechada. isto é. corn alternativas. Sao os casos rotulados

de B.

(B1) Se nzn(pi (x)) = nzn(p2(x)) = 77 entao todo polindmio p E [p] tern pelo
menos n zeros negativos. Lema 4.2.2.

(B2) Se nzp(p3 (x)) = nzp(p4 (x)) = entao todo polindmio p E [p] tern pelo
menos ,u zeros positivos. Lema 4.2.1.

Ha diversas outras situacOes que nao sao evidentes e podem vir a ser compro-
vadas ou refutadas corn alguma informacao extra. Sao os casos (C).

(Cl: Conjetura 1) Se nzn(pi (x)) = nzn(p2 (x)) = 77 e rizcpn(p i (x)) = nzcpn(p2 (x)) =
nzcpn(p3 (x)) = nzcpn(p4 (x)) = 0 entao todo polindmio p E 1p] tem exata-
mente 71 zeros negativos.

(C2: Conjetura 2) Se nzp(p3 (x)) = nzp(p4 (x)) = p e nzcpp(pi (x)) = nzcpp(p2 (x)) =
nzcpp(p3 (x)) = nzcpp(p4 (x)) = Oentao todo polindmio p E [p] tern exatamente
/../ zeros positivos.

Graficamente. observamos que quando ha urn polindmio da familia _p] corn urn
zero complexo e seus coeficientes sat) alterados dentro de intervalos A i . o polindmio
modificado podera vir a cortar o eixo x gerando dois novos zeros reais. Porem.
quando tat ndo ocorre e se todos os polindmios limitrofes possuem o mesmo ntimero
de zeros negativos 77 . que satisfaz LCN entao deve ser provavel que todos polindmios
de _p] tenham o mesmo 'Rimer°.

No exemplo 4.2.1, que satisfaz LCN  observamos que o maximal e minimal
negativos possuem zeros complexos corn parte real negativa e efetivamente ha outros
polinOmios corn mais de ri zeros negativos. No exemplo 4.2.2 isto tambem ocorre.
Ja no exemplo 4.2.5 temos exatamente 2 zeros negativos e nenhum dos limitrofes
negativos possui zero complexo corn parte real negativa. 0 mesmo nao ocorre corn
o eixo positivo, onde nao se satisfaz nem o LC P.

Confirmar ou refutar tais conjecturas faz parte de trabalhos futuros.
Conforme ja vimos no exemplo 3.2.6. a existencia de do mesmo rnimero de

zeros complexos: nzcpp(p3 ) = nzcpp(p 4 ) = 0 = 1 nos polindmios maximal e minimal
no eixo positivo, nao implica que todos polinOmios da familia tenham pelo menos o
mesmo ntimero de zeros complexos. que no caso e urn, pois o polindmio pi nap possui
zeros complexos corn parte real positiva. alias nem negativa. Porem se o resultado da
separacao dos zeros complexos dos limitrofes, maximal e minimal, produz quadrados
ou eventualmente retangulos cujas fronteiras que coincidam corn o eixo real nao
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tenham zeros reais entao esta regiao podera possuir so zeros complexos. Determinar
condicOes para que esta regiao possua so zeros complexos e tambem urn futuro
trabalho.

Outros trabalhos futuros podem ser dirigidos a ampliar as condicOes sobre
outras familia de polinOmios que nao apenas a dos polinOmios intervalares. A19.:uns
trabalhos nesta area ja existem e trabalham corn familias de certas funcOes nao
lineares. ver [KRA 85].

Asim. conseguimos neste trabalho. determinar uma nova condicao para que urn
polinOrnio intervalar possua somente zeros reais. e neste caso. separa-las. corn urn
algoritmo. onde na parte significativa. isto é, o calculo da nova condicao, temos corn-
plexidade de 0(77. 2 (k log(k))) enquanto que, corn a condicao de C.B. Soh o algoritmo
tern uma complexidade de 0(m3 (k log k))) corn m = 2 • n.



Bibliografia
[ALE 83]	 ALEFELD,GOtz.: HERZBERGER, J. Introduction to Interval

Computations. New York: Academic Press. 1983. 381 p.

[ARG 86]	 ARGOUN, M.B. Allowable coefficient perturpation with preserved
tability of a Hurwitz polynomial. International Journal Con-
trol. London. v.44, n.4. p.927-934. 1986.

[ARG 87]	 ARGOUN. M.B. Stability of a Hurwitz polynomial under coefficient
perturbations: necessary and sufficient conditions. International
Journal Control. London.v. 45. n. 2, p.739-744. 1987.

[BAC 75]	 BACHMANN. K.H. Einschliel3un g- der Nulistellen von Intervallpoly-
nomem. Beitrage Numerischen Mathematik. Secaucus. NJ.
v.4, p.23-32, 1975.

[BAR 89]	 BAR BEAU. E. J. Polynomials. New York:Springer-Verlag, 1989.
441p. (Problem Books in Mathematics).

[BAR 84]	 BARMISH.ROSS B. Invariance of strict Hurwitz property of polyno-
mials with perturbed coefficients. IEEE Trans. on Automatic
Control. New York. v. AC 29. n.10, p.935-936. 1984.

[BEA 91]	 BEAUZA1VIY, B. Degree free upper estimates in polynomial factor-
ization. A publicar.

[BIA 83]	 BIALAS.S. On Certain properties of Hurwitz determinants for interval
polynomials. Computing, New York, v.30, p.149-155. 1983.

[BIA 83a]	 BIALAS,S. A necessary and sufficient condition for the stability of in-
terval matrices. International Journal Control. London, v.37,
n.4, p.717-722, 1983.

[BIA 84]
	

BIALAS,S.: GARLOF.J. Stability of polynomials under coeffi-
cient perturpation. Freiburg: Institut flit . Angewandte 1VIathe-
matik.Universita Freiburg i. Br., 1984. 76 p. (Freiburger Intervall
Berichte)

148

[BOS 83]
	

BOSE, N•K.: GUIVER, J.P. Strictily Hurwitz property invariance
of quartics under coefficient perturbations. IEEE Trans. Au-
tomat. Control, New York, v. 28, n.1, p.106-107, 1993.



149

[BRU 94]	 BRUNETTO. Maria Angelica O.C. Metodos Algebricos para Iso-
lar os Zeros de PolinOmios Complexos. Porto Alegre:CPGCC
UFRGS, 1994. 132p.Tese de Doutorado.

[CAM 93]	 CAMARGO. M. A. 0.: TREVISAN, V.: CLAUDIO. D. Counting
polynomial zeros in a disk using Symbolic Computation. In: IN-
TERNATIONAL CONFERENCE ON MATHEMATICAL MOD-
ELLING AND SCIENTIFIC COMPUTATION, 1993. BulOxia.
Proceedings... Sofia:DATECS. 1993. 191p. p.3-6.

[CLA 89]	 CLAUDIO. Dalcidio M.: MARINS. Jussara M. Cãlculo Numerico
Computational. sao Paulo: Atlas. 1989. 464 p.

[CLA 93]	 CLAUDIO. Dalcidio M. Teoria das aproximacOes intervalares.
Porto Alegre:CPGCC- UFRGS, 1993. 21p.(RP 226)

[CON 93]	 CONNEL.A.E.: CORLESS.R. An experimental interval arithmetic
package in Mapple. Interval Computations, St. Petersburg.
n.2. p.121-133. 1993.

[COL 76]	 COLLINS. G. E.: LOOS, G. K. Polynomial real root isolation by
differentiation. In: INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON SYM-
BOLIC AND ALGEBRAIC COMPUTATION ISSAC, 1976. Pro-
ceedings ... [S.1.:s.n], 1976.

[COL 77]	 COLLINS, G. E. Infallible Calculation of Polynomial Zeros to Speci-
fied Precision. G. E. Collins In: RICE, J.R. Mathematical Soft-
ware. New York: Academic Press. 1977. 388p. p.35-68.

[COL 82]	 COLLINS, G. E.: LOOS. G. K. Real Zeros of Polynomial. Comput-
ing, Berlin. Suppl. n.4. p.83-94. 1982.

[COL 92]	 COLLINS, G. E. and KRANDICK. W. An Efficient Algorithm for
Infallible Polynomial Complex Root Isolation. In: INTERNA-
TIONAL SYMPOSIUM ON SYMBOLIC AND ALGEBRAIC
COMPUTATION ISSAC, USA. Proceedings... [S.1.:s.n], 1992.
p. 189-194.

[DAV 87]	 DAVENPORT. H. H. Survey of Symbolic Applications for Nu-
merical Computation. [S.1:s.n],1987.(Doc. 03/2-7/1/b01.f - DI-
AMOND).

[DAV 88]	 DAVENPORT, J. H.: SIRET. Y.: TOURNIER. E. Computer Al-
gebra Systems and Algorithms for Algebric Computa-
tions.San Diego. CA: Academic Press. 1988. 267 p.

[ELY 93]	 ELY, Jeffrey S. The VPI software package for variable precision in-
terval arithmetic. Interval Computations, St. Petersburg, n.2,
p.135-153. 1993.

i..,) ;TUTO DE_

BIBLIO.TECA



150

[FTIJ 16]	 FUJIWARA.M Uber die obere Schranke des absoluten Betregs de
Wurzeln einer algebraischen Gleichung. TOhoku Math J. [S.11.
v. 10. p.167-170. 1916.

[GAN 59]	 GANTMACHER. F.R. Applications of the theory of matrices.
New York: Interscience. 1959.

[GLA 92]	 GLAZUNOV.Nicolay M. On Interval Extensions of Computer Algebra
Systems. Interval Computations. St. Petersburg, v.3, n.5. p.81-
87. 1992.

[HAM 9:3]	 HAMMER. R. et al. Numerical toolbox for verified computing
I: Basic numerical problems. Berlin: Springer-Verlag, 1993.

[HEN 74]	 HENRICI. Peter. Applied and computational complex analysis.
New Jersey: John Willey & Sons, 1974. v.1.

[HEN 69]	 HENRICI, P.; GARGANTINI. I. Uniformly convergent Algorithms
for the simultaneous Approximation of all zeros of a polynomial.
In: DEJON. P.: HENRICI. P. Constructive aspects of the
fundamental theorem of algebra. New York: Wiley, 1969.

[HOF 71]	 HOFFMAN. Keneth: KUNZE.Ray. Algebra Linear. Sao Paulo: Ed.
da USP, 1971. 354p.

[HOH 96]	 HONER. Charles Leandro: DIVERIO, Tiarajti Asmuz. Progra-
mando em PASCAL-XSC. Porto Alegre: CPGCC da UFRGS.
1996.

[KHA 78]	 KHARITONOV, V.L. Asymptotic stability of equilibrium position of
a family of Systems of linear differential equations. Differential
equations. [S.1], v. 14. p.1483-1485, 1978.

[KHA 93]	 KHARITONOV. V.L. Stabillity of interval systems scientific com-
putation mathematical modelling. In: MARKOV S.(ed) INTER-
NATIONAL CONFERENCE IN SCIENTIFIC COMPUTATION
MATHEMATICAL, 1993. Proceedings ... [S.L.:S.N], pp.15-18.

[KAU 84]	 KAUCHER.E.W.; MIRANKER,W.L. Self-validating numerics for
function space problems. Orlando: Academic Press. 1984.

[KAU 91]	 KAUCHER. E.; MARKOV, S. M.; MAYER. G. (Eds.) Computer
Arithmetic, Scientific Computation and Mathematical Modelling.
In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON MATHEMATICAL
MODELLING AND SCIENTIFIC COMPUTATION, 1991. Pro-
ceedings... Oldenburg: Oldenburg Universitat, 1991.

[KLA 92]	 KLATTE, R. et al. PASCAL-XSC: Language Reference with Ex-
amples. Berlin: Springer-Verlag, 1992. 344p.

[KNU 69]	 KNUTH. D. The Art of computer programming:seminumerical
algorithms. New York:Addison-Wesley, 1969. v.2.



151

[KNU 93]	 KNUPPEL.O. BIAS: Basic interval arithmetic subroutines.
Freiburg:	 Institut fiir Angewandte Mathematik.Universitãt
Freiburg i. Br.. 1993. (Berichte des Forschungsschwerpunktes In-
formations und Kommunikationstechnitk. Berichte 93.3)

[KNU 93a]

	

	 KNUPPEL.O. PROFIL: Programmer's runtime optimized
fast interval library. Freiburg: Institut Er Angewandte
Mathematik.Universitat Freiburg i. Br.. 1993.(Berichte des
Forschungsschwerpunktes Informations und Kommunikation-
stechnitk, Berichte 93.4)

[KNU 93b]

	

	 KNUPPEL.O. PROFIL: Programmer's runtime optimized fast
interval library - extensions. Freiburg: Institut fiir Ange-
wandte Mathematik.Universitat Freiburg i. Br., 1993. (Berichte
des Forschungsschwerpunktes Informations und Kommunikation-
stechnitk, Berichte 93.5)

[KOR 94]

[KRA 84]

[KRA 84a]

[KRA 85]

[KRA 85a]

[KRA 86]

KORZENOWSKI.Heidi. Estudo sobre resolugao de equagOes de
coeficientes intervalares. Porto Alegre: CPGCC da UFRGS.
1994. 132p. Dissertacáo de Mestrado

KRAWCZYK. Rudolf: NEUMAIER. A. An improved interval
Newton operator. Freiburg:Institut fiir Angewandte Math-
ematik.Universitat Freiburg i. Br.. 1984. p.1-26. (Freiburger
Intervall-Berichte n. 4)

KRAWCZYK. Rudolf. A Lipschitz operator for function
strips. Freiburg:Institut fiir Angewandte Mathematik,Universitat
Freiburg i. Br., 1984. p. 9-19. (Freiburger Intervall-Berichte n. 5)

KRAWCZYK. Rudolf: NEUMAIER. A. Interval Newton Oper-
ators for Function Strips. Freiburg:Institut fiir Angewandte
Mathematik,Universitat Freiburg i. Br., 1985. p.1-34. (Freiburger
Intervall-Berichte n. 7)

KRAWCZYK,
Rudolf. Properties of Interval Operators. Freiburg:Institut
fiat. Angewandte Mathematik,Universitat Freiburg i. Br., 1985. p.
1-20. (Freiburger Intervall-Berichte n. 3)

KRAWCZYK. Rudolf. Optimal Enclosure of a Generalized Zero
Set of a Function Strip. Freiburg:Institut filir Angewandte
Mathematik.Universitat Freiburg i. Br., 1986. p. 1-18. (Freiburger
Intervall-Berichte n. 2)

[KUL 81]
	

KULISCH,Ulrich.W.;MIRANKER. W.L. Computer arithmetic in
theory and pratice. New York: Academic Press, 1981. 231 p.



152

[KUL 83]
	

KULISCH. Ulrich. A new arithmetic for scientific computation. In:
KULISCH. Ulrich W.: MIRANKER. Willard L. A new ap-
proach to scientific computation. New York: Academic Press.
1983. 384p. p.1-26.

[KUL 86]	 KULISCH. U. W.: MIRANKER. W. L. The arithmetic of the digital
computer: a new approach. SIAM Review, Philadelphia. v.28.
n.1. 1986.

[KUL 87]	 KULISCH. U.: MIRANKER. W. L. Computer arithmetic: theory
and pratice. New York: Academic Press. 1987. :384p.

[KUL 88]	 KULISCH, U.: STETTER. H. J. (Eds.) Scientific computation
with automatic result verification. Wien: Springer Verlag.
1988.

[KUR 92]	 KURTZ. D.C. A sufficient condition for all the roots of a polynomial
to be real. Annals Mathematical Montly p.259-26:3. 1992.

[MAR 49]
	

IVIARDEN. M. The geometry of the zeros of a polynomial in
a complex variable. New York: AMS, 1949 1S3p. (American
Mathematical Society Surveys III)

[MEL 93]	 MELENK.H. Numeric Berlin: Konrad-Zuse Zentrun fuer Informa-
tionstechnick. Disponivel por FTP andnimo em
ftp: //ftp.cesup.ufrgs.br/pub/reduce/doc .
e-mail: MelenkAsc.zib-berlin.de (julho de 1995)

[MIG 92]	 MIGNOTTE, Maurice. Mathematics fo computer algebra . New
York: Springer Verlag. 1992. 346 p.

[MON 71]	 MONTEIRO. J. Elementos de algebra. Rio de .Janeiro: Ao Livro
Tecnico, 1971. 552p.

[MOO 66]	 MOORE. Ramon E. Interval analysis. Englewood Cliffs: Prentice
Hall. 1966. 232 p.

[MOO 79]	 MOORE. Ramon E. Methods and applications of interval anal-
ysis. Philadelphia: SIAM, 1979. 187 p.

[NIC 71]	 NICKEL, Karl. Numerische Mathematik. Karlsruhe: liniversit:id
Karlsruhe. 1971. 1S7 p.

[NIC 80]	 NICKEL, Karl L. E. Interval Mathematics. New York: Academic
Press, 1980. 554p.

[OLI 95]	 OLIVEIRA, Paulo Werlang de. An6.1ise Intervalar. Porto Alegre:
CPGCC da UFRGS. 1995. 182p. Dissertacao de Mestrado.

[OLI 96]	 OLIVEIRA. Paulo Werlang de: DIVERIO. Tiarajd Asmuz.: CLAU-
DIO, Dalcidio Moraes. Fundamentos da Maternatica Inter-
valar. Porto Alegre: CPGCC da UFRGS, 1996.



153

[PIN 76]

	

	
PINKERT. J. R. An Exact Method for finding the roots of a complex

polynomial. ACM Transactions on Mathematical Software,
New York. v.2. n.4. p.351-363. 1976.

[PRE 88]

	

	 PRESS. W. H.et al. Numerical Recipies in C: The art of Scientific
Computation. New York:Cambrid ge University Press. 1988. 735p.

[RUM 79]

	

	 RUMP, S. M. Polynomial minimum root separation. Mathematics
of Computation. Washington. v.33, n.145. p.327-336. 1979.

[RAL 65]

	

	 RALSTON, Anthony : RABINOWITZ, Philip. A first course in
Numerical analysis. New York: McGraw-Hill. 1965. 555p.

[RAL 80]

	

	 RALL. L. B. Representations of intervals and opti-
mal error bounds. Freiburg:Institut fiir Angewandte Math-
ematik,Universitat Freiburg i. Br.. p. 25-42. 1980 (Freiburger
Intervall-Berichte n. 7)

[RAT 87]

	

	 RATSCHEK. H. Interval mathematics. Freiburg:Institut fiir Ange-
wandte Mathematik.Cniversitãt Freiburg i. Br.. 1987. 44p.

[RUD 66]

	

	 RUDIN. Walter. Real and complex analysis. New York: McGraw-
Hill. 1966. 412p.

[SCH 83]

	

	 SCHELIN. C. \V. Counting zeros of real polynomials within the unit
disk.SIAM Journal Numerical Analysis, Philadelphia, v.20,
n.1, p.1023-1031. 1983.

[SOH 90]

	

	 SOH.Y.C.: FOO. Y. Generalization of strong Kharitonov theorems to
left sector. IEEE Trans. on Automatic Control. New York.
v. 35, n. 12, p.1378 - 1382. 1990.

[SOH 91]

	

	 SOH. C.B. Necessary and sufficient conditions for interval polynomial
to have only real roots. Linnear Algebra and its Applications,
New York. v.144. p.121-133. 1991.

[SOH 92]

	

	 SOH. C.B. On Root distribution criterium for interval polynomials.
IEEE Trans. on Automatic Control, New York, v.37, n.12.
p.1977-1988, 1988.

[TRE 90]

	

	 TREVISAN. V. Recognition of Hurwitz polynomials.SIGSAM Bul-
letin, New York, v.24. n.4, p.26-32, Oct. 1990.

[TRE 92]

	

	 TREVISAN. V. Computacäo Algebrica e Simbdlica. In: MINI-
CURSO - XV CNMAC, 1992, Sao Carlos, Brasil. Anais..., Sao
Carlos-Sp, 1992. 96p.

[TRE 95]	 TREVISAN, Vilmar. Polynomial Factorization II. III ESCOLA DE
ALGEBRA, Campinas, Anais... pp.235-251, 1994.



154

[WIL 78]	 WILF. Herbert. S. A Global Bissection algorithm for computing the
zeros of polynomials in the complex plane. Journal of the ACM,
New York. v.25. n.3,p.415-420. 1978.

[USP 48]	 USPENSKY. J. V. Theory of Equations. New Jersey:McGraw-Hill.
1948. 353p.



Informa tic UFRGS

CURSO DE POS-GRADUACAO EM CIENCIA DA COMPUTACAO

Localizacdo de Zeros Reais de PolinOmios Intervalares

por

Jussara Maria Marins

Defesa de Tese apresentada aos Senhores:

Prof. Dr. Vilmar Trevisan (IM/UFRGS)

Prof': Dr. Luiz Alberto Vieira Dias (INPE/SP)

Profa. Dra. Laira Vieira Toscani

Vista e permitida a impressdo.
Porto Alegre, ,z7 7 Jr. k J s	 	 .

CP'e;- 

rof. Dr. Dalcidio Moraes Claudio,
Orientador.

Prof. Fldvio Reel? TVagnef
Coordanado r do Curso da POs ° qv:Li cio
em . .: n °nria di '.;ornp:::3gao

Institute da InIorm°tica . UFRGS


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Tese Preto e Branco Simples.PDF
	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40

	Tese Preto e Branco Simples1.PDF
	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40

	Tese Preto e Branco Simples2.PDF
	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35


