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Resumo

Este trabalho contém um estudo para isolar os zeros reais de polinémios cu-
jos coeficientes podem ser perturbados, isto é. os coeficientes possuem variagoes
que constituem intervalos. Assim chamamos a tais polinomios de Polinémios In-
tervalares do mesmo modo que chamamos de polinomios complezos aqueles que
possuem coeficientes complexos.

Isolar os zeros, delimitar regides que os contenham. dizer se um polinémio é
estavel ou determinar qual a perturbagao aceitavel nos seus coeficientes. de modo a
preservar certas caracteristicas, sao problemas que aparecem em diversos setores da
Computacao Cientifica e em especial. na Teoria de Controle.

Neste trabalho. a familia dos polinémios intervalares é inicialmente analisada
dentro das possibilidades algébricas que as operacoes intervalares. conforme definidas
por Moore, permitem. Dentro deste contexto. sao definidas as operacoes elementares
entre polinomios intervalares assim como sao estudadas as suas novas propriedades.

Em funcado das limitacdes inerentes a abordagem anterior. a familia [p] dos
polinémios intervalares, é também, caracterizada por um novo enfoque, através de
4 polinémios reais especificos da familia, — os polinémios limitrofes — a partir dos
quais podemos obter informagcoes relevantes a respeito da enumeracao e localizacao
dos seus zeros reais ou enventualmente sobre os zeros complexos.

Obtivemos. com o uso dos polinémios limitrofes, um resultado mais eficiente
para determinar se um polinémio intervalar possui apenas zeros reais. de modo que,
neste caso, eles possam ser isolados num algoritmo algébrico de complexidade menor,
do que uma outra alternativa baseada no calculo de autovalores.

Além disso. localizar os zeros de polinomios intervalares é uma fase importante
para o calculo aproximado ou mesmo exato da regiao que contém efetivamente os
zeros do polinémio intervalar. Em geral, os métodos de cédlculo aproximado dos
zeros precisam de uma regiao inicial que contenha apenas um zero a ser pesquisado.
Esta é uma fase critica de todo o processo, feito pela abordagem algébrica ou pela
abordagem de aproximagoes numéricas.
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Real Zero Localization of Interval
Polynomials

The aim of this work is to isolate through algebraic process the real polynomial
roots that have coefficients which can be perturbed.

These perturbations (variations) on the coefficients can be enclosed in intervals.
Then we call these polynomials. interval polynomials. in the same way that we call
complex polynomial those ones formed with coefficients that are complex numbers.

One of the main points in the solution of polynomial problems is to limit the
regions that have all roots, all the negative ones, the stability. and so on.

These questions present good solutions when the polynomials are real or com-
plex. on the other hand. when the coefficients are perturbed or we need to decide
what kind of variation can be done, in order to preserve the main features of the
polynomial, then we are working with problems that appear in Scientific Computa-
tion and, specially, in Control Theory.

Besides this, we need to isolate the roots of interval polynomial before calcu-
lating them. In general, the methods for approximating zeros need an initial region
that has just one root.

In the case where the accuracy is necessary or if we already know of the result
instability, the algebraic processes are recommended.



Capitulo 1

INTRODUCAO

Este trabalho contém um estudo para isolar os zeros reais de polinomios cu-
jos coeficientes podem ser perturbados. isto é. os coeficientes possuem variagoes
que constituem intervalos. Assim chamamos a tais polinomios de Polinomios In-
tervalares do mesmo modo que chamamos de polinomios complexos aqueles que
possuem coeficientes complexos.

Neste capitulo trataremos das funcoes intervalares. dos polinomios intervalares
apresentando uma visao geral da notagao de funcoes intervalares usadas e por ultimo.
dos polinomios de Hurwitz que podem servir para fornecer informacoes para o prob-
lema geral da localizagao dos zeros.

Primeiramente faremos breves consideracoes sobre os ambientes onde sao re-
solvidos os problemas da Computacao Cientifica.

1.1 Consideracgoes Iniciais

Estas abordagens sao aqui apresentadas em conjunto mas nao constituem uma
classificacao tedrica que esgote todas as diferentes abordagens de resolver os prob-
lemas do calculo de uma fungao por meio do computador.

Na Andlise Numérica o calculo da imagem de uma funcao f de variavel real.
complexa ou intervalar é de crucial importancia quando sua avaliagao € feita num
computador. Embora o aumento da capacidade computacional (precisao !, memoria
e velocidade) e o desenvolvimento de novos ambientes de programacao (lingua-
gens e ambientes para computacao cientifica) influam nos resultados de um pro-
cesso numérico. a exatidao * obtida nao depende exclusivamente desses fatores, ver
[KAU 84]. O problema do arredondamento deve ser considerado sob pena de termos
um resultado completamente inutil.

O modo como é computada a fungao f pode ser o gargalo de muitos algoritmos
e de seus correspondentes programas. Ao longo do tempo, surgiram abordagens
diferentes para resolver estes problemas: a Aritmética Computacional, a Aritmetica

'E mensurada estaticamente e depende apenas do hardware do computador. A precisio ¢ dada
pelo tamanho em bits ou bytes dos registradores e da palavra de meméria.

’E uma medida dinamica e, as vezes, até mesmo imponderavel e depende tanto do hardware
como do software. Na parte do software depende do compilador, do algoritmo e de como o programa
do usuario trata e opera os dados.
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Ultra. os Métodos Autovalidaveis. a Andlise Intervalar ¢ a Computagao Simbolica.
As caracteristicas de cada uma dessas abordagens sao as seguintes:

(1) - Aritmética Computacional

Os diversos tipos de dados numeéricos: inteiros. reais. complexos. intervalos.
vetores e matrizes sao mapeados em numeros de ponto-flutuante - e aqui levamos
em conta as caracteristicas fisicas das maquinas. O papel da Aritmética Computa-
cional € o de dar uma fundamentacdo: formulagao matematica da aritmética de
ponto flutuante. Isto é feito de dois modos no trabalho de Kulisch e Miranker. ver
[KUL 81]. Num deles é feita a especificagao formal da aritmética em aneldides or-
denados ou parcialmente ordenados com os tipos numéricos ja citados. Noutro. a
formulacao é baseada em semimorfismos do conjunto dos reais para outros conjuntos
que englobem os mesmos tipos numeéricos.

A primeira implementacao das operagoes aritméticas por meio de semimorfis-
mos foi feita por Kulisch entre 1977 e 1979. de modo que. para um determinado
conjunto de numeros de ponto flutuante N é valido:

(Va.be N)[aBb:= O(a * b)].

onde & é uma operacao aritmética em N correspondente a opera¢ao num dos con-
juntos numeéricos usuais como N, Z,Q ou R .ver [KUL 83].

A partir da formulacdo tedrica da Aritmética Computacional pode ser desen-
volvida uma aritmética pratica (existente num computador) onde dada uma funcgao
f. uma variavel z € X e um sistema de ponto-flutuante F' = F(n,b.€e;,€;) onde n
€ a precisao. b € a base. e ¢, e e; sao respectivamente o menor e o maior expoente.
vale:

(Yo € X)[V(f(z)) = f(Vz)]

onde Vz € F e f aproxima f em F.

Em outras palavras, mesmo que z ou f(z) nao tenham representagoes exatas
em [’ a aritmética permite que o valor arredondado de f(z) seja correto. na precisao
dada, e nao apenas o mais exato possivel.

Exemplo 1.1.1 Sejam h.z.y,z.w.f € R dados por:

h=1/3, z=2/3—h, y=3/5—h,
z=(z+z+z)—h w=(Y+y+y+y+y)-~r flz,w)=2z/w.

Entao temos numa aritmética de ponto flutuante usual que:

V(f(z,w)) # F(Vz,Vuw),

o que pode ser visto quando F = (16,6, —64,63) em uma mdquina IBM /341, por
exzemplo. Neste caso, temos

Vh=05 Vz = 0.166666
Vy = 0.1 z = —0.119209¢(—6)

Vw = —0.178813¢(—6) f = 0.666666.
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Usando a magquina Sun-Sparc no modo calculadora na notacdo cientifica temos:

Vh=05 Vi = 1.666666667
Vy = 10.000000000¢(—2) 7= = —1.110223025¢( —16)
Vw = —1.110223025¢(—16) f = 1.0,

quando € obvio que numa aritmética exata teriamos V(f(z,w)) = 0.

Existem linguagens e pacotes que visam obter o controle e melhoria da exatidao
do calculo do valor numerico de uma funcao como as linguagens Pascal- XSC (ver
[KLA 92]), FORTRAN XSC. C. além de pacotes como o ACRITH e Numeric que
podem resolver em parte ou no todo os problemas do arredondamento no calculo
numeérico de fungoes. Assim por exemplo, a linguagem Pascal-XSC prové os tipos
REAL, DOUBLE. INTERVAL. assim como, valores e matrizes sobre estes tipos
basicos e também os métodos (ou operacoes) para manipula-los.

(2) - Aritmética Ultra

Na Aritmética Computacional, provemos um ambiente computacional no qual
os tipos de dados necessarios a Analise Numeérica sao dados assim como as opera-
goes que os manipulam. Na Aritmética Ultra. ver [KAU 84], o objetivo é fornecer
os tipos € métodos para a parte da Analise Numeérica que trata dos problemas no
espago de fungoes. Por exemplo, o problema pode ser o de resolver uma equagao
integral ou uma equagao diferencial com valor num contorno. Neste caso. os métodos
a serem oferecidos pelo ambiente computacional sao os de operagoes sobre funcoes.
como diferenciacao, integragao e composigao.

[sto é viabilizado pelo uso de técnicas de expansao de séries como uma metodolo-
gla aritmética.

Numa visao comparativa. podemos dizer que na Aritmética Computacional
tratamos os numeros de ponto-flutuante como o tipo de dado bésico enquanto que
na Aritmeética Ultra temos a funcao como o tipo basico. Enquanto o numero real
a € R é representado como uma expansao decimal, a funcéo é representada como
uma série de Fourier generalizada. Salientamos no quadro a seguir alguns pontos de
comparagao:

Numeros Reais: a € R Funcoes: f € L*
e Representacao decimal e Representagao em Série de Fourier
Gk o '
¢ =32M 1% f = L0 0i®i
"base” para a expansao: base: 0; = €7", j =0, £1, +2,...;
ex=10"%F i=M, M+1,... i =+/-1
"coeficientes” a; € {0,1,2,...,9} | coeficientes:

_ £l.e> _

a; = SE2 = f,;ff,l_fojd.r

e Arredondamento do nimero e Arredondamento de funcao
5N = = o N -

Va = Zi:M a; - € be(‘r) = Zj:—N a;9;

e tipo de dado e tipo de dado

aMap-1-* Qo a1G_2" - A_N (AN Q-N41,° 7", @0, a1, a0 - - aN)

é uma sequiéncia finita de inteiros | é uma seqiiéncia finita de reais
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Na Aritmética Ultra salientamos o fato que qualquer funcao pode ser aproxi-
mada localmente, por um polinomio.

Para lidar com numeros, precisamos de estruturas como as dos espacos vetoriais
ou euclidianos como R .R " ou C. Quando lidamos com fungoes temos os espacos
dos polinomios intervalares ® *[z](X) ou L*[—1.1] que é o conjunto das fungdes
continuas em [—1,1] com a norma || f ||. sendo {¢;}5%, uma base ortonormal em
L*. Neste caso o operador projetivo Sy ou operador de arredondamento é dado por

L N
Sn 1) fioj(x) — Snf(z):=) fio;(z),
1=0 1=0

onde f; = (f, ;). Desse modo o operador Sy mapeia a série de Fourier generalizada
para f(z) na sua N®*™? soma parcial.

Sejam dadas as funcoes f.g € L. os seus tipos de dados associados na Ar-
itmética Ultra sao Sy f. Syg¢ ou equivalentemente

f = (fo, f1. )T e g = (go:81...-88)"

Dai o arredondamento pode ser expresso da seguinte forma: Sy f ~ f. onde
~ indica a correspondéncia pelo mapeamento Sy.

As operagoes da Aritmética Ultra sao, conseqiientemente, as seguintes:
fxg — SnfxSng

fa —  Sn(Snf-Sng) _

fh = ] —_— mlnLNESw{LQ) ” 1 — h.ND_\Ff H
d ' dSy f

dz = 5"’ [ dz ]

I — Sn[*Snf

E claro que a Aritmética Ultra pressupde a definicao de uma Aritmética Com-
putacional, ver [KAU 84].

(3) - Métodos Autovalidaveis:

Neste caso. nao trabalhamos com uma nova abordagem metodolodgica, e in-
clusive, usamos os mesmos métodos numeéricos convencionais. O que fazemos é
usar os teoremas do ponto-fixo, definidos predominantemente, no espagos de Ba-
nach, para fornecer a existéncia (Existenz), a unicidade (Eindeutigkeit) e limites
(Einschliessung), ou uma inclusdo de boa qualidade para a solugao dos problemas
computacionais da Analise Numérica: em particular, para os problemas que en-
volvem equagoes funcionais. Estes problemas podem ser:

(a) equagoes funcionais,

(b) equagoes diferenciais,

(c) equagoes integrais,

(d) problemas gerais parametrizados,

que podem ser simplificados no seguinte sistema de equacoes funcionais:

A(t)-z(t) = b(t) te[o,1],

onde A é uma matriz de funcoes. b € um vetor de fungées, que sao dados e desejamos
encontrar o vetor de fungoes z. O computo de uma estimativa de erro confiavel para
a solucao envolve a determinacao de um conjunto de fungoes vetoriais contendo a



16

solucao z(t) para todo t. Se z(t) £ X(t). entao para todas aproximacoes z(t) € X ()
a cota de erro maximo €

#(t) — z(t)| < d(X(1)).

Assim os métodos auto-validaveis E: Existenz, Einschliessung, Eindeutigkeit
tém as seguintes propriedades.

1. Para todo dado de entrada. um método E é capaz de:

(a) verificar se a solugao do problema tedrico existe (Existenz). Isto deve ser
caracterizado pelo dado de entrada.

(b) incluir esta solucao num conjunto de fungdes com diametro pequeno. (Ein-
schliessung)

(c) verificar (se possivel) a unicidade da solucao dentro do conjunto dado.
(Eindeutigkeit)

2. Se nao existe solu¢ao. ou se o tempo computacional ou o tamanho da mantissa
ou o método por si proprio nao permitem a verificacao necessaria dos itens (a)
e (b) de (1) entao o método nao ira produzir uma resposta. Esta seria sem
significado ou errada.

(4) - Analise Intervalar

Segundo Moore. ver [MOO 79], a Analise Intervalar é um novo ramo da Matematica
Aplicada. Mais especificamente estamos num ramo da Matematica Computacional.
Basicamente a Matematica Computacional visa resolver problemas matematicos que
surgem com os erros de arredondamento e seus derivados. uma vez que a maioria
dos numeros reais nao admitem uma representagao exata num computador.

A Analise Intervalar faz uso das técnicas da Analise Numeérica que por sua vez
ja engloba resultados da analise propriamente dita e também da computagao.

No enfoque da Analise Intervalar trabalhamos com um novo tipo de dado - o
intervalo. O conjunto dos intervalos, como um novo conjunto numeérico traz novi-
dades e generalizagoes. de certa forma. do mesmo modo que o conjunto dos numeros
complexos traz em relagao aos reais. Nestas generalizacoes podemos "perder” certas
propriedades. Por exemplo. no caso dos complexos em relagao aos reais verificamos
que o conjunto dos primeiros ndo € mais ordenado. no caso dos intervalos as suas
operacoes também "perdem” certas propriedades. Contudo passamos a ter modelos
mais proprios para a solugao de certos problemas, de grande utilidade pratica.

A vantagem desse enfoque é limitar — achar cotas sequras — para os erros
decorrentes do processo de arredondamento.

Uma contribuigao importante na Analise Intervalar é dada pela Anélise Fun-
cional - e isto é muito significativo, haja visto o enfoque da Aritmética Ultra, pois
os numeros representaveis no computador podem também representar fungoes de
muitos modos: como coeficientes de polinomios: coeficientes de Fourier; como coe-
ficientes de func¢oes de variavel intervalar além da abordagem comum dada por um
conjunto finito de pontos.

Para encontrar a solu¢ao numeérica para equagoes com operadores (equagoes
diferenciais ou integrais por exemplo) assim como as propriedades das solucoes. o
estudo dos espacos lineares € indispensavel.
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Os espacos lineares ou vetoriais fornecem os conceltos necessarios em termos
de estruturas algébricas. Contudo. ainda sao necessarios outros conceitos. Para o
estudo dos limites das seqiiéncias de pontos, da convergéncia usual e da continuidade
de funcgoes temos que utilizar os conceitos das estruturas topoldgicas. em partic-
ular com os espagos métricos onde podem ser definidas as nogoes de distancia.

Embora as duas estruturas sejam independentes. podemos relaciona-las atraves
do conceito da norma - uma generalizagio do valor absoluto — obtendo entao os
espagos de Banach. que sdo os espagos vetoriais munidos de uma norma e que sao
completos.

Surgem ainda outros problemas que resolvemos com conceito de produto in-
terno. alcancando assim, a estrutura dos espacos de Hilbert. O conceito do produto
interno permite a generalizagao do conceito da perpendicularidade do plano. para a
ortogonalidade de dois vetores, tanto no caso dos espagos de dimensao infinita como
finita.

Podemos precisar ainda de um terceiro tipo de estrutura - as estruturas
ordenadas. Numa estrutura parcialmente ordenada. como por exemplo, o conjunto
de fungoes, podemos redefinir os intervalos de Moore. as fun¢oes monodtonas. as
funcoes de variavel intervalar, os reticulados. etc. de modo que e a convergéncia seja
baseada na ordem.

Temos entdo, nas estruturas ordenadas. o espaco de funcoes como sendo um
conjunto de funcées munido de uma topologia ou de uma ordem parcial. Num
espaco de func¢oes podemos trabalhar com os operadores como sendo funcoes de
um espaco de funcoes para outro.

Assim. no espago das funcoes de variavel intervalar, podemos definir uma or-
dem e uma métrica que serao importantes na criagao de algoritmos para resolver
varios problemas.

Todos estes 4 contextos estao relacionados com a Matematica Numeérica.
onde trabalhamos com numeros de ponto-flutuante que sao aproximacoes
dos numeros reais. A Matematica Numeérica trata do desenvolvimento
dos métodos operacionais construtivos para a resolucao aproximada de
problemas que podem ser representados por um modelo matematico.

Na chamada Computagao Cientifica temos problemas de diversas areas
que sao modelados em problemas matematicos que sao resolvidos com-
putacionalmente, por um dos enfoques anteriores. Usamos. entdo, nimeros
de ponto-flutuantes, que sao entidades discretas para aproximar quanti-
dades continuas como os nimeros reais. Uma outra abordagem temos
na Computagao Simbdlica ou Computacao Algébrica como era mais
conhecida nos seus primoérdios.

(5) - Computagao Simbdlica

Na Computacao Simbodlica, a énfase esta na computagao discreta sobre simbolos
que representam objetos matematicos de natureza também discreta. O propésito dos
sistemas de computagao simbdlica, na realidade nao é restrito ao adjetivo algébrico.
na medida que atende a diversos problemas de célculo diferencial ou matricial e,
justamente, através das caracteristicas das linguagens de programacao associadas
pode prover solugoes de forma analitica de varios problemas em Matematica.
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Os ambientes de desenvolvimento de software cientifico segundo as duas abor-
dagens: numeérica e simbodlica. assim como, possiveis integragoes entre as duas sao
discutidas e analisadas em [BRU 94].

Os ambientes de computagao simbdlica como Macsyma. Reduce, Maple, Math-
ematica e outros. sao sistemas que possuem 2 modos de trabalho: o interativo e
o programativo. Na forma interativa o sistema responde a comandos ~unitarios”
fornecidos diretamente pelo usuario. Na parte programativa temos as mesmas car-
acteristicas de outras linguagens de programacao: comandos de atribuigao. de teste.
iterativos, etc, assim como. as demais facilidades do modo interativo.

Além do processamento simbolico de expressoes. formulas. polindmios e fungoes
racionais de modo exato - incluindo avaliacao numeérica de precisao arbitraria (lim-
itada. € claro, pela memoria da maquina) quando necessario — podemos trabalhar
também com numeros de ponto-flutuante estando entao sujeito as caracteristicas
das aproximagoes utilizadas.

A partir do desenvolvimento das linguagens de programacao orientadas a ob-
jetos alguns mecanismos para a abstracao de dados também foram incorporados aos
sistemas de computagao simbdlica. Passa entao. a ser possivel a implementacao do
conceito de intervalo em sistemas de computagao simbodlica.

Em [GLA 92] é descrita uma aritmética intervalar onde o tipo intervalo e
suas operagoes sao implementados no sistema REDUCE de dois modos diferentes:
usando o tipo de dado big-float ou uma lista de numeros racionais.

Em [MEL 93] temos um pacote numérico: o NUMERIC baseado no modo ar-
itmético com arredondamento do REDUCE. que implementa alguns algoritmos para
fornecer aproximagoes baseadas em intervalos. As soluc¢oes, na realidade constituem
um resultado, limitado inferior e superiormente. Nao é propriamente uma imple-
mentacao da aritmética intervalar e sim um pacote com algoritmos para calculos-
numeéricos de minimos. solucoes de equagbes. integrais. equacoes diferenciais or-
dinarias. limites de fungoes e ajuste de curvas que visam fornecer limites para os
erros de arredondamento.

Um pacote de aritmética intervalar de precisao variavel é descrito em [CON 93]
que é implementado no sistema MAPLE de computagao algébrica. As fungoes im-
plementadas sao as mesmas do pacote BIAS: Basic Interval Arithmetic Subroutines
ver [KNU 93]

Outro pacote para aritmeética intervalar de precisao variavel: "VPI Arithmetic”
é descrito em [ELY 93] onde as rotinas sao implementadas em C++. agora sem as
caracteristicas dos sistemas de computacao simbdlica.

Na mesma diregao temos o pacote PROFIL - Programmer’s Runtime Opti-
mized Fast Interval Library ver [KNU 93a] e [KNU 93b] onde esta definida uma
classe portavel do tipo "library” em C++ com rotinas para aritmética intervalar,
baseado no BIAS.

Assim, mostramos. de modo geral, como podem ser tratadas as funcoes nos
diversos ambientes citados.

Neste trabalho, vamos usar o sistema Macsyma, por ja termos um
conjunto de programas desenvolvidos em [BRU 94] para a localizagio de
zeros de polindmios reais ou complexos.
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1.2 Funcoes Intervalares

Na realidade todo valor computado por uma maquina digital (finita) é um
numero racional. Assim as fun¢ées computadas sao também racionais. ver [MOO 66].
O computo da variacao de valores (range) de fungoes racionais € de grande
importancia. Quando a avaliacdo de funcdes passa a ser executada na aritmeética
intervalar ha a necessidade de:
1) - reduzir o numero de ocorréncias da variavel;
2) - substituir os operadores da funcao por operagoes intervalares correspondentes:
3) - fazer a avaliagao intervalar da funcao:
4) - avaliar se o resultado esta bem definido.

Exemplo 1.2.1 Seja a fungao real h dada por:

ar

hiz.a)=1+

cone g e 2 =0,
a—1c

Esta funcao pode ter diferentes expressoes funcionais

hi(z.a) =14+ =

*—1

ha(z,a) =1+ 25

Paraa € A=[0,1] e 2 € X = [2.3], temos que a imagem:

ar

251‘53/\0§a§l}=[—1,1]

I(h,[2,3].[0.1]) = {l—
(h (2.3, 10.1) = {1+ 2
é a mesma para ambas representagoes obviamente.

Contudo. substituindo as operacgoes e operandos por intervalos do seguinte
modo:

H ([2.3],[0.1]) =1+[%j_<2[%1

[
[-3][‘1])=1+%F = [~

Il

l—' I\.r
&—' —
[

temos que H ([2,3],[0,1]) # H,([2,3],[0,1]).

Observamos que. em H; foi diminuido o numero de ocorréncias de z e seu
diametro também diminuiu. Todas as formas de substituir ou a constante ou a
variavel, produziram expressoes intervalares validas.

Por exemplo. substituir a variavel z por um intervalo z = [—1,1] em

1
1
.‘132+§

nao produz uma expressao intervalar valida pois W produz um quociente
LAl -11+2

de [——,1—,, %] 0 que nao permite a divisao intervalar.

Observamos também que a imagem de h(a,z) esta contida tanto em H(A, X)
como em H;(A,X).
Temos entao as seguintes defini¢oes:
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Definicao 1.2.1 (Imagem de uma Funcao ) Seja f uma funcao real cuja ex-
pressdo funcional contém as constantes al9. . . .. a'™) e um numero finito de operagoes.
Entao o intervalo dos valores funcionais, isto ¢, a imagem da fungao f € definida
como:

I(f.X. A9, .. AM) = {f(z.a®.....a")z € X.a® € A® k= 0(1)m}
= |min f(z,al?,..., a'™). max f(z.a'?,.... a{””ﬂ
quando x € X e os valores a®) € A¥). e k = 0(1)m. sdo independentes um do outro.

A definigao de imagem de uma funcao independe das diferentes expressoes
funcionais de f.

Definicao 1.2.2 (Avaliacao Intervalar) Seja dada uma funcdo ¢ f a sua cor-
respondente expressio. A Avaliagcdo Intervalar de f ou Eztensao Intervalar de f €
obtida pela substituicdo de todos operandos de [ por intervalos contidos no dominio
de definicao de f e de todas as operagoes pelas operagoes intervalares cldssicas. cuja
nova expressao intervalar F valida € tal que:

f(;lfl.l’g ...... 1o{E £ am) e F('\’l.}\"g ...... X 'n_..-'ll..—l-z ...... A m)

Teorema 1.2.1 (Inclusao da Imagem) Sejam dados f uma fung¢ao real (ou racional)
arbitraria. X € Y dois intervalos. Entao

XCY — If.X. A9, .. ,A™) C I(f.Y.A...... Atm))

Teorema 1.2.2 (Inclusao Monotoénica) Seja dada f uma funcao continua de
varidveis reais 'V, z(? . ., ™ oe f(aM 2™ . ) aM), ., a'™) uma expressdo

funcional correspondente. Além disso, seja a avaliagdo intervalar F(Y(V, ... Y™,
B ... B™) definida para os intervalos Y1), .. .. ¥l B s B™),

1. Propriedade da Inclusao: para todo k,j. 1<k<n.0<j;<m, se
X k) C Y’ Al C B
entao.

745 4L P X, 4O | A€ BIXM, 0 X 40, A™),
2. Propriedade de Inclusao Monotoénica: Se para todo

Xk c 70 cy® 40 c o) ¢ BB

entao
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1.3 Polinomios Intervalares

Os polinomios podem ser vistos como funcoes de uma ou mais variaveis, reais
ou complexas ou ainda como elementos de um anel sobre o corpo dos reais. complexos
ou qualquer corpo.

1.3.1 Polinémios Intervalares — Abordagem Algébrica.

Os polinémios reais ou complexos sao casos particulares do conceito mais geral
de um elemento de um anel de polinémios com uma ou mais indeterminadas. com
coeficientes num anel comutativo e com elemento unidade. Algebricamente. um
polinémio é identificado por uma seqiiéncia de termos (a;),. - (ou simplesmente (a))
de elementos de um anel comutativo com unidade, onde sao definidas as operagoes
de adigao e multiplicagao. Ver os conceitos de algebra basica em [MON 71].

Seja A um anel e S(\V') o conjunto das seqiiéncias de elementos de A. Sejam
p = (a;) e p= (b;). onde (a;) € S(N'). Os polindmios p+¢ e p-q sdo assim definidos:

r=p+gq onder=(¢) ec; =a;+b,
s=p-q ondes=(d),
e di = Zi+j=k G;‘bj = Zf:{] aibk—i = Zfzﬂ ak—jb&’"

Sejam f = (a;) e n um numero natural tal que: a; = 0 V@ > n, entao chegamos
na seguinte expressao usual do polinémio f na indeterminada X :

n
f=ap+a; X +a X2+ -+ ap) ”=Za,~- ', com an # 0.
1=0

onde n é o grau do polinémio que é indicado por df e A[X] o anel dos polinomios
na indeterminada X com coeficientes em A.

Se K é um corpo e considerando o anel de polinémios na indeterminada X e
com coeficientes em A, entao K'[X] é um anel de integridade. e portanto, podemos
ter o corpo das fracoes M de K[X].

Assim temos:

Lop_Jetey . Lop Jp
g q qp g q qq
ealémdisso—f—z;:_f_

g g —9g

Nem todo elemento de K[X] é inversivel perante a multiplicagao. e dai a
divisao de p por g nao é somente a multiplicacao de p pelo inverso de g. A divisao de
polinémios se comporta de acordo como o seguinte teorema. que € classico e pode
ser visto em [MON 71], além de muitas outras referéncias.

Teorema 1.3.1 (Algoritmo de Euclides para Polinémios) : Sejam f ¢ g dois
polinomios pertencentes ao anel A[X], onde A € um anel comutativo com elemento
unidade. Suponhamos que: f # 0, o grau de f € n, o coeficiente dominante de f € a,,
e f € um elemento inversivel em A. Entdo, existe um unico par (g.v) de elementos
de A[X] tal que:

g=qf +rondedr <nser#0.
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Para um conjunto qualquer A4 e sendo B um anel comutativo com elemento
unidade podemos calcular o valor de um polinémio num ponto € B. Assim. se

f=> aX" € A[X]ex € Bentao.

=0

chamamos de valor que f assume em x ou valor de f quando substituimos X por z.
ao elemento

flzy=)_ aiz'. (1.1)

1=0

Definicao 1.3.1 (Fungao Polinomial) Uma fungao polinomial € uma funcao que
pode ser escrita na forma 1.1.

Neste caso. a indeterminada X passa a ser considerada como uma variavel
independente com o seu significado usual.

Cada polinémio determina uma unica funcao polinomial e toda funcao polino-
mial é obtida por pelo menos um polinomio. Uma aplicacao o entre o conjunto dos
polinémios sobre a indeterminada X no anel A[X] e o conjunto das fung¢des polino-
miais P preserva as somas e os produtos dos polindémios para as fungoes polinomiais.
mas nao € injetora. Por exemplo. sobre o corpo Zs, dos inteiros mod 5 os polinémios
pr = 2% —z e pp = 0 geram a mesma funcao que é identicamente nula.

Contudo tal identificacao — entre polinémios e fungoes polinomiais. é possivel
se o conjunto B é um dominio de integridade infinito.

Normalmente, trabalhamos com o significado de polinémio como um elemento
do Anel ou como a fun¢ao polinomial. no corpo dos racionais, reais ou complexos.

Poderiamos pensar em fazer tal identificacdo com o conjunto dos intervalos.
de Moore e assim falarmos de polinomios intervalares do ponto de vista algébrico.
Porem tal identificagao nao € possivel quando o conjunto dos coeficientes passa a
ser o conjunto dos intervalos reais ou mesmo os complexos. pois ZR nao forma um
corpo com as operacoes intervalares de Moore.

No entanto. a generalizacao dos coeficientes reais dos polinémios para coefi-
cientes intervalares passa a ter seu significado de um modo diferente como propoe
Moore, na seguinte definigao:

Definicao 1.3.2 (Polinémio Intervalar) O Polinémio Intervalar em IR de grau
n, n € N, € aquele cujos coeficientes sdo intervalos reais e a varidvel € real ou in-
tervalar.

A representagao é dada por:
pl(z) == Zn:Ae:r’ = Ao+ A1z + A’ + - + A",
i=0
no caso de r € ® ou, para X € IR temos:
[PI(X) := Z AX' = Ag+ AX + A X+ 4+ A X",
i=0

Na realidade, [p](z) indica uma familia de polinomios reais:
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A expressao [p](z) é chamada de Fecho Polinomial Intervalar de p em
MOO 79].

Como as operagoes aritmeéticas intervalares estao bem definidas no conjunto
IR podemos definir a adigao € a multiplicagio de polinémios intervalares de
maneira analoga as operagoes correspondentes no caso de reais ou complexos.

Assim se:

a; € A, A, €IR .1 = U{l)n} .

pl — [pl(a Z-i.z,

lq] = [¢](z) := Z B;z'.
=0
sendo = a adicao de intervalos em ZR . entao a definicao da adi¢ao de polinomios
intervalares é indicada por & e temos:

:
[P]® [q] — [s](z) := D_(A:i @ Bi)a'.l = max{n.m} (1:2)

=0
Analogamente. a multiplicagdo de polinomios intervalares é indicada por & e temos:

m-+n

(P& [g] — Z Cez*,Ci= Y A (1.3)

i+i=k

O oposto do polindémio intervalar [p] é indicado da maneira usual como:

n

— ol = =[pl(z) ==Y (1) @ Aia’ (1.4)

1=0

Definicao 1.3.3 (Relacao de Ordem entre Polinémios Intervalares) Sejam
n e m respectivamente os graus dos polinémios intervalares [p] = [an,On)a" +
[n=1. Bnoa]2™ ™ + ...+ [0, Bo] € [q] = [Ym, Om]z™ + [Ym—-1:6m—-1]2™ 1 + ... + [70. b0
onde m < n. Entdo [p] C [q] se [@i,Bi] C [7i,6i] parai = 0(1)n, se m = n, € para
1 =0(1)m 3 se m < n.

Teorema 1.3.2 A operacao B dada por 1.2 estda bem definida.

Prova: O polinomio soma € o polinomio obtido pela adigio dos intervalos
correspondentes aos coeficientes de igual poténcia, conforme consta da expressao
1.2. Como a adig¢do de intervalos estd bem definida, assim também estd a funcao
8.

Teorema 1.3.3 A operagao B dada por 1.3 estd bem definida.
Prova: O polinémio produto € o polinémio obtido pela multiplicacio dos in-
tervalos correspondentes aos coeficientes tais que i + j = k conforme consta da

Jesta notagao i = vi(inec)vf significa que ¢ varia de vi até vf com incremento inc e substitui
i=0,1....,n, por exemplo.



8z2 + 4z +[2.3] [2z2+3 ‘

0 -12z \——

- dr —4

i -8z +[2.3] |

' L +12 .
[14.15] i

FIGURA 1.1 — Esquema da Divisao em (a)

expressao 1.3. Como a multiplicagao de intervalos esta bem definida. assim também

estd a funcdo O .

Seguindo o algoritmo de Euclides. de forma adaptada. para as fungoes polino-
miais intervalares temos alguns resultados semelhantes.

Exemplo 1.3.1 Para p(z) = 82? +42 +2 e d(z) = 2z + 3 polinémios reais temos
glz)=4r -4 er(zx)=14

(a)

(b)

[pl(z) = 82% + 4z + [2,3] ou seja para ao € [2.3] temos: [g](xv) =2z —4 €
[r](z) = [14.15] donde:

[pl(z) = [g](z) - [d](z) + [r]=

Mostrando o procedimento no modo esquemdtico usual temos o0s passos
intermedidrios na figura 1.1.

pl(z) =8z* + 4.3z +2 ed(z) =22 +3

[q)(z) =4z + [-4.-1] [r ](m = [12.5,14] e dai

[q)(z) - (22 + 3) = 8z [ Jz - [2.12]

lql(2) - (22 +3) + [r)(z) = 82> + [4.5]z + [}, ]

logo:

lgl(z) - d(z) + [r](z) 2 [p](z)

Ver o esquema na figura 1.2.

No esquema o simbolo O indica que a multiplicagcao de 4z por 2x + 3 nao
€ realizada completamente, isto €, no caso de 4z por 2z. O motivo € a nao
existéncia do inverso intervalar para multiplicagao nem para a adigao. este
resultado nao seria nulo como € necessdario para o processo. Arbitramos,

entdo o zero. Caso esta operagcdo fosse executada o zero pertenceria ao
resultado.

(c) [pl(z) = [8.9]e? + 4z +2 d(z) =2z +3
(=) = [4,8] =+ [, ~4] A bl(e) = [14. ]
[q)(2) - (22 +3) = [8,9]2% + [, L]z + [-, -12
lg](2) - d(z) +[-r](x 8. 9]2? +[; Uet[-1,1

logo: [g](x) - d(z) + [r](z) 2 [pl(z

(d) [p](z) = 8z +[4 5]z +(2,3] d(z)=2z+3

[q)(z) = 4z + |4, "]
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8z%  +[4.3]r +2 | 2z +3
|__ O —12z dr +[-4.7/2] |
[—8. =T]a +2 |
0 —[-12.-21/2] |
[25/2,14] |
|

Se p(z) = pax® + p1x + po e d(z) = d1z + dy e se um dos p; € A;. temos que
plz:y) é uma funcao de duas variaveis. Para p(z:y) = poz® + y2 + po temos y € A;
e dai:

plaiy) +d(z) =& 2+ (E%_%?)
er(ziy) =po —do (%_i&gz.)

1
onde r e y sao as variaveis reais e pq, po. dg € dy sao constantes reais.
Observagao 1: Seja I(¢; . A;) a imagem de g(z:y) para y € 4. seja Q(z; A;)
a avaliacao intervalar de g(z:y), entao pela propriedade da inclusao 1.2.2 temos:

I{g:z. A1) C Q(z: Ay)
I(r:z,A;) C R(z: A)
I(p:x. A1) CQ(z: Ay) - d(zx) +r(z; Ay)
onde R(z: A;) é a avaliacao intervalar de r(z; A,)
Observacao 2: As consideracoes anteriores sao validas se todos coeficientes
sao intervalares e dar:

I(Q?I-AOsAhA?) g Q(I:AﬁﬁAi:A'Z]?
I(q: R- AO! Alu A'Z) g R(J;; Aﬂs AI! A?)'
Observagao 3: Generalizando: se para n.m € \,
[P](I: -40'! Ale e rAﬂ.)
[d)(z; Boy B1y...,Bm) m <n

indicam fungées polinomiais intervalares entao

Deste modo, podemos dividir um polinémio [p] por outro [¢g] de modo que
sigamos o algoritmo de Euclides adaptado, conforme exposto anteriormente.
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Teorema 1.3.4 (Propriedades Basicas) Sejam & ¢ 3 respectivamente a adi-
¢do e multiplicacio de polinémios intervalares em IR . Entao. para [p.[q] € [r]
polinomios intervalares em IR valem as sequintes propriedades:
1. Comutatividade
(a) [p)® [q] = [g]% [p]
(b) [pIE [g] = [¢]2[p]
2. Associatividade
(a) ([P)% [a]) [] = [PI® ([g]® [r])
() (P12 [g)2 [r] = [p]2 ([g]D [r])
3. Elemento Neutro:
(a) 3'[0] € IR . o polinomio intervalar nulo. tal que (V[p| € IR )([p]® [0] =
02 [p] = [p]). onde [0] = [0.0]z°.
(b)3'[1] € IR . o polinémio intervalar constante. tal que (V[p] € IR )([p|E [1] =
(112 [p] = [p]). onde [1] = [1.1]2°.
4. (a) [0] € [p] — [p].
(b) [1] S [p]/[p] onde 0 Z [p].
. Subdistributividade

(a) [p]2 ([q]2 [r]) S [p]= [g]@ [p]2[]
(b) a-([pl® [g]) =a-[p|® a-[q]. ondea R .

-~

O

1.3.2 Funcoes Polinomiais Intervalares

A funcao polinomial real de uma variavel real z e de grau n.n € N, en + 1
constantes reais a;.7 = 0(1)n é assim descrita:

p: R — R

- 1.5
T+ p(z) = ag+ a1 + a2’ + - + apz” = DD T (1.3)

A funcao polinomial complexa é andloga a fungio real e temos a variavel e as
constantes complexas. Usualmente a varidvel complexa é indicada por z ou w e a
funcao é assim anotada:

p: C—C

EHP{:)=a°+“13+‘1232+“-+anz"_ (16)

A funcao polinomial pode ser definida para mais de uma variavel. No caso
de duas variaveis reais = e y, a funcao polinomial de grau 2 tem sua expressao da
seguinte forma:

p: R xR — R

(z.y) — plz.y), (1.7)
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onde p(z.y) = ayxy® + @y’ + aoy® + byx’y + by + boy + c27* + 1 + ¢ e dai:

ple.y) = (Z a,-r') 4+ (Z b,a:") y+ Zc,-r:.
$=0 1=0

1=0

Considerando o caso de uma variavel. a fungao polinomial intervalar da
variavel real z. de grau n. n € .\". pode ser definida de maneira analoga.

Definicio 1.3.4 (Funcao Polinomial Intervalar) E a funcdo que pode ser dada
na sequinte forma:

pl: R — IR

x— [pl(z) = Ag+ Az + Ayz* + -+ + Aja”, (1.8)

M

onde as constantes A;, 1 = 0(1)n sao intervalos reais. ou seja. A; € IR .z

R e nelN.

Esta funcao se enquadra no tipo 3 da classificacao vista em [NIC 71] que é
resumida no seguinte:
Funcoes de Imagem Real

l.f: R —R

2. f: IR — R

Fungoes da Imagem Intervalar
3. f: R — IR

4, f: IR — IR
Os dois primeiros casos sao fungoes reais e a variavel pode ser intervalar ou
real. Os dois ltimos sao funcoes intervalares e a variavel pode ser intervalar ou real.
No caso da variavel intervalar. temos o tipo 4. assim representado:

[P]: IR — IR (1.9
X — [P(X)=do+ AN + 4, X2+ + 4, X7 V)

No caso da expressao 1.5 ou 1.6 o esquema de Horner dado por:
ap+z(a+z(a+zx(az+z(---apz))--) (1.10)

fornece um procedimento que permite avaliar p(z) com um numero menor de mul-
tiplicacoes do que na expressao usual, pois,

ag+ a1z + a23° + -+ + a,2" = ag + z(a; + z(az + z(az + (- - - anz)))).

No caso 1.8 o esquema de Horner pode ser aplicado, pois para A,B € IR e
a € R évalido que a(B+ C) =aA + aC

Teorema 1.3.5 A func¢ao polinomial intervalar da varidvel real z, de graun, n € N
€ dada por:
Ao+ (A +z(As+ -+ 2(A, ‘I‘Iz"‘ln))) ;

No caso da expressao intervalar de 1.9 o esquema de Horner fornece o seguinte
resultado:

Ao+ X (A1 4 X (Az 4+ X(An1 + AnX))+++) C Ao+ Ay X+ -+ A X" 1+ A X",
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onde X"=X -X"le X=X -X.
Uma forma de tentarmos diminuir o diametro do intervalo final é avaliar as
poténcias de X = [z}, 2] da seguinte forma:

[z}, 23] se x; >0 ou sen éimpar
X*=¢ [¢5.2}] 22<0 e n par

0.]z]"] 0&€ X. n par.

Do mesmo modo que um polinomio complexo se refere ao caso dos seus coe-
ficlentes serem complexos (consequentemente a variavel é complexa) um polinomio
intervalar se refere a imagem da funcao intervalar da variavel real ou intervalar. isto
é. dados pelo caso 1.8 ou 1.9.

1.3.3 Zeros de Polinémios Intervalares

No conjunto dos reais. ou dos complexos. o problema da resolucao de equacoes
esta fundamentado pela teoria algébrica dos corpos. No caso de equacoes inter-
valares, no conjunto dos intervalos, ndo temos as mesmas propriedades de um corpo
e. portanto. a resolugao das equagoes nao € a mesma.

Temos. neste caso. duas abordagens para delinear solugées. para este problema:

(1) Procurar o intervalo que satisfaz a igualdade usual de Moore:

(2) Usar a relagao de aproximagao, que sera definida a seguir, para generalizar
a igualdade de Moore *.

Se temos. por exemplo. a equagao intervalar de grau 1 dada por:

[2.3] +z = [5.7). (1.11)

podemos “resolvé-la” das seguintes formas:
1) Usando a definicao de intervalo de Moore. equacionamos:

2+Il=5 A 3+13=T

que resulta em x; = 3, e x, = 4 gerando um intervalo de Moore valido. Temos entao
o intervalo r = [3.4] que satisfaz a equagao dada.

Neste enfoque, nem todas as equagoes intervalares, mesmo as do primeiro grau,
possuem solugdo. pois, por exemplo a equagao [3,8] + z = [—3,4] ndo possui um
intervalo solucdao que mantenha a igualdade usual e o conceito de intervalo.

Podemos propor, por outro lado, que a equacao dada em 1.11 modela um
problema para o qual desejamos saber qual o conjunto de valores de z que satisfazem
as equacgoes : a+z = bonde a € [2,3] e b € [5,7]. Neste caso, podemos ter a equagao
3 + r = 5 que esta no universo de defini¢dao do problema, mas. cuja solugao z = 2
nao esta no intervalo-solucao de Moore. Tal pode ser resolvido usando a abordagem
a seguir:

2) A relacao de aproximacao. é assim definida:

*Falamos de intervalo de Moore ou também em métrica de Moore para designar a abordagem
classica do conjunto dos intervalos com a métrica de Hausdorff. dada pela distancia intervalar.
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Definicao 1.3.5 (Relagao de Aproximagao ) Seja dada a estrutura de ordem
(IR .C. L), que determina um conjunto parcialmente ordenado e completo: ou seja
um cpo. > Para X.Y € IR. temos que X aproxima Y. o que € indicado por X C Y
se € somente se Y C Y.

Podemos interpretar X T Y. em termos de qualidade de informacao. como
sendo X “pior” que Y e consequentemente Y “melhor” que X. Por exemplo. se
queremos aproximar 7 entao dizemos:

[3.0.3.5) T [3.14.3.15) C [3.141, 3.142] C [3.1415, 3.1416]

ou seja, o primeiro elemento da seqiéncia tem menos ou tanta informacao significa-
tiva a respeito de 7 quanto o ultimo, que é o melhor da sequiéncia para aproxima-lo.

Definicao 1.3.6 (Relagao de Aproximacgao em z: =, ) Seja o cpo (IR .C
,L). Dados A, B € IR . dizemos que eles estao relacionados, para x € R e deno-
tamos a relagao por A =, B se somente se

AC s A BLCax.

Dizemos entao A e B aproximam z. Como esta nova relacao possui as mes-
mas propriedades de uma relacao de equivaléncia(reflexividade, simetria e transi-
tividade) e generaliza o conceito da igualdade de Moore. temos uma nova estrutura
intervalar (IR ,=,) com as propriedades algébricas correpondentes a de um corpo.
ver [CLA 93] e [KOR 94].

Usando a nova relagao de aproximacao e substituindo a equacao dada por:
[2.3] + & =, [5.7].

temos entao
z=[57]-[23] < z=[25

onde a = b — a. Agora, Va € [5.7], Vb € [2,3], entao X = [2.5] contém todas as
solugoes das equacoes desejadas.
A seguinte defini¢ao configura uma abordagem semelhante.

Definigao 1.3.7 (Zero de um Polinémio Intervalar) Dado um polinomio in-
tervalar [p| = S ,[a:, Bila, o Zero Intervalar de [p] € dado por

N = {zi|p(z:) = 0 A p(z) € [p]} (1.12)

Neste sentido o zero intervalar é dado efetivamente por um conjunto.

Neste trabalho, vamos considerar como solugao de uma equagao poli-
nomial intervalar ao conjunto de todas as solugbées possiveis de todas
equagoes polinomiais reais ou complexas p(z) = 0 que pertencem a familia

[p]-

®do inglés "complete partial order”, onde L representa o menor elemento que é [—o0, +c).
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1.4 Polinomios de Hurwitz

Na Teoria de Controle em Engenharia Elétrica é muito freqliente a necessidade
de decidirmos se um dado polinomio possui a parte real de suas raizes. todas elas.
negativas.

Seja p um polinémio dado por p = a,z" + -+ a1 + aq.

Definicao 1.4.1 Se todos os zeros z; de um polinomio p estao no semiplano es-
querdo, isto €, Re (z;) < 0., entdo p € um polinomio de Hurwitz. ou polinomio estavel.

Em vez de calcular todos os zeros e avaliar a parte real podemos usar o teorema
a seguir, cuja demonstracao esta em [GAN 59].

Teorema 1.4.1 (Critério de Hurwitz) O polinomio p € de Hurwitz se e so se
Di.>0,Vk=1(1)n onde:

|01 az 4as

| a, das
Dlzal.Dg= .D;3= g g a4
[ ag a2 0
a; as
| @1 az as - Azk-1
[ @0 a2 aq -+ Qg2 (1.13)
D 0 a asz -+ ax-3
k -_
0 ao az -+ ag-4
0 0 0 - a

Estes determinantes sao chamados de determinantes de Hurwitz. Outro
fato importante é dado em [HEN 74| com o préximo teorema.

Teorema 1.4.2 O polinomio p € de Hurwitz se € so se gi(z) € dado por ¢;(x) = iz,
com v; >0 para i = 1(1)n — 1 onde ¢;(z) sao obtidos da sequéncia de Sturm para

fo(T) = anx™ — @p2x™ 2 + Gnog2™ ! —ap_gx" C +---

(1.14)

f](l) = an——l‘rn_l - an——an_S = an—E\xn_a - an—‘?l’n_? s
fo(z) = qi(z) f1(z) — fa(z) ﬁ
filz) = q2(z) faz) — fa(z)
: \ (1.15)

fiar(2) = G(2) - fi() = fimla)
fm-1(2) = gm(z) - fm(z) )

Em [TRE 90] é desenvolvido um algoritmo algébrico eficiente para determin-
armos se p é ou nao de Hurwitz que usa mais dois fatos importantes:

1) A soma dos coeficientes de p, £ = "7, a; deve ser maior que os coeficientes
extremos. Ou seja: se p é um polinomio de Hurwitz entao:

¢ > 272 (gga,)'? se n é par
¢ > 2(n+1)/2 (ar,{;a,,]l"‘2 se n é impar

ver [BEA 91]
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2) O uso de uma versao melhorada do algoritmo de Euclides baseada em sub-
resultantes.

A melhoria desenvolvida no algoritmo de Trevisan é a seguinte:

Seja {p:} definida pelo algoritmo de Euclides como na secao 1.6 onde os valores
iniciais sao dados por:

| fhlVz) se n é par
pufr)—{ fo(\/Z)+/x sen éimpar L136)
| A=) se n € par -
pilz) = { FA(VZ)V/Z sen é impar. LA

O algoritmo de Trevisan € o seguinte:
Hurwitz(p); p = Y1, @iz’
HO: Se para algum 1. 1 = 0(1)n. a; <0 entao retorna "FALSO”
Hi: L — YT ya;
H2: se n € par entao B — 2“f2v'm e var para H{
sendo B — 2"V/2 Jagar
H3: se L < B entao retorna "FALSO”
sendo pp = anx"tV2 — g, _,z(PHU/2-1 4 L.
L= Gnoyz V2 g agntl2-1
control = (n—1)/2
vat para H5
Hj: Se L < B entdo retorna "FALSO”
SENA0 Po = AnT™? — Gp_gx™* 1 4 ...
P1 = Ano12™? — apo3z™* 7 4
control = n/2
H5: ps — — Remainder (po; p1)°
control «—— control — 1
H6: se deg(p2) # control ou (€c(p;) < 0)" entdo retorna FALSO
H7: se control = 0 entao retorna VERDADEIRO
Senao po — p1
h—p
vai para H5.
Exemplo 1.4.1 Seja p(z) = 22* +52° + 1022 + 10z +4, n =4
HO: Yi,a; >0
HI: L=245+104+104+4=31
H2: B = 2% Jaga; = 82 = 11.3
Hj: Logo L > B
Po = a4x? — asx + ag = 222 — 10z + 4
p1 = azz? — ayr = 522 — 10z
control = 2
H5: py = resto(po. 1) ps = +6x — 4
control = 1 H6: (deg®(p:) =1#2—1 ou le(py) < 0)? Falso!
H7: control = 07 Falso!

®fungao que da o resto da divisao de py por p;.
‘funcao que retorna o coeficiente de mais alta ordem.
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entao
po = 52?2 — 10z
= 6.!.'

H3: p, = 10z control =0
Hb: (deg(p:) =1 #0 ou le(py) < 0)7 Falso

=y

H7: (control = 0)? VERDADEIRO! = p € polinomio de Hurwit:

Exemplo 1.4.2 Nao vamos fazer agora todos os passos:

(a) p(z) =1+ T2+ 212 + 312 + 20
hurw(p j=true

(b) plz) ="+ +527 + Tz + 42 + 8
hurw(p)=false

(c) p(z) =1 +23+ 32+ 42+ 1
hurw(p)=false

(d) p(z) =12 +422 4+ 922 +82 45

e

24 a3 az a; ag

Para exemplificar o critério de Hurwitz. vejamos:

| B
D=8 Dy | & W _F 41=6z>0
ag  as 59
8 4 0
Di=|5 9 1|=14
0 8 4
°;?g $ 40
D=2 =115 9 1|=144
03 40 08 4
105 9 1 -

Com isso encerramos a parte introdutoria com os resultados basicos e principais

notagoes para os demais capitulos do trabalho.

No proximo capitulo faremos uma revisao geral do problema da separacao dos
zeros de polinomios no caso real e complexo, indicando primordialmente as maneiras

algébricas de resolveé-lo.
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Capitulo 2

Localizacao e Separacao dos Zeros
de Polinomios

As primeiras informagoes sobre os zeros de polinomios numa certa regiao. sao
em geral. dadas na enumeracao.

Enumerar os zeros de um polinomio real ou complexo é dizer quantos
zeros ele possui numa certa regiao delimitada.

Se a regiao for todo plano complexo entao a solugao € dada pelo Teorema
Fundamental da Algebra, ou seja, o nimero de zeros do polinémio. contando a
multiplicidade de cada um deles, € igual ao valor do seu grau.

Se as regioes forem delimitadas por um circulo, retangulo ou semiplano temos
solugoes baseadas nos resultados de Schur-Cohn, [HEN 74|, [SCH 83], Wilf, [WIL 78]
e Routh, [HEN 74]. No caso mais geral. de regides delimitadas por uma curva
de Jordan (fechada e simples) a solugao é dada pela aplicacao do Principio do
Argumento da variavel complexa. Na figura 2.1 temos os casos das regides de
procura possiveis, que estao hachuradas.

Quando a pesquisa se restringe as raizes reais temos que o nimero delas num
intervalo real é dado pelo teorema de Sturm, 2.1.8 que sera visto na seccao 2.1.3.

Apo6s a enumeracao. temos a etapa chamada de Localizacao dos Zeros. Lo-
calizar os zeros dos polinémios é determinar limites ou cotas para de

FIGURA 2.1 — Regides de Pesquisa de Zeros
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limitar a regiao inicial que contém todos os seus zeros. [Esta regiao. por-
tanto deve conter todos 0s zeros e ser a0 mesmo tempo a menor possivel.

O resultado da separacao ou isolamento dos zeros de polinomios reais
ou complexos consiste num conjunto de regides disjuntas onde cada uma
contém um unico zero e cada zero pertence a uma regiao do conjunto.

Ha diversas solucoes da enumeracgao e localizacao e serao resumidas neste
capitulo.

2.1 Enumeracao dos Zeros

2.1.1 Principio do Argumento

O Principio do Argumento é visto dentro do estudo da integracao de fun-
coes complexas e é em ultima analise uma aplicagao do Teorema do Residuo para
a derivada logaritmica. Seja f uma funcao analitica que nao é identicamente nula
numa regiao R, entao a derivada logaritmica de f é dada por f'/f. As singularidades
da derivada logaritmica ocorrem nas singularidades isoladas de f.

Teorema 2.1.1 (Principio do Argumento) Seja dada uma fun¢do [ analitica
numa regiao R, conexa e simples. Seja I' uma curva de Jordan orientada positi-
vamente e que ndo passe por nenhum zero de f. O numero de zeros no interior de
I'. cada zero contado com a sua multiplicidade. € igual ao nimero de voltas que a
imagem da curva f(I') faz em torno da origem.

Prova:

O numero de voltas da curva f(I') esta relacionado com a variacao da funcao
argumento de f. Seja p(z) um polinomio complexo com ¢ zeros no interior de I e r
zeros fora de I'. entao:

plz) =Ezﬂ(: — )z —2z2) (2 —:_,,,}Ss — Zg41) o0 (2 — ::n):
7 vezes r vezes
Como para z.w € C temos # = arg(z) e ¢ = arg(w), entao z = |z|(cosf + i senf)
e w = |wl|(coso + 1 send) e z - w = |z| |w|[cos(o + 0) + i sen(f + ¢)]. logo
arg(z -w) = arg(z) + arg(w).

Logo,

q n
arg(p(z)) = arga, + Za?‘g(z —zj)+ Z arg(z — z;).

1=1 J=q+1

A medida que z percorre I' no sentido anti-hordrio o valor de arg(z — z;) cresce
por 27 quando 1 < j < ¢ mas o mesmo nao ocorre quando ¢ < j < n. Tal pode ser
visualizado na figura 2.2, onde z; é um zero no interior da curva I" e z, é um zero
externo a curva.

Enquanto z passa de z, para z, 0 arg(z; — z;) é maior que arg(z, — z;) e assim
sucessivamente até ultrapassar arg(z. — z1) por 27. J4 quando z passa de z, para
2y, arg(z, — z,) € menor que arg(z, — z,), arg(z — z,) aumenta quando z passa por
z. e torna a diminuir, nunca ultrapassando 2.



FIGURA 2.2 — Variagao do Argumento: z; e =, sao zeros

Resumindo temos:

ou ainda

onde Ararg(p(z)) indica a variagao do argumento de p(z) e pode ser dado por:
b
arg(z) = Arctg—,
a

se - = a + b entao. tanarg(p(z)) = ‘;;:({—::((—:])T}.
Assim o niumero de zeros de p(z) que pertencem ao interior de I', contando

suas multiplicidades é dado por N. onde
1 1 fi(z2)
N=o [ (2.1
27 Jr f(z2) )

Uma forma algoritmica para contar o nimero de voltas que p(I') faz em torno
da origem é analisar o numero de vezes que p(z) troca de quadrante quando z
percorre I'. Tal idéia foi desenvolvida por Collins e Krandick [COL 92] e é util, nao
sO para enumerar como também para separar os zeros.

2.1.2 Regioes Circulares

A enumeracao em regioes circulares é dada pelo algoritmo de Schur-Cohn.
Neste algoritmo determinamos o numero de zeros que um polinémio real ou complexo
tem no interior do circulo unitario.

Definicao 2.1.1 (Polinomio Reciproco) Dado um polinomio p. o polinémio re-
ciproco de p € dado por:
p*(z) =p(1/z)

Lema 2.1.2 Seja p um polinomio de grau n > 0, ndo identicamente nulo. com
ZETOS 21,29, . .., 2, incluindo os multiplos. O polinémio reciproco p™ € um polinomio
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de graun, com zeros zj = 1/z¢. k= 1{1)n. Se o ponto 0 € um zero entdo 1/0 := oc.
isto €, € atribuido a 1/0 o valor oc.

Seus coeficientes podem ser determinados pelos conjugados dos coeficientes de
pi =) na ordem inversa. ou seja. se

p(z) =a,z" + Une1=" 4. @zt +ayz4a n>0.

entao o polinomio reciproco € dado por:

p'(:}:&‘g:“-{-ﬁlzn'l+...+En_1:+ﬁg. (221
Definicao 2.1.2 (Transformada de Schur) Seja p(z) um polinomio de graun >
a transformada de Schur € um polinomio de grau n — 1 que € dado por:

T(p(z)) = Gop(z)— anp™(2) (2.3)

- ZE;&(EOGK‘ — UpGn-1 }:’:k-

A transformada de Schur de um polinomio de grau zero € o polinémio nulo.
Além disso.

_ = 2 2

T(p(0)) = Gpap — andn = la,|” — |aa|",

que é sempre um numero real. Esta transformada pode ser aplicada repetidas vezes.
T (p).T3*(p).... ou seja.

T*(p(z)) = T(T*(p)) k=2(1)n.

A transformada T*(p) é um polinémio de grau n — k+ 1 mesmo se o coeficiente
ay € nulo. Denotamos entao por ~; tal valor:

e := T¥(p(0)) k= 1(1)n. (2.4)

Teorema 2.1.3 Seja p um polinomio de graun, € p # 0. Todos os zeros de p estao
fora do circulo unitdrio |z| < 1 se e somente se v > 0. e k = 1(1)n.

Teorema 2.1.4 Seja p um polinomio de grau n. Sejam os numeros ;. definidos em
2.4 satisfazendo a condi¢ao de v # 0, k = 1(1)n. Se para aqueles indices k para os
quais v < 0 sdo denotados por k;, k; = 7, j = 1(1)m onde ky < ky < ... < kp,
entao o numero de zeros h(p) satisfazendo |z| < 1, contando a multiplicidade € dado
por:

h(p) = 3 (=17 (n +1 = k;). (2.3)
i=1

Outro modo de calcular h(p) é considerar que Z?":l(—l)-‘”l(n. + 1) vale zero ou
n + 1 de acordo com a paridade de m. Temos entao

_ i~k ~ se m par, 5
h(p) { n+1 +z;_n=l{_1]3kj se m impar. (2.6)

O algoritmo de Schur-Cohn. portanto. calcula as seqiéncias das transformadas
de Schur e o valor de h(p).
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Tal seqiiéncia é determinada por:

fixa(2) = filz) = miga fi(z) i=0(1)n—1 (

o

(r) " , Lo . , i 0} )
onde mjy; = ==, () é o polinémio reciproco de f;(z) e £9 = p(z). Assim:
]

f;(;) = Zﬁt:"”'_ (2.8)

1=0

Se todos 0s v, sao nao nulos. enumeramos os zeros de p(z) no circulo unitario.
O numero de zeros de p(z) num circulo arbitrario. isto €, com centro em a e
raio r pode ser determinado pelo numero de zeros que

q(z) = pla +rz) (2.9)

tem no interior de circulo unitario.

No trabalho de Maria Angélica. ver [BRU 94|, é apresentado um algoritmo
baseado em processamento algébrico que implementa o calculo dos coeficientes de
fiz1 usando a parte primitiva.

Definigao 2.1.3 (Parte Primitiva) Dado um polinomio p(z) = 3", a;z" a parte
primitiva € definida e anotada por:

plz)
mde(a;)

pp(p(z)) :=

O mdec(a;) indica o maximo divisor comum dos coeficientes a;.

E importante notar que se dividirmos os polinémios f;(z) por uma constante
o sinal de v nao se altera.

Em Schelin [SCH 83] é mostrado que o teste de v pode ser substituido pelo
teste de |m;| > 1 para quando fi(0) # 0. Temos assim. o seguinte algoritmo para
enumeracao de zeros de um polinémio real ou complexo no interior de uma regiao
circular.

Algoritmo Algébrico de Schur
entrada {p, zo,7}

. £10) = pp(p, 20 + 2)
. front = false
m=1
. for j=0 thru n — 1 do
l (for k=0 thru n-j do
friil = fr(j] + Flj] = 2*
mli+1] = o, /a¥
if [m[j +1]| > 1 then (kifm]=j+1,m=m+1)
fi +1) = fl5] = mlj + 1] * fr[j]
if a* = 0 then ({ saida:"Pode haver zeros na fronteira”},
front=true )
fli +1] =pp(fl7 +1])
5.2 if (front=false) then ( if (m — 1) é par then h = =7, (—1)*ki[k]

S

(] §
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elseh=n+1+Y 1, ki[k])
else ( "pode haver zeros na fronteira” ).

6. fim

2.1.3 Regioes Retangulares

As regides retangulares sao casos particulares onde aplicamos o principio do
argumento e neste caso as variacoes em arg p(z) podem ser obtidas contando os polos

(saltos) da funcao % quando z percorre um retangulo K. Quando p(z) cruza
o eixo imaginario. no sentido anti-horario, a tan arg(p(z)) salta de oc para —ac. A

contagem dos saltos é dada pelo indice de Cauchy.

Definicao 2.1.4 (Indice de Cauchy) Seja p/q uma fungdo real racional e [ 3]
um intervalo real. O indice de Cauchy € dado pela diferenca entre o numero de
pontos em [a, 3] onde p/q salta de —oo para co e o numero de pontos onde p/q salta
de >¢ para —oc.

Esta definicao é complementada pelo seguinte teorema.(ver [MAR 49]) onde
temos uma regido definida pela fronteira anotada por ¢ R.

Teorema 2.1.5 Se §R : z = z(z),a < ¢ < 3 € uma curva simples ¢ fechada e p
um polinomio definido sobre OR. entdo

I,'_? Im(P)

Vsrargp(z) = —nlf Relp)

Se R é um poligono de m lados, cada lado j de éR pode ser mapeado no
eixo z através de uma transformacao adequada t;, gerando o polinémio p; dado por
p; = p(t;j(z)). As transformacoes serao vistas em 2 2.7 na equacao 2.22. Deste modo

 rolm(p;)
Vsrarg(p(z)) = = Y IP—bi),
ORaro(p(z)) rg { RE[P;)

onde m é o numero de lados de R e | é o comprimento do lado j.
O trabalho de Wilf ([WIL 78]) junta estes resultados no seguinte teorema:

Teorema 2.1.6 Seja p um polinomio complezo sem zeros na fronteira de uma regido
poligonal de m lados. Entao no interior de R o nimero de zeros de p € exatamente:

N fm(p;
—_ —— )
; b Relps) (2.10)

Definicao 2.1.5 (Seqiiéncia de Sturm) Seja fi(z), fa(z),. .., fm(z) uma seqién-
cia de polinomios reais. FEsta seqiéncia € chamada de seqiiéncia de Sturm num
intervalo aberto (a.b) onde tanto a como b podem ser infinitos, se

(1) fm(z) ndo se anula em (a,b);

(2) em qualquer zero de fi(z), k =2(1)m —1 as duas funcées adjacentes nao
sao nulas e tém sinais opostos, isto €:

Je-1(2%) * fraa(2™) < 0,



39

onde ™ € um zero de f:

(3) e fila) # 0. fi1(b) # 0.

Indicamos por V(zg) o numero de mudancas de sinal de f;(zy). onde os valores
nulos sdo ignorados. Se a = oc entao V(a) é definido por V(a + €) onde ¢ é tal que
nenhuma f; se anula em (a.a + €).

Seja p; a seqiiéncia gerada pela aplicacao do teorema de Euclides. para os
polinémios py e p; de modo que seja p; o resto da divisao. Assim temos:

polz) = q(z)-m(z) — p2(2)
pi(z) = ¢az) - pa(z) — pa(z)

Pk-1 = qi(z) - pr(z) — prsa(2)

Pm-1 = Pm(Z) pm(T)e

o Pk=1
pk+] = I'esto( P )

O polinémio p,,(z) € nao nulo. Se p,(z) nao é constante. uma indugao mostra
que p,,(z) é fator dos polinomios anteriores.

Teorema 2.1.7 Sejam py € py dois polinomios reais diferentes do polinomio nulo e
sejam py,pa. ..., Pm 08 polinomios gerados pelo algoritmo de Euclides. Os polinomios
fr = 2. k =0(1)m formam uma seqiéncia de Sturm para qualquer intervalo [a, b]
tal que po(a) - po(b) # 0.

Teorema 2.1.8 (Sturm) Sejam po € py dois polinomios reais diferentes do polinomio
nulo e seja a seqiéncia {p.} gerada de py € p pelo algoritmo de Euclides, seja V(z)
o numero de mudangas de sinal na seqiéncia {pi(z)}r. Entdao para qualquer a e b,
a<bepla) plb) #0. o indice da Cauchy € dado por:

Iig‘— = V(a) = V(b). (2.11)
0

A prova esta em [HEN T4] e [RAL 65]. A partir deste resultado temos um modo
operacional de dizer exatamente quantas raizes reais, agora distintas, temos num
intervalo real [a,b]. Tal procedimento pode ser usado para separar recursivamente
os zeros reais de um polinémio real em [a, b], onde a seqiiéncia comega com fo = p(z)

e fL =p'(x).

2.1.4 Regioes Semiplanares

Se a regiao a ser pesquisada € um semiplano temos o teorema de Routh.

Teorema 2.1.9 (Routh) Seja dado um polinomio p de grau n, tal que p(z) =
pi(z) + tp2(z) onde py e py sdo polinomios reais, sendo p, nao nulo e tal que ndo
tenha zeros reais, tendo p. ny zeros (contando as multiplicidades) no semiplano
superior do plano complexo e ny zeros no semiplano inferior. Seja V(z) a variagdao
de sinal obtida no ponto x para a seqiéncia de Sturm iniciada com p, e p; onde
—o0 <z < . Entao,
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Y

o
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FIGURA 2.3 — As Diversas Cotas

é[n + V(o) = V(=oc)],

ny

na =

o]t

~[n = V(oo) + V(—o0)].
Com o uso de transformacoes podemos determinar o numero de zeros em semi-
planos horizontais ou verticais arbitrarios.

2.2 Separacgao dos Zeros de Polindmios Reais
ou Complexos

Para separar ou isolar os zeros partimos do processo da enumeracao e a seguir
repartimos a regiao inicial em outras que sao novamente avaliadas pela enumeracao
até que tenhamos regides disjuntas com um so zero. Se a regiao for circular podem
surgir problemas com a subdivisdo do circulo original, pois em geral a subdivisao
comeca com uma biparti¢ao e neste caso a biparticao nao produz dois outros circulos
disjuntos. No trabalho de Brunetto. ver [BRU 94|, € feita a analise e a comparacao
dos resultados, pela separagao das raizes a partir de discos e de quadrados.

Se desejamos isolar todas as raizes de p(z) = 0 entao precisamos delimitar
primeiro em que regiao fechada estao todas as raizes. Para isso calculamos as cotas
das raizes, em geral, por um processo que fornece uma cota para as raizes positivas.

As cotas para as raizes negativas sao obtidas pela transformacao dada pela
cota positiva do polinémio transformado pt :

pt(z) = p(—z).

No caso das raizes complexas podemos determinar o raio de um disco, cen-
trado em (0.0) que contenha todas as raizes complexas e conseqlientemente as reais.
Usando a transformacéao p(1/z) podemos determinar um anel que contém todas as
raizes. Assim as regioes a serem determinadas sao vistas na figura 2.3 onde ci e cs
sao respectivamente a cota inferior e superior, cin. csn ctp csp sao as cotas negativas
e positivas das raizes reais; ce e ¢t sao as cotas externa e interna que delimitam o
anel.
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Ha dezenas de maneiras diferentes de calcular estas cotas e que geram resulta-
dos diferentes, ver [MAR 49] e [COL 77]. Também ha diferentes maneiras de avaliar
o resultado desses processos. que podem incluir o tamanho do intervalo gerado. a
complexidade tedrica de tempo ou a menor cota superior.

Cauchy estabelece o seguinte resultado:

Teorema 2.2.1 Todos os zeros do polinomio p(z) = ag+ a1z + ...+ ap12"" 1 +
anz".a, # 0. estao num circulo |z| < r. onde r € a raiz positiva da equagdo

lao| + |a1]z + ... = |@n=1|z""" = |aa|z" = 0.

Ver a prova em [MAR 49].
Assim

- 5 E e " i
Ip(2)| 2 laal|z"| = (lao| + lar|lz| + - .. + |@n=1]|z"77]),

e entao o seguinte processo iterativo converge para a raiz de maior modulo. caso ela

seja real. A cota de Cauchy. para um polinomio p(z) é dada por 3 tal que toda raiz

o satisfaz:

la] < 8.
onde 3 = limz e onde z; é dado por:
a a a do |\
n—1 . n—2 - 1 0 5
J:k:( -IL’“;+——-'$E_1+---+—l‘k-1+‘—)
aﬂ. n mn a’ﬂ.

com k = 0(1)cc.
A cota seguinte é a de Fujiwara. ver [FUJ 16] e é também citada em Davenport.
como cota de Cauchy. ver [DAV 88].
1/n
} . (2.12)

Ups |12 1/3 o

ln

n-1 Un-3

5

.....

la| < Qma.x{

an an

n

Esta cota pode ser determinada calculando

l= max [(log,|an_i/ax|)/i.

1<nAan—;#0
e entao, uma cota superior é dada por

b =241, (2.13)

Esta cota é interessante por ser uma poténcia de 2, fato que é usado no algo-
ritmo da subdivisao de Uspensky Modificado e outros.



2.2.1 Meétodo de Pinkert

Seja A um polinémio complexo. O método de Pinkert é baseado nos teoremas
de Routh e Sturm. A idéia geral é dada em [PIN 76]. Sejam dados:

n

.'11{?.1,’} = Z G'._?'U.“;.

1=0,7 par

m

Ar(w) = Z a;u’.

J=1.; wmpar

isto é. Aj(w) é a parte real e A,(w) é a parte imaginaria. Seja
H = mde( Ay (w), Aa(w)).

Se a € zero de A(w) entao Aj(a) e Ay(a) sao reais e a é raiz de H. Ao dividirmos
A(w) ! por H obtemos um polindmio sem zeros reais. que sera denotado por P. A
este polinomio aplicamos o teorema de Routh, que permite saber o numero de zeros
nos semiplanos superior e inferior.

Para separar os zeros nos quadrantes. isto €. juntar as informagoes dos qua-
tro semiplanos. usamos transformacgoes que geram polindomios cujas raizes sao os
quadrados das raizes de A(w).

Teorema 2.2.2 (Pinkert) Seja A um polinomio de uma varidvel, sobre o corpo
dos complezos de grau n > 0. O polinémio A € dado por A(x) = T,
an [[J=1(x —a;) coma; € C. j = 1)n. Sejam Av(z) = L=, ; par ;77 € As(z) =

Y1 impar @27 € B = A}(z) — Aj(z). Entdo B(z) = A*(2?) € dado por:

-
a;x’ =

B(z) = (-1)"a? H(.r. — o;?).

=1

A prova esta em [PIN 76].

2.2.2 Método de Uspensky Modificado

Este método isola as raizes reais de um polindmio com coeficientes reais. E
uma alternativa para o método de Sturm. O fundamento ¢ dado pela aplicagdo da
regra de Descartes e de transformagoes adequadas. E uma variante do método de
Vincent [USP 48].

Pela regra de Descartes temos que se o numero de variacoes de sinais da
seqiiéncia dos coeficientes reais a;. indicada por V(a;) ou V(p) é nula, entao p(z)
nao tem zeros reais. Se V(a;) = 1, entao p(z) tem exatamente um zero real posi-
tivo em [0.00). A seguir analisamos p(z) em duas regides (0,1) e (1.oc) através das

' A(w) é livre de quadrados, neste caso.
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transformacoes seguintes:

(0.1) — pila)=(e+1)p(25) (A)
Hr)= (2.14)
(liec) — p™(z) =p(l + 2) (B)

A primeira transformacao mapeia o circulo unitario no semiplano direito Re(z) >
0 de modo que os zeros de p(r) em (0,1) equivalem aos zeros positivos de p*(z) e
na segunda. os zeros de p(z) em (1l.oc) equivalem aos zeros de p™(z) que foram
transladados de 1.

A regra de Descartes € aplicada a p™ e p™ e caso V(p™) > 1 ou V(p™) > L.
as transformacoes (A) e (B) sao aplicadas sucessivamente até que o numero de
variacoes seja 1 ou 0.

A modificacao do método feita por Collins . ver [COL 82]. utiliza a cota de
Fujiwara na sua segunda forma 2.13 e leva em conta o fato da cota ser uma poténcia
de 2. Usa ainda as modificagdes a seguir.

O mimero de zeros de p(z) em (0.b). é equivalente a0 numero de zeros de j
em (0.1) onde

p(?k;r_) se k>0

2k . p(2kz) se k<0

Assim consideramos apenas o intervalo (0, 1) que agora € bisseccionado até que
tenhamos subintervalos com variacoes de sinais nulas ou unitarias.

Para mapear o intervalo (0.1/2). resultado da primeira bissecgao, para (0,1)
temos b = 27!, pois k = —1 e a transformagao ¢

p i plz) = -zf*p(i-i;"-). (2.16)

Para o subintervalo (1/2.1) a transformacao é:

1

p":p(x) =plz +1). (2.17)

A cada bissec¢ao o subintervalo da esquerda serd mapeado para (0,1) por
meio de 2.14(A) e o subintervalo da direita por meio de 2.14(B). Para isolar os zeros
negativos trabalhamos com os zeros positivos de p(—z). O algoritmo a seguir esta
implementado no programa desenvolvido em [BRU 94].

Algoritmo de Uspensky Modificado

Entrada: P. um polinémio primitivo livre de quadrados.

Saida: L, uma lista de intervalos para os zeros reais de P.

(1) Calcula da quota superior: b : cota (conforme 2.13)

(2) Aplica transformagao: calcula p(z) (conforme 2.15)

(3) Isola (p.L") : Isola é um sub-algoritmo que separa todos os zeros reais
de P no intervalo (0,1). O resultado retorna em L'.
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(4) Troca todo intervalo (a;.b;) de L' por (2*a;.25b;) e coloca o resultado
em L.

(5) Repete o processo para as raizes negativas. considerando p(-x). e a
saida em L2.

(6) Retorna (concatena (L, L2)).

Sub-algoritmo Isola

Entrada: P. um polinomio livre de quadrados.

Saida: L, uma lista de zeros de P no intervalo (0,1)

(1) Aplica a transformacao 2.14 em P :P" = (2 +1)" = P(1/{z + 1)) Os
zeros de P em (0. 1) sao transformados nos zeros de P* em (0. o)

(2) Se var(P~) = 0 entao retorna {L=()}

(3) Se var(P~)=1 entao retorna {L=((0.1))}

(4) Bisseciona o intervalo

(4.1) Calcula o ponto médio. Se P(1/2)=0 entao inclui(1/2.1/2) em L e
reduz o grau de P. substituindo P por P/(2*x-1).

(4.2) Metade esquerda: P’ = 2"P(zx/2) Os zeros de P em (0.1/2) sao
transformados nos zeros de P’ em (0.1).

(4.3) Isola(P'.L"),

(4.3.1) Troca todo intervalo (a!.b!) em L por (a!/2.b!/2) em L.

(4.4) Metade direita: P” = P(z + 1) os zeros de P em (1/2.1) sio trans-
formados nos zeros de P' em (0. 1)

(4.4.1) Isola(P”.L").

(4.4.2) Troca todo intervalo (a.b!) em L”

por ((a +1)/2. (B +1)/2) em L.

(4.5) Retorna L = L'U L".

Exemplo 2.2.1 Seja p(w) = w? — Zw? — 1‘%11‘ + 5. Seguindo o algoritmo temos:

(1) Calculo da cota superior: g =8, k=3
(2) Cdleulo de p = p(8w) = 521uw® — L2u? — Bw + &
(3) L '=isola(p) (Sera desenvolvido a seguir.)
(4) L=Troca(L",0.1/8)
(5) Mostra L.
(6) Cadlculo das negativas.
Resultado de (3):
isola(p)
1

(1) Cdlculo da transformagdo 2.14: pstar = p™ = (w + 1)°p(=L5)

5 , 41 , 1889 4301
Y TRY T YT

(2) € (3) nao se aplicam.

(4) Calculo de V(p~) :

V(pstar) =2 > 1 = Subdivide
(41) B(1/2) # 0

(4.2) Calculo da transformacao 2.16.
plinhal = ¥ (w) = 1536u'3—8963ur2—96w+10

(4.3) Chama isola novamente: nivel 2.
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(A) (4.3.1) L' = isola2e(plinhal) % Pesquisa parte Esquerda
(B) (4.3.2) L' = Troca(L'.0.2)
(B’) (4.4) Caleulo da transformacaio 2.17

2tinhal = plw + 1)

(C) (4.4.1) L" = 1s0la2d(p2linhal) % pesquisa parte direita.
(D) (4.4.2) L" = Troca(L".1.2)
(D’) (4.5) Retorna L = L' U L".
Resultado de isola2e(plinhal)
(1) pstar2 = p*(plinhal) = %u‘g - %su'? — 326w + 198.
v(pstar2) = 2 > 1 = Subdivide:
(2) e (3) Nio se aplicam.
4.1)p(1/2) # 0
(4.2) Cadleulo de 2.16

1536w — 1792w? — 224w + 80
3

plinha2 =

(4.3) Chama isola novamente: nivel 3

(4.3.1) isola3e(plinha2) % Pesquisa parte esquerda. (II)
(F) (4.3.2) L’=troca(L’,0,2)

(G) (4.4) Cdleulo da transformagao 2.17

p2linha2 = plinha(w + 1)

(4.4.1) L” =isola3d(p2liha2) % Pesquisa parte direita (III)
(H) (4.4.2) L"=troca(L",1,2)

(I) (4.5) Retorna L = L' U L"

II - Resultado de isola3e(plinha2)

.9 — 80,3 , 16,2 _ 2000 _ 400
(1) pstar3 = SFw® + Fw 5 =

V(pstar3) =1

Logo hd um zero de pstar em (0.00), o que equivale a um zero de plinha?2 em
(0, 1).

(2) Nao se aplica.

(3) L={[0,1]} e acaba o desenvolvimento de isolaJe.

Retorna a isola2e(plinhal) em (F) (4.3.2).

L' =Troca(L',0,2)

L' = {[0,1/2]} € acaba isola3e.

Retorna a (4.4) em (G)

p2linha2 = 512w’ + L2w? + 920w + 158

IIT Resultado de isola3d(p2linha2)

(1) pstard = —"Bﬂw?’ - 4—3011:3 + 1072w + 1584

Vipstard) =1

(2) Nao se aplica.

(3) Como V(pstard) = 1 entao ha um zero em (0,00). o que equivale a um
zero de p2linha2 em (0,1).

Dai L" = {[0.1]} € acaba o desenvolvimento de isola3d.
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ISOLA(P) EM [0,8]

SUBDIVIDE
ISOLA2E EM [0,4] ISOLA2D EM [4,8]
SUBDIVIDE NAO EXISTE ZERO
ISOLA3E EM [0,2] ISOLA3D EM [2,4]
EXISTE UM ZERO EXISTE UM ZERO

FIGURA 2.4 — Busca em Profundidade da Isola

Retorna a (4.4.2) em (H).

L" =Troca(L"”.1,2)

L" = {[5.1]} e acaba isola3d

Retorna a (4.5) em (I)

4.5) L= {0, 3], 11}

Termina isolaZe.

Retorna a (4.3.2) em (B).

L' =Troca(L'.0.2)

T S

(4.4) p2linhal = 512w® + E2w? + 920w + 198
IV - Resultado da isola2d(p2linhal)

(1) pstar5 = 198w® + 1514w? 4 3w 4 22

V(pstard) =0

(2) Como V(pstard) € nulo entao L" = {[|} e acaba isola2d.
Retorna a (4.4.2) em (D).

L' =troea(L", 1,2)

L" ={[]} e a metade direita nao possui zeros € € descartada.
em (D)) L=L'"UL"={[0,3],[3 3]}

Retorna ao (4) original:

L = troca(L.0,1/8)

L= {[0.2],[2,4]}

E acaba finalmente isola(p).

Resumindo o processo da busca em profundidade temos o esquema da figura
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a[4] alz]

yi

Q1]

FIGURA 2.5 — Imagem de p(z) = z* +(=T+102)z° +(—19—52¢)z? + (107 +28¢)z —
62 + 547 no quadrado de lado 3

2.2.3 Meétodo de Collins-Krandick

Este método utiliza o principio do argumento e sua idéia € analisar as mu-
dancas na variagdo de arg(p(z)), pelas trocas de quadrante na seqiéncia de p(z),
quando z percorre uma curva I'. A medida que = varia, p(z) vai mudando de valores
e de quadrantes. As mudangas de quadrante ocorrem sempre em pontos do eixo z,
parte real de p(z) ou em pontos do eixo y de acordo com a parte imaginaria de p(z).

Exemplo 2.2.2 Seja p(z) = 22 +(=T+10:)2>+(—19—-52¢) 2> + (107 +287)z — 62+ 54:
e a curva I' dada por um quadrado de lado 8 centrado em (0.,0).

A imagem da curva p(z) quando = percorre I' € mostrada, aprorimadamente e
fora de escala na figura 2.5.

Acompanhando a curva p(I') notamos que a sua imagem completa | voltas a
partir de p(q[l]), por exemplo, em torno da origem, no sentido anti-hordrio.

Na figura estao salientados 16 pontos onde a curva corta um dos ewxos. Ob-
servamos que uma volta completa passa por 4 quadrantes, logo um mudanca de
quadrante corresponde a 7/2 de uma volta. Contar as trocas de quadrantes e di-
vidi-las por 4 fornece o numero de voltas. Na figura do exemplo, hd 16 cruzamentos
no mesmo sentido, logo temos 16/4 ou Eﬁ%!.% = 4 zeros no interior do quadrado.
Efetivamente os zeros sao : (1 —2i), (2 —21) e (2 — 3z) que € duplo.

Exemplo 2.2.3 Considerando o mesmo polinémio com um quadrado de lado 1. O
grafico aproximado de p(I') € mosirado na figura 2.6.

Neste caso, acompanhando a curva a partir de p(q[l]), no sentido antihordrio,
isto €, de q[1] para ¢[2] no quadrado T, p(T') vai de p(q[1]) a p(q[2]) passando pelo eizo
x no ponto A, no sentido horario, passando do terceiro para o sequndo quadrante;
continuando, a curva corta o etzo y em B, também no mesmo sentido, passando para
o primeiro quadrante. Depois a curva passa pelo eizo y em C, agora no sentido an-
tihorario, passando para o sequndo quadrante; finalmente a curva retorna ao ponto
p(q[l]) passando pelo ponto D cortando o eizo z, também no sentido antihorario.

Para contar o nimero de voltas, devemos cuidar o sentido do per-
curso de p(I') nos pontos que cruzam os eixos no mesmo sentido que o do
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FIGURA 2.6 — Imagem de p no quadrado de lado 2

percurso de - no quadrado I, estes contam positivamente, ao passo que
os demais contam negativamente.

Assim. no exemplo anterior. os pontos 4 e B contam negativamente e os pontos
C e D contam positivamente. Cada cruzamento ocorreu fora da origem e em pontos
que nao sao vértices do quadrado. Estes pontos contam 7/2. ou seja. 1/4 de uma
volta 27. Logo. na seqtiéncia A, B.C, D temos:

Logo nao ha zeros no quadrado de lado 2.

Outra situacao importante que pode ocorrer € quando p(I') passa pela origem.
Convém relembrar o fato que sendo p(z) um polindomio complexo. pode ser repre-
sentado atraves de dois outros polinomios reais. Assim para =z = r + y? temos:

p(z) = p(z + yi) = pi(x.y) + ip2(2. y). (2.18)
onde py e ps sao polinomios reais agora de duas variaveis.
Exemplo 2.2.4 Seja p(z) = 2+ (=1 —20)z% + (=4 — 144)z — 12 + 187, onde b =1

entao
p(z,y) = =3zy° + y° + dzy + 14y + 2° — 2% — 4z — 12,

pa(z,y) = —y® + 2% + 32%y — 2zy — 4y — 22% — 14z + 18.

No caso de p(I') passar pela origem num ponto zy, temos um zero na fronteira

plzo) = 0 < p(x + y1) = 0 <= p1(T0, o) = 0 A pa(Z0,%0) = 0. (2.19)

Graficamente. temos wma ambiguidade, (isto €, ha um zero de p, e de p;)
quanto a mudanc¢a de argumento. Para evitar essa ambiguidade, estabele outro cam-
inho que z ird percorrer, € que pode envolver ou ndo o zero.

A tmagem aprorimada de p(z) ao longo do quadrado de lado 1 € dada na figura
2.7.
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| G :Curva Gama

X : ponto ambiguo
o+ ponto nao ambiguo

/V\P(G) p(G)

FIGURA 2.7 — Imagem de p(z) = z® + (=1 — 2i)=% + (=4 — 147)z — 12 + 18 com
bh=1

A !

II | I II I Ix I

ﬂ p(z}_—_ __,-A'--- 3 3 -
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(a) ({b) anti-horario {c) horario
| !
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FIGURA 2.8 — Ambigiidade na Origem

Neste caso, para contar o zero ha um desvio da origem e consequentemente 3
cruzamentos, perfazendo um total de 4, indicando entdo 4//=1 volta, ou seja, ha
um zero no quadrado e ele estd na fronteira.

Os casos da figura 2.8 mostram exemplos onde contamos o zero: parte (b) e
onde nao o contamos: parte(c), quando a curva cruza ambos os eixos.

Outra situacao que pode ocorrer com a curva resultante p(I') é que a imagem
de um lado L do quadrado esteja inteiramente sobre um dos eixos coordenados.
Neste caso. temos um lado aztal na nomenclatura de Collins. Tal é visto na figura
2.9.

Analisando os varios casos que podem ocorrer, temos que a imagem do tre-
cho da curva referente a p(L) esta inteiramente num dos eixos coordenados ou sua
interseccao com um dos eixos ocorre num tnico ponto. Logo, a quantidade de lados
axials ou pontos de interseccao ocorrem em numero finito. Estes sdo considerados
os Pontos Criticos.
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FIGURA 2.9 — Lado Axial

Na implementacao deste método, sao necessarias as facilidades algébricas que
permitem construir o algoritmo com essas idéias delineadas.

As transformacgoes em 2.18 sao feitas em cada lateral gerando polinomios reais
p1 € pa que podem ter seus zeros separados exatamente. Em seguida o principio
do argumento é aplicado na andlise dos pontos criticos. Algebricamente os pontos
criticos sao constituidos de intervalos resultantes da separacao dos zeros de p; e

P2-

2.2.4 Passos Principais do Método de Collins-Krandick

(1) Representagao Real
Dado o polinémio complexo p(z) este é transformado em p; e p, tais que:

miz,y) + palz,y).

Il

p(z)

E a parte mais simples e algebricamente é feita pela substituicio da variavel
complexa z por x + yti.

(2) Especializagao

E o célculo do valor da imagem do polinémio sobre o quadrado, feito algebri-
camente, substituindo as ordenadas das laterais e recalculando um novo polinémio,
o polinomio especializado.

Os polinémios p; e p; sao de duas variaveis e pela especializagao se tornam
polinémios numa s6 variavel s que assume de fato, ora a variavel z ora y.

Sejam ag e a; os pontos que delimitam uma lateral de um retangulo, ver figura
2.10.

Para as laterais horizontais L1 ou L3, temos que a coordenada de y é fixa.
Assim, pi(z) = pi(z.s), p2 = p2(z.s), onde s é a coordenada imaginaria fixa da
lateral.

Para as laterais verticais L2 ou L4, temos que a coordenada de x é fixa. Assim,
Pily) = p1(s,y), P2(y) = pa2(s,y), onde s é a coordenada real de ap que é fixa na
respectiva lateral.

Se n é um zero de p;(y) entao temos um ponto axial que é indicado por ¢ =
(s,m) e c € L com p(c) no eixo imaginario. Igualmente se u é um zero de py(z)
temos um ponto axial que fica no eixo real.

(3) Calculo dos Fatores Livres de Quadrado
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FIGURA 2.10 — Coordenadas para Especializagao

Um ponto critico ¢ = (s,n) sera classificado de acordo com o comportamento
de p; e p, em 7, levando em conta a multiplicidade de m; de n em px. &k =1,2.

A multiplicidade é obtida pela fatoracao livre de quadrados para cada polinémio
especializado.

(4) Localizagao dos pontos criticos

Os pontos criticos num lado sao localizados em duas etapas. Primeiro os zeros
de P, e P, sao isolados pelo algoritmo de Uspensky Modificado. A seguir os intervalos
que estao associados a diferentes polinémios sao refinados por um processo de bissec-
cao até que todos subintervalos sejam disjuntos e entao sao ordenados em ordem
crescente para as laterais L1 e L2, e em ordem decrescente para as laterais L3 e L4,
para manter o percurso no sentido antihorario.

(5) Classificacao dos pontos criticos

A classificagao de um ponto critico consiste em determinar o comportamento
da imagem de p;(z) e p2(z) nas vizinhangas deste ponto critico.

Se nenhum dos polinémios é identicamente nulo. e se o ponto critico nao for
um canto do retangulo. as mudangas de quadrantes podem ser obtidas pela simples
verificacao das multiplicidades obtidas no processo de fatoracao livre de quadrados
para cada polinomio especializado.

Collins-Krandick em seu artigo consideram os seguintes casos para o compor-
tamento da imagem de p(z) sobre I'.

Casos: Seja 1 o ponto critico.

e 1. Se 5 esta num lado nao axial, entao a imagem de p(z) sobre I' pode:

— la) tocar um eixo, nao na origem, sem cruza-lo;

— 1b) cruzar um eixo, nao na origem:

— 1c) cruzar ambos eixos na origem;

— 1d) cruzar um eixo, mas nao o outro. na origem.
2. Se n esta num lado axial, p(n) = 0 entao p(z) vai de uma metade do eixo
para sua outra metade.

3. Se 1 é canto do retangulo. o comportamento de p(z) depende se os lados
incidentes a 7 sao ambos nao axiais ou um € axial e o outro nao é.
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— 3a) Se ambos os lados sao nao axiais p(z) pode se comportar como listado
em 1.

— 3b) Se ambos os lados sao axiais. p(z) pode:

* 3.b.1) permanecer no mesmo eixo:
# 3.b.2) mudar da metade de um eixo para sua outra metade:

* 3.b.3) virar a direita de um semi-eixo na sua outra metade do outro
semi-eixo:

* 3.b.4) virar a esquerda de um semi-eixo na sua outra metade do outro
semi-eixo:

— 3c¢) Se n esta num lado que é axial e o outro nao, p(z) pode:

* 3.c.1) ir de um quadrante tradicional num semi-eixo adjacente. ou
vice-versa:

* 3.c.2) ir de um quadrante tradicional num semi-eixo nao adjacente.
necessariamente cruzando a origem. ou vice-versa:

2.2.5 Algoritmo de Collins-Krandick

O seguinte algoritmo esta implementado com os recursos do sistema Macsyma
e consta de duas partes: a criacao da lista de pontos criticos e a sua posterior
classificacao.

Primeira Parte: Criagao da Lista dos Pontos Criticos

change p(z):=
L. Inicio das variaveis;
1.1 var: variavel principal de p.
1.2 n: grau(p.var).
1.3 ntroca : 0,
1.4 b : tam,
1.5 nbis : 0.
1.6 q[1]:-b-b,
q[2]: b-bi,
q[3]: b+bi,
q[4]: -b+bi.
1.7 contafi] : 0, i=1(1)4,
contacfi] : 0, i=1(1)4,
/* especializagdo */
2. pe :expand(subst((z+yi).var.p)).
2.1 pr: Pr(pe).
. 2.2 pi: Im(pe),
3. para cada lateral i=1(1)4 faca:

/* inicio das lista */

3.1 Up:in:l1[i]:12[i):]],

3.2sei=10ul

entao espectaliza(pr,pt,y,b,1),
gera Py [i], B[t Py [i]. Py 1]



variz,
se1 =2 ou 4
entdo e~peciaiiza(p: pi.z,b,1),
gera Py [t]. P[] Py [1]. Py 1]
: vars:y.
3.3 nifi]:grau(p, 1), vari),
nifi]:grau(p,[1].vari).
3.4 se py[i] =0 ou Pp[1] =0
entdo eizo_azialli] : verdadeiro
sendo eiro_azialfi] : falso,
/* 3.5 separa os zeros de P, [1]. D, (1]
/* separa os zeros positivos de p,[t] */
3.5.1 Up:usp(p,[t].vari,nifi]).
/* separa os zeros negativos de p,[1], P[] */
3.5.2 lin[p]:usp(pmy [1], vari,nifi]).
l1[i]:sort(append(l1p[i].lin[i])).
/* separa os zeros positivos de Pylt] */
3.5.3 12p:usp (P,[1].vari.nifij),
/* separa os zeros negativos de pi,[i] */
3.5.4 2n[p]:usp(pm,[i], vari.nifi]).
12[i]:sort(append(12p[i],12n[i])),
/* refina as listas : compara os intervalos das duas
listas, verificando se nao ha sobreposicoes entre eles.
E'm caso. afirmativo, bissecsiona
até que nao haja sobreposi¢oes . */
3.5.5. refina(l1fi].12[i]),
/* inicialmente as multiplicidades sao colocadas em 1.
posteriormente sera calculada a multiplicidade */
3.5.6 coloca_multipl(l1[i].12[i]).
/* inicialmente os intervalos sao colocados
como™n”: nao ambiguos */
3.5.7 seta_n_ambiguo(11[i],12[i]),
/¥ testa se cada intervalo pertence as duas listas, caso afirma-
tivo, coloca o ponto critico como "a”:ambiguo */
3.5.8 testa_ambigiidade(l1[i],12[i]).
/* juntar as duas lista numa s, identificando a primeira como
sendo referente ao polinomio P, € a seqgundo ao polinomio p, */
3.5.9 lcomb[i]:identifica_pol(l1[i],12][i]) .
/* coloca os intervalos na ordem de percurso: Lateral 1, lateral
2. Lateral 3, lateral 4 */
3.5.10 Se i=1 ou i=2
entdo lcomb[i]:sort(lcomb[i])
sendo lcomb[i]:reverse(lcomb[i]),
/* testa se ponto critico € canto */
3.5.11 testa_canto(lcombli]),
/* acrescenta o lado a cada parte da lista */
3.5.12 lecomb[i]:lis,

*x /
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/* junta em lcomb[i] os pontos criticos que aparecem em duas
laterais consecutivas */

; gera lista dos pontos criticos

3.5.13 lista:junta(lcomb[i]).

/* 4. Classificagao . */
/.1 se lista#[] entdo classifica(lista),

. ntroca:ntroca/4,

A Estrutura de Dados da Lista

Os pontos criticos gerados pelo algoritmo anterior constituem uma lista com-
posta por outras listas. Cada parte da lista corresponde aos dados de um ponto
critico. Assim a lista tem a seguinte forma:

¢ lista:[[dados do ponto critico 1],[dados do ponto critico 2], ..., [dados
do ponto critico m]]

onde m é o comprimento final da lista.
¢ [dados do ponto critico] : [ei,es,mult,tipo,poli,canto,lado] onde
e ez = extremidade inferior do intervalo que contém o ponto critico.

e es = extremidade superior do intervalo que contém o ponto critico.

Estes dados sao oriundos inicialmente da separagao dos zeros exata. via método
de Uspensky Modificado.

e mult = multiplicidade do zero que pertence ao ponto critico.

[nicialmente é colocada em 1, e atualizada pela rotina sqfr do Macsyma.
e polt = "p1” se ponto critico se refere ao polinénio p,.senao € "p27.

e canto = 1 ou 0 conforme ponto critico se refere ou ndo a um canto do quadrado
ou retangulo. ou seja um vértice.

e lado = 1,2, 3,4 conforme for a lateral do quadrado onde localizamos o ponto
critico.

e tzpo = "n” ou "a”, conforme o ponto critico se refere a um sé dos polinémios
P, ou P,. senao ¢ "a” para o caso ambiguo.

O cerne do algoritmo é a classificagao dos pontos criticos.

Os casos citados em 1 podem ocorrer quando percorremos o quadrado centrado
na origem ou nao. enquanto que. os citados em 2 ou 3 podem ocorrer quando
percorremos os retangulos originados da subdivisio do quadrado, num dos seus
€1XO0s.

Vamos analisar o caso 1, da sec¢ao anterior, em extensao.

Inicialmente os 4 casos sao agrupados pelo tipo. Temos entao os casos (1a) e
(1b) como nao ambiguos, e os casos (1c) e (1d) como ambiguos.



(S 1]
(1]

= p(ei)=p(es) L . j
_\ . /Bubla
____,i:rbf
FIGURA 2.11 — Caso I: Bucle
|
b
b
= i
/ - S
a .4 ‘
(a)So Toca (b) Cruza

FIGURA 2.12 — Caso Il(a) Sé toca o eixo (b)Cruza o eixo

A seguir os pontos sao testados para determinarmos se constituem cantos ou
nao.
Casos nao Ambiguos

Estes pontos serao subdivididos em 3 subcasos: I, II e I1II. Um ponto critico
pc que constitui um intervalo propriamente dito, possui ei # es. Estes constituem
a maioria dos pontos quando percorremos o quadrado. E o tipo I:Intervalo. Even-
tualmente, pode ocorrer a situacao onde ez # es mas quad(ez) = quad(es) que sera
classificado como intervalo I: bucle?. Isto é exemplificado na figura 2.11. Quando
et # es e quad(er) # quad(es) temos que o ponto critico  constitui um intervalo
usual onde a curva corta um dos eixos. mas nao na origem. E o caso L-intervalo.
Quando ocorre o bucle ele sera tratado diferentemente para analisar o sentido do
percurso, se horario ou anti-horario.

Um ponto critico nao ambiguo que esta resumido a um canto do quadrado
ou retangulo constitui um intervalo degenerado. onde €7 = €es, é o caso II. A sua
classificagao sera feita em funcao da analise dos valores dos quadrantes do ponto
critico anterior e posterior ao canto. A imagem de p(z) num canto pode so tocar
num eixo ou efetivamente cruza-lo, conforme mostra a figura 2.12.

*um lago. em frances ou um "loop” em ingles.
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Pode ocorrer que um ponto critico nao seja canto mas €2 = es determinando
também um intervalo degenerado. causado pela localizagao exata de um dos zeros
de 7, ,. Este subcaso sera indicado por Caso III cujo tratamento € analogo ao caso

I1.
Casos Ambiguos

Estes pontos serdo subdivididos em 2 subcasos: IV ou V. Na ambigiidade.
quad(et) = quad(es). isto é. quando a curva passa na origem. temos que decidir
se a curva cruza ambos os eixos ou so um deles. Neste caso devemos analisar os
resultados referentes ao quadrante anterior e posterior. além de decidir se contamos
ou nao o zero da fronteira. No quadrado inicial. os zeros da fronteira sao sempre
contados. Quando houver subdivisoes, devemos ter um esquema para contar os zeros
em certas laterais de modo que um zero nao seja contado mais de uma vez.

Temos assim o esquema de classificagao do caso 1 na figura 2.13

Segunda Parte: Algoritmo da Classificagao

classifica(lista):=
I. inicio da variaves
“ inicio dos casos la).1b). 1c) e 1d) =/

1.1 iner:0.

2 primeira:true.

1.3 aux:part(lista.1),
et:part{auz, 1),
es:part(aur.2).
tipo:part(auz.4).
poli:part(auz.3).
canto:part(auz.6).

. lado:part(auz.7).

1.4 se comptot > |
entao auxseg:part(lista.2).

eiseg:part(auzseg, 1),

esseg:part(auzrseq,?).

cantoseg:part(auzseq,b),

ladoseg:part(auzseq, 7).
SENA0 QUTSE]:aUT.

elseg:el,

€sseq:es,

cantoseg:canto.

ladoseg:lado.

I 5 auzu:part(lista.comptot),
etu:part(auzu,l).
esu:part(auzu,2),
cantoant:part(auzu,6),
ladou:part(auzu.7).

1 6 quadei:quadrante(et),
quades:quadrante(es),
quadant:quadrante(esu),



Caso 1

tipo="n"?
. i F
Casos |, Il ou lll Casos IVou V
V
gi=es? E' canto?
V / \F % F
E' canto? GuaGEi#qUades atualiza atualiza
V F quadrantes Quadrantes
/ \ Caso | / Ca‘scur bucle
(1b) (1b)
atualiza atualiza Antih raro"
procura \
quadrantes | | quadrantes - S
incr=1 1ncr=-1 l ambos Eixos?

l l Antihorario?
quadant#quadpost / \ (1c ) (1d)

Cruza 1 eixo: incr=1  incr=-1 gg{‘c}% Conta
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incr=2 / \ incr-g/ —
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ab)/ VY '\ So’ Toca: Lo g
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ner=1" jncr=-1

- incr=0
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quadrantes

Antihorario?
.4/ T—a
incr=1 incr=-1

FIGURA 2.13 — Esquema do Caso 1



quadprozx:quadrante(esseq).
2. para cada parte k da lista faga:

2.1 se nao(primeira) entao

/* 2.1.1 atualiza dados do ponto critico atual: k */

auz:part(lista,k).

ei:part(auz,1).

es:part(auz.2),

mult:part{auz.3).

tipo:part(auz,4).

poli:part(auz,3).

canto:part(auz.6).

lado:part(auz,7),

/* 2.1.2 atualiza quadrante anterior */
quadant:quades,
/* 2.1.3 atualiza quadrante atual */
quades:quadrante(es).
quadei:quadrante(€ei).
/% 2.1.4 verifica qual € o prozimo indice */
se k<comptot entao pk:pk+1

senao pk:l,

/* atualiza dados do prozimo */
auzseg:part(lista,pk),
eiseg:part (auzseg, 1),
esseg:part(auzseg,2),
multseg:part({auzseq.3).
tiposeg:part(auxseg,4).
poliseg:part(auzseg.3),
cantoseg:part(auzseq.6).
ladoseg:part(auzseq. 7).

/* classificagao */

2.2 se nao(etxo_azialllado])
entdao /* Ponto Critico ndo estd num lado azial */
g0 1
(se tipo = "n” entao
/* Casos I, Il ou IIT*/
(se er=es
entao
(se canto = ( entao /* caso Ill:Intervalo Degenerado */
sendo /*caso II: Canto Nao Ambiguo */
/* atualiza ponto critico anterior */
eiant:part(auzant.1),
esant:part(aurant,2),
tipoa:part(auxant, ),



ladoant:part(auzant.7).
/* verifica vazio antes do lado */*
s€ vazio_antes
entao /* atualiza quadrante anterior */
quadant:qmv
/* verifica vazio depois do lado*/
se vazio_depois entdo quadant:qmv
senao /*reavalia */
quadant:qmu.
sendo /* verifica vazio depois */
se vazio_depois entdo /* atualiza prozimo */
quadproz:qmu,
sendo /*reavalia */
quadproz:qmu.
/* recalcula valores no ponto ajustado */
calceps(lado.ei.canto).
quadant:qeiant.
quadprox:geipost.
/* Decide se cruza | eizo ou se apenas toca 1 eiwo */
se quadant # quadproz
entdo /* Caso 1b): Cruza 1 eizo () */
/* verifica sentido */
se antthorario entao incr:1
senao incr:-1,
sendo se polia # poli
entdo se quadei # quadprox
entao
/* cruza entre quadei quadproz */
se antihordrio entdao incr:l
senao incr:-1,
senao
/*cruza ainda entre quades quadproz*/ -
se antithorario entao incr:l
senao incr:-1,
sendo /* Caso 1a):S6 toca:ndo cruza*/
mer:0,
) Fim do caso Il ou III
/*2.2.2 Caso I */
sendo /* Caso I: Intervalo usual ou bucle */
se quadei#quades
entio /* Caso I ‘bucle’ */

/¥ calcula ponto médio até achar variagdo de quadrantes para

3Pode ocorrer que num determinado trecho de uma lateral. a imagem de p(z) nao mude de quad-
rante, nao constando esse trecho, portanto, na lista de intervalos que constituem pontos criticos.
Este trecho é denominado de vazio, pois ao se constatar sua existéncia pode haver mudangas com
relagdo ao quadrante anterior ou posterior ao ponto critico, que esta sendo analisado.
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esquerda ou para direita *
bucle(poli.er.es.lado)
if quader # quades
entao se antthorario entao incr:1
senao ner:-1,
sendo /* Caso I: Intervalo Usual 1b) */
se antihorario entao incr:1
senao iner:-1
)/* Fim do Caso "n: ndo ambiguo”
/*2.2.3 Caso "a” : [V ouV */
(se canto = () entao /~ caso IV : Intervalo Dcgenerado */
senao /*caso V' : Canto Ambiguo */
/* atualiza ponto critico anterior */
etant:part(auzant. ).
esant:part(auzant,2),
tipoa:part(aurant.4 ).
ladoant:part(auzant.7).
/* verifica vazio antes do lado */
se vazio_antes
entao /* atualiza quadrante anterior */
quadant:qmrv
/* verifica vazio depois do lado*/
se vazio_depots entao quadant:gmv
sendo /*reavalia */
quadant:qmev,
senao /* verifica vazio depois */
se vazio_depois entdao /* atualiza prézimo */
quadproz:qmu.
sendo /*reavalia */
quadproz:qmu.
/* recalcula valores no ponto ajustado */
calceps(lado.et,canto).
quadant:qgeiant,
quadproz:qeipost,
/* decide se cruza ambos eizos ou se apenas I eixo */
se cruza-ambos(quadant,quadproz)
entio /* Cruza ambos os eizos */
se contaflado] /* Verifica se conta o zero da fronteira*/
entao incr:2
senao /* Nao conta */
incr:-2,
senao /* Cruza um so ewro */
se contaflado] entdo incr:3*
senao ncer:-1,

“Diferente no previsto pelo artigo
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)/ﬂ# Fim do Caso “a: ambiguo”

/* Inicio do caso 2 */
/* 2.3: Ponto Critico esta num lado axial */
SENnao
se ewro_azial/lado]
entao /* Caso 2%/
se canto = () entao /* Nao € canto */
senao
(se quadei=8 € quades=/
entdo se contaflado] entao incr:2
senao incr:-2,
senao se quadei=4 € quades=§
entdo se contaflado] entdo incr:2
senao ner:-2,
sendo se quadei=6 ¢ quades=2
entdao se contaflado] entdo incr:2
sendo tner:-2,
senao se quader=2 e quades=6
entdo se contaflado] entdo incr:2
senao iner:-2
) /* Fim do caso 2%/
sendo /* 2.4 - Caso 3 */
/* ndo serd tratado agora */
primeira:falso,
/* fim do lago */
ntroca:ntroca+incr.
Fim do Algoritmo da Classificagdo .

2.2.6 Exemplos

Nos exemplos a seguir, citaremos apenas os resultados parciais referentes aos
polinémios transformados P,[i], P,[i],7 : 1(1)4. e a lista dos pontos criticos apos
a preparagao para a classificacao. Na classificagao serao indicados os quadrantes
das extremidades que determinarao a analise para a classificacao seguindo os dois
algoritmos dados.

Exemplo 2.2.5 Dado o polinomio p(z) = 2° + (2 + 3i)z? + 2iz + 4 + 41 vejamos os
resultados principais, para a enumeragdo dos seus zeros no quadrado T centrado na
origem, e de lado=1. O grdfico aprozimado de estd na figura 2.1/.

Os seus zeros sdo exatamente z1 = 2i. 29 = 1. 23 = —2 — 2:.

Resultados Parciais:
l.Inicio dos variaveis.
2.Especializagao:

3. Para cada lateral:
Lateral 1:
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FIGURA 2.14 — Imagem de p(z) = 2> + (2 + 3i)2* + 21z +4 + 4icom b = |

Separagao:

P[] = 2 + 222 4+ 3z + 4.

3.5.1 11p==(]; 3/5.2 ltn={], B{H=[]

p,(l] =2z -2

3.5.3 12p=([1,1]], 3.5.4 12n=]], 12[1]=[[1,1]].
3.5.5 Nao ha sobreposicoes

3.5.12 lcomb(1]=[1,1.1.n.p2.2,1]].

Lateral 2:

separagao:

2] = —5" — 8y + 7

3.5.1 11p=[[0,1]], 3.5.2 l1n=(], 11[2]=([0,1]]
P2l ==y + Ty + Ty + 9.

3.5.3 12p=[], 3.5.4 12n=[[-1.-1]], 12[2]=[[-1.-1]].
3.5.5 Nao ha sobreposicoes

3.5.12 lcomb[2]=[[-1,-1,1.n,p2,2,2],[0.1,1,n.p1,0,2]].
Lateral 3:

separagao:

73] = 2° + 22% — 9z,

3.5.1 11p=[[0,0]], 3.5.2 11n=(], 11[3]=[[0,0]]
P,[3] = 62% + 6z

3.5.3 12p=[[0,0]], 3.5.4 12n=[[-1,-1]], 12[3]=[[0,0],[-1.-1]].
3.5.5 Nao ha sobreposigoes.

3.5.12 lcomb(3]=[[0,0,1.a,p1.0,3],[-1,-1.1,n,p2,4,3]].
Lateral 4:

separagao:

pi4] = y* + 4y + 5,

3.5.1 l1p=[]. 3.5.2 l1n=[], 11[4]=]]
Pold]=—y° =3y*—y+5

3.5.3 12p=[[1,1]], 3.5.4 12n=[], 12[4]=[[1,1]].
3.5.5 Nao ha sobreposigoes

3.5.12 lcombl[4]=[[1,1.1.n,p2,4.4]].
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O resultado do comando 3.5.13 que é a lista dos pontos criticos. esta colo-
cado na tabela a seguir, e constituem uma linha da tabela. onde estao citadas as
informagoes de cada ponto. Neste comando, apenas pesquisamos as listas lcomb/i]
e retiramos a repeticao do ponto critico referente ao canto que aparece duas vezes.
uma para cada lateral.

4. Classificacao:

Os dados resultantes da classificacao serao colocados na seguinte tabela. para
simplificar a saida.

k | ei [ es | tipo | poli | canto | lat | qant | qei | ges | qprox | classif | incr

11111 n p2 2 1 4 4 | 4 5 0
bl 5| 3 5 I:la | 0
21011 n pl 0 2 4 5|7 9 L1b | +1
3{010 a pl 0 3 T 9 9 4
(] T 3 3 [Vile | +2
4|11 n |p2]| 4 | 3] 9 |44 1
| 3 3|5 5 | ILld | +1

Os casos onde houve a necessidade de reavaliar a situacao do ponto critico an-
terior e posterior € mostrada na repeticao da linha com os novos valores atualizados.
[sto ocorreu no primeiro. terceiro e quarto ponto.

Assim temos ntrocas = (1+2+1)/4 = 1.

De fato ha um so zero no quadrado inicial. que esta localizado na fronteira. e
foi contado no programa.

Exemplo 2.2.6 Dado o polinomio p(z) = z° + (5 — d1)z% 4 (6 — 18:)2% + (=18 —

361)z% — 56z — 16 + 32i vejamos os resultados principais. para a enumera¢dio dos
seus zeros no quadrado centrado na origem e de lado=1.

Os seus zeros sdo exatamente z; = 1+ 1. 20 = =1 4+1. ;3 = =2 — 2., z4 =
—1 420,25 = =242 Para b=1 temos o seguinte quadrado ¢ o grdfico aprozimado

de p(T') na figura 2.15.

Resultados Parciais:

l.Inicio dos variaveis.

2.Especializagao

p(z,y) = 1y® + 5zy* — diy* — 10iz%y® — 2002y — 162y> — 61y — 18y° — 102392 +
24iz?y* — 302%y? + Hdizy? — 18zy* + 36iy> + 18y? + ity + 20ix’y + 1623y + 18iz%y +
54z%y — 36ixy + T2xy — 561y + 2° — diz* — 18i2° + 62° — 36:2% — 1822 — 562 — 32: — 16

3. Para cada lateral:

Lateral 1:

Separagao::

pi[1] = 2° + 5z* — 202° — 1022? — 125z + 25

3.5.1 11p=[[0,1]], 3.5.2 11n=[]. 11[1]=[[0,1]

Po(1] = —92* — 382> — 202% + 110z + 125

3.5.3 12p=[].

3.5.4 12n=(]. 12[1]=]].

3.5.5 Nao ha sobreposi¢oes

3.5.12 lcomb(1]=[[0,1,1,n,p1,0,1]].
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(1]

(2] [1]

-

(a)[2] ~{3] (b) [4] —{1]

FIGURA 2.15 — Imagem de p(z) = z° + (5 — 44)z*+ (6 — 18¢)z® + (=18 — 367)=?
—56z — 16 + 32¢ no quadrado de lado |

Lateral 2:

Separagao::

P1[2] = 10y* — 34y° — 40y + 142y — 78,

3.5.1 l1p=[[1,1]], 3.5.2 l1n=][], 11[2]=[[1,1]]

P2[2] = y® — 4y* — 36y° + 114y* — 49y — 26.
3.5.3 12p=([[1.,1]]. 3.5.4 12n=[[-1,0]]. 12[2]=([-1.0].[1.1]].
3.5.5 Nao ha sobreposicoes

3.5.12 lecomb|2]=[[-1,0,1.n.,p2,0.2],[1,1.1,a.p1.3.2]]
Lateral 3:

Separagao::

71[3] = 2° + 52! + 122° + 627 — 13z — 11,

3.5.1 11p=[[1,1]], 3.5.2 lln=[[-1,-1]], 11[3]=[[-1.-1],[1,1]]
Po[3] = 2 + 22° — 42? — 22 + 3.

3.5.3 12p=([L,1]],

3.5.4 12n=[[-1.-1]]. 12[3]=[[-1.-1],[1.1]).

3.5.5 Nao ha sobreposicoes

3.5.12 lcomb([3}=[[1.1,1.a.p1.3.3].[-1.-1,1,a.p1.4,3]]
Lateral 4:

Separagao::

P,[4] = —2y° + 16y* — 34y + 20,

3.5.1 l1p=[[1,1]], 3.5.2 11n=][], 11[4]=[[1,1]]

P2[4] = y* — 4y + 4y° + 6y — 17y + 10,

3.5.3 12p=[[1,1],[1,2]]. 3.5.4 12n=]], 12[4]=[[1.1]).
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FIGURA 2.16 — Zeros de p(z) = 2°+(5+35)=" +(T—1) 22 +( & =222 +(6—i)z—2-21

3.5.5 Nao ha sobreposicoes

3.5.12 lcomb|[4]=[[1.1.1,a.pl.4.4]].

4. Classificagao :

Os dados resultantes da classificagao serao colocados na seguinte tabela.

k [ ei [ es | tipo | poli | canto | lat | qant | gei | ges | gprox | classif | incr

1101 n pl 0 1 9 517 i [:1b | +1
2(-110| n p2 0 2 T 7|1 9 [:1b | +1
3111 a pl 3 2 1 919 9

1 1 T T V:id | +3
4{-1|-1] a pl 4 3 9 91 9 5

T 715 5 V:ld | +3

1414343 _ 9

Logo. ntrocas = %

Exemplo 2.2.7 Seja p(z) = 2°+(5+3)2 +(T—1)2°+ (3 -2 )22 +(6—1): —2—2i com
b=1 e cujos zerossdozlz—%+%i. =1, 23=—1, y=—1+1t e35=-2-—N
O quadrado com a localizagao dos zeros estd na figura 2.16.

Resultados Parciais:
1.Inicio dos variaveis.
2.Especializagao.

3. Para cada lateral:
Lateral 1:

Separacao:: .
Bil1]= 2~ —I; % -z — % — 15z.
Pyll] = =2 — 152% — 8= 4 52

3.5.1 11p=[[0.0]],

3.5.2 lln=([-1.-1]], 11[1]=[[-1,-1],[0.0]]
3.5.3 12p=[[0.0],[0.1]],

3.5.4 12n=[], 12[1]=[[0.0],[0.1]]

3.5.5 Nao ha sobreposigoes
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3.5.12 lcomb[1}=[[-1.-1.1.n.p1.1.1],[0.0.1.a.p1.0,1).[0.1.1.n.p2.2.1]].
Lateral 2:

Separacao:: )

(2] = 5 43 — L L 5y 105

P2l =y + 52& —31y* + %‘i + 57y — 5.

3.5.1 11p=[[0,1]],

3.5.2 l1n=[[-1.0]], 11[2]=[[-1,0],[0.1]]

3.5.3 12p=[[0.1]],

3.5.4 12n=[]. 12[2]=[[0.1]].

3.5.5 Ha sobreposicoes . refina:

11[2]=([-1.0],[1/2.1],{0.1/2]] 12[2]=[[0.1/2]]

3.5.12 lcomb[2]=[[-1.0.1.n,p1.0,2],{0,1/2.1.n.p2,0.2].[1/2.,1.n.p1.0,2]]
Lateral 3:

Separagao )
p1[3] +T dr 3—222'1—51“
Bp[3] = L=+ 132% + 22 — o

3.5.1 1p=[[ 0]},

3.5.2 l1n=[[-1.-1].[-1.0]]. 11[3]=[[-1.-1],[-1.0],(0,0]]

3.5.3 12p=[[0.0].[0,1]],

3.5.4 12n=[[-1,-1]], 12[3]=[[-1.-1],[0.0],[0.1]].

lcomb[3]=[[0.1.1,n,p2,0,3],(0,0.1,a.p1.0,3],[-1,0.1,n,p1,0,3],
[-1.-1,1,n,p2.,4,3]].

3.3.5 Nao ha sobreposicoes

Lateral 4:

Separagao:: i

Pil4]= -3 -3y + %+ 3y - 3.

Pold] = y° + & — 3% — % 4+ 7y — |

3.5.1 11p=[[0,1].[1,1]].

3.5.2 lln=[[-1,-1]], 11[4]=[[-1.-1],[0.1],[1,1]]

3.5.3 12p=[[0,1],[1,1]].

3.5.4 12n=[], 12[4]=[[0.1],[1,1]].

3.5.5 Ha sobreposigoes

11[4]=([-1.-1],[1/2.1],[1.1]], 12[4]=[[0.1/2],[1.1]]

3.5.12 lcomb|[4]=[[1/2,1,1.n,p1,0,4], [1,1,1.a,p1.4,4], [0.1/2,1,n,p2,0,4],
[-1,-1,1,n,p1,1,4]].

4. Classificagao:

Os dados resultantes da classificagao serao colocados na seguinte tabela.
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k | el | es ! tipo | poli | canto | lat | qant | qei | ges | gprox | classif | incr

110 0] a ] pl] 0 |1 219797 9
3 317 1 [Vile | +2
ol ol 1] alp2l 0 1] 9 |ol1] 1 | L[+
3] -1 0 n pl 0 2 1 1] 3 3 Llb | +1
110 |1/2] n | p2 0 2 3 315 5 I:lb | +1
5 11/2 1 n pl 0 2 5) 5 | T 7 L1b | +1
6| 0| 1| n |p2| 0 | 3] 7 |7]9] 9 L1b | +1
710l 0| a|pl]| 0O |39 99| 9
'; Tl 5] 9 |IVile| 42
3| -1 0 n pl 0 | 3 9 99 9 I:buc
(3] 9 3] T |9 +1
9|-1|-1|a |pl| 4 (3|5 |9]09 9
9 | 715 7 | Vid | +3
1f1/21 1| n | pl 0 41 9 |97 7 I:1b | +1
110 (1/2 n | p2| O | 4| 7T | 7|1 [ 2 | Llb |+l
12 | -1 -1 I pl 1 | 4 1 J 2| 2 9
| | 1 |1 ]3| 3 |ILb | 41

; T
Assim temos ntrocas = 3X1+2x2+1+3 _ 4

De fato, ha um sé zero no interior do quadrado inicial e trés zeros localizados
na fronteira que foram contados no programa, perfazendo o total de 4 zeros no
quadrado.

Exemplo 2.2.8 Seja considerado agora o mesmo polinomio p(z) = z° +(5+5)z* +

(T—9)2+ (3 -5+ (6-9)z—-2—2 comb=2.

Resultados Parciais:
1.Inicio dos variaveis.
2.Especializacao
3. para cada lateral:
Lateral 1:
Separagao::
By[l] = 25+ Z2° — 2923 — 182 _ 905 4 49,
3.5.1 11p=[[0.2]],
3.5.2 lln=[[-2.-2].[-2,0]], 11[1]=([-2.-2],[-2,0],[0.2]]
Byll] = —182% — 2953 + 4822 4 101z + 24
3.5.3 12p=[[0,2]]
3.5.4 12n=[[-2,-2],[-2,0]] 12[1]=[[-2.-2,],[-2,0],[0,2]]
3.5.5 Ha sobreposigoes
11[1]=([-2,-2],[-2,-1],0.1]] 12(1]=([-2.-2],[-1,0],[1,2]]
3.5.12 lcomb[1]=[[-2,-2.1.a,p1,1,1], [-2.-1.1.n,p1.0,1], [-1.0,1.0.p2,0,1],
[0.1,1,n,p1,0,1], [1,2,1,n,p2.0,1]].
Lateral 2:
separagao
(2] = 5 4+ 3y — B¢ 4 3y 1180,
3.5.1 11p=[[0,2]],
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FIGURA 2.17 — Imagem de p(z) = z° + ( + Y+ (T=0)2 + [% - %}2 + (6 —

i)z — 2 — 2i no quadrado de 1;do 2

3.5.2 11n=[[-2.0]], 11[2 ]: [-2.0].[0.2]]
P2l =y + E_:- — Ty + —:2L 304y — 10.
3.5.3 12p=[[0.2

3.5.4 12n=[. 12[21=[[0.2]].
3.5.5 Ha sobreposigoes - refina
1[21= [-2.01.(1/2,1]] 12(21=[[0.1/2]
3.5.12 lcomb[2]=([[-2.0,1,n.p1.0.2],[0.1/2.1,n,p2.0.2], [1/2.1.1.n.p1.0.2]]
Lateral 3:
separacao
53] = ® + & — 372 — 48 _ 942 4 30,
3.5.1 11p=[[0,2]],

3.5.2 lln=([-2,-1],[-1.0]}. 1[1]=[[-2.-1],[-1.0],[0.2]]
3] = 21; + 972° 103:5‘ 792
5.3 12p=[[0.0],{0,2]]
3.5.4 12n=([[-2,0]], 12[1]=[[-2.,0],[0.0].[0.2]].

3.5.5 Ha sobreposic¢oes - refina
11[3]=[[-2.-7/4],[-1.0].[0,1]] 12{3]=[[-3/2.-1],[0,0].[1.2]]
3.5.12 lcomb(3]=[[1.2,1,n,p2,0.3], [0,1,1,n,p1,0.3], [0.0.1,n,p2.0.3],
[-1,0,1,n,p1.0.3], [-3/2.-1,1.n,p2.0.3], [-2.-7/4,1.n.p1.0.3]]
Lateral 4:
Separagao:
P14 = 1—32"——-3_1;3—‘-6—2”—+93y—20
3.5.1 11p=[[0,2]], 3.5.2 11n=[[-2,2],-2,0]]. 11[1]=[[-2.-2].[-2.0].[0.2]]

Pa
3.
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3.1
3.5
11
3

4
.5 Ha sobreposicoes

[
5
4
5

[-2.-1,1,n,p1,0,4], [-2.-2.1.a.p1,1 4]]
4. Classificacao :
Os dados resultantes da classificacao serao colocados na seguinte tabela. para sim-

plificar a saida.

69

=9+ L —19y° — B 4 36y + 10,
3 12p=[0.2]]. 3.5.4 12n=[[-2.-2],[-2.0]] 12[1)=[[-2.-2].[-2.0].0.2]].
3

1={[-2.-2],[-2.-1].[0,1]] 12[4)=[[-2.-2].[-1.0].[1.2]
12 lcomb|4]=([[1.2.1.n,p2,0.4], [0,1.1.n,p1.0.4]. [-1.0.1.n.p2.0.4],

k | e es | tipo | poli | canto | lat | qant | gei | ges | gprox l classif | incr
1] -2 ] -l n | pl 0 1 9 |93 ]| 3 [1b | +1
21 -1 10 | n [p2| 0 1] 3 |3|5]| 5 |Llb |+l
310 1 n | pl 0 1| 5 |53 |7 7 Lib | +1
1 1 2 n p2 0 1 7 T 1 1 [:1b | +1
3 -2 0 n pl 0 2 1 1 3 3 [:1b | =1
6 0 1/2 | n p2 0 2 3 3 15 5 I:1b | +1
T | 172 1 n pl 0 2 ) 3 T T L1b | =1
s| 1] 2 | =al|p2| 0 [3]| 7|71 1 Llb | +1
9 0 1 n pl 0 3 1 | 4 4 [:1b | =1
10| 0 | 0| a|p2| 0 [3] 4 |a|4]| 1 |

1 | 3|5 | 7 |HIib| 41
11| -1 0 n pl 0 3 -4 4 T T I:1b ‘ ~+i
12 1-3/2] -1 n p2 0 3 7 711 1 L1b | +1
13| -2 |-7/4| n | pl 0 3] 1 1|3 3 Llb | 41
14| 1| 2 | n|p2| 0 [a| 3 [3]5] 5 | Lib |1
15 0 1 n pl 0 4 5 5 T T [:1b | =1
6] -1 |0 |a |p2| 0 [a| 7 |7]1] 1 | L ‘ +1
17| -2 -1 n pl 0 + 1 1 9 9 II:1b | +1
18| -2 -2 a | pl 1 4 9 919 9 IL:1b | +1

1 3 11 3 Vid | +3

Assim temos ntrocas = %ﬂ = 5, sendo que agora apenas um zero esta na

fronteira do quadrado caracterizando um ponto critico ambiguo que é canto. para
k = 18 que foi considerado na lateral 4 e o ponto critico & = 10 foi gerado pela
localizagao exata de um zero, a saber o zero nulo, de p,(3].
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FIGURA 2.18 — Método de Wilf

2.2.7 Método de Brunetto ou Wilf Modificado

O processo de Wilf. ver [WIL 78] combina as seqiiéncias de Sturm e o prin-
cipio do argumento para enumerar os zeros no interior de uma regiao retangular.
Combinando as férmulas 2.10 e 2.11 encontramos o numero de zeros no interior do
retangulo R é dado por:

3 (Vi(|Qxk+1 — Q]) — Vi(0)) . (2.20)

k=1

N(p,R) =

| =

kesimn

onde Vi(t¢) indica o numero de variagoes de sinal na sequéncia de Sturm

avaliada em t. Pode ser escrita ainda como:

4
> (V({l;) = V(0)) (3

=1

;\" =

[ A]
o
L
—

v

| =

onde /; é a lateral j.
Sejam @, 2. @3 e Q4 os vértices de um Retangulo R no plano complexo e
p(z) o polinémio do qual desejamos o numero de zeros. Ver a figura 2.18.
Procedimento

e (1) Obter o polinomio transformado correspondente a lateral mapeada no eixo

T com seu ponto inicial na origem (0,0). Este polinémio é indicado por:

pm;(z) = p(t;(z)) onde

isto significa substituir z por Q4 + :*7'¢ onde ¢ é uma variavel real, ou seja
tomar a direcao QrQr+1-

pm;(z) = aj(z) +18;(z)

hh=Q1+2 ta=Q2+1z
13:Q3—3 f4=Q4-—3.2

e (2) Separar a parte imaginaria e real de pm; em dois polinémios a;(z) e 8;(z).
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FIGURA 2.19 — Divisao do Quadrado

o (3) Gerar a seqliéncia de Sturm associada a lateral j calculando o numero de
zeros em cada lateral e aplicar a formula 2.20.

No procedimento implementado no trabalho de [BRU 94] partimos de um
quadrado de semi-lado pela cota usada no método de Uspenskyv Modificado. usando
2.12 e calculamos o total de zeros pela férmula 2.21.

Para isolar cada zero num subquadrado. subdividimos o quadrado original no
seguinte procedimento recursivo:

e (1) obter o centro do quadrado: =z,

e (2) determinar os polinomios transformados que fazem o mapeamento da linha
horizontal central e da linha vertical central no eixo « :

p(z +z:) p(iz + 2).
e (3) gerar duas novas seqiiéncias de Sturm para os polinémios gerados.

o (4) obter os extremos de cada intervalo de acordo com a seqiiéncia que esta
sendo utilizada, determinando o numero de zeros neste subquadrado.

Na figura 2.19 que mostra o quadrado bisseccionado. ST, indica a seq. de
Sturm para cada lateral. 2 = 1(1)4 e no caso dos subquadrados, usamos ST5 na
horizontal e ST na vertical.

A contagem de zeros em cada subquadrado é feita de modo analogo, com a
formula 2.21 onde é feita a reutilizagao das seqiiéncias deslocando devidamente as
origens de cada uma delas.

Esta formula exige que nao haja zeros na fronteira. Como o processo, no
quadrado inicial parte de uma cota, assumimos que nao ha restri¢ées no inicio. Du-
rante a subdivisao isto pode ocorrer. Se o mde dos polinomios iniciais da seqiiéncia
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de Sturm para cada lateral j. indicado por h; for constante. entao nao existem zeros
sobre a lateral j. Caso contrario. pode haver ou nao zeros sobre a lateral. Se h; nao
é constante. verificamos se ele possui zeros reais ou nao. utilizando a sequéncia de
Sturm para o polinémio e sua derivada: fo = h;.e fy = h’. Se h;, nao contém zeros
reals. o procedimento continua como no caso em h; € constante: caso contrario. o
lado associado é marcado que contém zeros e seu numero € acrescentado a b;.

A férmula final. neste caso. fica modificada para

2| —

4
N =3 (V(l;) = V(0)) = > b (2.23)

=1 ey

2.2.8 Algoritmo de Brunetto

As estruturas usadas no algorimo sao basicas e constituidas principalmente de
listas. vetores e pilhas.
Estruturas de Dados do Algoritmo

e g[i].7: 1(1)4 vetor dos vértices do quadrado ou subquadrado.

e /p lista dos vértices noroeste dos quadrados onde pesquisamos o numero de
zeros. seguido do tamanho do lado do quadrado.

Ip = [q[i].2 % b]. b: cota superior dos zeros do polinémio.

o [stu : lista dos polinémios que constituem a sequéncia de Sturm. para cada
lateral do quadrado. seguido do nivel da subdivisao. vértice do canto noroeste.
flagf[i] variavel légica indicando se hd ou nao zeros na fronteira, [front:
seqiiéncia de Sturm da fronteira.

Istu: [f[0], f[1]. ..., f[m]. nivel. q[z], flagf[:]. [front....]

o [is0[ lista dos subquadrados isolados. isto €. contém apenas um zero complexo.
e [ o tamanho do lado do quadrado.

lisol : ([gli). 1. lql. 1] .

o list_interv lista dos intervalos que contém zeros. que estao numa das fronteiras
dos sub-quadrados da subdivisao.

e pilha pilha com nivel da subdivisao, [ tamanho do lado do subquadrado atual
e zc centro do subquadrado atual.

o pilha? pilha com a sequéncia de indices do quadrado pai.

e mlha3 pilha com a diferenca entre o total de zeros ja localizados e o nimero
de zeros a localizar, na atual subdivisao.

e nzeros|i] vetor que armazena o numero de zeros de cada lateral 7 : 1(1)4.

e nzerof[i] vetor que armazena o nimero de zeros correspondentes as fronteiras
¢ : 1(1)8. conforme a figura 2.20 a seguir.

Vejamos o algoritmo principal detalhado:



FIGURA 2.20 — Identifica¢ao das Fronteiras

loczero(pol):=
} frexpand(pol),

3.

SRS N

gl.f

z:varidvel prineipal(f),
n:grau(f) 4.lcoef:pilha:pilha2:pilha3:[].
Istu:lisol:list_interv:[],
nivel:0,
b:cotasuperior(f).
nzeros[if:0 , nzerosf[i]:0 , i:0(1)4.
nzerof[i]:0 , i:5(1)8,
separapartes(f), /* gera a € 5% /
a:content(Re(f)), 3:content(Im(f)). */
= () entdo flagreal : verdadeiro
senao flagreal : falso,

10. q[1]: -b-br, q[2]: b-bi, q[3]:b+bi. q[{]:-b+bi.
11. Ip:[q[4].2*b],

/* gera as transformagées t[1].t[2],t[3],t[4] */

12. obtem._transf(q[1[.q[2].9[3].q[4])
13. para i:1 at€ 4 faga:

13.1 obtem_sturm(i,f),
/* determina o polinomio transformado fc[ij:pm;(z)
separa as partes real € imagindria ay € 5
determina se hd zeros na fronteira do quadrado Q)
determina os polinomios iniciais f[0] e f[1] para formar
a sequéncia de sturm */
13.2 gera_sturm();
/* determina a seqiéncia de Sturm para f[0] e f[1]
lauzr: sequéncia de sturm sti:[ fl0].f[1].f[2].f[3]....f[m] ] */
13.3 flagffi] : falso,
13.4 lauz: append(lauz,[nivel, flagf[i], q[i]]),
13.5 se i=4 entdo dof: cabs(q[1]-q[i])
senao diffi]:cabs(qfi+1]-qfi]),
13.6 calc_nzeros(diffi],0),
/* calcula o nimero de zeros no intervalo diffi], pela
sequéencia de Sturm */



24,
15.
16.
17.

13.7 lstu: endcons(lstu.lauz).
totzeros : (L, nzerosi]),
totzloc: totzeros.
search(lp,lstu).

saida( lisol.list_intery).

Algoritmo Recursivo para Pesquisar e isolar os zeros

search(lista.lstu,pai) :=
se lista =[] entdo para : saida: lisol.

SENA0

1. /* atualiza dados do quadrado pai € 4 subquadrados */

1.1 Laltimo(lista) /2,

1.2 nivel : nivel + 1.

1.3 z¢ : centro do quadrado pat,
1.4 nzeroffj]:0. j:5(1)8.

2. /* faz as transformacoes para eizo vertical (3)
e horizontal (6) */

2.1 determina as transformacoes t[5] e t[6]
2.2 obtem_sturm(3,f).

/* determina fe[3] */

2.3 gera_sturm(),

/* determina sequéncia :st3,*/

2.4 obtem_sturm(6,f).

/* determina fe[6] */

2.5 gera_sturm();

/* determina seqiéncia :st6 */

2.6 Istu:append(lstu, [st3].[st6]),

3. para cada sub-quadrado k do quadrado pai e
enquanto hd zeros para localizar faca:

3.1 obtem_cantos(centro,l k),

/* determina os novos vertices do subquadrado 1 e altera a lista
lista:append(lista,[q[4]],1).
3.2 calc_totzeros(lstu,lk),
/* determina o numeros de zeros em cada lateral em nzerosfi]
se hd zeros na fronteira , calcula o nimero desses zeros em nze-
rof[i], usando a formula 2.23.
coloca tais zeros na list_interv, determina totzeros */
3.3 se totzeros > 1

entdo /* repassa listas das seqiéncias e sturm */

3.3.1 define_lista_st(k.lstu)
/* gera lspar */
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ot

3.2.2 Iscall : ultimo(lista).

3.3.3 empilha (zc.l, nivel) na pilha.
empilha(pai) na pilha?,
empilha(totzloc-totzeros) na pilha3

3.3.4 totzloc:totzeros,

se nivel > 0 entdo pai :k.
3.3.5 search(lscall,Ispar,pai),
3.3.6 se pilha3 = []

3.3.6.1 entao totzloc:0.

3.3.7 sendo

SENaGo

3.3.6.2 totzloc: desempilha(pilha3).
3.3.6.3 nivel :desempilha(pilha).
3.3.6.4 | : desempilha(pilha).
3.3.6.5 zc:desempilha(pilha).
3.3.6.6 pai:desmpilha(pilha?2),

3.3.6.7 lista:remove(primeiro(lista) . lista).

3.3.7.1 se totzeros = 1

greal e nivel =1

3.3.7.2 entdo totzloc:totzloc-1

3.3.7.3 lisol:lisol+ultimo(lista)

3.3.7.4 sendo remove quad da lista 3.4 se fla-

entao se k+1 > 2 entao pode parar.

4. saida (lisol list_interv).

Exemplo 2.2.9 Seja o polinomio p(z) = 27 + (=1 = 2t)z* + (=4 — 147)z — 12+ 18
cujos zeros sao z; = 1 +1.29 = =3 — 21 € z3 = 3+ 31 que estao localizados na figura

2.21.

Seguindo o algoritmo temos:
Ji23 =22 =2z — 4z — 1442 — 12+ 184,
2%,
n:d,
pilha:pilha2:pilha3:[]. lisol:list interv:|]
b:8 |
nzeros|i]:0, nzerof[i]:0 para i:1(1)4,
nzerof[i]:0, i:5(1)8.
separapartes(f)
a:28—22—4z-12, B:2-(z2=T7z49),
9. flagreal:falso.
10. q[1]:-8-8i, q[2]:8-8i, q[3]:8+8i. q[4]:-8+8i. nivel:0
11. 1p:[-8+8i.16] /* quadrado original */
12. obtem_transf(q[1],q[2],q[3].q[4]).
13. para cada lateral 1:1(1)4 faga:

CH =1 O Ot = W 1o —

lateral 1
13.1 obtem _sturm(1.f)
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FIGURA 2.21 — Zeros de p(z) = z® + (=1 — 2i)z° + (=4 — 14¢)z — 12 + 1&

polinémio transformado :
fe[l] : 2% — 26i=* — 252% + 4181z — 20z — 9907 — 1188
separapartes:
oy ;22 —2522 —20z — 1188, 3 :—1322+209: — 495
h[1] : mde(ey. 31) : 1 = este —nao ha zeros na fronteira do quadrado @);. nesta
lateral (i=1).
/* inicia a sequéncia de sturm */
flO] s aa. fl1]: B,
13.2 gera_sturm(); laux:[st1]:[a;. 31, 11353z — 86064. —1]
13.3 flagf[1]:falso.
acrescenta a laux nivel.vértice.flagf. sequéncia de sturm para a fronteira. que no
caso € vazia */
13.4 laux:[st1.0,-8i-8.falso, ]|
13.5 dif[1]:cabs(q[2]-q[1]):16.
13.6 /* calcula numero de zeros reais correspondente a esta lateral ™/
calc_nzeros(16.0) — nzeros|1]:1
13.7 Istu: Istu+ laux.

lateral 2
13.1 obtem_sturm(2,f)
polinomio transformado :
fe[l] : =iz + 26i2% — 2322 — 52iz — 414z — 9587 — 1436
separapartes:
0t —232% + 414z — 1436, Bp: —z3 + 2622 + 52z — 958
h[2] : mde(aq, B2) : 1 = cste —nao ha zeros na fronteira do quadrado @Q;, nesta
lateral (1=2).
/™ inicia a sequéncia de sturm */

f[ol L0, f[l] : Ba



13.2 gera_sturm():

laux:[st2]:[ag, 32.232% + 414z + 1436.151 — 16z.1]

13.3 flagf[2]:falso.

acrescenta a laux nivel.vértice.flagf, seqiiéncia de sturm para a fronteira. que no
caso € vazia */

13.4 laux:laux+[st2.0.8i-8.falso.[]]

13.5 dif[1]:cabs(q[3]-q[2]):16.

13.6 /* calcula nimero de zeros reais correspondente a esta lateral */
calc_nzeros(16,0) — nzeros[2]:2

13.7 Istu: Istu+laux.

lateral 3
13.1 obtem_sturm(3.f)
polinémio transformado :
fe[3] : 2% — 22¢2% + 232% — 322iz — 122 + 770 — 700
separapartes:
az:—z2 + 2322 +12: = 700. 33:11z% — 161z — 385
h(3] : mdec(as, 33) : 1 = cste —nao hd zeros na fronteira do quadrado @;. nesta
lateral (i=3).
/* inicia a sequéncia de sturm */
7101 < a5, f11]: Bs
13.2 gera_sturm(); laux:[st3]:[as, 3. 8008 — 1173z, 1]
13.3 flagf[3]:falso.
acrescenta a laux nivel.vértice flagf. seqliéncia de sturm para a fronteira. que no
caso € vazia */
13.4 laux:laux+[st3.0.8i+38.falso,[]]
13.5 dif[3]:cabs(q[3]-q[2]):16.
13.6 /™ calcula numero de zeros reais correspondente a esta lateral */
calcnzeros(16,0) — nzeros[3]:1
13.7 Istu: Istu+laux.

lateral 4

13.1 obtem _sturm(4.f)

polinémio transformado :

feld] :i2® — 22i2% + 2522 — 44iz — 382z + 1250: + 900
separapartes:

Qy 12522 + 3822+ 900, By:z®—2222 — 442 — 1250

k(3] : mde(ay, Bs) 1 1 = cste —nao ha zeros na fronteira do quadrado Q;, nesta
lateral (i=4).

/™ inicia a sequéncia de sturm */

fl0] : aq, f[1] : B4

13.2 gera_sturm():

laux:([st4]:[ay, B4, 57088z — 466225. —1]

13.3 flagf[4]:falso.

acrescenta a laux nivel,vértice.flagf, seqiiéncia de sturm para a fronteira, que no
caso é vazia */

13.4 laux:laux+[st4,0,8i-8 falso, ]
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13.5 dif[1]:cabs(q[4]-q[1]):16.

13.6 /* calcula numero de zeros reais correspondente a esta lateral */
calc_nzeros(16.0) — nzeros[4]:2

13.7 Istu: Istu+laux.

14. totzeros = %(l +2+142)=3.

Logo ha 3 zeros no quadrado @);.

15.totzloc:3.

16. search(lp,lstu,0) /* Search 1 */

Ip:[-8+8i.16]

Istu:[st1= [% — 2527 — 20z + 1188. =132 + 209z — 495.11353: — 86064. -1,0.-8i-8.
falso.[]]. st2=[—232%+ 414z — 1436, —z° + 2627 — 522 — 958. 2327 — 414241436, 151 —
16z. 1.0.8-8i.falso,[]]. st3=[—2* + 23z — 12z — 700,11262 — 161z + 385.8008 —
11732.1.0.8i+38. falso.[]]. st4=[2522382z + 900, =* — 2227 — 442 +1250. —252% + 382z —
900. 57088z — 4666225. -1.8i-8.false,[]]

nivel:0.
1. /* atualiza dados para quadrado pai ™/
1.1) L:altimo(lista)/2:8.
1.2) nivel:1.
1.3) zc:0.
/* centro do quadrado pai */
1.4) nzerof[i]:0, para i:5(1)8.
2./* faz as transformacoes para eixo vertical(6) e horizontal(7) */
2.1) t[5]:z+zc. t[6]:zc+iz.
2.2) obtem_sturm(5.f).
fe[5]:2® — 2427 — 27 — 14iz — 4z 4+ 18 — 12,
ag: 2 —22—4:—-12, B3 —22—-42-12
h[5]:1 = este —nao ha zeros no eixo z.
fl0]:a — 5 f[1]: 35
2.3) gera_sturm();
laux:st5:[as, 55.84-162.1]
lfront:|]
laux:[st5,1.0,falso.[]]
2.4) Istu:lstu+laux,
2.5 obtem _sturm(6.f).
fc[6]:—22% + 2122 + 22 — diz + 142 4+ 181 — 12
ag:22—142—-12, Bs:—22+2:2—4:+418
h[6]:1 = cste — Nao ha zeros no eixo y.
f[{]]tas f[l] : 55
2.6) gera_sturm();
laux:st6:[ag, Bs. —22 — 14z + 12,82 — 7,1],
lfront:|]
laux:[st6,1.0.falso,[]].
2.7) Istu:lstu+laux,
3. para cada subretangulo de Q; faga:
quad=1 e seja, k=1
obtem_cantos(zc,l.1)
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FIGURA 2.22 — Quadrado guad;;

Ver figura 2.22

lista:[[81-8.16],[81-8.8]]

3.2) calc_totzeros(lstu.k=1.pai=0).
nzeros(1]:0, nzeros[2]:-1, nzeros[3]:0, nzeros[4]:1
Nao ha zeros na fronteira

nzerof[1]:0, nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros : 911%0—'5

totzeros:0
3.3) totzeros) 1 vai para 3.3.7
3.3.7) totzeros # 1 vai para 3.3.7.4
3.3.7.4) lista : remove(iltimo(lista),lista)=[3i-8,16]
totzloc=3 3.4)k + 1 ¥ 2 — continua no préximo subquadrado.
quad=1, k=2
3.1)obtem_cantos(zc,l,2)
Ver figura 2.23.
lista:[8i-8,16,[8i.8]]
3.2) calc_totzeros(lstu.,2.0).
nzeros|1]:1, nzeros[2]:1, nzeros[3]:1, nzeros[4]:1,
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0, nzerof[2]:0, nzerof[3]:0. nzerof[4]:0,
totzeros : z((14+14+1+1)—(04+0+0+0))
totzeros:2 > 1 — subdividird o quadrado Q5.
preparagao
3.3.1 define lista_st(2,Istu)/* repassa a seqiiéncias */
Ispar:[ st1=(st3):[as, 35,84-162,1.1.0.falso,[]], st2=(st2): [-23z*+4142—1436, —z° +
2627 —522—958,23:2—4142+1436. 151 —162, 1.0.8-8i.falso,[]], st3=(st3):[— 23+ 2322 —
122 —700,11262—1612+385.8008—1173z, 1,0,8i+8.falso,[]], std=(st6):[ag, Be, —2% —
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FIGURA 2.23 — Quadrado quad,

14z + 12.8z-7.1.0.falso.[]] |.

3.3.2 Iscall:[8i.8].

3.3.3 empilha(zc=0.1=8.nivel=1) na pilha.
empilha(pai=2) na pilha2.

empilha(3-2=1) na pilha3

3.3.4 totzloc:2.

3.3.5 search(lscall,lspar,pai): Search 2

1. /™ atualiza dados para quadrado */

1.1) Liltimo(lista)/2:4.

1.2) nivel:2.

1.3) zc:di+4.

/* centro do quadrado */

1.4) nzerof[i]:0, para i:5(1)8.

2./* faz as transformacoes para eixo vertical(6) e horizontal(7) */
2.1) t[5]:z+zc, t[6]:zc+iz,

2.2) obtem_sturm(5.f),

fc[5]:23 + 10622 + 1122 + 582 + 42 + 42 — 36,
as 123 +1122 +42-36, Bs:5:2+292z-21
h[5]:1 = este —nao ha zeros no eixo z.

f[0]:ac — 5 f[1]: 35

2.3) gera_sturm():

laux:st:[as, 35.2532+482,1]

Ifront:[]

laux:[st5.2.4i+4.falso,[]]

2.4) Istu:lstu+laux.

2.5 obtem_sturm(6.f),

fe[6]:—iz® — 1022% — 112% + diz + 58z + 42 — 36
ag: 1122 — 582 — 36, Bg: —z3 — 1022 +4iz + 42
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FIGURA 2.24 — Quadrado quady,

h[6]:1 = cste — Nao ha zeros no eixo y.

f0):c6 f[1] : Bs

2.6) gera_sturm();

laux:st6:[ag, Fs, 1122 + 58z + 36, —1948z — 3477, 1],
lfront:]

laux:[st6.1.0.falso,[]].

2.7) Istu:lstu+laux.

3. totzloc:3

quad=2 e k=1

3.1) obtem_cantos(zc.l.1)

Ver figura 2.24.

lista:[8i-8.8.[81.4]]

3.2) calc_totzeros(lstu2.k=1,pai=2).

nzeros[1]:-1. nzeros[2]:0, nzeros[3]:1. nzeros[4]:0

Nao ha zeros na fronteira

nzerof[1]:0, nzerof[2]:0, nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros : 3((—=1+0+14+0)—(0+0+0+0))
totzeros:0

3.3 totzeros »# 1 vai para 3.3.7 3.3.7) totzeros # 1 vai para 3.3.7.4
3.3.7.4) lista2 : remove(uiltimo(lista).lista)=[8i.8]
totzloc=2

Como nao houve zeros em quadsy; continuamos com 2 zeros a serem localizados.
3.4)k 4+ 1 # 2 — continua no préximo subquadrado.
quad=2, k=2
3.1)obtem_cantos(zc=4i+4,1=4 k=2)

Ver figura 2.25.

lista:[81,8,[8i+4,4]]

3.2) calc_totzeros(lstu2,k=2,pai=2),
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FIGURA 2.25 — Quadrado quads,

nzeros(1]:-1, nzeros[2]:1. nzeros[3]:0. nzeros[4]:0.
Nao hé zeros na fronteira

nzerof[1]:0. nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros : 2((=1+1+0+0)—(0+0+0+0))
totzeros:0

3.3)totzeros # 1 vai para 3.3.7

3.3.7) totzeros # 1 vai para 3.3.7.4 lista2:[81,8]
3.4) nivel# 1 — continua no proximo quadrado.
quad=2, k=3

3.1) obtem_cantos(zc=4i+4.1=4.k=3)

Ver figura 2.26.

lista2:[81,8,[4i,4]]
3.2)calc_totzros(lstu2.k=3,pai=2),

nzeros[1]:1, nzeros[2]:1, nzeros[3]:1, nzeros[4]:1,
Nao ha zeros na fronteira

nzerof[1]:0, nzerof[2]:0, nzerof[3]:0, nzerof[4]:0,

3.3)totzeros = 3(14+1+141) totzeros=2> 1 — subdividird novamente. preparagao
Ispar3: stl = [z°—22—42-12,—2*—T7:+9,84—61z.1,1,0, falso.[]]. st2 = [—11z—
582—36, —z°—10z2+42+42,112°4+582+36, —19482—3477,1,2, 4i+4, falso, ], 43 =
(st5) : [+ 1122 +42—36,522+292+ 21,2532 +482,1.2.4i +4, falso, [|]std = (st6) :
[22+142 —12, =2 + 22 — 42+ 18, —2? — 142 + 12,82+ 12.82 — 7,1,1.0, falso. 0]

3.3.2) Iscall3:[4i,4].

3.3.3) empilha(zc=4i+4.1=4.nivel=2)na pilha.
empilha(pai=3) na pilha2

empilha(2-2=0) na pilha3.

3.3.4 totzloc=2

3.3.5 search(lscall,lspar,pai) : Search 3
1. /* atualiza dados para quadrado */



8i

4i“[43 JS]‘h-HIi

i)

-8i

FIGURA 2.26 — Quadrado quadas

1) lndltimo(lista)/2:2.

.2) nivel:3.

3) ze: 2142,

* centro do quadrado */

] nzerof[i]:0. para i:5(1)8.

* faz as transformacoes para eixo vertical(6) e horizontal(7) */
1) t[5]:z+zc. t[6]:zc+iz.

] obtem.stmm[j f).

[3] +diz? + 527 — 2z — 105 + 8,

p2 4522 480 350457 —2:-10

h[5]:1 = cste — nao ha zeros no eixo z.

f0]:a — 5 f[1]:85

2.3) gera_sturm():

laux:st3:[as, 55, ....1]

Ifront:[]

laux:[st5,2,4i+4.falso,[]]

2.4) Istu:lstu+laux,

2.5 obtemsturm(6.f).

fc[6]:—12® — 10iz% — 112% + 442 + 582 + 42; — 36
ag: 1122 — 58z = 36, Bg: —z°—102% +4iz + 42
h[6]:1 = cste — Nao ha zeros no eixo y.

fl0]:ae f[1]: 5

2.6) gera_sturm( ):

laux:st6:[as, 5. .... 1].

lfront:]

laux:[st6,1,0.falso,[]],

2.7) Istu:lstu+laux.

3. totzloc:2
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FIGURA 2.27 — Quadrado quads;

quad=3 e k=1
3.1) obtem_cantos(zc.l.1)
Ver figura 2.27.

lista:[4i,4.[41.2]]
3.2) calc_totzeros(lstu3.k=1.pai=3),
nzeros[1]:-1, nzeros[2]:1, nzeros[3]:0. nzeros[4]:0
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0. nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0.
totzeros : %((—I +14+0+0)—(0+0+0+0))
totzeros:(
3.3 totzeros % 1 vai para 3.3.7
3.3.7) totzeros # 1 vai para 3.3.7.4
3.3.7.4) lista3: remove(ultimo(lista),lista)=[4i.4]
totzloc=2
Como nao houve zeros em quads;; continuamos com 2 zeros a serem localizados.
3.4)k + 1 # 2 — continua no préximo subquadrado.
quad=3, k=2
3.1)obtem_cantos(zc=2i+2.1=2.k=2)
Ver figura 2.28.
listad:[41,4,[41+2,2]]
3.2) calc_totzeros(lstu3.k=3.pai=2),
nzeros[1]:0, nzeros[2]:1. nzeros[3]:0, nzeros[4]:1,
Nao ha zeros na fronteira
nzerof[1]:0, nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0,
totzeros : %((0+1+0+1) —(04+04+04+0))
totzeros:1
3.3)totzeros $ 1 = 1 vai para 3.3.7.1
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FIGURA 2.28 — Quadrado quads;

3.3.7.1 totzeros=1 — val para 3.3.7.2

3.3.7.2 totzloc:2-1:1

3.3.7.3 lisol:[[4i+2,2]]

Logo no quadrado quads; ha um zero localizado.
quad=3, k=3

3.1)obtem_cantos(zc=2i+2.1=2.k=2)

Ver figura 2.29.

lista3:[41.4.[41+2.2],[21.2]]

3.2) calc_totzeros(lstu3d.k=3.pai=2).

nzeros(1]:0, nzeros[2]:1. nzeros[3]:0. nzeros[4]:1.

Nao ha zeros na fronteira

nzerof[1]:0, nzerof[2]:0. nzerof[3]:0, nzerof[4]:0.
totzeros : %((U+l-+—0+ 1)-(0+4+0+0+40))
totzeros:1

3.3)totzeros # 1 =1 vai para 3.3.7.1

3.3.7.1 totzeros=1 — vai para 3.3.7.2

3.3.7.2) totzloc: 1 — 1 = 0 Logo nao ha mais zeros a localizar. no quad 3.
3.3.7.3 lisol:[[4i+2,2],[2i,2]]

Nao avalia quadsy pois totzloc=0.

Volta a Search 2

3.3.6) desempilhar 3.3.6.2) totzloc:desempilha(pilha3):0,
3.3.6.3) nivel:desempilha(pilha):2.

3.3.6.4) l:desempilha(pilha):4.

3.3.6.5) zc:desempilha(pilha):4i+4

3.3.6.6) pai:desempilha(pilha2):2,

3.3.6.7) lista2:remove(primeiro(lista3),listad):[4i+2.2]
Volta a Search 1

3.3.6) desempilhar
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FIGURA 2.29 — Quadrado quads;

3.3.6.2) totzloc:desempilha(pilhad):1,

3.3.6.3) nivel:desempilha(pilha):1.

3.3.6.4) l:desempilha(pilha):3.

3.3.6.5) zc:desempilha(pilha):0

3.3.6.6) pai:desempilha(pilha2):2

3.) volta a quad;s

3.1) obtem_cantos(zc.l.pai)

Ver figura 2.30.

lista2:[16,[81,8],[-8.8]].

3.2) calc_totzeros(Istu.k.pai).

nzeros[1]:1. nzeros[2]:0. nzeros[3]:0. nzeros[4]:1
Nao ha zeros na fronteira

nzerof[1]:0, nzerof[2]:0. nzerof[3]:0. nzerof[4]:0,
totzeros : 3((1+0+0+1)—(0+0+4+0+0))
totzeros:1

3.3)totzeros # 1 =1 vai para 3.3.7.2

3.3.7.2) totzloc: 1 — 1 = 0 Logo nao ha mais zeros a localizar. no quad 1 e dal nao
precisa pesquisar o quadrado quady.
3.3.7.3)lisol:[[4i+2,2],[2i,2],[-8,8]

3.4 termina laco do 3.

acaba search inicial- volta ao loczero
4.lisol=[[41+2,2],[21.2].[-8.8]]

list_interv:[]

A solugao é pois:

e Ha um zero no quadrado quads; com os vértices:
q[1]=2i+2.q[2]=2i+4,q[3]=4i+4 e q[4]=2i, cujo canto noroeste é 4i + 2 e tem
lado 2.
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FIGURA 2.30 — Quadrado quad,;

e Ha um zero no quadrado quadsz com veértices:
q[1]=0. q[2]=2.q[3]=2i+2 e g[4]=2i. cujo canto noroeste ¢ 2i e tem lado 2.

e Ha um zero no quadrado quad;; com os vértices:
q[1]=-8i-8, q[2]=-8i. q[3]=0 e q[4]=-8. cujo canto noroeste é q[4]=-8 e tem lado
8.
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Capitulo 3

ENUMERAGCAO E
LOCALIZACAO DE ZEROS DE
POLINOMIOS INTERVALARES

Inicialmente apresentaremos os problemas que surgem na enumeracao e localiza-
cao dos zeros dos polinomios intervalares. os resultados sobre polindmios intervalares
de Hurwitz e a seguir os novos resultados que podem ser usados para a localizacao
propriamente dita de zeros de polinémios intervalares.

3.1 Colocacao do Problema no Caso Intervalar

No caso de polinomios intervalares a questao da enumeracao e localizacao dos
zeros nao se coloca de maneira analoga ao caso real nem ao complexo, pois na
realidade estamos tratando de uma familia de polinomios.

3.1.1 Caracterizacao da Familia [p]

Vamos tratar neste trabalho dos polinomios intervalares como sendo uma
familia de polinomios reais sobre a variavel real z. Esta familia é dada pelo grau
e pelos coeficientes intervalares. segundo o conceito de Moore, e que sao indica-
dos por A; = [a;, 3;] onde i = 0(1)n. Para que todos membros da familia tenham
um unico grau digamos n. € necessario que A, nao contenha o zero. ou seja, para
A, = [an. 3,] entao 0 € 4, e a, > 0 ou 3, < 0. O polinémio intervalar sera indi-
cado entre colchetes com a variavel entre parenteses: [p](z). A familia serd indicada
apenas pelo polinomio entre colchetes: [p|. O polinémio intervalar na variavel z é
indicado pela notacao [p|(x) e dado por:

n

[pl(z) := [an,Bn)z™ + [@n-1. 3,1_1].1.‘”_1 + ...+ [a1, A1)z + [ao, Bo]

onde [a;.3;] € ITIR . o conjunto dos intervalos reais de Moore.

O gréfico de cada polinomio real da familia [p] pode ser viasualizado aproxi-
madamente atraves do grafico de certos polinomios. Nesta familia vamos destacar al-
guns polinomios especiais. que desempenham uma certa fungao. Seja [p] o polinémio



intervalar de grau n
[p](.r) = .“lnl'n + ."11-_.1_].1"ﬂm1 + ...+ ."'1].1‘ + [‘10.
onde A; = [a;, 3] € IR . r £ R . Vamos destacar os seguintes polinomios:

Definicao 3.1.1 (Polinomios Extremais) Sao polinomios reais formados pelas
possiveis combinagoes dos extremos dos coeficientes intervalares.

Se um polinomio tem k coeficientes intervalares entdao o numero de polinémios
extremais é dado por 2%, Alguns autores também os chamam de polinomios vértices.

Definigdao 3.1.2 (Polinémio Médio) Seja dado [p](z) = Y7 [a:. 3;]z'. O Polinomio
M¢édio € o polinomio real formado pelo ponto médio de cada coeficiente intervalar.

. Q; T D’f i
Pm(x)':z 5 T

1=0 =

Os polinémios extremais do polinémio [p](x) = 2°+[—6. —3]z" +[-28. - 19|z +
[24.60] sao os seguintes:

23 —62? — 28z +24. °—32% — 28z + 4.
z° — 6x% — 28z 4+ 60, z° — 3z% — 28z + 60,
3 —6x2—192 4+ 24, z3-3z%2-19z + 24.
23 — 622 — 192 +60. z3 — 3z% — 19z + 60.

Apenas 6 deles sao vistos na figura 3.1. O polinomio médio é p(z) = z* — 4.52% —
23.5z¢ + 42.

Do conjunto dos polindomios extremais quatro deles se destacam. pois con-
stituem limites de qualquer membro da familia. Em termos pictéricos. isto significa
que todos polinomios tém seus graficos na regiao delimitada por eles. Algebrica-
mente isto € estabelecido pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1.1 Na familia intervalar [p], existem 4 polinomios reais tais que:
(Vp(z) € [pl(2))(Vz < 0)[p2(2) < plz) < pr(2)], (3.1)
(¥p(z) € [p)(z))(Vz = 0)[ps(2) < p(a) < p(2)] (32)

Estes 4 polinomios sao determinados por:

p(z)i= Bo+aiz+ Bz’ + asz® + Bzt + asz® + ...

p2(z) = ap+ I + ax? + Bax® + agxt + B2 + ... ,
pa(z) i= Bo+ Sz + Box? + Bax® + Byt + BFs2® + ... i)
ps(z) := oo+ 012 + agz? + azz® + ayzt + asz® + ...
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FIGURA 3.1 — Alguns polinémios de z° + [—6. —3]z* + [—28. —19]z + [24. 60]

Prova:
Seja p(z) = apz™ + apq ™+ L+ ax? + ayr + ag € pl(z), ou seja a; €
[@1.3i],t =0(1)n € dat o; < a; £ Fi.

Caso I: Seja x > 0. Vamos mostrar que ps(z) < p(z) < pa(z).

Para = > 0 temos a;x* < 3;x* e portanto Yy a;x' < T, Biz'. Logo, p(z) <
pa(z).

Analogamente. temos a;x' < a;x* € portanto, Y, eux' < T,

Assim,

Va > 0)[pa(z) < p(z) < ps(z)).

Caso II: Seja x < 0. Vamos mostrar que p(z) < p;(z)

Consideremos dois casos:

Caso (a): n € par:

Para x < 0 e i = 0(2)n, ou seja, i € par, vale que z* > 0. Dai como a; < 3;,

entao . _
a;z' < Biz',i =0(2)n (3.4)
Para i = 1(2)n — 1, ou seja, 1 € impar, vale que ' < 0. Dai, como o; < a;
entao _ _
a;r' < oxt, 1=1(2)n — 1. (3.5)
Somando 3.4 € 3.5 temos:
n—1

Za.r< Z Bzt + Z oz’

i=0,pares 1=1,impares
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Z a;7' < Jo+ T + Baz’ + oz’ + Byt + ...
1=0
ou seja, para x < 0, p(x) < pi(z).
Caso (b): n € impar:
Neste caso. a formula 3.4 fica:

ar' < Jz'. 1=012)n -1 (3.6)

e a formula 3.3 fica:
¢;z" < oz’ 1 =1(2)n. (3.7)

Somando ambas chegamos. analogamente que (Yx < 0)[p(z) < pi(2)].
Caso I1I: Seja x < 0. Vamos mostrar que py(z) < p(z)
caso (c¢): n € impar:
Para @ < 0 e 1 = 0(2)n — 1 vale, para os indices pares que x* > 0 € como

a; < a; temos
a;r <aixr'. 1=002)n -1 (3.3)

Para i = 1(2)n. ou seja. para os indices impares, como a; < 3; ¢ ' < (. temos
a;x' > 3;x'. entao: _

Jir' < a2t i=1(2)n. (3.9)
Somando 3.8 ¢ 3.9 temos:

n

n=1 mn
Z a;r' + Z gz’ < Za{:'c'

1=0.pares i=1.impares 1=0
[ | _: 1 j ‘3 | 4 4 A 3 < ey
g+ 1T + Qo™ + B3 +agxt + G527 + ... < ) ax'.

Assim, pa(z) < p(z).
Caso (d): n € par:
Neste caso. a formula 3.8 fica:

a;r' < a;x', 1= 0(2)n. (3.10)

A formula 3.9 fica: _ .
giz' < a2’y 1=1(2)n — 1. (3.11)

Somando 3.10 € 3.11 chegamos, analogamente que:

(Vz < 0)[p2(z) < p(z))]
cqd

Definigao 3.1.3 (Polinémios Limitrofes) Os polinomios py(x). pa2(z). pa(z) €
pa(x) sao chamados de limitrofes. Os polinomios p, ¢ ps sio chamados de limitrofes
maximais, sendo p; o maximal negativo e p; o maximal positivo. Os
polinémios p; e p; sao chamados de minimais, sendo p; o minimal nega-
tivo e p; o minimal positivo.
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Os polinémios limitrofes de [p](z) = 2® + [=6. =3]a* + [—28. —=19]x + [24.60]
sao 0s seguintes:

pa(z) =2° — 627 — 282 +24. pa(z) = 27 — 32? — 192 + 60.
pi(z) =2 =32* =282 4+ 60, py(z) =2° — 62 — 192 + 24.

Eles podem ser vistos na figura 3.1 junto com outros extremais.
Disposigao dos Zeros dos Polinémios Limitrofes

Seja [p](x) um polinomio intervalar de grau n da variavel real z e sejam
plz).palx),ps(x) e pylx) seus polinomios limitrotes. A sequencia dos zeros dos
limitrofes segue uma disposi¢ao ou colocagao caracteristica e constante. Os zeros
reais estao naturalmente ordenados no eixo z. Os zeros complexos. se houverem.
ocorrerao sempre aos pares, pois [p| € real. Os zeros complexos podem ser ordenados
no eixo x. pelas suas repectivas partes reais.

Notagao: Zeros dos Polinomios Limitrofes:

Vamos indicar por

z,, os j zeros dos polinomios limitrofes p;.

o 1ndice 7 indica o indice do polinomio.

Por exemplo =33 indica o terceiro zero de p, e z3; indica o primeiro zero de ps.
Naturalmente. os zeros conjugados tém iguais partes reais.

Qualquer polinémio p(z) € [p](z) estd na “faiza” entre py(z) e py(z) para
r < 0. e entre pa(z) e ps(x) para z > 0. O comportamento grafico dos polinomios
de [p] esta obviamente restrito ao comportamento grafico dos polinomios limitrofes.
Quanto maior for o diametro dos coeficientes de [p], principalmente no que tange aos
de maior grau, mais variado serd o comportamento de cada um dos polinémios da
familia. Esta variagao se refere no grafico. a localizagao e ao tipo do zero. Vejamos
alguns exemplos. onde mostraremos os graficos dos polindomios limitrotes e seus zeros.

T

Exemplo 3.1.1 Seja [p| = 2*+[0.75,1.25]2%+[—18.75, —17.75]z*+[—16.25. —15.75]a+
[31.75.32.25] Os limitrofes sdo:

pi(z) = z* +0.752° — 17.752% — 16.257 + 32.25:
pa(z) = z* + 1.252% — 18.752% — 15.75z + 31.75;
pa(z) = z* +1.252% — 17.752° — 15.75z + 32.25;
ps(z) = z* +0.752° — 18.752% — 16.25z + 31.75.

Os zeros estao arredondados para o nuimero de mdquina mais prozimo, com /
casas decimais, € sao o0s sequintes:

1 = —3.720: 212 = —2.119; 13 = 1.000; Z14 = 4.089.

zo; = —4.344: 250 = —1.822: z53 = 0.988; z94 = 3.967.
a1 = —4.159: I3 = —1.967; Z33 = 1022‘ Z34 = 3.853.
Iy = —3.942: Zan = —19?9 Z43 = 0.968: Z44 = 4.203.
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FIGURA 3.2 — Polinémios Limitrofes de [p] = 2! + [0.75.1.25]z°® +
[—18.75. —=17.75]2% + [-16.25. —15.75]z + [31.75, 32.25]

A sequéncia dos zeros €:
215 T31. F41s F11, 0 F12- $424 732,522 243, 7234 T13- 733- 0 2340 2240 D145 T44

Os polinomios limitrofes e os zeros aparecem. fora de escala € aprozrimadamente na
figura 3.2.

No eizo negativo os limites dos intervalos sao dados pelos polinomios py e py
ao passo que no eixo positivo, pelos zeros de ps e py. Estes pontos delimitam todos os
zeros de qualquer p € [pl. Todos os zeros sdo reais € podemos dizer que no intervalo
(221, z11] todo p € [p| possui seu primeiro zero negativo; em [z14, 23] seu sequndo zero
negativo; em [z43, z33] seu primeiro zero positivo e em [z34, z44] 0 sequndo e iltimo
zero positivo.

Exemplo 3.1.2 Seja [p] = 2* + (6.5, T]z” + [5.5.5]z* + [-32, —30]z + [—32. —30] Os
limitrofes sao:
pi(z) = z* +6.52° + 5.52% — 32z — 30;

p2(z) = z* + T2° + 52 — 30z — 32;
pa(z) = 2* + T2® + 5.52% — 30z — 30;
pa(z) = =% + 6.52° + 52 — 32z — 32.

Ver figura 3.3.0s zeros sdo:

211,12 = —‘3805 + 1.167z; Z13 = —0928. Z14 = 2.038.
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1 Intervaic sz’ com zeros reals
PITIT
' + Regiaoc com zeros reals = complexecs

FIGURA 3.3 — Polinémios Limitrofes de [p]
[—32. —30]z + [—32. —30]

4142 = —3.779 = 0.913:: Z43 = —1.018: 44 = 2.077.

A seqiéncia dos zeros €:

I21-%31. Z41 = T42, %11 = f12- 232- %220 223.%33- S43. 713 T34 224- T145 244

Analisando os resultados dos zeros dos limitrofes e os seus grdficos, podemos dizer

que na regiao retangular salientada na figura 3.3, qualquer polinomio ou possui
zeros negativos ou possui 2 zeros complezos. No intervalo [z23, z13] cada polinomio

possut um zero negativo € em [zay, z44) um zero positivo.

Exemplo 3.1.3 Seja [p| = 27 +[—4,1]2%+[3,4]2® + [-5,1]z* +[3.4]2® + [-1,2]z? +
[5,6]z + [—5,3] Os limitrofes sao:

nz)=z" +2°+32°+ 2+ 32+ 222 + 5z + 3:
pa(z) = 27 — 42° + 42° — 52* + 42° — 2% + 6z — 5;
pa(z) =2 + 28 +42° + 2% + 423 + 227 + 62 + 3;

pilz) = r" —42°% + 32 — 521 + 32% — 2% + 5z — 5.

Ver figura 3.4.0s zeros sao:



FIGURA 3.4 — Polinémios Limitrofes de [p] = 27 + [—4, 1]z + [3. 4]z +[-5.1]z* +
[3,4]2> + [—1.2]z? + [5.6]x + [—5.3]
1112 = —0.72 = 1053 Z13 = —0.59: 21415 = —-0.29 £ 145? 1617 = 0.81 +0.85:.

= —0.69 = 0?12 Z9324 = —0.17 = 1.302: I = 0.940: log = 1.00: I = 3.08

2122 =
I3132 = —0.39 £ 1.04z: I3z = —0.49: 23435 = —0.42 £ 1.70z: I36.37 = 0.77 £ 0.87:.
Z41.42 = —0.70 = OTOZ 243,44 = 0.11 + 1293 245,46 — 0.85 + 035? 47 = 3.47

A seqiéncia dos zeros €:

211 = 212, 241 = Z42. 221 = 292,231 = 232, 213, 233. 234 = 235

214 = 215,243 = %44, 323 = 324,336 = 23T, 245 = 246, 225, T26, 2272 247

Neste exemplo, nao podemos separar as informacoes relativas a cada zero de cada

polinomio ou mesmo de alguns dos zeros.

Observamos que quando os zeros sao todos reais a seqiiéncia pode ser par-
ticlonada em n grupos. Caso contrario. isto nao acontece. Além disso, nos dois
primeiros exemplos o zero nao esta em nenhum dos coeficientes da familia, ao passo
que, no terceiro ha zeros em véarios coeficientes, produzindo um "faixa” onde nao
conseguimos isolar os zeros reais, ou os complexos em regides bem delimitadas grafi-

camente.
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3.1.2 Enumeracao dos Zeros de [p|

Enumerar os zeros da familia [p] é enumerar os zeros de cada um dos polinémios
da familia.

3.1.2.1 Enumeragao dos Zeros Reais de [p|

A Regra de Descartes esta na base dos processos de enumeragao vistos no
capitulo dois. Esta regra pode ser facilmente adaptada ao caso intervalar.

Teorema 3.1.2 (Regra de Descartes para o polinomio intervalar) Seja dado
um polinémio intervalar [p| de grau n.na varidvel . Se (Vi.i = 0(1)n)[a; 20V 3; <
0] entdo vale a Regra de Descartes, isto €. o numero de zeros positivos de qualquer
p(z) € [p] nunca € maior que o numero de trocas de sinal T'. na seqiéncia dos seus
coeficientes nao nulos. Se € menor, entao € sempre por um numero par.

Prova:

Todo polinomio p € [p| tem coeficientes reats € como o sinal de cada coeficiente
intervalar nao muda, pela hipotese. entio a seqiéncia de sinais de qualquer p € a

mesma que a sequéncia dos sinais dos coeficientes A;.t = 0(1)n. Logo podemos
aplicar a regra de Descartes para a sequiéncia dos sinais de A,.
cqd

Exemplo 3.1.4 Seja
[pl(z) = z* + [=17. —16]x> + [34,47]2? + [172.432]z + [—1440. —420]

A seqiéncia dos sinais € +.—.+.+.— e portanto T = 3 Analisando o grdfico de
(p] pelos polinomios limitrofes. vemos que hd polinomios com 3 zeros positivos e
outros com um so zero positivo. Analisando a seqiéncia dos sinais de [p|(—2z)
temos o sequinte polinomio transformado: [p)(—z) = x* + [16.17]2° + [34,47]z* +
(—432. —172]x + [—1440. —420] cuja seqiéncia de sinais € +.+,+,—.— que resulta
em T' = 1. Assim todo polinémio p € [p] possui um zero negativo. Ver figura 3.5.

Se, por outro lado. ocorre que algum dos coeficientes de [p] possui o zero. isto
é . troca de sinal, entao existem duas possibilidades de variacao de cada coeficiente
nesta situagao: o valor positivo e o negativo. Assim. se em k coeficientes tivermos
que 0 € A;. 0 < k < n — 1, entao teremos 2% seqiiéncias de sinais diferentes,
produzindo, cada uma delas, um valor para T.

A enumeragao efetiva dos zeros de um polinémio real pode ser obtida pelos
meétodos vistos na capitulo dois. tendo cada um suas peculiaridades. A enumeracao
dos polinémios limitrofes. mesmo analisando o maximal e o minimal de cada semi-
eixo, nao é suficiente para determinar o nimero de zeros de qualquer polinémio da
familia. Vejamos os resultados do exemplo anterior.

Exemplo 3.1.5 Os polinomios limitrofes do polinémio anterior sao:
p(z) = z* — 172% + 472% + 1722 — 420, py(z) = z* — 162> + 3422 + 4322 — 1440

p3(z) = 2 — 162 + 472% + 4322 — 420, py(z) = z* — 172° + 342% + 1720 — 1440



97

200k - E
i . P TERT L Yk, S R
i o gL et e e -
. - e e T D —
e VA M ) T A e
; ;
[] \ o o :- ;
. s
s N,
- —'.r’ h
——
1000 - i o
=300 -|
< il ] n 15

FIGURA 3.5 — Polinémios Limitrofes de [p](z) = z* + [=17. —16]2° + [34.47]z* +
[172.432]z + [—1440, —420]

O nimero efetivo de zeros positivos de ps e py € 1. respectivamente o mazimal € o
minimal, mas o nimero de zeros positivos de py € trés. e p; evidentemente, esta na
faiza determinada por ps € py. O resultado € compreensivel uma vez que T = 3.

Assim sendo. a Regra de Descartes € valida para polinomios intervalares desde
que 0 € A;. i = 0(1)n. e entdo temos algumas situagdes onde a enumeragao €
univocamente definida. Neste caso, se 0 numero de trocas de sinal 7" é nulo entao
podemos garantir que nenhum polinémio p € [p] possui zeros positivos. Se T' = 1
entao podemos garantir que todos polinémios p € [p] possuem um zero positivo.
Analogamente. os resultados valem para T’. o numero de trocas de sinal de [p](—z).

3.1.2.2 Enumeracao dos Zeros Complexos de [p]

Uma regra menos geral que a regra de Descartes € a regra de Gua pois ela nao
fornece o niimero dos zeros e sim um indicativo de que pode haver zeros complexos.
Contudo, poder ser que um polinomio tenha zeros complexos mas a hipétese da
regra nao seja satisfeita. a condigao € apenas suficiente.

Teorema 3.1.3 (Regra de Gua para Polinomios Reais) Dado p(z) de grau n
sem zeros nulos e se para algum k, 1 < k < n. tivermos

2
ap < Q-1 * Qg

entao p(x) possui zeros complezos.

Teorema 3.1.4 (Regra de Gua para Polinomios Intervalares) Seja [p] tal que
0€ A; = [ai, B). ¢ =0(1)n. Se para algum k, 1 < k < n . tivermos, para
P = Ak X A = [7-'&1Pk]-

min{a}, 37} < ps. (3.12)



entao p| possui polinomios com zeros complezos.

Prova:

Na formula anterior o produto € o produto intervalar. que contém justamente
todos os produtos possiveis de qualquer elemento dos dois fatores Ay_1 € Apry. Como
no lado esquerdo da formula 3.12 estamos considerando o minimo dos quadrados dos
extremos do intervalos Ay seque que esta formula generaliza a condig¢do de Gua para
intervalos. Logo. se a regra de Gua € satisfeita em um dos polinémios da familia
\pl. entdo a condigdo 3.12 também € satisfeita.

cqd

Exemplo 3.1.6 Seja [pl(z) = [1.2]2% + [2.3]a? + 2% + 227 + [-6. =5z + [3.4]
Para k = 3 vale que min{1%.1°} =1 ¢ [2.3] x [2.2] = [4.6] Logo 1 < 6 entdo

[pl possui polinomios com zeros compleros. a saber todos polinomios limitrofes tém
zeros compleros.

3.1.2.3 Seqiiéncia dos Zeros de [p/

Observando a sequéncia dos zeros dos limitrofes podemos chegar a algumas
conclusoes. Seja O_ a sequéncia de todos os zeros reals negativos dos polinomios
maximal e minimal negativos. Seja Q. a seqliéncia dos zeros reais positivos dos
polinémios maximal e minimal positivos. Vamos renomear um zero de um polinomio
maximal por Z (maiusculo) e um zero de um minimal por z (minusculo).

No exemplo 3.1.1. observando a figura 3.2. e omitindo os zeros que nao sao
referentes ao maximal ou ao minimal. temos:

O- = {z01.Z11.Z12. 222}

Oy = {z43. Za3. Z34. 244}

Para cada seqiiéncia de zeros consecutivos do mesmo polinémio. consideremos
apenas um deles. desprezando os indices. temos:

O_={z.2,z}

O = {z:Z,%}

Observamos que ha #0” — 1 =3 — 1 = 2 intervalos que possuem zeros reais
negativos de [p], a saber [z;1. Z11] e [Z12, z22]. O mesmo vale para a seqiiéncia dos
positivos e temos #O’, —1 =3 — 1 = 2 e os intervalos sao [z43, Z33] € [Z34. z44].

No exemplo 3.1.2 temos:

Q. = {221- <22, 223, Z13}

O+ = {234-344}
& ==, 2}
0, ={2,2)

Logo. temos #0O” — 1 =2 — 1 = 1 um intervalo com um zero negativo e um
positivo, que sao:[zy3. Z13] € [Za4. z44), respectivamente, pois #0), —1=2-1=1.



99

2
i it eants S e e
s || e EraneSemaeSaen- 3100 :
| et En a1 — |
| et Eranedinma i Serenl- P 120 < |
4@
m;. b
: |
ool
1wt i ;
A
B i,
H —-'—“’\\ :
i A — i :
{! ; N 1
100 p : .r_ IR
| 3 \-.:'j
] B - 4
L R g

FIGURA 3.6 — Polinémios limitrofes de [p](z) = 22° + [25.26]x* + [94,95]2" —
(95.96]2* + [—98. —97]x + [-120. —110]
Ja no exemplo 3.1.3 nao existe um intervalo que contenha todos os zeros reais
negativos ou positivos, de forma isolada.

Exemplo 3.1.7 Seja [p](z) = 22°+(25.26]z*+[94. 95]2%+[95. 962 +[—98. —97T]x ~
(=120, —110], visto na figura 3.6

O_= {211-321‘322~323-524-212} O+ = {213-244}
O ={Z,2. 2} Op={Z, 2}

Assim temos #0O". — 1 = 3 — 1 = 2 intervalos que so contém zeros reais negativos
de qualquer p € [p], a saber [z11.221] € [224. Z12] € temos #O'. =2 — 1 =1 intervalo
que contém so zeros positivos que € [Zya, z4a).

Se todos polinomios de [p] possuem so zeros reais e distintos. entao a seqliéncia
de zeros obedece a um padrao que varia conforme n for par ou impar e o sinal do
coeficiente dominante for positivo ou negativo. Vamos considerar. sem perda de

generalidade, que a, > 0.
Vejamos os casos possiveis:
Seja n = 2, entao temos trés situagoes para o grafico dos limitrofes e para os

zeros de [p].
(a) Todos os zeros sao negativos, ver figura 3.7. Os intervalos sao:

Z = (221, Zu) U [Z12, 221

(b) Todos sao positivos, ver figura 3.8. Os intervalos sao:
Z = 241, Z31) U [ Z32, z40]
UFRGS
NSTITUTO DE INFORMATICA

P R e—— N ]
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FIGURA 3.7 — Grau 2:Dois zeros negativos

(c) Um é negativo e o outro é positivo. ver figura 3.9.

Z = [z31, Zn1),U[Z31, 242)

Seja n = 3. entao temos quatro situagoes para o grafico dos limitrofes e para
os zeros de [p].
(a) Todos os zeros sao negativos:

Z = [Z11, 2] U [222, Z12) U [Z13, 223)

(b) Todos sao positivos;

Z = [Z31,201) U [242, Z32] U [Z33, 243]
(c) Um zero é negativo e dois positivos:

Z = [Zh,z20) U [z42, Z32| U [Z33, 243]
(d) Dois zeros negativos e um positivo: Ver figura 3.10.

Z = [Z11,2z21]) U [222, Z12] U [ Z33, 243)]

Seja n = 4, entao temos cinco situagoes :
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FIGURA 3.8 — Grau 2:Todos zeros positivos

=

FIGURA 3.9 — Grau 2: Um zero negativo, um zero positivo



FIGURA 3.10 — Grau 3: Dois negativos, um positivo

(a) Todos os zeros sao negativos:

Z = [221. Z11) U [Z12, 222 U [223, Z1.3] U [Z14. 224]
(b) Todos sao positivos:

Z = [z241. Z31) U [Z32. z42) U [z43, Z33] U [Z34. 244]
(¢) Um zero é negativo e tres positivos:

Z = [z21, Z11] U [Z31. z42) U [243, Za3] U [Z34, 244)
(d) Dois zeros negativos e dois positivos:

Z = [z21, Z11] U [Z12, 222] U [242, Z33] U [Z34, 244]
(e) Tres zeros negativos e um positivo:

Z = [z21, Z11] U [Z12, 222) U [213. Za3| U [ Zs4, 244]

Teorema 3.1.5 Seja [p] um polinémio intervalar que possui sé zeros reais. Seja
a, > 0, s.p.g. Os zeros de qualquer p € [p]| estio situados entre os zeros dos
polinomios limitrofes da sequinte maneiwra:

(I) Se n € par:
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(a) Todos zeros sao negativos:
Z = [zn.Zn| U [Z13. z99) U [223. Z13] U ... U [Z4n. 22n

(b) Todos zeros sio positivos:

Z = [:41. Z’;]] U [Zgg. I_.;g:. J |—--h 203] U. [ZO,; ...1,,
(c) k zeros negativos e n — k zeros positivos:k = 1(1)n — 1
= [ 21. Z11) U [Z12. 222) U . . . U [21k0 Z2k) U [z Za) U [_ZBA'-J.-]-:-!A-J.-]I U...U[Z3n. 24n]
negativos posttivos

(II) Se n € impar:

(a) Todos zeros sao negativos:

Z =[Zn.zn]U [222. Z12] U ... U [Z1n. 220)]
(b) Todos zeros sao positivos:

Z =[Z3n.z2q]| U [z42. Z32] U ... U [Z3p. 24n]
(¢) k zeros sao negativos e n — k zeros sao positivos:

Z= IZ11- z1) U [222. Z12) U . ... [226. Z1k] U [Z3k. 2] U . .. U [ Z30,y Zam)

negativos positivos

Os demais métodos para enumerar os zeros de [p] citados no capitulo dois tais
como Schur ou Routh nao podem ser imediatamente aplicados ao caso intervalar.

3.1.3 Localizagao dos Zeros de [p]

A localizagao dos zeros de [p] depende naturalmente da localizagao dos zeros
dos polinomios limitrofes de uma maneira muito simples.

No caso das cotas dos zeros reais temos que para [p|(z) = Y, A:z' com
Ai = [ai, Bi] e a, positivo. entao a cota dos zeros positivos de [p] é dada pela cota
dos zeros positivos de py. caso contrario pela cota de ps.

A cota dos zeros negativos sera dada pela cota de p; se n for par, caso contrario
sera dada pela cota de p,, para a, positivo. Se a, < 0, invertemos os polinomios.

Se for considerada uma cota também valida para os zeros complexos, entao
simplificamos o procedimento tomando simplesmente a maior cota dos 4 polinémios
limitrofes. Iremos usar sempre a cota de Fujiwara para todos zeros. inclusive dos
complexos. dada no capitulo dois, por 2.12.

3.1.4 Separacgao dos Zeros de [p]

Os resultados validos para a enumeracao nao sao fechados, isto é, permitem
apenas que tenhamos um conjunto de possibilidades para a solucao .
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Para a familia [p](z) a localizagdo pela maior cota dos polinomios limitrofes
fornece um tnico resultado. A partir deste resultado podemos comecar a pesquisar
maneiras para fazer a separacao dos zeros da familia.

Em alguns casos. podemos localizar uma regiao em que cada polinémio da
familia possui um so zero real ou um so zero complexo. mas nem sempre isto ocorre.
Vejamos alguns exemplos. Os resultados a seguir foram obtidos mediante analise
dos polinomios limitrofes.

Exemplo 3.1.8 Seja [p](z) = 2° + [—6. =3]z* + [=23. —19]z + [24.60]. Ver alguns
polinomios na figura 3.1. Os polinomios limitrofes sao os sequintes:

nlz) = 2 — 322 — 28z + 60: m(z) = ¥ —62% — 192 + 24:

ps(z) = 2° — 322 — 192 + 60: py(z) = 2° — 62% — 28z + 24

A separagado destes polinomios pelo método de Uspensky Modificado fornece:
L1 = [[-16,0],[0.4],[4.8]]: L2 = [[~16.0],[S.8]. [0.8]):

L3 = [[—16.0],[4.4],[0,4]): L4 = [[~16.0].[0.8], 8. 16]]
Todos polinémio p(z) € [p| possuem so zeros reais € dai temos seus zeros isolados
nos segquintes intervalos:

(—6.0]. [0, 4], [4. 16]

ou seja, cada um dos infinitos polinomios reais da famiia [p|(z) possuird um zero
negativo em [—6.0] e dois zeros positivos. um em [0, 16] ¢ outro em [4.10], todos eles
simples.

Este resultado € confirmado teoricamente com os teorema 3.2.7 € 4.2..

Porém. no exemplo seguinte, nao podemos isolar todos os zeros.

Exemplo 3.1.9 Seja [p](z) = 2° + [—6. —4]2* + [=11. =1]z + [6.30]. Ver o grdfico
dos polinomios limitrofes na figura 3.11
Os polinémios limitrofes sdo:

pi(z) =2 — 42 — 112 + 30; pa(z) = 2° —62° — 2 + 6;

pi(z) =22 -4 — 12 +30: py(z)=22—622—11z +6

A separagao destes polinomios fornece:
L1 =[[-16,0],(0.4],[4,8]]; L2=[[-16.0],[0,4],[4,8]]:

L3 =[[-16,0]); L4 = [[~16,0],[0, 4], 4,8]]

Neste caso, ndo sao satisfeitas as condi¢ées dos teoremas. Contudo, podemos
garantir que em [—4.0] cada polinomio real possui um zero real simples, mas no caso
do eizo positivo tal ndo ocorre. Temos: py(z) = 2° —4z? — 11z + 30 que pertence a
familia mas possui zeros compleros no semiplano positivo.

Assim. se delimitarmos a regido do plano complezo dada pelo quadrado de
vértices (0,0).(4,0),(4,50),(0,50), (onde 4 € uma extremidade do intervalo da
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FIGURA 3.11 — Polinémios Limitrofes de 2 + [—6. —4]a* + [—11, —1]z + [6. 30]

separagdo de py € 50 € uma cota para p; para v € [0,4]) constatamos que [p](z)
possut ou um zero real simples ou um zero complexo. Inclusive podemos ter um
polinomio que tenha um zero duplo em [0.8] € so um zero real negativo. Esta € a
melhor informacao a ser dada.

Exemplo 3.1.10 Seja [p](z) = 2° + [—4. =3]2® + [2.3]2? + [1.3]a + [-5. —4]. Os

polinomios limitrofes sao:
pz)=2" 4234322+ 2 —4; pyz)=2"-323+222+ 32 -5
p3(z) =2> —32° +322+32—4; pyz)=2"—-42®+22>+2-5

Ver figura 3.12. A separagao fornece:

L1 = [[-4,-2],[-2,0],[0,2]); L2 = [[0,2]];

L3 =[[-2. I)i] [:23 C1L (L) Ld = [[~4,—2], [2,0 [0, 4]

Logo em [0,4] ha um zero positivo mas ndo podemos separar os zeros reais
negativos. Ha zeros complexos com parte real positiva e negativa. Isto € obtido da
separagao dos zeros complexos:

LC1 = [[8i,8]; LC2 = [[—4 + 44,4], [41.4]]
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FIGURA 3.12 — Polinomios limitrofes de [p](r) = z°+[—d. =3]2®+[2. 3]z*+[1. 3]z +
5.4

LC3 = [[4i.4); LC4 = [[8:.3]]

Logo em [0.4] ha um zero positivo para todo p(z) € [p|. Ha polinomios com zeros
complezos com parte real positiva e negativa e hd polinomios com dois zeros reais
negativos mas hd polinomios que nao possuem zeros negativos. a saber p,.

Neste caso. os polinomios que possuem dois zeros negativos nao podem ser
separados em dois intervalos menores apenas baseados na informagao da separagdo
dos limitrofes. Isto ocorre pois podemos ter inclusive polinomios com um zero duplo.
e em principio mais de um. O intervalo onde estes zeros duplos podem ocorrer
depende de outros resultados: encontrar o minimo de py € p3 no intervalo [0. —3]; o
mazrimo de p, € py neste mesmo intervalo. Mas determinando este intervalo. onde
pode haver zeros duplos, poderiamos, entao, isolar o primeiro intervalo so com um
zero negativo para todos polinomios que tivessem dotis zeros negativos, € a sequir o
outro intervalo com o sequndo zero negativo. Observamos, entao que no intervalo
(—3.0] os zeros negativos de [p] ndo sdo separdveis.

3.2 Resultados Conhecidos

Vamos apresentar a seguir. um resumo dos trabalhos que tratam diretamente
ou indiretamente a questao de estabilidade de polinémios intervalares como um
subsidio para o problema colocado e a questao da separagao propriamente dita.

3.2.1 Polinomio Intervalar de Hurwitz

O primeiro trabalho publicado sobre a estabilidade de um polinémio inter-
valar é devido a Vladimir L. Kharitonov. Nesse trabalho, Kahritonov apresenta o
resultado seminal onde prova o teorema que recebeu o seu nome, ver [KHA 78].
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Teorema 3.2.1 (Kharitonov 1) Seja [pl(z) = Ti_glai. Ji]z'. A estabilidade de
Hurwitz para os quatro polinomios vértices:

pM(z)=ag+ a1z + B2 + Jg:'?‘ +oyzt Fasz® + G2

plé)(z) = 30-|-01~-|-aq~'"—j3 + 342 + a2 Fagb 4+ .
p(S](Z) o+ izt ar? +az® + 3+ 52 +aezt + . (9:19)
pH](.‘:) = qgp + 31z + ;32.:'2 =+ 03:3 - 04:4 + -'3-152'5 = O)ﬁ-?d = T

€ necessdria € suficiente para que todo polinomio da familia [pl(z) seja de
Hurwztz.

Os quatro polinomios acimasao chamados de polinomios vértices de Kharitonov
ou simplesmente polinémios de Kharitonov.

Em trabalho mais recente, ([KHA 93]). Kharitonov estende a condicao de es-
tabilidade do polinomio intervalar a outras regioes que nao s6 o semiplano esquerdo
do plano complexo.

Um polinémio é D—estavel (ou também D-estavel de Hurwitz) se todos os seus
zeros estao na regiao D.

Teorema 3.2.2 (Kharitonov 2) Seja
D,={z=re®lr>0A0€(r—a,7+a)}

onde 0 < a <
A estabz[zdadﬁ dos polinomios vértices dados por

{p(z) € [pl(z)|ax € {[ar, 3]}.k = 0(1)n}

implica na D,-estabilidade de toda familia.

alfl

Podem ocorrer reducées para alguns angulos. Se a = 7/3. por exemplo. o
numero de polinémios de teste é reduzido de 2"*! para 6 polinomios. ver [SOH 90].

Exemplo 3.2.1 Seja [p](z) = 2z* + [4.5]2° +[9,10]22 + [10.11]z + [4.5]. Ver figura
3.13. Entao os polinomios de teste sao:

pV(z) =4 + 10z + 1022 + 523 + 2z*
p'?(z) =5+ 10z + 92? +5~3+) ¢
PP (2) =5+ 11z + 927 +42% + 22

P (z) =4 + 11z +102% + 42° + 22*

Testando os quatro polinomios reais com o algoritmo de Trevisan citado na
secgao 1.4, temos:

No proximo exemplo, veremos que com uma variagao semelhante a do exemplo
anterior, nao ocorre o mesmo resultado.
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FIGURA 3.13 — Polinémios de Kharitonov para[p](z) = 2z* + [4,5]z% 4+ [9.10]z% +
[10,11)= + [4.3]

Exemplo 3.2.2 Seja [p](z) = [1.2]z* +[5,7]2°+(6.10]z2 +[9.10]z + [4. 5]. Ver figura
3.14. Entao os polinomios de teste sao:

p{li{:;=4+9:+1022+T:3+:4‘
pm](:? =549z 4622+ 723 L9224

p{3’(:,' =5+10z + 622 s 5.3 L9224,
P (z) = 4 4102 + 1022 + 5:° + 24,

Testando os quatro polinomios reais com o mesmo algoritmo da sec¢io 1.
temos:

hurw(pW(z)) = false,
p'¥(2)) = false.
hurw(p®(z)) = true,

hurw(

hurw(p®(z)) = true.

Logo [p](z) do segundo exemplo nao é um polindémio intervalar de Hurwitz.
Estes dois exemplos sugerem a seguinte questao:

Dado um polinémio de Hurwitz qual a variagao que podem ter
seus coeficientes de modo que o polinomio modificado ainda seja
de Hurwitz?
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FIGURA 3.14 — Polinémios de Kharitonov para [p](z) = [1.2]* + [5.7]z° +
[6,10]=% + [9.10]= + [4.3]

No trabalho de Guiver e Bose, ([BOS 83]) tal problema é resolvido para polinémios
de grau n < 4. onde é dada a maxima amplitude para a;, ou seja o maior intervalo
la;.@;] que contenha a; e que [p](z) seja de Hurwitz.

Para o caso de um polinémio de grau n qualquer Barmish [BAR 84] desen-
volveu um trabalho baseado no teorema 3.2.1 de Kharitonov. A variacao é suposta
estar restrita a um conjunto de pesos nao negativos
w;, € W;.1 = 0(1)n — 1 onde o polindomio de grau n é unitdrio. Assim se:

1

p(z) =2+ an1z™ 1 +... 4 a2z + a1z + ao

entdo q(z) = " + V12" + ... + 12 + 11z + 7 é dito e— admissivel se os
coeficientes 7; sao tais que

g —we<u<ai+We t=01n-1.

Neste trabalho sao construidas 4 matrizes Q;(¢). 7 = 1(1)4, para o teste da
condi¢ao de Hurwitz onde os coeficientes considerados sao os extremos inferiores ou
superiores conforme a regra de construcio dos 4 polindmios p')(z) do teorema de
Kharitonov 1.

Seja A;j(€) o 7°**™° menor principal dominante das matrizes Q;(¢),7 = 1(1)4.
e definimos
€ :=min{e >0 |35 € N,j <n tal que Ay(e) <0}, (3.14)

1
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e entao segue:
€mar = min{e;}. 7= 1(1)4.

Exemplo 3.2.3 Seja p(z) = 1 +52° +82%+8z +3. que € um polinomio de Hurwit:.
Seja w; = ; = 1. O polinomio intervalar resultante €:

A . o

gz)=2*+-ed+er’ +8—e8+er’ +[8—eS+er+[3-e3+¢.
Assim os polinomios de Nharitonov sao: ¢'V(z) = (3 —€) + (8 —¢)x + (S +

e)rt+(5+e)r®+1t e ¢®) =3+ (8+€)z+(3—¢€)x?+(5—€)x®+ 1 € analogamente
temos os demais dois casos. A matriz € referente ao polinomio ¢°(z) é:

5—¢€¢ 8+¢ 0 0

S+¢e¢ 3—¢ 0

5—€ N—+¢ 0
1 S—e 3 —¢

e analogamente construimos as demais matrizes.
Para que o menor principal dominante de QQ;(€) seja positivo temos as sequintes
condicoes:

Qi(e): e<d e<8 € —=To+181>0
Qale): €<3 e<8 € +T35+181>0
Qale): e<3 e<d €€ +33+181>0
Qule): €< 8 €2 + 53¢ + 181 > 0

Usando 3.14 temos
6 =25 €&€=3, e=3,¢=1381
Logo €mur = 1.81.

A matriz Q; tem uma construcao diferente da feita anteriormente em 1.13 mas
ambas sao equivalentes. e neste caso a regra geral é:

Tn-1 Tn-3 Yn-53 --- Tn-1-2I 0 0 ]
1 Trn=2 Tn-4 .- Tn-2 0 0
0 Tn-1 Yn-3 -+ Yn+1-20 Yn-1-20 ... 0
H Vo5 T Yosvess Yn—1) = " o i
0 1 Tn=2 o+ Tn+2-21 Tn—21 0
0 0 Tn-1 -+ Tn+3-20 Tn+1-2I 0
i 0 o —— "‘rD il

Em 1983, Stanislaw Bialas ([BIA 83a] e [BIA 83]) provou alguns resultados de
menor importancia que os de Kharitonov, mas de uma maneira diferente.

Em 1984, ele publicou um trabalho [BIA 84] no mesmo problema da variacao
dos coeficientes onde obtém resultados semelhantes ao de Guiver e Bose mas com
uma redug¢ao do custo computacional.

No trabalho citado acima. ele considerou que o polinémio estavel estd na
seguinte forma:

flz) = a,a™ + a4 . @+ a1z +ay com ag >0 (3.15)
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Sejam dados os limites dos coeficientes a; pelos reais by.ci, & = 0(1)n. Assim.
ai € |ag.ax]. onde para t > 0 é definido:

ap(t) ;= ap — bit. G(t):=ar+ct. k=0(1)n. (3.16)

Desejamos o maior tg > 0 tal que agz”™ +a 2!

para todo ax € (a(tg).Tr(to)) U {ar}. £ =0(1)n.
Pelo critério de Routh-Hurwitz ([GAN 59]). de acordo com a equacgao 1.13 o
polinémio 3.15 é estavel se os determinantes de Hurwitz sao positivos.

+...+Qu_1T+a, seja estavel

dni(0) >0, m=11m. j=1(1)4

Para m = 1(1)n seja 7, ; a menor raiz nao negativa do polinémio d,, ;(1). caso
contrario. se dn ; > 0 para todo t > 0 entao 7,,; = oc. Seja

h, agbal bu > D ; -
7 —{ 55 bo:O {311‘)

Seja to definido por:
tg 1= mJin{TM.r'} (3.18)

Agora o minimo é tomado so6 sobre os determinantes de mais alta ordem.
enquanto que no trabalho de Barmish o mesmo era feito sobre todos os determinantes
dm ;. O seu resultado principal € o seguinte:

Teorema 3.2.3 (Bialas) Seja o polinomio
aoz” + a1z 41 oo Gpog®® + Gy T+ Gg
estavel e to dado por 3.18. Entao
(1) Se 0 < tg < oc cada polinomio
oo’ + oz + ..+ an1T + g (3.19)

onde ay € (ax(to).r(to))U{ar} k =0(1)n € estavel e existe 3 € {a,(to).@x(to)}U
{ar} k= 0(1)n tal que o polinémio Box™ + Prz" ' + ...+ Buoyz + By ndo € estdvel.

(2) Se to = oo entdo b, = 0, k = 0(1)n e todos polinémios especificados em
3.19 com coeficientes ai(t) € [ar,ax(t)], k=0(1)n, t >0 sao estdveis.

A reducao do custo computacional é obtida se:

1. no processo de calculo dos determinantes d, ; e de seus zeros, para n pequeno
é usado o critério de Lienard-Chipart [GAN 59];

2. para by = cx. k = 0(1)n, entao para t > 0 os 4 polinomios de teste sao iguais
dois a dois, nos indices 1 e 3 e para 2 e 4, conforme 3.20 e dai

dn‘l(r) = dn.S(_tJ! e dﬂ?(t] = dn»‘i(_t)

Logo s6 dois polinémios sao computados.
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3. Os coeficientes dos determinantes de Hurwitz podem ser computados pelo pro-
cesso de Routh. dado a seguir:

Sejam h;(z.t), j = 1(1)4. os polinomios de teste:

hi(z.t) = ag(t)2”™ + @y (t)a" ™" +@(t)2" 2 +T(t)a" > + gyt)2" ™ + ...
ho(z.t) = To(t)z™ + ay(t)2" " + ay(t)2™ % + @a(t)z™ > + ay(t)z™ ™ + ... .
ha(z.t) = Tolt)e™ + T (1)a" + ay(t)2™2 + ay(t)e" > 4 @y(t)e™ = ... T
hy(z.t) = ag(t)r™ +a;(t)x *Eg(t).ln_—z+Q3(t}_rn"3+g4(f)xn—‘i+.“

Sao criados 4 arrays vY),. m = 0(1)n e s = 1(1)[n/2] + 1 iniciando com as
seguintes duas linhas:

,éjl}(t] ",réjg( t) 1-é'i§(t) ... coeficientes ordem par
{‘?1)(} ,Ez)(tj 7,-{'3(?!) ... coeficientes de ordem impar

que sdo os coeficientes de h;(zx.t). j = 1(1)4. que formam a base da seguinte relacao
de recorréncia. As linhas subseqiientes sao dadas

1 ! im— 2s+1(f} ":';{rf}-m(t)

72}134-1(” Iin)n(t)
onde m = 2(1)n. s = 1(1)[n/2] +1 e ainda

Como os determinantes de Hurwitz d,, ;(0) sao sempre positivos a divisao em
3.21 é sempre possivel; os determinantes d,, ;(¢) sao iguais aos resultados da primeira
coluna da matriz gerada por 3.21. ou seja:
dej(t) =9Y, m=1(1)4

im,1

Exemplo 3.2.4 Seja f(z) = 42° + 52* 4+ 262 + 3022 + T +2 e sejam by = ¢ = 1
Como n € pequeno usamos o critério de Lienard-Chipart, logo:

to = rn.in{ag, a1, 03,05, 72,5, Tq,j},

onde 7, ; : € a menor raiz ndo negativa de d,; que € determinante de ordem 2 de
hi(z,t) entdo: ai(t) = ar —t. Qk(t) = ar + t. Assim:

hi(z,t) = (4 — t)z° + (5 —t)z* + (26 + t)2® + (30 + t)z? +(T=ta+(2-1),
ha(z.t) = (4 +t)a° + (5 —t)a* + (26 — t)2® + (30 + t)z® + (T + )z + (2 — 1).

LOgO. D] = d[).l = Qg = 4 —t

Colocando em outra forma e substituindo os valores:
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m/s 1 2 3
0 4= Bt =i
1 5—1 30+t 2t
2 10 + 5t 2T —6t «
3 165 + 217t — 12  20-51%2 =
4 85141124t —31¢° * *

vemos entao que:
diy =5—1t.....dy; = 851 + 1024t — 31¢2.

O esquema para ho(z.t) €:

m/s 1 2 3

0 4+t 26 —1 T+t
1 5—1 30 +1 2—1t
2 10 — 65¢ 2 *

3 20 — 140t + 65t* 165 — 1913¢*

4 851 + 9620t — 4225t% «x *

€ agora vEMOS qUE
(l’o.l =4+t..... d-i,l = 851 + 9620t — 4225’(2
Calculando. numéricamente, as raizes necessdarias param = 2 e m = 1 temos:

to = 0.0852

Esta € a variacao permitida em cada coeficiente de f(x) dado. de modo que

ele ainda seja estavel.

Tal procedimento ¢ automatizavel e temos os problemas de calcular os deter-
minantes algebricamente ( em funcao de t) e as raizes dos polinémios gerados.

Outra abordagem para o problema é feita por Mohammad Argoun ([ARG 86]
e [ARG 87]) em dois trabalhos baseados na divisao do polindmio original em dois
outros, um nas poténcias pares e outro nas impares, com o objetivo de permitir uma
maior flexibilidade no calculo dos limites das perturbagoes possiveis aos coeficientes
de modo a manter a estabilidade. A escolha dos limites de perturbacao possiveis
sao feitas ora maximizando-as num grupo e diminuindo os limites no outro grupo
ou alternando as mudancas de acordo com as necessidades do problema.

Seja o polinomio de Hurwitz dado na forma:

P(z) = ant™ + @nq2™ ' 4+ ...+ a1 + ao. (3.22)

Sejam é;,7 = 0(1)n as quantidades com as quais os coeficientes a; sao alterados.
O objetivo é achar os limites em Aga; tal que:

l0a;] < Aa;, 1=0(1)n.
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de modo que o polinomio alterado P(x) com os coeficientes a; + 0;u;. ¢ = 0(1)n.
ainda seja estavel.
O polinomio P(z) se subdivide em

P(z)=R(z)+Qiz) e

Rlz)= ao—+ [Igl‘? + a41'4 + . = dpr™,
Q(z) = a1x + a2’ +as2° + ... + a2’ (3.93)
m=n l=n—1 sen par. AN
onde '
m=n—1 I[l=n se n impar.

A idéia bdsica é primeiro permitir a variacao nos coeficientes impares e en-
contrar as perturbagoes permitidas para este grupo. Depois se considera o outro
grupo.

Teorema 3.2.4 (Argoun 1) UUma condicao necessaria e suficiente nas perturba-
coes permitidas nos coeficientes impares de P(z) em 3.22 de modo a manter a es-

tabilidade de Plx). €:
max | AQ(wy)| < [Q(iwy)| Y. (3.24)

onde
AQ(wr) = dajwy + -_\a,-;wi — ...+ Aa;wi. (3.25)

Em 3.24 temos k desigualdes, & = 1(1)m/2 onde w; sao as frequéncias de
intersecgao com o eixo imaginario que sao dadas pelas raizes de R(iw).

Se as perturbacoes sao feitas nas poténcias pares e impares entao sao necessarios
determinar os polinomios:

Qilz) = Q(z)— AQ(z). (3.26)
@Qa2(z) = Q(z) + AQ(z). (3.27)

onde AQ(x) é um polinémio com coeficientes impares que satisfaz 3.25.
Sejam Wmin, © Wmaz, as frequéncias de interseccao minima e maxima de Q4(z)
e (2(x) com o eixo z. onde [ indica o numero de intersec¢oes que depende de n.

Teorema 3.2.5 (Argoun 2) O polinémio perturbado P(z) serd de Hurwit: se ¢
somente se as perturbacoes do conjunto de coeficientes pares satisfazem:

AR(?UJ,‘) < lR(iwI)vaI)[wmin; Sw < wma::;]- {328)

A partir destes dois teoremas temos um procedimento para estabelecer varia-
coes nos coeficientes de um polinomio estavel. de modo a manter a estabilidade.

Dadas as incertezas da;. ¢+ = 0(1)n limitadas por Aa;, seguimos os seguintes
passos, para modificacdao nos coeficientes impares:

Passos:

e Determinar: Q(z). Q(iw), R(x)e R(iw):

o Calcular as raizes de R(iw) que sao indicadas por wy:
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o Calcular AQ(wy) e |Q1we)l:
e Verificar se os valores obtidos satisfazem 3.24.

e Determinar a,.

Caso positivo o polinémio perturbadado por éa; é ainda de Hurwitz;

contrario alterar as variagoes procurando aquelas que satisfazem 3.24.
No caso dos coeficientes pares. acrescentamos os seguintes itens.

e Determinar Q(z) e (2(2) conforme 3.26 e 3.27.
e Calcular as raizes. ou seja as frequéncias de interseccao com o eixo z.

e Repetir de 3 a 5 do caso anterior.

caso
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3.2.2 Zeros Reais de Polindmios Intervalares

Para simplificar o problema geral da localizacao dos zeros de polinomios in-
tervalares partimos para a restrigao usual de localizar primeiro seus zeros reais. se
houverem. Nesta direcao o artigo de C.B. Soh mostra as condigoes necessarias e
suficientes para que um polinomio intervalar tenha somente zeros reais ([SOH 91]).

A idéia basica dos resultados obtidos estd no uso de resultantes de dois
polinomios, ver [MIG 92] e na localizagao dos autovalores das matrizes associadas a
eles.

Sejam dados dois polinomios f e ¢ numa variavel z com coeficientes num corpo
K. Assim se f e ¢ tém um fator comum nao trivial h, digamos f = fih e ¢ = g;h
entao a equagao

uf +vg=0. (3.29)

com deg(u) < deg(v) onde deg(p) indica o grau do polinémio p e deg(v) < deg(f).
tem solucao u = ¢; e v = f;. Por outro lado. se ha solugoes nao nulas da equagao
entao. os polinomios admitem um fator comum nao trivial. Assim. se

FliE) = Za,—x‘ e glz)= ijr".
1=0 1=0

entao a equacao 3.29 é equivalente ao sistema de equagdes lineares homogéneas de
n +m variaveis e n +m equagoes e portanto admite solu¢ao nao trivial se e somente
se o seguinte determinante nao € nulo.

Goy Gm=y Gwm=d =« Qp dy G 0

0 am Um—1 ... @3 @i ag 0

0 0 Um as 0

0 0 0 a; Qo ey
by B Besa v b B 0 (2:30)
0 b, by ... by by by 0

0 0 b, by b ... 0

0 0 0 by bo

Definigao 3.2.1 (Resultante) Dados f e g dois polinomios de grau m e n re-
spectivamente entdo o resultante € dado pelo determinante |c; ;| onde

Cig Zlmegs  =1{1)n

Cniy = bn—jti = 1(1)m

ea; =0 parai & {0,1,2..... m} e b, =0 para j € {0.1..... n} e € indicado ¢

anotado por
Res(f,g)

Assim, o resultante pode ser dado por 3.30.

A matriz resultante R € nao singular se, e somente se. a(z) e b(z) nao tem
raizes comuns, ver [DAV 87].

Em seu artigo C.B. Soh usa a seguinte matriz equivalente. que produz o mesmo
resultante para os polinémios a(x) e b(x) :



| ag a1 ax ... @m 0 0 ... 0 ‘
0 ag a1 ... Gm_1 GQm 0 ... 0
0 0 g ... Um-2 Om-1 Qmy 0
) . ; NPT
R(a.b) = fﬂ ;l f P “ (3.31)
0 by by 2 by b 0 s
0 O by =uv Baca By b 5o 0
0 0 0 ... b by be i b

Neste caso. a(x) e b(z) sdo de grau m e portanto R(a,b) é de ordem 2m x 2m.

Definicao 3.2.2 (Autovalores e Autovetores) Dada uma matriz de ordem n.
A = (a;;) num espago vetorial V. sobre um corpo K um autovalor. ou valor car-
acteristico. € um escalar ¢ € K tal que existe um vetor ndo nulo o € V' tal que
Aa = ca. Se ¢ € um autovalor de A. entao todo a tal que Ao = ca € denominado
de autovetor ou vetor caracteristico de c.

Os autovalores sao calculados pela resolucao da equacao :
det(A —cl) = 0.

onde / a a matriz identidade de ordem n.
Seja o polinémio intervalar [p|(z) dado por

[pl(z) = [an, Balz™ + [Qno1. Bna]2™ ™ + .o+ [01. B1]2 + [0, Bo)- (3.32)
e genericamente [(z) € [p](z) é dado por:
I(2) =1,2" F tacgz™ !t + coob e+ 10, (3.33)

onde a; < t; < 5;. 1= 0(1)n.
No caso do exemplo exemplo 3.1.2 os polinémios limitrofes estao na figura

3.11.
Notagoes:
R! = R(a,b) a(z) = pi(<) b(z) = 22
R? = R(a.b) a(z) = pi(x) b(z) = (s — 7)) (3.34)
R} = R(a.b) a(z)=(s—7)(s = E)(BE) b(z)= pi(e)

onde T e £ sao reais dados e 1 = 1(1)4

Quando usamos R', R* ou R? os resultantes se referem a um polinémio qual-
quer de [p](z) ao invés dos polindmios maximais ou minimais.

Os resultados seguintes. ver [SOH 91]. sao baseados no seguinte teorema de Fu
e Barmish.

Teorema 3.2.6 Sejam A, ¢ A, duas matrizes reais p X p € seja
A, =(l—=r)Adg+r4; 0<r<1

a nota¢do da combinagdo linear das duas matrizes. Seja Ag ndo singular. Entdo
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1. A, € ndo singular parar < [0.1] se. € somente se. A7'- Ay ndo tem autovalores
em (—0.0].

2. A marima variagao (kmin. kmez) para todo Ay ser nao singular € dado por
1

== =1 1 1\

,\ {‘_“1[] .‘i]}.

min

(3.35)

kmm =

1
+ (—A5TAL).

4 ma.r{

(3.36)

JEiTm ar =

onde A7

T or(B) indica o autovalor mdzimo (real) de uma matriz B ¢ analoga-

=
min
tivos. entao A, ,,(B) =0 ¢ se ndo ha autovalores positivos. entao A, .(B) = 0.

mar

mente \ B) indica o autovalor minimo (real); se nao ha autovalores nega-

Séao os seguintes os resultados importantes. para o estabelecimento da condicao
da existéncia so de zeros reais.

Teorema 3.2.7 (Soh 1) 4 familia de polinémios intervalares [p](z) tem so raizes
reais e distintas se. € somente se, as duas condigoes sequintes sao validas:

1. p1(2) e ps(z) tem so zeros reais e distintos:

2. (R})™' - R} e (R})™" - R} nao tem autovalores reais negativos.

Teorema 3.2.8 (Soh 2) Cada polinomio da familia [p|(z) tem so zeros reais ¢ dis-
tintos. com h zeros no intervalo (—oc.7) € n — h zeros no intervalo(T.>c) se. €
somente se as duas condigoes sequintes sdo validas:

I. pi(z) € pa(x) tem so zeros reais e distintos distribuidos da mesma maneira; €
2. (R})™' - R} ¢ (R3)™' - R} ndo tem autovalores reais negativos.

Teorema 3.2.9 (Soh 3) Cada polinomio da familia [p](z) tem so zeros reais e dis-
tintos, com g zeros no intervalo (—oc.£): h zeros no intervalo(.7) € | zeros em
(tr.00) onde g + h + 1= n se, e somente se:

1. pi(z) e palx) tem so zeros reais e distintos distribuidos da mesma maneira: e
2. (R¥)™'- RS e (R3)™" - RS ndo tem autovalores reais negativos.

Com estes resultados ja podemos ter uma indicagao segura e direta da enumera-
¢ao dos polinémios de [p|(z) através dos polinomios p; e ps.

Agora, nas condigoes dos teoremas 3.2.7,3.2.8 e 3.2.9, o problema de
separar os zeros pode ser feito pelo processo recursivo da bissegao que
neste caso deve ser aplicado em conjunto para estes quatro polinémios.

Vejamos um exemplo onde tal separacao pode ser feita, com o uso do teorema
3.2.7.
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Exemplo 3.2.5 Vejamos a aplicacao do teorema I para

[pl(z) = s° + [=6.=3]s* + [-28. =19]s + [24.60].

Os 4 polinomios limitrofes sao:

pi(z) = s° —3s% — 28s + 60. p|(z) =3s® — 65— 28
pa(z) = % — 657 — 195 + 24, ph(z) =3s* — 125 — 19
pa(z) = 5% — 352 — 195 + 60. ph(z) = 35 — 65 — 19

pa(z) = 5% —65® — 28s + 24, pl(z) =3s* — 125 — 28

60 =28 =3 1 0 0

U 60 —-28 =3 1 0

Rl — 0 0 60 —-28 -3 1

17| —928 =6 3 0 0 0

0 —28 -6 3 0 0
0 0 -2 -6 3 0]

Para R} = R(p,,ph) temos:

24 =19 -6 1 07

0 24 —-19 -6 1 0

Rl = 0 0 24 —-19 —6 1

¢ -19 =12 3 0 0 0

0 =19 12 3 0 0
0 0 —19 —12 3 0|

Para R} = R(ps.p;) temos:

[ 60 -—-19 -3 1 0 07

0 60 —19 =3 1 0

o 0 60 —19 -3 1

71 =19 =6 3 0 0 0

0 -19 -6 3 0 0
0 0 -19 —6 3 0]

oo o= OO0
]
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Determinando (R})~™" - R} encontramos os sequintes autovalores: '

a; =10 ‘aa= 10, a34="08976.. £0213..4; 65 =043Ty; as =2.:285...

Para (R})™' - R} encontramos os sequintes autovalores: dy = 0.627.... d, =
1.0: d3 =1.0:dy5; = 1.135 £0.0133...2: dg = 154.828...

Portanto. todos os zeros que sao reais. sao positivos e py(r) € ps(x) so tém zeros
reais. os quais podem ser separados exatamente pelo método de Uspenski Modificado.
implementado em [BRU 94, que produz 3 intervalos reais para cada um deles. E a
sequinte a localizagdo de py € ps :

Ly = [[~8.0]. [0, 4][4.8]

Ly = [[~8,0],[0,4][4,4]]

A figura 3.1 anterior mostra o grafico dos polinomios limitrofes de [p](z).

Podemos aplicar o teorema 3.2.8 ou 3.2.9 escolhendo os valores de 7 ou ¢

adequadamente. Esta escolha adequada é necessaria, pois se escolhermos um valor
que seja raiz de algum p; teremos uma matriz nao inversivel. Por exemplo. se £ =
a matriz R3 nao é inversivel, pois 4 é raiz de ps.

Algoritmo 1

1. entrada: {[p|(x),n}
calcular M, = (R})~'- R} e M, = (R})™!- R}

3. verificar se os autovalores reais de M; e M, sao todos positivos. e
entao ir para 4:

-2

senao saida: "Nao ha so zeros reais”
4. isolar zeros de py.ps2.pa € pa.
5. combinar as informacoes do passo 4.

6. saida {listadeintervalos}

No algoritmo acima o ponto de maior complexidade é o célculo algébrico do
polinomio caracteristico e o calculo numérico aproximado dos auto-valores.

3.2.3 Zeros Complexos de Polinomios Intervalares

Ainda do mesmo autor C.B.Soh ([SOH 92]) estabelece condicoes necessérias
e suficientes para determinar se um polinoémio intervalar tem um dado nimero de
raizes no semiplano esquerdo e as outras raizes no semiplano direito. Nos préximos
resultados temos as seguintes notacoes:
Para f(s) = ¥ a:8', a,#0ondee; <a; < B, i=01)nea;,3 cR.
Definimos:
hm(u) = ao+ Bau + agu® + Beu® + . ..
ha(u) = Bo + agu + Bau® + agu® + ...
gm(u) = a1+ Bau+ asu® + G’ + ...
gu(u) = By + asu+ Bsu? + azu® + ...

(3.37)

!Calculados aproximadamente pelo Macsyma
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Entao os 4 polinomios de Kharitonov sao dados por:

fram(8) = hm(5?) + sgm(s?). (3.38)
fantls) = har(s*) + sgar(s?), (3.39)
fum(8) = hm(s?) + sgm(s°), (3.40)
fuar(s) = hog(s?) + sgar(s®). (3.41)

Calculando algebricamente as expressoes chegamos a:

l\-’

’.n

_|._
G tL
TR
L\i

(s7)
ng('5.2)= +33
e entao somando 3.42 e 3.43 chegamos a:

a2 P 5
fmm = Qo + 15+ 328" + B35° + ays® +azs® + ...

que é o polinomio p'Y(x) de Kharitonov dado no teorema 1. Analogamente se verifica
a igualdade dos demais 3 polinomios fmar, farm € farwm aos polindmios p'?), pt?l e pl*)
de Kharitonov. .

Sejam dadas ainda as seguintes combinagoes afins:

Fi(s.0) = (1= A)fmm(2) + A mm(T).
Fy(s. M) = (1= AN fum(z) + Afvu(z)
Fi(s.A) = (1 =A)fmm(z) + Afmar(z),
F.;(.S./‘\J= (].—A)me(-r)"'/\fmm(-T)-

Teorema 3.2.10 Cada polinomio em Fi(s,A), 1 =1(1)4 e A € [0,1] tem k zeros no
semiplano esquerdo € n— k zeros no semiplano direito, se € somente se. as sequintes
condi¢oes sdo satisfeitas:

1- Ao menos um dos polinomios de Kharitonov tem a mesma distribuicao de
2eros:

2- ag € B9 sao nao nulos € tém o mesmo sinal;

3- Para cada zero real negativo de gm(u), digamos u;, os valores de h,,(u;) €
ha(uj) s@o nao nulos e tém o mesmo sinal;

4- Para cada zero real negativo de hy(u). digamos u; os valores de gm(u;) €
gy(u;) s@o ndo nulos e tém o mesmo sinal;

5- Para cada zero real negativo de gy (u), digamos u;, os valores de hy(u;) €
har(u;) sdo nao nulos € tém o mesmo sinal;

6- Para cada zero real negativo de h,,(u), digamos u; os valores de g, (u;) e
gum(u;) sdo nao nulos e tém o mesmo sinal.

Corolario:

Cada polinomio da familia [p)(x) tem k zeros no semiplano esquerdo e n — k
zeros no semiplano direito se. e somente se as condigoes 1-6 do teorema anterior
sa0 assequradas
Exemplo 3.2.6 Seja [p|(z) = a*+[—17. —16]z°+[34,47]2? +([172, 432]z+[— 1440, —420].
Os polinomios de Kharitonov sao vistos na figura 3.15 € os polinomios limitrofes sao
vistos na figura 3.16.
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FIGURA 3.15 — Polinémios de Kharitonov de [p|(z) = z* + [-17.—16]z® +
[34.47)2? + [172.432)z + [~1440. —420].

Os 4 polinomios de Kharitonov sao:

p't = —1440 + 172z + 4727 — 162° + 2*.
p'¥) = —420 4 172z + 342% — 162> + 4.
PPl = —120 + 432z + 342’ — 1727 + 2.
p = —1440 4+ 432x + 4722 — 172% + 24

e 0s demais polinomios necessarios sao:

b (u) —1440 4 47Tu + u?,
har(u) —420 + 34u + u?,
gm(u) = 172 — 16u,

gulu) = 432 —1Tu,

cujos zeros sao. respectivamente:

hm(u): —68.134; 21.134
har(u) : —43.627: 9.627
gm(u): 10.75
gvl(u): 25.411

Andlise das condigoes do teorema:
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FIGURA 3.16 — Polinémios limitrofes de [p](z) = z* + [-17. —16]z® + [34.47]2% +
[172.432)z + [—1440, —420].

1- Separacao dos zeros dos 4 polinomios, pelo método de Uspenski Modificado
¢ de Brunetto, ver capitulo dots.

p": LR =[[—64,0].[8.16]] LC = [[32:.32]],

onde LR € a lista dos intervalos que contém um so zero ¢ LC € a lista de quadrados
do plano complexo onde o primeiro ponto indica as ordenadas do vértice do canto
noroeste do quadrado de lado com o valor do sequndo nimero da lista. Quando o
polinomio original € real os zeros complexos, se houverem, ocorrem em pares conju-
gados; tal quadrado nao precisa ser repetido no semiplano inferior.

p® . LR =[[—64,0],(0.4],[4,8],[8,16]] LC = [[]],

[34. 341,

p®: LR =[[—64,0],[0,8]] LC
8]] LC = [[341,34]].

p: LR= [[—64.0],[0,8]
2- a4 € 34 tém o mesmo sinal.
3 e 5- Nao se aplicam pois nao possuem zeros reais negativos.
4- Zero negativo de hy(u) € uy = —43.627, €
gm(—43.627) = 869.72 # 0,
gar(—43.627) = 913.54 4 0,

possuem o mesmo sinal
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6 - Zero negativo de hy(u): uy = —68.134

|
o

gy(—68.134) = 1590.21 # 0

Conclusao:

Ha certamente um zero real negativo em cada polinomio de [p|(z). ou seja. um
zero no semiplano esquerdo e consequentemente 3 zeros no semiplano direiro.

E importante observar que a decisio sobre a natureza dos zeros nao é decidida
pelo corolario.

Estes sao os principais resultados conhecidos sobre os assuntos direta ou indi-
retamente relacionados com a separacao dos zeros de polinomios intervalares.

Com esta seccao encerramos os artigos classicos e atuais. a respeito de resulta-
dos sobre localizacao e separacdo de zeros polinomios intervalares. Existem outros
resultados mais especificos e atuais para certas familias formadas de combinacoes
lineares ou nao de elementos polinomiais. onde um determinado parametro \. em
geral. possul uma variacao num intervalo. Estes topicos. embora importantes para
certos problemas de Teoria de Controle. nao faz parte deste trabalho.

No proximo capitulo trataremos da separacao dos zeros reais baseados nestes
resultados e em novos resultados obtidos neste trabalho.



Capitulo 4

Separacao dos Zeros Reais do
Polinémio Intervalar

Na segao 3.1. vimos que nemmpre conseguimos isolar os zeros da familia [p|(z)
do mesmo modo que isolamos os zeros de um so polinomio. real ou complexo. Neste
capitulo veremos os novos resultados. obtidos neste trabalho. a respeito das condi-
coes necessarias para podermos separar garantidamente. via um algoritmo eficiente.
os zeros dos polinomios intervalares.

4.1 Separagao dos Zeros Reais de [p|(z)

No caso de polinomios reais nao temos um teste que garanta uma condigao
necessaria e suficiente para existéncia ou nao de zeros reais. Uma condigao suficiente
para que um polinomio real com coeficientes positivos tenha todos os seus zeros reais
e distintos é vista em [KUR 92].

Efetivamente, podemos aplicar o teorema de Sturm para contar o numero de
zeros distintos num intervalo e inclusive determinar sua multiplicidade.

No caso da familia [p](z) satisfazer as hipoteses dadas nos teoremas de 1 a 3
de C.B. Soh. na seccao 3.2.2. podemos obter informacoes tais como:

¢ Num intervalo [a. 3] todos polinémios de [p](z) possuem h zeros reais simples.

e Cada zero real simples z; de cada polinémio de [p](z) estd situado num intervalo
h"i‘s 6i]t 1= O(l)n

Um procedimento simples para isolar os zeros reais de [p](z) é aplicar as condi-
¢oes do teorema 3.2.7 e a partir da verificagao da condicdo por ele especificada. caso
seja positiva, podemos isolar os zeros reais do polinomio intervalar [p]. aplicando
os resultados ja conhecidos. isolando os zeros dos polinomios limitrofes p;(z), 1 =
1(1)4. No algoritmo, a seguir, R;, : = 1(1)4. j = 1(1)3. indica o resultante do
polinémio limitrofe ¢ no nivel j. conforme notacao dada em 3.34.

Os passos do algoritmo serao detalhados a seguir.

Algoritmo 1

1. entrada: {[p](z),n}
2. calcular My = (R})™' - Ry e My = (R3)"'- R}

3. verificar se os autovalores reais de M; e M,
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sao todos positivos.
entao
3.1. separar os zeros de pi.p2,ps € ps.
3.2 combinar as informacoes da separacao
3.3 saida {l1stadeintervalos}
sendo 3.4 saida: "Nao ha so zeros reais”

Este procedimento. na realidade. remete a outro problema que é combinar as
informacoes da separacao dos 4 polinomios.

Considerando o mesmo exemplo 3.2.5 onde [p](s) s*+[—6. —3]s*+[=28. —19]s+
[24.60], temos pelo teorema 3.2.7 que a tamilia admite so zeros reais. Aplicando o
método de Uspensky modificado nos 4 polinomios limitrofes temos:

pi(s)=s>—35s"—285s+60 : LR=[-8.0],[0,4],[4,8]], b=16

pa(s) = s> —6s"—19s+24 : LR =[[-8,0],[3.8],[0.8]], b=16
pa(s) =5 =35 —19s+60 : LR =[[-8.0].[4.4].[0,4]], b=16

pa(s) =8> —6s"—28s+24 : LR=[[-8.0],[0,8],[8.16]]. b=16
onde LR é a lista dos intervalos oriunda da separacao.
Observando o grafico. que pode ser visto na figura 3.1 verificamos que a
combinacdo : (unides, interseccoes e subdivisoes) fornece os seguintes intervalos.
que foram devidamente ajustados pois 4 é um zero de ps.

LISTA = [[~8.0],[0. 3.5][3.5. 16]]

Observagoes sobre a combinagao de intervalos

A cada polinomio limitrofe é aplicado a separacao pelo método de Uspensky
Modificado que gera uma lista de subintervalos. conforme vimos em diversos exem-
plos. Em cada subintervalo. da lista de cada polinomio limitrofe p;(z). existe um
unico zero deste p;. Contudo. este subintervalo pode conter mais de um zero. ou
mesmo nenhum. de outro polinomio limitrofe p;. com 7 # J.

Por exemplo, o segundo intervalo da lista do polinémio py que é [0. 8], contém,
evidentemente sé um zero de p; mas contem 2 zeros de p3. Considerando apenas a
intersecgao dos segundos intervalos dos 4 polinomios teremos o intervalo degenerado
[4.4] que indica o zero exato de p3 e sé deste. Assim. fazemos a uniao dos segundos
intervalos e atraves de outras subdivisoes chegamos ao intervalo [0.3.5] que contém
um zero de cada polinémio de [p](z).

Devido a este fato temos as seguintes consideragoes:

1. Mesmo considerando cada semi-eixo, temos que levar em conta todos os 4
polinomios e nao s6 o polinomio maximal e minimal.

[ SV

Somente a interseccao ou s6 a uniao dos subintervalos ordenados de cada uma
das listas nao fornece uma lista que contenha a separacao adequada:

3. E preciso considerar a interseccao dos subintervalos ordenados e verificar se
nao se perdeu alguma informacao . recalculando se no intervalo-interseccao
todos os 4 polinomios possuem algum zero; caso contrario tomar a uniao;
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1. Verificar se a uniao dos subintervalos ordenados nao possui mais de um zero.
Caso isto ocorra nao é aconselhado fazer o divisao ao meio. pois na separacao
dos polinomios individuais. isto ja foi feito. Podemos subdividir o intervalo em
outros pontos e repetir o teste.

No algoritmo 1 acima a rotina de maior complexidade € o cdlculo algébrico do
polinémio caracteristico e o calculo numeérico aproximado dos auto-valores.
Detalhando o algorimo acima temos os seguintes algoritmos:

Algoritmo la do Calculo dos Polinomios Limitrofes:

Os polinomios sao calculados a partir da lista de coeficientes que tem a seguinte
estrutura:

lcoef : [[[li1.1s1. gt1]. .... [lij, Is;, gt . . .., [lim, lsm, gtm]]

e possui m termos. m < n+ 1. O termo [a;, 3;]a' do polindmio intervalar [p] de grau
n é indicado pela sublista [li;.(s;, gt;] onde a; corresponde ao limite inferior dado
por li,, 3; corresponde a [s; e gt; ao grau deste termo.

Os polinomios limitrofes sao armazenados como polinomios usuais do Mac-
syma.

polsoh(m,lcoef):=
1. var:z,
2. pl:p2:p3:p4:0.
3. para i:1(1)m faga:
p3 : p3 + ls; - var?®,
pd :pd + 11 - vards,
. para i:1(1)m faga:
se oddp(gt;) !
entdo pl : pl + li; - var?®,
p2 : p2 + ls; - vard:,
sendo pl : pl + ls; - varf®,
p2 : p2 + li; - vari®,
. saida (pl1,p2,p3,p4).

-

R

Algoritmo 1b para o calculo das matrizes resultantes

mat1(pl,p2,p3,p4):=
1. para cada polinomio p ( de 1 a 4) faga:
1.1 var:variavel principal de (p),
1.2 n: grau(p),
1.3 para i:1(1)n faga:
para j:1(1)i-1 faga rfi,j]:0,
k:0,
para j:i(1)i+n faca:
r[i,j]:coeff(p.var.k).?

'fungdo légica que verifica se o niimero é impar
*fungio que fornece o coeficiente de ordem k da variavel var do polinomio p
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k:k+1
para jii+n+1(1)2%n faga rfi.j]:0.
/* cdlculo da sequnda parte da matriz */
321,
b:diff(p.var).’
para I:n+1(1)2%n faga:

para j:1(1)i-1 faga rfl.jj:0.

k:0.

para j:1(1)i+n faca:

r[i,j]:coeff(b,var.k),

k:k+1,
para jui+n+1(1) 2*n faga r[i,j/:0.

: a1,
2. se p=pl entdo gera matriz rl a partir de r,

se p=p2 entao gera matriz v2 a partir de r,

se p=p3 entdo gera matriz r2 a partir de r.
; se p=p4 entao gera matriz v2 a partir de r.
3. negativol:megativo2:falso.
4. prodl:inverso(rl)*r2.
3. calcular autovalores(prodl)
6. se algum autovalor real € negativo entao negativol:true
7. prod2:inverso(r3)*r4,
8. calcular autovalores(prod2).
9. se algum autovalor real € negativo entao negativo2:true
10. saida(negativol.negativo?).

Algoritmo 1c da Combinacao das Informacgoes da separacao dos
polinomios limitrofes

sepint(nzer):=
/* nzer: numero de zeros que serd localizado */
1. para jinc:1(1)nzer faga: /* para cada polinémio */
1.1 para k1:1(1)4 faga
lafk1]:intervalo de ordem kI do polinémio de ordem jinc
/* calcula a interseg¢do do intervalo i dos 4 polinomios */
rint:laf1],
runi:la[l],
para j:2(1)4 faga rint:interser¢ao (rintlafj]),
se rint=/]
entao para j3:2(1)4 faga runi:unido(runi,lafj3]),
rifjinc/:runi,
sendo rifjinc/:rint,
1.2 para j2:1(1)4 faga
nzint[j2]:sturm(pja(z). ri[jinc]),
1.3 unico:verdadeiro,

3func¢do que faz a derivada
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1.4 para j:1(1)4 faca:
se nzint#1 entdo unico:false,
se unico entao lffjinc/:rlfjinc]
senao subdivide(rl[jinc]),
lf[iine]:rauz,
1.5 lfa:endcons((lf[jinc].lfa).

Algoritmo 1d da Subdivisao

subdivide(int):=
/* int:[a.b] */
1. ptm:(a+d)/2,
2. me:[a,ptm], md:[ptm,b].
3. para i:1(1)4 faga:
3.1 nzefij:sturm(p;.me).
3.2 nzd[1]:sturm(p;.md).
4. unicoe:unicod: verdaderro.
5. forae:forad:false,
6. para i:1(1)4 faga:
se nze[i]#1 entao unicoe:falso.
; se nzd[iJ#1 entdao unicod:falso,
7. se nze[1]=0 e nze[2]=0 € nze[3]=0 e nze[{]=0
entao forae:verdadeiro.
. se nzd[1]=0 e nzd[2]=0 e nzd[3]=0 e nzd[4]=0
. entdo forad:verdeiro.
9. se forae entao se unidod entao rauz:md
senao subdivide(md)
SENA0 Se unicoe entao raur:me,
senao subdivide(me)

G, -t

10. fim

Algoritmo le da Separacgao
separ(lcoef):=

1. polsoh(lcoef),
2. varp:varidvel principal(pl),
3. grau:grau(pl),
/* gera p1,p2,p3 € p4 */
4. matl(pl,p2,p3.p4),
/% calcula r1,72,r3,v4, negativol e negativo? */
5. se nao(negativol) e nao(negativo?2)
entdo list[1]:usp(pl),
list[2]:usp(p2).
list[3]:usp(p3),
list[4]:usp(p4).
/* gera lfa */
sepint(grau),
saida lfa:lista dos intervalos separados
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sendo saida” [p/ nao tem so zeros reais”

6. fim

Exemplo 4.1.1 Seja dado o polinémio p(z) = *+[0.75,1.25]23+[—18.75. = 17. 73]z~
—16.25, —15.75]2+(31.75. 32.25]. Os resultados parciais da separagdo sdo os sequintes:
1. Polinomios Limitrofes:

pi(z) =2 +0.752% — 17.752% — 16.25z + 32.25
palz) = z' + 1.252° — 18.752% — 15.752 + 31.75
pa(z) = 2" + 1.252° — 17.752% — 15.757 + 32.25
ps(2) = z* 4 0.752° — 18.752% — 16.252 + 31.75

2. Aplicagdao do teorema 1 de Soh. 3.2.7.
2.1 Matrizes Resultantes:

32.25 —16.25 —17.75 0.7 1 0 00
0 3225 -1625 —17.75  0.75 I 00

0 0 3225 —1625 —17.75 075 1 0

o 0 0 0 3225 —16.25 —17.75 0.75 1
1= | —16.25 -355  2.25 1 0 0 00
0 —1625 =355 225 4 0 00

0 0 —16.25 —355  2.25 100
i 0 0 0 —16.25 -355 225 4 0
31.75 —15.75 —18.73  1.25 1 0 0 0]

0 3175 —15.75 —18.75 1.2 1 00

0 0 3L75 —1575 —18.75 125 1 0

e 0 0 0 3.75 —1575 —18.75 1.25 1
2T | 157 315  3.75 4 0 0 00
0 —1575 =375  3.75 4 0 0 0

0 0 —1575 —37.5  3.75 100

0 0 0 —1575 -37.5 375 4 0 |
32.25 —15.75 —17.75  1.25 1 0 0 0]

0 3225 —-1575 —17.75 125 1 00

0 0 3225 —1575 —17.75 125 1 0

B 0 0 0 3225 —1575 —17.75 1.25 1
1= | 1575 -355  3.75 4 0 0 00
0 —1575 —355 3.75 4 0 00

0 0 —15.75 —355  3.75 400

i 0 0 0 —15.75 -355 375 4 0
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31.75 —=16.25 —18.75 0.75 1 0 0 0]
0 3L7 -=16.25 -18.75 0.75 1 0 0
0 0 3L75 -16.25 —18.75 0.75 L0
R = 0 0 0 3175 -16.25 —18.75 0.75 1
7] =16.25 =375 2.25 | 0 0 0 0
0 —16.25 =37.5 2.25 4 0 0 0
0 0 —-16.25 -37.5 2.25 B 0 0

L 0 0 0 -16.25 =375 2.25 4 0 |

2.2 Autovalores. calculados numericamente.

Ird = [y = 0.74188411182036d0

y = 0.2077659725807d0: + 0.839993610595640.
y = 0.8399936105956d0 — 0.2077659725807d0;

y = 0.2627070131337d0i + 1.0640276234008440
y = 1.06402762340084d0 — 0.2627070131337d0:
y = 0.12112637288774d0i + 1.24885364576102d0
y = 1.24885364576102d0 — 0.12112637288774d0:
y = 2.26224161694596d0]

2.3 negativol:falso. negativo2:falso.
Logo todos os zeros de [p] sdo reais e distintos. 3. Separagdo :
3.1 Listas de intervalos separados pelo método de Uspensky Modificado

list[l] = [[~4,-3],[-3.~2],[0.4], [4,8]]

list[2] = [[-8. —4],[—4,0].[0,2], [2.4]]
list[3) = [[=8, —4], [—4, 0], [0, 2], [2. 4]
list[4] = [[-8, —4],[—4.0].[0.2],[2.4]]
3.2 Combinagao final:
1f < [[=8, 5}, [~,01,10,2], [2.8]

4.2 Separacgao dos Zeros Reais via Polinémios
Limitrofes

A nova abordagem proposta consiste em analisar o numero de zeros reais pos-
itivos e negativos de cada um dos polinomios limitrofes. Uma andlise simples que
surge intuitivamente € que se os limitrofes possuem so zeros reais entao toda a familia
possuiria so zeros reais.

Tal fato nao acontece, pois conforme C.B. Soh mostra inicialmente em seu
artigo, ha uma familia cujos polinomios limitrofes possuem s6 zeros reais mas existem
também em [p] um polindmio que possui zeros complexos. O exemplo é [pl(z) =
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2%+ [=3.3]z + 2 cujos limitrofes. iguais dois a dois. sao:
pi(z) =palx) = P =37+2 e pofz)=pasla)=2"+3z+2

Seus zeros sao todos reais. a saber 1 e 2 para p;(r) = ps(z) e -1 e -2 para ps(z) =
p2(z). O polinémio p.(z) = 2* + 2 esta em [p] e possui zeros complexos.

Além de observarmos a condigao da existéncia de so zeros reais nos limitrofes
é ainda necessario observar que o comportamento dos membros da familia [p| é
diferente em cada um dos semi-eixos. Assim no semi-eixo negativo os limitrofes sao
pi(z) e pa(x) ao passo que p3(z) e ps(z) estao no interior da faixa dos limitrofes. No
semi-eixo positivo ocorre o inverso: pi(z) e py(z) sao os limitrofes.

Os seguintes lemas procuram desenvolver alguns resultados iniciais. Sejam
consideradas as seguintes notagoes. para um polinomio intervalar [p], seus polinémios
limitrofes p;(z), ¢ = 1(1)4 e p(z) um polinémio qualquer de [p]:

Notagoes:

e 7: numero de trocas de sinal nos coeficientes de [pi(z):

e T":nimero de trocas de sinal nos coeficientes de [p|(—z):

e nzr(p): numero de zeros reais de p;

e nzp(p): numero de zeros positivos de p;

e nzn(p): numero de zeros negativos de p;

e nzc(p): numero de zeros complexos de p;

e nzepp(p): numero de zeros complexos de p com parte real positiva:
e nzcpn(p): numero de zeros complexos de p com parte real negativa.

Lema 4.2.1 (Condicao para os Zeros Positivos) Sejam psy € py os polinomios
limitrofes positivos de [p].Se

(LCP) nzp(ps) = nzp(ps) = u (4.1)

entao todo p € [p] tém pelo menos p zeros positivos.

Prova:

Sejam z3; os zeros positivos de ps, 1 = 1(1)u € sejam zy;, 7 = 1(1)p. Sejam
ainda, z3 € z4 dois zeros consecutivos de p3 € py € seja Z = [z3;,z4] um intervalo
no qual estao os zeros de p € [p| localizados entre p3 e py.

Como nzp(ps) = nzp(ps) = p entdo hd pu seqiéncias de intervalos que serdo
do tipo:

(24, 23] ou [z3i,24),1 = 1(1)p

alternadamente. Considerando wm desses intervalos [z3, z4) podemos dizer s.p.g.
que

Im(pa([zas zat))) = [0. 4] e Im(pa([za1,24])) = [—,0]

onde + e — indicam. respectivamente um valor positivo e outro negativo. Ver figura
4.1
‘f- .
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FIGURA 4.1 — Intervalo com zeros de p € [p]

Como ps € py sao limitrofes:
(Vp € [p)[p(231) - p(za1) <0 (4.2)

entao (3z € [za1, z4])[p(z) = 0] € dai ha pelo menos um zero de p em [z3, zy4]. Como
hd p intervalos onde /.2 vale. entdo qualquer p(x) € [p| tem pelo menos p zeros
reais positivos.

Lema 4.2.2 (Condigao para os Zeros Negativos) Sejam p; € p» 0s polinomios
limitrofes negativos de [p].Se

(LCN) nzn(p1) = nzn(p:) =7 (4.3)

entdo todo p € [p] tém pelo menos n zeros positivos.
prova:
E andloga ao lema anterior.

Exemplo 4.2.1 Seja [p](z) = 2°+[18.20]z?+[95. 124]x+[126, 240] cujos polinomios
limitrofes sdo:

p(z) = 23+ 202% + 952 + 240 py(z) = 2° + 182% + 124z + 126

pa(z) = 22 + 2022 + 124z + 240 py(z) = 2%+ 182% + 95z + 126
Ver figura 4.2.
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FIGURA 4.2 — Polinomios Limitrofes de [p|(z) = z° + [18.20]z* + [95. 124z +
1126.240]

Separagdo dos Zeros Reais:
list[l] = [[-16.-8]], [list[2] = [[-8.0]]

list[3] = [[~16,—8], [=8. —4], [—4. —4]
list[4] = [[~16. 8], [=8. —4]. [=4. 0]]

Assim temos: nzn(p;) = nzn(py) = 1 o que satisfaz a condi¢dao do lema 4.2.2 e dat
podemos garantir que ha pelo menos um zero negativo em cada polinomio da familia
dada. Na realidade pelo grdfico da figura 4.2 confirmamos que todos polinémios
possuem um zero negativo e além disso ha polinomios que possuem 3 zeros negativos,
a saber o polinomio ps € py que sao limitrofes no eizo positivo.

Outro fator importante € o numero de trocas de sinal de [p|(—z) que € T"' =3
mostrando que tal resultado € esperado. O numero de trocas de sinal de [p](z)
¢ T = 0 permitindo entao decidir que neste exemplo temos que todos polinomios
p € [p| ndo possuem zero real positivo € que no eizo negativo em [—16,0] temos
ou trés zeros negativos ou dous zeros complexos com parte real negativa € um zero
negativo. Além disso, pelo proprio grdfico verificamos que p; e p, possuem zeros
complexos com parte real negativa. Esta € a melhor informag¢do que podemos obter
dos dados acima.

Exemplo 4.2.2 Seja [pl(z) = 42°+[—20. —1]z*+[45. 46|23 +[—60. —59]2%+[46, 47)z+
[—20, —15]

m(z) = 42° —2'+452° - 5922 + 462 — 15 po(z) = 42° — 202" +462° — 602> + 472 —20;

pa(z) = 42° —2* +462° - 592> +47z —15; pa(z) = 42° 202" +452° — 602> + 462 —20



Separacao dos Reais:
list[l] = [[0.1]]: list[2] = [[1.2]]: list[3] = [[0.1]}: list[4] = [[2.2]]

Logo: nzp(ps) = nzp(ps) = n =1 € entao temos que. todo p € [p| possui pelo menos
um zero positivo.

Pela separacdo dos complezos, fornecida na lista lisollt]. 1 = 1(1)4 pelo
método de Brunetto. temos que:

lisol[1] = [[16: — 16,16, [16:,16]], lisol[2] = [[2d.1], s + 1,1]],

lisol[3] = [[16¢ — 16.16]. [16,16]], lisol[4] = [[i.1/2].[i +1/2,1/2]].

Logo:
nzepp(pr) =1 nzepp(pz2) = 2 nzepp(pa) = 1 nzepp(py) =2

ComoT =5 e T' =0 entdo ndo ha zeros negativos € ha zeros positivos. Ha zeros
complexos com parte real positiva € entdo podemos dizer que pode haver polinomios
com ou 3 zeros positivos € 2 complexos com parte real positiva ou 1 zero positivo ¢
| zeros complexos com parte real positiva.

Teorema 4.2.3 Sejam pi.p2,p2 € py 0s polinomios limitrofes de [p]. Se valem as
condi¢oes:

(LCP) nzp(ps) = nzp(ps) = p

(LCN) nzn(p1) = nzn(p2) =1

entdo todo polinomio p € [p] possui pelo menos 1 + p zeros reais.

Prova:

Decorre dos lemas 4.2.1 e 4.2.2 onde somamos 0s zeros negativos com 0s pos-
itwos.

Vamos considerar que o polinémio intervalar [p] possui coeficientes cujos inter-
valos reais ou sao ‘positivos’ ou sao ‘negativos’. isto é. se [p](z) := YL, Az’ entao
0& At =0(1)n.

O mimero de zeros reais de um polinémio real é exatamente determinado pelo
método de Sturm.

Teorema 4.2.4 (Da Nova Condigao ) Sejam py, ps. ps € ps 0s polinomios limitrofes
do polinomio intervalar [p] de grau n, com zeros reais € distintos. Se valem as
condigoes:

(LCP) nzp(ps) = nzp(ps) =
(LCN) nzn(py) = nzn(ps) =7

e alem disso vale:
(TCS)nzn(p1) +nzp(ps) =n A nzn(ps) + nzp(ps) = n (4.4)

entao [p| so possui zeros reais e distintos.
Prova:
Por absurdo:
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Suponhamos que a formula 4.4 seja vdlida. Suponhamos ainda que [p| possui
um polinomio p.(x) com zeros complexos. Seja z. = a + bi. um zero complexo de
pe(z). Como p.(x) possui coeficientes reais entdo =, = a—bi também € zero de p.(x).
Entao:

nzr(p.) <n-—2 (4.3)

Sejam pu e n tais que nzp(ps) = p. enzn(p) =n e p+n = n por 4.4. Seja
(zi. Zi].1 = 1(1)p. um intervalo definido a partir de dois zeros consecutivos de ps €
py. Isto €, z; € zero de ps ¢ Z; € zero de py, senao vale o contrario.

Como ps € py sdo limitrofes positivos e existem p intervalos deste tipo. Entao.
pelo lema 4.2.1. p.(z) se anula pelo menos uma vez nestes intervalos. Logo. ha pelo
Menos j zeros positivos em p..

Como py € py sdo os limitrofes negativos, analogamente concluimos que ha pelo
menos n zeros negativos em p.. Logo:

nzr(pe) = 1+ u
Masn+ p =n o que € absurdo com 4.3.

cqd
Com este novo teorema temos uma maneira mais eficiente de determinarmos
se [p] possui ou nao todos seus zeros reais e positivos.
Algoritmo 2: Nova Condigao

entrada: {[p|(z),n}
calcular a cota dos zeros dos polinémios limitrofes
contar o numero de zeros reais de cada polinémio acima
se nova condicao é valida
entao

4.1. separar os zeros de p;.ps.p3 € py.

4.2 combinar as informagoes da separagao

4.3 saida {listadeintervalos}

senao 3.4 saida: "Nao se garante a existéncia so zeros reais”

o

g 3

Exemplo 4.2.3 Seja [p] = z* + [—26. —20]x? + [25,64]. Ver figura 4.3.
Separagao dos Zeros:

list[1]) = [[—4. —4], [4,0], 0. 4], [4,4]] #st[2] = [[~8, 4], [4,0], [0, 4], [4.4]]

list[3] = [[—4. —4],[—4.0],[0,4], [4,4]] list[4] = [[-8.—4],[-4.0],[0,4], [4,4]]
Logo temos:
nzn(p;) =2, nzp(p;) =2, 1:1(1)4

Assim nzn(py) + nzp(p1) = 4 A nzn(ps) + nzp(ps) = 4 A nzn(py) + nzp(py) =
4 Anzn(ps) + nzp(ps) = 4. e portanto [p] s6 possui zeros reais e distintos.
A separacao € andalogo ao processo anterior.

Exemplo 4.2.4 Seja [pl(z) = z° + [-3.5, =3z + [-3.4,-3.2]2% + [13,14]2? +
[—2.5,=2]z + [=2. —1] Aplicando a nova condi¢do calculamos:



w P
i oot D
) sl s -
: s Al —
1w i i
% P «._\“ V
AT
] 1 Ao :
-0 pd
g —
100 i
-2 .
4 - i &
L T —

FIGURA 4.3 — polinomios Limitrofes de [p] = z* + [-26. —20]z* + [25. 64]
1. Polinomios limitrofes:
m(z) =2° -3z —3.42% + 142° — 252 — 1

pa(z) = 2° — 3.50" — 3.22° + 1327 — 22 — 2

8

pa(z) = 2° — 3.52% — 3.42° + 132* — 2.5z —

2. Cotas:
A cota dep, € 4, de py € S depsy € f e depy € 4.
3. Calculo da nova condigao :
3.1 Separagao :
list[1] = [[—4. —2],[-2.0].[0,2]]
list[3] = [[—4.—2],[-2.0],[0,2]]
list[4] = [[-2,-1],[-1,0],[0,1],[1,2],[2,4]]

nen(p) =2, nzp(ps) = 1 — nzn(pr) + nzp(ps) # 5A
nzn(ps) = 2. nzp(ps) = 3 — nzn(py) + nzp(py) = 5

Logo as duas condi¢oes ndo sdo satisfeitas, e portanto ndo podemos garantir
que [p] possui so zeros reais.

Para obtermos o mesmo resultado através do teorema 3.2.7 teriamos que cal-
cular as 4 matrizes, duas inversées matriciais, dois produtos matriciais e o calculo
dos autovalores de matrizes de ordem 10, para chegarmos a mesma conclusao.
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FIGURA 4.4 — Polinéomios Limitrofes de [p](z) = 2z° + [25.26]z* + [95.5. 96|z +
[94.75.95.25]x = [—98. =97]z + [-120. —110]

Exemplo 4.2.5 Seja [pl(z) = z° + [—10,—=8]z* + [—26, —20]z> + [200.208]z* +
[25.64]z + [—600. —200] Aplicando a nova condicdo caleulamos:
I. Polinomios limitrofes:

m(z) = 2° —82% — 262° + 2082* + 252 — 200

pa(z) = 2° — 10z* — 202° 4+ 2002% + 64z — 600
pa(z) = 2° — 82" — 202> + 2082% + 64z — 200
pa(z) = 2° — 10z* — 262> + 2002° + 25z — 600

2. Cotas:
A cotadep, €b=8 dep, €b=16, de p3 € 8 e de py € 16.
3. Separacao dos limitrofes:

list[1] = [[-8. —4],[—4,0],[0,4], [4,8], 8, 8]]
list[2] = [[-8. —4],[—4.0],[0.4], [4,8],[8, 16]]
tist[3] = ([-8, —4], (4,0}, [0,4]
list[4] = [[-8.—4],[—4.,0],[2,3],[3.4],[8, 16]]
4. Calculo da nova condigao :

nzn(p1) =2. nzp(pz) =1 — nzn(p;) + nzp(ps) # 5A

nzn(p2) =2, nzp(ps) =3 — nzn(py) + nzp(ps) =5

Logo as duas condi¢oes nao sao satisfeitas, e nao podemos garantir que [p| so

POSSUL ZETOS TEALS.
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FIGURA 4.5 — Polinémios Limitrofes de [p](z) = 2z° + 25z% + [95.5.96]2° +
[94.75.95.25]77 + [—98. —97]z + [—120.—110]

Exemplo 4.2.6 Seja [p](z) = 22°+252%+(95.5. 96]23+[94.75. 95.25] 2% +[—98. 97|z +
[—120.—110] Ver figura 4.5
1. Polinomios limitrofes:

p(z) = 22° + 252 + 95.52° + 95.252% — 98z — 110

pa(z) = 22° + 252" + 962> + 94.752% — 97z — 120

pa(z) = 22° + 252 4 9623 + 95.252% — 97z — 120

ps(z) = 22° + 252* + 95.5z° + 94.75z% — 98z — 120
Ver figura 4.5.
2. Cotas:

As cotas sao todas iguais a 32.
3. Separagdo dos limitrofes:
13 51 51 25

list[1] = [[=8, 4], = 3} [ 3, = (2,01, [0,32]

list[2) = [[~6, —35], [=5, —4], [4, —2], [~2, 0], [0. 32]]
list[3] = [[~8. —4], [~4. —3], [~3, =2],[~2, 0], [0, 32]]
list[4] = [[-8.—4],[—4.=3],[-3.=2],[-2.0],[0. 32]]

4. Calculo da nova condigdo:
4.1 Pelos dados anteriores, temos:

nzn(py) =4. nzp(ps) =1 — nzn(p,) + nzp(ps) = 5A

nzn(p2) = 4. nzp(ps) =1 — nzn(py) +nzpps) =5
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Logo. em [p](x) so ha polinomios com zeros reais.
4.2 Combinacao Final:
457

Lista final=[[—8. - %], [- £, -8][-12 _2] [-2.0],[0.32]]

4.3 Comparacao dos Dois Algoritmos

Vamos citar os algoritmos principais novamente. salientando os subalgoritmos
que estao sendo efetivamente usados. Nestes. na entrada temos [p| que representa.
conforme ja dito. o polinomio intervalar de grau n e m =2 - n é a ordem da matriz
dos resultantes.

4.3.1 Abordagem via C.B.Soh

Passos do Algoritmo 1

1. entrada([p]).
2. construcao dos 4 polinomios: ( polsoh[p] — pl.p2,p3.p4) )
3. construcao das 4 matrizes. para os Resultantes (2n x 2n) :
( matl (pl,p2,p3,p4):
3.1. célculo de 2 inversdes matriciais, (2n x 2n
3.2. célculo de 2 produtos matriciais (2n x 2n),
3.3. célculo de 2 determinantes,(2n x 2n)
3.4. cdlculo de 2n zeros,
3.5. célculo da condicdo ,
3.6 se condicio é verdadeira entdo
3.6.1 separa zeros:
3.6.1.1 célculo das cotas
3.6.1.2 usp(p1),usp(p2),usp(p3),usp(p4),
3.6.2 int:combina(n):
3.6.2.1 sturm(pl,int),sturm(p2,int),
sturm(p3,int), sturm(p4,int),
: subdivide:sturm(p,esq) e sturm(p,dir),

4. fim

No passo 2 temos cerca de O(n?) operagoes realizadas pois temos a construcao
de um polinémio de grau n. a partir dos n + 1 coeficientes. Utilizamos n produtos
e n poténias da variavel principal. Neste caso, nao podemos aplicar o algoritmo de
Horner, pois nao estamos calculando o valor do polinémio num ponto.

Ja no passo 3. na construcao das matrizes temos n’ atribuicdes por matriz.
Para construir esta matriz é calculado a derivada de um polinémio. O calculo da
derivada de um polinémio envolve cerca de O(n) operagoes .

No passo 3.1. o calculo da inversdo das matrizes é mais demorado, que o passo
anterior. Levando em conta s6 a ordem m da matriz a complexidade da inversao.
pelo método classico de Gauss é de O(m?).

No passo 3.2 temos o produto que é igualmente da ordem de O(m?).

No Maxima, o tempo de execugao é também proporcional ao tamanho dos
elementos operados, pois a aritmética exata implementada trabalha com precisao
variada. Assim um calculo da inversa de uma matriz de ordem m com elementos
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de tamanho de 3 digitos. por exemplo. tem seu tempo de execu¢ao menor. que uma
outra matriz de elementos de tamanho de 6 digitos.

Assim. lenvando em conta que sendo k o tamanho dos coeficientes. no passo
2 temos uma complexidade de O(n?(k log(k))). No passo 3 temos O(n*(klog(k))) e
nos passos 3.2 e 3.3 temos O(m®(klog(k))).

O passo de maior complexidade é o passo 3.3 onde o cdlculo do determinante.
calculado de forma exata é dado por O(m®(klog(k)) e m é a ordem da matriz.
Este passo ¢ o de maior tempo na pratica. Para o calculo do determinante de um
polinémio de grau 10, podemos esperar cerca de meia hora para obter o resultado
final.

O calculo dos zeros. para determinar os autovalores € feito de forma numeérica e
aproximada, pelo comando allroots. O tempo de execucao é proporcional ao grau do
polinémio, que neste caso € de 2n, sendo entao que a complexidade é O(n(klog(k)))
No passo 3.6.1 temos apenas testes sobre 2n zeros para verificar se estes possuem
parte real negativa.

O tempo de execucao do passo 3.6.1.1 é proporcional ao grau do polinémio e
portanto. levamos cerca de O(n(k logik))) operacoes.

Nos passos 3.6.1.2 e 3.6.1.2 temos os algoritmos usp e sturm implementados
em [BRU 94] onde é desenvolvido o estudo de suas complexidades. Nao o faremos
aqui. Estes dois algoritmos sao também usados na nova abordagem e portanto nao
influem na comparacao entre os dois métodos.

4.3.2 Abordagem pelo Novo Algoritmo

Algoritmo Novo

entrada/p].
construgao dos polinomios, polsoh
calculo das cotas: b.
calculo do numero de zeros reais:
sturm(p1./-b.0]). sturm(p1,[0.b]).
sturm(p2,/-b.0]). sturm (p2,[0,b]),
sturm(p3./-0,0]). sturm(p3.[0.b]),
sturm (p4,/-b,0]). sturm(p4,[0,b]).
calculo da nova condigcao : 4 adi¢oes
6. se condicao € verdadeira 7 se condi¢ao € verdadeira entao
7.1 separa zeros:
7.1.1 calcula cotas:
7.1.2 usp(p1).usp(p2),usp(p3).usp(p4),
7.2 int:combina(n): 7.2.1 sturm(pl,int).sturm(p2,int),
sturm(p3,int), sturm(p4.int),
subdivide:sturm (p,esq) e sturm(p.dir),

1S

L S

S

Subalgoritmo sturm

sturm(pol,int):=
1. z: varivel principal de pol,
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graup:grav de pol em =.
ai:extremidade inferior de int.
bi:extremidade superior de int.
fl0]: pol.

f[1]:derivada(pol) em =.
obtem_sturm().
nz:calc_nzeros(ai,bi).

fim

Neste Subalgoritmo. dois sao os procedimentos basicos: o de gerar uma seqiiéncia
de Sturm e o de calcular o numero de zeros num intervalo.

A separacao , comum aos dois algoritmos. é feita pelo método de Uspensky
Modificado e pelo calculo do numero de zeros em diversos intervalos.

Novamente. o estudo da complexidade esta no trabalho ja citado ([BRU 94]).

Comparando os dois algoritmos. na abordagem via C. B. Soh e na abordagem
via Nova Condicao temos uma diminuicao grande do tempo de execucao. uma vez
que nao € preciso calcular o determinante de uma matriz de tamanho m = 2 x n
e nem o calculo aproximado dos zeros para determinar os autovalores. Na nova
abordagem temos um algoritmo. onde no ponto diferencial temos complexidade
O(n*(klog(k))) enquanto que usando a condicao de C.B. Soh temos a complexi-
dade de O(m?(klog(k))).

A nova abordagem. portanto prové um meétodo totalmente algébrico e mais
rapido que a abordagem via C.B.Soh.

o o~y O U B~ Ly

=
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Capitulo 5

Conclusao

Os resultados de C.B. Soh com os teoremas 3.2.7, 3.2.8 e 3.2.9 foram os pontos
importantes para o inicio deste trabalho. A partir deles iniciamos a pesquisa de
ampliacoes do seu resultado e de um resultado equivalente com menor trabalho
computacional.

Em condigoes especiais da familia [p]. a respeito da natureza dos autovalores
dos resultantes ou do numero de zeros dos polinomios limitrofes. conforme especifi-
cado nos teoremas do capitulo quatro. podemos localizar uma seqiiéncia de intervalos
reais de modo que todos os zeros de cada polinomio p € [p] estejam num desses in-
tervalos, e que cada intervalo da seqiiéncia possua um zero de cada polinémio da
familia. Tal resultado é obtido de 2 modos diferentes, com complexidades igualmente
diferentes porém. ambos utilizam os polinomios limitrofes.

Para verificar a condicao de Soh em 3.2.7 temos uma complexidade da ordem
de O(n®) sé no calculo dos autovalores. ao passo que, para verificar a nova condigao
em 4.2.4, nao so6 nao utilizamos nenhum procedimento de tal complexidade. como
também usamos as informacgoes que sao necessarias para a propria separacao. com
algoritmo de complexidade de O(n?) mais duas somas e 2 testes de igualdades entre
elementos destas mesmas informacoes.

Hé um evidente ganho de tempo na nova abordagem proposta, baseada apenas
na contagem e separacao dos zeros dos polinomios limitrofes em relagao a abordagem
de C.B. Soh que utiliza o cédlculo de autovalores das matrizes de certos resultantes
entre os limitrofes. Se o polinémio é do grau n entao estas matrizes sao da ordem
de 2n.

Além da diferenca no ganho de tempo, também na nova abordagem podemos
utilizar inteiramente algoritmos implementados simbolicamente. Isto nos traz a
vantagem, de que quando trabalhamos com polinémios com coeficientes no dominio
gaussiano e de fatoragao livre de quadrados (exigéncia para isolar os zeros reais
de um polinomio real pelo método de Uspensky Modificado). temos resultados
exatos e ndo apenas com uma boa exatiddo numeérica. Em certos casos. isto pode
compensar o gasto maior em tempo, por trabalharmos com manipulacao simbdlica.

Embora a contagem do numero de zeros reais assim como a sua separacao
seja feita algoritmicamente do modo algébrico sobre os polindomios limitrofes, tais
algoritmos podem também ser implementados numéricamente. Em ambos os casos
teremos, € claro, as limitagoes e problemas de cada uma das abordagens.
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5.1 Casos Reais Simples e Separaveis

Quando conseguimos isolar uma regiao ou um intervalo real onde temos um so
zero de cada p € [p|. dizemos que este zero real ou mesmo complexo € separavel.
Vamos levar em conta as variaveis. ja identificadas no capitulo anterior, que sao
abreviaturas a respeito do numero de zeros reais positivos ou negativos. complexos
com parte real positiva ou negativa.

e T: nmimero de trocas de sinal nos coeficientes de [p|(z):

o T":nimero de trocas de sinal nos coeficientes de [p|(—z):

e nzr(p): numero de zeros reais de p:

e nzp(p): numero de zeros positivos de p:

e nzn(p): numero de zeros negativos de p:

e nzc(p): numero de zeros complexos de p:

e nzcpp(p): numero de zeros complexos de p com parte real positiva:
e nzcpn(p): nimero de zeros complexos de p com parte real negativa.

Definicao 5.1.1 (Zeros Reais Simples e Separaveis) Seja [p| um polinomio in-
tervalar € py, pa.ps € py seus polinomios limitrofes. Se os polinomios limitrofes sat-
isfazem a nova condi¢ao 4.2.4

(LCP) nzp(ps) = nzp(ps) = p

(LCN) nzn(p1) = nzn(p2) =7

e alem disso vale:
(TCS) nzn(py) +nzp(pz3) =n A nzn(p:) + nzp(ps) =n
entdo dizemos que todos os zeros reais de cada p € [p] sao simples e separdveis.

Caso contrario. podemos ter situacoes onde delimitamos um intervalo que pos-
sui apenas um zero de cada p € [p], mas nem todos os demais sao separaveis e
simples.

Vamos salientar ainda outros casos em que temos uma informacao exata e
fechada. Isto quer dizer que o resultado a ser obtido da separacao é todo obtido
pelo algoritmo e possui um significado tinico. sem alternativas. Serao designados
casos (A).

¢ (Al) Se vale (LCP), (LCN) e (TCN) entao todo p € [p] possui s6 zeros reais
simples, resultado do teorema 4.2.4.
Os proximos itens sao resultados da generalizacao do Teorema de Descartes

3.1.2, para polinomios intervalares.

¢ (A2) Se T" = 0 entao todo p € [p] nao possui zeros negativos;
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e (A3) Se T = () entao todo p < [pl ndo possui zeros positivos:
e (A4) Se T" = 1 entao todo p € [p| possui um zero negativo:
e (A5) Se T = | entao todo p £ [p] possui um zero positivo.

Em todas as situagoes dadas em (.4) teremos como resultado uma seqiiéncia
de intervalos. numa lista. em que cada elemento contém um s6 zero de qualquer
p € [p] e que todos os zeros de qualquer polinémio da familia [p] estda num destes
elementos.

5.2 Casos Reais ou Complexos

Quando nao sao satisfeitas as condigoes anteriores mas ainda temos as condi-
coes validas para os lemas 4.2.1 e 4.2.2 entao podemos ter. eventualmente. alguns
zeros separados. mas nem todos.

No caso do plano complexo. embora possamos separar os zeros complexos
dos polinémios limitrofes. nao podemos garantir o mesmo comportamento para 0s
demais polinomios da familia. Os resultados graficos mostram que ha situacoes onde
o intervalo que contém zeros reais nao é excludente com o intervalo que contém as
partes reais dos zeros complexos. Somente em alguns casos especiais. mediante uma
analise grafica ou mediante pesquisa de minimos ou maximos locais de cada um dos
polinomios limitrofes, podemos chegar a separar as regioes que possuem sO zeros
complexos da regides que possuem so reais.

O teorema 3.2.11 de Soh e seu corolario fornecem condigoes para que tenhamos
k zeros no semiplano esquerdo e n — k no semiplano direito. porém este resultado
nao é suficiente para separar as regioes onde teremos que cada p € [p] tera um zero
complexo e que cada zero esteja confinado a uma das regices isoladas.

Podemos ter. a partir dos resultados da separacao dos zeros tanto reais como
complexos dos polinomios limitrofes, uma lista de situacoes onde podemos identificar
algumas informagoes relevantes. Estas informacoes sao obtidas da separacao dos
zeros reais e complexos dos polinomios limitrofes p;(z). ¢ = 1(1)4.

Analisando os polinémios maximal e minimal no semiplano negativo e positivo
temos entao diversas situacoes para os valores do numero de zeros reais ou complexos.

Trabalhando com estes valores temos situacoes onde podemos agrupar um
conjunto de informagoes associado a uma regiao. Neste trabalho, esta regiao é
fornecida pela separagao ou dos zeros reais ou dos zeros complexos de cada um
dos polinémios limitrofes. No caso de regides que constituem intervalos, como é
o caso da separacao dos zeros reais, a subdivisao é simples e feita num ponto de
quebra, gerando dois subintervalos. Quando a regiao é um quadrado ou retangulo a
subdivisao pode ser feita de diversas maneiras, mas em geral, o retangulo é dividido
por um ou dois segmentos de retas paralelos aos seus lados, gerando dois ou quatro
subretangulos. A cada subdivisao novas avaliagdes devem ser feitas em cada parte.
No caso dos intervalos o processo continua, de modo algoritmicamente, simples.
Contudo no caso dos retangulos gerados pela separagao dos complexos tal reavalia-
cao nao € elementar.

Além disso, pode ocorrer que embora a realiagao seja executada o numero de
informagoes nao possa ser aumentado. Isto € visto no exemplo 3.1.9 € 3.1.10 onde a
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subdivisao da regiao implica em perda de informacao referente a todos polinomios.
[sto significa que nao ha um limite. dado por um ponto determinado algebrica-
mente, onde a partir do qual tenhamos um conjunto maior de informagoes. Ou seja.
se subdividirmos a regiao. mediante mais trabalho evidentemente. o conjunto das
informacoes continuara o mesmo ou diminuira. No exemplo 3.1.9, no retangulo de
vertices (0.0). (0.100). (10.100) e (10.0). temos que todo p < [p] possui ou dois
zeros reais ou um zero complexo. Se subdividirmos este retangulo nao podemos
garantir a mesma informacao nem outra mais qualitativa. para todos p € [pl.
Vejamos as seguintes situacoes de verificacao algoritmica e que produzem uma
informacao resultados nao fechada. isto €. com alternativas. Sao os casos rotulados

de B.

e (B1l) Se nzn(pi(x)) = nzn(p:(z)) = n entao todo polinémio p € [p] tem pelo

e (B2) Se nzp(palz)) = nzp(ps(x)) = u entao todo polinomio p € [p| tem pelo
menos p zeros positivos. Lema 4.2.1.

Ha diversas outras situagoes que nao sao evidentes e podem vir a ser compro-
vadas ou refutadas com alguma informacao extra. Sao os casos (C').

o (C1: Conjetura 1) Se nzn(p;(x)) = nzn(p2(z)) = nenzepn(pi(z)) = nzepn(ps(z)) =
nzepn(pa(z)) = nzepn(ps(z)) = 0 entdo todo polinémio p € [p| tem exata-
mente 7] zeros negativos.

o (C2: Conjetura 2) Se nzp(ps(z)) = nzp(ps(z)) = penzepp(pi(x)) = nzepp(pa(z)) =
nzepp(pa(z)) = nzepp(ps(z)) = Oentdo todo polinémio p € [p] tem exatamente
L Zeros positivos.

Graficamente. observamos que quando ha um polinémio da familia [p] com um
zero complexo e seus coeficientes sao alterados dentro de intervalos A;, o polinomio
modificado podera vir a cortar o eixo z gerando dois novos zeros reais. Porém.
quando tal nao ocorre e se todos os polinémios limitrofes possuem o mesmo numero
de zeros negativos 7. que satisfaz LC' N entao deve ser provavel que todos polinomios
de [p] tenham o mesmo numero.

No exemplo 4.2.1, que satisfaz LC'N observamos que o maximal e minimal
negativos possuem zeros complexos com parte real negativa e efetivamente ha outros
polinémios com mais de 7 zeros negativos. No exemplo 4.2.2 isto também ocorre.
Ja no exemplo 4.2.5 temos exatamente 2 zeros negativos e nenhum dos limitrofes
negativos possul zero complexo com parte real negativa. O mesmo nao ocorre com
o eixo positivo. onde nao se satisfaz nem o LCP.

Confirmar ou refutar tais conjecturas faz parte de trabalhos futuros.

Conforme ja vimos no exemplo 3.2.6. a existéncia de do mesmo numero de
zeros complexos: nzepp(ps) = nzepp(ps) = 6 = 1 nos polinémios maximal e minimal
no eixo positivo, nao implica que todos polinomios da familia tenham pelo menos o
mesmo numero de zeros complexos, que no caso € um, pois o polinémio p; nap possui
zeros complexos com parte real positiva, alias nem negativa. Porém se o resultado da
separacgao dos zeros complexos dos limitrofes, maximal e minimal, produz quadrados
ou eventualmente retangulos cujas fronteiras que coincidam com o eixo real nao
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tenham zeros reais entao esta regiao podera possuir so zeros complexos. Determinar
condicoes para que esta regiao possua so zeros complexos € também um futuro
trabalho.

Outros trabalhos futuros podem ser dirigidos a ampliar as condicoes sobre
outras familia de polinomios que nao apenas a dos polinomios intervalares. Alguns
trabalhos nesta area ja existem e trabalham com familias de certas funcoes nao
lineares. ver [KRA 85].

Asim, conseguimos neste trabalho. determinar uma nova condicao para que um
polinomio intervalar possua somente zeros reais. e neste caso. separa-las. com um
algoritmo. onde na parte significativa. isto é, o calculo da nova condi¢ao, temos com-
plexidade de O(n?(klog(k))) enquanto que. com a condicao de C.B. Soh o algoritmo
tem uma complexidade de O(m?(klogk))) com m =2 n.
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