MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

SOLUCOES PARA PROBLEMAS DE DISPERSAO E ESCOAMENTO COM
CONDICOES DE CONTORNOS CURVILINEOS POR TRANSFORMACOES
DIFEOMORFAS CONFORMES

por

André Meneghetti

Tese para obtencao do Titulo de

Doutor em Engenharia

Porto Alegre, Dezembro de 2018



SOLUCOES PARA PROBLEMAS DE DISPERSAO E ESCOAMENTO COM
CONDICOES DE CONTORNOS CURVILINEOS POR TRANSFORMACOES
DIFEOMORFAS CONFORMES

por

André Meneghetti

Mestre em Matemaéatica

Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Me-
canica, PROMEC, da Escola de Engenharia da Universidade Federal do Rio Grande do

Sul, como parte dos requisitos necessarios para a obtencao do Titulo de

Doutor em Engenharia

Area de Concentragao: Fendémenos de Transporte

Orientador: Prof. Dr. Bardo Ernst Josef Bodmann

Aprovada por:

Prof. Dr. Haroldo Fraga de Campos Velho ........................ LAC / INPE
Prof. Dr. Rubem Mério Figueir6 Vargas ........................ PPG / PUCRS
Prof. Dr. Volnei Borges .............. ... ... ... ... PROMEC / UFRGS

Prof. Dr. Fernando Marcelo Pereira

Coordenador do PROMEC

Porto Alegre, 6 de Dezembro de 2018

11



Aos meus pais David Meneghetti (in memorian) e Gelcira Lucia
Meneghetti (in memorian), que dignamente me apresentaram a im-

portancia da familia e ao caminho da honestidade e persisténcia.

111



AGRADECIMENTOS

Agradego ao professor e amigo Marco Tullio Menna Barreto De Vilhena pelo in-
centivo, pela confianca e por proporcionar oportunidades para meu crescimento pessoal e
profissional.

Ao meu orientador e amigo Bardo Ernst Josef Bodmann pela paciéncia, pela dis-
ponibilidade, pelos conselhos, pelo incentivo, pela confianca e por ser um exemplo de
profissional.

Por fim, agradeco a minha querida esposa Cinthya Maria Schneider Meneghetti
pelo incentivo, pela confianga, pela amizade, pelo companheirismo e por estar comigo

sempre.

v



RESUMO

Neste trabalho, propomos resolver problemas de dispersao e de escoamento definidos em
dominios curvilineos utilizando transformacoes difeomorfas conformes de coordenadas.
Grande parte dos métodos de resolucao de equacgoes diferenciais parciais possuem como
pré-requisito que o problema original seja definido sobre um dominio de planos para-
lelos. Métodos de resolucao analiticos, semi-analiticos e numéricos sao desenvolvidos a
partir de dominios simples. Quando aplicados em dominios complexos, naturalmente,
surgem dificuldades que sao manifestadas essencialmente nos contornos do dominio. In-
dependente do método de resolucao, propomos definir uma transformagao que altere o
sistema de coordenadas original para um sistema de coordenadas curvilineas equivalente.
A transformacao deve alterar o sistema de coordenadas original de forma que o domi-
nio curvilineo seja transformado em um dominio retangular equivalente no novo sistema
de coordenadas (sistema de coordenadas curvilineas). Para este fim, a transformagcao é
construida utilizando informagoes adquiras pelos contornos curvilineos. A transformagao
¢ aplicada sobre as coordenadas, porém ela é invariante e altera também as equacoes
diferenciais parciais que modelam o problema. Inevitavelmente, as equagoes diferenciais
parciais transformadas se tornam mais extensas devido a inser¢ao de novos termos gerados
pela relacao que existe entre ambos sistemas de coordenadas, chamada de conexao afim.
Apesar deste fato, a resolucao nao se torna mais complexa, apenas mais trabalhosa. A
solugao obtida deve ser recuperada pela inversao da transformacao. Para contextualizar
a metodologia, neste trabalho utilizamos a equagao de advecgao-difusao e as equagoes de
Navier-Stokes acopladas a equacao de Poisson para a pressao. Em ambos os casos, as
equagoes sao resolvidas numericamente pelo método de diferencas finitas implicito nos

casos bidimensional e tridimensional.

Palavras-chave: Transformacoes; Difeomorfas; Conformes.



ABSTRACT

In this work, we propose to solve problems of dispersion and flow defined in curvili-
near domains using diffeomorph conformal transformations of coordinates. Most of the
methods of solving partial differential equations have the prerequisite that the original
problem be defined on a domain of parallel planes. Analytical, semi-analytical and nume-
rical resolution methods are developed from simple domains. When applied in complex
domains difficulties arise which are manifested essentially in the contours of the domain.
Regardless of the resolution method, we propose to define a transformation that changes
the original coordinate system to an equivalent curvilinear coordinate system. The trans-
formation must change the original coordinate system so that the curvilinear domain is
transformed into an equivalent rectangular domain in the new coordinate system (curvili-
near coordinate system). To this end, the transformation is constructed using information
acquired by the curvilinear contours. The transformation is applied on the coordinates,
but it is invariant and also changes the partial differential equations that model the pro-
blem. Inevitably, the partial differential equations transformed become more extensive
due to the insertion of new terms generated by the affine connection that relates both
coordinate systems. Despite this fact, the resolution does not become more complex, just
more laborious. The solution obtained must be recovered by reversing the transformation.
To contextualize the methodology, in this work we use the advection-diffusion equation
and the Navier-Stokes equations coupled to the Poisson equation for the pressure. In
both cases, the equations are solved numerically by the finite difference method implicit

in two-dimensional and three-dimensional cases.

Keywords: Diffeomorph; Conformal; Transformations.

vi



INDICE

1 INTRODUCGAO . . . . . ...
1.1 Revisao Bibliografica . . . . . . . ... ... 0o
1.2 Objetivos . . . . . .

1.3 Organizacao do Trabalho . . . . . . . . ... .. ... ... ... ... ..

2 FUNDAMENTACAO TEORICA . ... ... ............
2.1 Definigbes matematicas . . . . . . . ... Lo
2.2 Transformacgoes difeomorfas . . . . . . . . .. ..o
2.3 Transformacao por invaridncia . . . . . . .. ..o
2.4 Transformacoes difeomorfas conformes . . . . .. .. ... .. ... ...
2.5 Método numérico de diferencas finitas implicito . . . . . . . . .. .. ..

2.5.1 Dominio e representacdo . . . . . . . . ...

of
25.2 Operador 5, . . . .. ..

2.5.3 Operadores %, g—?’; e % ............................

2f 2f | 9
2.5.4 Operadores 8—00];, a—yg‘ e 8—212( ..........................
9%f  0%*f 9%f

2.5.5  Operadores espaciais Bedy Baon C Bghs e

2.5.6  Um exemplo de resolu¢ao numeérica utilizando o método de diferencas
finitas implicito . . . . . ...
2.5.7 Consisténcia, Ordem, Estabilidade e Convergéncia . . . . . . . .. .. ..

2.6 Um breve resumo do método Gauss-Seidel . . . . . . . . .. . ... ...

3 EQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO 2D . .. ... ......
3.1 Equacao de advecgao-difusao no sistema de coordenadas cartesianas . . .
3.1.1 Discretizagdo . . . . . . ..
3.1.2 Discretizacao das condic¢oes de contorno - Tipo Neumann . . . . . . . ..
3.1.3 Teste residual para a solugao encontrada . . . . . . ... ... ... ...
3.1.4 Fluxograma do codigo C . . . . . . . . ... o
3.1.5 Simulagao . . . . . ...

Vil

N O NN =



3.2 Equacao de advecgao-difusao no sistema de coordenadas curvilineas . . . 41

3.2.1 Transformagao dos operadores . . . . . . . . . . .. .. ... ... 42
3.2.2 Discretizagao . . . . ... Lo 45
3.2.3 Discretizacao das condigoes de contorno - Tipo Neumann . . . . . . . . . 49
3.2.4 Calculo das derivadas parciais &, &, (o, ¢ -« - o o oL 49
3.2.5 Construcao da malha bidimensional . . . . . . . . . ... ... ... ... 51
3.2.6 Teste residual para a solugao encontrada . . . . . . ... ... ... ... 55
3.2.7 Fluxograma do codigo C . . . . . . . . .. ..o 56
3.2.8 Simulagao . . . . . .. L 59
4 EQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO 3D . . .......... 61
4.1 Mudanga do sistema de coordenadas . . . . . . ... ... 61
4.2 Equacgao de advecgao-difusao no sistema de coordenadas generalizadas . . 62
4.3 Discretizacao . . . . . . . .. 67
4.4 Discretizacao das condi¢oes de contorno - Tipo Neumann . . . . . . . .. 76
4.5 Calculo das derivadas parciais &, &, &2 M2y My M2y Coy Cyy &2 - - - o o 76
4.6 Construcao da malha tridimensional . . . . . .. .. ... ... .. ... 78
4.7  Teste residual para a solugao encontrada . . . . . . . .. ... ... ... 86
4.8  Fluxograma do codigo C . . . . . . . . .. ..o 87

5 SIMULACAO DA DISPERSAO DE TRICIO EM TORNO

DA USINA NUCLEAR DE ANGRAIT .. ... .......... 89
5.1 Dominio curvilinear . . . . . . . . . ..o 90
52  Dadosdasimulagao . . . . . . .. .. Lo 92
5.3  Resultados da simulagao . . . . . .. ... ... oL 93
6 EQUACOES DE NAVIER-STOKES 2D . . . ... ... ...... 96
6.1 Equagoes de Navier-Stokes no sistema de coordenadas cartesianas . . . . 97
6.1.1 Discretizacao . . . . . . . ... 98
6.1.2 Discretizacao das condi¢oes de contorno - Tipo Neumann . . . . . . . .. 107
6.1.3 Teste residual para a solugao encontrada . . . . . . . . . ... ... ... 109
6.1.4 Fluxograma do codigo C . . . . . . . . ... L 110
6.1.5 Simulagao . . . . . . ... 113
6.2  Equacgoes de Navier-Stokes no sistema de coordenadas curvilineas . . . . 116

Viil



6.2.1 Discretizagdo . . . . . ... 119

6.2.2 Discretizacao das condigoes de contorno - Tipo Neumann . . . . . . . . . 130
6.2.3 Teste residual para a solugao encontrada . . . . . . . ... .. ... ... 132
6.2.4 Fluxograma do codigo C . . . . . . . . .. ..o 134
6.2.5 Simulagao . . . . . .. L 137
7 EQUACOES DE NAVIER-STOKES 3D . . ... ... ....... 141
7.1 Mudanga do sistema de coordenadas . . . . . . ... ... 142

7.2 As equagoes de Navier-Stokes representadas pelo sistema de coorde-

nadas generalizadas . . . . . . . .. ... 143
7.3  Discretizagdo . . . . . .. 147
7.4  Discretizacao das condigoes de contorno - Tipo Neumann . . . . . . . .. 170
7.5  Teste residual para a solugao encontrada . . . . . . . ... ... ..... 173
7.6 Fluxograma do codigo C . . . . . . . .. ..o 176

8 SIMULACAO DE ESCOAMENTO EM DOMINIO COM-
PLEXO, UTILIZANDO TRANSFORMACOES DIFEOMOR-

FAS CONFORMES . . . . . . . .. . . oo, 179
8.1 Dominio curvilinear . . . . . . . . . ... 179
8.2 Dadosdasimulacao . . . . . . . . ... Lo 179
8.3  Resultados da simulacao . . . . . . .. ... ... oL 180
9 CONCLUSOES . . . . . . . 183
9.1 Sugestoes para Trabalho Futuros . . . . . .. .. ... ... ... .... 184
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . . . . . . ... .. . .. ... 185
APENDICE A Ordem e consisténcia . . . . . . .. .. ... ....... 190

1X



Figura
Figura

Figura

Figura

Figura
Figura
Figura

Figura
Figura
Figura

Figura

Figura
Figura

Figura
Figura

Figura

Figura

Figura
Figura

2.1
2.2

2.3

24

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8
3.9

4.1
4.2

4.3

5.1

5.2
9.3

LISTA DE FIGURAS

Parti¢oes do dominio [0,1]. . . . . . .. ... .o
Solucao aproximada f de f, obtida pelo método de diferencas

finitas implicito. . . . . . . . . . ...
Solucdo analitica f. . . . . . . .. ...

Médulo da diferencas entre f e f,isto &, [f—f|. . . ... .. ...

Az e Ay escolhidos constantes quando nao ha transformagoes.
A& e An escolhidos constantes quando hé transformacgoes. . . . . .
Perfil do coeficiente difusivo K., modelo bidimensional e do-

minio retangular. . . . . . .. ...

Perfil de concentracao C', modelo bidimensional e dominio retangular.

Residual de ', modelo bidimensional e dominio retangular.
Transformacao da malha no sistema de coordenadas x X z para

o sistema de coordenadas € X . . . . . .. ...
Perfil do coeficiente difusivo K., modelo bidimensional e do-

minio curvilineo. . . . . . . ...

Perfil de concentracao C', modelo bidimensional e dominio curvilineo.

Residual de C', modelo bidimensional e dominio curvilineo.

Disposicao espacial dos nos no sistema de coordenadas £ x n x (
Ordem escolhida para a contagem (identificagao) dos nos da
malha referente ao sistema de coordenadas & xnp x (. . . . .. ..
Malha curva no sistema de coordenadas x X y X z sendo trans-
formada em malha retangular no sistema de coordenadas cur-

vilineas € X X (. . . . oL

Arredores da usina nuclear de Angra dos Reis. Imagem cap-
turada pelo Google Earth. . . . . . . ... ... ... ... ...
Orografia e camada limite atmosférica estavel usada na simulagao.
Perfil de concentragao em fatias paralelas ao plano y X z e

restritos ao limite C' > 5 x 107 g/m3. . . . . ... ... ... ..

21

22
23
23

30
31

40

40

40

20

60

60
60

70

71

76

90
91

93



Figura

Figura

Figura

Figura
Figura

Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

Figura

Figura
Figura
Figura
Figura

5.4

9.5

5.6

6.1
6.2

6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11

6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18
6.19

7.1

8.1
8.2
8.3
8.4

Perfil de concentragao em fatias paralelas ao plano = X z e
restritos ao limite C > 5 x 107 g/m3. . . . .. ... .. ... ..
Perfil de concentragao ao longo de um plano vertical na dire¢ao
da velocidade do vento. . . . . . .. ... ... L.

Residual de alguns pontos no dominio. . . . . . . . ... ... ...

Representacao grafica da Equacao 6.36. . . . . . . ... ... ...
Perfil de velocidade absoluta \/m, modelo 2D e dominio
retangular. . . . .. ..o
Perfil de velocidade u, modelo 2D e dominio retangular. . . . . . .
Perfil de velocidade v, modelo 2D e dominio retangular. . . . . . .
Perfil da pressao P, modelo 2D e dominio retangular. . . . . . . .
Perfil do residual da velocidade u, modelo 2D e dominio retangular.
Perfil do residual da velocidade v, modelo 2D e dominio retangular.
Perfil do residual da pressao P, modelo 2D e dominio retangular. .
Representagao grafica da Equagao 6.93. . . . . .. .. ... .. ..
Dominio curvilineo bidimensional. . . . . . . ... ... ... ...
Perfil de velocidade absoluta, modelo bidimensional e dominio
curvilineo. . . . . ...
Perfil de velocidade destacando o vortice inferior. . . . . . . . . ..
Perfil de velocidade destacando o vortice superior. . . . . . . . ..
Perfil de velocidade u, modelo bidimensional e dominio curvilineo.
Perfil de velocidade v, modelo bidimensional e dominio curvilineo.
Perfil da pressao P, modelo bidimensional e dominio curvilineo. . .
Perfil do residual de u, modelo bidimensional e dominio curvilineo.
Perfil do residual de v, modelo bidimensional e dominio curvilineo.

Perfil do residual de P, modelo bidimensional e dominio curvilineo.
Representagao grafica da Equagao 7.60. . . . . . ... .. ... ..

Ilustracao das superficies inferior e superior do dominio D.

Velocidade absoluta /(u)? + (v)2 4 (w)2. . . . ... ... ... ..

Velocidade u relativo a direcao x. . . . . . . . . . ... ... ..

Velocidade v relativo a direcao y. . . . . . . . . . . ... ...

x1

108

114
114
114
115
115
115
115
131
137

139
139
139
139
139
140
140
140
140

171

179
180
180
180



Figura 8.5 Velocidade w relativo a dire¢ao z. . . . . . . . .. ... ... ... 181
Figura 8.6 Distribuicao da pressao P. . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 181
Figura 8.7 Residual (R,);;; dafungdow.. . . . .. ... ... ... ... ... 181
Figura 8.8 Residual (R,);;; dafuncgov. . . . . . ... ... ... ... 181
Figura 8.9 Residual (R,

Figura 8.10 Residual (Rp

i dafuncasow. . ..o oo 181

)
Jijadafuncdo P. . . . ..o 182

xii



LISTA DE SIGLAS E ABREVIATURAS

ADMM Método Multicamada Advecgao Difisao

CLA Camada Limite Atmosférica

EAD Equacao Adveccao-Difusao

ENS Equacao De Navier-Stokes

GILTT Generalized Integral Laplace Transform Technique
GITT Generalized Integral Transform Technique

MDF Método de Diferencas Finitas

OMS Organizacao Mundial da Satude

PROMEC Programa de Pos-Graduacao em Engenharia Mecanica
UFRGS Universidade Federal do Rio Grande do Sul

WRF Weather Research and Forecasting

xl1il



LISTA DE SIMBOLOS

Simbolos Latinos

R Ao O

NX +1
NY +1
NZ +1

Y

z

Concentragao de contaminante, g/m?

Coeficiente difusivo com relagao ao eixo z. m?/s

Coeficiente difusivo com relagao ao eixo y. m?/s

Coeficiente difusivo com relacdo ao eixo z. m?/s

Matriz diagonal, onde diag K = (K, K, K)

Quantidade inteira de parti¢oes nos eixos x e &

Quantidade inteira de parti¢oes nos eixos y e 7

Quantidade inteira de particoes nos eixos z e (

Pressao, Pa

Transformagao difeomorfa conforme de coordenadas

Matriz Jacobiana de T’

Campo de velocidade, 7 = (u,v,w)

Variavel independente do sistema de coordenadas Cartesianas
Velocidade no sentido do eixo x, m/s

Velocidade no sentido do eixo y, m/s

Velocidade no sentido do eixo z, m/s

Variavel independente do sistema de coordenadas Cartesianas
Variavel independente do sistema de coordenadas Cartesianas

Variavel independente do sistema de coordenadas Cartesianas

Simbolos Gregos

T O Iy I 9

<

o)

Variavel independente do sistema de coordenadas curvilineas
Variavel independente do sistema de coordenadas curvilineas
Variavel independente do sistema de coordenadas curvilineas
Densidade, Kg/m?

Viscosidade dinamica, Kg/(m.s)

Viscosidade cinemética, m?/s

Operador diferencial residual

Xiv



1 INTRODUCAO

O controle da poluicao do ar ¢ uma das grandes preocupagoes da humanidade
na atualidade. A Organizacao Mundial da Satude (OMS) classifica a polui¢ao atmosfé-
rica como um dos maiores perigos & humanidade. Em setembro de 2011 a prépria OMS
divulgou um estudo em que aponta que 6,8 milhoes de pessoas morrem anualmente de-
vido a complicagoes relacionadas & poluicao do ar. A informacao inclui dados de quase
1100 cidades em 91 paises, incluindo capitais e cidades com mais de 100000 habitantes
[Organization, 2018].

Desenvolvimentos industriais e tecnolégicos muitas vezes geram emissoes excessivas
de poluentes, diminuindo a qualidade do ar de forma artificial. Nesse sentido, desenvolver
modelos matemaéticos e simulacoes computacionais para entender e prever o impacto da
dispersao de poluentes no meio ambiente é fundamental. Estes modelos permitem estimar
a distancia percorrida pelo poluente, a concentragao em cada ponto ou até mesmo servir
de base para a implementacao de sensores captadores.

A abordagem tedrica do problema assume essencialmente duas formas. Na abor-
dagem euleriana, a difusao é considerada em um ponto fixo no espaco, proporcional ao
gradiente local da concentracao do material difuso e baseia-se na resolucao da equagao da
conservacao de massa. Os modelos lagranianos sao a segunda abordagem e adotam um
sistema de referéncia que segue os movimentos atmosféricos.

Modelos que sao baseados na solucao gaussiana sao chamados de modelos gaussi-
anos. Os modelos gaussianos sao usados em todo o mundo pelos 6rgaos ambientais na
aplicacao regulatoria. Bastante conhecido e utilizado, o modelo CALPUFF é um deles.
Este ¢ um modelo Lagrangeano nao estacionario [Scire et al., 2018a; Scire et al., 2018b].

A difus@o turbulenta na atmosfera pode ser modelada pela equagao adveccao-
difusao, mesmo que nao explique todos os fendémenos observados. Esta equacao é con-
siderada deterministica e sua solucao descreve os valores médios das concentracoes de
substancias. Por outro lado, a dispersao atmosférica é estocéastica devido a flutuacoes
naturais e estas nao podem ser reproduzidas por um modelo puramente deterministico.

Uma forma de obter o campo de velocidade é resolver as equacoes diferenciais
parciais nao lineares de Navier-Stokes. Entretanto, a resolucao destas equagoes sao obtidas

de forma 4ardua.



Diversas pesquisas que contribuem para o tema prevendo situagoes a partir de mo-
delos matematicos podem ser obtidas na literatura. Em geral, tais modelos matemaéticos
sao desenvolvidos para resolver problemas em dominios planos paralelos. Em nosso tra-
balho, propomos uma técnica que amplia esse horizonte, sendo possivel utilizar dominios
curvilineos. Para isto, o sistema de coordenadas é alterado a partir de uma transfor-
macao difeomorfa conforme de coordenadas. Consequentemente as equagoes diferenciais
que modelam o problema também sao alteradas, assim como o dominio curvilineo. As
principais caracteristicas do problema que sao utilizadas para definir a transformagao de
coordenadas sao os contornos curvilineos, pois a transformacao é escolhida de forma que
o dominio curvilineo se transforme em um dominio de planos paralelos. Aplicando as
transformacoes as condi¢oes de contorno podem ser implementadas com precisao e fa-
cilidade, as aproximagoes de diferencas finitas das derivadas parciais exatas sao obtidas
em uma grade ortogonal uniforme e os pontos de grade podem ser agrupados em regioes
de grandes gradientes e espalhados em regides de pequenos gradientes, segundo Hoffman,
2001. Apos ser transformado, o problema é resolvido e a solucao obtida no novo sistema
de coordenadas. Por fim, a solu¢ao obtida deve ser recuperada ao sistema de coordenadas

original pela inversao da transformada utilizada.

1.1 Revisao Bibliografica

Rizza et al., 2011, apresentam um estudo relacionado ao tsunami que se seguiu ao
terremoto de 11 de marco no Japao, que destruiu a usina nuclear de Fukushima-Daiichi.
Este acidente causou um consideravel vazamento de radiagao na atmosfera e no mar. Com
o proposito de contribuir com ag¢oes preventivas relacionadas a dispersao de contaminantes
radioativos no entorno direto da usina, os autores apresentam simulag¢ao em meso escala
pelo modelo WRF que fornece caracteristicas de difusao-adveccao espaco-tempo para o
local de Fukushima-Daiichi durante alguns dias apo6s o desastre. Uma vez determinada a
parametrizacao, a EAD tridimensional é resolvida pelo método GILTT.

Buske et al., 2012, apresentam uma solucao tridimensional da EAD estacionéria,
obtida pelo método GILTT. Neste trabalho, a CLA é limitada e nao h& qualquer restricao
com relagao as variaveis espaciais dos coeficientes que representam o campo de vento
e os termos difusivos. Assegurado pelo teorema de Cauchy-Kowalewski, que garante a

existéncia e a singularidade de uma solucao analitica da EAD, conclui-se que o texto



apresenta a solucao geral da EAD tridimensional.

Pellegrini et al., 2013, apresentam discussao sobre a dispersao de plumas de po-
luigao na CLA. A partir de uma comparacao entre a teoria de perturbacao de primeira
ordem e resultados equivalentes de uma abordagem de teoria espectral, sao identifica-
das contribuicoes significativas sob certas condicoes filtradas pela técnica de perturbacao.
Utilizando a Técnica Variavel Intermediaria, a EAD tridimensional é simplificada. Os
resultados sao comparadas com a solugao GILTT completa.

Zabadal et al., 2015, apresentam um método simples para obter solugoes exatas
para as equagoes de Burgers e variagoes. O método é baseado em um principio que
é essencialmente anélogo a ideia das simetrias cléssicas de Lie. Quando uma solucao
exata de uma dada equagao diferencial parcial é perturbada por uma fungao adequada
com pequena amplitude, novas identidades sao criadas e, consequentemente, uma nova
solucao exata pode ser obtida. A resolucao pode ser considerada de baixa complexidade.
O trabalho é construido sobre a equacao de Burgers, porém tem como objetivos futuros
estender a teoria com o propoésito de resolver as equacoes bidimensionais de Helmholtz.

Buske et al., 2015, apresentam uma solugao onde a ENS é acoplada a EAD. Este
modelo estendido determina a concentracao de poluentes e também o campo de vento
médio. As equagoes acopladas dependente do tempo e de difusao bidirecional e as ENS sao
resolvidas, seguindo a ideia do método de decomposicao discutido por Adomian. Devido
a complexidade das ENS uma simplificagao importante é estabelecida, na qual a pressao
¢ desconsiderada.

Degrazia et al., 2015, apresentam um estudo sobre a influéncia de escalas de tempo
por decorrelacao no sistema de modelagem CALPUFF sob condi¢oes neutras. Para isso,
uma nova parametrizacao das escalas de tempo por decorrelacao foi proposta. O método
se baseou nos espectros de velocidade Euleriana e na formulagao da evolucao das esca-
las de tempo da decorrelagao Lagrangiana. Uma distribui¢ao espectral de um perfil de
velocidade euleriano e uma formulacao da evolugao de escalas de tempo de decorrelagao
Lagrangiana sob condi¢oes neutras foram usadas como mecanismos de for¢a para a dis-
persao turbulenta. O desempenho do modelo foi estabelecido comparando os niveis das
concentragoes no nivel do solo do gés tracador com os resultados experimentais do ex-

perimento de dispersao Over-Land Alongwind. Comparando as duas simulagoes usando

o modelo CALPUFF, as simulagbes CALMET CALPUFF tiveram melhores resultados



apenas para amostras localizadas proximas a fonte da linha. As novas parametrizacoes
foram avaliadas no modo SURFACE e PROFILE, sem a variabilidade espacial. A simu-
lagao e os resultados sugeriram um aumento da imprecisao no transporte turbulento de
poluentes de longo alcance em ambas as simulagoes. Como, em geral, as simula¢oes CAL-
PUFF se afastam da linha que contém a razao ideal entre os resultados experimentais e
os previstos, surgem evidéncias sobre a necessidade de corrigir o modelo.

Gisch et al., 2016, apresentam uma proposta de abordagem alternativa para a
modelagem da dispersao da poluicao, incluindo algumas caracteristicas que podem estar
associadas ao fenémeno da turbuléncia. Como ponto de partida, eles consideram duas
propriedades axiomaticas que levam a um modelo e sua solugao é compativel com des-
crigoes distributivas. O primeiro axioma afirma que uma solugao deve ser semi-positiva
como esperado para uma distribuicao, enquanto o segundo axioma exige compatibilidade
com estruturas coerentes, que sao implementadas pelo uso de formas sesquilineares.

Rola et al., 2016, apresentam um estudo para avaliar a qualidade do ar na regiao
da Usina Termelétrica Presidente Médici (UTPM), no periodo de dois dias, utilizando os
modelos Weather Research and Forecasting, California Meteorological Model and Califor-
nia Puff Model (WRF/CALMET /CALPUFF) para simular a dispersao de poluentes de
SO, (dioxido de enxofre) e PM 10 (material particulado 10 pm) na atmosfera. Como fer-
ramentas para predi¢ao meteorologica, foram empregados os modelos WRF e CALMET.
O modelo CALPUFF foi usado para simular a dispersao de poluentes na atmosfera. As
concentragoes dos poluentes atmosféricos simulados foram comparadas com os resultados
do Industrial Source Complex Model-Short Term version 3 (ISCST3) e com os valores
estipulados pelo 6rgao ambiental responsavel, mantendo todos dentro dos padroes permi-
tidos durante os dois dias simulados. Foram comparados os resultados das concentragoes
dos dois poluentes com os valores registrados pela estacao de monitoramento da qualidade
do ar. No primeiro dia de simulagao, o modelo subestimou o valor registrado por um fator
de trés e no segundo dia de simulacao o modelo apresentou o mesmo valor registrado pela
estacao.

Silva et al., 2016, apresentam uma solucao analitica da equacao adveccao-difusao
que descreve a dispersao de poluentes na atmosfera considerando a dependéncia do tempo
no perfil do vento e na difusividade turbulenta. Uma solucao foi construida seguindo a

ideia de um método de decomposicao que é inspirado no método cléssico de Adomian. A



concentracao de poluentes foi expandida em uma série truncada, obtendo um conjunto de
equagoes recursivas nas quais as solugoes sao conhecidas. Cada equagao deste conjunto
é resolvida pelo método GILTT. Para simula¢oes numéricas, os dados do experimento
OLAD, realizado no dia 12 de setembro, denotando OLAD 5, foram utilizados e a com-
paracao da predicao do modelo com esses dados foi apresentada.

Loeck et al., 2016, apresentam uma simulagao com efeitos estocasticos em um mo-
delo deterministico de dispersao de poluentes na camada limite atmosférica utilizando
condicao de contorno ponderada pela probabilidade. O escape de substancias poluen-
tes ao longo do horizonte, tanto da base (solo) quanto a CLA, sdo modelados utilizando
probabilidades para quantificar a fracdo de poluente que retorna para a CLA e o pro-
cesso de adsor¢ao ou deposi¢cao na base. Esses efeitos sao representados por condigoes
de contorno parcialmente refletivas que, juntamente com a dispersao advecgao-difusao,
definem o modelo considerado. As consequéncias das reflexdes sao analisadas usando as
condigoes meteorologicas e os dados dos experimentos de Hanford e Copenhagen. Uma
variedade de ensaios mostrou que a reflexao parcial no horizonte da camada limite e no
solo, respectivamente, obtém as correlagoes mais significativas entre o modelo e os dados,
sugerindo que os efeitos na fronteira sao essenciais para modelar os processos de dispersao
na camada limite atmosférica.

Todos esses trabalhos sao desenvolvidos ou possuem parceria com o grupo de pes-
quisa responséavel pela presente tese. Observa-se que a EAD é bastante utilizada para
simular a dispersao de poluentes. Muitas trabalhos sao desenvolvidos para que o modelo
ou a resolucao da equagao sejam aperfeicoados. Os autores Rizza et al., 2011, Buske et al.,
2012, Buske et al., 2015 e Silva et al., 2016 apresentam em suas formulagoes resolucoes
pelo método GILTT. Este método tem sido desenvolvido, aperfeicoado e aplicado em di-
versos cenérios nas tultimas décadas, no entanto possui restricoes. Apesar de apresentar
uma solugao analitica, a menos do erro de truncamento da série, possui a desvantagem
de ser aplicédvel somente em problemas que possuem condig¢oes de contornos homogéneos.
Alguns estudos com a utilizacao de “filtros” foram realizados, com o proposito contor-
nar as limitagoes que surgem pela restricao imposta pelos contornos nao homogéneos, no
entanto os resultados nao foram totalmente eficazes. Neste sentido, a transformagao dife-
omorfa conforme de coordenadas possivelmente possa ser aplicada juntamente o método

GILTT, atingindo todos os problemas que possuem dominios curvilineos, aumentando



consideravelmente a gama de problemas que podem ser resolvidos. Em Zabadal et al.,
2015, podemos observar um resultado que mostra a importancia das solugoes analiticas.
Apesar de resolugoes numeéricas ainda serem mais eficazes, no sentido que resolvem um
maior nimero de problemas, este trabalho mostra um exemplo em que resolu¢oes numéri-
cas nao sao capazes de captar todas as informagoes geradas pelo modelo. Desta forma, o
trabalho infere a necessidade na busca continuada de novos métodos de solugao analitica
ou mesmo de representacao analitica. Em Degrazia et al., 2015 e Loeck et al., 2016 sao in-
seridos & EAD importantes contribui¢oes utilizando teoria estocastica. Gisch et al., 2016,
apresentam uma modelagem utilizando forma sesquilinear para problema multi-fonte, na
qual bons resultados sao obtidos. Por fim, Rola et al., 2016, mostram em seu trabalho
que mesmo modelo amplamente utilizados, como CALPUFF, carecem de melhorias.
Quando falamos em dispersao de poluentes precisamos citar o esforco brasileiro
de se ter um sistema operacional de previsao ambiental operacional. Este é um produto
técnico-cientifico de exportagao. O CPTEC-INPE foi o primeiro Centro de previsao opera-
cional de dindmica da atmosfera a realizar previsao ambiental de forma sistematica e dia-
ria via modelo BRAMS. As inovagoes no desenvolvimento do modelo BRAMS-ambiental
foram transferidas para o modelo WRF-Chemistry com a ajuda dos pesquisadores brasi-
leiros que desenvolveram o médulo no BRAMS. O Centro Europeu de previsao de curto
e médio prazo (ECMWF), que é considerado o detentor do melhor modelo de previsao do
planeta, fez uma recomendacao que todos os Centros operacionais de previsao de tempo
e clima seguissem o exemplo do CPTEC- INPE e passassem a realizar previsao ambien-
tal. Quatro anos ap6s o inicio da previsao ambiental operacional do CPTEC-INPE, o
ECMWEF iniciou a previsao ambiental operacional. Como um exemplo para refenciar o

excelente trabalho desenvolvido pelo INPE, citamos Freitas et al., 2009.

1.2  Objetivos

Como podemos observar, os trabalhos recentes nesta area de pesquisa nao conside-
ram as variagoes apresentadas pelo relevo e a variagao da camada limite. Neste trabalho,
queremos demostrar que a implementacao da transformacao de coordenadas é um ca-
minho adequado para incorporar informagoes ao modelo, tornando-o mais realistico e,
consequentemente, obter resultados mais precisos.

A equacao linear de advecgao-difusao é utilizada para descrever a dispersao de



poluentes. Em nosso trabalho utilizamos o perfil de velocidade constante, porém apresen-
tamos um primeiro passo na dire¢ao de criar um modelo no qual o perfil de velocidade (do
vento) seja acoplado a equagao de dispersao e atualizado a cada instante de tempo. Para
isto, separadamente, as equacoes diferenciais nao lineares de Navier-Stokes sao resolvi-
das. Estas equacoes descrevem o escoamento de fluidos, portanto podemos determinar o
campo de velocidade.

Neste trabalho, a resolugao das equagoes diferencias, transformadas e nao transfor-
madas, sao resolvidas por aproximagcao utilizando o método de diferencas finitas implicito.
Ao final deste trabalho, esperamos convencer o leitor que resolver uma equacao diferencial
nao transformada definida sobre um dominio de planos paralelos possui o0 mesmo grau de
dificuldade em resolver um equacao diferencial em um problema definido sobre um domi-
nio curvilineo, apds ser transformado. A resolugao se torna apenas mais trabalhosa. Com
o amadurecimento dos conceitos envolvendo as transformagoes de coordenadas, ao final
deste trabalho, sera possivel concluir que o fato observado deve se manter mesmo alterando
o método de resolucao. Assim, ficara evidente que a transformacao de coordenadas possui
a vantagem de ampliar a quantidade de problemas que um mesmo modelo pode resolver
em troca de um pouco mais de esfor¢o para construir o modelo. As equagbes se tornam
consideravelmente maiores gerando maior esfor¢o para descreve-las. Consequentemente,

maior gasto computacional também sera necessario.

1.3 Organizacao do Trabalho

Iniciamos o trabalho pelo capitulo 2 (fundamentacdo teodrica). Neste capitulo,
descrevemos quais sao os pré-requisitos necessarios e suficientes para que a transformagao
difeomorfa conforme possa ser empregada. Apresentamos também uma revisao sobre o
método numérico de diferengas finitas implicito, assim como uma revisao sobre o método
iterativo de Gauss-Seidel, utilizado para resolver equacgoes matriciais lineares.

No capitulo 3, a equagao de adveccao-difusao bidimensional é estudada. Iniciamos
pela segao 3.1, na qual essa equagao é resolvida em um dominio de planos paralelos, sem
a necessidade de implementar a transformacgao de coordenadas. Sao os principais obje-
tivos dessa se¢ao: (I) mostrar o emprego da resolugao via método de diferengas finitas
implicito de forma clara, sem demasiadas informagoes; (IT) utilizar a resolugao para guiar

e para comparar como processo de resolucao da equagao transformado, descrito na segao



seguinte. Na secao 3.2, a equacao de adveccao-difusao é definida em um dominio curvi-
lineo. Iniciamos com o processo de transformacgao de coordenadas, onde é explicado em
detalhes cada etapa da transformacao. Apoés a introducao das transformadas, aplicamos
o método de diferencas finitas implicito para a resolugao da equacao diferencial. Essa
segao ainda tem os seguintes objetivos: (I) mostrar que o problema transformado possui o
mesmo grau de dificuldade em ser resolvido, quando comparado ao caso descrito na se¢ao
3.1; (I) ajudar a compreensao do caso tridimensional, no qual os calculos sdo similares,
porém mais extensos. No final de cada uma desas secoes é apresentada uma simulacgao.

No capitulo 4 a equacao de advecgao-difusao tridimensional é estudada. Iniciamos
com o processo de transformacao de coordenadas, onde é explicado em detalhes cada
etapa da transformacao. A seguir, detalhamos o processo de resolucao via método de
diferengas finitas implicito.

No capitulo 5 apresentamos uma aplicacao referente ao capitulo 4. Simulamos a
dispersao de tricio no entorno da usina de Angra dos Reis, Rio de Janeiro, Brasil. Re-
giao com complexa orogréafica, tanto a superficie irregular quanto a variagao na altura
da camada limite foram incorporadas ao dominio do problema, posteriormente resolvido
utilizando transformagao difeomorfa conforme e o método de diferencas finitas implicito.
Essa simulagao foi apresentada no 25th International Conference On Transport Theory
(ICTT) em 2017, que ocorreu em Monterey, California, Estados Unidos. Apos a apresen-
tacao, esse trabalho foi submetido e aceito pela revista correspondente a conferéncia, a
saber, Journal of Computational and Theoretical Transport (JCTT) [Meneghetti et al.,
2018|.

No capitulo 6 estudamos as equagoes diferenciais de Navier-Stokes bidimensionais.
Iniciamos pela secao 6.1, onde as equacoes de Navier-Stokes sao resolvidas em um dominio
de planos paralelos, sem o uso de transformacgoes. Aqui, o objetivo é destacar o emprego
da resolucao via método de diferencas finitas implicito. No que, diferente da equacao
de advecgao-difusao, as equagoes de Navier-Stokes sao equagoes diferenciais nao lineares.
Para contornar a dificuldade encontrada nos termos nao lineares, iterativas aproximacoes
sao utilizadas nesses termos. A expliccao referente a essas aproximacoes iterativas sao
explicadas em detalhes nessa se¢ao. Essa se¢ao ainda é utilizada como guia para facilitar
a compreencao da secao seguinte, secao 6.2, na qual as equacoes de Navier-Stokes sao

resolvidas em um dominio curvilineo. Aplicamos uma transformacao difeomorfa conforme



de coordenadas nas equagoes obtemos um problema equivalente, o qual é resolvido de
forma semelhante. No final de cada uma desas se¢oes é apresentada uma simulagao.

No capitulo 7 as equacoes diferenciais de Navier-Stokes tridimensionais sao estu-
dadas. Iniciamos com o processo de transformagao de coordenadas, onde é explicado em
detalhes cada etapa da transformacao. A seguir, detalhamos o processo de resolucao via
métodos finitos implicito.

No capitulo 8 apresentamos uma aplicagao referente ao capitulo 7. Em uma si-
mulacao, as equacoes diferenciais nao lineares de Navier-Stokes sao resolvidas em um
dominio curvilineo. Utilizamos uma transformacao de coordenadas difeomorfa conforme

para obter um problema equivalente e obtemos uma solu¢ao aproximada para o problema.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, introduzimos os principais conceitos e ferramentos utilizadas no
contexto da presente tese. O tema da tese é baseado nas transformagoes difeomorfas
conformes, que sao aplicadas sobre o sistema de coordenadas e que, consequentemente,
transformam as equacoes dindmicas que descrevem os modelos. Nesse sentido, apresen-
tamos na secao 2.1 as defini¢oes iniciais que sao empregadas. Nas secoes 2.2, 2.3 e 2.4,
respectivamente, as transformagoes difeomorfas, a propriedade da invariancia e o conceito
de transformacao conforme sao explicados. O método de resolucao escolhido para resolver
as equagoes transformadas foi o método numérico de diferengas finitas implicito. Na se¢ao
2.5 este método é explicado. Como esse método conduz a resolugao de matrizes esparsas
de altas dimensoes, na secao 2.6 é apresentado o método de Gauss-Seidel. Este método

foi escolhido para resolver estas matrizes.

2.1 Definicoes matematicas

Definicao 1. Uma func¢ao f : U — V é chamada de homeomorfismo se ela € inversivel e

ambas, f e f~1, sdo continuas.

Definicao 2. Uma funcao f : U — V € chamada de difeomorfismo se ela € inversivel e

ambas, f e 71, sao diferencidveis.

Definicao 3. Uma funcio f : U — V ¢ dita ser de classe C* se f for k-vezes diferencidvel

em U.

Definicao 4. Uma funcio f : U — V ¢ chamada de difeomorfismo de classe O se existe

f~t e, além disso, f e f~', sdo de classe C.

Definicao 5. Uma funcao f : U — V, cujas derivadas parciais existam e sejam continuas

em U, € chamada de continuamente diferencidveis.

2.2 Transformacgoes difeomorfas

Espacos vetoriais e sistemas de coordenadas sao conceitos cléssicos em matemética.
Sabemos que para um mesmo espaco vetorial é possivel atribuir diferentes sistemas de

coordenadas. Possivelmente, o primeiro exemplo que lembramos é o espaco vetorial R?
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e os sistemas de coordenadas cartesianas e polares. Ou ainda, o espaco vetorial R? e os
sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas. De maneira informal, podemos
dizer um sistema de coordenadas é um conjunto de regras que utilizamos para localizar
pontos em um espaco. Agora, vamos pensar em dois sistemas de coordenadas quaisquer
para um mesmo espago vetorial. Uma transformagao de um sistema de coordenadas em
outro, ou simplesmente uma transformacao de coordenadas, é uma regra que relaciona
os dois sistemas de coordenadas entre si. Se X e Y sao dois sistemas de coordenadas
do espaco R", um ponto P € D C R" tem a representacao P(z!,...,x™) no sistema de
coordenadas X e tem a representagao P(y',...,y") no sistema de coordenadas Y. Se for

possivel construir uma funcao 7T’

T(x',... 2" = <y1(x1,...,m”),yz(xl,...,.x”),--- ,y"(a:l,...,x”)> (2.1)

dizemos que a Equacao 2.1 é uma transformacao 7' : D C R®™ — R" que determina a
representacao do ponto P no sistema de coordenadas Y a partir do sistema de coordenadas
X. De fato, nosso interesse esta voltado para as transformacgoes que possuem inversa.
Assim podemos encontrar a representacao de um ponto P no sistema de coordenadas Y
a partir do sistema de coordenadas X, assim como encontrar a representacao de P no
sistema de coordenadas X a partir do sistema de coordenadas Y.

Seja T'(P) a matriz jacobiana da transformagao 7" aplicada no ponto P

- oyt oyt oyt T
o) 5plP) - ()
Oy? Oy? Oy?
TP)=| % (py Y (p Y ipy |. 2.2
(P)=| 55(P) 55(P) ... 5 (P) (2:2)
oy" ay" oy"
—(P) = (P) ... P
| 5,0 5.2(0) 5 L) ]
Se para todo i,j € {1,2,...,n} as fungoes coordenadas y' e suas derivadas par-
ciais % forem continuas em um dominio aberto D C R" e, além disso, |17"(P)| #

0 para todo P € D, entdao existe a transformacao inversa 7! e suas componentes

' =2'(y', 9%, ..., y") sdo de classe C'(D) [Meneghetti et al., 2017]. Consequentemente,
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Tﬁl(yl, oyt = (wl(yl, . ,y”),xz(yl, oy, ,x”(yl, . ,y”)). (2.3)

Podemos justificar essa afirmagao citando alguns resultados da teoria de analise

real.

Teorema 1. Seja T : D C R" — R", onde D € aberto e T estd definido na Fquagao
2.1. Suponha que para todo i,j € {1,2,...,n} as derivadas parciais gTy; das funcoes
componentes existam e sejam continuas em cada ponto de D. Entao T € diferencidvel em

D.
A condic¢ao jacobiano nao nulo possui formas equivalentes.

Teorema 2. SejaT : D C R" — R"™ uma fun¢ao diferencidvel e T'(P) a matriz jacobiana
de T aplicada no ponto P. De fato, como T'(P) : R" — R" ¢ uma aplicagao linear, as

sequintes condicoes sao equivalentes.
(i) T'(P) € injetora;
(i) Se T(P)-h =0 entdo h = 0;
(11i) A matriz jacobiana T'(P) tem posto n;
(iv) O jacobiano de T em P ¢é nao nulo, ou seja, |T"(P)| # 0.
Para finalizar, temos o teorema da fungao inversa.

Teorema 3 (Teorema da fungao inversa). Seja T': D C R™ — R™, onde D é um aberto
e T é uma funcio diferencidvel de classe C*(D). Seja P € D tal que T'(P) € injetora.
Entao existe um aberto U C D que contém P tal que T(U) € aberto em R™ e a restri¢ao

de T a U é um difeomorfismo de classe C* de U sobre T(U).

As demostragoes dos teoremas 1, 2 e 3 podem ser obtidas em Lima, 1989. Em
consequéncia do teorema 3, a transformacao T que modifica o sistema de coordenadas
possui inversa localmente em todos os pontos. Isso significa que a inversa nao é apenas

local, mas global. Além disso a inversa é diferenciavel.

As transformacoes T' definidas em 2.1 que satisfazem as propriedades
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(i) ' e suas derivadas parciais continuas em D,
(ii) jacobiano nao nulo para qualquer P € D,

sao chamadas transformacgoes admissiveis.

2.3 Transformagao por invariancia

Seja f : D C R — R uma funcao real e considere o ponto P € D, onde D é um
aberto. Suponha que f é continuo em D e é coberto por um sistema de coordenadas X.
O escalar f(P) depende do ponto P mas nao depende do sistema de coordenadas em que

P é representado. No sistema de coordenadas X, f(P) pode ser escrito como f(x), onde

r = (z', 2% ...,2"). Se introduzirmos outro sistema de coordenadas, chamado Y, com
coordenadas y = (y',y?,...,y"), pela transformagao T definida por
T('....,y") = (xl(yl, ST Nl (TR T R A ,y")> (2.4)

a funcao escalar f(P) pode ser obtida no sistema de coordenadas Y, como

f(xl(yl, o ,y”),xQ(yl, U750 ,x”(yl, o ,y”)) = g(yl, oyt (2.5)
Escrevendo z = (2!, 2%,...,2") e y = (y%, 4%, ...,y") a Relagdo 2.5 pode assumir

a forma
f(z(y) =9g(y). (2.6)

O ponto P no sistema de coordenadas X é representado por P(z), enquanto no
sistema de coordenadas Y o ponto P é representado por P(y). No entanto, o ponto P é o
mesmo. Analogamente para a fungao f aplicada ao ponto P, isso é, f(P). O valor de f(P)
no sistema de coordenadas X é determinado por f(z) e no sistema de coordenadas Y é
determinado por g(y). O valor de f(x) e g(y) € o mesmo. A tunica diferenga ¢ o sistema de
referéncias que esté sendo utilizado para determinar o valor de f(P). As transformagoes
que modificam o sistema de coordenadas mas nao alteram o resultado da funcao escalar,
tal como a Equacao 2.5, nés chamamos de transformagoes por invariancia.

Sejam Ty, T e T3 transformagoes admissiveis, onde
T:y=yle) «— T7 o= ua(y),

Ty:z=2z2(y) «— TQ_1 Yy =y(2)
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e Ty = 15T,
Tyiz=z(y(@) «— Ti':io=a(y(2)). (2.8)

A composicao de transformagoes admissiveis resulta em uma transformacao ad-
missivel. Considere f(P) um escalar. No sistema de coordenadas X, o escalar f(P) é
representado por f(z). No sistema de coordenadas Y, o escalar f(P) é representado por

g(y), que é determinado
Gi:g(y) = f(z(y)) (2.9)

Outra possibilidade para representar o escalar f(P) pode ser feita no sistema de

coordenadas Z, determinado pela fungao h(z). A funcado h(z) é obtida pela lei

Gy = h(z) = g(y(2)). (2.10)

Gs 2 h(z) = f(z(y(2))). (2.11)

Agora, note que G3 = G2G. A relagao entre a transformacgao 7' e a transformacgao
correspondente G € tal que o produto de duas transformacoes 75,7} corresponde ao produto
de transformacoes correspondentes G>(G1. Quando essa relagao é obtida entre dois grupos
T e G os grupos sao chamados isomorfos. O isomorfismo entre T e G é uma caracteristica
importante de uma classe de invariantes chamados tensores. A teoria de tensores envolve
entidades geométricas de forma geral e abstrata. Nos usaremos nesse trabalho casos
particulares da teoria de tensores. Mais detalhes sobre a teoria de tensores podem ser

obtidos em Sokolnikoff, 1964.

2.4 Transformacgoes difeomorfas conformes

A maneira com que a transformacgao de coordenadas é aplicada garante que a
transformacao possua a propriedade conforme. Segundo a teoria geral da relatividade,
isso é conhecido como covariancia das equacoes dinamicas. Em outras palavras, as leis da
fisica sdo as mesmas, independentes do referencial escolhido [Weinberg, 1972]. A condigao
necessaria do Jacobiano ser nao nulo assegura que a transformacao inversa exista, devido
ao fato de que as transformagoes conformes podem ter singularidades.

Destacamos que na teoria da relatividade geral a matéria e a energia, juntamente
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com as equagoes dindmicas, definem a geometria (curvaturas) do espago. Nesse sentido,
podemos dizer que a geometria é auto-consistente. FEm nosso trabalho, diferente da teoria

da relatividade, a geometria do problema é definida pelos contornos do problema.

2.5 Meétodo numérico de diferengas finitas implicito

Equagoes diferencias sao utilizadas para descrever fendmenos fisicos. Porém, re-
solver equacgoes diferenciais nem sempre é facil. O grau de dificuldade aumenta a medida
que sao incluidos termos, varidveis, coeficientes nao constantes ou até mesmo mais equa-
¢oes. No que diz respeito a dificuldade, as equagoes diferencias nao lineares tem destaque
especial. Conhecidas por modelar a maior parte de fendmenos fisicos sao também muito
conhecidas pela grande dificuldade que impde em suas resolucoes. A resolugao analitica
é o que existe de melhor. Quando possivel, essa resolucao deve ser escolhida, no entanto,
muito raramente é possivel obté-la. Resolugoes semi-analiticas vem ganhando espaco nas
ultimas décadas, mas claramente ainda h& muito a ser feito. Exemplos destes métodos
podem ser encontrados em Weymar et al., 2016, de Oliveira et al., 2016 e Leite et al.,
2014. Outro método de resolugao que vem ganhando destaque sao os métodos estocas-
ticos, que assim como os métodos semi-analiticos ainda necessitam de mais descobertas.
Como exemplos deste método, pode-se citar Loeck, 2018 e da Silva, 2017. Observamos que
existem equacoes diferencias que nao possuem solucao que possa ser expressa de forma
explicita ou implicita.

A partir destes fatos, podemos afirmar que os métodos numéricos ainda sao sobe-
ranos, no sentido que é possivel resolver uma grande parcela de problemas. Cabe lembrar
que, os método numéricos sao utilizados para obter aproximagoes de uma solugao. Neste
trabalho, desenvolvemos uma metodologia para transformar equagoes de dispersao e esco-
amento via transformagao de coordenadas. A resolucao das equagoes transformadas deve
ser desenvolvida utilizando algum dos métodos de resolugao conhecidos. A fim de mini-
mizar outras dificuldade que poderiam ser encontradas, escolhemos resolver tais equagoes
utilizando métodos numéricos. Essa conclusao leva em consideracao a grande quantidade
de bibliografias disponiveis relacionadas aos métodos de resolucao numérica. Entre os
diversos métodos numéricos existentes, escolhemos trabalhar com o método de diferencas
finitas, modelo implicito.

O método de diferengas finitas tem como objetivo aproximar os operadores dife-
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renciais presentes nas equagoes diferencias por expressoes algébricas. Consequentemente,
equagao diferencial passa a ser aproximada por uma equagao algébrica, conhecida na li-
teratura por equagao de diferengas finita (EDF). O dominio do problema é substituido
por um dominio discreto, chamado de malha, o qual é constituido por pontos do dominio
original que sao escolhidos a partir de um critério estabelecido.

A EDF é utilizada para relacionar os nés da malha. Conhecendo a condigao inicial e
as condigoes de contorno, a relacao entre os nos faz com que a informacao inicial propague e
atualize os n6s da malha a cada iteracao. Essa relagao varia conforme o método numérico
escolhido. Neste trabalho, escolhemos o método de diferencas finitas implicito. Este
método, quando aplicado, permite reescrever todas as relagoes entre os nés de uma sé vez,
em forma de equacao matricial. Essa metodologia ¢é sugerida, inclusive, para equagoes
diferenciais classificadas como parabolicas e elipticas, que sao as equagoes diferenciais
presentes no escopo deste trabalho [Hoffman, 2001].

Os operadores diferenciais sao aproximados por equagoes algébricas, que derivam
da série de Taylor. A seguir, vamos desenvolver as aproximacoes dos operadores que uti-
lizaremos neste trabalho. Nesta se¢ao utilizaremos as variaveis independentes z, y, z e
t. Nas equacoes transformadas sao utilizadas as varidveis &, 7, ( e t. Essa alteracao de
varaveis nao altera a formulacao das aproximagoes que desenvolvemos a seguir, bastando
apenas renomear as variaveis. Em particular, observe que iremos apresentar as aproxi-
magoes dos operadores mistos de segunda ordem. Apesar destes operadores nao estarem
presentes na equacao de advecgao-difusao e nas equagoes de Navier-Stokes quando repre-
sentados no sistema de coordenadas Cartesianas, estes operadores aparecem quando estas

equacoes sao transformadas.

2.5.1 Dominio e representacao

Seja f a solucdo de uma equacdo diferencial parcial (juntamente com a condigio
inicial e suas condigoes de contorno), a qual serda obtida por aproximagao utilizando o
método de diferencas finitas implicito. Vamos supor ainda que a funcao f dependa das
variaveis x, y, z, t e esteja definido em um dominio D, isto é, (z,y,z,t) € D onde
D = [0, Ziaz) X [0, Ymaz] X [0, Zmaz] X [0, 00). Sobre o eixo z, no intervalo [0, T4 criamos
NX + 1 partigoes de tamanho Az. De forma similar, os intervalos [0, Ymaz] € [(0, Zmaz],

respectivamente, sobre os eixos y e z sao divididos em NY 4+ 1 e NZ + 1 particoes de



17

mesmo tamanho as quais iremos denotar por Ay e Az. Sobre o eixo ¢, a semi reta [0, c0)
é dividida em particoes de mesmo tamanho, denotadas por At. Os indices n, i, j, [
serao, respectivamente, relacionados variaveis t, x, y, z, e sao utilizadas para compactar
a notagao. A expressao f(iAr,jAy,lAz,nAt) ¢ representada pela forma compacta f';,,

ou seja, vamos definir que

= fliAx, jAy, 1Az, nAt). (2.12)

3,90 T
Conforme é convencionalmente utilizado, neste texto as variaveis z, y e z repre-
sentam as variaveis espaciais, enquanto que a variavel ¢ representa a variavel tempo. As
expressoes algébricas que aproximam os operadores diferenciais podem ser aproximadas de
diversas formas. Em particular, para o método de diferengas finitas implicito utilizamos
as seguintes aproximacoes.

of
2.5.2 Operador 3;

Para este operador utilizamos a aproximacao denominada diferencas finitas regres-

sivas. Expandimos f em série de Taylor centrada em ¢,

0% f

of (t —ty)?
f(xa Yy, z, t) = f(l', Y, z, tO) + Ekw,y,z,to) (t - tO) + W‘(z,y,z,to)— +

5 (2.13)

Se ty = (n + 1)At, entdo podemos reescrever a Equagao 2.13 por
n+1 n+1 n+1
= fn+1 g At + 82f A_ﬁ — ag_f A_t?’ +
Wl 31 ot il ot il 2! ot3 il 3!

Portanto,

8f n+1 frjj—i—ll ,]l
(a) = Pt STty o,

il
onde O(At) = ( 8t§ s+ (G )"jll A% 4 .. & chamado de erro de truncamento. Obser-

vamos que O(At) tem ordem 1. Desprezando O(At), obtemos a aproximacao

% " ~ (Z?‘;:_ll — ;}]J (2 14)
ot )., At '

2.5.3 Operadores %, % e g—i

Para estes operador utilizamos a aproximacao denominada diferencas finitas cen-

trais. Faremos apenas para %, pois os demais podem ser obtidos da mesma maneira.
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Expandimos f em série de Taylor centrada em x,

af 0% f (x — 20)?
f(x, Y, z, t) = f(l'o, Yy, Z,t) + £’(gjo’y7z¢) (.1' — .T[)) -+ @‘(mo’y’z’t)T 4+ ..., (215)

Na Equacao 2.15, substituindo x por x+ Ax e, simultaneamente, xy por z, obtendo

Fla+ Ay, 20) = .50+ Dlayende + D05+
ou seja, . Yo ,
g = Jiut (g—DW Az + (%)W AQ—'Q; +.... (2.16)
Na Equacao 2.15, substituindo x por x — Az e, simultaneamente, xo por x, obtendo
flx — Ax,y, 2, t) = f(x,y, 2, t) + %\(w,w,ﬂ(—Am) - %l(z,y,z,w# +..,
ou seja, . Lo ,
Jitau=F — <%)m Az + (%)mz Az_x' - ... (2.17)

Subtraindo a Equagao 2.17 da Equagao 2.16, obtemos
af\" P\ Ax?
noo_no o2 Ar+9o (2L il
41,5, fz—l,],l (ax>i,j,l T+ (8333 il 3! +

Esta equacao pode ser reescrita por

(ﬁ)n — Z:rfi-LjJ - fin—l,j,l + O(Ax2)7

ox ) ;. 2Ax
3 2 5 4 B .
onde O(Az?) = —2(%)%1%‘? - 2(%)%1%—? + ... ¢ o erro de truncamento, que possui

ordem 2. Desprezando o termo O(Ax?), obtemos a aproximagao

af\" g0 — fit
- ~ o = 2.18
(&U)ml 2Ax (2.18)
De forma semelhante, obtemos as aproximacoes
(ﬁ)n - Sl — -1 (2.19)
Y )i 2Ay
e
0z ) ;i1 2Az ' .



19

2f 02 52
2.5.4 Operadores 8—33’;, 8—y§ e a—Z’;

: - . .. o2f 9%f | 9%f
As aproximagoes para os operadores diferenciais de segunda ordem -3, % € a2

também sao obtidas utilizando diferencas finitas centrais. Somando a Equacao 2.17 com
a Equacao 2.16 obtemos

2 n 2 4 n 4
6’f) A_$+2(3f) Az

n n — n _
140 T fz‘—l,j,l - 2fz‘,j,l +2 (axQ . 9l oxt /. y 4!
1,7, 7,

Esta equacao pode ser reescrita por

’r\" gy — 20
— = J2 L O(Az?), 2.21
(57).. i o) (221
onde O(Az?) = —(2(%)%7ZA4—"§2 +...) é o erro de truncamento, que tem ordem 2. Des-

prezando O(Ax?), obtemos a aproximagao

PN Fle = 20+ fi
dx? Az? '

(2.22)

i7j7l
.. , . . ~ 02 f 02 f ~ .

De forma similar é possivel obter as aproximacoes de 3% e 5%, que sao descritas

oy 0227 )

respectivamente, por

(ﬁ)n - S — 200+ - (2.23)
992 ) 0 Ay? :
e
(32_f>n i = 250+ (2.24)
072 il Az2 ' .

9% f 9% f 9% f
Oxdy? Oxdz Oyoz

2.5.5 Operadores espaciais

Para obter as aproximagoes referentes aos operadores diferenciais mistos, nova-

mente utilizamos diferencas finitas centrais. Para o operador ;x—gy utilizamos a aproxima-

¢ao 2.19 em %, isto é,

n Af\n of\n
a(3) G = Gy
oy 2Ay '

i7j7l

Observe que % pode ser aproximado, conforme definido na Equagao 2.18, obtendo

| RN I, S = F
8(ﬂ) n < +LJ+1§A 1,j4+1,0 ) +1,5 LQlA 1,j—1,1
o ~ T T

Jy 2Ay ’

0,5l
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que de maneira simplificada pode ser reescrita por

PN S = e — Flaou + il
0x0y 4AzAy '

(2.25)

Z'7j7l

De forma similar é possivel obter as aproximacgoes para os operadores diferenciais

mistos ( 0°f e (ﬁ)” respectivamente, descritos por

0x0z /1,5, Oy0z/1,5,l°
an " ~ fier,j,lJrl - fz'Til,j,lJrl - fl?}H,j,lfl + szil’j’l,l (2 26)
0x0z il ANz Az ’
e
PN T = flv — Sl T i (2.27)
9yoz ), 4AyAz ' '

2.5.6 Um exemplo de resolugao numérica utilizando o método de diferencgas

finitas implicito

Nessa secao vamos utilizar a equacgao do calor,

of 0% f
E = 02@, (228)

para exemplificar a resolugao via método de diferencas finitas implicito. Destacamos que
essa equacao pose ser considerada como um modelo simplificado da equacao de advecgao-
difusao, que é discutida nos capitulos 3, 4 e 5. Portanto, mais que exemplificar o método,
este exemplo é adequado por contribuir para o entendimento dos capitulos seguintes.
Vamos considerar a Equacao 2.28 definida no dominio (z,t) € [0, 1] x [0, 00), onde

c? = 0.01, e supor as seguintes condicoes de contorno e condicao inicial:

f(0> t) =0,
f(1,t) =1, (2.29)
f(z,0) = 2?

A Equacéo 2.28 coma as condicoes 2.29 possui solucio analitica f, onde

flz,t) = N _—Ssen m — 1)rg)e < @m—1)’nt T
Fla,t) Z((Qm—l)ﬂ)g ((2m — 1)7) )+ . (2.30)

A solucéo f foi obtida pelo método de separacio de variaveis [Boyce e DiPrima,

m=1

2012]. No entanto, para obter uma solugao por aproximagao, iniciamos aproximando os

operadores diferenciais da Equagao 2.28 pelas relacoes 2.14 e 2.22. Como vamos utilizar
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a versao implicita, as varidveis espaciais sao aproximadas no passo de tempo n + 1, ou

seja, a Equagao 2.28 é aproximada pela EDF

Tl Y e

2.31
At Ax? (2:31)
A Equacgao 2.31 pode ser reescrita por
affft+ (1 =2a) i+ afiR = £ (2.32)
onde @ = —iﬁ;. O dominio sobre o eixo x, intervalo [0,1], é subdividido em NX + 1
particoes.
0 1
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 ) NX -2 NX-1 NX NX +1
Figura 2.1 — Partigdes do dominio [0, 1].
Atribuindo ao indice i os valores i = 1, 1 = 2, ..., i = NX, obtemos, respectiva-
mente, as equacoes
P (= 20) i afyt =
n+1 (1 2@) n+1 +Oéfn+1 f27
P (- 20) fy af”“ 3,
P20 el = g (2.33)
17\17}1 o+ (1—2a)fy nH 17\1/}1 = fNx-1:
JT\LZJ)QI + (1 204>fn+1 11\1/}1“ frx-
Essas equagoes podem ser reescritas em de equacao matricial, isto €,
B a 0 0 0 000 il fr afitt
a f 0 0 0 0 0 o fr 0
0 «a 0 00 0 ot n 0
0 0 «a a ... 000 ot = fr - 0 , (2.34)
00000 a B« X1 fixa 0
(000 0 0 0 a B || MY | | fix | [ afika
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onde = (1 —2«). Para cada passo de tempo (n =0, n =1, ...), a Equagao 2.34 deve ser
resolvida. Neste trabalho, as equagoes matriciais serao resolvidas por aproximagao, utili-
zando o método iterativo de Gauss-Seidel. Uma breve revisao deste método é apresentado
na secao 2.6.

Aplicamos o método com N X +1 = 121 parti¢oes no segmento [0, 1], obtendo Ax =
1/121, e At = 0.1. Como critério de parada, a cada passo de tempo, ap6s determinar f;**!
para todo i, calculamos max |/ — f"'|. Estabelecemos as iteracdes fossem suspensas
quando max |f""! — f7| < 1078, A partir deste critério de parada, foram necessarias 1267
iteragoes no tempo. Na proxima subsecao, subsecao 2.5.7, podemos verificar que este
problema é consistente, estavel e convergente. Portanto, neste caso, mesmo com o critério
de parada estabelecido, temos a garantia que a solu¢cao numérica aproximada converge
para a solugao exata.

A Figura 2.2 mostra a solucdo aproximada f de f nos pontos (z,t) = (iAz, nAt),

obtida pelo método de diferengas finitas implicito.

0
0 0.5

50
100
. 150 1

Figura 2.2 — Solucdo aproximada f de f, obtida pelo método de diferencas finitas

implicito.

A Figura 2.3 mostra a solucdo f nos pontos (z,t) = (iAz,nAt). A solugio f é
dada por pela expressao 2.30. Para obter o resultado ilustrado pela Figura 2.3, a solugao

f foi aproximada, truncando a série no termo m = 100 e calculado nos nés da malha.
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0 o5
50
100
150 1 T

t

Figura 2.3 — Solucdo analitica f.

Por fim, apresentamos a Figura 2.4 que mostra a diferenca absoluta entre a solugao

analitica f (truncada no termo m = 100) e a solucdo aproximada f.

%1074

If = £l

100 1

: 150

Figura 2.4 — Modulo da diferencas entre f e f, isto é, |f — f|.

2.5.7 Consisténcia, Ordem, Estabilidade e Convergéncia

A consisténcia, ordem, estabilidade e convergéncia sao propriedades que devem
ser verificadas quando a resolugao ¢ feita pelo método de diferengas finitas. Uma EDF é
consistente com uma equagao diferencial se a diferenca entre o EDF e a equagao diferencial
desaparece quando o refino da malha é aumentado, isto é, quando os incrementos tendem
a zero. A ordem de um EDF é a taxa na qual o erro (o truncamento) global diminui
a medida que a malha é refinada. A EDF é chamada de estavel se produz uma solugao
limitada para uma equacao diferencial estavel e é chamada instavel se produz uma solucao
ilimitada para uma equacgao diferencial estavel. Por fim, um método de diferencas finitas

é convergente se a solugao da EDF converge para solucao exata do equacao diferencial
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conforme a malha é refinada.

A consisténcia pode ser verificada por uma conveniente técnica, desenvolvida por
Warming, R. E. e Hyett, B. J. [Warming e Hyett, 1974]. A técnica se resume a determinar
a equagao diferencial real a partir da EDF'. Para este fim, cada termo da EDF ¢é substituido
utilizando a série de Taylor. A EDF é dita consistente se essa modificagao faz com que
a EDF volte a equagao diferencial original quando a malha é refinada, isto é, quando os
incrementos tendem a zero.

A maneira de determinar a ordem da EDF ¢ realizada verificando os erros de
truncamento. Dentre os termos, a menor ordem que aparece entre os incrementos é
definido como a ordem da EDF.

Sobre a verificacao da estabilidade existem varios métodos que podem ser utiliza-
dos, porém todos os métodos conhecidos sao referentes a equagoes diferenciais parciais
lineares com coeficientes constantes [Hoffman, 2001]. No momento em que verificamos
a estabilidade de uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes, automati-
camente estamos garantindo também a sua convergéncia. Essa afirmativa é devido ao
teorema da equivaléncia de Lax |[Lax e Richtmyek, 1956]. Talvez seja possivel afirmar
que o método mais utilizado ¢ o método de Von Neumann para estabilidade. Em grande
parte dos problemas, esse método é empregado sem maiores dificuldades. Em Hirsch,
1988, vemos que é possivel aplicar este método em equacoes diferenciais parciais lineares
com coeficientes variaveis, no entanto, o resultado nao parece ser atraente. Em primeiro
lugar, para aplicar o teste sdo necessarias validagoes (pré-requisitos). Em segundo lugar,
a aplicacao é feita localmente. Em terceiro lugar, mesmo que tudo seja feito de forma
satisfatoria o resultado garante apenas uma condigao necessaria. Este resultado é muito
inferior quando comparado com o caso de equacgoes diferenciais lineares com coeficientes
constantes, no qual o teste garante uma condicao necessaria e suficiente.

Neste trabalho, utilizamos equacoes diferenciais lineares e nao lineares. Inicial-
mente essas equagoes possuem coeficientes constantes, porém a transformacao de coor-
denadas ira definir equagoes diferenciais equivalentes, as quais possuem mais termos e
coeficientes variaveis. Portanto, a aplicacao de métodos para a verificagao de estabilidade
encontrados atualmente na literatura nao funcionam. Para verificar a qualidade das so-
lugoes obtidas, vamos utilizar o teste residual. Esse técnica é apresentada e explicada ao

longo deste trabalho, mais precisamente nos capitulos 3, 4, 5, 6, 7 e 8.
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Para a Equacao 2.31,

= G =2t
At - ¢ Ax? ’

citado como exemplo na secao anterior, podemos verificar consisténcia, ordem, estabili-

dade e convergéncia. Utilizando a expansao em séries de Taylor, obtemos

F@.8) = Fento) + it~ 1)+ Sl ESE + 21 Loy ()
Escolhendo = = iAx, t = nAt e ty = (n + 1)At, obtemos
fr = = A S RETAR - Sl AR+ (230)
Novamente utilizando expansao de Taylor, obtemos equacao
fla,t) = f(gso,t)+%|($o,t>(x—xo)+gz|(x0,t) (@ _2!360)2+21J;|(x0,t) (v _3!%>E+.... (2.37)

Escolhendo = = (i + 1)Ax, xy = iAx e t = (n + 1)At, a Equagao 2.37 torna-se
n+1 n+1 n+1 1 n+1 2 1 n+1 3 1 n+1 4
i =T+ Ll Ax"‘gfm‘i Az +§fxxx‘z Az +Efxxmz|z Az®+..., (2.38)
e escolhendo x = (i — 1)Ax, zg = iAx e t = (n+ 1)At, a Equagao 2.37 torna-se
n+1 n+1 n+1 1 n+1 2 1 n+1 3 1 n+1 4
Substituindo 2.36, 2.38 e 2.39 na Equacgao 2.31, obtemos

1 1 1
A7 <fin+1 — (ff = flPT AL+ §ftt|?HAt2 - gfttt’?HAt:s + .. )) =

c? 1 1
71—!—1 7}—1—1 - p—i—l 2 s 7'1+1 3
Az (7 Ll 80 4 Sl A 4 g oA (2.40)
—2fi
1 1
fz’nJrl - fxl?+lA$ + §f:px|?+le2 - 5f:vxx|?+le3 + ... ) y
Simplificando os termos, a equagao
1
ft‘?-i_l - 5ftt|?+1At + fttt’?JrlA]fz ... =
(2.41)

1 1
62 fmc|:‘L+1 + _fa:mmx’?+1Ax2 + _fmmxxmcmrle[l + ... .
2 12
Fazendo o limite com At — 0 e Az — 0 na Equagao 2.40, obtemos

fili™h = Al (2.42)
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A Equacao 2.42 significa

of 2 0°f

Ekx,t—l—At) =cC @‘(x,t—i—At)a

ou simplesmente,

of 0*f
ot (@) = Cz@hx,n. (2.43)

Portanto a Equagao 2.31 é consistente. Pela Equacao 2.41, verificamos que a ordem
da EDF ¢ O(At)+O(Az?). Utilizando o teste de estabilidade de Von Neumann, ¢ possivel
mostrar que a EDF é incondicionalmente estével [Hoffman, 2001|. Essa caracteristica se
deve ao fato de estarmos aplicando o método de diferencas finitas implicito. Por fim, como
a EDF é linear, possui coeficientes constantes e é estavel, pelo teorema da equivaléncia

de Lax a EDF é também convergente.

2.6 Um breve resumo do método Gauss-Seidel

Uma equagao matricial que possui a forma M7 = ?, na qual a matriz M possui
diagonal principal dominante, pode ser resolvida pelo Método de Gauss-Seidel. Equacoes
matriciais formadas a partir de equacoes parabdlicas e elipticas, pelo método de diferencas
finitas implicito, sempre possuem matriz com diagonal principal dominante. A principal
ideia desse método ¢é dividir a matriz M sendo a soma de matrizes triangulares inferior e

superior. Para exemplificar, vamos considerar a Equacao 2.34 da subsecao 2.5.6,

B a0 0 0 00 0 ntl o afy™

a B 0 0 00 0 o f3 0

0 « 0 00 0 ot n 0

00 af a 000 = | g | - 0 . (2.44)
0000 0 a B a VL fhxa 0
(00000 0 o« 8| M | | fx || o]

A matriz M, localizada ao lado esquerdo da Equacao 2.34, é reescrita por M =

My; + My, onde
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Consequentemente,
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o o o O

(2.45)

O vetor f ™! ¢ inicialmente substituido por um vetor de mesmo tamanho, porém

com valores quaisquer. A equacao é resolvida e a solugao é utilizada para atualizar o

vetor ?’j“. Um lago iterativo é criado e a Equacao 2.45 é repetidamente resolvida e

- . . . - ~
consequentemente o vetor f ™! repetidamente atualizado. A cada iteracdo a solucao

obtida estard mais proxima ao vetor f 7!, Tomando o médulo da diferenca termo a

B . Dol e .
termo entra a solucao obtida com o vetor f 77 a iteracao é interrompida quando a

méxima diferenca for inferior a um valor pré-estabelecido.

Mais detalhes sobre o método de Gauss-Seidel podem ser encontrados em Ruggiero

e da Rocha Lopes, 1996.
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3 EQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO 2D

Neste capitulo, apresentamos a primeira aplicacao que sera resolvida utilizando a
teoria de transformagao de coordenadas. Vamos utilizar a equagao de advecgao-difusao
2D, isto é, bidimensional. Essa equagao, em coordenadas cartesianas, pode ser represen-

tada por

% +T-Yo=V- KV, (3.1)

onde ﬁ = (u,w) é o campo de velocidade, K é a matriz 2 x 2 de coeficientes difusivos,
diagonal tal que diag K = (K,, K,) e C representa a concentragdo média de um conta-
minante. Supomos que as velocidades u e w, assim como o coeficiente difusivo K, sejam
constantes com relagao ao tempo, porém possam variar com relagao as variaveis espaciais
x e z. Por questoes didaticas, primeiro iremos resolver a Equacao 3.1 em um dominio
retangular sem utilizar transformacao de coordenadas. Logo ap6s, modificamos o dominio
tornando-o curvilineo. Nessa segunda etapa, a resolucao ocorrera de forma similar, no
entanto, antes da aplicar a resolucao, a Equacao 3.1 serd transformada para o sistema
de coordenadas curvilineas. Em ambos os casos utilizaremos o método de diferencas fini-
tas implicito para a resolugao. Esse método irda conduzir nosso equacionamento para um
problema que pode ser expresso em forma matricial. O método iterativo de Gauss-Seidel

sera utilizado para a resolucao destas equagoes matriciais.

3.1 Equacgao de advecgao-difusao no sistema de coordenadas cartesianas

A equacao de adveccao-difusao em coordenadas cartesianas é definida pela Equacao
3.1, que pode ser expandida conforme

90 W28 4 W90 J O (00 o L OB (09 | i oC (3.2)
ot " "or "o T or \ oz v\ 922 9z \ 02 N2 ) @

O coeficiente K, seré escolhido constante, enquanto que K, dependera das variaveis es-
paciais. A partir de Degrazia et al., 2001, para uma camada limite convectiva definimos

K, por

K ., oo sen (3.177%) Y3Xn/
2 —0.12¢)573 / 4 dn/, (3.3)
WxZi 0 (1+n)sn/
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onde

N=1—¢ = —0.0003¢,

— zw*
X = Uz’

z; ¢ a altura da camada limite convectiva (m),

w, escala de velocidade convectiva,

U ¢ definido pela Equacao 3.4,

u, € a velocidade de fricgao na superficie (m/s),

k constante de Von-Kérman,

2p € o comprimento da rugosidade (m),

e L & o comprimento de Obukhov (m).

Us (ln (%) — T, (2) + 0, (%)) se z < 2,

U=<" (3.4)
U(z), se z > zp,
onde z, = min {|L|,0.1z;} e ¥,, satisfaz a fungao
1+ A 1+ A?
U, =2In (+T) +1In ( +2 ) —2tan"*(A) + g, (3.5)

com A = [1— (1)),
3.1.1 Discretizagao

Vamos introduzir a notacao que sera utilizada para descrever os termos discreti-
zados nessa e nas demais segoes deste trabalho. O sistema de coordenadas Cartesianas
x X y X z serd sempre relacionado com o sistema de coordenadas generalizadas £ x 1 x (.
O ndmero de parti¢oes feitas em um sistema de coordenadas serd sempre igual ao outro.
Um segmento de reta sobre o eixo x seré relacionado com um segmento curvilineo sobre

o eixo £ e essa relagao acontecera através da transformacao difeomorfa conforme, assim
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como um segmento de reta sobre o eixo y serd relacionado com um segmento curvilineo
sobre o eixo 1 e um segmento de reta sobre o eixo z seré relacionado com um segmento
curvilineo sobre o eixo (.

Um segmento de reta sobre o eixo x sempre sera subdividido em N X + 1 particoes
(NX + 2 nos), um segmento de reta sobre o eixo y sempre sera subdividido em NY + 1
partigoes (NY + 2 nos) e um segmento de reta sobre o eixo z sempre sera subdividido
em NZ + 1 partigdes (NZ + 2 nos). Pela transformacao difeomorfa conforme, os nos
definidos sobre o sistema de coordenadas Cartesianas sao levados em nés no sistema de
coordenadas generalizadas, portanto a quantidade de nés deve ser a mesma.

Neste trabalho, utilizaremos parti¢coes Ax, Ay e Az constantes no sistema de co-
ordenadas Cartesianas (z X z ou x X z), quando nao houver transformagoes. Mais precisa-
mente, na se¢oes 3.1 e 6.1, respectivamente, a equagao de adveccao-difusao bidimensional
e as equagoes de Navier-Stokes bidimensionais sao resolvidas em dominios retangulares,

portanto sem o uso das transformacoes.

Y

[ Ay

Xz

Figura 3.1 — Az e Ay escolhidos constantes quando nao ha transformagoes.

Utilizaremos as particoes A&, An e A( constantes no sistema de coordenadas generalizados
(€ x(, & xnou& xnx(), quando houver transformagdes. Observe que nestes casos os
incrementos Az, Ay e Az nao sao constantes. Isso ocorrera nas se¢oes e capitulos 3.2, 4,

5,6.2,7e8.



31

1]
|
~

1 /_\ [An

. £

Figura 3.2 — A¢ e An escolhidos constantes quando ha transformacoes.

Na primeira opgao, a expressao f/

i1 para i, j, [, n inteiros, significa

fi?j,l = f(ZAanAi% lsz nAt)a (36)

enquanto que na segunda opg¢ao a expressao fi”j ; significa

fiti = FUAS, jAn, IAC, nAt). (3.7)

Agora, voltamos para a equagao de advecgao-difusao, Equagao 3.2. Vamos procurar
uma solucao aproximada desta equacao utilizando o método de diferencas finitas implicito.
As discretizacoes dos operadores diferenciais desta equagao sao feitas utilizando diferencas

finitas centrais nas varidveis espaciais e diferengas finitas regressivas na derivada temporal,

ou seja,
n+1 n+1 n
oC - ch = O
ot )., At
2 n+1 n+1l n+1 n+1
0°C G 20 + G
oz% ) ., Ax? ’
2 n+1 n+1l n+1 n+1
(8 C> O 20 + G
2 ~ 2 )
22 ) Az (3.8)
n+1 n+l _ ~n+l
oC Gy i1
z /), 2Ax ’
Z?
n+1 n+l _ ~n+l
oC G id—1
2 /). 2Az '



32

Substituindo os termos discretizados definidos em 3.8 na Equacao 3.2, a Equacao 3.2 pode

ser aproximada por

Oznl+ - irfl C?jl%l - C?:%l Cz‘r,llill - ngtll
+ u,; ; =
I YT oAy Ay
n+1 n+1 m n n+1
0K, C¢++1,l - Cz'—JrLz K Ci++1%l _QCMH + Ci—+1,l (3 9)
or ), 2Ax + (Ke)is Ax? +
0K, thrll - thll X Z?ltrll —2 Cznl+ H+ thll
+ z )i
0z ), 2Az (K Az?

Reagrupamos os termos da Equacao 3.9, de modo que todos os termos no tempo
n + 1 fiquem do lado esquerdo da igualdade, enquanto que do lado direito fique o tnico

termo no tempo n. Obtemos a equagao

Ci,l-H + AT ( Cij_l%l - Cij_l%l )+ 2Nz ( Ci,l-ill - Ci,ltll )_
At (%), At (K,),

z /il n n x )il n " "
—n, (G = O - (G =0T |+ G ) -

At (22) (3.10)
0z i,l( nt+l | n+1 )_
N i+1 il—1
At (K);,

) n+1l | n+1 n+1 _ n
( Ci,lJrl 2 Oi,l + C'i,lfl ) - Ml

Az?

Agora podemos evidenciar alguns termos. Para ajudar na identificacao, os termos comuns

que serao evidenciados ja foram quadriculados com cores iguais. Obtemos a equagao



K,
_wz’,ZAt 4 ( Oz )i,l At . (Kz)z,lAt C@+1 +
2Az 2Az Az? i1
Ky
_Ui,ZAt n (W)i,l At B (Ky)i At oL
2Azx 2Ax Ax? -1l
(Km)i,lAt (KZ)i,lAt n+1
(1 +2 A2 +2 " Cz,l +
Ky
wi At B (W)i,l At B (Kg)igAt or |y
2Ax 2Ax Ax? 1l
K,
w; At _ ( 92 )i,l At _ (K,)i At ol | om
2Az 20z Az? bt b

Os coeficientes sao renomeados por

ZBy =

XZ;

XFy, =

§

XB. = (
g

[

ZF,; = <

wzlAt a;iz)z,l At B (K)i At

2Az 2Az Az? ’

U”At a;f;)”At . (Kx)z7lAt

ZAx 2Ax Ax? ’
K.)i At (K.)i At
| 4 ol He)i 2 ’

TR A AR ) ’
UuAt 881?)”At _ (Ky)i At
2Ax Ax Ax? ’
w; 1At B (8;?)@',1 At B (K.)i At
2Az 2Az Az? '

Substituindo 3.12 na Equagao 3.11, obtemos a equagao reduzida

XBM O?jl%l +

_|_

n+1
ZFi,l Cz‘,l—H

+

n+1
XZi Ci,l

+ XFy

n+1
ZBi,l Ci,l—l

Cm—l—l

i+1,1

n
G
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

A Equacao 3.13 pode ser escrita na forma matricial. Por exemplo, para NX = 3 e NZ = 3,
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obtemos
[ Xz, XxFy 0 zF, 0 0 o o o | [ar] [en | [ xBuct+zeorg ]
XBay XZsy XFay 0 ZFy; 0 0 0 0 cyit cyy ZB,, 033!
0 XBs, XZs; O 0 ZFs; 0 0 0 cyt Ccyy ZB3, Cy¢t + XFs,Crf!
ZBi» O 0 X%y XFio 0 ZF, 0 0 st cry XB,2Cy3"
0 ZBss O XByy XZyo XFso 0 ZFyy 0 |.|Cpft|=1cp, |- 0 . (3.14)
0 0 7ZBzs 0 XBzs XZzs O 0  ZFs, cygt Cyy XF3,Cp4t
0 0 0 ZBys O 0 XZgs XFi3 0 ct cr, XB1sCyd! + ZF1 301"
0 0 0 0 ZBps 0 XBpsy XZoy XFyy it & ZF 5051
| 0 0 0 0 0 ZBgz 0  XBsy XZgz | | Cpf' | | Cfs | | ZFaaCit' + XFaaCiyt |

O exemplo mostrado pela Equacgao 3.14, indica que a Equacao 3.13 pode ser escrita em

formato matricial. De fato, a Equagao 3.13 pode ser representada por

— = =
MC"t = C" + CH, (3.15)
onde
+1 n+1 n+1 n+1 T

én - [Cl,l » 21 9y NX,NZ] ’

=1 T
— n n n

cn = [ 1,1 Y2100 NX,NZ]

A matriz M é esparsa de dimensoes (NX)(NZ) x (NX)(NZ), com elementos formados
pelos coeficientes 3.12, para todos ¢,l. Os vetores 8?“, 8”“ e (_3>”, tem dimensao
(NX)(NZ) x 1. Além disso, o vetor 8?“ ¢ formado por valores obtidos nas fronteiras,
tais como, CT¢", Cs’t, Cf iz, entre outros. O vetor C" e a matriz M sio conhecidos,
pois seus elementos sao determinados no passo de tempo n, e neste passo de tempo tudo
é conhecido. Para resolver a Equagao 3.15 e obter os valores de 8”“ também é preciso
conhecer o vetor 8?“. Entretanto, 8?“ ¢ um vetor definido no passo de tempo n + 1.

Para contornar este problema, utilizamos uma aproximacao por iteracao. Para este fim,

configuramos um processo iterativo que inicia com a resolucao da equacgao
MG+ = ¢n 4 Cn (3.16)

e obtemos uma estimativa para CJ;" ! em todos os nos internos. Por extrapolacdo, os nos
que pertencem aos contornos sao atualizados e o vetor 8?*1 é estimado. Com os novos
valores nos contornos, retornamos para a Equagao 3.15 e criamos um lago iterativo, em

que a Equacao 3.15 é repetidamente resolvida obtendo novas estimativas para Cﬁr . Esse
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procedimento é repetido até um critério de parada ser satisfeito. Essa aproximagao é uma
variacao do teorema de Picard-Lindel6f que pode ser encontrado em Doering e Lopes,
2005. O critério de parada é estabelecido tomando a maior diferenga entre duas itera-
¢oes, em relacao a termos consecutivos, que deve ser inferior a um valor pré-estabelecido.
Finalmente, o laco temporal prossegue até incluir todo o transiente e atingir um estado
estacionario onde nao ocorram mais mudancas no perfil de concentragao. Além disso, as

equagoes matriciais sao resolvidas utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.

3.1.2 Discretizacao das condigoes de contorno - Tipo Neumann

Vamos utilizar dois tipos de contorno, a saber condigoes de contorno do tipo Di-
richlet e do tipo Neumann. Em particular, destacamos as condi¢oes de contorno do tipo
Neumann. Nesta subsecao, as condigoes de contornos utilizadas sao nulas. Para exempli-

ficar, suponha a condi¢ao contorno

oC

% |2:Zmaac

= 0. (3.17)

A condicao de contorno 3.17 é aproximada por extrapolacao, isto é, utilizando diferencas

finitas progressivas obtemos

n+1 _ m+l

1,NZ+1 i\NZ

’ — = 0. 3.18
N (3.18)

- : n+1 _ n+1
Portanto, o contorno ¢ obtido por Ci'y ;. = Ci'yy-

3.1.3 Teste residual para a solucao encontrada

Esse teste é configurado usando a equacao diferencial parcial original. Para este
fim, todos os termos da equacao sao movidos para o lado esquerdo da equacao, de modo

que o lado direito seja zero. Em seguida, a partir da Equacao 3.2 definimos o operador

oC 0K, \ oC oK.\ 0C 0°C 0*C
Q(C)ZE-F (u— O ) %4— (w— 9 ) g—Km (W) — K, (@) (3.19)

Apo6s a insercao da solucao encontrada no lado esquerdo, isto é, aplicando o operador em

C, o resultado seria nulo se a solucao fosse exata. Em geral, o operador fornece valores

nao nulos. Devido & natureza numérica da soluc¢ao obtida, discretizamos Q(C') pelo uso
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do método de diferencas finitas implicito, obtendo a equagao

- o Ol — Oy Cii — Ot
(QC))i = T’ + Ei’lW + Fi’l,—’—zT
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 (320)
o Yt T 2007 + O S A A 2007 + O
7,7l A£2 Z,l AC2 )
onde E;; = (u— (aaf;w))w Fy=(w- 8;gz)u, G = —(Ky);, e Hy = — (K.),,.

O modulo de 3.20 &, entao, a medida para o residual R (o desvio encontrado, a partir da
solucdo obtida)

Rii = [(C))i- (3.21)

)

3.1.4 Fluxograma do cédigo C

Nesta subsecao, apresentamos o fluxograma do programa desenvolvido em cédigo C
que efetua os calculos previamente explicados. Abaixo sao explicados as etapas que apare-
cem no fluxograma. No codigo, u[i][l], wli][l] representam as velocidades u e w, NT é o nt-
mero maximo de iteragoes no tempo, X Z[i][l], ... representam os coeficientes definidos em
3.12, c[i][l] representa a CJ;"" definido por 3.13, enquanto que cnl[i][l] representa a CJ'; tam-
bém definido por 3.13. As expressoes cl e cgs sao variaveis auxiliares, mas imprescindiveis.
A variavel cgs é utilizada na resolugao da matriz 3.15 gerada pela Equacao 3.13. A reso-
lucao é feita utilizando o método Gauss-Seidel, conforme explicado na subsecao 2.6, para
determinar CJ;*'. A cada iteragdo Gauss-Seidel o valor Erro_GS = max |cgs[d)[l] —c[i] [1]]
é calculado. O processo iterativo Gauss-Seidel é interrompido quando a desigualdade
Erro GS < Erro_GS _Final é atingida, na qual Erro GS _Final é uma condicao de
parada pré-estabelecida. A variavel cl é utilizada para corrigir a aproximac¢ao imposta
para o vetor 8?*1, Equagcao 3.16, representado no codigo por BC[i|[l]. Em outro lo-
oping, a cada iteragao Erro_BC = max|cl[i][l] — c[i][l]| ¢ determinado. As iteracdes
sao encerradas quando desigualdade Erro BC < Erro_BC Final é atingida, onde

Erro BC _Final é uma condi¢ao de parada pré-estabelecida.



Etapas do fluxograma:

V1:
4.1:
4.2:
V2:
4.2.1:
4.2.2:
4.2.3:
4.3:
4.4:
4.5:

V3:

Os valores de un, wn, NT e At sao estabelecidos, a malha é importada,

as condigoes de contorno e a condicao inicial para cn sao estabelecidas,

os coeficientes difusivos e os coeficientes X Z, ... sao calculados,

a condicao inicial para cgs é estabelecida;

O comando for com relacao ao passo de tempo n,n=1: NT;

Atualiza a variavel cl, estabelecendo cl[i][l] = enli][l];

O comando while é aberto, com a condi¢ao Erro BC > Erro_BC _Final;
Verifica se a condicao while é satisfeita;

Calcula BC;

O comando while é aberto, com a condicao Erro GS > Erro_GS _Final;
Verifica se a condicao while é satisfeita;

Calcula ¢;

Atualiza Erro GS, no qual Erro GS = max |cgs[i] (1] — [i][]];

I

Atualiza cgs, estabelecendo cgsli][l] = cli][l];

Atualiza ¢ nos contornos;

Atualiza o Erro_BC, no qual Erro_BC = max |cl[i][l] — c[i][l];
Atualiza cl, estabelecendo cl[i][l] = c[i][l];

Calcula o residual de ¢;

Atualiza a condigo de parada Erro_C = max |c[i][l] — cn[i][l]] e
atualiza cn, isto é, cnli][l] = c[i][l];

Verifica a condi¢ao de parada, isto ¢, se Erro_C < Erro_C _Final;

Os resultados sao exportados e o programa é encerrado.



Fluxograma do codigo C:

NAO I
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3.1.5 Simulacao

Consideremos um dominio retangular de dimensoes (3500m x 800m). No ponto de
coordenadas (z., z.) = (0,160m) um efluente ¢ langado a uma taxa Q = 4 x 10%g/s. O
campo de vento é horizontal e constante. Sendo u a velocidade horizontal e w a velocidade
vertical, supomos u = 1.5m/s e w = 0, Para modelar esse problema utilizamos a equagao

de advecgao-difusao, Equacao 3.1
oC
E+ﬁﬁo:€-(uﬁ)a

e as condicoes de contorno e condigao inicial

o ((x,0,t) =0,

bt %|(m,800,t) =0,

. %’(3500,7;,1&) =0,

o uC(0,2,t) =Qi(z — z.),
o ((x,2,0)=0,

onde 0 representa o funcional Delta de Dirac. A funcao C determina a concentracao
média bidimensional de um contaminante em [g/m?]. Definimos o coeficiente difusivo
K, = 10m?/s, enquanto que K, é definido por 3.3 utilizando: z; = 800m, w, = 0.7m/s,
L = —444m, u, = 0.4bm/s, Kk = 0.4 e zg = 0.0lm. A solucdo aproximada é obtida pelo
método de diferencas finitas implicito. A malha utilizada possui NX + 1 = 351 particoes
no eixo x e NZ 4+ 1 = 151 parti¢cdes no eixo z, que resulta em 352 x 152 = 53504 nos,
sendo que 130 x 60 = 52500 sao nods internos e 1004 noés estao nas fronteiras. A variagao
escolhida para o tempo foi At = 0.1. A condigao de parada nas iteracoes Gauss-Seidel
foi de 107°, a condicdo de parada para corrigir o contorno foi de 107'% e a condicao de

parada para estabilizar C foi escolhida como sendo 1074,
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Apresentamos as solugoes aproximadas obtidas pelo método de diferencas finitas

implicito.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
T

Figura 3.3 — Perfil do coeficiente difusivo K, modelo bidimensional e dominio

retangular.

-

1000 1500 2000 2500 3000 3500
T

Figura 3.4 — Perfil de concentracao C', modelo bidimensional e dominio retangular.

T

1000 1500 2000 2500 3000 3500
T

Figura 3.5 — Residual de C, modelo bidimensional e dominio retangular.
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3.2 Equacao de adveccao-difusao no sistema de coordenadas curvilineas

Iniciamos essa secao com a transformacao da Equacao 3.1. A partir da transfor-

macao admissivel

T: ¢ = i) (3.22)

C - C(x7 Z)

vamos alterar o sistema de coordenadas cartesianas para o sistema de coordenadas gene-
ralizados. A transformacgao 3.22 determina uma relagao entre o sistema de coordenadas
cartesianas (x X z) e o sistema de coordenadas generalizadas (§ x ¢). A invariancia da

transformacao admite a veracidade da relagao

C=C((x,2),((x,2)). (3.23)

Os operadores da equacao dinamica sao alterados pela adigao de novos termos. Estes,
provém da conexao afim que existe entre os sistemas de coordenadas. Aplicando a trans-
formagcao coordenadas 3.22 a equacao de adveccao-difusao em coordenadas cartesianas

3.2 torna-se a equagao de advecgao-difusao em coordenadas generalizadas

oC oC
rTi (—ufx o€ — uly C) ( wé} f —w(, C)

2C 0*C 0*C oC
K. |66 + 20 4 GG T+ 6 B + Gl +
0K, 0K,
(Gee+5ea) (a5 + czac) (324
C 9*C C oC
{%8&2+2§Z<Za§a<+<czacg e. % 5 re 5]+

0K, GK

Mais detalhes sobre as transformagoes dos operadores podem ser vistos na subsecao 3.2.1.

Rearranjando os termos de 3.24 podemos obter a equacao
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ocC 826’ 0*C 820
T = el + K8 5 + 2 (Kb K)o + (KaGeo 4 Kol gt
8[( ocC
- T z rSTx 28zz z T 25z 325
(0 w6+ (ot + Ko+ e+ e+ (et e ) 3o+ (325)
0K, 0K, 0K, oC
- T z K@ T Kz zz xSz z25z a-
(0 w6+ (Roor 4 ) + e+ S0 + (G2 + 50 ) 5
Os coeficientes da Equacao 3.25 sao renomeados por
Dl = (Kxfazgx + Kzfzgz) )
D3 = (KxC:er + KZCZCZ) s
(3.26)
D4 = _(u&c + wgz) + (Kxga::c + Kzgzz) (de£2 + 8Kz 52)
(%eEale + 5600,
D5 - —(ng + U)Cz) + (Kmsz + chzz) <8Kr émC:B + aKZ SzCz)
(8K1 §2 + [“)Kz §2)
Substituindo 3.26 na Equacao 3.25, obtemos a equacao
oC' 0*C 0*C 02C oC oC
e —Dl(% +D2858§+D3 acz +D48_§+D56_(' (3.27)

Na subsecao 3.2.2 apresentamos a forma de aproximar a Equacao 3.27 utilizando o método
de diferencas finitas . A maneira com que os coeficientes D; ... D5 sao aproximados é

explicado na subsegao 3.2.4.

3.2.1 Transformacao dos operadores

A conexao afim que relaciona os sistemas de coordenadas Cartesianas e o sistema
de coordenadas generalizadas altera os operadores diferenciais da equacao dinamica. A
seguir, descrevemos o processo de transformacgao dos operadores de primeira e segunda

ordem, respectivamente.
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Transformacao dos operadores de primeira ordem:

oC  0C 9¢  0C O¢
9z 9 0r o ox’
(3.28)
o0 _0C o 0C o
0z 00z 00z

Transformagao dos operadores de segunda ordem:

P#C 9 oc 3 0C oc  9C oC
922~ 0z 0z (ag or " ac 8x>
D (0C ¢ OC A\ o 9C 06 9C A\ OC _
8_5(8§8x+8<8x) - C(@f@m agm:)
OC 1 0 06 ¢ 06N OC 10 OC\ 06 92C ¢ 0¢
a_g<a_ga_) + o o¢ <_> + C(@f@x)@x * 9¢ac 0w 0
9C (0 9E\IC  BPC ACIE  C (9 IC\IC  FC O (3.29)
Fa (a_ga_> T acocoror o (ag m)ax el ( )

PO _PLIC | (UE0PC 0COEPC D0 PO
ox2 Oz O Ox/ 0  Ox0drdE0(  Ox dx 0COE

D2 OC  1OC\202C
022 ¢ (8;5) a2

Acabamos de determinar a transformacéo do operador 2 o 9°C A transformacio do

operador ¢ pode ser obtida de forma analoga. Assim, obtemos
‘92—0—@) A A A
(3.30)
0*C 0*C 0*C 02C oC oC

+28:Cam- + &gy tCapr

8z2 (§z> (952 8§3C (CZ) 3C2 g g'

Definimos os coeficientes difusivos K, e K, conforme feito em 3.3. No momento,

para efetuar os calculos os coeficientes difusivos derivados e transformados 85?, 68[2”, 63%
8Kz

podem ser obtidas em funcao dos coeficientes difusivos derivados aé’i“”, %, % e

e

88%. De fato, utilizando a conexao afim, obtemos
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OK, 0K, | 0K,
dgr 9 > ac v

(3.31)
0K, 0K, 0K,
Agora reescrevemos as Equagoes 3.31 em forma de matriz, obtendo
0K, 0K,
= , (3.32)
0K, 0K,
0z &G ¢
Ao aplicar a inversa da matriz em ambos os lados da equacao, obtemos
0K, -1 T 9K,
= . (3.33)
oK, 0K,
a0 & G 5
Por fim, encontramos as equagoes
0K, 1 0K, 0K,
- z — Sz ) 34
06 &l — G (< O ‘ 9z ) (334
0K, 1 0K, OK,
8C - fsz _ foz (_éz O +€x Oz ) . (335)

De forma similar, obtemos também as equacoes

oK, _ 1 0K. . OK.
oK. 1 OK. , 0K,

E vélido ressaltar que a informacao referente a geometria da orografia definida pelo
dominio curvilineo é manifestada exatamente nos novos coeficientes. Por esse motivo, os

coeficientes sao varidveis com relacao as variaveis espaciais.
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Os operadores diferenciais da equacao de adveccao-difusao 3.27 sao aproximados

utilizando diferencas finitas centrais nas variéveis espaciais e diferengas finitas regressivas

na derivada temporal, isto é,

n+1
C%J

/~
‘Qﬁ
*1Q
~
N
I
L

n
il

At ’

Q

Sinn

AE?

n n+1 n+1 n+1
(fﬁc) o Gty — 200 + G

n+1 n+1 n+1
e — Ol — Ol O

7~
2%
~|Q
~
ST
I
Q

ANEAC

Cril =20t 4+ oy

Qigz (. o 3,0+1

CZ il Z&C2 )
ooV Cn -

¢, AL
oo\ o

¢ )iy 2A(¢ ‘

(3.38)

Substituindo as aproximagoes definidas em 3.38 na Equacgao 3.27 obtemos a equagao

cr H=op H Cin—i-—i_l%l -2077 H+ C’;‘_ﬁb
At = (D1)i AL +
n+1 n+1 n+1 n+1
(D ) Ci++1,l+1 - i—+1,l+1 - i—:rl,l—l + Ci +1,l—1
2 )i, 4[&§ZXC
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
H R R [ E R G H Crih | = G
i + i
(D3)ig NG (Da)ig o
n+1 n+1
D Ci,lJSrl - Ci,ltl
( 5)Ll 2[&(

(3.39)

Os operadores diferenciais em comum sao colocados em evidéncia, assim reescrevendo a

equacao por
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At(D,); At(Ds); At(Ds);
( (D) ’Z)ijﬁlﬂ‘i‘(— (D3) ' (Ds) ,l> o]y

4ACA£ AC2 QAC i,0+1
At(D2)i1\ i1 At(Dy)iy  At(Dy)iy "
(_—4ACA§ ) Ciftim + AL + NG it
2At(Dq)iy - 2A8(Ds3);y " At(Dy1)iy At(Dy)iy -
(1 + Ag?l + AC23 o+ (- A£; - 2A§ CrilH (3.40)
At(DQ)Z'J 1 At(Dg)iJ At(Dg))i’l "
(_ 4ACA5 ) 0171,171 + (- ACQ + QAC Ci,lq +
At(DQ)iJ Cn+1 __ m
4A<~A§ i+1,0—-1 = Ml

Renomeamos os coeficientes da Equacao 3.40, definindo

=BZF,, = (—ii?iél),
=27, — ( AtAlZ; Atz(lA?Z) )
=FZE, ( AllA?Z!)
=1, — ( AMQ” At2lA?§) )
=7, = (1+2A2?; +2Ai?j)”), (3.41)
- (0 D)
=BZB;, ( A4 A?i£l>
o, = (P D)
=F7B;, = (—AJA?XZ)

Por fim, substituindo os coeficientes 3.41 na Equacao 3.40 e, ap6s reordenar, obtemos a

equacao



= - Omtl
HBZFMC‘—UH

= yeias
HBZz,l Czeu

(2

+

EBZB“Cf_Tl_l +

=EZF,

n+1 = ) n+1
il4+1 + HFZFMCHLZH

:'Zi,l

1 = 1
CZ}Z—F + :FZN nt

i+1,1

E7ZB;,

n+1 = . n+1
il—1 + HFZBM i+1,0—1
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+ (3.42)

_ n
B0

Observamos que a equagao que construimos possui coordenadas generalizadas, mas ainda

nao definimos qual o dominio que vamos utilizar.

No momento em que definirmos o

dominio a ser utilizado definimos também o sistema de coordenadas curvilineas. Nesse

momento é possivel definir a malha a partir do sistema de coordenadas cartesianas ou a

partir do sistema de coordenadas curvilineas. Nesse trabalho vamos escolher o sistema de

coordenadas cartesianas. A construcao da malha seré feita na subsecao 3.2.5. A Equacao

3.42 pode ser expressa como uma equagcao matricial. Para exemplificar, vamos supor que

NX + 1 = 6 partigoes no eixo x e NZ + 1 = 6 partigoes no eixo z.

lor
gt
leiv
gt
oy
ey
lers
fefes
s
loen
lers
M | a5
leivs
oyt
oy
opt
o
opt

n+1
5,4
oyt
s
cy!

n+1
C—LS

onde

[ st ]
01,1

n+1
S v

n
Cl,]

Cxy
cs,
o
o3
Ct
C3,
o
Cr,
o
cry
Ciy
Ciy
Ciy
o
o
cx,
Ci4
ci,
cx,
Cts
Cys
Cys
Cis

n
L Css |

EBZB;, Cy! + EZBs Coy' + EFZBs Oty + ZFZs O + EFZF;5 Oy’

EBZB 5yt + EBZy 5Ot + EBZF, 508" + B2, 5Cp ¢ + EFZF, 5053

[ EBZB; 1 Cyt + EBZ 1 Cyf! + EBZF, 1 Cy3' + EZBy,, Oyt + EFZBy,,Cyg! |

EBZBa Oyt + EZB2 Ot + EFZBy 1 Ot
EBZBs Cy¢" + SZB3 Oyt + EFZBs . Ot
EBZB.1Cht + EZB,1 Oyt + EFZB 1 Ot

EBZB12Cy 1" + EBZ1,Chyt + EBZF 0!
0
0
0
EFZB52Cyft + EFZ50Cos " + EFZF5 004
EBZB, 5Cy4" + EBZ15Ch4" + EBZF 5Ch
0
0
0
SFZB;53Ch3" + EFZ5 5Coy" + EFZF; 5Cof!
EBZB14Cyit + EBZ1,4Clft + EBZF1. Ot
0
0
0
SFZBs,Cy3" + EFZs 4Cpf + EFZF5 4Cp3?

EBZF25Cp ¢t + ZZF25Ch et + EFZF 5Ot
EBZF35Cy¢" + E2F35C5 ¢ + EFZF35Cr !
EBZF 1 5C¢" + ZZF5C ¢t + EFZF 5Ot

| EBZFssCy¢! +EZF55C0¢ " + EFZBsCyt! + EFZssCpi' + EFZFs 500t |

. (3.43)
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ZZ1, ZFZ, 0 0 0 ZZF,, ZFZFy, 0 0 0 0 0 0 0 0
EBZy, s, ZFZy, 0 0 EBZF,, EZFy; EFZFy, 0 0 0 0 0 0 0
0 ZBZs1 =751 ZFZs, 0 0 ZBZF;, EZF;; 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ZBZ4, =744 ZFZ4, 0 0 ZBZF4, 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 EBZ;, =5, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ZZBi» EFZBi, 0 0 0 ZZ1a ZFZ5 0 0 0 0 0 0 0 0
EBZBy» EZByy EFZBsp 0 0 EBZ:» o ZFZ, 0 0 0 0 0 0 0
0 =ZBZB3, ZZB3, EFZBj, 0 0 =BZ32 =250 0 0 0 0 0 0 0
0 0 =ZBZBy» ZZBs»; EFZB,, 0 0 ZBZy2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 EBZB;s,; ZZBs» 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ZZBy3 EFZB; 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ZBZBy3 ZZBy3 EZFZByy 0 0 0 0 0 0 0
M - 0 0 0 0 0 0 EBZBss ZZBsgs ZFZF33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ZBZBy 3 ZZF.3 EFZF,3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ZZFs3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ZZF,4 EFZF, 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ZBZF,y EZFy EFZFy, 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ZFZs4 0 0 ZBZFsy Z7ZF34 ZFZF3y 0
0 0 0 0 0 0 0 0 44 ZFZ44 0 0 EBZF,4 EZF,4 ZFZF4y
0 0 0 0 0 0 0 0 ZBZs4 ZZsa 0 0 0 EBZFs, EZFs5,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 =75 ZFZ 5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 =BZy5 =y EFZy5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ZFZBy 5 0 0 EBZs;  Zlss ZFZ35 0
0 0 0 0 0 0 0 0 Z7ZBss ZFZBy;s 0 0 EBZis  ZZ45  EFZss
0 0 0 0 0 0 0 0 ZBZBs5 ZZBsjs 0 0 0 EBZss Elss

A Equacao 3.43 ilustra um caso particular, mas nos ajuda a visualizar que a equagao
3.42 pode ser reescrita na forma matricial 3.44. Observe que a Equacao 3.44 possui as
mesmas propriedades vistas na Equagao 3.15. De fato, em geral a Equacao 3.44 pode ser

representada por

— = =
MC"t = C" + CH, (3.44)
onde
T
én—‘rl — [C{L’Jlrl, ;Jlrlj'“’ ]%}{NZ] 7
T
Cr = 07, Ch e, Clin]

A matriz M é esparsa de dimensoes (NX)(NZ) x (NX)(NZ), com elementos formados
pelos coeficientes 3.41, para todos ¢,l. Os vetores 8?“, 8”“ e 8” tem dimensao
(NX)(NZ) x 1. Além disso, o vetor 8?“ ¢ formado por valores obtidos nas fronteiras,
tais como, C7'¢", o4, Cyilz41, entre outros. O vetor Cn e a matriz M sdo conhecidos,
pois seus elementos sao determinados no passo de tempo n, e neste passo de tempo tudo
é conhecido. Para resolver a Equacgao 3.44 e obter os valores de 8”“ também é preciso
conhecer o vetor 82“. Entretanto, 82“ ¢ um vetor definido no passo de tempo n + 1.

Para contornar este problema, utilizamos uma aproximacao por iteracao. Para este fim,

configuramos um processo iterativo que inicia com a resolucao da equagao
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MG+ = ¢ 4 Cr (3.45)

e obtemos uma estimativa para CJ;" ! em todos os nés internos. Por extrapolacdo, os nos

- . = .
que pertencem aos contornos sao atualizados e o vetor C"*! ¢ estimado. Com os novos
valores nos contornos, retornamos para a Equacgao 3.44 e criamos um laco iterativo, em
que a Equacao 3.44 é repetidamente resolvida obtendo novas estimativas para C’anr 1 Esse
procedimento é repetido até um critério de parada ser satisfeito. O critério de parada é
estabelecido tomando a maior diferenca entre duas iteragoes, em relagao a termos conse-
cutivos, que deve ser inferior a um valor pré-estabelecido. Finalmente, o lago temporal
prossegue até incluir todo o transiente e atingir um estado estacionédrio onde nao ocor-
ram mais mudangas no perfil de concentragao. Além disso, as equagoes matriciais sao

resolvidas utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.

3.2.3 Discretizacao das condigoes de contorno - Tipo Neumann

Nessa se¢ao, utilizamos condi¢oes de contorno do tipo Neumann, como por exemplo

ac
ag £:£max

Os contornos sao atualizados por extrapolagao, isto é, consideramos diferencas finitas pro-

— 0. (3.46)

gressivas para aproximar as condi¢oes de contorno do tipo Neumann. Assim, o contorno

3.46 ¢é aproximado por

Cix+1; — ONYy
Jr ’.7 ’.7
=0 3.47
e (3.47)
e, consequentemente, obtemos
OJ@J)F(IH,J' = K&lj (3.48)

3.2.4 Calculo das derivadas parciais &, &, (;y (.

Vamos impor que exista uma transformacao de coordenadas que transforme a
malha curvilinea representada no sistema de coordenadas Cartesianas x X z em uma malha
retangular representada no novo sistema de coordenadas £ x (. A Figura 3.6 ilustra a

transformacao.
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C1

&1 & & e

AL

Figura 3.6 — Transformacao da malha no sistema de coordenadas x X z para o sistema

de coordenadas & x (.

As derivadas parciais x¢, x¢, 2¢ € zc sao determinadas a partir dos nés definidos sobre
a malha curvilinea representada no sistema de coordenadas cartesianas. Com o auxilio
da Figura 3.6 podemos observar que essas derivadas parciais podem ser estimadas, uma
vez que os nos sao conhecidos. Para este fim, os incrementos A¢;;, e A(;; devem ser
suficientemente pequenos. A transformagao 7" ird transformar os incrementos A&;; e A¢;;
definidos no sistema de coordenadas cartesianas em incrementos constantes e unitarios
no sistema de coordenadas curvilineas. Isso significa que no sistema de coordenadas
curvilineas A§;; = A{ = 1 e AG; = A( = 1 para todos 7 e [. Para determinar as

derivadas parciais &, &, (, e (., iniciamos apresentando as diferenciais

(

\ dz = ngé + chg
(
d§ = &dr + €.dz
. (3.50)
| ¢ = Gudr + G2

Em formato matricial, as Equagoes 3.49 e 3.50 podem ser reescritas, respectivamente,

como - -
dx | e d¢ | (3.51)
dz | IS d¢
de| & & || de| 552
d¢ | I G G dz
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Das equagoes matriciais 3.51 e 3.52 obtemos a relagao

-1

T z X T 1 V4 —X
& € o | e -2 ¢ < (3.53)
G G Ze % —Z  Te
onde,
J = ch'g — 1‘(25. (354)

As derivadas parciais x¢, x¢, 2¢ € z¢ sao obtidas através da malha e, utilizando a relagao

3.53, podemos estimar as derivadas parciais &,, &, (. e (,, por

(3.55)
= (%) 6= (%),

As derivadas de segunda ordem de & e ¢ com relacao as variaveis x e z tem pouca
influéncia e podem ser desprezadas, segundo Maliska, 1995. Consequentemente, os co-
eficientes 3.26 podem ser aproximados pelo método de diferencas finitas em todos os
noés. Observe que esté simplificagao de fato nao altera a solu¢ao do problema, conforme

podemos verificar pelo teste residual que é apresentado na subsegao 3.2.6.

3.2.5 Construgao da malha bidimensional

Em calculo numérico, a construcao da malha é um item muito importante. A
discretizacao dos operadores diferenciais requer que os nos vizinhos em uma malha, que
estao na mesma dire¢ao, possuam espacamento aproximadamente iguais. Em um dominio
retangular é possivel construir sem grandes dificuldades uma malha na qual a distancia
entre os noés, em cada direcao, seja a mesma. Porém, este processo pode nao ser tri-
vial quando estamos utilizando um sistema de coordenadas curvilineas. Ressaltamos que
queremos construir uma malha curvilinea, com nés distribuidos de forma adequada, no
sistema de coordenadas Cartesianas. Para este fim, uma possivel alternativa é utilizar as

equacgoes de Laplace. Mais precisamente, vamos resolver as equagoes de Laplace

A SRk
V=550 (3.56)
Vi = oo 0. (3.57)

0x2 0 022
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As Equagoes 3.56 e 3.57 sao resolvidas numericamente e, consequentemente, é possivel

encontrar solugoes aproximadas. O procedimento que adotamos é listado a seguir.

(i) Construir manualmente uma malha curvilinea, utilizando sistema de coordena-

das x X z;
(ii) A partir da malha, obter aproximadamente as derivadas x¢, ¢, 2, zc;

(iii) Obter equagdes equivalentes as equagoes de Laplace 3.56 e 3.57, agora em fungao

das derivadas de segunda ordem das funcoes = e z com relacao as variaveis £ e (;

(iv) Resolver as equagoes do item (iii) utilizando iteratividade, supondo o item (i)

como condicao inicial. E necessario definir uma condicao de parada.
Equagoes equivalentes a Laplace: item (iii)

A partir das diferenciais 3.49 e 3.50 obtemos as expressoes 3.55 (listadas abaixo,

novamente)

Vamos utilizar essas identidades para reescrever as equacoes V€ = 0 e V2( = 0.

Equacao V¢ =0

A equacao de Laplace V2§ = 0, em sua forma expandida, ¢ dada por

825 D*¢

ViE=_—+ 55 =0 (3.58)
ou ainda,
(&) | 0(&)
V¢ = e + 5, = 0. (3.59)

Pela conexao afim, a Equacgao 3.59 torna-se

a(¢x) 2( a(¢.)
€ ¢ o€

Substituimos as expressoes em 3.55 em 3.60, obtemos

a(¢.)

2¢
V2 = 5

C. (3.60)

§a + Co +

€. +
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a(% a(% o(— % o(— %
vee = Q) 2y O Lz OC D) Loy 0 D)y )
o0& J ¢ J 0& J oC J
Depois de muitos calculos, obtemos a equagao
(2czec — zezce + Teee — Telee) (Teze — Teze)+
(—were — zeac)(Tezee + Teerc — Tezee — Tece)+ (3.62)
(Texe + 2e2¢)(@ezee + Tecae — Tezee — Tecze) = 0.
Dividindo a Equagao 3.62 por —z; e expandindo, obtemos
Tee <$g + Z?) — 21’&“ ($CZL‘§ + Z<Z§) + X (ZL”? + 2’52) +
xga:gz« xgzcgzg ngxgz& x?z& B (3'63)
— — —f- —|— 2ZE<Z§Z§< — — ZEC,ZCZ& = 0
Z¢ Z¢ Z¢ Z¢

L ]
*

O termo * sera descartado. O descarte pode ser justificado observando a direcao predo-
minante do escoamento, que ocorre na direcao da varidvel x. Observando o sistema de
coordenadas curvilineo, o escoamento é predominante na direcao da variavel £. Portanto,
a derivada segunda que determina o espalhamento deve contribuir de forma infima nas
variacoes de espalhamento referentes a diregao z. Isso significa que os fatores zge, 2z¢¢ €

2¢¢ devem ser muito menores que os fatores zge, ee € wec.

Equacao V¢ =0

A equacao de Laplace V¢ = 0, em sua forma expandida, ¢ dada por

92¢ 9%

2/ _ 25 4 25
V(= 92 + 922 0, (3.64)
ou ainda,
Vi = O + 5, 0. (3.65)
Pela conexao afim, a Equacao 3.65 torna-se
2, 0(G), | O&),.  9(¢&), | 9(¢)
V(= J€ §o + o Co + o £+ ac (.. (3.66)
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Substituimos as expressoes em 3.55 em 3.66, obtemos

o, O 2y | O(°) (=2 , O(F) (—= (%) [
vie=Ta (5)+ %5 (7)) T (5) 5 (5) e

A Equagao 3.67 sofre simplificagoes anélogas aquelas feitas na Equacao 3.61. Nessa equa-
cao, os fatores zge, z¢c € 2¢¢ sao predominantes quando comparados aos fatores zee, Tec €
xec. Ap6s as simplificacoes as solugoes das Equagoes 3.56 e 3.57 podem ser obtidas, de

forma aproximada, respectivamente, pelas solucoes das equagoes

QTee + ﬂl‘cg - 2’7.13&“ = O, (368)
O Zee + BZ« - 2’}/254 = 0, (369)
onde
o= a:g + zg,

Y= TeTe + 2cze.

Discretizacao das equagoes equivalentes as equagoes de Laplace:
A Equagao 3.68 pode ser aproximada utilizando o método de diferencas finitas e

sua forma discretizada é
o (@ig10 — 225 + @i—1) (@igp1 — 2250 + i0-1)

2, (Tig1go1 — Ti1ip1 — Tigrg1 +Ti11)
ol AAEAC

+ Biy
(3.71)

=0.

Agora, com intuito de obter a forma da equacao que define o processo iterativo, vamos

isolar o termo x;; e obter a equagao

1
il = 4A 2 144 i AN 2 10y
it 8 (Ag%u 4 AEZﬁi,z) CTr 1y + Crrpigou+
ANE i _1Biy + AAE T 111850 + AEACT _14i 1400750 — (3.72)

AEACT 14414170 — AEACT 114 14170 + AEACT 14141730 | -

Procedendo de forma similar, obtemos a equacao
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1
A AN 2 140y ANC? 21050
: ! 8 (AC-QOQ’Z + AéZ/BiJ) < < 1+ ,[Oé )0 + C Zl+ 7lOé J"‘
ANE 2z _111fig + AAE 2z By + AEACZ 111 17ia— (373

AéACLHi,HZ%,l - A£A<Z1+i,fl+l%,l + AfACZHz‘,Hl%,l] .

Para A¢ = A( = 1, obtemos

1
Ti) = ——— 401406 + 4w +4x 0B + 421408+
8 (aug+ Biy)
(3.74)
T 14, —141Yil — T14i,14+1Yil — L1, —1+1Yil + 5Ul+z',1+l%’,l] .
Procedendo de forma similar, obtemos
1
2 = ——— |42 1qig 0+ A214a0u g + 42 1B + 42 Biat
8 (ayu+ Biy)
(3.75)

B, =14 Yil = Z=14i 11 Yil — R, — 1410 T Zl+z‘,1+l%‘,l] :

3.2.6 Teste residual para a solugao encontrada

Esse teste é configurado usando a equacao diferencial parcial original. Para este
fim, todos os termos da equacao sao movidos para o lado esquerdo da equacao, de modo
que o lado direito seja zero. Em seguida, a partir da Equacao 3.27 definimos o operador
_oC 0*C 02C 02C oC oC

=57 ~ Dige ~ Doggae ~ Doga — Dige ~ Dse (3.76)

Q(C) o€ ac

Apo6s a insercao da solucao encontrada no lado esquerdo, isto é, aplicando o operador em
C, o resultado seria nulo se a solucao fosse exata. Em geral, o operador fornece valores
nao nulos. Devido & natureza numérica da soluc¢ao obtida, discretizamos Q(C') pelo uso

do método de diferencas finitas implicito, obtendo a equagao
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it oon oo o
Q C i — 1, 1, o D i i+ ) 2 1—1, .
(2(C))i At (D1)i AE2
(Dy); Cin—i-—i_l%l—i-l - Czn——i_l%l-&-l - C’Zﬁil—l + C;Lj_l%l—l B g 77
2)i,l 4A£AC ( . )
(Do), it =20t v ot Do) Cifl — Oy (Dy), ol — o
31, ACQ 4)i,l QAf 5)i,l QAC .

O modulo de 3.77 é, entdo, a medida para o residual R (o desvio encontrado, a partir da
solucdo obtida)

Riy = [(Q(C))il- (3.78)

)

3.2.7 Fluxograma do cédigo C

Nesta subsecao, apresentamos o fluxograma do programa desenvolvido em cédigo C
que efetua os calculos previamente explicados. Abaixo sao explicados as etapas que apare-
cem no fluxograma. No codigo, u[i][l], wli][l] representam as velocidades u e w, NT é o nt-
mero maximo de iteragoes no tempo, EZ[i|[l],... representam os coeficientes definidos em
3.41, c[i][l] representa a C7/"" definido por 3.42, enquanto que cn|i][l] representa a C7; tam-
bém definido por 3.42. As expressoes cl e cgs sao variaveis auxiliares, mas imprescindiveis.
A variavel cgs é utilizada na resolugao da matriz 3.44 gerada pela Equacao 3.42. A reso-
lucao é feita utilizando o método Gauss-Seidel, conforme explicado na subsecao 2.6, para
determinar C];*'. A cada iteragdo Gauss-Seidel o valor Erro_GS = max |cgs[)[l] —c[i] [1]]
¢é calculado. O processo iterativo Gauss-Seidel é interrompido quando a desigualdade
Erro GS < Erro_GS Final é atingida, na qual Erro GS Final é uma condicao de
parada pré-estabelecida. A variavel cl é utilizada para corrigir a aproximagao imposta
para o vetor 8?“, Equagcao 3.44, representado no codigo por BC[i|[l]. Em outro lo-
oping, a cada iteragdo Erro_BC = max|cl[i][l] — c[i][l]| ¢ determinado. As iteracdes
sao encerradas quando desigualdade Erro BC < Erro_BC Final é atingida, onde

Erro_BC _Final é uma condicao de parada pré-estabelecida.



Etapas do fluxograma:

V1:
4.1:
4.2:
V2:
4.2.1:
4.2.2:
4.2.3:
4.3:
4.4:
4.5:

V3:

Os valores de un, wn, NT e At sao estabelecidos, a malha é importada,

as condigoes de contorno e a condicao inicial para cn sao estabelecidas,

os coeficientes difusivos e os coeficientes EZ, ... sao calculados,

a condicao inicial para cgs é estabelecida;

O comando for com relacao ao passo de tempo n,n=1: NT;

Atualiza a variavel cl, estabelecendo cl[i][l] = enli][l];

O comando while é aberto, com a condi¢ao Erro BC > Erro_BC _Final;
Verifica se a condicao while é satisfeita;

Calcula BC;

O comando while é aberto, com a condicao Erro GS > Erro_GS _Final;
Verifica se a condicao while é satisfeita;

Calcula ¢;

Atualiza Erro GS, no qual Erro GS = max |cgs[i] (1] — [i][]];

I

Atualiza cgs, estabelecendo cgsli][l] = cli][l];

Atualiza ¢ nos contornos;

Atualiza o Erro_BC, no qual Erro_BC = max |cl[i][l] — c[i][l];
Atualiza cl, estabelecendo cl[i][l] = c[i][l];

Calcula o residual de ¢;

Atualiza a condigo de parada Erro_C = max |c[i][l] — cn[i][l]] e
atualiza cn, isto é, cnli][l] = c[i][l];

Verifica a condi¢ao de parada, isto ¢, se Erro_C < Erro_C _Final;

Os resultados sao exportados e o programa é encerrado.



Fluxograma do codigo C:

NAO I

SIM

o8
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3.2.8 Simulacao

Consideremos um dominio curvilineo, contido em um retangulo de dimensoes
(3500m x 800m). O dominio pode ser definido pela area limitada entre as retas x = 0,
x = 3500m, z = 800m e

(z — 1300)2

(x — 3000)2>
50000 ’

100000 (8.79)

g(x) = 150 exp ( — ) + 150 exp < —

No ponto de coordenadas (z.,2.) = (0,160m) um efluente ¢ langado a uma taxa ) =
4 x 10%g/s. Sendo u a velocidade média horizontal e w a velocidade média vertical, onde

u=1.5m/s e v = 0. Para modelar esse problema utilizamos a Equagao 3.24, dada por

oC

2C 0°C 9°C oC oC
{% e T T T c} *

2C 0*C 0*C oC 86’] n

{széz s+ %elegepe g g T lege

0K, 0K, oC 0K, 0K,
(855” 0<<><§$8€+Q8C>+<3£§+ cc)(@aé Czac)

e as condigoes de contorno e condigao inicial

o ((&0,t) =0,
L %’(3500,@:) =0,
4 0(57 Ca O) = 07

ac
hd a—cf(g,soo,t) =0,

o uC(0,(,t) = Q6(¢ — 2),

onde a fungao J representa o funcional Delta de Dirac. A fungao C' determina a concentra-
¢ao média bidimensional de um contaminante em [g/m?]. Definimos o coeficiente difusivo
K, = 10m?/s, enquanto que K, ¢ definido por 3.3 utilizando: z; = 800m, w, = 0.7m/s,
L = —444m, u, = 0.45m/s, K = 0.4 e zp = 0.0lm. A solugdo aproximada é obtida pelo
método de diferencas finitas implicito. A malha utilizada possui NX + 1 = 351 particoes
no eixo x e NZ + 1 = 151 parti¢des no eixo z, que resulta em 352 x 152 = 53504 nos,

sendo que 130 x 60 = 52500 sao noés internos e 1004 noés estao nas fronteiras. A variagao
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escolhida para o tempo foi At = 0.1. A condicao de parada nas iteragoes Gauss-Seidel foi
de 107®, a condicao de parada para corrigir o contorno foi de 107!2 e a condicao de parada
para estabilizar C' foi escolhida como sendo 10~%. Os coeficientes difusivos K, e K, sao
os mesmos utilizados na secao 3, portanto o grafico de K, é dado por 3.7. Apresentamos

as solucoes aproximadas obtidas pelo método de diferencas finitas implicito.

800 40
600
w400 20
200
L 0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
xr

Figura 3.7 — Perfil do coeficiente difusivo K,, modelo bidimensional e dominio curvilineo.

800 40
600
~ 400 20
200
0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
T

Figura 3.8 — Perfil de concentragao C, modelo bidimensional e dominio curvilineo.

800
600
N 400
200

1000 1500 2000 2500 3000 3500
T

Figura 3.9 — Residual de C', modelo bidimensional e dominio curvilineo.
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4 EQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO 3D

Neste capitulo, vamos resolver a equacao de adveccao-difusao 3D, isto é, tridimen-

sional. Em coordenadas cartesianas, essa equagao é representada por
oC
. U.Yo=V. KV (4.1)

Aqui, ﬁ = (u,v,w) é o campo de velocidade, K é a matriz diagonal 3 x 3 de coeficientes
difusivos, tal que, diag K = (K, K,,, K.) e C representa a concentra¢do média de um
contaminante. Supomos que as velocidades u, v e w, assim como o coeficiente difusivo
K, sejam constantes com relacao ao tempo, porém possam variar com relagao as variaveis
espaciais z, y e z. Utilizaremos o método de diferencas finitas implicito para a resolugao.
Antes de iniciar, apresentamos em 4.2 a forma expandida da equacao de advecgao-difusao
tridimensional

%-I—u@va@—l—w%—K 82—C+6KI@+K62—C
ot ox y 0z T Ox? Jxr Ox Y 0y2

+

(4.2)
%@ + K 82_0 + aKZ@
dy Oy © 022 0z 0z

4.1 Mudanca do sistema de coordenadas

Vamos reescrever a Equacao 4.2 em coordenadas generalizadas. Para este fim,

suponhamos que exista uma transformacgao admissivel T', definida por

£ = é(l‘, Ys 2)7
Ty n=n(z,y,2), (4.3)
L C = C(x7 y’ Z)'

A transformacao 4.3 determina uma relagdo entre o sistema de coordenadas cartesianas
(x X y X z) e o sistema de coordenadas generalizadas (§ x 1 x ¢). A invariancia da

transformacao admite a relagao

C=C(&(r,y,2),nx,y,2),((2,y,2)) . (4.4)

Os operadores da equagao dinamica sao alterados pela adicao de novos termos. Estes

termos surgem da relacao que existe entre ambos sistemas de coordenadas e essa relagao
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noés chamamos de “conexao afim”. A seguir, mostramos como obter os operadores de
primeira e segunda ordem da Equagao 4.2 em coordenadas generalizadas. Logo apoés, os
novos operadores sao substituidos nessa equagao e obtemos a equacao de advecgao-difusao

representada pelo sistema de coordenadas generalizadas.

4.2 Equacao de advecgao-difusao no sistema de coordenadas generalizadas

As variaveis x, y, z do sistema de coordenadas cartesianas e as variaveis &, 7, ¢
do sistema de coordenadas generalizadas sao relacionados pela transformacao admissivel
T. A conexao afim que relaciona as variaveis entre os sistemas de coordenadas altera os

operadores diferenciais. As equagoes

oc _oCc  aC  oC

Ei; _‘§$?§§'+'nm255'+'gzzisa
oC oC oC oC
8_3/ —fya_£ +7]ya_n+<ya_<v (4.5)
@ — 5 % + % _|_C %
0z 7O Iz on  CoC’
é)](}\ . Z)JKZ\ f)lﬁl\ é9}¥3\
O —gw 65 "’nz 877 ‘|’C:c 3( )
0K, . 0Ky, 0Ky 0K,
0K\ B 0K\ 0K\ 0Ky
Oz *fz 85 + 1 877 +Cz 3( )

mostram, respectivamente, os operadores diferenciais de primeira ordem das funcoes C'
e K, no sistema de coordenadas generalizadas, que esta relacionado com o sistema de

coordenadas cartesianas, onde A = x,y, 2. Para obter os operadores diferenciais de se-

gunda ordem, iniciamos analisando o operador 3.5. Podemos expressar 55 = - (8x)

O operador ‘g—g depende das variaveis &, n e . Portanto, obtemos

0 (90\ _ 0 (oY ok o (oY om0 (oC) o
%(%)_ag(ax)ax+an<ax)ax+a<<ax)ax' (4.7)

1 11 117




Utilizando a conexao afim, o termo I pode ser expresso

) 9 0 (9C0c aCay 90 e
o€ <_) o g(ag 8x+8778x+6§8x)
ac(a a§>a§ 92C 0 D¢ ao<a an>a§

e \o¢ o) ox a_@a_xa_x o€ Oz ) O
9*C' Oy ¢ ( 0 a<> o9& 9°C 9C O¢
¢

€O Oz Oz € 0x) 0z ' DEDC Bz O’

ou seja, pode ser expresso por

a( >ag PLIC | D OLPC  9ndE B°C 9 9 DPC

a¢ Or  0x2 0 ' OrOx 0 ' Ox 0w 9y ' Ox Oz OEAC

Analogamente, os termos I e I1] sao obtidos e expressos, respectivamente, por

9 (ac> dy 9can PC_ PnaC  anondC 9oy 9*C

o \odx ) 0x  O0xoxondE ' 022 0n  Oxdx O  Ox Oz IndC’

a( )ag QE0C OPC | Ondg °C | 9°COC | 0C0C0°C

¢ Or Oz 0x 0COE ' Ox 0z 8COn  0x2 OC ' Oz dx O

Substituindo 4.8, 4.9 e 4.10 em 4.7, obtemos

820 80 aC 9 C 82 9 C’
02C 0?C 820
2 .
Sl pegy T2 geac T nac
Os operadores %? e ?927§ podem sao obtidos e expressos, respectivamente, por
0?C oC oC 26’20 ,0*C 2820
W gyy 85 77yy a + ny ac Sy 8{2 y a 2 + Cy 84‘2
0*C 0*C 0*C
2o pgan T2 agac T anae
82(] oC oC ,02C' ,0*C ,0°C
022 gz 5 nzz sz C éza_é-g + 1, a 9.2 +Cza_<2+
820 820 0*C
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(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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Substituindo 4.5, 4.6, 4.11, 4.12, 4.13 e 4.6 na Equacao 4.2, obtemos

oC oC oC oC 0*C 0*C

— =Di— + Dy— + D: D Ds——
ot 16§+ 2077+ 38§+ 405 + (3772+ i
e e 9%C 9*C '
D D D D
6aC + 785 + 88£3C+ 9 Dnac ndC’
onde
Dy = (—u§ —v€y —w&,) + (Soa e + & Ky + &Ko)+
(2% +& % + %) + (&b Bz + &y Tk + Em )+
(EaCa % + 6,0, 3¢ + 6:C. %),
Dy = (—une —vny —wn,) + (Moo Ko + 1y Iy + 12K+
(Eante 2Bz + &ymy T3 + £ 25) + (2% + 2552 + 122 )+
(nﬂvgb BKZ + 77y<y 8Ky + nzCz 8Kz)
D3 = <_UCCE - UCy - wCz) (Ca::I;K + nyK + szKz)
(6Ca 06 + 6,6, %3¢ + EC5E) + (G B + 1G5+
BKZ BKx 0K oK, 4.15
nzCz ) (C% ac +C53_Cy C,? ac )7 ( )
Dy = (K, +&K,+EK,),
D5 = (3K, +myKy +n2K.),
D = (Cng + ngKy + C?KZ)»
D; = 2(59577sz + fynyKy + 5z77sz)7
Dy = 2(£z€wKa: + £yCyKy + ézCzKZ)7
D9 = Q(WIQxKx + nyCyKy + nZCZKZ)
Os coeficientes difusivos transformados aa%, 88%, 86%, 86—1?, 88—I;y, 86—1?, 88—[?, aa% e
881?3 sao obtidos utilizando os coeficientes difusivos, K,, K, e K, que sao conhecidos. A

partir deles, pela conexao afim obtemos



0K, _¢ 0K, n 0K, . 0K,
ar " ae ey "o
aKx_gaK” x+§8Kx
dy Y oe Moy TTac
0K, _¢ 0K, n 0K, . 0K,
9 o o TYTac
As Equagoes 4.16 podem ser reescrita como uma equacao matricial
OK, 7 _ [ 0K, T
oz o M G o€
0K, 0K,
Ay & my G on
0K, & n G 0K,
0z - - - L oC |

Aplicando a matriz inversa em ambos os lados da Equagao 4.17, obtemos

0K,
3

0K,
on

0K,
a¢

€

Sy

£

A Equacao 4.18 é equivalente a equagao

K,
23

oK,
on

0K,
¢

~| =

(=m:Cy +1yC2)

(ngy - 5yCz)

| (77z£y - nyfz)

Nz

Tly

Uz

Ca

Gy

G

(77sz - nICZ)

(_77251 + UIEZ)

117 0K, 7
ox

oK,
dy

0K,

(_77ny + 77ny)

(Sygz - gm(y)

(nyfw - nxfy) i

onde J = nzfny - nynga; - ﬁzfxfy + T]Z‘SZCZ/ + nygchz - UxfyCz

0K,
ox

0K,
dy

0K,
0z
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(4.16)

(4.17)

(4.18)

. (4.19)
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A partir da Equacao 4.19, obtemos as relacoes

a;? = % [(—nsz + nyéz)% + (n:Ga — mCz)aa—[;m + (= + ”ny)a_ﬂ ’
=66 -6+ eh e T H 66 - 6652 @)
aaf? - % [(nzgy - nygz)% + (=7:8e + mﬁz)aa—? + (my&e — m@)%} :

Similarmente, obtemos
a;? = %[(_nz(y + m@)% + (n:Ge — m@)aa—[;’ + (=G + 77”"@)%]’
a;;’y _ H(@Cy _ 51/@)% + (=6 + @@)aa—iy + (&G — &Cy)a;iy] (4.21)
aa[zy = H(nzfy - nyfz)% + (—n:60 + nxﬁz)aa—[;’ + (8 — ”f§y>%]’
e também
8;22 = % [(—nzé’y + m@)% + (172G — m@)aa—[;z + (—=nyCe + mCy)a_ﬂ ’
e | TR K O K = I

on
0K, 1 0K, 0K, 0K,
] [(nzfy - ﬁyﬁz)a—x + (=& + Uxﬁz)a—y + (ny€e — Urﬁy)@} :
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4.3 Discretizacao

Vamos procurar a solu¢ao da equacao de advecgao-difusao 4.14 por aproximacao,
utilizando o método de diferencas finitas implicito. As discretizagoes dos operadores
diferenciais desta equagao sao feitas utilizando diferengas finitas centrais nas variaveis

espaciais e diferengas finitas regressivas na derivada temporal, ou seja,

L

e\t o= c,
. At

i+1,7,1 i—1,7,1

INE ’

Q

ac>n+1 Cﬂ+1 _ Cn+1

Z>j+17l B i,j—l,l
2An ’

Q

> n+1 Cﬂ+1 Cn+ 1

Q

ac\"! ity —CHiLy
2AC ’

z+17.]7l Z?jil

AE? ’

Q

62C)n+1 C."'H _ 2cn+1 + C?_ij,z

(4.23)

Z7j7l

An?

Q

z7j7l+1 Z7j7l

A ’

Q

azc)nﬂ Ol =20t oL

Q

2 n+1 n+1 _ mA+l A+l n+1
0°C Ci+1,j+1,l Ci*l,j‘i’l,l C’i+1,jfl,l + Cifl,jfl,l
VANAY)) ’

Q

2 n+1 n+1 _ mA+l A+l n+1
o0°C ) CiJrl,j,lJrl Cifl,j,H»l i+1,5,0—1 + Oifl,j,lfl

ANENC ’

Q

(82_0)”+1 Cirf;zrll,z —2CHf} + Cirfﬁl,l

2 n+1 n+1 . n+1 o n—+1 n+1
0°C ) G — Ot — Cigrnaa T G

4AnAC
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As derivadas com relagao as variaveis espaciais serao aproximadas utilizando diferencas
finitas centrais, enquanto que diferencas finitas progressiva sera utilizado para aproximar
a derivada temporal. Substituindo as expressoes definidas em 4.23 na Equacao 4.14,

obtemos a equagao

1 n 1 1 1 1
Czn;rz le D Ozn++1al - Cinj_l,j,l D Oznj—:ll - C;,L;;l,l
i + i
At ( 1) il 2A§ ( 2) 25l QAT] +
n+1 n+1 n+1 n+1 n-+1
(D ) Cz;rlﬂ - Oi,;,Ll—l . (D ) Cz:lgl —2 Cz;rz + C¢—+1,j,l n
3 1,7]71 2A< 4 7'7]71 A€2
Criti| =200 |+ iy il | =200 |+ Ol
(Ds)iju A + (De)i NG a4
n+1 n+1 n+1 n+1
(D ) C’7,—&-—~_1 g1 OZ +1 NES N/ - C} ++1 J—1,1 + C'i——i_l,j—l,l
Tt AAEAD
1 1 1 1
(D ) sz:l] I+1 Czn+1] +1 Cznjl Jl—1 + Cinj—l,j,lfl
8)i,j,l 4A§AC
n—+1 n+1 n+1 n+1
(D ) C’L j++1 +1 Cz J—11+1 Cz ]++1 -1 + Oi,]—'tl,lfl
9)i,4,l 4AT]AC .

A Equacao 4.24 pode ser reescrita como

| 280Dy | 280(Ds)isa , 284(Ds)u
AE? Arf? A

Cm+1

4,7,

At(Dy)ijr At(Dy)ij ) At(Dl)l 1 At(Dy)ig )
(-ome - i lomi - (Sgae - S5 el
At(Dy); i AtD,l ” At(D3); ;. Atsz "
( 2A27’]] - 5 = ) Cz]trlll ( 2A77] - = Cl]—Hll—i_
A DS 7,1 At DG 7,0 n+1 At(D?))z N At D6 7,0 n-+1
(- - S el « (S - ) et
A D7 207l n+1 At D7 S PA Cn+1 At D7 20Tl n+1 (425)
4A£AT} ’L+1j+1l 4A§AT} i— 1]+1l 4A£A z+1] 1l+
At(D7)iji\ m At(Ds)iji\ At(Ds)iji\ e+
(_M) Cijl%jfl,l + (_ 4AfAC] Cz++11] 41t 4A§AC] ¢ ljl+1+
At(Ds); . At(Dg)i " At(Dg); .
(W) Crtlus + (_WACJ Crl i+ —W Crlin+
At(Dg)iji\ rnt1 At(D9)iji\ rms1 At(Dg)iji\ fms1
( 4AnAC C 4,j—1,14+1 + 4A’I7AC Cz]Jrll 1 + 4AUAC Ci,jlefl -

n.
i,5,0



Os coeficientes da Equacao 4.25 sao renomeados por

=HZ; ;,

=2FHZ;

EBHZ,

=HFZ; 5,

EHBZ: ;,

ZHZF,

=HZB; ;,

EFHFZ:

EBHFZ;

=EFHBZ

ZBHBZ; ;,

EFHZF,

EBHZF

1 + 2At(D4)i7j7l 2At(D5)i7]’7[ 2At(D6)i,j,l
INZ An? A
At Dl z]l B At(D4)i7j7l
2AE A2 )7
At Zjl At(DZL)i,j,l
2AE N
A D2 Z]l . At(D5>i7j7l
2An An? ’
A D2 7, _ At(D5)i7j,l
An An? )7
At D3 i, . At(DG)Z’J‘J
2AC INGEA
At D3 i, . At(DG)i,j,l
A¢ A )
(_At(Dﬁml)
AA¢An )7 ZFHZB,;,
(At(Dﬂm-J)
AA(An )7 EBHZB,, -
A4A¢An ) EHFZF; -
AA(An )7 ZHBZF;
TTUNEAC )T = Al(
§AC =HFZB,;,; =
ANEAC ) =EHBZB, -
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)

(4.26)
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Por fim, obtemos a equagao discretizada e compacta

— . n+1 o . n+1 - . n+1
HHZwJ Ci,j,l + HFHZW Ci+1,j,l + ‘—‘BHZ%]J Cifl,j,l +
= . n+1 = » n+1 = - n+1
HHFZm,l i,j+1,1 + “HBZ@,J,I Cz‘,j—l,l + “HZFZ,J:Z Ci,j,l—i—l +

- . n+1 o . n+l — .+l
‘—‘HZB%]J Ci,j,lfl + “FHFZ%]JOiJrl,jJrl,l + HBHFZWJOFLJ‘H,Z +

SEFUBZj,ClY o, + EBHUBZuCly, y, + EFHLZF ,CT ., + (427)

= .ot = Ol = Ol
“BHZFZJJCZ'—IJ,H-I + “FHZB%]JCi—l-l,j,l—l + “BHZB%Jlei—l,j,l—l +

= oot = .ot = L OnfL
HHFZF%J,ZO@'JH,ZH + “HBZF%J,ZCi,j—l,H-l + “HFZB%J,lCi,j—&-Ll—l +

= . Oomtl — n
“HBZB%]JCi,j—Ll—l = C

i?j7l :

A Equagao 4.27 nos diz a maneira com que um n6é na malha no tempo n (lado direito
da equacgao) se relaciona com dezenove noés no tempo n + 1 (lado esquerdo da equagao).
A Figura 4.1 ilustra a disposicao espacial dos nos refentes a Equacao 4.27, dispostos em
uma malha definida no sistema de coordenadas generalizadas & x n x (.

passo de tempo n + 1 passo de tempo n

06 j—1,1+1

i+l + 1

A¢

RESWESH

§
i+ 1,5,0 N
n

i—1,5,0—1 il —1 i+, 0 —1

y

G ) .
i—1,5+1,1 ij+1,1 i+1,j+11

hLi+1,0-1

Figura 4.1 — Disposicao espacial dos nés no sistema de coordenadas & x 1 x (

A orientagao escolhida para identificar os nés da malha é ilustrado pela Figura 4.2. Os

eixos &, n e ( possuem, respectivamente, NX + 1, NY + 1 e NZ + 1 particoes, totalizando
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(NX + 2)(NY + 2)(NZ + 2) nos, sendo que (NX)(NY)(NZ) s@o nos interiores a malha.

+1
cr ;"y, 2 Cf 5 +\ly 2
) ./ ANXN(NY)
>
P~ n+1
o Cnx, Ny,2
>
n+l
ot >y CNx 3,2
1,2,2 I
2 NXJ>1 20+ 2 \ \
C L 1 L +1 Gty L
mn n NX.1,
01,1,2 CélJlrz 03,1,2 o
(NX)(NY)
A > >
¢ "
ontl > C‘:IX‘\HI
< 2,2,1
= >
C é 2N,
@ nl NX+ 1,/ NXF2 >y X\
S| Cra An NX i
" AN ANVARA-; 3 ks
2
- n+1 +1
5 Q>C’1,1,1 K‘Cg,l,l \C’;ﬂ »C\";h

Figura 4.2 — Ordem escolhida para a contagem (identificagdo) dos nés da malha

referente ao sistema de coordenadas £ x n x (.

A Equagao 4.27 pode ser reescrita na forma matricial. Apenas com intuito de ilustrar a
equagcao matricial, mostramos na Equagao 4.31 um caso particular, onde NX = 3, NY = 3
e NZ = 4. Essa equacao particular, ilustrada pelo exemplo 4.31, sugere a forma geral das
equagoes matriciais geradas a partir da Equacao 4.27. De fato, as equagoes matriciais

possuem a forma

MG+ = G 4 Gt (4.28)

onde
T
Crrt = ot ontt L Oty w0
G = [opCo n r |
- [ 1,1,1> ~2,1,190 -+ > NX,NY,NZ:| :

A matriz M é esparsa de dimensoes (NX)(NY)(NZ) x (NX)(NY)(NZ), com elemen-
tos formados pelos coeficientes 4.26, para todos 7, j,[. Os vetores 8?“, 8”*1 e 8” tem
dimensao (NX)(NY)(NZ) x 1. Além disso, o vetor 8?“ é formado por valores obtidos

{‘Eé, C&}S\,Zﬂ, C']’\I,}IJFLNHLO, entre outros. O vetor 8” e a

nas fronteiras, tais como, C
matriz M sao conhecidos, pois seus elementos sao determinados no passo de tempo n,e
neste passo de tempo tudo é conhecido. Para resolver a Equacao 4.27 e obter os valores

— ) = . :
de C™! também é preciso conhecer o vetor C™™!. Entretanto, 8?“ ¢ um vetor definido
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no passo de tempo n+ 1. Para contornar este problema, utilizamos uma aproximagao por
iteracao. Para este fim, configuramos um processo iterativo que inicia com a resolucao da
equacao

MG+ = ¢ 4 Cr (4.30)

e obtemos uma estimativa para C”' em todos os nos internos. Por extrapolacio, os nos

7:7‘7‘71

ntl ¢ estimado. Com os novos

que pertencem aos contornos sao atualizados e o vetor 8
valores nos contornos, retornamos para a Equagao 4.27 e criamos um lago iterativo, em
que a Equacao 4.27 é repetidamente resolvida obtendo novas estimativas para CZ:‘;’rll. Esse
procedimento é repetido até um critério de parada ser satisfeito. O critério de parada é
estabelecido tomando a maior diferenga entre duas iteragoes, em relagao a termos conse-
cutivos, que deve ser inferior a um valor pré-estabelecido. Finalmente, o lago temporal
prossegue até incluir todo o transiente e atingir um estado estacionario onde nao ocor-

ram mais mudancas no perfil de concentracao. Além disso, as equagOes matriciais sao

resolvidas utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.



onde

hdzfn+1 ::23"-+-E%Z+1,

n+1
Cl,l,l
m+1
CQ,],I
m+1
CS,l,l
n+1
01.2,1
m+1
C42,2,1
n+1
CS,Z,I
m+1
Cl,&l
n+1
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4.4  Discretizacao das condicoes de contorno - Tipo Neumann

Para as condigoes de contorno do tipo Neumann, os contornos sao atualizados por
extrapolagao. Para este fim, vamos utilizar diferencas finitas progressivas. Por exemplo,

para o caso da condi¢ao de contorno

oC
—— = =0, 4.32
a aproximagao por discretizagao seré feita por
n+1 _ o+l
i,j,NZ+1 i.j,NZ
=0 4.33
AC (433)

e, portanto, obtemos a aproximacao C7'fy, . = Ciy /.

4.5  Calculo das derivadas parciais &;, §,, &y My Mys N2y Cas Cys G

Vamos impor que exista uma transformacao de coordenadas que transforme a
malha curvilinea representada no sistema de coordenadas Cartesianas x X y X z em uma
malha retangular (planos paralelos) representada no novo sistema de coordenadas £ X1 x (.

A Figura 4.3 ilustra a transformagao.

Figura 4.3 — Malha curva no sistema de coordenadas x X y X z sendo transformada em

malha retangular no sistema de coordenadas curvilineas £ x 1 x (.

As derivadas parciais ¢, Ty, T¢, Ye, Yn, Yc, 2, 2n € 2 sao determinadas a partir dos nos

definidos sobre a malha curvilinea representada no sistema de coordenadas cartesianas.
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Com o auxilio da Figura 4.3 podemos observar que essas derivadas parciais podem ser

estimadas, uma vez que os noés sao conhecidos. Para este fim, os incrementos A&; ;;,

An; i e AG j; devem ser suficientemente pequenos. A transformacao 7' ird transformar

os incrementos A&; 1, An; i e A j; definidos no sistema de coordenadas cartesianas em

incrementos constantes e unitarios no sistema de coordenadas curvilineas. Isso significa

que no sistema de coordenadas curvilineas A, j; = Al =1, An, = An=1e AG =

A( =1 para todos 7, j e l. Para determinar as derivadas parciais &, &, &2, Mz, My, 7z, Ca

¢y € (;, iniciamos apresentado as diferenciais

dxr = r¢d€ + wydn + xed(
dy = Yed§ 4 yydn + ycd¢
dz = zgd€ + zpdn + z¢d¢

d¢ = &do + &ydy + &.dz
dn = nydx + nydy +n.dz
d¢ = Cedx + Cydy + (.dz

que podem ser reescritas na forma matricial, conforme

dx Te Ty X¢ dg
dy | = | ve wn ¥ dn |
dz | RIS d¢
dg & & & dx
dn | = | e Ny - dy
€| |6 ¢ ¢

Utilizando as identidades 4.36 e 4.37, obtemos a relacao

§o &y & Te Ty ¢
Ne My Mz | = | Ye Yn Y¢
G G G Ze Zy 2
Portanto,
e & & ) —Yczy T Unz¢ Tz T TpZe —ECYn T Tyl
Ne My M= | = 7| YeZ —VYeho  TEcRe T Tek Lele — Tl

Cw Cy Cz Yezn — YnRe  —Tgly + TnZe  TelYn — Tyle

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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onde
J = TcYezn — TeYczy — TeYnZe + TyYcze + TeYnze — TnYezc (4.40)

A equagao matricial 4.39 dé origem as relagoes

£, = —Yczn + YnZ¢ £ = T¢on — TpZ¢ £ = —T¢Yn + TnYc
xT J 9 Yy J 9 z J I
Y¢ze — Yer¢ —T¢ze + TeZ¢ TeYe — Tele
= : S e e S IO (£ S 1A 4.41
7 ( ¥ ) Ny ( 7 > 7 ( 7 ) (4.41)

= Yezn — Yn=¢ ¢, = — ey + TnZe ¢ = LeYn — Tnle
T 7 ) Yy J ) z 7 .

As derivadas de segunda ordem das fungoes &, 1 e ( com relagao as variaveis x, y e 2
tem pouca influéncia e podem ser desprezadas, segundo Maliska, 1995. Consequentemente,
os coeficientes 4.15 podem ser aproximados pelo método de diferengas finitas em todos os
noés. Observe que esté simplificagao de fato nao altera a solugao do problema, conforme

podemos verificar pelo teste residual que é apresentado na subsecao 4.7.

4.6 Construgao da malha tridimensional

Vamos utilizar os mesmos principios ja utilizados no caso bidimensional. Supo-
nhamos um dominio tridimensional e uma troca de sistema de coordenadas. Passando do
sistema de coordenadas cartesianas x X y X z para um sistema de coordenadas curvilineas
& xn x (. Queremos ter uma distribuigao homogénea entre os nés no sistema de coorde-
nadas curvilineas, representado no sistema de coordenadas cartesianas. Para este fim, os

no6s devem obedecer as equacoes de Laplace

0? 0? 0?
v25:8—5+8—y§+8—£_0, (4.42)
o?n  0*n 0%
2 _
Vn = 2 + o5 + 52 = 0, (4.43)
2 2 2
V3 = ag‘f‘%—F%:O. (4.44)

9z2 " oy | 922
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As Equagoes 4.42, 4.43 e 4.44 sao resolvidas numericamente e, consequentemente, é pos-

sivel encontrar solugoes aproximadas. O procedimento que adotamos é listado a seguir.

(i) Construir manualmente uma malha curvilinea, utilizando sistema de coordena-

das x X y X z;
(ii) A partir da malha, obter aproximadamente as derivadas 4.41;

(iii) Obter equagoes equivalentes as equagoes de Laplace 4.42, 4.43 e 4.44, agora em

funcao das derivadas de segunda ordem das funcoes x, y e z com relagao as variaveis

& mned;

(iv) Resolver as equagoes do item (iii) utilizando iteratividade, supondo o item (i)

como condicao inicial. E necessario definir uma condicao de parada.
Equagoes equivalentes a Laplace: item (iii)

A partir das diferenciais 4.36 e 4.37 obtemos as expressoes 4.41 (listadas abaixo,

novamente)

¢, = —Y¢En T YnZ P Gl B s ¢ = —TcYy + Ty

z J ’ Yy J I z J 5
_ [ YeRe — Yex¢ _ [ TRt T _ [ BcYe — Tele

o= () () (),

¢, = Yezn — Yn=¢ ¢, = —TeZn + Tple ¢, = LeYn — Tnle
T i ) Y J s z i .

Vamos utilizar essas identidades para reescrever as equacoes de Laplace V2 = 0, V2 =0

e Vi =0.
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Equacao V% =0

A equacao de Laplace V2§ = 0, em sua forma expandida, ¢ dada por

V2§—a—25+8—2€+a—%_0, (4.45)

ou ainda,

0(&) |, 0(&,) , 0&) _
o T o O (4.46)

Pela conexao afim, a Equacao 4.46 torna-se

Vi =

9(&.) 5(&) (57&) 9(&y)
20 _ y
(4.47)
a(&y) (&) ( ) o), 0(&)
Substituimos as expressoes em 4.41 em 4.47, obtemos
wre = DR (yy ) | OCI) (e — e |
o0& J an J
3(w) Yezn — Yn=e 4 G(M) Lz — T 4
a¢ J o0& J
0<”<z{"“> (reta) 8<“<Z{”ZC> (P (4.48)
O(— ) [ —weyy + e N Q=) [ weye — weyc +
o0& J on J
a(_mw’jmnyc) LeYn — Tnle
oC J '

Analogamente, a partir das equacoes V2?1 = 0 e V2 = 0, obtemos 4.52 e 4.56.
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Equacao V21 =0

A equacao de Laplace V2?1 = 0, em sua forma expandida, é dada por

n  0Pn Oy

2 _
Vin = 92 + Oy + 922 0, (4.49)
ou ainda,
O(n.) | 9(ny) | 9(n:)
2 y _
Vi = o + oy + 5. = 0. (4.50)
Pela conexao afim, a Equacao 4.50 torna-se
Oa) . 0(n:) ( 2) ( y)
v2 = T - x
(4.51)
A(1,) ( y) (nz) o(n.) ., 9(n:)

Substituimos as expressoes em 4.41 em 4.51, obtemos

ay@&*yfzc Yz 4 Yz ayczﬁfyﬁzc e — e
Vi = (& )< Yezn yn<>+ (57— )<y<s ygc>+

o€ J an J
07 (v —wnze | A7) (aez —anec) |
aC J o¢ J
e zedmes —Tezet+Tez
DIy g e+ e N O(—5—) ((—wezy + T2 4 (4.52)
an J a¢ J
OC) (—wey+aaye | O (weye — ey
o€ J on J

Tgyg Tgl/g (xﬁyn xnyﬁ)
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Equacio V¢ =0

A equacao de Laplace V¢ = 0, em sua forma expandida, ¢ dada por

2, 0°C  0°C  OPC
Vi = 2 T ap Tan = (4.53)
ou ainda,

ox oy 0z

Pela conexao afim, a Equacao 4.54 torna-se

g = A O, A G
(4.55)
A(&y) (Cu) o¢), | 9) | 9(¢)
Substituimos as expressoes em 4.41 em 4.55, obtemos
VZC _ a(yﬁzn;ynzf) —YcZy + UYnzc N a(yézn;ynzf) Yeze — Yeze N
o0& J on J
O (ygzy — gy | OCS55) (nizy —ya
a¢ J d¢ J
O(—27) [ —weze + weze N O(—77) (=g + wy n (4.56)
on J ¢ J
a(’”&lﬁ:;"’”n%) 2y + Tyl ., a(wgyn;-’ruya) Teye — Teye .
o0& J an J

T Yn—Tny
—= ¥ *) (yfzn ynzi)
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Depois de exaustivos calculos, as Equagoes 4.48, 4.52 e 4.56 podem ser aproximadas pelas

equacoes
QTge + Py + VTee + 20Tey + 2exec + 2wThe = 0, (4.57)
Yee + By + VYee + 20y + 2eyec + 2wyne = 0, (4.58)
Qzge + Ppy + Vace + 202y + 2e2¢c + 2wz = 0, (4.59)
onde
o = lyp = 2wTeygye + ThYE + 222 4 Yl — 2xaezyzc — 2YnYc izt
T2l T Ynes
f = xgyg — 2 yeye + :Egyg + azgzg + ygzg — 2emwezez; — 2YeYczezct
TeR T Yer
Y= TRy = 2T TeYYe + TLYE 4 2]+ Yirh — 2rnTeznze — 2UnYeinZet
T2 T YnZes
(4.60)
0 = —aqYnYe + TeTcYnyc + TnTYelYe — TnTeyl — TiznZe — YiinZet
TeXcon2e T Yelcrng + TnTcZeag + YnYcZedc — TnTel — YnlYes
€ = —Telcyy + TyT e + TnTehnlc — TnYele — TeTcZy — YelcZy T
+X) T2y 2e + YnYcinZe + TnTeznZe + YnYeZnZc — 33'7272524 — y727252§§,
W= TelcYnYe — xnnyg - xgynyC + TnTeYeYe + TelcznZe + YeYcZnZe—

xnxczg — ynyczg — xgznzc — ygznz(; + TpTezeze + Ynleezc

Quando as equagoes de Laplace sao reescritas, as novas formas das equagoes sao
demasiadamente grandes e, por esse motivo, muito dificeis de trabalhar. No entanto, per-
cebemos que cada uma das fungoes &, n e ( possui uma dire¢gao predominante com relagao
as funcgoes x, y e z. Sendo assim, optamos por excluir aqueles termos que possuem menor
influéncia. Considerando como base os problemas que estamos querendo modelar, pode-
mos citar o seguinte exemplo: a equacao de Laplace V&2 = 0 possui predominantemente
a diregao x. Portanto, neste caso, as derivadas de ordem maior que dois referentes as

fungoes y e z com relacao as variaveis £, n e ¢ foram descartadas.
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Discretizacao das equacgoes equivalentes as equacoes de Laplace:
A Equagao 4.57 pode ser aproximada utilizando o método de diferencas finitas e
sua forma discretizada é apresentada por

($i+1,j,l — 2w 5, + 371'71,3‘,1) (xi,j+1,l — 27,5, + 951’,];1,1)

y (@iji+1 — 2255, + xi,j,l—1)+
iyjyl ACQ
(Tit1j410 — Tim1j110 — Tiv1j—10 + Tim1j-11)
2045, IAEAY + (4.61)
9 (Tig1jie1 — Tic1ji+1 — Tig1,40—1 + Tim1,0-1)
Fid INING "

(Tige1ier = Tig-rirr = Tigrri-1 + Tig-1-1) _

4AnAC

2wi

Agora, com intuito de obter a forma da equacao que define o processo iterativo,

vamos isolar o termo z; ;;, obtemos a equagao

-1
Tl = g (APACa; 1 + ALACS; j + AP AL 1)

X
[ — 2AN°ACT 140 i — 2O AC T i a0 g — 208 AT 1451841~
2A§2AC2%,1+J’,I@'J,I - QA”]QAfzxi,j,—lJrl%,j,l - 2A772A5217i,j,1+l%,j,l—
AUAfAC2$—1+i,—1+j,15i,j,l + AnAngzx—l-i-i,l—i-j,l(Si,j,l + AnAfAC21?1+i,—1+j,l5i,j,l— (4.62)
ANAEAC T 4314510150 — AP AEACT 14 g1 pi€i g+ AP AEACT 1y j 1€ jat
APAEACT 141141601 — AP AEACT 114 1€ i — ANAEEACT; 145 —1wi i+
ANAEACT; 14 j1wiji + ANAEEACT; 14, 11wi ) — A??A€2AC96¢,1+j,1+zwz‘,jJ]-

Para obter y; j; e 2, basta substituir # por y e z, respectivamente, na Equacao 4.62.

No caso em que A{ = Anp = A{ = 1, obtemos as equagoes
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1
A ji + Bija + Vi)

Tiji = [204i,j,l(93i+1,j,l + i1 40)+
205 41 (Zi 10 + ijo13) + 2% (T g1 + Tigi-1)+

0i g (Tis 14410 — Tic1j410 — Tipr,j-10 + Tim1j-10)+

(4.63)
€igi(Tiv14001 — Tic1 011 — Tigrgi-1 + Tic1ji-1)+
wi,j,z($i,j+1,l+1 — Zij-1,0+1 — Tij+1,0-1 + 331‘,3'71,171)] s
L 2 ( + )+
Yijl = Q45 01\Yi+1,5.0 T Yi—1,4,
A gi+ Bija + vigi)
26551 (Yije10 + Yij—10) + 2750 Wi jasr + Yiji—1)+
5i,j,z(yz‘+1,j+1,l — Yio1,j+1,0 — Yi+1,5-1,1 T yz‘—l,j—1,z)+
(4.64)
5i,j,l(yi+1,j,l+1 — Yi—1,j0+1 — Yit1,40-1 T yifl,j,lf1)+
wz‘,j,l(yi,j+1,l+1 — Yij—1,0+1 — Yij+1,0-1 T+ %,j—l,l—l)] )
gl = g 1 200 1(Zit1,50 + Zie1,50)+
(vigi+ Bija + viji)
2Bi41(zijr10 + 2ij-11) + 2%i50(Zigas1 + zigi-1)+
il (Zit1, 410 — Zim1j+41,0 — Zitl,j—1,0 i—1,j—1, .
0 j1(zit1, Zio1 Zit1j—10 T Zie1j-11)+ (4.65)

€50 (Zit1 4041 — Zic1g041 — Zitlji—1 + Zim1j0-1)F

Wi g1 (Zi 1041 = Zig—1041 = Zig1—1 T Zz‘,j—l,l—l)]-
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4.7  Teste residual para a solugao encontrada

Esse teste é configurado usando a equacao diferencial parcial original. Para este
fim, todos os termos da equacao sao movidos para o lado esquerdo da equacao, de modo

que o lado direito seja zero. Em seguida, a partir da Equacao 4.14 definimos o operador

4+ Dy— + D3— + Dy + Dy +

2 2
o) = (Dl@ oc oCc 90 90

oot a¢ an aC oe2 on?
02C 02C 02C 02C (4.66)
Dg 30 +D7a€an +Dgaga< +D9—8nag>.

Apos a inser¢ao da solugao encontrada no lado esquerdo, isto é, aplicando o operador em
C, o resultado seria nulo se a solucao fosse exata. Em geral, o operador fornece valores

nao nulos. Devido & natureza numérica da solugao obtida, discretizamos 2(C') pelo uso

do método de diferencas finitas implicito, obtendo a equagao

n+1 n n+1 n+1
(QUC))iiu = Cz‘,j,l B Ci,j,l — (Dy); ,ZCZ'HJJ B Ci—l,j,l_
%7, At 1,7, 2A§
n+1 n+1 n+1 n+1
(D ) Cz‘,j+1,l - Ci,j—l,l (D ) Cz’,j,l-i—l - Cz‘,j,l—l
2)i,5,0 - 34,4, -
" 2An v PING
n+1 n+1 n+1
(D) Cithyu =200 + G5
4)iji _
" INE
n+1 n—+1 n+1 n+1 n+1 n—+1
ij+1,0 201‘,3}1 + Ciyj—Ll i l+1 2Cz‘,j,l + Cz‘,j,l—l (4 67)
(Ds)ij AP — (D6)iji NG - :
n+1 n—+1 n+1 n+1
(D ) Ci+1,j+1,l - Ci—Lj-i—l,l T Yit,5-11 + Ci—l,j—l,l
7)ig,l -
” AAEAD
n+1 n—+1 n+1 n+1
(D ) Ci+1,j,l+1 - Oi—l,j,l-H T VY501 + Ci—l,j,l—l
8 )il _
I ANEAC
n+1 n+1 n+1 n+1
(D ) Ci,j+l,l+1 - C’i,j—l,l+1 T Oi,j+1,l—l + C(i,j—l,l—l
9)ij,l .
" 4AnAC

O modulo de 4.67 é, entao, a medida para o residual R (o desvio encontrado, a partir da

solucdo obtida)

Rijo = [(Q(C))ijal (4.68)
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4.8 Fluxograma do cédigo C

Nesta secao, apresentamos o fluxograma do programa desenvolvido em codigo C
que efetua os calculos previamente explicados. Abaixo sao explicados as etapas que apa-
recem no fluxograma. No codigo, u[i][f][], v[¢][j][1], w[i][j][l] representam as velocidades
u, v e w, NT é o nimero maximo de itera¢oes no tempo, EHZ[i|[j][l],... represen-
tam os coeficientes definidos em 4.26, c[i][j][l] representa a ijfll definido por 4.27, en-
quanto que cn[i][j][l] representa a Cj';, também definido por 4.27. As expressoes cl e
cgs sao variaveis auxiliares, mas imprescindiveis. A variavel cgs é utilizada na resolu-
¢ao da matriz 4.28 gerada pela Equacao 4.27. A resolucao é feita utilizando o método
Gauss-Seidel, conforme explicado na subsecao 2.6, para determinar C’Z"fl1 A cada iteracao
Gauss-Seidel o valor Erro_GS = max |cgs|i][j][l] - c[i][][!]| ¢ calculado. O processo itera-
tivo Gauss-Seidel é interrompido quando a desigualdade Erro GS < Erro_GS _Final
é atingida, na qual Erro_ GS Final é uma condicao de parada pré-estabelecida. A
variavel cl é utilizada para corrigir a aproximacao imposta para o vetor 8?*1, Equa-
¢ao 4.28, representado no codigo por BC[i][j][l]. Em outro looping, a cada iteragao
Erro_BC = max |cl[i][j][l] - c[i][j][l]| ¢ determinado. As iteracdes sao encerradas quando
desigualdade Erro BC < Erro_BC _Final é atingida, onde Erro_BC Final é uma
condicao de parada pré-estabelecida.

Etapas do fluxograma:

1: Os valores de un, vn, wn, NT e At sao estabelecidos, a malha é importada,
as condigoes de contorno e a condicao inicial para cn sao estabelecidas,
os coeficientes difusivos e os coeficientes EH Z, . .. sao calculados,

a condicao inicial para cgs é estabelecida;

2: O comando for com relagao ao passo de tempo n, n=1: NT;
3: Atualiza a variavel cl, estabelecendo cl[i][j][l] = en[i][7][l];
4: O comando while é aberto, com a condigao Erro_ BC > Erro_BC _Final;

V1. Verifica se a condicao while é satisfeita;

4.1:  Calcula BC

4.2: O comando while é aberto, com a condi¢ao Erro_GS > Erro_GS _Final;
V2:  Verifica se a condicao while é satisfeita;

4.2.1: Calcula c;



4.2.2:
4.2.3:
4.3:
4.4:
4.5:

V3:

Y

Atualiza Erro_GS, no qual Erro_GS = max |egs[i][5][I] — c[d][4][1]];

Atualiza cgs, estabelecendo cgsli][j][l] = c[4][j][];

Atualiza ¢ nos contornos;

Atualiza o Erro_BC, no qual Erro_BC = max |cl[i][j][l] — c[i][][1]|;
Atualiza cl, estabelecendo cl[i][][l] = c[¢][7][1];

Calcula o residual de ¢;

Atualiza a condigdo de parada Erro_C = max |c[i][j][I] — cn[d][][]] e
atualiza cn, isto &, cnl[i][j][l] = c[é][4][l];

Verifica a condicao de parada, isto é, se Erro_C < Erro_C _Final;

Os resultados sao exportados e o programa é encerrado.

Fluxograma do codigo C:

NAO

L]

SIM

I

88



89

5 SIMULACAO DA DISPERSAO DE TRICIO EM TORNO DA USINA
NUCLEAR DE ANGRA II

Neste capitulo, apresentamos uma simulagao sobre um tema relevante para a comu-
nidade nuclear: a dispersao de tricio no entorno de usinas nucleares. Para contextualizar a
simulagao, consideramos a usina nuclear de Angra dos Reis, localizada na cidade de Angra
dos Reis, Rio de Janeiro, Brasil. Pesquisas referentes a este tema podem ser encontrados
na literatura, tais como Weymar et al., 2013, Moreira et al., 2005 e Moreira et al., 2007.
Sem duvida esses trabalhos trazem avancos para o tema, porém nao consideram a comple-
xidade da regiao. A regiao no entorno da usina nuclear de Angra dos Reis é caracterizada
pela sua complexa orografia. Além disso, sabe-se que a camada limite estavel tem sua
altura reduzida quando esta acima do mar [Stull, 1988]. Com relagado & modelagem dos
problemas, dominios curvilineos agregam dificuldades na resolugao. Para desvencilhar
dessas dificuldades, muitas vezes o problema é simplificado. Ora aproximando o dominio
curvilineo por um dominio de planos paralelos, ora utilizando artificios numéricos para
contornar os problemas que surgem nos contornos curvilineos.

Em nosso trabalho, consideraremos a orografia complexa da regiao e a mudanca
na altura da camada limite atmosférica estdvel. Para modelar esta aplicacao, utiliza-
mos a equacao adveccao-difusao padrao. Como parte da resolucao, utilizamos também as
transformacoes difeomorfas conformes para alterar o sistema de coordenadas. Consequen-
temente, o dominio curvilineo é transformado em um dominio de planos-paralelos (forma
de paralelepipedo retangular). A equagao diferencial é alterada, devido a adi¢ao de novos
termos provenientes da conexao afim que relaciona o sistema de coordenadas Cartesianos
e o sistema de coordenadas curvilineo.

Em um futuro préoximo pretendemos apresentar a comunidade cientifica uma pos-
sivel solugao semi-analitica. Porém, no momento, buscaremos a solucao aproximada uti-
lizando um modelo numérico, baseado principalmente nas referéncias Ruggiero e da Ro-

cha Lopes, 1996, Hoffman, 2001 e Bortoli et al., 2015.
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5.1 Dominio curvilinear

A base do dominio utilizado é definido pela orografia em torno da usina nuclear de
Angra dos Reis. A funcao h define a camada limite estavel e tem altura de aproximada-
mente 800m quando estd acima do solo e altura de aproximadamente 400m quando esta

acima do mar.

Image © 2018 TerraMetrics

Imag 18 DigitalGlobe Goog Ie Ea rth

Image © 2018 CNES | Airbus

Figura 5.1 — Arredores da usina nuclear de Angra dos Reis. Imagem capturada pelo

Google Earth.

A area destacada pela Figura 5.1 mostra a base curvilinear do dominio, contida em uma
regiao retangular que tem aproximadamente 3500m x 2200m. A partir da chaminé de
Angra II, supomos trés vetores que destacam as principais dire¢oes do vento, bem como
suas respectivas médias anuais de velocidade. O topo do dominio é definido pela camada
limite estavel. Sabemos que em regioes como mares, rios e lagos a altura da camada limite
estével é consideravelmente menor. Vamos representar a altura da camada limite estavel,

hipoteticamente, por
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(e

2
h(z,y) = ;(400 + 50 (1 - — arctan(ﬁzo(x — 2500))) X
(5.1)

2 5 2 5
(1 - — arctan(m(—%oo + y))) X (1 + = arctan(m(—lf)oo + y))) ) :

™ ™

A orografia (base) pode ser aproximada utilizando a ferramenta “elevation profile”, dis-
ponivel no software Google Earth. Com essa ferramente é possivel capturar coordenadas
(x,y,2), onde z é a altura com relagao ao nivel do mar, de qualquer ponto do mapa. A
coleta de pontos pode ser muito trabalhosa, dependendo da quantidade de nés capturados.
Entao, inicialmente coletamos uma quantidade de pontos que seja suficiente para cons-
truir uma superficie que aproxima a orografia da regiao. A construcao da superficie é feita
interpolando os pontos coletados. O resultado obtido pela interpolagao é utilizado para
gerar a malha referente a base do dominio. Na Figura 5.2 apresentamos um esboco dessa
malha, gerada a partir da superficie obtida por interpolagao. Mais precisamente, os pon-
tos sobre a superficie sao representado pelos pontos pretos. Os pontos azuis representam

a camada limite estavel e sao gerados a partir da fungao 5.1.

3500

Figura 5.2 — Orografia e camada limite atmosférica estével usada na simulagao.
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5.2 Dados da simulacao

Para a simulacao consideramos o dominio 0 < = < ZTnayx, 0 < ¥ < Ymax € Zbase <
2 < Zee, onde Tpax = 3500Mm , Ymax = 2200m, zpase € a altura em metros do relevo relativo
ao nivel do mar no ponto (z,y) e zge € a altura em metros da camada limite estavel
relativo ao nivel do mar no ponto (x,y). A fonte de emissao é aproximada por um ponto
que emite de forma constante o poluente. A posigao é dada pelas coordenadas (¢, Y, 2¢),
onde ., = 0, y. = 1630m e z. = 160m. O problema é modelado pela equacao diferencial

de adveccao-difusao 4.2, juntamente com a condi¢ao inicial e condi¢oes de contorno

o (C(x,y,2,0)=0,

oC
o (C(0,y,2,t) =D, ° — =0,
( y ) ay (*Tvymax’zvt)

oC

a_ =0 C ase, 1) = 07
* ax (ImaX7va7t) ’ * (x7 Yoz )

oC oC
[ ] _— e [ ] _— = O,

ay (:E,O,Z,t) az ('sz’zclevt)

onde D = 8 X 107%0(y — v.)0(z — 2.) [g/m?] e & representa o funcional Delta de Dirac.
Utilizando transformacoes difeomorfas conformes, a Equagao 4.2 é transformada na Equa-
¢ao 4.14. A solugao é obtida por aproximacao, utilizando o método de diferencas finitas
implicito. Para este fim, a equacao diferencial de adveccao-difusao transformada 4.14 é
aproximada pela equagao algébrica 4.27. A condigao inicial e as condig¢oes de contorno
também sao adaptadas.

A velocidade do vento e os coeficientes difusivos sao definidos como constantes.
Nos consideramos |m\ = 3.8m/s, onde u ~ 3.51m/s, v ~ —1.45m/s e w = 0.
Além disso, K, = 10m?/s, K, = 10m?/s e K, = 10m?/s. Nessa aplica¢do, utilizamos 99
particoes na direcao do eixo x, 99 parti¢goes na direcao do eixo y e 55 particoes na direcao
do eixo z, gerando uma malha com 560000 nés. Para o discretizagao no tempo, utilizamos

At = 0.1s.
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5.3 Resultados da simulacao

Resultados sao apresentados pelas Figuras 5.3, 5.4 e 5.5. A fonte é localizada em
(Zey Yoy 2¢) = (0,1630m,160m) e é aproximada pelo né (i,7,1) = (0,74,12), onde i, j, [
sao os indices dos nos referentes aos eixos x, y e z, respectivamente. As Figuras 5.3 e 5.4
mostram a concentracgao de tricio em cada n6, mas para melhor visualizacao nem todos
os noés sao mostrados.

%107

10.9

0.5

0.4

0.3

Concentration of tritium: g/m3

0.2

0.1

Figura 5.3 — Perfil de concentracao em fatias paralelas ao plano y X z e restritos ao

limite C' > 5 x 10~ g/m?3.
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410.8
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Concentration of tritium: g/m3

0.2

0.1

Figura 5.4 — Perfil de concentracao em fatias paralelas ao plano x X z e restritos ao

limite C' > 5 x 107 g/m3.
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A primeira restrigao ¢é feita por uma concentragao limite, todos os pontos mostrados tem
concentragao C' > 5 x 107 g/m3. Além disso, na Figura 5.3 somente fatias paralelas ao
plano y X z sao mostrados, enquanto que na Figura 5.4 somente fatias paralelas ao plano
x X z sao mostrados.

Na Figura 5.5 o perfil de concentragao esta perto de uma fatia vertical orientada
ao longo da direcao do vento. Mais especificamente, essa fatia é definida a partir do plano
que contém o ponto (., Y., z.) € tem dire¢ao (u,v,w). Aqui, todos os nos sdo mostrados
com uma distancia normal menor que 60m deste plano e, para a mesma coordenada z,
a coordenada y do n6 é maior que a coordenada y do plano. Em outras palavras, os nos
mostrados estao “atras” do plano. Nesta figura, a altura da camada limite atmosférica

estével é representada pelos pontos pretos no topo.

x107°
—1
{09
{08
107 E
B . S
800 —p +utet .. . :
600 fl 05 =
I o
o i ‘
200 7 S i i | 3500 03 g
0 L i | 02 &
2000 i ‘ i) e 04
500 0

Figura 5.5 — Perfil de concentragao ao longo de um plano vertical na direcao da

velocidade do vento.

O teste residual foi utilizado para testar a solucao encontrada, conforme descrito na
subsecao 4.7. O méaximo do residual R encontrado, em todos os nos, foi 1.6 x 1071°,
obtendo uma boa ordem de precisao com §C < 107'%g/m3. Abaixo, na Figura 5.6,
nos ilustramos o tamanho do residual referente aos noés que aparecem na Figura 5.5. E
importante destacar que os residuos sao consideravelmente pequenos no dominio e mesmo

os maiores valores sao ainda despreziveis.
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Figura 5.6 — Residual de alguns pontos no dominio.
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6 EQUACOES DE NAVIER-STOKES 2D

Equacoes diferenciais parciais lineares sao utilizadas para descrever muitos fenome-
nos fisicos, no entanto a maior parte dos fenémenos somente pode ser modelado utilizando
equacoes diferenciais parciais nao lineares. Este fato traz consigo um arduo esfor¢o, uma
vez que resolver equagoes diferenciais parciais nao lineares é, em geral, mais complexo que
resolver equacgoes diferenciais parciais lineares. A fim de mostrar que a metodologia do
presente trabalho é eficiente e pode ser empregados em uma vasta gama de problemas,
optamos por utilizar um representante de cada classe. Nos capitulos e secoes anteriores,
utilizamos a equacao diferencial parcial linear de adveccao-difusao para contextualizar a
proposta de nossa metodologia. A partir deste capitulo, passamos a utilizar as equagoes
de Navier-Stokes, representantes das equacoes diferenciais parciais nao lineares. Ao longo
do restante deste trabalho, vamos mostrar que as transformacgoes difeomorfas conformes
nao agregam dificuldades extras em resolver as equagoes nao lineares, a exemplo do que
aconteceu com a equacao linear de advecgao-difusao.

Portanto, neste capitulo, vamos considerar o movimento de fluidos newtonianos 2D,
isto é, bidimensionais, incompressiveis com densidade constante p e coeficiente viscosidade

constante p. Esse movimento é governado pelas equagoes de Navier-Stokes

U @7 = Fp s aT

(6.1)
V.U =0,

onde 7 = (u,v) é o campo de velocidade, P é apressao, V = ( 0 9

B> 8_y> ¢é o vetor gradiente,
A= (88—; + 68—;2) ¢ o operador Laplaciano, p é a viscosidade, p é a densidade e v = % éo
coeficiente de viscosidade cinematica.

Nosso propésito principal é estudar as transformacgoes e, consequentemente, as
resolugoes das equacoes de Navier-Stokes em dominios curvilineos, utilizando transfor-
magoes difeomorfas conformes. Porém, iniciamos a sec¢ao 6.1 resolvendo as equagoes de
Navier-Stokes bidimensionais em coordenadas cartesianas. Mostramos, também, uma si-
mulacao em um dominio retangular. Observe que vamos proceder com a mesma estratégia

adotada anteriormente, para a equacao de adveccao-difusao. Resolver esse problema pre-

liminar é importante. Entender qual metodologia sera utilizada para resolver as equacoes
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de Navier-Stokes e como elas sao aplicadas é importante para a resolucao do problema
transformado, o qual é estudado na se¢ao 6.2 e no capitulo 7. Além disso, desta forma po-
deremos conjecturar que as transformacgoes nao alteram o grau de dificuldade da resolucao,

apenas deixam os calculos mais extensos e, consequentemente, mais trabalhoso.

6.1 Equacgoes de Navier-Stokes no sistema de coordenadas cartesianas

As Equagoes 6.1 pode ser expandidas e reescritas como

@4_ %4_ @—_la_P+ﬁ @4_(92_“ (62)
ot " "ox U@y  pOr  p\Ox2  Oy*)’ '
ov ov  Ov 10P pu (0*v 0%
5 = poy o (5B o) (09
ou  Ov
— — . '4
52+ oy 0 (6.4)

O objetivo é determinar as fungoes velocidades u, v e também a fungao pressao P. Em
particular, para obter a pressao P vamos resolver uma equagao de Poisson. Iniciamos
fazendo a derivada parcial da Equacao 6.2 com relagao a varidvel r e somamos com a
derivada parcial com relacdo a = do produto entre u e a Equagao 6.4, isto é, {eq. 6.2} +

{uleq. 6.4]},. Entao, obtemos

1
(Ur)e + (utiy) s + (Ut )z + (VUy)e + (uvy), = IZ(_Px)w + V(Usz + Uyy)a- (6.5)
Reorganizando os termos, a Equacao 6.5 pode ser reescrita por
9 1
()t + (U) gz + (U0) 4y = =P + V(U + Uyy)z- (6.6)
Similarmente, operando {eq. 6.3}, + {v[eq. 6.4]} , obtemos
9 1
()t + (u0)zy + (V7)yy = _;Pyy + V(Vaz + Vyy)y- (6.7)

Somando as Equagoes 6.6 e 6.7, obtemos
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1
Dy + (UQ)M + 2(“”)933; + (UQ)yy = _;(PM + Pyy) + V(D + Dyy)v (6.8)

onde D = (u, 4+ v,). Isolando o termo V2P, obtemos a equagao de Poisson para pressao

) | ) | 0Pu) ,/<32D 32D) ‘9D], (6.9)

022 o owoy "\ oz2 T o2 ) T ot

A funcao D é definida por D = (u, + v,) e, segundo a Equacdo 6.4, temos D = 0.
Entretanto, o termo é mantido. O método de diferencas finitas aproxima as equacoes
diferenciais por equagoes algébricas. Em particular, a equagao algébrica que aproxima
a equagao da continuidade (D) ndo é nula no inicio das iteragoes, mas tende a zero ao
decorrer das iteragoes. Experiéncias mostram que as equagoes algébricas que aproximam
as equacoes de Navier-Stokes se tornam instaveis durante a resolucao se a fungao D for

removida.

6.1.1 Discretizacao

As Equagoes 6.2, 6.3 e 6.9 serao aproximadas utilizando o método de diferencas
finitas implicito. Este método é iterativo e inicialmente sao conhecidas as condigoes de
contorno e as condigoes iniciais para u, v e P. Utilizando a pressao inicial, tempo n = 0,
determinamos u e v no tempo sucessor, ou seja, no tempo n = 1. Com u e v conhecidos
no tempo n = 1, determinamos P no tempo n = 1. Este processo é repetido para as
proximas iteragoes no tempo. O lago temporal prossegue até incluir todo o transiente e
atingir um estado estacionario onde nao ocorram mais mudancas no perfil das funcoes
u, v e P. Essa explicagao se faz necessaria para melhor compreender as discretizacoes
apresentadas em 6.10. Em particular, a pressao P estéa avaliada no tempo n, enquanto que
as velocidades u e v estao avaliadas no tempo n + 1. Para as discretizacoes apresentadas
em 6.10 os operadores diferenciais discretizados da func¢ao v sao omitidos, visto que sao
totalmente analogos aos da equacao u. Para aproximar o operador diferencial temporal
utilizamos diferencas finitas regressivas, enquanto que para os operadores diferenciais

espaciais utilizamos diferencas finitas centrais. Mais precisamente, utilizamos
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Q

n+1 n+1 n
(5u) Ui j — Uy

t ). . At ’
i,j
2 n+1 n+l n+1 n+1
d7u L Uitny T 2w Uy
2 id Ax? ’
2 n+1 n+l n+1 n+1
(8 U) o Wi zui,j U
2 ~ 2 )
Y/ Ay
n+1 n+1 n+1 (610)

i+1,5
2Ax ’

7’_1’.]

Q

Q

n+1 n+1 n+1
(5U> Uj 1 — Ui

v/ 2Ay
8_P " Ny z‘T—L&—Lj - Pin—l,j
T ). 2AT '

Substituindo as aproximagoes 6.10 na Equagao 6.2, obtemos a Equagao 6.11. Dois termos

sao destacados.

n+l _ n n+l _  n+l n+l _ _n+l
Yig —Wig [t [Pty — Yoty foner gl — Wigo1
At J 2Ax “J 2Ay
1 n _ pn un-i—l o 2un+1 + un—i—l un—i—l o 2un+1 + un—i—l (611)
Y i—1,j +ﬁ i+1,j i i—Lj 4 Thjtl ) ij—1
P 2Ax i Ax? Ay?

Os termos destacados sao partes das nao linearidades da equacao. Utilizando iteragoes,
faremos aproximagoes para contornar o problema da nao linearidade. De fato, o objetivo
é reescrever a Equacao 6.11 em forma de matriz. As nao linearidades supracitadas serao
incorporadas aos coeficientes da matriz. Outro problema que surge esta relacionado com
os contornos. KEsse problema também é resolvido por aproximacao, utilizando a mesma
iteracao. A seguir, vamos construir a equagao em forma de matriz e, logo ap6s, descrever

como sao feitas as aproximagcoes por iteracao nestes dois casos.



Os termos discretizados e semelhantes na Equacao 6.11 sao destacados,

n+1 n n+1 n+1
ig | Yig resiatiin i1 N
u:
At i 2Ax
n+1 n+1
1Lt T g 1P%, — Pz'n—l,j+
v - "t v
b 2Ay p 2Ax
o u?jlld -2 u?;rl + u?jllj u?;&l —2 U?JH + u?;r—ll
; Ax? * Ay?
e a seguir sao colocados em evidéncia, obtendo
n+1 n+1
Uiy At B At o U At p At i
2Ay p Ay? hi—l 2Ax p Ax? R
n+1
p At At ") up AL At -l
142820 L oF 20 [ B i e i N PR
( + p Ax? + p Ay? iy 2Ax p Ax? Ui [T
n+1 n n
/Uij_ At Iu At un+1 N At ‘Pl-l-lj ‘Zji—l,]
2Ay p Ay? Lot “p 2Ax
Agora, renomeamos os coeficientes da Equacao 6.13 por
n+1
yBrtl  — _At n At
" p Ay?
n+1
X pBrtl — At _ Hﬂ
I 2Ax pAz? )’
At At
Xyt = <1 +2h = ok )
’ p Az p Ay?
n+1
XFr = At _p At
W 2A$ pAz? )’
n+1
Y = At _p At
i 2Ay p Ay?
O Py =Pt
Z’J 2Ax ’

n
2¥)

(-p)

Portanto, a equacao diferencial 6.2 pode ser aproximada pela equacao algébrica

z]+1 P,j 1
2Ay
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(6.12)

(6.13)

(6.14)



n+1/  n+1
XBi’j (L

n+1|, n+1
YFi,j U541
n+1| , n+1

+ XY

n+1  n+1
+ YB v

n+1|  n+1
+ XF'u

i+1,5

= ui; + i
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(6.15)

Analogamente, a equagao diferencial 6.3 pode ser aproximada pela equacao algébrica

n+1l  n+1
XB' vt

n+1
YF;M]

n+1
i,j+1

(Y

+ Xyt

+ YB!

(Y

n+1
4,J

n+1

v

i,j—1

+ XFE'w

n+1 o
1+l

= vl TP

(6.16)

As Equacoes 6.15 e 6.16 podem ser escritas na forma matricial. Por exemplo, para a

Equagao 6.15, se supormos NX + 1 = 4 partigoes no eixo x e NY + 1 = 5 partigoes no

eixo y, obtemos a equagao matricial esparsa

n+1

n+1

n+1
Ug o

n+1
Us 2

n+1
n+1
Uy 3

n+1
U3 3

n+1
Uy 4

n+1
Uy 4

n+1
U3 4

onde

n
1,1
P54
%
n
1,2
P
%3
n
1,3
P33
P33
n
1,4
P54
P34

XBIT + VBl
YBI g
YB3 ugst + XFyj ug it
XB{1 g
0
XFg 3 uyt!
XBTglugfgl
0

n+1_ n+1
XF3,3 Uy s

n+1_ n+1 n+1_ n+1
XBiy ugy + YF L uys

n+1_ n+1
YF2,4 Uy 5

n+1, n+1 n+1_ n+1
YF3,4 U3 s +XF3,4 Ugg |

)

(6.17)
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XYyt XFpto0 YFRPY 0 0 0 0 0 0 0 0
XByy' Xyttt XE3tt o0 YFRTY 0 0 0 0 0 0 0
0  XBip' XYitt 0 0 YFy' 0 0 0 0 0 0
YB3 0 0 XY@t XEPEEY o0 YFREY 0 0 0 0 0
0 YBp' 0 XByp' Xvpi' XF3E' 0 YFREY 0 0 0 0
M — 0 0 YBii' 0 XByE' Xvitt o 0 0  YFi' o0 0 0
0 0 0  YB{' 0 0 Xypit XFpE' o0 YFUEY 0 0
0 0 0 0 YBpf' 0 XBypi' Xvpi' XF3i' 0 YR30
0 0 0 0 0 YByS' 0 XBpf' XYyt 0 0 YF§i!
0 0 0 0 0 0  YB'' 0 0 XYP' XFrit o0
0 0 0 0 0 0 0 YBy' 0 XBpi' XYiit XFiit
0 0 0 0 0 0 0 0 YB§' 0 XByf' Xyl

O exemplo ilustrado pela Equacao 6.17 indica que as Equacoes 6.15 e 6.16 podem ser

escritas na forma matricial, respectivamente, por

MU = U 4 U + o, (6.18)
onde
ﬁ"“ = [u’fjl, ugjl, . ,u’]‘VJ;(l’NY]T ,
ﬁn = [u?,l? Uy - - - 7ur]i7X,NY]T ;
gn - [ [REESTRRS 7¢?VX,NY}T )
e
M7V = Vi 72 + ?" (6.19)
onde
vnﬂ = [U?,Jlrla v;,Jlrl> e ’UXIJS(l,NY}T )
7n = [U?,h Vgqy- - 7U1nvx,NY]T )

— T
77Z)n - [¢?,17 %1,17 s 7¢?VX,NY}

A matriz M ¢ esparsa de dimensoes (NX)(NY) x (NX)(NY). Seus elementos sio
formados pelos coeficientes varidveis 6.14 com relagao ao tempo e ao espago. Os vetores
ﬁ?“, ﬁ““, U e E)", assim como os vetores 7?*1, 7“*1, Ve ?”, tem dimensao
(NX)(NY) x 1. Além disso, os vetores ﬁg“ e 72“ sdo formados por valores obtidos
nas fronteiras. Os vetores ﬁ”, 7”, ?” e ﬁ” sao conhecidos, pois seus elementos sao
determinados no passo de tempo n, e neste passo de tempo tudo é conhecido. Para
resolver as Equacoes 6.18 e 6.19 e obter os valores de ﬁ”“ e 7”“, respectivamente,

também ¢é preciso conhecer os vetores ﬁ?“, V’gﬂ e a matriz M"*!. Entretanto, estes
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sao definidos no passo de tempo n + 1. Para contornar este problema, utilizamos uma
aproximagao por iteragao. Para este fim, configuramos um processo iterativo que inicia

com a resolucao das equagoes

_>
MU = U+ U+ 47, (6.20)
_>
MV = Vi Vo g e (6.21)
e obtemos uma estimativa para u?jl e UZ;TI em todos os noés internos. Consequentemente,

temos uma estimativa para a matriz M"*!. Por extrapolacao, os nés que pertencem aos
contornos sao atualizados e os vetores ﬁ?“ e V??H sao estimados. Com os novos valores
nos contornos, retornamos para as Equagoes 6.18 e 6.19 e criamos um lago iterativo, em

que as Equacgoes 6.18 e 6.19 sao repetidamente resolvidas obtendo novas estimativas para

n{rl

n+1
1,J ]

U e v/ . Esse procedimento é repetido até um critério de parada ser satisfeito. O
critério de parada é estabelecido tomando a maior diferenca entre duas iteragoes, em rela-
¢ao a termos consecutivos, que deve ser inferior a um valor pré-estabelecido. Finalmente,
o lago temporal prossegue até incluir todo o transiente, em ambas as equacgoes, e atingir
um estado estacionério onde nao ocorram mais mudancas nos perfis de velocidades. Além

disso, as equagoes matriciais sao resolvidas utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.

Agora voltamos para a equacao de Poisson para pressao 6.9, a saber

V2P = —p {aQ(UQ) 9 (v?) N 282(uv) , <82D (92D) 8D} |

ox? 0y? oxdy ox? * 0y? * ot

e definimos S por

B 0?(u?)  0*(v?) 0?(uv) ?D  9°D oD
S__p|:8132 + 8y2 +28l‘8y —U(W—Fa—yQ)—i-E}. (6.22)

Utilizamos diferencas finitas centrais para aproximar a fungao S e obtemos
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+1
((u2>wz)zj ~ A2 )
2y \nt+l (Ufﬁl)Q - 2(?)2}1)2 + (U:L;r—ll)Q
((v )yy)i,j ~ Ay )
(6.23)
n+1 (u?—:rll,j—i-lv?—:rll,j—&—l) - (u?jll,j—o—lvznjll,j—i-l)
((uv) )T ~ +
Y7ig 4AxAy
_(U?jll,j—lv?ﬂl,j—l) + (u?jll,j—lv?:rll,j—l)
4AxAy '
Além disso, D é aproximado por
T 71 VT N L
D n+1 ~ i+1,7 1—1,7 + 2,7+1 2,7—1 6.24
( )” 2Ax 2Ay ( )
e, consequentemente, definimos
+1
(D)™ & Dig —Dis
I At ’
+1 +1 +1
(D )n+1 ~ D;:—l,j B 2DZJ' + D?—l,j (6.25)
xrxr

1,j Ax2 ’

n+1 n+1 n+1
(D)~ Diji =205 + Dij—y
vy :

4,J Ay2

l

Substituindo 6.23, 6.24 e 6.25 em 6.22, obtemos SZ;’I. Assim, a equagao de Poisson para

pressao

62_P_|_82_P—S
oz Oy?

pode ser aproximada pela equagao algébrica

n—+1 n—+1 n—+1 n+1 n+1 n+1
Pl — 205 + Py N Pign =205 + B g (6.26)
A2 Ay2 Mg :

Reescrevemos a equagao 6.26, renomeando os coeficientes
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YE,; = A
XB;;, = AL;UQ’
XY, = — (é + Aiy?) (6.27)
XFE,; = ALZEQ,
YB,;, = Aiy?
Substituindo 6.27 na Equagao 6.26, obtemos a equagao
YF, PUY |+
XB;; P+ XY PETY + XEy PGS = SpTL (6.28)
+ YBr, PN

A Equagao 6.28 pode ser representada pela forma matricial.

Por exemplo, tomando

NX + 1 = 4 parti¢oes no eixo x e NY + 1 = 5 partigoes no eixo y a Equagao 6.28 pode

ser representada pela forma matricial

Plnif—l Sn+1
PQnIrl Sn+1
Pn+1 Sn+1
3,1
Plnél-l Sn—‘rl
P2néi-1 Sn-i—l
" PgLSrl Sn+1
n+1 o n+1
P;;l Sn—i—l
Pgtgrl Sn+1
Pn+1 Sn+1
ngi—l Sn—‘rl
Pézz-l Sn-i—l

onde

[ XB,, P+ YBy, P
YB, 1 P!
YBs Pygt + XFs Pyt
XBi P53t
0
XF3. P75
XBisFy3t
0
XF35P75"
XBi Pyt + YF Pl
YF, 4Pyt
| YFs 1P+ XFyu P

, (6.29)
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(XY, XF\, 0 YF, 0O 0O O 0 0 0 0 0 |
XBoy XYoy XFay 0 YFy 0 0O 0O 0O 0 0 0
0 XBy XY;u O 0 YF,, 0 0 0 0 0 0
YBi, 0 0 XY XFis 0 YF, 0 0 0 0 0
0 YBys 0 XByy XYoo XFoo 0 YFu 0 0 0 0
Mo | 0 0 YB 0 XBip XYee 0 0 YR 0 0 0
0 0 0 YByy 0 0 XY XFis 0 YF, 0 0
0 0 0 0 YByy 0 XByy XYoy XFay 0 YFay 0

0 0 0 0 0 YByy 0 XByy XYss 0 0 YFuq
O 0 0 0 0 0 YB4 0 0 XY XFiq 0

O 0 0 0 0 0 0 YBy 0 XByy XYou XFa,

0 0 0 0 0 0 0 0 YBy 0 XBy XVi

O exemplo ilustrado pela Equacao 6.29 ajuda a compreender o formato matricial da

Equacao 6.28, que de forma geral pode ser escrita por

Pn+1 §n+1 f))z—i-l’ (630)
Pl — [Pt Pt P]r\Lf—)i_(lNY]T ;
§n+1 — [SIL,—I’J? Sn+1 .. ,S]T\L[—;({Ny]T .

A matriz M é esparsa de dimensoes (NX)(NY) x (NX)(NY). Seus elementos sdo conheci-
dos, pois sao formados pelos coeficientes varidveis com relagao ao espago, que sao definidos
por 6.27 para todos 7,j. Os vetores 1_3>"+1, St g ﬁ?*l tem dimensao (NX)(NY) x 1.
Além disso, o vetor ?’gﬂ ¢ formado por valores obtidos nas fronteiras. O vetor St g

e vt que ja foram determinados

conhecido, pois ele ¢ formado a partir dos termos
para todos 7,7 na etapa anterior desta resolucao. Para resolver a Equacao 6.30 e obter
os valores de fg”“ também é preciso conhecer o vetor ﬁ?“. Entretanto, este vetor é
definido no passo de tempo n + 1. Para contornar este problema, utilizamos uma aproxi-

macao por iteragao. Para este fim, configuramos um processo iterativo que inicia com a

resolucao da equacao
MP"+! = §n+l 4 Po (6.31)

e obtemos uma estimativa para P"Jrl em todos os nos internos. Os nds que pertencem aos
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contornos sao atualizados (veja subsegao 6.1.2) e o vetor ﬁ?“ ¢ estimado. Com os novos
valores nos contornos, retornamos para a Equacao 6.30 e criamos um laco iterativo, em
que a Equagao 6.30 é repetidamente resolvida obtendo novas estimativas para P/ jH. Esse
procedimento é repetido até um critério de parada ser satisfeito. O critério de parada é
estabelecido tomando a maior diferenga entre duas iteragoes, em relagao a termos conse-
cutivos, que deve ser inferior a um valor pré-estabelecido. Finalmente, o lago temporal
prossegue até incluir todo o transiente e atingir um estado estacionério onde nao ocorram
mais mudangas no perfil de pressao. Para encerrar o lago temporal, além da Equagao 6.30
as Equagoes 6.18 e 6.19 também devem atingir seus estados estacionérios. As equacoes

matriciais 6.30 sao resolvidas utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.

6.1.2 Discretizacao das condigoes de contorno - Tipo Neumann

Vamos utilizar dois tipos de contorno, a saber condigoes de contorno do tipo Di-
richlet e do tipo Neumann. Em particular, destacamos as condi¢oes de contorno do tipo
Neumann para as velocidades u, v e para a pressao P. A metodologia escolhida nao sera
a mesma. Para equacgao diferencial de Poisson, utilizada para determinar a pressao P,
seguimos a metodologia sugerida por Hoffman, 2001. Para as velocidades u e v, utilizamos

aproximacao por extrapolacao.
e Equacoes da velocidade.

Suponhamos a velocidade u, no contorno direito (z = Zaz),

ou

v =0, 6.32
i — (6:32)

A condig¢ao de contorno 6.32 é aproximada utilizando diferencas finitas progressivas, ou

seja,

n+1 o, n+l
UNX+1j ~ UNX,j

Ax
2 : : = n+1 _ ,,n+l
Portanto, o contorno ¢ obtido simplesmente pela equagao uy'y,;; = uy'y ;, chamada de

= 0. (6.33)

extrapolacao. Para outros contornos do tipo Neumann, tanto da velocidade u quanto da

velocidade v, a metodologia é a mesma.

e Fquagao de Poisson para pressao.



108

Suponha a condi¢ao contorno

oP

— = 0. 6.34
ay Y=Ymax ( )
A condicao de contorno 6.34 pode ser aproximada por diferencas finitas centrais, obtendo

LS RV 6.3

Considere a malha com N X + 2 divisdes no eixo z, (0 <i < NX +1), e NY + 2 divisoes
no eixo y, (0 < j < NY + 1). No contorno superior (i, NY + 1) a Equagao 6.28 torna-se

n+1
YEny+] Piyygs | +
n—+1 n—+1 n—+1 _ n+1
XBuwvo Py |+ XYool Pilinn| 4 XPovcs] Pifilova | = Sl (6:36)

n n+1
+ YB!'nyia Py

A Figura 6.1 ilustra os nés no contorno superior.

® j=NY +2

.—T—Q j=NY +1
j=NY

Figura 6.1 — Representacao grafica da Equagao 6.36.

Observe que o n6 de coordenadas (i, NY +2) nao pertence a malha. No entanto, utilizando
a Equacao 6.35 no no de coordenadas (i, NY + 1), obtemos a relagao

n+1 n+1
‘Ri,NY+2 - P)z',NY

pu— -37
- 0. (67)

que pode ser reescrita por 6.38,

PNy 1o = Ply- (6.38)

Portanto, substituindo em 6.36 a relacao 6.38 o contorno superior PZ"JJ\%I, 41 pode ser de-

terminado.
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6.1.3 Teste residual para a solucao encontrada

Esse teste é configurado usando a equacao diferencial parcial original. Para este
fim, todos os termos da equacao sao movidos para o lado esquerdo da equacao, de modo
que o lado direito seja zero. Em seguida, a partir das Equagoes 6.2, 6.3 e 6.9 definimos

os operadores

ou ou ou 10P o*u  0%u
ov ov  ov 10P v 0*v
(V)= — f U Vv F o — v [+ 4
»(V) 8t+uax+vay+p8y (8x2+8y2)’ (6.40)
o*P  0°P

onde S é definido por 6.22. Apos a insercao da solugao encontrada no lado esquerdo
o resultado seria nulo se a solucao fosse exata. Em geral, o operador fornece valores
nao nulos. Devido & natureza numérica da solucao obtida, discretizamos €2, (u), ©,(v) e
Qp(P) pelo uso do método de diferencgas finitas implicito, obtendo, respectivamente, as

equacoes

n+l _ n n+1 n+1

() = Yig —Uig o mer ity — Yimty
“ b At J 2Ax
n+l _ _n+l n+1l _ pn+l
Un+1uz',j+1 Uij—1 I lpz'+1,j i—15 6.49
"I 2Ay p 2Ax (6.42)
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
U1, — 2Wi5 U L Yigr 2ui; Uy
Ax? Ay? ’
n+1 n n+1 n+1
v, =t v L — .
+1 i, i,J 1 Vi1, i—1,
(o)) = ot gt
’ At : 2Ax
n+1 n+1 n+1 n+1
i1 Vig1 — Vg LB — BT
o - (6.43)
2Ay p 2Ay

i—1,5

Ax? Ay?

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
(Ui+1,j — 2+ n Vijp1 — 205+ Ui,j—1>
?
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prtl _oprtl 4 pntl
(P! = ey

b Ax?
n+l n+1 n+1 (6‘44)
P = 2P + P

4,7—1
J _ Sznj—l

Ay?

Respectivamente, os moédulos de 6.42, 6.43 e 6.44 sao as medidas para os residuais R, R,

e Rp (os desvios encontrados, a partir das solu¢oes obtidas)

(Ru)ig = [(Q(u))il, (6.45)
(Ro)ij = [(©(v))i4l, (6.46)
(Rp)ij = [(UP))i,l- (6.47)

6.1.4 Fluxograma do cédigo C

Nesta subsec¢ao, apresentamos o fluxograma do programa desenvolvido em codigo
C que efetua os calculos previamente explicados. Abaixo sao explicados as etapas que
aparecem no fluxograma. No codigo, uli][j], v[i][j] e P[i][j] representam wuf', o't}

Pt Similarmente, un[i][j], vn[i][j] e Pn[i][j] representam u NT é o

n n n
iyl 2l Viga © B

2,5,0? 4,7,0"
nimero maximo de iteragoes no tempo, XY[i][j], ... representam os coeficientes definidos
em 6.14 ou em 6.27, dependendo da etapa do codigo. As expressoes ul, vl, Pl e ugs,
vgs, Pgs sao varidveis auxiliares, mas imprescindiveis. As varidveis ugs, vgs, Pgs sao
utilizadas nas resolucoes construidas a partir do método de Gauss-Seidel, enquanto que
as variaveis ul, vl, Pl sao utilizadas para corrigir as aproximagoes feitas nos contornos
e as nao linearidades. Ambos os processos sao métodos iterativos. As expressoes BCU,

BCV, BCP representam os vetores U?H, 72‘“, ?ZH, respectivamente. As expressoes

Erro BC _NL, Erro_GS, Erro_BC P, Erro_GS P e Erro_uvw sao definidos por

Erro_BC _NL = max |ul[i][j] — uli][J]
Erro_GS = max |ugs[i] ] — uld] [j]|’
Erro_BC_P = max |Pl[i][j] — P[i[j]
Erro_GS_P = max|Pysli][j] — P[i][j]
]

1: Os valores de Re, At e NT sao estabelecidos, a malha é importada,

Y

(6.48)

Y

I

Erro_uvw = max |u[t][j] — unli][j



V1:
4.1:
4.2:
V2:
4.2.1:
4.2.2:
4.2.3:
4.3:
4.4.
4.5:

Va3:
7.1:
7.2:
V4.
7.2.1:
7.2.2:
7.2.3:
7.3:
7.4:
7.5:

10:

as condigoes de contorno e a condicao inicial de un, vn e Pn sao estabelecidas
a condicao inicial para ugs, vgs e wgs sao estabelecidas;
O comando for é aberto, com relagao ao passo de tempo n, n=1: NT}

Atualiza as variaveis ul e vl estabelecendo ul[i][j] = un[i][j] e vl[i][j] = vn]i]]/]
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Y

Y

O comando while é aberto, impondo Erro_ BC'_NL > Erro_BC _NL _Final,

Verifica se a condi¢ao while é satisfeita;

Calcula XY/ ... (referente & Equagao 6.14) e calcula BCU e BCV;

O comando while é aberto, impondo Erro_GS > Erro_GS _Final,
Verifica se a condigao while é satisfeita;

Calcula u e v;

Atualiza Erro_GS,

Atualiza ugs e vgs estabelecendo ugs[i|[j] = u[i][j] e vgsli][j] = v[i][j];
Atualiza u e v nos contornos;

Atualiza o Erro_ BC NL;

Atualiza a variavel ul e vl estabelecendo ul(i][j] = un[i][j] e vl[i][j] = vnl]i][j];
Calcula S[i][j];

Calcula XY/ ... (referente a Equagao 6.27);

O comando while é aberto, impondo Erro BC' P > Erro_BC P _Flinal,
Verifica se a condi¢ao while é satisfeita;

Calcula BC'P;

O comando while é aberto, impondo Erro GS P > Erro GS_P_Final,
Verifica se a condi¢ao while é satisfeita;

Calcula P;

Atualiza Erro_GS P,

Atualiza Pgs, Pgsli][j] = P[i][j];

Calcula e atualiza os contornos de P;

Atualiza Erro_ BC'_P;

Atualiza Pl, isto é, Pl[i][j] = Pli][j];

Calcula o residual de u, v e P e o maximo residual de P,

chamado de Max residual P;
Atualiza Pn, isto ¢, Pnl[i|[j] = P[i][j];

Atualiza Erroy,.,, € atualiza un, vn, isto é, unl[i][j] = uli][j] e vn[i][5] = v[i][j];
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11:  Atualiza Pn, isto é, Pnl[i|[j] = P[i][j];
V5:  Verifica a condigao de parada, isto é, se Erro_uwvw < Erro_uwvw_Final e
Maz residual P < Max _residual P _Final;

12:  Os resultados sao exportados e o programa é encerrado.

Fluxograma do codigo C:

{]

T
.
et
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6.1.5 Simulacao

Nessa simulacao consideramos um duto bidimensional de dimensoes 10 x 1, no qual
um fluido flui no sentido horizontal. Utilizamos as equacoes de Navier-Stokes adimensio-

nais e a equagao da continuidade, respectivamente,

%+u@+v@—_%+i @4_@ (649)
ot Ox oy  Ox Re \0x? 0y? '
ov ov ov oP 1 [0 0%
E—Fua—x—i-va—y——a—y—FE(@-Fa—yz) (6.50)
ou  Ov
Dy, (6.51)

A metodologia para resolver as equagoes adimensionais é a mesma que vimos neste capi-
tulo, bastando apenas adaptar coeficientes. As seguintes condigdes de contorno e condigoes

iniciais foram utilizadas:

o u(x,y,0)=0, o u(z,y,0)=0, e P(x,y,0)=1,
o u(0,y,t)=1, e v(0,y,t) =0, . 88]; o) =0,
¢ gz (10,y,t) =9, ¢ g:; (10,5,t) =9, o PI0y,1)=1,
o u(x,0,t) =0, o v(x,0,t)=0, . 88_]; o =0,
o u(x,1,t)=0, o u(z,1,t)=0, ° g—j o =

Utilizamos Re = 100, At = 1073, NX = 120, NY = 11. O erro admitido nas
iteracoes que corrigem as nao linearidades e os contornos de u e v foi escolhido como sendo
1079, o erro admitido nas iteracoes Gauss-Seidel para determinar u e v foi escolhido como
sendo 1077, o erro admitido nas iteracoes Gauss-Seidel para determinar P foi escolhido
como sendo 1075, o erro admitido nas iteracoes que corrigem as condicoes de contorno de
P foi de 1075, A condig@o de parada foi definida quando o méximo de |uf 7' —uf;| < 107
e o maximo do residuo de P for 10~%.

A aproximacao do termo D;, definida em 6.25, deve ser alterada artificialmente. De

fato, utilizamos a equacao D; ~ ~ Pl A[;n onde € = 4 x (340)*(At). Uma justificativa para
essa alteragao é observar que analiticamente D = 0, porém a aproximagao algébrica D},

nao é aproxima de zero nas primeiras iteragoes com rela¢ao ao tempo (indice n). Sendo
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assim, o termo artificial se faz necessario para que o coédigo estabilize. Observe também que
Dy'; — 0 quando n aumenta. Intuitivamente, ¢ esperado que ap0s as primeiras iteragoes no
tempo o termo D}'; comece a se aproximar de zero e assim, consequentemente, o codigo se
estabilize e convirja para a solugao esperada. O valor de € é obtido por tentativa. Quando

alteramos o ntumero de Reynolds Re, o valor de € deve ser ajustado. Outros parametros

também podem influenciar, porém com menos intensidade.

A seguir, as solugbes aproximadas obtidas pelo método de diferencas finitas para as
velocidades u, v e para a pressao P sao ilustradas pelas Figuras 6.3, 6.4 e 6.5, respectiva-
mente. A Figura 6.2 mostra o valor absoluto da velocidade em cada n6 e em alguns deles
inserimos um vetor que mostra o médulo, a direcao e o sentido da velocidade resultante.

As Figuras 6.6, 6.7 e 6.8 mostram o residual das fungoes u, v e P, respectivamente.

Joecmool coos et e et -
2 —_— —_— ——
L —— > — e — — —
P L= — —> ———— —= — — —> — — —
. T0 eaae — —— 20080 OO G4 — ot ot DOOTD ot —
Do — — pu—— —_— — p— — —_— —
B ey oot soo0: 000000000, coos: — .
O I C—#mo0esev00 06220000 0

Figura 6.2 — Perfil de velocidade absoluta vu? + v2, modelo 2D e dominio retangular.

1 5 HH Soecesese oeceseses

Wi

Figura 6.3 — Perfil de velocidade u, modelo 2D e dominio retangular.

0.1
“
-0.1

0 2 4 6 8 10
x

Figura 6.4 — Perfil de velocidade v, modelo 2D e dominio retangular.
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Figura 6.6 — Perfil do residual da velocidade u, modelo 2D e dominio retangular.
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Figura 6.7 — Perfil do residual da velocidade v, modelo 2D e dominio retangular.

%107

Figura 6.8 — Perfil do residual da pressao P, modelo 2D e dominio retangular.
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6.2 Equacoes de Navier-Stokes no sistema de coordenadas curvilineas

Iniciamos essa secao com a transformacao das Equacoes 6.2, 6.3 e 6.4. Vamos
alterar o sistema de coordenadas cartesianas para o sistema de coordenadas generalizadas

a partir da transformacao admissivel

T: ¢ = §(x,y)‘ (6.52)

n = nx,y)

A transformagao 6.52 determina uma relagao entre o sistema de coordenadas cartesianas
(x X y) e o sistema de coordenadas generalizadas (§ X 7). A invariancia da transformacao

admite a veracidade das relagoes

u o = u(¢(r,
( ), (6.53)

P = P(€($ay)7n$ay))

Y
vo= v(&(ry

Os operadores das equacoes dindmicas sao alterados pela adicao de novos termos, pro-
venientes da conexao afim que relaciona ambos sistemas de coordenadas. Utilizando a
transformacao de coordenadas 6.52, as equacgoes definidas em coordenadas cartesianas 6.2,

6.3 e 6.4 transformam-se, respectivamente, nas equagoes em coordenadas generalizadas

ou Ju ou\ (3P 8P
7 (e o " )+ (g ) =5 (65t )+

<£x€x e T 26210a aa;a + el gzz + Sm o 2 gz>+ (6.54)
%(éyéy% + 2@%% + nynyg%; + §yyg—z + nyyg—z),

%oy <u£1 +un, a") + <v£y@ + vny@) <§y ny@P) -

ot o€ on o€ 0 93 an
<§x€x e T 26210a aa;a + Nalle gQZ + fm o 2 2:;) + (6.55)

2 2 2
lu v v 8 v av (‘)/U
£ (665 + 2 + g + Enge + )
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ov ov
&y + oy = 0. (6.56)

gfa: 3 77;c 8_5
As solugbes u, v e P referentes a essas equacgoes serao obtidas por aproximagao, utilizando
o método de diferencas finitas implicito. Antes de apresentar as equagcoes discretizadas,
as Equacgoes 6.54, 6.55 e 6.56 serao reescritas de forma mais apropriada. Pelo fato das
Equacoes 6.54 e 6.55 serem similares, as proximas alteracoes serao mostradas apenas
para a Equacao 6.54. A Equacgao 6.55, por ser similar, terd as modificagoes omitidas. A
Equacao 6.56 ¢ utilizada juntamente com as Equacoes 6.54 e 6.55, com intuito de obter
a equacao de Poisson para a pressao. O procedimento é similar ao realizado no inicio
do capitulo 6, quando utilizamos o sistema de coordenadas cartesianas como referéncia.

Iniciamos rearranjando os termos da Equagao 6.54, obtendo a equagao

9? 2u 82u

du 7 LM
2i

M
875 ;(gscfx + 51/51/)

(6.57)

1 ou i ou
(—(U& +vg,) + ;(fm + fyy)) 7% + (-(unx +vn,) + ;(nm + nyy)) n + &,

onde, ¢ = (ﬁx 2 1 877) Renomeamos os coeficientes

Dy = (/) (&s + &48y),

Dy = 2(pu/ p)(&atte + Eyhy),

D3 = (p/p)(nzne + nyny), (6.58)
Dy = (—(u&a + v&y) + (/) (&oa + Euy))
Dy = (= (uns +vny) + (11/ ) (1zz + Nyy))
e, entao, obtemos a equagao

ou 9%u 0%*u 9%u ou ou
—=D—+D D:- +Dyj— 4+ Dr— .
En 352 2858?7 + ‘58 485 + 55 o + ¢, (6.59)

que é a forma simplificada da Equacao 6.54. Procedendo de forma similar a partir da

Equacdo 6.55 e definindo 1) = ——(éy o T T)y B P & possivel obter a equacio

Ov 0% 0% 0%v ov ov
=D D— D D— .
- 5z + Dogggr + Dags + Digg + D +0. (6.60)
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Para obter a equagao de Poisson em coordenadas generalizadas, aplicamos a transformagcao
de coordenadas 6.53 na equacao de Poisson 6.9, assim obtendo
0?pP o?pP 0*P 0P 0P

A A A: As—+ As— = 6.61
18§+28£8+382+ 38§+ “on S, (6.61)

para pressao no sistema de coordenadas generalizadas, onde

A = (&€ + 68,

Ay = 2(&ma + Eymy),

As = (Nene +nyny), (6.62)
Ay = (Cox + &),

As = (Nux + Nyy)

0?(u?) 02 (u?) 02 (u?) 8 8u 02 (v?)
_ 2 2 2
0?(v?) 02 (v?) ou ou
28ymy aEom + 775 an? + fyya_g + nyya_"‘
02 (uv) 02 (uv) 0?(uv) 8u
2§m§ya—€2 + 2(5:0771/ + 5yﬁx>?an + 20y —F—5— 877 + 2§xy ¢ + 2773:ya (6,63)

2 2

D 9°D 8 D

oD
(5:035 + gyy)a_ + (Um + nyy)

£

oD 49D oD
on ot

sendo

ou ou ov ov
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6.2.1 Discretizacao

Vamos procurar as solucoes das equagoes de Navier-Stokes 6.54, 6.55 e 6.56 por
aproximagoes, utilizando o método de diferencas finitas implicito. As discretizacoes dos
operadores diferenciais destas equagoes sao feitas utilizando diferencas finitas centrais nas

variaveis espaciais e diferencas finitas regressivas nas derivadas temporais, ou seja,

@ n+1 N uzjl . u?,j
ot At

,J

2 n+1 n+l n+1 n+1
d"u o Uitiy T 2w U
862 zj - A§2 7
2 n+1 n+1 . n+l . ntl n+1
0“u T R A R e e |
0&0n i 4AEAD ’
2 n+1 n+l n+1 n+1
9 u L Uigel T2 U
on? ij - An? ’
(6.65)
n+1 n+1 n+1
u o Uiy T Uiy
0& i 2A¢& ’
n+1 n+1 n+1
@ o Wi T Ui
), 2An ’
n mn n
(813) N Pl — Py
~ )
£).; A¢
n mn mn
<ap) PN, P,
o/, An

As aproximagoes referentes a funcao v sao analogas as da funcao u, por esse motivo sao
omitidas. Além disso, a metodologia utilizada nesta subsecao seréd a mesma utilizada na
subsecao 6.1.1, justificando o motivo de P ser avaliada no passo de tempo n enquanto que
u e v sao avaliadas no passo de tempo n + 1. Os operadores diferenciais de ordem maior

ou igual a 2 sdo descartados, pois nao contribuem de forma significativa [Maliska, 1995].

As aproximagoes definidas em 6.65 sao substituidas na Equagao 6.59, obtendo a
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equacao
n+1 n n+1 n+1 n+1
At Hid Ag?
n+1 n+1 n+1 n+1
(Dg)n“ “1:1,j+1 - “ij1,j+1 - ui-:_l,j—l + ui—+1,j—1
b 4AEAD
ntl _ gyntl 4 g ntl (6.66)
(D )n+1 Ui j+1 U; 5 ui,j—1+
3/i,5 An?
n+1 n+1 n+1 n+1
1 Wi, — Wit il |Yig+1 — Ui i1 —\n
(D4)i,j1 J2A€ ’ + <D5)i,j1 ’ 2A7] ’ + (¢)’L,]7
onde,
(DO & (/) (Ee)ig(Ea)ig + (&)ii (Ey)id),
(Do)t & 2(0/p) (&)1 (M )iy + (Ey)ii(ny)ig),
(D) = (1) p) ()i ()i + ()i ()i
(D)~ (= (&) iy + 01 (Eiy) (6.67)
(D5t~ (= (ne)ig + 0l (my)ig) s
—\n Py =P PR P
@) = (=) ((E)iy = me = + ()i =25,
— P, =P PP PR
W)~ (=) (&)~ a4 ()i =25,

Os termos que contém as nao linearidades sao destacados. Vamos proceder da mesma
forma que fizemos na subseccao 6.1.1, isto é, a cada passo de tempo n as nao linearidades
serao resolvidas por um processo iterativo. Iniciamos alterando a Equacao 6.66 com
a finalidade de reescrevé-la em forma de equagao matricial. Para este fim, os termos

semelhantes desta equacao sao identificados,
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upft = - uty | = 2ot it
Ar o P Ag? "
(D )nﬂ“ﬁﬁjﬂ ~ u?jll,jﬂ - “?fll,j—l + “?jll,j—l I
20 NN
n+1 o 1! n+1 n+1 n+1 (6'68)
30 An? i 2A¢
untL |yt ‘
2,7+1 2,7—1 .
D)t =2 n
( 5)1,] QAT] +(¢>'L,g7
e evidenciados,
At(Dg)Zjl o _At(Dg)Z;rl B At(D5)Zj+1 =
4A7’]A£ i—1,7+1 An2 QAT] 1,741
YD) s CAUDY AHDy)! EH' N
4A7’]A§ i+1,7+1 A§2 2A€ i—1,7
n+1 n+1
AL2 An? 0] ( |
6.69
At(D) AUD)TT N o
— »J — »J —+ +
AE2 2Ag ) [
MDY L (CAMDOET | AHDT
4A7]A§ i—1,7—1 A,UZ 2A7] i,j—1
At(DQ);H_l n n \n
- o U; j+ At(¢)i,j-

4AnAE

[

)u

i+1,5—1 —



Os coeficientes sao renomeandos, definindo

= n+1
=BHF"

e n+1
=HP;

— n+1
EFHFY

= n+1
=BH!

:Hn+1

= i?]

- n+1
ZFH!

= n+1
=BHB}

= n+1
=HB"

- n+1
=FHBY;

n
]

n
2]

onde (¢)7; é definido em 6.67.

At(Dy)
4ANAE

At(Ds)
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~ AY(D;)

An?

At(Dy)i T

At(Dy)H
4AnAE

n+1
5)i,j
2An ’

AE?

n+1
i,
IAE ’

| AH(D)

n+1
_%2Aﬂlghd ))

An?

17]

AE?

At(Ds)

9AE

At(Dy)H
4AnAE

nﬂ) (6.70)

An?

At(Ds)
4AnAE

[
(
(
[
(o
[
(
[

n+1
]
2An ’
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Substituindo os coeficientes 6.70 na Equacao 6.69 obtemos a equagao

EBHF) L+ EHP) |+ EFHF) WL, +

EBH) wrtly + GHE )+ GRS

(6.71)
EBHB) it + (EHB)! Wl + (EFHB)

4,J— ij Wit1,5-1

= uity + o5

De forma similar a Equacgao 6.55 pode ser aproximada, obtemos a equacao

(._,BHF)n+1 Z’Lj—ll’]+1 + (EHF)Z;J U’Z;:Fll + (._,FHF)TH-l :ﬁ:‘ﬁ]+1 +

EBHT o+ GRS+ EFEITON ]+

(6.72)

(2 FHB)"+1 ”ﬁ{] L+ (EFH)’"jjl v;fjtll + (HFHF)”jl ;"flfj )

- Ul]—i_/l/bl]?

onde ¢7; é definido em 6.70. As Equagoes 6.71 e 6.72 podem ser representadas na forma

matricial. Se considerarmos a Equacao 6.71 para NX = 3 e NY = 4, obtemos

nt1

ZHpYY EFH;Y 0 SHFTY SFHF} 0 0 0 0 0 0 0 uiy
=BHpI'  EH3Y  EFH3' EBHF3} EHF SFHFLT 0 0 0 0 0 0 uyt!
0 =BH;'  EHT 0 EBHF;;!  ZHF;T! 0 0 0 0 0 0 uyt?t
ZHB}}' ZFHB}S! 0 =FH}3! 0 ZHF}}'  =FHFS 0 0 0 0 ulst
SBHBy}' EHB3' =FHBR3' =BHy3'  EHyy'  =FHp3' =BHFyS'  =HF;S'  ZFHFSS 0 0 0 st
0 =BHB;3' =ZHBj;S! 0 EBH3E  EHLS! 0 =ZBHF;5  ZHF; ! 0 0 0 bt _
0 0 0 ZHBY'  EFHBYY 0 =HpY EFHE 0 ZHF}E  ZFHF}E 0 !
0 0 0 =BHBj%' EHBR;' EZFHBjf' =BH;E'  =HpS'  SFH;E' EBHF,S' EHFGL' SFHFG !
0 0 0 0 ZBHB;Y'  EHBGY 0 =BH3E  EHRE 0 ZBHF3E'  ZHF;E ugt!
0 0 0 0 0 0 ZHB}Y'  EFHB}Y 0 =HyY EFHPY 0 ul
0 0 0 0 0 0 =BHB5Y' EHBj' EFHBY' =BHY EHY EFHRY up it
| 0 0 0 0 0 0 0 =BHB;}' =HBY 0 =BHyY  EHRY | | wplt | (6 73)
'y ugT'EBHT + up g EBHBY T + ugt ' SBHFT! + upf ' SFHB T + u ' ZHBT! o,
Uz uf ' EBHB T + uif ' EFHBLT! + ug ' ZHBY T 2R
ul, up$ ' EBHBYT + uf {'EFH T + ' SFHBLT + w3 EFHF T + uy ' EHB; T o
uf, w3 EBHS! + up ' EBHBYE! + uf ' EBHF}S! o,
us o 0 29
wl, uTJZ’]ﬁFH"H + un+1 FHB"H + u’;tI_FHF”H N o,
up, up s ZEBHYE + i ' EBHBYS! + up ' ZBHF ! By
Uz 0 25
Uy wjs SFHES! + w5 EFHBSE + uf ' SFHFS ;! oy
ui, up T EBHY ! + i EBHBY ! + it EBHFY L + b D' EFHFY ! + uf T EHF} oy
uf, W' EBHFY! 4wt EFHFS ! + upt SHFS S o,
uy, uyF EBHFE! + uj i EFH T + w3 SFHBY! + ujt SFHFL S + uf 3 EHFG L oy
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O exemplo ilustrado pela equacao 6.73 indica que as Equacoes 6.71 e 6.72 podem ser

escritas na forma matricial, respectivamente, por

Mn-i—lﬁn-l—l _ ﬁn + ﬁ? + E>n’ (674)
onde
62”“ = [U?}Lla USJ{la U NY}T ,
ﬁn — |:u1,17u271,... UNXNy]T,
_>
(bn = [ ?,17¢721,1?"'7¢NXNY} )
e
M7V = Vi 7’3 + ﬁ” (6.75)
onde
Ve = Lt o]
7” = [01,17 02,1» e a'UNX,NY]T )
%
ot = R YR Wy

A matriz M ¢ esparsa de dimensdes (NX)(NY) x (NX)(NY). Seus elementos sao
formados pelos coeficientes varidveis 6.70 com relacao ao tempo e ao espago. Os vetores
ﬁ?“, ﬁ”“, U e 3”, assim como os vetores 7?*1, 7”*1, Ve ?”, tem dimensao
(NX)(NY) x 1. Além disso, os vetores 62?“ e 7?“ sdo formados por valores obtidos
nas fronteiras. Os vetores ﬁ”, 7n, 3” e ?” sao conhecidos, pois seus elementos sao
determinados no passo de tempo n, e esses sao conhecidos. Para resolver as Equacoes 6.74
e 6.75 e obter os valores de ﬁ"“ e Vz”“, respectivamente, também é preciso conhecer os
vetores ﬁ?“, 77;“ e a matriz M" !, Entretanto, estes sao definidos no passo de tempo
n-+ 1. Para contornar este problema, utilizamos uma aproximagao por iteragao. Para este

fim, configuramos um processo iterativo que inicia com a resolugao das equacoes

%
M U™ = U+ U+ §7, (6.76)
%
MV = V7 Voo e (6.77)
e obtemos uma estimativa para u/" e v7';' em todos os nos internos. Consequentemente,
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temos uma estimativa para a matriz M"*!. Por extrapolacao, os nés que pertencem aos
contornos sao atualizados e os vetores ﬁ?“ e 7?“ sao estimados. Com os novos valores
nos contornos, retornamos para as Equagoes 6.74 e 6.75 e criamos um lago iterativo, em

que as Equacgoes 6.74 e 6.75 sao repetidamente resolvidas obtendo novas estimativas para

n+1 n+1
ij  © Vij

U . Esse procedimento é repetido até um critério de parada ser satisfeito. O
critério de parada é estabelecido tomando a maior diferenca entre duas iteragoes, em rela-
¢ao a termos consecutivos, que deve ser inferior a um valor pré-estabelecido. Finalmente,
o lago temporal prossegue até incluir todo o transiente, em ambas as equacoes, e atingir
um estado estacionéario onde nao ocorram mais mudangas nos perfis de velocidades. Além

disso, as equagoes matriciais sao resolvidas utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.

Agora, voltamos para a equacao de Poisson para pressao 6.61, a saber

0?P o?pP o?P oP oP
A18_§2 + Azagan + A3 87]2 + A43_§ + A58_’I7 =2S.

Utilizamos o método de diferencas finitas para aproximar a Equagao 6.61. Os operadores

diferenciais da pressao P serao aproximados por

eP\™_ PRY, = 2P+ P
0&? AEL? ’

ihj

2 n+1 n+1 _ pn+l _ pn+l n+1
(5 P) P P - P R (6.78)

9Ed NN ’

1]

n+1 n+1 n+1 n+1
(8213) ~ Py = 2575 + Py
2 2 :

o/ A

Além disso, lembramos que estamos utilizando as simplificacoes sugeridas por Maliska,

1995. Mais especificamente, os coeficientes A4 e A5 devem contribuir de forma infima e

entao sao desconsiderados. Substituindo 6.78 em 6.61, obtemos

n+1 n—+1 n—+1 n+1 n+1 n+1
(A) Py — 205 + Py () Dot — 2057 + DT
1)i,j A£2 3)i,5 An2
n
n+1 o P +1 o n+1 + n+1
(A ) Tl g+l i—1,54+1 i+1,7—1 i—1,j—-1 Sn+1

7 4AEAD

(6.79)
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Os coeficientes (A1), (A2)ij, (As)i; sdo aproximagoes dos coeficientes Ay, Ay e Az da

equacao6.61, obtidos por discretizacao e definidos por

(A2)ij = 2((8)ii(Ma)ig + (§y)ii(my)ig), (6.80)

Mais detalhes sobre essas discretizagoes podem ser obtidas na subsecao 3.2.4. O termo
fonte S, apos as simplificagoes (derivadas de ordem superior a um séo descartadas), pode

ser aproximado por

~ 20°(4) *(w?) | 0% 0% 32('02)
92 (12 e 2
775 8(7;}2) + Qéxgy a<§2 ) + 2(£zny + gy x) 85517;) - nxnya(Tu;)‘f‘ (681)
D 02D , 9. 0°D oD
(€4 6) e +26me +&m) g+ 1 +75) 5 5) + E]

oD 9°D 9D 92D

Para aproximar os operadores D, %=, 565> beoy © an7» Movamente utilizamos diferengas

centrais, obtendo

n+1 n+1 n+1 n+1

u —Uu u;

n+1 i+1,j —1,j g+l Y1
(D)iF ~ (&a)ij— J2A5 L ()i A7 =+
U?ﬁl,j ~ U?—Tj Uz’fjill — Uﬁf—ll
(ﬁy)i,jTg + (ny)w’Ta
oD\"" Dyt — Dy
t).. At
n (6.82)
a2D +1 N D;z—:-llj . 2Dn+1 + _Dzn—l-ll‘7
€2 y A§2 )
82D i ~ Dzn—:rllj—l—l D?ﬁlgﬂ Dzn—:rllj 1 + D:LJrllg 1
0&0n i AN/ ’
n+1 n+1 n+1 n+1
82D ~ Dzj—Jrl_QD—’— +D7,;_1
n? iy -~ An?
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Os operadores diferenciais de S sao aproximados por

2w\
( 852 )2]

82(’&2) n+1
( 9o )zg
9% (u?) "
( on? )”
82(uv) n+1
( o¢? )zg
(82<UU))n+l
oo ), ;
82(UU) n+1
( on? )J
aQ(UQ) n+1
< 0¢? )”
82(1}2) n+1
( 3% )zg
82(1)2) n+1
( on? )zg

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

(ul5)? = 20 + ()
A2 ’
() = () = () 4 ()2
AAEAD ’
(ph? = 20+ (g
An? 7
(i viy) = 205 i) + (o))
INZ ’
(V) — (v 0) n
4AEAD
(6.83)
_(Uﬁll,j—ﬂz:rll,j—l) + (U?—Jrll,j—lvy—ﬁl,j—l)
AAEAT) ’
(u?jilvf;:&l) - 2(“?#“?;1) + (u?j—llvln;r—ll)
An? ’
(vie,)? — 200 )? + (v]5)

AE? ’

(U?-:rll,j—i—ly - (U?—Jrll,jﬂ)g - <Uz7'1++11,j—1>2 + (U?—Jrll,j—ly

AAEAD ’
n+l\2 2) n+1\2 n+1 )2
(Ui,j+1) (Ui,j )+ (Ui,jfl)
An? .

Utilizando as aproximagoes 6.83 e 6.82 podemos determinar a aproximagao para a fungao

S, definida por Sfjl. Assim, todos os termos da Equacgao 6.79 estao definidos. Podemos

rearranja-los de modo a obter a equagao
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EBHF ;P + EZHF; P4 | + EFHF ;P +
EBH;; P+ EH P+ EFH PN+ (6.84)
EBHB; ;P + EHB;; P 4+ EFHB P = St

onde

AN

(A
2y A€2 I
(A2)i;
A&An
(A3)ij
An? )’
(AQ) \2)4,5
AEAY

A{“An ’

) (6.85)

AEAR )
=FHB,,

A Equagao 6.84 pode ser representada em forma matricial. Se NX = 3 e NH = 4, obtemos

[ =m,, =FH,, 0  =HF,, S=FHF, 0 0 0 0 0 0 o ey
ZBH,; EH,; EFH,; ZBHF,; EHF,; EZFHF,, 0 0 0 0 0 0 Pt
0 ZBH;;  EHs, 0 =BHF;, EHF3, 0 0 0 0 0 0 Pyt
ZHB,, EZFHB;, 0 ZH,,  EFH, 0 ZHF,, ZFHF, 0 0 0 0 Pt
S=BHB,, ZHBy» EFHB,s E=BHy»  ZHyy  =FHyy, Z=BHFy, ZHF,, EFHF, 0 0 0 Pyt
0 ZBHB;, EZHBj, 0 =BH;,  EHs, 0 =BHF;, E=HF3, 0 0 0 Iz
0 0 0 ZHB,; ZFHB3 0 =H,; =FH; 0 ZHF,; ZFHF, 4 0 Pt |
0 0 0 ZBHB,3 EHB,s ZFHB,3 =BHy3 SH,3 EFH,3 Z=BHF,3 EHF,3 EZFHF., Pt
0 0 0 0 ZBHBs;3 Z=HBsj 0 ZBHy3  ZHay 0 =BHF33 ZHFy3 Py
0 0 0 0 0 0 ZHB,, EFHB,, 0 ZH,4 EFH, 0 Pt
0 0 0 0 0 0 ZBHB,s ZHB,, SZFHB,, ZBH,, ZH,, ZFH,, Pt
0 0 0 0 0 0 0 ZBHBs, EHBs, 0 ZBHs,  EHsy Pt
' T (6.86)
[sott ] [ Pyy'eBH,, + Py EBHB,, + P SBHF, , + Py SFHB, , + P{'SHB, ; |
Syt Py¢'EBHBy, + Pyf'EFHB,, + Py 'ZHB,,
Syt Py¢1=BHBs, + Py EFH;, + Py EFHBs, + Py 'SFHFs, + Pyg'=HBs,
St PyS'EBH, 5 + Py 'EBHB, » + P 'EBHF
Sy3t 0
Syt PJ'EFHy, + PPy EFHBy, + Py 'SFHF;
St - Py 'EBHy s + Py '=BHB 5 + Py 'ZBHF
Syt 0
St Pr{'EFHy 3 + P{§'EFHBs 3 + Py EFHF; 3
Syt Pyi'EBH 4 + Py3'EBHB, 4 + Pyd 'EBHF, 4 + Py EFHF, 4 + P/ EHF
Syt P4'EBHF,, + Py 'EFHF, 4 + Py EHF, ,
syt | Psd'SBHFs, + P{'EFHy, + P4 'EFHBy 4 + Pji'SFHF3 4 + Py3'SHF;, |
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O exemplo ilustrado pela Equacao 6.86 ajuda a compreender o formato matricial da

Equacao 6.84, que de forma geral pode ser escrita por

%
MP"+ = g+l 4 Prel, (6.87)
onde
T
ﬁn+1 - [PKT17P£T17 P]%—)’_(INY] )
T
ERE 1 R SR v

A matriz M é esparsa de dimensoes (NX)(NY) x (NX)(NY). Seus elementos sdo conheci-
dos, pois sao formados pelos coeficientes variaveis com relagao ao espago, que sao definidos
por 6.85 para todos 7,j. Os vetores 1_3>"+1, St g ﬁ?“ tem dimensao (NX)(NY) x 1.
Além disso, o vetor ﬁ?“ ¢ formado por valores obtidos nas fronteiras. O vetor St g

e vt que ja foram determinados

conhecido, pois ele é formado a partir dos termos w;’;
para todos 7,7 na etapa anterior desta resolucao. Para resolver a Equacao 6.87 e obter
os valores de fg”“ também ¢é preciso conhecer o vetor ﬁ?“. Entretanto, este vetor é
definido no passo de tempo n + 1. Para contornar este problema, utilizamos uma aproxi-

macao por iteracao. Para este fim, configuramos um processo iterativo que inicia com a

resolucao da equacao
MP"! — g7+l 4 Pn (6.88)

e obtemos uma estimativa para P"+1 em todos os nos internos. Os nds que pertencem aos
contornos sao atualizados (veja subsegao 6.2.2) e o vetor P’g“ ¢ estimado. Com os novos
valores nos contornos, retornamos para a Equacao 6.87 e criamos um laco iterativo, em
que a Equacao 6.87 é repetidamente resolvida obtendo novas estimativas para P"Jrl Esse
procedimento é repetido até um critério de parada ser satisfeito. O critério de parada é
estabelecido tomando a maior diferenga entre duas iteragoes, em relagao a termos conse-
cutivos, que deve ser inferior a um valor pré-estabelecido. Finalmente, o lago temporal
prossegue até incluir todo o transiente e atingir um estado estacionério onde nao ocorram
mais mudancas no perfil de pressao. Para encerrar o lagco temporal, além da Equacao 6.87
as Equagoes 6.74 e 6.75 também devem atingir seus estados estacionéarios. As equacoes

matriciais 6.87 sao resolvidas utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.
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6.2.2 Discretizacao das condigoes de contorno - Tipo Neumann

As discretizagoes e os céalculos referentes aos contornos seguem a mesma metodo-
logia apresentada na subsecao 6.1.2. Para as condigoes de contornos do tipo Neumann
referente as velocidades u, v e w as aproximadas sao feitas por extrapolagao, enquanto
que para a pressao P seguimos novamente a metodologia sugerida por Hoffman, 2001.
Cabe destacar que os calculos referentes as condigoes de contorno do tipo Neumann para
P agora serao mais trabalhosos, em comparagao com os calculos realizados na subsecao
6.1.2. Essa diferenca se justifica pelo fato de utilizarmos a equagao algébrica que apro-
xima a equacao diferencial para o célculo do contorno. Como a equagao algébrica é maior
(caso transformado), naturalmente os célculos para obter a pressao P nos contornos serao

maiores e mais trabalhosos.
e Equagoes da velocidade.

Suponhamos a velocidade u, no contorno direito (§ = &naz),

ou

— ez = 0. 6.89
A condicao de contorno 6.89 é aproximada utilizando diferencas finitas progressivas,
ou seja,
n+1 n+1
Unxi1,; — Unx,j
’ = =0 6.90
e (6.90

Lembrando que NX +2 ¢é o niimero de noés, tanto no eixo x quanto no eixo . Portanto, o
Z : : x n+1 _ . n+l
contorno é obtido simplesmente pela equagao uy'y,; ; = uj'y ;. Para outros contornos do

tipo Neumann, tanto da velocidade u quanto da velocidade v, a metodologia é a mesma.
e Equagao de Poisson para pressao.

Suponha a condi¢ao contorno 6.91.

oP

= =0. 6.91
877 N="max ( )

A condigao de contorno 6.91, pode ser aproximada por diferencas finitas centrais, conforme

a Equacao 6.92.
n+1 n+1
Bn—Ha (6.92)
2An
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Considere a malha com NX + 2 nés no eixo &, (0 <i < NX +1), e NY + 2 nos no eixo
n, (0 <j < NY +1). No contorno superior (i, NY + 1) a Equacao 6.84 torna-se

— n+1 _ ) n+1 — ) n+1
“BHFZ‘,NY+1P'—1,NY+2 + EHFi Ny Pi,NY+2 + “FHF%,NY+1Pi+1,NY+2 +

= n+-1 = n+1 = n+1
EBH; ny+1 B nvver + EHinyvad| Blyyy| + EFHinvv| B vy | T+

(6.93)

— n—+1 — n—+1 — n+1
HBHBZ—:NY'i‘l‘Pi—l,NY + EHBinva Piny HFHBLNYHPHLNY

_ n+1
= i, NY 417
A Figura 6.9 ilustra os nés no contorno superior.
Q- @D J=NY +2

_T_‘ j=NY +1
j=NY

Vany
A\ 74
D

Figura 6.9 — Representacao grafica da Equacao 6.93.

Observe que os nos de coordenadas (i — 1, NY 4+ 2), (i, NY +2) e (i + 1, NY + 2) ndo
pertencem a malha. No entanto, utilizando a Equacao 6.92 nos nés de coordenadas

(1—1,NY +2), (i, NY +2) e (i + 1, NY 4 2), obtemos as relagoes 6.94,

n—+1 n+1
]Di—l,NY+2 - Pz'—l,NY

=0
2Ay ’
n—+1 n+1
Pi,]—\tYJrQ - Pi,]—\’;Y _ 07 (694)
2Ay
PiTE,INYH - PZTEINY —0

2Ay

que podem ser reescritas por 6.95,
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n+1 . n+1
F)i—l,NY—l—? - H—l,NY’
n+1 _ n+1
Pi,NY+2 - Pi,NY’ (695)

n+1 o n+1
Piinyie = B ny
Portanto, substituindo em 6.93 a relagdo 6.95 o contorno superior P/'¥y.; pode ser de-

terminado.

6.2.3 Teste residual para a solugao encontrada

Esse teste ¢ configurado usando a equacgao diferencial parcial original. Para este
fim, todos os termos da equacao sao movidos para o lado esquerdo da equacao, de modo
que o lado direito seja zero. Em seguida, a partir das Equagoes 6.59, 6.60 e 6.61 definimos

os operadores

ou 0*u 0*u 0*u ou ou

Qu=22_p%" _p _p Y _p, M _pdt_g _
ov v 0*v v ov ov —
v ==_-p<Y_p -0, 2Y _p, & _p&_ .
V) =G ~Piga Doy~ Pogp ~ Pige ~ Doy (697)
9*P 0’P 0°P oP oP

/% o&on on? ¢ on

Apo6s a insercao da solugao encontrada no lado esquerdo o resultado seria nulo se a solugao
fosse exata. Em geral, o operador fornece valores nao nulos. Devido & natureza numérica
da solugao obtida, discretizamos 2, (1), Q2,(v) e Qp(P) pelo uso do método de diferengas

finitas implicito, obtendo, respectivamente, as equacoes
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n ui,' 2, n Uu; 1,5
(Qu(u)i ! = # — (D)t = A

n+1 n n+1 n+1 n+1
—u — QUU +u;

n+1 n+1 n+1 n+1
(D)1 Uity i1 ~ Wim1jp1 ~ Ui o1+ Uimg 1

20 NI

n+l n+1 n+1
Dot Yig 2u; 5+
(Ds3)7 -

,J AnQ
+1 +1 +1 +1
i - u?—l,j B (D )n—i—l qu-l-l B qu—l _ <a)n
5 Zvj QAT] ivj’

(6.99)

1 Wit1j
(D4)i,;_1 ~ ]2A€

n+l . n n+l n+1 n+1
(Q (o)) = B TV yen Vit 205 F Uity
ST = -
1,7 At 2y A£2
n+1 n+1 n+1 n+1
a1 Vit 141 — Vic1 41 — Vigrj-1 T Vic1 o
(D2)i'} -

o)™
" 4AEAD
n+l n+1 n+1
(D)1 Vit 2vij Vi1
ij An?

(6.100)

1 1 1 1
( 4)n+1M (D )n+1vz;_+1 — Vi

LTl ()
7,7 2A£ 5)i,5 QAT] <w)z,]7

n+1 n+1 n+1
(Q (P))n-H _ (A )r'z—}-l ]32'+17j 2Pi:j + piflyj_’_
P ij 1i,j AE2
n—+1 n+1 n—+1 n—+1
(A )n_l,_l P’i+1,j+1 - Pi*l,j+1 - PLHLLjfl + P’i*l,jfl

2/ig NI

n+1 n+1 n+1
(A Py — 2057 + Pt

(6.101)

3)i,5 An?
n+1l Pn—i—l n+1l Pn+1
(A )n—l—l i+1,5 i—1,j5 (A )n+1 1,j+1 ij—1 Sn+1

Respectivamente, os modulos de 6.99, 6.100 e 6.101 sao as medidas para os residuais R,,

R, e Rp (os desvios encontrados, a partir das solugoes obtidas)
(Ru)ij = |(Q(u))i4l, (6.102)

(Ry)ij = [(©(v))i4l, (6.103)

(Rp)ij = |(QAP))i |- (6.104)
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6.2.4 Fluxograma do cédigo C

Nesta subsec¢ao, apresentamos o fluxograma do programa desenvolvido em codigo

C que efetua os calculos previamente explicados. Abaixo sao explicados as etapas que

aparecem no fluxograma. No codigo, uli][j], v[i][j] e P[i][j] representam ut}, o1 e PP
Similarmente, un[i][j], vn[i[j] e Pnli][j] representam u};,, vi';;, e Pl%,;. NT & o ntimero
méximo de iteragdes no tempo, D1,... representam 6.58, EH][i][j],... representam os

coeficientes definidos em 6.70 ou em 6.86, dependendo da etapa do codigo. As expressoes
ul, vl, Pl e ugs, vgs, Pgs sao variaveis auxiliares, mas imprescindiveis. As variaveis ugs,
vgs, Pgs sao utilizadas nas resolugoes construidas a partir do método de Gauss-Seidel,
enquanto que as variaveis ul, vl, Pl sao utilizadas para corrigir as aproximacoes feitas nos
contornos e as nao linearidades. Ambos os processos sao métodos iterativos. As expressoes
BCU, BCV, BCP representam os vetores ﬁ?“, 7?“, ??“, respectivamente. As
expressoes Krro BC NL, Erro_GS, Erro_BC P, Erro_GS_P e Erro_uvw sao
definidos por

Erro_BC _NL = max |ulli][j] — u[i][J]

Erro GS = max |ug5 [j] — uli ][JH;
Erro BC P = max ’Pl [1][5] — Pli]l7]], (6.105)
Erro_GS P = max ‘Pgs Jl — Plills]],

Erro_uvw = max ‘u i|[j] — unli JH

As expressoes Erro BC NL _Final, Erro_GS _Final, Erro_BC P _Flinal,
Erro GS P _Final e Erro_uvw_Final sao pardmetros pré-estabelecidos utilizados

como condigoes de paradas.

1: Os valores de Re, At e NT sao estabelecidos, a malha é importada,
as condigoes de contorno e a condicao inicial de un, vn e Pn sao estabelecidas;
a condicao inicial para ugs, vgs e wgs sao estabelecidas;
2: O comando for é aberto, com relagao ao passo de tempon, n=1: NT;,
3: Atualiza as variaveis ul e vl estabelecendo wl[i][j] = unl[i][j] e vl[i][j] = vn[i][j];
4: O comando while é aberto, impondo Erro BC' NL > Erro BC NL _ Final,
V1. Verifica se a condicao while é satisfeita;

4.1: Calcula D1,..., EH,... (referente & Equacao 6.70) e calcula BCU e BCV
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4.2: O comando while é aberto, impondo Erro_GS > Erro_GS _Final;

V2:  Verifica se a condicao while é satisfeita;

4.2.1: Calcula u e v;

4.2.2: Atualiza Erro_GS;

4.2.3: Atualiza ugs e vgs estabelecendo ugs[i|[j] = u[i][j] e vgs[i][j] = v[i][j];

4.3:  Atualiza u e v nos contornos;

4.4: Atualiza o Erro_ BC NL;

4.5:  Atualiza a variavel ul e vl estabelecendo ul[i][j] = un[i][j] e vl[i][j] = vn[i][;];

5: Calcula S[i][j];

6: Calcula FH, ... (referente & Equacao 6.86);

T O comando while é aberto, impondo Erro BC' P > Erro_BC P _Flinal,

V3:  Verifica se a condicao while é satisfeita;

7.1:  Calcula BCP;

7.2: O comando while é aberto, impondo Erro GS P > Erro_GS P _Final;

V4:  Verifica se a condi¢ao while é satisfeita;

7.2.1: Calcula P;

7.2.2: Atualiza Erro_ GS _P;

7.2.3: Atualiza Pgs, Pgs[i][j] = Pli][j];

7.3:  Calcula e atualiza os contornos de P;

7.4:  Atualiza Erro_BC _P;

7.5:  Atualiza P, isto é, Pl[i][j] = Pli][j];

8: Calcula o residual de u, v e P e o maximo residual de P,
chamado de Max residual P;

9: Atualiza Pn, isto ¢, Pnl[i|[j] = P[i][j];

10:  Atualiza Erroy,, e atualiza un, vn, isto é, unli][j] = u[i][j] e vn[i][j] = v[i][j];

11:  Atualiza Pn, isto é, Pnl[i|[j] = P[i][j];

V5:  Verifica a condigao de parada, isto é, se Erro_uwvw < Erro_uvw_Final e
Mazx residual P < Max _residual P _Final;

12:  Os resultados sao exportados e o programa é encerrado.
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Fluxograma do codigo C:
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6.2.5 Simulagao

Nessa simulacao consideramos um duto bidimensional curvilineo, contido em um

retangulo de dimensdes 10 x 1, no qual um fluido flui no sentido horizontal.
: T
- i
333
o Hiiiht

i
0 2 4

6

10
Figura 6.10 — Dominio curvilineo bidimensional

Utilizamos as equagoes transformadas de Navier-Stokes adimensionais 6.106 e 6.107 e a
equacao da continuidade 6.108 para modelar o escoamento, onde

ou

5 (l@ +w7mau) (
t & on

6u 8P
2 2
- (@@ o+ X AR AT

g+ a“ =+ @ +
0*u 9%u 0%*u ou ou
<€y€y 862 + gyny aga + nynya 2 + fyy 85 + nyya ) ]
% (w62 b 22 4 (ve, 2 4 oy 2 6L, 20N 4
ot \"mae Ty, yag Uy o y ag ™
1 0*u d*u ou ou
<§m§z 852 =+ 2§m77x 8{@ + mﬂ]za D) + gmm 85 + Naa 77) + (6.107)
(62 26 2t

v v ov ov
fygy 852 + gyny@ + Uyﬁym + gyya_g nyya_n )
v
85& a =, + aggy o= 0. (6.108)
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A metodologia para resolver as equagoes adimensionais é a mesma que vimos neste
capitulo, bastando apenas adaptar coeficientes. Foram utilizadas as condigoes iniciais e

condicoes de contorno

e u(§,n,0)=0, e v(§n,0)=0, e P(§n,0)=1,
o wu(0,7,t) =1, o 0(0,7,t) =0, . (2_];‘50:0’
. Z_zg:m:o’ . g—zgzwzo o P(10,n,1) =1,
o w(£0,8) =0, o V(€08 =0, . g_];nozo,
o w(E14) =0, o wE 1) =0, . g_inzlzo.

Utilizamos Re = 100, At = 1073, NX = 155, NY = 16. O erro admitido nas iteracoes
que corrigem as nao linearidades e os contornos de u e v foi escolhido como sendo 107¢, o
erro admitido nas iteragoes Gauss-Seidel para determinar u e v foi escolhido como sendo
1072, o erro admitido nas iteracoes Gauss-Seidel para determinar P foi escolhido como
sendo 107°, o erro admitido nas iteracoes que corrigem as condicoes de contorno de P foi
de 1075. A condicao de parada foi definida quando o maximo de \u?;rl —u;| <107 eo

méaximo do residuo de P for 10~%.

A aproximacao do termo Dy, definida em 6.25, deve ser alterada artificialmente.

De fato, utilizamos a equagao D; ~ e%, onde € = 4 x (340)?(At).

A seguir, as solugoes aproximadas obtidas pelo método de diferencas finitas sao
mostradas. A Figura 6.11 mostra o perfil da velocidade absoluta, v/u2 + v2. Em alguns dos
noés ¢ também mostrado o vetor que indica o modulo, a diregao e o sentido da velocidade
resultante. As Figuras 6.12 e 6.13 mostram de forma detalhada os vortices que surgem
apos as barreiras que o dominio curvilineo oferece. Logo apoés, as Figuras 6.14, 6.15 e
6.16 mostram respectivamente os perfis das velocidades u e v e da pressao P, enquanto

as Figuras 6.17, 6.18 e 6.19 mostram respectivamente os perfis dos residuais de u, v e P.
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Figura 6.15 — Perfil de velocidade v, modelo bidimensional e dominio curvilineo.



> 0.5 -

Figura 6.19 — Perfil do residual de P, modelo bidimensional e dominio curvilineo.
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7  EQUACOES DE NAVIER-STOKES 3D

Neste capitulo, vamos resolver as equagoes de Navier-Stokes 3D para fluido incom-
preensivel, isto é, tridimensionais. Em coordenadas cartesianas, essas equacoes podem ser

descritas por

g+(ﬁﬁ)ﬁ_%€zﬂ+mﬁ+8,

(7.1)

v.TU =0,

onde ﬁ = (u,v,w) é o campo de velocidade, P é a pressdao, V = (8%, 6%, %) é o vetor
gradiente, A = (88—; + 83—52 + g—;) é o operador Laplaciano, 8 = (0,0,9) ¢é a forca da
gravidade, p1 é a viscosidade, p é a densidade e v = % é o coeficiente de viscosidade

cinematica. Podemos expandir 7.1, obtendo as equagoes

@4_ @4_ a_u_|_ @__l@_P v 82u+82u+82u (72)
ot " "or U@y Yo: T p Ox ox?2 Oy 022)’ '
@4_ @4_ @4_ @—_la_P+ 8_21)4_@4_@ (73)
ot ox Uay Yo, T p Oy Y\ o2 oy?  022)° '
dw Ow 0wy 0 1P (0w Ot Ot (7.4)
ot Ox oy 0z  p Oz ox?2  Oy? 022 4 '
ou Ov Ow
%—Fa—yﬁ-% = (7.5)

Nosso objetivo é determinar as velocidades u, v, w e também a funcao pressao P. Para
obter a pressao P vamos resolver uma equagao de Poisson para pressao, obtida utilizando
a partir de combinagoes das Equacoes 7.2, 7.3, 7.4 e 7.5. Mais precisamente, iniciamos

obtendo as relagoes

(i) a% leq. 7.2] + a% {uleq. 7.5]},

(ii) a% leq. 7.3] + 8% {vleq. 7.5]},
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(i) 2 [eq. 7.4] + 2 {w/eq. 7.5]}.

Obtemos, respectivamente, as equagoes

(uz>t + (u2)mm + (uv):cy + (uw>mz - _% xx + V(ua:r + uyy + uzz)za
(vy)e + (u0)ay + (V%)yy + (vw)y: = _% yy +V(Vax + Vyy + V22)y, (7.6)

(wz)t + (uw)xz + (Uw)yz + (w2)zz - _%Pzz + V(w:vac + Wy + wzz)z
Somando estas equagoes, obtemos

Dy + (u)ae + (0%)yy + (02)2 + 2(u0) 4y + 2(v0),, + 2(vw),, =
, (7.7)
_;(Pa:x + Pyy + Pzz) + V(D;Bx + Dyy + Dzz)7

onde D = (u, + v, + w,). Isolando o termo V2P, obtemos a equagao de Poisson para

pressao

??)  0*(vY)  0?(w?) 0 (ww) _0P(uw) _0?*(vw)
ox? + Oy? + 022 2 0x0y 2 0x0z 2 yoz +

(_V)<a2p &*D 82D> a_p]

VP = — [
(7.8)

0x? * 0y? * 072

7.1 Mudancga do sistema de coordenadas

Nesta secao, vamos reescrever as equagoes Navier-Stokes e a equagao de Poisson
para a pressao em coordenadas generalizadas. Para este fim, suponhamos que exista uma

transformacao admissivel T, definida por

§ = £(x>yaz)>
T n = n(xvyaz)7 (79)

C = C(l‘,y,Z).
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A transformagao 7.9 determina a relacao entre o sistema de coordenadas cartesianas
T Xy Xz e o sistema de coordenadas generalizadas £ xnx (. A invariancia da transformagao

admite a veracidade da relacao

u(§(z,y, 2),n(r,y,2),¢(r,y,2)),
v (&(r,y,2),n(z,y,2),((z,y,2)),
§(z,y,2),m(r,y,2),((2,y,2)),

(7.10)
w ( )
P (&(x,y,2),n(r,y,2),((,y, 2)),

Os operadores das equagoes dindmicas sao alterados pela adi¢ao de novos termos. Estes,
provém da conexao afim que existe entre os sistemas de coordenadas. A seguir, mostramos
como obter os operadores de primeira e segunda ordem das equagoes Navier-Stokes e de
Poisson para a pressao em coordenadas generalizadas. Logo apoés, os novos operadores

sao substituidos nas equacoes originais obtendo as respectivas equagoes transformadas.

7.2  As equagoes de Navier-Stokes representadas pelo sistema de coordena-

das generalizadas

As equacoes Navier-Stokes 7.2, 7.3 e 7.4 e a equacgao de Poisson para a pressao 7.8
serao reescritas em coordenadas generalizadas. Iniciamos pela Equagao 7.2. As Equagoes
7.3 e 7.4 sao similares a Equacao 7.2 e, por isso, seus desenvolvimentos serao omitidos.

Por fim, a Equacao 7.8.

A conexao afim relaciona os sistemas de coordenadas Cartesianos e o sistema de
coordenadas generalizados. A partir desta relagao, os operadores diferenciais de primeira

ordem que aparecem na Equacao 7.2 sao reescritos por

ou ou ou

81’_51 €+r/za _'_gxa_ga

@—ga_u_|_ a_u+<“_
By YoE " Man T o
(7.11)

ou ou

a_ fz + UP

ou

on = TaC

oP oP oP oP

ac ~ g Moy toac
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Os operadores diferenciais de segunda ordem, que aparecem na Equacao 7.2, sao reescritos

por
82 8 au 50 5,0
82u 82u 62u
2£m7]ma§a + 251@8&% + 2%@8 3C
9%u ou ou ou , 0% 0*u
(9_y2 :fyya_g‘*‘nyya_n"'@yac +§y8_§2+ yﬂjLCya_Csz (7 12)
0%*u 9%u 9%u '
2 — 42 — 42 —
fyny agan + fyCy agag— + 77yCy 877644
0%u du du ,0%u  ,0%
az fzz 5 +7]zz +szac +§za€2 Z8_772+<28_C2+
9%u 9%u 0%*u
2£z77za£a + fzé"za&% + nzcza oC
Substituindo 7.11 e 7.12 em 7.2, obtemos
ou 8u 8
8 8u
z + z +v xx + + 2z =+
- >(sg <<> (6o + 6 + )
ou ou
v(nm+nyy+nzz)8—n+v(<‘m+cyy+czz) o " v(E&+&+¢ )652
(7.13)
o%*u 9%u
v(n§+n§+m)a— (<2+<2+C2)a—<2+
2 (€ + €ty + Ea1.) o2 (6 66+ 66 Tu

0? 8P oPr
2v (NG + 10y Gy + 772Cz>a aug ; <§r o + Ca C)

Reordenando os termos de 7.13 de modo que os operadores diferenciais com relagao a u

sejam colocados em evidéncia, obtendo
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0
Tp = (0 — 06— W) F vl + G+ 6) |t

0
[(—U% — Uy — wn.) + V(Nee + TNyy + nZZ)] 8_:]L+

0
[(_ugac - UCy - wCZ) + V(Cwm + ny + sz)} @_Z+
(92u 5 o 0*u
an? @<+C+C>5§+
0%*u 0%*u

ooy 20(aCe + &Gy + ngZ)agag“L
(92u (9P 8P>

(7.14)

824
v(E+E+E )8—52+V(77§+77§+77§)

20 (Eamy + &y + &) mmm

Agora renomeamos os coeficientes obtidos na Equagao 7.14, definindo

Dl = :(_ufa: - 'Ugy - wfz) + V(f:rx + gyy + fzz)} )

Dy = (—W?x — UNly — wﬁz) + V(nxw + Ny + nzzﬂ )

Dy = (G = 0y = 0C:) + (Car + Gy + Go2)|
Dy=v(& + &+ &),

Ds = v(n? +n; +12), (7.15)
De = v(¢; + ¢, +¢7)

D7 = 2v(&une + &y + £2112),

Dy = 2v(&:C + &Gy + .G,

Dy = 20(12Ce + 0y Cy + 1:C2)-

Substituindo os coeficientes 7.15 na Equacao 7.14, obtemos a equagao

ou ou ou ou 9%u 82u 0%u
a9 D15§+D28_77+D 8C+D48§2 Dﬁa—CQ-i—

R 0% 0%
Dy——+ D D
"agan T acac T anac T

(7.16)

®,
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onde, ¢ = % <§L o T N 6n Dt CL > Com o mesmo procedimento, obtemos as equagoes
v v v v 0% 0% 0%
— =D D D: D D Dg—
It 18§+ 2877+ 58C+ 485 + 582+ 68C2+ _
0% 0% Pv .
D D
"aean T Pagac T Pognac Y
Ow Ow Ow Ow 0%w 0*w 0w
— =D1— 4+ Dy— + D3 D Ds Dg——
ot 10§+ 2077+ 3C+ 405 + 82+ 66C2+ _
0w 0w 0w '

Dr—— + D D w
78£8n+ 88&%4— gani?(—i_w

Para obter a equacao de Poisson em coordenadas generalizadas, aplicamos a trans-

formacao de coordenadas 7.9 na equacao de Poisson 7.8,

0*(u?)  0*(v?)  9*(w?) 0?(uw) 02 (uw) 0?(vw)
2 —
VP = p[ 0x? + 0y? + 022 +28x8y +23x82 +28y82+
F)<WD+8HI+WD> oD
N0 022 T o) T o |

obtendo

0?pP 0?pP 0?P 2P 0?P 0?P

A A A: + A + A + Ag =S. 1
gzt Hsga T Aigg T g tAgae =5 (1Y)

Na Equacao 7.19, os coeficientes Ay, A, A3, Ay, As e Ag sao definidos por 7.20 e S é
definido por 7.21.
A = (E+E+E,
Ay = (g +my+n2),
A3 = (G+¢G+E),
Ay = 2(&m + &y + E12),
As = 2(&G + &G +EG),
As = 2(muCe +myCy +1:C).

(7.20)
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0*(u?)
IED
62 82 2
+€y a(<2) + fy Ty af(g)
2 0%(w?) 0*(w?)
are o€

92(u2) 92(u2)

geac 2 aag

(v ) 32(?)2)

P (w ) nC 32( )

85(% 152 C
0*(uv) 0?(uv) 02(uv)

2[5””53’ﬁ oy T acae

02(uv) (uv) 0?(uv)

dEdn (ngy +€y€m) DEAC (nygm +"7ny) }

0% (uw) 0*(uw) 32(Uw)
[{f & DEDE + 10212 ndn a<a<
82(uw)

aga

+ 28,

+ 28:Ca

62 2 82 82 2
S=—p{§§ o a(“z)m o

2070 0% ()

f?l 652 +n?l 8772

2 0?(w?) L 0?(w?)
0¢? on?

+ 284Gy

+

§

+¢ + 28.7.

+ 26.C.

(n;ugm + 77.L£U)

+ Gl

FECHEC) 82(;2’)

0? 0?
82(1)111) (vw) 02 (vw)
(0:6 + ) gy + (66 + 66 e + 016+ 16 5, 5 |+
9’D ,0?D 0°D 92D 92D 82D
[Sz gez Tl g +¢ a2 +2£xnma§a + fzcza£a<+ 2lagy aet
o*D  ,0°D 9*D 92D 92D 92D

& €2 + an? +¢ ac? + 25@/7721857 + 25@/@/@ + 277y€y87({9<_+

,0*D | D %D D) @D, D

oD
e 11 ot % a2 +2§z"’za§a T 2Cgeac 54} }

(7.21)

(nzfz‘ + T/wgz) (7/ZC9L' + ”Isz)

§

onde D é descrito por

8 9,

o TG <> + (Syg—z iy, +<y§—§)+

(@8—5 LS <>

=\(&>52
( %" (7.22)

7.3 Discretizagao

As solugoes aproximadas das equagoes definidas por 7.16, 7.17, 7.18 e 7.19 sao
obtidas utilizando o método de diferencas finitas implicito, utilizamos diferencas finitas
centrais nas variaveis espaciais e diferencas finitas regressivas nas variaveis temporais.

Iniciando pela Equacao 7.16, os operadores diferenciais sao aproximados por
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(3_)”+1 il Wil
ot /4,5l AN
1 +1 +1 1 +1 1, n+1
ou " 2a\"T
%) i 41 2880 9,5 Ag? ’
1 +1 +1 1 +1 +1 +1
ou\"" ~ Ui g%y 1 o2\ ~ Ui =2
)i B0\ g Ar? ’
1 +1 +1 1 +1 +1 +1
au\"" g Uil 2\ O e Wi
VY 286 N9 A2 ’
1 +1 n+1 +1 +1
0%u nt zn+1,3+1l ui—1,j+1,l_u?+l,j—1,l+u?—1,j—1,l 7.93
1 +1 +1 +1 +1
2u nt ~ W 1Y e Y1 T
1 +1 n+1 +1 +1
%u nt ~ n]+1 I+1 “',j71,1+1_“Zj+1,l—1+“2j71,171
MmoC ) 4ANAC )
orP " ~ PPt or " ~ PP
% /il 288\ )0 28n 7
oP " ~ Pz'T,Lj,lJrl_PiT,lj,lfl
)i~
Substituindo 7.23 na Equacao 7.16, obtemos a equacao
n+l . n n+l _ n+l n+l _  n+l
Wige — Uigp _ (D)1 Yirt gl — Yim1gl (Dy)H Yigrg — g1t
n+1 . ntl n+1 o n+1
Doyt Yt — Yigie1 e Ytgg — 2 + U
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
1 VgL T 2V, i,j— n+1 Vag 4+l T 2V, i,,l—
i1 Wi 2w+ 10 1 Wil 2u; T +u T
(DS)i,j,l ATZQ + (D6)i,j,l AC2 +
(7.24)
ui 1] — g Ty
<D7>n+l1 Uit1,j i—1,j+1, i+1,j-1, iLj-Lly
7]7 4A£Alr]
n+1 o n+l .+l n+1
(Dg)t Wiy jaer = Wil g — Wit T W1 o1 n
1/7]7 4A§A€
n+1 _ ,ntl _ o+l n+1
(D )n+1“z',j+1,l+1 Uig 1041~ Yigrig—1 T Ui 101 + (@)
9)4,4,1 4,5,

4ANAC



onde,

(D))

(Dy)+}

1,5,

(DS)ZIII

(Dg)r T}

1,5,

(Ds))

(De)it!

1,9,

(D7)~ 2u

2,3,

(Dg)"H} = 2v

2,9,

(Do)}

T
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R (=l (En)iga — V8 (& )iga — wi (E)iga)s
R (= (e)ige — ol (my)ige — Wl (02)i ),

~ (—u njzl(Cx) 05l Zj:ll(gy)i,j,l - ij:ll(Cz)i,j,l)a

Q

V()75 + (&7 + (€750,

22

v((n2)? gl T (1y)7 i (02); ,]l)?
(7.25)

Q

() + (G)Ega + (&),

((€a)iga(me)iga + (§)iga(my)ige + (€)iga(n:)ig0),
((€a)iga(Ca)ia + (&y)ia(Cy)iga + (€)iga(C2)ia),
~ 2000 )i1(Ca)igi + (My)iga(Cigie + (02)iga(C)igin)s

P pr. . —P pro
((&r)zyl%{m + (Me)i ja S B (G mlchm,ll)_

Os termos destacados sao partes das nao linearidades da equagao. O objetivo é reescrever

a Equacao 7.24 em forma de equacao matricial. Para este fim, vamos reescrever a Equacao

7.24 de forma mais adequada, onde as nao linearidades serao incorporadas aos coeficientes

da matriz.

contornos.

Outro problema que surge esta relacionado com os os noés que pertencem aos

Para resolver ambos os problemas, utilizamos aproximacoes, obtidas por um

processo iterativo. De fato, o procedimento é analogo ao feito para o caso bidimensional.

Além disso, nos coeficientes aproximados de Dy, Dy e D3 as derivadas de segunda ordem

de &, n e ¢ com respeito a x, y e z foram descartadas. Segundo Maliska, 1995, derivadas

de ordem maior ou igual a dois nao influenciam de forma significativa.

Antes de modificar a Equacao 7.26, destacamos os operadores que serao colocados em



150

evidéncia, obtendo

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1
Wiga |~ Yigu i1 |~ Yi-141 Wigrra| = | Wig—1
— = (D))"} + (Dy)t} +
At bk 2A¢ bk 2An
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
| gt | T Mg Y e P T e Y
(Ds)i5 INC + (Da)i5 NG
Uf.LJ.rl — 92 unfl + unJr_l uﬂfl — 92 un{rl + unfl_
(D )n+1 i,5+1,0 1,5, ,5—1,0 (D )n+1 i,5,0+1 1,550 1,5,0—1
& 4 & +
5 7, A,',IZ 6 1,9, ACQ (726)
n+1 n+1 .+l n+1
(D )n+1 Uigt i1 — Yic1 10 — Yig1j-10 T Ui71,jf1,l+
7
W 4AENAD
n+1 n+1 n+1 n+1
<D8)n+1uz+1,J Al T Wil g T Wi g—1 T U Ly
il AAENC
n+1 n+1 n+1 n+1
(D >n+1“i,j+1,l+1 T Uijorga1 T Uiy U + (@)t
o)™ A
2,7, 4A77AC 2,3,

Colocando em evidéncia, a Equagao 7.26 pode ser reescrita como

. 20H(Dy) T 2A8(Ds) ) 208H(De) T\
tTae tTap YA gl
_AyD 7;; - At(Dy) ) i At(D i At(Dy) N .
A§2 41,5, g AgZ i—1,7,l
n+1 n+1 n+1 n+1
At ”l B At(Ds)i i m B At D5 ”l s
An? i,J+1,l i1,
_AyD 7;} - AtDe) T\ . At(D 7;} At 06 7;; i,
A2 Wi jl+1 Ui g1
"+1 n+1 n+1
A D7 717 L 717 untl At(Dr) ZJ, L (7-27)
4A§AT/ i-‘rl,j-‘rll 4A5A U 1,]+1l 4A§A H—l,] 1l

n+1 n+1 n+1
A t(Dr) j umtlo _At(DS)z;t e At(Dy); ,;tl o
4A£A i—1,5—1,1 4A§A< i+1,5,04+1 4A§A§ i—1,7,04+1

<At(D8 76;:1> n+1 4 (_At(DS)Zj:ll> un+1 + (_At(Dg):I;) n+1 +

4A§AC z-‘rl,_],l 1 4A§AC i—1,5,l—1 4A77AC 4,+1,014+1

At(Dg 7?:1 n+1 4 At(Dg)”’Il un+1 + _At(Dg)ZIll un-i—l
4A17AC ,]—l,l—i—l 4A77AC i,7+1,0—1 4A77AC i,j—1,0— 1=

ul's, + (97 At
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Agora, vamos renomear os coeficientes e, para para isto, definimos

:Hzn-i-l _ 1 + 2At(D4)ZIll QAt(Ds)Zj:ll 2At(D6)ZIII
= 1,7, Aé’Q AUQ ACQ )
n+1 n+1
bk 2A& A2 )
=BHZ" — At(Dl)Z;:ll - At(Dﬁl)ZIll
- Wt 2A¢ A2 ’
n+1 n+1
cupgert - [ 28Dy AHDs),
1,9, 2A77 AUQ )
:‘HBZTL+1 _ At(D?)ZIll _ At<D5)Z]‘+Jl
o 24 A )
n+1 n+1
EHZF"T! = _At<D3)wJ _ At(Do)iji
wt 2A¢ NGk
SH7 B — At(Ds)rfi AtDs)rfi
C Y YE N | (729
At(D T,L—.H At(D 7'L-?-1
EFHFZn+l1 = _M , EBHFZn+ll _ ( 7)2,],1 :
“h 4A§A77 0 4A£A7]
EF’HBZ;H_I1 = M , EBHBZ?—i—ll _ | _ ( 7)1,],1 ’
b 4A§A7] 2D 4A5A7]
EFHZF“#} = —M ’ EBHZF;H_; _ ( 8)z,j,l 7
b 4A§AC 5J 4A§A<’
At(Dg)TH'll At(Dg)M—ll
EF‘HZB”Jrl = | —_2/%ht EBHZBn+1 — | _ 7,
ot NI bt NI
AUDo) At(Dg)jt}
EHFZF”JFI = ANl VILE EHBZFnJrl _ 7,
bt AANAC )’ bk AANAC )
At(Do)1H) At(Dy) !
SEHFZB" ! = | ——— 50 =HR7ZB™ = | — iyl
Z7J7l 4A?7AC ’ 7/7]7l 4A77AC )

Zj,l = (aﬁ,ﬂAt-
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Substituindo os coeficientes definidos em 7.27 na Equacao 7.28, obtemos a equagao

=HZ " N u

1,51

n+1
i7j7l

EHFZ

4,75

n+1
WU; 511,

=HZB"H}

7/7j7l

n+1
Wiji—1

SFHBZ™ !

2'7j7l

i+1,5—1,

- n+1_ n+1
HBHZFMJ [y

n+1, n+1

EHFZFET

i Wi 1041

— n+1, n+1
EHBZB;ju; "y

_l_

- n+1|  n+1
SFHZ; G| vt

- n+1| , n+1
=HBZ; 5, vy,

- n+1, n+1
HFHFZMJ (g

- n+1l, n+1
EBHBZ; jjui™y ;4

- n+1, n+1
EFHZB; w4

- n+1, n+1
EHBZF w7y 44

n n
Wi i+ Piji-

+

- n+1/  n+1

- n+1| , n+1
=HZE /w14

- n+1, n+1

- n+1l, n+1
_FHZFM’Z W i

- n+1, n+1
=EBHZB, (e

- n+1, n+1
EHFZB w7

+

+

+

+

_|_

+

(7.29)

De forma analoga, as aproximagoes para as Equagoes 7.17 e 7.18 sao obtidas, respectiva-

mente, por

EHZ v

40

n+1
i7j7l

=EHEZ 0

Z7j7l

=EHZB" v

i7j7l

n+1
i,5+1,1

n+1
i7j’l_1

- n+1, n+1

EBHZFTH—l n+1

il Vie1,4,0+1

- n+1, n+1
EHFZE 050

- n+1, n+1
EHBZB; ;v 1,4

n+1

- n+1
=FHZ o

Z7j7l

n+1
i,j—1,1

=HBZ" v

?’7j7l

- n+1, n+1
EFHEZ v

- n+1_ n+1
_BHBZZ.J,Z AR

- n+1, n+1
EFHZB G v i

- n+1_ n+1
_HBZFi’j’l Vi 04

n n
Vg Vi

n+1
i—1,7,1

=BHZ" v

Z7j7l

n+1
27.77l+1

SHZE v

i7j7l

- n+1_ n+1
_BHFZZ.M Vi i1y

- n+1, n+1
EFHZE; 0 0

- n+1, n+1
_BHZBM-J Uiy i1

- n+1_ n+1
HHFZBM,Z Vit

(7.30)
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=ZHZB" ! w
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0,7, z+1J71J
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n n+1
EHFZF wifl
n n+1
EHBZB it
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- _g ¢ Pl — Pl g Bl — By +¢ Pl — Pl
1,7, p Y ) QAT] Y QAC )
At Pl — Pl Bl — Pl Bl — Pl
TL‘ — B >, sJ . >, ) . 5 R sJ» sJ At.

n+1|, n+l
=FHZ: il | Witt g

'—*Han+1 wn+1

1.71 szflzl

n+1 n+1
_J?erzz]l i+1,5+1,1

—_ n n+1
BHBZjlwl 1j—1.

n n+1
SFHZB i

n n+1
EHBZF wit!

n n
Wi g1+ Wi o

EBHZM wi

63,0 =14,

EHZF ) wit]

o550 T4
n n+1
EBHFZ! wit

n+1 n+1
“PT{ZPujl i+1,7,0+1

EBHZB} ! wi]

i—1,5,0—1
n n+1
EHFZBI it
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(7.31)

(7.32)

As Equagoes 7.29, 7.30 e 7.31 podem ser representadas em forma matricial. Por exemplo,

para a Equacao 7.29, supondo NZ =4, NH = 3 e NZ = 3, obtemos

onde

B4n+1i?n+l

_Ur+ ﬁg“ e

(7.33)
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O exemplo ilustrado pela Equacao 7.33 indica que as Equacoes 7.29, 7.30 e 7.31 podem

ser escritas na forma de equagao matricial, respectivamente, por

%
Mn+1ﬁn+1 _ ﬁn _ ﬁ?ci-‘rl + an, (734)
onde
T
Untt — (Wi st U Nyvz]
T
ﬁn — |:U,7117171, ug’Ll) st 7U7VX,NY,NZ] ’
N T
¢7‘L == |: ?71,1,¢g{71717'"7¢7VX,N}/,NZ:| ’
%
Mn-l-lvn'i'l = vn —_ v;ﬁ_l + wna (735)
onde
T
Vil — [T 5,015, U Ny vz]
T
Vé” = [Ulna,p Vg 15 >U%X,NY,NZ] ,
N T
(Ch = [1/]11,1,17 Vo115 - awfo,NY,NZ} )
e
M”'HW}TH—I _ W}n . W;H—l + w‘n’ (7.36)
onde
T
Wt = [wthepth e ]
T
wr = [wil,la Wy 7w?VX,NY,NZ} )
T
un = [ RRTL ERTEREE ]T\b/X,NY,NZ} :

A matriz M" ™! ¢ esparsa de dimensoes (NX)(NY)(NZ) x (NX)(NY)(NZ). Seus elementos
sao formados pelos coeficientes variaveis 7.28 com relacao ao tempo e ao espago. Os vetores
ﬁ?“, ﬁ”“, 62”, 3", 72“, 7"“, 7”, @)”, W)Z“, W"“, W e W, tem dimensao
(NX)(NY)(NZ) x 1. Além disso, os vetores ﬁ?“, 7?“ e W;’}“ sdo formados por valores
obtidos nas fronteiras. Os vetores ﬁ", 7”, W”, ?”, ?” e W sdo conhecidos, pois seus
elementos sao determinados no passo de tempo n, e esses sao conhecidos. Para resolver
as Equacoes 7.34, 7.35 e 7.36 e obter os valores de ﬁ"“, Vit e W"“, respectivamente,
também é preciso conhecer os vetores ﬁ?*l, 7?“, WZ}H e a matriz M"™!. Entretanto,
estes sao definidos no passo de tempo n + 1. Para contornar este problema, utilizamos
uma aproximagao por iteragao. Para este fim, configuramos um processo iterativo que

inicia com a resolucao das equagoes
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M U™ = U4 U + 47, (7.37)
MV = Vo Vo g e (7.38)
MW = W 4 W 4 4" (7.39)

n+1 n+1 n+1
il Yign © W

1ioem todos os nos internos. Conse-

e obtemos uma estimativa para u
quentemente, temos uma estimativa para a matriz M"*!. Por extrapolacao, os nos que
pertencem aos contornos sao atualizados e os vetores ﬁ?“, 72*1 e W?“ sao estimados.
Com os novos valores nos contornos, retornamos para as Equacoes 7.34, 7.35 e 7.36 e
criamos um lago iterativo, em que as Equagoes 7.34, 7.35 e 7.36 sao repetidamente resol-

n+1 n+1 n+1
il Vigl € Wi

vidas obtendo novas estimativas para u . Esse procedimento é repetido
até um critério de parada ser satisfeito. O critério de parada é estabelecido tomando a
maior diferenca entre duas iteracoes, em relacao a termos consecutivos, que deve ser infe-
rior a um valor pré-estabelecido. Finalmente, o laco temporal prossegue até incluir todo
o transiente, na trés equagoes, e atingir um estado estacionario onde nao ocorram mais
mudancas nos perfis de velocidades. Além disso, as equacOes matriciais sao resolvidas

utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.

Agora, voltamos a Equacao 7.19 para determinar a solugao aproximada para a
equacao de Poisson para pressao,
o?P o0?P o0?P 0*P o0*P %P

A A A- Al——+ A Ag =
voez T g T e T Macan T acac T anac

S.

Os operadores diferenciais sao aproximados utilizando diferencas finitas centrais. Inicia-
mos pelo lado esquerdo da Equacao 7.19, definindo as aproximagoes 7.40 para os coefici-
entes Ay, As, Az, Ay, As e Ag. Esses coeficientes dependem apenas das variaveis espaciais
e sao obtidos a partir dos nés referentes a malha curvilinea construida no sistema de

coordenadas cartesianas, mais precisamente,



(72) (&)
§2)ia(Ca)ig + (&)igia(Cyiga + (§2)i50(C2 i)
(C) (1)

159

TR (TR ()]
?,j,z + (T’y)?,j,l + (nz)zz,j,l)v
zz,j,l + (Cy)z?,j,l + (Cz)z?,j,l)v

(7.40)

&y)iga(My)iga + (§2)iga(M:)iga),

My)ii(Cy)igi + (102)i50(C2)iga)

Os operadores diferenciais sao aproximados por diferencas centrais e definidos por

<82P>n+1
652 ,7,l
<82P>n+1
n? i)l
82P n+1
<?>W
< 82P >n+1
0&0n il
( 82P )n-i-l
0£0C il
( aQP )n-i-l
ono¢ il

Q

Q

Q

Q

Q

n+1 n+1 n+1
PZ+17J7l B 2P27.]7l _l— Pl*lv]yl
AEL? ’
n+1 n—+1 n+1
-P7'7]+17l B QPZvjvl + P,LJ*I»Z
An? ’
n+1l n—+1 n+1
-P7‘7]71+1 QRvjvl + PZ»]vlil
AC? ’
Pn+1 . Pn+1 o Pn+1 + Pn+1 (7‘41)
i+1,5+1,0 i—1,5+1,0 i+1,7—1,1 i—1,5—1,0
VANJAY)) ’
n+1 _ pn+l _ pn+l n+1
P)H-l,j,l—&-l Pi—l,j,l-i—l ‘Pi-l-l,j,l—l + Pi—l,j,l—l
ANENC ’
n+1 n+1 n+1 n+1
B — Pt — Bl T 05
4AnAC '

Pelo lado direito da Equagao 7.19 a fonte S,definida por 7.21, deve ser aproximada. A

seguir, sao descritos as aproximacoes de todos os operadores diferenciais desta equacao,

determinados pelo método de diferencas finitas utilizando diferencas centrais.
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(u?rlljl)(u?—:_llgl) - 2(“?;#)(“?;11) + (U?:lgz)(uzilgz)

AE? ’

(U?ﬁlz)(“?ﬁu) - Q(U?jll)(uﬁzl) + (Uﬁju)(uﬁju)

Q

An? ’

(u?j_llJrl ) (U?Jllﬂ ) —2 (u?jll) (u?jll )+ (U?j,llﬂ) (ulelfl )

Q

AC? ’

(u?jll,jJrl,l)(u?j_ll,jJrl,l) - (u?jll,j+1,l)(u?jll,j+1,l)

Q

4AEAD

(U?jﬁjq,z)(u?:ll,jA,l) + (u?jll,jfl,l)(u?jll,jfl,l) (7.42)
4AEAD ’

(u?rll,j,lJrl)(u?:ll,j,lJrl) - (u?jll,j,lJrl)(u?jll,j,lJrl)

Q

ANEAC

(u?j_ll,j,lfl)(u?:ﬁj,lfl) + (U?jf,j,lq)(uyjll,j,lﬂ)

Q

ANEAC ’

1 1 1 1
(u2j+1,l+1)(u2;_+1,l+1) - (U2j71,1+1)(u2;1,1+1)

4AnAC

(quil,lfl)<uZ;_il,l71) + (UZ;'FELIA)(UZ;'%LZ*J

4AnAC ’
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(i) (L) = 2D ) + () (025)

Q

Q

Q

Q

Q

1,50\ Uizt 51 i I\Yij1 i—1,5,0\ Vi1 51
AE? ’
(U?ﬁu)(i’?ﬁu) - Q(UZIll)(UZIll) + (U?ﬁll)(vfﬁu)
An? ’
(U:ljlarl)(vfjlarl) - 2(“;;11)(1’2;11) + (U?jllﬂ)(vfjllq)
A(? ’
1 1 1 1
(v?jl,j+1,l)(vﬁj_l,j+l,l) - (U?jl,j+1,l)(vgljl,j+l,l) B
AAEAD
1 1 1 1
(U?jl,jfl,l)(vgfl,jfl,l) + (U?jl,jfl,l)(vzlj_l,jfl,l) (7.43)
4AEAD ’
1 1 1 1
(v?jl,j,lJrl)(U?J:_l,j,lJrl) - (v?jl,j,lJrl)(U?j_l,j,lJrl) B
AANENC
1 1 1 1
(U?jl,j,lﬂ)(v?:l,j,lﬂ) + (U?jl,j,lﬂ)(vyjl,j,lq)
AAEAC ’

(UZ;?1,1+1>(UZ}T1,1+1) - (U2j51,1+1)(1’2;r}1,l+1)

4ANAC

(ijjl,lflxvz;il,lfl) + (Uijll,lfl)(Uz‘rf;fl,lfl)

4AnAC ’
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(w?—iiljl)(w?4j_llgl) - Q(WZ;le)(wZ;le) + (w?jll,j,l)<w?jll,j,l)

AE? ’

(w?ﬁu)(w?ﬁu) - Q(wz;tll)(wﬂzl) + (w?ﬁu)(w?ﬁu)

Q

An? ’

(w?jlil)(w?;_larl) - Q(wzﬁl)(wzﬁl) + (w?jllﬂ)(w?;rllq)

Q

A(? ’

(w?ﬂl,jﬂ,z)(w?jﬁjﬂ,l) - (w?jll,jJrl,l)(w?jll,jJrl,l)

Q

Q

Q

4AEAD
(wgi_ll,jfl,l)(w?jll,jfl,l) + (w?j_ll,jfl,l)(w?jll,jfl,l) (7.44)
4AEAD ’
(w?ﬂl,j,lﬂ)(wﬁﬁl,j,lﬂ) - (w?jll,j,lJrl)(w?jll,j,lJrl) B
AAEAC
(w?J:rll,j,lq)(w?jll,j,lﬂ) + (w?jll,j,lﬂ)(w?jll,j,lﬂ)
AAEAC ’

(wz;:l,l+1)(wz;_+ll,l+1) - (wZﬁl,zH)(wZﬁuH)

4AnAC

(wZﬁuq)(wZﬁl,lq) + (w;fﬁuq)(w;fﬁuq)

4ANAC ’
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(Uyrllgl)(vﬁrllgl) - 2(“ZI11)(UZ;11) + (U:L—Jr1lgl)(vzlj11gl)

AE? ’

(U?ﬁu)(vfﬁu) - 2(“2;711)(02;11) + (U?ﬁu)(vﬁju)

Q

An? ’

(u?j—llJrl) (UZJ—",—Z1+1 ) —2 (U?jll) (UZ;ll )+ (ulelfl ) (U?jllﬂ)

Q

AC? ’

(u?jll,j+1,l)(v?j—ll,j+l,l) - (u?jll,j+1,l)(0?jll,j+l,l)

Q

Q

Q

4AEAD
(u?jll,jfl,l)(vzii_ll,jfl,l) + (u?jll,jfl,l)(v?jll,jfl,l) (7.45)
4AEAD ’
(u?jll,j,lJrl)(U?J:_ll,j,lJrl) - (U?:L11,j,l+1>(0?:1,j,1+1) B
INEAC
(U?lel,j,lﬂ)(vyﬂl,j,lq) + (U?jf,j,lq)(l’?:l,j,zfﬂ
IAEAC !

(u;l,jil,l+l)(vzj—'f—jl,l+1) - (qujl,l+1)(vZ;_jl,l+1)

4AnAC

(U?,ﬁl,lﬂ) (Ugﬁl,lq) + (UZ;FELIA) (Uirfjtluq)

VAN/7ANG ’
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(u?rf]z)(w?ﬁlgl) - 2(“ZI11)(WZ;T11) + (u?jllgl)(w?jllgz)

AE? ’

(U?ﬁu)(w?ﬁu) - 2(“2;?11)(1”2};1) + (u?;;lll)(thlll)

Q

Q

Q

Q

Q

An? ’

(u?j_ll+1)(w?;_ll+1) - 2(“ZI11)(WZI11) + (uz;jllfl)(w;?j:llfl)

A(? ’

(u?jll,jJrl,l)(w?J:_ll,jJrl,l) - (u?jll,j+1,l)(w?jll,j+l,l)

4AEAD
(u?jll,jfl,l)(ngll,jfl,l) + (u?jll,jfl,lxw?jll,jfl,l) (7.46)
4AEAD ’
(u?jll,j,lJrl)(w?J:_ll,j,lJrl) - (u?jll,j,lJrl)(w?jll,j,lJrl) B
INEAC
(Uﬁf,j,za)(w?ﬂl,j,lq) + (U?jll,j,lq)(w?jll,j,lﬂ)
IAEAC !

1 1 1 1
(uz;_+1,l+1)(wz;_+l,l+1) - (u?j—l,lJrl)(ij—l,lJrl)
4AnAC
(“Zﬁuq)(wﬁiuq) + (UZ;FELIA)(WZ;FELFQ

VAN/7ANG ’
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(v?—:_lljl)<w?—i:~_llgl) - 2(“;?;11)(1”2;11) + (U?—Jrll,j,z)(w?:l,j,l)

AE? ’

(U:Lﬁu)(w?ﬁu) - 2(“2211)(1”2;11) + (U:Lﬁu)(w?;ﬂu)

Q

An? ’

(U:learl)(w?;—lil) - 2(“2211)(1”2;11) + (U:l;rllﬂ)(w?jllq)

Q

AC? ’

(U?J:_ll,jJrl,l)(w?J:_ll,jJrl,l) - (v?j_ll,jJrl,l)(w?jll,jJrl,l)

Q

Q

Q

4AEAD
(U?Jj_ll,jfl,l)(w?ﬂl,jfl,l) + (U?j_ll,jfl,l)(w?jll,jfl,l) (7.47)
4AEAD ’
(U?J:_ll,j,lJrl)(w?J:_ll,j,lJrl) - (U?:l,j,lﬂ)(w?:l,j,zH) B
INEAC
(U?Jj_ll,j,lfl)(w?ﬂl,j,lfl) + (U?:{j,lﬂ)(w?jf,j,lﬂ)
IAEAC !

(UZ;FJ:1,Z+1)(1UZ;:1,I+1) - (UZ;_—ll,lJrl)(ij—ll,Hl)

4AnAC

1 1 1 1
(UZ;’FH,ZA) (UJ?LLH) + (Ugﬁl,lq) (wZ}thfﬂ

4ANAC
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Os termos D e 8D sao aproximados respectivamente por

n+1 n+1 n+1 n+1
(D) (¢ )n+1ui+17jyl — Ui +( )@-!-1ui,j+1,l - ui,j—l,l_|_
9 #rugl 2A¢ #hgl 2An
n+1 n+1 n+1 n+1
(« )Mlui,j,lﬂ U5 e )T”rl Viy1,40 — Y 1,j,l+
r/)i,5,l 2A< YJi,g,l 2A£ (7 48)
n+1 n+1 n+1 n+1 ’
( )n+1vz’,j+1,l - Ui,j—l,l (¢ )n+1 Uijl+1 — Ui,j,l—1+
il T oAy widl T 9AC
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
(€ )nﬂwiﬂ,j,z — Wiy 40 +(n )T”rl i+l — Wij-11 (« )lei,j,lﬂ — W1
2igl 2A& 2l 2An 2igl 2AC ’
e
aD n+1 Dn+1 Dn
- A . (7.49)
ot il At
Por tultimo, os termos De¢, Dy, De¢e, Dey, Dec € D,y sao aproximados por
8D D — 2D + DI,
OE2 il A2 ’
o*D\"" DR, —2DiN + D,
on? il An? g
9D DR 2D+ DL
aC2 il AC2 ’
n+1 n+1 n+1 n+1 750
<52D> - DzJ:_l,JJrll D+j+1l_DzJ:—1] 11+D+g 11 ( )
0&on il ANEAD ’
n+1 n+1 n+1 n+1
0*D ~ Dz+1]l+1 D;” + 17,041 DiJ:—I,j,lfl + D" + 1,4,0-1
0£0C il ANEAC ’
+1 1 1 1 1
9D ~ ijﬂ 1+1 Dn;r 1,141 D?;FH -1+ Dnj 1,01
onoC il 4AnAC
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Portanto, todos os termos de S podem ser aproximados, consequentemente podemos

definir a aproximagao (S)?;rll Substituindo (S )Z;fll, 7.41 em 7.19, obtemos

n+1 n+1 n—+1 n+1 n+1 n—+1
(A) Pty — 28050 + Pl +(Ay) Pyt — 2050 + Pz',j—l,lJr
1 " "l 2 " "l
I AE? I An?
n—+1 n—+1 n—+1
3)ij,l
n+1 n+1 n+1 n+1
(A ) Pi+1,j+1,l - Pifl,jJrl,l - Pz'+1,j—1,l + Pzel,jq,l_i_ (7 51)
4)i gl :
w 4AEAD
n+1 n+1 n+1 n+1
(A ) Pi+1,j,l+1 - Pz>1,j,l+1 - Pi+1,j,lfl + Pifl,j,lfl_l_
5)ig,l
" ANENC
n+1 n+1 n—+1 n+1
YRS A R (A T B | ij—1,0—1 1
(Aq) P P +P ant
6)i,5,0 e
bJ 4ANAC v

A Equacao 7.51 pode ser reescrita por

EHZ, | P + EFHZ; P, + EBHZy PrL,

EHFZ;;) P + EHBZ;; P, + EHZF;;| Pl +

EHZB; ;i Pt + EFHFZ,;,P/N5 ., + EBHFZ, ;P +
EFHBZMJP@-T{’IJ-,U EBHBZz‘,j,zPZTfj,U EFHZFz‘,j,lPxi,lj,zH (7.52)
EBHZF, P o + EFHZB, P+ EBHLB, P,

EHFZF; ;P EHBZF; ;P 1y, EHFZB; Py
EHBZBi,j,le‘Ztlu—l 3;517
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=HZ, ., = _2 (Al)z‘,j,l _ 2 (A2)i,j,l . 2 (A3>i,j,l

i Ag2 An? ACZ
EFHZ; ;= <‘22’2’j’l, EBHZ,,, = (i?j’l,
EHFZ; ;= %ijjl, EHBZ;,, = (131;”,
EHZF;;, = mﬁé@“, EHZB,; ;; = (’Z?’Z;j’l,
=FHFZ,;, = ii‘izg, =BHFZ;,; = _214222’
=FHBZ:;, = _4(1247;22’ =BHBZ:,, = fﬁizg, .
=FHZF;;; = ii?xg, =BHZF, ;= —iisgzé,
=FHZB,,;, = —ﬁ?igg, =BHZB,;, = ii?gé,
EHFZF; ;; = iif;)zé, EHBZF; ;; = —if??)zz,
EHFZB;,, = —iiizé, EHBZB; , = iiigé.

A Equacgao 6.84 pode ser escrita por

onde

MP"H = §ntl 4 PreL, (7.54)

n+l n+1 pn+l n+1 T
ﬁ = [P171,1’ Py, PNX,NY,NZ] )
n+l n+1 on+1 n+1 T
§ = [51,1,17 52,1,17 S SNX,NY,NZ] :
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A matriz M ¢é esparsa de dimensoes (NX)(NY)(NZ) x (NX)(NY)(NZ). Seus elementos
sao conhecidos, pois sao formados pelos coeficientes variaveis com relacao ao espaco, que
sao definidos por 7.53 para todos i, j,l. Os vetores ﬁ”“, SrHl e 1_:’>2+1 tem dimensao
(NX)(NY)(NZ)x1. Além disso, o vetor ﬁ?“ ¢ formado por valores obtidos nas fronteiras.
n+l, netl nt1

igd o Vigl € Wi

O vetor §"+1 é conhecido, pois ele é formado a partir dos termos u oy

que ja foram determinados para todos i,j,l na etapa anterior desta resolucao. Para
resolver a Equacao 7.54 e obter os valores de ?”H também é preciso conhecer o vetor
ﬁ?“. Entretanto, este vetor é definido no passo de tempo n + 1. Para contornar este
problema, utilizamos uma aproximacao por iteracao. Para este fim, configuramos um

processo iterativo que inicia com a resolugao da equacgao

MP"+! = o+l 4 Po (7.55)

e obtemos uma estimativa para Pznfll em todos os nos internos. Os nos que pertencem aos
contornos sao atualizados (veja subsegao 7.4) e o vetor ?Z“ é estimado. Com os novos
valores nos contornos, retornamos para a Equagao 7.54 e criamos um lago iterativo, em
que a Equacao 7.54 é repetidamente resolvida obtendo novas estimativas para Pznfll Esse
procedimento é repetido até um critério de parada ser satisfeito. O critério de parada é
estabelecido tomando a maior diferenga entre duas iteragoes, em relagao a termos conse-
cutivos, que deve ser inferior a um valor pré-estabelecido. Finalmente, o lago temporal
prossegue até incluir todo o transiente e atingir um estado estacionério onde nao ocorram
mais mudancas no perfil de pressao. Para encerrar o laco temporal, além da Equacao

7.54 as Equagoes 7.34, 7.35 e 7.36 também devem atingir seus estados estacionarios. As

equacoes matriciais 7.54 sao resolvidas utilizando o método iterativo de Gauss-Seidel.
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7.4 Discretizacao das condicoes de contorno - Tipo Neumann

As discretizagoes e os céalculos referentes aos contornos seguem a mesma metodo-
logia apresentada na subsecao 6.1.2. Para as condigoes de contornos do tipo Neumann
referente as velocidades u, v e w as aproximadas sao feitas por extrapolagao, enquanto

que para a pressao P seguimos novamente a metodologia sugerida por Hoffman, 2001.
e Equacoes da velocidade.
Suponhamos a velocidade u, no contorno direito (§ = &naz),

ou
a_€|£:§max = 0 (756)

A condigao de contorno 7.56 é aproximada utilizando diferencas finitas progressivas,

ou seja,

n+1 n+1
UNxt1,50 — UNX 1

Ag
n+1 n+1

Portanto, o contorno ¢ obtido simplesmente pela equacao uy'y 4 ;; = uy'y ;;- Para outros

—0. (7.57)

contornos do tipo Neumann, tanto da velocidade u quanto das velocidades v e w, a

metodologia é a mesma.

e Equagao de Poisson para pressao.

Consideremos o sistema de coordenadas curvilineas £ x  x ( e a condigao de

contorno
ek = (7.58)
A condigao de contorno 7.58 pode ser discretizada por diferengas finitas centrais, conforme
a equagao
Pl =P (7.59)
2A(¢

Considere a malha com NX + 2 divisdes no eixo &, (0 <7 < NX + 1), NY + 2 divisées no
eixon, (0 < j < NY +1) e NZ + 2 divisdes no eixo ¢, (0 <1 < NZ+1). No contorno
superior (i,7,NZ + 1) a Equagao 7.52 torna-se
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=HZ; Nz PiZ’t/\l/'ZJrl + E=FHZijNz+1 PZ'T‘L:LljaNZ+1 +
=BHZ; Nz jDi”_ij’]\,ZJrl + EHFZ;jNz41 PZZJ:LILNZH +
EHBZ; jnz01 P vz + EHZFijnze Py ze *
EHZBi,j,NZ-H@ + EFHFZLJ}NZHPﬁrt,le,NZH +
EBHFZM,NZHPZ.TfjH,NZH + EFHBZ;jNz+1 Pﬁiqu,NZH +

(7.60)
EBHBZ@',J}NZHlDiTE,lj—l,NZ+1 + EFHZFi7j7NZ+1Pi7-Li-—"i,1j,NZ+2 +

= . n+1 = . n—+1
“BHZF%],NZ+1‘P1‘—1,]',NZ+2 + HFHZBW,NZHPHLJ',NZ +
=BHZB,; ; prtt + ZHFZF; . pril +
— .5, NZ+14 -1 i NZ — 4,5, NZ+14 4 541, NZ+2
EHBZF; ; prt + EZHFZB; Pt +
— 4,3, NZ+147% 1, NZ+2 = 4,5,NZ+14% 41, NZ

= . n+1 = grtl

“HBZB%JJVZ-HPi,j—l,NZ - Si,j,NZ—i—l'

A Figura 7.1 ilustra a disposicao espacial dos nos previstas pela Equacao 7.60.

° ® . l= NZ+2
J J
// // l=NZ+1
_ / /
S AC % J
g S L) l=NZ
n 5 /) S
s 7 75
£ /Ay

Figura 7.1 — Representacao grafica da Equagao 7.60.
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Observe que os nos de coordenadas (i,7 — 1,NZ + 2), (i — 1,4,NZ + 2), (i,4,NZ + 2),

(14 1,j,NZ+2) e (i,j + 1,NZ + 2) nao pertencem a malha. No entanto, utilizando a

Equacao 7.59 nos nos de coordenadas (1,5 — 1,NZ+ 1), (i — 1,j,NZ + 1), (4,5, NZ + 1),

(14+1,5,NZ+1), (i,7 + 1,NZ + 1), obtemos, respectivamente, as relagoes

n+1 n+1
Pi,jfl,NZJrQ - Pi,jfl,NZ

9AC

:O,

n+1 n+1
‘Pi—l,j,NZ-l—Q - Pi—l,j,NZ

9AC

=0,

n-+1 n—+1
Pi,j,NZ+2 - P’L’,j,NZ

9AC

=0,

n+1 n+1
‘Pi+17j,NZ+2 - PJH—Lj,NZ

OAC

=0,

n+1 n+1
Pi,j+1,NZ+2 - ]Di,j+1,NZ

9AC

que podem ser reescritas, respectivamente, por

=0,

n+1 _ n+1
Pi7j—1,NZ+2 - Pi,j—l,NZ7
n—+1 _ pn+l
Ijifl,j,NZJrQ - Pifl,j,NZ7
n+1 _ n+1
Pi,j,NZ—i—Q - Pi,j,NZ7
n+1 _ n+1
P = P

i+1,5,NZ+2 i+1,5,NZ>

n+1 _ n+1
Pi,j+1,NZ+2 - Pi,j-i-l,NZ'

(7.61)

(7.62)

(7.63)

(7.64)

(7.65)

(7.66)

(7.67)

(7.68)

(7.69)

(7.70)

Por fim, substituindo em 7.60 as relagoes 7.66, 7.67, 7.68, 7.69 e 7.70 o contorno superior

Pl Nz41 pode ser determinado.
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7.5 Teste residual para a solucao encontrada

Esse teste é configurado usando a equacao diferencial parcial original. Para este
fim, todos os termos da equacao sao movidos para o lado esquerdo da equacao, de modo
que o lado direito seja zero. Em seguida, a partir das Equacoes 7.16, 7.17, 7.18 e 7.19

definimos, respectivamente, os operadores

ou ou ou ou 92u 92 92w
Qy(u) = T Dla_5 - D23_T] — Dga—C — D43_§2 — D53_772 — D68_C2_

0%u 0%u 0’y — (7.71)
Progon ~ Pagoc ~ Panoc
Ov Ov Ov Ov 0%v 0% 0%v
o e~ Py~ Pacm Pae P ~ e
0%v 0% v — '
Drgean ~ Psaeac ~ Poanac — v
ow ow ow ow 0w 0*w 0*w
W) =y~ Drge ~ Py~ Pac ~ Piae Mo ~ e (7.73)
9*w d*w 0w .
D —D —D -~
Tocon ~ TVacac ~ ona¢ —
0*°P 0’P 0*P 0*°P 0’P 0*P

€2 o> a¢? ocon ' CogaC T Comac

Apos a insercao da solugao encontrada no lado esquerdo o resultado seria nulo se a solucao
fosse exata. Em geral, o operador fornece valores nao nulos. Devido & natureza numeérica
da solugao obtida, discretizamos €, (u), Q,(v), Q,(w) e Qp(P) pelo uso do método de

diferengas finitas implicito, obtendo, respectivamente, as equagoes
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n+1 n+l _ n+l
(Q (u))n+1 Yigl — uj; w5l (Dl)n—frl Wit1,0 — Wm0 o
u 7.77l At Za]vl 2A§
n+l _  ntl
(Do)t ity — Wij—11
0,551 2An
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
(D )n+1ui7j7l+1 — U1 (D )n+1ui+1,j,l — 22Uy Fuisy
3/, 2AC 4)i,j5,0 AE2
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
(D )n+1 il T2 Uy _ (D )n+1ui,j,l+1 — 2w B
n+1 n+1 n+1
(D7)M1ui+1,j+1,z Ui 410 T z+1] i
0,5l 4AENAD
n+1 n+1 n+1 n+1
(D >n+1 H—l,],l—l—l ui—l,j,l—‘rl z—i—l g, l—1 + U; 4 1,5,0—1
8

bl ANENC

n+1 .+l . n+l o, n+l
(D >n+1ui,j+l,l+l Wij—1,041 — Yigrr—1 — Yy - —\n

J—11-1 - n
9/i.4, 4A7]A€ (¢)z,],lv

+1 i »
(Q ('l}))n+1 — M _ (D1>n+1 U?'f‘l,j,l - Uin—l,j,l B
v 1,7, At il 2A£

n+1 o+l
(D, Yigrig — Vig-11
2)igl 2An

n+l _  n+l n+l n+1 n+1
(D )n+1vi,j,l+1 Yigi-1 (D >n+1“¢+1,j,l QU'LJI + 0, Ljl
3Ji,, 2AC 4)i AE2
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
<D5)n+1”z‘,j+1l 2050 T Vi1 (DG)nH”z',j,lH 2050 F Vi (7.76)
lv]vl An2 Z7j7l ACQ *

n+1 n+1 n+1
(D )n+1 Viv1 410 — Y1110 — UerLJ 1T 1
7

31 ANEAD

n+1 n+1 n+1
(D )n+1 Vit14i+1 — YVic150+1 — UH—I]Z—I U - 1
8

isgil ANEAC

n+1 n+1 n+1 n+1
(D )n+1”vz,j+1,l+1 T N R N W B N e |

9)i4, 4A77AC - (w)Zj,la
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n+l _ . n n+l _  n+l
(O ()™ = Wigi — Wigp ( Dl)n-@-lwi-i-l,j,l Wiz
w 7’7]7l At ’Lv.]7l QAS
n+l _  ntl
(D )n+1wz’,j+1,l Wij-11
2 /[:7.j7l
2An
n+l _  n+l n+l n+1 n+1
(D. )n+1wz‘,j,l+1 Wiji—1 (D )n+1wi+1ajal 2wigi YW
3Ji4l 2AC 4)i gl AE2
n+l n+1 n+1 n+l n+1 n+1
(D >n+1wz‘,j+1,l 2wy +wiisy, (D )n+1wz‘,j,l+1 2wiG T Wi
n+1 n+1 n+1 n+1
(D7)t Wity 10 ~ Wictge1g ~ Wigrg—10 T Wisy o1y
7)™ —
e ANEAD
n+1 n+1 n+1 n+1
(D )n+1wi+1,j,1+1 — Wity a1~ Wity T Wit
g ) _
0,5l ANENC
n+1 _ o+l _ yntl _ oyt
(D )nﬂwi,jﬂ,m Wi+t — Wigrri—1 — Wij—1i—1 @)
94,5, AADAC 0,5,
n+l n+1 n+1 n+l n+1 n+1
(QP(P))n+1 o (A1> ‘I‘Pi-i-ly]',l 2Pi,j7l + ‘Pi—l,j,l 4 (A2> . 1,5+1,1 2'Pi,j,l + 'P7;7j—1,l+
1,7 - Z7 b Z7 b
i, J Aéﬁ J A772
n+1l n+1 n+1
A Z7.77l—"_]- 2P7/7]7l + -Pl?]?l_]-
(As)i AC?
n—+1 . n+1 _ n+1 n—+1
(Ay) Pz‘+1,j+1,l Pzel,jﬂ,l PiJrl,jfl,l + Pifl,jfl,l_f_
4)igl
! AAEAD
n+1 n+1 n+1 n+1
(A ) Pi+1,j,l+1 - Piﬂ,j,lﬂ - PiJrl,j,lfl + Pifl,j,lfl_{_
5)i,5,1
b ANEAC
n+1 n+1 n+1 n+1
(As)‘ ‘ZPz‘,j+1,1+1 o Pz’,jfl,lJrl TN g+L-1 + Pi,jfl,lfl o S"+1
Z’ K 0,7 °
J 4ANAC 1,51
(7.78)

Respectivamente, os modulos de 7.75, 7.76 e 7.78 sao as medidas para os residuais R,,

R,, R, e Rp (os desvios encontrados, a partir das solu¢oes obtidas)
(Ru)ige = [(S2(w))izal,

(Ro)ijr = [(Qv))ijal,
(Ruw)iji = [(Q(w))ij.l,

(Rp)iji = [(Q(P))ijal-

(7.79)

(7.80)
(7.81)

(7.82)



176

7.6 Fluxograma do cédigo C

Nesta secao, apresentamos o fluxograma do programa desenvolvido em codigo C

que efetua os calculos previamente explicados. Abaixo sao explicados as etapas que apa-

n+1

recem no fluxograma. No codigo, uli][5][I], v[d][5][l], w[i][7][!] e P[i][5][I] representam w;"}},

n+1 n+1 Pn—&-l T 4 7 4

v, wigy e P Similarmente, unl[i)[5][1], vnli][5][1], wnld][j][l] e Pn[i][j][l] representam

n n n n 2 - P . ~
uiis Vs wiyy e b NT é o nimero maximo de iteragoes no tempo, D1,... repre-

igil
sentam 7.25, EH Z[i|[j][l], ... representam os coeficientes definidos em 7.28 ou em 7.53,
dependendo da etapa do codigo. As expressoes ul, vl, wl, Pl e ugs, vgs, wgs, Pgs sao
variaveis auxiliares, mas imprescindiveis. As variaveis ugs, vgs, wgs, Pgs sao utilizadas
nas resolucoes construidas a partir do método de Gauss-Seidel, enquanto que as variaveis
ul, vl, wl, Pl sao utilizadas para corrigir as aproximacoes feitas nos contornos e as nao
linearidades. Ambos os processos sao métodos iterativos. As expressoes BCU, BCV,
BCW, BCP representam os vetores ﬁf}“, 7?“, I/T)/QH, ??*1, respectivamente. As
expressoes ErroBC' _NL, Erro_GS, Erro_BC P, Erro_GS_P e Erro_uvw sao

definidos por

Erro_BC_NL = max |ul[d][j][1] — u[4][5][l]
Erro_GS = max |ugs[i][][1] — u[i][j][!]],

Erro_BC_P = max |PI[i][j][1] — Pl[j][1]|. (7.83)

Erro GS P = max |Pg3[z'] [71[1] — Pd][4] [l]|,

[1]-

Y

Erro_uvw = max |uli] [f][I] — unli][j

As expressoes Erro_BC _NL_Final, Erro_GS _Final, Erro_BC P _Final,
Erro GS P _Final e Erro_uwvw_Final sao parametros pré-estabelecidos utilizados

como condicoes de paradas.

1: Os valores de Re, At e NT sao estabelecidos, a malha é importada,
as condigoes de contorno e a condicao inicial de un, vn, wn e Pn sao estabelecidas;
a condicao inicial para ugs, vgs e wgs sao estabelecidas;

2: O comando for é aberto, com relacao ao passo de tempon, n=1: NT;,

3: Atualiza as variaveis ul, vl e wl estabelecendo ul[i][7][l] = un[i][7][],
Wl = vnlil 510 e wilil 11 = wnli )):

4: O comando while é aberto, impondo Erro  BC' _NL > Erro_BC NL _Final,;



177

V1: Verifica se a condi¢ao while é satisfeita;

4.1: Calcula D1,..., EHZ, ... (referente & Equagao 7.28) e
calcula BCU, BCV e BCW;

4.2: O comando while é aberto, impondo Erro GS > Erro_GS _Final;

V2:  Verifica se a condicao while é satisfeita;

4.2.1: Calcula u, v e w;

4.2.2: Atualiza Erro_GS;

4.2.3: Atualiza ugs, vgs e wgs estabelecendo ugs|i][7][l] = u[i][7][],
vgslil[5][1] = vld][5][1] e wys[il[j][I] = wll[4][I];

4.3:  Atualiza u, v e w nos contornos;

4.4: Atualiza o Frro_BC _NL;

4.5:  Atualiza a variavel ul, vl e wl estabelecendo ul[i][j][{] = un[i][7][],
olli) 1) = wnli 10 e wilil 11 = wnfi )):

5: Calcula STé][4][1];

6: Calcula FHZ, ..., (referente a Equagao 7.25);

T O comando while é aberto, impondo Erro BC' P > Erro_BC P _Flinal,

V3:  Verifica se a condicao while é satisfeita;

7.1:  Calcula BCP;

7.2: O comando while é aberto, impondo Erro_GS P > Erro_GS _P_Final;

V4:  Verifica se a condicao while é satisfeita;

7.2.1: Calcula P;

7.2.2: Atualiza Frro_GS _P;

7.2.3: Atualiza Pgs, Pgs|i][7][l] = P[i][j][l];

7.3:  Calcula e atualiza os contornos de P;

7.4:  Atualiza Erro_BC P,

7.5:  Atualiza P, isto é, Pl[i][j][l] = P[i][s][l];

8: Calcula o residual de u, v, w e P e o maximo residual de P,
chamado de Max _residual _P;

9: Atualiza Pn, isto é, Pnl[i|[j][l] = P[d][j][l];

10:  Atualiza Erroy,.,, € atualiza un, vn, wn, isto é,
unfi) ) = wli)[5100, vnlil[5110) = ol e wnlil[5]10 = wlLI0:

11:  Atualiza Pn, isto é, Pnl[i][j][l] = P[i][7][l];
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V5:  Verifica a condi¢ao de parada, isto é, se Erro_uvw < Erro_uvw _Final e

Max residual P < Maz_residual P _Final;

12:  Os resultados sao exportados e o programa é encerrado.

Fluxograma do codigo C:

.
2]

A 4 A 4
() S

9 7.2.3
- -
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8 SIMULACAO DE ESCOAMENTO EM DOMINIO COMPLEXO, UTI-

LIZANDO TRANSFORMACOES DIFEOMORFAS CONFORMES

Neste capitulo, apresentamos uma aplicacao que ilustra a aplicabilidade dos con-

ceitos desenvolvidos no capitulo 7.

8.1 Dominio curvilinear

Vamos considerar um dominio D limitado pelas seguintes superficies: x = 0, x =

100,y = 0,y = 10, 2 = O e 2 = F(z), onde F(z) = 84+2f(z)/f(0) e f(x) = arctan (

O esbogo do dominio pode ser observado pela Figura 8.1.

Figura 8.1 — [lustragao das superficies inferior e superior do dominio D.

8.2 Dados da simulagao

90750>

Nos assumimos que o fluido flui no dominio na dire¢ao do eixo x. O fluido obedece

as equacoes tridimensionais transformadas de Navier-Stokes 7.16, 7.17 e 7.18 e a equagcao

de Poisson transformada para a pressao 7.19, com o niimero de Reynolds Re = 100. Além

disso, assumimos as condicoes iniciais u = 1, v = 0, w = 0, P = 1 e as condicoes de

contorno

e Superficie x = 0:

e Superficie x = 100:
e Superficie y = 0:

e Superficie y = 10:

e Superficie z = 0:

e Superficie z = F(x):

u=1,

ou _
2 =0

ou __
an =0
ou __
an =0,

u =u,

u =0,

w=0, % =0,
% =0, P=3,
g—";;:o, g—I;:o,
w =0, %—?:0,
w=0, 2£=0.

¢
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Para aplicar a resolugao pelo método de diferencas finitas, construimos uma malha com
149 particoes no eixo z, 6 particoes no eixo y, e 11 particoes no eixo z, totalizando
150 x 7 x 12 no6s definidos no dominio. As figuras seguintes sao fatias do dominio, paralelas

ao plano x X z, precisamente na metade do dominio do eixo y, isto é, em y = 5.

8.3 Resultados da simulacao

Na Figura 8.2, observamos a velocidade absoluta juntamente com o campo de
vetores que ilustra modulo, direcao e sentido. Para nao prejudicar a compreensao, o
campo de vetores é ilustrado apenas em alguns nés da malha. Como era esperado, em

locais de estreitamento a velocidade cresce. Além disso, o campo de vetores contorna o

dominio curvilineo conforme o esperado.

Figura 8.2 — Velocidade absoluta /(u)? + (v)% + (w)2.

As Figuras 8.3, 8.4, 8.5 e 8.6, mostram as solu¢oes obtidas para as fungoes u, v,

w, e P correspondente a da fatia (z,5,2) € D.

Figura 8.3 — Velocidade u relativo a diregao x.

10°°

X

oON B~ O

Figura 8.4 — Velocidade v relativo & diregao .



181

0.1

-0.1

Figura 8.5 — Velocidade w relativo a direcao z.

25
20
15
10

Figura 8.6 — Distribui¢ao da pressao P.

As Figuras 8.7, 8.8, 8.9 e 8.10, respectivamente, mostram os residuais relativos as

fungoes u, v, w, e P. Novamente, as figuras ilustram a fatia (x,5, z) € D.

x10°°

15

10

5
Figura 8.7 — Residual (R,);;; da fungao .

x10°6

4

2
Figura 8.8 — Residual (R,);;; da fungao v.

%107

Figura 8.9 — Residual (R,); ; da funcdo w.
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%1074

N Ao

Figura 8.10 — Residual (Rp);;; da funcao P.
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9 CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos uma metodologia para resolver problemas de disper-
sao e escoamento sobre dominios complexos. A teoria de transformagoes de coordenadas
difeomorfas conformes foi apresentada, assim como os principais resultados que a funda-
mentam. Resolvemos as equacoes transformadas por aproximacao, utilizando o método
numeérico de diferengas finitas implicito. Avaliamos a qualidade das solugoes aplicando
um teste residual, que permitiu classificar as solugoes encontradas como suficientemente
precisas nos dominios considerados.

Para contextualizar a pesquisa foram utilizadas a equagao diferencial parcial li-
near de advecgao-difusao e as equagoes diferenciais parciais nao lineares de Navier-Stokes.
Ambas as equagoes foram estudadas no caso bidimensional e também no caso tridimen-
sional. As resolugoes foram apresentadas de forma detalhada em todos os casos. Como
um estudo de caso para avaliar o método, apresentamos também uma relevante aplicacao
para comunidade nuclear. Simulamos a dispersao de tricio no entorno da usina nuclear de
Angra dos Reis. Nesse estudo, foram consideradas a complexa orografia da regiao, assim
como a mudanca da altura da camada limite.

Embora os procedimentos numéricos nao precisem das transformagoes para resol-
ver problemas definidos em dominios complexos, o fato de o novo sistema de equagoes
(criado a partir das transformagoes) ser facilmente implementado, tal como se fosse a
equacao original em dominio retangular, a vantagem é claramente observada. O pro-
blema equivalente, isto é, o problema transformado possui dominio formado por planos
paralelos. Este fato simplifica a tarefa de langar o problema numérico em forma de matriz
e resolvé-lo.

Incluir a complexidade do dominio nas equacoes contribui para o enriquecimento do
modelo. Como exemplo podemos citar a equacao de advecgao-difusao. A difusividade tur-
bulenta muitas vezes é definida de forma que esconde propriedades, como a complexidade
da orografia. Sendo assim, considerando a orografia de forma separada o coeficiente de
difusividade pode ser construido de forma a considerar apenas propriedades importantes,
como a textura da superficie. Naturalmente, a construcao deste coeficiente nao é trivial
e considerando a complexidade do relevo, essa tarefa pode ser ainda mais complicada.

Por outro lado, experimentos mostram que um dos grandes influenciadores do modelo de



184

dispersao é o perfil vertical de velocidade. Como um passo nessa direcao, apresentamos a
resolucao das equagoes de Navier-Stokes tridimensionais em dominios curvilineos.

Os problemas de fluxo no ambiente natural normalmente possuem dominios com
contornos curvilineos que podem complicar a solu¢ao por meio de abordagens numéricas,
mas especialmente por abordagens (semi-) analiticas. Com bastante frequéncia, esses pro-
blemas sao discutidos considerando-se apenas os limites idealizados (simplificados). No
presente trabalho, foi dado um passo na direcao onde uma classe de limites curvilineos
pode ser levada em consideracao. Do ponto de vista numeérico, a transformagao de coor-
denadas difeomorfa conforme nao introduz complicagoes no esquema numérico, de modo
que, como beneficio, o sistema matricial que resolve a equacao pode ser configurado da
mesma forma que é feito para um problema simplificado com contornos nao curvilineos.
A técnica de transformagao de coordenadas tem a vantagem sobre os métodos de malha
irregular que, no segundo, nao ¢ de todo direta para garantir a preservagao das leis de
conservagao, que na presente abordagem ¢é garantida.

Embora numérica, esta solucao pode ser considerada uma referéncia para ou-
tras abordagens, especialmente as (semi-) analiticas, que sdo o foco de esforgos futuros.
Quando as superficies de um dominio tridimensional de interesse sao parametrizadas, elas
fornecem a base para a construcdo da transformacio de coordenadas. E digno de nota
que, tipicamente, a dinamica de um sistema de interesse dita a geometria subjacente com
sua curvatura intrinseca, como por exemplo na teoria geral da relatividade. No entanto,
a presente abordagem usa a curvatura das fronteiras para definir a geometria do sistema

de coordenadas que esta sendo usado para derivar a solucao.

9.1 Sugestoes para Trabalho Futuros

A presente discussao abrirda caminhos que, no futuro, permitirao calcular tanto
a distribuicao de concentracao quanto o perfil de velocidade de forma semi-analitica, o
que viabiliza simular esse tipo de processo em tempo quase real. Até agora, solugoes
semi-analiticas conhecidas da literatura sao derivadas apenas a partir de dominios plano
paralelos, de modo que o presente trabalho pode ser considerado um primeiro passo para
uma nova dire¢cao onde uma solucao semi-analitica pode ser construida a partir de um
método de decomposicao recursivo, como foi empregado em Bodmann et al., 2010, e defi-

nido sobre um dominio curvilineo. Por enquanto, fornecemos solug¢oes numéricas obtidas
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pelo método de diferencas finitas implicito, que apresentou resultados que estao de acordo
com as expectativas apresentadas na literatura e que no futuro servirao de referéncia para
nossos desenvolvimentos subsequentes na forma de benchmarkings. Num futuro préoximo,
pretendemos derivar uma solugao semi-analitica para o modelo advecc¢ao-difusao e para
as equacgoes de Navier-Stokes sobre um dominio curvilineo, bem como um conjunto com

testes matematicamente rigorosos de convergéncia.
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APENDICE A — Ordem e consisténcia

Neste apéndice apresentamos as verificagoes da consisténcia e da ordem das equa-
¢oes algébricas que aproximam as equagoes diferenciais. A aproximacao feita utilizando

o método de diferencas finitas implicito.

A.1 Ordem e consisténcia das equagoes algébricas bidimensionais

Utilizando a expansao em séries de Taylor, obtemos

of O f t—to)?
Fl@y,t) = f2,,t0) + ol @y (E = to) + W!(x,y,m%“L
' (A1)
a3f (t — t0>3 a4f (t — t0)4
%kmvyﬂh) 3| + at4 |(a:,y,t0) 4‘ _|’ ey
of 0*f (z — 20)?
f(ma Y, t) = f(x(]a Y, t) + %‘(mo,y,t) (l' - .CI?[)) + @‘(Io,y,t)T‘i‘
' (A.2)
of  @om) O (@—a)t
613 ($07y,t) 3' 8.’])4 (xo,y,t) 4' ey
of 0*f (v — 40)”
f(:B?yvt) = f($, Yo, t) + a_y|(x,y0,t)(y - yO) + a_yg|(z,yo,t)T+
' A3
i (y —w)* | 0f (y — yo)* (A-3)

a_ygl(xyyo,t) 3! + ay4 |(a:7y(),t) A1 + ...,

of of
f(xayv t) = f(x(h Yo, t) + %kzo,yo,t)(x - .’,U(]) + aiy|(zg,yg,t)(y - y0)+

1 [O2f o2 f 9% f
21 <ax2|($07y07t)(x — 20)* + 2@\(%%,@(% — 20)(y — ¥o) + 87y2|(x07y0,t)(y - yo)2) +...F (A.4)

I [T o f . .
ﬁz ( ) Wl(wo,yo,t)(x_xo) (y—yo) + ...,

S
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e A Equagao A.5 é derivada da Equacao A.1.
Para © = iAx, y = jAy, t = nAt e to = (n+ 1)At em A.1, obtemos

fiy = et — ft|n+1At+ ftt|n+1At2——fttt’nHA + ftttt|n+1At4 (A.5)

Z7-] 17]

e As Equacgoes A.6 e A.7 sao derivadas da Equacao A.2.
Para z = (i + 1)Az, o = iAz, y = jAy et = (n+ 1)At em A.2, obtemos

Z:ffj = n+1 + fm|n+1Ax+ fmx|n+1A$2 + o fmcm|n+1A + = fa:mcm|n+1A:U + . ) (A6)

epara x = (i — 1)Azx, xog = iAz, y = jAy et = (n+ 1)At em A.2, obtemos

in_ij: ZZH fx‘nJrle—i- fzx’n+1A$ __fa:m‘nJrlA + 5 fmz:rx’n+1A$ - (A'7)

e As Equacgoes A.8 e A.9 sao derivadas da Equagao A.3.
Para x = iAx, y = (j + 1)Ay, yo = jJAy e t = (n + 1)At em A.3, obtemos

F = 1+ LT Ay + 5 Sl Y + f‘yyyl”+1 v +4,fyyyyl”“Ay4+---, (A8)

e para x = iAx, y = (j — 1)Ay, yo = jAy et = (n+ 1)At em A.3, obtemos

fln;_ll = n+1 fy|n+1Ay _I_ fyy‘n—H fyyy|n+1 y + 4'fyyyy 7’L+1Ay4 e (Ag)

e As Equacoes A.10, A.11, A.12 e A.13 sao derivadas da Equacao A .4.

Escolhendo z = (i + 1)Ax, z9 = iAz, y = (j + 1)Ay, yo = jAy et = (n + 1)At em A 4,

obtemos

f = [0+ Ll Ar + £ 7 Ay+

a1 (fxx|n+1Ax + 2fxy|n+1A$Ay + fyy|n+1 ) +..t (AlO)

T‘ E x’rss

j (Ar) 2 (Ay)" +
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Escolhendo z = (i — 1)Az, zg = iAz, y = (j + 1)Ay, yo = jAy e t = (n + 1)At em A4,

fife = B = Ll Ar + £ 77 Ay
(fm!”“Aw = 2yl AxAy + fi [77 AY?) + .+ (A.11)

(=lAz])™(Ay)* +

A ) el
T s=0

Escolhendo = = (i + 1)Ax, o = iAz, y = (j — 1)Ay, yo = jAy e t = (n + 1)At em A 4,
Fifio = B+ Ll A — 15 Ayt

1

(fm!”“Aw = 2y li] AxAy + fi [7]AY?) + .+ (A.12)

] Z (5) for=sye i
s=0

Escolhendo z = (i — 1)Az, xg = iAz, y = (j — 1)Ay, yo = jAy e t = (n + 1)At em A 4,

(Az)"*(=|Ay])" +

f’nt}j—l _ n+1 . f$|n+1Al’ fy|n+1Ay+

71—

(fm\"“A%’ +2fxy!”+1A$Ay+fyy\"+l ) (A.13)

ST (0 a8 B +

Agora vamos mostrar a consisténcia da equagao de Navier-Stokes bidimensional

em coordenadas generalizadas 6.66 (reescrita abaixo),

n+l . n n+l n+1 n+1
Wig —Wig _ (D )n+1“i+1,j 2uij tuisy

At Vi Ag?

n+1 n+1 n+1 n+1
(D )n+1u2+1,]+1 Ui g g1 — Uigq jo1 T U1 51

2Jig 4AEAD

n+1 n+1 n+1
U = 2u; oy
n+1 "4,J+1 3,0—1
(Ds);

4,J AUQ

uﬂ‘l’l _unJrl unfl o un+1 _

D 7,‘"."1 i+1,5 i—1,7 D5 T“H 1,7+1 3,0—1 n
( 4)1,] QAS + ( )z,j QA’I’] + (gb)z,]a

+

Consideremos a mudanca de variaveis [ = u, x = £ e y = 1 nas Equagoes A.5, A.6,

A7, A8 A9 A.10, A.11, A.12 e A.13. Vamos analisar cada termo da Equagao 6.66.
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* Utilizando a Equacao A.5 obtemos que

u?jl —uy; ufjl — (ufjl — |”+1At + 2,u,gt|"+1A752 3,uttt|”+1At3 .
At At ’
(A.14)
b ntl _ Lo g Lo i L n+1 A 43
T = t| 2'U/tt| At + g'dttt| At 4‘utttt| At
Portanto, quando A&, An, At — 0,
ultt —ut u ou
W — Ekz‘A&jAm(nH)N) 9 =7 lemn- (A.15)
* Utilizando a Equagao A.6 e A.7 obtemos que
uptl s = 2uftt + uf _ (2 SueeI AL + (2) frugeee 1T AL + (A.16)
A{“? AEL? ’
Portanto, quando A&, An, At — 0,
iy = 20 it 9% Ou A
* Utilizando a Equacao A.10, A.11, A.12 e A.13 obtemos que
T T TR T R L e _ (4)2uey |7 T AEAD + R(AE, An?) (A.18)
AAEAD 4AEAD '
Portanto, quando A&, An, At — 0,
u?j_ll,jJrl - u?j_ll,jJrl - u?j_llj 1t “?Jrll] 1 32U line; *u (A.19)
AAEAD @fan (1Ag,jAn,(n+1)At) — 858 :
* Utilizando a Equacao A.8 e A.9 obtemos que
ufﬁl —2u n+1 + u?;rll _ (2)3 UnnI”“An + (2 )4vun7mn|n+1An4 +. (A.20)

A772 An?

Portanto, quando A&, An, At — 0,

n+l n+1 n+1 2 2
Uigel — 2055 tuiiy  0%u 0

Uu
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* Utilizando a Equacao A.6 e A.7 obtemos que

uitl = (QuelP AL 4 (2) Jruceeli AL +

=l (A.22)
2AE 2A¢
Portanto, quando A&, An, At — 0,
n+1 n+1
Uipr; — Wiy ou ou
— 1At A (n = ) A.23
Y afl(Ag,yAn,( 8 = Felen (A.23)
De forma anéloga,
Pn+1 Pn-&-l' oP oP
i+1,5 i—1,7
OAE 9 [ONZICXCRIN o€ et (A.24)
* Utilizando a Equagao A.8 e A.9 obtemos que
u?;ril - u?;rll _ (2 )u,7|”+1A77 + (2 >3lunnn’n+lA773 Tt (A.25)
277 2An '
Portanto, quando A&, An, At — 0,
wth =W ou ou
2,54+1 i,j—1
W — a—nkmajAn,(nu)At) = —’ (em.t)- (A.26)
De forma anéloga,
Pn+1 Pn+1 oP oP
3,7+1 2,7—1
oA o [ONZICXCRIN an et (A.27)

Desta forma, concluimos que quando A¢, An, At — 0, a Equagao 6.66 tende para
a Equacao 6.59, isto é, para
ou 0%u 0%u 0?u ou ou

+ Dy—— + D3=— + D,— + Dj

ot =~ Diga T Degeg, T Digm T Pige T Do, T O

caracterizando a consisténcia da aproximacao. Além disso, a aproximagao 6.66 possui

ordem O(AE&?, An?, At). De maneira similar é possivel verificar que as equagoes algébricas.
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n+l . n n+l n+1 n+1
b Vi (et Vit v +Uityy

At Vi AE2

_I_

n+1 n+1 n+1 n+1
(D )n+1vi+1,j+1 — U141 T Vi1 T Vi1

20 NI

n+1 n+1 n+1
(D)t Vit~ 2vij -+ Ui

3)i,j An?
n+1 n+1 n+1 n+1
— v — v _
7'_17.] ’VL-‘rl Z7j+1 7‘7.]_1 n
+ (D) B BT ()
( )7,,] 2A77 ( )17]7

nt1 Vit1,j
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n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
(A1) ‘PiH’j — 20 Py + (A3); ,P@J'Jrl — 2P+ BT
2¥) ASZ 2,7 A772

(Ay); 'Pi—f—l,j—f—l i—1,j+1 -1+ B _ gntl
7 4AEAD b
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Cpt -G Ol — 200 + O
) D ) ) ) _|_

il .
A - D A2

n+1 n+1 n+1 n+1
D Oz'+1,l+1 - Cifl,lJrl - CiJrl,lfl + Cifl,lfl
(D2)iy

1AEAC
Oty — 200 4 Ot ol — optl

A 4,041 ) i+1,1
(D3)z,l ACZ + (D4)z,l 2A€

+

oy, Gt o
5)1,l QAC

sao aproximagcoes consistentes das Equacoes 6.60, 6.61 e 3.27, respectivamente. Todas as

aproximacoes possuem ordem O(AE&2, An?, At).
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A.2 Ordem e consisténcia das equagoes algébricas tridimensionais

Utilizando a expansao em séries de Taylor, obtemos

of 0 f t—t
f(x7y7 Z7t> = f(‘xa Y, z, to) + _|(ajay7zat0)(t —t ) YD) |($7thO)Q+

ot ot 2! (A.28)
Bf (t—1ty)® O'f (t —to)!

Bis ewat g T G llewat T
of 2f T — x0)?
f(x7 y7 Z? t) = f(x()? y’ Z? t) + _‘(zo,y,z,t) (:U - xo) _'_ _2|(xo,y,z,t)¥+
ox ox 21 (A.29)
o3 _ 3 o4 . 4 :
of  le-—w)? O (@-w)
] Dat 0wy
of D’ f (y — yo)?
f(xa Y, z, t) = f(xa Yo, 2, t) + a_’(x,yo,z,t)(y - yO) + Wkw,yo,z,t)T—{'

Y Y | (A.30)
83f (y - ?/0)3 84f (y - y0)4 ‘
_|(a:,yo,z,t) + |(x,yo,z,t)— + ... P
oy? 3! oy* 4]

of 0 f z—2)?
@y, 2,t) = f(2,9, 20, 1) + ==l @won) (2 = 20) + 55w, zmt)MJ“
0z 0z 2! (A31)
Bf (z — zo) (2 — 20)*
e

of of
f(‘rv Y, z, t) = f($07 Yo, 2, t) + %'(zo,yo,z,t) (LE - l'()) + 87y|(zo,yg,z,t) (y - y0)+

*f >’f *f
<3 2 |(T0 0,2 t)( xO)Q 6 By ‘(ro,yo,zyt)(m —20)(y — yo) + aiygkzmymz»t)(y - yO)Z) Tt (A.32)

" Z ( ) D —5dy® |(ono zt)( )Tﬁs(y_yo)s""_"'?

of of
f(x,y, Z7t) = f(l’o, Y, Zo, t) + %|(107y7201t)(a: - xo) + akzo,y-ﬂo,t)(’z - ZO)+

0*f o*f 0*f
<8x2 |(wo.,20) (T — 20)* + 25, 357 | @ow0t) (T — o) (2 — 20) + @kxo,y,zwt)(z - 20)2> +oot (A.33)

T'ZO S aoan (o = 20 (e = )
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of of
f(wvyy Z7t) = f(xay07 ZOyt) + @'(x,yg,m,i)(y - yO) + a‘(m,yo,zo,t)(z - ZO)+

o2 f 2 f *f
a1 (a 3 l@ao 00 (U — %0)* + 2m|(%yo,2mt)(y —30)(z = 20) + 55 lwanz0n(z - 20)2) T (A34)

HZ ( ) 8y'r 5025 (xyozot)(y yo) (Zfzo)s+““

e A Equagao A.35 é derivada da Equacao A.28.
Para © = iAx, y = jAy, z =[Az, t = nAt ety = (n + 1)At em A.28, obtemos

1
f'n‘ — fntl ft|n{r1At + 5ftt|n+1At2 o |n+1At3 'fttt |n+ At4 N (A.35)

4,5, 4,550 1,5, 1,5, tli,j,l 2,5,

e As Equacgoes A.36 e A.37 sao derivadas da Equagao A.29.
Para z = (i + 1)Azx, o = iAz, y = jAy, z =1Az et = (n + 1)At em A.29, obtemos

1 1
1 _ 1 +1 +1 2 +1 +1 4
z?:Li-Jrl,j,l - :;rl +fm|2j,l Ax+ §ff’55’5‘?,j,l Az +— fxmijl Ifx‘rxx‘?,j,l Ax*+. .. s (A36)

e para x = (i — 1)Ax, o = iAz, y = jAy, z =1Az et = (n+ 1)At em A.29, obtemos

1 1
JE = S = Ll At g faa i A — fm|"+1 e A2t = (A3T)

i—1,5, ’le 4,7, 4,7, 4,7, 4,7,

e As Equacoes A.38 e A.39 sao derivadas da Equacgao A.30.
Para x = iAx, y = (j + 1)Ay, yo = jAy, z = 1Az et = (n + 1)At em A.30, obtemos

f,]++111 f,j+l1+fy|z‘j,llAy+Efyy|z’,;fllAyQ+ fyyy| jll Y +Efyyyy i,j,llAy4+' -, (A38)

e para x = iAx, y = (j — 1)Ay, yo = jAy, z =1Az et = (n+ 1)At em A.30, obtemos

+1  _ pntl +1 +IA +1A +1A
f:j—l,l 7,le fy|?ley—|— fyy|zngl fyyy Tf]l Y +4|fyyyy|:bg, .. (A39)

e As Equacgoes A.40 e A.41 sao derivadas da Equagao A.31.
Para ©z = iAx, y = jAz, z = (I + 1)Az, zo = Az et = (n+ 1)At em A.31, obtemos

1 1 1
e = fion L Azt fzz i Az fzzz i Az fzzzz At (A40)
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e para © = iAx, y = jAz, z = (I — 1)Az, zo = Az et = (n+ 1)At em A.31, obtemos

n n n 1 n 1 n 1 n
i’;’rll_l = m‘fll _fz’i,;fllAZ+§fzz‘Z;rllA 2_ﬁfzzz‘i’;tllAzg‘FZfzzzzlljllAZ - . (A41)

o As Equacoes A.42, A.43, A.44 e A.45 sao derivadas da Equacao A.32.

Escolhendo = = (i + 1)Ax, xg = iAx, y = (7 + D)Ay, yo = jAy, z =1Azet = (n+1)At
em A.32, obtemos

frl = R A+ £ I Ayt

gl 1,5, 7,0

1 n n n
o1 (fxx‘i,;:lleQ + Qfxy’ijllA$Ay + fyy‘zj_ll ) +.F (A.42)

1 T
=l D () farsye
s=0

Escolhendo = = (i — 1)Ax, xg = iAz, y = (j + 1)Ay, yo = jAy, z =1lAzet = (n+1)At
em A.32,

(Az)"*(Ay)” +

i7j7l

el = = B Az f M Ayt

1,5, 1,5, 1,5,

1 n n n
21 (f:cx|zjllA$ 2fxy|i,;_lleAy + fyy|zj_ll ) +.ot (A.43)

1
.l Z (5) far—sys
s=0

Escolhendo = = (i + 1)Ax, g = iAx, y = (j — 1)Ay, yo = jAy, 2 =1Azet = (n+1)At
em A.32,

(—|Az)™*(Ay)" +

/L‘?j?l

z‘rjﬁj—l,z = 5 Ll A — Sl Ay+

1,5, 1,5, 1,5,

1 n n n
21 (fa:a:|ij:l1A'r2 - 2fxy|i,j_lleAy + fyy|zj_ll ) +ot (A.44)

S
s=0

Escolhendo = = (i — 1)Ax, g = iAx, y = (j — DAy, yo = jAy, z =lAz et = (n+ 1)At
em A.32,

(Az)"*(=|Ay])" +

0,7,

+1 +1 +1 +1
z'n—l,j—l,l zn]l fx‘?;z Az — fy’?:j,l Ay+

1 n n n
o1 (f$$|i,;:lle2 + 2f$y|ijl1AxAy + fuy zj_ll ) toot (A.45)

1 T
. > () forsye
T s=0

(=lAz])*(=|Ay])* +

/L'7j’l
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e As Equacoes A.46, A.47, A.48 e A.49 sao derivadas da Equacao A.33.

Escolhendo = = (i + 1)Az, g = iAzx, y = jAy, z= (I + 1)Az, zo =lAz et = (n+ 1)At

em A.33, obtemos

ﬁ:i,lj,l—i-l = z’T,ljJ,rll + faz’z;leA37 + fy‘?;rzlAZ+
1 n n
5 (fw:v|2;:lle2 + 2f$2|z,j:l1AxAz + fzz|l-7;:llAZ2) + ...+ (A46)

AT (AZ) + L

i7j7l

%Z (7) forsse
T s=0

Escolhendo = = (i — 1)Az, zg = iAx, y = jAy, 2= (I + 1)Az, zo =lAz et = (n+ 1)At

em A.33,
n n n+1 n+1
fi:fj,lﬂ = fi,j—t_ll - f96|i,;:l Az + fy|i,;:l Az+
1 n+1 2 n+1 n+1 2
of el A = 2T Awde + LL171AZ) + . 4+ (A.47)

(| Az]) T (AZ) + L

,L?j7l

% Z (g) f:n"*szs
T s=0

Escolhendo = = (i + 1)Az, o = iAx, y = jAy, 2= (I = 1)Az, 2o = lAz et = (n+ 1)At
em A.33,

n n n+1 n+1
fi;fj,lq = fi,j—t—ll + f$|i,zl Az — fy|i,j:l Az+
1 n+1 2 n+1 n+1 2
51 (fzx’z;rl Az® — Qfxz‘i,;fz AzAz + fzz‘ij,z Az ) +..ot (A.48)

1 - n T—S S
7T'Z(;;)ch,«_szs T AD) T (= Az]) 4L
T s=0

Escolhendo = = (i — 1)Az, g = iAx, y = jAy, z= (1 — 1)Az, zo =lAz et = (n+ 1)At
em A.33,

+1 _ +1 +1 +1
Jjum = fign — Jaligy Ar = fyl77 Azt

1
a1 (foolPH A 4+ 2f0 [P AxAz + [P AZ) + .. + (A.49)

i7j7l 7:7j7l i7j7l

% Z (g) fxT—SzS
T s=0

(=) (= Az +
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e As Equacoes A.50, A.51, A.52 e A.53 sao derivadas da Equacao A.34.

Escolhendo = = iAy, y = (j + 1)Ay, yo = jAy, z = I+ 1)Az, zo = lAz et = (n+ 1)At
em A.34, obtemos

T = S R Ay + T At
1 n n n
21 (fyy|i,;:llAy2 + 2fy2|i7;:l1AyAz + fz2|z;rllAZ ) ot (A.50)

(Ay)" > (Az2)” +

1, ,
= D (5) formsye
T s=0
Escolhendo = = iAy, y = (j — 1)Ay, yo = jAy, 2= (I + 1)Az, zo =1lAz et = (n+ 1)At
em A.34,

Z'7j7l

11 _ 1 +1 +1
fznj 1Li4+1 = an+l —fx|?1,l Ay—l—fymj,l Az+

1,5, 1,5, 1,5,

1 r
ﬁ Z (Z) sz'*L"'yS
s=0

Escolhendo = = iAy, y = (j + 1)Ay, yo = jAy, 2z = (1 — 1)Az, zo = lAz et = (n+ 1)At
em A.34,

1 n n n
o1 Pnli5d Ay = 2[00 AyAz + L7 AZ%) + .+ (A51)

(—1Ay)"™*(Az)" +

Z'7j7l

lej;lll 1= 7:’,717—"_,[1 + fxmj:llAy - fymj,llAZ"_
1 n n n+1
21 (fyy‘i,;leAZJQ - 2fyz‘i,j+,l1AyAZ + fZZ‘Jz Az ) -t (A.52)

1 - n r—Ss S
=D () formeye 15 (D) (=] A2])" +
rl &

Escolhendo = = iAy, y = (j — 1)Ay, yo = jAy, 2= (1 — 1)Az, zo = 1Az et = (n+ 1)At
em A.34,
fnj_ll,l—l = [ = Ll Ay - fy|n+1AZ+

1,j— z]l 2,7, 4,7,

1 n n n
on (ol A% + 26,170 Ay + F T A7) + . + (A.53)

%Z(g)fzr—s

1 (S1Ay) e (=] Az]) +

z]l
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Agora vamos mostrar a consisténcia da equacao de Navier-Stokes tridimensional

em coordenadas generalizadas 7.24 (reescrita abaixo),

n+l _ n n+1 o, n+l n+1 o n+l
Wiga — Yigl _ (D )n+1“z’+1,j,l I WA (D )n+1“i,j+1,l tig—1
n+l _  n+l n+l n+1 n+1
( Dg)nﬂui,j,m Yiji-1 +( D4)n+1“i+1,j,l 2ui 1+ UiTy 4y
1,5, 1,5, 2
2A( A&
n+1 _ n+1 n+1 n+1 _ n+1 n+1
(D )n+1“z’,j+1,l 25y Uy L (D )n+1“z‘,j,l+1 2u; 50 + Uiy
5/, An? 6/, AC2
n+1 _ ,ntl o, ntl n+1
(D7)r;+l1 Uig 1y — Wit g1y — Yigr 10 T Uiq,jq,l_'_
17]7 4A€An
n+1 n+1 n+1 n+1
et Wik 1,041 — Wit jagn — Wiy g1 T Wity gy
(DS)ij_l
> ANENC
n+1 .+l o+l
(Dg)wfl Uy it — Wigo1g41 — Wijpri—1 T Ui 11-1 " (5)"
2,7, 4A77AC 1,5,0

+

_|_

+

n+1

Consideremos a mudanga de variaveis f = u, © = &, y = 1 e z = ( nas Equagoes
A.35, A.36, A.37, A.38, A.39, A.40, A.41, A.42, A.43, A.44, A.45, A.46, A.47, A.48, A .49,
A.50, A.51, A.52 e A.53. Vamos analisar cada termo da Equacao 7.24.
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* Utilizando a Equacao A.35 obtemos que

u?j’ll — U B u;.f;fll — (u?;“ll — uﬂZﬁAt + %uttmI;AtQ — %utttmﬁAt?’ +....)
At B At ’
" (A.54)
uZ il UZ j,l n 1 n 1 n 1 n
bt I At J = Uy 17;:11 — Eutth,;ﬁ:llAt + gutttli}:llAtQ - auttttb;;Atg + ...
Portanto, quando A&, An, A(, At — 0,
wrth ou ou
1,7,0 0,7,
* Utilizando a Equacao A.36 e A.37 obtemos que
u?j_ll,j,l - u?jll,j,l _ (2)u€|ZIzlA5 + (@%%E&‘ZﬁAfg +.. (A.56)
2A¢& 2A& '
Portanto, quando A&, An, A, At — 0,
n+1 n+1
Uity 50— Wi ou ou
Js SNt F " = ) A.57
De forma anéloga,
P~ Pl 0P, _op, (A58)
2A£ 66 (zA&,yAn,lA(,(n«H)At) - 85 (fﬂ?:(i)‘ .
* Utilizando a Equacao A.38 e A.39 obtemos que
u’f;ﬁi“ - u?;r_lll _ (2)un\ZIZ1A77 + <2)$UWWW‘ZI11AU3 +... (A.59)
2An 2An '
Portanto, quando A&, An, A, At — 0,
ultl = utt du o
i,5+1,1 i,7—1,1
BNl PR . = ) A.60
De forma anéloga,
Pt = Pi% oP, _op, (A61)
QAT] 877 (ZAS,]A’U,IAC,(TL+1)At) - 8,'7 (§7n7<vt)' .

* Utilizando a Equacao A.40 e A.41 obtemos que

Wi = Wiy _ (2uelifi AC+ (grucecliy AC £ (A.62)

2AC 2A¢




Portanto, quando A&, An, A, At — 0,

it i o o

De forma anéloga,

P P 0P, _op
QAC ac (1A§7JA77JAC7(”+1)A15) aé‘ (57777975)'

* Utilizando a Equacao A.36 e A.37 obtemos que

u?jll,j,l - 2“2211 + uyjll,j,l _ (2)%u5§|2ﬁA§2 + (2)@5@;3;1%54 +..
AE? AEL?
Portanto, quando A&, An, A, At — 0,
u?jll,j,l — QUZI; + u?fﬁjl . 82u| B 82u|
AE2 DE2 (AL ANIAC, (n+1)At) = 8_52 (EmCit)
* Utilizando a Equacao A.38 e A.39 obtemos que
u?ﬁu - 2“2;&1 + u?;r—llz _ (%%“nnﬁﬁAnz + (%%“nnnnmﬁA"# t.
An? An?
Portanto, quando A&, An, A(, At — 0,
Ui 20 H i, 0t _ Q%u

* Utilizando a Equacao A.40 e A.41 obtemos que

U 141 il i,j,l—1 i, il

n+l 2un+1 + un-‘rl B (2)%UCC|TL+1AC2 + (2)iUCCC§|n+1AC4 + ...

AC? AC?
Portanto, quando A&, An, A, At — 0,

+1 +1 +1
Wt — 200, o Sl
N - 30 |iagjaniac mrnay = a_<=2|(67777C7t)'

* Utilizando a Equacao A.42, A.43, A.44 e A.45 obtemos que

203

(A.63)

(A.64)

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)
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u?-:_ll,j—i-l,l - u?jll,j+1,l - u?-:_ll,j—l,l + U?—Jr11,j—1,z _ (4)2“677’2211A§A77 + R(AE, An?) (A.71)
4AEAD VANGAN| '

Portanto, quando A&, An, A, At — 0,

U?Jj—ll,j+1,l - u?jll,jJrl,l - u?jll,jq,l + U?:Lf,jq,l N 0*u lines _ 0*u (A.72)
* Utilizando a Equacao A.46, A.47, A.48 e A.49 obtemos que
Uﬁll,j,lﬂ - u?jll,j,Hl - U?J:rll,j,lfl + u?jll,j,l—l _ (4)2U£C|ZI}A§AC + R(AE, A¢P) (A.73)
ANEAC ANENAC '
Portanto, quando A&, An, A, At — 0,
“?Ill,j,lﬂ - u?j_ll,j,Hl - u?:ll,j,lfl + u?jll,j,lfl N 0*u lines _ 0*u (A.74)
INEAC DEDC (iAE jANIAC,(n+1)At) —8§8C' .
* Utilizando a Equacao A.50, A.51, A.52 e A.53 obtemos que
UZ;EI,HI - u?jll,j,Hl - “Zﬁuq + U?,ﬁuq _ (4)2UWC|ZIZIAUAC + R(An?, AC?) (A.75)
VAV/7ANG 4AnAC '
Portanto, quando A&, An, A(, At — 0,
“Zfil,m - uzT‘L—Jrll,j,l—&—l - “thlu—l + “Zj—l1,z—1 0*u 0*u (A.76)

4A77AC — anag|(iA£,jAn,lAC,(n+1)At) = M
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Desta forma, concluimos que quando A&, An, A(, At — 0, a Equagao 7.24 tende

para a Equacao 7.16, isto é, para

ou ou ou ou 9%u d%u 0%u
_D D, 2% 4 p, 2%y p, St L p oy p ot
ot = Pige gy T Pspe T Piga T g T Pegat
0%u 0%u 0%u
D D D
"aeon + Pogear T Dograe T

caracterizando a consisténcia da aproximacao. Além disso, a aproximagao 7.24 possui
ordem O(AE&?, An* AC?, At). De maneira similar é possivel verificar que as equagoes

algébricas.

n+1 n+l n+l n+l _ _ n+l
Vigd — Vigl _ (D )nﬂ”m,j,l Vi1l (D2>n+1”7g+1z Vig—1l
At 1,55l 2AE 0,5, 2An
n+l _ n+l n+l n+1 n+1
(D)t Vil — Vgt oy et Vit — 2Vige Ui
1,5, QAC 1,5, A£2
n+1 . n+1 n+1 n+1 _ n+1 n+1
(D )n+1 Ui,j-l—l,l 2Uzyl + U@] 1,1 + (D )n+1 Ui,j,l—i—l 2U@]l + U@] -1 +
5)i,5. A2 6/, A2
n—|—1 vn+1 n+1 +o n+1
(D7)7-LJ-FI 1+1,J+1l i—1,5+1,0 — z+1,j 1,0 Vi J— 1l+
0,55l 4AEAD
n+1 ,Un+1 n+1 Y n+1
(D8>n+1 z+1,j,l+1 i—1,4,04+1 Z+1]l 1 Vi1 3, 0—1 +
(N AANENC
n+1 .+l _ ,ntl n+1
(Dg)@ﬂ“i,ﬂl,m Vijo1a41 ~ Yigrii-1 T Vi1 + @)
2,7, 4A7IA§ 1,3,0
n+l _ _.n n+l _  ntl n+l _  ntl
Wijpr — Wigi (D )n+1wi+1,j,z Wi—1,41 + (D )n+1wi,j+1,l Wi -1, n
= il 2)ij
At 20 2A”
n+l _  n+l n+l n+1
( Dg)nflwidﬁl-‘rl Wigi-1 ( D4>n+1wi+1,jz 2w+ W n
4,550 2A< 4,5, A§2
n+1 . n+1 n+1 n+l n+1 n+1
(D )nﬂwz‘,jﬂz 2wi 1 Wi (D )n+1wi,j,l+1 2wijp t Wiji n
5/, An? 6/i,51 ACQ
n+1 n+1 n+1
(D7)n+1wi+1,j+l,l W G T Wiy oy T W ,J L
0,35l 4AEAD
n+1 o yntl _ntl
(Dg)n+1wi+1,j,l+1 Wiy 1 — Wity ji—1 T wzf ,],lf n
(2 AAENC
n+1 n+1 n+1 n+1
Do) Wy 1041 — Wijo1g41 — Wijpig—1 T Wi 1 —\n
(Dy) + @)i500

bk 4ANAC
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n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
(Ay); s Pivige — 2050 + Pl + (Ay): Pijvi — 205, + Pz',j—1,1+
1)i,j,l ASQ 2)i,7,l A?]2
n+1 n+1 n+1
3)i,4,
n—+1 n+1 n+1 n—+1
(A)) Py = Pl — Pl t Pi—l,j—l,l+
4)i4,l
” 4NEAD
n+1 n+1 n+1 n—+1
(A ) Pz‘+1,j,l+1 B Pi—l,j,l+1 T ity + Pi—l,j,l—l
5)i,4,
" AAENC
n+1 n+1 n—+1 n—+1
(Ae)‘ ,le‘,j+17l+1 B Pi,j—l,l+1 B Pz',j+1,l—1 + szj—Ll—l _ gn+l
2,7, 4AT]AC 27.]7l
e
Cn—l—l __m Cn+1 _ mtl n+l _ m+l
1,5, 0,5, D i+1,5,0 i—1,5,l 1,541, i,j—1,0
PR M 1)iji + D2 gl +
At ( )Z J 2A£ ( )’L J 2An
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
D igirt — Yigi-1 o Civrgn — 2050 + Gl
(D3)i NG + (Da)ij A +
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
D Cijrg — 2000 + 0, D Cigan — 2G50 + Gy
(Ds )i A + (De)ij AC?
Cn-l—l _ Cn+1 _ Cn+1 + C«n—i—l (A77)
(D ) i+1,5+1,0 i—1,j4+1,0 i+1,5—1,1 ifl,jfl,l_i_
7)i,4,
” VANGA7
n+1 n+1 n+1 n+1
(D ) Cz‘+1,j,l+1 - Cifl,j,lJrl - Cz'+1,j,171 + Cifl,j,lfl +
8)i,4,
" AAEAC
n+1 n+1 n+1 n+1
(D ) Ci,j+1,l+1 - Cz',j—l,l—l—l - Ci,j+1,l—1 + Ci,j—l,l—l
9)i,4, .
" 4ANAC

sao aproximacoes consistentes das Equacoes 7.17, 7.18, 7.19 e 4.14, respectivamente. To-

das as aproximagoes possuem ordem O(AE&?, An?, A(?, At).
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