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Resumo

Como objetivo deste trabalho, procurou-se investigar as solu¢des regulares das equacoes de
Navier-Stokes, além de existéncia e unicidade. Investigou-se, além disso, propriedades do
conjunto de singularidades do fluido, 1sto €, o conjunto de pontos onde a velocidade nao
tem um limitante superior.

Introducao

Ainda que muito progresso tenha sido feito na primeira metade do século XX por Leray
[1], como regularidade, existéncia e unicidade de solucdes fortes para um tempo finito € a
no¢ao de solucoes fracas, ndo se sabe se solu¢des fracas sao unicas ou se t€ém algum tipo de
regularidade. Devido a dificuldade do problema, o instituto Clay oferece o prémio de um
milhao de dolares para quem conseguir garantir que as solug¢des do problema tem as propri-
edades acima indefiniddamente no tempo [4]. O objetivo do prémio € chamar aten¢ao para
um problema de mecanica classica que ainda ndo foi solucionado, acreditando que o método
aplicado na solu¢ao possa ser generalizado para outras equagoes diferenciais nao-lineares.

As equacoes de Navier-Stokes

As equacgoes de Navier-Stokes podem ser entendidas em trés partes: a primeira Como a equa-
¢ao de continuidade do fluido, 1sto €, que a massa nao € destruida nem criada no movimento
do fluido. Matematicamente, temos que

V- (p) + pr =0, (1)

onde p é a densidade de massa e u é a velocidade do fluido. A segunda pode ser entendida
como a segunda lei de Newton (F' = ma) estendida para a mecanica do continuo, obtendo

(pid)y + (i - V) (pil) + VP — p(V(V - @) + Ati) = fou, (2)

onde P € a pressao do fluido, i € a viscosidade dinamica e f.,; € a densidade de forca
externa aplicada ao fluido.
Por fim, a terceira parte € somente a condi¢do 1nicial do sistema hidrodinamico, ou seja,

47t =0) = i (3)

Em geral, temos de antemao o conhecimento de p, ﬁ;xt e uy. Como as equacgdes de Navier-
Stokes tornam-se muito complicadas para o estudo de regularidade, toma-se como constante
a densidade do fluido, obtendo

V.-i=0
U+ (U - V)u+ VP — At = feu; (4)
(7, 0) = i,

onde renormalizou-se as equac¢oes para eliminar constantes fisicas.

Extensoes das Equacoes de Navier-Stokes

Ha diversos trabalhos que exploram outras equacoes de Navier-Stokes, como as equagoes
de Euler, hiperdissipacao e magnetohidrodinamica.

1. As equacoes de Euler modelam um fluido ideal, ou seja, nao ha forca de arraste (1 = 0).
Apesar de aparentemente simplificar o problema, a retirada do termo com o laplaciano
reduz a garantia de suavidade das solu¢des, uma vez que ele atua como um regularizador;

2. As equacoes de Navier-Stokes hiperdissipativas modelam fluidos com dissipa¢ao mais ra-
pida que o laplaciano usual, definindo (A)“ a partir da modificagdo do expoente do nicleo
de Poisson. Apesar da modificacao do termo por outro aparentemente mais complexo, o
problema de Navier-Stokes para o caso hiperdissipativo € mais facil de estudar, uma vez
que o0 novo operador garante mais regularidade para as solugdes;

3. As equacoes de magnetohidrodinamica modelam fluidos com carga eletrlca e, portanto,
corrente elétrica. Entdo usa-se como forca externa a forca de Lorentz fext = p EE 1+ J % B

com notacao usual do eletromagnetismo. Para tal, despreza-se a corrente de deslocamento
¢°F
te

Solucoes Fortes

O trabalho de Leray [1] fo1 o mais influente para o entedimento das solucdes de Navier-
Stokes. Para tal, estuda-se primeiro a versao (mais) simplificada das equa¢des de Navier-
Stokes, chamadas equac¢des de Stokes, que sdao da forma

V- u=0;
U+ VP — At = feu; &)
u(r,0) = .
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Essas equacoes podem ser entendidas como o limite hidrodindmico de numero de Reynolds
nulo, 1sto €, para situacdes onde o fluxo € laminar e, portanto, a contribui¢cao nao-linear
¢ desprezivel. Como as equacoes de Stokes sdo lineares, temos solu¢cdes bem conheci-
das através dos nucleos do Calor e de Oseen [5] e Leray usou esse fato para estendé-las
para as equacoes de Navier-Stokes através da identificacdo f;mt = —(u - V)u, procurando
solu¢cdes na forma distribucional. O trabalho de Leray obteve muito sucesso devido a ga-
rantia de existéncia (através de iteracao de Picard), unicidade e regularidade das solucodes

ue C0,T), L) NC((0,T);L>*)e P € L (R*x (0, 7)), ou seja, a energia cinética do
fluido € continua, com velocidades limitadas em quase todo ponto € soma for¢as normais
localmente limitadas, além de satisfazer

LT 2 o 12 Cie 7
§HUOHL2(R3) = gHu N 2w +/ IVU(s)||zamsyds — | a0+ featll1me) ds, (6)
0 0
ou seja, a energia cinética inicial distribui-se em energia cinética final, energia dissipada e
induzida por forgas externas.
Note que nao se tem garantia que 1’ = oo. Caso seja provado verdade, entdo o problema

de Navier-Stokes é concluido.

Solucoes Fracas

Leray também fo1 pioneiro na construcido de solu¢des fracas, que tem como principal ca-
racteristica a mudanga do termo nao linear (¢ - V)u para (u. - V)u, onde u, = 7. * U, 7,
o molificador (ou regularizador) usual. Temos como defini¢cao de solucdo fraca aquela que
satisfaz as equacoOes de Navier-Stokes no sentido distribucional em todo tempo exceto num
conjunto I de medida nula, além de satisfazer (6) na forma de inequacgao. Leray (e Hopf,
para dominios limitados [6]) consegue demonstrar existéncia global das solu¢des fracas,
com a propriedade

@ € L>=((0,00); L*) N L*((0, 00); HY). (7)

mas regularidade e unicidade mostraram-se desafios ndo solucionados até hoje.

Na segunda metade do século XX, James Serrin consegue mostrar que a partir da hipotese
de @ € L7(0,T); L*(Q)), Q@ C R? aberto, com 3/s + 2/s' < 1, s',s < 00, que ¥ é suave
espaclalmente caso fzxt seja suave. Desde Serrin, esse resultado fo1 melhorado para os casos
limites e para igualdade, ou seja, 3/s +2/s' < 1, s, s < oc.

No final do século XX, o trio Caffarelli-Kohn-Nirenberg [3] estudam o caso s = oo,
s’ = 0o. Note que ndo se sabe se as velocidades sdo limitadas em quase todo ponto. De-
finindo o conjunto de pontos que nao obedecem essa propriedade por .S (coonhecido como
conjunto de singularidades), bastaria mostrar que S = () para obtermos regularidade espa-
cial. O que Caffarelli-Kohn-Nirenberg conseguem demonstrar, entretanto, € que

PHS) =0, (8)

1sto €, a dimensdao de Hausdorff (para cilindros parabolicos) do conjunto de singularida-
des € no maximo 1gual a 1. Qualitativamente, temos que as singularidades niao podem
se agrupar em estruturas “mais complexas'que uma reta continua. Em particular, temos
que singularidades espaciais (que se mantém para todo tempo) devem ser 1soladas o su-
ficiente para que ndao formem uma estrutura espacial com dimensao de Hausdorft, isto €,

PLS 1 (Q x {t})) =

Conclusao

As equacoes de Navier-Stokes, apesar de modelarem fendmenos classicos como a hidrodi-
namica, representam uma fronteira no estudo de equagdes diferenciais parciais nao-lineares.
Caso seja provada verdadeira a hipotese de existéncia de solucao unica regular para todo
tempo, teremos uma revolucao nos métodos de resolucao de equacoes diferenciais parciais,
visto que € esperado método de demonstracao aplicado no problema de Navier-Stokes possa
ser estendido a outras equacoes nao-lineares.
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