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MOTIVAGAQ

Com base no método de Descartes, queremos encontrar uma forma de
provar teoremas de geometria euclidiana computacionalmente. Para
isso, precisamos estabelecer um plano cartesiano em torno do teo-
rema que queremos provar e construir polindmios em 73 indetermina-
das associados as (finitas) hipdteses e a conclusdo do teorema. Os
polinbmios associados as hipdteses sao construidos de tal forma que
se anulam sempre que as hipéteses forem verdadeiras. O método
consiste em mostrar que quando as hipdteses sao verdadeiras, ou seja,
se anulam, a conclusdao também é verdadeira, isto &, se anula. Em
outras palavras, para provar a veracidade do teorema precisamos
mostrar que o polindmio que representa a conclusao é uma combina-
¢ao dos polindbmios que representam as hipoteses.

Podemos utilizar este método para provar o teorema de Ptolomeu, por
exemplo, que diz que em um quadrilatero inscrito em uma circunferén-
cia, o produto dos comprimentos das diagonais é igual a soma dos
produtos dos comprimentos dos lados opostos. (imagem)

METODOLOGIA

Proposicao: Sejam f polindmio e [ ideal de K[x1, ...
um corpo. Sao equivalentes:

, Zn], onde K denota

1. fse anula em todos os pontos de Z(I);
2.(1—z2fY+ K[z1,...,2n,2|]] = K[x4,...
3.feVl.

) Ty 2];

Utilizando este resultado, bastaria, entao, dividir o polindmio ¢ (associa-
do a conclusao) pelos polinémiosh’s (referentes as hipoéteses), de for-
ma que o resto nulo representaria a pertinéncia do polinébmio ¢ no ideal
gerado pelos polinémios h's em K[z1,...,zy].

Entretanto, o algoritmo da divisao para polinébmios de mais de uma inde-
terminada nao funciona da maneira esperada. De fato, basta mudar a or-
dem dos divisores que obteremos quocientes e restos diferentes.
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DESENVOLVIMENTO

O ideal inicial in(/) de I é o ideal de K[z1,...,2,]gerado porin(f)V f € ]
onde in(f) representa o termo incial de f dada uma ordem monomial.
Um subconjunto finito G de I é uma base de Grobner para I se
in(I) = (in(G)). Em particular, I = (G). Podemos calcular uma base
de Grobner a partir do algoritmo de Buchberger. Dizemos que uma ba-
se de Grobner é minima se tem coeficiente 1 paratodo g € G e se

i # j entdoin(g;) ndo dividein(g;). Uma base é dita reduzida quando
além de minima cada g é reduzido comrelagdoa G\ {g}. Todo ideal
de K[xz,...,7,] poSsui uma, e apenas uma, base de Grébner reduzida.

PROPRIEDADES

e O resto de um polinémio fde Klx,...
ordenacao dos elementos de G.

e G={1}se esomentese, I=Klzy,...,2,].

e Dois ideais sao iguais se, e somente se, sua base de Grobner
reduzida é igual.

CONCLUSAQ

0 método direto: dados A1, ..., hs,d1,...,d, e ¢ polindbmios no anel
Clxy,...,xy,], de modo que os h S determlnam as hipdteses do resulta-
do a ser provado, os d’s determinam as condi¢des de degeneracgéo e ¢
sua conclusao, o algoritmo retorna uma das duas afirmagoes seguintes:
o resultado é verdadeiro ou o resultado ndo pode ser confirmado.

Etapa 1: Determine uma base de Grobner reduzida (G para o ideal gera-
do pelos polinémios Ay, ..., hs,t1dy — 1,...,t.d, — 1 no anel
(C[l'l,. . ,len,fl, “e ,tr].

Etapa 2: Calcule o resto R (c)da divisdo de ¢ por G.Se Rg(c) =0,
entdo o resultado €é verdadeiro, se R¢(c) # 0, entdo o resultado ndo
pode ser confirmado.

OUTRAS APLICAGOES

Calcular o polinébmio minimo de uma extensao algébrica sobre um
corpo;

Resolver problemas de coloragao de grafos e caminhos
hamiltonianos;

Calcular o MDC, o MMC e a fatoracgao livre de quadrados de
polinbmios em n indeterminadas sobre um corpo; e

Provar se um mecanismo articulado descreve ou ndo uma curva dada.
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