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MOTIVAÇÃO

Com base no método de Descartes, queremos encontrar uma forma de 
provar  teoremas de  geometria  euclidiana computacionalmente. Para
isso, precisamos  estabelecer   um  plano  cartesiano em torno do  teo-
rema  que  queremos provar e construir polinômios em     indetermina-
das  associados  às  (finitas)  hipóteses e à conclusão do teorema. Os
polinômios associados às hipóteses são construídos de tal forma que
se  anulam  sempre  que  as hipóteses  forem  verdadeiras.  O  método
consiste em mostrar que quando as hipóteses são verdadeiras, ou seja,
se  anulam,  a  conclusão  também  é  verdadeira,  isto  é,  se anula. Em
outras  palavras,  para  provar  a  veracidade  do  teorema  precisamos
mostrar que o polinômio  que representa a conclusão é uma combina-
ção dos polinômios que representam as hipóteses. 
Podemos utilizar este método para provar o teorema de Ptolomeu, por 
exemplo, que diz que em um quadrilátero inscrito em uma circunferên-
cia,  o  produto  dos  comprimentos das  diagonais é igual à soma dos
produtos dos comprimentos dos lados opostos. (imagem) 

METODOLOGIA

Proposição: Sejam    polinômio e    ideal de                        , onde     denota
um corpo. São equivalentes: 
 
1.    se anula em todos os pontos de          ; 
2.                                                                            ; 
3.            . 
 
Utilizando este resultado, bastaria, então, dividir o polinômio    (associa-
do  à  conclusão) pelos polinômios   ’s (referentes às hipóteses), de for-
ma que o resto nulo representaria a pertinência do polinômio     no ideal
gerado pelos polinômios    's em                        . 
Entretanto, o algoritmo da divisão para polinômios de mais de uma inde-
terminada não funciona da maneira esperada. De fato, basta mudar a or-
dem dos divisores que obteremos quocientes e restos diferentes.  

DESENVOLVIMENTO
O ideal inicial           de    é o ideal  de                      gerado por                     ,
onde          representa o termo incial de    dada uma ordem monomial. 
Um  subconjunto  finito      de     é  uma  base  de  Gröbner  para      se     
                         . Em particular,              . Podemos  calcular  uma   base  
de Gröbner a partir do algoritmo de Buchberger. Dizemos que uma ba-
se  de  Gröbner  é  mínima se tem coeficiente 1 para todo               e se     
          então            não divide            . Uma base é dita reduzida quando
além de mínima cada    é reduzido com relação a                . Todo ideal
de                      possui uma, e apenas uma, base de Gröbner reduzida.

PROPRIEDADES
O resto de um polinômio    de                          por     não depende da
ordenação dos elementos de     . 
                 se, e somente se,                              . 
Dois ideais são iguais se, e somente se, sua base de Gröbner
reduzida é igual. 

CONCLUSÃO

O método direto: dados                                       e     polinômios no anel     
                       , de modo que os    ’s determinam as hipóteses do resulta-
do a ser provado, os    ’s determinam as condições de degeneração e   
sua conclusão, o algoritmo retorna uma das duas afirmações seguintes:
o resultado é verdadeiro ou o resultado não pode ser confirmado. 
Etapa 1: Determine uma base de Gröbner reduzida     para o ideal gera-
do pelos polinômios                                                                     no anel           
                                            . 
Etapa 2: Calcule o resto            da divisão de     por     . Se                     ,
então o resultado é verdadeiro, se                     , então o resultado não
pode ser confirmado.

OUTRAS APLICAÇÕES
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Calcular o polinômio mínimo de uma extensão algébrica sobre um
corpo; 
Resolver problemas de coloração de grafos e caminhos
hamiltonianos; 
Calcular o MDC, o MMC e a fatoração livre de quadrados de
polinômios em n indeterminadas sobre um corpo; e 
Provar se um mecanismo articulado descreve ou não uma curva dada. 
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