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2.3.6 Solução de um Problema Usando a Regra Generalizada do Produto
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A.1.1 Nêutron como uma Part́ıcula Pontual . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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A.1.7 Corrente de Nêutrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

A.1.8 Fontes Independentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

A.1.9 Seções de Choque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78



VIII

A.1.10 Taxas de Interação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

A.2Derivação da Equação de Transporte de Nêutrons . . . . . . . . 80
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σ(T ) Seção de choque de Thomson

Σ̂(λ′ → λ; µ → µ′) Núcleo de espalhamento
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RESUMO

Neste trabalho, foi constrúıda uma forma integral para a solução das

equações de transporte em uma, duas e três dimensões, considerando o núcleo de es-

palhamento de Klein-Nishina, espalhamento isotrópico e o núcleo de espalhamento

de Rutherford, respectivamente, seguindo a mesma idéia proposta em trabalhos

recentes, nos quais foi constrúıda uma solução para a equação de transporte de

nêutrons em geometria cartesiana, usando derivada fracionária. A metodologia con-

siste em igualar a derivada fracionária do fluxo angular à equação integral, determi-

nar a ordem da derivada fracionária comparando o núcleo da equação integral com o

da definição de Riemann-Liouville. Essa formulação foi aplicada ao cálculo de dose

absorvida. São apresentadas soluções geradas a partir do emprego do método da

derivada fracionária e comparadas a resultados dispońıveis na literatura.
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ABSTRACT

In this work, an integral form for the one, two and three-dimensional

transport equation solutions were constructed, with the Klein-Nishina scattering

kernel, isotropic scattering and Rutherford scattering kernel, following the same

idea proposed in recent works, in which a solution for the multidimensional neu-

tron transport equation in a cartesian geometry, using fractional derivative, was

constructed. The methodology consists in equalize the fractional derivative of the

angular flux to the integral equation, determine the order of the fractional deriva-

tive comparing the kernel of the integral equation with the one of Riemann-Liouville

definition of fractional derivative. This formulation is applied on the calculation of

the absorbed dosis. The solutions obtained through the application of the fractional

derivative method were presented and compared with numeric results available in

the literature.
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1 INTRODUÇÃO

Há mais de cem anos, quando o século XIX aproximava-se do seu final,

os cientistas do mundo todo estavam convictos de terem chegado a uma descrição

precisa do mundo f́ısico. Como afirmou o f́ısico Alastair Rae, “Ao final do século

XIX pareciam já ser conhecidos os prinćıpios fundamentais básicos que governavam

o comportamento do universo f́ısico”[1]. De fato, vários cientistas diziam que o es-

tudo da f́ısica estava completo: não restavam grandes descobertas a serem feitas,

apenas detalhes e toques finais.

Mas no fim da última década, veio a primeira das descobertas que

abalaram esta declaração. Roentgen, no final de 1895, descobriu raios que atraves-

savam os músculos, como não havia explicação para eles, resolveu chamá-los de raios

X. Dois meses depois, já no ano de 1896, Henri Becquerel descobriu que um pedaço

de minério de Urânio emitia algo que nublava as chapas fotográficas, na verdade,

eram raios gamas emitidos pelo Urânio que exibia o fenômeno da radioatividade.

Em 1897, Thomson identificou o elétron como a part́ıcula carregada responsável pela

eletricidade (Modelo atômico “Pudim de ameixa”). No ano seguinte, o casal Curie

anunciou a descoberta do elemento Rádio. No ińıcio do século XX, Planck introduziu

o conceito da Teoria Quântica da Energia; Rutherford identificou as emanações do

Rádio e denominou-as de radiações alfa, beta e gama e introduziu a Teoria da Trans-

mutação Nuclear. Em 1905, Einstein concluiu que a massa de qualquer corpo cresce

com sua velocidade, e estabeleceu sua conhecida fórmula E = m.c2, que expressa

a equivalência de massa e energia. Em 1932, James Chadwick mostrou que o que

Bothe e Becker pensavam ser raios gamas, provenientes do bombardeio do Beŕılio

com part́ıculas alfa do Polônio, na verdade, eram nêutrons. Juntamente com todas

essas descobertas no meio cient́ıfico surge, o que podemos chamar, de tecnologia

nuclear, que devido as suas inúmeras aplicações beneficiou e, continua beneficiando,

áreas como as da farmácia, da agricultura, da medicina e da indústria, pois, a cada

dia, novas técnicas nucleares são desenvolvidas nos diversos campos de atividade

humana, possibilitando a execução de tarefas imposśıveis de serem realizadas pelos
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meios convencionais.

O meio ambiente está exposto a uma certa quantidade de radiação na-

tural na forma de part́ıculas e raios. Além da luz solar, sem a qual a vida não

seria posśıvel, todos os seres vivos recebem radiação cósmica do espaço e radiação

natural de materiais presentes na Terra. A quantidade dessas radiações variam de

um local para o outro, pois dependem do conteúdo mineral presente no solo e da

elevação do ńıvel do mar. O homem e outras espécies têm sobrevivido e evolúıdo

neste ambiente, apesar do fato de a radiação poder ter um efeito danoso ao tecido

biológico. O emprego de materiais radioativos, aceleradores e outras fontes emisso-

ras de radiação, geraram uma infinidade de problemas relacionados com proteção

radiológica, já que esses meios são capazes de produzir radiação de alta energia.

No projeto de uma sala de radiodiagnóstico ou de um reator nuclear, deve-se ter

conhecimento da distribuição do fluxo de radiação em diversos pontos de interesse,

assim como, das espessuras e materiais de blindagens, potência do reator, doses

equivalente e absorvida, entre outras. Juntamente com os valores de dose obtidos

experimentalmente, deve-se, ainda, conhecer a teoria envolvida no processo de in-

teração da radiação com a matéria, a fim de que os projetos possam ser otimizados.

Nos últimos anos, vários métodos foram propostos para resolver, em

forma anaĺıtica, aproximações da equação de transporte unidimensional [2, 3, 4, 5,

6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] e multidimensional [17]. Dentre os métodos para

a solução da equação unidimensional, podemos citar o método PN , que faz uso da

expansão em harmônicos esféricos ou ainda, o método das ordenadas discretas (SN),

onde a equação de transporte é calculada sobre um conjunto de direções discretas,

sendo associado um peso para cada uma dessas direções. Um conjunto de equações

algébricas é obtido, e estas podem ser resolvidas por procedimentos de recorrência

e iterações, ou uma solução anaĺıtica pode ser obtida mediante o uso do método

LTSN [2, 18, 19, 20]. A formulação LTSN baseia-se na aplicação da transformada

de Laplace à variável espacial da equação, resultando num sistema linear algébrico

para o fluxo transformado, que após é invertido analiticamente através da expansão

de Heaviside. Cumpre ressaltar que a técnica utilizada na solução das aproximações
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da equação de transporte foi a Transformada de Laplace. É importante ainda ob-

servar que a metodologia utilizada em problemas unidimensionais, como a LTSN , é

aplicável na solução de problemas multidimensionais de transporte somente para a

aproximação nodal [21, 22].

Recentemente Zabadal, Vilhena, Segato e Pazos [23, 24] propuseram

um método de solução da equação de transporte multidimensional em geometria

cartesiana, baseado na técnica da derivada fracionária. A idéia básica desse método

consiste em reescrever a equação de transporte na forma integral, comparar o núcleo

da respectiva solução formal com o da definição de Riemann-Liouville, e resolver a

equação algébrica correspondente para encontrar a ordem ı́ntegro-diferencial. Esta

metodologia foi aplicada na solução de problemas de transporte de nêutrons em duas

e três dimensões considerando espalhamento isotrópico.

Seguindo esta idéia, neste trabalho, é constrúıda uma forma integral

para a solução da equação de transporte multidimensional em geometria cartesiana

e meio infinito. Cumpre observar, que esta metodologia é aplicada na solução de

problemas de transporte de fótons em uma dimensão, transporte de nêutrons em

duas dimensões e, de elétrons em três dimensões. Para o caso unidimensional, con-

sideramos a equação de transporte dependente da energia, tendo como a seção de

choque de espalhamento o núcleo de Klein-Nishina. Já, para o caso bidimensional,

trabalhamos com a equação de transporte em geometria plana com espalhamento

isotrópico num meio homogêneo e com fonte externa. Finalmente, para o caso

tridimensional, a equação considerada é a equação de transporte em geometria

cartesiana, que tem como seção de choque de espalhamento diferencial o núcleo

de Rutherford [25]. Abordagens anteriores, considerando-se meio finito, foram pro-

postas somente para as duas primeiras equações. Para o caso unidimensional, por

Wood [26], Trindade [37], Sauer [38] e Lunelli [39]. Wood e Trindade utilizaram as

equações PN . No primeiro, as mesmas foram resolvidas pelo método dos momentos

e, no segundo, através da transformada de Laplace. Já Sauer e Lunelli, usaram o

método LTSN , que fornece uma solução anaĺıtica para o problema de ordenadas dis-

cretas. Para o caso bidimensional, Gehlen [40] propôs uma solução para a equação
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de transporte utilizando o método LTSN -Dependência Angular Cont́ınua (DAC).

Aqui, além de estudarmos as caracteŕısticas espećıficas do método da

derivada fracionária, associadas a esses três tipos de problemas, nosso objetivo

também é a aplicação da formulação proposta para o cálculo da taxa de dose ab-

sorvida, já que a determinação dessa quantidade é de grande importância no campo

de radiação aplicado à medicina, em especial, na área de radioterapia, pois é a partir

dela que um planejamento radioterápico adequado, a cada paciente, poderá ser feito.

Para atingir esse objetivo, o trabalho está organizado do seguinte modo:

no caṕıtulo 2 descrevemos o método da derivada fracionária, o qual aplicamos, nos

caṕıtulos 3, 4 e 5 respectivamente, à equação de transporte em uma dimensão con-

siderando o núcleo de espalhamento de Klein-Nishina e a dependência cont́ınua do

fluxo angular com a energia, à equação de transporte em duas dimensões para en-

contrarmos o valor do fluxo angular numa placa plana considerando espalhamento

isotrópico e, por fim, à equação de transporte em três dimensões considerando como

seção de choque de espalamento diferencial o núcleo de Rutherford. No caṕıtulo 6,

é apresentado o cálculo da taxa de dose absorvida em uma região irradiada em uma

dimensão. Ainda no caṕıtulo 6, são apresentados os resultados numéricos obtidos

através da aplicação do método da derivada fracionária a problemas implementados.

Finalmente, no caṕıtulo 7, são apresentadas as conclusões e discussões pertinentes

a esse trabalho.
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2 O MÉTODO DA DERIVADA

FRACIONÁRIA

2.1 Introdução

O conceito de operador diferencial D = ∂
∂x

é familiar a todos os que

estudam cálculo elementar. E para certas funções f , a n-ésima derivada de f , a

saber Dnf(x) = ∂n

∂xn , é bem definida - desde que n seja um inteiro positivo. Em

1695, L’Hôpital indagou Leibniz sobre qual significado poderia ser atribúıdo a ∂n

∂xn se

n fosse um número não inteiro. Desde esta época, o cálculo fracionário tem atráıdo

a atenção de diversos matemáticos famosos como Euler, Laplace, Fourier, Abel, Li-

ouville, Riemann e Laurent. Mas foi somente após 1884, que a teoria de operadores

generalizados alcançou um ńıvel em seu desenvolvimento tornando-se um ponto de

partida para a matemática moderna. Desde então, a teoria vem sendo extendida

para incluir operadores ∂q

∂xq , onde q pode ser racional ou irracional, positivo ou ne-

gativo, real ou complexo. Assim, o nome cálculo fracionário tornou-se não muito

apropriado, uma melhor descrição seria Derivadas e Integrais para uma Ordem Ar-

bitrária.

Neste trabalho, consideramos apenas um caso particular das chamadas

Derivadas de Ordem Arbitrária, operadores da forma ∂q

∂xq , onde q é um número não

inteiro, sendo assim não usamos nenhuma das nomenclaturas citadas anteriormente,

e sim, Derivada Fracionária.

Este caṕıtulo é dedicado à apresentação e formulação do Método da

Derivada Fracionária, bem como, à descrição de argumentos matemáticos necessários

para o estudo desse método, que consiste, basicamente, em igualar a derivada fra-

cionária do fluxo angular à equação integral e determinar a ordem da derivada

fracionária comparando o núcleo da equação integral com o da definição de derivada

fracionária de Riemann-Liouville. Inicialmente, tratamos do estudo de problemas

para o caso unidimensional da equação de transporte. Mais adiante, esta formulação
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é extendida para problemas para o caso multidimensional.

A seguir, descrevemos os passos básicos que caracterizam a formulação

desse método. Mas, primeiramente, falamos um pouco a respeito das equações tra-

balhadas.

2.2 A Equação de Transporte

A equação de transporte de part́ıculas neutras pode ser obtida através

de um balanço de part́ıculas, para adições e subtrações de radiação, em um elemento

de volume de espaço de fase, energia e direção apropriados. No apêndice A, deste

trabalho, apresentamos a derivação da equação de transporte de part́ıculas neutras.

Esta equação, em sua forma básica, pode ser escrita como,

1

v

∂ψ

∂t
+ Ω∇ψ + σtψ =

∫ ∫
σ′tf

′ψ′dΩ′dE ′ + Q. (2.1)

Na verdade, a equação de transporte de part́ıculas é obtida considerando

as taxas nas quais part́ıculas de diferentes energias, movendo-se em diferentes direções,

entram e saem de um pequeno elemento de volume. O produto σ′tf
′ é a medida da

taxa (por unidade de fluxo angular) na qual, part́ıculas de energia E ′ na direção

Ω′ tornam-se part́ıculas de energia E na direção Ω como resultado de todas as in-

terações.

Neste trabalho, tratamos de problemas estacionários unidimensionais,

bidimensionais e tridimensionais, em geometria cartesiana. Trabalhamos na obtenção

da solução da equação de transporte, considerando três tipos de problemas, basica-

mente. O primeiro problema considerado é dado pela equação,

µ
∂ψ(x, λ, µ)

∂x
+ c(λ)ψ(x, λ, µ) =

∫ 1

−1

∫ λ

0

Σ̂(λ′ → λ; µ′ → µ)ψ(x, λ′, µ′)dλ′dµ′. (2.2)



7

Nesta equação estamos considerando o fluxo angular dependendo de forma cont́ınua

com a energia. Ela está escrita em termos do comprimento de onda do fóton, λ,

sem fonte externa. Aqui, c(λ) representa o coeficiente de atenuação e o núcleo de

espalhamento é escrito como,

Σ̂(λ′ → λ; µ′ → µ) =
λ

λ′
K(λ′ → λ; µ′ → µ), (2.3)

onde K(λ′ → λ; µ′ → µ) representa a seção de choque de espalhamento de Klein-

Nishina para o espalhamento Compton [26] e é dado pela seguinte expressão,

K(λ′ → λ; µ′ → µ) =
3

16π

NAZρ

A
σT (

λ′

λ
)2

[ λ

λ′
+

λ′

λ
−2(λ−λ′)+(λ−λ′)2

]
×δ(1+λ′−λ−µµ′).

(2.4)

No problema bidimensional, consideramos a seguinte equação,

µ
∂ψ(x, y, µ, η)

∂x
+η

∂ψ(x, y, µ, η)

∂y
+σtψ(x, y, µ, η) = σs

∫ 1

−1

∫ 1

0

ψ(x, y, µ′, η′)dη′dµ′+Q(x, y),

(2.5)

em um meio homogêneo, espalhamento isotrópico, um grupo de energia e fonte

externa. No terceiro problema estudado temos,

µ
∂ψ(x, y, z, µ, ϕ)

∂x
+ (2.6)

+
√

1− µ2
(
cos(ϕ)

∂ψ(x, y, z, µ, ϕ)

∂y
+ sin(ϕ)

∂ψ(x, y, z, µ, ϕ)

∂z

)
+σtψ(x, y, z, µ, ϕ) =

=

∫ 1

−1

∫ 2π

0

a

(b− µ)2
ψ(x, y, z, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′,

onde a secção de choque de espalhamento diferencial considerada é a de Rutherford

[36].

Nos caṕıtulos seguintes descrevemos, com detalhes, soluções das equações

acima mencionadas pela técnica de derivada fracionária.
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2.3 A Derivada Fracionária

A técnica da derivada fracionária tem sido amplamente empregada para

resolver equações diferenciais lineares e integrais, como em problemas de difusão em

coordenadas curviĺıneas [27, 30, 31, 32]. A primeira referência de uma derivada

de ordem arbitrária apareceu, em 1819, no texto de S. F. Lacroix [33]. Ele desen-

volveu matematicamente a generalização de derivada para o caso de ordens inteiras:

tomando y = xm, m um inteiro positivo, temos,

xm → mxm−1 → m(m− 1)xm−2 → · · · . (2.7)

Lacroix, por indução, facilmente chegou a n-ésima derivada,

dny

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n. (2.8)

Como estamos tratando de derivadas de ordens arbitrárias, faz-se necessário

o uso da função Gama e de suas propriedades, que desempenha um importante papel

na teoria de ı́ntegro-diferenciação. Assim a Eq.(2.8) pode ser expressa como,

dny

dxn
=

Γ(m + 1)

Γ(m− n + 1)
xm−n. (2.9)

Fazendo n = 1
2
,m = 1, y = x, temos,

d
1
2 y

dx
1
2

=
Γ(2)

Γ(3
2
)
x

1
2 =

x
1
2

√
π

2

=
2
√

x√
π

. (2.10)

Após os resultados obtidos por Lacroix, outras contribuições foram

feitas, nesta área, por Leibniz, Euler, Laplace e Fourier, mas o primeiro a fazer

uso de operadores fracionários foi Niels Henrik Abel [34], em 1823. Em 1869, o

trabalho de N. Ya. Sonin [35], “On the differentiation with arbitrary index”, intro-

duziu o que hoje é chamada de definição de Riemann-Liouville. Seu ponto inicial foi
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a fórmula integral de Cauchy. A n-ésima derivada da fórmula integral de Cauchy é

dada por,

Dnf(z) =
n!

2πı

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ. (2.11)

Não há problemas em generalizar n! para valores arbitrários, já que

q! = Γ(q + 1). Entretanto, quando n não é um inteiro, o integrando da equação

acima não mais contém um pólo, mas um ponto de ramificação (branch point). Um

contorno apropriado seria então necessário para cortar o ramo que não estava in-

clúıdo no trabalho de Sonin.

Em 1884, H. Laurent publicou em seu trabalho que a teoria de ope-

radores generalizados alcançava um ńıvel em seu desenvolvimento apropriado para

ser um ponto de partida para a matemática atual. A teoria de cálculo fracionário

está intimamente ligada com a teoria de operadores. O operador D ou ∂
∂x

e D2 ou

∂2

∂x2 indica uma regra de transformação de uma função em outra função que são as

derivadas de primeira e segunda ordens. A regra de transformação é familiar para

todos que estudam cálculo. Laurent partiu, também, da fórmula de Cauchy. Seu

contorno foi um circuito aberto sobre uma superf́ıcie de Riemann, em contraste com

o circuito de Sonin. O método da integral de contorno produziu a definição,

∂qf(x)

∂xq
=

1

Γ(−q)

∫ x

c

(x− t)−q−1f(t)dt, Re(q) < 0, (2.12)

para derivadas de ordens arbitrárias.

Quando x > c na Eq.(2.12), temos o que podemos chamar de versão de

Riemann. Para c = −∞, temos,

∂qf(x)

∂xq
=

1

Γ(−q)

∫ x

−∞
(x− t)−q−1f(t)dt, Re(q) < 0, (2.13)

que é chamada de versão de Liouville. E finalmente, para c = 0,
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∂qf(x)

∂xq
=

1

Γ(−q)

∫ x

0

(x− t)−q−1f(t)dt, Re(q) < 0, (2.14)

temos a versão de Riemann-Liouville, que é a mais usada.

O estudo da derivada de ordem arbitrária, desde então, vem sendo apri-

morado e aplicado em diversas áreas da ciência e engenharia, incluindo dinâmica de

fluidos, teoria eletromagnética, redes elétricas, entre outras. Essa teoria não faz

parte do que podemos chamar de matemática moderna, possivelmente porque ainda

há muito a ser descoberto nesta área, pois muitos estudiosos ainda não estão fami-

liarizados com ela.

Neste trabalho, aplicamos a técnica da derivada fracionária, nova na

área de transporte, para determinarmos uma solução para a equação de transporte

em uma, duas e três dimensões. A derivada fracionária é empregada a fim de obter-

mos uma nova regra para a aplicação de operadores exponenciais com a finalidade de

chegarmos a uma solução formal para a equação de transporte, evitando com isso, o

cálculo expĺıcito da potência de operadores e métodos iterativos. Para conseguirmos

esta nova regra, temos que obter uma expressão anaĺıtica para a ordem da derivada

fracionária como uma função das variáveis espacial e angular, onde seguimos os

seguintes procedimentos:

(1)Reescrever a equação de transporte na forma integral;

(2)Comparar o núcleo do respectivo operador integral com o da definição de Riemann-

Liouville para operador de derivada fracionária, e resolver a equação algébrica cor-

respondente para encontrar a ordem ı́ntegro-diferencial.

Para a melhor compreensão do método da Derivada Fracionária são

necessários alguns argumentos matemáticos, que são apresentados e discutidos nas

subseções seguintes. Posteriormente, descrevemos o processo para a obtenção da

ordem da derivada fracionária correspondente a um operador de evolução arbitrário

empregando a definição de Riemann-Liouville para o operador de derivada fra-

cionária; usamos a expressão obtida para o cálculo da solução de um problema de

evolução usando a regra generalizada do produto de funções de derivada fracionária;
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obtemos uma forma integral para a equação de transporte pela aproximação da

função Delta de Dirac e sua derivada de primeira ordem para funções cont́ınuas; e

então, apresentamos a solução formal para o fluxo angular comparando os núcleos

acima mencionados.

2.3.1 Aproximação Integral

Podemos associar a simbologia,

∂−1f

∂x−1
, (2.15)

como uma integral indefinida de f com respeito a x. Estipulando um limite inferior

c, podemos definir,

∂−1f

∂x−1
=

∫ x

c

f(t)dt, (2.16)

onde x é uma variável muda, assim a extensão natural de (2.16) conduz a seguinte

definição,

∂−2f(x)

∂x−2
=

∫ x

c

dx1

∫ x1

c

f(t)dt, (2.17)

...

∂−nf(x)

∂x−n
=

∫ x

c

dx1

∫ x1

c

dx2

∫ x2

c

dx3...

∫ xn−1

c

f(t)dt, (2.18)

onde x1, x2,...,xn−1 são variáveis mudas de integração.

O primeiro argumento que leva à definição de derivada fracionária

começa com a consideração da n-ésima integral dada por (2.18).

A função f na equação (2.18) será assumida cont́ınua no intervalo [c, b],

onde x < b. Afirmamos que a equação (2.18) pode ser reduzida a uma integral

simples da forma,
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∫ x

c

Kn(x, t)f(t)dt, (2.19)

onde o núcleo Kn(x, t) é uma função de n, x e t. Mostraremos que Kn(x, t) é uma

função bem definida mesmo quando n não é um inteiro positivo. Assim, podemos

definir ∂−qf(x)
∂x−q como,

∂−qf(x)

∂x−q
=

∫ x

c

Kq(x, t)f(t)dt, (2.20)

para todo q com Re(q) > 0.

Para provar essa hipótese, começamos dizendo que se G(x, t) é sec-

cionalmente cont́ınua em [c, b]× [c, b], onde x < b, então da teoria de funções temos,

∫ x

c

dx1

∫ x1

c

G(x1, t)dt =

∫ x

c

dt

∫ x

t

G(x1, t)dx1. (2.21)

Se, em particular,

G(x1, t) ≡ f(t), (2.22)

isto é, se G(x1, t) é uma função somente da variável t, então a Eq.(2.21) pode ser

escrita como,

∫ x

c

dx1

∫ x1

c

f(t)dt =

∫ x

c

f(t)dt

∫ x

t

dx1 =

∫ x

c

(x− t)f(t)dt. (2.23)

Assim, reduzimos a integral iterada (2.23) para uma integral simples.

Se n = 3, então a equação (2.18) torna-se,

∂−3f(x)

∂x−3
=

∫ x

c

dx1

∫ x1

c

dx2

∫ x2

c

f(t)dt =

∫ x

c

dx1

[∫ x1

c

dx2

∫ x2

c

f(t)dt
]
. (2.24)
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Se aplicarmos a identidade (2.23) ao par de integrais dentro dos colchetes,

temos,

∂−3f(x)

∂x−3
=

∫ x

c

dx1

[∫ x1

c

f(t)dt

∫ x

t

dx2

]
=

∫ x

c

dx1

[∫ x1

c

(x1 − t)f(t)dt
]
. (2.25)

Outra aplicação de (2.23) à fórmula acima resulta,

∂−3f(x)

∂x−3
=

∫ x

c

f(t)dt

∫ x

t

(x1 − t)dx1 =

∫ x

c

f(t)
(x− t)2

2
dt. (2.26)

Repetindo o processo n-vezes reduzimos (2.18) à (2.19), onde,

Kn(x, t) =
(x− t)n−1

(n− 1)!
. (2.27)

Conseqüentemente podemos escrever ∂−nf(x)
∂x−n como,

∂−nf(x)

∂x−n
=

1

Γ(n)

∫ x

c

(x− t)n−1f(t)dt. (2.28)

Claramente, o lado direito da expressão (2.28) vale para qualquer número

n cuja parte real é maior que zero. Chamamos,

1

Γ(q)

∫ x

c

(x− t)q−1f(t)dt, Re(q) > 0, (2.29)

de derivada fracionária de f de ordem q e a denotamos por ∂−qf(x)
∂x−q .

Neste momento, cumpre observar que a equação (2.29) pode também

ser escrita da seguinte forma,

1

Γ(−q)

∫ x

c

(x− t)−q−1f(t)dt, Re(q) < 0. (2.30)

Neste trabalho, escolhemos trabalhar com a equação (2.30).
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2.3.2 Aproximação por Variável Complexa

O segundo argumento matemático segue da fórmula da integral de

Cauchy que diz que se f(z) é univaluada e anaĺıtica em uma região aberta de A

do plano complexo, e se A é uma região aberta no interior de A limitada por uma

curva fechada C, então,

f(z) =
1

2πi

∫

C

f(ζ)dζ

(ζ − z)
, (2.31)

para qualquer ponto z em A. Da equação (2.31) segue que,

Dnf(z) =
n!

2πi

∫

C

f(ζ)dζ

(ζ − z)n+1
. (2.32)

Figura 2.1: Corte de ramo ao longo do eixo real do ponto z = x até −∞.

Se n é um número arbitrário, digamos q, podemos substituir n! por Γ(q + 1) na

equação anterior. Mas se q não é um número inteiro, o ponto z será um ponto

de ramificação (branch point) e não mais um pólo do integrando de (2.32). Uma
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simples curva fechada C não será mais um contorno apropriado. Para superar esta

dificuldade é feito um corte de ramo (branch cut) ao longo do eixo real do ponto z

para o lado do eixo negativo infinito. Assumimos que z é um número real positivo,

por exemplo x (veja figura(2.1)), e definimos ∂qf(x)
∂xq como,

Γ(q + 1)

2πi

∫ x+

c

(ζ − x)−q−1f(ζ)dζ =
Γ(q + 1)

2πi

∫

L
(ζ − x)−q−1f(ζ)dζ. (2.33)

O caminho L é então a união de L2, γ, L1, onde γ é um ćırculo de raio r com centro

em x, e L1 e L2 segmentos de linha [c, x−r]. Estes segmentos de linha aproximam-se

da parte do eixo real no plano ζ sobre diferentes pedaços.

Se ζ − x é um número positivo, definimos ln(ζ − x) como um número

real, assim sobre o ćırculo γ (veja figura(2.2)), usando as propriedades de números

complexos [28], temos,

(ζ − x)−q−1 = e(−q−1)[ln|ζ−x|+iΘ]. (2.34)

Já que Θ = π sobre L1,

(ζ − x)−q−1 = e(−q−1)[ln|ζ−x|+iπ] = e(−q−1)[ln(x−ζ)+iπ], (2.35)

e dado que Θ = −π sobre L2,

(ζ − x)−q−1 = e(−q−1)[ln(x−ζ)−iπ]. (2.36)

Retornando a equação (2.33), se Re(q) < 0,
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Figura 2.2: L1, ćırculo γ e L2.

∫ x+

c

(ζ − x)−q−1f(ζ)dζ =

∫

L2

+

∫

γ

+

∫

L1

=

= ei(q+1)π

∫ x−r

c

(x− t)−q−1f(t)dt +

+

∫

γ

(ζ − x)−q−1f(ζ)dζ +

+e−i(q+1)π

∫ c

x−r

(x− t)−q−1f(t)dt, (2.37)

onde t = Re(ζ). Mas,

∫

γ

(ζ − x)−q−1f(ζ)dζ =

∫ π

−π

r−q−1e−i(q+1)Θf(x + reiΘ)(ireiΘ)dΘ (2.38)

e,

|
∫

γ

(ζ − x)−q−1f(ζ)dζ| ≤ r−Re(q)

∫ π

−π

|f(x + reiΘ)|dΘ. (2.39)
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Conseqüentemente, quando r → 0, a integral (2.39) aproxima-se de zero. E assim,

temos,

∫ x+

c

(ζ − x)−q−1f(ζ)dζ = [ei(q+1)π − e−i(q+1)π]

∫ x

c

(x− t)−q−1f(t)dt (2.40)

ou,

∂qf(x)

∂xq
=

Γ(q + 1)

2πi

∫ x+

c

(ζ − x)−q−1f(ζ)dζ =

=
Γ(q + 1) sin(q + 1)π

π

∫ x

c

(x− t)−q−1f(t)dt. (2.41)

A fórmula de reflexão dada por Γ(z)Γ(1− z) = π
sin πz

, implica que,

Γ(q + 1) sin(q + 1)π

π
=

1

Γ(−q)
. (2.42)

Conseqüentemente,

∂qf(x)

∂xq
=

1

Γ(−q)

∫ x

c

(x− t)−q−1f(t)dt Re(q) < 0. (2.43)

Se c > 0, temos a versão de Riemann, que é dada por,

∂qf(x)

∂xq
=

1

Γ(−q)

∫ x

c

(x− t)−q−1f(t)dt, (2.44)

se c = 0, temos a versão de Riemann-Liouville para derivadas fracionárias,

∂qf(x)

∂xq
=

1

Γ(−q)

∫ x

0

(x− t)−q−1f(t)dt (2.45)

e se c = −∞, temos a versão de Liouville,
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∂qf(x)

∂xq
=

1

Γ(−q)

∫ x

−∞
(x− t)−q−1f(t)dt. (2.46)

2.3.3 A Fórmula de Leibniz para Derivadas Fracionárias

A fórmula de Leibniz expressa o resultado de um operando sobre o

produto de duas funções como uma soma de produtos de operações efetuado sobre

cada função. A regra ou fórmula clássica de Leibniz do cálculo elementar é dada

por,

∂n[f(t)g(t)]

∂tn
=

n∑

k=0

(
n

k

)
[
∂kg(t)

∂tk
][
∂n−kf(t)

∂tn−k
], (2.47)

onde f e g serão n-vezes diferenciáveis sobre algum intervalo.

Pode-se extender (2.47) para operadores fracionários. Suponha que f

é da classe C, isto é, f é cont́ınua sobre um intervalo aberto e integrável sobre

qualquer subintervalo semi-aberto. Se g(t) = tp onde p é um inteiro positivo, então

a integral fracionária do produto fg de ordem q > 0 pode ser escrita como,

∂−q[f(t)g(t)]

∂t−q
=

p∑

k=0

(−q

k

)
[
∂kg(t)

∂tk
][
∂−q−kf(t)

∂t−q−k
]. (2.48)

A semelhança desta fórmula com a (2.47) é óbvia. O problema imediato

em que estamos interessados é a extensão de (2.48) para o caso em que g não é um

simples polinômio como acima. Assim, suponhamos que f é cont́ınua sobre [0, X] e

que g é anaĺıtica em a para todo a ∈ [0, X]. Então fg é certamente de classe C, e

para q > 0, a derivada fracionária,

∂−q[f(t)g(t)]

∂t−q
=

1

Γ(q)

∫ t

0

(t− ξ)q−1[f(ξ)g(ξ)]dξ, 0 < t ≤ X, (2.49)

existe. Podemos escrever,
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g(ξ) =
∞∑

k=0

(−1)k
∂kg(t)

∂tk

k!
(t− ξ)k =

= g(t) +
∞∑

k=1

(−1)k
∂kg(t)

∂tk

k!
(t− ξ)k. (2.50)

A série (2.50) converge para todo ξ em qualquer intervalo que contenha

[0, t], e conseqüentemente, uniformemente sobre (0, t). Agora substituindo (2.50) em

(2.49) obtemos,

∂−q[f(t)g(t)]

∂t−q
= g(t)

∂−qf(t)

∂t−q
+

1

Γ(q)

∫ t

0

(t− ξ)qf(ξ)
∞∑

k=1

(−1)k
∂kg(t)

∂tk

k!
(t− ξ)k−1dξ.

(2.51)

Dado que f é cont́ınua sobre [0, X] e q > 0,

(t− ξ)qf(ξ)

é limitado sobre [0, t]. Conseqüentemente, reescrevendo a equação num único somátorio,

obtemos,

∂−q[f(t)g(t)]

∂t−q
=

∞∑

k=0

(−1)k Γ(q + k)

k!Γ(q)
[
∂kg(t)

∂tk
][
∂−q−kf(t)

∂t−q−k
] =

∞∑

k=0

(−q

k

)
[
∂kg(t)

∂tk
][
∂−q−kf(t)

∂t−q−k
]. (2.52)

Sendo assim, obtemos uma equação da mesma forma de (2.47), válida

para operadores fracionários.

Aplicando g(t) = tp em (2.52), temos o seguinte resultado,

∂−q[f(t)tp]

∂t−q
=

∞∑

k=0

(−q

k

)
[
∂ktp

∂tk
][
∂−q−kf(t)

∂t−q−k
], q > 0, (2.53)
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onde p é um número inteiro positivo e f de classe C.

Agora, mostraremos um resultado análogo de operadores fracionários

usando a definição proposta por [30], isto é, sobre que condições a fórmula,

∂µ[f(t)g(t)]

∂tµ
=

∞∑

k=0

(
µ

k

)
[
∂kg(t)

∂tk
][
∂µ−kf(t)

∂tµ−k
], µ > 0 (2.54)

é válida.

Considere o seguinte caso: suponha que µ > 0 e que p é um inteiro

positivo. Então certamente, a derivada fracionária de tpf(t), dada por (2.49), existe

para qualquer função f de classe C. Sendo m o menor inteiro maior que µ, então

pela definição de um operador fracionário [30] de tpf(x) de ordem µ > 0 (se existe)

é dado por,

∂µ[f(t)tp]

∂tµ
=

∂m

∂tm
[
∂−(m−µ)tpf(t)

∂t−(m−µ)
]. (2.55)

Mas de (2.53) substituindo q por m− µ > 0,

∂−m+µ[f(t)tp]

∂t−m+µ
=

p∑

k=0

(
µ−m

k

)
[
∂ktp

∂tk
][
∂−m+µ−kf(t)

∂t−m+µ−k
], q > 0. (2.56)

Para calcular ∂µ[tpf(t)]
∂tµ

é necessário encontrar a m-ésima derivada (ordinária) de

(2.56). Trivialmente,

∂n[∂ktp

∂tk
]

∂tn
=

∂n+ktp

∂tn+k
, n = 0, 1...

e,

∂n[∂−m−+µ−kf(t)
∂t−m+µ−k ]

∂tn
=

∂n−m+µ−kf(t)

∂tn−m+µ−k
,
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desde que f pertença ao espaço de funções C, uma subclasse de C. Impondo esta

condição sobre f , escrevemos (2.55) como,

∂µ[f(t)tp]

∂tµ
=

p∑

k=0

(
µ−m

k

)
∂m

∂tm

[
[
∂ktp

∂tk
][
∂−m+µ−kf(t)

∂t−m+µ−k
]

]
=

p∑

k=0

(
µ−m

k

) m∑
j=0

(
m

j

)
[
∂j+ktp

∂tj+k
][
∂µ−j−kf(t)

∂tµ−j−k
]. (2.57)

A mudança dos ı́ndices mudos do somatório

r = j + k

s = k

permite escrever (2.57) como,

∂µ[f(t)tp]

∂tµ
=

p∑
r=0

[
r∑

s=0

(
µ−m

s

)(
m

r − s

)]
[
∂rtp

∂tr
][
∂µ−rf(t)

∂tµ−r
]. (2.58)

Para calcular o somatório interno considere a identidade algébrica,

(1 + x)µ−m(1 + x)m = (1 + x)µ.

Se expandirmos os termos em parênteses pelo teorema binomial e com-

pararmos os coeficientes das potências correspondentes de x, temos,

r∑
s=0

(
µ−m

s

)(
m

r − s

)
=

(
µ

r

)
, (2.59)

conhecida como fórmula de convolução de Vandermonde. Assim, (2.58) torna-se,

∂µ[f(t)tp]

∂tµ
=

p∑
r=0

(
µ

r

)
[
∂rtp

∂tr
][
∂µ−rf(t)

∂tµ−r
], µ > 0. (2.60)
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Desde que p seja um inteiro positivo e f da classe C e t > 0. Compa-

rando (2.60) com (2.53) podemos ver que são idênticas com q substitúıdo por −µ,

sendo que a última é válida para funções de classe C, enquanto que a outra é válida

para uma parte da subclasse C. A equação (2.60) é adequada para nossa proposta.

Oldham [27] usou em seu trabalho (2.54) quando ambas f e g são anaĺıticas.

2.3.4 Operador Linear

A teoria do método da derivada fracionária está intimamente ligada com

a teoria de operadores. Por este motivo, e pela importância do mesmo na aplicação

da derivada fracionária, abrimos, aqui, um espaço para definir um operador linear e

relembrar alguns conceitos.

Podemos dizer que um operador linear refere-se a uma operação matemá-

tica pela qual uma função f(x) é convertida em uma outra, digamos, g(x), isto é,

Bf(x) = g(x), onde B é um operador. Ou ainda, usando uma definição de análise

funcional, um operador linear é um mapeamento de um vetor linear em um outro

vetor linear. Podemos citar alguns exemplos de operadores:

Operador Diferencial: B ≡ d

dx
, Bf ≡ df

dx
. (2.61)

Operador Integral: B ≡
∫ b

a

dx′N(x, x′), Bf ≡
∫ b

a

dx′N(x, x′)f(x′). (2.62)

Operador Identidade: B ≡ 1, Bf ≡ f(x). (2.63)

Se,

B(af + bg) = aBf + bBg,
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então, dizemos que B é um operador linear. Cumpre observar que os operadores

acima citados, são operadores lineares.

Agora, que os argumentos matemáticos necessários para a melhor com-

preensão da técnica da derivada fracionária já foram expostos, vamos descrever todo

o processo que envolve a aplicação dessa técnica para a determinação da solução da

equação de transporte.

2.3.5 Representação de um Operador em Termos de Derivada
Fracionária

Queremos estabelecer uma derivada fracionária que represente a mesma

aplicação de um dado operador linear.

Para isso, é conveniente usarmos a definição de Riemann-Liouville para

derivadas fracionárias [27, 30],

∂qf

∂xq
=

1

Γ(−q)

∫ x

0

(x− s)−q−1f(s)ds Re(q) < 0. (2.64)

A condição Re(q) < 0 não impõe qualquer séria restrição à definição, porque o

operador considerado deve efetuar uma transformação cont́ınua. Essa restrição é

devido ao fato que, quando Re(q) > 0, os valores da função Gama oscilam. Na

verdade, o que ocorre é que a função cresce no sentido positivo do tempo, passa por

um tempo estacionário e depois decresce no sentido negativo, havendo uma variação

temporal. A equação (2.64) é empregada para obter uma expressão geral para a

ordem ı́ntegro-diferencial.

Seja B um operador linear expresso na forma integral,

B =

∫ x

0

b(x, s)(.)ds, (2.65)
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a equivalência dos operadores dá-se a partir da comparação dos respectivos núcleos

das equações (2.64) e (2.65). De fato, o operador de derivada fracionária pode ser

escrito na forma,

∂q

∂xq
=

∫ x

0

(x− s)−q−1

Γ(−q)
(.)ds. (2.66)

Sendo assim, B = ∂q

∂xq é satisfeito se os núcleos de ambos operadores

forem iguais. Então igualando-os, temos,

(x− s)−q−1

Γ(−q)
= b(x, s). (2.67)

Deste modo, a representação de B como uma derivada fracionária é

garantida pela existência de q(x, s) que é a ordem da derivada, e também, a solução

da equação (2.67). Esta função é obtida no caso quando B é um operador de

evolução, também chamado de propagador, isto é, quando uma simples aplicação

de B executa uma pequena pertubação sobre a função que descreve o sistema, isto

permite que a partir do perfil inicial de uma função possamos acompanhar o que

acontece com essa função ao longo do tempo, como se o sistema fosse visto quadro

a quadro. O fato de B ser um operador de evolução implica que q(x, s) é aproxi-

madamente a função nula, o que nos permite aproximar o lado esquerdo da equação

(2.67) por Série de McLaurin em q. Considere,

(x− s)−q−1

Γ(−q)
= f(q). (2.68)

Aproximando f(q) por série de McLaurin, temos,

f(q) = f(0) + f ′(0)q +
f ′′(0)q2

2!
+ · · · (2.69)

onde,



25

f(0) =
(x− s)−0−1

Γ(0)
' 0, (2.70)

pois, 1
Γ(0)

= 0, já que Γ(0) = ∞.

f ′(0) = lim
q→0

[−(x− s)−q−1ln(x− s)

Γ(−q)
+

(x− s)−q−1ψ(−q)

Γ(−q)

]
= (2.71)

= lim
q→0

[−(x− s)−q−1ln(x− s)

Γ(−q)

]
+ lim

q→0

[(x− s)−q−1ψ(−q)

Γ(−q)

]
,

com,

lim
q→0

[−(x− s)−q−1ln(x− s)

Γ(−q)

]
= 0, (2.72)

pois Γ(0) = ∞. E,

lim
q→0

[(x− s)−q−1ψ(−q)

Γ(−q)

]
= lim

q→0

[(x− s)−q−1

Γ(−q)

(−∂Γ(−q)
∂(−q)

Γ(−q)

)]
= (2.73)

= lim
q→0

[−(x− s)−q−1 ∂Γ(−q)
∂(−q)

(Γ(−q))2

]
= −1

1

x− s
=

1

s− x
,

Assim, substituindo (2.72) e (2.73) em (2.71), temos,

f ′(0) =
1

s− x
. (2.74)

Conseqüentemente, a equação (2.67) pode ser aproximada por,

(x− s)−q−1

Γ(−q)
=

q

s− x
+ O(q2). (2.75)

Desprezando os termos de ordem maior ou igual a O(q2) e substitúındo

q
s−x

na equação (2.67), temos,
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q

s− x
= b(x, s), (2.76)

de modo que se isolarmos q, obtemos,

q = b(x, s)(s− x). (2.77)

Mais adiante, poderemos constatar que quando B contém um opera-

dor diferencial, q(x, s) está no espaço de distribuições, já que o núcleo irá conter

derivadas da função delta de Dirac, uma vez que para reescrevermos a equação

diferencial na forma integral são usadas propriedades dessa função e sua derivada.

Apesar do fato da ordem ı́ntegro-diferencial poder ser uma distribuição, é mais con-

veniente para fins computacionais lidar com funções cont́ınuas. A dificuldade em

lidar com distribuições pode ser superada considerando que a função delta de Dirac

pode ser expressa como um caso limitante de funções cont́ınuas.

Lembrando uma representação da função generalizada Delta de Dirac

[29] dada por,

δ(x) = lim
ε→0

ε

π(x2 + ε2)
, (2.78)

neste trabalho, consideramos a seguinte aproximação dessa função ,

δ(x) ≈ ε

π(x2 + ε2)
, (2.79)

onde o termo 1
π

é o fator de normalização devido a seguinte propriedade,

∫ ∞

−∞
δ(x− x0)dx = 1. (2.80)

Mais adiante extendemos para o caso de problemas multidimensionais.

Até este momento o que fizemos foi obter a ordem da derivada fracionária correspon-
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dente a um operador de evolução arbitrário, a seguir usamos essa expressão obtida

para calcular a solução de um problema de evolução usando a regra de derivada

fracionária de produto de funções.

2.3.6 Solução de um Problema Usando a Regra Generalizada do
Produto para Íntegro-Diferencição

Para aplicar o operador de derivada fracionária sobre uma função que

descreve o estado inicial de um sistema, empregamos a regra generalizada do produto

ao invés da definição de Riemann-Liouville, pois esta foi usada para a obtenção da

ordem da derivada fracionária, não fazendo, assim, sentido usá-la novamente, pois,

deste modo, a técnica da derivada fracionária não teria consistência matemática. A

regra generalizada do produto de funções para ı́ntegro-diferenciação é uma extensão

da regra do produto comum para derivadas, e é dada pela seguinte expressão,

∂q(fg)

∂xq
=

∞∑
j=0

(
q

j

)
∂jf

∂xj

∂q−jg

∂xq−j
. (2.81)

Assumindo g = 1 e f a função de interesse, a equação acima pode ser

escrita da seguinte forma,

∂q(f)

∂xq
=

∞∑
j=0

(
q

j

)
∂q−j[1]

∂xq−j

∂jf

∂xj
(2.82)

onde,

(
q

j

)
= (−1)j Γ(j − q)

j!Γ(−q)
(2.83)

e a derivada da função constante g = 1 é obtida usando a regra de ı́ntegro-diferenciação

para polinômios [27, 30],
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∂q−j[1]

∂xq−j
=

∂q−jx0

∂xq−j
=

xj−q

Γ(j + 1− q)
(2.84)

substituindo esta expressão na Eq.(2.82) temos,

∂q(f)

∂xq
=

∞∑
j=0

(−1)j Γ(j − q)

(j)!Γ(−q)

xj−q

Γ(j + 1− q)

∂jf

∂xj
, (2.85)

onde Γ(j + 1− q) = (j − q)Γ(j − q), assim,

∂q(f)

∂xq
=

∞∑
j=0

(−1)j xj−q

j!Γ(−q)(j − q)

∂jf

∂xj
(2.86)

e truncando o limite superior em j, obtemos a seguinte expressão,

∂q(f)

∂xq
≈ x−q

Γ(−q)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − q)

∂jf

∂xj
. (2.87)

Na equação acima N é o número de termos necessários para obtermos

a convergência com a precisão prescrita. Note que esta definição necessita somente

do cálculo das N primeiras ordens inteiras de derivadas de f , isto é, somente as

primeiras ordens usuais.

Uma vez obtida a expressão para a ordem fracionária q e depois es-

colhendo uma definição apropriada para aplicar o operador de derivada fracionária

sobre a função que descreve o contorno inicial f0 torna-se posśıvel obter uma solução

aplicando a potência do operador de evolução. Este operador é prontamente repre-

sentado, levando-se em conta que a regra de composição para derivadas permanece

válida para ordens de diferenciação fracionária. E é visto como,

f =
∂kqf0

∂xq
=

x−kq

Γ(−kq)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − kq)

∂jf0

∂xj
. (2.88)
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3 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE

TRANSPORTE EM UMA DIMENSÃO

COM O NÚCLEO DE KLEIN-NISHINA

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo propomos uma solução para a equação de transporte

em uma dimensão, independente do tempo, com o núcleo de Klein-Nishina, escrita

em termos do comprimento de onda λ, através da aplicação da técnica da derivada

fracionária. Consideramos, ainda, a dependência cont́ınua do fluxo angular com a

energia. A técnica consiste em reescrever a equação de transporte na forma integral,

comparar o núcleo com o da definição de Riemann-Liouville e resolver a equação

algébrica correspondente para encontrar a ordem ı́ntegro-diferencial.

3.2 Formulação

Consideramos a equação de transporte dependente de forma cont́ınua

com a energia, escrita em termos de comprimento de onda do fóton, λ, independente

do tempo, sem fonte externa [26],

µ
∂ψ(x, λ, µ)

∂x
+ c(λ)ψ(x, λ, µ) =

∫ 1

−1

∫ λ

0

Σ̂(λ′ → λ; µ′ → µ)ψ(x′, λ′, µ′)dλ′dµ′, (3.1)

onde ψ(x, λ, µ) representa o fluxo angular de energia, c(λ) o coeficiente de atenuação

e o núcleo de espalhamento é escrito como,

Σ̂(λ′ → λ; µ′ → µ) =
λ

λ′
K(λ′ → λ; µ′ → µ), (3.2)

onde K(λ′ → λ; µ′ → µ) representa a seção de choque de espalhamento de Klein-

Nishina para o espalhamento Compton [26] e é dado pela seguinte expressão,
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K(λ′ → λ; µ′ → µ) =
3

16π

NAZρ

A
σT (

λ′

λ
)2

[ λ

λ′
+

λ′

λ
− 2(λ− λ′) + (λ− λ′)2

]
δ(1 + λ′ − λ− µµ′), (3.3)

onde NA representa o número de Avogrado (6, 02×1023/mol), Z, o número atômico,

A, a massa atômica, ρ, a densidade do meio, δ(1+λ′−λ−µµ′), a função generalizada

Delta de Dirac e σT , a seção de choque de Thomson, representada pela seguinte

expressão,

σT =
8π

3
r2
e = 6, 65245× 10−25cm2. (3.4)

No espalhamento Compton, homenagem a Arthur H. Compton (1892-

1962), quem primeiro o observou e analisou em 1922, um fóton colide com um

elétron, no qual o fóton perde energia e é desviado da direção original de sua tra-

jetória. O efeito desse processo no fóton incidente é algo similar ao efeito que o

espalhamento elástico por um núcleo atômico tem em um nêutron, isto é, em ambos

os casos a part́ıcula incidente sobrevive à colisão. Esse tipo de espalhamento é a

reação predominante para fótons gamas com energias entre 1 Mev e 10 Mev para

elementos de baixos e médios números atômicos. A teoria básica, envolvida neste

efeito, que assume que o elétron seja livre e esteja em repouso, é de Klein e Nishina

(1929).

A relação entre o desvio do fóton e a perda de energia para o espa-

lhamento Compton, assumindo o elétron livre e em repouso, é determinada con-

siderando a conservação do momento e da energia entre o fóton e o elétron recuado.

Esta relação pode ser expressa por,

E

E0

=
1

1 +
(

E0

mec2

)
(1− cos(θ))

, (3.5)

onde E0 e E são, respectivamente, as energias do fóton antes e depois da colisão em

Mev, mec
2 é a energia restante do elétron e θ é o ângulo de deflexão do fóton.
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Neste trabalho, é mais conveniente usar, ao invés de considerar energia

variável, o comprimento de onda do fóton em unidades de Compton [26],

λ0 =
0.511

E0[MeV ]
(3.6)

onde E0 é a energia do fóton incidente no meio. O aumento no comprimento de

onda associado com o espalhamento Compton é dado por,

λ− λ0 = 1− cos(θ) (3.7)

onde λ0 é o comprimento de onda do fóton antes do espalhamento e λ, depois do

espalhamento. O valor máximo do comprimento de onda é 2 unidades de Compton,

e ocorre quando o fóton sofre um desvio de 180o.

A integral em λ, na equação (3.1), é calculada desde o limite máximo

de energia para o fóton, λ0, até o limite mı́nimo de energia, λ0 + 2.

Assim a equação (3.1) pode ser escrita da seguinte forma,

µ
∂ψ(x, λ, µ)

∂x
+ c(λ)ψ(x, λ, µ) =

=

∫ 1

−1

∫ λ0+2

λ0

3

16π

NAZρ

A
σT

λ′

λ

[ λ

λ′
+

λ′

λ
− 2(λ− λ′) + (λ− λ′)2

]

δ(1 + λ′ − λ− µµ′)ψ(x′, λ′, µ′)dλ′dµ′ (3.8)

Para obtermos a solução da equação de transporte em uma dimensão

usando derivada fracionária é necessário reescrever, termo a termo do lado esquerdo

da equação (3.8), na forma integral. Usando a aproximação da função generalizada

Delta de Dirac expressa por,

δ(x) ≈ 1

π

ε2

(x2 + ε2)
, (3.9)

e considerando que a derivada de primeira ordem pode ser dada por,
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df

dx
=

∫ ∞

−∞

∂

∂x
[δ(x− x′)]f(x′)dx′, (3.10)

temos,

c(λ)ψ(x, λ, µ) = c(λ)

∫ ∞

−∞
δ(x− x′)ψ(x′, λ, µ)dx′. (3.11)

Deste modo, podemos reescrever o lado esquerdo da equação (3.8) como,

µ
∂ψ(x, λ, µ)

∂x
+ c(λ)

∫ ∞

−∞
δ(x− x′)ψ(x′, λ, µ)dx′ (3.12)

Assim, reescrevendo a equação (3.8) temos,

µ
∂ψ(x, λ, µ)

∂x
+ c(λ)

∫ ∞

−∞
δ(x− x′)ψ(x′, λ, µ)dx′ =

=

∫ 1

−1

∫ λ0+2

λ0

3

16π

NAZρ

A
σT

λ′

λ

[ λ

λ′
+

λ′

λ
− 2(λ− λ′) + (λ− λ′)2

]

δ(1 + λ′ − λ− µµ′)ψ(x′, λ′, µ′)dλ′dµ′. (3.13)

Aplicando a propriedade da função generalizada Delta de Dirac, mostrada

no Caṕıtulo 2, (2.80), duas vezes, temos,

µ
∂ψ(x, λ, µ)

∂x
+ c(λ)

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ λ0+2

λ0

δ(x− x′)δ(µ− µ′)δ(λ− λ′)ψ(x′, λ′, µ′)dλ′dµ′dx′ =

=

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ λ0+2

λ0

3

16π

NAZρ

A
σT

λ′

λ

[ λ

λ′
+

λ′

λ
− 2(λ− λ′) + (λ− λ′)2

]
×

× δ(1 + λ′ − λ− µµ′)δ(x− x′)ψ(x′, λ′, µ′)dλ′dµ′dx′

(3.14)

Sendo assim, podemos aproximar a equação de transporte em uma di-

mensão, por,
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µ
∂ψ(x, λ, µ)

∂x
= (3.15)

=

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ λ0+2

λ0

k(x, λ, µ, x′, λ′, µ′)ψ(x′, λ′, µ′)dλ′dµ′dx′ = Aψ,

onde o núcleo da equação de transporte k(x, λ, µ, x′, λ′, µ′) é dado por,

k(x, λ, µ, x′, λ′, µ′) =
3

16π

NAZρ

A
σT

λ′

λ

[ λ

λ′
+

λ′

λ
− 2(λ− λ′) + (λ− λ′)2

]
(3.16)

δ(1 + λ′ − λ− µµ′)δ(x− x′)− c(λ)δ(x− x′)δ(µ− µ′)δ(λ− λ′).

A solução formal da equação integral (3.13) é dada pela seguinte ex-

pressão,

ψ =
[
ex
R∞
−∞

R 1
−1

R λ0+2
λ0

k(x,λ,µ,x′,λ′,µ′)ψ(x′,λ′,µ′)dλ′dµ′dx′
]
ψ0, (3.17)

onde ψ0 representa o fluxo angular inicial. Não existem regras, na estrutura da

Álgebra de Lie, para calcular a solução de uma equação como esta, isto é, para o

exponencial deste tipo de operador integral. Por exemplo, considerando-se a seguinte

equação,

∂f

∂x
= Bf. (3.18)

A solução da equação (3.18) é da forma,

f = f0e
Bx (3.19)

quando B não for um operador. Mas estamos trabalhando com uma equação,

cuja solução formal apresenta um operador integral, neste caso obtemos a seguinte

solução,
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f =
[
eBx

]
f0. (3.20)

onde
[
eBx

]
f0 é calculado aplicando a potência do operador, já que,

[
eBx

]
= I + xB +

x2

2
B2 + · · · (3.21)

Entretanto, para evitarmos a cálculo da potência de operadores e para

que este obstáculo possa ser removido, vamos aproximar esta solução, por,

ψ =
[I +

x

µ
A]

ψ0 =

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ λ0+2

λ0

[δ(x, λ, µ, x′, λ′, µ′) +

k(x, λ, µ, x′, λ′, µ′)]ψ0(x, µ, λ, x′, µ′, λ′)dλ′dµ′dx′, (3.22)

válido para valores próximos à fronteira, mas como estamos trabalhando com a

potência do operador de derivada fracionária, podemos extender este resultado para

todo o domı́nio.

Neste momento, cumpre observar, que está sendo usada uma apro-

ximação linear para
[
eBx

]
, isto deve-se ao fato de que estamos considerando o pro-

blema evoluindo com ∆x pequeno e supondo regularidade do operador.

O operador linear B é então escrito como uma derivada fracionária com

ordem variável, por,

∂q

∂xq
= B. (3.23)

Uma vez encontrada a expressão para a ordem da derivada fracionária,

q, após a comparação dos núcleos correspondentes e resolvida a equação algébrica

resultante para q, como mostrado no Caṕıtulo 2, temos a seguinte solução para a

equação de transporte (3.8),
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ψ =
x−kq

Γ(−kq)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − kq)

∂jψ0

∂xj
. (3.24)



36

4 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE

TRANSPORTE EM DUAS DIMENSÕES

CONSIDERANDO ESPALHAMENTO

ISOTRÓPICO

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo descrevemos a aplicação da técnica da derivada fra-

cionária para a obtenção da solução para a equação de transporte em duas dimensões,

independente do tempo, numa placa plana, considerando espalhamento isotrópico

com fonte externa. A técnica consiste em reescrever a equação de transporte na

forma integral, comparar o núcleo com o da definição de Riemann-Liouville e resolver

a equação algébrica correspondente para encontrar a ordem ı́ntegro-diferencial. Mas,

primeiramente, fazemos uma extensão da técnica da derivada fracionária para pro-

blemas bidimensionais.

4.2 Extensão para Problemas em Duas Dimensões

Para resolvermos problemas bidimensionais, é necessário introduzirmos

o conceito de derivadas fracionárias parciais. A extensão desta aproximação para

duas variáveis é obtida resolvendo,

∂qx+qy

∂xqx+qy
= B, (4.1)

cuja forma equivalente em termos de núcleo é dada por,

(x− sx)
−qx−1

Γ(−qx)

(y − sy)
−qy−1

Γ(−qy)
= b(x, y, sx, sy), (4.2)
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onde sx e sy representam, respectivamente, as variáveis mudas de integração rela-

cionadas a x e y. Existem infinitas soluções para a equação (4.2), já que nenhuma

restrição sobre cada ordem ı́ntegro-diferencial está dispońıvel. Uma posśıvel solução

é obtida fazendo qy = 0. Isto implica o seguinte resultado,

q = qx = (sx − x)b(x, y, sx, sy). (4.3)

4.3 Formulação

Consideramos a equação de transporte em duas dimensões, invariante

no tempo, com espalhamento isotrópico em meio homogêneo,

µ
∂ψ(x, y, µ, η)

∂x
+ η

∂ψ(x, y, µ, η)

∂y
+ σtψ(x, y, µ, η) =

= σs

∫ 1

−1

∫ 1

0

ψ(x′, y′, µ′, η′)dη′dµ′ + Q(x, y), (4.4)

onde ψ(x, y, µ, η) representa o fluxo angular de part́ıculas nas direções −1 ≤ µ ≤ 1

e 0 ≤ η ≤ 1, σt, a seção de choque total e σs, a seção de espalhamento. Note que

σs é uma constante, já que estamos considerando espalhamento isotrópico. Temos,

ainda, Q(x, y) que representa a fonte externa.

A solução da equação de transporte (4.4) será da seguinte forma,

ψ(x, y, µ, η) = ψh(x, y, µ, η) + ψp(x, y, µ, η), (4.5)

onde ψh(x, y, µ, η) representa a solução homogênea e ψp(x, y, µ, η), a solução parti-

cular.

Para obtermos a solução homogênea da equação de transporte em duas

dimensões usamos a técnica da derivada fracionária, considerando a seguinte equação,



38

µ
∂ψ(x, y, Ω)

∂x
+ η

∂ψ(x, y, Ω)

∂y
+ σtψ(x, y, Ω) = σs

∫ 1

−1

∫ 1

0

ψ(x, y, Ω′)dΩ′, (4.6)

onde Ω representa o vetor ângulo nas direções (µ, η).

Para a aplicação dessa técnica, é necessário, primeiramente, reescrever-

mos o lado esquerdo da equação (4.6) na forma integral. Usando a aproximação da

função generalizada Delta de Dirac,

δ(x) ≈ 1

π

ε2

(x2 + ε2)
(4.7)

e considerando que a derivada de primeira ordem pode ser expressa como,

df

dx
=

∫ ∞

−∞

∂

∂x
[δ(x− x′)]f(x′)dx′ (4.8)

temos,

η
∂ψ(x, y, Ω)

∂y
= η

∫ ∞

−∞

∂

∂y
[δ(y − y′)]δ(x− x′)ψ(x′, y′, Ω)dx′dy′ (4.9)

σtψ(x, y, Ω) = σt

∫ ∞

−∞
δ(x− x′)δ(y − y′)ψ(x′, y′, Ω)dx′dy′ (4.10)

Assim o lado esquerdo da equação (4.6) pode ser escrito como,

µ
∂ψ(x, y, Ω)

∂x
+ η

∂ψ(x, y, Ω)

∂y
+ σtψ(x, y, Ω) = µ

∂ψ(x, y, Ω)

∂x
+

+η

∫ ∞

−∞

∂

∂y
[δ(y − y′)]δ(x− x′)ψ(x′, y′, Ω)dx′dy′ +

+σt

∫ ∞

−∞
δ(x− x′)δ(y − y′)ψ(x′, y′, Ω)dx′dy′ (4.11)
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Usando a propriedade da função generalizada Delta de Dirac (2.80),

temos,

µ
∂ψ(x, y, Ω)

∂x
+ (4.12)

+η

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 1

0

∂

∂y
[δ(y − y′)]δ(x− x′)δ(Ω− Ω′)ψ(x′, y′, Ω)dΩ′dx′dy′ +

+ σt

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 1

0

δ(y − y′)δ(x− x′)δ(Ω− Ω′)ψ(x′, y′, Ω)dΩ′dx′dy′ =

= σs

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 1

0

δ(y − y′)δ(x− x′)ψ(x′, y′, Ω)dΩ′dx′dy′,

onde,

δ(Ω− Ω′) = δ(µ− µ′)δ(η − η′). (4.13)

Conseqüentemente, é posśıvel aproximar a equação de transporte em

duas dimensões por,

µ
∂ψ(x, y, Ω)

∂x
=

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 1

0

k(x, y, Ω, x′, y′, Ω′)ψ(x′, y′, Ω′)dΩ′dx′dy′ = Aψ, (4.14)

onde,

k(x, y, Ω, x′, y′, Ω′) = σsδ(x− x′)δ(y − y′)−
− σtδ(x− x′)δ(y − y′)δ(Ω− Ω′)− ηδy(y − y′)δ(x− x′)δ(Ω− Ω′), (4.15)

é o que chamamos de núcleo da equação de transporte.

Na equação acima o y subscrito indica a derivada da função generalizada

Delta de Dirac com respeito à variável espacial. Por exemplo,
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δy(y − y′) =
∂

∂y
[δ(y − y′)] (4.16)

A solução formal da equação integral (4.14) é dada por,

ψ =
[
ex
R∞
−∞

R 1
−1

R 1
0 k(x,y,µ,x′,y′,Ω′)ψ(x′,y′,Ω′)dΩ′dx′dy′

]
ψ0, (4.17)

onde ψ0 representa o fluxo angular inicial. Como já foi visto na seção (3.2), na

estrutura da Álgebra de Lie, não existe uma regra para calcular o exponencial deste

tipo de operador integral.

Entretanto, este obstáculo pode ser transposto aproximando-se esta

solução por,

ψ =
[I +

x

µ
A]

ψ0 =

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 1

0

[δ(x, y, Ω, x′, y′, Ω′) +

+k(x, y, Ω, x′, y′, Ω′)]ψ0(x, y, Ω, x′, y′, Ω′)dΩ′dx′dy′, (4.18)

válido para valores próximos à fronteira.

O operador linear B é então escrito como uma derivada fracionária com

ordem variável, por,

∂q

∂xq
= B. (4.19)

Uma vez encontrada a expressão para a ordem da derivada fracionária,

q, após a comparação dos núcleos correspondentes e resolvida a equação algébrica

resultante para q, como mostrado no Caṕıtulo 2, temos a seguinte solução para a

equação de transporte (4.6),

ψ =
x−kq

Γ(−kq)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − kq)

∂jψ0

∂xj
. (4.20)
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Vamos agora resolver a segunda parte do nosso problema: encontrar o

que chamamos de solução particular da equação, dada por ψp(x, y, µ, η) em (4.5).

Para isto, consideramos a fonte externa Q(x, y) como sendo uma condição de con-

torno. Assim, calculamos a solução particular da equação de transporte usando a

mesma formulação empregada para a obtenção da solução homogênea, com uma

única diferença: o sinal da ordem da derivada fracionária será negativo. Ou seja,

considerando a seguinte equação,

Bf = g. (4.21)

A solução da equação (4.21) é dada por,

f = B−1g. (4.22)

Como B é um operador, dado por,

B =
∂q

∂xq
(4.23)

temos,

B−1 =
∂−q

∂x−q
(4.24)

Sendo assim, considerando g = Q(x, y), temos,

ψp(x, y, µ, η) =
∂−q

∂x−q
Q(x, y). (4.25)

Portanto, a solução da equação de transporte (4.4), é dada por,

ψ(x, y, µ, η) = ψh(x, y, µ, η) + ψp(x, y, µ, η) =
∂kq

∂xkq
ψ0 +

∂−q

∂x−q
Q(x, y) (4.26)
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onde,

∂kq

∂xkq
ψ0 =

x−kq

Γ(−kq)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − kq)

∂jψ0

∂xj
(4.27)

e,

∂−q

∂x−q
Q(x, y) =

xq

Γ(q)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j + q)

∂jQ(x, y)

∂xj
(4.28)
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5 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE

TRANSPORTE EM TRÊS DIMENSÕES

COM O NÚCLEO DE RUTHERFORD

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo, aplicamos a técnica da derivada fracionária na equação

de transporte em três dimensões, em geometria cartesiana, considerando como seção

de choque de espalhamento diferencial o núcleo de Rutherford [36] para a obtenção

de sua solução. A técnica, como já foi citado nos caṕıtulos anteriores, consiste

em reescrever a equação de transporte na forma integral, comparar o núcleo da

respectiva solução formal com o da definição de Riemann-Liouville e resolver a

equação algébrica correspondente para encontrar a ordem ı́ntegro-diferencial. Faze-

mos, ainda, uma extensão da técnica da derivada fracionária para problemas tridi-

mensionais, usando racioćınio análogo ao utilizado para problemas bidimensionais.

5.2 Extensão para Problemas em Três Dimensões

O resultado mostrado no Caṕıtulo 4 pode ser facilmente extendido para

problemas em três dimensões, basta considerarmos,

∂qx+qy+qz

∂xqx+qy=qz
= B, (5.1)

cuja forma equivalente em termos de núcleo é dada por,

(x− sx)
−qx−1

Γ(−qx)

(y − sy)
−qy−1

Γ(−qy)

(z − sz)
−qz−1

Γ(−qz)
= b(x, y, z, sx, sy, sz), (5.2)

onde sx, sy e sz representam, respectivamente, as variáveis mudas de integração

relacionadas a x, y e z. Existem infinitas soluções para a equação (5.2), já que
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nenhuma restrição sobre cada ordem ı́ntegro-diferencial é feita. Uma posśıvel solução

é obtida fazendo qy = qz = 0, o que implica o seguinte resultado,

q = qx = (sx − x)b(x, y, sx, sy, sz). (5.3)

5.3 Formulação

Considere o seguinte problema tridimensional de transporte descrito

pela equação (5.4), para um feixe de elétrons invariante no tempo,

µ
∂ψ(x, y, z, µ, ϕ)

∂x
+ (5.4)

+
√

1− µ2
(
cos(ϕ)

∂ψ(x, y, z, µ, ϕ)

∂y
+ sin(ϕ)

∂ψ(x, y, z, µ, ϕ)

∂z

)
+σtψ(x, y, z, µ, ϕ) =

=

∫ 1

−1

∫ 2π

0

a

(b− µ)2
ψ(x′, y′, z′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′.

Na equação (5.5), usou-se no termo integral, a secção de choque de

espalhamento diferencial de Rutherford [36], onde,

a =
1

2πλ
· 2η(η + 1), a > 0 (5.5)

e,

b = 1 + 2η, (5.6)

com λ = 1
σt

indicando o livre caminho médio percorrido pelas part́ıculas no meio.

Ainda nas equações (5.5) e (5.6) temos uma constante, η > 0, dada por,

η =
h2Z

2
3

4(aH)2(mv)2
, (5.7)
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sendo h a constante de Planck (=6,63×10−34J.s), aH o raio de Bohr (=5,29×10−11m),

Z o número atômico do material que está sendo irradiado e mv o momento do elétron

que está sofrendo espalhamento (m=9,11×10−31Kg e v=104m/s). Temos ainda, σt

e ψ(x, y, z, µ, ϕ) que representam, respectivamente, a seção de choque total e o fluxo

angular de part́ıculas nas direções −1 ≤ µ ≤ 1 e 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

O espalhamento de Rutherford [36], é um dos modelos mais simples

de espalhamento elástico de elétrons. É obtido sem levar em consideração efeitos

relativistas, e por isso não é um modelo realista do transporte de elétrons quando

estamos tratando de energias por volta de 10Mev. Neste caso é mais apropriado o

uso de um outro tipo de seção de choque, a de Mott [36].

Para obtermos a solução da equação de transporte em três dimensões

usando derivada fracionária, é necessário reescrever o lado esquerdo da equação (5.5)

na forma integral. Usando a aproximação da função Delta de Dirac representada

pela equação (2.79) e considerando que,

df

dx
=

∫ ∞

−∞

∂

∂x
[δ(x− x′)]f(x′)dx′ (5.8)

temos,

√
1− µ2 cos(ϕ)

∂ψ(r, µ, ϕ)

∂y
=

√
1− µ2 cos(ϕ)

∫ ∞

−∞

∂

∂y
[δ(y−y′)]δ(z−z′)δ(x−x′)ψ(r′, µ, ϕ)dr′

(5.9)

√
1− µ2 sin(ϕ)

∂ψ(r, µ, ϕ)

∂z
=

√
1− µ2 sin(ϕ)

∫ ∞

−∞

∂

∂z
[δ(z−z′)]δ(x−x′)δ(y−y′)ψ(r′, µ, ϕ)dr′

(5.10)

σtψ(r, µ, ϕ) = σt

∫ ∞

−∞
δ(z − z′)δ(x− x′)δ(y − y′)ψ(r′, µ, ϕ)dr′ (5.11)
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onde r representa as coordenadas x, y e z e r′, x′, y′ e z′.

Assim o lado esquerdo da equação (5.5) pode ser escrito como,

µ
∂ψ(r, µ, ϕ)

∂x
+

√
1− µ2

(
cos(ϕ)

∂ψ(r, µ, ϕ)

∂y
+ sin(ϕ)

∂ψ(r, µ, ϕ)

∂z

)
+σtψ(r, µ, ϕ) = (5.12)

= µ
∂ψ(r, µ, ϕ)

∂x
+

√
1− µ2 cos(ϕ)

∫ ∞

−∞

∂

∂y
[δ(y − y′)]δ(z − z′)δ(x− x′)ψ(r′, µ, ϕ)dr′ +

+
√

1− µ2 sin(ϕ)

∫ ∞

−∞

∂

∂z
[δ(z − z′)]δ(x− x′)δ(y − y′)ψ(r′, µ, ϕ)dr′ +

+ σt

∫ ∞

−∞
δ(z − z′)δ(x− x′)δ(y − y′)ψ(r′, µ, ϕ)dr′.

Usando a propriedade da função generalizada Delta de Dirac (2.80),

temos,

µ
∂ψ(r, µ, ϕ)

∂x
+ (5.13)

+
√

1− µ2 cos(ϕ)

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

δy(r − r′)δ(ϕ− ϕ′)δ(µ− µ′)ψ(r′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′dr′ +

+
√

1− µ2 sin(ϕ)

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

δz(r − r′)δ(ϕ− ϕ′)δ(µ− µ′)ψ(r′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′dr′ +

+ σt

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

δ(r − r′)δ(ϕ− ϕ′)δ(µ− µ′)ψ(r′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′dr′.

Na equação (5.14) x, y e z subscritos denotam a derivada da função

generalizada Delta de Dirac com respeito às variáveis espaciais. Por exemplo,

δy(r − r′) =
∂

∂y
[δ(y − y′)]δ(z − z′)δ(x− x′). (5.14)

Reescrevendo a equação (5.5), temos,
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µ
∂ψ(r, µ, ϕ)

∂x
+ (5.15)

+
√

1− µ2 cos(ϕ)

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

δy(r − r′)δ(ϕ− ϕ′)δ(µ− µ′)ψ(r′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′dr′ +

+
√

1− µ2 sin(ϕ)

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

δz(r − r′)δ(ϕ− ϕ′)δ(µ− µ′)ψ(r′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′dr′ +

+ σt

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

δ(r − r′)δ(ϕ− ϕ′)δ(µ− µ′)ψ(r′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′dr′ =

=

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

a

(b− µ)2
δ(r − r′)ψ(x′, y′, z′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′dr′,

que pode ser escrita na forma,

µ
∂ψ(r, µ, ϕ)

∂x
=

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

k(r, r′, µ, µ′, ϕ, ϕ′)ψ(x′, y′, z′, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′dr′ = Aψ,

(5.16)

onde,

k(r, r′, µ, µ′, ϕ, ϕ′) =
a

(b− µ)2
δ(r − r′)− (

√
1− µ2 cos(ϕ)δy(r − r′) (5.17)

−
√

1− µ2 sin(ϕ)δz(r − r′) + σtδ(r − r′))δ(ϕ− ϕ′)δ(µ− µ′).

A solução formal da equação (5.18) é dada por,

ψ =
[
ex
R∞
−∞

R 1
−1

R 2π
0 k(r,r′,µ,µ′,ϕ,ϕ′)ψ(x′,y′,z′,µ′,ϕ′)dϕ′dµ′dr′

]
ψ0, (5.18)

onde ψ0 representa o fluxo angular inicial. Como já foi dito nos Caṕıtulos 3 e 4, não

conhecemos nenhuma regra, na estrutura da Álgebra de Lie, para obter a solução

dessa equação, já que temos uma exponencial de um operador integral. Sendo assim,

a solução da equação (5.18) pode ser aproximada por,
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ψ =
[I +

x

µ
A]

ψ0 =

∫ ∞

−∞

∫ 1

−1

∫ 2π

0

[δ(r, r′, µ, µ′, ϕ, ϕ′) +

+k(r, r′, µ, µ′, ϕ, ϕ′)]ψ0(r, r
′, µ, µ′, ϕ, ϕ′)dϕ′dµ′dr′. (5.19)

Escrevendo o operador linear B como uma derivada fracionária com

ordem variável, temos,

∂q

∂xq
= B. (5.20)

Uma vez encontrada a expressão para a ordem da derivada fracionária,

q, após a comparação dos núcleos correspondentes e resolvida a equação algébrica

resultante para q, como mostrado no Caṕıtulo 2, temos a seguinte solução para a

equação de transporte (5.5),

ψ =
x−kq

Γ(−kq)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − kq)

∂jψ0

∂xj
. (5.21)
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6 RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste caṕıtulo, aplicamos o método da derivada fracionária para o

cálculo da taxa de dose em problemas unidimensionais e fluxo angular em problemas

bidimensionais e tridimensionais, bem como, testamos as diversas representações da

função generalizada Delta de Dirac.

A metodologia proposta para obter essas quantidades segue as seguintes

etapas:

1. Definir a aproximação, mais adequada, para a função generalizada de Delta de

Dirac e sua derivada de primeira ordem a serem usadas na resolução do problema

considerado. Neste trabalho, consideramos quatro aproximações diferentes para essa

função [29],

δ(x) ≈ ε

π(x2 + ε2)
, (6.1)

δ(x) ≈ ε2

π(x2 + ε2)
, (6.2)

δ(x) ≈
√

1

επ
e
−x2

ε (6.3)

e,

δ(x) ≈ sin(1
ε
x)

πx
. (6.4)

Lembramos que as aproximações citadas acima, são provenientes das

representações da função generalizada Delta de Dirac onde tomamos o limite com

ε → 0.

Escolhemos trabalhar com a aproximação (6.21) para a função genera-

lizada Delta de Dirac, por se tratar da que apresentou os melhores resultados, já
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que para as demais os resultados divergiram.

2. Reescrever a equação de transporte na forma integral definindo, assim, o núcleo

dessa equação. Desta forma, a equação será escrita como,

µ
∂ψ

∂x
=

∫ ∫ ∫
k(r, r′, Ω, Ω′)ψ(r′, Ω′)dΩ′dr′, (6.5)

onde, r e r′ representam os vetores posição, Ω e Ω′ os vetores direção e o número de

integrais e os limites de integração dependem do problema que está sendo conside-

rado.

3. Obter a ordem da derivada fracionária que aproxima o operador de evolução,

utilizando uma extensão da regra de Leibniz para a derivada do produto. Isto é, re-

solver a equação resultante da comparação dos núcleos do operador linear, definido

na forma integral, com o da definição de Riemann-Liouville,

b(x, s) =
(x− s)−q−1

Γ(−q)
≈ q

s− x
(6.6)

o que resulta,

q = (s− x)b(x, s) (6.7)

onde q é a ordem da derivada fracionária e b(x, s) o núcleo da equação de transporte.

4. Especificar a condição inicial para o problema em questão.

5. E, finalmente, aplicar a derivada fracionária sobre o fluxo angular, através da

seguinte expressão,

ψ =
∂qψ0

∂xq
=

x−q

Γ(−q)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − q)

∂jψ0

∂xj
, (6.8)

onde N é o número de termos da série.

Desta forma, o fluxo angular, solução da equação de transporte, está
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perfeitamente determinado ao tomarmos a potência do operador. A partir do valor

do fluxo angular, podemos calcular o fluxo escalar, que nos permitirá o cálculo da

taxa de dose absorvida em uma região irradiada.

Fizemos a implementação computacional usando o software Maple 7.0

em um microcomputador PC, Pentium III, 1.1 GB, com um tempo máximo de

processamento de 1 minuto.

Neste caṕıtulo ainda são apresentados os resultados numéricos obtidos,

para as quantidades citadas anteriormente, através da aplicação da metodologia

proposta.

6.1 Cálculo dos Fluxos Angular e Escalar em Uma

Dimensão

Para a análise da formulação proposta, para o caso da equação de trans-

porte em uma dimensão, considerando o núcleo de Klein-Nishina para o espalha-

mento Compton, calculamos os fluxos angular e escalar em uma camada de água de

20 cm de espessura, considerando um feixe de fótons com uma energia inicial de 2

Mev.

O fluxo angular foi obtido a partir da aplicação da técnica da derivada

fracionária na equação de transporte em uma dimensão, e pode ser escrito como,

ψ(x, µ, λ) =
x−kq

Γ(−kq)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − kq)

∂jψ0

∂xj
. (6.9)

Sendo assim, o fluxo escalar de part́ıculas é obtido integrando-se o fluxo

angular na direção µ e é dado por,

ψ(x, λ) =

∫ 1

−1

ψ(x, µ, λ)dµ, (6.10)
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onde ψ(x, µ, λ) representa o fluxo angular, solução da equação de transporte obtida

através da aplicação do método da derivada fracionária exposto no Caṕıtulo 2.

Mais precisamente, o fluxo escalar foi obtido considerando-se o inter-

valo que vai de λ0 até λ0 + 2, limites máximo e mı́nimo de energia para o fóton,

respectivamente.

Cumpre ressaltar, que foram considerados 5 grupos de energia a fim de

que fosse posśıvel uma comparação com os resultados dispońıveis na literatura.

Assim,

ψ(x)Total =

∫ λ0+2

λ0

ψ(x, λ)dλ =

ψ1︷ ︸︸ ︷∫ λ0+∆λ

λ0

ψ(x, λ)dλ + (6.11)

+

∫ λ0+2∆λ

λ0+∆λ

ψ(x, λ)dλ

︸ ︷︷ ︸
ψ2

+

∫ λ0+3∆λ

λ0+2∆λ

ψ(x, λ)dλ

︸ ︷︷ ︸
ψ3

+

∫ λ0+4∆λ

λ0+3∆λ

ψ(x, λ)dλ

︸ ︷︷ ︸
ψ4

+

∫ λ0+5∆λ

λ0+4∆λ

ψ(x, λ)dλ

︸ ︷︷ ︸
ψ5

e,

∆ =
2

5
=

Comprimento do intervalo

Nı́veis de energia
,

onde ψ(x)Total representa o fluxo escalar.

As integrais representadas em (6.11) foram aproximadas pela regra de

Simpson usando uma ordem de quadratura igual a 4,

∫ b

a

f(x)dx =
1

3

(1

4
b− 1

4
a
)(

f(a)+f(b)+4f
(3

4
a+

1

4
b
)
+4f

(1

4
a+

3

4
b
)
+2f

(1

2
a+

1

2
b
))

.

(6.12)

Os resultados numéricos apresentados nesse trabalho, foram obtidos a

partir dos dados apresentados nas tabelas do Apêndice B, que contêm os valores para

os coeficientes de atenuação e absorção em função da energia, considerando a Regra

de Simpson, para feixes de fótons com energias incidentes de 1,25 Mev e 2 Mev,
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respectivamente. Como esses resultados são apenas para o caso de multigrupos

de energia, e estamos considerando o fluxo angular dependendente da energia de

forma cont́ınua, foi necessário um ajuste de curvas, no qual utilizamos um polinômio

interpolador de grau 4 e o método dos Mı́nimos Quadrados. Esse ajuste permitiu-

nos o cálculo de alguns parâmetros não encontrados nas tabelas (C.1) e (C.2), mas

de importância fundamental para o cálculo do fluxo escalar.

Na tabela (6.1) são apresentados os valores obtidos para o fluxo escalar

em uma camada de água de 20 cm de espessura, considerando um feixe de fótons

com energia inicial de 2 Mev. Para a obtenção destes dados foi usada a aproximação

da função generalizada Delta de Dirac dada pela expressão (6.21).

Tabela 6.1: Fluxo escalar (fótons/cm2s) em uma camada de água de 20 cm de es-
pessura e fótons com energia inicial de 2 Mev.

Método x(cm) ψ1(x) ψ2(x) ψ3(x) ψ4(x) ψ5(x)
LTSN , N=2 20 .369852 .139113 .69425e-01 .781669e-01 .385271e-01
D. Fracionária 20 .273247 .128352 .64868e-01 .727490e-01 .347536e-01

Os valores obtidos para os fluxos escalares numa camada d’água de es-

pessura de 20 cm, através do método da derivada fracionária, apresentam razoável

concordância com os calculados pelo método LTSN [37, 38, 39]. A pequena diferença

entre os valores deve-se ao fato de que estamos considerando o problema em meio

infinito. A medida que aumentarmos a espessura da camada d’água, os resulta-

dos tendem a apresentar uma precisão ainda melhor, devido ao fato de estarmos

aproximando-nos do que pode ser considerado um meio infinito.

Calculamos, ainda, os valores obtidos para o fluxo angular, considerando,

agora, uma camada d’água de 100 cm de espessura e uma energia do feixe incidente

de fótons igual a 1,25 Mev. Os resultados obtidos são apresentados na tabela (6.2).

Resultados para fluxos escalares para domı́nios de maior espessura não

foram encontrados na literatura, mas a partir do trabalho realizado em [38] é posśıvel

fazer uma comparação entre o resultado obtido para o cáculo da taxa de dose pelo

método LTSN e o método da derivada fracionária, resultados, estes, que serão apre-
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sentados na seção (5.4.1). Esta comparação, apesar de não ser precisa, pois estamos

trabalhando em meio infinito, nos permite afirmar que os valores obtidos para os

fluxos escalares são compat́ıveis com os apresentados em [38], já que apresentam a

mesma ordem de grandeza. Para este exemplo também foi utilizada a aproximação

(6.21) para a função generalizada Delta de Dirac.

Tabela 6.2: Fluxo escalar (fótons/cm2s) em uma camada de água de 100 cm de
espessura e fótons com energia inicial de 1,25 Mev.

Método x(cm) ψ1(x) ψ2(x) ψ3(x) ψ4(x) ψ5(x)
D. Fracionária 100 .0156194 .690642e-02 .349627e-02 .176211e-02 .782895e-03

6.2 Cálculo do Fluxos Angular e Escalar em Duas

Dimensões

A formulação do método da derivada fracionária, para o caso bidimen-

sional, foi aplicada a problemas em meios homogêneos, considerando espalhamento

isotrópico em uma placa quadrada com 100 cm de lado, fonte emissora de nêutrons

emitindo 1 nêutron/cm2s, localizada em um dos vértices da placa, conforme a figura

(6.1), mantendo as demais condições constantes. Para a aplicação da técnica da

derivada fracionária foi necessário escrever a fonte na forma de uma função. Assim,

a fonte emisora de nêutrons foi escrita na seguinte forma,

Q(x, y) = H(1− x) · H(1− y), (6.13)

onde H representa a função de Heaviside, que pode ser aproximada por,

H =
ε

π
· arctan(

x

ε
). (6.14)

O fluxo escalar é dado pela seguinte expressão,
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ψ(x, y) =

∫ 1

−1

∫ 1

0

ψ(x, y, µ, η)dηdµ. (6.15)

Conhecendo-se o fluxo escalar, a corrente parcial de nêutrons, J , emer-

gentes do trecho do contorno indicado na figura (6.1) como região de fuga, que

representa a fuga de nêutrons ao longo de um trecho do contorno do domı́nio, é cal-

culada integrando-se o fluxo escalar obtido na equação (6.15) na região considerada,

J =

∫ b

a

ψ(x, b)dx +

∫ d

c

ψ(d, y)dy, (6.16)

onde a = xmim, b = xmáx, c = ymin e d = ymáx.

6.2.1 Espalhamento Isotrópico em uma Placa Quadrada com 100 cm
de Lado

Figura 6.1: Espalhamento isotrópico em uma placa 100 x 100 cm.

Nesta seção é descrito o problema de estimação da corrente parcial de

nêutrons considerando espalhamento isotrópico. Os valores dos limites de integração

para o problema são xmim = ymin = 96 cm e xmáx = ymáx = 100 cm.



56

Os valores de J sobre a região de fuga indicada na figura (6.1) são com-

parados com os resultados obtidos a partir do método de Lie e do método DAC

(LTSN -Dependência Angular Cont́ınua) [40].

O método DAC é um método iterativo de solução, no qual para cada

iteração é constrúıda uma solução anaĺıtica para o fluxo angular com dependência

cont́ınua usando métodos da função de Green e formulação LTSN nodal.

No primeiro caso, σs = 0, 99 cm−1 e no segundo, σs = 0, 5 cm−1. Em

ambos os casos, a seção de choque total σt é igual a 1 cm−1.

Os valores obtidos para a corrente angular através da técnica da derivada

fracionária são apresentados nas tabelas (6.3) e (6.4).

Método J(nêutrons/cm2)
DAC com ordem de quadratura 2 9.4×10−14

DAC com ordem de quadratura 4 8.8×10−14

LIE com ordem de quadratura 2 1.0×10−13

Derivada Fracionária 1.2×10−13

Tabela 6.3: Corrente parcial emergente para σt = 1 cm−1 e σs = 0, 99 cm−1.

Método J(nêutrons/cm2)
DAC com ordem de quadratura 2 1.3×10−22

DAC com ordem de quadratura 4 3.7×10−22

LIE com ordem de quadratura 2 4.5×10−22

Derivada Fracionária 3.0×10−22

Tabela 6.4: Corrente parcial emergente para σt = 1 cm−1 e σs = 0, 5 cm−1.

Em ambos os casos a aproximação da função generalizada Delta de

Dirac utilizada é dada por (6.21).

Os resultados obtidos para as correntes angulares, utilizando-se a técnica

da derivada fracionária, apresentam uma boa concordância com os valores calcula-

dos através dos métodos DAC com ordens de quadraturas 2 e 4 e do método de LIE

com ordem de quadratura 2, pois apresentam a mesma ordem de grandeza.
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6.3 Cálculo dos Fluxos Angular e Escalar em Três

Dimensões

Nesta seção, a metodologia de cálculo proposta nesse trabalho, que

emprega a técnica de derivada fracionária, é aplicada à equação de transporte em

três dimensões com o núcleo de Rutherford. A partir disso, obtemos o fluxo angular

que é dado pela seguinte equação,

ψ(x, y, z, µ, ϕ) =
x−kq

Γ(−kq)

N∑
j=0

(−1)j xj

j!(j − kq)

∂jψ0

∂xj
. (6.17)

Para ilustrar o uso dessa metodologia, considerou-se um feixe de elétrons

incidindo em um meio material formado por átomos de hidrogênio, com os seguintes

parâmetros: σt =0,01 m−1, v =104 m/s, m =9,11×10−31 Kg, ϕ=45, µ= 1√
2
, Z =1.

Os resultados obtidos para o fluxo angular, em função das coordenadas espaciais

(x, y) são apresentados na figura (6.2).

Figura 6.2: Simulação do fluxo angular como uma função da posição em z=1.
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A partir do cálculo do fluxo angular ψ(x, y, z, µ, ϕ), que depende das

direções µ e ϕ, determinamos o fluxo escalar ψ(x, y, z), que independe dessas direções,

através da seguinte equação,

ψ(x, y, z) =

∫ π

0

∫ 2π

0

ψ(x, y, z, µ, ϕ) sin(θ)dθdϕ (6.18)

onde,

µ = cos(θ).

A integral representada em (6.18) foi calculada usando-se a Regra de

Simpson. Foi usada ordem de quadratura igual a 20.

Os resultados obtidos são apresentados na tabela (6.5).

x y z ψ(x, y, z)
1 1 1 .4015307534e-05
2 1 1 .1511125366e-07
1 2 1 .1558245894e-07
1 1 3 .6025753909e-10
2 1 3 .2323525752e-12
4 4 3 .2011038734e-24
1 1 5 .9008289104e-15
3 1 5 .1340987196e-19
4 4 5 .3006978919e-29

Tabela 6.5: Fluxo Escalar.

Cumpre ressaltar, que para o problema descrito, não existem resulta-

dos dispońıveis na literatura. Independente disso, cabem, aqui, algumas observações

importantes.

Para a obtenção desses resultados, assim como os obtidos para os pro-

blemas mencionados anteriormente, é relevante levar em consideração as diferentes

aproximações utilizadas para a função generalizada Delta de Dirac. Para a aproxi-

mação utilizada neste trabalho (6.21), considerando a aproximação no truncamento
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do somátorio para a regra de derivada fracionária do produto de funções que leva

à solução para o fluxo angular, a precisão prescrita é alcançada com no máximo

5 termos. Além disso, o valor de ε escolhido, que aparece na definição da função

generalizada Delta de Dirac, varia de tal maneira a alcançar a coincidência de três

d́ıgitos significativos na solução. De fato, adotamos ε = 0.18.

6.4 Cálculo de Dose Absorvida

6.4.1 Introdução à Dosimetria

O termo dose tem sido usado em muitos sentidos, isto reflete o fato que

existem diversos tipos diferentes de medidas que têm sidos úteis no estudo e controle

dos efeitos da radiação ionizante na matéria. Os principais tipos dessas medidas são

[41]:

(1) Medida de dose absorvida na matéria no ponto de interesse.

(2) Medida da energia liberada por part́ıculas ionizantes indiretas (isto é, fótons

e nêutrons) por unidade de massa de algum material de referência no ponto de

interesse. O material de referência pode ser tanto o material atual presente no

ponto de interesse, ou algum outro material: por exemplo, ar, grafite e tecido têm

sido usados.

(3) Medida do número de part́ıculas e quanta, ou suas energias, incidente num dado

ponto.

(4) Medida de alguma função do número e energia de part́ıculas e quanta incidentes

num dado ponto. Por exemplo, a função pode ser escolhida como o produto da dose

absorvida pelo fator de qualidade para radiações de diferentes LET (Linear Energy

Transfer).

Esse termo é tão importante no campo de F́ısica Nuclear, que dele

originou um novo ramo da ciência nuclear, com caracteŕısticas próprias, ou seja,

a Dosimetria das Radiações, a qual é aplicada, geralmente, a todos esses tipos de

medidas.
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6.4.2 Noções Fundamentais

Nesta subseção, definimos alguns conceitos importantes usados na dosime-

tria das radiações e necessários para a discussão de efeitos biológicos de radiação.

6.4.2.1 Radiação Ionizante

É usualmente definida como aquela que pode ionizar a matéria tanto

diretamente como através da ação de radiação secundária. O processo de ionização

ocorre quando energia suficiente é transferida para um material para retirar elétrons

dos átomos ou moléculas.

6.4.2.2 Dose Absorvida

A dose absorvida (D) de qualquer radiação ionizante, em qualquer meio

material, é definida como a quantidade de energia cedida á matéria pelas part́ıculas

ionizantes por unidade de massa, e é dada por,

D =
dε

dm
, (6.19)

onde dε é a energia concedida pela radiação ionizante a matéria em um elemento de

volume e dm é a massa da matéria no volume de elemento considerado. Podemos

ainda dizer, que dose absorvida é a quantidade de energia em Joules transferida a

cada quilograma de tecido biológico, e ela aparece como excitação ou ionização das

moléculas ou átomos do tecido.

No sistema internacional, a unidade é o Gray (Gy). A relação entre

elas é,

1 Gy = 1 J.kg−1 = 100 rads,

onde rad é a unidade antiga e,



61

1 rad = 100 ergs/g.

Neste caṕıtulo, calculamos a taxa de dose absorvida, obtida em função

do fluxo escalar, dado pela seguinte expressão,

ψ(x, λ) =

∫ 1

−1

ψ(x, µ, λ)dµ. (6.20)

O fluxo escalar, como já foi citado anteriormente, é obtido a partir do

cálculo do fluxo angular usando-se a formulação do método da derivada fracionária.

No modelo da equação de transporte multigrupo de energia, como o

fluxo angular apresenta dependência discreta com a energia, a taxa de dose absorvida

é escrita como,

DT =
M∑
i=0

µai
Eiψ(x, λi), (6.21)

onde µai
é o coeficiente de absorção do meio material em cm2/g para a energia

Ei(Mev), com,

µai
≡ µa(λi), (6.22)

Ei =
0, 511

λi

, (6.23)

Por outro lado, quando o fluxo angular apresenta dependência cont́ınua

com a energia, a taxa de dose absorvida numa certa região irradiada é descrita por,

DT (x) =

∫ λ0+2

λ0

µaEψ(x, λ)dλ, (6.24)
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Nesta altura, cumpre observar que, como estamos aplicando o método

da derivada fracionária, e considerando a dependência cont́ınua do fluxo angular

com a energia, neste trabalho, a taxa de dose absorvida será calculada pela equação

(6.24).

6.4.2.3 Taxa de Dose Absorvida

A taxa de dose absorvida é dada por,

D =
dD

dt
, (6.25)

onde dD é a variação da dose absorvida por unidade de tempo dt.

A unidade da taxa de dose absorvida é qualquer quociente de rad ou

seus múltiplos ou submúltiplos divididos por uma apropriada unidade de tempo

(rads/s, mrads/h, etc.).

6.4.2.4 Dose Equivalente

O efeito biológico da deposição de energia pode ser maior ou menor,

dependendo do tipo de radiação que a provocou. Por exemplo, uma dose devido

a nêutrons rápidos ou part́ıculas alfa é muito mais danosa que uma dose devido a

raios X ou raios gamma.

A dose de absorção D é insuficiente, por si só, para estabelecer se a

severidade ou a probabilidade de um efeito nocivo à saúde resulta de uma irradiação

sob condição não espećıfica. Por estas razões, foi introduzido uma outra quantidade

que se relaciona de maneira mais eficiente com os mais importantes efeitos nocivos

à saúde da exposição às radiações e, particularmente, com os efeitos que só se mani-

festarão em gerações futuras. Essa quantidade, denomina-se dose equivalente (Heq),

a qual é obtida multiplicando-se a dose absorvida pelos fatores modificadores apro-
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priados, obtidos em tabelas publicadas na literatura.

Dessa forma, a dose equivalente é dada por,

Heq = D.QF.QF1.QF2. · · · , (6.26)

onde,

D é a dose absorvida,

QF é o fator de qualidade e

QF1.QF2. · · · fatores de distribuição.

A unidade da dose equivalente é rems se D for expresso em rads e é

Sievert (Sv) se D for expresso em Gy, onde,

1 Sv = 1 J.kg−1 = 100 rems.

6.5 Cálculo de Dose

Os isótopos radioativos ou radioisótopos, devido à sua propriedade de

emitirem radiações, a cada dia, vêm sendo mais empregados nos múltiplos campos

de atividade humana. Quer na agricultura, quer na pecuária, na biologia e principal-

mente na medicina, eles têm auxiliado na incessante procura de melhores condições

de vida.

As radiações, emitidas pelos radioisótopos, podem atravessar a matéria

ou serem absorvidas por ela, o que possibilita diversas aplicações. Mesmo em quanti-

dades cuja massa não pode ser determinada pelos métodos qúımicos, a radiação por

eles emitida pode ser detectada. Pela absorção da energia das radiações, células ou

pequenos organismos, podem ser destrúıdos. Essa propriedade, que normalmente é

altamente incoveniente para os seres vivos, pode ser usada em seu benef́ıcio, quando

empregada para destruir células ou microorganismos nocivos.

Os radioisótopos são utilizados, na área da medicina nuclear, tanto em
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diagnósticos como em terapias. Hoje, uma das mais importantes aplicações desses

radioisótopos é a radioterapia.

A radioterapia teve origem na aplicação do elemento rádio pelo casal

Curie, para destruir células cancerosas, e foi inicialmente conhecida como “Curiete-

rapia”. Posteriormente, outros radioisótopos passaram a ser usados, apresentando

um maior rendimento.

A radioterapia tem como objetivos: (a) aplicar, na região do tumor,

uma quantidade de dose suficiente para controlá-lo e (b) minimizar o risco de com-

plicações nos tecidos sãos. Assim, a radioterapia procura maximizar a probabili-

dade de controle local do tumor sem produzir complicações nos tecidos sãos que

estão próximos à região irradiada. Sendo assim, a determinação precisa da dose

depositada em uma região irradiada é essencial para o bom resultado do tratamento

radioterapêutico. Métodos anaĺıticos são utilizados para o cálculo dessa quantidade

de dose, porém eles podem apresentar certos problemas, tais como consumir um

tempo excessivo de processamento, ou ainda, apresentarem um alto ı́ndice de erro

no cálculo da dose. Esses fatos levaram a comunidade cient́ıfica a empreender um

grande esforço no sentido de reduzir o erro dos métodos anaĺıticos empregados e

torná-los mais rápidos.

Uma das principais causas que geram erros nas formulações anaĺıticas

são as aproximações feitas na equação que descreve o transporte de part́ıculas. Na

metodologia apresentada neste trabalho, não se utiliza nenhuma das aproximações

tradicionalmente empregadas para a solução da equação de transporte de part́ıculas.

A técnica da derivada fracionária foi aplicada na equação de transporte de part́ıculas

carregadas e obtivemos o fluxo angular ψ. A partir do fluxo angular, obtivemos o

fluxo escalar e, desta forma, podemos determinar perfeitamente a quantidade de

dose absorvida em uma certa região irradiada.

Usando a formulação descrita na seção (5.3.2.3), onde uma expressão

para a taxa de dose absorvida foi obtida em função do fluxo angular e do coeficiente

de absorção do meio material, apresentamos os valores dessa quantidade para uma

camada de água de 20 cm e outra de 100 cm de espessura considerando feixes de
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fótons com energias iniciais de 2 Mev e 1.25 Mev, respectivamente. Os resultados

obtidos são apresentados nas tabelas (6.6) e (6.7).

Método x(cm) E(Mev) Taxa de Dose(mrad/h)
LTSN , N=2 20 2 1.8300e-04
Derivada Fracionária 20 2 3.3621e-04

Tabela 6.6: Taxa de Dose Absorvida para uma camada de água de 20 cm de espes-
sura.

Método x(cm) E(Mev) Taxa de Dose(mrad/h)
LTSN , N=2 100 1.25 1.4400e-05
Derivada Fracionária 100 1.25 1.2763e-05

Tabela 6.7: Taxa de Dose Absorvida para uma camada de água de 100 cm de espes-
sura.

Comparando os resultados obtidos para a taxa de dose absorvida, através

do emprego da técnica da derivada fracionária, com os apresentados pelo método

LTSN , verificamos que eles apresentam uma concordância significativa, tanto para

a camada de água de 20 cm como para a de 100 cm de espessura. Cumpre observar

que, para espessuras maiores, os resultados tendem a melhorar, pois se aproximam

do que pode ser considerado um meio infinito.

Para todos os problemas expostos neste trabalho foram testadas as ou-

tras representações da função Delta de Dirac, não apresentando bons resultados.

Isto deve-se ao fato, de que para obtermos a solução da equação de transporte, tra-

balhamos com as derivadas da função generalizada Delta de Dirac, que variam muito

de uma aproximação para outra e influenciam diretamente nos resultados obtidos.

Cumpre ainda observar, que a formulação proposta neste trabalho foi

aplicada a problemas em meios infinitos e os resultados obtidos foram comparados

com os de outros métodos aplicados a meios finitos, isso porque não existem resul-

tados, para meios infinitos, dispońıveis na literatura. Desta forma, os resultados

numéricos não podem ser conclusivos, mas indicam que estamos no caminho certo,

já que nossa principal preocupação foi desenvolver um método que resolvesse tanto

problemas unidimensionais como multidimensionais.
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Estudamos, ainda, uma maneira de construirmos uma solução para pro-

blemas em meio finito. Para tal, considere a equação de transporte unidimensional

dada por (3.1), por exemplo.

Quando estamos trabalhando em meio infinito, não trabalhamos com

condições de contorno, diferentemente do que ocorre no meio finito. Sendo as-

sim, para aplicarmos a técnica da derivada fracionária a problemas em meio finito,

seguimos a idéia do método das imagens, no qual obtemos termos de fonte, S1 e S2,

equivalentes às condições de contorno em x=0 e x=L, respectivamente, dados por,

S1 = f(µ)δ(x)(H(µ− 1)− H(µ)) (6.27)

e,

S2 = g(µ)δ(x− L)(H(µ)− H(µ + 1)), (6.28)

onde H representa a função de Heaviside dada por (6.14),

f(µ) = fm, µ > 0

e,

g(µ) = gm, µ < 0.

Aqui, fm e gm representam o fluxo incidente nas fronteiras do domı́nio.

Sendo assim, a solução da equação de transporte, por derivada fra-

cionária, em meio finito, será da seguinte forma,

ψ = ψh + ψh ∗ S1, µ > 0, (6.29)
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ψ = ψh + ψh ∗ S2, µ < 0, (6.30)

onde ∗ denota convolução.

Cabe observar, que a solução homogênea ψh é obtida através da aplicação

do método da derivada fracionária na solução da equação de transporte em meio in-

finito, solução apresentada neste trabalho.

Deste modo, esperamos que a técnica da derivada fracionária possa ser

aplicada em problemas de transporte em domı́nio limitado.
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7 CONCLUSÃO

Este trabalho teve por objetivo o emprego do método da derivada fra-

cionária na equação de transporte para a determinação dos fluxos angular e es-

calar, considerando um feixe de fótons em meios materiais, da corrente parcial de

nêutrons para problemas bidimensionais em meios homôgeneos, do fluxo angular

para a equação de transporte tridimensional e para o cálculo da taxa de dose ab-

sorvida em uma região irradiada.

Foram, ainda, apresentadas simulações numéricas para problemas em

meio infinito e uma generalização teórica aplicada a problemas em domı́nio limi-

tado.

Os resultados obtidos mostram que o objetivo foi alcançado no sen-

tido de que foi posśıvel encontrar uma solução pelo método proposto, tanto para

problemas unidimensionais como multidimensionais em geometria cartesiana, obser-

vando que a diferença básica entre estas soluções aparece no número de integrais que

aparece na solução. Cabe ainda observar, que o esforço computacional necessário

para a resolução dos problemas é relativamente pequeno.

A idéia básica deste método consiste no uso da definição integral para

derivada fracionária, que é usada para determinar a ordem q dessa derivada e, da re-

gra de derivada fracionária do produto de funções, que nos permite estabelecer uma

solução para o fluxo angular. O uso da representação integral nos permite encontrar

uma solução para o fluxo angular somente nos casos especiais onde a integral pode

ser analiticamente calculada, enquanto que a solução por derivada fracionária, neste

sentido, é totalmente geral.

Finalmente, é importante salientar que a formulação proposta nesse tra-

balho pode ser generalizada, sem dificuldade, na construção da solução da equação

de transporte multidimensional com espalhamento anisotrópico, fontes arbitrárias,

ou ainda, com seção de choque variando com a posição. Acreditamos que o método

da derivada fracionária é um método promissor para resolver problemas de trans-
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porte e, em trabalhos futuros, realizaremos simulações numéricas da generalização

teórica da metodologia para domı́nios limitados.
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APÊNDICE A DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO

DE TRANSPORTE - FORMA

GENÉRICA

O principal objetivo da Teoria de Transporte é determinar a distribuição

de part́ıculas num meio, levando em conta o movimento das mesmas e sua interação

com este meio. Uma vez que não podemos especificar o número exato de part́ıculas,

numa certa região, num dado tempo, devido a natureza aleatória dos eventos de

interação, trabalhamos, então, com a equação de transporte, que é a descrição

matemática desse movimento de part́ıculas através dos meios materiais, que en-

volve uma aproximação estat́ıstica, baseada em algumas considerações:

- as interações entre part́ıculas são negligenciadas, o que se traduz na linearidade da

equação;

- as colisões são consideradas instatâneas;

- entre as colisões, as part́ıculas movem-se em linha reta e com velocidade constante;

- as part́ıculas são consideradas pontuais;

- somente o valor “esperado” de part́ıculas, é considerado;

- as propriedades do material são consideradas isotrópicas.

A derivação da equação de transporte é válida tanto para nêutrons como para fótons

e será deduzida com a notação usada na f́ısica de reatores, para tanto serão definidas

certas quantidades, necessárias à descrição do problema de transporte de nêutrons.

A.1 Definições e Notações

A.1.1 Nêutron como uma Part́ıcula Pontual

Na Teoria de Transporte, um nêutron é considerado como uma part́ıcula

pontual no sentido de que pode ser descrito completamente por sua posição r e

velocidade v. O vetor velocidade é freqüentemente representado por,
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v = vΩ (A.1)

onde v(= |v|) é a grandeza escalar da velocidade e Ω é um vetor unitário na mesma

direção de v.

A.1.2 Densidade Angular de Nêutrons

É o número provável (ou esperado) de nêutrons na posição r, com

direção Ω e energia E no instante t, por unidade de volume, por unidade de ângulo

sólido, por unidade de energia. Assim N(r, Ω, E, t)dV dΩdE é o número esperado de

nêutrons no elemento de volume dV em r, tendo direções dentro do ângulo sólido

dΩ em torno de Ω e energia no intervalo dE em E, no tempo t.

A.1.3 Densidade de Nêutrons

A integral da densidade angular de nêutrons sore todas as direções (ou

todos os ângulos sólidos) é igual a densidade de nêutrons n(r, E, t), assim,

Densidade de Nêutrons =

∫

4π

N(r, Ω, E, t)dΩ ≡ n(r, E, t) (A.2)

onde o śımbolo 4π representa a integração em todas as direções. Conseqüentemente,

a quantidade n(r, E, t) representa o número esperado de nêutrons em r com energia

E, no tempo t, por unidade de volume, por unidade de energia.

A.1.4 Corrente Angular de Nêutrons

A corrente angular de nêutrons é definida como o produto do vetor

velocidade pela densidade angular de nêutrons,
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j(r, Ω, E, t) ≡ vN(r, Ω, E, t) (A.3)

A.1.5 Fluxo Angular de Nêutrons

É definido como produto do módulo da velocidade pela densidade an-

gular de nêutrons,

ψ(r, Ω, E, t) ≡ vN(r, Ω, E, t) (A.4)

A.1.6 Fluxo Escalar de Nêutrons

A integral do fluxo angular sob todas as direções é chamada de fluxo

escalar de nêutrons, isto é,

φ(r, E, t) =

∫

4π

ψ(r, Ω, E, t)dΩ =

∫

4π

vN(r, Ω, E, t)dΩ = vn(r, E, t) (A.5)

O fluxo escalar de nêutrons é o produto do módulo da velocidade pela

densidade de nêutrons.

A.1.7 Corrente de Nêutrons

Define-se a corrente de nêutrons como a integral da corrente angular

sob todas as direções,

J(r, E, t) ≡
∫

4π

j(r, Ω, E, t)dΩ (A.6)
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A.1.8 Fontes Independentes

As fontes independentes são fontes de nêutrons que não dependem da

densidade de nêutrons do sistema. Elas aparecem por outras razões que não colisões

de nêutrons, isto é, não aparecem de fissões e reações de nêutrons similares. Elas

aparecem, por exemplo, de processos de fissões espontâneas ou, ainda, pela ação

de part́ıculas de raios cósmicos e são representadas pela quantidade Q(r, Ω, E, t),

que é definida como a probabilidade, por unidade de tempo, que um nêutron de

energia E apareça em r por unidade de ângulo sólido, por unidade de energia, isto

é, QdV dΩdE é razão esperada de que cada nêutron apareça em um volume dV com

direção em dΩ e energia em dE.

A.1.9 Seções de Choque

A quantidade σt(r, E), denominada seção de choque macroscópica total,

é definida como a probabilidade de reação de um nêutron por unidade de compri-

mento de trajetória.

A seção de choque macroscópica total é a soma das seções de choque

parciais para todos os posśıveis tipos de colisões nêutron-núcleo. As seções de

choque parciais representam geralmente a probabilidade de que um tipo particu-

lar de part́ıcula emerja da colisão. Então definimos:

σe(r, E) seção de choque de espalhamento elástico

σi(r, E) seção de choque de espalhamento inelástico

σγ(r, E) seção de choque de captura radioativa

σf (r, E) seção de choque de fissão.

Define-se seção de choque diferencial como a probabilidade de que, havendo colisões

tais como, espalhamento, fissões, os nêutrons resultantes dessas determinadas co-

lisões tenham várias direções e energias. A seção de choque diferencial pode ser

representada por,
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σx(r, E
′)fx(r; Ω

′, E ′ → Ω, E) (A.7)

onde σx é a seção de choque para uma reação do tipo x para nêutrons de energia E ′ e

fx(r; Ω
′, E ′ → Ω, E)dΩdE é a probabilidade que um nêutron de direção Ω′ e energia

E ′ tenha uma colisão do tipo x, emergindo da colisão um nêutron no intervalo dΩ

em torno de underlineΩ com energia dE em E. Para as colisões com espalhamento

elástico ou inelástico, um nêutron emerge para cada nêutron que colide com o núcleo.

A probabilidade pode, conseqüentemente ser normalizada para a unidade. Então,

para o espalhamento elástico, a integração sobre todas as direções e energias resulta,

∫ ∫
fe(r; Ω

′, E ′ → Ω, E)dΩdE = 1 (A.8)

e uma expressão similar é aplicada para o espalhamento inelástico. Para a captura

radioativa e outras reações nas quais nenhum nêutron emerge, f é zero. Para a

fissão, uma boa aproximação resulta ao assumirmos que os nêutrons são emitidos

isotropicamente em sistema de laboratório. Assim, é posśıvel escrever,

ff (r; Ω
′, E ′ → Ω, E)dΩdE =

1

4π
ν(r, E ′ → E)dΩdE (A.9)

onde ν(r, E ′ → E)dE é o espectro de fissão dos nêutrons, ou seja, a probabilidade

que uma fissão causada por um nêutron de posição r e energia E ′ conduza a um

nêutron dentro de dE sobre E. Além disso, ν(r, E ′) é normalizado e, desta forma,

1

4π

∫ ∫
ν(r, E ′ → E)dΩdE =

∫
ν(r, E ′ → E)dE = ν(r, E ′) (A.10)

onde ν(r, E ′) é o número de nêutrons produzidos por uma fissão em r causada por

um nêutron de energia E ′.
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A.1.10 Taxas de Interação

A seção macroscópica de choque, σx, é a probabilidade de que um

nêutron sofra uma reação particular, indicada por x, na unidade de distância. Se v

é a velocidade do nêutron, então vσx é a probabilidade correspondente por unidade

de tempo. Por isso, se N é a densidade angular do nêuton, a taxa de interação, em

unidades apropriadas é dada por vσxN . Integrando-se a taxa de interação em todas

as direções,

∫

4π

vσxNdΩ =

∫

4π

vσx(r, E)N(r, Ω, E, t)dΩ =

= vσx(r, E)

∫

4π

N(r, Ω, E, t)dΩ = vσx(r, E)n(r, E, t) (A.11)

onde vσx(r, E)n(r, E, t) é o número de interações do tipo x por unidade de volume

e de energia na posição r e tempo t devido a nêutrons de energia E, na unidade de

tempo.

O número de nêutrons por unidade de volume, tendo direções no interior

de dΩ′ e energia dE ′ em E ′ é N(r, Ω′, E ′, t)dΩ′dE ′. A taxa de nêutrons por unidade

de volume e de tempo, na posição r e tempo t, na qual tais nêutrons são transferidos

por interações do tipo x para direções finais dΩ em torno de Ω e energias finais dE

em E é ,então,

v′σx(r, E
′)fx(r; Ω

′, E ′ → Ω, E)N(r, Ω′, E ′, t)dΩ′dE ′dΩdE (A.12)

A.2 Derivação da Equação de Transporte de Nêutrons

Derivamos uma equação exata de fase-espaço-densidade N(r, Ω, E, t),

que caracteriza o processo de transporte pelo simples balanceamento dos vários
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mecanismos pelos quais as part́ıculas podem ser ganhadas ou perdidas em um volume

arbitrário dentro de um sistema,

[Taxa de tempo

da troca de n

]
=

[Troca devido ao vazamento

através de S

]
+

[Troca devido

colisões

]
+

[
Fontes

]

Consideremos o que acontece a um feixe de nêutrons, decorrido um

intervalo de tempo ∆t [43]. Os nêutrons de energia E que sofrem uma colisão

podem ser considerados como perdidos do feixe, ao passo que os que não colidem,

permanecem. A distância percorrida por um nêutron no tempo ∆t é v∆t; então, a

probabilidade do mesmo colidir neste tempo é,

σt(r, E)v∆t (A.13)

A probabilidade de que um nêutron não sofra uma colisão neste tempo

e que permaneça no feixe é, conseqüentemente,

1− σt(r, E)v∆t (A.14)

Segue, portanto, que o número de nêutros que permanecem no feixe é,

N(r, Ω, E, t)[1− σt(r, E)v∆t]dV dΩdE (A.15)

Estes, voltarão à posição r + Ωv∆t no tempo t + ∆t.

Além dos nêutros perdidos do feixe por colisões, alguns podem ingressar,

como resultado de colisões com nêutrons estranhos ao feixe e de fontes independentes.

Estas duas últimas quantidades, são dadas, respectivamente, como o número de

nêutrons ingressantes no feixe como resultado de colisões,

[∫ ∫
σt(r, E

′)f(r; Ω′, E ′ → Ω, E)v′N(r, Ω′, e′, t)dΩ′de′
]
dV dΩdE∆t (A.16)
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e o número de nêutrons que ingressam no feixe através de fontes,

Q(r, Ω, E, t)dV dΩdE∆t (A.17)

Adicionando (A.15), (A.16) e (A.17) e eliminado dV dΩdE, a densidade

angular de nêutrons na posição r + Ωv∆t no tempo t + ∆t é dada por,

N(r + Ωv∆t, Ω, E, t + δt) = N(r, Ω, E, t)(1− σtv∆t) +

+
[∫ ∫

σ′tfv′N(r, Ω′, E ′, t)dΩ′dE ′
]
∆t + Q∆t (A.18)

onde, para simplificar a representação, usamos,

σt ≡ σt(r, E),

σ′tf ≡ σt(r, E
′)f(r; Ω′, E ′ → Ω)

e

Q ≡ Q(r, Ω, e, t).

A seguir, dividindo ambos os membros da expressão (A.18) por ∆t e fazendo ∆t → 0,

o resultado após simplificações, é,

lim
∆t→0

[N(r + Ωv∆t, Ω, E, t + ∆t)−N(r, Ω, E, t)

∆t

]
+σtvN(r, Ω, E, t) =

=

∫ ∫
σ′tfv′N(r, Ω′, E ′, t)dΩ′)dE ′ + Q (A.19)

O primeiro termo da equação (A.18) é a derivada total da densidade

angular de nêutrons em função do tempo, e é denotado por dN
dt

, onde N representa

N(r, Ω, E, t).

Se o termo N(r, Ω, E, t + ∆t) for adicionado e subtráıdo ao numerador

do termo entre colchetes, na equação (A.18), são obtidas duas expressões que podem

ser facilmente calculadas, quais sejam,
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lim
∆t→0

[N(r, Ω, E, t + ∆t)−N(r, Ω, E, t)

∆t

]
=

∂N

∂t
(A.20)

e,

lim
∆t→0

[N(r + Ωv∆t, Ω, E, t + ∆t)−N(r, Ω, E, t + ∆t)

∆t

]
= vΩ · ∇N(r, Ω, E, t)

(A.21)

O resultado (A.21) pode ser facilmente obtido em coordenadas carte-

sianas, onde r e Ω tem componentes x, y, z e Ωx, Ωy, Ωz, respectivamente. O lado

esquerdo da equação (A.21) pode se escrito como,

lim
∆t→0

[N(x + Ωxv∆t, y + Ωyv∆t, z + Ωzv∆t, ...)−N(x, y, z, ...)

∆t

]
=

= vΩx
∂N

∂x
+ vΩy

∂N

∂y
+ vΩz

∂N

∂z
(A.22)

Esta expressão representa v vezes a derivada direcional de N na direção

Ω e pode, conseqüentemente, ser representada por vΩ · ∇N(r, Ω, E, t) como na

equação (A.21).

Substituindo as equações (A.19), (A.20) e (A.21) em (A.18), o resultado

é,

∂N

∂t
+ vΩ · ∇N + σtvN =

∫ ∫
σ′tfv′N ′dΩ′dE ′ + Q (A.23)

onde,

N ≡ N(r, Ω, E, t)

e,

N ′ ≡ N(r, Ω′, E, t).
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A equação (A.23) é a forma básica da equação de transporte de nêutrons.

Quanto ao significado f́ısico dos dois primeiros termos do lado esquerdo dessa equação,

podemos dizer que juntos são iguais ao primeiro termo da equação (A.19). A quan-

tidade ∂N
∂t

é a variação do tempo de mudança da densidade angular de nêutrons, na

posição fixa r; esta, difere de dN
dt

, a razão de mudança no feixe em movimento, com

velocidade de nêutron V = vΩ.

A diferença, −vΩ ·∇N , representa a variação de mudança da densidade

angular de nêutrons na posição r, devido ao fluxo, isto é, o movimento dos mesmos

em linha reta, sem nenhuma colisão. A variação na mudança calculada por um

observador movendo-se com o feixe de nêutrons é dN
dt

, sem contribuição do fluxo,

ao passo que, quando determinada por um observador fixo em r, o resultado é ∂N
∂t

,

que considera a mudança devido ao fluxo de nêutrons. O termo vΩ · ∇N é, con-

seqüentemente, algumas vezes, referido como termo fluxo, na equação de transporte

de nêutrons.

Na verdade, este termo representa o efeito do fluxo, que poderia ser

obtido por derivação da variação daquele fluxo de nêutrons, através de um pequeno

elemento de volume. Se este elemento for limitado por planos, tendo coordenadas

x, x + ∆x; y, y + δy e z, z + ∆z, tais que o volume seja dV = ∆x∆y∆z, o número

de nêutrons do elemento de volume, que estão movendo-se na direção Ω é, então,

N(x, y, z, Ω, E, t)dV . A variação sob a qual os nêutrons entram no elemento de

volume, como resultado do movimento através de duas faces perpendiculares, na

direção x, isto é, as faces com coordenadas x e x + ∆x, é, então,

O número de nêutrons entrando no elemento de volume

por unidade de tempo(através da face em x)
= vxN(x, y, z)∆y∆z

e

O número de nêutrons deixando o elemento de volume

por unidade de tempo(através da face em x+∆x)
= vxN(x+∆x, y, z)∆y∆z
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onde vx é a componente x da velocidade e os argumentos (Ω, E, t) foram omitidos

para simplificar. A diferença entre estes dois números fornece a componente x da

variação do fluxo, isto é, a variação de mudança do fluxo angular de nêutrons em

dV , devido àquelas que atravessam as duas faces do elemento de volume, para as

quais, x é constante. Segue, portanto que,

Variação do fluxo(coordenada x) = −vx
∂N

∂x
dV = −(v · ∇N)xdV

e, então o número de nêutrons que ingressam no pequeno elemento de volume, devido

ao fluxo, é −v · ∇N , por unidade de volume. esta quantidade é igual a −vΩ · ∇N

e, conseqüentemente,

∂N

∂t
=

dN

dt
= −vΩ · ∇N (A.24)

A Equação de Transporte dada em (A.23) pode, também ser expressa

em termos do fluxo angular ψ, que é igual a vN ; então, considerando,

ψ = vN = ψ(r, Ω, E, t) (A.25)

e

ψ′ = v′N ′ = ψ(r, Ω′, E ′, t) (A.26)

o resultado obtido é,

1

v

∂ψ

∂t
+ Ω∇ψ + σtψ =

∫ ∫
σ′tfψ′dΩ′dE ′ + Q. (A.27)
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APÊNDICE B A EQUAÇÃO DE

TRANSPORTE

MULTIGRUPO

DEPENDENTE DA ENERGIA

Quando consideramos o comportamento de fótons e não o de nêutrons,

é mais conveniente nos referirmos a energia liberada pela radiação e não pelo número

de part́ıculas, e trabalhar com uma quantidade I(r, E, Ω), denominada intensidade

de fluxo angular de energia, relacionada com a densidade do fluxo angular de energia,

pela expressão,

I(r, E, Ω) = Eψ(r, E, Ω). (B.1)

Também, ao invés da variável energia E, é mais natural trabalhar com

o comprimento de onda do fóton, λ, em unidades Compton. Isto é, usamos,

λ =
0.511

E
,

onde E é dada em unidades Mev. Para o caso particular de um sistema independente

do tempo, com fonte plana infinita na origem,

µ
∂ψ(x,E, µ)

∂x
+c(E)ψ(x,E, µ) =

∫

4π

∫ ∞

0

∑
(E ′ → E; Ω′ → Ω)ψ(x,E ′, µ′)dE ′dΩ′+S(E, µ)δ(x),

(B.2)

onde usamos µ para a variável angular, c para o coeficiente de atenuação linear e

δ(x) é a função Delta de Dirac.

Antes de obtermos a equação de transporte na forma desejada, para

problemas com fótons, primeiro enunciaremos duas relações necessárias:

1. Como as part́ıculas devem ser conservadas [26], podemos escrever,
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∫ 0

∞
ψ(x, λ, µ)dλ =

∫ ∞

0

ψ(x,E, µ)dE. (B.3)

E como,

dE =
−0, 511dλ

λ2
, (B.4)

podemos escrever,

∫ 0

∞
ψ(x, λ, µ)dλ =

∫ 0

∞
0, 511ψ(x, E, µ)

dλ

λ2
, (B.5)

isto é,

λψ(x, λ, µ) =
0, 511

λ
ψ(x,E, µ), (B.6)

ou seja,

λψ(x, λ, µ) = Eψ(x,E, µ). (B.7)

Agora, definindo,

I(x, λ, µ) = λψ(x, λ, µ), (B.8)

segue que,

I(x, λ, µ) = Eψ(x,E, µ) = I(x,E, µ). (B.9)

2. Pelo mesmo motivo de (1), podemos escrever o núcleo de espalhamento em termos

do comprimento de onda como sendo,
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∑
(E ′) =

∫

4π

∫ ∞

0

∑
(E ′ → E; Ω′ → Ω)dEdΩ =

∫

4π

∫ 0

∞

∑
(λ′ → λ; Ω′ → Ω)dλΩ =

∑
(λ′),

(B.10)

então,

0, 511
∑

(E ′ → E; Ω′ → Ω)
dλ

λ2
=

∑
(λ′ → λ; Ω′ → Ω)dλ, (B.11)

e, portanto,

E
∑

(E ′ → E; Ω′ → Ω)dλ = λ
∑

(λ′ → λ; Ω′ → Ω)dλ. (B.12)

Voltando, agora, à equação (B.2), se multiplicarmos ambos os membros

por E e usarmos a quação (B.9), obtemos,

µ
∂I(x, λ, µ)

∂x
+c(λ)I(x, λ, µ) =

∫

4π

∫ ∞

0

E

E ′
∑

(E ′ → E; Ω′ → Ω)I(x, λ′, µ′)dE ′dΩ′+S(E, µ)δ(x).

(B.13)

Agora, usando a equação (B.12), podemos escrever a equação (B.13)

como,

µ
∂I(x, λ, µ)

∂x
+c(λ)I(x, λ, µ) =

∫

4π

∫ λ

0

∑̂
(λ′ → λ; Ω′ → Ω)I(x, λ′, µ′)dλ′dΩ′+S(λ, µ)δ(x).

(B.14)

onde usamos,

S(λ, µ) = ES(E, µ), (B.15)
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e,

∑̂
(λ′ → λ; Ω′ → Ω) =

λ

λ′
∑̂

(λ′ → λ; Ω′ → Ω). (B.16)

A equação (B.14) é a formulação da equação de Boltzmann encontrada

para melhor resolver problemas de fótons gamma. O efeito do fator λ
λ′ na equação

(B.16) é “suavizar”a variação do espalhamento do núcleo.

Cumpre observar, que neste trabalho usamos a notação ψ(x, λ, µ) ao

invés de I(x, λ, µ).
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APÊNDICE C TABELAS DOS

COEFICIENTES DE

ATENUAÇÃO E ABSORÇÃO

Neste apêndice são apresentados os valores dos coeficientes de atenuação

(c(λ)) e absorção (µa) da água, para as energias de interesse nesse trabalho. Esses

coeficientes foram obtidos por interpolação através de uma Spline Cúbica usando o

software Matlab [37].

Tabela C.1: Coeficientes de atenuação e absorção em função da energia, con-
siderando Regra de Simpson, cinco valores de energia e energia do feixe
de fótons incidente igual a 1,25 Mev.

Ej[Mev] c(λ)(H2O)[cm−1] µaj
(H2O)[cm2/g]

1.25 0.0633 0.0295
0.5623 0.0920 0.0330
0.3627 0.1106 0.0326
0.2677 0.1238 0.0312
0.2121 0.1334 0.0300

Tabela C.2: Coeficientes de atenuação e absorção em função da energia, con-
siderando Regra de Simpson, cinco valores de energia e energia do feixe
de fótons incidente igual a 2 Mev.

Ej[Mev] c(λ)(H2O)[cm−1] µaj
(H2O)[cm2/g]

2 0.0493 0.0260
0.6764 0.0847 0.0327
0.4070 0.1052 0.0328
0.2911 0.1203 0.0317
0.2266 0.1307 0.0303

Tabela C.3: Dados do meio material considerado.

Meio ρ[g/cm3] A Z

Água 1.00 18 7.42


