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Resumo

Uma forma de testar os limites de validade da Relatividade Geral (RG) é pela determinação
do parâmetro de gravidade pós-newtoniana parametrizada, γ. Nesse trabalho utilizamos o
raio de Einstein, a dispersão de velocidades, e desvio para o vermelho da lente e da fonte de
lentes gravitacionais fortes, dos projetos BELLS, SLACS, LSD e SL2S, para impor vínculos
ao parâmetro γ. Usando 103 sistemas de lentes obtemos γ = 1.037 ± 0.032. Esse resultado é
marginalmente inconsistente com a RG, que exige um valor de γ = 1.

Embora tenhamos reduzido as incertezas estatísticas, em comparação com trabalhos ante-
riores, aumentando o número de sistemas de lente na nossa amostra ainda temos incertezas
sistemáticas consideráveis. Para um resultado mais consistente seria necessário uma melhor
determinação dos parâmetros que descrevem a densidade de massa total, a densidade de lu-
minosidade e a anisotropia na distribuição de velocidades das estrelas das galáxias que atuam
como lentes.
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1 Introdução

A Teoria da Relatividade Geral (RG) vem sendo testada e comprovada com sucesso em
menores escalas, como por exemplo no sistema solar [1, 2, 3]. Entretanto, quando se utiliza
provas cosmológicas aparece algumas tensões entre resultados. Por exemplo, há uma tensão
entre os resultados obtidos através da análise da radiação cósmica de fundo em microondas e
os resultados obtidos a partir dos dados de supernova do tipo Ia para a medida da constante de
Hubble [4, 5]. Estas tensões motivam novos testes da RG, em particular em grandes distâncias.

Uma abordagem para o teste da RG é a Gravidade Pós-Newtoniana Parametrizada (GPNP),
através do parâmetro pós-Newtoniano, γ, que é independente da escala, com γ = 1 no caso da
RG [6, 7]. Este parâmetro pode ser usado para testar se há desvios em relação às previsões da
RG em grandes distâncias, como em escalas de Kpc, típicas de galáxias.

No limite de um campo gravitacional fraco, a métrica do espaço tempo é caracterizada pelos
potenciais Newtoniano, Φ, e de curvatura, Ψ. O parâmetro pós-Newtoniano é dado pela razão
entre estes dois potenciais

γ =
Ψ

Φ
. (1)

Uma maneira de obter uma medida desse parâmetro é através do lenteamento gravitacional
forte em escala de galáxias. Lenteamento gravitacional ocorre quando a imagem de alguma
galáxia distante é distorcida quando sua luz passa próximo a um objeto massivo (uma galáxia
ou um aglomerado de galáxias). Esse efeito pode resultar em múltiplas imagens da galáxia
fonte. Se a lente for aproximadamente esférica, uma galáxia elíptica por exemplo, e se houver
alinhamento quase perfeito entre a fonte, a lente e o observador, a imagem da galáxia de fundo
se deformará no chamado anel de Einstein. O raio desse anel, chamado raio de Einstein, θE,
depende da massa da lente, da curvatura do espaço e das distâncias de diâmetro angular entre
observador, lente e fonte. Se o alinhamento não for perfeito, imagens múltiplas se formarão
com separação angular muito próxima de 2θE. Conhecendo-se as distâncias e medindo-se o raio
de Einstein, é possível estimar a massa relativística, ME.

Por outro lado a medida das dispersões de velocidades da galáxia que atua como lente
pode nos dar uma estimativa dinâmica da massa. No contexto da gravidade pós-newtoniana
parametrizada podemos relacionar ME e a massa dinâmica através:

M =
1 + γ

2
ME, (2)

onde M é a massa dinâmica total dentro do raio de Einstein.
Esta abordagem foi utilizada por Bolton et al. 2006 [8] com 15 sistemas de lentes gravi-

tacionais obtendo um resultado γ = 0.98 ± 0.07, por Schwab et al 2010 [9] com 53 sistemas
de lentes gravitacionais e obtendo um resultado γ = 1.01 ± 0.05. E mais recentemente foi
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reproduzida por Cao et. al 2017 [7] com 80 sistemas e resultando em γ = 0.995 ± 0.047, e
por Collet et al 2018 [6] que utilizando um único sistema de lentes, ESO 325-G004, obteve
γ = 0.97 ± 0.09. As incertezas nessas medidas correspondem a um intervalo de confiança de
68%, 1σ. Nesse trabalho usaremos uma abordagem semelhante a destes autores e testaremos a
gravidade pós-newtoniana parametrizada com 103 sistemas de lentes gravitacionais.

2 Objetivos

O fenômeno de lente gravitacional e a medida da dispersão de velocidades estelares, σ, dos
objetos que atuam como lentes nos permitem avaliar a métrica de campo gravitacional fraco. A
dispersão de velocidades é sensível apenas ao potencial Newtoniano, Φ, enquanto o lenteamento
é sensível a soma dos potenciais Newtoniano, Φ, e de curvatura, Ψ.

O objetivo deste trabalho é utilizar uma amostra de sistemas de lentes gravitacionais fortes
em escala de galáxias medidas pelo BOSS Emission-Line Lens Survey (BELLS), Sloan Lens
ACS Survey (SLACS), do Lenses Structure and Dynamics Survey LSD, que é uma versão
antiga do SLACS, do Strong Lensing Legacy Survey (SL2S) [10] usadas por Cao et al 2017
[7] para medir a massa das galáxias lentes através do lenteamento gravitacional e das medidas
espectroscópicas de dispersões de velocidades das estrelas destas e impor vínculos no parâmetro
da GPNP que descreve desvio da Relatividade Geral (RG). Iremos adicionar novos sistemas do
SLACS [11] e do BELLS [12, 13, 14, 15] para aumentar o tamanho da amostra e diminuir as
incertezas estatísticas. A determinação de γ nos permitirá testar os limites de validade da RG.

3 Metodologia

3.1 Formalismo

A métrica de Schwarzschild pode ser escrita em termos do parâmetro pós-newtoniano (PPN)
como na equação a seguir [7],

ds2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2 −

(
1− 2γGM

c2r

)
dr2 − r2dΩ2, (3)

onde ds2 é o elemento de distância do espaço-tempo, que deve se manter invariante frente a
transformações de coordenadas, G é a constante da gravitação universal, M é a massa que está
deformando o espaço-tempo, c é a velocidade da luz no vácuo, c2dt2 é o diferencial correspon-
dente a coordenada de tempo, dr2 o diferencial correspondente a coordenada radial r. Como
a métrica de Schwarzschild apresenta um potencial esfericamente simétrico o termo angular,
dΩ2, aparece separado do termo radial. Por fim, γ é parâmetro pós-newtoniano (PPN), o qual
na RG corresponde a γ = 1.
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Da teoria de lentes gravitacionais, para um sistema de lentes fortes, múltiplas imagens da
fonte podem ser formadas. Se houver alinhamento quase perfeito entre a fonte, a lente e o
observador, e a lente for aproximadamente esférica (uma galáxia elíptica, por exemplo), se
formará um anel de luz ao redor da lente, o anel de Einstein. O raio angular desse anel, raio
de Einstein θE [16], pode ser escrito em termos do PPN segundo a equação

θE =

(
2(1 + γ)GME

c2
Dls

DsDl

)1/2

, (4)

onde ME é a massa limitada por um cilindro de raio igual ao raio de Einstein, e comprimento
infinito na direção da linha de visada. ME é também chamada de massa relativística. Ds é a
distância de diâmetro angular da fonte, Dl é a distância de diâmetro angular da lente e Dls é
a distância de diâmetro angular entre a lente e a fonte. Rearranjando os termos e substituindo
RE = DlθE obtemos

GME

RE

=
1

1 + γ

c2

2

Ds

Dls

θE. (5)

Por outro lado, a medida espectroscópica das dispersões de velocidades, σ, das estrelas em
galáxias elípticas pode nos dar uma estimativa massa dinâmica da lente. Assumindo que o
perfil de densidade de massa ρ(r) e o perfil de densidade de luminosidade ν(r) são dados por
leis de potências

ρ(r) = ρ0

(
r

r0

)−α
, (6)

ν(r) = ν0

(
r

r0

)−δ
, (7)

onde r é a coordenada esférica radial do centro da lente, α e δ são parâmetros ajustáveis.
Sabemos que para obter a distribuição de massa é necessário integrar a distribuição de densidade
em um elemento de volume

M =

∫
ρdv. (8)

Para calcular a massa contida em um cilindro de raio igual ao raio de Einstein, ME, iremos
projetar a densidade do cilindro, ao longo da linha de visada, em um disco de distribuição de
densidade superficial Σ(r), como esquematizado na Figura 1:
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Σ(R) =

∫ ∞
−∞

ρ(r(z))dz = 2

∫ ∞
0

ρ(r(z))dz. (9)

(a) (b)

Fig. 1: Distribuição de massa (a) cilíndrica e esférica e (b) a projeção dessas em um disco no
plano XY.

A equação (6) é uma distribuição esférica de densidade, por essa razão será necessário
realizar uma transformação de coordenadas tal que r2 = z2 +R2 e com o elemento de distância
dz = rdr/

√
r2 +R2. Considerando isso e substituindo (6) em (9) obtemos

Σ(R) = 2
ρ0
r−α0

∫ ∞
R

r1−α√
r2 −R2

dr. (10)

Podemos fazer uma substituição tal que u = R
r
, com o diferencial dr = − R

u2
du, obtendo

assim uma nova integral

Σ(R) = 2
ρ0
r−α0

R1−α
∫ 1

0

uα−2√
1− u2

du. (11)

Por fim fazemos a substituição w = u2 e du = dw/2
√
w, obtemos:

Σ(R) =
ρ0
r−α0

R1−α
∫ 1

0

w(α−1
2

)−1(1− w)
1
2
−1dw. (12)

A integral da equação (12) é uma função beta de Euler, a qual é dada por

B(x, y) =

∫ 1

0

wx−1(1− w)y−1dw. (13)
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Substituindo (13) em (12) obtemos uma forma relativamente simples para a densidade
superficial de massa,

Σ(R) =
ρ0
r−α0

R1−αB(
α− 1

2
,
1

2
). (14)

Para obter a massa cilíndrica, ME, basta integrar Σ(R) na superfície da Figura 1(b),

ME =

∫
Σ(R)dS =

∫ RE

0

ρ0
r−α0

R1−αB(
α− 1

2
,
1

2
)2πRdR. (15)

Resolvendo a equação (15), obtemos que a massa envolvida por um cilindro de raio igual
ao raio de Einstein é dado por

ME = 2π
ρ0
r−α0

B(
α− 1

2
,
1

2
)
R3−α
E

3− α
. (16)

Podemos expandir a função beta da equação (16) em funções gamas de Euler, usando a
relação

B(
α− 1

2
,
1

2
) =

Γ(α−1
2

)Γ(1
2
)

Γ(α
2
)

=
√
πλ(α), (17)

onde λ(α) = Γ
(
α−1
2

)
/Γ
(
α
2

)
. Substituindo a equação (17) na equação (16), obtemos uma

relação mais simples para a massa relativística

ME = 2π
ρ0
r−α0

√
πλ(α)

R3−α
E

3− α
. (18)

A distribuição de massa dinâmica, ou massa esférica, M(r), pode ser calculada integrando
a distribuição de densidade esférica da equação (6) no volume de uma esfera de um raio r
qualquer

M(r) =

∫ r

0

ρ(r′)4πr′2dr′ = 4π
ρ0
r−α0

r3−α

3− α
. (19)

Podemos então escrever M(r) em termos de ME:

M(r) =
2√
πλ(α)

(
r

RE

)3−α

ME. (20)

A medida da dispersão de velocidades das estrelas em uma galáxia elíptica que atue como
lente pode nos dar uma estimativa de sua massa dinâmica. A dispersão de velocidades radial
de matéria luminosa, σ2

r , nas galaxias que atuam como lentes, pode ser derivada da equação de
Jeans [17, 18], pode ser escrita como
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σ2
r(r) =

G
∫∞
r
dr′ν(r′)M(r′)(r′)2β−2

r2βν(r)
, (21)

onde β é o parâmetro que carateriza a distribuição anisotrópica das velocidades das estrelas
das galáxias que atuam como lentes e é dado por

β = 1− σ2
t

σ2
r

, (22)

onde σ2
t e σ2

r são as componentes radiais e tangenciais da dispersão de velocidades, respectiva-
mente. Nesse trabalho, vamos assumir que em uma distribuição anisotrópica β 6= 0 e que β é
independente de r.

Inserindo as equações (7) e (20) na equação (21) e resolvendo as integrais obtemos

σ2
r(r) =

[
GME

RE

]
2√

π(ξ − 2β)λ(α)

(
r

RE

)2−α

, (23)

com ξ = δ+α− 2, a qual é uma previsão teórica para as dispersões de velocidades das estrelas
nas galáxias lentes.

A dispersão de velocidades das estrelas das galáxias lentes medidas através dos espectros
pode resultar em um valor diferente do previsto teoricamente. Isso se dá principalmente pelo
espalhamento da luz da galáxia observada devido à atmosfera terrestre. Quando a razão entre
o diâmetro de abertura da fibra do espectrômetro, θap, e o seeing devido ao espalhamento
da luz pela atmosfera, σatm, for menor que 1.5 [9], podemos aproximar a função de abertura
fotométrica efetiva, w, pela expressão

w(R) ≈ e−θ
/2σ̃2

atm , (24)

onde θ = R/DL e σ̃2
atm ≈ σ2

atm(1 + χ2/4 + χ4/40) com χ = θap/σatm [9, 7].
Além disso, a dispersão de velocidades observada será uma média ponderada pela luminosi-

dade ao longo da linha de visada sobre a abertura fotométrica efetiva. Levando em conta esses
dois efeitos, temos

〈
σ2
?

〉
=

∫∞
0
Rw(R)

∫∞
−∞ ν(r)

(
1− βR2

r2

)
σ2
r(r)dzdR∫∞

0
Rw(R)

∫∞
−∞ ν(r)dzdR

. (25)

As integrais duplas do numerador e do denominador de (25) são muito semelhantes, começa-
mos resolvendo a primeira, substituindo ν(r) e σ2

r(r) pelas equações (7) e (23), respectivamente.
Assim obtemos
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〈
σ2
?

〉
=

∫∞
0
Rw(R)dR

∫∞
−∞ ν0

(
r
r0

)−δ (
1− R2

r2

) [
GME

RE

]
2√

π(ξ−2β)λ(α)

(
r
Re

)2−α
dz∫∞

0
Rw(R)dR

∫∞
−∞ ν0

(
r
r0

)−δ
dz

. (26)

Fazendo a transformação de coordenadas z =
√
r2 +R2 e integrando obtemos:

〈
σ2
?

〉
=

[
GME

RE

]
2√

π(ξ−2)λ(α)
1

R2−α
E

[
B
(
ξ−1
2
, 1
2

)
− βB

(
ξ+1
2
, 1
2

)] ∫∞
o
R1−δRw(R)dR

B
(
δ−1
2

1
2

) ∫∞
0
R2−δw(R)dR

. (27)

Resolvendo a última integral e expandindo as funções betas, obtemos finalmente uma equa-
ção que relacione os parâmetros que temos interesse em determinar com valores que podem ser
medidos através de observações.

〈
σ2
?

〉
=

[
GME

RE

](
2σ̃2

atm

θ2E

)1−α/2
1

(ξ − 2β)

2√
π

(
λ(ξ)− βλ(ξ + 2)

λ(α)λ(δ)

)
Γ(3−ξ

2
)

Γ(3−δ
2

)
. (28)

Na próxima seção apresentaremos o tratamento estatístico da nossa amostra. Para facilitar
a notação, de agora em diante, abreviaremos 〈σ2

?〉 por σ̄2
?.

3.2 Determinação de γ e tratamento estatístico

Iremos comparar a dispersão de velocidade medida através espectro das galáxias, σ0, com
o calculado pelo modelo, σ̄?, através da equação (28). Temos que σ̄? = σ̄?(α, δ, β, θE; γ) é uma
função que depende dos observáveis (α, δ, β, θE) e do parâmetro γ.

Vamos considerar que a probabilidade de medir uma certa dispersão de velocidades σ0 obe-
dece uma distribuição gaussiana, com média dada pelo valor σ̄? e variância dada pela incerteza
na medida da dispersão de velocidades, ε0 [9]

P (σ0|σ̄?) =
1√

2πε0
exp

[
−(σ̄? − σ0)2

2ε20

]
. (29)

Para calcular a distribuição de probabilidades do parâmetro γ, vamos fixar o valor de δ =
2.40, valor médio calculado por Schwab et al 2010 [9] e considerar que α e β também possuem
uma distribuição gaussiana. Para P (α) iremos considerar a média 〈α〉 = 2.00 e a dispersão
σα = 0.08 sugeridas por Schawab et al. 2010 [9]. Para P (β) usamos a média 〈β〉 = 0.18 e
a dispersão σβ = 0.13 como sugerido por Cao et al. 2017 [7]. É importante citar que, como
mensurado por Xu et al 2016 [19], β depende fortemente das dispersões de velocidades e seu valor
médio pode variar de 0.10 a 0.30 para galáxias de massa intermediárias (200 kms−1 < σap ≤ 300
kms−1) [7, 19]. A distribuição de probabilidades de γ é dada por

P (σ0|γ) =

∫
dαP (α)

∫
dβP (β)P (σ0|σ̄?(α, β, γ). (30)
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Nessa análise estamos assumindo a independência das medidas de σ0 de cada sistema e
que todos os valores de γ possuem o mesmo peso estatístico. A distribuição de densidade
de probabilidades total de γ é proporcional ao produtório das distribuições de densidades de
probabilidades individuais de γ para cada sistema de lentes,

P (γ|{σ0,i}) ∝ P (γ)P ({σ0,i}|γ) ∝ P (γ)
103∏

P (σ0,i|γ). (31)

Na próxima seção iremos apresentar a amostra usada em nossa análise.

3.3 Amostra

O resultado obtido por Cao et al. 2017 [7] se baseou em 118 sistemas de lentes contidas
na Tabela 1 do artigo de Cao et al. 2015 [10]. Dessas, 25 são do projeto Baryon Oscillation
Spectroscopic Survey (BOSS) Emission-Line Lens Survey (BELLS), 57 do projeto Sloan Len-
sACS Survey (SLACS), cujos dados são provenientes do Sloan Digital Survey (SDSS - III), 5
do Lenses Structure and Dynamics Survey (LSD), que é uma versão antiga do SLACS e 31
do projeto Strong Lensing Legacy Survey (SL2S), o qual é um projeto dedicado a encontrar
galáxias que atuem como lentes gravitacionais. A esta amostra foram incluídos 40 sistemas
descobertos pelo SLACS e retirados de Leaf et al 2018 [11], e 5 sistemas do BELLS retirados
de Amvrosiadis et al 2017 [12].

Seguindo a mesma abordagem feita por Cao et al. 2017 [7], devido ao fato do parâmetro
de anisotropia das velocidades das estrelas das galáxias que atuam como lentes, β, depender
fortemente das dispersões de velocidades das mesmas, restringimos os valores de dessa dispersão
de velocidades, σap, ao intervalo 200 kms−1 < σap ≤ 300 kms−1 [19], que resultou em 103
sistemas de galáxias representadas na Figura 2. A amostra está também descrita na Tabela
1, onde a primeira coluna é o nome do sistema, a segunda o desvio para o vermelho da lente,
a terceira o desvio para o vermelho da fonte, a quarta a dispersão de velocidades observada,
a quinta o raio de Einstein, a sexta o projeto responsável pelo sistema, a sétima o raio de
abertura da fibra do espectrômetro, a oitava o raio efetivo da galáxia lente. A nona coluna é a
dispersão de velocidades reescalada para uma abertura circular de raio igual a metade do raio
efetivo da galáxia (θef ) e pesado pelo raio de abertura da fibra, σ0 = σap(θef/2θap)

−0.04. Para
uma única galáxia poderia ser usado simplesmente σap, mas como estaremos lidando com uma
amostra é necessário que se faça essa correção para garantir que estamos medindo a dispersão
de velocidades no mesmo intervalo para todas as galáxias da amostra. Por fim, a última coluna
é o seeing atmosférico.

O seeing atmosférico, σatm, foi tomado como a média dos valores dos projetos [20]. Para as
amostras do SLACS foi usado 1.4” [21], para os sistemas do BELLS usamos 1.8” [22], para as
amostras do LSD foi usado 1.25” [23], para os sistemas do SL2S as informações foram tiradas
de Sonnenfeld et al 2013 [24].
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Fig. 2: Gráfico da dispersão de velocidades pelo desvio para o vermelho da lente para os 103
sistemas utilizados na nossa análise depois da restrição 200 kms−1 < σap ≤ 300 kms−1.

Nome zl zs
σap
(Kms−1) θE(

′′) Projeto θap(
′′) θef (

′′)
σ0
(Kms−1) σatm(

′′)

J0151+0049 0.517 1.364 219 ±39 0.68 BELLS 1 0.89 226 ±40 1.8
J0747+4448 0.437 0.897 281 ±52 0.61 BELLS 1 2.87 277 ±51 1.8
J0830+5116 0.530 1.332 268 ±36 1.14 BELLS 1 1.10 274 ±37 1.8
J0944–0147 0.539 1.179 204 ±34 0.72 BELLS 1 1.35 207 ±35 1.8
J1215+0047 0.642 1.297 262 ±45 1.37 BELLS 1 1.42 266 ±46 1.8
J1337+3620 0.564 1.182 225 ±35 1.39 BELLS 1 1.60 227 ±35 1.8
J1542+1629 0.352 1.023 210 ±16 1.04 BELLS 1 1.45 213 ±16 1.8
J1545+2748 0.522 1.289 250 ±37 1.21 BELLS 1 2.65 247 ±37 1.8
J1601+2138 0.544 1.446 207 ±36 0.86 BELLS 1 0.63 217 ±38 1.8
J1631+1854 0.408 1.086 272 ±14 1.63 BELLS 1 2.07 272 ±14 1.8
J1637+1439 0.391 0.874 208 ±30 0.65 BELLS 1 0.89 215 ±31 1.8
J2125+0411 0.363 0.978 247 ±17 1.2 BELLS 1 1.47 250 ±17 1.8
J2303+0037 0.458 0.936 274 ±31 1.02 BELLS 1 1.35 278 ±31 1.8
J0029–0055 0.227 0.931 229 ±18 0.96 SLACS 1.5 2.16 232 ±18 1.4
J0037–0942 0.196 0.632 279 ±10 1.53 SLACS 1.5 2.19 283 ±10 1.4
J0044+0113 0.120 0.196 266 ±13 0.79 SLACS 1.5 2.61 267 ±13 1.4
J0109+1500 0.294 0.525 251 ±19 0.69 SLACS 1.5 1.38 259 ±20 1.4
J0157–0056 0.513 0.924 295 ±47 0.79 SLACS 1.5 1.06 308 ±49 1.4
J0330–0020 0.351 1.071 212 ±21 1.1 SLACS 1.5 1.20 220 ±22 1.4
J0728+3835 0.206 0.688 214 ±11 1.25 SLACS 1.5 1.78 219 ±11 1.4
J0808+4706 0.219 1.025 236 ±11 1.23 SLACS 1.5 2.42 238 ±11 1.4
J0822+2652 0.241 0.594 259 ±15 1.17 SLACS 1.5 1.82 264 ±15 1.4
J0841+3824 0.116 0.657 225 ±11 1.41 SLACS 1.5 4.21 222 ±11 1.4
J0903+4116 0.430 1.065 223 ±27 1.29 SLACS 1.5 1.78 228 ±28 1.4
J0936+0913 0.190 0.588 243 ±12 1.09 SLACS 1.5 2.11 246 ±12 1.4
J0946+1006 0.222 0.608 263 ±21 1.38 SLACS 1.5 2.35 266 ±21 1.4
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Nome zl zs
σap
(Kms−1) θE(

′′) Projeto θap(
′′) θef (

′′)
σ0
(Kms−1) σatm(

′′)

J1016+3859 0.168 0.439 247 ±13 1.09 SLACS 1.5 1.46 254 ±13 1.4
J1020+1122 0.282 0.553 282 ±18 1.2 SLACS 1.5 1.59 289 ±18 1.4
J1023+4230 0.191 0.696 242 ±15 1.41 SLACS 1.5 1.77 247 ±15 1.4
J1106+5228 0.096 0.407 262 ±13 1.23 SLACS 1.5 1.68 268 ±13 1.4
J1134+6027 0.153 0.474 239 ±12 1.1 SLACS 1.5 2.02 243 ±12 1.4
J1142+1001 0.222 0.504 221 ±22 0.98 SLACS 1.5 1.91 225 ±22 1.4
J1143–0144 0.106 0.402 269 ±13 1.68 SLACS 1.5 4.80 264 ±13 1.4
J1153+4612 0.180 0.875 226 ±15 1.05 SLACS 1.5 1.16 235 ±16 1.4
J1204+0358 0.164 0.631 267 ±17 1.31 SLACS 1.5 1.47 275 ±17 1.4
J1205+4910 0.215 0.481 281 ±14 1.22 SLACS 1.5 2.59 283 ±14 1.4
J1213+6708 0.123 0.640 292 ±15 1.42 SLACS 1.5 3.23 291 ±15 1.4
J1218+0830 0.135 0.717 219 ±11 1.45 SLACS 1.5 3.18 218 ±11 1.4
J1250+0523 0.232 0.795 252 ±14 1.13 SLACS 1.5 1.81 257 ±14 1.4
J1251–0208 0.224 0.784 233 ±23 0.84 SLACS 1.5 2.61 234 ±23 1.4
J1402+6321 0.205 0.481 267 ±17 1.35 SLACS 1.5 2.70 268 ±17 1.4
J1403+0006 0.189 0.473 213 ±17 0.83 SLACS 1.5 1.46 219 ±17 1.4
J1416+5136 0.299 0.811 240 ±25 1.37 SLACS 1.5 1.43 247 ±26 1.4
J1436–0000 0.285 0.805 224 ±17 1.12 SLACS 1.5 2.24 227 ±17 1.4
J1451–0239 0.125 0.520 223 ±14 1.04 SLACS 1.5 2.48 225 ±14 1.4
J1525+3327 0.358 0.717 264 ±26 1.31 SLACS 1.5 2.90 264 ±26 1.4
J1531–0105 0.160 0.744 279 ±14 1.71 SLACS 1.5 2.50 281 ±14 1.4
J1621+3931 0.245 0.602 236 ±20 1.29 SLACS 1.5 2.14 239 ±20 1.4
J1627–0053 0.208 0.524 290 ±14 1.23 SLACS 1.5 1.98 295 ±14 1.4
J1630+4520 0.248 0.793 276 ±16 1.78 SLACS 1.5 1.96 281 ±16 1.4
J1636+4707 0.228 0.674 231 ±15 1.09 SLACS 1.5 1.68 236 ±15 1.4
J2300+0022 0.228 0.464 279 ±17 1.24 SLACS 1.5 1.83 285 ±17 1.4
J2303+1422 0.155 0.517 255 ±16 1.62 SLACS 1.5 3.28 254 ±16 1.4
J2321–0939 0.082 0.532 249 ±8 1.6 SLACS 1.5 4.11 246 ±8 1.4
J2341+0000 0.186 0.807 207 ±13 1.44 SLACS 1.5 3.15 207 ±13 1.4
Q0047–2808 0.485 3.595 229 ±15 1.34 LSD 1.25 0.82 239 ±16 0.7
CFRS03–1077 0.938 2.941 251 ±19 1.24 LSD 1.25 1.60 256 ±19 0.8
HST14176 0.810 3.399 224 ±15 1.41 LSD 1.25 1.06 232 ±16 0.75
J0212–0555 0.750 2.740 273 ±22 1.27 SL2S 0.9 1.22 277 ±22 0.95
J0213–0743 0.717 3.480 293 ±34 2.39 SL2S 1 1.97 293 ±34 0.6
J0214–0405 0.609 1.880 287 ±47 1.41 SL2S 1 1.21 293 ±48 0.7
J0217–0513 0.646 1.847 239 ±27 1.27 SL2S 1.5 0.73 253 ±29 0.6
J0219–0829 0.389 2.150 289 ±23 1.3 SL2S 1 0.95 298 ±24 0.7
J0223–0534 0.499 1.440 288 ±28 1.22 SL2S 1 1.31 293 ±28 0.6
J0225–0454 0.238 1.199 234 ±21 1.76 SL2S 1 2.12 233 ±21 0.7
J0226–0420 0.494 1.232 263 ±24 1.19 SL2S 1 0.84 272 ±25 0.6
J0232–0408 0.352 2.340 281 ±26 1.04 SL2S 1 1.14 287 ±27 0.7
J0849–0251 0.274 2.090 276 ±35 1.16 SL2S 0.9 1.34 279 ±35 0.8
J0850–0347 0.337 3.250 290 ±24 0.93 SL2S 0.7 0.28 309 ±26 0.6
J0855–0147 0.365 3.390 222 ±25 1.03 SL2S 0.7 0.69 228 ±26 0.7
J0855–0409 0.419 2.950 281 ±22 1.36 SL2S 0.7 1.13 283 ±22 0.6
J1359+5535 0.783 2.770 228 ±29 1.14 SL2S 1 1.13 233 ±30 0.8
J1405+5243 0.526 3.010 284 ±21 1.51 SL2S 1 0.83 294 ±22 0.65
J1406+5226 0.716 1.470 253 ±19 0.94 SL2S 1 0.80 262 ±20 0.9
J1411+5651 0.322 1.420 214 ±23 0.93 SL2S 1 0.85 221 ±24 1.3
J1420+5258 0.380 0.990 246 ±23 0.96 SL2S 1 1.11 252 ±24 0.8
J1420+5630 0.483 3.120 228 ±19 1.4 SL2S 1 1.62 230 ±19 1
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Nome zl zs
σap
(Kms−1) θE(

′′) Projeto θap(
′′) θef (

′′)
σ0
(Kms−1) σatm(

′′)

J2203+0205 0.400 2.150 213 ±21 1.95 SL2S 1 0.99 219 ±22 0.9
J2221+0115 0.325 2.350 222 ±23 1.4 SL2S 1 1.12 227 ±24 0.96
J2222+0012 0.436 1.360 221 ±22 1.44 SL2S 1 1.56 223 ±22 0.9
J0143-1006 0.221 1.1046 203 ±17 1.23 SLACS2017 1.5 3.24 202 ±17 1.4
J0159-0006 0.1584 0.7477 216 ±18 0.92 SLACS2017 1.5 1.58 222 ±18 1.4
J0753+3416 0.1371 0.9628 208 ±12 1.23 SLACS2017 1.5 1.89 212 ±12 1.4
J0757+1956 0.1206 0.8326 206 ±11 1.62 SLACS2017 1.5 3.67 204 ±11 1.4
J0920+3028 0.2881 0.3918 297 ±17 0.70 SLACS2017 1.5 4.25 293 ±17 1.4
J0955+3014 0.3214 0.4671 271 ±33 0.54 SLACS2017 1.5 2.95 271 ±33 1.4
J1010+3124 0.1668 0.4245 221 ±11 1.14 SLACS2017 1.5 3.26 220 ±11 1.4
J1041+0112 0.1006 0.2172 200 ±7 0.60 SLACS2017 1.5 2.50 201 ±7 1.4
J1051+4439 0.1634 0.538 216 ±16 0.99 SLACS2017 1.5 1.66 221 ±16 1.4
J1101+1523 0.178 0.5169 270 ±15 1.18 SLACS2017 1.5 0.89 283 ±16 1.4
J1127+2312 0.1303 0.361 230 ±9 1.25 SLACS2017 1.5 2.69 231 ±9 1.4
J1137+1818 0.1241 0.4627 222 ±8 1.29 SLACS2017 1.5 1.79 227 ±8 1.4
J1144+0436 0.1036 0.2551 207 ±14 0.76 SLACS2017 1.5 1.22 215 ±15 1.4
J1213+2930 0.0906 0.5954 232 ±7 1.35 SLACS2017 1.5 1.73 237 ±7 1.4
J1330+1750 0.2074 0.3717 250 ±12 1.01 SLACS2017 1.5 2.85 251 ±12 1.4
J1433+2835 0.0912 0.4115 230 ±6 1.53 SLACS2017 1.5 3.23 229 ±6 1.4
J1543+2202 0.2681 0.3966 285 ±16 0.78 SLACS2017 1.5 2.32 288 ±16 1.4
J1550+2020 0.1351 0.3501 243 ±9 1.01 SLACS2017 1.5 1.68 249 ±9 1.4
J1633+1441 0.1281 0.5804 231 ±9 1.39 SLACS2017 1.5 2.39 233 ±9 1.4
J2324+0105 0.1899 0.2775 245 ±15 0.59 SLACS2017 1.5 1.10 255 ±16 1.4
J001615.8+032435 0.663 2.765 250±65 5.22 BELLS 1 1.485 253±66 1.8
J090311.6+003906 0.2997 3.042 239±16 1.52 BELLS 1 1.815 240±17 1.8
J110016.3+571736 0.781 1.651 266±63 1.14 BELLS 1 5.65 255±61 1.8

Tab. 1: Amostra usada em nossa análise, apenas aquelas que possuem σap no intervalo 200
kms−1 < σap ≤ 300 kms−1.

4 Resultados

Seguindo a metodologia discutida na Seção 3, usamos a amostra da Seção 3.3 para calcular
a densidade de probabilidades de γ, usando a equação (30), e ajustando uma curva gaussiana
a essa função de probabilidades condicionadas encontramos que γ = 1.037± 0.032. Na Figura
3, a curva verde representa a densidade de probabilidade total para γ, as demais curvas corres-
pondem as densidades de probabilidade de γ para cada sistema individual da amostra, sendo
as curvas azuis os sistemas com desvio para o vermelho da galáxia lente zl < 0.5 e as curvas
vermelhas sistemas com desvio para o vermelho da galáxia lente zl ≥ 0.5. Esse resultado é
marginalmente inconsistente com o esperado γ = 1 da RG, dentro de um intervalo de confiança
de 68%. Comparando com a literatura temos Bolton et al. 2006 [8] que realizou essa análise
com 15 sistemas de lentes e obteve como resultado γ = 0.98± 0.07, Schwab et al. 2010 [9] usou
53 sistemas e obteve γ = 1.01± 0.05, e finalmente Cao et al. 2017 [7], que possuía 80 sistemas
e chegou ao resultado γ = 0.995± 0.047. Como esperado, o aumento no número de lentes neste
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trabalho resultou na diminuição da incerteza estatística. No entanto, os erros sistemáticos
podem ser comparáveis ou em alguns casos dominantes sobre as incertezas estatísticas.
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Fig. 3: Gráfico da densidade de probabilidade do parâmetro γ. A curva verde representa a
dispersão de probabilidades total do parâmetro γ, e através dela é possível obter um
valor médio de γ = 1.037± 0.032. As curvas azuis são as densidades de probabilidades
individuais dos sistemas cujas lentes possuem desvio para o vermelho zl < 0.5. As
curvas vermelhas são as densidades de probabilidades individuais dos sistemas cujas
lentes possuem desvio para o vermelho zl ≥ 0.5. A linha preta em γ = 1 é o valor
esperado para a RG.

Na Tabela 2 mostramos os testes da variação do parâmetro γ nos limites dos parâmetros
do perfil de densidade de massa, α, da anisotropia das velocidades das estrelas na galáxia que
atua como lente, β, e do perfil de densidade de luminosidade, δ. O objetivo é mostrar o quão
sensível é γ à mudanças nesses parâmetros. Notamos que os erros sistemáticos podem causar
uma mudança de até ∼ 17% no valor do parâmetro γ. Também é importante notar que α é o
parâmetro que causa o maior desvio em γ.

Na Figura 4 mostramos o deslocamento da densidade de probabilidades de γ devido aos
parâmetros responsáveis pelos erros sistemáticos. No gráfico 4(a) fixamos os parâmetros de
anisotropia das velocidades das estrelas na galáxia que atua como lente, β, e do perfil de
densidade de luminosidade, δ, e testamos a sensibilidade de γ nos limites do parâmetro do
perfil de densidade de massa, α. No gráfico 4(b) fixamos os parâmetros α e δ, e testamos a
sensibilidade de γ nos limites do parâmetro β. No gráfico 4(c) fixamos os parâmetros α e β,
e testamos a sensibilidade de γ nos limites do parâmetro δ. A Figura 4(a) é a que apresenta
maior separação entre as curvas, pois γ tem mais sensibilidade ao parâmetro α.
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Sistemática Parâmetro PPN
α = 1.92 β = 0.18 δ = 2.40 γ = 0.875 ± 0.023
α = 2.08 β = 0.18 δ = 2.40 γ = 1.169 ± 0.027
α = 2.00 β = 0.05 δ = 2.40 γ = 0.921 ± 0.024
α = 2.00 β = 0.31 δ = 2.40 γ = 1.095 ± 0.027
α = 2.00 β = 0.18 δ = 2.29 γ = 1.119 ± 0.026
α = 2.00 β = 0.18 δ = 2.51 γ = 0.888 ± 0.023

Tab. 2: Sensibilidade de γ em relação aos parâmetros do perfil de densidade de massa, α, de
anisotropia das velocidades das estrelas na galáxia que atua como lente, β, e do perfil
de densidade de luminosidade, δ, responsáveis pelos erros sistemáticos.
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Fig. 4: Densidade de probabilidade de γ nos limites do (a) parâmetros do perfil de densidade de
massa, α, (b) parâmetro de anisotropia das velocidades das estrelas na galáxia que atua
como lente, β, e (c) parâmetro do perfil de densidade de luminosidade, δ, responsáveis
pelos erros sistemáticos.
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5 Conclusões

Neste trabalho usamos sistemas de lentes gravitacionais fortes para obter vínculos no parâ-
metro pós-newtoniano (PPN), γ. Usamos uma amostra com 103 sistemas de lentes gravitaci-
onais, onde as lentes eram galáxias elípticas. Os dados são provenientes dos projetos BELLS,
SLACS LSD e SL2S.

Obtivemos um valor de γ = 1.037±0.032 para o parâmetro PPN. Esse resultado é marginal-
mente inconsistente com o esperado para a Relatividade Geral (RG), γ = 1. Bolton et al. 2006
[8] realizou essa análise com 15 sistemas de lentes e obteve γ = 0.98± 0.07, Schwab et al. 2010
[9] usou 53 sistemas e obteve γ = 1.01± 0.05, e Cao et al. 2017 [7], usou 80 sistemas e chegou
ao resultado γ = 0.995± 0.047. O resultado desse trabalho está claramente se deslocando para
valores de γ maiores que 1.

Mostramos também que o aumento no número de sistemas da amostra reduz consideravel-
mente as incertezas estatísticas. No entanto, os erros sistemáticos se mantém comparáveis, ou
até maiores, que as incertezas estatísticas. Uma forma de melhor analisar as incertezas siste-
máticas poderia se dar por, em primeiro momento, uma melhor análise da dispersão de valores
do parâmetro da lei de potências da distribuição de densidade de luminosidade, δ. Também
seria possível realizar um cálculo de γ deixando o parâmetro da lei de potências da distribui-
ção de densidade de massa α e o parâmetro δ livres, para assim ter dimensão das potenciais
degenerescências do parâmetro PPN.

Para uma diminuição real dos erros sistemáticos seria necessário uma medida melhor do
parâmetro α, e do parâmetro da anisotropia nas distribuição das velocidades das estrelas da
galáxia elíptica que atua como lente, β. O parâmetro δ pode vir a ser medido diretamente das
imagens das galáxias elípticas que atuam como lentes.
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