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RESUMO

O estudo dos sistemas que apresentam padrdes celulares é motivado pela
frequéncia com que sao encontrados na natureza, bem como sua grande
aplicabilidade tecnologica.

Sistemas celulares bioldgicos, sélidos policristalinos, espumas, entre outros,
ttm em comum uma estrutura formada por dominios, e diferentes regimes
estruturais e de dindmica para diferentes fracdes entre as fases envolvidas.

A maioria dos trabalhos publicados até hoje se limitou aos casos limites de
diluicao entre as fases do sistema, ou seja, ao limite em que a fase celular esta
muito diluida, caracterizando o Amadurecimento de Ostwald (ou do inglés, Ostwald
Ripening), e o limite oposto, quando os dominios estdo em contato direto entre si, e
que o seu crescimento € descrito pela lei de von Neumann-Mullins.

Este trabalho compila os conhecimentos sobre a estrutura e a dindmica
desta classe de sistemas, e explora os efeitos decorrentes das fracées entre as
fases.

Também apresenta os resultados obtidos pelas simulagdes realizadas
utilizando o modelo GGH, para diversas fracées entre fases e que reproduzem o0s
resultados conhecidos para os casos limites, bem como mostram que o crescimento
em escala néo € algo especifico destes limites.

E, por final, apresenta uma tentativa de escrever uma expressao matematica
para a taxa de crescimento dos dominios que conecte as teorias limites, como sendo

apenas funcao de variaveis relacionadas a sua geometria.



ABSTRACT

The study of systems that exhibit cellular patterns is motivated not only by
the frequency with which they are found in nature, but also by their wide application
in technology.

Biological systems, policrystal solids, soap froth, and others, have in common
a structure formed by domains, and different structural and dynamic regimes for
different fractions between the phases in the system.

Most studies have been limited to the limit cases where the dilution between
the phases of the system, i.e., the threshold at which cell phase is very dilute,
featuring Ostwald Ripening, and the opposite limit, when the domains are in direct
contact with each other, and where its growth is described by the law of von
Neumann-Mullins.

This work compiles the knowledge of the structure and dynamics of this class
of systems, and explores the effects of the different fractions between the phases.

It also presents the results obtained by simulations using the GGH model for
these various fractions between regimes and reproducing the known results for the
limiting cases and showing that the scale growth is not specific to these limits.

Yet, it presents, an attempt to write a mathematical expression for the rate of
growth of the areas that connect the limit theories through a function of the variables
related to the system geometry.
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1 INTRODUCAO

O estudo de padrbes celulares vem tendo bastante destaque no cenario
cientifico internacional, principalmente nos Ultimos sessenta anos, pois estes
padroes estdo presentes em muitos sistemas em varias areas da ciéncia,
despertando o interesse dos pesquisadores em melhor compreender sua estrutura e
dindmica.

Tecidos biol6gicos, espumas, sélidos policristalinos, até as mais recentes
simulacdes e observagdes sobre a distribuicdo de massa do universo, sdo exemplos
de padrdes celulares que mostram como esta classe de sistemas esta presente nas
mais variadas areas.

Desta gama de sistemas, cada um apresenta suas peculiaridades e regimes
de evolucdo, porém as mais idealizadas em suas condicées sdo as espumas que
passaram a ser um modelo de referéncia nas investigagcoes destas estruturas.

A principal motivagdo deste trabalho é realizar um estudo geral cobrindo
diferentes fragdes entre as fases envolvidas, pois 0 que se sabe até hoje esta nos
regimes limites dessas fragoes.

1.1 Sinopse

A investigacao de espumas bidimensionais em diversas fragbes liquidas é o
foco deste trabalho de mestrado que teve inicio ainda durante o periodo de Iniciacao
Cientifica, continuando como trabalho de conclusdo do curso de Bacharelado em
Fisica nesta mesma instituicdo. Este trabalho segue na mesma linha do trabalho de
mestrado realizado por V. A. Grieneisen em 2004 na investigacdo da formacao de
estruturas celulares em Hidras e tecidos cancerosos [1], e do trabalho de simulagéao
de espumas secas tridimensionais via modelo celular de Potts pelos professores G.
L. Thomas e R. M. C. de Almeida do Instituto de Fisica da UFRGS com a
colaboragédo do professor F. Graner da Université Joseph Fourier da Franga [2],
trabalhos esses que ajudaram a consolidar o Grupo de Estruturas Celulares e ao
laboratério de Estruturas Celulares (LABCEL) do IF-UFRGS.
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1.2 Estruturas Celulares

Muitos sao os sistemas na natureza que apresentam estruturas com padrdes
celulares. Na fisica de materiais, por exemplo, existem os sélidos policristalinos,
algumas ceramicas ou, ainda, a nucleagdo que ocorre durante o processo de

solidificagéo.

ey — N L (@) ! (b)
Figura 1.1 - Dominios de Aluminio: (a) Abertos [3]; e (b) Fechados [4].
Exemplos de espumas metalicas com estruturas de arestas e vértices
(células abertas) e estrutura de dominios (células fechadas). Ambas sao

estruturas de dominios sujeitas a minimizacao de interfaces.

Na Biologia, a organizagdo das células formando os diversos tipos de
tecidos, porém com comportamentos dindmicos substancialmente peculiares gracas
a presenca de enzimas e proteinas complexas, e dos mecanismos de transportes de

substancias, que sdo necessarios para suas funcdes e manutencao.

Reticulo
endaplasmitico liso

Envelope . ?
nuglear ’ . .. 2
’ Citoesqueleto

(a)

Membrana

plasmatica . b Complexo

de Golgi

” )
Figura 1.2 — Células Eucaridticas: (a) Animais; e (b) Vegetais [5]. Os tecidos
bioldgicos sao constituidos por muitas e muitas células empilhadas de modo
a formar padrées celulares distintos, de acordo com as suas fungoes.
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Na gastronomia, podemos citar, por exemplo, 0s saborosos musses, que
ganham uma consisténcia agradavel gracas a sua forma cheia de bolhas de ar.
ainda o creme vegetal que, basicamente, é composto por dominios de &gua
dispersos em uma matriz de gordura, e a maionese, formada por dominios de

gordura dispersos em uma matriz de agua, entre outros alimentos.

(a) ' — (b)
Figura 1.3 - (a) Musse de Chocolate [6] e, (b) Espuma de Cerveja [7].
Exemplos de espumas utilizadas na gastronomia.

No combate de incéndios as espumas de sabdo sao Uteis, pois nao
escorrem como a agua, esfriando e abafando o combustivel e, assim, deixando-o

fora de contato com oxigénio, o que resulta em maior eficiéncia.

P o el (a) :

Figura 1.4 — (a) Combate de Incéndios [8] e, (b) Lipidios sobre Agua [9]. A
aplicacao de espumas no combate de incéndios é uma técnica recente, mas
emergente, pela sua eficiéncia. Outro exemplo sdo as monocamadas de

lipidios.

(b)

Na Cosmologia, as recentes simulagbes do universo realizadas com
supercomputadores por uma equipe liderada pela Universidade do Colorado, em
Boulder, mostraram que grande parte da massa gasosa do universo esta ligada em
um emaranhado de filamentos césmicos que se estendem por centenas de milhdes

de anos-luz [10]. O universo € uma espuma? Talvez.
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Figura 1.5 — Massa do Universo distribuida na forma de filamentos [10].
Parte da imagem de uma super simulacdao do Universo mostrando uma
regido de aproximadamente 1,5 bilh6es de anos-luz de lado. O objeto
brilhante no centro é um aglomerado de galaxias com cerca de 1 milhdo de
bilhdes de vezes a massa do sol. Entre os filamentos, que armazenam a
maioria da massa do Universo, existem gigantes vazios esféricos quase sem
matéria.

Geralmente padrbes celulares sdo observados em sistemas bifasicos, nos
quais, uma das fases é dispersa na outra na forma de dominios. Em alguns destes
sistemas a segregacao das fases é naturalmente estavel, como por exemplo, em
processos de solidificacdo, onde a fase sdlida e a liquida estdo em equilibrio
quimico, enquanto que em outros sistemas, como as espumas, os dominios sé estao
estaveis devido a existéncia de agentes estabilizantes [11-13].

E usual tratar sistemas bidimensionais por dominios que s&o poligonos ou
circulos, e que dependem da fragdo entre as fases. O comprimento da interface
entre as fases € dado pelos perimetros dos dominios e o tamanho dos dominios
dado pela sua area. Ja nos sistemas tridimensionais os dominios sdo poliedros ou
esferas, a interface € dada pela area superficial dos dominios e o tamanho dos
dominios é dado pelo seu volume.

Também caracteristico deste tipo de sistemas é a existéncia de uma tensao
associada as interfaces dos dominios, e esta tensao é proporcional ao tamanho
desta interface: a “tensao interfacial’. Por consequéncia desse conceito, determina-

se o0 “coeficiente de tensao interfacial’, que € uma caracteristica de cada sistema.
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Portanto, para padrdes celulares, a energia livre do sistema € proporcional a
interface total entre as fases €, na busca por um estado de equilibrio, estes sistemas
evoluem tentando minimizar sua energia e, por implicacao direta, sua interface total.

Alguns mecanismos para a minimizacdo de energia sdo usualmente
observados nestes sistemas, como por exemplo, a suavizagdo de vértices e,
principalmente, o desaparecimento de uns dominios com o consequente
crescimento de outros.

Dentre os muitos sistemas caracterizados por estruturas celulares, as
espumas de sabdo sdo as que mais se aproximam do sistema ideal para o estudo
de crescimento de dominios, pois 0 tempo de relaxacdo para que as fronteiras se
organizem em suas posi¢oes de equilibrio € muito menor se comparado com a taxa
de crescimento ou decrescimento das bolhas.

1.3 Espumas de Sabao

A maneira mais simples de criar espumas liquidas é agitar um recipiente
com liquido. Este processo faz com que bolhas de ar se incorporem ao liquido, o que
ja caracteriza uma espuma.

Naturalmente a tensdo superficial caracteristica de liquidos puros nédo €&
suficiente para gerar espumas estaveis, pois as bolhas coalescem rapidamente ou o
liquido é rapidamente drenado pela agéo gravitacional, tornando o filme liquido que
compde a interface entre dominios, cada vez mais fino até se romper.

Para prolongar o tempo de vida das espumas € necessaria a presenca de
agentes estabilizantes, geralmente conhecidos como surfactantes (surfactante:
surface active agents). Esses agentes tém a propriedade de aumentar a tensao
inerente a interfaces gas-liquido, aumentando, também, sua elasticidade. Certos
tipos de impurezas ou mesmo lipidios tém tal propriedade intrinseca a sua forma.

Assim, espumas podem ser definidas como sistemas instaveis que
apresentam estrutura bifasica, geralmente géas-liquido, onde a fase gasosa se
encontra distribuida como células envoltas por filmes liquidos.

Em particular, espumas bidimensionais consistem de espumas produzidas
entre duas chapas planas de material transparente, usualmente vidro, com a
distancia entre as chapas da ordem do didmetro da menor das bolhas.
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Figura 1.6 - Duas chapas planas paralelas, confinando uma espuma de
sabao [14]. O esquema ilustra o aparato experimental utilizado em trabalhos
com espumas bidimensionais.

1.3.1 Diferentes Fracoes Liquidas

Em estudo de espumas usualmente faz-se referéncia a fracao liquida

que é definida pela fragcdo da espuma que esta ocupada pelo liquido.

(1.1a)

(1.1b)

A definicao apresentada para espumas € bastante abrangente, pois se
estende desde a espuma seca (‘dry foam’), onde a fase liquida contém liquido
apenas suficiente para manter a estabilidade dos filmes de sabao e é tratado como
uma interface entre duas bolhas de gas, até o limite de espuma muito molhada
(‘bubbly liquid’), onde as bolhas (fase gasosa) estdo bastante separadas e dispersas

isotropicamente em um meio liquido.

Figura 1.7 — Imagem de espuma drenada, com os diversos regimes de
[11]. Imagem de um tubo contendo espuma inicialmente molhada que, pela
acao gravitacional, teve a agua drenada para o fundo, fazendo com que a
parte superior da espuma esteja no limite seco com bolhas poliédricas e
gradualmente mais molhado até o fundo, onde , com bolhas
esféricas.

E energeticamente favoravel, para o liquido excedente ao necessario para
manter a estabilidade do filme de sabéo, se concentrar nos vértices entre bolhas.
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Além de diferengas geométricas e estruturais, as dinamicas nos casos
limites obedecem a leis distintas e ja bem estabelecidas. As bolhas de espumas
secas obedecem a lei de von Neumann-Mullins [16-19], enquanto que as bolhas em
espumas molhadas, regime conhecido como Amadurecimento de Ostwald (ou
Ostwald Ripening) [20-23], obedecem a lei de crescimento descrita pela teoria
conhecida por Lifschitz-Slyozov-Wagner (LSW Theory) [24-26].

Ambos os casos limites de fragdes entre fases ja foram bastante explorados,
porém, para o regime intermediario de espumas Umidas, quando as bolhas tém tanto
contatos entre si quanto contato com a matriz liquida, pouca investigacao foi feita
pelas dificuldades experimentais de evitar a drenagem do liquido.

Toda espuma em situacdo intermediaria a estes limites é chamada de
espuma umida (‘wet foam’). Uma questao importante é que a dindmica de espumas
para as diferentes fracdes entre fases apresenta diferencas substanciais e, portanto,
€ necessario especificar qual € esta fragao.

Outro aspecto caracteristico das espumas é que as fases envolvidas
apresentam densidades muito diferentes, pois o liquido é muito mais denso que o
gas. Isto resulta em outro fator de instabilidade para espumas liquidas, pois o liquido
tende a ser drenado até o fundo da espuma.

A drenagem do liquido ocorre através dos canais formados no contato entre
as bolhas, estes canais sdao conhecidos por Bordas de Plateau (ou, do inglés,
Plateau Borders). Uma espuma drenada, como a da Figura 1.7, atinge um estado de
equilibrio com a fracao liquida variando desde ¢;~0, no topo, até ¢;~0,36 na base
das bolhas. A parte superior de uma espuma drenada é uma espuma seca, como
explicada anteriormente, e o que impede que todo o liquido seja drenado do filme de
sabao é o efeito de capilaridade.

Este trabalho apresenta uma investigacdo computacional e teérica deste

regime intermediario.

1.3.2 O Filme de Sabao

Os elementos basicos de uma espuma liquida sdo: o gas, uma matriz liquida
que o envolve formando bolhas (o filme de sabdo) e os agentes estabilizantes

(surfactantes) que aumentam a tenséo superficial.
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O filme de sabao tem sua espessura determinada pela quantidade de liquido
na espuma e, consequentemente, a topologia das bolhas sera distinta para
diferentes regimes de ¢;.

A estrutura basica é estavel gracas a presenca dos surfactantes. A Figura
1.8 esquematiza como os surfactantes, que em geral sdo moléculas longas com uma
‘cabeca’ hidrofilica polar e um ‘corpo’ hidrofébico nao-polar [5], interagem em meio

aquoso.

- L_-ipldiosdispersos
“t emHDO

.4 Clusters de
" Lipidios

Cadeia " "%
Hidrofobica " :

¥
» Formagao
de Micelas

Moleculas de H,O altamente ordenadas formando
"gaiolas” em torno das cadeias hidrofoficas

(a) = (b)
Figura 1.8 — (a) Molécula Anfifilica e (b) Formagao de Micelas [5]. Moléculas
anfifilicas, quando dispersas em agua, sofrem uma pressdo maior sobre a
parte hidrofobica que sobre a hidrofilica, fazendo-a mover-se (a). E
energeticamente favoravel a formacao de estruturas tipo micelas (b).

Uma vez que a presenga de corpos néo-polares em meios compostos por
moléculas polares (como as da agua) € instavel, este “intruso” acaba sendo expulso,
enquanto que corpos polares apenas se organizam entre as outras moléculas e até
diminuem a tensdo do meio liquido. Esta dindmica faz com que o corpo n&o-polar
dos surfactantes seja repelido enquanto que sua cabega polarizada se mantém em
contato com a 4gua e é favoravel a formagao de micelas.

Um filme de sabdo é formado por uma dupla camada de surfactantes
separada por uma camada liquida. As camadas de surfactantes ficam com
polarizagdo oposta e a repulsdo coulombiana resultante polariza as moléculas de

agua gerando uma pressao de separacgao (disjoint pressure).
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Figura 1.9 — Estrutura molecular de um filme de sabdo entre duas bolhas
[27]. Esquema da estrutura bifasica formada de Ar e Solugdo Aquosa, onde

os surfactantes estabilizam a separacao das fases por terem uma cabeca
polarizada (hidrofilica) e um corpo nao polarizado (hidrofébico).

O surfactante mais comumente utilizado em experimentos de espumas
estaveis é o dodecil sulfato de sddio (SDS), também caracterizado por seu baixo
peso molecular, mas outras moléculas mais complexas como polieletrdlitos ou

proteinas, podem ser utilizadas [13].

1.3.3 Regras de Plateau

O fisico belga Joseph Antoine Ferdinand Plateau (1801-1883), publicou no
ano de 1873 o seu trabalho ‘Statique expérimentale et théorique des liquides soumis
aux seules forces moléculaires’ [28], no qual relatou seus estudos empiricos sobre
os fenbmenos de capilaridade e de tensao superficial. Este é considerado o primeiro
trabalho cientifico sobre espumas e bolhas.

Neste trabalho, Plateau observou empiricamente que as espumas obedecem
a algumas regras basicas, hoje conhecidas como “Regras de Plateau”, e que
descrevem a estrutura dos filmes de sabao em espumas [28-30]. Sao elas:

1. Filmes de sabao sempre sao superficies lisas:

A estrutura dos filmes de sabdo faz com que rugosidades sejam
energeticamente desfavoraveis, enquanto que a baixa viscosidade do meio aquoso
impossibilita granulosidades. Mesmo os vértices sao suaves quando observados em
escala molecular (Figura 1.10).

2. A curvatura média de cada face das bolhas é sempre constante em
qualquer ponto de uma mesma face:

A curvatura das interfaces é funcao da diferenga entre as pressoes internas
das bolhas adjacentes ao filme de sabao que as separa, que é constante ao longo
de toda esta interface (veja a Figura 1.12). As demais interfaces destas bolhas terdo
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curvaturas diferentes e proporcionais as respectivas diferencas de pressdes através
de cada um dos filmes de sabéo.

3. Filmes de sabao sempre se reunem em grupos de trés. O angulo entre
eles é igual a cos™1(—1/2) = 120°. E o encontro dos filmes forma um
canal que é usualmente chamado de Borda de Plateau:

Em espumas Umidas as secgdes transversais das Bordas de Plateau
visivelmente assumem a forma de triangulos cdncavos, porém, mesmo em espumas
consideradas secas, microscopicamente ainda € possivel observar esta forma
caracteristica, com angulos iguais para equilibrar as tensées exercidas pelos filmes
de sabao (veja a Figura 1.10). Em vértices fora do equilibrio as tensdes agentes sao

restauradoras, forcando este vértice a se deslocar até uma posicao de equilibrio.

Figura 1.10 - Estrutura Molecular das Bordas de Plateau de espumas secas
[27]. A configuracao de equilibrio para as Bordas de Plateau em angulos de
120° é uma consequéncia da composi¢dao molecular dos filmes de sabao.

Também é caracteristico de espumas que, aumentando ¢;, o liquido
excedente sempre se acumula nas Bordas de Plateau e nunca no filme entre duas
bolhas. Gracas a esta caracteristica € comum tratar espumas Umidas apenas
aumentando as dimensdes das Bordas de Plateau em uma estrutura de espuma
seca, de acordo com a ¢,; desejada.

4. As Bordas de Plateau sempre se encontram em quatro, formando
angulos de cos 1(-1/3) ~ 109,47° (o &angulo tetraédrico), e estas
juncoes formam os vértices da estrutura de espumas.

Esta estrutura com angulos tetraédricos € exclusiva de espumas
tridimensionais, e representa o equilibrio entre as tensdes exercidas pelas Bordas de
Plateau (veja Figura 1.11). Com um aumento da fragéo liquida, o liquido excedente é

drenado através das Bordas de Plateau.



21

Figura 1.11 — Angulo tetraédrico na juncdo de quatro Bordas de Plateau [32].
A figura mostra que as seccOes transversais dos canais sao tridngulos
concavos com angulos de 120°, e que quatro Bordas de Plateau formam
vértices com angulos de aproximadamente 109,47°.

Configuracbes que sao formadas nao respeitando estas regras sao instaveis
e rapidamente tendem a reorganizar-se de forma a obedecé-las. Ainda, estas regras
foram matematicamente provadas usando os métodos da teoria de medidas
geomeétricas por Jean Taylor em 1976 [31].

Para espumas convencionais, com duas fases fluidas de baixas
viscosidades, o tempo de relaxagdo caracteristico para que um vértice atinja sua
posicao de equilibrio € muito menor do que a taxa de fluxo de gas através dos filmes
de sabao e do que os tempos tipicos dos movimentos de membranas observados
em processos de drenagem ou de crescimento, e esta caracteristica faz das
espumas de sabdo os sistemas ideais para o estudo da dindmica de padrdes

celulares.

pressio

2y
P

Figura 1.12 - Curvaturas e diferencas de pressdoes em Espumas 2d [11].
Para uma estrutura bidimensional de espuma seca os vértices formam
secoOes de circulos com curvatura constante, o equilibrio das tensées forma
vértices com angulos de 120°.
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2 ESPUMAS SECAS

Como apresentado anteriormente, uma espuma de sabdo é basicamente
composta por um gas disperso em um liquido, com agentes estabilizantes que
garantem a estabilidade das bolhas formadas. E, na auséncia de surfactantes, as
fases liquida e gasosa nédo estdo em equilibrio quimico, e esta espuma rapidamente
evolui para a segregagao total entre as fases.

Quando a fracao liquida da espuma é muito pequena tal que possa ser
considerada nula, ¢; = 0 (usualmente para valores de ¢; menores que 0,2%), ou
seja, apenas o suficiente para garantir a estabilidade do filme de sabao, a presenca
dos surfactantes se torna mais indispensavel para evitar a coalescéncia entre
bolhas, ja que a camada liquida que as separa € muito fina.

Espumas secas ja foram amplamente estudadas tanto bidimensional
[35,51,42,57,49], quanto tridimensionalmente [2,54,60]. As regras obedecidas pelas
suas topologias ja sdo bem conhecidas ha bastante tempo, porém o estudo da sua
dindmica, depois de muitos anos sem grandes progressos, recentemente deu um
grande passo com o estabelecimento de uma lei de crescimento generalizada para

espacos d-dimensionais [54].
2.1 Topologia

As estruturas topologicas de espumas secas em duas e trés dimensdes
apresentam algumas diferencas, conforme seguem:
Duas Dimensoes.
¢ As bolhas séo poligonos de lados curvos;
e (O tamanho de cada bolha é determinado pela area que esta ocupa;
e Ainterface de uma bolha é o seu perimetro, e este pode ser escrito como a
soma dos comprimentos das suas faces, com o numero de faces equivalente ao

numero de bolhas vizinhas;
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e Os pontos de contato entre trés bolhas formam os vértices da espuma e os
angulos de contato s&o iguais a 120° (ou 2m/3 radianos), formando um Borda de

Plateau de acordo com a 32 regra de Plateau.

Figura 2.1 - Espuma Seca Bidimensional [30]. Padrao formado por um
conjunto de bolhas de sabao confinados entre duas superficies
transparentes. As bolhas sao poligonos de lados curvas, e com a junc¢ao
entre trés lados formando angulos de 120°.

Trés Dimensoes.

e As bolhas séo poliedros de faces curvas;

e (O tamanho de cada bolha é determinado pelo seu volume;

e A interface de uma bolha é a sua area superficial, € pode ser escrita como a
soma das areas das suas faces, com o niumero de faces equivalente ao nimero
de bolhas vizinhas;

e Os pontos de contato entre trés bolhas formam os lados e os angulos de
contato séo iguais a 120° (ou 2r/3 radianos), formando uma Borda de Plateau de
acordo com as leis de Plateau;

e E as juncbes entre quatro Bordas de Plateau, ou quatro bolhas, formam os
vértices, que possuem a forma tetraédrica com angulos simétricos de
cos 1(—1/3) =~ 109,47°.
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E F i { 3 W
Figura 2.2 — Espuma Seca Tridimensional [33]. As bolhas sdo poliedros de
faces curvas, com a juncao entre trés faces em angulos de 120° formam as
arestas e a juncao de quatro arestas em angulos de 109,47°.

A andlise estatistica da topologia de uma espuma (com grande nuamero de
bolhas) é realizada a partir de uma funcao de distribuicdo topoldgica, P(n), que
fornece a fracdo de bolhas com n lados na espuma. A partir dessa distribuicdo é
possivel calcular os momentos que a caracterizam. Assim, 0 momento de ordem m é

dado por [34,35]:
= ) PG = () 2.1)
n=0

Em espumas secas bidimensionais a soma pode ser iniciada em n = 3, pois
nao existem bolhas com dois ou menos lados, enquanto que em espumas secas
tridimensionais, esta soma pode iniciar em n =4, pelo mesmo motivo, ou pelo
menos estas bolhas ndo permanecem de maneira estavel nos tempos tipicos da
evolugdo, logo desaparecendo.

Outra funcéo distribuicdo tipicamente utilizada na analise de espumas € a
distribuicdo, e momentos associados, dos tamanhos das bolhas desta espuma que,
para espumas bidimensionais, analisa a distribuicdo das areas, enquanto que, para
tridimensionais, analisa a distribuicdo dos volumes das bolhas. Como notagao para
espumas bidimensionais, os momentos sdo definidos com um superindice para

diferenciar dos momentos topolégicos, tais definidos:
p= [ (@ (@)mp@da 2.2)
0

Portanto, P(a)da representa a probabilidade de encontrar bolhas com area
entre a e a+da. Como os momentos de alta ordem apenas sado sensiveis a

distribuicbes que ndo tendem rapidamente a zero para valores muito maiores ou
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muito menores que o valor médio, em distribuicdes tipicas de espumas apenas

alguns primeiros momentos sao realmente usuais e relevantes.

2.1.1 Formalismo de Maximizacao de Entropia

Rita M. C. de Almeida e J. R lIglesias, utilizando um formalismo
termodinamico de maximizagao de entropia [36,37] obtiveram que a funcéo particao
para um sistema celular pode ser escrito como:

Z = Z _0::1’\,/11\:01\’ exp[ _aSAQ], (2.3)

onde A é a area total, A°> é uma unidade de volume no espaco de fases equivalente a

constante h definida em livros textos de mecénica estatistica [38], e Q é dada por:

- . , 0 Amax a
Q= Z 9_05411—0(6(11)711.[ dp e_az(f)p(smrbn)_%(n)p f da eaznlcm(ama"); (2.4)
n=3 0 0

onde [ é o comprimento médio das faces, C é um fator dimensional, a,,,, representa
a maxima area possivel para um poligono com perimetro p e n vizinhos, e & dada

por,
p? m
Amax(M,p) = ym cot o (2.5)

As integrais de &rea convergem apenas se a,nlC > —1, como n e | sdo positivos e

sem limite superior, deve valer, entdo, que a,C > 0. ag € uma funcéo de n e € dado

por,
(n) = = — g, L On 2.6
Fellt) = *2 251n9 (2.6)
reduzindo a fungéo Q para
© _On
2e3l3 z a4n+a22nlsln9 ) kn 2.7)
- a,Cnl ’
onde 6, ”(n 6)ek é dado por
1 T
k, = ECOt [E] (2.8)

O multiplicador de Lagrange a5 € determinado em fungéo de a, e a, como

On
8l5 1) o (a4n+a2)2/nlsm 9n) SkTZL
@5 =3+In\gs Z a,Cnl + 2 ’ (2.9)

n=3
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e os fatores a, e a, podem ser obtidos numericamente resolvendo as equacgdes:
100 (E)

—aa—az—m, (2103.)
1 90 = 6(N 2.10b
Q9w (N), (2.10b)

onde (E) € a energia total do sistema, (N) € o numero médio de células. a,
representa uma medida do perimetro médio e da distorcdo na energia por célula,
que estd associada a uma temperatura generalizada, porém nao representa um

controle de fluxo de calor.

2.1.1.1 Funcoes Distribuicoes

A partir deste formalismo construido a partir do principio de maximizacao de
entropia, de Almeida e Iglesias obtiveram, também, a distribuicdo de probabilidade
reduzida f(n,p,a), de encontrar células com n lados, perimetro p e area a, para uma
configuracao de equilibrio de sistemas celulares. Esta fungédo é dada por:

bn 3p]
sing, nll

a ]aznlc

exp [—a4n —a, Enl (2.11)

1
f(np,a) =5[

am ax

valida para a < a,,,y, € igual a zero fora deste intervalo. Esta fungdo geralmente nao
€ medida experimentalmente ou em simulagdes numéricas, mas a partir dela é
possivel obter outras distribuicbes e quantidades termodinamicas, para poder

realizar tais comparacgoes.

2.1.1.1.1 Funcao Distribuicao Topologica

Uma expressdo para a funcdo P(n) pode ser obtida a partir da equacgao

(2.11) integrando sobre todas as areas e perimetros, como segue,

1 n’knexp [—a4n —a, %nl O ]

_ sin 0,
POV =¢ ayCnl + 1 ’

(2.12)

onde o fator de normalizacao S, é dado por,

[e9) 3 _ _ K Gn
. zn knexp[ a,n—a, an s 9n] (2.13)
1= 4 a,Cnl + 1 ’
n=

A Figura 2.3 mostra a comparagao entre a funcao P(n) e os resultados

experimentais obtidos por Aboav [39,40] e por Stavans e Glazier [42] para espumas
de sabao bidimensionais para diferentes valores de u,.
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Figura 2.3 — Funcao distribuicao topolégica P(n) em funcao de n [37]. As
linhas solidas representam as curvas tedricas, enquanto que os pontos das
figuras (a), (b) e (c), representam os resultados obtidos experimentalmente
para espumas de sabao por Aboav [39,40], enquanto que os triangulos da
figura (d) foram obtidos por Stavans e Glazier, para espumas de sabao apods
29,48h de evolucao [42].

2.1.1.1.2 Funcao Distribuicao Geométrica

A funcao distribuicao de areas P(a) é definida, também, a partir da equagao

(2.11) como segue:

ad © p2kn
P(a) = Z.f dp.f da'§(a—a')f(n,p,a). (2.14)
n=3 0 0
A area média das células é dada por
— ["ar(@)d _AS 2.15
(a)—foa(a)a—?s—l, (2.15)

onde S, é dada pela equacao (2.13), e S, é dada por,

[o2]

0
n°kZexp [—a4n —a; %nl ﬁ] (2.16)
52 = Z a,Cnl + 2 ' .

n=3

A Figura 2.4 mostra a funcao normalizada p(a/(a)) em fungcédo de a/({a) para

diferentes valores de u%, obtida integrando numericamente em p e em seguida
somando de n=3 até 25, para cada ujy, em comparagdo com o resultado
experimental de Glazier et. al. [42] para uma espuma evoluida por 3163 min.
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Figura 2.4 - Funcéao distribuicdo de areas normalizada P(a/(a)) em funcao
de a/(a) [37]. A linha soélida se refere aos dados experimentais obtidos por
Glazier et. al. [42] para uma espuma evoluida por 3163 min e uj =1,5,
enquanto que as linhas pontilhadas sé@o as curvas tedricas para diferentes
valores de u$.

2.1.2 Lei de Lewis

Buscando saber se existe uma relagdo entre a area a e o numero de lados n
em estruturas celulares, Lewis [43-46] observou tecidos bioldgicos como a casca de
um pepino e o epitélio pigmentado da retina e obteve a seguinte relagéo linear

empirica para as estruturas geométricas:

a
@ =g (2.17)

4
onde (a,) € a area média de uma célula com n lados, (a) € a area média das células

(an) =

e ny € uma constante caracteristica do sistema analisado.
Porém, a partir do formalismo de maximizagao de entropia [36,37] de Rita M.

C. de Almeida e J. R Iglesias, obtém-se que (a,) ndo € linear, mas sim uma fungéo

quadratica,
i © Amax
(a,) = Z f dpf daf(n',p,a)ad, ', (2.18a)
=0 0
4 a,Cnl+1
_ 272 2
(an) = 3l 4,Cnl ¥ ann . (2.18b)

Claramente a expressao (2.18b) é incompativel com a forma empiricamente
obtida por Lewis, no entanto, para baixas desordens topolégicas (u, < 3.0), as
estruturas mostram que, predominantemente, existem bolhas com 3 < n < 12. Neste

intervalo, as barras de erro dos resultados experimentais nao permitem definir qual €
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a melhor descrigao para (a,)(n). A Figura 2.5 mostra a comparagao entre a equacao
(2.18b) e pontos experimentalmente obtidos para espumas de sab&o.

500

400

(a,>/¢ad

000 ¢, , . .
0 3 6 9 12 15
n
Figura 2.5 - Area média normalizada (a,)/(a) de células com n lados versus
n [37]. As linhas sdlidas representam aos calculos tedricos obtidos para
diferentes valores de p, (de 0,62 até 2,85). Os pontos e as baras de erro
foram obtidos por Glazier, Gross e Stavans para espumas de sabao [49].

J. C. M. Mombach et. al. [49,50] estudaram o arranjo de células de diferentes
tecidos epiteliais vegetais, apresentando diferentes padrbes celulares (ver Figura
2.6), e suas observacdes mostraram como alguns desses tecidos respeitam a lei
observada por Lewis, enquanto que outros ndo (Figura 2.7). Desta maneira, a
expressao empirica (2.17) perde o teor de Lei, pois € uma relacdo apenas

observada em alguns tipos de sistemas.

[S—] [S—— — —
100 pm {a) 200 pm (b) 100 pm lc) 100 pm (d) 100 pm le)

Figura 2.6 - Diferentes tecidos epiteliais vegetais [49]. A sequéncia mostra
imagens representativas de tecidos epiteliais de (a) Allium sativun, (b) Allium
cepa, (c) Agave attenuata, (d) Aloe arborescens, e (e) cf. Anthurium.
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Figura 2.7 - (a,)/(a) versus n para diferentes tecidos vegetais [49]. A
sequéncia de figuras se refere, respectivamente, a (a) Allium sativun, (b)
Allium cepa, (c) Agave attenuata, (d) Aloe arborescens, e (e) cf. Anthurium. A
relagcdao de Lewis pode ser observada nos casos das figuras (a), (b) e (d),
enquanto que para as outras amostras os resultados sao inconclusivos, uma
vez que os valores de u, sao baixos, com poucas células apresentando n
diferente de 5, 6 ou 7.

2.1.3 Lei de Aboav-Weaire

No ano de 1970, D. A. Aboav foi o primeiro a estudar o efeito das
correlacdes topoldgicas, analisando as correlacbes entre primeiros vizinhos em
ceramicas policristalinas de Mg0O [47]. Empiricamente obteve uma relagdo para o

numero médio de lados m,, das células vizinhas a células de n lados como:
m, =c¢; +— (2.19)

com ¢; =5 e ¢, = 8. Mais tarde, analisando os resultados das experiéncias com
espumas de Smith [51], em 1980 Aboav [39] verificou a mesma relacao, porém com
cit=6-—a, c,=6a+pu, e a=12. Para efeitos de analises, € usual verificar a
linearidade de nm,quando analisada em funcao de n.

Em 1983, Lambert e Weaire [52] apresentaram o que se conhece hoje por

regra da soma de Weaire:

Z nm,P(n) = 36 + 1 (2.20)

n

Esta regra € compativel com a relagcado proposta por Aboav quando c¢; = 5,
c, = 6+ Uy, OU seja, a = 1. A partir de entao, a relacao (2.19) satisfazendo a regra
(2.20) passou a ser conhecida como relagao de Aboav-Weaire.

A Figura 2.8 mostra Para os tecidos observados por Mombach et. al. [49,50],
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Figura 2.8 — Funcéao n * m, versus n obtido para diferentes sistemas [50]. Os
graficos de (a) a (e) se referem, respectivamente, ao observado
experimentalmente em tecidos epiteliais de (a) Allium sativun, (b) Allium

cepa, (c) Agave attenuata, (d) Aloe arborescens, e (e) cf. Anthurium [49] e o
grafico da figura (f) é resultado das simulag6es computacionais [50].

Embora seja usual a analise do produto n *m,, em 1992, Godréche et al
[53], analisando estruturas celulares como diagramas de Feynman planares em uma
teoria de interagdes cubicas, apresentaram uma correcdo obtida para estruturas
celulares evoluindo via processos T'1. A expressao corrigida assume a forma:

_ +Cz+ C3
My = €1+ ) (2.21)

onde ¢; =7, c;, =3 e ¢ =9. Observe que a correcao para a relacdo de Aboav-
Weaire tem maior relevancia para n pequeno e tende a zero conforme n cresce,

recorrendo a forma original.
2.2 Dinamica

2.2.1 Processos Topoldgicos Bidimensionais

Topologicamente as espumas evoluem em busca da minimizagcdo da sua
energia livre através de processos que reduzam o perimetro de contato entre as
bolhas. A topologia e a dindmica estao estreitamente relacionados com a presenca

predominante de vértices compostos pelo encontro de trés arestas em angulos



32

iguais de 120°, formando bolhas poligonais e com arestas levemente curvadas em
consequéncia da diferenga de presséo entre bolhas vizinhas.

Encontros entre quatro arestas formam vértices energeticamente instaveis
que acabam evoluindo para dois vértices de trés arestas conforme podemos
observar na Figura 2.9.

@ )

Figura 2.9 - Instabilidade dos vértices com quatro arestas. Vértices com

quatro arestas sao instaveis, pois representam maior energia que dois

vértices de trés arestas. Por exemplo, nas figuras acima, a figura (a) tem

comprimento total igual a I, =2,828d enquanto que para a figura (b)

l, = 2,732d e esta reducdo no comprimento é energeticamente favoravel

[35].

Em espumas secas bidimensionais existem dois tipos basicos de transi¢cdes
topoldgicas. O tipo conhecido como processo T1 consiste em duas bolhas
inicialmente vizinhas que perdem o contato entre si para que duas outras bolhas
proximas passem a ser vizinhas. Esta transigdo fica mais clara pelo esquema da

Figura 2.10.

Figura 2.10 - Processo de transicdo topolégica T1. As bolhas 4 e B
inicialmente vizinhas perdem contato para que as bolhas C e D, que
inicialmente nao eram vizinhas, passem a ter contato. Este processo é uma
das bases da dinamica de espumas secas [35].

O segundo tipo é conhecido como processo T2, e representa transigdes de
decrescimento e, consequentemente, desaparecimento de bolhas com n < 6. Como
nao existem bolhas com menos de trés lados em espumas secas, 0s processos T2
representam o desaparecimento de bolhas comn =3, 4 e 5.

A Figura 2.11 esquematiza estes processos. De cima para baixo, os
processos T2(3), T2(4) e T2(5), representam o desaparecimento de bolhas com

trés, quatro e cinco lados, respectivamente.
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c T2(3)

T2(4)

T2(5)
Figura 2.11 - Processos de transicao topolégica T2(3), T2(4) e T2(5).
Processos T2(n) representam a dinamica observada no desaparecimento de
bolhas com n lados [35].

Existem ainda os processos de coalescéncia (tipicos entre dominios em
solidos policristalinos), que ocorrem quando um filme de sabdo se rompe fundindo
duas bolhas em uma, e de mitose (o inverso da coalescéncia) que consistem no
surgimento de uma parede dividindo um dominio em dois. Porém esta é uma classe
diferente de padrées e que usualmente sdo desconsiderados em modelos para
espumas de sabao.

A velocidade tipica com que estas transformagdes topoldgicas ocorrem é
muito maior que a taxa difusdo de gas através dos filmes de sabdo. Assim, em
alguns modelos estas transformagbes s&o tratadas como se ocorressem
instantaneamente.

As transi¢des topoldgicas sdo eventos constantes na evolugdo de espumas
secas bidimensionais. Alguns modelos usados em simulacbes computacionais
introduzem estes eventos para evoluir a espuma, enquanto que, em outros, estes

aparecem como consequéncias naturais das suas dinamicas.

2.2.2 Lei de von Neumann-Mullins

O famoso matematico hungaro-americano John von Neumann (1903-1957),

que teve contribuicbes em varias areas das ciéncias, quando em contato com os
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estudos da fisica das espumas, bem como da fisica do estado s6lido, desenvolveu
uma relagdo que atualmente é conhecida como Lei de von Neumann [16]. Esta lei
descreve o crescimento individual das bolhas em uma espuma bidimensional,
demonstrando que o crescimento ou decrescimento de uma bolha apenas depende
do numero de vizinhos que esta possuli.

Deduzida de maneira simples, tem como ponto de partida a analise do fluxo
de gas que atravessa as interfaces de uma bolha. O fluxo total de gds em uma bolha
€ definido pela variagdo da sua massa de gas m por unidade de tempo, | = dm/dt.
Considerando que a massa é o produto entre sua densidade p e sua éarea a, a
variagao na sua area pode ser escrita em termos do fluxo como,

J  adp

T par

(2.22)

Em geral, as variacbes na densidade do gas dentro de uma bolha sao
desprezadas quando se considera 0s tempos caracteristicos das variacbes de
tamanho das bolhas, isto é, dp/dt = 0. O fluxo fica entdo definido como sendo
proporcional a diferengca de pressdo Ap;; através de cada interface da bolha,
multiplicada pelo comprimento [;; desta interface. A contribuicdo da densidade do
gas é incluida no coeficiente de difusdao D' = D/p, que é caracteristico do sistema
em questdo. A area transferida da bolha i para uma vizinha j pode entao ser escrita

como,

a,;=D' f Ap;jdl;; (2.23)
face j
A diferenca de pressdo através da interface entre duas bolhas, conforme
dada pela lei de Young-Laplace (ver Apéndice A), é proporcional a curvatura desta
interface. Porém, no caso mais geral que considera a viscosidade do filme, deve-se
considerar o balango de forgas em certo ponto da interface, onde, negligenciando a
inércia do filme de sabao, é satisfeita a relagao [35],

Apij = 2yK;; +uv, (2.24)
onde u é o coeficiente de viscosidade de arrasto (ou viscous drag), v, é a velocidade
transversal de uma interface, k;; € a curvatura desta interface e, y € a tensao relativa
a uma interface gas-liquido. E importante lembrar que um filme de sab&o é composto
por duas interfaces gas-liquido e, por isso, o fator 2 representa a tenséo resultante

da dupla camada de surfactante, conforme discutido anteriormente.
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A variagao total na area da bolha i é, entdo, igual a soma das areas perdidas

para suas n vizinhas, isto &, a; = — 7., d;,;. Assim, a equagéo (2.8) torna-se
n
j=1|facej

que, juntamente com a relagao (2.9), conduz a

n
ai=—2D’VZl j’fijdlij —uD’ f v, dl (2.26)
j=1

facej bolha i
Por outro lado, a variagdo na area de uma bolha também pode ser escrita
como a integral por toda sua interface da velocidade transversal desta interface:

a; = f v, dl (2.27)
bolha i
A equacéo (2.11) fica,

2D'y <

. |4

a; = — f Kijdlij (228)
1+ ‘uD]'=1 facej

Mas como a integral da curvatura de uma linha qualquer sobre todo o seu
comprimento é igual ao angulo total percorrido por um vetor ortogonal ou paralelo a
esta linha, o crescimento pode ser escrito em termos dos angulos 6; percorridos por
cada interface. Para bolhas isto € bem simples, j& que suas interfaces sempre

descrevem curvaturas suaves e constantes em cada interface. Como segue:

LA AP 2.29
M TTewn LY (2.29)
]:

Desta forma, a variacao na area de uma bolha é proporcional ao angulo total
percorrido por suas interfaces. Porém, como cada vértice é percorrido um angulo
a; = /3 radianos (em decorréncia da 32 regra de Plateau), e como o angulo total
percorrido por uma curva fechada deve ser 2w radianos, é possivel escrever a

relacdo seguinte:

wl

(2.30)

n
j=

n
9j=2n—2a]~=2n—n
1 j=1
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Figura 2.12 — Angulos em uma bolha [54]. O angulo total percorrido ao longo
da interface total de uma bolha é 2m, correspondendo a soma dos angulos
das faces 6; mais a soma dos éngulos nos vértices a;. Dada a regra de

Plateau, todos os vértices tém 6,5 = 2w/3 e, como a interface da bolha
percorre metade deste dngulo, todos os «; séo /3.

Substituindo a equagéo (2.15) na equagao (2.14), obtém-se a forma final da
lei de von Neumann [16]:

onde a constante D, é definida por
_4m  yD’

A inclusdo do termo de viscosidade foi originalmente proposto por W. W.
Mullins [17], em 1956, para abranger a dinamica de dominios sélidos, passando a
equacao (2.16) a ser conhecida como lei de von Neumann-Mullins.

E interessante fazer uma andlise do comportamento limitrofe da viscosidade
nesta dindmica. Comegando por pu— 0, a lei recorre a dedugdo originalmente
proposta por von Neumann para um modelo canénico de crescimento de bolhas em
uma espuma de sabdo. Por outro lado, quando u — o, a superviscosidade recai em
um modelo idealizado de crescimento de dominios metélicos, onde as diferencas de
pressoes sdo desprezadas e a velocidade das interfaces apenas é proporcional as
curvaturas locais.

Em ambos os limites o crescimento dos dominios apenas depende do seu
nuamero de lados (ou vizinhos): os dominios com mais de seis lados crescem,
enquanto que os dominios com menos de seis lados decrescem. Bolhas com seis
lados ndo mudam seu tamanho significativamente, e o Unico estado estacionario
para espumas € o de uma distribuicdo uniforme de numero de lados, no qual as

bolhas formam uma rede tipo favo de mel (ou do inglés, honeycomb), com todas as
bolhas com 6 lados, conforme esquema da Figura 2.13.
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Figura 2.13 — Rede Favo de Mel, ou Honeycomb [55]. A rede favo de mel
recebe este nome por apresentar a estrutura topoldgica tipicamente
observada em colméias de abelhas. Os vértices desta rede sdao compostos
pelo encontro de trés arestas em angulos de e com arestas retas,
formando uma estrutura de hexagonos.

Outra ressalva a esta lei foi feita por J. A. Glazier e J. Stavans em 1989
[42,57]. Nesses trabalhos foi considerada a possibilidade de que os angulos internos
percorridos pelas Bordas de Plateau sejam dependentes do numero de lados desta
bolha, isto &, , de uma bolha de lados, para se ajustar as suas observacoes
experimentais. Desta forma a lei de von Neumann generalizada para uma bolha de

lados entao fica:
_ (2.33)

Este desvio medido por Glazier e Stavans do angulo descrito
pela 32 regra de Plateau, foi explicado por Weaire e Bolton em 1990 [58] como
sendo resultado da presenca de certo excesso de liquido nas Bordas de Plateau, ou
seja, as bolhas de espumas que nao estdo no limite seco nao obedecem
individualmente a lei de von Neumann original, necessitando da corre¢cdo para os
angulos internos tornando-os dependentes de
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Figura 2.14 — Angulos internos [42] e lei de von Neumann generalizada [57].
Na figura (a) os angulos internos médios das bolhas com lados
observados por Stavans e Glazier [42]. E na figura (b) as taxas de
crescimento medidas para bolhas com lados, que obedece a forma
generalizada da lei de crescimento com desvios da linearidade, para muito
grande e muito pequeno, como se observa na figura (a).
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Ainda em 1990 Stavans [59] confirmou que, para uma espuma bastante
drenada com Bordas de Plateau extremamente pequenos, o desvio observado
anteriormente nos 6,5 desaparece e a lei de von Neumann é respeitada pelas

bolhas individualmente.

2.2.2.1 Estado de Escala

Conforme mostra a lei de von Neumann apresentada na equacgao (2.31),
sistemas nao hexagonais, ou seja, que haja pelo menos uma bolha com n # 6, ndo
sdo estacionarios e inevitavelmente evoluem. A dindmica observada mostra as
menores bolhas desaparecendo enquanto que as maiores crescem, e isto torna
evidente que a escala do sistema deve crescer com o tempo.

Entédo, ha a hipbtese de que, para qualquer espuma, seja ela bidimensional
ou tridimensional, existe um estado assintético em sua evolugédo, no qual todas as
suas fungcbes de distribuicdo e de correlagbes para todas as quantidades
adimensionais permanecem constantes no tempo. Este € entdo chamado de estado
de escala. A Figura 2.15 mostra o experimento realizado por Glazier et. al. em 1987
[49], que demonstrou como duas espumas com distribuicbes de tamanhos das
bolhas inicialmente diferentes, evoluem para um mesmo estado de escala.

Inicialmente Ordenada Inicialmente Desordenada

-

(F) (F")

(a) (b)
Figura 2.15 - Crescimento de espumas em diferentes condicoes iniciais [49].
A figura (a) mostra a evolucdao de uma espuma que inicialmente era
monodispersa, enquanto que (b) mostra a evolucao de uma espuma
inicialmente polidispersa, e os quadros mostram como a segunda
distribuicao inicial evolui para o estado de escala em menos tempo.
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No estado de escala os comprimentos caracteristicos das bolhas crescem
continuamente com o tempo, definindo o que é usualmente conhecido por “equilibrio
de escala”. Tipicamente a escala analisada € o raio médio das bolhas, e as
evolugdes das outras quantidades geométricas sao obtidas pelas relacbes usuais
entre elas.

E conveniente definir uma funcdo distribuicdo de probabilidade de se
encontrar uma bolha com n lados e com area entre a € a + da, em um dado tempo t
e a representarmos por P(n,a,t). Essa densidade pode ser transformada em uma

funcéo de variaveis adimensionais, pela seguinte igualdade:
da
(a)
onde (a) € a area média das bolhas e ¢ é a distribuicdo adimensional. No estado de

a
P(n,a,t)da = @ (n,@, t) (2.34)

escala, a funcao @ passa a ser independente do tempo e a variagao temporal da
funcdo P(n, a, t) fica toda contida em (a).

Relembrando a lei de von Neumann, todas as bolhas com n < 6 decrescem
e, eventualmente, desaparecerdao, ou seja, todas as bolhas com éarea entre 0 e
Des(n — 6)At (com n < 6) desaparecerdo num certo intervalo de tempo At. Dessa

forma, o numero total de bolhas N varia com o tempo conforme,

AN = z P(n,a,t)ND.s(n— 6)At, paran<6 (2.35)

n=3
Em termos das variaveis adimensionais, para uma espuma em equilibrio de
escala, esta relacéo fica:

NDefz ( (a)) (n - 6), paran < 6 (2.36)

(a)

Como a area média das bolhas é igual ao tamanho total (area total) a; da
espuma dividido pelo numero de bolhas, e como a area total € uma constante, a

separagao das variaveis, na equagao (2.21), conduz a,

;1\/]\2/ = Def Z (n —)) (n—6)dt, paran<6 (2.37)

E desta forma, o lado direito da equacgao (2.22) € uma constante no tempo,

multiplicada por dt, entdo a solu¢ao desta equacao diferencial € dada por,
5

lzl—efz¢<n,(%:)) n—-6)|+

n=3

1
N (t—to) paran < 6 (2.38)

1
Ny’
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onde N, é o numero de bolhas da espuma no instante t,, valido desde que em ¢, a
espuma ja esteja em equilibrio de escala, pois antes disso a funcado P(n,a,t) ndo é
escrita em termos de uma fungdo adimensional ®(n,a/(a)). A equacao (2.23)
mostra que o numero de bolhas escala com o tempo como N~t~Y onde y = 1.

Como (a) é inversamente proporcional N, {(a) « t. Além do mais, como as

bolhas sdo poligonais, a forma de definir o raio de uma bolha é aproxima-la por
circulos cujos raios sejam dados por R =+/a/2m. Assim, o raio médio (R) escala

com o tempo como (R) « t# e o0 expoente é g = 1/2.

Os expoentes assumem os valores esperados apenas quando a espuma
esta evoluindo em escala, e estes expoentes usualmente sdo obtidos pelo ajuste
linear da curva log-log de evolucdo das caracteristicas geométricas médias da
espuma. O problema esta em determinar o intervalo correto a ser tomado, pois este
precisa realmente apresentar comportamento de escala.

E possivel entdo verificar o comportamento das fungées distribuicdes P(n) e
P(a/(a)), analisando ndo apenas a forma das funcdes, mas também a forma dos
segundos momentos das distribuicbes, u, e us, e considerar para a determinacao
dos expoentes, o intervalo em que estes permanecem constantes.

A Figura 2.16 mostra que a fungao distribuicdo de nimero de lados P(n),
dentro do intervalo em que o segundo momento u, se manteve aproximadamente
constante, praticamente ndo muda a sua forma. Esta figura mostra também que para
diferentes distribuigdes iniciais em algum momento da sua evolugdo estas espumas

chegam ao equilibrio de escala.
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Figura 2.16 - Segundo momento e distribuicio de niumero de lados [42].
Figura (a) mostra u, para dois experimentos, os circulos fechados foram
obtidos a partir de uma espuma inicialmente ordenada com bolhas, em sua
maioria, hexagonais, enquanto que os circulos vazados sdo de uma espuma
inicialmente desordenada. E na figura (b) a distribuicdo P(n) em trés tempos
no regime em que u, se manteve constante.

(b)
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A evolucao para um equilibrio de escala nao é exclusividade das espumas,
outros sistemas com estruturas celulares também apresentam este estado de
equilibrio dindmico em algum momento. A Figura 2.17 mostra como a funcao
distribuicdo de areas normalizada, P(a/({a)), para estagios evoluidos de diferentes
sistemas, apresenta aproximadamente a mesma forma, além do mais, so

distribuicées que podem ser bem fitadas por fungdes do tipo log-normal [56].
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Figura 2.17 — Distribuicdo areas P(a/(a)) para diferentes sistemas [34]. O
grafico mostra as distribuicoes obtidas para espumas (circulos cheios), filme
fino policristalino de aluminio (circulos vazados) e monocamadas de lipidios
sobre agua (cruzes). Como fator comum, todas apresentam uma calda longa
com o maximo de probabilidades de encontrar dominios com areas menores
que (a) [34].

2.2.3 Lei de von Neumann-Mullins Generalizada para d Dimensoes

Recentemente, no ano de 2007, ap6s mais de 50 anos da publicacao de von
Neumann descrevendo o crescimento de dominios bidimensionais, MacPherson e
Srolovitz apresentaram seu trabalho trazendo uma extensdo desta lei de
crescimento para sistemas em trés ou mais dimensdes, demonstrado que a lei de
von Neumann & um caso especial de um resultado matematico mais geral [54].

Para demonstrar este resultado, é conveniente a formulacao tridimensional
e, em seguida, sua extensdo para o caso geral. Os célculos que seguem incluem o
efeito da viscosidade dos filmes, e serd apresentada uma construgao similar a feita
anteriormente para a lei de von Neumann-Mullins.

O volume transferido da bolha D; para uma vizinha D; pode entéo ser escrito
como a integral da diferenca de pressdo sobre toda a sua face A;;, vezes a
difusividade D' (ver equagéao 2.8),

1'71'_,]' =D’ .[ Apl]dal] (239)

facej
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A diferengca de pressdo Ap;; através da interface entre duas bolhas
considerando a viscosidade do filme satisfaz a relagéo,

Apij = 2yKyj + uvy (2.40)
onde X;; é a curvatura média da interface, ou seja, a soma das curvaturas principais
da interface entre as bolhas D; e D;. A variag&o total do volume da bolha D; € igual
ao negativo da soma dos volumes perdidos para suas f vizinhas (f representa o
namero de faces), isto &, v; = —ij.ﬂizi_)j. Assim, substituindo a equacao (2.25) na
equacao (2.24), e reescrevendo o primeiro termo como a integral sobre toda a
interface da bolha D;, a variagdo no volume da fica:

n
by = —uD’ f vida-20'y Y f %, day, (2.41)
bolha i Jj=1|facej

Entretanto, a integral por toda sua interface da velocidade transversal local

desta interface representa a variacao no volume total da bolha, de modo que

2D’y
y, = — 2.42
v; 1D a—][ Kda ( )

onde dD; é a interface da bolha D;. Essa interface € uma superficie suave com
quinas de comprimento e;(D), que representam os encontros entre a bolha D e duas
vizinhas (que sao as Bordas de Plateau que, em espumas secas, também sao
chamados de linhas triplas), nas quais é percorrido um angulo a; = /3, medidos no
plano perpendicular a e;(D), bem esquematizado na Figura 2.18, e da é um

elemento de area na interface dD;.

Figura 2.18 - Esquema representando um dominio tridimensional [54].
Dominio tridimensional D mostrando como os angulos a; das linhas triplas
e;(D) sao medidos.

O grande mérito de MacPherson e Srolovitz foi estabelecer uma relagao

para a integral da curvatura no espaco tridimensional, dada por:
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f Kda = 21 (L(D) - %z ei(D)> (2.43)

aD; i=1
onde £(D) é a medida natural do tamanho linear da bolha D, e a soma Y-, e;(D) é
feita sobre todas as n Bordas de Plateau (para maiores detalhes das contas, ver
Informacgdes Suplementares da ref. [54]).

Para melhor compreender como se obtém o comprimento L(D), deve-se
considerar uma reta [ que passa através da origem, um ponto p em [, e o plano

perpendicular a [ no ponto p (ver esquema da Figura 2.19). A partir dai define-se o
comprimento de Euler do dominio como E(D) = fp x(1: N D) dp, onde a integral é

feita sobre todos os pontos p ao longo da reta I, e x(I1+ N D) é o Euler Caracteristico
da interseccdo do dominio D com o plano l,%. L(D) é igual a duas vezes o

comprimento E (D) mediado por todas as linhas [ através da origem.

Figura 2.19 - Notacao usada na lei de von Neumann-Mullins em 3d [54].
Figura (A) exemplo de dominio com seis faces e doze lados (ou Bordas de
Plateau), onde e; sdo os comprimentos dos i-ésimo lado. E na figura (B) a
interseccao entre o plano I;, que tem sua normal paralela a linha I no ponto

p, € o dominio (D) [54].

Estabelecida a relagdo (2.28), a lei de crescimento para sistemas
tridimensionais é dada, entdo, por:

. 4nD'y 1%
%=1y b (L(D) - gzl q(D)) (2.44)

Esta lei ndo é puramente topoldégica como a lei de von Neumann

bidimensional pois também depende do comprimento das Bordas de Plateau. Porém
€ independente da forma da bolha.

Para esta deducao geral valem os comportamentos limitrofes do coeficiente
de viscosidade que, quando u — 0 vale a lei obtida por MacPherson e Srolovitz para

o crescimento de bolhas em uma espuma de sabao e, quando u — oo, recai na lei de
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crescimento de dominios metalicos, onde as diferencas de pressdes sao
desprezadas e a velocidade das interfaces é apenas proporcional as curvaturas
locais.

A soma dos comprimentos de todas as Bordas de Plateau pode ser escrita
como a largura média do conjunto das Bordas de Plateau da bolha D, £L(PB(D)).
Desta forma, a equagao (2.29) pode ser reescrita em termos da constante usual da
lei de von Neumann-Mullins bidimensional, definida na equagéo (2.17):

Figura 2.20 — Dominio com buracos [54]. Dominio bidimensional com curvas
suaves unidas por vértices com angulos «;. O angulo total percorrido pela
interface de um dominio é o angulo percorrido pela sua interface externa
menos o angulo percorrido pelas interfaces internas.

b; = Doy (L(PB(D)) - 6L(D)) (2.45)
Admitindo que um dominio possa ter buracos (ver Figura 2.20), a forma mais

geral para a integral de curvatura utilizada originalmente pela lei de von Neumann-
Mullins, &

j kdl = 2my(D) — z a;[9D] (2.46)
i=1

aD
onde y(D) é o Euler Caracteristico (ver Apéndice B) para qualquer curva C em dD, e
a; = a;[0D] sdo os angulos percorridos pelos vértices. Assim a lei bidimensional
pode ser escrita como:

d; = Dy (x(PB(D)) - 6x(D)) (2.47)
A grande similaridade entre as equacdes (2.30) e (2.32) sugere que estas

possam ser apenas casos especiais de uma expressao mais geral valida para todas

as dimensoes, o0 que de fato é verdade e esta expressao geral é:

dvd

a Des(Hy—2(Dy—2) — 6Hg—»(Dy)) (2.48)

onde d é a dimensao do espago, v; € o volume do dominio D; em d dimensdes, e

D,_, é o carater (d — 2)-dimensional do dominio (por exemplo, pontos em duas
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dimensdes ou linhas em trés dimensdes) e, o termo H,;_, é conhecido em
probabilidade geométrica como medida (d — 2)-dimensional de Hadwiger [61,62].

A definichio de H é similar a definicho do L, dada anteriormente.
Considerando um plano de dimensao (d — 2), [, que através da origem de um
espago de dimensdo d; p é um ponto em [, e l; define um plano bidimensional

perpendicular a [ no ponto p. Assim H,;_, é igual a média do comprimento de Euler
do dominio d-dimensional, E(D,) = [, x(l; N D) dp, sobre todos os planos ! através

da origem.
Em duas dimensdes, Hy(Dy) = x(PB(D;)) e Hy(D;) = x(D;). E em trés
dimensbdes, H,(D;) = L(PB(D3)) e H;(D3;) = £(D3). Respectivamente recorrendo

aos resultados das leis exatas de crescimento bidimensional e tridimensional.

2.2.3.1 Estado de Escala Tridimensional

Para a andlise do comportamento de escala decorrente da equacao
deduzida por MacPherson e Srolovitz, € conveniente definir a quantidade f, tal que,

f = L(PB(D))/L(D) e ento reescrever a equagao (2.30) como:

% = Dor L(D)(f — 6) (2.49)

Definindo-se o numero de faces de um dominio como m, pode ser visto que
f escala com m'/2. Assumindo que todos os comprimentos sdo proporcionais a
mesma dimensao linear D do dominio D, a equacao (2.34) pode ser reescrita de
maneira aproximada por,

dD? 12
- = C,Der(C;m'/2 —6) (2.50)

onde C; e C, sao constantes.

Esta aproximacao é bastante similar a forma classica da lei de von Neumann
(2.16), pois é apenas funcao da topologia do dominio. Apesar de ser apenas uma
forma aproximada e simples, o comportamento de escala para espumas
tridimensionais pode ser identificado, uma vez que ambos os lados da igualdade séao
adimensionais e a escala do sistema cresce com uma lei de poténcia, ou seja,
D « t1/2, 0 que também pode ser visto na forma (2.49), j& que ambos os lados sdo
proporcionais a dimensao linear do dominio.

O crescimento parabdlico, isto é, com expoente f =1/2 é tipicamente

observado em sistemas com crescimento determinados por capilaridade [63,64].
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3 AMADURECIMENTO DE OSTWALD

Os sistemas bifasicos, nos quais a fase que apresenta forma celular esta
muito diluida na matriz formada pela outra fase, estdo no regime conhecido como
Ostwald Ripening, que traduzido significa Amadurecimento de Ostwald. Este regime
ganhou tal nome por ter sido originalmente observado e descrito pelo quimico
baltico-alemao Friedrich Wilhelm Ostwald (1853-1932) no ano de 1896 [20-23].

Originalmente, Ostwald observou uma regidao metaestavel na solidificagdo de
misturas binarias. Depois de fundida, a mistura é resfriada e uma das componentes
comeca a formar dominios através do processo conhecido como Nucleacao.

Se este processo de resfriamento é finalizado em um estdgio onde um
grande numero de dominios ja foi nucleado, é possivel desprezar os efeitos de
novas nucleagdes e analisar apenas a evolugdo dos tamanhos destes dominios.
Observa-se, entdo, que os dominios maiores crescem pela condensacao do material
diluido enquanto que os menores decrescem e desaparecem, fazendo com que o
raio médio dos dominios dispersos na matriz cresca como o passar do tempo.

Este processo € termodinamicamente espontaneo e resultante do fato de as
moléculas interfaciais estarem energeticamente menos estaveis do que as ja bem

ordenadas e acondicionadas no interior dos dominios formados [65].
o

,“_:—"

O
| |

Figura 3.1 — Esquema basico do processo de Amadurecimento de Ostwald
[66]. As moléculas interfaciais difundem uniformemente da superficie de uma
molécula para a matriz e as moléculas diluidas na matriz que encontram
outro dominio se agregam a este. Porém é mais facil encontrar dominios
maiores para se agregar do que menores e a taxa de agregacdo aos
dominios maiores é maior que a de desagregacao, enquanto que para os
dominios menores vale o contrario.

O processo de Amadurecimento de Ostwald também é observado em
sistemas liquido-liquido e gas-liquido, como a polimerizagdo de emulsdes de 6leo
em agua [67], e a evolucdo das bolhas gasosas em espuma aquosa. Outros
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exemplos sdo [68]: a desestabilizacao de misturas como cremes e pomadas, como
consequéncia da segregacao das fases via este processo [69] e a textura de
sorvetes, que € resultado do crescimento dos cristais de gelo [70]. A caracteristica
comum nesses sistemas € a tendéncia de minimizar a energia livre associada a
instabilidade das moléculas interfaciais.

Novamente, espumas podem ser tomadas como modelos de referéncia para
o crescimento de sistemas muito diluidos. Porém, devemos lembrar a necessidade
de desprezar efeitos gravitacionais sobre os sistemas, uma vez que as bolhas de
gas, muito menos densas que a matriz liquida, tendem a subir e, entdo, a fragéo
liqguida ndo se mantém constante por todo o sistema.

A escolha das espumas se justifica pela sua topologia: a tendéncia a manter
interfaces suaves permite considerar que as bolhas sdo esferas perfeitas, e a
simetria radial € uma condicao desejavel matematicamente. Os dominios metalicos
formados em processos de solidificagdo ndo tém interfaces suaves quando
observados em escala atdbmica, porém também representam boas aproximacdes
para simetria radial.

Uma vez que a maioria dos trabalhos sobre o processo de Amadurecimento
de Ostwald trata o crescimento de dominios, a terminologia usualmente utilizada é
diferente da encontrada em estudos sobre espumas: ao invés de bolhas, tratam-se o
crescimento de graos, e a fracao entre as fases geralmente é tratada em termos da
fracao da fase minoritéria, ¢,,, que representa a razao entre o volume da fase celular
(minoritaria) e o volume total do sistema, 0 que seria equivalente, na terminologia
utilizada no estudo de espumas, a 1—¢;, uma vez que o Amadurecimento de
Ostwald equivale ao regime de crescimento em que ¢; é grande.

A descricdo matematica do crescimento dos dominios no regime
Amadurecimento de Ostwald foi feita apenas no inicio dos anos 60 pelos fisicos
soviéticos llya Mikhailovich Lifshitz (1917-1982) e Vitali V. Slezov (Slyozov), com
uma elegante descricdo da dindmica de sistemas tridimensionais considerando o
limite de extrema dilui¢cao (¢,, = 0) [24,25].

A entao teoria passou a ser chamada de teoria LS e esta considerou, em
sua construcdo, o processo de difusdo das particulas de um dominio, através da
matriz, até encontrar outro dominio, utilizando uma idéia de campo médio de

concentracdo de soluto na matriz solvente. Por isto, sistemas que evoluem de
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acordo com a teoria LS sao conhecidos como diffusion controlled, ou “controlados
por difusédo”.

Em um trabalho complementar publicado no mesmo ano, o fisico-quimico e
metallrgico alemdo Von Carl Wagner (1901-1977) [26], estendeu a teoria LS
distinguindo entre sistemas em que o rearranjo da interface € muito mais rapido do
que a taxa de difusdo, como uma melhor definicdo para sistemas controlados por
difusdo e, sistemas em que a difusdo € muito mais rapida que o rearranjo da
interface, entdo chamados de reaction controlled, ou “controlados por reagao”.

A partir deste trabalho de Wagner, a teoria passou a ser conhecida com
Teoria LSW, mas mesmo incorporando duas classes de sistemas, esta teoria ainda
se restringia ao limite de diluicdo infinita do sistema. Desde entdo, muitas outras
teorias surgiram na tentativa de abranger sistemas fora deste limite, uma vez que
este limite ndo é factivel experimentalmente.

Segue, entdo, a descricdo destas e de outras teorias que tentam explicar
estes diferentes regimes observados na dindmica de sistemas que evoluem de

acordo com o processo de Amadurecimento de Ostwald.
3.1 Crescimento Controlado por Difusao

Além da teoria LSW classica desenvolvida por Lifshitz e Slyozov no ano de
1961, outros modelos mais realisticos, e que também séo validos para fragbes de
volumes fora do limite de diluicdo, foram propostos por varios autores, como
Brailsford-Wynblatt (1979) [71], Davies-Nash-Stevens (1980) [72], Voorhees-
Glicksman (1984) [73,74], Marqusee-Rose (1984) [75], Tokuyama-Kawasaki (1984)
[76] e Enomoto-Tokuyama-Kawasaki (ETK) (1986) [77], para sistemas
tridimensionais, Ardel (1979) [101] e Marqusee (1984) [81,82], para sistemas
bidimensionais e, a teoria Yao-Elder-Guo-Grant (YEGG) (1993) [83,84] que
apresenta um resultado matematico geral para sistemas em quaisquer dimensades.

Uma revisdo de todas estas teorias foi feita por A. Baldan (2002) [85], e
outras referéncias de estudos tedricos e resultados experimentais em Ostwald
Ripening podem ser encontrados em [86-95].

Embora grande progresso tenha sido feito na compreensdo do
Amadurecimento de Ostwald, ndo existe uma abordagem totalmente satisfatéria com
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uma solucao exata para o problema. E, por consequéncia, fica dificil determinar qual

destas teorias promove uma melhor descrigao do sistema.

3.1.1 Teoria Lifshitz-Slyozov-Wagner (LSW)

As condi¢Ges primariamente consideradas na construgdo desta teoria séo:

e O sistema é considerado como infinitamente diluido, isto é, a fracdo
volumétrica da fase minoritaria, ¢,,, € aproximadamente zero;

e O crescimento dos dominios da fase minoritaria é radial;

e  Os dominios se mantém fixos espacialmente;

e A distancia entre dominios € muito maior que os raios destes, de forma que
nao ha interacao significativa entre eles;

e Ambos os dominios e a matriz sao fluidos; e,

e A difusdo das particulas do soluto em meio a matriz solvente deve estar em
regime estacionario.

O ponto de partida para a construcéo desta teoria LSW é a primeira lei de
Fick [ver Apéndice C], que descreve o fluxo de massa do soluto em meio a matriz
solvente como sendo proporcional ao gradiente de concentracdo, C(7,t), deste
soluto. A constante de proporcionalidade entre ambos € a difusividade, D, que é uma
caracteristica do conjunto solvente mais soluto, isto &,

j(# 1) = —DVC(#, t). (3.1)

A segunda lei de Fick € uma consequéncia da primeira lei e da conservacao
de massas, e descreve uma equagao de continuidade para a o campo de
concentragao C(7,t). Esta também é conhecida apenas como equacao de difuséo, e
€ dada por:

aC(7,t)
Jat
Considerando que o campo de concentragdo C(#,t) é estacionario, ou seja,

— DV2C(#,t) = 0. (3.2)

quando C (7, t) = C(#), ficamos apenas com a equacao de Laplace
V2C(#) = 0. (3.3)
A solucdo geral desta equagao em coordenadas esféricas (r,0,¢) € bem
conhecida e dada por:

oo l l b
C(r,9,<p)=z (alr +rlJr

l
1
=0 m=-1

) ¥, ) (3.4)
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onde Y,4,(8,9) sdo os harmdnicos esféricos, os quais contém toda a dependéncia
angular da solugdo. Como se tratam de dominios com simetria aproximadamente
esférica é possivel tomar a fungédo angular como constante. Logo, a solugao torna-se
c@r) = z (alrl + %) (3.5)
= T
As constantes a; e b; sdo determinadas aplicando as condi¢cdes de contorno
do sistema. A teoria LSW considera que, em pontos infinitamente distantes do
dominio em questao, a concentracdo de soluto tende a concentragcdo média ao
longo da matriz, ou seja,
lim C(r) = Gy, (3.6)
Aplicando a condicdo (3.6) a solugdo geral (3.5) se obtém que os
coeficientes a;’s, exceto para [ =0, devem ser todos nulos de modo a evitar a
divergéncia do campo C(r) da equacédo (3.5), e os termos que multiplicam os b;’s
tendem a zero, assim, a, =C,,. E quando r é igual ao raio do dominio, a
concentracdo deve obedecer a condigdo de Gibbs-Thomson [104] (ver Apéndice D),
que afirma que, proxima de uma interface com raio de curvatura R a concentragéo €
uma funcdo da variacdo do potencial quimico Au através desta interface, e é dada

por:

A Au
CR = CooekBT = Co (1 +kB—T), (37)

onde C,, é a concentragdo proxima a uma interface plana, ou seja, quando R — oo,
kg € a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta do sistema. A variacao
do potencial quimico através da interface, dada por:

2Yyvpy,
R )
com y representando a tenséo interfacial e v,, o volume molar. A concentracéo

(3.8)

Au =

quando r = R, dada pela solugéo (3.5) incorporando a condi¢ao (3.6) é dada por:

by by

. 1 . .
Se os termos de ordem maiores O (ﬁ) forem desprezados, os coeficientes
b;’s para | = 1 devem ser nulos, restando apenas b, = [Cz — C,,]R. Finalmente uma
expressdo para o campo de concentracdo da fase minoritaria dentro da matriz
composta pela fase majoritaria, considerando simetria radial em fungé@o da distancia

relativa ao dominio de raio R, é
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C(r) = Cpy — [Crp — Cal ;- (3.10)

Uma representacédo ilustrativa deste campo de concentragdo € dada pela
Figura 3.2 que segue abaixo.

interjace

Figura 3.2 — Concentracao a partir da interface de um dominio de raio R. O
campo de concentracao dentro de um dominio é constante, quando préxima
a sua interface, esta obedece a condicao de Gibbs-Thonson e a uma
distancia infinita da interface, sua intensidade se torna constante e igual a
concentracao média da matriz. Esta forma permanece estacionaria no tempo
e nao tem dependéncia angular.

A taxa de crescimento de um dominio esta relacionada com o fluxo de soluto
atraves da fronteira do dominio e, por unidade de area, € dada por:
ac(r) D
r =~z (Cm — CR). (38.11)

T=R

F(lr=r = =D

Esta taxa pode ser escrita em termos do grau de supersaturacao, definido
por A=C,, —C,, € que deve ser pequeno (A« 1 para garantir um regime
estacionario de difusdo [25]), e do comprimento capilar, que é uma escala de

comprimento caracteristico de sistemas termodinamicos sujeitos a forcas de

. . N ~ s . 2
interface devido a tenséo interfacial y, dado por [, = % O balanco entre a massa
B

que sai e que entra em um dominio, considerando que ambas as fases sao
incompressiveis, fornece a variagdo total do volume deste dominio. Por sua vez, tal
variagdo de volume é igual ao fluxo através da sua superficie, v/v,, = —4mR?|j|, =,

ou ainda,

d /4 Dv .l
—(5mR?) = 4nR?—" (A — —=°). 3.12
dt(3”R) anR"— (A R ) (3.12)

Assim, a variagdo no raio R de um dominio com o tempo é dada por:
dR  Dvp CoolC]

= 3.13
dt R R ( )

Colc
A ]

Para todo o valor A de supersaturagdo vai existir um raio critico R, =

para o qual o dominio esta em equilibrio com a solucdo. Se um dominio tiver um raio
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maior que o raio critico R, ele cresce e, se for menor, ele decresce e se dissolve, o0
que explica o que € observado experimentalmente no Amadurecimento de Ostwald.
Além disso, ambos R, e A devem variar com o tempo. A equacédo (3.13) também

pode ser escrita como:

dR _DLC vm
[R ] (3.14)

que é a forma mais conhecida para a lei de crescimento dos dominios da teoria
LSW.

O préximo passo € analisar a conservagao de massa. Uma vez que a massa
total de soluto contida no sistema est4 dividida entre a massa contida nos dominios
e a massa das particulas dispersas na matriz, a lei de conservacdao diz que a
concentracao total ao longo do sistema C,, é igual a concentragdo no meio C,,, mais
o volume ocupado pelos dominios dividido pelo volume molar v,,. Em termos
adimensionais da supersaturagdo, 6, =[C;—C,]/Crn, a supersaturacdo
adimensional total 6,, que se mantém constante no tempo, é dado por:

B = O (t) +

3vmcmf0 R3f(R, t)dR. (3.15)

Assim, a supersaturacao adimensional do meio, 6,,(t), € um parametro que
pode ser obtido pela equacédo de conservacdo de massa (3.15), e deste modo obter
o valor da supersaturagdo A para completar a equagao cinética (3.13). Além disso,
aqui se identifica o terceiro momento da distribuicdo de tamanho de dominios s,

estes momentos sao definidos por u, EfOOOR"f(R, t)dR. A variacdao da funcao

f(R,t), que representa a probabilidade de encontrar bolhas com certo raio R por

unidade de area, é dada por uma equacao de continuidade da forma:

of o(fR) _ 1
R =W 3.16)

onde w é a taxa de nucleacdo de dominios. Para a teoria LSW, na qual a nucleagéao
e coalescéncia de particulas sdo desprezadas, w € tomada como sendo igual a zero,
e a funcé@o R(R) é quem controla o fluxo de particulas ao longo do espaco.

No entanto, a teoria LSW resolve as equacdes (3.14), (3.15) e (3.16) apenas
para limite de t - oo. Para isso, toda a teoria deve ser reformulada em termos de
variaveis adimensionais. Neste limite € possivel considerar que a distribuicao f(R,t)
€ o produto entre uma fungcédo g(p), onde p = R/R,, e uma fungédo h(t), f(R,t) =
g(p)h(t), e a partir da solugdo obtida para a equacao de continuidade (3.16) é
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possivel mostrar que o raio critico, R, (que passa a ser o raio médio, R, — (R)), a
concentracao 6,, € o numero de dominios no sistema, N, passam a escalar com o

tempo conforme as relagdes [85]:

_ 4 173
(R(D)) = [R3(0) + 51:] (3.17a)
0 (t)=[§3(0)+it]_1/3 (3.17b)
m 9
-1
N(D) =¢[R3(0) +gt] (3.17¢)

6 . . . .,
onde ¢ = —5— . Define-se t =0 com o sistema estando em um regime ja

avangado da evolugéo.
Os expoentes sdo independentes do material ou dos processos que 0
levaram a este estado. As amplitudes, por outro lado, dependem de algumas
constantes do material, mas sao independentes das condi¢des iniciais.
Além disso, o estado assintotico do sistema € independente das condigdes
iniciais e é obtida como f(R,t) « g(p)/(R(t))* para estados avangados da evolugéo.
E a forma explicita da funcao g(p) também foi determinada pela teoria LSW como:

-28
2 /9 oy Ve |23
g(p) = cp? [1 - §p] [1 +§] e[l—Zp/3 se 0<p< 3/2 (3.18)

fora deste intervalo
onde ¢ € a constante de normalizag&o.
Esta fungéo representa a probabilidade de se encontrar dominios com certo
R/R., € a sua forma (ver Figura 3.3) independe das condicdes iniciais da evolugao

do sistema, bem como dos parametros do material.

20k —LSW |
1,54 4
05 i
0'%0 0,'5 10 1,5

Figura 3.3 — Distribuicdo g(p) obtida pela teoria LSW. A figura representa a
forma da parte invariante no tempo obtida pela teoria LSW. Ha um
deslocamento do maximo para a direita do valor médio em decorréncia da
anti-simetria observada.
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A teoria LSW nao é uma solucao exata para o Amadurecimento de Ostwald,
mas mesmo baseado em uma aproximacao de campo médio ser valida apenas para
o limite de diluicdo, os expoentes das leis de poténcias assintdticas sdo bem
verificados experimentalmente e também por teorias e simulagées mais realisticas

que incorporam a interacao entre os dominios fora deste limite.

3.1.2 Outras Teorias em Amadurecimento de Ostwald

No caso da fragdo de volume diferente de zero, o interagdo difusiva entre as
particulas deve ser contabilizada e tem sido estudada por varios pesquisadores
desde que a teoria LSW foi publicada.

Por exemplo, em 1972 Ardell [78,79] modificou a teoria LSW incorporando a
influéncia dos vizinhos mais préximos na taxa de crescimento dos dominios. No
entanto, os seus resultados pareceram superestimar a influéncia da fragéao
volumétrica.

Tsumuraya e Miyata [96], em 1983, implementaram algumas variagdes do
método utilizado por Ardell, usando uma série de diferentes leis de interagdes
cinética para descrever o crescimento dos dominios, referidas como modelos TM.
Cada modelo TM define de maneira adequada algum “raio de influéncia”, em torno
de cada dominio, porém, no entanto, todos os modelos utilizam extensdes
heuristicas da aproximag¢ao de campo médio utilizada pela teoria LSW.

Brailsford e Wynblatt [71], em 1979, foram os primeiros a empregar uma
teoria de “meio efetivo” para estudar a dindmica de crescimento dos dominios. Eles
obtiveram as taxas de crescimento e as distribuicbes de tamanho dos dominios
alargadas, conforme resultados experimentais, e também estabeleceram uma
relacédo implicita entre a taxa de crescimento e a fragdo de volume.

Marsh e Glicksman [97], em 1996, entdo introduziram o conceito de uma
“célula de campo” estatistica, agindo em torno de cada classe de tamanho dos
dominios submetidos ao crescimento, e obtiveram taxas para o crescimento dos
dominios.

Todos os modelos te6ricos mencionados até aqui empregam equacdes de
taxa de crescimento baseadas na equacéao de Laplace como a aproximacao para um
regime estacionario do campo de difusdo. Ja em 1984, Marqusee e Ross [82],
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propuseram a idéia de um “meio efetivo” com fontes e sumidouros homogeneamente
distribuidos e globalmente equivalentes.

Em vez de usar a equacado de Laplace como aproximacdo estacionaria,
Marqusee e Ross mostraram que a equacao de Poisson é mais adequada para
derivar uma expressao cinética adequada para a taxa de crescimento neste meio
efetivo.

Marder [98], em 1987, examinou os efeitos de interagbes difusivas e
correlagbes entre dominios. Ainda Kawasaki e colaboradores estudaram o
Amadurecimento de Ostwald, com base em um novo modelo de dinamica interfacial
[76,77,99,100].

A maioria dentre as diferentes teorias que surgiram posteriores a teoria
LSW, que consideram interacées entre dominios e validas para fra¢cdes fora do
limite, ttm em comum que a lei de crescimento para o raio médio dos dominios
apresenta a forma:

(R(®)) = [{(R(0))* + K (b )t] /. (3.19)

A funcao distribuicdo de tamanho dos dominios f(R,t), para estagios

avangados da evolugao, é da forma:

9, pm)
(R)(d+1)

onde d é a dimensao do sistema em questao. A principal diferenca entre todas estas

F(R 1) x (3.20)

diferentes teorias esta na forma das fungées K(¢,,) € g(p, ).
Seguem alguns toépicos sobre as teorias bidimensionais, sendo esta classe
de sistemas o foco maior deste trabalho.

3.1.2.1 Teoria LSW Modificada

Proposta por Ardell em 1972 [78] para sistemas tridimensionais, teve
pequenas alteragdes para o uso em sistemas bidimensionais em 1990 [101], e ficou
conhecida como teoria MLSW. Nesse modelo, a geometria do campo de
concentracao é modificada pela idéia que a concentracdo do meio C,, € obtida ha
uma distancia equivalente a metade da distancia média entre os dominios da matriz.

E da mesma maneira que a teoria LSW, esta ainda considera a condi¢ao de

Gibbs-Thonsom para a concentragao proxima a uma interface curva.
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Sistemas Bidimensionais

Para sistemas bidimensionais, a idéia € a mesma que a da teoria LSW,
porém com as devidas trocas no sistema de coordenadas. Ainda considera sistemas
em regime de dominios sem contatos entre si; estes dominios devem ser circulares
sem grandes variagdes em sua circunfericidade, e a conservagcao de massa através
da interface pode ser obtida pela relacao entre o fluxo de massa normal a interface e

a variagao na area interfacial do dominio, como segue:

S o d (mR?
|](r)|r=R = —27rRD|VC(r)|T=R = _E<a—> (8.21)

onde a a,, é a area molar das particulas que compdem o soluto e TR? é a area de
um dominio circular de raio R. Ou seja, a equagao cinética que descreve o

crescimento dos dominios decorre da relagao,
dR -
YT Dan|VC™)| _, (3.22)

A solucao em coordenadas polares para a equagao de continuidade para o
campo de concentragdo em regime estacionario, V2C(#) = 0, em duas dimensoes,
considerando a simetria radial dos dominios, é:

C(r) =Aln(r)+B (3.23)

Aplicando a condicdo de contorno que considera que o campo de
concentracao préximo da interface da bolha, é igual a Cg, e satisfaz a condicdo de
Gibbs-Thonsom, a constante B fica:

B = Cg — Aln(R) (3.24)

A outra condicao diz que a concentracao satura em um valor C,, na distancia
correspondente a distancia média, (l), entre dominios randomicamente distribuidos
no espago. Com a origem do sistema de coordenadas no centro do dominio, esta

saturacao acontece na posicao r = R’, com R’ = R + (l). Esta condig¢ao implica em,

B =C,, — Aln(R"). (3.25)
Subtraindo a equacéo (3.24) da equagéao (3.25) a constante A fica,
_Lm—Cr (3.26)
In(R'/R)
O que resulta no seguinte campo de concentragao:
C(r )—l @ /R)ln(r)+C IC(R /R)l n(R") (3.27)

Mas o que interessa € a derivada espacial da concentracdo na interface do
dominio, que, dada a o campo de concentragao da equagao (3.27), fica:



dc(r)
dr

_ Cm B CR
" RIn(R'/R)

(3.28)

r=R

A equagao da taxa de crescimento dos dominios individuais, utilizando a

condicao de Gibbs-Thomson, e em termos da supersaturacdo, que deve ser

pequena, C,, — C, = AK 1, e do comprimento capilar dado por [, = ’;a—'; fica:
B

dR DCl 1 1
ctm [ ] (3.29)

dt  Rn(R'/R)IR, R

onde a,, € a area molar (para sistema bidimensional).

De maneira similar a teoria LSW original, para todo o valor A de

Coolc
A J

supersaturagao vai existir um raio critico R, =

equilibrio com a solugao.

com o qual o dominio esta em

O que Ardel fez para determinar R’ foi utilizar uma expressao anteriormente

determinada por ele junto com Bansal [80], que, para sistemas bidimensionais, é

dada por,
R¢
R'=R+—, (3.30)
n
onde
1/ e
4¢p 2 1 _
n= ¢—m F(§.4¢m) = f y 1/2€_yd3’- (3.31)

Figura 3.4 — Regiao de Dirichlet para uma distribuicao bidimensional de
dominios [78]. Os dominios destacados sao os vizinhos mais proximos do i-
ésimo dominio.
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A Figura 3.4 destaca a regidao de Dirichlet, que € a regido delimitada pelas
retas equidistantes entre 0 dominio e seus vizinhos mais proximos, e ilustra a idéia

utilizada por Ardel e Bansal para determinar o valor da distancia média (l).

Sistemas Tridimensionais

De maneira similar ao feito para sistemas bidimensionais, se obtém uma
equacao que descreve a taxa de crescimento dos dominios em funcdo do seu raio R
e a dependéncia com a fragdo entre as fases fica absorvido no termo g, derivado a

partir do raio R’ obtido para sistemas tridimensionais.

dR _ DCoplovy R1f1 1
% R 1+,BR—C] R_C_E, (3.32)
onde S é definido por
1
6 3
B = d’—’z” (3.33)
e (3. 8¢m)
E o valor de R’ é determinado por,
R _ Rc¢
T 1t (3.34)
onde
1/ oo
6¢,.° 2 _
n= —qbrzn o r(580m) = f y Tse7Vdy. (3.35)
e%9nl (3,8¢p) 86m

Fica evidente que, para o limite de ¢,, — 0, 0 parametro  se anula e a teoria
MLSW recorre na teoria LSW classica. A funcao distribuicao de tamanho dos
dominios teoricamente deduzida a partir da equacdo para o crescimento dos
dominios individualmente também abrange a teoria LSW no limite de diluicdo e
mostra como levemente fora deste limite, a funcao se achata rapidamente, como é

possivel observar na Figura 3.5.
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Figura 3.5 — Distribuicao g(p) obtida pela teoria MLSW para diferentes ¢,,
[78]. A figura representa a forma da parte invariante no tempo obtida pela
teoria MLSW. E evidente o achatamento para fracées levemente fora do
limite de diluigao.

A teoria MLSW estendeu sua abrangéncia para sistemas fora do limite de
diluicdo, porém ainda se limita a fragcdo ¢,, maxima em que os dominios ainda séo

esféricos e sem contatos entre si.

3.1.2.2 Teoria de Marqusee

Em 1984, J. A. Marqusee [81], como ja foi dito anteriormente, ao invés de
utilizar a equacédo de Laplace como aproximagao estacionaria para o campo de
concentracdo, uma vez que esta apresenta divergéncia se for utilizada a condigéao
da teoria LSW de que esta satura quando r — oo, ele mostrou que a equacao de
Poisson é mais adequada para derivar uma expressao cinética para a taxa de
crescimento em um “meio efetivo”.

A aproximacgao utilizada para a resolugao deste problema foi introduzir uma
“distancia de corte” que serve como um limite além do qual vale a condicao de
saturacdo para o campo de concentracdo. E apropriado considerar os dominios
envoltos em um meio efetivo, similar ao feito por Brailsford e Wynblatt para sistemas
tridimensionais [71], e derivar a lei de crescimento de maneira auto-consistente.

Com estas consideragdes, o fluxo de massa que passa através da interface
de um dominio com raio R em uma matriz bidimensional deve ser escrito como:

J(R)| = B(R)[Cm — Crl, (3.36)
onde a equacao acima serve como definicao para a fungdo B(R), uma vez que esta
nao é conhecida a priori, € Cy satisfaz a condicao de Gibbs-Thomson.

A lei de conservacao de massas da fase com padrao celular é dada por:
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2

oo7IR
At) + f a—f(R, t)dR = ¢p,ar, (3.37)
0 m

onde A(t) = C,, — C,, € a supersaturagdo da solugao, que deve tender a zero quanto
t > e ar € a area total do sistema. A partir desta lei de conservagao, para ¢,

constante, a variacao temporal da concentragao C,, é dada por

0 __ 0 [ 7R R t)dR 3.38
ot ot amf(’)' (3.38)
0

Como ajuda na solucao dessa equacao, € conveniente utilizar a equacao da

continuidade para a fungao f(R,t),

ofRD 2
at ' 9R

Assim, integrando a equagao (3.38) por partes, e lembrando que |f(R)| =

[Rf(R,D)] = 0. (3.39)

d (mR? . - .
(—), avariagao na Concentragao Cm fica:

dt \am

dCpm

— = ~Cn(® f B(R)f(R,t)dR + j CrB(R)f(R, t)dR, (3.40)
0 0

onde foi utilizado a equacgao (3.36) para o fluxo através da interface do dominio em
questao.

Nesta equacao podem ser identificados os termos de fonte e de sumidouro.
O sumidouro deve ser proporcional a difusividade D e a sua intensidade decai com o
quadrado da distancia, e é dado por:

Dé&2 =fB(R)f(R, t)dR, (3.41)
0

onde o termo ¢ age como um comprimento de blindagem, ou “screening length’, a
partir do qual a interagao entre dominios pode ser desprezada.

O termo de fonte é definido por,

S= f CrB(R)f (R, t)dR. (3.42)
0
A concentracdo local que inicialmente obedeceria a segunda lei de Fick
passa a ser somada da variagao decorrente dos termos de fonte e sumidouro, logo,

[ee]

= DV2C(# t) — C(7 b) f B(R)f (R, t)dR + f CxB(R)F (R, t)dR. (3.43)
0

0

JdC(#,t)
dat
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Para obter a solucao estacionaria, os termos de fonte e sumidouro devem se
compensar ao longo da matriz, ou seja, S = DE~2C,,

Entdo tomando aC(#,t)/dt = 0 na equacdo (3.43), esta pode expressa em
termos de &, e 0 campo de concentracao estacionario deve satisfazer, entao,

[V2 —&72]16C(F) =0, (3.44)
onde 6C(¥) = C(#) — C,,. Considerando agora que a concentragdo esta sujeita as
condicoes de contorno da teoria LSW, ou seja, C(r = R) = Cr € C(r » ©) = Cp,.

Para a solucdo desta equacao, o primeiro passo € tomar o laplaciano em

1 92
r2 002

10 d

coordenadas polares V? = ——(r —) +
r or or

e, considerando que a concentracao é
uma fungéo apenas radial, esta equac¢ao toma a forma de uma equagéo de Bessel
Modificada
2 62;5:‘2(7') +r 06{;&) - g—z 5C#) = 0. (3.45)
A solucéo geral da equacéo (3.44) é, entéo,
C(r)—Cy =Aly(r/&) + BKy(r/%), (3.46)

onde [,(r/¢) é a funcao Modificada de Bessel de primeira classe e ordem zero, e

K,(r/¢) é a funcdo Modificada de Bessel de segunda classe e ordem zero [56],
dadas, em ordem n, por:

2k+n
(x/2) e K,(x)=lim

() = i kK'IT(n+k+1) p-n2sinpm

(- (x) = L, (0)]. (3.47)

Aplicando as condigdes de contorno, primeiro quando r — o, C(r) —» C,, €
Ky,(r/&) - 0, entdo a equacao (3.46) fica
Con — Crp = Aly(r/ ). (3.48)
Assim fica determinado o coeficiente A =0. E quando r =R, C(R) - Cg,

resulta em

Cr — Cm = BKo(R/3), (3.49)

ou seja, a solugao para o campo de concentragao é:

Ko(r/$)
Cr)=Cp—[Cph—C : 3.50
&) (Cn = Rl % R 2 (3.50)
A . . = _ 1K (R/§)
partir da (3.50) se determina que |VC(r)|r_R = P RR/D [Cn — Cr], Onde K,
- 0

€ a funcdo Modificada de Bessel de ordem um, e relembrando a equacgao cinética
R= Damﬁc(?’)L:R, a equacao que descreve a taxa de crescimento dos dominios

fica:
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dR  Da, K;(R/§)

dt & K(R/D

Com isso, a fungdo B(R), definida pela equacéo (3.36), fica entdo dada por
2nRD K, (R/§)
"¢ KR/
Aplicando a condi¢cdo de Gibbs-Thomson, e escrevendo-a em termos da

[Crn — Cr]- (3.51)

B(R) (3.52)

~ C-C, ~ . g
concentragéo escalada § = =—=, a equagéo cinética pode ser dada por,
)

dR  Dl.Coan Ki(R/O[1 1
dt ¢ K0<R/f>[R_C‘E]'

Esta equacédo cinética é dependente da distribuicdo de tamanhos dos

(3.53)

dominios vizinhos ao dominio em questdo pelo comprimento de blindagem ¢, e o

_ L€

raio critico € o mesmo obtido pela teoria LSW e por Ardel, R, =

A forma explicita do comprimento ¢ pode ser obtida substituindo a fungéo
B(R) na equacéo (3.41), completando, juntamente com a equagéao cinética, a lei de
crescimento para uma dada distribuicdo de dominios:

Ki(R/$)
Ko(R/$)

[o0]

f_1=27rfR

0

A partir destas equacbes, Marqusee apresenta uma construcao para

F(R, t)dR. (3.54)

estagios avancados da evolucao similar ao feito pela teoria LSW, comegando por
tomar todas as equagbes em suas formas escaladas e considerando que a
distribuicdo de tamanho de dominios f(R,t) tende assintoticamente a uma forma
escalar f(R,t) = g(R)h(t), e utilizando esta forma nas equagdes para a evolugéo da
distribuicdo e de conservagéo de massa, obtém as seguintes leis de poténcias:

2 /3
(R(D)) = [%] ast/, (3.55a)
B
a 2 21/

Om(8) = Fm<k Tycz)l o1t~ (3.55b)

B )
kBT 2/3 ¢m 2
p(t) = [ZyaZ—DC] 71)017_ /3, (3.55c)

onde a,, 0; € p, sdo funcdes de ¢,, e p(t) é a densidade de dominios definida para

um tempo normalizado 7 = tDa,,C./l. €, para um raio normalizado a = R/a, como

p(0) = [, f(a,7)da, para a fungéo distribuigao normalizada £2 f(a,7)da = f(R, t)dR.
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E esperado que estes resultados sejam mais exatos para fragdes ¢, ~ 0, €
que para ¢,, = 1, os desvios possivelmente observados tenham relacbes com a
forma simplificada tomada no tratamento das correlagdes entre dominios.

Assim, esta teoria determina que o expoente da lei de crescimento para o
raio médio dos dominios de um sistema bidimensional equivalente ao obtido para
sistemas tridimensionais pela teoria LSW, ou seja, (R)xtfF com pB=1/3

independente da dimensionalidade do sistema.

3.1.2.3 Teoria YEGG

A teoria YEGG foi publicada em 1992 e demonstrou uma solugdo para o
problema do Amadurecimento de Ostwald como um resultado matematico mais geral
para sistemas d-dimensionais [83,84], com a premissa basica de que o problema de
difusdo com muitos dominios € intratavel sem utilizar aproximacoes.

No regime estacionario, a equacao fundamental para a supersaturacao
escalada 6 é dada por [73,74,87]:

N
V20(r) = az BS(r —17), (3.56)
i=1

onde N é o nimero de dominios no sistema, a = an/Z/F(d/Z) para d dimensoes, r;
da a posicao do i-ésimo dominio, e B; € a intensidade da fonte ou sumidouro de
corrente dominio por difusdo. Esta € a aproximagao estacionaria para o campo de
concentracao, onde 96 /dt é desprezado, pois a taxa de crescimento de um dominio
€ muito menor que o tempo de relaxacdo do campo de concentracao na matriz.

A funcdo ¢ indica que as posicoes dos dominios permanecem fixas no
espaco e que a distancia entre dominios sao muito maiores que o raio médio destes.

As condicdes de contornos necessarias sao as de Gibbs-Thomson para a
concentragdo préxima as interfaces curvas para cada um dos dominios e € imposta

supersaturacao para todos estes:

r—00

1
O jr—ry|=r;, = R © lim 6(r) = 6,, (3.57)
l
parai=1,..,N. Alei de conservacao é, assim,

Z B, = 0. (3.58)

i=1
Esta lei de conservagao considera que as concentragdes das fases estdo em

equilibrio. E a lei de crescimento d-dimensional deve satisfazer:



64

d (vRTY _ f d (3.59)
al\o )= J-7do )

Si
onde s; é a superficie do i-ésimo dominio, j é o vetor fluxo de massa, n é o vetor
unitario normal a superficie do dominio, v = nd/Z/F(d/Z +1), e v, representa o
tamanho molar (area molar em duas dimensdes, volume molar em trés dimensdes).
Substituindo a equacéo (3.56) e usando o teorema de Gauss para transformar a
integral de superficie em uma integral de volume, se obtém:

d
§t<”R> v, f ZB(S(r ") dv. (3.60)

E a forma explicita para a taxa de crescimento torna-se,
dRi _ UmBi
dt — R3-1

(3.61)

De maneira bastante similar ao feito por Marqusee, para sistemas fora do
limite de diluicdo a teoria YEGG faz uso do fato que o problema estacionario se
assemelha a um gas de elétrons interagindo via equagao de Laplace em um limite
estaciondrio e com neutralidade de carga, esta dada pela equacgao (3.58).

Considerando uma aproximag¢ao de campo médio, a variagdo no tamanho de
um dominio s6 depende dos gradientes de concentragdo decorrentes da presenca
de cada um dos dominios,

d (vRP
dt\ v,

')=sz<Ri,Rj>[em—e<R,-)]. 362

onde Iint(Ri,Rj) € a matriz de interacdo que ainda deve ser determinada. No
entanto, assumindo que todos os dominios sao equivalentes, uma forma de
simplificar os célculos é fazer a aproximagéo I;;,;(R,R') ~ I(R)dy . Assim, baseada

na aproximagao de campo médio, a equagao de crescimento deve ser

d de
dt< > =I(R))[60 — O(R)]. (3.63)

A partir dai, procedendo a uma andlise similar a realizada por Marqusee
para identificar os termos de fonte e de sumidouro, € postulada uma equacgéao de
movimento para o campo de concentragdo local 6(#,t) nas proximidades do i-ésimo
dominio:

00(7,t)

o DV2O(7,t) — (7 t)é~2 + S — aB;6(r — ;). (3.64)



65

Dadas as equacoes (3.63) e (3.64), esta completa a aproximacao de campo
médio. Agora a solucao deste sistema depende de tomar o campo de concentracao
como estando em regime estacionario e que o crescimento € radial. A equacao a ser
resolvida passa, entéo, a ser,

DV?0 — 0872+ ¢720,, = aB;6(r — ;) (3.65)
nas vizinhangas do i-ésimo dominio. A solugcdo desta equacgédo na interface deste
dominio € dada por,

1 R;

onde V(R;/¢,R;) é a funcdo de Green da equacao (3.65), sendo que,

%4 (?, R) = # parad = 3, (3.67)
| (?R) =K, (?) parad = 2. (3.68)

As equacdes (3.58) e (8.66), podem ser utilizadas para encontrar uma
expressado para B; e 6,,, € substituindo estas solu¢gdes na equagédo (3.61), isto
resulta na forma final para a equacéao de crescimento para os dominios,

drR _ U R4 ([RV(Ri/f,Ri)]'l)_l
dt  V(R;/&,R) [ ([V(R:/E,RDI™Y) R[
Comparando as equacoes (3.63) e (3.68), fica identificado que a funcao I(R)

(3.69)

é dada por I(R) = a/V(R/&,R). Sendo assim, o comprimento de blindagem passa a

ser determinado por

[ SR
2= e m (870

e a lei de conservagao (3.58) pode ser reescrita como,

[ee]

f VRAf (R, t)dR = ¢,,,. (8.71)

0

As solucdes das equacgdes ainda podem ser utilizadas para construir uma
forma analitica para a funcao distribuicdo de tamanho de dominios, e esta apresenta
as formas apresentadas na Figura 3.6 para sistemas bidimensionais e

tridimensionais, respectivamente.
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Figura 3.6 — Distribuicao g(p) obtida pela teoria YEGG para 2 e 3 dimensodes

[84]. As figuras (a) e (b) mostram as curvas tedricas obtidas pela teoria

YEGG para sistemas bidimensionais e tridimensionais para diferentes ¢,,’s.

3.2 Crescimento Controlado por Reacao

3.2.1 Teoria Classica Tridimensional

Em 1961, Von Carl Wagner, publicou um trabalho complementar a teoria
LSW onde considera o efeito que a velocidade da reacao da interface dos dominios
exerce sobre sua taxa de crescimento.

Sistemas em que as particulas da fase celular tém alta solubilidade na matriz
apresentam um campo de concentragdo uniforme espacialmente, uma vez que o
efeito da saida de particulas de um dominio é de um aumento na pressao parcial do
soluto na matriz, e imediatamente todas as particulas préximas de qualquer dominio
no sistema ficam potencialmente disponiveis a se agregar a este.

Este processo pode ser encarado como se efetivamente a difusdo fosse
instantanea, e neste caso o fluxo através da interface de um dominio € dado por
menos o produto da sua area interfacial, com o coeficiente de reag¢do da interface k
e com o gradiente de concentragao na sua interface, |J(r)| = —4nR2k|7C(r)| _,.

O gradiente de concentragdo para tais sistemas é a diferenca entre a
concentragcdo em uma interface de raio R, C;, € a concentragdo de um meio
supersaturado proxima desta interface, Cg. Portanto, a equacgéo para o fluxo em um
problema de reagao da interface € escrito como,

()| = —4nR?*k(Cr — Cr). (3.72)
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Mas lembrando que, para os sistemas com crescimento controlado por
difusdo que foram tratados pela teoria publicada por Lifshitz e Slyozov, o fluxo em
termos das concentracbes é dado pela equacao (3.11) multiplicada pela area
interfacial total de um dominio esférico, ou seja,

[J(")| = —4nRD(C,, — Cr). (3.73)

Igualando os lados direitos das equacdes (3.72) e (3.73), obtém-se uma
expressao para Cg:

, _kRCz+DCp,
R™ krR+D
E inserindo a relacdo (3.74) em uma das equacgdes para o fluxo, (3.72) ou

(3.74)

(3.73), obtém-se uma expressao geral para o fluxo considerando os efeitos da
difusdo entre dominios e da reacao da interface

. 4R*kD
@] =~ kR + D

A partir desta equacao para o fluxo de particulas através da interface do

(C = C). (3.75)

dominio, obtém-se a equacao de crescimento individual para os dominios em termos
dos coeficientes de difusao e de reacdo da interface:

dR  kDvp,
dt kR+D
Para as situagbes limitrofes de sistemas controlados por reacdo ou por

(Cn — Cg). (3.76)

difuséo:
1. quando kR > D, entdo Cj = Cg, € 0 crescimento dos dominios apenas vai
depender do coeficiente de difuséo, tais sistemas séo, portanto, conhecidos

como controlados por difusao

dR  Duvp

dt R

2. quando D > kR, entdo Cp=C(,, e o crescimento depende apenas do

(Cn = CR); (3.77)

coeficiente de reagdo da interface, e estes sistemas sdo conhecidos como
controlados por reacgao

dR
2 = kvm (G = Cr); (3.78)

A concentragao Cy é dada pela condicao de Gibbs-Thomson (3.7) em termos
do raio de curvatura da interface. Desta forma, a equacao de crescimento pode ser

Coolc
A

reescrita, em termos do mesmo raio critico obtido por LS, R, = , COMO:
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dR kDI.Cy 1 1
_C—vm( ) (3.79)

dt  kR+D \R. R/
Se levarmos em consideracado que estamos em um regime com fracao entre
fases constante, isto € equivalente a considerar que o volume perdido por um
dominio é redistribuido entre os outros dominios e, por consequéncia, na média

sobre todos os dominios, a variagcado de volume deve ser nula, (dv/dt) = 0,

» kDR* (1
<i<4nR3> _ 471leCov Jo FRFD (7, — ) FR.0)aR 0 (3.80)
de\ 3 3 J;” R, t)dR '

Como todas as constantes sdo nao nulas, e a integral no denominador pode
ser identificada como o numero total de dominios e, portanto, também nao deve ser
nula, a Unica forma de satisfazer a igualdade é que a integral no numerador seja

igual a zero, 0 que resulta em uma expresséo para R.:

R fooo kR + Df(R t)dR (381)

D RO

Para estudar o comportamento da funcao distribuicdo f(R,t) € necessario

levar em consideragao que esta obedece a equagéo de continuidade,

If(RE) @ [KDICuvy (1 1
at  oRl kR+D (__E)f(R’t)]' (3.82)

R¢
Analisamos novamente os casos limites:

1. para kR > D, ou seja, sistemas controlados por difusdo, o raio critico é igual ao
raio médio:
® f(R,t)RdR
R* = f"mf— = (R), (3.83)
Jo fR,t)dR
a lei de crescimento toma a forma obtida por Lifshitz e Slyozov:
drR DlCCmvm( 1 1)
dt R (R) R/
e a equacao de continuidade que a fungao distribuicdo f(R,t) deve satisfazer

(3.84)

passa a ser escrita como:

df(R,t) _ DIcCoovy
at  (R) 6R[

2. para o limite em que kR « D, os dominios tém seu crescimento controlado por

f(R, 1)

(R) — R)] (3.85)

reacao, ja que a difusdo é muito rapida. Neste caso o raio critico pode ser
identificado como a razdo entre o segundo e o primeiro momentos da

distribuicdo R,;:
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~ Iy f(R,O)R*dR ~
U f(R,ORAR

*

a equacao de crescimento forma, entao,

R _ e (1 1) 3.87
dr _ etetm T R) (3.87)

e a equacao para a funcao distribuicao toma a forma,

f(R,t) 4 (Ry; — R)
9t = leCmvmﬁ[f(R,t)T]

(3.88)

A teoria escrita por Wagner compreende também uma andlise assintética
para o comportamento da fungéo distribuicdo, demonstrando que para sistemas nos
quais o crescimento dos dominios é controlado por reacdo, ha um estado de escala
para estagios avangados da evolug¢do, como ja foi demonstrado para sistemas com
crescimento controlado por difusao.

Neste estado de escala, Wagner confirma o resultado, ja apresentado para o
regime controlado por difusdo, de que o raio médio escala com o tempo elevado ao
expoente B =1/3. No entanto, para regime controlado por reagdo esta lei de
crescimento passa a ser:

(R(D)) = g[klcCoovmt]l/Z. (3.89)

E obtém que o raio médio se relaciona com o raio critico, para sistemas
controlados por reacdo, como (R) = 8/9 R,.

O expoente é maior que o encontrado para o regime em que as moléculas
demoram a difundir pela matriz, uma vez que este regime controlado pela reagao da
interface considera difusdo infinita.

Mesmo para um regime estacionario do campo de concentracdo, a teoria
apresentada por Wagner demonstra que o raio médio dos dominios aumenta com
uma taxa maior para sistemas controlados por reacdo da interface do que os
controlados por difusao ao longo da matriz.

A Figura 3.7 mostra a funcao obtida por Lifshitz e Slyozov para sistemas
com crescimento controlado pela difusdo entre dominios com sua forma mais
alongada caracteristica, em comparacao pela obtida por Wagner para sistemas

controlados pela reacao da interface que aparece mais achatada.
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24F Controlado por Difusao
—5— Controlado por Reacao
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Figura 3.7 — Distribuicées g(p) para sistemas controlado por Difusao e por

Reacao [102]. A figura mostra as duas funcoes distribuicoes obtidas por

Lifshitz e Slyozov, para sistemas com crescimento controlado por difuséo, e

por Wagner, para sistemas controlados pela reacao da interface.

Uma diferenca basica entre os dois tipos de sistemas é que a teoria LSW
para sistemas controlados por difusdo € somente valida para o limite de diluicdo,
enquanto que para sistemas controlados pela reacdo da interface, a distancia entre
dominios ndo importa. Basta que estes dominios sejam esféricos e sem contatos

entre si.

3.2.2 Teoria Bidimensional

O comportamento de sistemas nos quais o crescimento € controlado por
reacao da interface em duas ndo foi muito explorada pelas teorias.

Uma abordagem dirigida especificamente para espumas tridimensionais foi
feita por Robert Lemlich em 1978 [103], onde ele considerou que o gas que sai de
uma bolha da espuma, imediatamente fica disponivel para qualquer outra bolha do
sistema. Sua abordagem utiliza a idéia de que o gas primeiro difunde para a matriz
liqguida entre as bolhas, aumentando a pressao parcial deste, e somente depois €
absorvido por outra bolha. Com auxilio da lei de Young-Laplace, expressou a
diferenca de pressado entre uma bolha de raio R e 0 meio como se 0 meio fosse uma
bolha ficticia de raio p.

De maneira alternativa a abordagem feita por Lemlich, recentemente
Feldmann, Fabrim e Hennig [102] consideraram que a dindmica de crescimento
pode ser analisada a partir de uma variagdo no potencial quimico através interface

entre as fases, Ay;.
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Ambas as abordagem de Lemlich, de Feldmann et al e de Wagner, embora
feitas para sistemas tridimensionais, sdo de facil aplicacdo em sistemas
bidimensionais.

Sera apresentada uma abordagem similar a feita por Wagner, uma vez que
a forma para o fluxo em fungé@o das concentragdes deve ser a mesma, exceto que
em duas dimensodes o fluxo passa a ser proporcional ao perimetro e ndo a sua area
interfacial, como originalmente proposto. Assim,

J(R)| = —2mRk(Ck — C), (3.90)
lembrando que neste limite C; = C,,,. Pela equacao de balan¢co de massa em duas

dimensoes, 2nR dR/dt = —|f(R)|am, o crescimento de um dominio é dado por:

dR
= = ank(Cr — Cp). (3.91)

Com a condicao de Gibbs-Thomson a equagao de crescimento para um
dominio de raio R fica:

R _ kCyl 2 3.92
de  reokcdm (RC R)' (3.92)
Novamente o raio critico é dado por R, = fxle podendo ser obtida Uma

.
expressao para este raio critico pode ser obtido da mesma maneira que Wagner fez,
isto €, utilizando o vinculo (da/dt) = 0. Assim,
w (1 1
[°R (R_c - ﬁ) fR AR
Iy f(R, AR

Novamente, a integral no numerador deve ser igual a zero, o que resulta na

(3.93)

d 2
(E (mR*)) = 2mkCyl.ay,

seguinte expressao para R.:

o RIROAR _ ) (3.94)
Jo FR, )R

Isto demonstra um contraponto ao resultado (3.86) obtido para sistemas

c

tridimensionais, uma vez que o raio critico agora é igual ao raio médio dos dominios,
(R), e ndo mais a razao entre o segundo e o primeiro momento da distribuicao R,;.
A funcgao distribuicao, f(R,t), obedece a equacao de continuidade,

D0 (- Bycn)

c

Uma andlise assintética da fungao f(R,t) resulta na obtencado de um estado
de escala no qual o raio médio evolui de maneira similar a lei de crescimento obtida
por Wagner, ou seja,
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Ryt ™ com B=1/2. (3.96)
Esta andlise final apresenta um parametro definitivo para diferenciar entre
sistemas com crescimento controlado pela reagdo da interface entre fases e
sistemas com crescimento controlado pelo processo difusivo entre dominios: o
parametro S, expoente obtido para a lei de crescimento, que é 0 mesmo para

sistemas tridimensionais ou bidimensionais.
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4 ESPUMAS UMIDAS

A fracdo entre as fases em sistemas bifasicos, com uma destas fases
formando padrdes celulares, € um parametro crucial ndo apenas para a dinamica de
crescimento da fase celular, mas também para dinamicas de drenagem e reolégicas.

Experiéncias e simulagdes em espumas com fragdes liquidas razoavelmente
maiores que zero apresentam sérias dificuldades, e por isso s&o poucas as

investigacdes para este regime intermediario.
4.1 Topologia

A pressdo que duas bolhas vizinhas aplicam sobre o filme de sab&o que as
separa torna este filme realmente muito fino, da ordem de alguns microns. Assim,
com o aumento da fragdo liquida, o liquido se acumula nas Bordas de Plateau,
suavizando, desta maneira, a curvatura decorrente destes encontros entre mais de
duas bolhas.

Um aumento na fracao liquida faz com que as dimensdes das Bordas de
Plateau aumentem, uma vez que a quantidade de liquido contida nas paredes entre
bolhas ndo aumenta muito e pode ser desprezada. Para fragcdes pouco acima do
limite seco, a sua forma nao se altera e o corte transversal continua apresentando a
forma de tridngulos céncavos. Eventualmente, para uma fragédo liquida critica ¢, a
espuma se desintegra em bolhas isoladas.

Para espumas hexagonais ordenadas, o valor de ¢. pode ser calculado
analiticamente e, em 1988, Kraynik obteve o valor ¢, ., = 0,094 [105]. No caso de
espumas desordenadas, simulagdes computacionais realizadas por Bolton e Weaire
em 1990 obtiveram o valor de ¢, = 0,16 [106], idéntico ao resultado obtido por
Bideau e Troadec em 1984, 0,16 + 0,01 [107], como sendo o valor da area ocupada
para o acondicionamento de discos rigidos ao acaso.

A andlise do numero médio de vizinhos, que foi tomado como um parametro
chamado de numero de coordenacéo e designado por Z, mostrou que, tanto para os

discos rigidos, quanto para bolhas desordenadas, Z =4. De maneira
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correspondente, é obtido que o niumero médio de lados das Bordas de Plateau
também converge para 4 quando a fragao liquida, ¢;, tende a ¢. [106]. A Figura 4.1
mostra que como o0 aumentando de ¢; o contato entre as bolhas diminui.

Consequentemente a sua rigidez frente testes de tensdao também diminui.
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Figura 4.1 — Aumentando ¢; as Bordas de Plateau crescem [106]. A
sequéncia de figuras demonstra uma espuma com aproximadamente 100
bolhas com condicoes de contorno periodicas nas quais é possivel
visualizar o efeito do crescimento das Bordas de Plateau tornando-as mais
separadas e circulares.

4.1.1 Reologia

Do ponto de vista reoldgico, espumas representam uma classe muito
interessante de sistemas, uma vez que o0 seu comportamento é muito rico em

especificidades.



75

Uma espuma seca quando submetida a tensdes de cisalhamento de baixas
intensidades se comporta como um sélido elastico, uma vez que retoma sua forma
original quando a tensdo € cessada. Este comportamento é resultado da tensao
superficial dos filmes de sabao [108].

Quando submetida a tensées mais intensas, a espuma apresenta uma
resposta plastica, uma vez que estas tensées desencadeiam varios processos de
reestruturacao topolégica T1 e a espuma nao mais retorna a sua forma original apés
cessada a tensédo [108].

No entanto, existe um limite de elasticidade acima do qual as tensdes
aplicadas fazem com que a espuma flua como um liquido e, acima deste limite, o
aumento da tensao resulta em aumento do escoamento da espuma [108]. A Figura
4.2 mostra a tipica resposta observada em testes que aplicam tensbes de

cisalhamento em espumas secas.

(aumenta com a taxa de deformagao)

tensdo maxima
o -y
L b
/ o
h-‘-ﬂ-_-—-----

r stress limite

L/ modulo de elasticidade

tensio de cisalhamento

deformacao por cisalhamento
Figura 4.2 — Tensao de cisalhamento versus deformag¢ao em espumas [108].
A figura mostra a tensao com a qual as espumas respondem quando
submetidas a deformacoes. A resposta linear observada em para baixas
tensoes é tipica de materiais elasticos, a perda de linearidade indica o
comportamento plastico e o plato limite corresponde ao escoamento como
um fluido.

A resposta das espumas, quando submetidas a tensdes de compressao, é
dominada pelo gas encapsulado nas bolhas e podem ser efetivamente consideradas
incompressiveis [108].

Com o aumento da fracdo liquida da espuma, a resposta a tensdes sofre
consideraveis alteracoes, uma vez que as Bordas de Plateau dao maior mobilidade
para as bolhas e reduzem o efeito elastico dos filmes de sabao, j4 que os contratos

entre as bolhas sao substancialmente reduzidos.
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Figura 4.3 — Numero de coordenacao e tensao maxima em funcao de

[106]. O numero médio de vizinhos das bolhas, também chamado de
numero de coordenacgdo, cai suavemente de para conforme varia de
zero até , € a tensdo maxima cai bruscamente com a presenca das
Bordas de Plateau e tende assintoticamente a zero quando

Os resultados de Bolton e Weaire, na Figura 4.3, mostram como a tensao
limite em que a espuma comecga a se comportar como um fluido cai bruscamente
conforme nao estd mais no limite seco, e tende a zero quando ,

caracterizando uma transi¢ao de “perda de rigidez” [106].
4.2 Drenagem

Tao rapido quanto a espuma é formada, o liquido é drenado pela acéo da
gravidade. Este processo s6 termina quando é atingido um equilibrio entre gravidade
e o efeito de capilaridade nas Bordas de Plateau [109].

Em experimentos de drenagem, a questdo de interesse € investigar como a
fracdo liquida varia verticalmente com o tempo. A espuma é criada em um tubo
vertical por borbulhamento de gas em uma solucao de surfactantes. O experimento
mais classico de drenagem consiste em analisar como o fluido excedente desta
criacao escorre até deixar a espuma seca. Este processo é chamado de drenagem
livre [110,111].

Outro tipo de experimento consiste em deixar a espuma drenar até o
equilibrio e, entdo, adicionar mais solugdo de surfactante no topo da coluna de
espuma a uma taxa constante , caracterizando uma drenagem forgada [111,112].
Neste tipo de drenagem, se observa uma interface distinguindo espuma seca e
molhada que flui do topo até o fundo do tubo como uma onda solitaria descendo

com velocidade constante. Esta velocidade esta relacionada como proporcional a

raiz quadrada da taxa , bem como a fracdo liquida e T [111,113].
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Se ao invés de um fluxo constante, apenas uma quantidade fixa de liquido for
inserida no topo de uma espuma seca, 0 processo é chamado de drenagem pulsada
e este pulso viaja para baixo com uma frente semelhante a uma onda solitaria,
também com velocidade constante [111].

A Figura 4.4 mostra os perfis das fragcdes liquidas nos trés diferentes tipos
de experiéncias de drenagem de espumas. A drenagem forcada na Figura 4.4(a) em
uma espuma inicialmente seca mostra uma onda solitaria com velocidade constante
para baixo. A Figura 4.4(b) mostra a drenagem livre com o liquido inicialmente
distribuido de forma homogénea, e a tendéncia deste excedente liquido fluir para
baixo e deixar a espuma seca. E a Figura 4.4(c) mostra como em drenagem pulsada
uma quantidade fixa de liquido, inicialmente concentrada na parte superior de uma

espuma seca, drena como uma onda solitaria que se deteriora e se espalha [110].
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Figura 4.4 — Perfis das ¢,’s em drenagens forcada (a), livre (b) e pulsada (c)
[110]. O eixo x abrange um intervalo de 70 cm com espacamento entre
segmentos de 2 cm numerados em ordem crescente a partir do topo até o
fundo, mas sem incluir as camadas inferior e superior da espuma, e os perfis
foram obtidos em intervalos de 2 s.

A questao principal para o tratamento teorico da dindmica da drenagem € que
esta ocorre predominantemente ao longo das Bordas de Plateau, o que significa que
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a contribuicdo dos filmes de sabdo pode ser desprezada. Os modelos séo, entao,

baseados no formalismo desenvolvido para escoamentos em meios porosos [13].
Estes modelos utilizam a lei de Darcy, que relaciona a velocidade do liquido

com o gradiente de pressao \7p (que inclui ambas as forgas gravitacional pg, e

gradientes de pressado capilar, via permeabilidade k e viscosidade do fluido u):

Vp = ub/k. Nesta aproximacgdo a espuma é considerada como um meio efetivo.

No entanto, para determinar k é necessario considerar os detalhes do fluxo
na escala de uma unica Borda de Plateau. A maior diferenca entre a drenagem em
espumas e em meio poroso é que a secgao transversal da Borda de Plateau, A (que
representa o tamanho do poro), é dinamicamente acoplada a fragéo liquida (A~¢;).
Portanto a permeabilidade também é funcao de ¢, isto é, k = k(¢,).

A equacgdo que descreve a drenagem em espumas € entdo obtida inserindo a

velocidade obtida pela lei de Darcy v =%(—\7p + pﬁ), na equacao de continuidade,

¢,

- T V- (¢, ) = 0. E possivel obter entdo uma equacdo que descreve a variagdo no

espaco e no tempo da fracdo liquida ¢,(#,t), discutida de maneira mais geral nas

referéncias [114-118]:

(4.1)

1/2
FraaA [7¢1k(¢z)] -V [ 2uL 172 Vg, =0,
onde é necessario determinar uma relagdo entre ¢;, o raio tipico das Bordas de

Plateau 7,5, 0 comprimento do canal L, e a espessura da face hs,... Essa relagao

. 2 3 h ~
pode ser bem aproximada por ¢; = &g, rf—f + 5,12’—33 + & % onde os §; sdo
constantes geométricas que podem ser determinadas quando a estrutura da espuma

for escolhida. Uma excelente aproximacao para espumas secas € utilizar apenas o

2
primeiro termo, ¢; = 54,12’—23. Para uma espuma composta por células de Kelvin [117],
que é uma espuma com a forma de um favo de mel cubico bitruncado (bitruncated

cubic honeycomb), 84, ~ 0,171 [118].

4.2.1 Instabilidade Convectiva

A Figura 4.5 esquematiza um fenbémeno tipicamente observado em
experimentos de drenagem forcada quando as taxas de fluxo sdo muito altas e um

movimento convectivo se inicia, com mais ou menos metade das bolhas se
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movimentando para baixo do tubo e a velocidade constante, enquanto a outra
metade se move para cima [119].

Aumentando gradualmente a taxa de adicdo de solucdo de surfactante, é
observado um valor critico para o inicio desta instabilidade, e o0 movimento sempre
comega em fracdes liquidas que sdo consideravelmente menores que a fragdo
liquida critica ¢, indicativa da transicdo de perda de rigidez da espuma.

E razo4vel supor que este tipo de instabilidade é acionado quando o peso da
espuma molhada excede o limite de elasticidade, que por sua vez € uma funcao da

fragéo liquida.

adi¢io de solugio
de surfactante

bolhas se movendo bolhas se movendo
para baixo para cima

espuma

solugio de
surfactante

Figura 4.5 — Esquema ilustrando o movimento convectivo das bolhas [119].
Este movimento convectivo ocorre em experimentos com drenagem forcada
e a quebra da estabilidade da drenagem acontece em fracoes liquidas que
estdo bem abaixo dos valores para a transicdo de quebra de rigidez.

4.3 Dinamica de Crescimento

Nao existe nenhuma teoria que descreva o crescimento de espumas com
fragdes liquidas intermediérias, isto é, para o caso em que as bolhas tenham uma
fracdo da sua interface em contato com outras bolhas e outra fragdo em contato com
as Bordas de Plateau. Nem mesmo existem muitos resultados experimentais a este
respeito uma vez que o efeito da drenagem € muito mais rapido que as taxas tipicas

de crescimento.
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Mas recentemente, em 2007, Lambert et. al. [120] realizaram com sucesso
um experimento para analisar o crescimento de espumas tridimensionais neste
regime intermediario de ¢;.

Neste trabalho, para reduzir os efeitos da drenagem e manter uma fracao
liquida relativamente alta, utilizaram um liquido de alta viscosidade, e inseriram uma
taxa constante deste liquido no topo da espuma, produzindo um gradiente de fracao
liquida razoavelmente estavel, variando de ¢;~0,20 no topo até ¢;~0,10 no fundo da
espuma [121].

Por ser uma estrutura dificil de ser mantida estavel por muito tempo, néo foi
possivel analisar a existéncia de um comportamento de escala, assim o foco do
experimento foi analisar o crescimento das bolhas e relacionar com o seu tamanho e
com sua topologia.

Isto foi feito a partir da idéia publicada por Glazier em 1993 [122] de que a
taxa de crescimento individual de bolhas tridimensionais com volume v, deve ser
proporcional a integral de curvatura sobre a interface do dominio [ver equagao
(2.42)]. Caso as distribuicdes das formas dos dominios se mantenham constantes,

essa taxa de crescimento deve apresentar a forma:

dv 1
— / .
It v /3G, (4.2)

onde a funcao G depende da forma da bolha e das propriedades fisicas e quimicas
do liquido, do gas e do surfactante, e que, em termos de uma difusividade efetiva
Dy, pode ser escrita como,

, Kda
G = —Dess L Uy (4.3)

onde X é a curvatura media de um elemento de superficie da da bolha.

O que Lambert et. al. fizeram foi analisar a distribuicdo da funcao G pelo lado
esquerdo da equacdo (4.2) em funcdo do numero de faces f e do volume v da
bolha, bem como o valor médio por face Gf = (G), e por volume G, = (G),,.

A distribuicdo de numero de faces P(f), bem como as fungdes Gf e G,, foram
medidas para ¢; = 0,14, 0,17 e 0,20, depois de transcorridos 48 minutos de
experiéncia, e para ¢; = 0,20 para o tempo de 375 minutos.

A Figura 4.6(a) mostra que a dispersao da funcao G é razoavelmente grande

quando analisada em fun¢cdo do numero de faces das bolhas, e a Figura 4.6(b)
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mostra como bolhas com 0 mesmo numero de faces ndo apresentam o mesmo valor

médio G para diferentes ¢,’s.
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Figura 4.6 - Ana’lisé da funcéo G e G, em funcéo do numero de faces f [120].

A figura (a) mostra a distribuicao da funcado G obtida para ¢; = 0.20, e no
detalhe, o histograma de G para bolhas de 12 faces. E a figura (b) mostra a
forma obtida para G, para diferentes ¢, e diferentes tempos.

A forma da distribuicdo P(f), como pode ver na Figura 4.7, varia
significativamente com o tempo, 0 que indica que ndo estdo evoluindo em escala,
mas também ha variagdo com a fragao liquida. Os valores médios da distribuicao (f)
vao de 11.0 + 4.5 para ¢; = 0.14 até o valor de 10.7 + 5.5 para ¢; = 0.20, depois de
48 minutos da criagcdo da espuma, mas pela forma de P(f) para ¢; = 0.20, no tempo
de 375 minutos da pra ver que (f) esta diminuindo.

0.16
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—e— 48 min - 20 %
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0.1

=0.08

.,
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Figura 4.7 — Distribuicao P(f) para diferentes ¢,’s e diferentes tempos [120].
A figura mostra a distribuicao de probabilidades de encontrar bolhas com f
faces para diferentes fracoes liquidas. A variacdao na forma da distribuicao
com o tempo indica que esta espuma esta longe do estado de escala.
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Os volumes das bolhas e 0 seu numero de faces apresentam uma correlacao,
porém esta cai com o0 aumento da fracao liquida.

A funcao (na Figura 4.8) apresenta uma maior dispersao para as fracoes
menores, enquanto que  tem maior dispersao para fragcbes maiores, o que pode
significa que as faces secas tém maior contribuicdo no crescimento das bolhas
quando a espuma é mais seca e, conforme a fragdo liquida aumenta, sado as faces

molhadas que contribuem mais.

1.2 I | I
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Figura 4.8 — Distribuicdo = em relacdo ao volume renormalizado [120].

A figura mostra a funcao para diferentes fracoes liquidas e diferentes
tempos. A figura em detalhe mostra a distribuicdo versus para
notempo  minutos.

4.4 Acoplamento entre Drenagem e Crescimento

Quando uma espuma é drenada livremente, esta pode simultaneamente
apresentar uma dindmica de crescimento. E possivel utilizar o pardmetro  definido
pela razao entre o tempo tipico de drenagem e o tempo tipico de crescimento
para determinar a importancia do crescimento durante a drenagem.

Se  é pequeno, o crescimento & desprezivel durante a drenagem, ao

contrario, se & grande, o tamanho das bolhas varia consideravelmente e a

drenagem ¢é acelerada por este efeito.
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Analisando a quantidade de liquido drenado em relacdo a quantidade inicial
colocada no topo do tubo é possivel observar que, para gases compostos por
moléculas pequenas como o N, [13] e o CO, [123], e com maior difusibilidade em
meio aquoso, o efeito do crescimento das bolhas € acentuado e a drenagem, por
consequéncia também. No entanto, que para gases como o C,F, [13,123] que sao
formados por moléculas relativamente grandes e com difusibilidade desprezivel em
meio aquoso, o0 crescimento quase nao ocorre durante a experiéncia de drenagem.

A Figura 4.9 mostra como o volume de liquido, em experimentos nos quais o
efeito do crescimento das bolhas & grande, é drenado muito mais rapido que em

experimentos em que este efeito é desprezivel.
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Figura 4.9 — Evolucao do volume de liquido drenado V [123]. A figura mostra
a evolucao do volume drenado V em relagdo do volume drenado até o final
da drenagem V,, para diferentes gases em diferentes fracGes liquidas
iniciais no topo & =¢,. A drenagem é muito mais lenta quando o
crescimento das bolhas é fraco (ou k > 1, que é o caso das bolhas de C,F)
e depende de ¢,,, por outro lado é muito rapida quando e independente de
¢,, quando o crescimento é forte (ou k grande, como para as bolhas de C0,).

Neste trabalho ndo levamos em consideragao efeitos de drenagem, nossas
simulacdes e teorias analisam apenas o efeito da fragao liquida no crescimento das

bolhas em espumas em que esta se mantém constante.
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5 MODELOS DE SIMULACOES

Conhecida a estrutura e o comportamento de um sistema é comum o
desenvolvimento de modelos matematicos tedricos que apresentam caracteristicas e
comportamentos similares ao deste sistema. Em geral, estes modelos sao facilmente
implementados por métodos numeéricos de simulagdo, desta forma possibilitando
andlises que muitas vezes séo inviaveis experimentalmente.

Dentre os modelos atualmente conhecidos e utilizados em simulacao de
espumas, nenhum pode ser dito como totalmente satisfatério, uma vez que cada um
apresenta suas limitagoes.

Simulagdes de espumas devem levar em consideracao que as regras de
Plateau sao sempre respeitadas. Espumas secas, de acordo com a relacdo do Euler
Caracteristico para sua topologia, devem ter dois vértices para cada bolha, ou seja,
uma espuma com N bolhas deve ter 2N vértices.

Uma vez que o aumento da fracdo liquida em uma espuma corresponde a
um aumento das dimensdes das Bordas de Plateau, simulacbes de espumas
molhadas podem ser realizadas considerando inicialmente uma espuma seca e, em

seguida, aumentar as Bordas de Plateau, pela inclusao de liquido.

Figura 5.1 — Simulagcao computacional de uma espuma bidimensional com ¢,
finita [11]. Inserindo liquido nos vértices de uma espuma seca se obtém uma
espuma molhada. Na figura (a) ¢; = 0,02 e na figura (b) ¢; = 0,12, e foram
utilizadas condicoes de contorno periddicas.

Alguns dos modelos que se propdem a descrever espumas, estrutural e
dinamicamente, sdo o Modelo de Vértices, o Modelo de Interacdo Bolha-Bolha, e o
Modelo Celular de Potts.

Mais recentemente o modelo GGH, que € uma variacao do modelo Celular

de Potts, desenvolvido no contexto de padrdes celulares bioldgicos, se apresenta
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como um promissor modelo para simular o crescimento de espumas com fragdes
liquidas longes do limite seco, ou mesmo a drenagem. Nao existem resultados
publicados sobre simulagdes de espumas utilizando este modelo, porém este é o
modelo utilizado neste trabalho, e os resultados obtidos estdo apresentados nesse
capitulo.

A seguir apresentamos um resumo dos principais modelos citados em

trabalhos de simulag¢des de crescimento, drenagem ou de reologia em espumas.

5.1 Modelo de Vértices

Inicialmente proposto por Fullman em 1952 [124] como modelo de simulagao
para espumas bidimensionais e tridimensionais, foi bastante investigado por
Kawasaki e outros [125] a partir do final da década de 1980 e inicio de 1990.

O Modelo de Vértices considera os vértices como pseudo-particulas, as
quais € associada uma mobilidade (que € dada pela razao entre sua velocidade e a
forca aplicada sobre ela) e estdo sujeitas a forcas determinadas pelas posicdes dos
vértices vizinhos. As conexdes entre os veértices sdo assumidas como lineares e os
desvios do angulo ideal de 120° sdo relacionados como uma curvatura efetiva, mas
estes desvios ainda n&o foram feitos com rigor [11].

Este modelo se propde a descrever todas as equagdes de movimento dos
2N vértices da espuma, utilizando por principio que, por haver diferencas de
pressdes entre bolhas, suas arestas serdo curvadas, alterando momentaneamente
0s angulos entre as arestas nos veértices.

Como resultado os vértices se movimentam quando as tensdes atuantes
sobre eles se desequilibram. Tal modelo é bem aplicado em simulacdes de
crescimentos de espumas secas e a grande vantagem € a sua eficiéncia
computacional, uma vez que Fullman procedeu com célculos manuais.

A lei de crescimento obtido com este modelo, a partir de simulagbes de
Monte Carlo [descrito na secdo 5.5], é (r)xt? com f =0,5 mas as fungbes
distribuicbes no estado de escala nunca chegam muito préximas dos resultados

experimentais apesar da presenga de muitos parametros livres.
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(B)

Figura 5.2 — Representacao de uma espuma seca pelo Modelo de Vértices
[125]. As figuras (a) e (b) sao dois estagios da evolugcao de uma simulagao de
espuma utilizando o Modelo de Vértice realizado por Kawasaki et. al. [125]

A Figura 5.2 e a Figura 5.3 mostram, respectivamente, imagens obtidas para
diferentes tempos em simulagdes de espumas secas bidimensionais e
tridimensionais, utilizando o modelo de vértices. Podemos observar como a escala
das espumas cresce com o passar do tempo e sao respeitadas as regras de Plateau

para suas topologias.

Figura 5.3 — Seccado transversal de uma espuma em 3d do Modelo de
Vértices [126]. A sequéncia de figuras mostra o crescimento da espuma seca
tridimensional simulada utilizando o Modelo de Vértices.
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5.2 Modelos de Interacao Bolha-Bolha

Os Modelos de Interacdo Bolha-Bolha consideram cada bolha como discos,
ou esferas no caso 3d, onde o contato entre elas é tratado como interacdes elasticas
entre seus centros gerando apenas compressdes ou expansdes, sem deformacdes.
Durian em 1995 e 1997 prop6s a idéia dos modelos obtendo bons resultados em
estudos da reologia de espumas [127,128].

As interacdes entre as bolhas se restringem aos primeiros vizinhos, e podem
ser tratadas em termos das posi¢cdes dos seus centros {#;} e dos seus raios {R;}.
Sao desprezados detalhes sobre as formas das bolhas, sobre 0 movimento da fase
liquida e sobre o comportamento dos surfactantes.

A primeira interagéo utilizada é estritamente repulsiva, decorrente do custo
de energia inerente a distorcdo das bolhas. Se a distancia entre os centros de duas
bolhas isoladas for maior que a soma dos seus raios, estas bolhas sdo consideradas
esféricas e ndo interagentes entre si. No entanto, se estas estiverem em contato as
suas formas estar&o distorcidas e o aumento na area interfacial ird causar uma forga
central repulsiva proporcional a tensdo interfacial y, e que € aproximadamente
harménica [129-131].

A segunda forca considerada é devida a dissipacdao no liquido entre as
bolhas que se deslocam. Esta for¢a deve ser somada par a par, e € proporcional a
diferenca de velocidades entre bolhas vizinhas, uma forma simples de representar o
arrasto viscoso.

Desprezando efeitos inerciais, a forga total agindo no centro de cada uma
das bolhas deve ser zero e a equacao de movimento para a i-ésima bolha pode ser
escrita como:

ra
ﬁi:wf”% 4 [|;.i;j|_Ri-1+Rj](ﬁ_?f)+%’ (6.1)

i

onde F, € equivalente a definigdo de tensao interfacial, b representa o efeito da
viscosidade de arrasto e a soma é feita sobre as bolhas vizinhas da i-ésima bolha,
esta vizinhanga é composta pelas bolhas que satisfazem |ﬁ- —Fj| <R;+R;. Uma
forca externa F2 pode ser inserida na intencdo de simular testes de pressdo ou de

tens&o de cisalhamentos, e (v;) é a velocidade média dos vizinhos.
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Figura 5.4 — Espuma seca sofrendo tensao de cisalhamento [127]. Estrutura
com bolhas polidispersas onde os contornos pontilhados representam
a estrutura antes e os contornos sélidos representam a estrutura depois de
aplicada uma tensao de cisalhamento constante, indicada pelas setas
horizontais. Também estao representados os movimentos dos centros das
bolhas e sua posicao final.

A Figura 5.4 mostra o efeito de testes de cisalhamento e como o modelo de
interacao bolha-bolha é utilizado em estudos da reologia de espumas, enquanto que
a Figura 5.5 mostra a evolugdo de espumas com diferentes fragcées liquidas. Para
simulacdes de Monte Carlo [secao 5.5], do crescimento de espumas, Gardiner et. al.
obtiveram a lei de crescimento com [132], que é compativel com o
esperado para crescimento controlado pela reagao das interfaces das bolhas [ver
Secao 3.2].

Figura 5.5 — Espumas com varias fragdes liquidas em dinamica de
crescimento [132]. Simulacoes realizadas por Gardiner et. al. utilizando o
modelo proposto por Durian para analisar o crescimento de espumas em
diversas fragcoes liquidas. O expoente de crescimento obtido em suas
simulac6es com este modelo foi
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5.3 Modelo Q-Potts

O modelo de Potts é um modelo de Spins proposto como uma generalizagao
do modelo de /sing [38] da mecénica estatistica. Estes modelos de Spins foram
originalmente propostos para o estudo de sistemas magnéticos e seus
comportamentos na presenca de campos externos, na fisica do Estado Sélido.

Enquanto o modelo de Ising se restringe a sistemas com dois tipos de spins,
comumente designados como spin up e spin down, o modelo Q-Potts generaliza
para Q tipos de spins e, portanto, como caso particular para Q = 2 recorre ao modelo
de Ising.

Este modelo foi proposto por Renfrey B. Potts durante o seu trabalho de
doutoramento no ano de 1952 [133,134], que foi orientado por Cyril Domb que
sugeriu 0 nome de modelo “Planar de Potts”.

A idéia do modelo é utilizar spins colocados em uma rede, usualmente em
redes quadradas bidimensionais, porém nao ha restricdo quanto a topologia ou a
dimensao da rede. A proposta original de Domb era que os spins assumiam um
dentre Q possiveis valores uniformemente distribuidos em um circulo, em angulos
0, = 2nn/Q comn =1, ...,Q e o Hamiltoniano de interacao é dado por:

Hpotes = %z Z]ccos (Hsi - st). (5.2)
i ()
onde a primeira somatéria é feita sobre todos os sitios da rede e a segunda é feita
sobre os j vizinhos do i-ésimo sitio, os tipos S; dos sitios assumem os valores
1,...,Q, J. é a constante de acoplamento que representa a for¢a das interacdes entre
os spins e o fator 1/2 representa a contagem dupla sobre os pares de sitios. Esta
forma vetorial do modelo de Potts tende ao modelo XY [38] quando Q — co.
Ja 0 modelo padrao proposto por Potts tém o Hamiltoniano dado por:
Hpotes = %Z zjc [1 - 5&-,5,-] (5.3)
TG
onde 851.,5]. é a delta de Kronecker que: para S; = S;, significa que SSL.,S]. =1 e; se

S; # S, entao 8s,s; = 0. Em termos fisicos isto representa que, se dois sitios vizinhos

sdo do mesmo tipo, isto ndo representa acréscimo na energia livre do sistema,
enquanto que dois sitios vizinhos de tipos diferentes contribuem com J. unidades de

energia, ou seja, o sistema tem energia de interface.
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Uma étima revisdo em aspectos gerais do modelo de Potts foi apresentada
por Wu em 1982 [135], e ainda hoje serve como referéncia para pesquisadores
interessados no assunto.

Em dindmicas de minimizacdo da energia livre, sistemas com energia
associada as interfaces, como o modelo de Potts, tendem a formacédo de dominios,

como é possivel visualizar na Figura 5.6.

Q=12,r=2000 O=48,r=16000
Figura 5.6 — Evolucao de simulagado utilizando modelo de Potts [136]. A
sequéncia de figuras mostra que estruturas inicialmente desordenadas
evoluem para um padrdao de dominios bem determinados.

5.3.1 Modelo -Potts em Simulacoes de Espumas

E possivel simular espumas utilizando o modelo de Potts, pois este modelo
associa energia a interface entre dominios, e transcorrendo uma dindmica de
minimizacdo de energia, podemos observar um comportamento similar ao
crescimento de dominios tipico de experimentos com espumas.

A idéia é tomar dominios bem definidos com spins do mesmo tipo
representando as bolhas, desta maneira vai representar o numero de bolhas da
espuma. A Figura 5.7 esquematiza a idéia de dominios representados por conjuntos

de sitios com 0 mesmo rétulo (ou spin).
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Figura 5.7 — Representacdo de uma rede quadrada com trés dominios. Em
simulacées de espumas utilizando o modelo de Potts cada dominio
representa uma bolha. Na figura, a linha vermelha soélida representa o
perimetro interfacial entre bolhas. Fonte: Autor.

Simulagcées do modelo de Potts apresentam um crescimento de escala com
0 expoente , porém o efeito da anisotropia inerente a rede acaba
aproximando os resultados com experimentos de crescimento de dominios metalicos
(para pontos em comuns e divergéncias entre dinamica de dominios metalicos e de
espumas consultar a referéncia [137]). A Figura 5.8 mostra, na coluna da esquerda,
trés imagens em diferentes estagios da evolucdo de uma espuma bidimensional, em
comparagao com as imagens obtidas por simulagdes utilizando o modelo de Potts,

na coluna da direita.

14974 Minutes 40000 MCS

(@ ®)

Figura 5.8 — Comparacao entre a dinamica de espumas e do modelo de Potts
[138]. A figura (a) mostra o crescimento de uma espuma bidimensional
enquanto que a figura (b) mostra uma simulagado utilizando o modelo de
Potts, fica evidente a analogia.
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5.4 Modelo GGH

Este modelo foi inicialmente proposto e desenvolvido por James A. Glazier e
Frangois Graner em 1992 [139,140] como uma extensado para o modelo Q-Potts,
apresentando as mesmas caracteristicas na analogia em tratar um dominio de sitios
com o mesmo rotulo como um célula. Neste trabalho eles utilizaram o modelo para
simular a segregagéo celular usualmente observada em experimentos com Hidras,
nos quais se observa que, misturadas, as células de ectoderme e endoderme, essas
células segregam-se e formam um tecido no qual, as células ectodérmicas tendem a
envolver as células endodérmicas, utilizando a hipotese de adeséo diferenciada
proposta por Steinberg [141,142], isto é, atribuindo, assim, diferentes energias
interfaciais para os diferentes contatos existentes.

A inclusado dessa energia interfacial diferenciada foi acrescida de um termo
no Hamiltoniano que visa estabilizar o tamanho das células, inibindo a dinamica de
crescimento e possibilitando apenas flutuacbes em torno de um tamanho alvo
(volume alvo v'9, em 3d, ou area alvo a'9 em 2d). O modelo foi estendido por
Hogeweg e co-autores em 1997 [143] e em 2001 [144], para sistemas
tridimensionais pela adicdo de termos que ajudam a estabilizar a area interfacial.
Desta maneira, atualmente o modelo ja é conhecido como modelo GGH (Graner,
Glazier e Hogeweg), e tem como Hamiltoniano:

Heen = %Z ZI (T(Si)"[(sj)) [1 - 5si,s,-]
i (U

£ 4 (e50) [ — v (150’ (5.4)
k

£ (250 alsi) - 9 (2(50)]’.
k

Na equagdo acima, o primeiro termo é o ja conhecido do modelo de Potts,
apresentado na equagao (5.3), acrescido do fato que a energia de interacao entre
sitios de diferentes spins S; ndo sdo mais constantes mas sim dependentes do tipo
7(S;) das células. A segunda e a terceira somatérias sao feitas sobre todos os
dominios, onde 1,,((S;)) sdo os multiplicadores de Lagrange que especificam o
guanto os volumes v e as areas interfaciais a podem variar em torno de v'9 e de a'9,

repectivamente.



93

5.4.1 Modelo GGH em Simulacoes de Espumas

Com o modelo GGH é possivel separar células do tipo ar 7, e do tipo agua
T,,, € incluir o efeito da incompressividade da agua utilizando que 4,(t,) =1
enquanto que 4,(t,) = 0 (uma vez que os tamanhos das bolhas de ar devem variar
naturalmente).

Além do mais, a energia de interface de um contato entre bolhas de ar deve
ser igual ao dobro da energia de contato entre uma bolha e a matriz liquida, uma vez
que um filme de sabdo é composto por uma bicamada de surfactantes e a interface
ar-agua de apenas uma monocamada, l0go, J (14, 74) = 2]/ (T4, Tw).

Para a simulacdo de espumas, nao é interessante que haja flutuagcdes em
torno de uma area interfacial alvo, pois a dinamica é a de minimizacao de energia e
existe energia associada as interfaces. Essas flutuacées nao seriam fisicamente
coerentes com a natureza das espumas, apesar de ser um artificio interessante para
outros tipos de sistemas, principalmente os biolégicos.

Assim, o Hamiltoniano utilizado na simulacao de espumas é dado por:

1
Heey = EZ;] (T(Si)'T(Sj)) [1-6(Si—S)]+2, Z[U(Sk) — v (z,)]% (5.5)

onde a segunda somatoria é feita apenas sobre os dominios do tipo agua, uma vez

que 1,(t,) = 0.
5.5 Método de Monte Carlo

Monte Carlo [145] € uma classe de métodos computacionais utilizados para
estudar estados estacionarios de sistemas de muitas componentes a partir do
principio de minimiza¢ao da energia livre do sistema.

A dinamica de Monte Carlo utilizada em simulagdes de sistemas fisicos, em
termos gerais, consiste em analisar a energia inerente a configuragdo momentanea
deste sistema, propor alteracdes nesta configuracado e analisar se estas alteragdes
sao energeticamente favoraveis.

Caso a energia livre do sistema diminua em decorréncia da alteracao
proposta, esta passa a ser a nova configuragdo aceita. No entanto, trocas que

aumentam energia livre também terdo certa probabilidade de serem aceitas de
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acordo com a temperatura T do sistema. Esta probabilidade de troca é dada pela

probabiliadde de Boltzmann, e_AE/kT, onde AE é o aumento na energia livre (que

corresponde a 4H) e k € a constante de Boltzmann.

5.5.1 Dinamica em Simulacées de Espumas

Para a simulagdo da dindmica de espumas em modelos de redes, o
procedimento é escolher randomicamente um sitio i e, dentre 0s seus vizinhos mais
proximos, também randomicamente escolhemos um sitio j. Caso o sitio j
corresponda a uma bolha diferente da do sitio i (ou seja, S; # §;), € proposta a troca
do valor S; pelo valor S;, isto €, assim o sitio i passaria a pertencer a bolha S;. Apds
isso, transcorre a analise energética na qual:

e Se AE < 0, efetiva-se a troca;

e Se AE = 0, efetiva-se a troca com probabilidade 1/2; e,

e Se AE > 0, efetiva-se a troca com probabilidade e 2l

Esta ultima probabilidade é calculada numéricamente pela comparacao da
probabilidade esperada com um numero pseudo-randdmico entre 0 ou 1, tal que, se
0 numero gerado pseudo-randémicamente for menor que o valor da probabilidade
esperada isto representa que a condi¢ao para a troca foi satisfeita.

Um passo de Monte Carlo (do inglés Monte Carlo Step, mcs) é definido
como p sorteios randémicos, de pontos na rede, sendo que p é igual ao numero de
sitios da rede. Desta maneira, na média, cada sitio da rede é visitado uma vez a
cada mcs. Assim, por simplicidade, é conveniente designar o tempo transcorrido pelo
namero de mcs’s calculados.

Este processo de evolugdo simula o crescimento decorrente do movimento
da curvatura da parede da bolha. Uma vez definido que um conjunto de sitios da
rede sdo conectados (formando uma bolha), estes permanecem conectados.
Portanto € conveniente construir um estado inicial para a rede de tal maneira que
garanta uma estrutura de dominios ja conectados quando a dindmica de
crescimento comegar.

Este foi o modelo utilizado em nossas simulagbes de crescimento de
espumas bidimensionais. Na secdo 0 apresentamos os resultados obtidos para a
evolugao e as relagdes topoldgicas e geométricas em espumas com diferentes ¢;.
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6 RESULTADOS

A grande motivacao deste trabalho foi investigar a dinamica de crescimento
de espumas bidimensionais em um regime intermediario de fra¢oes liquidas, e neste
capitulo os nossos resultados sdo apresentados.

Estes podem ser divididos em duas partes: uma analise tedrica que se
propde a descrever a dinamica de crescimento de dominios formados em sistemas
bifasicos bidimensionais independentemente da fracdo entre as fases, e; os
resultados de simulagdes computacionais utilizando o modelo GGH obtidos para
sistemas com diferentes fracées de cada fase.

Os resultados sado apresentados no contexto da dinamica de espumas,

porém sao facilmente extensiveis para sistemas bifasicos quaisquer.
6.1 Crescimento de Espumas Bidimensionais

O crescimento de uma bolha em uma espuma bidimensional para qualquer
regime de fragdo liquida ¢; deve levar em consideragcdo sua geometria, visto que
esta pode ter contato com outras bolhas ou ndo. Para ¢; pequena, o perimetro total
de uma bolha pode ser separado entre perimetro seco p, (contato direto com outras
bolhas) e perimetro molhado p,, (contato com a matriz liquida) e esta é a geometria
mais geral a ser considerada.

A variagdo na area de uma bolha é proporcional ao fluxo de massa total

através da sua interface, isto é,

1 -
a; = __f i -dl, (6.1)
P Jbolhai

onde p é a densidade do gas, que é considerada aproximadamente constante, j; é o

vetor densidade de fluxo por unidade de comprimento e dl é o vetor elemento de
comprimento de perimetro, cuja direcdo € considerada perpendicular ao perimetro,
apontando para fora.

O fluxo j; é diferente através das interfaces secas e molhadas, de modo que

€ conveniente separar a integral sobre toda a interface da bolha em duas:
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lf > 1.[ >
a=——\| Jr-dl——=1 Jpp-dl. (6.2)
' pJs I p PB]PB

A primeira integral é feita sobre as faces secas e representa o crescimento
da bolha a partir do fluxo de gas vindo diretamente de outras bolhas, o qual
chamamos de crescimento seco a7, por simplicidade. A segunda integral é feita
sobre as faces que contém as Bordas de Plateau, e que chamamos de crescimento
molhado 4. Assim,

a; = af + a™. (6.3)

Cabe assim determinar a; e a;", a partir da determinagéo dos fluxos j € jpp.

6.1.1 Crescimento Seco

O fluxo através de uma interface seca € proporcional a diferenca de pressao

através da interface. Como Apy = 2yk; + uv, [veja equagéo (2.24)], o crescimento

seco torna-se:

i, = —2yD’Zf Kyl —uD’Zf v, dl (6.4)
T ot rof

onde D' é a difusividade efetiva através de um filme de sabado e que ja incorpora a
densidade p, e os somatdrios sao feitos sobre todas as faces secas.

A integral da curvatura de uma face seca sobre 0 seu comprimento € igual
ao angulo 6y descrito por um vetor tangente a esta face, quando percorrido sobre
todo o seu comprimento em sentido anti-horario. A integral da velocidade
perpendicular sobre todo o comprimento de uma face é igual a variacao de area por
unidade de tempo, decorrente do movimento desta face, logo a soma sobre todas as
faces representa o crescimento seco a,. De maneira analoga ao feito no contexto de
espumas secas nha se¢ao (2.2.2), o crescimento seco pode, entdo, ser escrito de

maneira analoga ao obtida pela lei de von Neumann-Mullins (2.29) como,

. 2D’y - 0 6.5
as_ 1+,uD ; J* ()
]:

Utilizando o teorema de Gauss, a soma sobre todas as faces dos angulos
0f's & X, 6; = 2 — Y;*7 a;, onde 0s a;’s s&o os angulos descritos nas Bordas de

Plateau. A equacéo entéo fica:
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npp

. _ 2D
as = 15D 21 Zaj. (6.6)

j=1

A diferenca para a lei de von Neumann-Mullins € que o angulo descrito pelas
Bordas de Plateau s6 é igual a /3 no limite de espuma seca, portanto € necessario
estabelecer uma relagdo para este angulo.

Se todo o perimetro da bolha for seco, entdo os angulos «;’'s séo iguais a
/3, € 0 angulo total das Bordas de Plateau é nm/3, uma vez que npz = n neste
caso. Ja no limite oposto, se todo o perimetro for molhado, npz = 1 e este angulo é
igual a 2m. Assim,

npp

T =0

= 21, para pm = Pror

E conveniente definir uma nova variavel, nesr Proporcional ao angulo das
Bordas de Plateau e que tende ao numero de lados n da bolha no limite seco, para

que o crescimento seco mantenha a mesma forma da lei de von Neumann-Mullins.

npp

3
nef = Ez aj (68)

j=1
Assim, o crescimento seco pode ser escrito como,
as = Def(nesr — 6) (6.9)
onde D.f, que esta definida na equagao (2.32), € a mesma constante obtida na lei de
von Neumann-Mullins.

Para bolhas totalmente molhadas, Y’7a; =2m e, consequentemente,
ner = 6, 0 que significa que ndo ha crescimento seco (a; = 0). Ja para bolhas nas
quais o perimetro é totalmente seco, o angulo em cada um dos vértices é ©/3 e 0
namero de vértices € igual ao numero de lados, npg =n, € Z}’jf aj =nm/3, 0 que
significa que n.r = n reobtendo a lei de von Neumann-Mullins.

E interessante notar que, por conservacdo de massa e pressdo constante, o
gas que sai de uma bolha através de cada uma das suas interfaces secas é
imediatamente incorporado na sua respectiva vizinha, a;,; =-—a;,; e, por
consequéncia direta, fica facil notar que, quando mediado sobre todas as bolhas da

espuma, o crescimento seco deve ser nulo, isto €, (da;) = 0, e (n.s) = 6.
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6.1.2 Crescimento Molhado

Determinar o crescimento molhado € bem mais complicado, uma vez que
ndao ha uma solucdo exata para o problema. Existem trés diferentes teorias que
descrevem o crescimento de bolhas bidimensionais sem contatos entre si: a teoria
do Ardel [101], a teoria do Marqusee [81] e a teoria YEGG [83,84].

Cada uma destas trés teorias faz uma abordagem diferente para a solugéao
do campo de concentragdo do gas na matriz liquida, e obter o fluxo através da
interface molhada.

No regime intermediario de fracdo liquida, o fluxo através das Bordas de
Plateau é determinado em termos do raio de curvatura desta interface rpz. Para
determinar este fluxo é conveniente definir o centro de curvatura da Borda de
Plateau como sendo a origem do sistema de coordenadas para determinar 0 campo
de concentracdo, conforme esquematizado na Figura 6.1.

Figura 6.1 — Centro de curvatura da Borda de Plateau com raio igual a rpp. E
conveniente definir a origem do sistema de coordenadas para a solugao do
campo de concentracdo na Borda de Plateau no centro da circunferéncia
com raio rpg. Fonte: Autor.

Nas secoes seguintes apresentaremos duas maneiras distintas de resolver o
problema do fluxo de gas através de interfaces molhadas: a primeira se baseia na
idéia de que a concentracao de gas satura a uma distancia equivalente a metade da
distancia média entre bolhas; ja a segunda maneira substitui a presenga de outras
bolhas pela idéia de fontes e sumidouros de gas homogeneamente distribuidos em

um meio liquido “efetivo”.

6.1.2.1 Saturacao da Concentracao de Gas no Meio Liquido (SCGML)
Considerando que o campo de concentragdo de gas na matriz liquida tende

ao valor da concentracdo média na matriz, C,,, na distancia r’ da origem. r’ é igual

ao raio da Borda de Plateau mais a metade da distancia média entre as bolhas, ().

Entédo, para cada Borda de Plateau, o valor de r’ é igual a rpp + (I)/2 e, em termos
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. - ~ P . l
do raio critico 7., para o qual ndo ha crescimento molhado, %=% (Ardel e Barsal

[80]), fica:

’ e
r =1pgt+ ;, (6.10)

com n definido pela equacéo (3.31).
O crescimento molhado fica determinado pelo fluxo de massa, que é igual ao
negativo do gradiente de concentragdo na interface molhada, VC(r)|,= .,

multiplicado pela difusividade através da interface e integrado sobre toda a interface
molhada da bolha. O gradiente de concentracdo é obtido pela solugdo da equacao
de Laplace para a concentracao, e € dado por [ver subsecao 3.1.2.1]:

dc(r) Cm = Crpp

dr r=rpp pgln(r’ /1pp)

(6.11)

onde C

pp Satisfaz a condigdo de Gibbs-Thomson [ver Apéndice D]. De acordo com

as regras de Plateau, as curvaturas das interfaces sao suaves e, sendo assim, 0 rpp
pode ser considerado constante ao longo da interface molhada. Desta maneira, o
gradiente de concentragédo, que, dado pela equacao (6.11), s6 depende do rp5 € de
caracteristicas do sistema, pode sair da integral e esta integral passa a ser igual ao

comprimento 5. O crescimento molhado €, entdo, dado por

aSCeML — pr Coole [i _ i] lP_B’
5 In(r'/rpp) lre  TpplTep

(6.12)
onde o raio critico € definido como 7. =C,l./A, com C, representando a
concentragao proxima a uma interface plana, [, é o comprimento capilar e A= C,,, —
C. € a supersaturacao do sistema.

Neste ponto é conveniente utilizar a aproximagédo de que todos os raios de
curvaturas das Bordas de Plateau s&o iguais para que possam sair do somatorio e,
observando que a razao lpp/rps € 0 angulo descrito na Borda de Plateau, o
somatorio destes angulos possa ser posto em termos do n.s¢ € ficamos entdo com

D' Cool,

- SCGML _
m 3

a

1 1
nefBSCGML(rpB,r’)[ ) (6.13)

T‘CSCGML Tpp

SCGML N=__1
onde B (rpp,7") = Ty,

O raio critico para o crescimento molhado pode ser obtido utilizando-se o
vinculo de que a frac¢do liquida se mantém constante. Logo, o crescimento em uma

bolha deve ser igual ao decrescimento em outra, e a média do crescimento tomada
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sobre todas as bolhas deve ser zero. Mas, como foi constatado, em intervalo de
tempos suficientemente pequenos para que nao haja bolhas desaparecendo, o
crescimento seco médio também deve ser nulo (ay) = 0. Consequentemente
(asfeMLy = 0. Como a média representa a soma sobre todas as bolhas dividida pelo
nuamero de bolhas, o raio critico pode ser escrito como
SCGML _ Z%V:1[nefBSCGML(TPB'T')]

e .
T
N |ef pscemL /
i=1 [rPB B (rPBrr )

(6.14)

No limite de espuma seca, rpp passa a ser igual para todas as bolhas,
saindo do somatério do numerador e tornando-o igual ao do denominador,
eliminando-os. Resta que 73¢“ML = r,; mostrando que o crescimento molhado é
nulo para bolhas em espumas secas, de acordo com o esperado.

Ja para espumas molhadas com as bolhas sem contatos entre si, n,r =6
para todas as bolhas e o raio da Borda de Plateau passa a ser o raio da bolha,

rpg = R. E, entdo, esta teoria recorre a teoria de Ardel.

6.1.2.2 Meio Liquido Efetivo (MLE)

Considerando a matriz liquida como um meio efetivo com fontes e
sumidouros de gas isotropicamente distribuidas e com intensidades equivalentes, de
maneira tal que se anulem para manter a fracdo entre as fases, constante.

Para descrever a matriz liquida como um meio efetivo é, conforme descrito
acima, apropriado considerar o fluxo de gas, por unidade de perimetro, através das
interfaces com a matriz liquida como:

7ps(rpp)| = _DB(rPB)[Cm - CrpB]r (6.15)
onde a equagao acima serve como definigdo para a fungao B(rpg).

Para obter o comprimento de blindagem ¢, que determina a intensidade do
termo de sumidouro, é necessario utilizar a lei de conservagao de massas dentro da
matriz liquida. Para a configuracdo mais geral de bolhas e Bordas de Plateau, vélida

localmente, temos que

1 AA(t) O,

@ lppjpe = ot T o0 (6.16)
i=1 (PB);

onde A(t) = C,, — Co, ar € a area total do sistema e os somatérios sao feitos sobre
todas as Bordas de Plateau de todas as bolhas. Em outras palavras, a lei implica
que 0 gas que entra na matriz através das Bordas de Plateau faz com que a
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concentracao na matriz aumente (aumente a supersaturagao) ou aumente a fracao
liquida.

A partir desta lei, para ¢, constante e pela definigdo do fluxo da equacgao
(6.15), a variagao temporal da concentragéo C,, é dada por,

aCm(t) D
dat

m<t>zpm3<rp3) + me TPBBmB)l, (6.17)

onde foi conveniente utilizar a aproximacao de que todas as Bordas de Plateau de
uma bolha tém o mesmo raio, de modo que a soma sobre 0s seus comprimentos
define o perimetro molhado.

Na equacéo (6.17) o termo de fonte é equivalente ao termo de sumidouro ao
longo da matriz liquida, e o comprimento de blindagem com esta construgcao para a

lei de conservagao de massas fica definido como:

N
., D
DE-? —a—T;memB). (6.18)

A equacgdo que o campo de concentragdo estaciondrio para este meio
efetivo deve satisfazer € a mesma que a obtida para a teoria de Marqusee
[apresentada na secao 3.1.2.2], e sujeita as condicbes de contorno em que a
concentragédo C,, € alcancada quandor — o, e que proximo da bolha, r - 15, a
concentragéo C,,, satisfaz a condigdo de Gibbs-Thomson [Apéndice D]. A solugéo
geral € dada por

C(r)=Cp +aly(r/&) + bKy(r/8). (6.19)
Aplicando-se a primeira condicdo de contorno quando r — 0, obtemos que a
constante A deve ser zero e, com a segunda condi¢do, quando r = 1pg, a constante

(CTPB _CH‘L)
Ko(rpp/&)’

Depois de algum arranjo algébrico, o campo de concentragdo pode ser

b ficab =

escrito da seguinte maneira:

Ko(r/&)
C(r)=Cpn+(Cr,. — 6.20
@ ( B ) Ko(rpp/§) ( )
E possivel entdo determinar o gradiente de concentragdo na interface como:
K
VC(r)|r=TPB = f_1(Cm TPB) Klgil;;g; (6.21)

onde foram utilizadas as propriedades das fungbes de Bessel: K,(x) = K, (x) [56].
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Dado o gradiente de concentracao, o fluxo de gas, por unidade de perimetro,

através de interfaces molhadas, que é dado por jpz = —DVC(r)|r:rPB, fica:

K1 (rpg/$)
fopl = —DEY(Cp — C,, ) ——202 6.22
/p5l $ ( PB)Ko(rPB/f) ( )
E assim, por comparacao com a equacao (6.15), obtemos a funcao B(1pp),
Ky (rpp/$)
B — g1 _1YPB/A7 6.23
(rep) = ¢ Ko(rpp/$) ( )

Com isso, o comprimento de blindagem & em termos da fungao B(rpg),
obtida da equacgao do termo de sumidouro €

N
= Zizp Ki(rpp/$) (6.24)

ar = "™ Ko(rpp/&)’

Pela relagédo entre o crescimento molhado e o fluxo através das interfaces

molhadas, a,, = —p‘lfPprB -dl, utilizando a aproximacao de que todas as Bordas

de Plateau de uma bolha possuem o mesmo raio, e satisfazendo a condicao de

Gibbs-Thomson, temos que este crescimento molhado pela idéia de MLE fica:

, D' Col 11
aTI\;IlLE = : wtc nefBMLE (rpg) [m - E]' (6.25)

Cc

onde foi feita a conveniente redefinicdo BMLE (1) = 1pgB(1p5), € O 1. tem a mesma
forma que o raio critico definido pela teoria SCGML, diferindo apenas pelas funcdes
BSCGML (0 ") @ BMLE (1), oU seja,

MLE _ Zévzl[nefBMLE(rPB)]

T, 7 .
N ef pMLE
i=1 [_TPB B (rPB)]

(6.26)

No limite de espuma seca, o raio critico passa a ser igual ao raio da Borda
de Plateau M€ = rpp, logo am*® = 0. E no limite de espumas molhadas, n.s = 6,

rpg = R € p,, = 2mR, reobtendo, entéo, a teoria de Marqusee.

6.1.2.3 Crescimento Molhado Controlado pela Reacao da Interface

Para espumas bidimensionais, o fluxo de gas através das interfaces
molhadas em sistemas controlados pela reagao da interface é dado por:

Jpel = =k(Clop = Crpp)s (6.27)
onde k é o coeficiente de reagao da interface.
Neste limite C;,, =Cn,, € C.,, deve satisfazer a condicdo de Gibbs-

Thomson, logo o crescimento molhado deve ser,
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k' Cool 1 1
agleac — 3°° c nefBReac (TPB) <TRW — E)’ (628)
c

onde BRé(rpp) = 1pp, 1R = C,l./A, A= C,, — C,, € k' é 0 coeficiente de reacédo
efetivo que incorpora a densidade do gés. Utilizando o vinculo que o crescimento

médio das bolhas deve ser zero, (a) = 0, o raio critico passa a ser definido por

Reac _— z:év=1[n€fBReaC (rPB)]
G- L I (6.29)

e
1 (7L BReac (rpp)
PB

T

No limite de espuma secas, todos 0s rpz tendem a zero e passam a ser
iguais, n,f fica igual a n, o raio critico passa a ser igual ao raio da Borda de Plateau,
reea = rpp, € afe® = 0. No limite molhado n.r = 6, 1pp passa a ser o raio da bolha e
BReac(R) = R. Com isso, 0 raio critico passa a ser a definicdo de raio médio das

bolhas:

N
1
rReac _ Nz R = (R). (6.30)
i=1

Recai-se, entdo, na teoria para a dindmica de crescimento de sistemas
bidimensionais controlados pela reag¢ao da interface.

6.1.2.4 Forma Geral para Reacao da Interface ou Difusao

Em analogia a teoria construida por Wagner para sistemas tridimensionais, €
possivel notar que, para espumas bidimensionais, o fluxo de gas através das Bordas
de Plateau, quando o crescimento € controlado pela reagdo da interface, é escrito
como

7552 (rpp) | = _k(Cr'pB - CrPB)' (6.31)
enquanto que para sistemas controlados pela difusdo do gas entre as bolhas, ambas
as solugoes, SCGML e MLE, o fluxo apresenta a mesma forma e € dado por,

Jipe (rps)| = =DB(res)[Cm = Crp) (6.32)
Ilgualando os lados direitos das equagdes para o fluxo nos diferentes

regimes, obtém-se uma expresséo para Cy,

C’ _ krPBCrPB + DCm

TPB T krpB +D (633)

A partir dai, inserindo esta expressao para Cy,,em uma das duas equagoes,

(6.31) ou (6.32), para o fluxo através das Bordas de Plateau, obtém-se uma
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expressao geral para o fluxo considerando os efeitos da difus@o entre as bolhas e da
reacao de suas interfaces.

TCole KDB(TppIner 1 1 ] (6.34)

4m =3 k + DB (rpg) lr.  1ppl

Esta forma geral para o crescimento através das Bordas de Plateau, a,,,
compreende duas teorias: a SCGML que considera que a concentracao do gas
satura a uma distancia equivalente a metade da distancia média entre a bolha em
questado e suas vizinhas mais proximas; e a MLE na qual a presencga das outras
bolhas é incorporada pela idéia de um meio liquido efetivo com fontes e sumidouros
uniformemente distribuidos. Ambas abrangem diferentes regimes de fragdes

liquidas, bem como diferentes regimes de difusdo do gas através da matriz.

6.1.3 Forma Geral para o Crescimento de Bolhas Bidimensionais

A partir da idéia de separar o crescimento de uma bolha entre crescimento
seco, ag, e crescimento molhado, a,,, obtivemos uma expressdo a, dada pela
equacao (6.9), e uma expressao generalizada para a,,, dada pela equagao (6.34).
Assim, a lei de crescimento para uma bolha sem restricbes sobre o regime de

fracoes entre fases assume a forma,

T[Coolc kDB(rpB)nef 1 1

0= Deg(ner = 6) + =17 p [ "7 ) (6.35)

onde a fungao B(rpg) pode ser dada por:

1
BSCCML(ypp 1) = m (6569
L _ rP_BKl(TPB/f)
BY (rpg) = ¢ Ko(rpg/€&) oo
e r, € dado por,
L efk +DB(TPB) - rPB k + DB(T‘PB) .

A teoria fica, entao, apresentada em termos do raio de curvatura das Bordas
de Plateau, 1, € do angulo percorrido através das interfaces molhadas,

representado pela variavel n,s.
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6.2 Resultados Numéricos

O objetivo inicial deste trabalho foi conseguir realizar simulacdes
computacionais de espumas bidimensionais em regimes arbitrarios de fracoes
liquidas. Para isso, utilizamos computadores equipados com processadores Intel
QuadCore Q8400, com cache de 2,66 Ghz e 4Mb de memodria.

A metodologia utilizada, bem como o0s resultados obtidos por estas
simulacgdes, estao apresentados conforme segue.

6.2.1 Metodologia

O modelo utilizado na simulacées foi o modelo GGH [139-144]. De fato
nossas simulagdes usando o modelo GGH n&o distinguem a dinamica de
crescimento entre espumas ou dominios [12,122,147], ou de qualquer outro sistema
bifasico em que uma destas fases apresenta um padrao celular.

Espumas consistem de N bolhas de gas em uma matriz liquida, e nossa
descricdo consiste em uma rede quadrada com condi¢des de contornos periddicas.
Cada sitio da rede recebe um rétulo, um namero inteiro que, para a fracao da rede
que vai representar as bolhas, varia de 1 ao numero de bolhas N, (= N), S; =
1,..,N4, enquanto que o restante da rede, que vai representar uma matriz liquida,
vai ser dividida em N, dominios (como “goticulas de agua”), e o rétulo vai, entao,
variade Ny, + 1 até Ny + N, S; = Ny + 1,...,Ng + N,.

As diferentes fases sao distinguidas por um segundo rétulo 7(S;), chamado
de “tipo” que, para 0 < S; < N, este € dado por 7(S;) = 7, (bolhas de gas), enquanto
que para Ny +1 < S; < Ny + Ng, é dado por 7(S;) = 7, (goticulas de agua). Portanto,
desta forma temos N, bolhas em uma matriz de N, goticulas de agua.

A energia armazenada em uma espuma é decorrente da tensao superficial
entre as fases. Como a forma mais geral de uma bolha é que ela tenha seu
perimetro total composto pela soma do seu perimetro seco p; com o seu perimetro
molhado p,,, a forma utilizada para representar a diferenca entre as energias
inerentes a p; e a p,, € utilizar a hipétese de adesao diferenciada do modelo GGH.

Em uma rede, a expressao para a energia (ou, de fato, um Hamiltoniano)

toma a forma discreta:
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p
1
H= 52 ZJ[T(Si)'T(Sj)][l —6(5: = $)]
i=1 (j)
Ng+Ng

+ ) )l - a9 (w6
k=1

(6.38)

onde (j); indica a soma sobre todo sitio j que é vizinho do i-ésimo sitio que esta
sendo somado, o fator 1/2 serve para compensar a contagem dupla feita sobre os
perimetros das bolhas. § é a delta de Kronecker, caracterizada por §(S; —S;) = 1 se
S; = S; (sitios internos a mesma bolha, ndo somam a energia) e s(S; —Sj) =0 se
S; # S; (sitios de dominios vizinhos possuem energia J[z(S)),7(S;)], de acordo com
os seus tipos). A[t(S,)] € o multiplicador de Lagrange que especifica 0 quanto as
areas podem variar em torno da area alvo a'9(z(Sy)), e () e a(S;) sdo,
respectivamente, o tipo e a area da bolha Sj.

Para o célculo da energia, foram tomados até os sétimos primeiros vizinhos
do sitio i (total de 36 sitios vizinhos) para suavizar os efeitos da anisotropia da rede

[148]. E as energias por unidade de perimetro foram ajustadas da seguinte maneira:

](Tg'Tg) = 2](Tg' 7q)
IS, 7(S)] =31 (24,70) = (20 75) = 0,7 (6.39)
J(tq, 1) = 0,001

Os valores 0,7 e 0,001 foram tomados por mero ajuste de parametros, porém
sem perda de generalidade, bem como o valores A(z,) =9 € A(z,) = 0 (este dltimo
significa que os dominios de gas podem variar sua area livremente).

A matriz liquida entdo é dividida em goticulas, cada uma com apenas 8
sitios. Por haver uma probabilidade de a area de cada goticula flutuar em torno da
area alvo a'9(z,) = 8. A cada passo temporal em que uma bolha de ar cresce sobre
uma destas goticulas, esta goticula fica potencialmente predisposta a crescer
anisotropicamente sobre uma de suas vizinhas, transmitindo este potencial
repetidamente até encontrar alguma outra bolha de ar, resultando no crescimento
desta.

Este processo nada mais é do que uma maneira para simular o caminho
aleatorio que as moléculas de gas dispersas no liquido percorrem no processo de
difusdo do gas entre as bolhas. A velocidade desta difusdo pode ser controlada pela
area alvo a'9(z,) das goticulas, pois esta define o tamanho do passo que o gas

pode fazer neste caminho aleatério.
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Caso a area alvo fosse tomada como igual ao tamanho da matriz liquida,
a'9(t,) = ar¢;, onde ay representa a area total do sistema, ou seja, se toda a matriz
fosse a mesma bolha de agua, seria como se o coeficiente de difusédo fosse infinito,
ja que o gas saido de uma bolha de ar imediatamente estaria predisposto a fazer
qualquer outra bolha da espuma crescer e o crescimento apenas dependera do
coeficiente de reacdo da interface.

A evolucao do sistema transcorre de acordo com o método de Monte Carlo
(conforme descrito na Secao 5.5.1), com o tempo medido em nimero de passos de

Monte Carlo (ou Monte Carlo Steps, mcs)

6.2.2 Condicodes Iniciais

Inicialmente, utilizamos uma distribuicdo de bolhas monodispersa, apenas
variando o tamanho das bolhas para diferentes fracoes liquidas de forma a manter o
mesmo numero total p de sitios em todas as simulagées, onde p = ay.

Primeiramente, criamos uma espuma seca, escolhendo N, sitios aleatorios
dentro da matriz, e rotulamos seus quatro primeiros vizinhos com o mesmo rétulo S;
do sitio sorteado. Para preencher toda a rede, evoluimos por 200 mcs tomando
a'9(t,) = ar/Ny, e A(t,) =9, criando uma espuma seca com N, bolhas do mesmo

tamanho.

Flgura 6 2 - Crlando o estado InICIal seco. Inicialmente zeramos a matriz, e
em seguida criamos N, pequenas bolhas dispersas na rede, relaxamos por

200 mcs, para obter uma espuma seca bidimensional. Fonte: Autor.

O segundo passo ¢ inserir liquido na espuma. Para isto percorremos a rede
procurando os vértices: cada sitio i, com roétulo S;, e que possuir pelo menos dois
primeiros vizinhos com rétulos distintos (Sj, Sy; S; # Sk), tera o seu rétulo trocado por
Ny + 1, bem como os seus primeiros vizinhos. Formando, assim, uma nova “bolha’

de cinco sitios com tipo 7.
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A apos encontrar todos os 2N, vértices, relaxamos o sistema por mais
200 mcs. Nesta etapa tomamos a'9(z,) = p¢;, onde ¢, é a fracdo liquida desejada,
at¥(ty) = A= ¢ p/Ny, € A(zy) = Axy) = 9.

Figura 6.3 - Espumas em diferentes fracoes liquidas. Uma espuma
bidimensional com fracao liquida ndo nula pode ser obtida incluindo liquido
nos vértices de uma espuma seca. Para fragcoes liquidas grandes, as Bordas
de Plateau podem ser grandes. Na sequéncia de imagens, seguem os
estados iniciais criados para as simulagbes com ¢, =0,00, 0,06,0,18 e
0,54. Fonte: Autor.

Em seguida varremos novamente a matriz agora ja com a fracdo liquida
desejada, dividindo a matriz liquida em pequenas goticulas de agua com oito sitios
cada. Desta maneira obtemos o estado inicial desejado, com N, bolhas de mesmo
tamanho em uma espuma com fragdo liquida ¢; na qual o crescimento vai ser
controlado pela difusao do gas pela matriz liquida.

A Figura 6.3 mostra o estado inicial obtido a partir do procedimento descrito
acima para a criacao de espumas com diferentes fracdes liquidas.

ApGs construir o estado inicial desejado, liberamos a evolugdo da espuma
desligando a energia de area das bolhas de ar, ou seja, tomamos A(t,) = 0. Todas
as simulagbes foram realizadas em uma matriz de 8944 x 8944 sitios, inicialmente
com 2 x 10° bolhas, evoluidas até 30.000 mcs, e os célculos foram realizados em

20.000 mcs. Os tempos de processamentos até 30.000 mcs e o numero de bolhas
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em 20.000 mcs ainda presentes na espuma neste estagio da evolugdo estédo
apresentados na Tabela 6.1:

Tabela 6.1: Tempos de Processamentos e Nimero de Bolhas.

N tempO( SSISS%C:::;‘;“@‘“"O N (20.000mcs)
0 ~1ldias 2838

0,02 ~13dias 4240

0,06 ~13dias 11478

0,18 ~15dias 16316

0,54 ~18dias 15500

0,9 ~40dias 5376

Os tempos tipicos de transientes antes de realizar as medidas sobre as
bolhas devem ser longos para garantir que o sistema realmente ja esteja evoluindo
em estado de escala, no qual podem ser obtidas boas estatisticas bem como

determinado o expoente de crescimento caracteristico da espuma.

6.2.3 Medidas Geométricas

As quantidades geométricas sao definidas e medidas supondo que um sitio
da rede € um quadrado elementar. A area de uma bolha é o nUmero de quadrados

que esta contém e o seu perimetro € o numero de interfaces de quadrados separam

+4+

pl=8u.p.

diferentes bolhas.

p2 =8 u.p.

1 u.a.

_r--

Figura 6.4 — Definicoes de area e de perimetro em rede quadrada. Para uma
rede quadrada, as medidas dos perimetros p1 e p2 sao iguais. Fonte: Autor.

Em simulag¢des utilizando rede quadrada ou em experimentos que utilizam
imagens pixalizadas, medidas de curvaturas, comprimentos, areas ou volumes,
desviam das suas medidas Euclideanas [149]. A Figura 6.4 da um exemplo de como

a menor distancia entre dois pontos em uma rede quadrada ndo € uma linha reta, e
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nao existe um caminho preferencial para percorrer esta distancia, que € maior que a
reta Euclideana.

Uma forma de corrigir as medidas é transcorrer com uma calibracao, criando
circulos de diferentes raios e definindo que o perimetro em uma rede quadrada,
medido pelo nimero de arestas interfaciais, P;, € igual ao perimetro Euclideano,
2nR, multiplicado pelo fator de calibragcdo S.. De maneira analoga, a area medida
pelo nimero de sitios do circulo deve ser igual a area Euclideana, mR?, multiplicada

pelo fator a..

—0— P/(21R)

1.4¢ —0— Al(R?)

©

o

W

=
1,0_W-

0 200 R 400

Figura 6.5 — Ajuste nas medidas geométricas em redes quadradas. Medidas
do perimetro (quadrados pretos) e da area (circulos vermelhos) de um
circulo em uma rede quadrada, em relacao ao perimetro e area em um
espaco Euclideano (espaco continuo). Fonte: Autor.

Como requerido para validar nossas medidas, o grafico da Figura 6.5 mostra
que as razbes B, e a, tendem a valores constantes para dominios grandes, com
a. =1 e B.=1,275, ou seja, a medida da area acaba sendo a mesma esperada
para um espago continuo, porém o perimetro deve ser corrigido dividindo o

perimetro medido por ., P — P, /f..

6.2.4 Expoentes de Crescimento e Estados de Escala

A evolucdo do numero de bolhas N em espumas com diferentes fragdes
liquidas ¢; variam entre os regimes de espuma seca ¢; = 0,0 e espuma molhada
¢; = 0,9. Os resultados das nossas simulagdes sado apresentados na Figura 6.6, as
fragcbes liquidas simuladas foram ¢, = 0,00, 0,02, 0,06, 0,18, 0,54 e 0,90, e todas
apresentam uma lei de poténcia do tipo N = Nyt~% com o expoente a dependente da
fracdo liquida e que, para estagios avancados da evolugcdo, se mantém constante,

caracterizando uma evolucgao de escala.
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10° F———=
NN,
A

10_I F—B— §=0.02 —8— §=0.02

—8— ¢-0.02 —8—¢-0.02

S ¢=0.06 S— ¢=0.06

—7— 4=0.18 —— 4=0.18

2 ¢=0.54 ¢=0.54

10 F—G— ¢=0.90 102 | —— ¢=0.90
10 10" 10° 10° 10° 10° 10°*

t(mces) t(mcs)

Figura 6.6 — Evolucao do niumero de bolhas N para diferentes ¢;’s. O grafico
(a) mostra como as primeiras bolhas comecam a desaparecer em tempos
diferentes para as diferentes ¢,’s, ja o grafico (b) seleciona o intervalo de
tempo em que o decaimento se comporta como lei de poténcia. As
inclinagdes sao diferentes para diferentes ¢,’s, sendo maior para fracoes
menores, o que significa que as espumas com menos liquido evoluem mais
rapido que as mais molhadas. Fonte: Autor.

Como podemos lembrar da subsecao (2.2.2.1), este estado de escala é
caracterizado pelo fato de as fungdes distribuicdo e correlagbes entre varidveis
adimensionais manterem suas formas constantes.

Entdo, para garantir que a medida do expoente esta sendo feita com o
sistema realmente em estado de escala, € necessario analisar se as funcoes
distribuicbes geométricas (areas das bolhas) e topolégicas (nUmero de vizinhos n)
da espuma, quando em termos de variaveis adimensionais, permanecem constantes
no tempo. Para isso, seguem os graficos da Figura 6.7 com as desordens
geomeétrica e topoldgica, definidas como a razdo entre o desvio padrdo da
distribuicdo e o seu valor médio, respectivamente 6,/(a) e §,/(n), mostrando o
intervalo em que estas grandezas se mantém constantes.

(a) [k ~(b)
£ ¢=0,06

—7— 4=0,18 10,9
#=0,54 ©

€} ¢=0,90

10° 10°* 10° 10°
t(mces)

Figura 6.7 — Evolucao das desordens topoldgica e geométrica. O grafico (a)

mostra a evolucao das desordens topoldgicas, que divergem para ¢; > 0,18,

pois as bolhas quase nao tem mais contatos entre si. Enquanto que o grafico

(b) mostra a desordem geométrica que se mantém constante indiferente de
¢,, caracterizando um estado de escala. Fonte: Autor.
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Quando a fragao liquida é grande, as medidas das desordens topoldgicas
divergem, e isto acontece porque as Bordas de Plateau estdo conectadas, o que
diminui o contato entre as bolhas e o (n) tende a zero. Ja as desordens geométricas
nao apresentam este problema e pode ser tomada como parametro para determinar
se a espuma ja esta no estado de escala para qualquer valor de ¢;.

Os expoentes de crescimento medidos para os pontos dentro do intervalo de
20.000 a 30.000 mcs, estdo apresentados na Tabela 6.2. Para ¢, = 0,0, que
representa 0 comportamento de uma espuma seca calculado pela lei de von
Neumann-Mullins temos a~1 e, no limite oposto, para ¢; =09, a =0,688 e
tendendo ao valor 2/3 esperado para o regime de Amadurecimento de Ostwald em
duas dimensbdes, quando o crescimento é controlado por difusdo. A tabela geral de

valores obtidos segue abaixo:

Tabela 6.2: Expoentes da evolugéo de espumas.

o]} ol

0 0,98942
0,02 0,83534
0,06 0,7868
0,18 0,755
0,54 0,71219
0,9 0,68872

A partir desta tabela, o grafico dos expoentes em funcao da fracao liquida é
apresentado na Figura 6.8(a). Observa-se que ha uma tendéncia suave e assintética

entre os valores limites ja conhecidos.

1,0fo %
'. 0,84+ % log « = log(0.69) - 00486 logg,
o o8l % | Ol o78} B
’ ~o- a
N - ; | .
0,6} ] %
0:0 0:4 0:8 0,66 0,01 Gt i g 0‘1 m s 1

¢

! (a) ! (b)
Figura 6.8— Expoentes para diferentes fragcoes liquidas. Vemos que mesmo

com apenas um pouco de liquido, o comportamento da espuma ja difere do
comportamento de espuma seca e tende assintoticamente ao de espuma
molhada conforme ¢, — 1. A linha horizontal da figura (a) representa o valor

2/3. Ja a figura (b) mostra a curva em escala logaritmica, e a linha vermelha

traca a curva de ajuste obtida. Fonte: Autor.
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Tomando em escala logaritmica, o grafico de a vs. ¢; pode ser ajustado pela
lei de poténcia, exceto para ¢; = 0.00 que a = 1,
a=A¢, "¢, (6.40)
com A = 0,69 e € = 0,0486.
Também se observam o0s comportamentos de escalas nos gréficos de
evolugcdo das caracteristicas geométricas da espuma, como area média (a) e
perimetro médio, que pode ser dividido em perimetro seco médio (p,), perimetro

molhado médio (p,,) € perimetro total médio (p;o:)-

<Prot”

110°

* 12x10°

| <P,
1102

t(mces)

Figura 6.9 — Evolucao das propriedades geométricas de espumas. Na figura
(a), a evolucao da area média, nas figuras (b), (c) e (d), as evolugcées do
perimetro total médio, perimetro seco médio e perimetro molhado médio,
respectivamente. Fonte: Autor.

(pror), Que € a soma de (ps) com (p,,), € proporcional ao raio (R) da bolha,
que, por sua vez, é obtido pela aproximagdo das bolhas por circulos R = \/m,
deixando clara a relagdo de que p;,.2 x a. As leis de escala das propriedades
geométricas ficam, entdo, (a) x t* e (pwt)octa/Z, e se verificam, bem como a

relacdo de p.,; com a das bolha individualmente, conforme mostrados na Figura
6.10.
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¢=0,00
& + ¢=0,02 o
—_— | . 4=0,06 _e-::' = 1]
AL P
o
.4
52} d
o
SN
oL time=20.000mcs

al<a>
Figura 6.10 — Relacéo linear entre p?, e a, das bolhas individualmente. A
figura mostra que a relacao é valida independente da fracao liquida da
espuma. Fonte: Autor.

6.2.5 Funcoes Distribuicoes Geométricas

Os gréficos das distribuicdes obtidas em nossas simulagées mostram que o
comportamento de escala acontece para todas as caracteristicas geométricas das
bolhas, como area P(a/{a)) (gréaficos da Figura 6.11) e perimetro total P(p;ot/{Ptoc))
(gréficos da Figura 6.12).

—B8—15.000 mcs
—©—20.000 mes 0.6
£~ 25.000 mes
—¥/—30.000 mcs | 03
. $=0,18
A i 0,0
{/U 10,6
e
3 03
o :
$=0,54
; 0,0
10,6
10,3
: _ ¢=0,90
0L - - - . y . 0,0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

al/<a> a/<a>

Figura 6.11— Funcodes distribuic6es de areas P(a/(a)) para diferentes ¢,. A
sequéncia de graficos mostra como a funcédo P(a/(a)) se modifica conforme
¢; aumenta. Indo de uma forma com calda longa para uma mais centrada no
valor médio e com concavidades diferentes a esquerda e a direita de (a).
Fonte: Autor.
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As distribuicdes P (p:o:/{(Pror)) S0 iguais as distribuicées de raios das bolhas
P(R/(R)) dada a relagao linear entre p,,; € R mesmo para bolhas poligonais. Esta
distribuicao P(p:o:/{Pror)), para fracao liquida nula, apresenta simetria em torno do
valor médio e, conforme ¢, aumenta, ela suavemente passa a apresentar a forma

assimetrica esperada para o limite molhado (ver Capitulo 3).

—B— 15.000 mcs
1,2¢ T : —©—20.000 mes 11,2
£%—25.000 mcs
0.6l ——30.000 mes | o
—_— . .
A $=0,18
S 00
o
VvV 1,24
--...__-‘_‘
e
O 06t
S
o 3
0,0%
1,2}
0.6
0,0

2

pto’c/< ptot> p’cot/< ptot>

Figura 6.12 — FuncoOes distribuicoes de perimetro total P(p.o¢/(Piot))- OS
graficos mostram como a funcdao P(p../(P:i:)) €evolui de uma forma
simétrica, quando ¢; = 0,00, para a forma tipica esperada para sistemas no
limite diluido da fase celular, ¢»; —» 1. Fonte: Autor.

As distribuicées P(ps/(ps)) de perimetro seco, como podemos ver nos
graficos da Figura 6.13, evoluem de modo igual a P(p;o:/(Ptor)) Para ¢; = 0,00, até
inexistirem quando ¢; é grande suficiente para que ndo haja mais contato entre as
bolhas (pg; = 0 para todas as bolhas) e a distribuicdo P(ps) passa a ser uma delta de
Dirac em p,; = 0, ou seja, P(p;) = §(p,). Ja a distribuicao adimensional & mais dificil
de tratar dada a indeterminagao em p_/(p,).

Ja para a distribuicdo P(p,,/{pm)) (ver Figura 6.14), a indeterminagcédo esta
no limite de ¢, - 0, visto que p,, = 0 para todas as bolhas, e portanto, P(p,,) =
8 (py). Para ¢, # 0 ela evolui suavemente até ser igual a P(p.o:/{Pror)) Para ¢;’s em

que as bolhas ndo tém mais contato entre si.
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—— q‘l:0,18
Aw e rpenenn __.__ 0.0
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"'-\-{. 10,8
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= 0,4
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p<p,> p/<p,>

Figura 6.13 — Func¢odes distribuicdes de perimetro seco P(p,/(p;)). A fungdo
P(p,/(p,)) € igual a P(p..:/{P:o:)) Para ¢, = 0,00 e passa a ser indeterminada
para ¢, grande o suficiente para que nao haja mais contato entre as bolhas.
Fonte: Autor.

—B— 15.000 mcs
1.2} T —©—20.000 mes 112
—£—25.000 mes
—%— 30.000 mes

06}

¢=0,00
0,0/ . . e

¢=0,18

P(p_/<p_>)

/<p > /<p >
P/ ~Pr, P/ <P,
Figura 6.14 — Fungoes distribuicoes de perimetro molhado P(p,,/{(p.)- A

fungédo P(p,./(p.)), de maneira inversa ao que acontece para P(p,/(p;)), €
indeterminada para ¢, — 0 e tende a P(p,,:/{P:o:)) Para ¢,. Fonte: Autor.
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As fungdes distribuicbes obtidas por nossas simulagdes reproduzem o0s
resultados ja bem conhecidos para diferentes sistemas com padrées celulares, tanto
no limite de ¢; —» 0, onde tipicamente se analisam as distribuicbes em &reas
P(a/{a)), bem como para ¢; —» 1, onde as diferentes teorias tipicamente tratam a
distribuicao dos raios normalizados das bolhas, o que é equivalente a P(piot/(Ptot))
uma vez que p,,, = 2zR. A novidade aqui € que apresentamos os resultados para

todos os regimes intermediarios de fracao liquida.

6.2.6 Funcoes Distribuicoes Topoldgicas

As fungdes de distribuicdes topoldgicas descrevem, na média, como as
bolhas de uma espuma sao distribuidas entre poligonos de n =1,2,3 ... lados. As
distribuicbes de probabilidades de encontrar bolhas com n lados também séo
parametros para determinar que a espuma esteja em estado de escala. Um ponto
critico da estabilidade desta distribuicdo estda em ¢;~0,18, pois esta fracdo liquida
caracteriza o estado transitério na estabilidade reolégica das espumas, mais

precisamente determinada por Bolton e Weaire em 1990 [106] como ¢, = 0,16 (ver

secdo 4.1). Neste regime de fracdo liquida, as Bordas de Plateau das espumas nao
tém mais a forma de tridngulos concavos, passando a ter, na média, contato com
quatro bolhas, diferentemente dos trés contatos que as definiam como Bordas de
Plateau originalmente. Portanto, a partir dai, a espuma passa efetivamente a ser
constituida por bolhas dispersas em uma matriz liquida.

As distribuicbes P(n) obtida por nossas simulagdes reproduzem os
resultados j& obtidos experimentalmente e para simulacbes de espumas secas
bidimensionais [35], bem fitadas pelas distribuicbes teoricamente obtidas por de
Almeida e Iglesias [36,37]. Também observamos a transicao suave para o regime de
bolhas dispersas sem contatos entre si, conforme ¢; aumenta. A forma invariante de
P(n) mostra que, mesmo o tamanho médio das bolhas aumentando com o tempo, a
espuma continua com a mesma forma. Portanto observar uma espuma em
diferentes tempos é similar a dar um zoom em algum ponto desta, e é esta

caracteristica que da nome ao comportamento de escala.
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Figura 6.15 - Distribuicoes topologicas P(n) para diferentes ¢;’s. A
sequéncia de graficos mostra a evolugcao da funcdo P(n) conforme ¢,
cresce, e como o valor médio desta distribuicdo passa de (n) =6 para
espuma seca, até zero, conforme ¢, aumenta, sendo que a distribuicdo
obtida para ¢, = 0,0 reproduz resultados experimentais para espumas por
Glazier [35] e os teoricamente obtidos por de Almeida e Iglesias para um
formalismo de maximizagao de entropia [36,37]. Fonte: Autor.
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Figura 6.16 — Relacao entre (a),/(a) e n para diferentes ¢,’s. Os graficos
mostram que a relacdo entre (a),/(a) e n nao é linear para nossas
simulacdes, e para ¢, = 0,0, podemos observar a tendéncia quadratica
obtida por de Almeida e Iglesias [36,37]. Fonte: Autor.
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Outra distribuicdo tipicamente observada em padrbes celulares é a relacao
entre a area média das bolhas com n lados (a),, hormalizada pela 4rea média das
bolhas (a) com o numero de lados n (Figura 6.16). De acordo com a lei de Lewis (ver
secao 2.1.1.1.2), esta relacdo deveria ser linear para os mais diversos padrbes
celulares, porém nossos resultados mostram que demonstram que tal linearidade
apenas se observa no intervalo que corresponde ao maximo das distribui¢ées,
porém com desvios significativos fora deste intervalo, onde a estatistica nao é boa.

Em sequéncia, a distribuicdo topologica (pior)n/{Pror) VErsus n que, em

contra-ponto a distribuicdo de (a),/(a), apresenta uma forma curvada, o que é

consequéncia da relagao p;y; « a'lz.

Outra relagao topoldgica bem conhecida é a relagdo de Aboav-Weaire (ver
secao 2.1.1.1.2) para espumas secas, que descreve a relagdo entre o produto do
nuamero de lados dos vizinhos das bolhas com n lados, m,,, com n, como sendo uma
funcao linear de n. E sua correcao para estruturas celulares evoluindo via processos
T1, obtida por Godréche et al (secao 2.1.1.1.2), que demonstra que a relagéao
original obtida por Aboav € valida quando n € grande, porém apresenta um desvio

para n pequeno.

$=000 : : ' 470,18

Of : 4 " . .
5 »qi:0.02 #=0,54 —B- 15.000 mcs

1 —6—20.000 mes 1.0
—— £~ 25.000 mcs
& 30.000 mes

0,5

< > /< >
ptot n/ ptot

0,0

1.0

0.5

0,0

n n

Figura 6.17 — Relacao entre (pi)n/(Piw:) © n para diferentes ¢,’s.
Distribuicoes topologicas de (p..:)»/{P:o:) Para diferentes fragcoes liquidas,
mostrando como bolhas com mais vizinhos, tipicamente sdo maiores. Fonte:
Autor.
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Figura 6.18 — Lei de Aboav-Weaire, n-m, versus n para diferentes ¢,’s.
Nossos resultados apresentam que a tendéncia linear da relacdo de n xm,,
com n é observada também para estruturas celulares que niao evoluem
apenas via processos T1, e verificam a correcao para n pequenos quando
¢; = 0,00. Fonte: Autor.

Os resultados das nossas simulagbes apresentam o pequeno desvio da
linearidade obtido por Godreche et al [53], como é possivel observar no gréfico de
¢; = 0,00, mas o interessante € que nossas simula¢gées mostram que o crescimento

de n * m,, em fung&o de n ainda apresenta certa linearidade.

6.2.7 Leis de Crescimento

Passemos agora ao estudo da dindmica de crescimento de espumas
independentemente da fracao liquida desta. Além de verificar que, para qualquer ¢,
as espumas sempre acabam apresentando comportamento de escala ao longo da
sua evolucao, nés também analisamos o crescimento individual das bolhas com a
intencdo de verificar as leis de crescimento existentes para o0s regimes
intermediarios de ¢;.

Mais ainda do que meramente verificar se nossas simulagées realmente
satisfazem as teorias existentes, nds procuramos tracar um panorama geral do

crescimento das bolhas justamente no regime intermediario de ¢,;, para tentar
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entender melhor a dindmica de crescimento individual de bolhas em fung¢ao das suas

caracteristicas geométricas e topolégicas.

O crescimento a de uma bolha é determinado pela variagdo da sua area Aa

em um intervalo de tempo At, a = Aa/At. Para analisarmos quais as caracteristicas

das bolhas que determinam se esta tem uma tendéncia em aumentar ou diminuir

seu tamanho, ndés calculamos os crescimentos médios das bolhas correlacionando-

0S com sua area, perimetro (seco, molhado e total) e seu nimero de lados.

A Figura 6.19 mostra uma sequéncia de graficos apresentando a taxa média

de crescimento das bolhas com n lados, (a),, em funcao de n. Como consequéncia

da lei de von Neumann-Mullins, nossas simulacées mostram a linearidade da taxa

média de crescimento das bolhas (a),, em funcédo do seu niumero de lados.

| —©—20.000 me

A

50 —B—15.000 mcj

-{13&@(' ¢=0,06

¢=0,90

n

0

* 10,15

0,00

1-0,15

10,1

0,0

Figura 6.19 — Crescimento médio para bolhas de n lados (a), versus n. Os
graficos mostram a perda de correlagdo entre o crescimento das bolhas e
seus humero de vizinhos conforme ¢, aumenta. Também a verificacao da lei
de von Neumann-Mullins para ¢, = 0,00, e que n.~(n) independente de ¢,.

Fonte: Autor.

Podemos observar a tendéncia linear se mantém também para espumas

com ¢;’s pequenos, e o valor de n que corresponde ao crescimento medio nulo, €

aproximadamente o valor de (n) mesmo para espumas com ¢; # 0,00. Como

esperado, para ¢;’s grandes, ndo ha mais correlagdo entre o crescimento e o
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nuamero de lados das bolhas, mesmo porque para ¢; = 0,54, por exemplo, todas as
bolhas tém n = 0.

Vamos, entdo, analisar como a taxa média de crescimento das bolhas se
relaciona com suas caracteristicas geométricas. Comecando pela area em relacao a
area média das bolhas, calculamos o crescimento médio das bolhas com area entre

a/{a) e a/{a) + d(a/{(a)), e chamamos de (a), /4, Para entdo plotarmos em fungéo

de a/{a).

—B— 15.000 mcs
2 —©—20.000 mes
£—25.000 mes
57— 30.000 mcs

1 2

al<a> al<a>
Figura 6.20 — Crescimento médio para bolhas (a),,, versus a/(a). Os
graficos mostram como a taxa de crescimento das bolhas se relaciona com a
relacado da sua area com a area média das bolhas. Observe que,
independente da fracao liquida, na média, bolhas com a maior que (a)
crescem, enquanto que as bolhas com a menor que (a) diminuem e tendem a
desaparecer. Fonte: Autor.

Conforme ¢; aumenta, a forma muda, porém mantendo em comum o fato de

que, na média, bolhas com tamanho maior que o médio crescem, enquanto que as

bolhas menores que a média decrescem e acabam desaparecendo.
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Figura 6.21 — Crescimento médio (a),,,,/p,,.) VErSUS Piot/(Pioe)- NOS graficos
se observa a transicdo suave entre uma relacdo quadratica entre o
crescimento e o perimetro, para espumas secas, até a forma esperada pelas
teorias do regime Ostwald rippening. Fonte: Autor.

Para espumas no regime de bolhas dispersas em uma matriz liquida e sem
contatos entre si, as teorias existentes como a de Marqusee (1984) e a YEGG
(1992), tracam o crescimento das bolhas como funcdo do seu raio. Nossos calculos
foram feitos em termos de p..:/{(p:or) Que, como ja foi comentado, € exatamente
igual a R/(R), e os resultados (na Figura 6.21) mostram uma transicao suave entre
uma forma quadrética, em ¢; = 0,00, para curva esperada pelas teorias, no regime
de ¢; = 1. Tal forma quadratica € resultado da relagao linear do crescimento com a

area e da relagdo quadratica entre a area e o perimetro.
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Figura 6.22 — Crescimento médio (a), ., versus p,/(ps). A curva do
crescimento (a),_ /) € igual a do (a),,,,/@,,, Para ¢, = 0,00, e conforme ¢,

aumenta, aumenta a fracao pm/pm e desaparece a correlacao entre a e
ps/(ps) das bolhas. Fonte: Autor.

Na Figura 6.22 € mostrado que o crescimento das bolhas em fungéo do seu
perimetro seco é igual ao crescimento em funcdo do perimetro total quando a
espuma € seca e, conforme aumenta a fracdo molhada do perimetro das bolhas, ou
seja, pm/Pror,» @ correlacdo entre a taxa de crescimento desta bolha a e o seu
perimetro seco pg diminui.

Se pensarmos no crescimento de uma bolha como proporcional ao fluxo de
gas que passa através da sua interface, a taxa de crescimento pode ser dividida na
soma entre o crescimento através do perimetro seco e o através do perimetro
molhado.

Na Figura 6.23, de maneira oposta ao que ocorre em funcao de p,/(p;), em
funcéo de p,,/(p.») N0 ha correlagéo entre a e p,, para espumas secas, até mesmo
porque p,, = 0 para todas as bolhas, e quando ¢; é grande tal que as bolhas sejam
circulos sem contatos entre si, p,, é igual a p;,: €, portanto, recorre as teorias

existentes.
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Figura 6.23 — Crescimento médio (a), /. Vversus p,/(p,). Quanto mais
liquido a espuma tem, maior € o numero de bolhas com p,, = p;,; €, para
estas bolhas, o seu crescimento é descrito pelas teorias de Ostwald
rippening. Nossas simulacoes mostram que, conforme ¢; aumenta, mais o
crescimento médio das bolhas em funcao de p,,/(p,) satisfaz as teorias de
crescimento de espumas molhadas. Fonte: Autor.

Bolhas com p,, =0 evoluem de acordo com a lei de von Neumann,
enquanto que as bolhas com p,, = p:.:, de acordo com as teorias de crescimento
para espumas molhadas. E intuitivo concluir que a fragdo de perimetro molhado
Pm/Pror da bolha seja o fato que determina em qual regime esta vai evoluir e que,
em um regime intermediario, seja uma combinacao linear entre os dois regimes de
crescimento.

Nossa frustracdo em relacionar as taxas de crescimentos com a teoria
proposta neste trabalho decorre da dificuldade em determinar angulos em redes
quadradas, uma vez que a variavel n.; representa uma medida de angulo
percorrido pelas interfaces molhadas. No entanto, a Figura 6.24 mostra os graficos
com os resultados obtidos pelas nossas simulagdes, em comparagao com as teorias
para o crescimento das bolhas nos regimes em que as fragdes liquidas sao
aproximadamente 0 (lei de von Neumann-Mullins) ou 1 (Teorias de Ardel, Marqusee
e Teoria YEGG).
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Figura 6.24 — Comparacédo entre nossas simulacdes e teorias existentes. A
esquerda, a relacéo linear de (a), com n verifica a lei de von Neumann e, a
direita, a curva obtida pelas nossas simulacbes em comparacao com as
curvas tedricas de Ardel, Marqusee e da teoria YEGG. Fonte: Autor.

<d>/d<P>

E interessante notar como, em espumas secas, as taxas de crescimento sdo
consideravelmente maiores que para espumas molhadas. Quanto maior a barreira
liquida que o gas encontra para passar de uma bolha para outra, menores sao as
taxas de crescimentos. Isto pode ser explicado pelo fato de que muito do gas que sai
de uma bolha acaba voltando para ela antes de encontrar uma vizinha. Como
resultado, se observa a diferenca entre os expoentes de crescimento a de 1 para
2/3 conforme ¢, varia de 0 para 0,9.
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7 CONCLUSAO

Vimos que a dindmica de crescimento das espumas apresenta regimes
bastantes distintos conforme variamos a quantidade de liquido presente nela, mas
que sempre poderemos pensar em um estado de escala, no qual o tamanho médio
das bolhas evolui constantemente com o sistema, de acordo com uma dinamica de
minimizacao de energia.

Outro ponto de suma relevancia é que temos em maos um instrumento
poderoso para simula¢des de sistemas regidos por energias de superficie. Espumas
demonstram ser fascinantes ndo sé por sua riqueza de regimes, caracteristicas e
peculiaridades, mas também por apresentarem-se como um modelo de referéncia
para simulacdes de estruturas topolégicas em diversas areas das ciéncias.

Os resultados das nossas simulagées computacionais, nas quais utilizamos
o modelo GGH e dividimos a matriz liqguida em goticulas de agua para simular a
difusdo do gas através do meio liquido, mostraram que existe estado de escala para
todas as fragdes liquidas, no qual a evolugdo do numero de bolhas obedece a lei de
poténcia N(t) « t™%, para a qual, obtivemos que o0 expoente de crescimento « é uma
funcdo de ¢;, a = f(¢,), tal que, exceto para ¢; = 0.00 que a = 1,

a=Ap, ¢ (6.40)
com A = 0,69 e € = 0,0486.

Verificamos, ¢; = 0.00, as relagdes topoldgicas obtidas teoricamente por um
formalismo de maximizagao de entropia por de Almeida e Iglesias [36,37], e que a lei
de Aboav-Weaire [47,52], também, €& bem verificada para fragbes liquidas
intermediarias.

Também concluimos que o crescimento das bolhas se da pelo fluxo através
das faces secas e através das Bordas de Plateau. A equacdo que descreve este

crescimento pode ser dada pela equacao (6.35),

TColc kKDB(Tpp)nes 1 1 (6.35)
3 k+DB(rpp) I, 1pgl .

a= Def(nef - 6) +

cuja construcao esta descrita na secao 6.1.
A teoria aqui proposta ainda espera por ser verificada, seja desenvolvendo

alguma maneira de determinar angulos em redes quadradas, seja pelo



128

desenvolvimento de aparatos experimentais que possibilitem experiéncias com
espumas em regimes intermediarios de fragdes liquidas.

Esperamos que este trabalho sirva como referéncia para interessados em
uma iniciacao a ciéncia de espumas, abrindo possibilidade para a extensdo destes
resultados para sistemas tridimensionais e em simulagdes com influéncia de acao
gravitacional para o estudo de como ocorre a drenagem da fase liquida em meio as
bolhas nestas condicoes.

As perspectivas mais imediatas sdo de realizar medidas experimentais em
espumas bidimensionais, realizar simulagdes de crescimento de espumas
tridimensionais para diferentes fragdes liquidas e, se possivel, estender a teoria
existente para um resultado matematico generalizado para d-dimensdes.

Certamente ainda ha bastante trabalho a ser feito em busca da ampliacao
dos conhecimentos existentes sobre estrutura e dindmica de espumas, que se
revelaram um universo de propriedades e caracteristicas bastante fascinantes que,

nem de perto, foram esgotadas pela abordagem aqui apresentada.
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APENDICE A - Lei de Laplace

O matematico, astrdnomo e fisico francés Pierre Simon Laplace (1749-
1827), em um de seus trabalhos, demonstrou que a diferenca de pressao
através de uma interface é inversamente proporcional ao seu raio de curvatura,
isto &, Ap oc ™1,

Fisicamente, a curvatura apresentada pela interface representa uma
configuracéo de equilibrio, isto significa que é a configuracdo que apresenta a
menor energia livre [11].

A energia livre F de um filme de sabao que separa duas bolhas, i e j,
pode ser escrita da seguinte maneira:

F=-pv,—pjvi —pivi +va;— +ya;; (A.1)
onde os dois primeiros termos representam as energias inerentes das pressdes
do gas dentro de cada uma das duas bolhas, com p; ; sendo a presséo interna
e v;; 0 tamanho das bolhas i, j, o terceiro termo decorre da energia da pressao

interna do liquido, com p; sendo a pressao dentro do liquido e v; 0 seu volume,
enquanto que os dois ultimos termos representam a energia da tenséo
interfacial de cada uma das interfaces, onde y é a tenséo interfacial € a;_; é o
tamanho da interface da k-ésima bolha com o filme liquido (lembrando que um
filme de sabao é composto por duas interfaces gas-liquido).
A minimizagao desta energia livre € dada por dF = 0, logo,
—pibv; —p;j6v; —pi6v; +yba;_ +yba;_; =0 (A.2)
Mas como o liquido € incompressivel, §v; = 0, consequentemente a
variagdo no tamanho da bolha i é igual ao negativo da variacao no tamanho da
bolha j, 6v; = —6v; = 6v;;, € como o filme de sab&o € muito fino, o tamanho da
interface da bolha i com o liquido pode ser considerado como igual ao tamanho
da interface da bolha j com o liquido, a;_; = a;_; = a;;. Portanto a condi¢édo de
minimizacao da energia livre se reduz a:
Svij(pj — pi) + 2y8a;; =0 (A.3)
Definindo entdo a diferenca de pressao entre as bolhas i e j como
Ap;j = p; — pj, arelagao fica:

Apij = 2yk;; (A.4)
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onde k;; = a;;/8v;; € a curvatura geodésica da interface.
Para sistemas bidimensionais, um filme de sabéo é a se¢ao de um arco
de raio r constante percorrendo um angulo 6. Para este caso, a variacao no

tamanho da interface € dada por da;; = 667;; e a variagdo no tamanho das

. L L. 66T
bolhas fica §v;; = 0r;;61;;, logo a curvatura geodesica € igual x;; = — 52 =
ijOTij
riyl, logo a equacgao de Young-Laplace fica:
Ap;j = 2yri;1, em 2 dimensdes (A.5)

Para sistemas tridimensionais, esta curvatura geodésica para um filme
semi-esférico de raio de curvatura r varrendo um angulo solido 2, é igual
Kij = QZrijc?rij/Qrif-Srij = 2ri;1, logo,

Ap;; = 4yrj;',  em 3 dimensdes (A.6)

E esta é a equacgao de Young-Laplace para sistemas tridimensionais.
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APENDICE B - Integral de Curvatura
Tridimensional

Macpherson e Srolovitz [54] determinaram a curvatura total percorrida
pelas faces de um dominio tridimensional. Esta curvatura determina o
crescimento deste dominio e, em duas dimensdes ja esta bem estabelecida e
conhecida como a lei de crescimento de von Neumann-Mullins.

A formula da integral de curvatura bidimensional para um dominio com

buracos e componentes desconectadas, é dada por:

f kdl = 2mx(D) — Z a,[0D], (B.1)
i=1

oD

onde o dominio D é contornado pela curva dD, constituida de curvas suaves
ligadas por vértices e que percorrem externamente os angulos a; = «a;[dD], k é
a curvatura local e dl € um elemento de comprimento da curva dD, conforme

pode ser visto na Figura B.1.

Figura B.1 — Esquema generalizado de um dominio bidimensional [54].
Dominio bidimensional com curvas suaves unidas por vértices que
descrevem angulos exteriores a;. Como definicao de notacoes, v é o
vetor unitario tangente e u é o vetor unitario ortogonal e externo ao
ponto q da curva aD.

A curvatura percorrida externamente por cada uma das componentes

obedece a relagéo faD t;cdl+Zextai = 2m, enquanto que internamente, por
ex

cada buraco, obedece a relacao fao- t;cdl + Yine @ = —27.
mn
Somando estas férmulas para todos os buracos e componentes em adD,

obtém-se faD kdl — Y, a; = 2my(D). Onde y(M) é o numero de Euler, ou Euler
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Caracteristico de um objeto M qualquer, e é dado por y(M) =n, —n; +n, +
---, onde n;, é 0 numero de elementos de dimenséo k neste objeto, ou seja,

x=V—E+F-P, (B.2)
onde V é o numero de vértices, E € o niumero de curvas, F € o niumero de faces
e P é o numero de poliedros.

Para o espaco tridimensional é conveniente utilizar coordenadas
esféricas 0, ¢ e r. Para evitar contagem dupla utilizamos 8 variando de 0 a , ¢
variando de — /2 a /2 e r € a coordenada radial que varia de 0 a oo.

Consideremos um ponto p = (x,y, z) neste espaco, cujas coordenadas
esféricas sd0 x =rcosfcosp, y=rsinfcosgp e z=rsing. E possivel
parametrizar planos P no espaco tridimensional. Tomando-se o0 conjunto dos
planos perpendiculares a linha I que liga a origem ao ponto p, I3, integra-se
ambos os lados da equacao (B.1) sobre todo o espago de planos P aplicados a
intersecgéo de P com a regido tridimensional D, e multiplica-se por 2, obtendo:

zpf <B(D£P) mz) av =2 2nPf ¥(D N PYAV — zpf Z a; [3(D N P)]dV (B.3)

Um teorema em teoria de geometria probabilistica diz que este
elemento de volume dV é independente do sistema de coordenadas escolhido
[150].

Supondo um ponto ¢(t) que viaja ao longo de uma curva e que no
tempo 0 esta na posigcao ¢(0), sua velocidade v, neste ponto, é definida como,

4q
dt

t=0

q'(0) = 7. (B.4)

Entao, a curvatura k desta curva é igual ao negativo do produto escalar
da aceleracdo ¢''(0) com o vetor unitario 7 (definindo como positiva a curvatura
de uma curva convexa),

k=—3"(0) -1 (B.5)

Para calcular a curvatura k da curva d(DnNP) =P naD no ponto q,
define-se a origem do sistema de coordenadas no ponto g € o plano xy como
tangente a dD em q. Pelo teorema de funcao implicita, préximo de g, dD pode
ser escrita como a superficie dada por z = f(x,y) com £,(0,0) =0 e £,(0,0) =

0, com o sub-indice x representando d/dx e y representando d/dy.
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O ponto q(t) = (x(t),y(t),z(t)) percorre a superficie dD, entdo
z(t) = f(x(¢),y(t)). Diferenciando, temos z' = f,x' + f,y' e z" = fix" + f,y" +
2fiyx'y" + fix (X2 + £, (¥')%. Mas como x' = —sinf, y' =cosf,eemt =00
ponto q estda na origem (0,0,0), entdo f, =0 e f, =0, e portanto z' =

fex SN 6 — 2f;,, sin 6 cos 6 + f,,, cos? 6.

Figura B.2— Sistema de coordenadas local na interseccdo P n dD no
ponto g [54]. O esquema representa as notacées utilizadas para o
calculo da curvatura local, também mostrando o plano P com
coordenadas esféricas 0, ¢ e r e a linha [ perpendicular a P.

Como q" percorre o plano P e os vetores v = (—sinf,cos6,0) e
u = (—cosfsing,—sinfsinp,cosp) (esquematizados na Figura B.2), sdo
uma base ortonormal para P, podemos escrever q"”" = (q" -wu+ (q" - v)v, e
considerando o vetor unitario z = (0,0,1), z"' =q" -z = (¢"" - w)(u - z) (uma vez

que v - z = 0). Entdo a curvatura k da curva a(D n P) no ponto q fica:

. @2
K=—q 'u__(u-z)’ (B.6a)
_ _(fxx sin? @ — 2fy, sin 6 cos 6 + f,,, cos? 9)’ (B.6b)
cos @
__ 1 + b cos(20 + B.6
= oo (a cos( ), (B.6c)

onde a = (fxx + fyy)/z, b= \/fxzy + (fyy - fxx)2/4 ec= tan_l[zfxy/(fxx - fYY)]'

O fato de a curvatura variar com ¢ por um fator de 1/cos¢ € 0 teorema de

Meusnier da geometria diferencial classica.
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O menor e o maior valor de k sdo chamados de curvaturas principais, €
por definicdo a sua soma é a curvatura média, X, no ponto q. Da equacao
(B.6¢), obtém-se que:

K = —(fox + fyy) = —2a. (B.7)

Entédo a integral da curvatura fica:

2f< f Kdl)dV=2 ﬂf/z f f( f Kdl)dr%decosq)d(p, (B.8a)
¢

P a(DNP) =—1/260=0r=—00 \3(DNP)
7T/2 T
1

=2 f f(fksinydA>%d9 cosp do, (B.8b)

@=-m/260=0 \dD

7T/2 T

1

= f(z f fksinyﬂde cos<pd(p> dA, (B.8c)

aD p=-m/2 60=0

onde a equacao (B.8a) introduz as coordenadas esféricas no plano P, a
equacao (B.8b) faz uma troca de variaveis onde [ e r sdo substituidas por uma
variavel bidimensional na superficie dD, dl dr = siny dA, onde y € o angulo
entre a linha [ determinada por 6 e ¢ € dA é um elemento da superficie dD, e a
equacéao (B.8c) apenas rearranja os termos.

Considerando agora apenas o0 termo em parénteses na equacao
(B.8c), é conveniente mudar o sistema de coordenadas para melhor se adaptar
a dA, para transcorrer um procedimento similar ao feito anteriormente para
calcular curvatura em uma curva, mas agora com o ponto g sobre a superficie
dA. Neste sistema, siny = cos ¢ (ver Figura B.2), o que € conveniente para 0s

calculos, como segue:

7'[/2 T

7T/2 T
1 1
2 j Ksinygde cos @ do = j f Kk cos? ¢ df do, (B.9a)
p=-1/260=0 @=—1/260=0
7T/2 T
1 1
=—— f j (a+ bcos(28 +¢)) cos? ¢ dB do, (B.9b)
i cos @
p=—-m/26=0
/2
1
== f macospde = —2a = K, (B.9c)
Q=-1/2

onde na igualdade da equacéo (B.9a) foi utilizado que siny = cos¢@, na da
equacao (B.9b) foi usada a equacgao (B.6¢c) e para obter a equagao (B.9c) foi
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feita a integracdo com respeito a 6, depois em relagéo a ¢ e, entdo, utilizada a
relagéo (B.7).

O que significa que o primeiro termo da equacéo integral (B.3) é igual a
integral de superficie da curvatura média X,

: f( [ Kdl>dv_ [ scas B0
P \am@npP) aD

O primeiro termo do lado direito da equagéo (B.3), resolvendo a integral
de volume em coordenadas esféricas com a mesma definicdo feita
anteriormente torna-se:

/2 . ©

1
2. 2nf XD APV =221 f f( f;((n nP)dr>§d9 cospdp,  (B.11a)
P -1/2 0 —00
T[/Z T
1
= 21 - <2 j f El(D)Ede cosgodgo), (B.11b)
@=—-1/26=0
= 2 L(D), (B.11c)

onde a primeira igualdade utilizou a definicdo de elemento de volume dV em
coordenadas esféricas, a segunda utilizou a definicdo de largura de Euler
E,(D) = fp X(l; n D)dp e a terceira igualdade seguiu da definicdo de largura
média L(D), que é duas vezes a largura de Euler mediada sobre todas as
linhas [ que passam pela origem.

O ultimo termo da equacéo (B.3) é a integral sobre todos os planos P
da soma dos angulos «;[d(D n P)] que ocorrem quando o plano P intersecta
um dos lados e;(D) de um dominio tridimensional D (veja Figura B.3). Tomando
um elemento de comprimento dl no lado e;(D), a integral pode ser tratada
como a soma sobre todos os éangulos «;[d(D N P)] que ocorrem em dl
integrados sobre todos os elementos dl que ocorrem no lado e;(D) e somado

sobre todos os n lados. Assim,

a;[0(D N P)]dV = ay[0(D N P)]d (B.12a)
X J D el
=i f wadl, (B.12b)
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com a quantidade Wdl definida pela soma sobre todos os angulos «;[d(D N P)]

que ocorrem em dl.

rd

H i
Figura B.3 — Interseccao entre um plano P e um lado e,-(D) [54]. No

plano perpendicular ao lado e; o dngulo externo percorrido é igual a
1t/3 para o equilibrio das tens6es associadas as faces, ja em um plano
P qualquer o dngulo externo ¢ hao é sempre o0 mesmo, mas sim uma
funcao de 6 e ¢.

Escolhendo o sistema de coordenadas tal que a origem esteja no
elemento dl e o plano xy seja o plano perpendicular ao lado e;(D), no qual o
angulo externo é igual a n/3, o que torna o eixo z paralelo a e¢;(D) em dl.
Tomando dl como a hipotenusa de um triangulo retangulo no qual dr é o cateto
adjacente ao angulo ¢, entdo dr = |sing|dl, e como os angulos «;[0(D N P)]

dependem do angulo do plano P, a;[0(D n P)] = a. Desta maneira,

/2 T
wdl =2 f j a(e, (p)dr% df cos @ do, (B.13a)
p=-1/20=0
/2 &
= dl% f f a8, p)do |sin @] cos ¢ do, (B.13b)
p=—m/26=0
entéo,
/2 T
w =% j f a(8, )de |sin @| cos @ de. (B.14)
@=—1/26=0

Considerando os dois outros dominios do lado e;(D) que contém dl, DY

e D*, conforme Figura B.3, sendo que cada um tem o angulo externo de
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determinado de maneira similar, sendo que a soma dos trés angulos é m, uma
vez que Dn P, DT n P e D* n P compreendem toda a regido de P proximo a dl,
a(6, ) + af(8,9) + af (8, ¢) = . (B.15)
Todos os trés dominios sao equivalentes, uma vez que rotagdes de
120° em torno do eixo z nao alteram a forma da regiao proxima a dl, sendo

assim, todos terdo o mesmo valor de W. Portanto,

T[/Z T
1
3W = - f j d@ |sin @| cos ¢ de, (B.16a)
p=—m/26=0
T TI.'
j j [sin @| cos @ do = . (B.16b)
6=0 p=—1/2

Demonstrado que W = /3 = (1/6)2m, e a equagao (B.12b) entao fica:

jZal[a(DnP)]dV z dez—zn Z fdz (B.17a)

i=1 ¢;(D) i=1 ¢;(D)

zf Zai[a(D nPYdv = Zn%Zei(D). (B.17b)
P i i=

Termo a termo a equacao integral (B.3) reduz-se a equacao integral da

curvatura:

: f( [ Kdl>dv= [ wat B8
P \d(DnP) oD

2- ZnJ (D N P)dV = 2rL(D), (B.18b)
P
1 n
2 a;[d(D N P)]|dV =21= ) e;(D), (B.18c)
|2 2

provando a equacgao,

f?(dl =21 <L(D) +%Zei(D)>, (B.19)
oD i=1

a qual diz que a integral de curvatura faDS‘Cdl e a medida associada com 0s

lados (2m/6) Y7, e;(D) podem ser adicionadas para formar uma Unica

quantidade conceitual e calculavel 27L(D).
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Euler Caracteristico em Espumas

A relagdo topoldgica conhecida como numero de Euler ou Euler
Caracteristico, como ja foi dito, é dado pela equagéo (B.2).

Para espumas secas bidimensionais o0 nimero de Euler é 1, y =1, e
valem as seguintes relagdes: F = Ny, nas; COMoO cada vértice junta 3 bolhas,
entdo V = Ny naes (n)/3, Onde n representa o numero de vizinhos; e cada
aresta separa 2 bolhas, ou seja, E = Npyipas (n)/2. Além do mais, um plano

bidimensional representa apenas uma face, logo:

(n) (n)
?Nbolhas - TNbolhas + Npothas = 1, (B.20)

ou, rearranjando os termos,

(=5)-
Nypotnas 1—? =1. (B.21)

No limite termodinadmico, definido pelo numero de bolhas tendendo a
infinito Ny,1nes = 0, de acordo com a equacao (B.21), para valer a igualdade, o
termo entre parénteses deve tender a zero, ou seja, 0 nimero médio de lados
das bolhas tende a seis, (n) = 6.

Este resultado € valido para qualquer distribuicdo topolégica desde que
a espuma seja suficientemente grande para se considera-la no limite
termodinamico. O caso de uma distribuicdo uniforme a espuma assume a
forma de uma rede tipo favo de mel (honeycomb), como na Figura 2.13 da

secao 2.2.2.
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APENDICE C - Lei de Fick

Esta lei, que governa o transporte de massas dentro de um meio
difusivo, foi obtida empiricamente pelo fisiologista Adolf Fick no ano de 1855
[149] analisando as relagbes entre as concentragbes e os fluxos de sal
enquanto este difundia entre dois reservatorios conectados através de tubos
com agua.

Em sua primeira lei, Fick relaciona o fluxo difusivo com o campo de
concentracao postulando que o fluxo vai de regides com altas concentracoes
para regides de baixas concentracées e que a magnitude deste fluxo €&
proporcional ao gradiente de concentracdo. Esta lei é matematicamente
expressa como:

j(#t) = —=D(# t)VC(# 1), (C.1)
onde D(7,t) é a difusividade caracteristica do soluto na matriz solvente.
Tipicamente, a difusividade é constante e isotropica. Porém, em algumas
matrizes solidas com caracteristicas especificas, sdo observadas direcoes
preferenciais para a difusdo.

A segunda lei de Fick, que descreve como o campo de concentracao
evolui, pode ser derivada a partir da primeira lei se considerar também a
equacdo de balanco de massas, a qual diz que a variacdo temporal na

concentragéo € igual ao negativo da variagdo espacial do fluxo de massa, ou

seja,
oC(7,t) =
= _V.7(# C2
~ V- j@# ). (C.2)
Portanto, a segunda lei, em sua forma mais geral, é escrita
oc(r,t) - -
(g; ) _%. [pG, 0¥, D). (C.3)

Para sistemas difusivos fluidos o meio é isotrépico e comumente esta
lei & simplificada, tornando-se
oC(#,t)
dat
Uma deducao alternativa para esta segunda lei de Fick consiste em

= DV2C(#t). (C.4)

considerar as particulas de um meio difusivo como um conjunto de

caminhantes aleatérios regidos pela conservagdo de massas e de
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probabilidades. A concentragdo de particulas na posicdo 7 = (x,y,z) apos
transcorrido um intervalo de tempo At deve ser igual a concentracdo no
instante anterior, somada a concentracao na vizinhanca vezes a probabilidade
de permutacdo das particulas da vizinhanca para a posicdo #, menos a
concentracdo em 7 vezes a probabilidade de permutagdo das particulas na

posicao 7 para a vizinhanga, ou seja,

Clx,t +At) = C(x, 0) + Z[C(x’, HW(x' = %) — Clx, OW(x — x)]At, (C.5)

x!

onde W(x —» x') é a taxa de probabilidade de transicdo das particulas na
posi¢ao x para a posicao x', ou seja, a probabilidade desta transicao acontecer
em um intervalo de tempo At, e a soma é feita sobre toda a vizinhanca.

E conveniente considerar inicialmente o problema unidimensional e em
seguida generaliza-lo para dimensdées maiores uma vez que, vetorialmente,
cada direcdo pode ser tratada de maneira independente. Portanto,
matematicamente a equagao mestra pode ser escrita como:

Para um caminhante aleat6rio com passo fixo igual a Ax, e sem direcao
preferencial para a difusédo, a taxa W(x — x + Ax) € igual a taxa W(x + Ax -
x) e independente da posicao. Portanto, e por ser uma taxa, esta representa a
probabilidade de troca por unidade de tempo, W = p,/At. Definindo a variacao
na concentragdo como AC(x,t) = C(x,t + At) — C(x,t), e lembrando que cada
posicdo tem duas direcbes para a troca, cada direcdo tem metade da
probabilidade de transicao, e a equacao mestra fica entdo dada por:

AC(x,t)  peAx?[C(x + Ax, t) + C(x — Ax, t) — 2C(x,t)
At 2At Ax? ’

(C.6)

onde foi convenientemente multiplicado e dividido o lado direito da equacéo por

Ax?, uma vez que, no limite em que o passo tende a zero, Ax? - 0 e a relagéo

entre colchetes se torna a definicdo de derivada espacial de segunda ordem.
Entdo, nos limites em que Ax?> - 0 e que At — 0, tal que a razédo

Ax?/At tende a uma constante, o coeficiente de difusividade do sistema é

peAx?
2At

justamente definido por D = lim 2,4 [
At—0
Ax?/At—cte

ac(x,t) b 0%C(x,t)
at ax2

], € a equacgao mestra torna-se:

(C.7)
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Este é exatamente a segunda lei de Fick em uma dimensao e, como ja

mencionado, facilmente generalizavel para a equagéao (C.4).
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APENDICE D - Condicao de Gibbs-Thomson

Vamos comegar construindo um formalismo termodindmico para
transformagbes que ocorrem a temperatura e pressao constantes, nos quais a
estabilidade relativa é determinada pela energia livre de Gibbs do sistema G.
Esta é definida como

G=H-TS, (D.1)
onde H é a entalpia, T a temperatura, e S a entropia de um sistema. A entalpia
€ a medida do calor contido no sistema e é dada por:

H=E+pV, (D.2)
onde E é a energia interna do sistema, p a pressdo em que se encontra o
sistema, e V o volume do sistema.

O critério de estabilidade de um sistema é que sua energia livre nao
esteja variando, isto é, dG = 0. Porém este critério pode determinar pontos
estaveis d?G >0 e instdveis d*G < 0. Dentre os pontos estaveis, o que
representa o menor valor para a energia livre G é o ponto de estabilidade

absoluta, enquanto que os outros, caso existam, sdo chamados metaestaveis.
Sistemas com Muitas Componentes

Para um sistema homogéneo com k substancias diferentes, a energia
livre de Gibbs pode ser considerada uma funcéo de T, p, ny, n,,..., ng, onde n;
€ a quantidade da substancia i no sistema. O diferencial total de G é,
k
4G = (6—6) aT + (6—6) dp +Z(a—6) dn,, (D.3)
T/ pn; dp g - an; Tom;
onde o subscrito n; indica que a quantidade de todas as substancias sao
constantes, e n; indica que apenas a substancia i esta variando em
quantidade, enquanto as outras permanecem constantes. Fica claro identificar,
s=—(2) L v=(Z) e w=(Z) | (04)
T/ pn; dp g an; Tom;
com u; representando o potencial quimico da i-ésima componente. Esta
definicdo mostra que o potencial quimico de uma componente em uma mistura

homogénea é igual a razao da variacdo na energia livre G diante de uma
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variagao infinitesimal na quantidade desta componente. E por ser a razao entre
duas propriedades extensivas do sistema, o potencial quimico € propriedade
intensiva.

Supondo que a temperatura e a pressdo de um sistema possam variar
sem alterar as quantidades das componentes, ou seja, se as relativas fragcdes
das quantidades n&o variarem, de acordo com a equagéo (D.4), a energia G

pode ser escrita como a soma das contribuicées das componentes,

k
G = zyini. (D.5)
i=1
As relacdes de Maxwell podem ser obtidas a partir das relagoes (D.4) e
escritas como,
as (O av (O
G,y = G © G, =) 06

Misturas de Gases ldeais

Usando a equagao dos gases ideais p;V = n;RT, vélido para misturas
ideais em que as componentes nao interagem entre si, obtém-se o potencial

quimico,
p.
4 = 1 + RTn (p—;) (D.7)

onde p; é a pressdo parcial, p° é a pressdo padrio e é o u) potencial quimico
padrao do gas puro i a pressdo p°. A pressio parcial é definida por
Pi = X, (D.8)

onde y; é a fracao molar da componente i e p € a pressao total do sistema. A
soma das pressoes parciais das componentes da mistura é a pressao total, ou
seja,

prtpet -+ =01tx2+ -+ x)p =P, (D.9)
€ Z?:N(i =1

Assim, o potencial quimico pode ser escrito como:

X.
t; =1 + RTIn (p#f) (D.10)
Para a componente pura y;, isto é, quando y; = 1, temos
i =pl +RTIn (%), (D.11)

de modo que p; pode ser escrito em termos de y; como,
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Esta equagéo define uma mistura ideal. A energia livre de Gibbs (D.5)

fica entdo dada por
k

k k
G = Z,uini =Zniuf +RTZ niln)(i. (D13)
i=1 i=1

i=1
Esta forma para G deixa explicito que € composta pelas energias das
componentes separadas Gy mais um termo por inerente a mistura AG,, iy,
G = Gg + AGppjy, (D.14)

com
k

K K
Gs = Z)(iGi = Zni,uf, e AGpix = RTZ n;ln y;. (D.15)
i=1 i=1

i=1
A entropia e a entalpia, a partir da forma (D.13) obtida para energia

livre de Gibbs, para misturas ideais séo escritas
k

k
oG _
S=— (_) = Z n;S; — R Z n;ln x;, (D.16a)
0T /)pn, 4 -

=1

k
aG _
H=G+TS=— (—) - ZniHl-*, (D.16b)
) &
onde S/ = (%)pn_ é a entropia parcial e H; = u; + TS; é entalpia parcial para a

componente pura. Para o sistema homogéneo composto, a entropia e a
entalpia da mistura s&o identificadas por,

k
ASmix =—R Zniln Xi,» € AHmlx = 0. (D17)
i=1

Assim, para misturar as componentes, a energia G apenas é acrescida
em entropia, ou seja, apenas aumenta a desordem, ja que nao ha variacao no

calor do sistema para fazer uma mistura ideal.
Matrizes Sélidas

Assumindo que as moléculas das diferentes componentes sao
aproximadamente do mesmo tamanho, o sistema pode ser representado por
uma rede quadrada onde os pontos da rede representam as posicoes dos
centros de massa das moléculas. Se as duas fases sao liquidas, entdo existe
uma incerteza espacial associada a cada posi¢cao na rede. Naturalmente, esta
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€ uma aproximagdo, ja que os liquidos tém um "volume livre" e,
consequentemente, sdo menos densos que 0s solidos.

Considerando que a expressdo para G, dada em (D.14), também é
vdlida para sélidos e liquidos, o termo decorrente da mistura AG,,;, pode ser
escrito como,

AGpix = AH iy + TAS i, (D.18)
onde identificam-se,
AHpi =H—Hy, e ASp =S —S.. (D.19)

Considerando uma solugéo ideal, entdo ndo ha calor trocado para criar
a mistura entre as fases puras, ou seja, AH,,;, =0, € 0 termo de energia
decorrente da mistura é resultado apenas da entropia deste processo, AS,,ix-
Esta entropia pode ser resultado de duas contribuicées, uma térmica S;e;m €
uma configuracional S;qy -

Para sistemas em que ndo ha variacéao de volume ou de calor durante
o0 processo de mistura, a entropia € determinada apenas pela contribuicao
configuracional. Em termodindmica estatistica, a equagdo de Boltzmann da
uma expressao para a entropia, que pode ser obtida pela medida do numero de
estados configuracionais acessiveis ao sistema, Q,

S=kzlnQ, (D.20)
onde kg € a constante de Boltzmann.

A entropia para o sistema com as fases puras segregadas € nula, pois
h& apenas uma configuragao distinta para cada fase, ou seja, Q; = 1 para Vi e,
por consequéncia, S; = kz Y¥_,In1 = 0, logo AS,,;, = Sr.

O numero de permutacdes para N particulas distribuidas entre k
componentes, N = ¥, N;, cada uma com N; moléculas idénticas, é dado por:

_(ZELN)!

Q = .
A AV AN

(D.21)

Com isso, a entropia entédo torna-se,

k

k
S, = kgIn ZNi !—kBZInNi!. (D.22)
i=1

i=1
Usando a aproximagao de Stirling (InN! = NIn N — N) para eliminar os

fatoriais,
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k k

k
S
k—S: ZNl In le _ZNl_lelan+le (D23)
B o c —

k k
i=1 i=1 i=1 i=1 i=
Rearranjando os termos e substituindo ¥, N; = N, a entropia
Ss = —kp 2oy NI (5) = =R EiZy i In i = ASm, (D.24)

onde n; = N;/N,, € o nUmero de mols do i-ésimo componente, R = kzN, é a
constante dos gases e N, € o nimero de Avogadro (N, =~ 6.023 x 1023
atomos/mol). Esta equacdo para AS,,;, € obtida para arranjo cristalino de
moléculas e é igual a equagéo (D.17) para misturas de gases ideais.

Portanto, para solugcbdes ideais (AH,,;, =0) de k componentes, a
energia livre € a mesma para gases, para sélidos e, por uma boa base de

referéncia, para liquidos,
k
AGmix =G — GS = —RTZ n; ln)(i. (D25)
i=1

Em termos dos potenciais quimicos das componentes, (D.25) fica:

k k k
Eﬂini - ZM;ni = RTZ n;In y;, (D.26)
i=1 i=1 i=1

e identifica-se o potencial quimico da i-ésima componente em termos do
potencial quimico da componente pura e da fragdo desta no sistema, isto €,
Wi =4 —RTIny;. (D.27)
Este € a mesma expressdo obtida para o potencial quimico em
misturas ideais. Logo, a fragdo y; da i-ésima componente em misturas
homogéneas sdlidas, liquidas ou gasosas apenas depende da temperatura do
sistema e da variacdo entre os potenciais quimicos da fase pura e da
componente em uma mistura, Au™* = p; — u;:

Aﬂlmlx
RT

e e—( (D.28)

A concentragdo da componente i em uma mistura homogénea € obtida
pelo produto entre 0 numero de mols e a fragdo de massa que esta representa,

G =nix;.
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Sistemas Nao-Homogéneos

Sistemas ndo-homogéneos sao sistemas que apresentam dominios de
particulas segregadas da mistura de componentes. A energia livre de Gibbs é

acrescida de mais um termo relativo a ndo-homogeneidade:
k NP

GNH — zzylt i (D.29)

i=11=1
onde np; é o nimero de dominios da i-ésima componente, y} é a energia de
interface entre o dominio e a matriz homogénea e Al é a &rea superficial do
precipitado (que para sistemas em 2d é substituido pelo seu perimetro P}).

O diferencial dGV" é, assim,
k npi
dGNY = SdT + Vdp + z pdn; + z ydal ). (D.30)
i =1

=1

Os dominios podem se expandir ou se contrair, o que resulta em
dAt # 0. A variagdo no potencial quimico através da interface entre as fases
dada pela a variacdo entre os potenciais quimicos da fase pura e da
componente em uma mistura homogénea, Au™*, acrescida da contribuicdo
decorrente da variagdo no tamanho deste precipitado AuNM”.

A variacao na energia livre GV# pode ser analisada como decorrente de
uma transferéncia infinitesimal de moléculas do dominio para o meio, 0 que
acarreta uma variagao no potencial quimico da i-ésima. Caso T, p e n; se
mantiverem constantes, temos

dGNH = ytdAt = Al dn;. (D.31)

Supondo agora que a energia de interface seja constante ao longo

desta interface e que os precipitados tém simetria radial (esferas em 3d e

circulos em 2d), seguem as relagdes:
2

; o avi  amr} .
dA} = 8nridr!, e dn; = Lo dr} em 3 dimensdes, (D.32a)
Vo Vm
, , dAt  2mr}
dpP} =2ndr!, e dn; = -1 dr}/ em 2 dimensdes, (D.32b)
An  Anm

onde V;} é o volume molar da componente i no precipitado, e AL, é o analogo
bidimensional. Portanto, a contribuicao para o potencial quimico decorrente da

variagdo no tamanho deste precipitado € dada por:
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2y}
AuMt = y_l em 3 dimensdes, (D.33a)
N
AN = YA, o
fi - =——  em2dimensdes. (D.33b)
n

Para uma interface plana, r} — o, ndo ha variagdo no potencial
quimico resultante da interface, ou seja, AuXf = 0. Consequentemente, a
fracdo y; préxima a uma interface plana é igual a fragdo em uma mistura
homogénea,

(D.34)

Au;mlx
RT

Xo =€ (
E préxima a uma interface com raio de curvatura r/ a fragdo da

componente fica:

ApE Zyiv,il} (Zyiv,‘;l>
— + L —|=—m
Xni=e { KRt ) =y e \RTT em 3 dimensdes, (D.35)
e
)
Xoi = Xoo€ RT7} em 2 dimensdes. (D.36)
Portanto, a concentragdao em equilibrio proxima a interface curva, torna-
se:
Crli = Cp,e \RTT em 3 dimensdes, (D.37a)
Cpi = Coot RTT{ ) em 2 dimensdes. (D.37Db)

Este é o conhecido efeito Gibbs-Thomson, que a solubilidade de uma
componente proxima a uma interface com um precipitado é sensivel ao
tamanho deste precipitado.

Para pequenos valores do expoente se pode expandir a exponencial,

2y o
Ci=Co|1+ . em 3 dimensaes, (D.38a)
n RTr!
i pi
Y Am . <
Ci=Co|1+ - | em 2 dimensdes. (D.38b)
n RTr}

Também conhecido como condicdo de Gibbs-Thomson, efeito Gibbs-

Kelvin ou apenas efeito Kelvin.
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