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Resumo

Nesta tese, estudamos sistemas magnéticos com frustragdo e desordem em redes com
conectividade finita. Especificamente, nos concentramos em grafos aleatdrios, onde a existéncia
de uma conexao entre dois sitios da rede € dada a partir de uma distribui¢do de probabilidade.
No limite termodinamico, a distribuicao do nimero de vizinhos de um sitio € dada por uma
distribuic@o de Poisson. O desenvolvimento de ferramentas tedricas para o estudo de sistemas
desordenados teve origem no estudo do problema de Vidros de Spin. Uma das ferramentas que
utilizamos € o método de réplicas para sistemas com conectividade finita.

O objetivo principal desse trabalho € analisar como a conectividade finita afeta os
observaveis e o comportamento global do sistema. Para isso tracamos diagramas de fase para
diferentes valores de conectividade média. Trés modelos foram estudados. Primeiramente,
estudamos o modelo de van Hemmen, conhecido por ser um modelo de Vidros de Spin que
tem solugdo sem uso de réplicas. Modificamos esse modelo estudando o caso com spins de trés
estados, com ocupagdo controlada por um campo cristalino. Além disso adicionamos desordem
através de uma campo aleatdrio acoplado a cada spin. O método réplicas foi utilizado para tratar
a desordem das realizagdes do grafo. O segundo modelo estudado foi um modelo de Ising para
Vidro de Spin com campo aleatdrio, onde utilizamos o método de duas réplicas para determinar
a localiza¢do de quebra de ergodicidade ndo-trivial. Por dltimo, estudamos o papel da frustragao
no estabelecimento de uma fase de Vidro de Spin através de um modelo de aglomerados de spins,
com interacOes internas antiferromagnéticas uniformes. Dois tipos de geometria de aglomerado
foram comparadas. Um triangulo equildtero, que por constru¢do possui frustragdo geométrica, e
um tetraedro regular que ndo possui frustragdo geométrica. Desenvolvemos uma metodologia
para estudar as interagdes entre aglomerados em redes com conectividade finita. Nossa técnica
pode ser estendida para lidar com diversas geometrias de aglomerados.

Palavras-chave: desordem, frustracdo, grafos aleatdrios, transi¢des de fase.



Abstract

In this thesis, we study magnetic systems with frustration and disorder in finite connec-
tivity lattices. Specifically, we focus on random graphs, where the existence of a connection
between two sites in the lattice is given by a probability distribution. In the thermodynamic
limit, the distribution of the number of neighbors of a site is given by a Poisson distribution. The
development of theoretical tools for the study of disordered systems started with the study of
the Spin Glasses problem. One of that tools we use is the replica method for systems with finite
connectivity.

The main objective of this work is to analyze how finite connectivity affects the obser-
vables and the global behavior of the system. For this we draw phase diagrams for different
values of average connectivity. Three models were studied. Firstly, we studied the van Hemmen
model, known for being a Spin Glasses model that has a solution without the use of replicas.
We modified this model by studying the case with three-state spins, with occupation controlled
by a crystalline field. We also add disorder through a random field coupled to each spin. The
replica method was used to deal with the disorder of the graph realizations. The second model
studied was an Ising model for Spin Glass with random field, where we used the two-replica
method to determine the location of non-trivial ergodicity breaking. Finally, we study the role
of frustration in establishing a Spin Glass phase through a spin cluster model, with uniform
antiferromagnetic internal interactions. Two types of cluster geometry were compared. An
equilateral triangle, which by construction has geometrical frustration, and a regular tetrahedron
which has no geometrical frustration. We developed a methodology to study the interactions
between clusters in networks with finite connectivity. Our technique can be extended to handle
various cluster geometries.

Keywords: disorder, frustration, random graphs, phase transitions.



Capitulo 1

Introducao

Alguns materiais apresentam uma magnetiza¢do macroscopica como resultado das inte-
racoes de troca entre os spins de seus dtomos constituintes. Tais materiais sdo conhecidos como
ferromagnéticos (possuem momentos magnéticos de mesma magnitude) ou ferrimagnéticos
(possuem momentos de magnitudes diferentes). Um exemplo de material ferrimagnético € a
Magnetita Fe3O,, que € um dos materiais magnéticos mais antigos conhecidos. Quando se pensa
em estudar um sistema com muitos corpos interagindo, a mecanica estatistica € a ferramenta
mais adequada. Um modelo simplificado para descrever magnetismo € o modelo de Ising [8].
Nesse modelo, &tomos interagem apenas através dos acoplamentos de seus spins, que assumem
apenas dois estados possiveis. Para o caso particular do ferromagnetismo, os acoplamentos sdao
todos uniformes e positivos. Contudo, nem sempre € possivel resolver o modelo de Ising. A
existéncia de soluc@o depende da rede, da dimensao e da natureza dos acoplamentos entre spins.
Um método extensamente utilizado, como primeira aproximacao, € o campo médio ou campo
molecular. Nesse método, abandona-se a ideia da estrutura da rede e as complexas interagdes
que podem ocorrer entre spins vizinhos, e substitui-se por um campo magnético efetivo, definido
pelas flutuacdes da magnetizacao do préprio spin. Apesar de simples, a teoria de campo médio
permite a previsao de transi¢des de fase e, também, o comportamento da magnetizacdo medida
em func¢do da temperatura. Em sistemas de muitos corpos, a variagdo de pardmetros externos,
como a temperatura, acarreta uma mudanc¢a no comportamento global, coincidindo com um
efeito macroscopico. No caso do ferromagneto, em altas temperaturas, existe uma fase onde
ndo ha ordenamento dos spins dos 4tomos constituintes, o que coincide com uma medida de
magnetizacdo nula. Ao resfriar o sistema, observa-se, numa certa temperatura, o aparecimento
de ordenamento magnético de longo alcance que é medido macroscopicamente como uma
magnetizacdo. Tipicamente, essa temperatura € referida como temperatura de congelamento.
Fendmenos de emergéncia de comportamentos, com a mudanca de parametros externos, fazem
parte do estudo de transi¢des de fase.

Uma troca no sinal dos acoplamentos acarreta uma mudancga do tipo de ordenamento
magnético. Se os acoplamentos forem uniformemente negativos, isso constitui um antiferromag-
neto. Abaixo da temperatura de congelamento, os spins encontram-se num arranjo conhecido
como ordem de Néel [9]. Se por outro lado o sinal e médulo das interacdes forem aleatorios, isto
€, se as interacdes forem desordenadas, questiona-se, entdo, que tipo de ordenamento magnético
¢ de se esperar. A resposta € que nenhum ordenamento espacial dos spins ocorre. No entanto,
uma fase magnética ndo convencional emerge. Nessa fase, os spins encontram-se congelados
em direcOes aleatdrias no espaco. Diferentemente do que ocorre numa fase paramagnética, os
spins persistem apontando em certas dire¢des, apresentando uma autocorrelagdo temporal em
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seu estado de spin. Como resultado disso, ndo ha magnetizagao liquida. Sistemas desordenados
com esse tipo de congelamento sdo denominados Vidros de Spin (VS), em inglés Spin Glasses
(SG) [5]. As primeiras detec¢Oes de VS apareceram em ligas magnéticas, que consistem em
impurezas magnéticas como ferro (Fe), diluidas em um hospedeiro metdlico ndo-magnético
como ouro (Au) [10]. A denominag¢do Vidro de Spin origina-se de uma analogia com Vidros
Estruturais como SiO,. Ambos sistemas apresentam longos tempos de relaxagdo até atingir o
estado de equilibrio.

Uma consequéncia da desordem nos acoplamentos € o aparecimento de frustracdo. Um
conjunto de spins interagentes possui frustragdo, quando existe competicao entre os acoplamentos,
ou seja, quando hd a impossibilidade de satisfazer um ou mais acoplamentos simultaneamente,
ocasionando uma degenerescéncia nos estados de energia. Apesar de ser fundamental na estabi-
lizagdo de uma fase VS, o estudo de frustracao consiste num campo de pesquisa a parte, que
apenas recentemente comecgou a ganhar atencdo [11]. Teoricamente, pode-se falar de sistemas
onde hd apenas a presenca de frustracao, sem a presenca de desordem, sendo que essa frustragdao
possui origem puramente geométrica. Experimentalmente, no entanto, impurezas e defeitos
ocorrem, logo, considera-se sistemas frustrados que possuam desordem infinitesimal. Sistemas
frustrados podem apresentar ordenamento magnético em uma certa temperatura. Porém, resulta-
dos de experimentos mostram que a temperatura de congelamento € tipicamente menor do que
a temperatura de Néel. Entdo, a fracdo T /7, [11, 12] é definida como uma medida empirica
de detec¢do de frustracdo no material, onde 7T ~ O¢cy. Uma justificativa para essa reducao
na temperatura de congelamento é a degenerescéncia introduzida pela frustracdo. Sistemas
frustrados possuem um nimero extensivo de graus de liberdade mesmo no estado fundamental.
Logo, o sistema consegue permanecer no estado fundamental, flutuando continuamente entre as
muitas configuracdes possiveis e sem exibir um ordenamento de longo alcance.

Nos possiveis comportamentos magnéticos explanados acima, foram efetuadas apenas
modificagdes nos acoplamentos, ou seja, deixamos de lado a possibilidade de introduzir de-
sordem nas conexodes da rede, ou seja, a existéncia ou ndo de uma conexao entre um par de
sitios € obtida a partir de uma distribui¢do de probabilidade. Uma forma de utilizar a teoria de
campo médio € considerar que todos elementos da rede interagem entre si. No entanto, essa
aproximacao € muito distante do que ocorre em materiais estudados experimentalmente, onde as
interagdes sdo, tipicamente, de curto alcance e a dimensao da rede € finita. Estudos de modelos
em redes com conectividade finita podem ser uma alternativa ao tratamento de campo médio,
que € usualmente utilizado. Dessa forma, preservam-se alguns aspectos das redes cristalinas
encontradas nos materiais.

O estudo de redes compde outro campo de pesquisa, com um vasto nimero de aplicacdes.
Redes podem ser mapeadas como conjunto de pontos e ligacdes denominados grafos. Um
modelo de grafo muito estudado € o de Erdos-Rényi [13, 14], onde o nimero de pontos da
rede é mantido fixo, e as ligacdes sao designadas através de uma distribui¢ao de probabilidade.
Denomina-se esse modelo como grafo aleatério. A vantagem do grafo aleatéria sobre o campo
médio € que a conectividade é um parametro controldvel. Logo, para modelos construidos
em grafos aleatdrios, espera-se obter resultados préximos aos encontrados em experimentos
e, consequentemente, essa seja uma alternativa melhor do que o campo médio. Para um grafo
aleatério com numero de sitios suficientemente grande, a distribui¢do do ndmero de vizinhos
€ dada pela distribuicdo de Poisson. Entretanto, em redes reais, como por exemplo a World
Wide Web, a distribui¢io de vizinhos tende a ser uma lei de poté€ncias, onde existem poucos
aglomerados gigantes, como o Google, que estdo conectados com a maior parte dos outros
dominios da rede, e muitos aglomerados pequenos que estdo conectados com poucos dominios
da rede [15].
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Esse trabalho tem como objetivo o uso de grafos aleatérios como uma ferramenta para
estudar modelos magnéticos, contendo desordem e frustracio, e as transicdoes que podem ocorrer
nesses modelos, quando a conectividade média € um pardmetro controldvel.

1.1 Conteados abordados

O presente trabalho estd dividido da seguinte forma.

No capitulo 2, fazemos uma introducao sobre grafos, sistemas desordenados e sistemas
frustrados.

No capitulo 3, estudamos o modelo de van Hemmen no grafo aleatério, com estados
de spin {—1,0, 1} controlados por um campo cristalino D e também adicionamos um campo
aleatdrio bimodal.

No capitulo 4, estudamos o modelo de campo aleatério no grafo de Erdos-Rényi com
spins de Ising e introduzimos o método de duas réplicas para determinar as linhas de transi¢ao
de fase.

No capitulo 5, estudamos um modelo de aglomerados com interagdes desordenadas
e utilizamos dois tipo de geometria dos aglomerados para comparar os efeitos de presenca e
auséncia da frustracdo geométrica na estabilizacdo da fase VS.



Capitulo 2

Grafos, Frustracao e Desordem

2.1 Grafos

A teoria de grafos consiste no estudo de redes de pontos e as conexdes entre eles.
Matematicamente G = {P, E'}, com P representando o conjunto de sitios e F' o conjunto de
ligacOes entre pares de sitios, respectivamente. Originalmente, seu estudo foi motivado pelo
problema das sete pontes de Konigsberg, cuja solucdo € devido a Leonhard Euler, em 1735
[1, 16]. Usualmente, os pontos da rede sdao chamados de nés e as ligagdes de arestas. Na figura
(2.1), temos um exemplo do grafo completo Ky5. O grau de um nd, representando por k, €
definido como o niimero de vizinhos que um né possui, no caso desse grafo £ = 11. Dentro da
teoria de grafos, existe uma area denominada grafos aleatdrios. Tais grafos foram originalmente
criados por Paul Erdos e Alfred Rényi (ER) [13, 17]. Um grafo pode ser definido pela sua matriz
de adjacéncia C = {c¢;;}, se ¢;; = 1, existe uma conexdo entre os nés i e j, e se ¢;; = 0 ndo
existe. Uma das maneiras de se construir um grafo aleatério, € fixar o nimero de nds e definir a
probabilidade de haver conexdes entre nés da seguinte forma:

P (Cz’j) = P(Scij,l +(1—p) 5%,0 (2.1)
onde N € o nimero de nds e

c=p(N—1)~pN, (2.2)

Figura 2.1: Grafo completo com 12 n6s.
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representa a conectividade média de cada nd. A probabilidade que um certo né do grafo possua
um grau k é dada por

(N —1)! k N—1-k
k) = 11— : 23
No limy ., p(k) converge para uma distribui¢do de Poisson
ckec
(k) = — (2.4)
A seguir, apresentamos alguns conceitos no estudo de grafos.
Caminho médio mais curto
O caminho médio mais curto (geodésica) entre dois nds ¢ e j € dado por
25 dy
dy = =19 2.5

onde d;; representa o numero de nds entre os sitios ¢ € j. O didmetro d,,,, € definido como a
distancia maxima que existe entre um par de nos no grafo. Os grafos aleatdrios apresentam outra
propriedade conhecida como “seis graus de separacdo” ou “fendmeno de pequeno mundo” que
estd relacionado ao fato de que o caminho médio é da ordem de (d) ~ lﬁjgg((]cv)) [18]. Entao, as
distancias entre dois nds sdo muito menores do que o tamanho da rede.

Figura 2.2: Representacdo do nimero de nds entre dois sitios € do caminho médio. Figura
retirada de [1].

Coeficiente de aglomeracio

O coeficiente de aglomeracdo local

2L,

Q:@@—n’

(2.6)

L; é o nimero de liga¢des entre os k; vizinhos do sitio 7.

C=1 C=1/2 C

I
o

Figura 2.3: Representacdo do coeficiente de aglomeracdo do sitio <. Figura retirada de [1].
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Figura 2.4: Fragdo de sitios pertencendo a uma CG N /N em funcido de c.

2.1.1 Transicoes entre regimes

Uma componente consiste em um subconjunto de nés, sendo que sempre ha um caminho
entre quaisquer dois ndés na componente. Definindo Ng como o nimero de sitios na maior
componente conexa, fazemos as seguintes observagdes de acordo com o valor de p: se p = 0,
cada sitio constitui uma componente isolada e Ng = 1; para p = 1, todos os sitios estdo
conectados entre si e a componente tem tamanho Ng = N; para p < 1/N, existem apenas
pequenos aglomerados em formato de arvores de tamanho N¢g ~ log(N); parap = p. = 1/N,
ocorre uma transi¢ao similar a transicao de percolacdo, e as componentes possuem tamanho
Ng ~ N?/3; parap > p, = 1/N, hd o surgimento de uma componente gigante (CG), ou seja,
que contém uma fragdo finita do total sitios Ng/N ~ ¢ — 1; para p > log(N)/N, sempre
existe um caminho entre dois nds e a maior parte dos sitios pertence a CG Ns ~ N. Para
melhor compreensdo de como ocorre essa transi¢ao para diferentes valores de p, deduzimos a
seguinte equagdo. Considere que o nimero de sitios que nao pertence a uma CG € definido por
u =1— Ng/N. Se o sitio i ndo pertence a CG, isso pode se dar de duas formas: ndo existe
uma conexao entre i e j, sendo que j € C'G; existe uma conexdo entre i e j, porém j ¢ CG.
A probabilidade desses dois cendrios somada € (1 — p + pu). Como cada sitio possui um total
de N — 1 possiveis vértices que o conectariam a CG, obtemos que a fragdo de sitios que nao
pertence a CG pode ser escrita como u = (1 —p+pu)V~1. Utilizando p = ¢/(N — 1) e tomando
logaritmo em ambos lados, pode-se demonstrar que u = exp(—c(1 — w)), definindo a fragdo de
sitios que pertence a CG como S e logo S = 1 — u, chegamos a equagado

Ng/N =1 —exp(—¢cNg/N) (2.7)

[1]. Essa equacdo é vdlida apenas no limy_,.,. Calculando a equacgdo (2.7) de forma auto-
consistente, podemos visualizar a transi¢do entre regimes. O resultado € mostrado na figura 2.4.
Repare que para ¢ < 1, Ng/N permanece zero. Porém, ao cruzar o valor critico ¢ = 1, Ng/N
passa a crescer continuamente. Para auxiliar a compreensdo, representamos, na figura 2.5, um
grafo de NV = 100 sitios, nos diferentes regimes de topologia.
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Figura 2.5: Grafo com N = 100 sitios (a) c=0.5(b)c=1.0(c)c=2.0(d)c=2.5()c= 3.0
(f) c = /N.

2.1.2 Subgrafos

Um subgrafo consiste de um subconjunto de nds e de conexdes G; = { P, F; } do grafo
G. Um exemplo de subgrafos sdo arvores, ou seja, sitios que possuem apenas um caminho entre si
e nao ha formacao de caminhos fechados. A ordem de uma arvore determina o nimero k de sitios
que cada sitio se conecta. Outro exemplo de subgrafo sdo ciclos fechados contendo & sitios. A
emergencia de certos subgrafos depende de como a probabilidade da existéncia de conexao entre
dois sitios p(V) escala com o tamanho da rede. Seguindo a referéncia [17], podemos escrever a
seguinte prescri¢do p(N) ~ N*. Na figura 2.6, mostramos alguns exemplos do aparecimento
de tipos de subgrafos de acordo com o aumento de p(/N). Para p(N) < 1/N, apenas subgrafos
em formato de drvores estdo presentes. A medida que p(IN) se aproxima de 1/N, 4rvores de
ordem maior aparecem. No ponto de transi¢cdo p(N). = 1/N, a probabilidade de existir um
ciclo fechado de ordem £ torna-se finita. Um ciclo fechado, como por exemplo um triangulo,
também € um subgrafo completo, onde todos nds se conectam entre si. Subgrafos completos de
ordem k = 4 aparecem para p(N) = 1/N?/3, e subgrafos completos de ordem maior continuam
a emergir com aumento de p(NV). Para p(N) = 1, o grafo contém subgrafos completos de todas
as possiveis ordens. Se os nds do grafo forem ocupados por spins ou aglomerados de spins, €
as conexdes do grafo possuirem médulo e sinal, respectivamente, entdo certos regimes de p(V)
podem favorecer o aparecimento de frustragdo geométrica (FG). Como por exemplo, quando
subgrafos completos no formato de tridngulo com interacdes antiferromagnéticas comegam a
povoar o grafo. Isso aponta uma relagdo entre o aumento da conectividade e da frustracao.
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Figura 2.6: Formag@o de subgrafos com mudancas na escala de p(/V). Figura retirada de [1].

2.1.3 Similaridades com redes reais

Utilizando os conceitos que introduzimos sobre grafos, faremos uma breve comparacao
entre o grafo aleatdrio e algumas redes regulares que, tipicamente, constituem a estrutura de
materiais magnéticos estudados. No grafo aleatdrio, o grau de um sitio é dado pela distribui¢dao
de Poisson (2.4). Entdo, cada sitio tem em média (k) = ¢ vizinhos. Numa rede ctbica, por
exemplo, o nimero de vizinhos é finito e sempre fixo £ = 6. Na figura 2.7, comparamos (d)
no grafo aleatério com outras trés redes regulares. Como mencionamos anteriormente, grafos
aleatérios possuem um caminho médio que escala com ~ log(/N). Entdo, em redes com N
grande, (d) tende a ser menor do que em redes regulares. Note, também, que o caminho médio no
grafo aleatério € muito mais similar ao de uma rede ctibica. Todas as redes regulares comparadas
possuem coeficiente de aglomeragdo C; = 0, ou seja, os vizinhos de um sitio ndo se conectam
entre si. No grafo aleatério C; ~ +, logo C; — 0 quando o nimero de sitios € grande. Nas
redes regulares, o tamanho das componentes € sempre Ng = IV, ja no grafo aleatdrio, no regime
esparso p ~ ¢/N, a CG contém uma fracdo finita dos sitios. Por exemplo, para ¢ ~ 2 a CG
ja contém cerca de 80% dos sitios. Sabemos que existem outras metodologias, como a rede
totalmente conexa, ou seja, campo médio, que desconsidera totalmente a estrutura da rede e,
também, a solucdo na rede de Bethe, que é conhecida por possuir problemas de fronteira [19]. Em
suma, o grafo aleatorio possui medidas bastante similares a essas redes regulares, tornando-o um
bom candidato para uma primeira aproximacao para sistemas fisicos e também uma alternativa
outros métodos acima citados.
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Figura 2.7: Caminho médio em funcdo do nimero de nds para uma rede unidimensional, uma
rede quadrada, uma rede ctibica e um grafo aleatério acima do limite de percolagio.

2.2 Frustracao e Desordem

2.2.1 Vidros de Spin

Vidros de Spin sdo materiais que apresentam uma fase magnética sem ordem espacial de
longo alcance. Nessa fase, os spins encontram-se congelados em direcdes aleatdrias. Alguns
exemplos de VS muito estudados sao as ligas magnéticas Au;_,Fe, e Cu;_,Mn,, onde as
impurezas magnéticas Fe e Mn sdo diluidas nos respectivos hospedeiros metalicos Au e Cu, e o
semicondutor Eu,Sr;_,S. O tépico de VS despertou atengdo dos fisicos tedricos ap0s resultados
de Canella e Mydosh [10] que mostravam uma ctispide na medida da susceptibilidade magnética
com campo externo varidvel no tempo x 4¢, €sse campo € superposto a um campo estitico
que deve ser cuidadosamente afinado para nao ocultar o aparecimento da cispide. Além disso,
medidas feitas por P. Monod e H. Bouchiat [20, 21] revelam uma divergéncia na susceptibilidade
magnética ndo-linear

ws =N (o0~ (@ile)) @8

onde (...)e < . > representam, respectivamente, as médias sobre as flutuacdes térmicas e

a desordem nos acoplamentos. Entdo, experimentalmente, hd evidéncias convincentes de que
uma transi¢ao de fase de equilibrio existe. O problema do espalhamento, entre uma impureza
magnética interagindo com elétrons de condu¢ao num metal, j4 havia sido tratado por Kondo
[22]. O aparecimento de uma fase VS € o resultado de uma concentracdo x suficiente de
impurezas magnéticas diluidas no metal. Os acoplamentos entre essas impurezas sdo descritos
pela interagdo de troca indireta de Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY) [23, 24, 25] que

tem a forma [26]

cos 2kpr 7 2.9)

JrKKY X 3
r

onde kr corresponde ao nimero de onda de Fermi. O interessante sobre esse tipo acoplamento
€ que ele confere um cardter oscilatério, tanto de sinal quanto de médulo, dependendo das
distancias entre as impurezas magnéticas.
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2.2.2 Desordem

Desordem € o resultado de alguma operacao aleatdria. No caso das ligas magnéticas, a
desordem ¢ do tipo posicional site disorder porque as impurezas estdo localizadas em posicoes r;
aleatdrias no metal. Esse resultado pode ser obtido através do seguinte processo: considere uma
rede regular, onde cada sitio estd ocupado por uma impureza magnética. Entdo, aleatoriamente,
exclui-se metade dos sitios. Outra forma de desordem € a desordem nas ligagdes bond disorder.
Considere, novamente, uma rede regular onde os acoplamentos ocorrem apenas entre primeiros
vizinhos e, ao invés de excluir os sitios aleatoriamente, define-se as intera¢des entre vizinhos,
através de distribuicoes Gaussianas ou Bimodais. Independente da forma de desordem, como por
exemplo no caso da desordem nos acoplamentos, apds o sorteio das interacdes, elas devem ser
mantidas fixas. Assim, denomina-se essa desordem como quenched-disorder [5] em portugués
desordem congelada.

2.2.3 Frustracao

Um sistema pode adquirir frustragdo de duas formas: desordenadamente e geometrica-
mente. Na figura 2.8(a), um processo de desordem congelada faz com que trés dos acoplamentos
sejam antiferromagnéticos e um seja ferromagnético. Como resultado, o spin do canto direito
superior € incapaz de satisfazer todas intera¢cdes com seus vizinhos a0 mesmo tempo, resultando
num estado frustrado. Por outro lado, frustracdo também pode ter origem geométrica. Na figura
2.8(b), representamos um tridngulo de spins de Ising, onde todas as interagdes sdo antiferromag-
néticas. Por causa da geometria, cada spin tem dois vizinhos com liga¢des antiferromagnéticas,
sendo incapaz de encontrar um estado que satisfaca as ambas ligacdes simultaneamente. Tanto
no caso do quadrado, quanto no do tridngulo, a frustracao resulta numa degenerescéncia local dos
estados de energia. No quadrado, 8 estados possuem a mesma energia. No tridngulo, 6 estados
estdo degenerados, como representando na figura 2.9. Essa degenerescéncia € considerada como
“acidental”, no sentido de que nao € obtida através de uma operacdo de simetria [27].
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Figura 2.8: (a) Ocorréncia de frustracio por desordem. (b) Ocorréncia de frustracdo geométrica.
Figura retirada de [2].

Considere, por exemplo, o Hamiltoniano

H({U}):—Zjija'i'a'j, (2.10)
(4,9)

os spins o; podem ser vetores normalizados |o;| = 1 com ¢ componentes. Quando ¢ = 1,
ou seja, spins de Ising e, as interacdes sdo ferromagnéticas J;; = J, com J > 0, o estado
fundamental é degenerado. Existem duas configuracdes de mesma energia, uma com todos spins
para cima e outra com todos spins para baixo. Essas configuracdes estio relacionadas através
de uma operacao de simetria, que consiste na inversao de todos spins. No caso particular de
um aglomerado de p spins com interagdes AF (J;; = —.J), pode-se reescrever o Hamiltoniano
(2.10) como H({o}) = £ [>F o;|” + cte [27]. Considerando, novamente, spins de Ising, num
aglomerado com p = 4, o estado fundamental é dado pelas configuracdes que satisfazem
> Po; =0, ou seja, 2 spins para cima e dois spins para baixo, totalizando 6 estados de mesma
energia. Numa rede composta por esses aglomerados, conhecida como rede do Pirocloro [4],
cada spin € dividido por dois tetraedros, logo existem N = N/2 tetraedros, onde N é o nimero
total de spins. Uma representac@o da rede pode ser encontrada na figura 2.10.
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Figura 2.9: 6 possiveis estados degenerados de um tridngulo com interacdes antiferromagnéticas.
Figura retirada de [3].

E possivel se calcular a entropia do estado fundamental utilizando uma estimativa de Pauling [28].
Se ndo houvesse restri¢des do estado fundamental, o ndimero total de estados seria {2 = 22Nt |
porém, para cada tetraedro, apenas (6/16) configuragdes sdo permitidas, entdo, um limite
superior no nimero de configuraces no estado fundamental é Q2 < 22M7 (6/16)"" = (3/2)"7.
Isso corresponde a uma entropia do estado fundamental S(T" = 0) = Sy = NrkpIn (3/2) [29],
onde kg € a constante de Boltzmann. Essa estimativa supde que os vinculos impostos por cada
tetraedro sao independentes [30], apesar disso, o resultado obtido estd de acordo com o obtido
numericamente [31] e experimentalmente [32]. Quando consideramos um aglomerado com
spins de ¢ = 3 componentes, ou seja, varidveis continuas, ao invés de contar estados discretos,
conta-se o nimero de graus de liberdade [28]. No caso de uma rede do Pirocloro com spins de
q = 3 componentes, o numero de graus de liberdade do estado fundamental pode ser estimado
através de um processo de contagem Maxwelliano [33] aplicado para spins [34]

F=D-K, 2.11)

onde F' é o numero total de graus de liberdade e K é o numero de vinculos que deve ser satisfeito
no estado fundamental. Para spins de ¢ = 3 componentes, existem 2 graus de liberdade por
spin (dois angulos 6 e ¢ sdo necessarios para especificar a orienta¢do de cada spin), totalizando
F = 2N. O nimero de vinculos € calculado assumindo que cada vinculo pode ser satisfeito
independentemente. No caso do Pirocloro, é necessdrio que o spin total 3% o; seja nulo em cada
aglomerado, totalizando K = 3/Np vinculos (as 3 componentes do spin total de cada tetraedro
precisam ser nulas). Como resultado, temos D = 2N — 3Ny = 4Ny — 3Ny = Np, o que resulta
numa quantidade extensiva de graus de liberdade no estado fundamental.
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Figura 2.10: Rede do Pirocloro composta por tetraedros onde os vértices partilham o mesmo
spin. Figura retirada de [4].

O antiferromagneto com spins de Ising na rede triangular foi um dos primeiros modelos
com frustracdo geométrica a ser estudado. Os autores [35, 36] demonstram que a entropia
do estado fundamental é dada por Sy ~ 0.32kg. Como vimos, essa entropia residual é uma
consequéncia da degenerescéncia do estado fundamental. Para modelos onde existem apenas
interagOes antiferromagnéticas, o arranjo geométrico dos spins, seja num tridngulo ou numa
cadeia fechada com um nimero impar de sitios, € uma condi¢cao necessaria, porém nao suficiente
para existéncia de frustracio [37]. Como exemplo, considere o caso da rede triangular com spins
de ¢ = 2 componentes, como no modelo XY. Pode-se demonstrar que existe um tnico estado
fundamental que é constituido por 3 sub-redes que formam angulos de +120° entre si [38]. E
importante também notar que apenas a presenca de interacdes antiferromagnéticas nao garante
a existéncia de frustracdo. Considere uma rede cubica, onde as interacdes entre spins ocorrem
somente entre primeiros vizinhos e sdo puramente antiferromagnéticas. O estado fundamental
possui ordem de Néel, pois como a rede cuibica pode ser particionada em duas sub-redes, entdo
os spins de cada sub-rede alinham-se na mesma direcdo e em oposi¢do a direcao dos spins da
outra sub-rede [27]. Na fase paramagnética, a susceptibilidade é dada pela lei de Curie x oc 7L,
A solugdo de campo médio prevé que a temperatura de congelamento para o Hamiltoniano
(2.10) é dada por T, = 225(S + 1)kp|J|, onde z representa o nimero de primeiros vizinhos e
S ={1/2,1,...}. Utilizando a solu¢do de campo médio pode-se mostrar que a susceptibilidade
magnética linear para 7' > T, é dada pela lei de Curie-Weiss

X(T)=C/(T —Ocw), (2.12)

e nesse caso Oc = %ZS(S + 1)kpJ. Esse resultado, valido para J > 0 e J < 0, fornece uma
escala de energia para que o ocorra ordenamento em sistemas antiferromagnéticos. Os resultados
de Wannier [35] sdo validos tanto para interacdes ferromagnéticas quanto antiferromagnéticas.
A energia do estado fundamental para um ferromagneto na rede triangular obtida é U(T = 0) =
—1.5J, com uma transi¢éo de fase ocorrendo em 7" = 2.J/log(3) [39]. No caso em que as
interagdes sdo J < 0, ndo existe ordenamento magnético e a energia do estado fundamental €
U(T = 0) = —0.5J. Esse resultado mostra um exemplo onde a ordem € totalmente suprimida
pela frustragdo geométrica, o que resulta numa entropia residual. Comparando as energias
U ~ kgT, pode-se estimar que, caso algum ordenamento venha a existir num sistema frustrado,
a T, tende a ser muito menor do que a prevista para um sistema sem FG. Apesar de ser um modelo
ideal, o resultado € totalmente incompativel com a terceira lei da termodinamica que afirma que
Sp = 0. Contudo, em materiais magnéticos reais que apresentam frustracdo, perturbacdes numa
escala de energia que diferem da escala J para as transi¢des de fase, removem a degenerescéncia
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[30], fazendo que algum ordenamento apareca. Levando em conta esses fatos, pode-se definir,
empiricamente, o grau de frustracdo [11]

I =19cwl/T:, (2.13)

onde 7, representa a temperatura de ordenamento magnético e O¢yy corresponde a temperatura
de Curie-Weiss. Outra caracteristica que ndo € capturada pela teoria de campo médio € o
aparecimento de correlacdes a medida que o sistema se afasta de ©¢y,. No antiferromagneto
na rede triangular com spins de Ising as correlagdes sdo de ordem (oy0,) r~1/2 [40]. Para
sistemas frustrados, dentro do regime 7. < T' << O¢ywy, 0s spins flutuam entre os muitos estados
degenerados e possuem correlagdes finitas, porém nao ha emergéncia de uma ordem de longo
alcance. Essa fase € denominada de cooperative paramagnet [41] em portugués paramagnetismo
cooperativo, também conhecido na literatura como Classical Spin Liquid (CSL) em portugués
liquido de spin cldssico. Na aproximacdo de campo médio, numa rede FCC dividida em 4
sub-redes, o valor obtido de f, = 3 [2]. Acrescentando interagdes de segundos vizinhos e,
por consequéncia, aumentando o nimero de sub-redes para 8, Anderson obteve f, = 5 [42].
Estendendo o niumero de sub-rede para 32, considerando terceiros e quartos vizinhos Ter Haar e
Lines [43] obtém um valor de f, = 15. Porém, materiais como por exemplo o NaTiO, possuem
fp > 500 com apenas 3 sub-redes. Logo, estima-se que a aproximagdo de campo médio deixa de
ser vélida para descrever materiais com f, = 10 [2]. Levando esses resultados em consideragao,
Ramirez [12] sugere uma classificagdo empirica do grau de frustracdo: f = 1 representa um
sistema ndo frustrado; 1 < f < 10, representa um sistema com frustracdo moderada e f > 10
representa um sistema fortemente frustrado.

2.2.4 Gelo de Spin

Um exemplo de CSL € o antiferromagneto na rede do Pirocloro. O caso de gelo de spin,
primeiramente estudado por Harris [44], possui realizacdo experimental nos materiais Dy, Ti2O7
e Ho,Ti; O, é um caso particular desse modelo, possuindo anisotropia de orienta¢do dos spins.
A orientacdo é direcionada no eixo que liga os centros dos tetraedros, passando pelo spin que os
conecta, e as interagdes de troca sdo ferromagnéticas, ou seja, um ferromagneto frustrado. Esse
modelo é chamado de gelo de spin pois, similar a fase de gelo da dgua, exibe regras de gelo. No
caso da dgua sempre existem dois elétrons proximos e dois mais distantes, ja no gelo de spin
dois spins sempre apontam para dentro e dois para fora. Pode-se mostrar que a fase de gelo de
spin exibe correlagdes de longo alcance, como consequéncia do vinculo imposto pelas regras
de gelo. Através de uma analogia com eletromagnetismo, ¢ idealizado um campo b artificial,
originados pelos vetores de spin. Na figura 2.11, representamos os vetores de spin originando
linhas de fluxo imagindrias. Por causa da imposi¢do de que dois spins devem apontar para dentro
do tetraedro e dois para fora, isso define um campo que possui divergéncia nula V - b = 0.
Como ocorrem flutuagdes nos spins, o campo b também flutua. Os autores [45] demonstram que,
no equilibrio, esse campo flutua similarmente a um campo magnético no vicuo. Isso implica
correlagdes de alcance oc 1/r3, onde r representa a distncia entre spins.
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Figura 2.11: Estado de gelo de spin exibindo V - b = 0. Figura retirada de [3]

2.2.5 Modelos de Vidro de Spin e quebra de Ergodicidade
Modelo de Edwards-Anderson

Na secdo 2.2.1, mencionamos algumas medidas experimentais que sugeriam fortemente a
existéncia de um estado de equilibrio nas ligas magnéticas como Cu;_,Mn,. Em 1975, Edwards
e Anderson (EA) [46] propuseram um modelo simplificado, incluindo apenas os requerimentos
necessdrios para existéncia da fase VS. Em vez de utilizar interac6es do tipo RKKY, os J;; sdo
escolhidos a partir de uma distribui¢ao de probabilidade Gaussiana

2

P(J;;) exp(—Z—J2

). (2.14)
Dessa forma, o modelo possui desordem congelada e frustracdo. O Hamiltoniano € similar ao da
equacdo (2.10)
(i.5)

porém as somas (i, j) sdo apenas entre os primeiros vizinhos de uma rede regular. EA também
propuseram o parametro de ordem para detectar a fase VS. Os autores decidiram abdicar da
existéncia de ordenamento espacial de longo alcance dos spins, optando, assim, procurar por
ordenamento temporal de longo alcance

gea = Jim lim <(ch-(0) . ai(t>>>J . 2.16)
O parametro ¢z 4, mede a autocorrelacao entre um spin com ele mesmo, apés um longo tempo ¢
decorrido. A ordem dos limites na equagdo (2.16) é importante porque, se o limite sobre ¢ — oo
for tomado primeiro, as barreiras que separam os estados de energia tem altura finita, entdo, o
sistema pode vagar livremente pelos possiveis estados, resultando em gz 4 = 0 na auséncia de
um campo externo [26]. As equagdes obtidas pelos autores sdo vélidas somente para T — O e
T — T.. Os detalhes da solu¢do desse modelo nio serdo abordados nesta tese.

Ergodicidade

A hipdtese ergddica assume que, depois de um tempo suficientemente grande, todos os
pontos do espacgo de fases sdo visitados [47]. Logo, a média temporal de um certo observével
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O[s] pode ser substituida pela média sobre o ensemble de possiveis estados [48]

tllgloi dt'Ols /d31d32 .dsyOIs|P(s1,82,...,5N), (2.17)
onde s = {s;} constituem o conjunto de varidveis que descrevem o sistema, como, por exemplo,
posicdo, momento e spin.

Considere o ferromagneto de Ising. Abaixo de uma 7. e h = 0, os estados que cor-
respondem a uma magnetizacao macroscopica M e —M estdo separados por uma barreira de
altura N'/2. Através de um argumento de simetria do Hamiltoniano do ferromagneto de Ising,
pode-se mostrar que /M = 0 sempre. No entanto, no limite N — oo, singularidades ocorrem
na funcdo de parti¢do [49], que coincidem com o aparecimento de uma transicao de fase [50].
No limite termodindmico, as alturas das barreiras que separam os estados tornam-se infinitas,
sendo necessdrio virar um nimero infinito de spins para que a troca de estados ocorra. Esse
exemplo caracteriza uma quebra de ergodicidade, porque € impossivel que o sistema escape
do estado +M para o —M, uma vez que o sistema encontre-se em um desses estados. Essa
quebra de ergodicidade estéd claramente associada a uma quebra de simetria, pois a simetria de
inversdo global dos sinais dos spins foi quebrada. Os vales na superficie de energia correspondem
a configuracdes bem definidas, ou seja +£M/. Quando o sistema evolui, a partir de uma certa
configuragdo inicial, € garantido que ele alcangard um tnico estado de equilibrio. Essa forma é
conhecida como quebra de ergodicidade trivial.

A situagd@o é bem mais complexa quando o sistema possui frustracido e desordem. Nesse
caso, a medida que a temperatura € reduzida, as paredes que separam os estados tornam-se
infinitas. Porém, a superficie de energia é muito mais complexa. Como discutimos, por efeitos de
frustracdo, muitos estados possuirdo a mesma energia. Considere a figura 2.12, quando o sistema
encontra-se em 1" > ., existe um minimo de energia bem definido, que corresponde a fase PM.
Quando o sistema € resfriado, a superficie de energia torna-se rugosa, com aparecimento de
muitos vales pequenos dentro de um vale maior. Finalmente, quando 7' < T, a ergodicidade
€ quebrada, e o sistema fica preso em um desses vales maiores. Contudo, esses vales maiores
possuem um ndmero macroscéopico de vales menores. Entdo, uma vez que o sistema fica preso
em um desses vales, desencadeia-se uma busca constante pela configuracao de menor energia.
Isso caracteriza uma quebra de ergodicidade ndo-trivial. Diferentemente do que ocorre no
ferromagneto de Ising, ndo € evidente se essa quebra nao-trivial de ergodicidade estd associada a
alguma quebra de simetria. Por isso, quando falamos sobre transi¢cdes de fase para a fase VS,
mencionamos essa transicdo como uma quebra nao-trivial de ergodicidade.
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Figura 2.12: Energia livre em fun¢@o do espaco de configuragdes evoluindo com a temperatura.
Figura retirada de [5].

Modelo de Sherrington-Kirkpatrick

Além dos resultados do modelo de EA serem limitados a7 — 0e T — 7T,., seus
resultados predizem que o calor especifico C'y apresenta uma cuspide na 7, que é uma previsao
tedrica que estd em desacordo com resultados experimentais [S]. Em 1975, Sherrington e
Kirkpatrick (SK) [51] propuseram um modelo similar ao de EA, porém nesse caso, todos os
sitios da rede se conectam entre si. Os spins s@o substituidos por spins de Ising e as interagdes
s@o dadas através da distribui¢ao de probabilidade

1 (Jij — Jp)?
P(JZJ) - Wexp(_T)a
onde J) = Jy/N e J' = J'/N'/2, essa escolha preserva a extensividade da energia livre.

Tanto no modelo de EA quanto no modelo SK € necessdrio calcular a energia livre por
particula

(2.18)

1
f(B,J) = —A}iinooﬁ—NlogZ(J) (2.19)

para entdo obter os observaveis termodindmicos. Um problema da expressao (2.19) € que ela
depende de uma certa realizacao da desordem, ou seja, € resultado de apenas um sorteio sobre
P(J;;). Porém, isso ndo ¢ desejdvel, porque implica obtengdo de resultados validos apenas para
uma unica realiza¢do dos J;;. Uma forma de contornar esse problema € tomar a média de (2.19)
sobre os J;;,

1
F(8) = = Jim 5 1og (2). (2.20)

Isso € possivel, pois a energia livre € uma quantidade automediante [52, 53], o que significa que
no limite N — oo, a varidncia de (2.19) tende a zero. Entdo, f(3, J) é bem localizada ao redor
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de sua média. Para tomar as médias sobre (2.20), utiliza-se o0 método de réplicas, que consiste
em reescrever o logaritmo através da identidade
" —1
log(z) = lim : (2.21)

n—-0 n

contudo, nos artigos € muito comum encontrar a identidade na seguinte forma

(log(z)) = lim — ! log(z") . (2.22)

n—0n

A partir dessa identidade, podemos reescrever a energia livre na seguinte forma

f(B) = — lim L lim — log(Z”} (2.23)

N—o0 5N n—0n

Para dar continuidade aos cdlculos € necessério assumir que n € N. A partir disso podemos
calcular a fun¢do de particdo como

:<Zexp ~3H (o) S exp(~0H an>>, (2.24)

logo temos

Z" = —B) H(o, . (2.25)
) =( X ew (-8 HEw))
A fungdo de particao replicada fica
<Zn> — Z / [H P(JZ])dJZ]] exp [ﬁz Jij Z Umaja} . (226)
o1..0n i<j i<j  a=1

Com a forma da expressdo (2.26), € possivel tomar a integral sobre os .J;; primeiramente, obtendo

(BJ)TNQn B NnT ﬂJonN}

Zmy =
<>eXp{2N 2 2 N 2

< 5 expd WS Z(Za o) + 5‘]02”:(%0- )’ 2.27)
01...0n, 2N a<fB i=1 B a=1 =1 “ 7 .
Utilizando a identidade de Hubbard-Stratonovich [54, 55]
2 (N2 1.5 /2 1/
exp ()\a ) = <%> /dx exp {— §N:1: + (2)\> aN x} (2.28)
e, fazendo as trocas de variaveis

Gop = BJqap a# 3 (2.29)

— (5J0> LA (2.30)
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temos

B 1 1 (BJ)?[N?n  Nn?1 BJon
f(m__z&linooﬁilinnlog{e}(p{ N [ 2 2 } N 2N}
</

I1 ()"0 [ T (555) ]
X exp{ — ;N(BJ)Q > qig - QNﬂJoZm(Qx}

a<f
a<f

X exp {NlogZeXp {(&7) Z 40p0a0s + By Zmaaa} }] , (2.31)

a<f

Invertendo a ordem dos limites e desprezando termos (1), podemos calcular a integral pelo
método do ponto de sela,

sz—(ﬂi)2 {21< )Y S ﬁJoZm
a<f
- —logZexp{ eff(ma,qag)}} (2.32)
definindo
Hepf(Ma, gas) = (B ) angaaaﬁ+5JOZmaaa. (2.33)

a<f

Note que agora [ € uma fungio de m,, go5 € 3. A operagdo Extriq m), corresponde a tomar
o extremo da expressdo entre chaves com relagdo aos parametros de ordem m e q. Esses
of _of _,

parametros de ordem sdo determinados através das equacdes de ponto de sela
0¢op  OMmyg

Obtemos respectivamente

0 lim Zo- 0q0p3 €XP {Heff<mom QOc,B):|
5=

(2.34)
=0 Ea €xp {Heff(mon Qaﬁ)}

M, = lim [Hegy (o 1) (2.35)

=0 Za’ €xp {Heff (mou QCMﬁ)i|
A equacdo (2.34) consiste na versao ergdodica do parametro de ordem de EA (2.16). Para
prosseguir, € necessario fazer alguma simplificagdo sobre ¢,s. SK assumem que as réplicas sdo
indistinguiveis, ou seja

Mo =M (2.36)

dop = ¢ - (2.37)

Essa solugdo tentativa é conhecida como Ansatz de simetria de réplicas (SR). Entdo, é possivel
demonstrar que a energia livre assume a forma

sr(8) =22 <1—Q)2+;6Jom2

— (271')_1/2 /clze’éz2 log 2 cosh [BJql/zz + ﬁjom} ) (2.38)
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Os parametros de ordem ficam

m = (27T)_1/2 / dze 2% tanh {BJql/zz + ﬁJom} (2.39)

q=(27)"" / dze " tanh® [87¢"2 + BJym] . (2.40)

Linha de Almeida-Thouless

A solucao do modelo de SK possui um problema. Se calcularmos a entropia na temperatura
zero obtemos (7' = 0) = —i. Em sistemas discretos, a entropia € o logaritmo do nimero de
configuragdes, ou seja deve ser positiva [52]. Logo, o resultado obtido para entropia do modelo
de SK esta incorreto. Os autores acreditavam que a fonte do problema fosse devido a troca da
ordem dos limites. No entanto, uma anélise da estabilidade da soluc¢ao, realizada por Almeida e
Thouless (AT) [6], mostra que soluc¢do de simetria de réplicas g,3 = ¢ € instavel. AT examinam
se as equacgoes (2.36), (2.37), (2.39), (2.40) de fato conferem um extremo a equagdo (2.32). Para
tanto, AT consideram perturbacdes dos pardmetros de ordem em torno dessa solu¢do

To =M + €, 2.41)

Yap = 4 + Nag 5 (242)

onde m e ¢ sdo dados pelas equagdes (2.39) e (2.40) respectivamente. Entdo, expandindo a
energia livre (2.32) até segunda ordem em ¢, € 7),3, obtém-se a matriz Hessiana. Analisando
os possiveis autovalores dessa matriz, pode-se demonstrar que um deles estd relacionado a
susceptibilidade magnética ndo linear xy g o< 1/\47. Esse autovalor é conhecido como replicon
[56, 57]

Aar =1— (ﬁ¢]>2(27r>71/2/dze’%z2 sech? [@’Jql/zz + ﬁJom} : (2.43)

O replicon A a1 > 0 para 3~ > J, ou seja, em toda fase PM, porém, em toda fase VS, A\ 47 < 0.
Isso compromete a solugdo de simetria de réplicas porque se Aar < 0 — xys < 0 0 que é
fisicamente infactivel. Repetindo o mesmo procedimento, porém trocando Jym por H, obtém-se,
entdo, a fronteira de estabilidade da solu¢do de SR no modelo SK, quando um campo externo
¢ aplicado, como representado na figura 2.13. Na literatura essa fronteira de estabilidade é
denominada de linha de Almeida-Thouless.

Stable

Unstable

020 0-60 1-:00
kT/J

Figura 2.13: Diagrama de fases no plano H/J contra 7'/.J representando a linha de Almeida-
Thouless. Figura retirada de [6].
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Esses resultados indicam que a solugao de simetria de réplicas nao € adequada e, logo é
necessario assumir que ¢,3 # ¢. No entanto, ndo € uma tarefa trivial escolher uma parametrizagdo
correta para ¢,3. A solugdo do problema foi realizada por Giorgio Parisi e € conhecida como
quebra de simetria de réplicas [58, 59, 60]. Essa série de publicacdes posteriormente deram
origem ao livro "Spin Glass Theory and Beyond" [52]. Outros métodos que nao fazem uso de
réplicas também foram desenvolvidos, como por exemplo, as equacdes de Thouless, Anderson e
Palmer (TAP) [61] e o método da cavidade [52, 62]. De fato, talvez a maior contribuicao de toda
a teoria desenvolvida para estudar o fendmeno de VS seja o vasto nimero de ferramentas tedricas
que podem ser utilizadas em outras areas. Listamos alguns exemplos: criptografia [63, 64],
correcdo e deteccio de erros em codigos [65, 66], problemas de otimizacdo [67, 68], sistemas de
spins em redes com conectividade finita [62, 69, 70, 71] e redes neurais [72, 73, 74,75, 76, 77,
78].

2.2.6 Modelo de Campo Aleatério

O campo aleatério (CA) € um tipo de desordem que ndo dd origem a uma fase VS.
O primeiro modelo foi proposto por Imry e Ma [79]. O campo aleatério € um resultado
emergente da diluicdo de sitios magnéticos com interagdes antiferromagnéticas na presenca de
um campo externo uniforme. A realizacdo experimental mais estudada do campo aleatério €
antiferromagneto diluido Fe,Zn;_,F,. Mesmo submetido a dilui¢ao, a anisotropia dos spins
neste composto permanece. O Hamiltoniano que melhor caracteriza os experimentos de campo
aleatdrio com spins de Ising é

H(o)=—)_ Jijecjo0; — > Heo;. (2.44)
(4,5) i

As varidveis ¢; representam diluicdo de sitio, assumindo valor 1 se o sitio estd presente e 0 caso

ndo haja sitio um que possui dilui¢ao nos sitios. Cardy [80], mapeia o problema do Hamiltoniano

(2.44) em um ferromagneto uniforme com campo aleatério, mostrando que a magnetizagdo

staggered se acopla linearmente a um campo efetivo h;. A variancia desse campo para H < J é

dada por

(B2} = v(1 — )Ty /TP(H/ksT)
REL 14+ Ocw(x)/T)? ’

onde © = (¢;) é a concentragdo de fons magnéticos. O antiferromagneto Fe,Zn;_,F,, para
concentracdes de x = 0,25, exibe um comportamento de VS [81, 82, 83, 84], mesmo na auséncia
de interacoes ferro competindo com antiferromagneto. Ja para x > 0,40 o composto descreve
bem um campo aleatério com anisotropia tipo Ising. No intervalo intermedidrio de concentracio
€ possivel a coexisténcia entre as fases VS e campo aleatério. Em estudos conduzidos no
material Feg 31Zng g9F2 na presenga de um campo magnético externo[7, 85, 86], pode-se observar
um diagrama de fases similar a linha AT para concentragdes no intervalo 0,24 < x < 0,31
com ¢ = 3,4 fazendo um ajuste da forma Ty — T(H) ~ H?/?. Para valores de concentragio
0,37 < 2 < 0,40 e campo H fraco, observa-se um comportamento bem descrito pelo ajuste com
¢ = 1,42.

(2.45)
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Fey Zn_«F

Figura 2.14: Mudancga de curvatura do diagrama no plano / contra 7' no antiferromagneto
Fe( 31Zng goF2. Figura retirada de [7]



Capitulo 3

Modelo de van Hemmen

Neste capitulo, estudamos o modelo de van Hemmen [87, 88] no grafo aleatério. Duas
formas de desordem estdo presentes, acoplamentos e campos aleatorios. O método de réplicas é
utilizado para lidar com as realizacdes do grafo. Além disso, trabalhamos com os estados de
spin 0; = {—1,0, 1}, tendo ocupag@o controlada pelo campo cristalino D, como no modelo
de Blume-Capel (BC) [89, 90], que tem sua versao desordenada, conhecido como modelo de
Ghatak-Sherrington (GS) [91]. Existe uma dificuldade técnica quando ambos tipos de desordem
estdo presentes. Um exemplo ocorre no modelo de GS com campo aleatério [92][93][94][95],
porque o campo se acopla com a magnetizacdo local, impedindo assim que o parametro de
ordem de VS seja zero e impossibilitando a localizagdo das linhas de transi¢do de fase. Uma
forma de contornar essa dificuldade € utilizar o modelo de van Hemmen, porque seu parametro
de ordem € proporcional a magnetizacdo. Como médias de fun¢des impares sobre distribui¢des
de probabilidade simétricas sao nulas, logo o campo aleatério ndo gera magnetizagdes espurias.

3.1 Formalismo com Réplicas

Estudamos um sistema com N — oo spins que assumem valores o; = {—1,0, 1}, onde
¢t =1...N. O Hamiltoniano € dado por

H(o) =

Zcijjij0i0j+DZUz'2+ZhiUi- (31)

1<j 7

As varidveis c¢;; determinam se dois sitios ¢ € j estdo conectados (c;; = 1) ou ndo (¢;; = 0),
escolhidas de acordo com a distribui¢ao de probabilidade

C C
p(6i) = bega + (1= ) deo. (32

onde a conectividade média ¢ € uma constante finita. O acoplamento .J;; € dado por

Jiz = J(&n; + &) - (3.3)

Os campos locais h; sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d),
que assumem os valores +hg e —h( de forma equiprovavel, e D corresponde ao campo cristalino.
As varidveis ; e n; sdo varidveis aleatorias (i.i.d), cada uma podendo assumir os valores +1 ou
—1 com a mesma probabilidade. O acoplamento (3.3) foi proposto por van Hemmen. No modelo

25
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original, com ¢ — oo, € possivel resolver a média sobre &; e n; sem fazer uso do truque de
réplicas. Para obter as propriedades desse sistema no limite termodinamico N — oo, calculamos
a energia livre por particula através da equacao (2.23). Aqui se faz necessario o uso da identidade
de réplicas para tomar a média sobre > [, p (ci;) f(B, cij, Jij, hi). Inicialmente, calculamos
as médias sobre a funcdo de parti¢ao replicada (2.25). O Hamiltoniano replicado desse modelo
fica

H(ow) = —5- Z CijJij0ia0ja + Z hiGia + D Z oo (3.4)

i#]

e a funcdo de parti¢do replicada

(Z") :< Z exp{_BZihiUia

01...0n i a=l1

— 6D o2+ = ciidii Y Cia0 a}> , (3.5

zz: azl ; 7 Z TS e e i

onde o vetor de réplicas possui as seguintes componentes o, = {01q, - - - , Ona }. Comecamos

tomando a média sobre as realizagdes de grafo
(7= Y <e—ﬂ 3 i hioia=BD Y, 0, >
01...0p, {h1}
x <H {1 + C( E G +em) ey oiadia 1)}> .36
i< N (&M}

Como ¢ < N, podemos utilizar a expansdao em série de poténcia da exponencial e reescrever a
funcao de parti¢do replicada como

(27 = % (et TiTiahon 0T T

01...0n, {hz}
C BJ . ;. . .
X exp |: <[ec(£in]+617h)za GiaTja _ 1]> :| .
2N ; {&Hmi}
(3.7
Considere o termo
C BI (¢ 0. o . .

exp { <[ec<fmg+f,m>zawja _ 1]> ] | (3.8)

2N % {&Hm}

o . 2 2
No caso em que ¢ = 00, a exponencial interna ndo existe e termos da forma ( > O’Z') , ( > fi%) ,

( > moi) ? e ( Do (&—l—m)ai) ’ [96, 97] aparecem na exponencial externa. Utilizando a identidade
de Hubbard-Stratonovich, os termos quadraticos sd@o removidos e o problema € resolvido pelo
método do ponto de sela. Os parametros de ordem, que sdo a magnetizacdo e o parametro de
ordem de van Hemmen, sdo obtidos diretamente pelas equacdes de ponto de sela. Na solu¢do do
modelo de Viana e Bray [70], um dos primeiros com conectividade finita, a exponencial interna
da equacdo (3.8) € expandida resultando em uma expressao da forma

ﬁJ”

O;004
2 TiaTja X aq Z Oia0ja 1+ Q2 Z 0ia0i30ja0j3 1+ Q3 Z 0ia0i30iy0ja0i30y t .
« a<f a<f<y

(3.9)
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Apo6s a reducdo para o problema de um sitio, a solu¢ao envolve resolver uma integral sobre
infinitos pardmetros de ordem {¢q, ¢ag, ¢agy, - - - }- Na solu¢do de Monasson e Zecchina [67, 98],
a exponencial interna ndo € expandida. Ao invés disso, o procedimento para solugdo envolve a
introducdo de fungdes de ordem

]1725001 . (3.10)

i=1

Dessa forma, a resolugdo torna-se muito mais simples. Na realidade, essa fun¢do define a
probabilidade de ocupacao de um certo estado de réplica o. Os parametros de ordem, que sdao
associados a observéaveis macroscopicos e quebras de simetria, sdo obtidos a partir de P (o).
Como por exemplo, a magnetizagdo m = Y-, o P(o).

Prosseguindo com a resolu¢do do modelo de van Hemmen no grafo aleatério, removemos
as varidveis o;, da exponencial interna, fazendo uso da identidade [72, 74]

>

o

n

Z&m:, (3.11)

Uouo'za
a=1

onde o = (0y,...,0,) é um vetor de spin no espaco de n réplicas e o; equivale a alguma
configuracdo nesse espago para o ¢-€simo spin. Assim, temos

<Zn> = < Z exp{ - ﬂzhigia _BDZU?Q
ec (&imj+&;mi) Z TaTa _ 1:| 500-60’0-}> . (312)
Z 2 { R Y R )

1#] oo’

Nesse ponto, fazemos uso do conceito de sub-redes [99, 72] para entdo tomarmos a média sobre
a aleatoriedade de &; e 7;. A sub-rede é definida como

Iy = {il& =&, mi =1} . (3.13)

Através desse conceito, € possivel particionar os sitios do sistema nas possiveis sub-redes.

J .~ 2ot . . ‘I£n|
Utilizando |I,| como o nimero de sitios na sub-rede I¢, e definindo p, = limy_o 37
reescrevemos a funcao de particdo na forma

(Zm :< 3 eXp{—ﬁZhiUia 6DZ%+fZ PO

01..0n 1,0 oo’ En&'n i€ley €Lty

X

e+ Y, sach ]|I£n| L, Hewl 1 5U,Uj}> L G4
N |Ig)| N |I£’77’| {hi}

No estado atual, resta a tarefa de tomar o trago sobre as varidveis o; = {0;1 ... 0, }. Para tanto,
inserimos as fungdes de ordem P, (o) através da identidade

1_/HdP577 {Pfﬂ ug,
n

&n,o

3 5(,4 7 (3.15)

’LEIg

que ao fazer uso da forma integral da delta de Dirac fica

/ I1 dPe,(0)dPey (o) exp {@'ﬁgn(a) {P@ 3 5,,,,7}}. (3.16)

&no |]f77| i€ley
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Substituindo na Eq. (3.14),

< Z /H[dpﬁn o)dPy (o }exp{ ZP£77 o) P, (o)

01..-0n " &m0 én,o
- P&n o) > booi — B hioia — BD> 0, (3.17)
yz | | . 4
en,o 11€N i€ley i, i,
B (et gt oo
R oT  ETUR PR, (O
oo’ {ng'ny’ {h:}

Tomando o trago sobre 0s termos que possuem variaveis o;, temos

T=( ¥ ow{- T 3 Auler)

O1..0n icle,
=68 > hoia—BDY Y a?a}> . (3.18)
&n i€ley,o & i€le,a {hi}

Reorganizando os fatores,

T=]]]] <Zexp{ |]n|P§,7 o;) ﬁZh% BD%:afa}>h : (3.19)

é&n Z'Elg»,] o g

Agora os sitios estdo desacoplados. Reescrevendo essa equacio da seguinte forma
T:exp{2|lgn]10g<Zexp( 7. |P£n BhZaa ﬁDZO’i)> } (3.20)
&n 4 &n a h

Jaque £ = £1 e n = %1, existem apenas quatro sub-redes. Fazendo a seguinte mudanca de
variaveis Pr, (o) — |I¢y| P, (o), reescrevemos a fungdo de particdo replicada como

(27 = | [H Teg|dPey(0)dPeg(r)] ex0 {iN 3 ey Pen(0) Pey )

5770' é&no
- B] (&n'+¢&'n Z oaol,
+Z =Y pepew Y Perlo) Poy (o ){ 1] (3.21)
5775/ / a-a-/
+N2p§nlog<Zexp(—zP@7 NN 03 0)) b
&n o h

Inserindo a equacao (3.22) na (2.23), obtemos uma expressao para energia livre na forma

f(B) =— lim 1hmlog/ H |[£n’dP£n< )dpén( )

N=eo BN &no
X exp {N\If (ﬁgn(a), Pgn(a)> } . (3.22)

Invertendo os limites, podemos calcular essa integral pelo método de ponto de sela, pois, no
limite termodindmico, a integral serd dominada pelo extremo da funcdo complexa

‘I’(pan( , Pen(o )—ZZ<P5n o) Pey( )>£77

+5 Z<P§n )Pery (0 )[ T P e me (3.23)

a'o"

+<log<zexp(—zpén 5h200‘ 5Dza:0‘2)‘>>h>gn
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A energia livre resultante fica

1 ) A
f= i Bxtr, oo {15 (Pl0)Pun(e)

n—0 ﬁn &n

+ 5 Z <P£n o) Py ( ){eﬁj(g”'%'") 20 Ta% 1]>g o (3.24)
s

<log<ZeXp(—zP§77 BhZUa 6D§Ui>>h>§n}‘

A operacao Extr (Pey (), Pey ()} significa tomar o extremo da funcao entre chaves com relacdo as

fungdes { P, (o), Pe,(0r)}. Para cumprir a condigdo de extremo, a fungdo ¥ (Pgn(a'), an(a'))

deve satisfazer as equagdes de ponto de sela

v
?7 =0 (3.25)
OPgy (o)
e
ov
—F =0 (3.26)
P, (o)
para todos &7, o. Entdo, temos
iPey(o) +¢> <P§/n/(a’) [eﬁc‘]@"’*m 2i0%a%0 1}> =0 (3.27)
o-/ 5/ /

<exp < - ipgn(a) —BhY 00 —BDY, 03) >h
<za/ exp ( —iPe(0") — Bh S, 0!, — BD za(a;y) >h

iPey(o) — i —0. (3.28)

Com essas equagdes podemos eliminar as varidveis auxiliares P, (o), obtendo

an(o') =
e W RS
e eyl

h . (3.29)
< Z CZ <P§// 1" (0’”) [e c (En”+§”77) Z olllo-a 1:| > _Bh Ea O'(IX_BD Za(03)2>
0./ e &//n//
h
Eliminando as varidveis Pgn(o" ) da energia livre obtemos
f(B) = —1lim i Extr{p (o)} { ¢ Z <P§ (O-)Pé’/ /(0'/) |:e/3£](£77l+£/77) 20000 _ 1:|>
n—0 Bn SO 24 ! ! &g’

+ <log<;exp( <ZP£,, ) [eﬂf ey +Em) 3, oavh _ 1} >W (3.30)
- -DE)) )}
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A expressao (3.29) € uma equacdo que deve ser resolvida de forma autoconsistente. Para
prosseguir com a solugdo, é necessdrio escolher uma parametrizagdo para P, (o). Para isso,
adotamos o Ansatz de simetria de réplicas, ou seja, F,(o) deve ser invariante a qualquer
permutagido de indices de réplica P, (7o) = P¢,(o), onde 7 representa alguma permutacdo
sobre indices de réplica. Além disso reescrevemos P, (o) como uma probabilidade condicional,
seguindo a referéncia [100]

— /dXW(X)HP(Ja|x) (3.31)
A forma de P(0,|x) e o nimero de componentes de x = {z1, ..., z,} depende do nimero de
estados de spino = {—S,—S + 1,...,S — 1, S}. Para o sistema que estamos tratando, temos

o ={-1,0,1}, logo sdo necessdrios 2 campos (z,y) e o Ansatz adquire a forma

ﬂx Za oa—Py Za aZ
(Za 6,6’900'7,83/0'2 )n

Peylo) = [ dadyWe(2,9)° (3.32)
A construcdo do Ansatz para um ndmero infinito, porém discreto de estados de spin pode ser en-
contrada no apéndice A. Prosseguimos expandindo a equacdo (3.29). Por hora desconsideramos
o denominador, porém mais adiante mostraremos que no limite n — 0 ele tende a 1. Expandindo
a exponencial externa em séries de poténcias, temos

an( ) < THh Y0 oaBD Y0 Z

k

X H < Z P&m(o_l)e%](&m‘f'fm) 2o UO‘U"‘Z>£ >h ' (3.33)
1M

=1 g
Introduzindo o Ansatz de simetria de réplicas (3.32) na equagdo (3.33)

k

Poe) = (e Eere PRt 3

dxzdyngn l‘l,yz)
Sy
X exp [Bxl Z Oal — Byl Z o2+ 5771 +&m) Z Uaaal} >5 >h ,
o M

focando apenas no termo que possui varidveis a serem somadas o

IS ex k2 S ow — Bu Yo% LB $m ram Y Gara (3.35)

=1 o

Rearranjando os fatores, podemos reescrever a equagao acima na forma

H exp Zlogz exp [ﬂxlaal Byio?, + fJ(fm + fm)aaaal} . (3.36)

Oal

Extraindo o, da exponencial interna

k
=[[expD > 6r0.logd exp [55510 — Byo® + fJ(fm + 5577)70} : (3.37)
=1 a T o
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Para realizar a soma sobre 7, fazemos uso da expansao da delta de Kronecker para spins de 3
estados,

1 3
oo =1 — 0% — 02 + §O'O'a + 50205 : (3.38)

Tomando a soma interna sobre 7 e rearranjando os termos, temos

%o = lﬁleXp [nsﬁo(xl?yl) + (Za:%>¢1($l,yl) + (foi)cbz(xz,yz)} : (3.39)

o

onde definimos

oo(xy,y) = log {2 cosh (ﬂxl>e_ﬂyl + 1} , (3.40)
1 xqal(@sw)
1z, y1) = 3 10gm» (3.41)
ba(, 1) = llog X1 (@, yr) X -1 (2, 1) (3.42)
2 Xo(w1, Y1)
e
Xr(z,y) =D exp | Bzio — Byio” + fJ(ﬁm + 5177)70} ; (3.43)

Inserindo a equacdo (3.39) na (3.34), reescrevendo o Ansatz a esquerda da igualdade e desconsi-
derando termos de O(1) no limite n — 0, obtém-se a expressao

k

/dx dy an(ﬂfay)eﬁxzcx Ta=BY) ., o8 — <Z e_k'C
k .

k
X < / [ 1 dzidyiWe, (1 1) (3.44)
=1

Jnln

Fazendo uso da delta de Dirac para reescrever o lado direito da igualdade da equagdo (3.45),
temos

/da: dy Wgn(a:,y)eﬁxza”“_ﬁyza"z = /d:vdy

efcck
x {Z !

k

X exp

k k
—BhY 00— BDY 24> 0> di(z,y) + > 02> da(Ty)
a a 1 =1

« = e

<< /f[ldxldylwsmz(xz, yl)5<a: +h— ; lil(bl(:r:l, yl)> (3.45)

X (5<y — D+ ;lilgbg(xl, yl)> >5lm>h}eﬁwza oa—By ., 0%

Comparando os lados esquerdo e direito da igualdade concluimos que

e~¢ck

k
Wfﬁ(x7 Z/) = Z k! << / H dSEldylW&m (xlv yl)
: =1

k

<oetn- 3 atam)i(s-0+ 3 o)) ). @

=1
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A distribuigdo de campos locais We, (2, y) contém toda informagdo sobre o sistema, onde x e y
sdo campos locais acoplados 2 magnetizagdo o e a ocupagcio local o2, respectivamente. O ndice
&n refere-se as quatro sub-redes. Através da distribuicao de campos locais, podemos determinar
os parametros de ordem relevantes, que nesse caso sdo: o parametro de VS de van Hemmen

<<ZP@; §+n)0a>fn>h, (3.47)

que permite verificar o ordenamento global do sistema e a ocupacao local (), que informa a
ocupagdo média dos estados 0 = 0 e 1

_ <<;P§n(a)ai>§n>h. (3.48)

Substituindo o Ansatz (3.32), obtemos os pardmetros de ordem em fungdo de Wy, (x, )

1
0= 5{{ [aray et n)iE £ i) ) (3.49)
e
Q= ({ [ araywes(e.)e%) ). (350)
onde
_ 2e Psinh(fz)
(o) = 1 + 2e=PY cosh(fSx) (3.51)
e
o 2e7PYcosh(fx)
(") = 1+ 2e=PY cosh(Bz) (3.52)

As fases termodinamicas estudadas sdo caracterizadas pelos parametros de ordem, de forma que
o sistema encontra-se numa fase VS quando ¢ > 0 e () > 0 e, numa fase paramagnética (PM)
para ¢ = 0 e ) > 0, e numa fase ndo-magnética (NM) parag =0e ) = 0.

Considere o denominador da equagdo (3.29)

M = (3.53)

a.//
Seguindo os mesmo passos que levam até a equacao (3.45), podemos reescrever o denominador
como

e °c” dxydy We,,, (21, y1)
M = < < / H et (3.54)
p s "

k k
><ZGXP[—leaa—ﬁDzai‘i‘Z%Zd)l(%,yz)‘i‘Z Z ﬂfl,yZD >
o @ « [e% =1 @ =1 &m/ h

que pode ser escrito da forma

—c .k

e C k
M= <Z o < [ L dardyWe (i, ) (3.55)
: =1

k

o

o~ Bho—BDo%+0 Y| é1(miy)+0% Y, o (aiy)
X expnlog > >
&m

— 2
> eBrio—PByio
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Tomando o limite n — 0, a normalizacio M — 1.

Na sequéncia, expandimos a energia livre (3.24) utilizando o Ansatz (3.32). A expressao
¢ dividida em dois termos, f; e f2. Sendo que f; corresponde ao primeiro termo no lado direito
da igualdade de (3.30) e f5 ao segundo. Aplicando o Ansatz, temos

c (Z </ dx dy dz’ dy Wep(z, y)Weny (2, y)

fi(B) = 26n [1 + 2e—By Cosh(ﬁx)]n [1 + 2e=8Y Cosh(ﬁf)]n

oo’

¢ QBT D0 Ta=BY Y, (00)> B 30 ol =By 3, (00)? (2 (T +EM) 3, oacl _ 1) . (3.56)
&g’

que pode ser reescrito como

f1(8) :zgn (< / dr dy dz’ dy' We, (2, y)Weny (2, /)

o > 600 eBToa—By(00)?+8 oL —By (04) 2+ 5 (J(€n'+En)) o0y, > )
« Ta0y - - 1
-5 8y’
[1 + 2e= Py COSh(ﬁZE)} {1 + 2e= Py Cosh(ﬁx’)] enén

(3.57)
Usando o fato que réplicas sdo nao-interagentes, ficamos com
c
f1(B) =95 (< / dx dy da’ dy Wey(z, y)Weny (2, y/)

S, ePao—Buy(o) +ao’—py (o' 22 (I (En +em)oa \ "
X A > —-1]. (3.58)
[1 + 2e 8y cosh(ﬁx)] [1 + 2=V cosh(ﬁx’)} fnié'

No limite n — 0

C
f1(B) = 25</dw dy dz’ dy We, (x, y)Weny (2, y) log GE(x,y,x’,y’)> , (359
&ng'n’

onde definimos

GE‘(.T,y,Z'/,y/) _ X($7ya$?//) —, (360)
Xo(@, y)xo(z', /)
X(z.y,2',y) =D _exp |Bwo — Byo® + Ba'T — By'T* + fJ(En’ +&) UT] . (36D

oT

O segundo termo

1 c .k

l9) = = tog (et 3 €

% H < Z/ |: d'rl dylwﬁmz (J:layl) (362)

=1 1 4 2e=Pu cosh(ﬁ:cl)}n

X exp

BarY e — By oo+ f(c](@?l +&m)) Z%Uaz]>

&m' k' &n
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Reescrevendo

—c, .k k

e~
o H</d£171 dyiWe,, (21, y1)

=1

1

f2(B) = —< log< > e BhY ., 0a=BDY. o2 S
B\ 8\ 2 k

(3.63)

y H ZUQZ eﬁxlaal_m’lUiﬁg(J(Em-i-Em))aaaal
a 1+ 2e—Bu COSh(ﬁxl)

&m h' &n

Somando sobre o,; €, novamente utilizando a propriedade que as réplicas sdo ndo-interagentes,
rearranjamos os termos e ficamos com

1 e~cck
5) == 5 o (

ko 1+ 2e7% cosh(Ba; + 2(J(Em + &m))o) '
% 1:1_11 1 + 2e=Pvi cosh(fx;)

k
< / 1T dey dyWe,, (01, 1) [Z e oAD"
=1 o

) e

&' h" &

Somando sobre ¢ e tomando o limite n — 0, temos

10 =5 {{ S [T tnanVentamoGstia), uh) ) ) o @69

k ! _ &' h' &n

onde
Gallarh fuh) = 14 om0 Ty X @ 8) | mopp pracal@ny) 50
s, () ) Eoremm e

Finalmente, a energia livre dentro da teoria de simetria de réplicas para esse modelo fica

f(B) = 205< / dr dy dx' dy' Wey (2, y)Weny (2, )

/ / 1 eiCCk
xlogGE(SU,y,fUay)> _5<<Zk: k!

Eng'n’

X ngl(ﬂfz’yl)logGS({xl}’{yl})> > >

&m' k' &n

k
< [ 1L dzvdy (3.67)
=1

3.2 Resultados

Antes de apresentar os resultados, mostramos o processo do calculo numérico das
distribui¢des de campos (3.46), através da dindmica de populagdes [62, 101]. E necessério
uma populagdo de campos para cada sub-rede £ = +1 e 7 = +1, onde cada uma contém N
elementos no espaco bidimensional (z,y). Em cada passo, um nimero k € escolhido a partir de
uma distribui¢do de Poisson, e um campo aleatdrio hg é escolhido através de uma distribui¢ao de
probabilidade bimodal, conforme mencionado acima. Em seguida, sorteamos, aleatoriamente,
[ =1...ksub-redes &, e k campos (z;, y;) para cada uma das sub-redes sorteadas. Finalmente,
sorteamos um campo (z, y) e atualizamos seu valor de acordo com as expressdes

1 k
r = —ho+ 3 Zcbl(ifbyl) (3.68)
=1
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Figura 3.1: Duas solugdes coexistentes para a distribui¢do marginal de campos locais para
T = 0.03, hy = 0.2, D = 0.464. Solucao de baixa ocupacdo (painel esquerdo) e solugdo de
ocupacao alta (painel direito).

1k
y=D—— Z¢2($l,yl) . (3.69)
piA

Esse processo € realizado para cada sub-rede e € repetido até as populagdes convergirem. Para
que fique mais claro, ilustramos na figura 3.1 as distribui¢des marginais de cada sub-rede, onde a
distribui¢ao marginal é definida por

wey(w) = [ dyWey(a, ). (3.70)

Mostramos exemplos das marginais em baixa temperatura (7' = 0.03) para valores de campo
aleatdrio e cristalino respectivamente hg = 0.2 e D = 0.464, e para conectividade média ¢ = 12,
onde hg é amplitude do campo aleatério. As distribuicdes de campos, nessa figura, correspondem
a regido de coexisténcia entre as fases de vidro de baixa ocupacio SGy, e de alta ocupacio SGy.
Na figura (3.2), mostramos exemplos dos pardmetros de ordem ¢, () e a energia livre f em funcio
do campo cristalino D, para os mesmos valores de campo aleatério, temperatura e conectividade
média da figura (3.1). Podemos ver pelo parametro () a transi¢do de SGy para SGy,. Para esse
conjunto de parametros podemos observar a ocorréncia de duas transi¢cdes de fase de primeira
ordem, caracterizadas pela presenca de histerese e duas solu¢des de energia livre metaestiveis
que se cruzam no ponto da transi¢do de fase termodinamica.
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Figura 3.2: Parametros de ordem e energia livre em func¢do do campo cristalino para hy = 0.2,
T = 0.03 e ¢ = 12. Linhas sdlidas (tracejadas) correspondem a fase vidro de alta (baixa)
ocupagdo SGy (SGy). Linha fina sélida pertence a fase NM. A flecha a esquerda na curva da
energia livre sinaliza a transi¢do entre as duas fases vidro e a flecha a direita sinaliza a transi¢ao
SG;, —NM.

A seguir, discutimos a influéncia provocada pelo campo cristalino D e o campo aleatorio hy.
Primeiramente, apresentamos diagramas de fase do estado fundamental para alguns valores
de conectividade média c, na figura (3.3). Os resultados mostram a evolugdo da fase vidro,
enquanto a conectividade média é aumentada. Em baixas conectividades, como ¢ = 4, mostrado
no painel ao topo esquerdo da figura (3.3), a fase vidro € restrita apenas a valores pequenos de hg
e D. Com o aumento de hg essa fase vidro sofre uma transi¢ao de fase continua para uma fase
paramagnética (PM) e, com o aumento de D, a fase vidro sofre uma transi¢do de fase descontinua
para uma fase ndo magnética NM. Isso pode ser entendido pelo fato de que D favorece o estado
o; = 0, enquanto que hg favorece estados o; = 41, ainda que de uma forma desordenada. A
figura ainda mostra uma transi¢io de fase continua entre a fase PM e NM. O circulo aberto
sinaliza um ponto bicritico, localizado no encontro de uma linha de transicdo descontinua entre
VS e NM, e duas linhas de transi¢do continuas entre VS e PM e entre PM e NM.

Analisamos, agora, o efeito do aumento da conectividade média. Podemos verificar que
a fase VS € favorecida pelo aumento da conectividade. Observando, primeiramente, o painel do
topo a direita da figura (3.3), no valor de ¢ = 6, verificamos a apari¢do de uma fase intersticial de
VS, onde previamente havia a linha de transi¢do NM-PM. Tal falto pode ser resultado do aumento
da frustracdo da rede devido ao aumento de c. Como podemos observar, isSo ocorre em uma
regido onde D = hy, sendo resultado, também, da competicao entre esses campos. A primeira
hipétese € suportada pelos painéis inferiores da esquerda e da direita da figura (3.3), comc =8 e
¢ = 12. Verificamos que o tamanho dessa fase intersticial ¢ aumentado. No painel inferior da
direita, para ¢ = 12, aparece um ponto tricritico na transi¢do VS para PM. Em valores de D baixo
essa transi¢ao passa de continua para descontinua. Outro ponto a ressaltar é o aparecimento de
uma divisdo das fases vidro, uma fase com baixa ocupacdo (SGy,) e uma fase de alta ocupagao
(SGpr). Ambas fases possuem o mesmo valor do pardmetro de ordem de VS ¢, porém diferem na
ocupagdo () , como mostrado na figura (3.2). Analisando a figura, a flecha esquerda na energia
livre mostra a transi¢ao de fase descontinua entre as duas fases VS, e a flecha a direita mostra a
transi¢cao de fase descontinua para fase NM. Uma visdo mais detalhada dessas fases de vidro
coexistentes é mostrada na figura (3.1). Essa figura mostra a distribui¢do de campos locais para
as 4 sub-redes, para cada fase de VS coexistentes sobre a linha de transicdo. Como pode-se
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Figura 3.3: Diagrama de fase D contra h( no estado fundamental para ¢ = 4 (topo esquerda);
c = 6 (topo direita); ¢ = 8 (abaixo esquerda); ¢ = 12 (abaixo direita). Linhas solidas (tracejadas)
correspondem a transicdes continuas (descontinuas). Circulo aberto (fechado) sinalizam pontos
bicriticos (tricriticos).

observar, somente W;_;(z) e W_y;(z) diferem. A solugdo (SGy) possui distribui¢des mais
alargadas do que a (SGp,). As marginais sobre y tem um comportamento similar as de x, com
Wi _1(y) e W_11(y) sendo mais largas para solu¢do (SGy). O desdobramento das fases VS em
(SGy) e (SGy) para c = 12, indica que esse valor de conectividade se aproxima do resultado na
rede totalmente conectada ¢ — oo, discutido em [97].

Quando adicionados efeitos de temperatura, juntamente com a variagao da conectividade,
obtemos uma riqueza maior no comportamento do sistema. Para visualizar o comportamento do
sistema de forma mais clara e abordar uma discussdo mais completa, escolhemos apresentar os
resultados na forma de diagramas de fase de temperatura em funcdo do campo aleatério, para
alguns valores de campo cristalino e conectividade. Primeiramente, come¢camos num regime
de conectividade média baixa ¢ = 4. Analisando a figura (3.3) (topo esquerda) vemos que,
para ¢ = 4, a regido mais interessante para investigar € onde o campo cristalino varia dentro do
intervalo 0,6 a 0,75. Para D < 0,6, a fase VS € restrita a valores baixos de hg e 17" do diagrama
T contra hy, como mostrado no painel a esquerda da figura 3.4. Geralmente, essa forma de
diagrama de fase € encontrada para valores D < 0,6 e ¢ < 12. Para D = 0,72, mostrado no
painel central de (3.4), ha um forte efeito de reentrancia, com o aparecimento de uma fase NM
no regime de baixos valores de hg e T'. Isso ocorre porque o campo cristalino favorece o estado
inativo, enquanto que o campo aleatorio, bem como a temperatura, favorecem os estados ativos.
Logo, o aparecimento da fase de vidro nesse regime é devido a influéncia de ambos, hy e 7.
Para altos valores de h e T', a presenca de ruido favorece a fase PM. Para D = 0,72, a transicao
de fase entre NM e VS € descontinua. Para D = 0,75, mostrado no painel a direita da figura
(3.4), encontramos um diagrama de fase com formato similar. No entanto, a transi¢do NM para
VS € substituida por uma transicao continua. Supomos que existe um pequeno intervalo na
faixa de 0,72 < D < 0,75, onde existe um ponto tricritico na transi¢do entre NM e VS. Cabe
ressaltar que as transi¢des continuas de VS para PM sdo notavelmente reentrantes para D = 0,72
e D = 0,75. Essa questdo serd abordada mais adiante.
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0.4

Figura 3.4: Diagramas de fase 7" contra hy para ¢ = 4 em alguns valores representativos do
campo cristalino: D = 0,6 (esquerda); D = 0,72 (meio); D = 0,75 (direita). Linhas solidas
(tracejadas) correspondem a transicdes continuas (descontinuas).
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Figura 3.5: Diagramas de fase 1" contra h( para ¢ = 8 em dois valores representativos do campo
cristalino: D = 0,6 (esquerda); D = 0,7 (direita). Linhas sélidas (tracejadas) correspondem a
transi¢des continuas (descontinuas).

A seguir, mostramos os diagramas de fase para ¢ = 8. Para D < 0,5, ndo hd nenhuma
novidade a ser apontada nos diagramas 1" contra hg, ja que os diagramas sao similares aqueles
mostrados no painel esquerdo, da figura (3.4), exceto de que a transicdo VS para PM nao € mais
reentrante. O painel da esquerda, na figura (3.5), para D = 0,6, mostra uma forte reentrncia
com uma transi¢cao de fase descontinua de NM para VS, como a que observamos em ¢ = 4 e
D = 0,72. Uma mudanca notdvel aparece para D = 0,7, mostrado no painel da direita, da figura
(3.5). A fase VS € deslocada para valores mais elevados de h, resultante da competi¢ao entre
os campos aleatdrio e cristalino. Quanto maior D, maior € a faixa de hy em que a fase VS estd
presente. Esse resultado ja era esperado pelo diagrama de fase do estado fundamental, onde a
VS ocupa uma faixa diagonal.

0.8 — . 08— .
. PM - _
T 04 - TO04 .
. s6 1T i - PM |
! NM 8G
0.0 — L 0.0 —— '
0.0 0.4 08 00 04 0.8
ho h()

Figura 3.6: Diagramas de fase 7" contra hg para ¢ = 12, em dois valores representativos do campo
cristalino: D = 0 (esquerda); D = 0,6 (direita). Linhas s6lidas (tracejadas) correspondem a
transi¢des continuas (descontinuas).
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Figura 3.7: Acoplamento efetivo em fun¢do da temperatura para ¢ = 4 com D = 0,25 (linha
s6lida), D = 0,5 (linha tracejada) e D = 0,75 (linha tracejada e pontilhada).

Com o aumento da conectividade média, os resultados gerais se aproximam daqueles
obtidos pela teoria de campo médio que correspondem a ¢ — oo discutidos na Ref. ([97]).
Mostramos, na figura (3.6), alguns diagramas de fase representativos para c = 12. Em D = 0,
mostrado no painel da esquerda, a transi¢do VS para PM torna-se de primeira ordem a baixas
temperaturas, contendo um ponto tricritico em 7' ~ 0,3 e sem a presenca de reentrancia. Cabe
ressaltar que a reentrancia € observada nas transi¢des NM para VS, mesmo quando elas sdo de
segunda ordem, porém nao nas transi¢des VS para PM. Justificaremos isso a seguir utilizando
um argumento sobre o acoplamento efetivo. Observando o painel a direita da figura (3.6) para
D = 0,6, vemos que a transi¢do VS para PM permanece sendo de segunda ordem.

Para concluir essa se¢do, apresentamos um argumento para justificar o comportamento
reentrante nas transicdes NM para VS. Esse argumento € uma extensao para transicdes NM para
VS, a partir de um argumento utilizado anteriormente, para justificar a presencga de reentrancia
nas transicoes NM para Ferromagnéticas [102, 103]. Para valores de campo cristalino D elevado,
os estados inativos s; = 0 sdo favorecidos. Consideremos um conjunto de trés sitios, sendo
que o sitio central € a inica conexado entre os sitios laterais. Quando o sitio central estd num
estado inativo, os vizinhos das laterais estdo desconectados entre si. Para estimar o valor do
acoplamento médio entre esses sitios, calculamos a fungao de particao desse sistema de dois
sitios, dada por

14 2e77P cosh (4/2‘] — 5/1)
> (3.71)

| Jegsl = <10g
2 1+ 2e=AD cosh <4€‘]>

Na transicdo NM para FM, o acoplamento efetivo € positivo, e na transicio NM para
VS pode ser tanto positivo ou negativo, que € o caso que estamos tratando. Curvas de | J.;s| em
funcdo 7', para alguns valores D, ¢ = 4 e hy = 0,2 sdo mostradas na figura (3.7), onde podemos
observar que o acoplamento efetivo torna-se uma funcdo nao-mondtona da temperatura para
valores suficientemente grandes de D. Logo, é razodvel esperar que, nessa situagcdo especifica,
o ruido térmico favoreca estados ativos e, consequentemente, a fase VS. Enfatizamos que a
entropia possui o comportamento correto, pois a fase NM € uma fase altamente ordenada, no
sentido que todos sitios encontram-se no estado inativo para 7' = 0.

Com essa andlise simples, podemos compreender melhor o motivo pelo qual as transicdes
NM para VS sdo reentrantes, enquanto que as VS-PM ndo sdo, exceto para valores de ¢ pequeno,
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onde até mesmo as transi¢cdes VS para PM sao reentrantes. Para D alto, a primeira transicao
€ observada na regido de campo aleatdrio baixo da fase VS, onde os estados inativos sao
favorecidos, e a segunda € observada no regime de campo aleatorio elevado, na fase VS, onde os
spins ja estdo excitados pelo campo aleatdrio e a temperatura ja ndo tem um papel relevante. Para
valores suficientemente pequenos de conectividade, como na figura (3.4), mesmo a transi¢cdo VS
para PM torna-se reentrante. Para valores de ¢ tdo baixos, € suficiente uma pequena amplitude
de campo aleatorio para desestabilizar a fase VS, deslocando a transi¢ao para valores pequenos
de h, onde efeitos de temperatura se tornam relevantes novamente.

3.3 Observacoes finais

Nesse trabalho, estudamos o modelo de van Hemmen com trés estados no grafo aleatdrio
através do método de réplicas, fazendo uso de fun¢des de ordem. O foco foi o estudo da fase
de VS. Além disso, adicionou-se um campo aleatério bindrio de média zero e variancia um. E
importante ressaltar que o modelo de van Hemmen permite o estudo de uma transi¢do de fase
VS na presenca de um campo aleatdrio, pois o parametro de ordem desse modelo nao acopla
com campo aleatdrio. Mostramos que a conectividade média da rede tem um efeito marcante no
comportamento geral do modelo. Para valores de c pequeno, a fase VS € confinada a pequenas
amplitudes dos campos aleatério e cristalino. Por simplicidade, nos restringimos a andlise nas
faixas 0 < hg < 1,0 < D < 1. Aumentando a conectividade, a fase VS aparece como uma
competicdo entre hg, que favorece aleatoriamente os estados ativos 0 = +1 e D, que favorece os
estados inativos o = 0.

Efeitos térmicos também foram investigados, com diagramas de fase 7" contra h para
varias combinagdes de D e c. Em termos gerais, queremos ressaltar o aparecimento de fortes
efeitos de reentrancia, principalmente para valores de ¢ pequeno. O aparecimento de tais efeitos
foi explicado com base num argumento da dependéncia do acoplamento efetivo na temperatura.
Temos que destacar, também, o aparecimento de pontos tricriticos nas transicoes NM-VS e
VS-PM. Como esperado, o comportamento geral se aproxima da teoria de campo médio na
rede totalmente conexa quando ¢ aumenta. Destacamos que as mudangas nos diagramas de fase,
obtidos nesse trabalho, podem ser interpretadas como um resultado da modificacao na estrutura
da rede, passando de um regime em que o nimero de interagdes de longo alcance € infinito para
um regime onde existe um nimero finito de interagdes.

Os resultados apresentados nesse trabalho tratam de sistemas magnéticos desordenados
que ndo possuem magnetizacao macroscopica. Entretanto, pode-se utilizar o mesmo modelo
para investigar a relac@o entre a fase VS e as fases ferromagnéticas na presenca dos campos
aleatorio e cristalino, através da adicao de um termo constante e positivo ao acoplamento da
equacgdo ( 3.3). Em estudos futuros, pode ser feita a inclusdo de um conjunto extra de varidveis
aleatdrias ao acoplamento, de forma que {&,,7,} coma =1...p, sendo p € N.

E importante notar que, nesse trabalho, nos restringimos ao estudo da solucio de simetria
de réplicas. Entretanto, uma anélise utilizando o método de duas réplicas [104, 105, 106], que
explicaremos no proximo capitulo, mostrou que essa fase de VS nao possui instabilidade na
solucdo de simetria de réplicas.

Apesar de os resultados aqui apresentados fazerem parte de uma classe de problemas
restritos, que estudam inter-relacdo entre interagdes aleatdrias, campos aleatdrios e campo
cristalino, esperamos que nossos resultados possam contribuir para um conjunto mais amplo
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de problemas, tais como vidros de tensao [107, 108], que sdo andlogos a vidros de spin com
distor¢des na rede.



Capitulo 4

Modelo de Vidros de Spin com campo
aleatorio

Neste capitulo estudamos um modelo onde a desordem estd presente nas interagcdes € nos
campos locais. Similar ao modelo abordado no capitulo anterior, os acoplamentos entre spins sao
variaveis aleatérias. Porém, substituimos o acoplamento de Van Hemmen por uma distribuicao
Gaussiana com média Jy/c e variancia J?/c. Os campos locais sdo dados por uma distribui¢o
Gaussiana com média hy e variancia A%, Na versio campo médio desse modelo [109], é previsto
a existéncia de um crossover, descrito a partir da relacio 7 =Ty — T ~ hg/ ¢, Quando efeitos
de VS dominam o expoente ¢ = 3 e quando efeitos de CA dominam ¢ = 1. O objetivo deste
trabalho € estudar esse crossover entre campo aleatério e VS, além da aproximacgao de campo
médio. Para isso, utilizamos o método das réplicas e estudamos um modelo com conectividade
finita.

4.1 Modelo com campo aleatorio

O Hamiltoniano desse modelo é dado por
H: _ZcijJijUin _Zhi0i7 (41)
i<j i
onde i = 1...N e oy = =£1 sdo varidveis de spin do tipo Ising. As varidveis c;; sdo obtidas
a partir da distribui¢do (3.2). As contantes de acoplamento sdo descritas pela distribuicao

Gaussiana: )
1 L
p l_(‘]”‘]o/c)] 7 4.2)

p(Jij) = ————=ex
! \/2mJ?/c 2J/c

onde Jy/c e J/\/c representam a média e a varidncia, respectivamente. A distribui¢iio dos
campos aleatdrios locais € dada por:

1 hi — ho)”
plhs) = ooz oxP [—(WO)], (4.3)

com média hg e variancia A. Novamente, extraimos as propriedades de equilibrio térmico através
da energia livre, fazendo uso do método das réplicas

f(B) =— lim 1 lim 1 log(Z") . (4.4)

N—o0 5N n—0n

42
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A média sobre as varidveis desordenadas da funcdo de parti¢ao replicada fica:

(Zmy = Z <exp <BZhiaia> exp(ﬁ Z JijCiiOi - a'j>> . 4.5)

o1 0n i, 1,j<i {Jigihiseis}

Repetindo 0 mesmo processo do capitulo anterior, tomamos a média sobre as variaveis c;;

(7= % {exp [ﬁZh Giat 5 (M —1)]) (4.6)

o100y i,j i {Jij i}

A seguir, introduzimos a fragdo P (o) de sitios que se encontra na configuracdo de réplica o. As
variaveis auxiliares P(a‘) aparecem pela representacdo complexa da delta de Dirac. Com isso
tomamos o trago sobre as varidveis de spin. Isso reduz ao problema de um sitio. A fun¢do de
parti¢do replicada pode ser reescrita como

(Z") = /I;IdP (o) dP (o) exp{NlogZ < exp [ﬂhZaa ~ P (o) ] >h
S P S e (o)) ) o

No limite que N — o0, a integral pode ser solucionada através do método do ponto sela, e a
energia livre fica

£(8) = = lim = Extrgpop {5 3 Pl P’} (27 = 1))

+ log Za:<exp [ﬁh;% ;:; P(a”)<(eﬂ‘]‘”’/ — 1>>J} >h} , (4.8)

as varidveis auxiliares P (o) sdo eliminadas pelas equacdes de ponto de sela 8 f /OP(o) = 0. As
varidveis P(o) devem satisfazer as seguintes equagdes de ponto de sela,

Plo) = (e Zaoa +emp PEI((7 1)) |) “9)
ZU,<exp {Bh 20+ gn P<U//)<<ewa/‘a” B 1> >J:| >h

Novamente, procuramos solugdes que satisfazem o critério de simetria de réplicas j4 mencionado
no capitulo anterior. Para esse modelo de spins de Ising, escolhemos como Ansatz

o525, 0a
/ W (e) o (4.10)

Introduzindo o Ansatz na Eq. (4.9) obtemos a expressao recursiva para distribuicdo de campos
locais

—c .k

W(z) = Xk; - </l:ﬁ1 day W (21)
X 5<x —h - ;; arctan [tanh (ﬁxl> tanh (5J1)D> , “4.11)

Ji,h

cuja solugdo é obtida pelo algoritmo dindmica de populagdes, como explicado anteriormente
na secdo 3.2. Tanto as interacdes de troca como campos locais sdo desordenados. Porém, para
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valores finitos das médias das respectivas distribui¢des, esperamos encontrar uma fase FM. Logo,
os parametros de ordem relevantes para esse modelo sdo: a magnetizagao

m= > P(a)aa = /dx W(z) tanh(ﬁx) (4.12)
e o parametro de ordem de VS
g= > P(O’)O'O,O'g = /d:c W () tanh® (61:) : (4.13)
010n

4.2 Método de duas réplicas

Um ponto importante é avaliar a estabilidade da solucdo de SR. Na teoria com c infinito,
a conhecida linha AT € localizada onde o auto-valor do replicon vai a zero, como discutimos
no capitulo 2 se¢do 2.2.5. Porém, com c finito, a aplicacdo da mesma analise torna-se dificil.
Entdo, para localizar a fronteira de estabilidade da solucao SR, faremos uso do método de duas
réplicas[110, 105].

e~k

k
W(z,y) = Z o </l_1_[1 dx; dy Wz, y) (4.14)

k

X 5(95 —h— ; zl: arctan {tanh <Bxl> tanh <BJZ>D
X (5(3/ —h— ; zl: arctan {tanh (ﬁyl> tanh (ﬁJlﬂ )>

Ji,h

Quando a solucdo de simetria de réplicas € estdvel, as duas réplicas sdo idénticas, logo
a distribui¢do de duas réplicas é diagonal W (x,y) = W(z)d(x — y). Quando a simetria de
réplicas € instdvel, ergodicidade é quebrada, e a distribuicao de duas réplicas ndo € mais diagonal.
Para localizar a fronteira de estabilidade, € mais simples calcular o overlap entre duas réplicas,

q = /dx dy W (z,y) tanh(ﬂa:) tanh(ﬁy) : 4.15)
Se a solugdo de W (z, y) for diagonal a expressdo para ¢’ torna-se:
/
q = /dx dyW(z)d(x —y) tanh(ﬂa:) tanh(ﬂy)
— / da W () tanh?(5z) (4.16)

Logo, ¢’ = ¢ e portanto a simetria de réplicas é estdvel. No caso de uma distribui¢do W (z, y)
nao-diagonal ¢’ # ¢ e a solugdo de simetria de réplicas € instavel. Nesta versdo de dois sistemas
replicados, ¢ corresponde a correlagdo de uma réplica com ela mesma e ¢’ corresponde a
correlacdo entre as duas réplicas distintas.

4.3 Resultados

Os parametros de ordem sao obtidos a partir das distribui¢cdes de campos (4.11) e (4.15).
A distribui¢do (4.11) € calculada a partir da dinamica de populagdes, como explicado no capitulo
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3 secdo 3.2. O calculo da distribuicdo (4.15) € feito da seguinte forma. Primeiramente, as
populagdes x e y s@o criadas com condi¢des inicias diferentes, entdo, um nimero k € escolhido a
partir de uma distribuicdo de Poisson. Em seguida, [ = 1... k% campos z; € y;, e J; interacdes
sdo sorteadas, respectivamente. Os campos sdo calculados a partir das funcdes

r=h+ ; El: arctan [tanh <Bxl> tanh <6Jl>} 4.17)

y=h+ ;zl: arctan {tanh <ﬁyl> tanh (5JZ)] , (4.18)

sendo que, os mesmos J; com [ = 1...k sdo utilizados para ambas populacdes. Finalmente,
sorteia-se aleatoriamente um campo x € y e substitui-se pelos valores calculados nas equagdes
(4.17) e (4.18), respectivamente. Exemplos da distribui¢do conjunta sao mostrados na figura
4.1. No painel superior, vemos um exemplo da distribuicdo quando o sistema encontra-se numa
fase paramagnética, onde a ergodicidade € preservada. Como explicado anteriormente, nessa
fase a distribuicdo é diagonal. No painel abaixo da figura 4.1 a distribui¢do € ndo-diagonal,
isso caracteriza a solucdo de SR como instdvel e, consequentemente, uma quebra ndo-trivial
de ergodicidade. Para detectar a transi¢cdo de fase VS-PM adotamos o critério da linha de AT
coincidir com a transicao.

Wixy)
S = oW oA

Figura 4.1: Distribui¢do conjunta para ¢ = 4, hy/J = 0.2e A/J = 0.0. Acima: T/J = 0.8,
fase PM, distribui¢do diagonal onde SR € estdvel. Abaixo: T'/J = 0.6, fase VS, distribui¢do ndo
diagonal onde SR € instavel.
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Exemplos da variagdo dos pardmetros de ordem ¢ e ¢’ em funcdo de 7" sao mostrados na
figura 4.2, para dois conjuntos de pardmetros (hg, A, Jp). O conjunto (0,15, 0, 0,5) corresponde
a um campo magnético local uniforme com acoplamentos aleatérios porém contendo uma com-
ponente ferromagnética(Jy = 0,5), € mostrado em linhas cheias. O conjunto (0,0, 2,0), onde
ambos campo magnético local e acoplamentos possuem desordem, em linhas tracejadas. Isso
mostra que o comportamento dos parametros de ordem € robusto, ou seja, existe para cenarios
completamente diferentes, desordenado ou uniforme. A separagido de ¢ e ¢’ demarca uma quebra
nao-trivial de ergodicidade para valores de baixa 7.

Figura 4.2: ¢ (linhas grossas) e ¢’ (linhas finas) contra 7'/J para ¢ = 4, hg = 0.15, A = 0,
Jo = 0.5 (linhas cheias) e hg = 0, A = 0.2 e Jy = 0 (linhas tracejadas).

Pelos diagramas de fase, podemos comparar os efeitos conjuntos de h; e da conectividade
média finita c. Na figura 4.3, sdo apresentados diagramas de fase no plano 7'/ .J versus Jy/.J, para
c =4, c = 8, e o caso de conectividade infinita, na auséncia de aleatoriedade dos campos locais
A/J = 0 e napresenca A/J # 0. Nas transi¢cdes do tipo VS—PM, m se mantém zero e ¢ se
torna igual a ¢’. Nas transi¢des do tipo FM’—FM, m # 0 e ¢ torna-se igual a ¢’. Nas transi¢cdes
FM’—VS ¢ se mantém diferente de ¢’ e m vai a zero e, nas transi¢des FM-PM ¢ = ¢’ e m vai a
zero. Todas transi¢des que ocorrem sdao de segunda ordem. A fase mista FM’ corresponde a uma
fase FM porém com quebra de ergodicidade ndo-trivial, onde m # 0, q > 0, ¢ # 0e ¢’ # q.
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Figura 4.3: Diagramas de fase 7'/.J contra Jy/.J para hy/J = 0.0, A/J = 0.0 (linhas grossas) e
A/J = 0.2 (linhas finas), para ¢ = 4 (topo), ¢ = 8 (meio) e conectividade infinita (baixo).

O aumento de A/J faz com que as linhas de transi¢do de fase tendam a se deslocar de
uma forma que a superficie das fases menos entropicas (VS e FM’) € reduzida. O efeito de
aumento da conectividade média tende a deslocar as linhas de transi¢do de fase, favorecendo
a superficie das fases menos entropicas. As linha de transi¢do de fase do tipo VS-PM sdo
deslocadas para cima, as linhas do tipo VS-FM’ e FM-PM se deslocam para esquerda e FM-FM’
para baixo. Em comparac¢io com o caso de c infinito, onde a linha de transi¢do de fase FM’—FM
vai assintoticamente a 7' = 0 para .J,/.J em sentido crescente e no caso de c finito essa linha de
transicdo corta o eixo 7" = 0 num determinado valor de Jy/J. Isso significa que a conectividade
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média finita favorece fases ergdédicas em 7' = (.

/]
AI=0.0 —
© MIJ=0.2
NI=04
- MJ=0.6

7

Figura 4.4: Topo: Diagramas de fase 7'/J versus hy/J para ¢ = 4 e J, = 0 para valores
diferentes de A/.J. Abaixo: 0 mesmo, mas para ¢ = 8.

A seguir, analisamos somente as transi¢oes do tipo VS-PM, em diagramas no plano 7'/.J
versus ho/J. As transi¢des VS-PM sdo apresentadas na figura 4.4 para conectividades médias
¢ = 4 e c = 8, para quatro valores de A/J. Tanto a componente uniforme hq/J quanto a
aleatéria A/J desfavorecem a fase VS. A componente aleatdria possui um efeito de supressio
maior da fase VS para valores pequenos de hg/J do que para valores grandes. A supressido de
A/J sobre a fase VS é mais efetiva quanto menor c¢. Levando em consideragdo que a média J, e
a variancia J? dos acoplamentos sdo normalizadas por ¢, ou seja, J;, = Jy/ce J? = J?/c. Esse
resultado mostra que uma rede com ¢ menor e, consequentemente interacdes de troca mais fortes
possui uma fase VS menos robusta aos efeitos de supressdo do campo aleatdrio do que uma rede
mais conectada, porém com interagdes de troca mais fracas. Para qualquer valor de A/J, a fase
VS € totalmente suprimida acima de um certo valor de /g, sendo que a supressdo é sempre mais
efetiva para valores de ¢ = 4 do que ¢ = 8.
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Figura 4.5: Temperatura reduzida contra amplitude do CA hg/J para A/J = 0,00e A/J = 0,01,
para c = 4, ¢ = 8 e ¢ = 16. As linhas solidas servem apenas de guia. Na linha tracejada a
esquerda a declividade é ¢ = 2 e a direitaa ¢ = 1.

Outro ponto a ser notado na figura 4.4 € a mudanca de concavidade das curvas para
pequenos valores de hg, no crossover de VS paraRF A/J =0 — A/J > 0. Para investigar em
detalhes essa mudanga, tragamos na figura 4.5 a temperatura reduzida 7 = (7, — 7") /J contra
ho/J para pequenos valores de hq/.J, onde T} é a temperatura de transi¢ao quando hy/J = 0.
Os eixos estdo em escala logaritmica, as curvas sdo tracadas para dois valores de desordem do
campo local A/J = 0,00 e A/J = 0,01, com conectividades variando entre ¢ = 4 e ¢ = 16.
Supondo que no limite hy/J — 0, a temperatura reduzida pode ser expressa por uma lei de
poténcia 7 ~ (ho/J)??. A declividade das curvas indica que para A/.J = 0,00 o expoente é
¢ =2eem A/J = 0,01 corresponde a ¢ = 1. Esse resultado indica que existe um crossover
entre os regimes VS e CA em A/.J = 0,00. Comparando com os resultados de campo médio da
referéncia [109], onde, no regime dominado por VS, o valor obtido para A/J = 0,00 é ¢ = 3
e, no regime dominado por CA, A/J > 0,00 é ¢ = 1. Especulamos que o valor ¢ = 3 é uma
particularidade do caso ¢ — 0o, como podemos observar pela figura 4.5 as curvas para c finito se
sobrepdem, apontando que ¢ = 2 seja robusto para c finito. Voltaremos a esse ponto mais adiante.
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Figura 4.6: Topo: Susceptibilidade ndo-linear contra temperatura para ¢ = 4 e alguns valores de
A/J. Abaixo: o mesmo, porém para ¢ = 8.

Para complementar os resultados calculamos a susceptibilidade ndo-linear

Pm
X3 = Thg|T/J,hO/J=o . 4.19)

No regime VS(A/J = 0), uma assinatura caracteristica da transi¢io VS-PM € a divergéncia
em Y3, que também coincide com a linha AT [56]. Na figura 4.6 calculamos a susceptibilidade
ndo-linear em fungdo de 7'/ J para valores pequenos de A/.J e também para zero. Para A/J = 0,
podemos verificar que existem divergéncias em )3 nas conectividades ¢ = 4 e ¢ = 8§, os valores
de 7" onde a divergéncia ocorrem coincidem com os valores de 7 previstos pelo método de
duas réplicas. Para A/J > 0 aparecem picos arredondados, logo a assinatura caracteristica da
transi¢do VS-PM desaparece para A/J > 0. Contudo, ainda podemos localizar T, pelo método
de duas réplicas, marcando o ponto onde ¢ torna-se diferente de ¢’. Com o aumento de A/J, os
picos tornam-se ainda mais arredondados e também deslocam-se para 7' mais altas.
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Figura 4.7: Diagramas de fase T'/.J contra A/.J para hy = 0. Topo esquerda: Jy/J = 0; c =4
(linhas solidas) e ¢ = 8 (linhas tracejadas). Topo direita: Jy/J = 1.22 e ¢ = 4 (linhas solidas);
Jo/J = 1.15 e ¢ = 8 (linhas tracejadas). Abaixo: .Jy/J = 1.4; ¢ = 4 (linhas solidas) e ¢ = 8
(linhas tracejadas). Todas as transi¢des de fase sao de segunda ordem.

Na figura 4.7, tragamos diagramas de fase no plano 7'/.J contra A/.J, com hy/J = 0 para
valores fixos de .Jy/J. O diagrama de fase obtido no painel do topo a esquerda, onde Jy/J = 0,
serve de molde para outros diagramas de fase, onde a parte uniforme dos acoplamentos é muito
fraca. Logo, fases FM ndo podem estar presentes. No painel do topo a direita, escolhemos
valores de .Jy/.J onde existem reentrdncias. Para ¢ = 4, a reentrincia ocorre na vizinhanca
do ponto Jy/J = 1,22 e, para ¢ = 8, na vizinhanca de .J,/J = 1,15. Nesses valores, Jy/.J
¢ suficientemente grande para permitir a existéncia das fases FM e FM’, embora a fase VS
permaneca como a fase mais ordenada em 7" = 0. No painel de baixo, mostramos diagramas
de fase 7'/ .J contra A/.J, o mesmo valor Jy/.J = 1,4 é utilizado em ¢ = 4 e ¢ = 8. As dreas
das fases FM e FM’ sdo expandidas, sendo que a fase mista FM’ estende-se até 7' = (. Para
os valores de conectividade utilizados, ndo houve alteracdo significativa dos diagramas nesse
plano, e todas transicdes encontradas sao de segunda ordem. As fases FM e FM’ sdo suprimidas
em primeiro lugar & medida que A/J é aumentado. A linha de transicdo VS-PM decresce
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monotonamente até cruzar o eixo 7'/J = 0. Para valores altos de A/.J, a tinica fase restante é a
PM.

2.0

1.5

hyJ 1.0

0.5

0.0 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 20 40 60 80 100
Cc

Figura 4.8: Fronteira hy/.J da fase VS contracem 7' = 0, para A/J = 0.0e A/J = 0.2. Abaixo
e acima das linhas estdo localizadas as fases VS (ndo-ergddica) e PM (ergddica), respectivamente.

Ao comparar nossos resultados com aqueles da rede com conectividade infinita € neces-
sario ressaltar alguns pontos. No caso de c finito, a linha de transicio FM’-FM intercepta o eixo
T/J = 0 em algum valor de Jy/.J. Se 0o método de duas réplicas localiza corretamento o que é o
equivalente da linha AT para sistemas com conectividade finita entdo os resultados devem se
aproximar dos da rede completamente conexa a medida que o ¢ é aumentado. Pelos resultados
que obtivemos, aparentemente isso tende a ocorrer, porém, para 7' = 0, em valores elevados de
ho/J e Jo/J, a fase PM estd presente, ao contrario do que ocorre no caso ¢ — oo. Note que essa
fase PM pode conter m # 0. E possivel existéncia de magnetizacio induzida pela presenca de
uma componente uniforme do campo. Contudo isso indica a presenca de uma fase ergddica em
T = 0 na rede com conectividade finita. Na figura 4.8, mostramos como a regido pertencente a
fase ergddica se modifica em funcdo da conectividade. Como pode-se observar, para ¢ — o0, 0
valor de hg/J converge monotonamente, porém muito lentamente, para um valor em que a fase
PM ¢€ completamente suprimida em 7" = 0.

4.4 Observacoes Finais

Nesse capitulo investigamos um sistema onde coexistem tanto VS e CA. Para isso,
estudamos o modelo RNRFIM [111], onde as interagdes de troca entre spins, bem como o
campo externo local, sdo varidveis aleatérias dadas por uma distribui¢cdo Gaussiana. Nosso
objetivo de estudar esse modelo num grafo aleatdrio €, usando a conectividade como um
parametro controldvel, investigar as diferencas com a teoria de campo médio [94]. Para analisar a
estabilidade da fase SR, utilizamos uma nova metodologia e aplicamos o método de duas réplicas.
Com isso, podemos obter a linha AT em sistemas com conectividade finita. Essa ferramenta foi
utilizada anteriormente em modelos sem a presenca de CA. Consideramos que esse trabalho
possibilita uma discussd@o mais ampla, podendo descrever a quebra nao-trivial de ergodicidade
na fase VS através da linha AT num sistema em que podemos controlar a conectividade.

Através do algoritmo de dindmica de populagdes, obtivemos a distribuicao de campos
locais, permitindo o calculo dos parametros de ordem. Entdo, diagramas de fase para 7" em
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funcgdo de Jy e T' em funcio h foram obtidos, para valores de varidncia de CA A e para dois
valores de conectividade ¢ = 4 e ¢ = 8. As escalas de energia foram normalizadas em funcao
da variancia da distribuicdo de interagdes de troca .J. As diferencas nos digramas varrendo c
foram quantitativas. Os resultados mostram que a drea ocupada por fases menos entrépicas
cresce com o aumento da conectividade, enquanto fases mais entrdpicas tem sua drea reduzida.
Isso significa que a conectividade favorece fases mais ordenadas, levando em consideracido que
as contantes de acoplamento foram devidamente normalizadas por c. Mostramos também que
quando a conectividade € finita, a linha AT cruza os eixos Jy e hy em T'/J = 0, ou seja, a fase
VS existe como um estado fundamental apenas em um certo intervalo de J; e hy. Isso também
significa que, mesmo que o sistema possua desordem congelada, quando a conectividade € finita,
existe uma regido em 7'/J = 0 onde a ergodicidade ndo é quebrada, acima de um certo valor
ho/J, para quaisquer valores de A/.J. No limite de conectividade alta, hd indicios de que a teoria
de campo médio, ou seja ¢ — oo, € recuperada, particularmente no que diz respeito a linha AT.

Para concluir, um dos principais resultados desse trabalho foi a investigagdo do crossover
entre os regimes VS e CA. Na teoria de campo médio, esse crossover € descrito pela temperatura
reduzidaT™ =Ty — T ~ h?)/ ¢ (onde T} representa a temperatura de transicao na auséncia de
campos). Na teoria para ¢ — oo 0s expoentes ¢ = 3 e ¢ = 1 correspondem aos regimes
VS e CA, respectivamente. Nesse trabalho, encontramos que para hy pequeno, 7 ~ hg para
A =0e, 7 ~ hZ para A finito. Ou seja, os expoentes ¢ = 2 € ¢ = 1 nos regimes VS e CA,
respectivamente.



Capitulo 5

Frustracao Geométrica, Aglomerados de
Spin em grafos aleatorios

Nesse capitulo, estudamos, conjuntamente, os efeitos de frustragcdo geométrica e de-
sordem num modelo de aglomerados de spins. A rede de conexdes entre os aglomerados é
o grafo de ER. As intera¢des de troca desordenadas entre aglomerados sao feitas através do
spin total. Essa aproximacao equivale a considerar que os aglomerados estdo muito distantes
[112, 113, 114]. Seguindo a discussdo do capitulo 2, consideramos a presenca de frustragdo
geométrica, escolhendo uma rede de aglomerados triangulares com interagdes internas antiferro-
magnéticas. Para contrastar e estabelecer uma comparacao tratamos, também, de uma rede de
aglomerados tetraedrais com interacdes antiferromagnéticas que consiste no caso onde nao ha
frustracdo geométrica. Em publicacdes recentes [115, 116], os autores investigam a capacidade
da frustragdo geométrica de estabilizar uma fase de VS para um sistema de aglomerados de
formato da rede de Kagome, com interagdes antiferromagnéticas intra-aglomerado e interacdes
desordenadas entre aglomerados. Os resultados mostram que, com a presenca de frustracao
geométrica e adicao de pouca desordem, se pode estabilizar uma fase de vidro de spin de aglo-
merados (VSA), onde, em vez de spins, sdo os aglomerados de spins que congelam em dire¢des
aleatdrias, sem exibir ordenamento de longo alcance. Este trabalho tem como principal objetivo
estudar o papel da frustracdo geométrica em conjunto com interacdes desordenadas, e tipos de
fases que podem existir numa rede com conectividade finita, bem como determinar o papel da
conectividade nessas transicoes.

5.1 Modelo de Aglomerados

Estudamos um sistema de N, — oo aglomerados de spins, cada um contendo p spins
podendo assumir os estados o0, = j:%, onde y =1... N, € oindice de aglomeradoe?=1...p
¢ o indice de spin interno de um determinado aglomerado. Os aglomerados interagem entre si
através do spin total [117, 118], definido por

oy = Z Tip s 5.1
sendo o nimero de possiveis estados do spin total n, = p + 1, com o, = {p/2,p/2 —
1,...,—p/2}. Essa aproximagdo equivale a considerar que a distancia entre os aglomerados de

spins € muito maior do que o tamanho dos aglomerados, logo, as interagdes inter-aglomerado

54
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sdo independentes das interacOes intra-aglomerado. As interagdes .J,,, entre aglomerados sdo
escolhidas a partir de uma distribuicdo Gaussiana de média zero e variancia J2. O Hamiltoniano
deste sistema é dado por

H(o) = ~ > udwo o, — 0> 0,4+ Hylo,), (5.2)
Iz iz

u<v

onde o = {0, } representa o estado de todo sistema e o, € o vetor de estado de um aglomerado
i e 6 é um campo externo uniforme acoplado ao spin total de cada aglomerado. O termo
Hy(o,) = — i< Jijo,i0,; estd relacionado as interagdes intra-aglomerado. Nos cdlculos que
seguem, ressaltamos que nenhuma restricio especifica sobre os acoplamentos J;; foi feita. As
interagdes c,,,, indicam se dois aglomerados ;1 e v estdo conectados (c,,, = 1) ou desconectados
(¢ = 0), sendo escolhidas a partir da distribui¢do de probabilidade

C C
P () = 501+ (1= 5 ) S (53)

onde a constante ¢ representa a conectividade média. Para obtermos as propriedades termodina-
micas, a média da energia livre sobre as realizacdes da desordem deve ser calculada. Para isso,
utilizamos o procedimento de réplicas, que consiste em aplicar a identidade

f(B) =~ Jim N, g%*log@”) (5.4)

Note que, nesse modelo, o limite termodinamico € tomado sobre o nimero de aglomerados N
ao passo que p € finito. Tomando a média sobre ¢, no limite ¢/N,; — 0, a func¢do de parti¢ao
replicada fica:

c £ Opalra
(Z") = > exp {— B> Ho(ou) + B0 0pa+ > <eﬁ‘]””2a nadva _ 1> ] .
o10n ap ap 2Ncl v Juv
(5.5)
Para reduzir ao problema de um aglomerado, introduzimos as fun¢des de ordem
Z Osor, » (5.6)

Cl 17

que representam a probabilidade do sistema encontrar-se em um certo vetor de estado de réplica
s, onde s = {s;,}. Introduzindo a equagio (5.6) na (5.5), obtém-se

< > /HdP eXde{ZP +10g2exp[—ﬁza:Ho(sa)
+ﬁezsa }L > P(s) <efZ —1>J}. (5.7)

ss’

As varidveis auxiliares P (s) aparecem pelo uso da representacdo integral da delta de Dirac. A
varidvel s, = >F_, s,; representa o spin total do aglomerado replicado. No limite N — oo,
a integral, na equacdo (5.7), pode ser resolvida pelo método do ponto de sela. Eliminando as
variaveis auxiliares ﬁ’(s) através das equacoes de ponto de sela, a média da energia livre por
aglomerado de spin fica:
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. 1 / BJ Sash,
£(8,0) = —m}mEm{ _ ;Z;P(S)P(s )<e¢5 Yo sase _ 1>J (5.8)
+log ) exp | — B Ho(sa) + 80 sa+ CX:P(S’)<eBJg Dasase _ 1>j } ,

onde a operagdo Extr significa tomar o extremo da expressdo entre chaves com relagdo a P(s).
Ou seja, f(f3,6) é o valor da energia livre quando P(s) obedece as equagdes de ponto de sela,
que determinam a seguinte forma para P(s)

P(s) — exp [ — B0 Ho(Sa) + 80X Sa + Xy P<S,)<e?/‘é e - 1>J]
&)= S exp {_ B30 Ho(sh) + B0 sl + ¢ g P(s”)<e3‘§ Lot 1>J] |

(5.9)

Procuramos solugdes que satisfagam o Ansatz de simetria de réplicas. Como as interagdes sao
entre o spin total de cada aglomerado, o Ansatz assume a forma

exp [ — B> a Ho(sa) + S -3, M(sa)]
{Saexp | = atols) + - M)}

P(s) = /dh W (h) (5.10)

Os vetoresh e M(s) = (s,s%,...,sP) possuem p componentes. Aqui, 0s sobrescritos representam
poténcias. O desenvolvimento de como o Ansatz deve ser construido estd contido no apéndice A.
Os parametros de ordem sdo obtidos através da distribuicdo de vetores de campo W (h). Aqui
apresentamos a expressao geral

W(h) = %:Pk/l_ﬁldhz W(hz)<f[15<hi — zl:¢i(hlajl)>>J : (5.11)

l

o desenvolvimento estd em detalhes no Apéndice B. Os campos h; dentro da delta de Dirac
correspondem as componentes de h, e ¢;(h;,.J;) sdo fun¢des que dependem das interagdes locais
e do nimero de spins de cada aglomerado, onde 7 = 1...p. Os parametros de ordem relevantes
para esse modelo sd@o a magnetizacao

m = /dh W (h)(s), (5.12)
o parametro de ordem de VS

a= [ dnwn)(s)? (5.13)
e o nimero de ocupacao de estado de um aglomerado

= /dh W (h)(s2) . (5.14)
Nas equacdes acima, usamos as médias térmicas

_ Sasexp [~ BHo(s) + Sh- M(s)]
Y exp | — BHo(s) + Sl - M(s)]

(s) , (5.15)
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Yo 5% exp | — BHo(s) + b - M(s)]
Saexp | — BHo(s) + fh - M(s)|

(s%) =

(5.16)

A energia livre por aglomerado € obtida inserindo o Ansatz de SR na Eq. (5.8) e tomando o
limite n — 0

£(5,9) / dh db'W (h)W (i) (5.17)
< S exp | — SHo(s) + P M(s) = BHo(s) + B - M(5) + 5| )
Syexp | — SHo(s) + Fh - M(s)| Sy exp | = Ho(s) + B - M(5)

-~ ZPk/Hdth () log 3~ exp { BHy(s) + 593}

J

X

(S exp| = BHols) + Bl - M) + 32ss] )
| Sexp |~ BHo(s) + fn - M(s)]

Ji

X

5.1.1 Susceptibilidade linear

A adic¢do do termo de campo ¢ permite obter a susceptibilidade magnética linear a partir
da energia livre, ou seja:

= (0m/00) g0 = — (0% f/067)o—0 - (5.18)

Calculando a primeira derivada na equacao (5.8)

T T 505D | = B Holsa) + 80y s + X0 P (e Ze % 1) |

Soexp [~ 05, Hulse) + 905, 8, + e P (e 2o 1) | (5.19)
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Calculando a segunda derivada

aQ—f——limé
062 ns0n

(T 50)2 exp {_ B, Ho(sa) + B0, 80+ Xy P(S/><e% > Sash 1>J}

X — /
Zs €xp |:_ 6Za H[)(Sa) + 66 Zcx Sa =+ CZS/ P(S/)<e\/E Za SaSa 1>J:|
(5.20)
+ lim @
n—0n ) -
2s LaSaexp | — B2, Ho(sa) + 80 X 50 + ¢ Xy P(s’)<e56 2oatete _ 1>J
X _ L \ , /4]
Zs exXp | — Bza H0<Sa) + 60 Za Sa + CZS, P(S’)<e<3/5 Za SaSe 1>J
> s 2o Sa €XP _ - B> Ho(Sa) + B0, Sa + Dy P(S')<e% Do Sast _ 1> |
: 5 ; 2 (5.21)
Ssoxp | - 62 Hy(Sa) + B0 Y0 S0 + ¢ o P(s )<ef2asasa - 1>J

Levando em consideraciao apenas o segundo termo da equacao (5.21), podemos reescrevé-lo

como
% = lim — (ZZS(X ) , (5.22)

n—0n

Porém, esse termo estd relacionado a magnetizacao
m = Z SaP(s). (5.23)
S

Entdo, podemos reescrever a equagdo (5.22) como
% = lim Bnm?. (5.24)
n—0
Tomando o limite n — 0 esse termo desaparece. Agora, voltamos a atencao ao primeiro termo
da equagdo (5.21)
ﬁ:—1m ZZSP )+ D sassP(s)) (5.25)
ag? n—0n, — asp '
Reescrevendo a equacdo (5.25) em termos dos parametros de ordem,
D*f .
202 = TILILI(I) E(HQ +n(n—1)q). (5.26)
Tomando o limite e utilizando novamente a equagao (5.18)
-5 5.27)
T on T V- '

A equacdo (5.27) nos permite calcular a susceptibilidade magnética diretamente pelos parametros
de ordem.
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Estabilidade da solucao de SR

A estabilidade da soluc@o de SR € obtida da mesma forma que utilizamos na secao 4.2.
O Hamiltoniano para os dois sistemas acoplados pela mesma desordem fica

H(o,7)= \/_ Z w00y — \/_ Z C Ty Ty

w#EV w#V
_QZUM_QZTM"'ZHO o) +ZH0(TM). (5.28)
7 p 7 1

A equacdo recursiva para distribuicdo de duas réplicas dos vetores de campo local é

k
W(hh') =Y P, / T] dhy dh', W (hy) W (k') (5.29)
k =1

X < ﬁ [5<hi - ;@(hﬂz)ﬁ(f% - ;@(h/z,Jl))D

i=1 Ji

A solugdo € estdvel com SR se a distribui¢do é diagonal
W(h,h') = W(h)j(h — h') (5.30)

e instdvel se ndo diagonal. A linha AT é calculada a partir da correlagdo das magnetizacdes entre
as duas réplicas distintas,

g = / dh dh' W (h,h')(s) (h)(s)(h') . (5.31)

Se a solucd@o de SR € estdvel entdo ¢’ = ¢. O aparecimento de uma bifurcagio entre ¢ e ¢’ aponta
a localizacao da linha AT.

5.2 Resultados e discussoes

Estudamos aglomerados com acoplamentos internos uniformes .J;; = .Jy/.J, onde adota-
mos o desvio padrdo da Gaussiana ./ como a escala de energia. Entretanto, o formalismo derivado
permite tratar o caso mais geral. Nosso objetivo € analisar o papel da FG na estabilizacdo da fase
VS. Para isso, escolhemos duas geometrias: um tridngulo com p = 3 spins e um tetraedro com
p = 4 spins, como mostrado nas figuras 5.1(a) e 5.1(b). Como queremos comparar a presenga e
a auséncia de FG, adotamos que todas as intera¢cdes internas nos aglomerados sao AF, ou seja
Jo/J < 0. Essa escolha de J;; resulta em FG nos aglomerados triangulares e nos tetraedros a
FG € inexistente. Analisamos, também, a relacdo entre FG dos aglomerados e a conectividade
finita nas interagdes inter-aglomerado.

Os observaveis sao determinados pelas distribuicoes de campos (5.11) e (5.29) e para
calcula-las, utilizamos a dindmica de populacdes, como j4 descrita na se¢do 3.2. Explicaremos
novamente o procedimento para esse caso dos aglomerados. Cria-se uma popula¢do de tamanho
N de vetores de campo de p dimensdes com uma certa condigdo inicial. Apéds o sorteio de k
através de uma distribuicao de Poisson com média c, k£ vetores de campo h; e acoplamentos inter-
aglomerado J; sdo escolhidos de forma aleatéria, onde [ = 1. .. k. A seguir, cada componente
do vetor de campo € calculada a partir da soma Y; ¢;(hy,J;). Por dltimo, outro vetor de campo
da populacdo € escolhido de forma aleatdria e as suas componentes sdo atribuidos os valores da
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2 (b)

Figura 5.1: Geometria dos aglomerados (a) Triangular (b) Tetraédrica.

soma _; ¢;(hy,.J;), previamente calculados. Esse processo é repetido até que a convergéncia das
populacdes de campos seja alcangada.

Para visualizar as distribui¢des de vetores de campos locais, € conveniente definir as
distribui¢des marginais

w(hs) = / I] dh; W (k). (5.32)
JFi

onde j varre todas as componentes do campo menos a i-ésima. Exemplos das distribui¢des
marginais para aglomerados triangulares sdo apresentadas na Fig. 5.2, onde o sistema encontra-se
numa fase de VSA com ¢ > 0 e ) > 0. Nesse caso, quando ha auséncia de campos externos,
sempre que ¢ > 0, ¢’ # q. Entdo, a solucdo de SR € instavel na fase VSA e, consequentemente,
a linha AT coincide com a fronteira da fase VSA. Nas proximas subsec¢des, apresentamos os
resultados de cada geometria de aglomerados separadamente.

5.2.1 Aglomerados Triangulares

O estado macroscopico do sistema € determinado calculando-se os parametros de ordem
q e ), através das equacdes (5.13) e (5.14) respectivamente. Para visualizar o comportamento
desse sistema, desenhamos diagramas de fase no plano 7'/.J contra .Jy/.J para alguns valores de
¢, mostrados na figura 5.3. No diagrama encontramos duas fases. A altas temperaturas, o sistema
encontra-se numa fase PM, onde () > 0 e ¢ = 0. Diminuindo a temperatura, ocorre uma transi¢ao
de fase continua para uma fase VSA, onde ) > 0 e ¢ > 0, a uma temperatura de congelamento
T./J. Na regido em que as interagdes sao fortemente AF, Jy/J < 0, em uma temperatura
T* > T,, encontra-se um crossover da fase PM para um estado de Liquido de Spin Classico
(CSL). Mais adiante no texto, encontra-se uma discussdo mais detalhada sobre o aparecimento
do estado CSL. Pode-se observar um aspecto particular para Jy/J < —3.0. A temperatura de
congelamento 7, /.J torna-se independente de J/.J, enquanto que a temperatura de crossover
T*/J adquire uma dependéncia linear. Analisando as modifica¢des com a conectividade ¢, o
diagrama de fases pode ser dividido em trés regides, de acordo com sua dependéncia em J,/J:
na primeira regido, para Jy/J 2 —1.5, a T./.J aumenta a medida que ¢ aumenta; na segunda
regido, para —2.5 < Jy/J < —1.5,a T, /J diminui com o aumento de ¢; para Jy/J < —2.5, a
T./J volta a crescer com o aumento de c. Para os valores de ¢ investigados, a 7,./.J € fracamente
dependente em ¢ e, quando ¢ 2 12, os resultados convergem para os obtidos numa rede com
conectividade infinita.
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Figura 5.2: Distribui¢cdes marginais para cada componente de campo do aglomerado triangular,
paraT/J =0.1,¢c = 4e Jy/J = —5.0, onde os efeitos de frustra¢do sdo grandes (veja discussdo
abaixo). Populagdes de tamanho A = 10° foram utilizadas. (a) Distribui¢io marginal em relagdo
a componente h; de campos, (b) distribuicdao ao longo da componente hy e (c) distribuicao
marginal ao longo de hs.
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T/J

Figura 5.3: Diagramas de fase para T'/J contra .Jy/.J, quando consideramos aglomerados como
tridngulos. A linha fina representa a temperatura 7 /.J do crossover entre CSL para PM.

Para identificar o comportamento da fase CSL, calculamos a entropia por aglomerado
s = —0f/IT e o calor especifico magnético C,,, = —T9*f/0T?. Na figura 5.4(a), s € C,,
estdo desenhados para alguns valores de .Jy/.J. A entropia exibe duas regides onde existe um
extremo na primeira derivada: a primeira ocorre na temperatura de congelamento de VSA— PM
T., que corresponde ao primeiro maximo do C),. Este, por sua vez, esta relacionado a perda
de graus de liberdade proximo a transicao VSA; a segunda ocorre na temperatura de crossover
T™, que corresponde ao segundo maximo no calor especifico. Em contraste com o primeiro
maximo, a altura é menor e a posi¢ao do segundo méaximo varia linearmente em fungao de Jy/J,
como mostrado pela linha fina no diagrama de fases 5.3. Ndo existe uma transi¢cdo de fase na
temperatura de crossover T*/.J, ja que nenhum pardmetro de ordem vai a zero nesse ponto. De
fato, no intervalo 7./J < T'/J < T*/J, o pardmetro g é sempre zero. O segundo maximo
sugere que, entre os dois mdximos existe uma ordem PM exética, onde os graus de liberdade
internos dos aglomerados dominam. Essa regido corresponde ao CSL mostrado na figura 5.3.
Consideramos que 7™ /J corresponde a temperatura de crossover entre a fase PM e o CSL [119].

Investigamos a dependéncia de 7*/.J com a conectividade. Na figura 5.4(b), apresenta-
mos resultados de C,,, em fung¢io de 7'/ .J para dois valores de ¢. Para ¢ = 8, o primeiro méximo
de C), é mais elevado e esta levemente deslocado horizontalmente. Esse efeito é consistente
com a mudanga na 7../.J em funcéo de c. Se ¢ for suficientemente reduzido, o primeiro maximo,
eventualmente, desaparece no limite de percolacdo ¢ = 1. A modificacdo no segundo méximo
com a mudanga de ¢ é quase imperceptivel. Isso mostra que 7 /.J ndo depende da conectividade
da rede aleatoria.

Investigamos, também, o nivel de frustragc@o através do parametro definido pela equacao
(2.13) e como ele estd relacionado com c e Jy/J. Na figura 5.5(a), o inverso da susceptibilidade
magnética x ! contra T'/.J é representado. Em T,/ .J, é evidente a presenga de uma cdspide, que
é uma assinatura caracteristica das transi¢des do tipo VS. Curvas ! contra T'/J sdo tragadas
para valores de ¢ no intervalo de 2 até 12. Para T'//J > T./J, as curvas de x ! se sobrepdem.
Logo, o comportamento de ! € invariante a c. Ao analisarmos x ! contra 7'/ .J para diferentes
Jo/J, concluimos que a temperatura O¢yy /J € altamente influenciada pela mudanca de J,/J.
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Figura 5.4: (a) Calor especifico magnético C,, contra T'/J para valores dos acoplamentos
intra-aglomerado Jy/J = —5.0 e Jy/J = —3.0, para ¢ = 4. A miniatura mostra a entropia
correspondente a cada valor de Jy/.J. (b) Calor especifico magnético C,,, contra T'/.J para ¢ = 4
e c =8, para Jy/J = —3.0.
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A temperatura O ¢y /J € obtida através de um ajuste da equagdo (2.12) na regido linear das
curvas de ! em fungdo de T'/J. Para Jy/J = —3.0, o valor obtido é de Oy /J ~ —1.84,
para qualquer c. Para ¢ = 4, obtemos f, ~ 9.46, indicando um grau de frustracdo moderado. A
©cw /J depende fortemente do valor de .J;/.J. Porém, o pardmetro f, também varia em fungio
daT./J, que é influenciada pela mudanga em c.

Para visualizar como a relagdo entre c e Jy/.J afeta o grau de frustra¢do do sistema, na
figura 5.6, tracamos curvas de f, contra ¢! para trés valores de Jy/J. Com isso, podemos
identificar diferentes regimes de frustracdo. Para .J;/J = —2.0, f, é fracamente afetado pela
variacdo de c. Porém, em ¢ = 3, pode-se observar a presenca de um minimo de f,. O
esclarecimento da existéncia desse minimo fica como sugestio para futuros trabalhos. Para
valores de Jy/J = —5.0 e Jy/J = —3.0, o parAmetro f,, mostra um répido crescimento quando
c é reduzida, sendo que para Jy/J = —5.0, f, mostra uma taxa de crescimento mais elevada
e maiores niveis de frustragdo. Isso ocorre na mesma regido do diagrama de fases em que
uma fase de CSL se estabelece. O eixo ¢! estende-se apenas até ¢ ~ 0.7. Isso ocorre, pois
a temperatura de congelamento 7../J — 0 a medida que ¢ — 1 e o algoritmo de populagio
de campos para esse modelo ndo converge para 1" — 0, tornando necessdrio a expansao para
f — oo das fungdes ¢;(hy,J;) e dos pardmetros de ordem ¢ e (). Argumentamos que como
©cw /J é praticamente independente de ¢, f, deve divergir préximo desse limite.

5.2.2 Aglomerados de Tetraedros

Nesta secao, estudamos o caso onde a geometria dos aglomerados € um tetraedro com
interacdes uniformes Jy/J < 0. Nesse caso, ndo hd presenca de frustragdo geométrica no
aglomerado, porque, apesar de algumas ligacdes estarem frustradas, como hd um nimero impar
de vizinhos, o spin consegue decidir qual o estado correto para minimizar a energia no tetraedro.
Além disso, os spins podem se alinhar de forma a anular o niimero de ocupagao de estado do
aglomerado (). Esse cendrio é favorecido para Jy/J < 0, como discutiremos abaixo. Nessa
geometria, também, € possivel encontrar transi¢cdes de fase de segunda ordem para valores
de c elevados. Na figura 5.7, mostramos curvas de () e g contra Jy/J na vizinhanga de uma
transi¢do de primeira ordem do tipo VSA — PM, com ¢ = 8. A localiza¢do da transi¢do de fase
termodinamica € obtida pela energia livre. A visdo geral sobre os aglomerados de tetraedros
¢ descrita pelos diagramas de fase que sdo tragados na figura 5.8. Focamos os resultados para
valores de .Jy/J < 0, que sdo mais interessantes para discussdo, comparando com o aglomerado
triangular que nessa regido possui frustracdo geométrica. Como comentado anteriormente,
quando Jy/J < 0e T =~ 0, os aglomerados ocupam, majoritariamente, o estado de spin total
s = 0, sendo denominado de estado NM, com ¢ = 0 = Q. A medida que Jy/J torna-se
menos negativo, o estado fundamental passa a ser o de VSA. Isso ocorre para Jy/J > —1.95.
Essa mudanca de estados € devida ao aumento da importancia das interacdes de longo alcance
desordenadas J.

Ainda analisando a figura 5.8, podemos observar a influéncia da conectividade entre os
aglomerados sobre a topologia dos diagramas de fase. Para valores baixos, como ¢ = 4, as
transicoes de fase do tipo PM — VSA sdo sempre continuas. J4d em ¢ = 8, as transi¢des em
baixa temperatura sdo descontinuas. Ao elevar 7'/.J, as linhas de transi¢@o tornam-se continuas
em 7., que marca a localiza¢do de um ponto tricritico. Para ¢ = 8 e ¢ = 12, os pontos tricriticos
estioem 7./J = 0.18 e T./J = 0.24, respectivamente.

Nos diagramas que possuem transi¢cdes descontinuas, ha presenca de reentrancia em
uma regido, onde a fase VSA e a NM coexistem [118]. Na regido reentrante, o sistema faz
o seguinte caminho: NM—VSA—PM. Essa reentrancia é similar aquela que aparece nas
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Figura 5.5: (a) Curvas do inverso da susceptibilidade magnética y~' contra T'/J para um

valor fixo das interag¢Oes intra-aglomerado Jy/J = —5.0 e valores de conectividade ¢ = 2,
c =4,c=8ec = 12. A miniatura mostra as cuspides em detalhe. (b) Curvas do inverso
da susceptibilidade magnética x ! contra T'/J para um valor fixo de ¢ = 8 e dois valores de
interacdo intra-aglomerado: Jy/J = —3.0 e Jy/J = —5.0. A miniatura mostra as cispides em
detalhe. As linhas finas representam um ajuste de uma lei de Curie-Weiss na regido linear de

x
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Figura 5.6: Parmetro de frustra¢do f, contra ¢! para alguns valores de .Jo/.J.

transicoes de fase inversas que foram observadas em sistemas ndo modelados por spins de Ising
[120, 92]. A presenga de reentrancia estd relacionada a capacidade dos spins do aglomerado de
se compensarem, resultando num spin total zero para valores de .Jy/J < 0. Para temperaturas
baixas, os aglomerados ocupam densamente os estados s = 0, e entdo fase NM ¢€ favorecida.
Porém, ao elevar 7', as flutuacdes térmicas aumentam e, levando em conta a presenga das
interacdes desordenadas entre os aglomerados que agem de forma a estabilizar a fase VSA
e, consequentemente, a fase NM deixa de ser a mais favordavel. Como esse balango depende
das interacdes inter-aglomerados, a conectividade tem um papel fundamental. Apesar de o
aparecimento de reentrancia, o principio de crescimento mondtono da entropia nao € violado,
jé que a fase com () =~ 0 possui entropia menor do que as fases VSA e PM. Isso ocorre porque
nessa fase existe uma ordem onde a maioria dos aglomerados permanece no estado s = 0.

5.3 Observacoes Finais

Nesse trabalho, desenvolvemos um método tedrico que permite estudar os efeitos da pre-
senga de frustracdo geométrica em aglomerados de spin juntamente com interacdes desordenadas
entre aglomerados, num grafo de Erd6s-Rényi. E possivel, assim, controlar a conectividade
média da rede. Tratamos de dois tipos de geometria de aglomerados: triangular e tetraédrica,
sendo que as interagOes internas no aglomerado sao antiferromagnéticas em ambos casos. Os
resultados mostram que nos aglomerados de geometria triangular, a fase de VSA aparece como
o estado fundamental mesmo para valores infinitesimais de desordem. Esses resultados ndo
demonstram ter dependéncia na conectividade média entre os aglomerados. Além disso, a
presenca de frustracdo geométrica nesses aglomerados ocasiona o aparecimento de uma regiao
onde existe a fase de CSL. O tamanho da regido ocupada pela fase de CSL depende do mdédulo
das intera¢des antiferromagnéticas intra-aglomerados Jy/.J, porém é fracamente dependente da
conectividade. Por outro lado, a conectividade apresenta um forte efeito no nivel de frustragao
fp = —Ocw /T, dentro da regido de CSL. Logo, o aumento de f, coincide com a entrada na
fase de CSL. No caso dos aglomerados com geometria tetraédrica, observa-se que, a baixas
temperaturas, ocorre o congelamento inverso [120], que € um resultado também observado em
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Figura 5.7: (a) Numero de ocupacdo de estado do aglomerado (), parametro de VS ¢ e energia
livre f contra Jy/J paraT/J = 0.10 e ¢ = 8. (b) O mesmo, porém para 7'/.J = 0.15. Linhas
sOlidas (tracejadas) indicam aquecendo (resfriando). As flechas marcam o local das transi¢des
de primeira ordem.
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Figura 5.8: Diagramas de fase 7'/.J contra .Jy/J para aglomerados de tetraedros parac = 4, ¢ = 8
e ¢ = 12. Linhas finas representam transicoes de primeira ordem e linhas grossas transi¢oes de
segunda ordem.

modelos de aglomerados realizados na rede totalmente conectada [118]. Os resultados mostram
que, para valor de ¢ pequeno, a transi¢do inversa desaparece, o que indica que esse tipo de
transi¢do possui dependéncia na conectividade. Nesse capitulo, estudamos a relagc@o entre aglo-
merados magnéticos, desordem e frustracdo geométrica. Para isso, introduzimos um método que
permite controlar a conectividade média entre os aglomerados. Investigamos apenas dois tipos
de geometria de aglomerados. Contudo, consideramos que seja possivel utilizar esse método
para tratar de outras geometrias de aglomerados como, por exemplo, a rede de Kagome. Além
disso, apesar de termos desenvolvido o caso para acoplamentos inter-aglomerados uniformes, a
teoria permite também tratar de acoplamentos inter-aglomerados nao-uniformes.



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, estudamos modelos magnéticos com desordem e frustragdo. Para oferecer
resultados mais préximos de sistemas reais, utilizamos o grafo aleatério como modelo para
a rede. Essa escolha permite o controle sobre a conectividade média entre os sitios. Como
pudemos observar, a conectividade finita acarreta grandes mudangas no comportamento dos
sistemas.

No Capitulo 2, fazemos uma revisao de conceitos sobre grafos aleatorios, desordem e
frustragdo. Discutimos como o grafo aleatdrio consiste numa escolha razodvel para construir
modelos de sistemas magnéticos. Apresentamos os conceitos de frustracdo e desordem e mostra-
mos que sua presenca d4 origem a novas fases da matéria e a novos campos de estudo. No caso
dos VS, as ferramentas desenvolvidas mostraram-se de grande utilidade para outros campos de
pesquisa.

No Capitulo 3, resolvemos o modelo de van Hemmen para spins de trés estados no grafo
aleatorio. Além da desordem nos acoplamentos, incluimos também uma varidvel de campo alea-
torio. A solucdo do problema envolve o uso do método de réplicas para redes com conectividade
finita e também do conceito de sub-redes. Os resultados obtidos mostram que a conectividade
média tem papel marcante no comportamento do sistema. Isso € mostrado nas mudangas que ¢
acarreta nos diagramas de fases, como o aparecimento de pontos multicriticos, transi¢des de fase
reentrantes e coexisténcia entre duas fases de VS.

No Capitulo 4, resolvemos um modelo de campo aleatério com acoplamentos desorde-
nados no grafo de ER. O intuito desse estudo € de verificar os efeitos da conectividade finita
sobre esse modelo, que ja foi estudado com campo médio pelos autores Soares, Nobre e de
Almeida [94]. A solucdo emprega o método de réplicas para sistemas com conectividade finita.
Para detectar as fronteiras entre as fases magnéticas e também onde h4 quebra nado-trivial de
ergodicidade, utilizamos o método de duas réplicas, que consiste na determinacao da linha AT
para sistemas com conectividade finita. Ao contrario do que é observado na versdo de campo
médio, nossos resultados mostram que a linha AT intercepta os eixos Jy € hg para T’ = 0. Isso
mostra que, quando a conectividade € finita, existe uma regido em 7' = 0 onde ndo ocorre quebra
de ergodicidade. Investigamos também o crossover entre os regimes de CA e VS. Verificamos
que esse crossover ocorre para A/J = 0. Sendo que 7 ~ hg no regime dominado por CA, e
7 ~ hZ no regime dominado por VS.

No Capitulo 5, resolvemos um modelo de aglomerados de spins com interagdes internas
antiferromagnéticas. Analisamos dois tipos de geometrias, um triangulo e um tetraedro. O
objetivo desse estudo foi determinar o papel da frustracdo geométrica na estabilizagcdo da fase de
VS. Para aproximar esse modelo de sistemas reais, utilizamos o grafo aleatério como a estrutura
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da rede. Sendo assim, podemos controlar a conectividade média entre os aglomerados, que
interagem através de seu spin total. A solucdo desse modelo emprega uma versao modificada
da metodologia de réplicas para sistemas com conectividade finita, sendo possivel seu uso em
trabalhos futuros envolvendo outras geometrias de aglomerados.

Nos aglomerados triangulares, nossos resultados mostram a existéncia de uma fase de
VS como o estado fundamental, numa regidao onde a desordem € infinitesimal. Através da
determinagdo da entropia e do calor especifico, constatamos a existéncia de uma fase de liquido
de spin classico, dentro da regido onde os efeitos de frustracdo geométrica dominam. O grau de
frustracdo foi estimado através do pardmetro f, = —O¢y /7. Demonstramos que a conectivi-
dade afeta fortemente o grau frustracdo, sendo que os efeitos sdo mais intensos na regido onde a
frustracdo geométrica domina.

Nos aglomerados de tetraedros, em valores de 1" ~ (, encontramos a presenca de con-
gelamento inverso. Para valores de conectividade suficientemente pequenos, o congelamento
inverso desaparece.

Mencionamos que o formalismo de réplicas desenvolvido para tratar o modelo de aglo-
merados pode ser utilizado em trabalhos futuros. Essa metodologia também pode ser aplicada
para estudar aglomerados com mais spins e com geometrias mais complexas. Além disso, hd a
possibilidade de se investigar aglomerados com desordem nas interacdes internas. Para tornar
esse modelo ainda mais completo, pode-se considerar a adicdo de um termo de interagdes de
curto alcance entre aglomerados. A solucdo dessas interacoes € feita através do método do
Cluster Correlated Mean Field Theory (CCMF) [121].



Apéndice A

Ansatz de SR para spins com multiplos
estados

Considere a equagdo

T = exp[ — B;Ho(sa) + 69;5‘& — BD%:si} exp {c%:P(s’)<eB/g Lasate _ 1>J} :

(A.1)
Os spins podem assumir os possiveis estados s, = {p/2,p/2 — 1,..., —p/2}. Para remover as
varidveis s, da exponencial interna, a equacdo (A.1) pode ser reescrita como
Tzexp{—ﬁZHo(sa)—i—ﬁ@Zsa—BDZsi] (A.2)
X exp Kc > P(s)]I e%s“si’> }e‘c
s/ a J
Usando o Ansatz de simetria de réplicas
P(s) = [ dx W (x)[] P(salx) (A3)
e a identidade
1=> b, - (A4)
A equacio (A.2) é reescrita como
T:exp{—BZHO(Sa)+5HZSQ—BDZS§] (A.5)
X €xp Kc/ dx W (x)exp > Y s, log) P(s'a|x)ef/éss&> ]e_c
a s s, J
A delta de Kronecker de p + 1 estados pode ser reescrita na forma de
Ossa = > Cyjs'sl . (A.6)
]
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Assim, temos

T—exp{—ﬁza:Ho(sa)—i—ﬂﬁza:sa—ﬁDza:si] (A7)
X exp [<c/ dx W (x) exp Z Sy Z Cy;5" log Z P(s’a|x)ef/éssla>j e,

ou

T:exp[—B;Ho(sa)%—ﬁQ%:sa—BDzo;si} (A.8)
X exp [<c/dx W(x) expzza:séqﬁj(x, J)>J] e,

: EE . .
onde ¢;(x,J) = 3,3, Cijs'log Xy P(s],|x)ev=""*. Expandindo a exponencial externa em
série de poténcias, temos

T:exp[—BZHo(sa)+ﬁezsa—BDZS?J (A.9)

X Zk:Pk<...</l:f[ldle(xl)epoZa:s&Zl:qﬁj(xl,Jl)>J1...>Jk.

Utilizamos a delta de Dirac para reescrever a equagao (A.9) na forma

T :exp{—ﬁzo;Ho(sa)} /dh{%:f’k/l:ﬂldxl W(Xz)<5<h1 —0— ;;Cbl(Xlw]l))

(A.10)

x3(ha+ D ;zlj@(xl, a)) - o(hy - ;zl:gbp(xl, J,))>Jl}
xexpfBY h;> sl. (A.11)

Identificando o termo entre chaves como uma distribuicdo de vetores de campo

=5 Pk/lﬁldxl W(xl)<5(h1 . ;;qﬁl(xl, Jl)) (A.12)
X(s(hQ +D- ;;@(xl, Jl)> ) .(5<hp _ ;zl:%(xl, Jl)>>Jl} |

podemos reescrever a equagao (A.10) como

T — /th eXp[ ZHosa ﬁh-;M(sa)] (A.13)

Isso mostra que a parametrizagdo de P(s,|x) x exp { — BXa Ho(sa) + 50X, M(sa)]. As

contribui¢des dos termos 303", s, € D Y, s sdo contabilizadas juntamente com as possiveis
poténcias de s, que estdo incluidas no termo h - Y-, M(s, ) da equacdo (A.13). No entanto,
otermo 33, Hy(s,) precisa ser inserido em P(s/,|x) resultando na forma da equagdo (5.10).
O indice j = 1...p, ou seja, o nimero de campos € proporcional ao nimero de estados de
spins de um aglomerado. Um aglomerado com p spins possui p + 1 estados de spin total
s. Cada componente i do vetor h estd acoplada ao spin total s’, logo o campo h controla a
ocupacdo dos possiveis p + 1 estados de spin total, enquanto que o termo /{, controla os estados
intra-aglomerado.



Apéndice B

Equacoes de ponto de sela para modelo de
aglomerados

Para reduzirmos ao problema de um aglomerado, o primeiro passo é a remog¢do do spin
total dos aglomerados da exponencial interna na equagao (5.5), fazendo uso da identidade

1= Z Hl 1_[155104‘7;“04 = Zésau ) (B.l)

onde J,, corresponde a delta de Kronecker e s = {s;,} a um vetor auxiliar. Assim, reescrevemos
a func¢do de particdo replicada como

<ZTL> = Z exXp [_ﬁZHO(O-,ua) +ﬁ‘920—ua (BZ)
o10n ap ap
ZUL Sas j—
o BT ()

onde s, = >°F_| s;. A funcdo de ordem na equagio (5.6) é introduzida na equagdo (5.5) através
da delta de Dirac e, entdo, fazendo uso da representagdo integral da delta de Dirac, a funcdo de
particao replicada pode ser reescrita na seguinte forma

(z7) Z J Tap(ar(s exp{—5ZH0<%)+592%+215<3)13s

o1 0n

LS ps) Zésaquc CZZP <efZ —1>J}. (B.3)

cls

As somas sobre as varidveis de spin 0, = (014 - - - Uum) atuam apenas sobre o termo
%= Y exp [_ BY Ho(opa) + 503 0y — — 3" Pos Zésau] . (B4
01 0n op op Cl S I
Somando sobre s no terceiro termo da exponencial e rearranjando, temos

~ T exp [~ 8% Ho(oy) + 903 00— -Plo)] (8.5)

K Op
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Como agora os aglomerados estdo desacoplados, o problema é reduzido ao de apenas um
aglomerado. Podendo reescrever essa expressao na forma

1

%:eXchllogZexp BZHO Sq +B€Zsa

P(s)} . (B.6)

cl

Fazendo a mudanca de varidveis P — N, P, obtemos a equagdo (5.7). Substituindo a equagao
(5.7) na (5.4) e integrando pelo método do ponto de sela, a energia livre por aglomerado fica

f:_}llg(l)ﬁlnEXtr{ZP +log2exp[—BZHO(Sa)WLBQZSa_p(S)}
+ = ZP <efZ —1>J}, (B.7)

ss’

onde a operacdo Extr significa tomar o extremo sobre as varidveis P(s) e P(s) na expressdo
entre chaves. Isso € imposto pelas equagdes de ponto de sela

of _._ 9Of
0P(s) =0= 9P(s)’ (B.3)
que sdo dadas por
exp | = BT Holsa) + 50 S50 — ﬁ(sﬂ
P(s) = (B.9)
Swexp | = 85 Hols) + 005, 5, — P(s)]
e
P(s) = —CZP(S/)<G% 2o st _ 1>J. (B.10)

Eliminando P(s) na equacio (B.9), obtemos a equacio autoconsistente para P(s):

exp | — BXq Ho(Sa) + B0 X4 80 + ¢ Xy P(S')<eﬁ/é 2asate _ 1> }
P(s) = A @
S g €Xp { — B0 Ho(sl) + BO> . s, + ¢ P(s”)<e¢E 2o Sah 1>J

Aplicando as equagdes (B.10) e (B.11) na (B.7), obtemos a energia livre por aglomerado
representada na equacao (5.8).

Para obter a distribuic@o de vetores de campos locais, na equacgdo (5.11), introduzimos o
Ansatz de SR (5.10) na equag@o de ponto de sela (B.11). Jd que P(s) é uma probabilidade, o
denominador no lado direito da equacao (B.11) deve ser igual a 1. Expandindo a exponencial
externa no numerador, temos

P(s) —exp[ 537 Hofsa) +5923a]2Pkﬂz/dhl (h) (B.12)

=1 8y

<exp | B Ho(sa) + b £ Msar) + 5% S 505 )
{ZS exp [— BHy(s)+ Bhy - M(s)}}

Ji
)

X

n
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onde P, = 3, e c*/k! representa a distribui¢do de Poisson. Podemos reescrever essa equacio
na seguinte forma

P(s) —eXp{ 5ZHosa +BHZSQ}ZPk/Hdhl (hy) (B.13)

< exXp Zcx Zs 5550 IOg Xs(hlyjl)>

Ji
g ) |
com
J
Zexp [ BHy(s') + fh - M(s') + ﬂ\/zss’} , (B.14)

onde a delta de Kroenecker foi utilizada para trazer o indice de réplicas « para a exponencial
externa. Se s e s, sdo varidveis de spins de p + 1 estados, a d,s, € um polindmio simétrico
em poténcias de s e s,. Introduzindo a delta de Kronecker para o caso de p correspondente e
somando sobre as varidveis de spin s, a equacdo (B.13) pode ser reescrita como

k
$) = > P [ 1T b w(m) (B.15)
k =1

(exp| = 550 Hosa) + 80 S oo(bu, i) + 55 ¢l i) - o Misa)| )
X6 (hy,0)

J
X L

Aqui, ¢(h,J) representa um vetor de p componentes cujas componentes sdo as fungodes ¢;(h,.J).
A componente zero ndo necessita ser calculada, ja que tomaremos o limite » — 0. Uma derivagao
em detalhes dos vetores ¢p(h,J) para aglomerados triangulares e tetragonais encontra-se nos
apéndices C e D, respectivamente. Introduzindo o Ansatz de SR no lado esquerdo da equacao
(B.15) e levando em conta que o denominador no lado direito da equacao tende a 1, a equacgao
(B.15) pode ser reescrita na forma

[ anw (nyexp [— 83 Hofs.) +5h-§a:1v1(sa)} (B.16)

— %:Pk/l:ﬁldhl W(hl)< exp {— Bzo;Ho(Sa)
+5;¢(hl,Jz) : §M<sa>]>

Ji

Introduzindo uma delta de Dirac para cada componente do vetor de campos h no lado direito da
equacdo (B.16), temos

/th exp[ 637 Hofsa) + fh- ZMsa] (B.17)
_/thPk/Hdhl (hy) <1i[1 (hi—zl:¢i(hl,Jl)>>Jl

X exp {— 5§Ho(sa) + Sh - ;M(sa)} )

Comparando ambos lados da igualdade na equacdo (B.17), obtemos a equacdo (5.11).



Apéndice C
Funcoes para aglomerados de 3 spins

O aglomerado de spins assume os quatro estados: —3/2, —1/2,1/2,3/2. A representagdo
da delta de Kréenecker para spins de quatro estados é

41 D/, 9 365 41/ 4 3 1455 954534
5ssa —674_176(9 +Sa) +m55a_%(5 3a+33a) +ZS Sa+§S S, - (Cl)
Introduzindo a equagdo (C.1) na (B.13), somando sobre s e rearranjando os termos obtemos as

seguintes fungdes que serdo substituidas na equacao (B.15)

o0 27 xi(hJ) 1 xz(h,J)
hJ)=—4""log2- "~ _ —Jog 2~ "~ Cc2
B¢1( 7’]) L + 24 0og X_%(h,J) 24 0og X_%(h,J) 9 ( )
1 1
Boa(h,J) = —7 logx; (h,J)x_1(h,J) + 7 logxs (h,J)x_g(h,J), (C.3)
c
1. xu(h, 1. xz(hJ)
Bos(h,J) = —5 log y 2 + = log —2 (C4)

76



Apéndice D
Funcoes para aglomerados de 4 spins

Esse aglomerado assume cinco estados de spin total: —2, — 1,0,1,2. A representacdo da
delta de Kroenecker para spins de cinco estados é

Osso = 1 — §(82 + si) - @SSQ - l(54 + si) — 1—7(53sa + ssi)

4 72 4 72
707 2.2 155 4.2 2.4 o 3.3 35 4.4
+@S sa—@(s s, +s sa)—i—is sa—|—2—885 S - (D.1)

Introduzindo a equagdo (D.1) na (B.13), somando sobre s e rearranjando os termos obtemos as
seguintes fungdes que serdo substituidas na equacao (B.15)

6¢1(h7J> = - — —logw + 710g X—l—l( ;J>

FT12 %% M) T3 % () (b2

1 2 5
6¢2(ha‘]) = _ﬂ 1Og X+2(h7J)X—2<h7J) + g 1Og X+1<h7J)X—1<h7J) - 1 1Og XO(h7J) )
(D.3)

X+2(h,J)

< D4
X*2<h7‘]) ( )

1 1
. h p— 71 —_— —l
Bps(h,J) 15108 ; los

1 1 1
ﬁ¢4(h7‘]> - ﬂ 1Og X+2(h7‘]>X—2(h7‘]> - 6 log X—i—l(ha‘])X—l(ha‘]) + Z 1Og XO(haj) . (DS)
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