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Resumo

0 estudo dos metodos intervalares é importante para a resolucdo de sistemas de
equacOes lineares, pois os metodos intervalares produzem resultados dentro de limites
conliaveis (do intervalo solucdo) e provam a existencia ou nä° existéncia de solueOes,
portanto produzem resultados confiAveis, o que os metodos pontuais podem ndo
proporcionar.

Outro aspecto a destacar é o campo de utilizando de sistemas de equacOes
lineares em problemas das engenharias e outras ciencias, o que mostra a aplicabilidade
desses metodos e por conseguinte a necessidade de elaboraedo de ferramentas que
possibilitem a implementacäo desses metodos intervalares.

0 objetivo deste trabalho ndo é a elaboracdo de novos metodos intervalares, mas
sim o de realizar uma descried° e implementacdo de alguns dos metodos intervalares
encontrados na bibliografia pesquisada. A versa() intervalar dos metodos pontuais ndo é
simples e o cAlculo por metodos intervalares pode ser dispendioso, uma vez que se estA
tratando corn vetores e matrizes de intervalos.

A implementacdo dos metodos intervalares so foi possivel gracas a exist6ncia de
ferramentas, como o compilador' Pascal-XSC, que incorpora as suas caracteristicas
aspectos importantes como a aritmetica intervalar, a verificaeão automdtica do resultado,
o produto escalar Otimo e a aritmetica de alta exatidäo

Este trabalho é dividido em duas etapas. A primeira apresenta urn estudo dos
metodos intervalares para a resolucdo de sistemas de equacOes lineares. Sào
caracterizadas as metodologias de desenvolvimento desses metodos. Metodologias estas,
que foram divididas em trés grupos de metodos: metodos intervalares baseados em
operacOes algebricas intervalares ou metodos diretos, metodos intervalares baseados em
refinamento ou metodos hibridos e metodos intervalares baseados em iteraci5es. Sdo
detinidas as caracteristicas, os metodos que as compOe e a aplicabilidade desses metodos
na resoluedo de sistemas de equaedes lineares.

A segunda etapa é caracterizada pela elaboraedo dos algoritmos referentes aos
metodos intervalares estudados e sua respectiva implementaedo, dando origem a uma
biblioteca aplicativa intervalar para a resolucdo de sistemas de equacOes lineares,

implementada no PC-486 e utilizando o compilador Pascal-XSC. Para este
desenvolvimento foi realizado, previamente, urn estudo sobre este compilador e sobre
bibliotecas disponiveis que sAo utilizadas na implementaeao da biblioteca aplicativa
intervalar.

A biblioteca selintp è organizada em quatro mOdulos: o modulo dirim (referente
aos metodos diretos); o modulo refine (referente aos metodos baseados em refinamento);
o modulo /Ow (referente aos metodos iterativos) e o modulo equalg (para sistemas de
equacOes de ordem 1).
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Por rim, atraves daquela biblioteca foram realizadas comparacOes entre os
resultados obtidos (resultados pontuais, intervalares, sequenciais e vetoriais) a rim de se
realizar uma analise de desempenho quantitativa (exatiddo) e uma comparacdo entre os
resultados obtidos. Esses resultados serdo comparados con) os obtidos corn a biblioteca

biblioteca esta que esta sendo desenvolvida para o ambiente do
supercomputador Cray Y-MP do CESUP/UFRGS, como parte do projeto de Aritmetica
Vetorial Intervalar do Grupo de Matematica Computacional da UFRGS.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica Intervalar, Intervalos, Sistemas de EquacOes
Lineares (SELAS), Metodos Intervalares para Resolucdo de Sistemas Lineares,
Biblioteca Aplicativa Intervalar.
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Title: "Interval Methods for Resolution of Linear Equation Systems"

Abstract

The study of interval methods is important for resolution of linear equation
systems, because such methods produce results into reliable bounds and prove the
existence or not existence of solutions, therefore they produce reliable results that, the
punctual methods can non present,save that there is an exhaustive analysis of errors.

Another aspect to emphasize is the field of utilization of linear equation systems
in engineering problems and other sciences, in which is showed the applicability of that
methods and, consequently, the necessity of tools elaboration that make possible the
implementation of that interval methods.

The goal of this work is not the elaboration of new interval methods, but to
accomplish a description and implementation of some interval methods found in the
searched bibliography. The interval version of punctual methods is not simple, and the
calculus by interval methods can be expensive, respecting is treats of vectors and
matrices of intervals.

The implementation of interval methods was only possible due to the existence of
tools, as the Pascal-XSC compiler, which incorporates to their features, important
aspects such as the interval arithmetic, the automatic verification of the result, the
optimal scalar product and arithmetic of high accuracy.

This work is divided in two stages. The first presents a study of the interval
methods for resolution of linear equation systems, in which are characterized the
methodologies of development of that methods. These methodologies were divided in
three method groups: interval methods based in interval algebraic operations or direct
methods, interval methods based in refinament or hybrid methods, and interval methods
based in iterations, in which are determined the features, the methods that compose
them, and the applicability of those methods in the resolution of linear equation systems.

The second stage is characterized for the elaboration of the algorithms relating to
the interval methods studied and their respective implementation, originating a interval
applied library for resolution of linear equation systems, selintp, implemented in PC-486
and making use of Pascal-XSC compiler. For this development was previously
accomplished a study about compiler and avaiable libraries that are used in the
inplementation of the interval applied library.

The library selintp is organized in four modules: the dirint module (regarding to
the direct methods); the rqfint module (regarding to the methods based in refinament);
the itrint module (regarding to the iterative methods) and equctIg module(for equation
systems of order 1).
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At last, throu gh this library, comparisons were developed among the results
obtained (punctual, interval, sequential and vectorial results) in order to be accomplished
an analysis of quantitative performance (accuracy) and a comparison among the results

obtained with lib.seliiit.a library, that is been developed for the Cray Y-MP
supercomputer environment of CESUP/UFRGS, as part of the Interval Vectorial
Arithmetic project of Group of Computational Mathematics of UFRGS.

KEYWORDS: Interval Mathematics, Intervals, Linear Equations Systems (SELAS),
Intervals Methods for Resolution of Linear Systems, Interval Applied Library.



1 I n rod ticAo

A motivacdo para a elaboracdo deste trabalho, surgiu com estudos desenvolvidos
junto ao Grupo de Matematica Computacional do CPGCC da UFRGS, a respeito de
metodos intervalares e pontuais, linguatrens para computacao cientifica, aplicabilidade de
sistemas lineares em varios ramos das engenharias e das cikcias, analise sensitiva,
proximidade de sinuularidade e instabilidade numerica (descritos en' [I-10L94a, 1-101_951)
Atraves dessas pesquisas, pode-se notar que problemas de instabilidade, podem levar a
resultados errOneos na resoluc5o de sistemas de equacOes lineares. Devido a isto, foi felt°
urn estudo mais aprofundado a respeito de metodologias de desenvolvimento de metodos
intervalares, visando a compreensäo de suas caracteristicas, tecnicas e aplicacOes em outras
areas. Pode-se observar que os metodos intervalares produzem resultados dentro de limites
confidveis e que provam a existéncia ou nâo existencia de solucOes, proporcionando,
portanto, resultados confiaveis que metodos pontuais nä° proporcionam sem uma analise
exaustiva de erros, o que determinou a importancia desse estudo mais aprofundado.

Esta pesquisa enquadra-se dentro de um projeto de pesquisa do Grupo de
MatemAtica Computacional do CPGCC da UFRGS, relacionada a aplicacôes da tnatematica
intervalar, no sentido de proporcionar ferramentas que possibilitem aos usuarios utilize-las e
disserninar a cultura do use de intervalos na matematica aplicada, engenharias, fisica,
quimica e demais ciencias que dela necessitar. Por isso, estdo sendo desenvolvidos
bibliotecas aplicativas intervalares, contendo metodos intervalares, como para a resoiucdo de
sistemas de equacOes lineares, o que proporcionard condicoes que possibilitem o estudo e a
demonstracdo da aplicabilidade de metodos intervalares.

A pesquisa trata, inicialmente, de metodos intervalares de resolucao de sistemas de
equacOes lineares encontrados e selecionados na literatura disponivel. Foram identificadas
caracteristicas ou principios comuns a esses metodos intervalares, no sentido de agrupa-los e
de definir metodologias. Os metodos intervalares foram agrupados em trés grupos: metodos
intervalares baseados em operacOes algebricas intervalares ou metodos diretos, baseados em
refinamento ou metodos hibridos e baseados em iterac6es. Corn a definicao desses grupos
ou metodologias, os metodos que as compCiem foram identificados, descritos, caracterizados
e projetados os algoritmos.

Ern seguida foi realizada a implementacao desses metodos, dando origem a uma
biblioteca aplicativa intervalar para a resolucdo de sistemas de equacOes lineares. Esta
biblioteca foi desenvolvida em ambiente de computadores pessoais (tipo Pc), denominada
selint.p, implementada em urn PC-486, utilizando o compilador Pascal-XSC. Essa
implementacdo foi precedida de urn estudo sobre esse compilador e sobre bibliotecas
disponiveis que sào utilizadas na implementacdo da biblioteca aplicativa intervalar.
Finalmente, atraves dessa biblioteca, forarn realizadas comparac5es entre os resultados
obtidos (resultados pontuais, intervalares, seqiienciais e vetoriais) a rim de se realizar uma
analise de desempenho qualitativa e uma comparacdo entre os resultados obtidos. Para essa
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comparac5o foi utilizada a biblioteca intervalar libselint.a, biblioteca desenvolvida para o
ambiente do supercomputador Cray Y-MP do CESUP/UFRGS, implementada em
FORTRAN 90 e utilizando a biblioteca intervalar libavi.a. Esta biblioteca faz parte de urn
projeto do GMC/UFRGS, a respeito da aritmetica vetorial intervalar, na qual a biblioteca
intervalar libavi.a e a biblioteca intervalar libselint.a fazem parte desse projeto.

1.1 Rev isiio de Matrizes e Algebra Matricial Pontual

Neste item é apresentado uma revisao de matrizes e algebra matricial pontual. Szio
descritos alguns tipos de matrizes e as operac:Oes matriciais. Maiores detalhes a respeito
destes tOpicos podem serem encontrados em [CLA89, DIV90 e HOL95].

Entre os tipos de matrizes existentes pode-se destacar os seguintes tipos:

Matriz retangular: uma matriz mxn é dita retangular quando min (onde m é o
minter° de linhas enéo ntimero de colunas);

Matriz quadrada: uma matriz mxn é dita quadrada quando m=n, neste caso, diz-
se que a matriz é de dimensdo n, nao sendo necessario dizer nxn;

Matriz coluna/linha: quando a matriz so possui uma coluna/linha, ou seja n=1 ou
nz=1. Tambem chamada de vetor;

Matriz triangular: uma matriz triangular é um caso especial de matriz quadrada,
na qual todos os elementos de urn lado da diagonal principal sao nulos. Se os
elementos abaixo da diagonal forem nulos, a matriz é denominada triangular
superior; se os elementos acima da diagonal forem nulos, a matriz é chamada de
triangular inferior;

Matriz diagonal: é uma matriz quadrada que so possui elementos nao nulos na
diagonal principal;

Matriz tridiagonal: é uma matriz quadrada que possui os elementos nab nulos na
diagonal principal e na primeira diagonal acima e abaixo dela;

g) Matriz simetrica: é uma matriz quadrada cujos valores sao simetricos corn relacdo
diagonal principal, ou seja (1;1= afi;

h) Matriz densa: uma matriz onde a maioria dos seus elementos sao nao nulos
(usualmente, maioria significa 2/3 dos elementos diferentes de zero);
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Matriz esparsa: uma matriz onde cerca de dois tercos dos elementos sdo nulos. Urn
caso especial de matriz esparsa 6 do tipo banda, onde os elementos nrio nulos se
concentram em certas bandas;

Matriz conjugada: dada uma matriz complexa, define-se a matriz conjugada como
a matriz composta pelo conjugado de cada elemento complexo aii;

k) Matriz Hemitiana: e definida como sendo a transposta da matriz conjugada de A
e anotada por All;

1) Matriz de Hilbert de ordem n: 6 uma matriz onde todos os elementos s'do menores
ou iguais a urn. Uma matriz de Hilbert de ordem n e calculada da forma

H, = (hi = (1/(i'+ j - 1 )1, para i = 1,...,n ej=1,...,n;

m) Matriz positiva definida: e uma matriz onde os elementos da diagonal principal
s5o maiores que zero e que o determinante dessa matriz 6 diferente de zero.

Duos matrizes A e B silo ditas iguais se possuirem o mesmo mimero de linhas e
colunas e se a = b 1.i para qualquer i e j. Se A e B forem ambas de ordem m x n, a adicdo sera
definida pela equacrio (1.1).

r a l l+ bli a 12 + b12 • aln + b in 1
a21 + b21 a22	 b22 • a2 . + b2n

A + B = au+ b i; = (1.1)

_amj	 bml am2 + bm2 amn	 bmn

e a multiplicaclio por urn mimero a atraves da equacao (1.2).

ra a ll a ai2 a ainl

a (-121 a an a2n
ait = a (ai (1.2)

[a a am2 amn j

Patti matrizes A, B e C, possuindo o mesmo ntimero de linhas e colunas, as seguintes
propriedades podem ser obtidas a partir das definicOes anteriores, onde a, 13 sdo ntimeros
quaisquer. reais on complexos, e 0 6 a matriz nula.

a) A + (B C) = (A + B) + C
	

(Propriedade Associativa)
b)A+B=B+A
	

(Propriedade Comutativa)
A + 0 = 0 + A = A
	

(Identidade sob adicao)
(a + (3)A = aA + 13A, 	 (Propriedade Distributiva)



c11 ... cli;\\
..

cij
• •

bnl	 bnj	 bnp	 cml	 cmp

k

e) a(A + B) = aA + aB

0 produto de duas matrizes A e B e definido somente quando o runner° de colunas

	

de A é igual ao nUmero de !Mims de B. Se A for de ordem nr	 n e B for de ordem n p, o
produto C = AB sera de ordem in x p como mostrado na formula (1.3), onde o elemento
de AB é obtido multiplicando-se os elementos da i-esima linha de A pelos correspondentes
elementos da j-esima coluna de B e soma-se, entdo, esses produtos, conforme figura 1.1,
onde:

= air hi, + a, b- +... + am	 =	 aik hk,	 i =
	 In	 =
	 (1.3)
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al 1 ...	 aln

all ...	 ain

amt	 amn

Figura 1.1 - Definicdo do produto de duas matrizes

Se o produto esta definido, as propriedades seguintes sdo verificadas. A
demonstracdo delas pode ser facilmente obtida pela definicdo do produto, da adicao de
matrizes corn as propriedades associativas e comutativa dos reais.

A(BC) = (AB)C
A(B + C) = AC + BC

c) (A + B)C = AC + BC

Deve -se salientar que o produto de matrizes nao dispOe da propriedade comutativa,
ou seja, AB # BA, pois o produto de matrizes é obtido pelo produto escalar de linhas da
primeira matriz por colunas da segunda matriz.

Poténcias de matrizes sdo definidas como casos particulares de produtos de fatores
iguais. Entretanto, cabe ressaltar que A° resulta na identidade, A' e a prOpria A, A 2 é A A e,
por fim, An é igual a um produto de n fatores iguais a A. Estas operacOes entre matrizes
reais sdo estendiveis a matrizes de intervalos, para tanto, utilizam-se de matrizes intervalares
operadas por operacOes intervalares, como sera visto no item 1.2.

A transposta da matriz A é obtida trocando as linhas por colunas e colunas por
linhas. Representa-se a transposta de A atraves do simbolo AT. Se A for a matriz m x n,
entào, A' . sera a matriz nxme numa matriz simetrica, A = AT. Se A e B sdo duas matrizes
quaisquer, para as quais é definido o produto AB, entao (AB) r = BTAT.
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A divisdo de matrizes nao e uma operacdo legitima na algebra matricial, entretanto, o
conceito de matriz inversa guarda certa semelhanca corn a notacdo da divisdo. A inversa de
matriz quadrada A 6 definida como a matriz B, tal que o produto de A por B e vice-versa,
produz a matriz identidade, ou seja, A.B=B.A=I e escreve-se B = A-'. Dada uma matriz
quadrada A possui uma inversa se, e somente se, A nao for singular. Caso a matriz inversa
existir, ela sera Unica.

Chama-se determinante da matriz quadrada A, ou simplesmente determinante de
ordem n, a soma algebrica dos produtos dos elementos de uma matriz quadrada de n2
elementos, obtidos permutando-se de todos os modos possiveis os indices superiores dos
elementos da diagonal principal, fixados os inferiores e, admitindo-se que esses produtos
sejam positivos e negativos, conforme os indices superiores de seus fatores formarem uma
permutacao de classe par ou impar, respectivamente. Se o det(A) = 0, o sistema e dito
singular.

Matrizes singulares Matrizes nao singulares
-oconj unto de equacOes nao tan uma Unica solucao. - () conjunto do equaciies tern tuna Unica soluyao.
- A elitninay:lo de Gauss nao pode evitar urn zero na diagonal. - A eliminacilo de Gauss prossegue sera urn zero na diagonal.
- Nilo é inversive! - Possui matriz inversa
- As linha e eolunas romiain vetores lineannente dTaidentes  - As linhas e colunas Iorinani vetores linearnncnte independentes.

Figura 1.2 - Propriedades equivalentes de matrizes singulares e nao singulares

FreqUentemente o teste para determinar se a matriz possui inversa e baseado no
conceito do determinante. A matriz A 6 inversive) se, e somente se, o det(A) # 0, entdo
possivel expressar a solucdo de AX = B em termos de determinante, pela regra de Cramer.

A = 
den
	 1

(A) 
[Adj (A)]r
	

(1.4)

Se A e B sdo matrizes quadradas, tais que AB = BA = I, diz-se que B e a inversa de
A e escreve-se A- 1 . A matriz inversa de A pode ser calculada pelo produto do inverso do
determinante de A	 pela transposta da matriz adjunta de A, como descrito na formula
(1.4).

1.2 Revisao da Aritmetica Matricial Intervalar

Neste item 6 apresentada uma revisào da aritmetica matricial intervalar, onde sao
revisadas as nocOes de igualdade, soma/subtracdo, multiplicacdo, inclusdo entre matrizes
e/ou vetores intervalares entre outros. Este item 6 importante para compreensäo dos
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metodos intervalares para a resolucdo de sistemas de equagOes lineares, especialmente
aqueles baseados nas propriedades algebricas, conhecidos corno metodos diretos. Para
maiores detalhes ver [ALE83 e CLA89].

Os componentes das matrizes e vetores intervalares s5o representados por A'=(A i.j ) e
a l=(Ai), respectivamente. Urna rnatriz intervalar, onde todos os componentes sac) intervalos
degenerados pontuais e charnada de rnatriz pontual. 0 vetor pontual é definido de maneira
similar.

Duas matrizes intervalares mxn (A 1 =(Ad e B 1=(B ik )) sAo iguais, isto é, A'=B', se e
somente se houver igualdades entre todos os componentes correspondentes das matrizes, ou
seja,	 = B'	 Aii = B 6 , 1 <_i m, 1 <j <_n.

Sejam A'=(Ad e B'=(13 0) duas matrizes intervalares mxn, a inclusdo é definida por
A' c B'	 Aii	 B ij , I <_i m, 1 <_j <_n.

A soma/subtracdo de duas matrizes intervalares mxn, A l—(Ad e B l=(Bd, é dada por
A l±B I :=(Aii ± B1).

Sendo A l=(Ad uma rnatriz intervalar mxr e 13 1 =(Bd uma rnatriz intervalar rxn, entdo

( ,A I 13' := LA,,B, e, de uma maneira particular, tem-se A. 1 =(Ai ) e urn vetor intervalar
v-i

u 1 =(U;), entdo A I 11

Sendo Al --(Ad e X um intervalo, entäo XA1=AIX:=(XAd

Sendo	 e B' matrizes intervalares e C um vetor pontual, entdo as seguintes relacOes
sdo validas:

(A±B	 e	 B E B'}=A'±B',
{AC A e Al l = A'C

0 conjunto das matrizes intervalares é fechado corn respeito as operacOes de
soma/subtracdo.	 0 conjunto das matrizes reais ou complexas é isomOrfico as
correspondentes matrizes pontuais. A seguir sdo apresentadas algumas propriedades para as
operacOes acima.

Sendo A', B',	 matrizes intervalares e A,B,C,O,P matrizes pontuais, entdo:

A'+B'=B'+A'	 (comutatividade da adicAo)
Al+(B1+0)—(V+B')+CI 	 (associatividade da adicdo)
A l +0=0+AI— Al , onde 0 é a rnatriz nula 	 (elemento neutro da adicdo)
A'P=PA'=A', onde P é a rnatriz identidade 	 (elemento neutro da multiplicacdo)
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(e)	 ((A l +B l )0	 (subdistributividade)

C I (A 1 +13') c C'A'+C'B'

(0	 ((A'+B')C=A'C+B'C,	 (distributividade)
(C(A1-1-B1)= CA'+CB'

(g)	 (A'(BC) c (A'B)C, 	 (associatividade)
(A13 1 )C 1	A(B'C') se C 1=-C 1	 (	 da	 )
A(B'C)=(AB1)C,	 ( multiplicacao )
ii'(13 1 C 1 )=(A 1B 1 )0 se B'=-B' e C'=-C'

Sendo A',A P,B 1 ,B P matrizes intervalares e X',Y' vetores intervalares tern-se que,
c	 c e X1 c Yl.

Se	 A 1 ---(Aii ) uma matriz intervalar, entdo a matriz didmetro e definida por
d(Al):=(d(Aii)), sendo d(A l ) uma matriz real näo negativa.

A matriz valor absoluto é definida por 1A 1 1:=(lAti l), sendo tambem IA'l uma matriz
real n5o negativa.

Sendo A'=(Aid ) e 13'=-(Bij), a matriz distância ou a distdncia entre A' e 	 é dada por
q(A1,B1):=(q(Aii,Bij))

Provas das operacOes apresentadas neste item poderao ser encontrados em [ALE83].

1.3 Revisfio de Sistemas de Equaciies Lineares

Urn sisterna de equacOes lineares pode ser escrito na forma:

all xi + au x2 + an x3 +... +a,„ x,, = bl

(121	 + a22 X2 + a23 X3 +• • • +	 x ti = b2

a31 Xl + a32 x2 + a33 x3 + + a3,, x), = b3	 ( 1 5)

+ ant X2 + an3 x3 +... + a,,,, x =

onde n é o nurnero de incOgnitas do sistema, tambem denominado de ordem do sistema
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Todo sisterna de equacOes pode ser reescrito na forma de uma matriz de coeficientes
A multiplicada pelo vetor das inc6i.mitas X, resultando no vetor dos termos independentes
B, ou seja, AX = B, onde:         

al I	 aI2	 (113

(121	 (122	 a23

a32	 a33           A = X=

h2

X3 B

b„

(1.6) 

ant	 (biz	 an3	 • • am,          

Um problema tipico de resolucdo de equacOes e: dado urn sistema de equacOes
lineares de ordem nxn, deseja-se determinar os valores das incOgnitas que multiplicados por
A produzem o vetor B.

Uma solucao para um sisterna linear e urn conjunto de valores das n incOgnitas que
satisfaz a todas as equac -Oes Urn sistema linear pode ser classificado (ver figura 1.3) quanto
ao numero de solucoes em: compativel, quando apresenta solucâo e; incompativel caso
contrArio

Sistema de equacOes lineages               

Incompativel    Compativel                                             

Sem
Solucäo  

Solucao
Unica   

Mais de uma
Solucáo              

Fi gura 1.3 - Classificacao de um Sistema Linear quanto ao nnmero de solucOes

0 sistema a dito homogeneo, quando o vetor dos termos independentes e nulo, ou
seja, bi = 0, para todo i=1,2,	 n. Todo sistema homogéneo e compativel, pois admite, pelo
menos, a solucao trivial, que tern como vetor solucao X, o vetor nulo.

Os sistemas compativeis podem ainda ser classificados em: determinados, quando
apresenta uma Unica solucdo e Mdeterminados, caso contrario. Ou seja, se o conjunto
solucdo e unico, o sistema e determinado ou nä° singular. Se existirem uma infinidade de
solucOes, o sistema e indeterminado.
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Uma das grandes diliculdades na resoluc5o de sistemas de equact5es é o problema da
instabilidade, ocasionado pela natureza do problema ou pelas limitacOes e erros de
aproximacOes, que estdo li gados aos algoritmos e maquinas usadas para resolver o
problema. A instabilidade pode resultar em situacOes indesejaveis. A influencia que a
propagacdo dos erros nos dados de entrada exerce sobre o resultado é descrita pela nocao
de condicao do problema ou condicionamento.

Urn sistema é dito estdvel ou bem condicionado quando se introduz pequenas
variacOes em seus dados de entrada e, corn isso, sac) produzidas pequenas variacOes em seu
resultado final. Um sistema é dito instal/el ou mal condicionado, quando se introduz
pequenas variacOes em seus dados de entrada e, por . consequencia, sdo produzidas grandes
variaceles no resultado. Para maiores detalhes ver [HOL94, HOL94a e HOL94b].

1.4 Aplicabilidade de Sistemas de Equaciies Lineares

Uma variedade de problemas de engenharia pode ser resolvido atraves de sistemas
lineares, tais como: a determinacdo de potenciais em certas redes eletricas, o calculo do
stresse numa armacdo de construcão ou de uma estrutura de ponte, o calculo do padrdo de
escoamento num sistema hidraulico corn ramos interconectados ou o calculo das estimativas
das concentracOes de reagentes sujeitos a simultdneas reaches quimicas entre outras.

Alguns exemplos de problemas que envolvem a resolucdo de sistemas de equacOes
lineares podem ser encontrados em [HOL96], que ilustram a aplicacdo de sistemas lineares
na solucão destes problemas, os quais podem ser modelados e resolvidos por essa tecnica

1.5 Descriciio dos Capitulos

Neste capitulo foram apresentados conceitos basicos que sac, abordados durante o
restante do trabalho. Primeiramente, foi apresentada a motivaca,o, os aspectos teOricos e
prâticos que originaram e possibilitaram a realizaczio deste trabalho. A se guir, foi
apresentado uma revisdo sobre matrizes, algebra matricial pontual e intervalar, sistemas de
equacOes lineares e sua aplicabilidade.

No capitulo dois säo apresentados os metodos intervalares para a resolucAo de
sistemas de equacOes lineares. Esses metodos sdo divididos em trés grupos e säo
apresentadas suas caracteristicas e seus respectivos algoritmos. Ao final do capitulo é
apresentada uma andlise destes metodos do ponto de vista de sua implementacäo e
resultados gerados.
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No capitulo trés e proposta a biblioteca aplicativa intervalar para -a resolucao de
sistemas de equagOes lineares, selint.p, desenvolvida para ambiente PC e utilizando o
compilador Pascal-XSC. E descrita a estrutura da biblioteca selint.p, bem como suas
caracteristicas, mOdulos, padrao de documentacdo e o manual de utilizacao

0 capitulo quatro e de extrema importancia para este trabalho. Neste capitulo sao
apresentados os resultados obtidos corn a utilizacao da biblioteca proposta. Foram feitas
comparacOes quanto a qualidade dos resultados obtidos entre os diferentes metodos
(resultado pontual x intervalar). Foram feitos testes comparativos entre os resultados
intervalares obtidos corn a biblioteca aplicativa intervalar selint.p corn os resultados
intervalares da biblioteca aplicativa intervalar lihselint.a que vein sendo desenvolvida no
ambiente do supercomputador Cray Y-MP (em FORTRAN 90) pelo Grupo de Matemdtica
Computacional da UFRGS. Atraves desses testes, pretende-se realizar urna andlise do
desempenho qualitativo da biblioteca aplicativa intervalar selint.p, em termos de exatidao e
confiabilidade dos resultados.

0 capitulo cinco e destinado as conclusaes do trabalho. E apresentado,
primeiramente, urn resumo do mesmo, depois sao apresentadas as conclusaes obtidas corn
este trabalho e, por fim, sao apresentadas propostas para continuidade deste trabalho

0 anexo 1 deste trabalho apresentam os algoritmos dos metodos intervalares que
foram apresentados no capitulo 2 (Metodos Intervalares), algoritmos que foram utilizados
na implementacao da biblioteca intervalar selint.p. 0 anexo 2 apresenta uma lista de sistemas
de equacOes lineares que foram resolvidos e seus resultados utilizados para realizar a analise
de desempenho quantitativo da biblioteca



2 Metodos Intervalares

2.1 Introdueiio

A matematica intervalar tern sido utilizada em diversas areas, para resolver sistemas
de equacOes lineares e nao lineares, equacOes diferenciais ordindrias e parciais, equacOes
integrais e problemas de otimizacdo, como pode ser encontrado em [HAM93, KRA96] Para
cadium- a dessas classes de problemas numericos, o emprego da matematica intervalar tem
sido acompanhada pelo desenvolvimento de novas tecnicas, as quais vac) alem da mera
substituicao dos coeficientes reais por intervalos e do use de operacOes intervalares.

extensdo ing:e7nua, por assim dizer, de metodos pontuais em metodos intervalares
tem mostrado ser ineficiente, pois ndo ha convergencia, como foi observado, por exemplo,
na extensdo ingenua do metodo de Newton para o calculo de raizes reais (como
demonstrado em [DIV94])

As tecnicas para o calculo numeric° corn verificacdo automatica do resultado
utilizam o produto escalar Otimo e a aritmetica intervalar como ferramentas essenciais, alem
da aritmetica de ponto-flutuante simples. A aritmetica intervalar permite o calculo de
extremos seguros para as solucaes de urn problema. Obtem-se alta exatidao por meio do
produto escalar Otimo. A combinacao destas, proporciona um grande avanco na andlise
numerica.

Una mera aplicacäo da aritmetica intervalar levard a extremos confiaveis.
Entretanto, estes podem ser tao grandes que eles sac) realmente intliteis Este efeito ja era
observado ha quase vinte anos atras por analistas numericos, que muitas vezes criaram
rejeicaes a essa têcnica [HOL95]

2.2 NIetodos Intervalares

Os sistemas de equacCies lineares podem envolver matrizes de coeficientes densas
ou esparsas. Observa-se, em geral, que os metodos diretos pontuais para a solucäo dos
sistemas lineares sdo mais adequados a sistemas cuja a matriz de coeficientes é densa,
enquanto que sistemas cuja matriz de coeficientes e esparsa, do tipo banda Ou tridiagonal,
sdo resolvidos mais eficientemente por metodos iterativos. Existe uma grande variedade de
metodos, cujo desempenho e melhor para determinado tipo de sistema, cuja matriz possui
determinada propriedade, como por exemplo simetrica e definida positiva. Entretanto,
devido a instabilidade (ou estabilidade) do problema, a error de arredondamentos,
principalmente resultantes do produto escalar presente nas operacOes de multiplicac5o de

25



26

vetores, de matrizes e de matrizes por vetores; e ao efeito acumulativo, resultados diferentes
da solucao exata sao produzidos.

A extensao intervalar destes metodos pontuais nao e muito simples e o calculo da
solucao por metodos intervalares pode ser dispendioso, uma vez que se esta tratando corn

/ vetores e matrizes de intervalos. Uma alternativa econOrnica e bastante utilizada e calcular
uma aproximacao pontual e, a partir desta melhord-la atraves de metodos intervalares. Nesta
ideia baseiam-se os metodos hibridos, que constituent uma das metodologias identificadas
dos metodos intervalares.

Entre os metodos intervalares levantados, foram identificadas caracteristicas que
permitiram a reunido dos metodos em tres classes ou grupos de metodos. 0 primeiro grupo
consiste de metodos baseados em operacOes algebricas matriciais intervalares, sao a versao
intervalar de metodos diretos. 0 segundo grupo e baseado em refinamentos, sao metodos
hibridos, onde uma aproximacao da solucao exata e calculada por algum metodo pontual.
Entdo a solucao e refinada atraves do use da rnatriz inversa real ou intervalar, produzindo
uma solucao intervalar contendo a solucao exata, desta forma se tem limites confiáveis de
forma nao dispendiosa. A busca de uma solucao exata pode ser feita atraves do refinarnento
do erro de uma aproximacao ou do erro da rnatriz inversa. Por fim, tem-se os metodos
intervalares baseados em iteracoes, sao versOes intervalares dos metodos iterativos pontuais,
onde o conceito de iteracdo esta baseado em inclusOes.

Atraves desta divisao em grupos, os metodos intervalares serdo caracterizados e
tambem foram elaborados seus respectivos al goritmos (algoritmos descritos no Anexo 1), os
quais sera() implernentados dando origem a biblioteca aplicativa intervalar para a resolucao
de sistemas de equacOes lineares selint.p (ver capitulo 3 Biblioteca Aplicativa Intervalar -
Modulo Sistemas).

2.2.1 Resolucäo de Sistemas de Equaciies Lineares de Ordem

Uma equacdo algebrica, para fins deste trabalho, sera considerada como urn caso
particular de sistema de equacOes, onde a ordem do sistema e um, ou seja, urn sistema corn
uma Onica equacdo e corn uma (mica varidvel. A resolucdo de equac -Oes por metodos
pontuais pode ser feita por varios tipos de metodos, entre estes se pode destacar os metodos
de quebra, os metodos iterativos e os metodos hibridos (coin() classificados por Diverio em
[DIV86])

A resolucao de equacOes por metodos de quebra, como o conhecido metodo da
Bisseccao, necessita de urn interval() inicial que contenha urn zero da quack). Este
intervalo e "quebrado" por alguma regra (como por exemplo, pela metade), de forma a
diminuir o intervalo, ate que se esteja suficientemente prOximo do zero da equacao. Por fim,
tern-se um intervalo que contem a raiz cujos extremos diferem apenas nas 6Itimas casas da
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mantissa. Observa-se que o conceito de interval() é utilizado, mas sem a utilizacao de
propriedades e operacOes intervalares.

Os metodos hibridos, corno o metodo hibrido C (definido por Cldudio, D M em
[CLA89] e, tambem descrito em [DIV90]), tambem utiliza a ideia de interval() que contem
uma raiz, o qual é refinado atraves de operacOes compostas sobre os extrernos que
envolvem retas tangentes e secantes interseccionando o eixo x. Mais uma vez e utilizado o
conceito de interval°, sem operacOes intervalares.

2.2.1.1 Metodos Algebricos

Neste item sdo apresentados metodos algebricos para a resolucâo de um sistema de
equacOes lineares de ordem I. São apresentados quatro metodos de resolucdo, de acordo
corn o tipo de equacao a ser resolvida. Para maiores detalhes, demonstracOes e exemplos ver
[KOR94].

Sejam os intervalos A = [a I,a2], B = [bl,b2], C = [c I,c2], D = [dl,d2] e X = [x 1,x2]
intervalos reais, entdo as seguintes equacOes intervalares possuem o zero contido no
intervalo solucdo respectivo:

Equacao A + X = B

Intervalo solucdo: X: = [(bi— a2),(b2 — al)]	 (2.1)

Equaclio AX + B = C

Intervalo solucdo: X := [ min(x), max(x) ], onde

{(cl — b2) (el — b2) (c2 — bl) (c2 —b1)}
x —	 (2.2)

	

a2	 al	 a2	 al

c) Equacäo AX + BX = C

Intervalo solucao: X = [ min(x), max(x) ], onde

	

cl	 	 c2 	 cl 	 c2 x 
(2.3)

	

(al +	 '(a2 + b2) '(a2 + b2) jai + bl)
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d)EquaciioAX+B=CX+I)

Intervalo solucão: X = [ min(x), max(x) ], onde

x:— 
{(d1 — b2)	 (di— b2) (d2 — 	 (d2 — b0}

(a2 —	 (al — c2) '(a2—c1)	 (al — c2)
(2.4)

2.2.1.2 Metodo de Newton Intervalar

0 metodo iterativo mais conhecido 6, sem dnvida o metodo de Newton-Raphson,
tambem conhecido como metodo da tangente. E urn metodo iterativo. Algebricamente, o
metodo parte de um valor inicial, que aplicado a uma funcdo de iteracao, gera a nova
aproximacdo. Pelo aplicar sucessivo dos valores produzidos pela funcao de iteracdo, tem-se
uma segnencia de valores que, muitas vezes, e convergente. Quando converge, o Hittite 6
uma aproximacdo de urn dos zeros da equacdo. A funcdo de iteracdo do metodo de Newton
e dada pela formula (2.5), onde se tern que o valor atual e produzido pelo valor anterior,
menos o quociente do valor da funcdo no ponto anterior pela derivada da funedo no ponto
anterior.

Xk+1	 Xk - f(Xk ) f '(Xk )	 (2.5)

Aparentemente, o metodo de Newton ndo se utiliza do conceito de intervalo. Mas,
como metodo iterativo que e, a converancia 6 determinada pela verificacdo de certas
propriedades em uma vizinhanca, a qual pode ser vista como urn intervalo. 0 metodo de
Newton 6 estendido a raizes InUltiplas e complexas e, pode tambem, ser estendido a cálculos)
intervalares.

Uma generalizacdo ingenua do metodo de Newton para o use da aritmetica
intervalar seria converter os valores reais por intervalos e as avaliacOes da funcdo e da
derivada, por extensOes intervalares da mesma. Ou seja, X" c X e para f e f ' sejam F e F'
avaliacOes intervalares corn 	 F'(X°). Seja a um zero de F(X), a 6 unica no intervalo.

Xk - F(Xk ) RXTk )	 (2.6)

Este metodo e divergente para todo intervalo inicial X" c X, corn aEX, X°�a, pois
se for verificado o tamanho do intervalo, pelo didmetro, nota-se que o intervalo cresce a
cada iteracdo, ou seja d(X 1(+1 )	 d(X'), logo a seqnencia de intervalos { X k } e divergente.

Para ilustrar esta passagem, a seguir e considerado uma das versOes do metodo de
Newton Intervalar, conhecido como metodo de Newton Intervalar Simplificado [DIV9 I ]



=
X' = [-3,-0.083375]
X 2 = [-3,-1.665261

= 1-2.17875.-1.63830]

X = -2.17875,-2.06189]
X 5 = [-2.0162,-2.00031
X' =1-2 00024,-2.00006]
X' =1-2.000112,-2.00011101
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Sejam X e X" intervalos, se f e F(X) e X° c X. a é raiz de . f determinada em X, e
se a é Onica, M é a avaliacdo intervalar F' em X" Define-se o operador Newtoniano pela
formula 2 7, onde Ni e M sdo intervalos.

Ni(X) = X - f(X)/M, onde 0 M. 	 (2.7)

0 metodo de Newton Intervalar simplificado é dado por:

Xk+1 := Ni(Xk) (mXk para k=1,2,...,n
	

(2.8)

Observa-se a propriedade que se x°EX° e Ni(x°)nX"=0, entdo ndo existe raiz real
de f em X°. Observa-se, ainda, que as variacOes na definicdo do operador Newtoniano e que
definem as versOes do metodo de Newton intervalar. Na verdade, pode-se mesmo permitir
que 0 esteja contido em F'(X°) se for usada a aritmetica intervalar estendida como é
mostrado no exemplo a seguir. Considere f(x) = —2.001 + 3x — x 3 sendo f(x) = 3(1— x') .
Pode-se usar a extensdo intervalar F'(X) = 3(1— X 2 ); Se for feito X° = [-3,3], obtem-se

P(X' ) [-24,3] e, em aritmetica intervalar estendida, obtem-se:

F(X°) -1 = [-00,-1/ 24]v[1/ 3,+00] 	 (2.9)

Assim o intervalo X° é mapeado aqui para a unido de dois intervalos ilimitados e
disjuntos. Deste ponto segue a producdo de uma (ou mais) secinencias de intervalos usando
a formula (2.8) comecando com outro dos intervalos na unido (2.9). Neste exemplo, se o
segundo intervalo for escolhido na unido (2.9), a seqUencia de intervalos gerados por (2.8)
terminard em urn nhmero finito de passos com o intervalo vazio desde que ndo exista zeros
de f(x) acima de 1/3. Inversamente, desde que um zero de f(x) esteja em Ni(X) sempre que
esta em X, pode-se dizer de uma interseccdo vazia XnN(X) que ndo haja zero em X. Se
escolhe-se o primeiro intervalo em (2.9), entdo encontra-se, usando (2.8), uma seqhencia
aninhada de intervalos.

Figura 2.1 - Seqnência aninhada de intervalos

Durante os calculos, percebe-se que N(X 4 )c X', corn 0 ,z F/(X 4 ). Segue que f(x)
tern um zero em X r para todos k nesta segnencia. Se 0 E F'(X) e Ni(X) c X corn Ni(X) =
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m(X)— f(m(X))/ F'(X), entdo f(x) tem urn zero em X. Em contraste ao comportamento da

seqtréncia encontrada acima, o metodo de Newton comum, x" = Xk 
f(x ) 

gera uma
f(x1')

seqUencia muito errOnea para o exemplo, a menos que x° seja menor que -1. Por exemplo,
corn x° = 0, o metodo de Newton gera a seqi_iéncia:

x' = 0.667
x 2
 0.84518716

x 3 = 0.92592529
x 4 = 0.965774
x- = 0.98794069
X

6
 = 1.0078932

x 7 
= 0.98291958

x 8 = 1.0013261
X

9
 = 0.87506664

= 0.94034361

Figura 2.2 - SeqUencia de intervalos gerado pelo Metodo de Newton pontual

2.2.2 Metodos Intervalares Baseados em Operaciies Algebricas

Os metodos intervalares baseados em propriedades e operacOes algebricas, tendem a
ser uma extensdo dos metodos diretos pontuais de resolucdo de sistemas. Eles säo/
estendidos a metodos intervalares pelo uso de operacOes e argumentos intervalares. Urn
exemplo 6 dado a seguir, onde o sistema de ordem dois e mal condicionado. Este exemplo
foi resolvido em [FER94] e 6 transcrito para ca, corn o objetivo de ilustrar o uso de
intervalos para gerar a solucdo do sistema.

Exemplo: Considere o seguinte sistema mal-condicionado abaixo,

{

2.000x + 3.001y = 1.000 ,,-_-.	 ,	 _;...

0.6667x +1.000y = 0.3333
(2.10)

Se os calculos forem feitos usando aritmetica intervalar arredondada corn n dirlitos
decimais, para n=4, 5, 6, 7, 8 e 9, pode-se substituir o termo x na segunda equacdo,
obtendo-se (1.000 — (0.6667 /2.000)(3.001))y = 0.3333— (0.6667 / 2.000)(1.000). Os seguintes
resultados foram obtidos para y.
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para n=4 :

para n=5 :

0.6667/2.000 E [0.3333, 0.3334]
(0.6667/2.000)(3.001) e [1.000, 1.001],
0.3333 - (0.6667/2.0000)(I.000) E [-0.0010,0],
(1.000 - (0.6667/2.000)(3.001) E [-0.0010, 0],
y E [0,+00) (sem limite em y)

0.667/2.000 e [0.33335,0.33335],
(0.6667/2.000)(3.001) E [1.0003, 1.0004],
0.3333 - (0.6667/2.000)(1.000) E [-0.00005, -0.00005],
(1.000 - (0.6667/2.000)(3.001)) E [-0.00040, -0.00030],
y E [0.12500, 0.16667];

para n=6 : y E [0.128205, 0.131579];
para n=7 : y e [0.1302083, 0.1305484];
para n=8 : y c [0.13041210, 0.13044613];
para n=9 : y E [0.13042911 I, 0.130429112].

0 repentino aumento na exatiddo que ocorre entre os n=8 e n=9 é explicado pelo
fato que, para n>8 o erro de arredondarnento restante é gerado na divisdo final por y. Neste
exemplo, o tamanho do intervalo calculado diminui na ordem de 10 - ', a medida que n cresce
para. n>5.

2.2.2.1 Metodos de Hansen

0 metodo de Hansen descrito em [ALE83, HAN65, HAN67, HAN69] se utiliza de
propriedades dos intervalos para calcular a solucão. Ele estuda o comportamento de
inequacOes em cada quadrante para produzir a solucao composta, que pode sofrer o eferto

envolvente, ou seja, obter o menor intervalo retangular que contenha a solucdo,

Considere o sistema de equacOes AX = B onde B (b i ) é urn vetor real de ordem n

e A = (a o ) é uma matriz real ndo singular de ordem n . 0 vetor solucdo X e o vetor A '/3.

Suponha, contudo, que A e B sdo sujeitos a erros. Suponha que se sabe somente que
e A ij = [a1 6 ,a2 6 ] e b i E B i = [bl i ,b2 1 ]	 para i„j=1,...,n. Denote A' = (A id e	 = (13 ; ),

deseja-se saber o conjunto de solucOes X = {X: AX = B,A E A I ,B E B' } para a equacao
A I X= B'

Hansen e Smith' discutiram metodos para computar um vetor X' contendo X. Um
vetor X' = [xl ,x2 ] define uma regido em um espaco n-dimensional limitado pelos pianos

1 cm IHAN65, HAN671
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X ; = xl ; e	 = x2 ; (i = 1, ,n)	 Em geral, o conjunto X nao e uma regi5o limitada pelos

pianos paralelos aos eixos coordenados e entdo o menor vetor intervalar X I ndo e igual a
X. (Pelo menor vetor intervalar, entende-se o vetor na qual os elementos sao todos os
menores possiveis).

Contudo o menor X'	 e importante. Sera mostrado como obter ambos os limites
(superiores e inferiores) do menor X' D X. Assume-se que pelo menos um elernento de
A' ou B' 6 urn intervalo de tamanho diferente de O.

Agora considera-se o conjunto X. Pode-se reescrever 	 = B' por

L AU 
X J = B (i = 1,...,n)
	

(2.11)
i=1

Suponha que alguns pontos fixos x G X localizam-se no quadrante positivo. Para
este X, (2 11) pode ser escrito como

La1 ki X i ,La2 6 X j = B	 (i = . ,n)
	

(2.12)
i=1

Existe A E A' e B E	 tal que AX=B, para este x fixo, contanto que os intervalos
esquerda e a direita de (2.12) cruzem-se para cada i=1,...,n. Isto 6, x E X (se x i 0 para

j=1,...,n) sob condicdo que:

Laloi b2 ; ,La2 ;i x i bl i (i = 1,...,n).
J=1

Seja x	 0 para algum valor de j, entdo	 [a2ii x i , a l xi].

(2 13)

De acordo corn o conjunto de equacOes lineares do sistema envolvido no calculo,
obtem-se a solucäo para cada quadrante e, corn isso, constrOi-se, atraves da reuni5o das
areas delirnitadas em cada quadrante, uma figura geometrica que representa a solucao
intervalar do sistema. 0 vetor intervalar X' sera limitado pelos pontos de maxim e minimo
da regido resultante. A seguir sera apresentado um exemplo.

Considere as equacOes

{

[2,3]x +[0,1]y = [0,120]

[ 1,2]x + [2,3]y = [60,240]
(2.14)
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Mesmo no caso de duas dimensOes, o conjunto X' lido é particularmente facil de se
representar. Obviamente, em dimensaes maiores, X' é dificil de representar em 	 Pode-
se, contudo, facilmente representar o menor paralelepipedo contendo X' tend() 	 lados
paralelos aos eixos coordenados. No exemplo acima, este paralelepipedo é limitado pelos
pianos x = —120,x = 90,y = —60,y = 240. Pode-se entao represents-lo por

Solucao pelo metodo de Hansen:

Representacdo Grafica:

r[_120,9011
[-60,240]]

Figura 2.3 - Conjunto soluc5o X' - area total

0 Metodo de Hansen para o caso geral é apresentado a seguir (metodo descrito em
[HAN69]). Tendo um sistema de equacaes lineares AX = B, onde A E A', B e B', calcula-
se o X' (vetor que contem o vetor solucao X). Atraves deste calculo formam-se dois
sistemas de equacOes lineares, os quais sera° utilizados para achar o vetor X' final. Estes
sistemas sdo formados da seguinte maneira:

Dado A,; = [al ii ,a2d forma-se as matrizes p' e y	 Os elementos destas duas

matrizes sac) determinadas de acordo com (2.15) e (2.16)

( al;; se fix`
	

0 VA E A l ,b e 131

P i; -= a2 6 	x`<_00 VA E AI,b
ai;

A 6 outra condic "a"D

(2 15)
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Qi;

c x,
a2,, se 	  _� 0 VA e	 B'

O a ;^

a se 	 � 0 VA E A', b e BF
ai.;

outra condic

(2.16)     

Dado que 13; = [bl i ,b2j forma-se os vetores 	 e D' . Os elementos destes dois

vetores sac) determinados de acordo corn (2.17) e (2.18).

x,
ebl. s	 0 VA e	 e

bi

	

C i = b2 i . se 	
x,	

0 VA E A', b B'
bi

13; outra condic

	

1b2 ii se 	
x,	

0 VA e	 e 131
Obi

	

D i = bl ii se 
e x,	

0 VA E A i ,b 131
Obi

13; outra condic .53

(2 17)

(2.18)

Dado que 1 = matriz identidade e W = 	 utiliza-se os elementos destas duas
matrizes para substituir os elementos que utilizam derivadas parciais. Corn isto tem-se

O x r	 cox,
– — Ayr; x j	– Wri
a;;bi

(2.19)

Obtidos estes dois conjuntos de sistema de equacOes lineares, resolve-se o conjunto
de equacOes definido em (2.20), utilizando os metodos apresentados abaixo ou outro da
preferéncia do usuário

131 \71 = c'
=
	 (2.20)

Com a resolucao destes dois sistems pode-se determinar o X r, que e formado da
seguinte maneira:
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X 1 = I Ilimile inferior do interval° da solucio de Y 1 1, Ilimite superior do interval° da soltic5o de Z111(2.21)

Existent varias versocs de metodos que silo utilizadas para calcular o vetor intervalar
da soltrcao. Estes metodos foram apresentados po p I !miser], cm Il IA N671, c silo descritos a
seguir. Deve-se salient ar que estcs metodos poderAo ser utilizados scparadamentc para
obter-se a soluciio de um sistema de equaOes lineares ou poderiio ser utilizados wino parte
do Metodo de Hansen para o caso geral (metodo descrito acima).

Metodo Hansenl: este metodo realiza os passos de uma rotina de resolucao de .•
equacOes lineares usando a aritmetica intervalar. Neste metodo é usada a fatorizacdo
triangular (descrita em [HAN65]), embora qualquer "born" metodo seja suficiente. De
acordo corn Hansen esses metodos tornam-se inadequados quando usados diretamente.
Este metodo e usado como parte de outros metodos, mas sornente depois que o
problema tenha sido modificado de tal maneira que as dificuldades inerentes forem
minimizadas.

Metodo Hansen2: Dadas as matrizes intervalares A' e B', calcula-se a matriz centro de
A' (Ac) e a matriz centro de B' (Bc). Resolve-se AcX = Bc usando aritmetica corn
arredondamento e obtem-se uma solucdo aproximada Y. Usando aritmetica intervalar,
calcula-se B' - A'Y e resolve-se	 = B' - A'Y, obtendo Z'. A solucdo da equacdo
original esta contida em X', X' = Z' + Y

Metodo Hansen3: Dadas as matrizes intervalares 	 e B', calcula-se a matriz inversa
pontual de Ac (matriz centro de V). Em seguida a matriz inversa intervalar de	 Por
fim, resolve-se X1=(A 1 ) - 1 B 1 , e corn isso X' contern a solucao do sistema

Metodo llansen4: Dadas as matrizes intervalares 	 e B', calcula-se a matriz centro de
A' (Ac) e a matriz inversa pontual de Ac. Usando a aritmetica intervalar encontra-se
(Ac)-'.A' e (Ac)-'.131. Finalmente resolve-se (Ac)-1.A1X1=(Ac)-' B i , obtendo corn isso a
solucäo do sistema.

Metodo Hansen5: Este metodo combina o metodo Hansen2 e Hansen4. Encontra-se
Y e (Ac)-'. Usando a aritmetica intervalar, (Ac)-'.A' e (Ac)-'(B' - A'Y). Resolve-se
(Ac)- 1 .A 1Z 1 =(Ac)- 1 (B 1 - A'Y), obtendo Z'. Ent -do X l = Y + Z'.

2.2.2.2 Metodo de Elintinaeilo de Gauss

A estrutura do metodo de Eliminacao de Gauss Pontual, onde a matriz A
concatenada corn o vetor dos termos independentes, para ser triangularizada, atraves de
operacOes elementares é, em linhas gerais, mantida na passagem para a sua versa() intervalar.
As mudancas que ocorreram no algoritmo de implementacdo pontual para o intervalar
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deram-se apenas no aspecto que correspondia as matrizes/vetores que sao utilizados,
passando de matrizes/vetores reais para matrizes/vetores reais intervalares.

Sendo A' uma matriz intervalar e B' um vetor intervalar, assume-se que existe a
inversa A- 1 para todo A E A'. Deseja-se encontrar o conjunto {X1AX=B, AEA' e 13E131}.
Este vetor intervalar solucao pode ser determinado pelo algoritmo de Gauss para sistemas
de equacOes lineares corn coeficientes intervalares. A estrutura do metodo de eliminacdo de
Gauss e mantida, ou seja, a matriz	 concatenada ao vetor dos terms independentes B'
produzindo uma matriz de ordem n x n+1, como em (2.22)

Ai	 Ain	 B1

A nt	 • •	 Ann	 Bn

(2.22)

Aplicando as formulas descritas em (2.23) sobre a matriz descrita em (2.22),
assumindo que 0 A li , resulta na nova matriz de coeficientes descrita em (2.24).

A;; = A„,

B: = /3,

A:, = A,,— Au(A.I 2 � i,j (2.23)

B	 B,— Bi(AV

A,i = 0,

A' ll	 A'I2	 '•• A t m B'

2<i<n,

2<i<17

0	 A'22	 ••• A'2„ B2
(2.24)

0	 A' n2 A' „„ „

Entdo mostra-se que {X AX=B, AEA' e 13E13'} c {Y I A'Y=B', A' EA'' e B' E131';
vdlido. Assume-se AEA' e BEB 1 e que AX=B. A matriz A r=(Ald e o vetor B r=(B',), sào
calculados a partir de (2.25). De forma que os sistemas sejam semelhantes, ou seja, os
sistemas A'Y=B' e AX=B tern a mesma solucäo.

=

13 .1	 B1,
= A t, —

= Bi— Bi(Aill Aii),

AI= 0,

1

2 i,/ n,

2 < <

2 < i < n

(2.25)



37

Se este passo é aplicado 11-1 vexes, entao a matriz concatenada de ordem nxn-1-1

descrita em (2.22) é transformada em uma matriz intervalar triangular 'superior, como
ilustrado em (2.26), cujo sistema linear e semelhante ao inicial e, para qual é valida a relacao

de inclusao: IXIAX I3,A E_ A I , b	 {XIAX	 F3'}

	

A11 Au	 • • Am, B1

	

A22	
(2.26)

A„„

Usando as fbrmulas (2.27), que correspondent a retrossubstituicao, obtem-se o
vetor intervalar	 = (X i ) satisfazendo X I AX = B, AEA', beB l l c XI.

= Bi 1- / Alx, Au,  1 �. 1 � ii- I, x„ = i?„/A„„,
,	 j=i+I	 i

(2.27)

Se Al-=(Ati) é uma matriz intervalar nao singular, entao o algoritmo de Gauss é vidvel
para cada vetor intervalar B'. Podera entao ser necessario trocar colunas durante o processo
de eliminacao. Isto é equivalente a tnultiplicacdo da matriz A corn uma permutacao da
matriz no lado esquerdo do processo de eliminacao. As formulas do algoritmo de
Eliminacdo de Gauss intervalar, para serem aplicadas, exigem que o zero nao pertenca aos
elementos intervalares da diagonal principal, ou seja 00A„, para todo 1, variando	 i n-1,
em todos os n-i passos da triangularizacao. Se para algum elemento intervalar da diagonal
principal (A, 1), o zero estiver contido ( O E A„) entao, analogamente ao metodo pontual,
trocas de linhas ou colunas serao necessarios, para retirar da diagonal principal o elemento
intervalar que contem o zero. Isto é sempre possivel se for assumido inicialmente que A-'
exista para todo AEA'. Se nao for possivel realizar este passo é porque todos os membros
da coluna contem zero e, entao isto implicard que a matriz original A l contem Lima matriz
singular A, ou seja nao tern inversa, o que contradiz a suposicao inicial.

No Metodo de Gauss Intervalar a troca de linhas do sistema de equacOes lineares
intervalar possui uma grande imporfância, pois ha uma modificacao no intervalo solucao,
embora esta solucao sempre contenha todas as solucOes reais dos sistemas reais envolvidos
no sistema intervalar. 0 ideal neste caso seria ter urn pivO na diagonal principal da matriz
intervalar A. Este piv6 poderia ser determinado como o maior dos pontos medios de cada
coeficiente intervalar, calculados em cada coluna da matriz A.

A seguir sera apresentado um exemplo na qual a troca de linhas produziu um melhor
resultado (exemplo este retirado de [KOR94], pagina l 14).
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4	 [I,3]y [19,27]
Sistema original:

{

[10,15]x

[2,7]x	 +	 [I 2,14]y [15,16]

Vetor Intervalar X':
[ —11.087,19.4062])

[-0.394,7.144]

[2,7]x	 +	 [12,14]y	 = [15,16]
Sistema com troca de linhas:

[10,15]x	 PAY [19,27]

Vetor Intervalar X':

2.2.2.3 CAlculo da Matriz Inversa

r)(	r [-2 026,52427]

\Y)	 4-0.3939,1.36090])

Este calculo foi apresentado por Hansen em [HAN65]. 0 calculo da matriz inversa
realizado da seguinte maneira:

A' 6 a matriz intervalar a ser invertida;
Calcula-se a matriz pontual centro de A (Ac);
Utilizando a matriz centro de A', calcula-se a sua aproximacdo da inversa pontual

(A-1);
Utilizando a matriz A' e a aproximacdo da inversa da matriz centro de A l , calcula-

se a matriz inversa intervalar de A'. Este calculo 6 realizado em 4 passos:

Passo I) Calcula-se o erro existente entre a multiplicacäo da matriz A l pela
aproximacao da inversa da matriz centro de A' menos a matriz identidade. Este
calculo 6 realizado da seguinte maneira: E' = I - A l *B, onde	 6 a matriz
identidade e B 6 a aproximacdo da inversa da matriz centro de Al;

Passo 2) Em seguida sac) realizadas operacOes que destinam-se ao calculo da
matriz P I , matriz esta que sera utilizada para inflacionar a matriz inversa
intervalar de A'. Deve-se salientar que os valores de P I sao obtidos atrav6s da
matriz erro E' e seus valores sdo menores que o menor valor encontrado na
matriz E';

Passo 3) Ap6s o passo 2 a matriz S I 6 calculada, matriz esta que 6 obtida pela
seguinte multiplicacao: S' = 1+EI*(1+EI*(I+EI)). Esta matriz sera utilizada no
passo seguinte para o calculo da matriz inversa intervalar;
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•	 Passo 4) Ao finale calculada a matriz inversa intervalar de A l atraves da
multiplicacdo da aproximacdo da inversa do centro de A' pela matriz S'
calculada no passo anterior;

2.2.3 Metodos Intervalares Baseados em Refinamento

Antes de descrever os metodos intervalares deste grupo, sera caracterizado 0
conceito de refinamento. 0 refinamento e uma tecnica que possibilita que se tenha uma
medida de exatiddo da resposta e uma medida para se avaliar o sistema quanto ao seu
condicionamento. A medida de exatiddo da resposta é obtida comparando duas
aproximacOes sucessivas; *id a analise do condicionamento é feita atraves da evolucdo da
medida de exatiddo das aproximacOes sucessivas. Se elas nao crescerem, pode ser por causa
do mal condicionamento da matriz

A tecnica dos refinarnentos compreende dois passos: obtencao de uma primeira
aproximacdo X' da solucdo exata X e refinamento sucessivo da aproximacao da solucdo Xk.

gerando nova aproximacdo X k ' ', ate que se obtenha X como limite da seqUencia (X k ), sob
certas condicOes de convergencia. A gerando das aproximacOes é baseada no calculo do
valor do erro contido na solucdo aproximada. Este erro pode ser somado a aproxitnacao
gerando nova aproximacao, ou entdo, ser refinado, uma vez que no calculo deste tambem
existem erros de arredondamentos embutidos. Isto se constitui um processo iterativo de
refino da solucdo, onde cada iteracdo e chamada de refinamento, gerando uma nova
aproximacdo, a qual podera convergir ou nao para a solucdo exata. Isto e determinado pela
comparacao de aproximacOes sucessivas, como por exemplo pelo nitmeros de algarismos
significativos corretos.

0 erro ao inves de ser somado pode ser refinado, rnelhorando sua qualidade. Aplica-
se o refinamento para determinar o valor exato do erro na solucao. Isto é muito utilizado
nos metodos intervalares. Na verdade, a tecnica de refinamento é uma das bases para o
desenvolvimento de metodos intervalares. Neste tipo de metodos intervalares a solucdo
inicial X' e determinada por algum metodo eficiente pontual. A solucao é entdo
transformada em um intervalo inflacionado, para entdo ser refinado.

2.2.3.1 Mêtodo para Sistemas em Geral

Seja AX = B urn sistema real de equacOes com A e Rnxn e B X E Rn Encontrar a
solucao do sistema AX = B e equivalente a encontrar urn zero de f(X) = AX - B. Portanto,
o metodo de Newton da o seguinte esquema de iteracdo de ponto fixo

Xk+1 = Xk - A-1 (AXk - B), k=0, I,. (2.28)
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Aqui, X° e algum valor inicial arbitrdrio Ern geral, a inversa de A ndo e conhecida.
Assim em vez de (2.28), usa-se a iteraedo Newton- like

•

X01= Xk 
- R(AXk - B),	 k = 0,1,...,	 (2.29)

onde R A-I e uma aproximaedo da inversa de A.

Deixe-nos agora substituir as iterae -des reais Xk por vetores intervalares X k E IRT1 Se Id
existe um indice k corn X" c X k , entdo, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer
([TAR94]), a formula 2.29 tern pelo menos urn ponto fixo X EX k Suponhamos que R seja
regular. Entdo este ponto fixo e tambem solucao de AX = B. Portanto, se nos
considerarmos o didmetro de X", nos obtemos d(X k ) = d(Xk ) + d(R(AXk - B)) > d(Xk).
Assim, em geral a relacdo de subconjunto ndo sera satisfeita. Por esta raid°, modifica-se o
segundo membro de (2.29) para

X/(41 = RB + (I - RA) Xk, k=0,1,	 ,	 (2.30)

onde I denota a matriz identidade n x n. Rump em [RUM80] provou para a formula (2.30)

que se la existe urn indice k corn Xk41	 Xk , entdo as matrizes R e A sdo regulares, e existe
uma solucao unica X do sistema AX = B corn X E X". E mais ainda, este resultado

vdlido para qualquer matriz R. Note que o operador	 denota a inclusdo no interior do
intervalo.

E bem conhecido o principio numeric° no qual uma soluedo aproximada X de
AX' = B pode ser melhorada resolvendo o sistema AY = D, onde D = B-A X e o
residuo de AX. Como Y' = A - '(B - AX) =	 X, a soluedo exata de AX' = B e dada por
X' = +

N)

yk+1 R(B - AX) + (I - RA)Yk , k = 0,1,...	 (2.31)

De acordo corn os resultados mencionados acima, a equacdo residual AY = D tem
uma unica solucdo Y E Y k "	 caso consiga-se encontrar corn sucesso urn indice k

satisfazendo Yk "	 Yk para o esquema de iteracao intervalar correspondente. Mais ainda,
desde que Y' = X I - X E Yk+1 , nos entao temos uma inclusdo verificada da unica solucdo
de AX' = B dada por X + Yk+I.

Estes resultados continuam vdlidos caso substitua-se as expressOes exatas para Z e C
em (2.31) por extens -Oes intervalares. Portanto, para evitar efeitos de sobrestimacao, e muito
bem recomendado avaliar B - AX e I - RA sem qualquer arredondamento intermediArio
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2.2.3.2 Metodo para Sistemas corn Matrizes Densas

0 objetivo dos metodos baseados em refinamento para sistemas corn matrizes densas
é que os mesmos propiciem a elaboracâo de algoritmos que verifiquem a existéncia de uma
solucdo e calculem uma inclusdo para a solucao do sistema AX = B. sendo A uma matriz
nx n.

Comecando corn o problema da resolucdo de urn sistema de equacOes lineares
AX = B, assume-se primeiro que tern-se uma aproximacao da solucâo 	 X e uma
aproximacão da inversa R de uma matriz quadrada A. Melhor que calcular uma inclusâo da
solucdo diretamente, pode-se incluir o erro da aproximacdo da solucdo, o que significara
uma exatiddo maior. 0 erro Y = X - X da solucao verdadeira x satisfaz a equacdo

AY = B - AX	 (2.32)

que poderd ser multiplicada por R e reescrita na forma

Y = R(B - A5Z) + (I - RA)Y
	

(2.33)

ou corn f(Y):= R(B - AX) + (1 - RA)Y

Y= f(Y)
	

(2.34)

Esta é uma equacao na forma de ponto-fixo para o erro Y. Se R é aproximac-do
suficientemente boa de A- I entdo uma iteracao baseada em (2.34) pode ser convergente
desde que I - RA tenha urn raio espectral pequeno.

Corn isso, de (2.34) tem-se a seguinte iteracdo, onde se usa a aritmetica intervalar e
intervalos Y k para Y:

Yk " = R 0 (B - A5() + 0 (I - RA)Yk	(2.35)

ou

Yk41 = F(Yk)	 , (2.36)

onde F é uma extensdo intervalar de f.

Aqui 0 significa que as operacOes realizadas devem ser executadas de forma exata e
o resultado é arredondado por uma inclusào intervalar (vetor ou matriz). Visto que o calculo
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do defeito B' - AX e da iteracao matricial I - RA poderd causar seria perda de exatidao,
essas operacOes deverao ser calculadas usando o produto escalar Otimo. Corn
Z = R 0 (B - AX) e C = 0 (I - RA) agora (2.35) pode ser escrito como:

Yk+1 = Z + CY k	(2.37)

Para a existéncia da solucao de (2.32) e de AX 1 = B, usa-se o teorema de ponto-fixo
de Brouwer ([TAR94]), o qual implica que um indice de iteracdo k+l tern uma propriedade
de inclusao da forma

Yk+I = F(Yk) c Yk
	 (2.38)

onde	 significa o interior de Yk . Se este teste de inclusao (2.38) for valid°, entao a funcao

de iteracao f mapeia Yk dentro dele mesmo e do teorema de Ponto-fixo de Brouwer tern-se
que f tern urn ponto fixo Y* o qual estd contido em Y k e tambem em Y k ' I . se Y k e mapeado
em seu interior. tern-se, na verdade, que este ponto fixo tambem e unico, isto e, (2.32) tens
uma Unica solucao Y* e AX = B tambem tem uma unica solucao X* = X + Y. Nao sera
descrito neste item mas, o programa implementado tambem realiza os seguintes aculos: o
edlculo de uma inclusdo para a solucao do sistema AX = B no caso sobre-determinado, isto
6, para uma matriz A de ordem m x n, onde m > n; o cdlculo de uma inclusdo para a solucao
do sistema AX = B no caso sub-determinado, isto 6, para uma matriz A de ordem m x n,
onde m < n; o awl° de uma inclusao para a inversa A- 1 de A; o cdlculo de uma inclusao da
pseudo inversa A + de A no caso sobre-determinado, isto 6, para uma matriz A de ordem m x
n, onde m > n; o cdlculo de uma inclusao da pseudo inversa A' de A no caso sub-
determinado, isto e, para uma matriz A, de ordem m x n, onde m < n.

2.2.3.3 Metodo para Sistemas corn Matrizes Bandas

A mesma abordagem pode ser utilizada para sistemas esparsos, onde, por exemplo, a
matriz dos coeficientes 6 do tipo banda (ou tridiagonal). Entretanto, como a inversa de uma
matriz banda e, em geral, uma matriz densa, o algoritmo proposto para sistemas densos
consumiria muito tempo, tornando-se ineficiente. Para sistemas corn matrizes bandas pode-
se aplicar a decomposicao LU sem pivotamento para a matriz A (ver item 2.2.3.4) e gerar
uma iteracao intervalar similar a (2.35). Aqui nao e necessdrio o cdlculo da aproximacao da
matriz inversa R de A e a iteracao poderd ser realizada pela resolucao de dois sistemas corn
matrizes triangulares bandas (L e U).

A definicao matemdtica para grandes sistemas lineares corn matrizes bandas e
exatamente a mesma que foi abordada para sistemas corn matrizes densas.

Utilizando a decomposicao LU de A tem-se uma iteracao andloga a (2.35), que
dada por
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Y" = (LU)-' (B - A X ) + (I - (LU)-'A)Y k	 (2.39)

ou, multiplicando Corn LU e realizando a extensdo intervalar

LU.Yk ' l = 0 (B - A5() + 0 (LU - A)Y k	(2.40)

Com isso, tern-se que resolver dois sistemas triangulares, corn matrizes bandas, L e
U, para calcular Y", isto e, para realizar um passo da iteracdo (2.40). Em cada iteracao é
calculada primeiramente uma inclusdo para a solucao de

LZ" = 0 (B - A5<) + 0 (LU - A)Yk

e entdo de Yk+1

UYk' l = Zkfl

Aqui tambem o teste de inclusdo e dado por

yk41 = F(Yk) c

e é verificado da mesma maneira como no caso de sisteinas corn matrizes densas.

(2.41)

(2.42)

(2.43)

2.2.3.4 CAlculo da Matriz Inversa

0 calculo de uma boa aproximacdo da matriz inversa de A, juntamente corn a
aproximacdo da solucdo X é de extrema importincia para a rapida convergacia da iteracdo
do metodo para o calculo da solucäo do sistema AX = B.

Para iniciar, sera calculada urna aproximacdo da inversa R 	 A- 1 . Assurnindo que
tern-se uma aproximacao da inversa R, mesmo quando A é mal condicionada, a matriz RA é
geralmente melhor condicionada do que A. Agora a simples relacdo

A-' = (RAPR	 (2.44)

sugere o calculo de outra aproximacão da inversa S de RA e tern-se corn isso que o produto
S e R é uma melhor aproximacäo de Al Corn isso pode-se calcular uma aproximacäo da
inversa RI + R2 de tamanho duplo pelos seguintes passos:

Calcule uma aproximacdo da inversa R de A corn Gauss-Jordan;
Calcule RA;
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Calcule uma aproximacdo da inversa S de RA corn Gauss-Jordan;
Calcule SR num acumulador longo e armazene essa soma em duas matrizes de

ponto-flutuante R I e R2.

Agora tern-se uma aproximacdo da inversa R = R I + R2 de tamanho duplo e entdo
pode-se executar o algoritmo descrito a seguir, utilizando o produto escalar Otimo para o
cdlculo do R. Essa estratetzia pode ser resumida em dois passos:

Parte I - Calcule uma aproximacdo da inversa R de A de tamanho simples e
execute o algoritmo de inclusdo. Se falhar va para Parte II;

Parte II - utilize a aproximacdo da inversa apresentada por Rump ([RUM80]) e
execute o algoritmo de inclusdo corn a aproxifnacdo da inversa de A de tamanho
duplo R = R1 + R2.

No caso de sistemas esparsos, onde, por exemplo, a matriz dos coeficientes e do tipo
banda (ou tridiagonal) uma outra abordagem para o calculo da aproximacdo da matriz
inversa R da matriz A e a utilizando da tecnica de decomposicdo. DecompOe-se a matriz A
em duas matrizes triangulares, uma inferior (L) e outra superior (U), ou seja, A=LU c MR.
Tern-se entAo que a inversa R e igual a:

R = (LU)-' = U-' . L-' A-1
	

(2.45)

onde -

LU A
	

(2.46)

uma aproximacdo da decomposicdo LU de A sem pivotamento. Mesmo sem o use de
pivotamento, L e U sdo matrizes bandas e sdo triangular inferior e superior,
respectivamente.

2.2.4 NIetodos Intervalares Baseados em Iteraciio

Os metodos intervalares iterativos sdo a extensdo dos metodos pontuais iterativos.
Para a aplicacdo dos metodos iterativos e necessdrio que o sistema de equacOes a ser
resolvido esteja na forma X 1 =	 + B' onde A' e a matriz intervalar de ordem nxn que
contem os coeficientes intervalares e B 1 e o vetor intervalar de ordem n 6ue contem os
termos intervalares independentes (X' e o vetor intervalar a ser encontrado)



2.2.4.1 Metodo de Jacobi Intervalar

metodo de Jacobi Intervalar é urn metodo analog° ao metodo correspondente para
sistemas de equacOes pontuais. A iteracAo deste metodo é determinada conforme (2.47).

AXk + B, k > 0,	 (2.47)

converge para urn Onico ponto fixo X l * da equacdo X' =	 + B', para todo X" se
P(I A1 I) < I.

Sendo A' uma matriz intervalar para a qual n(IA'I) < 1, entdo para o ponto fixo X* da
equacdo X'* = A I X 1 * + B, a relacao ;Y'= (I'- 	 I A' E	 B' e B') C X '	 E X I* }

verdadeira.

	

Se A' = (Aij)E Mnx"(I(R)), e se a 	 desigualdade i(Ajj) _� 0 se verifica para
Ajj = [i(Aij), s(Aij)], entdo X* e Otimo no seguinte sentido: Nä° ha nenhum vetor intervalar
X' E	 Vn(I(R)) que satisfaz X	 e	 X*, X	 X*, e para a qua!
tY' = (I' - A')-1 .B'l A' E A, B' E	 c (X' I X' E X') é verdadeira.

2.2.4.2 Metodo de Gauss-Seidel intervalar

metodo andlogo ao metodo de Gauss-Seidel pontual é obtido decompondo a
matriz intervalar em	 = V + D' + U', onde 	 é a matriz triangular estritamente inferior, e
U uma matriz triangular estritamente superior e D' é a matriz da diagonal de A l 0 metodo
de Gauss-Seidel Intervalar é entao definido pela iteracao

= LXk+I + (D + U)X k + B,	 k	 0	 (2.48)

45

A convergencia do metodo de Gauss-Seidel Intervalar é considerada a seguir.

A iteracdo acima corn urn vetor inicial arbitrario X° converge para urn Unico ponto
fixo X* se, e somente se

- 1 1-`1) -1 (1 1D 'I	 IUD) < 1	 (2.49)

2.2.4.4 Metodo de Relaxaciio Intervalar

Existem muitos outros metodos para resolucao de sistemas lineares pontuais de
equacOes da forma X l=	 + B'. A maioria destes metodos podem ser facilmente
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transformados para metodos iterativos usando-se vetores intervalares. Como exemplo e
considerado o metodo de Relaxa45o Intervalar para o caso de passos simples-.

A matriz	 decomposta em A' =	 +	 + U l como no metodo de Gauss-Seidel
Intervalar onde	 e uma matriz triangular estritamente inferior, U' e uma matriz triangular
estritamente superior e D' uma matriz diagonal. Com isso a iteracdo do metodo e dada por
(2.50).

=	 + B,,
i=i

(2.50)
k.i =(I—w)Xk+ V+1 , I i n,	 k	 0

iniciando com um vetor intervalar arbitrario X°. Usando a notacdo de vetor isto pode ser
escrito

X1-1 = (1-0)X'	 VI+(D+ UPC +B}, k 0, \ (2.51)

onde >0 e um pardmetro utilizado para se obter aceleracao em relacdo ao tnetodo de
Gauss-Seidel. Como nos casos do metodo de Jacobi Intervalar e o metodo de Gauss-Seidel
Intervalar deve ser mostrado que

P(( 1 -6)1 L1 1) -1 (1 1 -0)1 I+0)(1 1Y 1 + 1 1-P 1))) < 1	 (2.52)

uma condicdo necessdria e suficiente para a convergéncia do metodo para um Unico ponto
fixo para urn vetor inicial arbitrario. Se r(IAil) < I, entdo a condicao acima e satisfeita para
todos co, para os quais 0 < e < 2/( 1+KA L I)) (ver [ALE83])

Se o metodo de Jacobi Intervalar 	 converge e se (0 satisfaz a condicdo da
desigualdade acima, entdo o metodo de relaxacao tambem converge para urn ponto fixo X*
satisfazendo a equacdo X* = (1-(0)X* + w(AX* + B).

2.2.4.5 Metodo de Relaxaciio Simetrico Intervalar

As afirmacOes do metodo de relaxacdo intervalar säo validas para o metodo de
relaxacdo simetrico intervalar, o qual sua formulacäo e dado por (2.53).

V+ " = (1— cD)	 +0{LX1-1'+UX' +B},

(2.53)
x1,1	 co —1,1/2

) X	 + { L X"" + U	 + B} , k 0
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CondicOes necessarias e suficientes para a convergéncia deste metodo para um vetor
intervalar inicial arbitrdrio para um unico ponto fixo sdo dadas pela condicao-

10((I1-0U1 )- 1 (1 1 -(0 1 F	 €0 1 1- 1 1)( r-0 1-9-1 ( 11-coil' + coP 1 1)) < 1	 (2.54)

Se, alem disso, p(IAP I) < I, entdo este é o caso se 0 < (1.) < 2/(1 + (IA 1 1)). A prova
pode ser realizada da mesma maneira como para o metodo de relaxacâo.

2.3 Conclusiies

Neste capitulo foi apresentada uma descricdo de al guns metodos intervalares
encontrados na bibliografia pesquisada. Estes metodos foram agrupados em trés
metodologias de desenvolvimento e classificados como metodos diretos, iterativos e
baseados em refinamento.

Os metodos intervalares diretos descritos foram os metodos de Hansen e o metodo
de Eliminacdo de Gauss Intervalar corn e sem pivotamento. Os metodos de Hansen,
basicamente, possuem a mesma caracteristica, ou seja, para a resolucdo do sistema AX = B.
Esses metodos calculam a matriz inversa de A e a multiplicam pelo vetor B, obtendo com
isso a solucao do sistema. 0 Metodo de Eliminacdo de Gauss Intervalar mantem, de uma
maneira geral, as mesmas caracteristicas de sua versdo pontual. Deve-se destacar que esse
metodo nao consegue resolver urn sistema de equacOes lineares que contiver o zero
pertencente ao intervalo localizado na diagonal principal da matriz A. Notou-se que, ern
alguns casos, o metodo de Eliminacdo Gauss Intervalar corn pivotamento resolve urn
sistema de equagOes lineares onde o metodo sem pivotamento nao obteve sucesso.

Os metodos intervalares baseados em refinamento sdo metodos que, primeiramente,
obtem uma aproximacdo pontual da solucdo do sistema e, posteriormente, atraves do
refinamento dessa solucao, obtëm a solucao intervalar do sistema. Nesse grupo de metodos
foram descritos tres metodos: urn metodo para a resolucao de sistemas em geral; outro para
a resolucdo de sistemas densos e um para a resolucdo de sistemas corn matrizes bandas.

Corn relacdo aos metodos iterativos, encontrou-se algumas dificuldades quanto a
escolha da aproximacäo inicial da solucdo do sisterna e quanto a convergéncia dos metodos
implementados. Estas dificuldades deverdo ser estudadas corn maiores detalhes, em
trabalhos futuros, a firn de poder eliminar ou amenizar esses problemas e corn isso possa-se
melhorar os resultados obtidos pelos metodos intervalares iterativos.

Como o objetivo deste trabalho e o estudo de alguns metodos intervalares e sua
respectiva implementacdo, o metodo de Hansen para o caso geral, o metodo de Relaxacäo e
de Relaxacao Sirnetrico foram apenas descritos e sua implementacao sera realizada em uma
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pi-6)(1m etapa deste trabalho. Devido a estrutura modular da biblioteca sehill.p, futuras
implementacOes sdo facilitadas, devido ao fato de clue basta incluir esses novos metodos
implementados no seu respectivo modulo de seu grupo de metodos.

Detallies a respeito dos resultados obtidos pelos metodos intervalares implementados
na biblioteca se/ini.p e a comparacao desses resultados corn outras bibliotecas sdo
apresentados no capitulo 4.
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3 I3iblioteca Aplicativa Intervalar - MOdulo Sistemas

Neste capitulo e proposta a biblioteca aplicativa intervalar para a resolucdo de
sistemas de equacOes lineares selinip Esta biblioteca foi desenvolvida no ambiente de
computadores pessoais (tipo PC), utilizando o compilador Pascal-XSC

Sera° discutidos, neste capitulo, os objetivos e a metodologia de desenvolvimento
dessa biblioteca, a sua estrutura	 e os mOdulos que a compOe, a definiedo de sua
documentacdo e uma breve descried° do ambiente computacional na qual essa biblioteca foi
desenvolvida.

3.1 Proposta, Objetivos e Metodologia de Desenvolvimento

Um dos objetivos deste trabalho é a elaboracdo de ferramentas computacionais, que
possibilitem a resoluedo de sistemas de equacOes lineares, utilizando a aritmetica intervalar.
0 desenvolvimento dessa biblioteca se deu atraves de estudos realizados junto ao Grupo de
Matematica Computacional da UFRGS, estudos que iniciaram primeiramente fazendo-se
uma pesquisa a respeito de metodos pontuais para a resolucdo de sistemas de equacOes
lineares, seguido por urn estudo	 a respeito da extensdo intervalar desses metodos,
estudando-se, corn isso, suas caracteristicas e metodologias de desenvolvimento.

Os principais objetivos corn o desenvolvimento das bibliotecas aplicativas
intervalares sdo os seguintes: utilizando dessas bibliotecas na difusdo do estudo de metodos
intervalares junto aos meios academicos e a pessoas que estejam interessadas a respeito
desses metodos, utilizando das bibliotecas na resolucdo de problemas computacionais nas
mais diversas areas de pesquisa. Exemplos de problemas que envolvem a resolucäo de
sistemas de equacOes lineares e que podem utilizar essas bibliotecas são apresentadas em
[HOL96].

0 desenvolvimento da biblioteca aplicativa intervalar, para a resolucdo de sistemas
de equaeOes lineares, foi realizado em quatro etapas. A primeira consistiu do estudo e
caracterizacdo de al guns dos metodos intervalares existentes na bibliografia estudada. ApOs
essa caracterizacdo, foram elaborados os respectivos algoritmos desses metodos.

Na segunda etapa foi realizado um estudo a respeito do ambiente computacional na
qual foi desenvolvida a biblioteca selintp, bem como, urn estudo a respeito da linguagem
que foi utilizada para a implementacdo da biblioteca. Ap6s esses estudos, foi implementada a
biblioteca selint.p em Pascal-XSC.

Na terceira etapa foram pesquisados problemas praticos que necessitam da resolucäo
de sistemas de equacOes lineares e atraves dessa pesquisa, foram selecionados exemplos que
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serao resolvidos e seus resultados analisados a fim de se validar essa biblioteca. Esses
problemas foram reunidos e descritos em [HOL96]

A Ultima etapa consiste da deterininacdo das limitacOes da biblioteca implernentada e
a influencia que essas limitaeOes provocardo nos exemplos resolvidos. Atraves da
dessas limitacOes sera° elaboradas propostas de melhoramentos da biblioteca aplicativa
intervalar desenvolvida neste trabalho

3.2 Estrutura da Biblioteca

Neste item sdo feitas al g,umas consideracOes sobre a estruturacdo da biblioteca
aplicativa intervalar selint.p. Sdo feitas algumas consideracOes sobre o conjunto de rotinas
que comp -6m essa biblioteca, rotinas baseadas no estudo de metodos intervalares descritos
no capitulo dois (Metodos Intervalares). Essas rotinas abordarn metodos intervalares de
solucdo de sistemas lineares e nesse estudo, considera-se uma equacdo algebrica como urn
sistema linear de ordem urn, ou seja, corn uma so equacdo

Atraves do estudo dos metodos intervalares e de seus algoritmos relatados no
capitulo dois e no anexo 1, respectivamente, visualizou-se a necessidade de definir
bibliotecas aplicativas que tratassem de capitulos da maternatica numerica. A prirneira destas
bibliotecas cientificas aplicativas e a que trata da resolucdo de sistemas de equacOes lineares,
denominada selint.p (se/ de sistemas de equacOes lineares e int de intervalar). A criacdo de
bibliotecas cientificas independentes, justifica-se no fato de que estas devem ser incluidas
nos programas aplicativos dos usuarios.

Atraves desse estudo foram identificadas trés tipos de metodolo gias de
desenvolvimento ou abordagens dos metodos intervalares. Essas abordagens geraram, cada
uma, um modulo da biblioteca (a estrutura dessa biblioteca e apresentada pela figura 3.1).
Estes mOdulos devem ser:

MOdulo dirint, inclui os metodos baseados em operacOes algebricas intervalares
e propriedades intervalares, tambem sdo conhecidos como metodos diretos
intervalares;

MOdulo 	 inclui os metodos baseados em inclusaes ou refinamentosrunt,

intervalares da solucdo e do erro. Tambem podem ser chamados de metodos
hibridos, uma vez que se pode utilizar a soluedo inicial calculada por metodos
pontuais ou a matriz inversa pontual;

c) MOdulo itrini, inclui os metodos iterativos intervalares, conhecidos tambem
como metodos de relaxacdo, eles tambem se baseiam em inclusôes monotemicas



5 1

Alem desses trés mOdulos, foi definido um quarto modulo, equalg, que deve conter
rotinas do caso particular de sistema linear de ordem urn, on seja, resolucdo algebrica de
equacOes por metodos intervalares, como as versOes intervalares do metodo de Newton.
Como existe uma grande variedade de versOes intervalares para o metodo de Newton, como
pode ser visto em [DIV91 foi escolhida apenas uma versa.° para se validar o uso da
matematica intervalar, o metodo de Newton Intervalar Simplificado.

Pascal-XSC Biblioteca
selint. p

1

Biblioteca

selint. p

MOdulo
dirint

MOdulo
refintMOdulos

Aritmèticos
-5'

MOdulo
itrint

MOdulo
equalg

Figura 3. 1 - Estrutura da biblioteca selini.p

Para o uso da biblioteca selint.p, e necessario a inclusao dos mOdulos aritmeticos
avancados do Pascal-XSC, visto que utiliza-se operacOes intervalares que nao estao contidas
na biblioteca selint.p. A seguir, sdo caracterizados os mOdulos que compOem essa biblioteca,
bem como alguns de seus respectivos metodos. Esses metodos foram descritos no capitulo
dois e seus respectivos algoritmos sâo apresentados no anexo A- I deste trabalho

3.2.1 MOdulo dirint (metodos diretos)

0 modulo &hilt é constituido de rotinas que implementam o metodo de Eliminacdo
de Gauss intervalar corn e sem pivotamento, os metodos de Hansen e o calculo da matriz
inversa. Esses metodos são baseados em propriedades e operacOes algebricas intervalares.

Tabela 3.1 - FuncOes do modulo dirint
Fu nc ao Descriclo
hansen2(A,B) Metodo de Hanscn2
hansen3(A,B) Metodo de Hansen3
hansen4(A,B) Metodo de Hansen4
hansen5(A,B) Metodo de Hansen5
gaussd(A,B) Método de Eliminaczlo de Gauss sem pivotamento
gaussp(A,B) Metodo de Eliminac5o de Gauss con) pivotamento
imatinv(A,AR) Calculo da Matriz Inversa Intervalar por Hansen
matinv(A.R,erro) Calculo da Matriz Inversa Pontual
minv(A,erro ) Cdlculo da matriz inversa pontual



52

3.2.2 MOdulo refint (metodos baseados em refinamento)

0 modulo refint e constituido de rotinas que implementam os metodos baseados em
refinamento. Alguns destes metodos necessitam de uma solucdo aproximada inicial
produzida por metodos pontuais ou da inversa pontual da matriz dos coeficientes. Adotou-
se para o cdlculo da inversa pontual, o metodo de Gauss-Jordan e, para o calculo de
estimativa inicial, o metodo de Eliminacdo de Gauss sem pivotamento. Essa escolha foi
arbitraria, poderia ser qualquer outro metodo, por isso, eles foram implementados em
subrotinas.

Tabela 3.2 - FuncOes do modulo
Funciio Descricito
refgeral(A.B.X.erro) Metodo para sistemas em geral
refdensa(A.13,X,erro) Metodo para sistemas com matrizes densas
refbancia(AB.X.11) Metodo para sistemas corn matrizes bandas
inv(A.Y.erro) Calculo da matriz inversa intervalar

3.2.3 MOdulo itrint (metodos iterativos)

0 modulo itrint e constituido de metodos iterativos intervalares como metodos de
relaxacao simples e simetrico, metodo de Gauss-Seidel Intervalar e o metodo de Jacobi. A
descricdo desses metodos e apresentada no capitulo dois. Os metodos iterativos intervalares
tambem sac) mais utilizados no caso de sistemas lineares, onde a matriz dos coeficientes
esparsa.

Tabela 3.3 - FuncOes do modulo
Funcfio	 Destricão

.jacobi(A13. iter) 
gausss(A.B.w.itcr) 

Metodo de Jacobi 
Metodo de Gauss-Seidel  

3.2.4 MOdulo equalg (sistemas de equaeties de ordem 1)

Esse modulo contem as rotinas que implementam a versdo intervalar do Metodo de
Newton para resolucao de equacOes ahzebricas. Esta versào foi descrita em detalhes em
[DIV91] Esse modulo contem, tambem, as rotinas que resolvem sistemas de equacOes de
ordem 1, diretamente.
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Tabela 3.4 - FuncCies do modulo equal
Fu n r iio Descri43o
newton( X.X") Metodo de Ne ∎∎ ton Intavalar simpliticado
equal I ( A.B) Mátodo direto para a cquac5o AX = B
equal2(A.B.C) Metodo direto para a cquac5o AX + B = C
equal3(A.B.C) Metodo direto para a equacao AX + BX = C
equal4(A.B.C.D) Método direto para a equa0o AX + B = CX + D

3.3 Definiciio da Documentac5o

Uma boa documentacao deve ser clara, concisa, facil de entender, explanando como
funciona e como usar. Isso e Util ao usual-4) para decidir sobre o uso ou não da rotina ou
programa e, tambem, para diagnosticar as dificuldades provenientes do uso. Deve ser capaz
de satisfazer a usuarios que se utilizam esporadicamente da documentacao para resolver
pequenas dificuldades

A documentacão da biblioteca aplicativa intervalar sera constituida do manual de
utilizacdo da selint.p. Ele 6 constituido por duas partes, a primeira contem informacOes
sobre o uso e vantagens de utilizacdo da biblioteca e, a outra parte contem a documentacao
das rotinas que compOem essa biblioteca. A primeira parte visa atender um usuario que
deseja maiores informacOes da biblioteca, enquanto que a segunda parte visa atender ao uso
esporddico

Na documentacao das rotinas da biblioteca selint.p sera usado o mesmo formato
usado na documentac5o dos mOdulos aritmeticos do Pascal-XSC. A documentacao da
biblioteca selint.p seguird o padráo encontrado nos mOdulos aritméticos
CI	 MV ARI, MVI — ARI, MVC ARI, e MVCI ARI. Este padrdo estabelece que a

,
biblioteca seja dividida em modulos, que sdo compostos por rotinas de urn mesmo grupo.

Para cada rotina é apresentada uma documentacdo especifica, denominada de
documentacao detalhada da rotina. 0 formato de documentacão detalhada das rotinas é o
descrito na figura 3.2. As documentaceies especificas s5o organizadas na ordem alfabetica.
Para os	 nomes das rotinas foram adotados mnemOnicos que lembram a funcao real ou
mat emati ca
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Figura 3.2 - Formato da documentacdo da biblioteca selimp

3.4 A Biblioteca selintp

Neste item 6 descrito o ambiente computacional minimo necessdrio para a execucdo
da biblioteca	 biblioteca esta desenvolvida em Pascal-XSC. Cabe ressaltar que o
Pascal-XSC 6 um pre-processador da linguagem C, existindo versOes de Pascal-XSC para
diferentes compiladores C e para diferentes plataformas. 0 compilador C utilizado na
instalacdo disponivel no Institute de Informatica da UFRGS 6 do C-GNU, tambem
conhecido como C DJGPP.

Observa-se ainda que o Compilador Pascal-XSC e distribuido pela empresa alemä
Numerik Software GmbH' e foi cedido para o Institute de Informdtica da UFRGS para fins
de estudo e pesquisa. Ja o compilador C GNU 6 de dominio pUblico. Ele esta disponivel na
Rede, podendo ser importado atrav6s do utilitario ftp.

0 compilador Pascal-XSC esta disponivel para varias plataformas, como pode ser
visto em [HOL93 e HOL95] Em todas elas os aculos produzem os mesmos resultados,
portanto a aritmetica que se tornou disponivel por esta linguagem e independente da
plat a forma

A versa) disponivel no Institute de Informatica da UFRGS e para equipamento do
tipo IBM-PC 486 ou IBM-PC 386 corn co-processador aritmetico 80387. SR) necessdrios
640 KB de memOria convencional e, pelo menos, 4 Megabytes de mernOria estendida. Para
urn melhor desempenho em termos de velocidade de processamento recomenda-se que o
equipamento tenha 8 Megabytes de memOria.

SA° necessarios, ainda, um disco rigid° de pelo menos 10 Megabytes de espaco
disponivel, drive de 1.2 ou 1.44 Megabytes, urn monitor monocromdtico VGA. 0 sistema

1 Numerik Software Gmbh. POBox 2232 D-76492 Baden-Baden Germany FAX 0049721694418
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operacional necessario para a instalacao é o MS-DOS (ou compativel) versa° 5.0 ou
posterior.

0 sistema Pascal-XSC é composto pelos programas de configuracao, pelo
gerenciador, pelo compilador, pelos mOdulos padrhes e por uma biblioteca de rotinas que
compOem o sistema de execucao de tempo real. 0 compilador nao contem um gerador de
chdigo para upia maquina especifica, ele produz urn chdigo C, conforme padrao C ANSI.
Na verdade ele é urn pre-processador que converte para C. 0 cOdigo C é que, quando
compilado, gera o chdigo objeto para a maquina especifica.

PASCAL-XSC é uma linguagem de programacdo de propOsito geral que
proporciona condiches especiais a implementacâo de algoritmos numericos sofisticados, que
verificam matematicamente os resultados. PASCAL-XSC é uma extensdo da linguagem de
programaedo PASCAL para computacäo cientifica. Seu nome vem do inglés, PASCAL
eXtenvion for Scientific Computation. Ele contem as caracteristicas do Pascal Padrao; o
conceito de operador universal (operador definido pelo usuario); funches e operadores corn
tipo de resultado arbitrario; overloading de rotinas, funches e operadores; overloading de
atribuicao de operadores; overloading de rotinas de entrada e saida (read e write
genericos); conceito de mOdulos; arrays dindmicos; acesso a subarrays; conceito de string;
arredondamento controlado; produto escalar Otimo (exato); tipo-padrao dotprecision (um
formato de ponto-fixo abrangendo todo o intervalo do produto de valores em ponto-
flutuante); aritmetica especial para tipos-padrhes de complexos e intervalos; aritmetica de
alta exatidao para todos os padrhes; alta exatidao para funches elementares e avaliacao
exata de expresshes (#-expressions).O novo sistema PASCAL-XSC tern as vantagens de
ser portavel a varias plataformas, estando disponivel para computadores pessoais (PC),
estaches da trabalho do tipo Sun e Hp, mainframes e supercomputadores. A portabilidade é
garantida pelo uso de urn compilador que traduz para a linguagem ANSI-C.

Este sistema proporciona uma completa simulacao da aritmetica de ponto-flutuante
definida pelo padrao bindrio IEEE-754. Gracas a isto, programas em PASCAL-XSC
produzem resultados ianticos em todos as plataformas.

Pelo uso dos mOdulos maternaticos do PASCAL-XSC, algoritmos numericos que
providenciam alta exatidao e verificacao automatica de resultados podem ser facilmente
programados. Alem disso, o compilador PASCAL-XSC simplifica o projeto de programas
para as Engenharias e para a Computaedo Cientifica, gracas a estrutura modular dos
programas, a possibilidade de definicao de operadores, ao overloading de flinches, rotinas e
operadores, as funehes e operadores Corn tipos arbitrdrios de dados e aos arrays dindmicos.
Outras caracteristicas presentes nos mOdulos da aritmetica padrao para os tipos adicionais
de dados numericos incluem operadores e funches elementares corn alta exatidao e corn
avaliaeao exata de expresshes.

Os programas escritos em PASCAL-XSC sac) de facil leitura, mesmo se existirem as
operaches com tipos de dados dos espacos matematicos avancados, onde os operadores
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usados para as operacOes obedecem a notacào maternatica convencional. Existe ainda, uma
grande quantidade de problemas numericos que podem ser resolvidos pelas bibliotecas de
rotinas corn veriticacdo automatica do resultado. 0 PASCAL-XSC possui grandes
facilidades para o desenvolvimento de tais rotinas.

Uma completa descricao da linguagem PASCAL-XSC e dos mOdulos aritme.ticos,
assim como uma grande variedade de exemplos sao dados em [KLA91, KLA92, HOL93,
HAM93, KRA96 e HOL95].

3.5 Bibliotecas utilizadas para comparaciies de resultados

Neste item e descrito o ambiente computacional, linguagem e bibliotecas na qual foi
desenvolvida a biblioteca lihsc lirrt.a biblioteca que foi utilizada para realizar comparacOes
de resultados corn a biblioteca selii ►t.p.	 Sado descritos, resumidamente, o
Supercomputador Cray, a linguagem FORTRAN 90 e a biblioteca libcrvi.a. Para maiores
detallies ver [DIV95].

0 Supercomputador Cray encontra-se no Centro Nacional de Supercomputacdo
(CESUP/RS). 0 CESUP instalou e opera o primeiro supercomputador de use geral da
America do Sul. Ele e da familia Y-MP corn dois processadores vetoriais corn as seguintes
caracteristicas:

velocidade total maxima de 660 Mi'Iops;
palavra de 64 bits;
memOria RAM de 256 Mbytes e 16 Gbytes de disco;
sistema operacional UNICOS, compativel corn UNIX System V.

Atualmente as aplicacOes 2 no CRAY Y-MP estdo concentradas nas areas de:
Geofisica; Quimica computacional; Dindmica de Fluidos; Andlise estrutural; Matematicai
algoritmos; Fisica do estado sOlido; Fisica (campos/ particulas/ Otica/ astrofisica); Fisica de
Plasma; Computacdo de Alto Desempenho; Redes Neurais; Engenharia Quimica e Ciéncias
do Ambiente.

0 processamento escalar e vetorial no CrayY-MP2E sao efetuados sobre dados.
Processamento escalar ocorre seqiiencialmente e usa um operando ou urn par de operandos
para produzir urn Unico resultado. Processamento escalar e efetuado usando registradores
escalares. A principal vantagem do processamento vetorial sobre o escalar e a eliminacdo do

2 Segundo fontcs do prOprio CESUP. nos anais do Semindrio de Supercomputacdo Aplicada,

Supercomp 94,
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tempo de carga (startup) de todas operacOes. 0 tempo de carga para operacOes vetoriais é
suticientemente pequeno para que o processamento vetorial seja mais eticiente do que o
processamento escalar para vetores contendo poucos elementos.

No Cray do CESUP/RS, estdo disponiveis os compiladores FORTRAN (77 e 90), C
e Pascal corn subrotinas cientificas e matematicas altamente otimizadas, incluindo Boeing
CS, BLAS3, 'UNPACK, EISPACK, FFT e operacOes matriciais. DispOe, tambem, dos
seguintes pacotes de aplicacdo: MPGS: sistema de visualizacdo de 2 e 3 dimensOes,
UNICHEM: sistema interativo de quimica qudntica, MOPAC II: analisador de quimica
quântica, GAMESS: analisador atOmico e molecular, SPEEDUP: pacote de simulacdo de
processos e plantas quimicas, ANSYS: pacote de analise de estruturas, calor e campos,
MCS/NASTRAN: analise estrutural e de transferéncia de calor, MCS/EMAS: analise de
campos eletromagneticos, MCS/DYTRAN: analise dindmica de sOlidos-fluidos, MCS/XL:
pacote de visualizacdo de dados, ADAMS: simulacdo de estruturas mecdnicas articuladas,
SPICE2 e 3: simulador eletrico, PISCES-2B: simulacdo de dispositivos semicondutores,
PVM/HeNCE: sistema de programacdo paralela por troca de mensagens, REDUCE: sistema
de computacao algebrica e FLOTRAN: pacote de analise de fluxo de fluidos por elementos
finitos.

0 FORTRAN ainda é a principal linguagem de programacdo utilizada na area
cientifica. 0 FORTRAN vem evoluindo desde o compilador FORTRAN IV, para
FORTRAN 77, que incluiu processamento vetorial e paralelo e, enfim, para o FORTRAN
8x, finalmente conhecido como FORTRAN 90. Portanto, o FORTRAN 90 é uma extensdo
do FORTRAN padrdo. 0 FORTRAN 90 contem todo o FORTRAN 77, ou seja, todos os
programas escritos em FORTRAN 77 ainda sdo compilados, podendo haver algumas
diferencas na forma como sera° executados, mas em geral serdo compativeis. 0 FORTRAN
90 foi escrito pensando no usuario, do ponto de vista do programador.

Entre as principais caracteristicas existentes no FORTRAN 77, podem-se destacar a
sintaxe de vetores, arrays automaticos, subprogramas recursivos, linha de inclusdo (include)
e os comandos estruturados do-end e do-while. 0 FORTRAN 90, alem destas
caracteristicas introduz: nova forma para programas fonte, nnmeros complexos corn dupla
precisdo, atribuicdo de ponteiros, arrays alocaveis, estruturas, mOdulos, rotinas internas,
especificacOes de interface, varias novas funcOes intrinsecas e novas rotinas de entrada e
saida.

No desenvolvimento da biblioteca 	 tambem foi utilizada a biblioteca corn
aritmetica vetorial intervalar libavi.a. A seguir é feita uma breve descricdo a respeito desta
biblioteca.

A biblioteca de rotinas intervalares 	 for projetada para viabilizar o use da
maternatica intervalar, em supercomputadores, na resolucdo de problemas que necessitem
alta exatiddo. As soluci5es calculadas corn o auxilio desta biblioteca sdo intervalos que
contém a solucdo exata, portanto se tem a solucdo corn limites confiaveis.
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A biblioteca de rotinas intervalares e composta de quatro mOdulos. 0 mOdulo hti.sico
inclui o arquivo que contem a definicdo de intervalos reais e complexos. Neste mOdulo sdo
implementados todas as operacOes entre intervalos reais. Esta operacOes servem de base a
todos Os denials mOdulos

0 modulo /1111 inclui o mOdulo basica e e incluido no mOdulo de aplicacdes aplic.
Este mOdulo implementa todas as operacOes entre vetores de intervalos, matrizes de
intervalos e rotinas de diferentes tipos de dados corn vetores e matrizes de intervalos. 0
mOdulo aplic inclui o mOdulo	 e o basica, todas as rotinas dos doffs mOdulos estdo
disponiveis.

0 mOdulo dos intervalos complexos ci contem o mOdulo basica. Nele estdo as
rotinas que manipulam intervalos complexos de forma andloga a intervalos reais. Os tipos
vetores e matrizes de intervalos complexos foram definidos, mas ndo foram desenvolvidas as
rotinas que os manipulam, mas podem ser facilmente implementados a partir do mOdulo mvi
e ci. Elas sdo a extensao do mOdulo	 para complexos.

A /Marta foi desenvolvida em FORTRAN 90 da Cray. Ela totaliza cerca de 290
rotinas que manipulam intervalos reais, vetores e matrizes de intervalos reais, intervalos
complexos e algumas rotinas intervalares estendidas da algebra linear que manipulam
matrizes e vetores, incluidas na biblioteca BLAS.
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-1 Resoloeiio de Problemas e Comparaclies

Neste capitulo são realizadas comparacOes e a andlise dos resultados obtidos pela
biblioteca	 Säo comparados	 os resultados pontuais corn os intervalares, os
resultados obtidos	 pela selintp	 com	 os obtidos pela biblioteca libselinLa (biblioteca
desenvolvida no supercomputador Cray Y-MP do CESUP/UFRGS). E realizada, tambem,
uma comparacao entre os resultados obtidos entre os diferentes metodos intervalares
implementados na se/int.p. Nesse capitulo vai se referenciar os metodos intervalares
baseados em refinamento pelo nome que foi utilizado em sua implementacao, ou seja,
metodo para o caso geral (relgeral), metodo para sistemas corn matrizes densas (relile mu) e
metodo para sistemas com matrizes bandas (refhwida).

4.1 Exemplos selecionados

Foram selecionados para este traballio, exemplos de sistemas de equacOes lineares
encontrados na bibliografia pesquisada. Estes sistemas sdo, em quase toda sua totalidade, de
pequeno porte, pois a biblioteca selintp foi desenvolvida para computadores do tipo PC o
que dificulta a resolucdo de sistemas de grande porte.

Foram escolhidos 23 (vinte	 trés) sistemas de equacOes lineares para serem
solucionados, e seus resultados comparados. Em sua grande maioria (dezessete ao todo) os
elementos da matriz A e do vetor B do sistema AX = B sdo numeros reais e corn base nesta
caracteristica é realizada uma comparacao do resultado pontual versus o resultado
intervalar. Nos sistemas na qual os elementos da matriz A e do vetor B sao intervalos reais
(leis ao todo) a comparacão é realizada entre os resultados obtidos pela selini.p com os
obtidos pela lihselini.a. Todos os sistemas selecionados sdo apresentados no anexo 2 e
numerados de 1 a 23. Esta numeracao sera utilizada como referéncia para as comparaceies
no restante dente capitulo.

4.2 Comparacilo da	 pontual x intervalar

Para realizar a comparacao da solucão pontual dos sistemas selecionados corn a
solucao intervalar obtida pelos metodos da seliiii.p säo analisados dois aspectos:

Se o resultado intervalar contem o resultado pontual;
Se contem, qual é a qualidade do resultado intervalar obtido.
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Essas comparaceies sdo apresentadas atraves de tabelas que descrevem os dois
aspectos apresentados acima 0 metodo rc fhancla, por ser especifico a -sistemas corn
matrizes bandas, n'ao sera comparado com os outros metodos corn relacdo aos e'xemplos
apresentados no anexo 2. No final deste item e realizada uma comparacdo corn um sistema
corn matrizes bandas e, entdo, o metodo njbanda sera comparado corn outros trés metodos,
comparacao que abrange o resultado obtido e o tempo de processamento que cada metodo
levou para solucionar o sistema com matrizes bandas.

Para melhor ilustrar essas comparacOes, sera apresentado o sistema 19 (ver anexo
A-2) corn sua solucäo pontual, e a solucdo obtida corn a utilizacäo da biblioteca selmtp

Exemplo 19: Sendo A uma matriz real quadrada nxn e B urn vetor real de ordem n,
o sistema AX = B e dado a seguir:

(1 1 ) (6) (11

2 - 1 1 = 3 , e a soluc5D pontual encontrada X-=

3 2 -1)

L 

4, 3,

De acordo corn os testes realizados, as solucOes e o didmetro dos resultados obtidos
pelos metodos implementados na selint.p são apresentados na tabela 4.1.

Tabela 4.1 - SolucOes intervalares do exemplo 19
Metodo

In te rva la r
Resultado obtido Difunetro do resultado

9.99999999999998E-001, 1.00000000000001E+000 ) 3.108624468950438E-015
GAUSS s/pivot. I	 1.999999999999999E+000, 2.000000000000001E+000 1 8.881784197001252E-016

2.999999999999999E+000, 3.000000000000001E+000 1 1.776356839400250E-015
9.99999999999998E-001, 1.00000000000001E+000 1 3.219646771412954E-015

GAUSS c /pivot. 1.999999999999998E+000, 2.000000000000002E+000 ] 3.330669073875470E-015
2.999999999999998E+000, 3 000000000000002E+000 ] 2.664535259100376E-015
9.999999999999998E-001, 1.000000000000001E+000 1 3.330669073875470E-016

HANSEN2 1.999999999999999E+000, 2.000000000000001E+000 1 6.661338147750939E-016
2.999999999999999E+000. 3.000000000000001E+000 1 1.332267629550188E-015

I 9.99999999999999E-001, 1.00000000000001E+000 I 1.776356839400250E-015
HANSEN3 1.999999999999998E+000, 2.000000000000002E+000 1 3.330669073875470E-015

I 2.99999999999999E+000, 3.00000000000001E+000 1 3.996802888650564E-015

1 -1.2E+002, 1.3E+002 I 2.384581180330887E+002
HANSE N4 I -2.1E+002, 2.0E+002 1 3.974301967218145E+002

1 -2.3E+002. 2.2E+002 1 4.371732163939959E+002
1.00000000000000E+000, 1.00000000000001E+000 I 1.776356839400250E-015

HANSEN5 1.999999999999999E+000, 2.000000000000003E+000 1 2.886579864025407E4015
3.00000000000000E+000, 3.00000000000001E+000 I 3.552713678800501E-015

1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 I 0.000000000000000E+000
R E F. G ERA L 2.000000000000000E+000, 2.000000000000000E+000 1 0.000000000000000E+000

3.000000000000000E+000, 3.000000000000000E+000 1 0.000000000000000E+000
1 ,000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 I 0.000000000000000E+000

R E F. D EN SA 2. 0000000000000001+000, 2.000000000000000E+000 1 0.000000000000000E+000
3 . 000000000000000E+000, 3.000000000000000E+000 1 0.000000000000000E+000
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De acordo CO m os resultados apresentados na tabela 4.1, pode-se fazer a analise
desses resultados, os quais sdo apresentados na tabela 4.2.

Tabela 4.2 - Analise dos resultados intervalares do exem lo 19
Melo&

Intervalar
Contem a

solucao
GAUSS s/pivot. situ

GAUSS c/pivot. sim
HANSEN2 sim
HANSEN3 sim

HANSEN4 situ

HANSEN3 situ
REF.GERAL sim
REF.DENSA sim

De acordo corn a tabela 4.2, pole-se observar que, neste caso, os metodos
implementados continham a solueâo pontual do sistema, deve-se observar, entretanto, que
ha diferencas quanto ao diametro dos resultados. A maioria dos metodos produziram
didmetros muito pequenos (corn precisdo em tomb de 15 digitos), os metodos baseados em
refinamento geraram urn resultado considerado aritmeticamente exato, pois o didmetro de
seus resultados possuiram tamanho zero. Mas outros metodos, embora tenham apresentado
resultados que continham a solucao do sistema, geraram intervalos corn didmetro muito
grande, tornando esse resultado inUtil. A seguir, é apresentada a andlise dos resultados
intervalares dos sistemas que possuem a matriz A e o vetor B do tipo real, conforme as
tabelas 4.3 e 4.4.

Tabela 4.3 - Analise dos resultados intervalares dos exemplos 1 a 7 e 9
•	 •	 •..„.......,

tntervalar 1 2 3 -I 5 6 7 9
GAUSS s/pivot. sim situ - sim - sim sim situ
GAUSS c/pivot. sim sim sim sim sim sim sim sim
HANSEN2 snit sim sim sim sim sim sim sim
HANSEN3 sim sim sim sim sim sim sim sim
HANSEN4 sim situ sim sim sim sim sim sim
IIANSEN5 snit sim situ sim sim sim sim sim
REF.GERAL sim sim sim sim sim sim sim sim
REF.DENSA situ sim sim sim sim sim sim sim
JACOBI situ sim sim sim sim sim situ situ
GAUSS-SEIDEL sim sim sim sim sim sim sim sim
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Tabela 4.4 - Analise dos resultados intervalares dos exemplos 1 1, 12, 15,18 e 20 a 23
Niamlo

Intervalar
contëm a salient) 'mutual

11 12 15 18 20 21 22 23

GAUSS s/pivot. situ - situ situ situ situ situ situ

GAUSS c/pivot. situ - situ situ situ situ situ situ

HANSEN2 situ situ situ situ situ situ situ situ

IiANSEN3 situ situ situ situ situ situ situ si tu

HANSEN4 situ sin situ situ situ situ sin situ

HANSEN5 situ situ situ situ situ situ situ situ

REF.GERAL situ situ situ situ situ situ situ situ

REF.DENSA situ situ situ situ situ situ situ situ

JACOBI situ situ situ situ situ situ situ situ

GAUSS-SEIDEL situ situ situ situ situ situ situ situ

As tabelas 4.3 e 4.4 de andlise de resultados permitem que se tire as seguintes
conclusOes:

Que os metodos implementados geraram resultados que continham a solucao
pontual do sistema;

Que, em alguns sistemas, os metodos de eliminacdo de Gauss sem e corn
pivotamento falharam, pois, durante a sua execucdo ocorreram zeros pertencentes ao
intervalo da diagonal da matriz A;

c) De uma maneira geral, os resultados gerados foram considerados bons (corn
diametro pequeno) e os metodos baseados em refinamento, em alguns dos exemplos
testados, apresentaram resultados considerados exatos. Corn relacâo a esse fato, foi
realizado quatro testes para certificar a exatiddo desses resultados. Corn o resultado
obtido no sistema AX = B, realizou-se as seguintes operaceies:

AxX - B, Ax(a matriz ponto medio de X) - B;
Ax(extremo inferior de X) - B;
Ax(extremo superior de X) - B,

em todos esses aculos o resultado obtido foi zero, o que nos leva a formular a
conjectura de que os resultados gerados pelos metodos baseados em refinamento,
nesses exemplos, foram os resultados exatos;

d) Alguns dos metodos implementados geraram resultados intervalares com diametro
muito grandes, o que Lorna o resultado inutil para a correta avaliacdo dos sistemas de
equaceies lineares.

Para a comparacao dos resultados intervalares, referentes aos exemplos cujos
sistemas sdo formados por matrizes/vetores de intervalos reais, e analisado se o resultado
contem a solucfto intervalar do sistema (nessa comparacäo os resultados obtidos foram
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comparados COm os resultados encontrados na bibliogratia pesquisada, por isso. neste
trabalho, nao se questionara a exatidâo dos resultados desses sistemas). Estas comparacOes
sdo apresentadas na tabela 4.5.

Tabela 4.5 - Andlise dos resultados intervalares dos exemplos 8, 10, 13, 14, 16 e 17
Nktodo

Intervalar
content a solu0o p mtual

8 10 13 14 16 17
GAUSS s pivot. situ situ sill - sim situ
um Iss c pivot. situ situ situ - situ situ
I I ANSEN2 sim sill) sim situ si m sim
11. \ NSEN3 situ situ situ situ situ situ
I IANSEN4 situ situ situ situ situ situ
1 I ANSEN5 situ si tu situ situ sill) situ
RI:EGER:11, 1150 Sim situ sin nao situ
REF. DENSA situ Sim nao situ nao situ

Pode-se notar que atraves da analise da tabela 4.5, a maioria dos metodos produzem
resultados que contem a solucão do sistema. Algumas diferencas nos resultados foram
notadas em relacdo aos metodos baseados em refinamento, o que ocasionou resultados
diferentes dos apresentados pelos exemplos. Essas diferencas deverdo ser analisadas com
major cuidado em trabalhos futuros, a fim de que se tire melhores conclusOes a respeito dos
resultados obtidos em sistemas cujas matriz A e vetor B sejam do tipo intervalo.

Embora as comparacdes nao sejam o objetivo deste trabalho, em termos de
velocidade de processarnento, vai se ,apresentar os tempos obtidos com a utilizacdo de um
PC-486 de 40 Mhz, tempos obtidos por quatro metodos intervalares para a resolucdo de um
sistema de equacas lineares corn matrizes bandas. 0 objetivo dessa comparacdo e mostrar a
diferenca de tempo de processarnento entre o metodo refbanda (especifico para sistemas
corn matrizes bandas) e trés outros metodos selecionados (hansen2, refgeral e refdensa).
Deve-se salientar que os resultados obtidos por esses trés eltimos metodos diferem apenas
na 15' casa decimal corn relacdo ao resultado pelo metodo refbanda. 0 que difere é o tempo
de processamento desses trés metodos com relacdo ao metodo refbanda. A seguir é
apresentado o sistema que foi utilizado para essa comparacdo, sistema de ordem igual a 51.

	

(1	 (	 1

	

0	 0 99 11

1 —1.98	 1	 x	 0

1	 —1 . 98	 )

Na tabela 4.6, sAo apresentados os resultados obtidos pelo metodo re/bander na
resolu45o desse sistema, e na tabela 4.7, sac) apresentados Os tempos de processamento
obtidos pelos quatro metodos testados.
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Tabela 4.6 - Resultados obtidos pelo metodo rethautla e pelo meiotic) de gauss s pivot.
refbancia	 gauss

s/pivot. 
t:	 1.000000000000000E+000. 1.000000000000000E+000 I

	
I 000

9 899999909999999E-001. 9.900000000000002E-001
	

0.990
9.601999999999999E-001. 9.602000000000003E-001

	
0.960

9 111959999999998E-001. 9.111960000000004E-001 I 	0.911
8.439680799999997E-001. 8.439680800000004E-001 I

	
0.844

7.598607983999997E-001. 7.598607984000004E-001
	

0.760
6.605563008319996E-001. 6.605563008320004E-001

	
0.661

5.480406772473596E-001. 5.480406772473604E-001
	

0.548
9:
	 4.24564240117772E-001, 4.24564240117774E-001 I

	
0.425

IO:
	

2.92596518185829E-001, 2.92596518185831E-001 I
	

0.293

41:	 8.129440470900618E-001. 8.129440470900625E-001
	

0.813
4):
	 8.869640273620158E-00 I 8.869640273620163E-001

	
0.887

9.432447270867294E-001, 9.432447270867298E-001
	

0.943
9.806605322697085E-001. 9.806605322697088E-001

	
0.981

9.984631268072933E-001. 9.984631268072935E-001
	

0.998
9.962964588087321E-001, 9.962964588087323E-001

	
0.996

9.742038616339963E-001, 9.742038616339967E-001
	

0.974
9.326271872265805E-001, 9.326271872265809E-001

	
0.933

8.723979690746331E-001. 8.723979690746337E-001
	

0.872
7.947207915411930E-001, 7.947207915411937E-001

	
0.795

51:
	

7.011491981769291E-001, 7.011491981769298E-001
	

0.701

Tabela 4.7 - Com aracdo referente ao tempo de processamento
Mao& Tempo de processamento

(em segundos)
relbancla 0,989
relgeral 7.635
rclilensa 14.007
hansen2 40.539
gauss s/pl yot.pontual 1,208

Pode-se observar, atraves dessas tabelas, que, embora os resultados obtidos pelos
metodos sejam praticamente os mesmos, o metodo rejbanda apresenta o menor tempo de
processamento corn relacão aos outros, devido ao fato que ele foi desenvolvido
especificamente para sistemas corn matrizes bandas. Jd o metodo direto hansen2. foi o que
apresentou o major tempo de processamento, devido a quantidade de operacOes algebricas
que sac) realizadas. Ern comparacao coin o metodo de Gauss sem pivotamento pontual, o
metodo intervalar para matrizes bandas mostrou-se ainda melhor, embora trabalhe corn
intervalos, o que acarreta um aumento no tempo de processamento e, tambern, o metodo
pontual possui uma exatid5o de tr'és digitos, enquanto que o metodo refbanda de 16 digitos.
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Tabela 4.8 - Velocidade de

Operacao

Adiciio

Multiplicaciio

processamento das operacOes de adicao e subtracdo
Valores por operacdo em segundos 

reais 
0,0000385

0,0000330

intervalos reais
0,0000604

0,0001620

Para realizar essa comparacdo, tambem foram realizados testes referentes a
velocidade de processamento das operacOes de adicdo e multiplicacdo para numeros em
reais e para intervalos reais. Nessa comparacdo, constatou-se que as operacOes de adicdo em
intervalos é cerca de 56% mais demorada que em reais e, que as operacOes de multiplicacdo
em intervalos, sdo quase quatro vezes mais demoradas do que em reais (cerca de 390%).
Essas comparacOes sdo apresentadas na tabela 4.8.

4.3 Comparaeao da solue5o intervalar: selint.p x libselint.a

Neste item é realizada a comparacdo entre os resultados obtidos pela biblioteca
selmt.p corn os resultados obtidos pela biblioteca libselint.a. Deve-se salientar que esta
comparacdo é feita somente em termos de qualidade do resultado, pois uma comparacdo que
leve em conta o tempo de processamento ndo é importante para essa etapa do trabalho,
devido ao fato da diferenca, em termos de velocidade de processamento, que existe entre os
equipamentos em que foram implementadas as duas bibliotecas.

A comparacao quantitativa dos resultados sera importante para avaliar, em futuros
trabalhos, a qualidade dos resultados produzidos pela biblioteca libse/int.a, pois a mesma
ndo conta ainda corn todas as caracteristicas que estdo disponiveis na selint.p, como por
exemplo, o produto escalar Otnno e a aritmetica de alta exatidao (caracteristicas disponiveis
no Pascal-XSC, ferramenta na qual foi desenvolvida a biblioteca selint.p).

As comparacOes entre os resultados obtidos entre essas duas bibliotecas foram
realizadas em termos de exatidao dos resultados. Observou-se que, de uma maneira geral, os
resultados obtidos pelas duas bibliotecas sdo aproximados, mas corn o detalhe que os
resultados da selint.p sdo mais exatos que os da libselint.a, pois os resultados da selint.p
possuem 16 digitos de exatidao, enquanto os da libselint.a possuem 14 digitos de exatiddo.
Conforme pode ser visto na tabela 4.9, que apresenta uma comparacao entre os resultados
obtidos referentes ao exempt() I, pelo Mêtodo de Eliminacdo de Gauss sem pivotamento nas
duas bibliotecas.
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Tabela 4.9 - Comparacao entre as bibliotecas selillt.p e 	 para o exemplo I
lihselinta selint.p

Por hansen2
f 3.9199999999997E+00. 3.9200000000003D 001 [ 3.919999999999999E+000. 3.920000000000002E +000]
[ 5.1199999999995E +00. 5.1200000000004E f 00] [ 5.119999999999999E+000, 5.1200000000000011 , 000]
[ 2.3199999999997E , 00. 2.3200000000003E 001 [ 2.319999999999999E+ 000. 2.320000000000001E f 000]
Por hansen3

1 3 91999999999941: f Oft 3 92000000000071: , 001 1 3 919999999999997E 000. 3920000000000005E+0001
[ 5.1199999999996E+00. 5.1200000000003E 00] [ 5.119999999999997E+ 000. 5.120000000000004E4000]
1 2.3199999999998E+00. 2.3200000000002E 001 [ 2.319999999999997E+000, 2.320000000000003E +000]
Por hansen5

3.9199999999995E +00. 3.9200000000005E + 001 [ 3.919999999999956E+000. 3.920000000000036E+000]
[ 5 1199999999994E+00, 5.1200000000006E+00] 5.119999999999872E+000. 5.119999999999946E+0001
[ 2.3199999999997E i- 00. 2.3200000000003E 00] [ 2.319999999999616E+000. 2.320000000000008E +000]
Por gauss sena pivotamento

1 3 . 91999999999991: t- 00, 3.9200000000001E 001 [ 3.919999999999998E 000, 3.920000000000002E 000]
[ 5 1199999999999E+00. 5.1200000000001E +00] [ 5.119999999999998E+000, 5.120000000000002E , 0001
[ 2 3199999999999E r 00, 2.320000000000 I	 00] [ 2.319999999999999E +000, 2.320000000000001E t 000]

4.4 Conelusiies

Os resultados obtidos pelos metodos intervalares implementados mostraram-se, em
sua grande maioria, bons resultados quando comparados corn os resultados pontuais dos
sistemas testados.

Nos metodos diretos, o hnico metodo que ndo apresentou bons resultados, foi o
metodo de hwisen4, pois produziu intervalos muito grandes como resultados, tornando
esses resultados inhteis para os prop6sitos da biblioteca

Observou-se que, em alguns dos exemplos testados, os resultados dos metodos
iterativos foram divergentes. Em alguns exemplos, tambem, observou-se que os Metodos de
Eliminacdo de Gauss coin e sem pivotamento falharam na resolucao do sistema, devido a
existência de zeros pertencentes a algum intervalo localizado na diagonal principal da matriz
A e, as vezes, nem corn a troca de linhas e colunas o problema pOde ser solucionado.

Os metodos baseados em refinamento, em geral, foram considerados como os
metodos que produziram os melhores resultados e, em alguns sistemas, produziram urn
resultado que e considerado aritmeticamente exato, conforme foi apresentado no item 4.2.

Outro fato a destacar foi a comparacao, em termos de velocidade de processamento,
realizada corn urn sistema corn matrizes bandas. Essa andlise demonstrou que o metodo
especIlico para esse tipo de sistema (relbancla), resolve o mesmo em um tempo muito menor
do que em relacdo aos metodos comparados (hansen2, refgeral, refdensa e
gausssipi yot palatial).
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A comparacâo da biblioteca implementada neste trabalho corn a biblioteca libselint.a,
demonstrou que os resultados obtidos em ambas as bibliotecas foram aproximados, mas os

obtidos pela biblioteca	 possuem uma major exatiddo, devido as caracteristicas
disponiveis no compilador Pascal-XSC, caracteristicas que ainda ndo estão todas disponiveis

na biblioteca libselinta. Urn ponto negativo da biblioteca selitap, é o fato que a resolucdo

de sistemas de grande pone pode tornar-se invidvel devido a capacidade de processarnento
do equipamento no qual ela foi implementada, fato que não ocorre corn a libselint.a.



5 Conclusiies

Neste capitulo e apresentado uma visdo geral do trabalho realizado, destacando seu
desenvolvimento e os resultados que foram obtidos corn sua elaboracdo. Sdo apresentadas
as conclusOes finals do trabalho, conclusOes referentes aos metodos intervalares
implementados a aos resultados que por eles foram obtidos. Ao final deste capitulo sdo
apresentadas algumas limitacCies do trabalho e propostas para trabaihos futuros.

5.1 Resumo do Trabalho

0 trabalho sobre metodos intervalares para a resolucdo de sistemas de equacOes
lineares originou-se atraves de estudos desenvolvidos junto ao grupo de Maternatica
Computacional da UFRGS. Foram estudados, primeiramente, os tipos de sistemas de
equacOes lineares e os metodos numericos pontuais utilizados para sua resolucdo. Neste
estudo foi abordado ainda aspectos referentes a instabilidade numerica e a proximidade da
singularidade em sistemas de equagOes lineares. Estes estudos estdo descritos em [HOL94,
HOL94a e HOL94b].

Em seguida foram realizados estudos referentes a versdo intervalar dos metodos
pontuais e tambem sobre a aplicabilidade de sistemas de equacôes lineares ([HOL95]), o que
serviu de base para a realizacdo deste trabalho

Este trabalho foi realizado em duas etapas. A primeira consistiu na identificacdo e
caracterizacdo das metodologias de desenvolvimento dos metodos intervalares. Estas
metodologias ou grupos de metodos foram classificados como: metodos intervalares
baseados em operacdes algebricas ou metodos diretos; metodos intervalares baseados em
iteracdo e metodos intervalares baseados em refinamento ou metodos hibridos. Com a
definicdo deltas metodologias os metodos intervalares pesquisados foram agrupados nestes
nes grupos.

Deve-se salientar que ndo e objetivo deste trabalho a elaboracdo de novos metodos
intervalares, mas sun a caracterizacdo de alguns desses metodos visando com isso a
elaboracâo de ferramentas que possibilitem a utilizacdo desses metodos por usuarios das
mais diversas areas do conhecimento e tambem que possibilitem a disserninacdo da cultura
do use de intervalos na matematica aplicada, engenharias, fisica, quimica e demais ciéncias
que dessas ferramentas necessitarem. Juntamente com a descricdo dos metodos intervalares
foram elaborados seus respectivos algorit mos
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Com esses estudos tornou-se possivel se dar inicio a segunda etapa do trabalho,
etapa que consistiu da elaboracdo de uma biblioteca aplicativa intervalar para a resolucdo de
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sistemas de equacOes lineares, biblioteca esta denominada de .svlint.p Esta biblioteca foi
desenvolvida em um PC-486 e implementada utilizando o compilador Pascal-XSC, que entre
suas caracteristicas tem disponivel a aritmetica intervalar, aritmetica de alta exatiddo,
produto escalar Otimo e a verificac5o automatica do resultado.

Atraves do estudo dos metodos intervalares e suas respectivas metodologias de
desenvolvimento a biblioteca selint.p foi estruturada modularmente, na qua! cada modulo
refere-se a uma metodologia ou grupo de metodos

MOdulo clirittt, incluindo metodos baseados em operacOes algebricas intervalares
e propriedades intervalares. Tambem sac) conhecidos como metodos diretos
intervalares;

MOdulo refint, incluindo metodos baseados em incluseies ou refinamentos
intervalares da solucao e do erro. Tambern podem ser chamados de metodos
hibridos, uma vez que se pode utilizar a solucao inicial calculada por metodos
pontuais ou a matriz inversa pontual;

c) MOdulo itrini, incluindo metodos iterativos intervalares, conhecidos tambem
como metodos de relaxacdo. Eles tambem se baseiam em inclusOes monotemicas.

Alem destes tres mOdulos foi definido urn quarto modulo, equalg, que deve conter
rotinas do caso particular de sistema linear de ordem urn, ou seja, resolucdo algebrica de
equacOes por metodos intervalares, como as versOes intervalares do metodo de Newton.
Deve-se destacar, ainda, que para a implementacäo da biblioteca selint.p foi necessario a
utilizando dos mOdulos aritmeticos avancados do Pascal-XSC (ver [HOL95]), mOdulos que
contem a aritmetica intervalar e suas respectivas operacOes corn matrizes e vetores de
intervalos.

A documentacdo da biblioteca aplicativa intervalar é constituida do manual de
utilizando da selint.p. Ele é constituido por duas partes, a primeira contem informaceies
sobre o uso e vantagens de utilizacao da biblioteca e a outra parte contem a documentacâo
das rotinas que compeiem essa biblioteca. A primeira parte visa atender urn usuario que
deseja maiores informacdes da biblioteca, enquanto que a segunda parte visa atender ao uso
esporadico.

Na documentacdo das rotinas da biblioteca selint.p é usado o mesmo formato usado
na documentacdo dos mOdulos aritmeticos do Pascal-XSC. A documentacdo da biblioteca
selnup segue o padrao encontrado nos mOdulos aritmeticos I ARI, C_ARI, CI_ARI,
MV ARI, MVI ARI, MVC ARI, e MVCI ARI. Este padrao estabelece que a biblioteca
seja dividida em rnedulos, que sâo compostos por rotinas de urn mesmo grupo.

ApOs esta implementac5o foram selecionados exemplos de sistemas de equacOes
lineares a serem resolvidos pela biblioteca selint.p a fun de poder ter condicOes de analisar e
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comparar os resultados obtidos pelos metodos intervalares implernentados. Foram
comparados os resultados intervalares corn os resultados pontuais e os resultados da
corn os resultados da biblioteca	 Atraves destas cornparacOes pode-s'e realizar
uma analise de desempenho em termos quantitativos da biblioteca

5.2 Consideraciies Finals

Neste item sdo apresentados as conclusbes obtidas com a realizack deste trabalho.
Primeiramente procurou-se mostrar que o use de metodos intervalares pode verificar a
existencia ou ndo existencia da solucAo de sistemas de equaceies lineares, o que pode rtao
acontecer corn os metodos pontuais.

Outro aspecto a destacar e referente aos metodos baseados em refinamento, os quais
utilizam a aritmetica pontual para calcular uma aproximacao da solucdo do sistema e depois
realiza o retinamento intervalar desta aproximacao. Este fato e importante pois em muitos
casos os calculos com matrizes e vetores de intervalos podem ser muito dispendiosos.

Quanto a implementacdo encontrou-se algumas dificuldades nos metodos iterativos,
dificuldades quanto a convergencia do metodo e a escolha da aproximacao inicial da solucäo
que sera utilizada pelos metodos iterativos intervalares. Observou-se em alguns dos
exemplos testados que o resultado do metodo iterativo e divergente. Devido a isto, estas
dificuldades deverao ser estudadas e analisadas mais aprofundadamente na continuacdo
deste trabalho.

Pode-se observar no Metodo de Eliminacäo de Gauss corn e sem pivotamento o
cuidado que deve-se ter corn a estrutura da matriz A do sistema AX = B, pois se houver um
zero pertencente ao intervalo localizado na diagonal principal dessa matriz, o metodo de
Gauss fallia Isso aconteceu em alguns exemplos e as vezes nem corn a troca de linhas e
colunas o problema Ode ser solucionado.

No que se refere aos resultados obtidos pode-se observar que de uma maneira geral
os metodos baseados em refinamento produzem melhores resultados comparados aos
obtidos pelos metodos diretos e iterativos, embora alguns dos metodos diretos produzam
resultados muito prOximos aos resultados obtidos pelos metodos baseados em refinamento.

Alguns dos metodos, em especial o metodo direto de hansen4, embora produza
resultados intervalares que contenham a solucdo do sistema o didmetro do resultado que por
eles foi gerado e considerado muito grande o que o torna imprOprio para poder se avaliar a
solucäo do sistema.
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Na comparacao da biblioteca selint.p corn a biblioteca libselinta observou-se que os
resultados obtidos, embora aproximados, possuern urea maior exatidâo na .biblioteca

devido as caracteristicas da ferramenta utilizada na implementacdo da

Ainda em comparacdo corn a biblioteca libselint.a, um ponto negativo da biblioteca

selint.p é o fato que a resolucao de sistemas de grande porte pode tornar-se inviavel devido
a capacidade de processamento do equipamento no qual foi implementada a selint.p, fato
este que ndo ocorre corn a libselinta, pois a mesma foi desenvolvida no supercomputador
Cray Y-MP do CESUP/UFRGS.

Por rim concluiu-se que os resultados obtidos pela saint') sdo melhores quando
comparados corn os da libselint.a e que na sua grande maioria os metodos intervalares
implementados continham a solucdo exata do sistema. Este fato ndo impede que sejam
realizadas melhorias na selint.p, bem como a inclusdo de novos metodos intervalares,
possivel gracas a caracteristica modular da biblioteca.

5.3 Proposta para Novos Trabalhos

As propostas para novos trabalhos poderdo ser apresentados em quatro diferentes
itens:

melhorias na biblioteca seam");
melhorias na biblioteca /ibselint.a;
estudos de metodos paralelos para a resolucao de sistemas de equagOes lineares e

a elaboracdo da versa° intervalar dos mesmos;
desenvolvimento de novos metodos intervalares.

POde-se notar corn o desenvolvimento da biblioteca saint]) que alguns aspectos
necessitam de um maior aprofundamento em seu estudo, como é o caso dos metodos
intervalares iterativos. Outro detalhe é que a biblioteca selint.p utiliza apenas ninneros rears,
nao aceitando corn isso sistemas que possuam nUmeros complexos e este é urn ponto a ser
estudado e implementado posteriormente.

Corn relacão a biblioteca libselinta poderd ser realizada as mesmas alteraceies
citadas para a selint.p como tamb6m um estudo de um melhor aproveitamento das
caracteristicas e potencialidades existentes no supercomputador Cray Y-MP.

Aproveitando estes estudos deverd realizar-se pesquisas que abordem os metodos
paralelos para a resolucdo de sistemas de equacOes lineares. Neste estudo procurarar-se-d
identificar as caracteristicas dos mesmos, seus algoritmos de desenvolvimento e sua
paralelizacdo. ApOs realizado essa etapa do estudo poderdo ser feitas pesquisas referentes a
versdo intervalar dos metodos paralelos, visando corn isso identiticar problemas na versa()
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intervalar desses metodos, como por exemplo a sua paralelizacdo e o custo computacional
da utilizacäo de matrizes e vetores de intervalos ern um ambiente de desenvolvimento
paralelo.

Deverdo, tambe ► , ser desenvolvidos novos metodos intervalares e corn isso seus
resultados comparados corn os resultados que tem-se das bibliotecas scliiitp e	 E
corn a disponibilidade de uma das bibliotecas em um supercomputador torna-se vidvel a
resolucdo de aplicacOes reais que utilizam sistemas de equacOes lineares de grande porte e
que por isso exigent um equipamento que possua uma grande velocidade de processamento.
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Anexo 1: Algoritmos dos Metodos

1.1: Algoritmos dos Metodos Intervalares do MOdulo equal;

a) Metodo para a resolticiio da ma:KA° A + X = B

Entrada de dados: A, B (intervalos)
Calcular X = B - A

I)) IVI6todo pant a resolucao da equacao AX + B = C

Entrada de dados: A, B, C (intervalos)
Calcular X (C - B) / A , 0 A

Metodo para a resolnctio da equacilo AX + BX = C

Entrada de dados: A, B, C (intervalos)
Calcular X = C / (A + B)

Metodo para a resoluciio da equacäo AX + B = CX + D

Entrada de dados: A, B, C, D (intervalos)
Calcular X,= (D - B) / (A - C)

e) Metodo de Newton Intervalar

Entrada de dados: X e X° (intervalos)

Ni(X) = X - f(X)/M, onde 0 M

XktI := Ni(Xk) nXk para k=1,2,...,n
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1.2: :klgorittnos dos Mëtodos Intervalares do MOdulo diri► t

a) Metodo de Hansen2

Entrada de dados: A I , BI

Calcular matriz centro de A I , denominada Ac

Calcular matriz centro de B 1 , denominada Bc
Calcular Y = (AO - .Bc
Calcular matriz inversa de Ai
Calcular Z i = (B1-Al.Y).(A1)-1

Calcular X I = Z I + Y (solo* do sistema)

I)) Wind° de Hansen3

Entrada de dados: A i , B1

Calcular matriz centro de A l , denominada Ac
Calcular matriz inversa pontual de Ac
Calcular matriz inversa de A
Calcular X I = (A l )- I . B 1 (solucao do sistema)

Metodo de Hansen4

Entrada de dados: A', B'
Calcular matriz centro de A l , denominada Ac
Calcular matriz inversa pontual de Ac
Calcular Yl = (Ac) - I .A1
Calcular Z 1 = (Ac)- 1 .B1

Calcular matriz inversa intervalar de Y1
Calcular XI = ( Y I ) -1 . Z 1 (solucao do sistema)

Metodo de Ilansen5

Entrada de dados: A i , BI

Calcular matriz centro de A l , denominada Ac
Calcular matriz centro de B 1 , denominada Bc
Calcular Y = (Ac) - I .Bc
Calcular J 1 = (Ac) - 1.A1
Calcular K i = (Ac)- I .( B I -Al.Y)
Calcular matriz inversa intervalar de J1

Calcular Z I = KI.(.11) - 1

Calcular XI Y + Z I (solucao do sistema)
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Metodo de Eliminaciio de Gauss

%`)//0 Etapa 1 - Trians.tularizacdo

Entrada de Dados: A l , 13 1 , n

Para k = 1(1)n - 1

Para i = k + 1(1)n

	

M I [i,k]	 / A1[k,k]

Para j = k + 1(1)n

	

AI [ i ,j ]	AI[ i ,j ] + M I [i,k] * Al[k,j]

+ M I [i,k] * Y1[k]

%% Etapa 2 - Retrossubstituicao

X 1 [n]	 Y 1 [n] / A1[n,n]

Para k	 n - 1(-1)1

X 1 [k]	 Y1[k]

Para i	 k + 1(1)n

	

X1[k]	 X I [k] - A 1 [k,1] * XI[i]

X1 [ k]	XI[k ] / A1[k,k]

Saida [ X 1 [i]	 = 1(1)n ]

Metodo de Eliminacilo de Gauss com Pivotamento

Entrada de Dados: A1 , B 1 , n

Escoiha do pivO

Se necessArio troca linhas e/ou colunas

Utilizar algoritrno de Gauss sem pivotamento

Saida [ X l [i] i = 1(1)n I ]



CAlculo da Matriz Inversa por Hansen

Entrada de Dados: A l , n
Calcular a matriz pontual centro de A
Calcular a aproximacao da inversa pontual centro de A

Calculo da matriz inversa intervalar:

{Passo

E	 I - A*A-1

{Paso 2}

Para k = 1(1)n
Para j	 1(1)n
se abs(inf(E[k,j])) >= abs(sup(E[k,j])) entao Z[k,j] 	 abs(inf(E[k,j]))

send() Z[k,j] 	 abs(sup(E[k,j]))

sumc	 0;rE 0
Para k = 1(1)n
Para j = 1(1)n
sumc	 sumc + Z[j,k];

se r < sumc ent -ao r	 sumc

bl	 ((r*r)*r)/( 1 -r)
Para k	 1(1)n
Para j = 1(1)n
P[k,j]	 intval(-bl,b1)

{Passo 3}
S	 I + E*(I + E*(I + E))

{Passo 4}
C E- A-1*(S P)

76
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1.3: Algoritmos dos IVIetodos Intervalares do MOdulo refint

a) Metodo pant Sistemas em Geral

I. {Cãlculo de uma soluck aproximada }
Matinv(A,R,Err);
if (Err # "Sem erro") then

return Err := "Matriz é provavelmente singular!"

{Iterac5o de residuo real para uma soluck aproximada
Kithix	 10; K := 0; R u	 R .B;
repeat

D := q(B - A . 3ZK);

3{- K+1 := 0(1Z + R . D);
CheckForZeros(R 6 , x 1'1);
Success := Accurate(Fc 	 x K+1 );

k := k + I;
until Success or (k 	 Kmax )7

;

{Càlculo de inclusOes C e Z para C = I - RA e Z = R(B - AR)}
C :=- <>(1 - R. A);
D := D(B - A . 50;
D:=	 - A . z - D);
Z :=- -0-(R D + R D);

{Passo de verificacão}
if (Z = 0) then

X := 3Z;	 {Solucao exata }
else

VerificationStep(X, Z, C, IsVerified);
if (not Is Verified) then

Err := "Verificack falhou, o sistema esta provavelmente
mal-condicionado!";

return Err;
else

X := x + X; {Aproximaciio mais correc5o intervalar}

Return: Inclusao e cOdigo de erro}
return X, Err;
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1)) Mêtodo para Sistemas com Matrizes Densas

;Cala'la a inclus5o para a soluc5o de urn sistema linear quadrado AX = B}

Parte 1: càlculo da aproximac5o da matriz inversa pontual de A

1.1	 calcule uma aproximacao R da inversa de A

1.2	 calcule uma aproximac5o X = R.B de X

melhora X por uma correc5o de defeito iterativa:
repeat

X = + R(B - AX)

until X < exatid5o ou contador de iteracOes for excedido

1.3	 calcula a inclus5o para o residuo:
Z = RO(B - A.V)
e para a iteracao da matriz:
C = 0(1 - R.A)

1.4	 Iterac5o intervalar
Y = Z
repeat

YA blow(Y, c) {a - inflacao I
Y Z + C. YA

until Y c int(Y1) ou contador de iteracao for excedido

1.5	 If Y c int(YA) then
existe uma soluc5o Unica X e X

else
if na Parte 1 then
Parte 1 falhou, va para Parte 2 corn R, = R

else
algoritmo falhou, matriz A mal-condicionada ou singular

Parte 2: aproximacâo da inversa de tamanho duplo

2.1	 calcule a aproximacào da inversa R = R I + R2 de A:
S = R, . A
calcule uma aproximack) da inversa S I para S
S = S I . R I

R, = S I . R, - S
R, = S

2.2	 va para 1.2 da Parte 1
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Nletodo para Sistemas coot Matrizes Bandas

entrada de dados: A,B,tamanho das bandas
calcula a matriz inversa pela tecnica de decomposick LU e o erro LU - A
calcula a aproximacao da soluca'o X_app
calculeo erro:= B - AX_app da solucao aproximada X_app
calcule Z = erro
calcule X = X_app + Z
saida: X (solucab obtida pelo metodo para sistemas com matrizes bandas) 

!ciao da Matriz inversa

{Calcula inclusâo para a inversa da matriz quadrada Al

(resolva AX = I, coluna por coluna)
para i:= I ate n faca
inicio
Bi Ei (=i-th vetor unitario)
resolve Axi = Bi pelo use do algoritmo do
metodo para sistemas corn matrizes densas

fim

X = (x I,	 xn) é a inclusao procurada
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1.4: Algoritmos dos Metodos Intervalares do MOdulo itrint

Nletodo de Jacobi

Entrada }A, B i = 1(1)n, j = 1(1)n}
Entrada {limite, X i = 1( On}

k	 1
Enquanto k < limite faca

k	 k + I
Xk+1 = AXE + B

Saida {X}

= 1(1)n

Xfil	 Rfil 

Metodo de Gauss-Seidel

Entrada {A, B i = 1(1)n, j 	 1(1)n}
Entrada {limite, X i = 1(1)n}

k	 I
Enquanto k < limite faca

k	 k + 1
Saida {lc}
i = 1(1)n

	

'BM	 Vfil
j = 1(1)n

Se j	 i enta-o

Bfil	 Bill - Afi it * Xfil

	

Bfil	 Bfil / All it
Saida {B[i]}

i = 1(1)n

	

Xfil	 Rill 
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Anexo 2: Exemplos Selecionados

Exemplo 1: (sistema apresentado em [1-10L95])

	

(7 2	 1 )'	 (40)	 (3 97)

	

A= 1 9	 0 ,	 50, X=	 5.12

	

2	 25)	2.32)

Exemplo 2: (sistema apresentado em [1-10L95])

\j

\

i \

S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9
A 13 C A 13 C ABC A 13 C ABC ABC A B C A 13 C
I 2 3 4 .5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20  21 22 23 24 25

1

)

3
4

5
6

7

8

9

II)

11

12

13

14

15

16

17

18

19
20

21
))

23
24 _

1 -1 40
1 -I 40

1 -I 20
-55/90 I -55/90

-1/2 I -1/2

-35'90 -1/2 -1 I -35i90 -1/2 -1
-10	 11 I

-6/7 1

-5/11 1

-1/11 1

-1'7 1

-6/11 1
-3/5 I

-2/3 1

-4/5 1

-1.7 -1/7 1

-1/5 -1/5 I

-9/10 -9/10 1

-2/5 1

-1'3 I

_1.5 1

-6/7 -6/7 1
-4'5 -4'5 I

-1/10 -1	 'I (1

X = (70, 60, 30, 55, 35, HO, 50, 30, 50, 5, 5, 60, 30, 20, 40, 5, 5, 90, 20, 10, 10, 30, 20, 10)1



Solucão do exemplo 3
X1 -1.035280949936208E+002
X7 = 7.320471596998927E+001
X3 = 0.000000000000000E+000
X4 = -2.679528403001069E+001
X5 = -5.359056806002145E+001
X6 = 7 320471596998927E+001
X7 = 5.267952840300107E+002
X8 = 2.679528403001069E+001
X9 = -3.789461749400466E+001
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Exempla 3: (sistema apresentado em [H0L95])

a = 0.7071,13 = 0.8660 e 8 = 0.5

(a 0 0' -1 -/3 0 0 0 0) (	 0)

a 0 1 0 -6 0 0 0 0 -1000

0 I 0 0 0 -1 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0

A, 0 0 0 0 0 0 1 0 a B = 500

0 0 0 1 0 0 0 0 -a 0

0 0 0 0 /3 1 0 -1 0 0

0 0 0 0 -8 0 -1 0 0 -500

0) 0 0 0 0 0 0 1 a, 0,
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Exemplo 4: (sistema apresentado em [110L95])

Detinindo A l= ASA' tem-se o sistema A ix = P, e resolvendo-o obtem-se a solucdo
deste sistema.

	

ra 0	 0

	a 0	 1

	

0 1	 0

0 0 —1

	

A= 0 0	 0

	

0 0	 0

	

0 0	 0

	

0 0	 0

	

L 0 0	 0

-1 -fl 0 0 0 0

0 —8 0 0 0 0

0 0 —1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 a
I 0 0 0 0 — a

0 f3 1 0 — 1 0

0 —8 0 —1 0 0

0 0 0 0 1 a

of	 r	 01

0	 —1000

— 16	 0

—6	 0

S p= 500

0

0	 0

0	 —500

o]	 L	 o]

S=

[4255	 0

0	 6000

0	 0

0	 0

0	 0

0	 0

0	 0

0	 0

0	 0

0	 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

6000 0. 0 0 0 0 0 0

0 3670 0 0 0 0 0 0

0 0 3000 0 0 0 0 0

0 0 0 3670 0 0 0 0

0 0 0 0 6000 0 0 0

0 0 0 0 0 6000 0 0

0 0 0 0 0 0 4255 0

0 0 0 0 0 0 0 3000



Solucâo do exemplo 5
X I = -1.414227124876255E+001
X2 = 2.500000000000000E+001
X3 = 1.000000000000000E+001
X4 = -1.000000000000000E+001
X5 = 0.000000000000000E+000
X6 = 2.500000000000000E+001
X7 = 1 500000000000000E+001
X8 = -2.500000000000000E+001
X9 = 2.121340687314383E+001

X10 = 1.000000000000000E+001
X I 1 = 0.000000000000000E+000
X12 = -1 000000000000000E+00 I
XI3 = 0.000000000000000E+000
X14 = 1.000000000000000E+001
X15 = 1.000000000000000E+001
X16 = -1.414227124876255E+001
X17 = 1.000000000000000E+001

0-1	 00

001a	 0

000a	 1

-10

0

0
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Ex em plo 5: (sistema apresentado em [HOL95])

	

00-1-a 000	 0000	 000	 001	 r 01
a010+a 000	 0000	 000	 00	 0
0100	 0-100	 0000	 000	 00	 0
00-10	 0000	 0000	 000	 00	 -10
0001	 000-1-a 000	 000	 00	 0

0000+a	 100-a-100	 000	 00	 0

000	 0	 —a 0 —1	 0	 0 0 0	 0	 0 0	 0	 0 0	 —15

0000	 00-10a 000	 000	 00	 0
0000	 0001a 00-1-a 00	 00B-=	 0
0000	 0000	 0010a 00	 00	 0
0000	 0000	 0100	 0-10	 00	 0
0000	 0000	 0010	 000	 00	 0
0000	 0000	 0001	 000-a 0	 0
0000	 0000	 0000a	 10	 0-1	 0
0000	 0000	 0 0 0	 0	 -a
0000	 0000	 0000
0000	 0000	 0000

[a

A =
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Exemplo 6:

(2.4759	 1.6235	 4.6231 (0.00647) (	 1.8282

A = 1.4725	 0.9589	 —1.3253 B = 1.0473 1, X =1-2.0646

(2.6951	 2.8965	 —1.4794, (-0.6789) (-0.7577)

Exemplo 7:

(--20 —20 —34) (1) ( —0.143 )

A =1-30 7 3 1 , B = 2 , X =11 —0.101

(- 7 3 2 —2 , 3) (-0.0382)

Exemplo 8: (sistema apresentado em [HAN67])

([2,3]	 [0,1]\ [0,120] ([-120,90]
A = B= ,X =41,2]	 [2,3], [60,240], 4-60,2401,

Exemplo 9: (sistema apresentado em [RUM94])

(3 2 1 (3 3c) (e)

A= 2 2e 2.6 B=1 6e , X = 1
1 2s --- g ) 2e	 ) (1)

Exemplo 10: (sistema apresentado em [HAN69])

	

( [4.325,4.335]	 [-1.125,-1.115]	 [-1.085,-1.0751	 11.135,1.1451)	 ( [3.515,3.525]

A =
	1-1.125,-1.1151	 [4.325,4.335]	 [0.235,0.245]	 [-1.225,-1.215]iI [1.565,1.575]

	

1-1.085,-1.0751	 10.235,0.2451	 17.205,7.2151	 1-3.225,-3.2151'

	

11.135,1.1451	 1-1.225,-1.2151	 1-3.225,-3.2151	 15.425,5.4351	 1-1.095,-1.0851)

(	 [1.0407,1.0518]

[0.55667,0.56892]
X'

[0.10563,0.11639]
+0.23523 ,-0.221041,



86

Exempt() 11: (sistema apresentado em [1-1AM93])

(	 5 10 10 5

15 40 45 24

A = 35 105 126 70

70 224 , 280 160

(126 420 540 315

1)	 (1)	 ( 0 )

5	 2	 1

15 , B =	 3 , X =- —2

35	 14	 3

70j	 L-4j

Exemplo 12: (sistema apresentado em [GE093])

Matriz A:
10 45 120 210 252 210
55 330 990 1848 2310 1980

220 1485 4752 9240 11880 10395
715 5148 17160 4320 45045 40040

2002 15015 51480 105105 140140 126126
5005 38610 135135 280280 378378 343980

11440 90090 320320 672672 917280 840840
24310 194480 700128 1485120 2042040 1884960
48620 393822 1432080 3063060 4241160 3938220
92378 755820 2771340 5969040 8314020 7759752

120 45 10 I
1155 440 99 10
6160 2376 540 55

24024 9360 2145 220
76440 30030 6930 715

210210 83160 19305 2002
517440 205920 48048 5005

1166880 466752 109395 11440
2450448 984555 231660 24310
4849845 1956240 461890 48620

B	 , solucdo pontual encontrada X = (0, I , -2,3,-4,5,-6,7,-8, 9).1.

Exemplo 13: (exemplo apresentado em [NEU90])

2	 I-1,W I.? (	 [03,0.6]
A=

4-1,0]	 2	 ,
,B

\-1.2)
,X =

4-0.6 —0.3],

Exemplo 14: (exemplo apresentado em [NEU90])

	

(

NJ]	 0.1

A =

	

01	 [12],
, B =

ri

X=
([-1,1]\

[-1,11)

Exemplo 15: (exemplo apresentado em [NEU90])

0' (r---1,11`
A= _(, X =

2
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Exemplo 16: (exemplo apresentado em [NEU90])

( I	 0	 0)	 ( [- I ,I])	 ( [ - ,I])

	

A = 1	 1	 0 ,B = [- 1,1]	 = [-2,2]

	

1	 1	 1)	 \	 0	 )	 [2,3] )

Exemplo 17: (exemplo apresentado em [NEU90]) 

(    '[-2,2]
A =

35,
B =

5 ,
,X=     

Exemplo 18: (exemplo apresentado em [CLA89])

( 3 2 0 1) ( 3 ) (2)

9 8 —3 4 6 -1
A =

—6 4 —8
0,

B —16
, X=

0

3 —8 3 — 4, 18 , - 1,

Exemplo 19: (exemplo apresentado em [CLA89])

(I 1 1 (6) (1)

A= 1 , B = 3, X =121

3 2 —1 4)

Exemplo 20: (exemplo apresentado em [CLA89])

	

( 5 0 0	 —3	 —I)	 ( 2 )	 ( 0.09 )

	

—I 4 0	 0	 —1	 3 1 0.61

	

A= 0 0 2	 —1	 0 , B=	 —II , X,	 —0.65

	

—1 0 0	 4	 —2	 0 II	 	 —0.301

	

( 0 0 0	 —1	 2 J	 .-1)	 (-0.65)
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Exemplo 21: (exemplo apresentado em [CLA89])

( 4
I 9

—1

0

0)	 (10)	 (2.76)

—5	 —5	 02-)
A -= 1 I	 13=	 V =I

—1 0 6 —3 0 0.61

0 —5 10) \ 0 29,

Exemplo 22: (exemplo apresentado em [CLA89])

(10	 5	 2	 I 1 (18) (I)
5	 10	 —3	 2 14

A=
B 

=
6

X =
2	 —3	 12	 —5i'

1	 2	 —5	 12 10, 1

Exemplo 23:

("?	 1	 01	 (7) (3)

A= 1	 3	 1, B =

1	 2 5) 2)
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