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Resumo

O estudo dos métodos intervalares € importante para a resolu¢do de sistemas de
equagoes lineares, pois os métodos intervalares produzem resultados dentro de limites
confiaveis (do intervalo solu¢do) e provam a existéncia ou ndo existéncia de solugdes,
portanto produzem resultados confiaveis, o que os métodos pontuais podem ndo
proporcionar.

Outro aspecto a destacar ¢ o campo de utilizagdo de sistemas de equagdes
lineares em problemas das engenharias e outras ciéncias, 0 que mostra a aplicabilidade
desses métodos e por conseguinte a necessidade de elaboragdo de ferramentas que
possibilitem a implementagdo desses métodos intervalares.

O objetivo deste trabalho ndo € a elaboragdo de novos métodos intervalares, mas
sim o de realizar uma descrigdo e implementagdo de alguns dos métodos intervalares
encontrados na bibliografia pesquisada. A versdo intervalar dos métodos pontuais ndo €
simples e o calculo por métodos intervalares pode ser dispendioso, uma vez que se esta
tratando com vetores e matrizes de intervalos.

A implementagdo dos métodos intervalares so foi possivel gragas a existéncia de
ferramentas, como o compilador: Pascal-XSC, que incorpora as suas caracteristicas
aspectos importantes como a aritmética intervalar, a verificagdo automatica do resultado,
o produto escalar 6timo e a aritmética de alta exatidao.

Este trabalho é dividido em duas etapas. A primeira apresenta um estudo dos
métodos intervalares para a resolugdo de sistemas de equagdes lineares. S@o
caracterizadas as metodologias de desenvolvimento desses métodos. Metodologias estas,
que foram divididas em trés grupos de métodos: métodos intervalares baseados em
operagdes algébricas intervalares ou métodos diretos, métodos intervalares baseados em
refinamento ou métodos hibridos e métodos intervalares baseados em iteragdes. Sdo
definidas as caracteristicas, os métodos que as compde e a aplicabilidade desses métodos
na resolugdo de sistemas de equagdes lineares.

A segunda etapa € caracterizada pela elaboragdo dos algoritmos referentes aos
métodos intervalares estudados e sua respectiva implementagdao, dando origem a uma
biblioteca aplicativa intervalar para a resolugdo de sistemas de equagdes lineares,
selint.p, implementada no PC-486 e utilizando o compilador Pascal-XSC. Para este
desenvolvimento foi realizado, previamente, um estudo sobre este compilador e sobre
bibliotecas disponiveis que sdo utilizadas na implementagdo da biblioteca aplicativa
intervalar.

A biblioteca selint.p é organizada em quatro modulos: o modulo dirint (referente
aos métodos diretos); o modulo refint (referente aos métodos baseados em refinamento);
o modulo #trint (referente aos métodos iterativos) € 0 modulo equalg (para sistemas de
equagoes de ordem 1).



Por fim, através daquela biblioteca foram realizadas comparagdes entre os
resultados obtidos (resultados pontuais, intervalares, seqiienciais e vetoriais) a fim de se
realizar uma analise de desempenho quantitativa (exatiddo) e uma comparagdo entre 0s
resultados obtidos. Esses resultados serdo comparados com os obtidos com a biblioteca
libselint.a, biblioteca esta que esta sendo desenvolvida para o ambiente do
supercomputador Cray Y-MP do CESUP/UFRGS, como parte do projeto de Aritmética
Vetorial Intervalar do Grupo de Matematica Computacional da UFRGS.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica Intervalar, Intervalos, Sistemas de Equagdes
Lineares (SELAS), Meétodos Intervalares para Resolugdo de Sistemas Lineares,
Biblioteca Aplicativa Intervalar.
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Title: "Interval Methods for Resolution of Linear Equation Systems"

Abstract

The study of interval methods is important for resolution of linear equation
systems, because such methods produce results into reliable bounds and prove the
existence or not existence of solutions, therefore they produce reliable results that, the
punctual methods can non present,save that there is an exhaustive analysis of errors.

Another aspect to emphasize is the field of utilization of linear equation systems
in engineering problems and other sciences, in which is showed the applicability of that
methods and, consequently, the necessity of tools elaboration that make possible the
implementation of that interval methods.

The goal of this work is not the elaboration of new interval methods, but to
accomplish a description and implementation of some interval methods found in the
searched bibliography. The interval version of punctual methods is not simple, and the
calculus by interval methods can be expensive, respecting is treats of vectors and
matrices of intervals.

The implementation of interval methods was only possible due to the existence of
tools, as the Pascal-XSC compiler, which incorporates to their features, important
aspects such as the interval arithmetic, the automatic verification of the result, the
optimal scalar product and arithmetic of high accuracy.

This work is divided in two stages. The first presents a study of the interval
methods for resolution of linear equation systems, in which are characterized the
methodologies of development of that methods. These methodologies were divided in
three method groups: interval methods based in interval algebraic operations or direct
methods, interval methods based in refinament or hybrid methods, and interval methods
based in iterations, in which are determined the features, the methods that compose
them, and the applicability of those methods in the resolution of linear equation systems.

The second stage is characterized for the elaboration of the algorithms relating to
the interval methods studied and their respective implementation, originating a interval
applied library for resolution of linear equation systems, se/int.p, implemented in PC-486
and making use of Pascal-XSC compiler. For this development was previously
accomplished a study about compiler and avaiable libraries that are used in the
inplementation of the interval applied library.

The library selint.p is organized in four modules: the dirint module (regarding to
the direct methods), the refint module (regarding to the methods based in refinament);
the itrint module (regarding to the iterative methods) and equalg module(for equation
systems of order 1).



At last, through this library, comparisons were developed among the results
obtained (punctual, interval, sequential and vectorial results) in order to be accomplished
an analysis of quantitative performance (accuracy) and a comparison among the results
obtained with [/ibselint.a library, that is been developed for the Cray Y-MP
supercomputer environment of CESUP/UFRGS, as part of the Interval Vectorial
Arithmetic project of Group of Computational Mathematics of UFRGS.

KEYWORDS: Interval Mathematics, Intervals, Linear Equations Systems (SELAS),
Intervals Methods for Resolution of Linear Systems, Interval Applied Library.



I Introducio

A motivagdo para a elaboragdo deste trabalho, surgiu com estudos desenvolvidos
junto ao Grupo de Matematica Computacional do CPGCC da UFRGS, a respeito de
meétodos intervalares e pontuais, linguagens para computagio cientifica, aplicabilidade de
sistemas lineares em varios ramos das engenharias e das ciéncias, analise sensitiva,
proximidade de singularidade e instabilidade numérica (descritos em [HOL94a, HOL95]).
Através dessas pesquisas, pode-se notar que problemas de instabilidade, podem levar a
resultados erroneos na resolugdo de sistemas de equagdes lineares. Devido a isto, foi feito
um estudo mais aprofundado a respeito de metodologias de desenvolvimento de métodos
intervalares, visando a compreensdo de suas caracteristicas, técnicas e aplicagdes em outras
areas. Pode-se observar que os métodos intervalares produzem resultados dentro de limites
confiaveis e que provam a existéncia ou ndo existéncia de solugdes, proporcionando,
portanto, resultados confiaveis que métodos pontuais ndo proporcionam sem uma analise
exaustiva de erros, o que determinou a importancia desse estudo mais aprofundado.

Esta pesquisa enquadra-se dentro de um projeto de pesquisa do Grupo de
Matematica Computacional do CPGCC da UFRGS, relacionada a aplicagdes da matematica
intervalar, no sentido de proporcionar ferramentas que possibilitem aos usuarios utiliza-las e
disseminar a cultura do uso de intervalos na matematica aplicada, engenharias, fisica,
quimica e demais ciéncias que dela necessitar. Por isso, estio sendo desenvolvidas
bibliotecas aplicativas intervalares, contendo métodos intervalares, como para a resoiugdo de
sistemas de equagdes lineares, o que proporcionara condigdes que possibilitem o estudo e a
demonstragdo da aplicabilidade de métodos intervalares.

A pesquisa trata, inicialmente, de métodos intervalares de resolugdo de sistemas de
equagOes lineares encontrados e selecionados na literatura disponivel. Foram identificadas
caracteristicas ou principios comuns a esses métodos intervalares, no sentido de agrupa-los e
de definir metodologias. Os métodos intervalares foram agrupados em trés grupos: métodos
intervalares baseados em operagdes algebricas intervalares ou métodos diretos, baseados em
refinamento ou métodos hibridos e baseados em iteragdes. Com a definigdo desses grupos
ou metodologias, os métodos que as compdem foram identificados, descritos, caracterizados
e projetados os algoritmos.

Em seguida foi realizada a implementagdo desses métodos, dando origem a uma
biblioteca aplicativa intervalar para a resolugdo de sistemas de equagdes lineares. Esta
biblioteca foi desenvolvida em ambiente de computadores pessoais (tipo PC), denominada
selint.p, implementada em um PC-486, utilizando o compilador Pascal-XSC. Essa
implementagdo foi precedida de um estudo sobre esse compilador e sobre bibliotecas
disponiveis que sdo utilizadas na implementagdo da biblioteca aplicativa intervalar.
Finalmente, através dessa biblioteca, foram realizadas comparagdes entre os resultados
obtidos (resultados pontuais, intervalares, seqiienciais e vetoriais) a fim de se realizar uma
analise de desempenho qualitativa e uma comparagdo entre os resultados obtidos. Para essa
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comparagio foi utilizada a biblioteca intervalar libselint.a, biblioteca desenvolvida para o
ambiente do supercomputador Cray Y-MP do CESUP/UFRGS, implementada em
FORTRAN 90 e utilizando a biblioteca intervalar /ibavi.a. Esta biblioteca faz parte de um
projeto do GMC/UFRGS, a respeito da aritmética vetorial intervalar, na qual a biblioteca
intervalar /ibavi.a e a biblioteca intervalar libselint.a fazem parte desse projeto.

1.1 Revisdo de Matrizes e Algebra Matricial Pontual

Neste item ¢ apresentado uma revisdo de matrizes e 4lgebra matricial pontual. Sdo
descritos alguns tipos de matrizes e as operagdes matriciais. Maiores detalhes a respeito
destes tépicos podem serem encontrados em [CLA89, DIV90 e HOL9S].

Entre os tipos de matrizes existentes pode-se destacar os seguintes tipos:

a) Matriz retangular: uma matriz mxn € dita retangular quando m#n (onde m € o
niimero de linhas e n é o nimero de colunas);

b) Matriz quadrada: uma matriz mxn € dita quadrada quando m=n, neste caso, diz-
se que a matriz € de dimensdo n, ndo sendo necessdrio dizer nxn;

c¢) Matriz coluna/linha: quando a matriz s6 possui uma coluna/linha, ou seja n=1 ou
m=1. Também chamada de vetor;

d) Matriz triangular: uma matriz triangular é um caso especial de matriz quadrada,
na qual todos os elementos de um lado da diagonal principal sdo nulos. Se os
elementos abaixo da diagonal forem nulos, a matriz é denominada triangular
superior; se os elementos acima da diagonal forem nulos, a matriz € chamada de
triangular inferior;

e) Matriz diagonal: é uma matriz quadrada que sé possui elementos ndo nulos na
diagonal principal;

f) Matriz tridiagonal: é uma matriz quadrada que possui os elementos ndo nulos na
diagonal principal e na primeira diagonal acima e abaixo dela;

g) Matriz simétrica: € uma matriz quadrada cujos valores sdo simétricos com relagido
a diagonal principal, ou seja ai;= aj;,

h) Matriz densa: uma matriz onde a maioria dos seus elementos sio ndo nulos
(usualmente, maioria significa 2/3 dos elementos diferentes de zero);
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i) Matriz esparsa: uma matriz onde cerca de dois tergos dos elementos sdo nulos. Um
caso especial de matriz esparsa € do tipo banda, onde os elementos ndo nulos se

concentram em certas bandas;

j) Matriz conjugada: dada uma matriz complexa, define-se a matriz conjugada como
a matriz composta pelo conjugado de cada elemento complexo a;;;

k) Matriz Hermitiana: € definida como sendo a transposta da matriz conjugada de A
e anotada por All;

1) Matriz de Hilbert de ordem n: é uma matriz onde todos os elementos sdo menores
ou iguais a um. Uma matriz de Hilbert de ordem n € calculada da forma

H,= (hﬁ) =[1/@+j=-1)), parai=1,..,nej=1,..,n

m) Matriz positiva definida: é uma matriz onde os elementos da diagonal principal
sio maiores que zero e que o determinante dessa matriz € diferente de zero.

Duas matrizes A e B siio ditas iguais se possuirem o mesmo nimero de linhas e
colunas e se a;; = by; para qualquerie j. Se A e B forem ambas de ordem m X n, a adigdo serd
definida pela equd(;'lo (1.1).

[an+by  ap+by -+ ap+by
aag+by antby -+ antbn

A+B"‘—"aij+bij= . . : : (11)
|J-lml + bml am2 + bmz RS, a!l'l.rl+ bmn

e a multiplica¢@o por um nimero o através da equagdo (1.2).

f(l apy Oan -+ Odn
OCdn ®an -+ d,

oA =0'~(ﬂ|'j) :| . : : : (1°2)
I_C( AQmi UL dma **+ U Qmn

Para matrizes A, B e C, possuindo o mesmo niimero de linhas e colunas, as seguintes
propriedades podem ser obtidas a partir das definigdes anteriores, onde o, |3 sdo numeros
quaisquer. reais ou complexos, e O € a matriz nula.

AA+B+C)=(A+B)+C (Propriedade Associativa)
b)A+B=B+A (Propriedade Comutativa)
OOA+0=0+A=A (Identidade sob adig¢@o)

d) (o + B)A = aA + BA, (Propriedade Distributiva)



e) (A +B)=aA+aB

O produto de duas matrizes A e B é definido somente quando o namero de colunas
de A ¢ igual ao nimero de linhas de B. Se A for de ordem m x n e B for de ordem n « p. o
produto C = AB sera de ordem m x p como mostrado na formula (1.3), onde o elemento c;
de AB ¢ obtido multiplicando-se os elementos da i-ésima linha de A pelos correspondentes
elementos da j-ésima coluna de B e soma-se, entdo, esses produtos, conforme figura 1.1,
onde:

n

Cy = Li,uf)r, + o b,; +eee +(fm hn_- = Eﬂ‘.k b.{-; j = -r. o.om j = ., i /) (]3)
k [}

all ... aln b11 ... b1j .. bip cll ... clp
ail ... ain - oo Ol
aml ... amn bnl ... bnj ... bnp cml ... cmp

Figura 1.1 - Defini¢do do produto de duas matrizes

Se o produto esta definido, as propriedades seguintes sdo verificadas. A
demonstragdo delas pode ser facilmente obtida pela definigdo do produto, da adigdo de
matrizes com as propriedades associativas e comutativa dos reais.

a) A(BC) = (AB)C
b) A(B + C) = AC + BC
¢) (A +B)C = AC + BC

Deve-se salientar que o produto de matrizes ndo dispde da propriedade comutativa,
ou seja, AB # BA, pois o produto de matrizes € obtido pelo produto escalar de linhas da
primeira matriz por colunas da segunda matriz.

Poténcias de matrizes sdo definidas como casos particulares de produtos de fatores
iguais. Entretanto, cabe ressaltar que A" resulta na identidade, A' é a propria A, A2 ¢ A A e,
por fim, A" ¢ igual a um produto de n fatores iguais a A. Estas operagdes entre matrizes
reais sdo estendiveis a matrizes de intervalos; para tanto, utilizam-se de matrizes intervalares
operadas por operagdes intervalares, como sera visto no item 1.2, '

A transposta da matriz A € obtida trocando as linhas por colunas e colunas por
linhas. Representa-se a transposta de A através do simbolo AT. Se A for a matriz m x n,
entdo, AT sera a matriz n x m e numa matriz simétrica, A = AT. Se A e B sdo duas matrizes
quaisquer, para as quais € definido o produto AB, entdo (AB)" = BTAT.



A divisdo de matrizes ndo € uma operagdo legitima na algebra matricial, entretanto, o
conceito de matriz inversa guarda certa semelhanga com a notagdo da divisdo. A inversa de
matriz quadrada A € definida como a matriz B, tal que o produto de A por B e vice-versa,
produz a matriz identidade, ou seja, A.B=B.A=I e escreve-se B = A-!. Dada uma matriz
quadrada A possui uma inversa se, e somente se, A ndo for singular. Caso a matriz inversa
existir, ela sera tnica.

Chama-se determinante da matriz quadrada A, ou simplesmente determinante de
ordem n, a soma algébrica dos produtos dos elementos de uma matriz quadrada de n?
elementos, obtidos permutando-se de todos os modos possiveis os indices superiores dos
elementos da diagonal principal, fixados os inferiores e, admitindo-se que esses produtos
sejam positivos e negativos, conforme os indices superiores de seus fatores formarem uma
permutagdo de classe par ou impar, respectivamente. Se o det(A) = 0, o sistema € dito
singular.

Matrizes singulares Matrizes nio singulares
- () conjunto de equagdes ndo lem uma tinica solugdo. - O conjunto de equagies tem uma tinica solugdo.
- A eliminagio de Gauss ndo pode evitar um zero na diagonal. ] - A eliminagio de Gauss prossegue sem um zero na diagonal.
- Nio é inversivel - Possui matriz inversa
- As linha e colunas formam vetores linearmente dependentes - As linhas ¢ colunas formam vetores linearmente independentes.

Figura 1.2 - Propriedades equivalentes de matrizes singulares e ndo singulares

Frequentemente o teste para determinar se a matriz possui inversa € baseado no
conceito do determinante. A matriz A € inversivel se, e somente se, o det(A) # 0, entdo €
possivel expressar a solugdo de AX = B em termos de determinante, pela regra de Cramer.

I

e AT BT I
o (A)[AL#(A)] (1.4)

4

Se A e B sdao matrizes quadradas, tais que AB = BA = I, diz-se que B € a inversa de
A e escreve-se A-!. A matriz inversa de A pode ser calculada pelo produto do inverso do
determinante de A pela transposta da matriz adjunta de A, como descrito na formula
(1.4).

1.2 Revisdo da Aritmética Matricial Intervalar

Neste item é apresentada uma revisdo da aritmética matricial intervalar, onde sdo
revisadas as nogdes de igualdade, soma/subtragdo, multiplicagdo, inclusdo entre matrizes
e/ou vetores intervalares entre outros. Este item € importante para compreensdo dos



métodos intervalares para a resolu¢do de sistemas de equagOes lineares, especialmente
aqueles baseados nas propriedades algebricas, conhecidos como métodos diretos. Para
maiores detalhes ver [ALE83 e CLA89]. '

Os componentes das matrizes e vetores intervalares sdo representados por Al=(A;) e
a'=(Ai), respectivamente. Uma matriz intervalar, onde todos os componentes sdo intervalos
degenerados pontuais ¢ chamada de matriz pontual. O vetor pontual ¢ definido de maneira
similar.

Duas matrizes intervalares mxn (Al=(A;) e B'=(B,)) sao iguais, isto €, A'=Bl, se e
somente se houver igualdades entre todos os componentes correspondentes das matrizes, ou
seja, Al=B' = A;=B;, | <i<m, I <j<n

Sejam A'=(A;) e B'=(B;) duas matrizes intervalares mxn, a inclusdo € definida por
AlcB'o Ay By, l<ism, 1<j<n

A soma/subtragdo de duas matrizes intervalares mxn, A'=(A;) e B'=(B;;), ¢ dada por

Sendo A'=(A;;) uma matriz intervalar mxr e B'=(B;;) uma matriz intervalar rxn, entdo

A‘B*’::(}:A,-.-B.p] e, de uma maneira particular, tem-se A'=(Aij) e um vetor intervalar

v=]

ul=(U,), entdo A" ' = (iAwU\-].

v=]

Sendo A'=(A;) e X um intervalo, entdo XA'=AIX:=(XA;).

Sendo A! e B! matrizes intervalares e C um vetor pontual, entdo as seguintes relagdes
sdo validas:

a) {A+B | A4 € AL B € Bl}=Al4B!,
b) {AC|A € Al} = AIC

O conjunto das matrizes intervalares é fechado com respeito as operagdes de
soma/subtragdo. O conjunto das matrizes reais ou complexas € isomorfico as
correspondentes matrizes pontuais. A seguir sdo apresentadas algumas propriedades para as
operagdes acima.

Sendo Al, B!, C! matrizes intervalares e A,B,C,0,P matrizes pontuais, entio:

(a) Al+BI=BI+A! (comutatividade da adigdo)

(b)  AHBHCH=(AH+BH)+C! (associatividade da adigdo)

(c) A+0=0+A!=Al onde O ¢ a matriznula  (elemento neutro da adi¢do)

(d) AP=PA'=A! onde P é a matriz identidade (elemento neutro da multiplicagdo)
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(e) [’(A‘+B‘)C' c AICHBIC!,
\C!(AH+B!) c C'A+C'B!

()  ((A+B)C=AIC+BIC,
\(C(A+B"= CA+CB!

(g [A(BC)c (AB)C,
| (ABY)C! c A(B'C!) se C!=-C!
| A(BIC)=(AB))C,
\Al(B'C!)=(AIB!)C! se B!=-B! e C'=-C!

Sendo AL A" B! B! matrizes intervalares e X' Y! vetores intervalares. tem-se que,

Alc B! Al'cBl'e X! c YL

Se A=(A;) uma matriz intervalar, entdo a matriz didmetro € definida por

(subdistributividade)

(distributividade)

(associatividade)
( da )
(' multiplicagdo )

d(A"):=(d(A;)), sendo d(A') uma matriz real ndo negativa.

A matriz valor absoluto € definida por |All:=(|A;[), sendo também |Al| uma matriz

real ndo negativa.

Sendo Al=(A;) e B'=(B;), a matriz distdncia ou a distancia entre A" e B! € dada por

Q(A],B[)1=(Q(AijaBij))-

Provas das operagdes apresentadas neste item poderdo ser encontrados em [ALE83].

1.3 Revisio de Sistemas de Equacdes Lineares

Um sistema de equagdes lineares pode ser escrito na forma:

anxytapx;tasxyt..taux. = b
anxi+tanx;tanx;+...Fdwmx. = b

{a31x1+032x2+a33-YJ+---+a3nxn =bs

| dm X tamX:tapx;t...tamx, = bu

onde n € o nimero de incognitas do sistema, também denominado de ordem do sistema.
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Todo sistema de equagdes pode ser reescrito na forma de uma matriz de coeficientes
A multiplicada pelo vetor das incognitas X, resultando no vetor dos termos independentes
B, ou seja, AX = B, onde: '

ay iy iy . in Xi /)1

an dn daz ... wm X2 bz
A= as1 dsa Ay ... Gn X= X3 B= bs (1-6)

_Hrll ayy dny .. A | _x"_ _bn_

Um problema tipico de resolugdo de equagdes é: dado um sistema de equagdes
lineares de ordem nxn, deseja-se determinar os valores das incognitas que multiplicados por
A produzem o vetor B.

Uma solugdo para um sistema linear é um conjunto de valores das n incognitas que
satisfaz a todas as equagdes. Um sistema linear pode ser classificado (ver figura 1.3) quanto
ao numero de solugdes em: compativel, quando apresenta solugdo e; incompativel caso
contrario.

Sistema de equagdes lineares

Incompativel Compativel
I I
Sem Solugéo Mais de uma
Solugdo Unica Solugéo

Figura 1.3 - Classificagdo de um Sistema Linear quanto ao numero de solugdes

O sistema € dito homogéneo, quando o vetor dos termos independentes € nulo, ou
seja, bi = 0, para todo i=1,2, ..., n. Todo sistema homogéneo € compativel, pois admite, pelo
menos, a solug¢do trivial, que tem como vetor solugdo X, o vetor nulo. |

Os sistemas compativeis podem ainda ser classificados em: determinados, quando
apresenta uma unica solugdo e indeterminados, caso contrario. Ou seja, se o conjunto
solugdo € unico, o sistema € determinado ou ndo singular. Se existirem uma infinidade de
solugdes, o sistema € indeterminado.



Uma das grandes dificuldades na resolugdo de sistemas de equagdes € o problema da
instabilidade, ocasionado pela natureza do problema ou pelas limitagdes e erros de
aproximagdes, que estdo ligados aos algoritmos e maquinas usadas para resolver o
problema. A instabilidade pode resultar em situagdes indesejaveis. A influéncia que a
propagacdo dos erros nos dados de entrada exerce sobre o resultado ¢ descrita pela nogdo
de condigdo do problema ou condicionamento.

Um sistema € dito estavel ou bem condicionado quando se introduz pequenas
variagOes em seus dados de entrada e, com isso, sdo produzidas pequenas variagdes em seu
resultado final. Um sistema € dito instavel ou mal condicionado, quando se introduz
pequenas variagdes em seus dados de entrada e, por conseqiiéncia, sdo produzidas grandes
variagdes no resultado. Para maiores detalhes ver [HOL94, HOL94a e HOL94b].

1.4 Aplicabilidade de Sistemas de Equacoes Lineares

Uma variedade de problemas de engenharia pode ser resolvido através de sistemas
lineares, tais como: a determinagdo de potenciais em certas redes elétricas, o calculo do
stresse numa armagdo de construgdo ou de uma estrutura de ponte, o calculo do padrdo de
escoamento num sistema hidraulico com ramos interconectados ou o calculo das estimativas
das concentragdes de reagentes sujeitos a simultdneas reagdes quimicas entre outras.

Alguns exemplos de problemas que envolvem a resolugdo de sistemas de equagdes
lineares podem ser encontrados em [HOL96], que ilustram a aplicagdo de sistemas lineares
na solugdo destes problemas, os quais podem ser modelados e resolvidos por essa técnica.

1.5 Descrig¢io dos Capitulos

Neste capitulo foram apresentados conceitos basicos que sdo abordados durante o
restante do trabalho. Primeiramente, foi apresentada a motivagdo, os aspectos teoricos e
praticos que originaram e possibilitaram a realizagdo deste trabalho. A seguir, foi
apresentado uma revisdo sobre matrizes, algebra matricial pontual e intervalar, sistemas de
equagdes lineares e sua aplicabilidade.

No capitulo dois sdo apresentados os métodos intervalares para a resolugdo de
sistemas de equagdes lineares. Esses métodos sdo divididos em trés grupos e sdo
apresentadas suas caracteristicas e seus respectivos algoritmos. Ao final do capitulo €
apresentada uma analise desses métodos do ponto de vista de sua implementagio e
resultados gerados.
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No capitulo trés € proposta a biblioteca aplicativa intervalar para-a resolugdo de
sistemas de equagdes lineares, selint.p, desenvolvida para ambiente PC e utilizando o
compilador Pascal-XSC. E descrita a estrutura da biblioteca se/int.p, bem como suas
caracteristicas, modulos, padrdo de documentagdo e o manual de utilizagdo.

O capitulo quatro é de extrema importdncia para este trabalho. Neste capitulo sdo
apresentados os resultados obtidos com a utilizagdo da biblioteca proposta. Foram feitas
comparagdes quanto a qualidade dos resultados obtidos entre os diferentes métodos
(resultado pontual x intervalar). Foram feitos testes comparativos entre os resultados
intervalares obtidos com a biblioteca aplicativa intervalar se/int.p com os resultados
intervalares da biblioteca aplicativa intervalar /ibselint.a que vem sendo desenvolvida no
ambiente do supercomputador Cray Y-MP (em FORTRAN 90) pelo Grupo de Matematica
Computacional da UFRGS. Através desses testes, pretende-se realizar uma analise do
desempenho qualitativo da biblioteca aplicativa intervalar se/int.p, em termos de exatiddo e
confiabilidade dos resultados.

O capitulo cinco € destinado as conclusdes do trabalho. E apresentado.
primeiramente, um resumo do mesmo, depois sdo apresentadas as conclusdes obtidas com
este trabalho e, por fim, sdo apresentadas propostas para continuidade deste trabalho.

O anexo 1 deste trabalho apresentam os algoritmos dos métodos intervalares que
foram apresentados no capitulo 2 (Métodos Intervalares), algoritmos que foram utilizados
na implementagdo da biblioteca intervalar se/int.p. O anexo 2 apresenta uma lista de sistemas
de equagdes lineares que foram resolvidos e seus resultados utilizados para realizar a analise
de desempenho quantitativo da biblioteca selint.p.



2 Métodos Intervalares

2.1 Introducio

A matematica intervalar tem sido utilizada em diversas areas, para resolver sistemas
de equagdes lineares e ndo lineares, equagdes diferenciais ordinarias e parciais, equagdes
integrais e problemas de otimiza¢do, como pode ser encontrado em [HAM93, KRA96]. Para
cada uma dessas classes de problemas numéricos, o emprego da matematica intervalar tem
sido acompanhada pelo desenvolvimento de novas técnicas, as quais vdo além da mera
substitui¢do dos coeficientes reais por intervalos e do uso de operagdes intervalares.

A extensdo ingénua, por assim dizer, de métodos pontuais em métodos intervalares
tem mostrado ser ineficiente, pois ndo ha convergéncia, como foi observado, por exemplo,
na extensdo ingénua do método de Newton para o calculo de raizes reais (como
demonstrado em [DIV94]).

As técnicas para o calculo numérico com verificagdo automatica do resultado
utilizam o produto escalar otimo e a aritmética intervalar como ferramentas essenciais, além
da aritmética de ponto-flutuante simples. A aritmética intervalar permite o calculo de
extremos seguros para as solugoes de um problema. Obtém-se alta exatidao por meio do
produto escalar 6timo. A combinagdo destas, proporciona um grande avango na andlise
numeérica.

Uma mera aplicagdo da aritmética intervalar levara a extremos confiaveis.
Entretanto, estes podem ser tdo grandes que eles sdo realmente inuteis. Este efeito ja era
observado ha quase vinte anos atras por analistas numéricos, que muitas vezes criaram
rejeigdes a essa técnica [HOL95].

2.2 Métodos Intervalares

Os sistemas de equagdes lineares podem envolver matrizes de coeficientes densas
ou esparsas. Observa-se, em geral, que os métodos diretos pontuais para a solugdo dos
sistemas lineares sdo mais adequados a sistemas cuja a matriz de coeficientes € densa,
enquanto que sistemas cuja matriz de coeficientes € esparsa, do tipo banda ou tridiagonal,
sdo resolvidos mais eficientemente por métodos iterativos. Existe uma grande variedade de
métodos, cujo desempenho € melhor para determinado tipo de sistema, cuja matriz possui
determinada propriedade, como por exemplo simétrica e definida positiva. Entretanto,
devido a instabilidade (ou estabilidade) do problema; a erros de arredondamentos,
principalmente resultantes do produto escalar presente nas operagdes de multiplicagdo de
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vetores, de matrizes e de matrizes por vetores; e ao efeito acumulativo, resultados diferentes
da solugdo exata sdo produzidos. /

A extensdo intervalar destes métodos pontuais ndo € muito simples e o calculo da
solugdo por métodos intervalares pode ser dispendioso, uma vez que se esta tratando com
vetores e matrizes de intervalos. Uma alternativa economica e bastante utilizada é calcular
uma aproximag¢do pontual e, a partir desta melhora-la através de métodos intervalares. Nesta
idéia baseiam-se os métodos hibridos, que constituem uma das metodologias identificadas
dos métodos intervalares.

Entre os métodos intervalares levantados, foram identificadas caracteristicas que
permitiram a reunido dos métodos em trés classes ou grupos de métodos. O primeiro grupo
consiste de métodos baseados em operagdes algebricas matriciais intervalares, sdo a versdo
intervalar de métodos diretos. O segundo grupo € baseado em refinamentos, sdo métodos
hibridos, onde uma aproximagdo da solugdo exata € calculada por algum método pontual.
Entdo a solugdo € refinada através do uso da matriz inversa real ou intervalar, produzindo
uma solugdo intervalar contendo a solugdo exata, desta forma se tem limites confiaveis de
forma ndo dispendiosa. A busca de uma solugdo exata pode ser feita através do refinamento
do erro de uma aproximagdo ou do erro da matriz inversa. Por fim, tém-se os métodos
intervalares baseados em iteragdes, sdo versdes intervalares dos métodos iterativos pontuais,
onde o conceito de iteragdo esta baseado em inclusdes.

Através desta divisio em grupos, os métodos intervalares serdo caracterizados e
também foram elaborados seus respectivos algoritmos (algoritmos descritos no Anexo 1), os
quais serdo implementados dando origem a biblioteca aplicativa intervalar para a resolugdo
de sistemas de equagdes lineares selint.p (ver capitulo 3 Biblioteca Aplicativa Intervalar -
Modulo Sistemas).

2.2.1 Resolugio de Sistemas de Equagdes Lineares de Ordem 1

Uma equagdo algeébrica, para fins deste trabalho, sera considerada como um caso
particular de sistema de equagdes, onde a ordem do sistema € um, ou seja, um sistema com
uma Unica equagdo e com uma Unica variavel. A resolugdo de equagdes por métodos
pontuais pode ser feita por varios tipos de métodos, entre estes se pode destacar os métodos
de quebra, os métodos iterativos e os métodos hibridos (como classificados por Diverio em
[DIV86]).

|

A resolu¢do de equagdes por métodos de quebra, como o conhecido método da
Bissec¢do, necessita de um intervalo inicial que contenha um zero da equagdo. Este
intervalo é "quebrado" por alguma regra (como por exemplo, pela metade), de forma a
diminuir o intervalo, até que se esteja suficientemente proximo do zero da equagdo. Por fim,
tem-se um /ntervalo que contém a raiz cujos extremos diferem apenas nas tltimas casas da
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mantissa. Observa-se que o conceito de infervalo é utilizado, mas sem a utilizagdo de
propriedades e operagdes intervalares.

Os métodos hibridos, como o método hibrido C (definido por Claudio, D.M em
[CLA89] e, também descrito em [DIV90]), também utiliza a idéia de intervalo que contém
uma raiz, o qual é refinado através de operagdes compostas sobre os extremos que
envolvem retas tangentes e secantes interseccionando o eixo x. Mais uma vez € utilizado o
conceito de intervalo, sem operagdes intervalares.

2.2.1.1 Métodos Algébricos

Neste item s3o apresentados métodos algébricos para a resolu¢do de um sistema de
equagdes lineares de ordem 1. Sdo apresentados quatro métodos de resolugdo, de acordo
com o tipo de equagdo a ser resolvida. Para maiores detalhes, demonstragdes e exemplos ver
[KOR%4].

Sejam os intervalos A = [al,a2], B = [b1,b2], C = [cl1,c2], D = [d1,d2] e X = [x],x2]
intervalos reais, entdo as seguintes equagdes intervalares possuem o zero contido no
intervalo solugdo respectivo:

a) Equacio A+ X =B

Intervalo solugdo: X:=[(bl-a2),(b2 - al)] 2.1)

b) Equag¢io AX + B=C

Intervalo solugdo: X := [ min(x), max(x) ], onde

x::{(cl—bZ),(cI—bz),(c2-bl),(c2—bl)} 53)
a2 al a2 al

c) Equacio AX + BX=C

Intervalo solugdo: X = [ min(x), max(x) |, onde |

__{ cl 2 cl c2 } 54
*=(al+bl)’(a2+b2) (a2 +b2) *(al + b) (&2)
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d) Equacio AX+B=CX+D

Intervalo solugdo: X = [ min(x), max(x) ], onde

{(dl—bZ) (d1-b2) (d2-bl) (d2—bl)} (2.4)

(a2-cl) "(al-c2) (a2 -cl) *(al - c2)
2.2.1.2 Método de Newton Intervalar

O método iterativo mais conhecido €, sem duvida o método de Newton-Raphson.
também conhecido como método da tangente. E um método iterativo. Algebricamente, o
método parte de um valor inicial, que aplicado a uma fungdo de iteragdo, gera a nova
aproximagdo. Pelo aplicar sucessivo dos valores produzidos pela fung¢do de iteragdo, tem-se
uma seqiiéncia de valores que, muitas vezes, ¢ convergente. Quando converge, o limite €
uma aproximagdo de um dos zeros da equagdo. A fungdo de iteragdo do método de Newton
¢ dada pela formula (2.5), onde se tem que o valor atual é produzido pelo valor anterior,
menos o quociente do valor da fungdo no ponto anterior pela derivada da fun¢do no ponto
anterior.

e = xk - f(xE )] JOE) ' (2.5)

Aparentemente, o método de Newton ndo se utiliza do conceito de intervalo. Mas,
como método iterativo que €, a convergéncia € determinada pela verificagdo de certas
propriedades em uma vizinhanga, a qual pode ser vista como um intervalo. O método de
Newton € estendido a raizes multiplas e complexas e, pode também, ser estendido a calculos
intervalares.

Uma generalizagdo ingénua do método de Newton para o uso da aritmética
intervalar seria converter os valores reais por intervalos e as avaliagdes da fungdo e da
derivada, por extensdes intervalares da mesma. Ou seja, X® — X e para f e f ' sejam F e F'
avaliagoes intervalares com 0¢ F'(X). Seja o um zero de F(X), o € tinica no intervalo.

Xkil:= Xk - F(Xk)/F(Xk) (2.6)
Este método € divergente para todo intervalo inicial X° ¢ X, com aeX, X%a, pois
se for verificado o tamanho do intervalo, pelo didmetro, nota-se que o intervalo cresce a

cada iteragdo, ou seja d(X**!) > d(X¥), logo a seqiiéncia de intervalos { X* } € divergente.

Para ilustrar esta passagem, a seguir € considerado uma das versdes do método de
Newton Intervalar, conhecido como método de Newton Intervalar Simplificado [DIV91].



Sejam X e X' intervalos, se f € F(X) e XY c X. « € raiz de f determinada em X. e
se o € unica;: M ¢é a avaliagdo intervalar F' em X". Define-se o operador Newtoniano pela
formula 2.7, onde Ni e M sido intervalos.

Ni(X) = X - f(X)/M, onde 0 ¢ M. (2.7)
O método de Newton Intervalar simplificado ¢ dado por:
Xk+1 = Ni(Xk) "Xk para k=1,2,...n (2.8)

Observa-se a propriedade que se x’e X% e Ni(x?)nX"=0, entdo ndo existe raiz real
de f em X°. Observa-se, ainda, que as variagoes na definigdo do operador Newtoniano € que
definem as versdes do método de Newton intervalar. Na verdade, pode-se mesmo permitir
que O esteja contido em F'(X°) se for usada a aritmética intervalar estendida como ¢é
mostrado no exemplo a seguir. Considere f(x)=-2001+3x-x’ sendo f(x)=3(1-x").
Pode-se usar a extensdo intervalar F'(X)=3(1-X"); Se for feito X° =[-3,3], obtém-se
F'(X") =[-24.3] e, em aritmética intervalar estendida, obtém-se:

F(X°) " =[-90,—1/24]U[1/ 3,+x] (2.9)

Assim o intervalo X° é mapeado aqui para a unido de dois intervalos ilimitados e
disjuntos. Deste ponto segue a produgdo de uma (ou mais) seqiiéncias de intervalos usando
a formula (2.8) comegando com outro dos intervalos na unido (2.9). Neste exemplo, se o
segundo intervalo for escolhido na unido (2.9), a seqiiéncia de intervalos gerados por (2.8)
terminara em um namero finito de passos com o intervalo vazio desde que ndo exista zeros
de f(x) acima de 1/3. Inversamente, desde que um zero de f(x) esteja em Ni(X) sempre que
esta em X, pode-se dizer de uma intersecgdo vazia XN(X) que ndo haja zero em X. Se
escolhe-se o primeiro intervalo em (2.9), entdo encontra-se, usando (2.8), uma seqiiéncia
aninhada de intervalos.

X°®=[-3.3]
X'=[-3,-0.083375]
X?=[-3,-166526]
X?=[-2.17875.-163830]

X*=[-2.17875,-2.06189]
X*=[-2.0162,-2.0003]
X*=[-2.00024,-2.00006]

X7 =[-2.000112.-2.0001110]

Figura 2.1 - Sequiéncia aninhada de intervalos

Durante os calculos, percebe-se que N(X*')< X', com 0¢ F'(X*). Segue que f(x)
tem um zero em X* para todos k nesta seqiiéncia. Se 0 € F/(X) e Ni(X)c X com Ni(X) =
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m(X) - f(m(X))/F'(X), entdo f(x) tem um zero em X. Em contraste ao comportamento da

C f(&h

seqiiéncia encontrada acima, o método de Newton comum, x*'' = x* - 5
X

seqiiéncia muito erronea para o exemplo, a menos que x' seja menor que -1. Por exemplo,
com x” =0, o método de Newton gera a seqiiéncia:

‘gera uma

o

667
84518716
92592529
965774
98794069
0078932
98291958
0013261
87506664
0.94034361

i n

OO OO

Qe

10

I (R TR T

Figura 2.2 - Seqiiéncia de intervalos gerado pelo Método de Newton pontual
2.2.2 Métodos Intervalares Baseados em Operacdes Algébricas

Os métodos intervalares baseados em propriedades e operagdes algébricas, tendem a
ser uma extensdo dos métodos diretos pontuais de resolugdo de sistemas. Eles sdo
~estendidos a métodos intervalares pelo uso de operagdes e argumentos intervalares. Um
exemplo € dado a seguir, onde o sistema de ordem dois ¢ mal condicionado. Este exemplo
foi resolvido em [FER94] e € transcrito para ca, com o objetivo de ilustrar o uso de
intervalos para gerar a solugdo do sistema.

Exemplo: Considere o seguinte sistema mal-condicionado abaixo,

2.000x +3.001y = 1.000
(2.10)

0.6667x +1.000y = 0.3333

Se os calculos forem feitos usando aritmética intervalar arredondada com n digitos
decimais, para n=4, 5, 6, 7, 8 e 9, pode-se substituir o termo x na segunda equagdo,
obtendo-se (1.000— (0.6667 /2.000)(3.001))y = 0.3333—(0.6667/2.000)(1.000). Os seguintes

resultados foram obtidos para y.
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para n=4 : 0.6667/2.000 € [0.3333, 0.3334]
(0.6667/2.000)(3.001) € [1.000, 1.001],
0.3333 - (0.6667/2.0000)(1.000) € [-0.0010,0],
(1.000 - (0.6667/2.000)(3.001) € [-0.0010, 0],
y € [0,40) (sem limite em y)

paran=5:  0.667/2.000 e [0.33335,0.33335],
(0.6667/2.000)(3.001) & [1.0003, 1.0004],
0.3333 - (0.6667/2.000)(1.000) & [-0.00005, -0.00005],
(1.000 - (0.6667/2.000)(3.001)) & [-0.00040, -0.00030],
y € [0.12500, 0.16667];

paran=6 : y € [0.128205, 0.131579],
paran=7: y e [0.1302083, 0.1305484];
paran=8: y e [0.13041210, 0.13044613];
paran=9 : y e [0.130429111, 0.130429112].

O repentino aumento na exatiddo que ocorre entre os n=8 e n=9 ¢ explicado pelo
fato que, para n>8 o erro de arredondamento restante € gerado na divisdo final por y. Neste
exemplo, o tamanho do intervalo calculado diminui na ordem de 107", a medida que n cresce
para n>5.

2.2.2.1 Métodos de Hansen

O método de Hansen descrito em [ALE83, HAN65, HAN67, HANG9] se utiliza de
propriedades dos intervalos para calcular a solugdo. Ele estuda o comportamento de
inequagdes em cada quadrante para produzir a solugdo composta, que pode sofrer o efeito
envolvente, ou seja, obter o menor intervalo retangular que contenha a solugdo,

Considere o sistema de equagdes AX =B onde B = (b,) € um vetor real de ordem n
e A=(a;) ¢uma matriz real ndo singular de ordem n. O vetor solugdo X € o vetor 4 8.
Suponha, contudo, que A e B sdo sujeitos a erros. Suponha que se sabe somente que
a; € A;=[al;,a2;]eb; € B, =[bl;,b2;] parai,j=I,..n. Denote A'=(A;)eB'=(B,),
deseja-se saber o conjunto de solugdes X={X:AX=B,AcA' BeB'} para a equagio
A'X=B

Hansen e Smith! discutiram métodos para computar um vetor X' contendo X. Um
vetor X' =[x1 ,x2 ] define uma regidio em um espago n-dimensional limitado pelos planos

lem [HANGS. HAN67]
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X,=xl, eX;=x2,(i=1,...,n). Em geral, o conjunto X ndo é uma regido limitada pelos

planos paralelos aos eixos coordenados e entdo o menor vetor intervalar X' ndo € igual a
X. (Pelo menor vetor intervalar, entende-se o vetor na qual os elementos sdo todos os

menores possiveis).

Contudo o menor X' é importante. Sera mostrado como obter ambos os limites
(superiores e inferiores) do menor X' > X. Assume-se que pelo menos um elemento de
A'ouB' é um intervalo de tamanho diferente de 0.

Agora considera-se o conjunto X. Pode-se reescrever A'X = B' por

2 AX;=B; (i=1,.,n). 2.11)

j=1

Suponha que alguns pontos fixos x € X localizam-se no quadrante positivo. Para
este X, (2.11) pode ser escrito como

2 alX;, > a2, X, =B, (i=1,..,n) (2.12)
j=1 =1

Existe A € A' e B e B' tal que AX=B, para este x fixo, contanto que os intervalos a
esquerda e a direita de (2.12) cruzem-se para cada i=1,...,n. Isto €, x € X (se x; >0 para

j=1,...,n) sob condigdo que:
Zalijxjsbzi,ﬁazﬁszbli(h L,...,n). (2.13)
¥ F=

Seja x; < 0 para algum valor de j, entdo A;X; =[a2;x;,al;x;].

De acordo com o conjunto de equagdes lineares do sistema envolvido no célculo,
obtém-se a solug@o para cada quadrante e, com isso, constroi-se, através da reunido das
areas delimitadas em cada quadrante, uma figura geométrica que representa a solug¢do
intervalar do sistema. O vetor intervalar X! sera limitado pelos pontos de maximo e minimo

da regido resultante. A seguir sera apresentado um exemplo.

Considere as equagdes

[2,3]x+[0,1]y =[0,120]
{[1,2]x+[2,3]y =[60,240] (2.14)
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Mesmo no caso de duas dimensoes, o conjunto X' ndo € particularmente facil de se
representar. Obviamente, em dimensdes maiores, X' € dificil de representar em geral. Pode-
se, contudo, facilmente representar o menor paralelepipedo contendo X' tendo lados
paralelos aos eixos coordenados. No exemplo acima, este paralelepipedo € limitado pelos
planos x =-120,x =90,y = -60,y = 240. Pode-se entdo representa-lo por

, . [1-12090]]
Solugdo pelo método de Hansen: =L[_ 60.240]
Representagdo Grafica:
(-120,240)
(60,900
(-12.240) - -
(020y = :-q“lo?lllllllllllllli N
gsn_m : xi 7
3 90.-601

Figura 2.3 - Conjunto solug@o X' - area total

O Método de Hansen para o caso geral ¢ apresentado a seguir (método descrito em
[HANG9]). Tendo um sistema de equagdes lineares AX = B, onde A € Al, B € B!, calcula-
se o X' (vetor que contém o vetor solugdo X). Através deste calculo formam-se dois
sistemas de equagdes lineares, os quais serdo utilizados para achar o vetor X! final. Estes
sistemas sdo formados da seguinte maneira:

Dado Aij:[alij,az-] forma-se as matrizes PI e Q[ . Os elementos destas duas

matrizes sdo determinadas de acordo com (2.15) e (2.16)

2 X,
X >0VAec A beB

a;
2 X,

(?a;j

Aj; outra condig @

alij se

P; =19a2; se <O0VAeA',beB (2.15)
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a2; se ——‘Q"' >0VAeA',beB

C a;j .
Q.=1al; se—éx'<0\?‘AeA‘beB' (2.16)
i~ ij 5aij- > -

Aj; outra condig

Dado que B; =[bl;,b2] forma-se os vetores Cl e DI, Os elementos destes dois
vetores sdo determinados de acordo com (2.17) e (2.18).

8
Xr

ab;
) I x, , ;
Ci=1b2se - t<OVAcA'beB (2.17)

B; outra condi¢ @

blij se ZOVAEAI,bEB]

r

O X I I
b2; se a—bizOVAeA ,beB

O%

<0V ' ' ' 2.18
é’b;{ AeA',beB ( )

B; outra condi¢ @

D; =1bl; se

Dado que | = matriz identidade e W = A-!, utiliza-se os elementos destas duas
matrizes para substituir os elementos que utilizam derivadas parciais. Com isto tem-se

2 X, X,
= — X [~ e
é’a;_i Wi é’b.

= Wri (2.19)

Obtidos estes dois conjuntos de sistema de equagdes lineares, resolve-se o conjunto
de equagdes definido em (2.20), utilizando os métodos apresentados abaixo ou outro da
preferéncia do usuario.

PIY[= CI

QIZIZ DI | (220)

Com a resolugdo destes dois sistemas pode-se determinar o X!, que é formado da
seguinte maneira:
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X!= [[limitc inferior do intervalo da solugdo de Y!). [limite superior do intervalo da solugdio de Z'|| (2.21)

Existem varias versdes de métodos que sdo utilizadas para calcular o vetor intervalar
da solugdo. Estes métodos foram apresentados por IHansen, em [ITANG7], e sdo descritos a
seguir. Deve-se salientar que estes métodos poderdo ser utilizados separadamente para
obter-se a solugdo de um sistema de equagdes lineares ou poderdo ser utilizados como parte
do Método de Hansen para o caso geral (método descrito acima).

o Método Hansenl: este método realiza os passos de uma rotina de resolugio de
equagdes lineares usando a aritmética intervalar. Neste método € usada a fatorizagdo
triangular (descrita em [HANGS]), embora qualquer "bom" método seja suficiente. De
acordo com Hansen esses métodos tornam-se inadequados quando usados diretamente.
Este método é usado como parte de outros métodos, mas somente depois que o
problema tenha sido modificado ‘de tal maneira que as dificuldades inerentes forem
minimizadas.

. Método Hansen2: Dadas as matrizes intervalares Al e B!, calcula-se a matriz centro de
Al (Ac) e a matriz centro de B! (Bc). Resolve-se AcX = Bc usando aritmética com
arredondamento e obtém-se uma solugdo aproximada Y. Usando aritmética intervalar,
calcula-se B! - A'Y e resolve-se AIZ! = B! - AlY, obtendo Z! A solugdo da equagdo
original esta contida em X!, X! =Z! + Y.

- Método Hansen3: Dadas as matrizes intervalares A! e B!, calcula-se a matriz inversa
pontual de Ac (matriz centro de A'). Em seguida a matriz inversa intervalar de Al. Por
fim, resolve-se X'=(Al)-'B!, e com isso X! contém a solugdo do sistema.

e Método Hansen4: Dadas as matrizes intervalares Al e B!, calcula-se a matriz centro de
A! (Ac) e a matriz inversa pontual de Ac. Usando a aritmética intervalar encontra-se
(Ac)!' Al e (Ac)!' B! Finalmente resolve-se (Ac)! A'X'=(Ac)! B!, obtendo com isso a
solugdo do sistema.

B Método Hansen5: Este método combina o método Hansen2 e Hansend. Encontra-se
Y e (Ac)!. Usando a aritmética intervalar, (Ac)'. Al e (Ac)'(B! - AlY). Resolve-se
(Ac)!. AlZI=(Ac) (B! - AlY), obtendo Z!. Entdo X!=Y + ZI

2.2.2.2 Método de Eliminac¢io de Gauss

A estrutura do método de Eliminagdo de Gauss Pontual, onde a matriz A ¢é
concatenada com o vetor dos termos independentes, para ser triangularizada, através de
operagdes elementares €, em linhas gerais, mantida na passagem para a sua versdo intervalar.
As mudangas que ocorreram no algoritmo de implementagdo pontual para o intervalar
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deram-se apenas no aspecto que correspondia as matrizes/vetores que sdo utilizados,
passando de matrizes/vetores reais para matrizes/vetores reais intervalares.

Sendo A! uma matriz intervalar e B! um vetor intervalar, assume-se que existe a
inversa A-! para todo A € Al. Deseja-se encontrar o conjunto {X|AX=B, AeAl e BeB'}.
Este vetor intervalar solugdo pode ser determinado pelo algoritmo de Gauss para sistemas
de equagdes lineares com coeficientes intervalares. A estrutura do método de eliminagdo de
Gauss € mantida, ou seja, a matriz A! € concatenada ao vetor dos termos independentes B!
produzindo uma matriz de ordem n x n+1, como em (2.22)

All T2 Ain Bl
X : : : (2.22)
Anl e Anu Bn
Aplicando as formulas descritas em (2.23) sobre a matriz descrita em (2.22),
assumindo que 0 ¢ A, resulta na nova matriz de coeficientes descrita em (2.24).

A= 4, 1<j<n,
B;:Bu
Ay = 4- A4/ 4.), 2<i,j<n, , (2.23)
B = B B4/ A, 2<i<n,
4, =0, 2<i<n
Anw Aw - Aw B4
0 A s A B
: 'zz 'z :2 (2.24)
O A'nl e Alnn B.n

Entdo mostra-se que {X | AX=B, AcAle BeB!'} c {Y | A'Y=B', A' cAl'e B' B} ¢é
valido. Assume-se AcA! e BeB! e que AX=B. A matriz A'=(A";) e o vetor B'=(B"), sdo
calculados a partir de (2.25). De forma que os sistemas sejam semelhantes, ou seja. os
sistemas A'Y=B' e AX=B tém a mesma solugdo.

Ay = Ay, 1<j<n,

B\ = B, .

A‘I_; :AU—AU(AH/AH), 2<i,j<n, (2.25)
Bi= Bi— Bi(An/An), 2<i<n,

An=0, 2<i<n
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Se este passo € aplicado n-1 vezes, entdo a matriz concatenada de ordem nxn+|
descrita em (2.22) ¢ transformada em uma matriz intervalar triangular ‘superior, como
ilustrado em (2.26), cujo sistema linear ¢ semelhante ao inicial e, para qual ¢ valida a relagdo

de inclusdo: [X[AX: B.AAeA'.beB'c {Rlﬁ? =b,AeA'be ﬁ'l.

Aw An = Aw B

An (2.26)

Ann E)n

Usando as formulas (2.27), que correspondem a retrossubstitui¢do, obtém-se o
vetor intervalar X'= (X;) satisfazendo {X | AX =B, AcA!, beB'}c X!

X[B > ,M)/A 1<i<n=1, Xo= B/ Ao (227)

J=itl

Se A'=(Ajj) € uma matriz intervalar ndo singular, entdo o algoritmo de Gauss € viavel
para cada vetor intervalar B!. Podera entdo ser necessario trocar colunas durante o processo
de eliminag@o. Isto € equivalente a multiplicagdo da matriz A com uma permutagdo da
matriz no lado esquerdo do processo de eliminagdo. As formulas do algoritmo de
Eliminagdo de Gauss intervalar, para serem aplicadas, exigem que o zero ndo pertenga aos
elementos intervalares da diagonal principal, ou seja 0¢A,, para todo /, variando 1<1i < n-1,
em todos os n-1 passos da triangularizagdo. Se para algum elemento intervalar da diagonal
principal (A,), o zero estiver contido (0€A,) entdo, analogamente ao método pontual,
trocas de linhas ou colunas serdo necessarios, para retirar da diagonal principal o elemento
intervalar que contém o zero. Isto € sempre possivel se for assumido inicialmente que A'!
exista para todo A€Al. Se ndo for possivel realizar este passo € porque todos os membros
da coluna contém zero e, entdo isto implicara que a matriz original A! contém uma matriz
singular A, ou seja ndo tem inversa, o que contradiz a suposi¢ao inicial.

No Método de Gauss Intervalar a troca de linhas do sistema de equagdes lineares
intervalar possui uma grande importancia, pois ha uma modificagdo no intervalo solugdo,
embora esta solugdo sempre contenha todas as solugdes reais dos sistemas reais envolvidos
no sistema intervalar. O ideal neste caso seria ter um pivo na diagonal principal da matriz
intervalar A. Este pivo poderia ser determinado como o maior dos pontos médios de cada
coeficiente intervalar, calculados em cada coluna da matriz A.

A seguir sera apresentado um exemplo na qual a troca de linhas produziu um melhor
resultado (exemplo este retirado de [KOR94], pagina 114).
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. - {1015]x + 03y = [1927]
istema original: [27]x  + [I12,14]ly = [I5,16]
[~11.087,19.4062]
Vetor Intervalar X!
[-0.394,7.144]
! i [2,7]x + [12,14]y = [15,16]
istema com troca de linhas: [015]x + [13ly = [1927]
e - [ } [’[—2.026‘5.242?]
etor Intervalar A= -0.3939.1.36090

2.2.2.3 Calculo da Matriz Inversa

Este calculo foi apresentado por Hansen em [HANG65]. O célculo da matriz inversa é
realizado da seguinte maneira:

a) Al € a matriz intervalar a ser invertida,

b) Calcula-se a matriz pontual centro de A (Ac);

c) Utilizando a matriz centro de Al, calcula-se a sua aproximagdo da inversa pontual
(A1),

d) Utilizando a matriz A! e a aproximagdo da inversa da matriz centro de A, calcula-
se a matriz inversa intervalar de Al Este calculo é realizado em 4 passos:

o  Passo 1) Calcula-se o erro existente entre a multiplicagdo da matriz A' pela
aproximagdo da inversa da matriz centro de A' menos a matriz identidade. Este
calculo é realizado da seguinte maneira: E' = I - A™B, onde I' é a matriz
identidade e B € a aproximagdo da inversa da matriz centro de Al;

e  Passo 2) Em seguida sdo realizadas operagdes que destinam-se ao calculo da
matriz P!, matriz esta que sera utilizada para inflacionar a matriz inversa
intervalar de Al. Deve-se salientar que os valores de P! sdo obtidos através da
matriz erro E! e seus valores sio menores que o menor valor encontrado na
matriz EI;

«  Passo 3) Apos o passo 2 a matriz S! € calculada, matriz esta que € obtida pela
seguinte multiplicagdo: S!' = [+E™(I+E*(I+E')). Esta matriz sera utilizada no
passo seguinte para o calculo da matriz inversa intervalar;
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* Passo 4) Ao final é calculada a matriz inversa intervalar de A! através da
multiplicagio da aproximagdo da inversa do centro de Al pela matriz S!
calculada no passo anterior;

2.2.3 Métodos Intervalares Baseados em Refinamento

Antes de descrever os métodos intervalares deste grupo, sera caracterizado o
conceito de refinamento. O refinamento € uma técnica que possibilita que se tenha uma
medida de exatiddo da resposta e uma medida para se avaliar o sistema quanto ao seu
condicionamento. A medida de exatiddio da resposta é obtida comparando duas
aproximagdes sucessivas; ja a analise do condicionamento € feita através da evolugdo da
medida de exatiddo das aproximagdes sucessivas. Se elas ndo crescerem, pode ser por causa
do mal condicionamento da matriz.

A técnica dos refinamentos compreende dois passos: obtengdo de uma primeira
aproximagdo X! da solugdo exata X e refinamento sucessivo da aproximagdo da solugdo Xk,
gerando nova aproximagdo X'l até que se obtenha X como limite da seqiiéncia (X*), sob
certas condigdes de convergéncia. A gera¢do das aproximagdes € baseada no calculo do
valor do erro contido na solugdo aproximada. Este erro pode ser somado a aproximagdo
gerando nova aproximagdo, ou entdo, ser refinado, uma vez que no calculo deste também
existem erros de arredondamentos embutidos. Isto se constitui um processo iterativo de
refino da solugdo, onde cada iteragdo é chamada de refinamento, gerando uma nova

aproximagao, a qual podera converglr ou ndo para a solug@o exata. Isto € determinado pela
comparagdo de aproximagdes sucessivas, como por exemplo pelo nimeros de algarismos
significativos corretos.

O erro ao invés de ser somado pode ser refinado, melhorando sua qualidade. Aplica-
se o refinamento para determinar o valor exato do erro na solug@o. Isto € muito utilizado
nos métodos intervalares. Na verdade, a técnica de refinamento ¢ uma das bases para o
desenvolvimento de métodos intervalares. Neste tipo de métodos intervalares a solugdo
inicial X' é determinada por algum método eficiente pontual. A solugdo € entdo
transformada em um intervalo inflacionado, para entdo ser refinado.

2.2.3.1 Método para Sistemas em Geral

Seja AX = B um sistema real de equagdes com A € R™™ e B, X € R". Encontrar a

solugdo do sistema AX = B € equivalente a encontrar um zero de f(X) = AX - B. Portanto,
o método de Newton da o seguinte esquema de iteragdo de ponto fixo

XM= xk . A1(AXK-B), k=0,1,... (2.28)
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» 0 w N P . - . '
Aqui, X € algum valor inicial arbitrario. Em geral, a inversa de A ndo é conhecida.
Assim em vez de (2.28), usa-se a iteragdo Newron- like '

XMl=XE- RAXE<B)] k=01, (2.29)
onde R ~ A ¢é uma aproximagio da inversa de A.

Deixe-nos agora substituir as iteragdes reais X* por vetores intervalares X* € IR" . Se la
existe um indice k com X' < X* . entdo, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer
([TAR94]), a formula 2.29 tem pelo menos um ponto fixo X € xE, Suponhamos que R seja
regular. Entdo este ponto fixo € também solugdo de AX = B. Portanto, se nos
considerarmos o didmetro de X*'', nos obtemos d(X*'") = d(X*) + d(R(AX* - B)) > d(X").
Assim, em geral a relagdo de subconjunto ndo sera satisfeita. Por esta razdo, modifica-se o
segundo membro de (2.29) para

X*'=RB+(I-RA) X*, k=0,1,.. , (2.30)

onde I denota a matriz identidade n x n. Rump em [RUMB80] provou para a formula (2.30)

que se la existe um indice k com X*'' & X¥, entdo as matrizes R e A sdo regulares, e existe
uma solugdo unica X do sistema AX = B com X € X*'!. E mais ainda, este resultado ¢

valido para qualquer matriz R. Note que o operador & denota a inclusdo no interior do
intervalo.

E bem conhecido o principio numérico no qual uma solugio aproximada _)h( de
AX'= B pode ser melhorada resolvendo o sistema AY =D, onde D =B-AX €o
residuo de AX. Como Y!'=A"(B-AX)=X!- X, a solugio exata de AX' = B é dada por
X=X +YL

Y*''=R(B - AX) +(I-RA)YX, k=0,1,... (2.31)

De acordo com os resultados mencionados acima, a equagdo residual AY = D tem
uma unica solugio Y e Y*'' caso consiga-se encontrar com sucesso um indice k

. I k . _ .
satisfazendo Y*'' ¢ Y* para o esquema de iteragdo intervalar correspondente. Mais ainda,

desde que Y!= X!- X € Y’“', nos entdo temos uma inclusdo verificada da unica solugdo
de AX!'=B dada por X + Y*'!, .

Estes resultados continuam validos caso substitua-se as expressdes exatas para Z e C
em (2.31) por extensdes intervalares. Portanto, para evitar efeitos de sobrestimagdo, é muito
bem recomendado avaliar B - AX e I - RA sem qualquer arredondamento intermediario.
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2.2.3.2 Método para Sistemas com Matrizes Densas

O objetivo dos métodos baseados em refinamento para sistemas com matrizes densas
€ que os mesmos propiciem a elaborag@o de algoritmos que verifiquem a existéncia de uma
solugdo e calculem uma inclusdo para a solugdo do sistema AX = B, sendo A uma matriz
nxn.

Comegando com o problema da resolugdo de um sistema de equagdes lineares
AX = B, assume-se primeiro que tem-se uma aproximagio da solugio X e uma
aproximagdo da inversa R de uma matriz quadrada A. Melhor que calcular uma inclusdo da
solugdo diretamente, pode-se incluir o erro da aproximagdo da solugdo, o que significara
uma exatiddo maior. O erro Y = X - X da solugdo verdadeira x satisfaz a equagdo

AY =B - AX (2.32)
que podera ser multiplicada por R e reescrita na forma

Y =R(B-AX)+(I-RA)Y (2.33)
ou com f(Y):=R(B - AX) + (I - RA)Y

Y = f(Y) (2.34)

Esta é uma equagdo na forma de ponto-fixo para o erro Y. Se R € aproximagdo
suficientemente boa de A-! entdo uma iteragdo baseada em (2.34) pode ser convergente

desde que I - RA tenha um raio espectral pequeno.

Com isso, de (2.34) tem-se a seguinte iteragdo, onde se usa a aritmética intervalar e
intervalos Yk para Y:

Ykl =R O (B-AX)+0(I-RA)YK (2.35)
ou

Ykt = F(YK) . (2.36)
onde F € uma extensdo intervalar de f.

Aqui 0 significa que as operagdes realizadas devem ser executadas de forma exata e
o resultado € arredondado por uma inclusdo intervalar (vetor ou matriz), Visto que o calculo
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do defeito B - AX e da iteragio matricial I - RA podera causar séria perda de exatiddo,
essas operagdes deverdo ser calculadas usando o produto escalar otlmo Com
=RO(B- AX) e C=0(I-RA) agora (2.35) pode ser escrito como:

Ykt =Z + CYk (2.37)

Para a existéncia da solugdo de (2.32) e de AX' = B, usa-se o teorema de ponto-fixo
de Brouwer ([TAR94]), o qual implica que um indice de iteragdo k+1 tem uma propriedade
de inclusdo da forma

Yk =F(YY) C Y, (2.38)

onde Y: significa o interior de Yk. Se este teste de inclusdo (2.38) for valido, entdo a fungdo
de iteragdo f mapeia Y* dentro dele mesmo e do teorema de Ponto-fixo de Brouwer tem-se
que f tem um ponto fixo Y* o qual esta contido em Y* e também em Yk*!. se Yk ¢ mapeado
em seu interior, tem-se, na verdade, que este ponto fixo também € unico, isto €, (2.32) tem
uma unica solugdo Y* e AX = B também tem uma unica solugdo X' = X + Y*. Ndo sera
descrito neste item mas, o programa implementado também realiza os seguintes calculos: o
calculo de uma inclusdo para a solugio do sistema AX = B no caso sobre-determinado, isto
€, para uma matriz A de ordem m x n, onde m > n; o calculo de uma inclusdo para a solugéo
do sistema AX = B no caso sub-determinado, isto €, para uma matriz A de ordem m x n,
onde m < n; o calculo de uma inclusdo para a inversa A'! de A; o calculo de uma inclusdo da
pseudo inversa A* de A no caso sobre-determinado, isto €, para uma matriz A de ordem m x
n, onde m > n; o calculo de uma inclusio da pseudo inversa A' de A no caso sub-
determinado, isto €, para uma matriz A, de ordem m x n, onde m < n.

2.2.3.3 Método para Sistemas com Matrizes Bandas

A mesma abordagem pode ser utilizada para sistemas esparsos, onde, por exemplo, a
matriz dos coeficientes € do tipo banda (ou tridiagonal). Entretanto, como a inversa de uma
matriz banda €, em geral, uma matriz densa, o algoritmo proposto para sistemas densos
consumiria muito tempo, tornando-se ineficiente. Para sistemas com matrizes bandas pode-
se aplicar a decomposi¢do LU sem pivotamento para a matriz A (ver item 2.2.3.4) e gerar
uma iteragdo intervalar similar a (2.35). Aqui ndo é necessario o calculo da aproximagdo da
matriz inversa R de A e a iteragdo podera ser realizada pela resolugdo de dois sistemas com
matrizes triangulares bandas (L e U).

A definicdo matematica para grandes sistemas lineares com matrizes bandas é
exatamente a mesma que foi abordada para sistemas com matrizes densas.

Utilizando a decomposi¢do LU de A tem-se uma iteragdo analoga a (2.35), que é
dada por
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Yk =(LU)' (B-AX )+(I-(LU)Y'A)Y* - (239)
ou, multiplicando com LU e realizando a extensao intervalar

LUYX! =0 (B-AX)+0(LU-A)Y* (2.40)

Com isso, tem-se que resolver dois sistemas triangulares, com matrizes bandas, L e
U, para calcular Y**! isto €, para realizar um passo da iteragdo (2.40). Em cada iteragdo €
calculada primeiramente uma inclusio para a solugao de

LZk1 =0 (B-AX)+ 0 (LU - A)Yk (2.41)
e entdo de Yk'!

UYkst = Zk+ (2.42)

Aqui também o teste de inclusdo € dado por

Yk =F(Y) C Y, (2.43)

e e verificado da mesma maneira como no caso de sisternas com matrizes densas.
2.2.3.4 Cilculo da Matriz Inversa

O calculo de uma boa aproximagdo da matriz inversa de A, juntamente com a
aproximagdo da solug@o X € de extrema importancia para a rapida convergéncia da iteragdo
do método para o calculo da solugdo do sistema AX = B.

Para iniciar, sera calculada uma aproximagdo da inversa R ~ A-!. Assumindo que
tem-se uma aproximagdo da inversa R, mesmo quando A ¢ mal condicionada, a matriz RA é
geralmente melhor condicionada do que A. Agora a simples relagdo

A'=(RA)'R (2.44)

sugere o calculo de outra aproximagdo da inversa S de RA e tem-se com isso que o produto
S e R é uma melhor aproximagdo de A'. Com isso pode-se calcular uma aproximagio da
inversa R1 + R2 de tamanho duplo pelos seguintes passos:

a) Calcule uma aproximagdo da inversa R de A com Gauss-Jordan;
b) Calcule RA;
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¢) Calcule uma aproximagdo da inversa S de RA com Gauss-Jordan;
d) Calcule SR num acumulador longo e armazene essa soma em duas matrizes de
ponto-flutuante R1 e R2. :

Agora tem-se uma aproximagdo da inversa R = R1 + R2 de tamanho duplo e entdo
pode-se executar o algoritmo descrito a seguir, utilizando o produto escalar 6timo para o
calculo do R. Essa estratégia pode ser resumida em dois passos:

a) Parte I - Calcule uma aproximagdo da inversa R de A de tamanho simples e
execute o algoritmo de inclusdo. Se falhar va para Parte II;

b) Parte II - utilize a aproximagdo da inversa apresentada por Rump ([RUMS80]) e
execute o algoritmo de inclusdo com a aproximagdo da inversa de A de tamanho
duplo R =R1 + R2.

No caso de sistemas esparsos, onde, por exemplo, a matriz dos coeficientes é do tipo
banda (ou tridiagonal) uma outra abordagem para o calculo da aproximag¢do da matriz
inversa R da matriz A ¢ a utilizagdo da técnica de decomposi¢do. Decompde-se a matriz A
em duas matrizes triangulares, uma inferior (L) e outra superior (U), ou seja, A=LU € MR.
Tém-se entdo que a inversa R ¢ igual a:

R=(LU)!=U'. L1~A! . (2.45)
onde

LU= A (2.46)
€ uma aproximacdo da decomposi¢do LU de A sem pivotamento. Mesmo sem o uso de

pivotamento, L e U s3o matrizes bandas e sdo triangular inferior e superior,
respectivamente.

2.2.4 Métodos Intervalares Baseados em Iteracio

Os métodos intervalares iterativos sdo a extensdo dos métodos pontuais iterativos.
Para a aplicagdo dos meétodos iterativos € necessario que o sistema de equagdes a ser
resolvido esteja na forma X! = AIX! + B! onde A! ¢ a matriz intervalar de ordem nxn que
contém os coeficientes intervalares e B! é o vetor intervalar de ordem n que contém os
termos intervalares independentes (X' € o vetor intervalar a ser encontrado).
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2.2.4.1 Método de Jacobi Intervalar

O método de Jacobi Intervalar ¢ um método analogo ao método correspondente para
sistemas de equagdes pontuais. A iteragdo deste método € determinada conforme (2.47).

X =AXE+B, k20, (2.47)

converge para um unico ponto fixo X'* da equagdo X! = AIX! + B!, para todo X' se
p(|AT) < 1.

Sendo A! uma matriz intervalar para a qual p(JA!|) < 1, entdo para o ponto fixo X* da

equagdo X* = AIX™* + B, a relagdo {Y = (I'- A’)".B’ | A’ e AL B’ e B!} c {X’ | X* e XI*}
¢é verdadeira.

Se Al = (Ajj)e M™(I(R)), e se a desigualdade i(Ajj) > 0 se verifica para
Ajj = [i(Ajj), s(Aijj)], entdo X* € otimo no seguinte sentido: Ndo ha nenhum vetor intervalar
X' e Vp(I(R)) que satisfaz X e X* X = X* e para a qual
(Y=('-A)'B|A €A B eB}c{X | X eX! éverdadeira.

2.2.4.2 Método de Gauss-Seidel Intervalar

O método analogo ao método de Gauss-Seidel pontual ¢ obtido decompondo a
matriz intervalar em A!' = L!+ D! + U!, onde L! é a matriz triangular estritamente inferior, e
U uma matriz triangular estritamente superior e D! é a matriz da diagonal de A!. O método
de Gauss-Seidel Intervalar € entdo definido pela iteragdao

XK =LX* + (D + U)X + B, k>0. (2.48)

A convergéncia do método de Gauss-Seidel Intervalar € considerada a seguir.

A iteragdo acima com um vetor inicial arbitrario X° converge para um tnico ponto
fixo X* se, e somente se

p((I- L) (IDY +[U)) < 1 (2.49)
2.2.4.4 Método de Relaxacio Intervalar

Existem muitos outros métodos para resolugdo de sistemas lineares pontuais de
equagdes da forma X'= AIX! + Bl A maioria destes métodos podem ser facilmente
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transformados para métodos iterativos usando-se vetores intervalares. Como exemplo ¢
considerado o método de Relaxagdo Intervalar para o caso de passos simples.

A matriz A! é decomposta em Al = L' + D' + U! como no método de Gauss-Seidel
Intervalar onde L' € uma matriz triangular estritamente inferior, U' € uma matriz triangular
estritamente superior e D' uma matriz diagonal. Com isso a iteragio do método € dada por
(2.50).

X =T AX + ZAX 4B,

(2.50)
X'=(l-0)X+o X", 1<i<n, k>0

iniciando com um vetor intervalar arbitrario X’. Usando a notagdo de vetor isto pode ser
escrito

X'=(1-0)X* +{LX"+(D+U)X* +B}, k>0, (2.51)

onde ® >0 € um parametro utilizado para se obter aceleragdo em relagdo ao meétodo de
Gauss-Seidel. Como nos casos do método de Jacobi Intervalar e o método de Gauss-Seidel
Intervalar deve ser mostrado que

p((L-olL1)™ {[1-0|[I+o(IDIHU}) < 1 (2.52)

¢ uma condi¢@o necessaria e suficiente para a convergéncia do método para um unico ponto
fixo para um vetor inicial arbitrario. Se p(JAl|) < 1, entdo a condigdo acima é satisfeita para
todos o, para os quais 0 <o < 2/(1+p(|Al])) (ver [ALE83]).

Se o método de Jacobi Intervalar converge e se o satisfaz a condi¢do da
desigualdade acima, entdo o método de relaxagdo também converge para um ponto fixo X*
satisfazendo a equagdo X* = (1-0)X* + o(AX* + B).

2.2.4.5 Método de Relaxa¢fio Simétrico Intervalar

As afirmagdes do método de relaxagdo intervalar sdo validas para o método de
relaxagdo simétrico intervalar, o qual sua formulagdo € dado por (2.53).
X"=(l-w)X +o{LX""+UX" +B},

(2.53)
xbl - (] L (L)) Xkol!: +(U{L Xk;lﬂ + U thl s B}, k 2 0
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Condigoes necessarias e suficientes para a convergéncia deste método para um vetor
intervalar inicial arbitrario para um unico ponto fixo sdo dadas pela condigdo-

p((I-o[UT)! ([T-oI' + o[LT)(T-o[L) ([1-ol' + o[UT)) <] (2.54)

Se, além disso, p(|A"|) < 1, entdo este é o caso se 0 < ® < 2/(1 + (JA"])). A prova
pode ser realizada da mesma maneira como para o método de relaxagdo.

2.3 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentada uma descrigdo de alguns métodos intervalares
encontrados na bibliografia pesquisada. Estes métodos foram agrupados em trés
metodologias de desenvolvimento e classificados como métodos diretos, iterativos e
baseados em refinamento.

Os métodos intervalares diretos descritos foram os métodos de Hansen e o método
de Eliminagdio de Gauss Intervalar com e sem pivotamento. Os métodos de Hansen,
basicamente, possuem a mesma caracteristica, ou seja, para a resolugdo do sistema AX = B.
Esses métodos calculam a matriz inversa de A e a multiplicam pelo vetor B, obtendo com
isso a solugdo do sistema. O Método de Eliminagdo de Gauss Intervalar mantém, de uma
maneira geral, as mesmas caracteristicas de sua versdo pontual. Deve-se destacar que esse
método ndo consegue resolver um sistema de equagdes lineares que contiver o zero
pertencente ao intervalo localizado na diagonal principal da matriz A. Notou-se que, em
alguns casos, o método de Eliminagdo Gauss Intervalar com pivotamento resolve um
sistema de equagdes lineares onde o método sem pivotamento ndo obteve sucesso.

Os métodos intervalares baseados em refinamento sdo métodos que, primeiramente,
obtém uma aproximagdo pontual da solugdo do sistema e, posteriormente, através do
refinamento dessa solugdo, obtém a solugdo intervalar do sistema. Nesse grupo de métodos
foram descritos trés métodos: um método para a resolugdo de sistemas em geral; outro para
a resolugdo de sistemas densos e um para a resolugdo de sistemas com matrizes bandas.

Com relagdo aos métodos iterativos, encontrou-se algumas dificuldades quanto a
escolha da aproximagdo inicial da solugdo do sistema e quanto a convergéncia dos métodos
implementados. Estas dificuldades deverdo ser estudadas com maiores detalhes, em
trabalhos futuros, a fim de poder eliminar ou amenizar esses problemas e com isso possa-se
melhorar os resultados obtidos pelos métodos intervalares iterativos.

Como o objetivo deste trabalho é o estudo de alguns métodos intervalares e sua
respectiva implementagdo, o método de Hansen para o caso geral, o método de Relaxagdo e
de Relaxagdo Simétrico foram apenas descritos e sua implementagdo sera realizada em uma
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proxima etapa deste trabalho. Devido a estrutura modular da biblioteca selint.p, futuras
implementagdes sdo facilitadas, devido ao fato de que basta incluir esses novos metodos
implementados no seu respectivo modulo de seu grupo de métodos.

Detalhes a respeito dos resultados obtidos pelos métodos intervalares implementados
na biblioteca selint.p e a comparagdo desses resultados com outras bibliotecas sdo

apresentados no capitulo 4.
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3 Biblioteca Aplicativa Intervalar - Mdodulo Sistemas

Neste capitulo € proposta a biblioteca aplicativa intervalar para a resolu¢do de
sistemas de equagOes lineares selint.p. Esta biblioteca foi desenvolvida no ambiente de
computadores pessoais (tipo PC), utilizando o compilador Pascal-XSC.

Serdo discutidos, neste capitulo, os objetivos e a metodologia de desenvolvimento
dessa biblioteca, a sua estrutura e os modulos que a compde, a definigio de sua
documentagdo e uma breve descrigdo do ambiente computacional na qual essa biblioteca foi
desenvolvida.

3.1 Proposta, Objetivos e Metodologia de Desenvolvimento

Um dos objetivos deste trabalho € a elaboragdo de ferramentas computacionais, que
possibilitem a resolugdo de sistemas de equagdes lineares, utilizando a aritmética intervalar.
O desenvolvimento dessa biblioteca se deu atraves de estudos realizados junto ao Grupo de
Matematica Computacional da UFRGS, estudos que iniciaram primeiramente fazendo-se
uma pesquisa a respeito de métodos pontuais para a resolugdo de sistemas de equagdes
lineares, seguido por um estudo a respeito da extensdo intervalar desses métodos,
estudando-se, com isso, suas caracteristicas e metodologias de desenvolvimento.

Os principais objetivos com o desenvolvimento das bibliotecas aplicativas
intervalares sdo os seguintes: utilizagdo dessas bibliotecas na difusdo do estudo de métodos
intervalares junto aos meios académicos e a pessoas que estejam interessadas a respeito
desses métodos; utilizagdo das bibliotecas na resolugdo de problemas computacionais nas
mais diversas areas de pesquisa. Exemplos de problemas que envolvem a resolugdo de
sistemas de equagoes lineares e que podem utilizar essas bibliotecas sdo apresentadas em
[HOL96].

O desenvolvimento da biblioteca aplicativa intervalar, para a resolugdo de sistemas
de equagoes lineares, foi realizado em quatro etapas. A primeira consistiu do estudo e
caracterizagdo de alguns dos métodos intervalares existentes na bibliografia estudada. Apos
essa caracterizagdo, foram elaborados os respectivos algoritmos desses métodos.

Na segunda etapa foi realizado um estudo a respeito do ambiente computacional na
qual foi desenvolvida a biblioteca selint.p, bem como, um estudo a respeito da linguagem
que foi utilizada para a implementagdo da biblioteca. Apos esses estudos, foi implementada a
biblioteca selint.p em Pascal-XSC.

Na terceira etapa foram pesquisados problemas praticos que necessitam da resolugao
de sistemas de equagdes lineares e através dessa pesquisa, foram selecionados exemplos que
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serdo resolvidos e seus resultados analisados a fim de se validar essa biblioteca. Esses
problemas foram reunidos e descritos em [HOL96].

A ultima etapa consiste da determinagdo das limitagdes da biblioteca implementada e
a influéncia que essas limitagdes provocardo nos exemplos resolvidos. Através da analise
dessas limitagdes serdo elaboradas propostas de melhoramentos da biblioteca aplicativa
intervalar desenvolvida neste trabalho.

3.2 Estrutura da Biblioteca

Neste item sdo feitas algumas consideragdes sobre a estruturagdo da biblioteca
aplicativa intervalar selint.p. Sdo feitas algumas consideragdes sobre o conjunto de rotinas
que compdem essa biblioteca, rotinas baseadas no estudo de métodos intervalares descritos
no capitulo dois (Métodos Intervalares). Essas rotinas abordam métodos intervalares de
solugdo de sistemas lineares e nesse estudo, considera-se uma equagdo algébrica como um
sistema linear de ordem um, ou seja, com uma so equagao.

Através do estudo dos métodos intervalares e de seus algoritmos relatados no
capitulo dois e no anexo 1, respectivamente, visualizou-se a necessidade de definir
bibliotecas aplicativas que tratassem de capitulos da matematica numérica. A primeira destas
bibliotecas cientificas aplicativas € a que trata da resolug@o de sistemas de equagdes lineares,
denominada selint.p (sel de sistemas de equagdes lineares e int de intervalar). A criagdo de
bibliotecas cientificas independentes, justifica-se no fato de que estas devem ser incluidas
nos programas aplicativos dos usuarios.

Através desse estudo foram identificadas trés tipos de metodologias de
desenvolvimento ou abordagens dos métodos intervalares. Essas abordagens geraram, cada
uma, um modulo da biblioteca (a estrutura dessa biblioteca € apresentada pela figura 3.1).
Estes modulos devem ser:

a) Modulo dirint, inclui os métodos baseados em operagdes algébricas intervalares
e propriedades intervalares, também sdo conhecidos como métodos diretos
intervalares;

b) Modulo refint, inclui os métodos baseados em inclusdes ou refinamentos
intervalares da solugdo e do erro. Também podem ser chamados de métodos
hibridos, uma vez que se pode utilizar a solugdo inicial calculada por métodos
pontuais ou a matriz inversa pontual;

¢) Modulo itrint, inclui os métodos iterativos intervalares, conhecidos também
como métodos de relaxacgdo, eles também se baseiam em inclusdes monoténicas.
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Além desses trés modulos, foi definido um quarto modulo, equalg, que deve conter
rotinas do caso particular de sistema linear de ordem um, ou seja, resolugao algébrica de
equagdes por métodos intervalares, como as versdes intervalares do método de Newton.
Como existe uma grande variedade de versdes intervalares para o método de Newton, como
pode ser visto em [DIV91], foi escolhida apenas uma versdo para se validar o uso da
matematica intervalar, o método de Newton Intervalar Simplificado.

e Pascal-XSC 3 B\ist()elji??tf ;a
p ) 4 1
G Modulo Maédulo
iblioteca Médulos dirint refint
selint.p Aritméticos
Modulo Maédulo
\ itrint equalg
\_ s 3

Figura 3.1 - Estrutura da biblioteca selint.p

Para o uso da biblioteca selint.p, é necessario a inclusdo dos modulos aritméticos
avangados do Pascal-XSC, visto que utiliza-se operagdés intervalares que ndo estdo contidas
na biblioteca selint.p. A seguir, sdo caracterizados os modulos que compdem essa biblioteca,
bem como alguns de seus respectivos métodos. Esses métodos foram descritos no capitulo
dois e seus respectivos algoritmos sdo apresentados no anexo A-1 deste trabalho.

3.2.1 Moédulo dirint (métodos diretos)

O modulo dirint é constituido de rotinas que implementam o método de Eliminagdo
de Gauss intervalar com e sem pivotamento, os métodos de Hansen e o calculo da matriz
inversa. Esses métodos sdo baseados em propriedades e operagdes algébricas intervalares.

Tabela 3.1 - Fungdes do modulo dirint

Fungiio Descricio
hansen2(A,B) Meétodo de Hansen2
hansen3(A.B) Método de Hansen3
hansen4(A,B) M¢étodo de Hanscn4 |
hansen5(A.B) Meétodo de Hansen5
_gaussd(A.B) Método de Eliminagfio de Gauss sem pivolamento
__gaussp(A.B) Meétodo de Eliminagdo de Gauss com pivotamento
imatinv(A,AR) Calculo da Matriz Inversa Intervalar por Hansen
matinv(A.R,erro) Cilculo da Matriz Inversa Pontual
minv(A.crro ) Cilculo da matriz inversa pontual
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3.2.2 Modulo refint (métodos baseados em refinamento)

O modulo refint é constituido de rotinas que implementam os métodos baseados em
refinamento. Alguns destes métodos necessitam de uma solugdo aproximada inicial
produzida por métodos pontuais ou da inversa pontual da matriz dos coeficientes. Adotou-
se para o calculo da inversa pontual. o método de Gauss-Jordan e, para o calculo de
estimativa inicial, o0 método de Eliminagdo de Gauss sem pivotamento. Essa escolha foi
arbitraria, poderia ser qualquer outro meétodo, por isso, eles foram implementados em
subrotinas.

Tabela 3.2 - Fung¢des do modulo refint
Funciio Descricgio
refgeral(A.B.X.erro) | Método para sistemas em geral
refdensa(A.B.X.erro) | Método para sistemas com matrizes densas
refbanda(A.B.X.1.k) Método para sistemas com matrizes bandas
inv(A.Y.crro) Calculo da matriz inversa intervalar

3.2.3 Médulo itrint (métodos iterativos)

O modulo itrint é constituido de métodos iterativos intervalares como métodos de
relaxagdo simples e simétrico, método de Gauss-Seidel Intervalar e o método de Jacobi. A
descrigdo desses métodos € apresentada no capitulo dois. Os métodos iterativos intervalares
também sdo mais utilizados no caso de sistemas lineares, onde a matriz dos coeficientes é
esparsa.

Tabela 3.3 - Fungdes do modulo itrint
Funciio Descrigiio
jacobi(A.B,wiiter) Método de Jacobi
gausss(A.B.w.iter) Método de Gauss-Seidel

3.2.4 Modulo equalg (sistemas de equagdes de ordem 1)

Esse modulo contém as rotinas que implementam a versdo intervalar do Método de
Newton para resolugdo de equagdes algebricas. Esta versdo foi descrita em detalhes em
[DIV91]. Esse modulo contém, também, as rotinas que resolvem sistemas de equagdes de
ordem 1, diretamente.
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Tabela 3.4 - Fun¢des do modulo equalg

Funcio Descricio

newton(X.X") Meétodo de Newton Intervalar simplificado

cqual 1(A.B) Método dircto para a equagio AX =B
equal2(A.B.C) Meétodo direto para a equagio AX + B=C
cqual3(A.B.C) M¢todo direto para a equagio AX + BX =C
equal+(A.B.C.D) Método direto para a equagdo AX + B=CX + D

3.3 Defini¢io da Documentac¢io

Uma boa documentagao deve ser clara, concisa, facil de entender, explanando como
funciona e como usar. Isso € util ao usuario para decidir sobre 0 uso ou ndo da rotina ou
programa e, também, para diagnosticar as dificuldades provenientes do uso. Deve ser capaz
de satisfazer a usuarios que se utilizam esporadicamente da documentagdo para resolver
pequenas dificuldades.

A documentagdo da biblioteca aplicativa intervalar sera constituida do manual de
utilizagdo da selintp. Ele é constituido por duas partes, a primeira contém informagdes
sobre o uso e vantagens de utilizagdo da biblioteca e, a outra parte contém a documentagdo
das rotinas que compdem essa biblioteca. A primeira parte visa atender um usuario que
deseja maiores informagdes da bibliateca, enquanto que a segunda parte visa atender ao uso
esporadico.

Na documentagdo das rotinas da biblioteca selint.p sera usado o mesmo formato
usado na documentagdo dos modulos aritméticos do Pascal-XSC. A documentagdo da
biblioteca selint.p seguira o padrao encontrado nos modulos aritméticos I_ARI, C_ARI,
CI_ARI, MV_ARI, MVI_ARI, MVC_ARI, e MVCI_ARI. Este padrio estabelece que a
biblioteca seja dividida em modulos, que sdo compostos por rotinas de um mesmo grupo.

Para cada rotina € apresentada uma documentagdo especifica, denominada de
documentagao detalhada da rotina. O formato de documentagdo detalhada das rotinas € o
descrito na figura 3.2. As documentagdes especificas sdo organizadas na ordem alfabética.
Para os nomes das rotinas foram adotados mnemonicos que lembram a fungdo real ou

matematica.
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NOME Contém o nome da rotma

CABECALHIO Deserigio da lungdo com seus parimetros de entrada e saida.

TIPOS Descreve os tipos de dados envolvida na rotina. tanto dados de entrada como de saida
DESCRICAO Descreve a rotina com detalhes

ARQUIVOS Lista os modulos aritmicos que cada rotina usa

EXEMPLOS Contém exemplos de uso

MENSAGENS Descreve nformagdes. diagnosticos ¢ mensagens e erro que podem aparecer.

VER TAMBEM Lista outras rotinas que tenham ligagio com a rotina que esta sendo deserita.

Figura 3.2 - Formato da documentagdo da biblioteca selint.p

3.4 A Biblioteca selint.p

Neste item € descrito o ambiente computacional minimo necessario para a execugao
da biblioteca selint.p, biblioteca esta desenvolvida em Pascal-XSC. Cabe ressaltar que o
Pascal-XSC € um pré-processador da linguagem C, existindo versdes de Pascal-XSC para
diferentes compiladores C e para diferentes plataformas. O compilador C utilizado na
instalagdo disponivel no Instituto de Informatica da UFRGS € do C-GNU, também
conhecido como C DJGPP.

Observa-se ainda que o Compilador Pascal-XSC ¢ distribuido pela empresa alema
Numerik Software GmbH! e foi cedido para o Instituto de Informatica da UFRGS para fins
de estudo e pesquisa. Ja o compilador C GNU é de dominio publico. Ele esta disponivel na
Rede, podendo ser importado através do utilitario fip.

O compilador Pascal-XSC esta disponivel para varias plataformas, como pode ser
visto em [HOL93 e HOL95]. Em todas elas os calculos produzem os mesmos resultados,
portanto a aritmética que se tornou disponivel por esta linguagem € independente da

plataforma.

A versdo disponivel no Instituto de Informatica da UFRGS € para equipamento do
tipo IBM-PC 486 ou IBM-PC 386 com co-processador aritmético 80387. Sdo necessarios
640 KB de memoria convencional e, pelo menos, 4 Megabytes de memoria estendida. Para
um melhor desempenho em termos de velocidade de processamento recomenda-se que o
equipamento tenha 8 Megabytes de memoéria.

Sdo necessarios, ainda, um disco rigido de pelo menos 10 Megabytes de espago
disponivel, drive de 1.2 ou 1.44 Megabytes, um monitor monocromatico VGA. O sistema

I Numerik Software Gmbh. POBox 2232 D-76492 Baden-Baden Germany FAX 0049721694418
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operacional necessario para a instalagdo ¢ o MS-DOS (ou compativel) versio 5.0 ou
posterior. :

O sistema Pascal-XSC € composto pelos programas de configuragdo, pelo
gerenciador, pelo compilador, pelos modulos padrdes e por uma biblioteca de rotinas que
compdem o sistema de execugdo de tempo real. O compilador ndo contém um gerador de
codigo para uma maquina especifica, ele produz um cédigo C, conforme padrao C ANSI.
Na verdade ele é um pré-processador que converte para C. O codigo C € que, quando
compilado, gera o codigo objeto para a maquina especifica.

PASCAL-XSC ¢ uma linguagem de programa¢do de proposito geral que
proporciona condigdes especiais a implementagdo de algoritmos numéricos sofisticados, que
verificam matematicamente os resultados. PASCAL-XSC ¢ uma extensdo da linguagem de
programagdo PASCAL para computagdo cientifica. Seu nome vem do inglés, PASCAL
eXtension for Scientific Computation. Ele contém as caracteristicas do Pascal Padrao; o
conceito de operador universal (operador definido pelo usuario); fungdes e operadores com
tipo de resultado arbitrario; overloading de rotinas, fungdes e operadores; overloading de
atribuigdo de operadores; overloading de rotinas de entrada e saida (read e write
genéricos); conceito de modulos; arrays dindmicos; acesso a subarrays; conceito de string;
arredondamento controlado; produto escalar 6timo (exato), tipo-padrdo dotprecision (um
formato de ponto-fixo abrangendo todo o intervalo do produto de valores em ponto-
flutuante); aritmética especial para tipos-padroes de complexos e intervalos; aritmética de
alta exatiddo para todos os padrdes; alta exatiddo para fungdes elementares e avaliagdo
exata de expressdes (#-expressions).O novo sistema PASCAL-XSC tem as vantagens de
ser portavel a varias plataformas, estando disponivel para computadores pessoais (PC),
estagdes da trabalho do tipo Sun e Hp, mainframes e supercomputadores. A portabilidade é
garantida pelo uso de um compilador que traduz para a linguagem ANSI-C.

Este sistema proporciona uma completa simulagdo da aritmética de ponto-flutuante
definida pelo padrio binario IEEE-754. Gragas a isto, programas em PASCAL-XSC
produzem resultados idénticos em todas as plataformas.

Pelo uso dos médulos matematicos do PASCAL-XSC, algoritmos numéricos que
providenciam alta exatidao e verificagdo automatica de resultados podem ser facilmente
programados. Além disso, o compilador PASCAL-XSC simplifica o projeto de programas
para as Engenharias e para a Computagdo Cientifica, gragas a estrutura modular dos
programas, a possibilidade de defini¢do de operadores, ao overloading de fungdes, rotinas e
operadores, as fungdes e operadores com tipos arbitrarios de dados e aos arrays dindmicos.
Outras caracteristicas presentes nos modulos da aritmética padrdo para os tipos adicionais
de dados numéricos incluem operadores e fungdes elementares com alta exatiddio e com
avaliagdo exata de expressoes.

Os programas escritos em PASCAL-XSC sdo de facil leitura, mesmo se existirem as
operagdes com tipos de dados dos espagos matematicos avangados, onde os operadores



56

usados para as operagdes obedecem a notagdo matematica convencional. Existe ainda, uma
grande quantidade de problemas numéricos que podem ser resolvidos pelas bibliotecas de
rotinas com verificagdo automatica do resultado. O PASCAL-XSC possui grandes
facilidades para o desenvolvimento de tais rotinas.

Uma completa descrigdo da linguagem PASCAL-XSC e dos mddulos aritméticos,
assim como uma grande variedade de exemplos sdo dados em [KLA91, KLA92, HOL93,
HAMO93, KRA96 e HOL93].

3.5 Bibliotecas utilizadas para comparagdes de resultados

Neste item € descrito o ambiente computacional, linguagem e bibliotecas na qual foi
desenvolvida a biblioteca /ibselint.a, biblioteca que foi utilizada para realizar comparagoes
de resultados com a biblioteca selint.p. Serdo descritos, resumidamente, o
Supercomputador Cray, a linguagem FORTRAN 90 e a biblioteca /ibavi.a. Para maiores
detalhes ver [DIV95].

O Supercomputador Cray encontra-se no Centro Nacional de Supercomputagdo
(CESUP/RS). O CESUP instalou e opera o primeiro supercomputador de uso geral da
América do Sul. Ele € da familia Y-MP com dois processadores vetoriais com as seguintes
caracteristicas:

 velocidade total maxima de 660 MFlops;

« palavra de 64 bits;

e« memoria RAM de 256 Mbytes e 16 Gbytes de disco;

» sistema operacional UNICOS, compativel com UNLX System V.

Atualmente as aplicagdes? no CRAY Y-MP estdo concentradas nas areas de:
Geofisica; Quimica computacional, Dindmica de Fluidos, Analise estrutural, Matematica/
algoritmos; Fisica do estado solido; Fisica (campos/ particulas/ dtica/ astrofisica); Fisica de
Plasma; Computagdo de Alto Desempenho; Redes Neurais; Engenharia Quimica e Ciéncias
do Ambiente.

O processamento escalar e vetorial no CrayY-MP2E sdo efetuados sobre dados.
Processamento escalar ocorre seqiiencialmente e usa um operando ou um par de operandos
para produzir um unico resultado. Processamento escalar ¢ efetuado usando registradores
escalares. A principal vantagem do processamento vetorial sobre o escalar € a eliminagdo do

28egundo fontes do proprio CESUP. nos anais do Seminario de Supercomputagdo Aplicada,

Supercomp 94,
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tempo de carga (starrup) de todas operagdes. O tempo de carga para operagdes vetoriais €
suficientemente pequeno para que o processamento vetorial seja mais eficiente do que o
processamento escalar para vetores contendo poucos elementos.

No Cray do CESUP/RS, estdo disponiveis os compiladores FORTRAN (77 e 90), C
e Pascal com subrotinas cientificas e matematicas altamente otimizadas, incluindo Boeing
CS, BLAS3, 'LINPACK, EISPACK, FFT e operagdes matriciais. Dispde, tambem, dos
seguintes pacotes de aplicagdo: MPGS: sistema de visualizagdo de 2 e 3 dimensdes,
UNICHEM: sistema interativo de quimica quantica, MOPAC II: analisador de quimica
quantica, GAMESS: analisador atomico e molecular, SPEEDUP: pacote de simula¢do de
processos e plantas quimicas, ANSYS: pacote de analise de estruturas, calor e campos,
MCS/NASTRAN: analise estrutural e de transferéncia de calor, MCS/EMAS: analise de
campos eletromagnéticos, MCS/DYTRAN: analise dindmica de solidos-fluidos, MCS/XL.:
pacote de visualizagdo de dados, ADAMS: simulag¢do de estruturas mecanicas articuladas,
SPICE2 e 3: simulador elétrico, PISCES-2B: simulagdo de dispositivos semicondutores,
PVM/HeNCE: sistema de programagao paralela por troca de mensagens, REDUCE: sistema
de computagdo algébrica e FLOTRAN: pacote de analise de fluxo de fluidos por elementos
finitos.

O FORTRAN ainda € a principal linguagem de programagdo utilizada na area
cientifica. O FORTRAN vem evoluindo desde o compilador FORTRAN IV, para
FORTRAN 77, que incluiu processamento vetorial e paralelo e, enfim, para 0 FORTRAN
8x, finalmente conhecido como FORTRAN 90. Portanto, 0 FORTRAN 90 é uma extensio
do FORTRAN padrdo. O FORTRAN 90 contém todo o FORTRAN 77, ou seja, todos os
programas escritos em FORTRAN 77 ainda sdo compilados, podendo haver algumas
diferengas na forma como serdo executados, mas em geral serdao compativeis. O FORTRAN
90 foi escrito pensando no usuario, do ponto de vista do programador.

Entre as principais caracteristicas existentes no FORTRAN 77, podem-se destacar a
sintaxe de vetores, arrays automaticos, subprogramas recursivos, linha de inclus@o (include)
e os comandos estruturados do-end e do-whilee. O FORTRAN 90, além destas
caracteristicas introduz: nova forma para programas fonte, nimeros complexos com dupla
precisdo, atribui¢do de ponteiros, arrays alocaveis, estruturas, modulos, rotinas internas,
especificagdes de interface, varias novas fungdes intrinsecas e novas rotinas de entrada e
saida.

No desenvolvimento da biblioteca /ibselint.a também foi utilizada a biblioteca com
aritmética vetorial intervalar /ibavi.a. A seguir é feita uma breve descrigdo a respeito desta
biblioteca.

A biblioteca de rotinas intervalares /ibavi.a foi projetada para viabilizar o uso da
matematica intervalar, em supercomputadores, na resolu¢do de problemas que necessitem
alta exatiddo. As solugdes calculadas com o auxilio desta biblioteca sdo intervalos que
contém a solugdo exata, portanto se tem a solugdo com limites confiaveis.
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A biblioteca de rotinas intervalares ¢ composta de quatro modulos. O modulo hdsico
inclui 0 arquivo que contém a defini¢do de intervalos reais e complexos. Neste modulo sao
implementados todas as operagdes entre intervalos reais. Esta operagdes servem de base a
todos os demais modulos.

O modulo mvi inclui 0 modulo basico e € incluido no modulo de aplicagdes aplic.
Este modulo implementa todas as operagdes entre vetores de intervalos, matrizes de
intervalos e rotinas de diferentes tipos de dados com vetores e matrizes de intervalos. O
modulo aplic inclui o modulo mvi e o basico, todas as rotinas dos dois modulos estdo

disponiveis.

O modulo dos intervalos complexos c¢i contém o modulo bdsico. Nele estdo as
rotinas que manipulam intervalos complexos de forma analoga a intervalos reais. Os tipos
vetores e matrizes de intervalos complexos foram definidos, mas ndo foram desenvolvidas as
rotinas que os manipulam, mas podem ser facilmente implementados a partir do médulo mvi
e ci. Elas sdo a extensdao do médulo mvi para complexos.

A libavi.a foi desenvolvida em FORTRAN 90 da Cray. Ela totaliza cerca de 290
rotinas que manipulam intervalos reais, vetores e matrizes de intervalos reais, intervalos
complexos e algumas rotinas intervalares estendidas da algebra linear que manipulam
matrizes e vetores, incluidas na biblioteca BLAS.
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4 Resolucdo de Problemas e Comparagdes

Neste capitulo sdo realizadas comparagdes e a analise dos resultados obtidos pela
biblioteca selint.p. Sdo comparados os resultados pontuais com os intervalares, os
resultados obtidos pela selint.p com os obtidos pela biblioteca libselint.a (biblioteca
desenvolvida no supercomputador Cray Y-MP do CESUP/UFRGS). E realizada, também,
uma compara¢do entre os resultados obtidos entre os diferentes métodos intervalares
implementados na selint.p. Nesse capitulo vai se referenciar os métodos intervalares
baseados em refinamento pelo nome que foi utilizado em sua implementagdo, ou seja,
método para o caso geral (refgeral), método para sistemas com matrizes densas (refdensa) e
método para sistemas com matrizes bandas (refbanda).

4.1 Exemplos selecionados

Foram selecionados para este trabalho, exemplos de sistemas de equagdes lineares
encontrados na bibliografia pesquisada. Estes sistemas sdo, em quase toda sua totalidade, de
pequeno porte, pois a biblioteca selint.p foi desenvolvida para computadores do tipo PC o
que dificulta a resolugdo de sistemas de grande porte.

Foram escolhidos 23 (vinte .e trés) sistemas de equagdes lineares para serem
solucionados, e seus resultados comparados. Em sua grande maioria (dezessete ao todo) os
elementos da matriz A e do vetor B do sistema AX = B sdo nimeros reais e com base nesta
caracteristica € realizada uma comparagdo do resultado pontual versus o resultado
intervalar. Nos sistemas na qual os elementos da matriz A e do vetor B sdo intervalos reais
(seis ao todo) a comparagdo € realizada entre os resultados obtidos pela sel/int.p com os
obtidos pela libselint.a. Todos os sistemas selecionados sdo apresentados no anexo 2 €
numerados de 1 a 23. Esta numeragdo sera utilizada como referéncia para as comparagdes

no restante deste capitulo.

4.2 Comparacio da solucao: pontual x intervalar
Para realizar a comparagdo da solugdo pontual dos sistemas selecionados com a
solucdo intervalar obtida pelos métodos da selint.p sdo analisados dois aspectos:

a) Se o resultado intervalar contém o resultado pontual,
b) Se contém, qual ¢ a qualidade do resultado intervalar obtido.
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Essas comparagdes sdao apresentadas através de tabelas que descrevem os dois
aspectos apresentados acima. O método refbanda, por ser especifico a sistemas com
matrizes bandas, ndo sera comparado com os outros métodos com relagdo aos exemplos
apresentados no anexo 2. No final deste item € realizada uma comparagdo com um sistema
com matrizes bandas e, entdo, o método refbanda sera comparado com outros trés métodos,
comparagdo que abrange o resultado obtido e o tempo de processamento que cada método
levou para solucionar o sistema com matrizes bandas.

Para melhor ilustrar essas comparagdes, sera apresentado o sistema 19 (ver anexo
A-2) com sua solugdo pontual, e a solugdo obtida com a utilizagdo da biblioteca selint.p.

Exemplo 19: Sendo A uma matriz real quadrada nxn e B um vetor real de ordem n,
o sistema AX = B € dado a seguir:

(o[ 1]
2 -1 1 |X=|3]| easolu¢d pontual encontradaé X=|2
AP W 5

De acordo com os testes realizados, as solugdes e o didmetro dos resultados obtidos

pelos métodos implementados na selint.p sdo apresentados na tabela 4.1.

Tabela 4.1 - Solug¢des intervalares do exemplo 19

Método Resultado obtido Didmetro do resultado
Intervalar

[ 9.99999999999998E-001, 1.00000000000001 E+000 | 3.108624468950438E-015

GALUSS s/pivot. [ 1.999999999999999E+000,  2.000000000000001E+000 | | 8.881784197001252E-016
[ 2.999999999999999E+000, 3.000000000000001E+000 | 1.776356839400250E-015

[ 9.99999999999998E-001, 1.00000000000001E+000 | 3.219646771412954E-015

GAUSS c/pivot. [ 1.999999999999998E+000,  2.000000000000002E+000 ] 3.330669073875470E-015
[ 2.999999999999998E+000, 3.000000000000002E+000 | 2.664535259100376E-015

[ 9.999999999999998E-001, 1.000000000000001E+000 | 3.330669073875470E-016

HANSEN2 [ 1.999999999999999E+000,  2.000000000000001E+000 ] | 6.661338147750939E-016
[ 2.999999999999999E+000,  3.000000000000001E+000 ] 1.332267629550188E-015

[ 9.99999999999999E-001, 1.00000000000001E+000 | 1.776356839400250E-015

HANSEN3 [ 1.999999999999998E+000,  2.000000000000002E+000 | 3.330669073875470E-013
[ 2.99999999999999E+000, 3.00000000000001E+000 | 3.996802888650564E-015

-1.2E+002, 1.3E+002 || 2.384581180330887E+002

HANSEN4 -2.1E+002, 2.0E+002 ]| 3.974301967218145E+002
-2 3E+002, 2.2E+002 1| 4.371732163939959E+002

[ 1.00000000000000E+000, 1.00000000000001 E+000 | 1.776356839400250E-015

HANSENS [ 1.999999999999999E+000, 2.000000000000003E+000 | 2.886579864025407E-013
| 3.00000000000000E+000, 3.00000000000001E+000 | 3.552713678800501E-015

[ T.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 || 0.000000000000000E+000

REF.GERAL [ 2.000000000000000E+000, 2.000000000000000E+000 1| 0.000000000000000E+000
| 3.000000000000000E+000, 3.000000000000000E+000 ]| 0.000000000000000E+000

[ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 | {  0.000000000000000E+000

REF.DENSA [ 2.000000000000000E+000,  2.000000000000000E+000 | | 0.000000000000000E+000
[ 3.000000000000000E-+000, 3.000000000000000E+000 | (0.000000000000000E+000
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De acordo com os resultados apresentados na tabela 4.1, pode-se fazer a analise
desses resultados, os quais sdo apresentados na tabela 4.2.

Tabela 4.2 - Analise dos resultados intervalares do exemplo 19

M¢étodo Contém a
Intervalar solugio
GAUSS s/pivot. sim
GAUSS c/pivol. sim
HANSEN2 sim
HANSEN3 sim
HANSEN+4 sim
HANSENS sim
REF.GERAL sim
REF.DENSA sim

De acordo com a tabela 4.2, pode-se observar que, neste caso, os meétodos
implementados continham a solugdo pontual do sistema, deve-se observar, entretanto, que
ha diferengas quanto ao didametro dos resultados. A maioria dos métodos produziram
diametros muito pequenos (com precisdo em torno de 15 digitos), os métodos baseados em
refinamento geraram um resultado considerado aritmeticamente exato, pois o diametro de
seus resultados possuiram tamanho zero. Mas outros métodos, embora tenham apresentado
resultados que continham a solugdo do sistema, geraram intervalos com didmetro muito
grande, tornando esse resultado inutil. A seguir, ¢ apresentada a analise dos resultados
intervalares dos sistemas que possuem a matriz A e o vetor B do tipo real, conforme as

tabelas 4.3 e 4.4. '

Tabela 4.3 - Analise dos resultados intervalares dos exemplos 1 a 7 e 9

Método contém a solugiio pontual
Intervalar 1 2 3 4 5 6 7 9
GAUSS s/pivol. sim sim - |sim| - | sim [ sim | sim
GAUSS c/pivol. sim sim [ sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSEN2 sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSEN3 sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSEN4 sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSENS sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
REF.GERAL sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
REF.DENSA sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
JACOBI sim sim | sim | sim [ sim | sim | sim | sim
GAUSS-SEIDEL | sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim




Tabela 4.4 - Analise dos resultados intervalares dos exemplos 11, 12, 15,18 € 20 a 23

Método contém a solugiio pontual

Intervalar 11 12 15 18 | 20 21 22 | 23
GAUSS s/pivot. || sim - sim | sim | sim | sim | sim | sim
GAUSS c/pivot. || sim - sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSEN2 sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSEN3 sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSEN4 | sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSENS3 sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
REF.GERAL sim sim | sim | sim | sim | sim [ sim [ sim
REF . DENSA sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
JACOBI sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim
GAUSS-SEIDEL || sim sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim

As tabelas 4.3 e 4.4 de analise de resultados permitem que se tire as seguintes

conclusoes:

a) Que os métodos implementados geraram resultados que continham a solugao
pontual do sistema;

b) Que, em alguns sistemas, os métodos de eliminagdo de Gauss sem e com
pivotamento falharam, pois, durante a sua execug¢do ocorreram zeros pertencentes ao
intervalo da diagonal da matriz A;

¢) De uma maneira geral, os resultados gerados foram considerados bons (com
diametro pequeno) e os métodos baseados em refinamento, em alguns dos exemplos
testados, apresentaram resultados considerados exatos. Com relagdo a esse fato, foi
realizado quatro testes para certificar a exatiddo desses resultados. Com o resultado

obtido no sistema AX = B, realizou-se as seguintes operagdes:

e AxX - B, Ax(a matriz ponto médio de X) - B;
e Ax(extremo inferior de X) - B;
e Ax(extremo superior de X) - B,

em todos esses calculos o resultado obtido foi zero, o que nos leva a formular a
conjectura de que os resultados gerados pelos métodos baseados em refinamento,
nesses exemplos, foram os resultados exatos;

d) Alguns dos métodos implementados geraram resultados intervalares com diametro
muito grandes, o que torna o resultado inutil para a correta avaliagdo dos sistemas de
equacgdes lineares.

Para a comparagdo dos resultados intervalares, referentes aos exemplos cujos

sistemas sdo formados por matrizes/vetores de intervalos reais, € analisado se o resultado
contém a solug¢do intervalar do sistema (nessa comparagdo os resultados obtidos foram



comparados com os resultados encontrados na bibliografia pesquisada, por isso. neste
trabalho, ndo se questionara a exatidao dos resultados desses sistemas). Estas comparagdes
sao apresentadas na tabela 4.5. ’

Tabela 4.5 - Analise dos resultados intervalares dos exemplos 8, 10, 13, 14, 16 e 17

Método contém a soluc¢do pontual

Intervalar 8 10 13 14 16 17
GAUSS s/pivot. "sim | sim | sim - sim | sim
GAUSS cpivot, sim | sim | sim - sim | sim
HANSEN2 sim | sim | sim | sim | sim | sim
IANSEN3 sim | sim | sim | sim | sim | sim
HANSEN4 sim | sim | sim | sim | sim | sim
HTANSENS sim | sim | sim | sim | sim | sim
REF.GERAL ndo | sim | sim | sim | ndo | sim
REF.DENSA sim | sim | ndo | sim | ndo | sim

Pode-se notar que através da analise da tabela 4.5, a maioria dos métodos produzem
resultados que contém a solugdo do sistema. Algumas diferengas nos resultados foram
notadas em relagdo aos métodos baseados em refinamento, o que ocasionou resultados
diferentes dos apresentados pelos exemplos. Essas diferengas deverdo ser analisadas com
maior cuidado em trabalhos futuros, a fim de que se tire melhores conclusdes a respeito dos
resultados obtidos em sistemas cujas matriz A e vetor B sejam do tipo intervalo.

Embora as comparagdes ndo sejam o objetivo deste trabalho, em termos de
velocidade de processamento, vai se apresentar os tempos obtidos com a utilizagdo de um
PC-486 de 40 Mhz, tempos obtidos por quatro métodos intervalares para a resolugdao de um
sistema de equagds lineares com matrizes bandas. O objetivo dessa comparagdo € mostrar a
diferenca de tempo de processamento entre o método refbanda (especifico para sistemas
com matrizes bandas) e trés outros métodos selecionados (hansen2, refgeral e refdensa).
Deve-se salientar que os resultados obtidos por esses trés ultimos métodos diferem apenas
na 152 casa decimal com relagdo ao resultado pelo método refbanda. O que difere é o tempo
de processamento desses trés métodos com relagdo ao método refbanda. A seguir é
apresentado o sistema que foi utilizado para essa comparagdo, sistema de ordem igual a 51.
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Na tabela 4.6, sdo apresentados os resultados obtidos pelo método refbanda na
resolugdo desse sistema, e na labela 4.7, sdo apresentados os tempos de processamento
obtidos pelos quatro métodos testados.



Tabela 4.6 - Resultados obtidos pelo método refbanda e pelo método de gau
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refbanda gauss
s/pivot.
1 [ 1.000000000000000E+000.  1.000000000000000E+000 | 1.000
2: 9.899999999999999E-001.  9.900000000000002E-001 | 0.990
3. 9.601999999999999E-001, 9.602000000000003E-001 | 0.960
4.1 9.111959999999998E-001. 9. 1 11960000000004E-001 | 0911
5: [ 8.439680799999997E-001. 8.439680800000004E-001 | 0.844
6: [ 7.598607983999997E-001. 7.598607984000004E-001 | 0.760
7:| 6.6053563008319996E-001. 6.605563008320004E-001 | 0.661
8: | 5.480406772473596E-001. 5.480406772473604E-001 | 0.548
9| 4.24564240117772E-001,  4.24564240117774E-001 | 0.425
10: ] 2.92596518185829E-001, 2.92596518185831E-001 | 0.293
41: | 8.1294404709006 18E-001. 8.129440470900625E-001 | 0.813
42: | 8.869640273620158E-001. 8.869640273620163E-001 ] 0.887
43: [ 9.432447270867294E-001, 9.432447270867298E-001 | 0.943
44 [ 9.806605322697085E-001, 9.806605322697088E-001 | 0.981
45: | 9.984631268072933E-001, 9.984631268072935E-001 | 0.998
46: | 9.962964588087321E-001. 9.962964588087323E-001 | 0.996
47: | 9.742038616339963E-001, 9.742038616339967E-001 | 0.974
48: | 9.326271872265805E-001, 9.326271872265809E-001 | 0.933
49: | 8.723979690746331E-001. 8.723979690746337E-001 | 0.872
30: [ 7.947207915411930E-001. 7.947207915411937E-001 | 0.795
51:] 7.011491981769291E-001. 7.011491981769298E-001 ] 0.701

Tabela 4.7 - Comparagao referente ao tempo de processamento

Método Tempo de processamento
(em segundos)
refbanda 0.989
refgeral 7.635
refdensa 14,007
hansen2 40.539
gauss s/pivot.pontual 1.208

88 8 pivol.

Pode-se observar, através dessas tabelas, que, embora os resultados obtidos pelos
métodos sejam praticamente os mesmos, o método refbanda apresenta o menor tempo de
processamento com relagdo aos outros, devido ao fato que ele foi desenvolvido
especificamente para sistemas com matrizes bandas. Ja o método direto hansen2. foi o que
apresentou o maior tempo de processamento, devido a quantidade de operagdes algébricas
que sdo realizadas. Em comparagdo com o método de Gauss sem pivotamento pontual, o
método intervalar para matrizes bandas mostrou-se ainda melhor, embora trabalhe com
intervalos, o que acarreta um aumento no tempo de processamento €, também, o método
pontual possui uma exatiddo de trés digitos, enquanto que o método refbanda de 16 digitos.
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Tabela 4.8 - Velocidade de processamento das operagdes de adi¢ao e subtraan

Operagdo Valores por operagdo em segundos
intervalos reais reais

Adi¢ao 0,0000604 0,0000385

Multiplicaciio 0,0001620 0,0000330

Para realizar essa comparagdo, também foram realizados testes referentes a
velocidade de processamento das operagdes de adigdo e multiplicagdo para numeros em
reais e para intervalos reais. Nessa comparagdo, constatou-se que as operagdes de adi¢ao em
intervalos € cerca de 56% mais demorada que em reais e, que as operagdes de multiplica¢do
em intervalos, sdo quase quatro vezes mais demoradas do que em reais (cerca de 390%)).
Essas comparagdes sdo apresentadas na tabela 4.8.

4.3 Comparacio da solu¢io intervalar: selint.p x libselint.a

Neste item € realizada a comparag¢do entre os resultados obtidos pela biblioteca
selint.p com os resultados obtidos pela biblioteca /ibselint.a. Deve-se salientar que esta
comparagdo ¢ feita somente em termos de qualidade do resultado, pois uma comparagio que
leve em conta o tempo de processamento ndo € importante para essa etapa do trabalho,
devido ao fato da diferenga, em termos de velocidade de processamento, que existe entre 0s
equipamentos em que foram implementadas as duas bibliotecas.

A comparagdo quantitativa dos resultados sera importante para avaliar, em futuros
trabalhos, a qualidade dos resultados produzidos pela biblioteca /ibselint.a, pois a mesma
ndo conta ainda com todas as caracteristicas que estdo disponiveis na sel/int.p, como por
exemplo, o produto escalar 6timo e a aritmética de alta exatiddo (caracteristicas disponiveis
no Pascal-XSC, ferramenta na qual foi desenvolvida a biblioteca selint.p).

As comparagdes entre os resultados obtidos entre essas duas bibliotecas foram
realizadas em termos de exatiddo dos resultados. Observou-se que, de uma maneira geral, os
resultados obtidos pelas duas bibliotecas sdo aproximados, mas com o detalhe que os
resultados da selint.p sdo mais exatos que os da libselint.a, pois os resultados da selint.p
possuem 16 digitos de exatiddo, enquanto os da libselint.a possuem 14 digitos de exatidao.
Conforme pode ser visto na tabela 4.9, que apresenta uma comparagdo entre os resultados
obtidos referentes ao exemplo 1, pelo Método de Eliminag¢do de Gauss sem pivotamento nas

duas bibliotecas.
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Tabela 4.9 - Comparagdo entre as bibliotecas selint.p e libselint.a para o exemplo |
libselint.a | selint.p ’

Por hansen2
[ 3.9199999999997E+00. 3.9200000000003E+00] [ 3.919999999999999E+000. 3.920000000000002E+000]

[ 5.1199999999995E +00. 5.1200000000004E+00] | [ 5.119999999999999E+000, 5.120000000000001E+000]
[ 2.3199999999997E+00. 2.3200000000003E+00] | [ 2.319999999999999E+000. 2.320000000000001E+000]
Por hansend
[ 3.9199999999994E+00. 3.9200000000007E+00] | [ 3.919999999999997E +000. 3.920000000000005E+000]
[ 5.1199999999996F+00, 5.1200000000003E+00] | [ 5.119999999999997E+000. 5.120000000000004E+000]
[ 2.3199999999998E+00. 2.3200000000002E+00] | [ 2.31999999999999TE+000, 2.320000000000003E+000]
Por hansen$
[ 3.9199999999995E+00. 3.9200000000005E+00] | [ 3.919999999999956E+000. 3.920000000000036E+000]
[ 5.1199999999994E+00. 5.1200000000006E+00] | [ 5.119999999999872E+000. 5.119999999999946E+000]
[ 2.3199999999997E+00. 2.3200000000003E+00] | [ 2.319999999999616E+000, 2.320000000000008E+000]
Por gauss sem pivotamento
[ 3.9199999999999E +00, 3.9200000000001E400] [ [ 3.919999999999998E +000, 3.920000000000002E+000]

5.1199999999999E+00. 5.1200000000001E+00] | [ 5.119999999999998E+000. 5.120000000000002E+000]
2.3199999999999E+00, 2.3200000000001E+00] | [ 2.319999999999999E+000, 2.320000000000001E+000]

4.4 Conclusoes

Os resultados obtidos pelos métodos intervalares implementados mostraram-se, em
sua grande maioria, bons resultados quando comparados com os resultados pontuais dos

sistemas testados.

Nos métodos diretos, o unico método que ndo apresentou bons resultados, foi o
método de hansen4, pois produziu intervalos muito grandes como resultados, tornando
esses resultados inuteis para os propositos da biblioteca selint.p.

Observou-se que, em alguns dos exemplos testados, os resultados dos métodos
iterativos foram divergentes. Em alguns exemplos, também, observou-se que os Métodos de
Eliminagdo de Gauss com e sem pivotamento falharam na resolugdo do sistema, devido a
existéncia de zeros pertencentes a algum intervalo localizado na diagonal principal da matriz
A e, as vezes, nem com a troca de linhas e colunas o problema pdde ser solucionado.

Os métodos baseados em refinamento, em geral, foram considerados como os
métodos que produziram os melhores resultados e, em alguns sistemas, produziram um
resultado que € considerado aritmeticamente exato, conforme foi apresentado no item 4.2,

Outro fato a destacar foi a comparagdo, em termos de velocidade de processamento,
realizada com um sistema com matrizes bandas. Essa analise demonstrou que o método
especifico para esse tipo de sistema (refbanda), resolve 0 mesmo em um tempo muito menor
do que em relagdio aos métodos comparados (hansen2, refgeral, refdensa e

gausss/pivot.pontual).
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A comparagao da biblioteca implementada neste trabalho com a biblioteca /ibselint.a,
demonstrou que os resultados obtidos em ambas as bibliotecas foram aproximados, mas os
obtidos pela biblioteca sel/int.p possuem uma maior exatiddo, devido as caracteristicas
disponiveis no compilador Pascal-XSC, caracteristicas que ainda nao estdo todas disponiveis
na biblioteca /ibselint.a. Um ponto negativo da biblioteca selint.p, € o fato que a resolugao
de sistemas de grande porte pode tornar-se inviavel devido a capacidade de processamento
do equipamento no qual ela foi implementada, fato que nao ocorre com a /ibselint.a.



68

5 Conclusoes

Neste capitulo € apresentado uma visdo geral do trabalho realizado, destacando seu
desenvolvimento e os resultados que foram obtidos com sua elaboragdo. Sdo apresentadas
as conclusdes finais do trabalho, conclusdes referentes aos métodos intervalares
implementados a aos resultados que por eles foram obtidos. Ao final deste capitulo sdo
apresentadas algumas limitagdes do trabalho e propostas para trabalhos futuros.

5.1 Resumo do Trabalho

O trabalho sobre métodos intervalares para a resolugdo de sistemas de equagdes
lineares originou-se através de estudos desenvolvidos junto ao grupo de Matematica
Computacional da UFRGS. Foram estudados, primeiramente, os tipos de sistemas de
equagdes lineares e os métodos numéricos pontuais utilizados para sua resolugdo. Neste
estudo foi abordado ainda aspectos referentes a instabilidade numérica e a proximidade da
singularidade em sistemas de equagdes lineares. Estes estudos estdo descritos em [HOL94,
HOL94a e HOL94b].

Em seguida foram realizados estudos referentes a versao intervalar dos métodos
pontuais e também sobre a aplicabilidade de sistemas de equagdes lineares ((HOL95]), o que
serviu de base para a realiza¢do deste trabalho.

Este trabalho foi realizado em duas etapas. A primeira consistiu na identifica¢do e
caracterizagdo das metodologias de desenvolvimento dos métodos intervalares. Estas
metodologias ou grupos de métodos foram classificados como: métodos intervalares
baseados em operagdes algébricas ou métodos diretos, métodos intervalares baseados em
iteragdo e métodos intervalares baseados em refinamento ou métodos hibridos. Com a
defini¢ao destas metodologias os métodos intervalares pesquisados foram agrupados nestes

trés grupos.

Deve-se salientar que ndo € objetivo deste trabalho a elaboragdo de novos métodos
intervalares, mas sim a caracterizagdo de alguns desses métodos visando com isso a
elaboragdo de ferramentas que possibilitem a utilizagdo desses métodos por usuarios das
mais diversas areas do conhecimento e também que possibilitem a disseminag¢do da cultura
do uso de intervalos na matematica aplicada, engenharias, fisica, quimica e demais ciéncias
que dessas ferramentas necessitarem. Juntamente com a descri¢do dos métodos intervalares
foram elaborados seus respectivos algoritmos.

Com esses estudos tornou-se possivel se dar inicio a segunda etapa do trabalho,
etapa que consistiu da elaborag¢do de uma biblioteca aplicativa intervalar para a resolugdo de
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sistemas de equagdes lineares, biblioteca esta denominada de selint.p. Esta biblioteca foi
desenvolvida em um PC-486 e implementada utilizando o compilador Pascal-XSC, que entre
suas caracteristicas tem disponivel a aritmética intervalar, aritmética de alta exatiddo,
produto escalar otimo e a verificagdo automatica do resultado.

Através do estudo dos métodos intervalares e suas respectivas metodologias de
desenvolvimento a biblioteca se/int.p foi estruturada modularmente, na qual cada modulo
refere-se a uma metodologia ou grupo de métodos.

a) Modulo dirint, incluindo métodos baseados em operagdes algébricas intervalares
e propriedades intervalares. Também sdo conhecidos como métodos diretos
intervalares;

b) Modulo refint, incluindo métodos baseados em inclusdes ou refinamentos
intervalares da solugdo e do erro. Também podem ser chamados de métodos
hibridos, uma vez que se pode utilizar a solugdo inicial calculada por métodos
pontuais ou a matriz inversa pontual,

¢) Modulo itrint, incluindo métodos iterativos intervalares, conhecidos também
como métodos de relaxac¢do. Eles também se baseiam em inclusdes monotonicas.

Além destes trés modulos foi definido um quarto moédulo, equalg, que deve conter
rotinas do caso particular de sistema linear de ordem um, ou seja, resolugdo algébrica de
equagdes por métodos intervalares, como as versdes intervalares do método de Newton.
Deve-se destacar, ainda, que para a implementa¢do da biblioteca selint.p foi necessario a
utilizagdo dos modulos aritméticos avangados do Pascal-XSC (ver [HOL95]), médulos que
contém a aritmética intervalar e suas respectivas operagdes com matrizes e vetores de
intervalos.

A documentagdo da biblioteca aplicativa intervalar € constituida do manual de
utilizagdo da selint.p. Ele é constituido por duas partes, a primeira contém informagdes
sobre o uso e vantagens de utilizagdo da biblioteca e a outra parte contém a documentagdo
das rotinas que compdem essa biblioteca. A primeira parte visa atender um usuario que
deseja maiores informagdes da biblioteca, enquanto que a segunda parte visa atender ao uso
esporadico.

Na documentagdo das rotinas da biblioteca selint.p é usado o mesmo formato usado
na documentagdo dos modulos aritméticos do Pascal-XSC. A documentagdo da biblioteca
selint.p segue o padrio encontrado nos modulos aritméticos I_ARI, C_ARI, CI_ARI,
MV ARI, MVI _ARI, MVC ARI, e MVCI_ARI. Este padrido estabelece que a biblioteca
seja dividida em modulos, que sdo compostos por rotinas de um mesmo grupo.

Apos esta implementagdo foram selecionados exemplos de sistemas de equagdes
lineares a serem resolvidos pela biblioteca sel/int.p a fim de poder ter condigdes de analisar e
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comparar os resultados obtidos pelos métodos intervalares implementados. Foram
comparados os resultados intervalares com os resultados pontuais e os resultados da selint.p
com os resultados da biblioteca /ibselint.a. Através destas comparagdes pode-se realizar
uma analise de desempenho em termos quantitativos da biblioteca se/int.p.

5.2 Consideragdes Finais

Neste item sdo apresentados as conclusdes obtidas com a realizagdo deste trabalho.
Primeiramente procurou-se mostrar que o uso de métodos intervalares pode verificar a
existéncia ou ndo existéncia da solugdo de sistemas de equagdes lineares, o que pode ndo
acontecer com os métodos pontuais.

Outro aspecto a destacar ¢ referente aos métodos baseados em refinamento, os quais
utilizam a aritmética pontual para calcular uma aproximagdo da solugdo do sistema e depois
realiza o refinamento intervalar desta aproximagdo. Este fato € importante pois em muitos
casos os calculos com matrizes e vetores de intervalos podem ser muito dispendiosos.

Quanto a implementagdo encontrou-se algumas dificuldades nos métodos iterativos,
dificuldades quanto a convergéncia do método e a escolha da aproximag@o inicial da solu¢do
que sera utilizada pelos métodos iterativos intervalares. Observou-se em alguns dos
exemplos testados que o resultado do método iterativo € divergente. Devido a isto, estas
dificuldades deverdo ser estudadas' e analisadas mais aprofundadamente na continuagdo
deste trabalho.

Pode-se observar no Método de Eliminagdo de Gauss com e sem pivotamento 0
cuidado que deve-se ter com a estrutura da matriz A do sistema AX = B, pois se houver um
zero pertencente ao intervalo localizado na diagonal principal dessa matriz, o método de
Gauss falha. Isso aconteceu em alguns exemplos e as vezes nem com a troca de linhas e
colunas o problema pdde ser solucionado.

No que se refere aos resultados obtidos pode-se observar que de uma maneira geral
os métodos baseados em refinamento produzem melhores resultados comparados aos
obtidos pelos métodos diretos e iterativos, embora alguns dos métodos diretos produzam
resultados muito proximos aos resultados obtidos pelos métodos baseados em refinamento.

Alguns dos métodos, em especial o método direto de hansen4, embora produza
resultados intervalares que contenham a solug@o do sistema o diametro do resultado que por
eles foi gerado € considerado muito grande o que o torna improprio para poder se avaliar a
solugdo do sistema.
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Na comparagdo da biblioteca selint.p com a biblioteca /ibselint.a observou-se que os
resultados obtidos, embora aproximados, possuem uma maior exatiddo na biblioteca
selint.p, devido as caracteristicas da ferramenta utilizada na implementagao da selint.p.

Ainda em comparagdo com a biblioteca libselint.a, um ponto negativo da biblioteca
selint.p é o fato que a resolugdo de sistemas de grande porte pode tornar-se inviavel devido
a capacidade de processamento do equipamento no qual foi implementada a selint.p, fato
este que ndo ocorre com a /ibselint.a, pois a mesma foi desenvolvida no supercomputador
Cray Y-MP do CESUP/UFRGS.

Por fim concluiu-se que os resultados obtidos pela se/int.p sao melhores quando
comparados com os da /ibselint.a e que na sua grande maioria os métodos intervalares
implementados continham a solugdo exata do sistema. Este fato ndo impede que sejam
realizadas melhorias na selint.p, bem como a inclusio de novos métodos intervalares,
possivel gragas a caracteristica modular da biblioteca.

5.3 Proposta para Novos Trabalhos

As propostas para novos trabalhos poderdo ser apresentados em quatro diferentes
itens:

a) melhorias na biblioteca selint.p;

b) melhorias na biblioteca /ibselint.a;

c) estudos de métodos paralelos para a resolugdo de sistemas de equagdes lineares e
a elaborag¢do da versdo intervalar dos mesmos;

d) desenvolvimento de novos métodos intervalares.

Pdde-se notar com o desenvolvimento da biblioteca selint.p que alguns aspectos
necessitam de um maior aprofundamento em seu estudo, como € o caso dos métodos
intervalares iterativos. Outro detalhe € que a biblioteca se/int.p utiliza apenas numeros reais,
nao aceitando com isso sistemas que possuam numeros complexos e este € um ponto a ser
estudado e implementado posteriormente.

Com relagdo a biblioteca /ibselint.a podera ser realizada as mesmas alteragdes
citadas para a selint.p como também um estudo de um melhor aproveitamento das
caracteristicas e potencialidades existentes no supercomputador Cray Y-MP.

Aproveitando estes estudos devera realizar-se pesquisas que abordem os métodos
paralelos para a resolu¢do de sistemas de equagdes lineares. Neste estudo procurarar-se-a
identificar as caracteristicas dos mesmos, seus algoritmos de desenvolvimento e sua
paralelizagdo. Apos realizado essa etapa do estudo poderdo ser feitas pesquisas referentes a
versdo intervalar dos métodos paralelos, visando com isso identificar problemas na versdo



intervalar desses métodos, como por exemplo a sua paralelizagdo e o custo computacional
da utilizagdo de matrizes e vetores de intervalos em um ambiente de desenvolvimento
paralelo. '

Deverdo, também, ser desenvolvidos novos métodos intervalares e com isso seus
resultados comparados com os resultados que tem-se das bibliotecas selint.p e libselint.a. E
com a disponibilidade de uma das bibliotecas em um supercomputador torna-se viavel a
resolugdo de aplicagdes reais que utilizam sistemas de equagdes lineares de grande porte e
que por isso exigem um equipamento que possua uma grande velocidade de processamento.



Anexo 1: Algoritmos dos Métodos
1.1: Algoritmos dos Métodos Intervalares do Mdédulo equalg

a) Método para a resoluciio da equacio A+ X =B

Entrada de dados: A, B (intervalos)
Calcular X=B-A

b) Método para a resolugio da equacio AX + B=C

Entrada de dados: A, B, C (intervalos)
Calcular X=(C-B)/A,0¢ A

¢) Método para a resoluciio da equacio AX + BX =C

Entrada de dados: A, B, C (intervalos)
Calcular X=C /(A +B)

d) Método para a resolugiio da equacio AX + B=CX +D

Entrada de dados: A, B, C, D (intervalos)
Calcular X=(D-B) /(A -C)

e) Método de Newton Intervalar

Entrada de dados: X e X° (intervalos)
Ni(X) =X - f(X)/M, onde 0 ¢ M
X1 = Ni(Xk) nX¥ para k=1,2,...n
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1.2: Algoritmos dos Métodos Intervalares do Modulo dirint

a) Método de Hansen2

Entrada de dados: A, B!

Calcular matriz centro de A!, denominada Ac
' Calcular matriz centro de B!, denominada Bc
Calcular Y = (Ac)"! Be

Calcular matriz inversa de Al

Calcular Z! = (Bl-ALY).(Al)"!

Calcular X =Z! + Y ( solugdo do sistema)

b) Método de Hansen3

Entrada de dados: Al, B!

Calcular matriz centro de Al, denominada Ac
Calcular matriz inversa pontual de Ac
Calcular matriz inversa de A

Calcular X! = (Al)-1 B! (solugdo do sistema)

¢) Método de Hansen4

Entrada de dados: Al, Bl

Calcular matriz centro de Al denominada Ac
Calcular matriz inversa pontual de Ac
Calcular Y! = (Ac)"l A

Calcular Z! = (Ac)"! Bl

Calcular matriz inversa intervalar de Y!
Calcular X! = (Y"1 Z! (solugdo do sistema)

d) Método de HansenS

Entrada de dados: Al, B!

Calcular matriz centro de Al, denominada Ac
Calcular matriz centro de B!, denominada Bc
Calcular Y = (Ac)"! Bc

Calcular J! = (Ac)-! Al

Calcular K! = (Ac)"! (B! -ALY)

Calcular matriz inversa intervalar de J!
Calcular Z! = K!.(J1)-!

Calcular X! = Y + Z! (solugdo do sistema)
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¢) Método de Elimina¢iio de Gauss

%% Etapa | - Triangularizagao

Entrada de Dados: Al, Bl n
Parak=1(1)n-1
Parai=k+ 1(1)n
MI[ik] « -Al[ik] /7 Al[k k]
Para j=k+ 1(1)n
Alfij] « Al[ij] + MI[i,k] = Al[k j]
YI[] « YI[i] + MIik] = Y[k
%% Etapa 2 - Retrossubstituigao
XI[n] < YI[n]/ Al[n,n]
Parak =n- 1(-1)I
XI[k] « YI[K]
Para i=k+ 1(1)n
XI[k] « XT[k] - Al[k, 17 * XI[i]
XI[k] « xT[k] 7 Alfk k)
Saida [ XI[i] |i=1(1)n|]

f) Método de Eliminaciio de Gauss com Pivotamento

Entrada de Dados: AL, Bl, n
Escolha do pivo
Se necessario troca linhas e/ou colunas

Utilizar algoritmo de Gauss sem pivotamento

Saida [ XI[i]|i=1(1)n]]
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h) Calculo da Matriz Inversa por Hansen

Entrada de Dados: Al n
Calcular a matriz pontual centro de A
Calcular a aproximagdo da inversa pontual centro de A

Calculo da matriz inversa intervalar:

{Passo 1}
E«1-A*A"!

{Passo 2}
Parak=1(1)n
Paraj= I(1)n
se abs(inf(E[k.j])) >= abs(sup(E[k,j]) entio Z[k,j] « abs(inf(E[k,}]))
sendo Z[k,j] < abs(sup(E[k,j]))
sumc « 0;r« 0
Parak = 1(1)n
Para j=1(1)n
sumc « sumc + Z[j k],
se r < sumc entdo r ¢— sumc
bl « ((r*r)*r)/(1-1)
Parak=1(1)n
Paraj= 1(1)n
Plk,j] « intval(-bl,bl)

{Passo 3}
S « I+ E*(1+E*(+E)

{Passo 4}
C—A¥S+P)
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1.3: Algoritmos dos Métodos Intervalares do Médulo refint

a) Método para Sistemas em Geral

|. {Calculo de uma solugao aproximada}
Matinv(A R Err);
if (Err # “Sem erro”) then
return Err := “Matriz é provavelmente singular!”

2. {Iteragdo de residuo real para uma solugdo aproximada}
Kmax = 10; K :=0; XV :=R .B;
repeat

D=0B-A.XF)

xM=0(X%+R.D)

CheckForZeros(X*, X *');

Success ;= Accurate(X~, X *'');

k=k+1,

until Success or (k = Ky );

X=xX";

3. {Calculo de inclusdes Ce ZparaC=1-RAeZ=R(B - AX)}
C:=<(1-R.A)
D=0B-A.X)
D=<(B-A.X-D)
Z=<(R.D+R.D)

4. {Passo de verificagao}

if (Z = 0) then
X: =X, {Solugdo exata}
else

VerificationStep(X, Z, C, IsVerified),
if (not IsVerified) then
Err := “Verificagao falhou, o sistema esta provavelmente
mal-condicionado!”;
return Err;

else
X=X +X; {Aproximagao mais corregao intervalar}

5. {Retum: Incluséo e codigo de erro}
return X, Err;
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b) Método para Sistemas com Matrizes Densas

{Calcula a inclusao para a solugdo de um sistema linear quadrado AX = B}
Parte 1: calculo da aproximagdo da matriz inversa pontual de A

1.1 ' calcule uma aproximagdo R da inversa de A

1.2 calcule uma aproximagao XY =RBdeX
melhora .Y por uma correcao de defeito iterativa:
repeat

X=Y+RB-AX)

until X' < exatiddo ou contador de iteracdes for excedido

1.3 calcula a inclusdo para o residuo:
Z=RO(B-AX)
e para a Iteragao da matriz:
C=0(I-R.A)

1.4 Iteragdo intervalar
Y=Z
repeat
Y, = blow(Y, €) {€ - inflagdo}
Y=Z+C. Y,
until Y < int(Y,) ou contador de iteragdo for excedido

1.5 If Y < int(Y,) then
existe uma solugdo tinica Xe X € X+Y
else
if na Parte | then
Parte 1 falhou, va para Parte 2 com R; =R
else
algoritmo falhou, matriz A mal-condicionada ou singular

Parte 2: aproximacgao da inversa de tamanho duplo

2.1 calcule a aproximagdo da inversa R = R, + R, de A:

S=R, /A

calcule uma aproximacgao da inversa S| para S
S = S; 2 R;

Rg = S| i R| -S

Rl =8

2.2 va para 1.2 da Parte |
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¢) Método para Sistemas com Matrizes Bandas

entrada de dados: A,B,tamanho das bandas

calcula a matriz inversa pela técnica de decomposigao LU e o erro LU - A
calcula a aproximagao da solugdo X app

calculeo erro;= B - AX_app da solugdo aproximada X_app

calcule Z = erro

calcule X =X _app +Z

saida: X (solugdo obtida pelo método para sistemas com matrizes bandas)

d) Cilculo da Matriz Inversa

{Calcula inclusdo para a inversa da matriz quadrada A}

1. (resolva AX = I, coluna por coluna)
para i:= | até n faga
inicio

Bi = Ei (=1-th vetor unitario)
resolve Axi = Bi pelo uso do algoritmo do

método para sistemas com matrizes densas
fim

2. X = (x1, ..., xn) é a inclusdo procurada
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1.4: Algoritmos dos Métodos Intervalares do Modulo itrint

a) Método de Jacobi

Entrada {A, B|i=1(1)n, )= 1(1)n}

Entrada {limite, X | i=1(1)n}

| k< | ‘

Enquanto k < limite faca
k< k+1
X*!'=AX*+B

Saida {X]}
1= 1(Dn
X[il € Blil

b) Método de Gauss-Seidel

Entrada {A, B|i= 1(D)n,j= 1(I)n}
Entrada {limite, X | 1= 1(1)n}
k<1
Enquanto k < limite faca
k€< k+1
Saida {k}
1= 1(In
'Blil < VIl
j=1(I)n
Se j # 1 entdo
BIil < BIi1 - Aliil * XI[il
BlHi1 € BIi1/ Al i1l
Saida {B[1]}
i=1(I)n
X[i1 < Blil
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Anexo 2: Exemplos Selecionados
Exemplo 1: (sistema apresentado em [HOL95])

' I( 40\] |( 3A92\|

)
| = X=512
J 7l o)

o

]
—
[ 5] —
2 O M
o
n

\j 52 S3 S4 S5 S6 s7 S8 S9

\ A B A B A B|C|]A]|B Al B|C A Blrel|alsnilc
i\ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (1L 12131415 16| 17| 18 19 20 (21| 22|23 | 24| 25
] 1 1 40
2 1 -1 40
| 3 ] -1 | 20
4 §-55/90 1 -55/90

5 -112 1 -1/2

6 §-3590 -172] -1 1 -35/90(-1/2] -1

7 101 1

8 601 [

9 =511 |

10 -1/11 1

11 -117 1

12 -6/11 1

13 -3/5 1

14 -2/3 1

15 -4/5 1

16 -177 -117 1

17 -1/5 -1/5 1

18 -9/10 -9/10 1

19 25 !

20 -1/3 1

21 -1/5 1

P -6/7 -6/7 !

23 -4/5 -4/5 1

24 1710 10 1

X = (70, 60, 30, 55, 35, 110, 50, 30, 50, 5, 5, 60, 30, 20, 40, 5, 5, 90, 20, 10, 10, 30, 20, 10)"




Exemplo 3: (sistema apresentado em [HOL95])

a =0.7071, =0.8660 ¢ §=0.5

(@ 0 0 -1 = 0 0 0 0
a 01 0 -5 0 0 0 O
01 0 0 0 -1 0 0 0
60 =1 8 0 0 0 0
Ad=|0 0 9. 0 9 B8 1 0 @i
g 00 1 0 0 06 0 =4
600 00 # 1 6.=1 @
00 0 0 -6 o -1 0 0
LB @@ B 0B Y my

Solugdo do exemplo 3

X1 = -1.035280949936208E+002
X2 = 7.320471596998927E+001
X3 = 0.000000000000000E+000
X4=  -2.679528403001069E+001
X5=  -5359056806002145E+001
X6 = 7.320471596998927E+001
X7= 5.267952840300107E+002
X8 = 2.679528403001069E+001
X9=  -3.789461749400466E+001




83

Exemplo 4: (sistema apresentado em [HOL95])

Definindo A'= ASAT tem-se o sistema A'x = P, e resolvendo-o obtém-se a solug¢do
deste sistema.

(@ 0 0 -1 -p o o o ol [ o
a 0 1 0 -5 0 0 0 0 ~1000
01 0 0 0-1 0 0 0 -B 0
00-1 0 0 0 0 0 0 -5 0
4=[{0 0 0 0 0 0 1 0 a &|P= 500
00 0 I 0 0 0 0 -a fp 0
00 0 0 B 1 < 0 0
00 0 0 -5 0 -1 0 0 ~500
00 0 0 0 0 O 1 « O | o
(4255 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
0 6000 O 0 0 0 0 o 0 0
0 0 6000 0 O 0 0 O 0 0
0 0 0 3670 0 0 0 0O 0 0
o o o0 0 3000 O 0 o 0 0
550 0 0o 0o 0 37 0 0 0 0
6 o B 0 0 0 6000 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 6000 0 0
o 0 0 0o 0 0 0 0 4255 0
0 0 0 0 0 0 0O 0 0 3000]
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Exemplo 5: (sistema apresentado em [HOL95])

_1
R

B
I
O oo o COoCcOoCC OO0 o 6 o0 o o R

0 0 -1 -a 0
0 I 0 +a 0
1 0 0 10
0 -1 0 0
0 0 | 0 0
0 0 0+ 1 0
0 0 0 - 0 -l
00 0 0 0 -l
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0

Solu¢do do exemplo 5

Xl =
X2=
X3=
X4 =
X5=
X6 =
X7=
X8 =
X9 =
X10 =
Xl =
X12=
Xl3=
X4 =
Xl5=
Xl6 =
XI17=

=1.414227124876255E+001
2.500000000000000E+001
1.000000000000000E+001
-1.000000000000000E+001
0.000000000000000E+000
2.500000000000000E+001
1.500000000000000E+001
-2.500000000000000E+001
2.1213406873 14383E+001
1.000000000000000E+001
0.000000000000000E+000
-1.000000000000000E+001
0.000000000000000E+000
1.000000000000000E+001
1.000000000000000E+001
-1.414227124876255E+001
1.000000000000000E+00 1

|
-_ O O O ©

-_-c O ©

O O O O o o o O

o cocococoooccofR KR o

©c o o o o o ©o o ©

cC O O OO O O -

©C O o o ocoCc o o o

cC o O C O - O

|
-0 O O O o ©C o o

c O 0O 0 —~ O Cc O

|
R cooR R cocoocooo o

|
R

0 O
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
-1 0
0 0
0 0
1 0
0 =l
1

0 0

|
R R coR oocooocooocooooo

©C 00 OO o o0 oo o o o
J

I
S O -

—_—
L

|
o

I
wm © o

== =S - T o~ S o T = T
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Exemplo 6:

(24759 16235 46231 ) (000647 fl.szsz\’
A=114725 09589 -1.3253J,B=l 10473 J,X=l—2,0646J

26951 28965 -1479%4 -0.6789 -0.2527

Exemplo 7:

(-20 —20 -34) (1) |f—0‘143\|
A=l230 23 1 CB={2| X=|-0101
l Becd

=23 2 -2 3 -0.0382

Exemplo 8: (sistema apresentado em [HANG67])
[[2,3] [0,1]] . [[0,120]} . _G—120,90]J

A={n21 1231 2 =\602401) * ~\[-60,240]

Exemplo 9: (sistema apresentado em [RUM94])

A=|2 2¢ 25J,B=L 6& J,X': J
&

(3 2 1) 3+3¢) (3}
1
2 1

1 2¢ -¢

Exemplo 10: (sistema apresentado em [HANG69])

([4325,4.335] [-1.125,-1.115] [-1.085,-1.075] [1.135.1.145] ([3,515,3.525] )
|[-1125-1.115] [43254335] [0.235,0.245] [-1.225-1.215] | [1565,1.575] I
[-1.085-1.075] [0.235,0.245] [7.205,7.215] [-3.225.-3.215]] [0.535,0.545]

[[1.135,1‘145| [<1.225-1 215] '1:3.285,-3215] [5.425,5.435]J t|-l.095,-1.085]J

[1.0407,1.0518]
| [0.55667,0.56892]
[0.10563,0.11639]
[[-0.23523 ,-0’22104]J
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Exemplo 11: (sistema apresentado em [HAM93])

S 10 10 5 | g 0

IS 40 45 24 S 2 |

A=| 35 105 126 70 15| B=|3| Xx=|-2
70 224 280 160 35 4 3

126 420 540 315 70 5 -4

Exemplo 12: (sistema apresentado em [GEO93])

Matriz A:
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
55 330 990 1848 2310 1980 1155 440 29 10
220 1485 4752 9240 11880 10395 6160 2376 540 55
715 5148 17160 4320 45045 40040 24024 9360 2145 220
2002 15015 51480 105105 140140 126126 76440 30030 6930 715
5005 38610 135135 280280 378378 343980 210210 83160 19305 2002
11440 90090 320320 672672 917280 840840 517440 205920 48048 5005
24310 194480 700128 1485120 2042040 1884960 1166880 466752 109395 11440

48620 393822 1432080 3063060 4241160 3938220 2450448 984555 231660 24310
92378 755820 2771340 5969040 8314020 7759752 4849845 1956240 461890 48620

B =(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)" , solugdo pontual encontrada X = (0,1,-2,3,-4,5,-6,7,-8, 9)'.

bt ol |

Exemplo 13: (exemplo apresentado em [NEU90])
4= ([~i0] [—;0]]’3 - [-l tzzJX 5 ([—[32?313]]
Exemplo 14: (exemplo apresentado em [NEU90])
= [[g}“ [i;]}’g =[;]’X 43:3

Exemplo 15: (exemplo apresentado em [NEU90])

2 el
4=, ke 2’X‘ [-1,1]
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Exemplo 16: (exemplo apresentado em [NEU90])

fl o 0} e I([-1,11\

=11 1 0', t[ 11]J [-2,2]J

[ I IJ [[2,3]

Exemplo 17: (exemplo apresentado em [NEU90])
SR S (i

A:({—s,—z] 35pB= 5 pX= [-2,6]

Exemplo 18: (exemplo apresentado em [CLA89])

b Bl

2.8 1 )
lo & -3 4 2 o
A:{—s 4 =8 OJ’ _[—lﬁJ’X_LOJ

3 -8 3 -4 18 -1
Exemplo 19: (exemplo apresentado em [CLA89])

(I 1 (6) 1

e o Ll

Exemplo 20: (exemplo apresentado em [CLA89])

5 0 06 —3 -1 2 0.09
14 00 =~ 3{ 061
4=|0 0 2 -1 0| B=|-1| x=|-065
100 4 —2J lo| ~030]
6 0 0 =1 12 —1J L—O.-SSJ
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Exemplo 21: (exemplo apresentado em [CLA89])

(4 -2 -1 0) (10\ (2.76)
y _I—E 9 0 —5’ 5 I—Si v 4022}
‘ _t—l 0 6 -3J’ _LOJ’ ) _Lo,e.ij
0 -5 -3 10 0 0.29
Exemplo 22: (exemplo apresentado em [CLA89])
( e 5 2 1 18 |
i 5 5 10 =3 2 P 14 e 1
“[3 -3 12 —5J’ “téJ" ’w
1 2 =5 12 10 1
Exemplo 23:

2
]

1
3 l,B=|8,X= 1
1 ZJ LSJ 2J

5

o
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