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RESUMO

Adsorcdao é uma operagdo unitdria de transferéncia de massa baseada na reten¢do de
substancias na superficie de adsorventes, retirando-as do meio original. O fenémeno pode
ser descrito através de diferentes modelos, que podem ser empiricos, simplificados ou
rigorosos. A opgao por um dos tipos de modelo depende do objetivo desejado. No caso dos
modelos rigorosos, que utilizam o equacionamento completo da transferéncia de massa,
deve-se resolver um sistema de equacgdes diferenciais, o que nem sempre é simples, em
especial se ela ndo pode ser resolvida de forma analitica. Aproximagdes podem ser
embutidas no balanco de massa, de modo a facilitar esta resolugao - assumindo isoterma
linear, por exemplo, é possivel resolver o sistema de forma analitica. Existem diversos
algoritmos para solugdo numérica destas equagdes. Usualmente, costuma-se optar por
métodos altamente elaborados, cuja aplicacdo fornece resultados satisfatdrios. Contudo,
guestiona-se sobre a necessidade de usar métodos tdo potentes para solugao de problemas
como o de adsorgdo, pois o excesso de esforco computacional é refletido no tempo de
execucdo do algoritmo e talvez ndo traga melhoras significativas para o caso. O presente
trabalho visou, portanto, avaliar o desempenho de métodos simples (explicitos de Runge-
Kutta, de 12 a 52 ordem) na solucdo do sistema de equacgdes resultante do modelo rigoroso
em relacdo a transferéncia de massa, comparando-os com a solucdo analitica. Os resultados
foram bastante promissores, pois indicaram de forma clara que métodos simples de
integracdo podem ser usados sem perder a qualidade dos resultados obtidos. Dentre os
métodos avaliados, Runge-Kutta de 22 Ordem foi a melhor opc¢do, considerando tempo de
execucao e precisdo atingida.

Palavras-chave: adsor¢do, modelagem de transferéncia de massa, métodos numeéricos
de integra¢do, Runge-Kutta.
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ABSTRACT

Adsorption is a unit mass transfer operation based on the retention of substances on the
surface of adsorbents, removing them from the original medium. The phenomenon can be
described through different models, which can be empirical, simplified or rigorous. Choosing
either of the model types depends on the desired objective. In the case of rigorous models,
that use the complete mass transfer equation, a system of differential equations must be
solved, which isn’t always a simple task, especially if the system can’t be solved analytically.
Approximations can be inserted into the mass flow balance, in order to make the resolution
easier - assuming a linear isotherm, for example, it is possible to solve the system
analytically. There are several algorithms to obtain a numerical solution for these equations.
It is customary to opt for highly elaborated methods, whose application provides satisfactory
results. However, one may question about the need to use such powerful methods to solve
problems such as the adsorption modelling, since the excess computational effort is
reflected in the running time of the algorithm and may not bring significant improvements to
the case. The present work aimed, therefore, to evaluate the performance of simple
methods (explicit Runge-Kutta, from 1st to 5th order) in the solution of the system of
equations resulting from the rigorous model in relation to mass transfer, comparing them
with the analytical solution. The results were very promising, as they clearly indicated that
simple integration methods can be used without losing the quality of the results obtained.
Among the evaluated methods, 2nd Order Runge-Kutta was the best option, considering
execution time and achieved precision.

Keywords: adsorption, mass transfer modelling, numerical methods of integration,
Runge-Kutta.
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1 Introdugao

O processo de adsorcdao é uma operacdo unitdria de transferéncia de massa que se
baseia na capacidade de alguns soélidos reterem outras substancias em sua superficie,
retirando-as do seu meio original, que pode ser liquido ou gasoso (VIDAL et al., 2014). Trata-
se de uma técnica versatil, que usualmente é de facil aplicacdo e barata frente a outras
alternativas comerciais, uma vez que muitos materiais adsorventes podem ser obtidos
processando ou reaproveitando produtos naturais e/ou de facil acesso (ARNOLD, 2019).
Diversos sdo os potenciais interesses para uso desta operag¢dao. Tingimento de cabelo,
tratamento de efluentes e recuperagdo/purificacio de produtos sdo alguns exemplos
praticos que se utilizam deste mecanismo.

O processo de adsor¢ao como um todo envolve algumas etapas: a primeira consiste na
transferéncia de massa convectiva do adsorvato desde o seio do fluido — também chamado
de fase bulk — até a superficie externa do sélido adsorvente; em seguida, as moléculas de
adsorvato sdo transferidas por difusdao para o interior do sélido, onde ocorre o fen6meno de
adsorcdo propriamente dito. Geralmente, a cinética do fen6meno de adsor¢do no interior do
adsorvente é muito rdpida em comparacao com a velocidade de transferéncia de massa por
difusdo, de forma que usualmente se assume que no interior do adsorvente o equilibrio
termodinamico é alcangado instantaneamente entre a fase fluida confinada no interior dos
poros do adsorvente e a fase sélida (é conveniente lembrar que apenas a superficie do
sélido participa do processo de adsorcao, bem como a consideracdo de que a ordem de
grandeza do tamanho dos poros é muito superior a do tamanho do adsorvato, de modo que
ndo se observa efeito obstrutivo). Apesar do equilibrio termodindmico de adsorc¢do poder
ser modelado considerando equacbes de estado (DO, 1998), a pratica comum é o uso de
isotermas como as Isotermas Linear, de Langmuir e de Freundlich (além de vdérias outras)
gue podem ter uma certa interpretacao fenomenoldgica, mas de fato acabam sendo usadas
pela sua maior simplicidade.

De forma geral, o uso de modelos matematicos rigorosos para simular processos de
adsorcdo para a compreensdo do processo, dimensionamento, controle e otimizacdo do
processo é interessante, possibilitando a andlise sobre sua viabilidade sem precisar da
construcdo da estrutura ou utilizacdo de insumos em escala real.

O fendbmeno de adsorcdo e difusdo em fase liquida em batelada, desdobrado neste
trabalho, pode ser descrito por uma equacdo diferencial parcial (EDP) para a fase sélida
adsorvente, e uma equacao diferencial ordindria (EDO) para a fase liquida. A solucdo deste
modelo ndo é uma tarefa trivial, j3 que devem ser usadas técnicas de discretizacdo da
coordenada espacial, convertendo a EDP em um sistema de EDOs, cuja solu¢gdo numérica
descrevera a evolucao temporal do sistema em batelada.

Apesar da aparente complexidade do equacionamento original da adsorcdo, pode-se
dizer que ele é um sistema razoavelmente bem-comportado. Assim, diferentes rotinas
numeéricas para solucdao de EDOs podem ser utilizadas. Entretanto, deve-se avaliar a precisdo
e o tempo computacional que elas apresentam (por exemplo, é esperado que rotinas com
alta precisdo acabam elevando o tempo computacional). Apesar da solucdo do sistema levar
um tempo muito pequeno para ser resolvido (geralmente na ordem de 1 segundo), quando
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consideramos o uso destes modelos em problemas de estimacdo de parametros ou de
otimizagao, nos quais o modelo deve ser resolvido um nimero muito grande de vezes
(podendo chegar a mais de 10 mil), o tempo computacional total do procedimento pode se
tornar bastante elevado.

Partindo desta observacdo, o objetivo principal deste trabalho consistiu em avaliar a
performance (precisdo e tempo computacional) de métodos simples de solu¢cdo de EDOs,
pois embora existam métodos complexos e precisos de solugdo numérica de EDOs, o alto
custo computacional associado a estes métodos nem sempre é justificado. Comparou-se, em
seguida, os valores obtidos com os resultados analiticos calculados utilizando a lei de Henry.

Como objetivo especifico, pode-se citar a implementacdo, no software Scilab (que é
gratuito e de facil aprendizado), de rotinas para solucdo de EDOs baseadas no método de
Runge-Kutta de diferentes ordens.

Este trabalho se divide em 6 capitulos. Iniciamos por este capitulo 1, para introdugao do
tema. Em seguida, no capitulo 2, apresenta-se uma breve revisdo bibliografica a titulo de
contextualizacdo. Nos capitulos 3 e 4, a execugdo pratica das andlises é iniciada através da
apresentacdo das equacgdes e dos métodos utilizados para integracdo. Por fim, os capitulos 5
e 6 trazem, respectivamente, a sintese dos resultados obtidos e as conclusdes e expectativas
para trabalhos futuros. Como muitos dos resultados sdo semelhantes, apresenta-los na
integra durante a discussdo de resultados ndo seria proveitoso. Por esta razdo, optou-se por
amostra-los no texto, e compilar a totalidade dos resultados no apéndice, ao final do
documento.
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2 Revisao Bibliografica
2.1 Adsorgao

A adsor¢do é um processo que envolve a transferéncia de componentes presentes em
uma fase liquida ou gasosa (adsorvato) para a superficie de um sélido (adsorvente). O
conjunto de fendmenos que compde o que chamamos de adsor¢do consiste em:

1. Difusdo de moléculas da fase bulk até a camada-limite (difusdo
externa/convecgdo);

2. Difusao das moléculas para dentro dos poros e para a superficie do
adsorvente (difusao interna e de superficie); e

3. Adsorcdo das moléculas na superficie do sélido.

A etapa 1 pode ser chamada de etapa de transferéncia de massa externa por conveccao.
A etapa 2, por sua vez, envolve a transferéncia de massa intraparticula, que acontece por
difusdo. Por fim, a etapa 3 é aquela na qual efetivamente ocorre o fen6meno de adsorcdo
como interacdo de superficie. Descreve-se este comportamento através de sua cinética (cuja
velocidade é geralmente muito maior que as velocidades de transferéncia de massa) e da
relacdo de equilibrio de adsor¢cdo — esta ultima descrita por isotermas representando a
guantidade de material adsorvido e sua concentracdo na fase bulk a temperatura constante,
as chamadas isotermas de adsor¢dao (DABROWSKI, 2001).

2.2 Modelos existentes

Quando estudamos o processo de adsorcdo no formato em batelada, a andlise do
fendbmeno em relacdo a conservacdo de massa é semelhante a de outros sistemas fechados
sem reacdo: toda e qualquer perda de massa de adsorvato na fase bulk sera igual ao ganho
de massa junto a superficie do adsorvente. Existem algumas modelagens estruturadas de
forma mais rigorosa, a fim de levar em conta toda a transferéncia de massa ao longo do
processo, enquanto outras mais simples buscam apenas mimetizar o comportamento do
sistema através de funcbes matemadticas, simplificando algumas de suas caracteristicas para
descrever com maior facilidade (e com precisdo razoavel) o comportamento desejado.

Os modelos cinéticos baseiam-se na ideia de que uma das duas etapas de transferéncia
de massa indicadas no item 2.1 é a limitante de velocidade do processo (LARGITTE;
PASQUIER, 2016). Os modelos empiricos, por sua vez, negligenciam etapas importantes do
processo, aproximando o comportamento por alguma funcdo matematica.

A seguir, sdo apresentados alguns modelos empiricos ou semiempiricos que geralmente
sao considerados em trabalhos da literatura:
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2.2.1 Modelos Empiricos

Modelo de Lagergren de pseudoprimeira ordem

Elaborado ao final do século XIX (LAGERGREN, 1898), este é um modelo largamente
difundido para avaliacdo de cinética de adsorventes, principalmente em funcdo do facil
tratamento matematico. Acredita-se que foi o modelo mais antigo a descrever a taxa de
adsorcdo com base na capacidade de adsorcdo do meio (QIU et al., 2009). O modelo de
Lagergren considera como forca motriz do processo a diferenca entre a quantidade
adsorvida no tempo t (q;) e a quantidade adsorvida na situagdo de equilibrio (q.,
capacidade total de adsor¢do), ponderando-se com uma constante de proporcionalidade k; .

d
—=ku(e-qy) (2.2)

Modelo de Lagergren de pseudossegunda ordem

Este modelo assume que a taxa de adsorcdo de soluto é proporcional aos sitios
disponiveis para interacdo no adsorvente, e considera a for¢ca motriz semelhante ao modelo
de Lagergren de pseudoprimeira ordem, porém elevada ao quadrado, e com uma constante
diferente para ponderagdo, k,, (KAJJUMBA et al., 2018):

d
—t =Kp2(Qe-q0)’? (2.2)

Modelo de Elovich

Desenvolvido em 1934 por Zeldowitsch como uma equacgdo cinética de quimissorgao
(QIU et al., 2009), relaciona a taxa de adsorgao com a constante de dessorgao (k;) e a taxa
de adsorcao inicial («).

d ;
2ot g gear (2.3)
Este modelo, amplamente utilizado para descrever adsorcdo de gases em sistemas

solidos, também tem sido aplicado com sucesso na adsorcdo de algumas espécies em meio
liquido (VIDAL et al., 2014).

2.2.2 Modelos simplificados derivados das equag¢des de transferéncia de massa

Modelo de Boyd para difusdo em filme

O modelo foi descrito considerando como etapa limitante a transferéncia de massa na
camada-limite (BOYD; ADAMSON; MYERS, 1947), e apresenta-se conforme abaixo:

ln(l-%) = -kqt (2.4)

_ 3Dg
dl— rpCik) ’ (25)
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sendo kg, a constante aparente de difusdo na camada limite; D,; a constante efetiva; 7, 0
raio da particula de adsorvente; C; a espessura da camada limite; e k;, a constante de
equilibrio de adsorgao (QlU et al., 2009).

Modelo de Weber e Morris

Previamente apresentado no trabalho de Boyd et al (1947), também é conhecido como
modelo baseado na raiz quadrada do tempo, e considera como etapa limitante do fenébmeno
a transferéncia de massa intraparticula (WEBER; MORRIS, 1963). Na Equacdo (2.6), kg;
representa a taxa de difusdo intraparticula; e C, o efeito da camada limite da particula
(MIGLIORANZA, 2018; QUEIROZ, 2020)

qe=KkqiVt+C (2.6)

Embora originalmente tenha sido criado como um modelo aproximado para tempos
curtos, mesmo nessas condicdes a aproximacdo ndo é satisfatéria em comparacdo a
modelos rigorosos, que utilizam balangos de massa diferenciais a nivel de particula
(MIGLIORANZA, 2018; SCHWAAB et al., 2017).

2.2.3 Modelos rigorosos em relagdo a transferéncia de massa

Existem também modelos rigorosos em relacdo a transferéncia de massa, que
consideram a difusdo intraparticula e/ou o transporte de massa convectivo do fluido a
superficie do adsorvente. Na maioria das vezes, os modelos consideram que a cinética de
adsorcdo é instantanea - o que é uma aproximacao razoavel (QUEIROZ, 2020).

Modelos deste tipo partem do equacionamento tedrico do sistema e buscam resolver o
sistema resultante para compreendé-lo e modela-lo. Pode-se fixar e delimitar algumas
condicGes a fim de simplificar a analise do caso.

Ao equacionarmos o balanco de massa na particula de adsorvente, chegamos a uma
equacdo diferencial parcial, conforme (2.7):

an DP d Ds d

+(1- s)ps =e 55, San) +(1-eps 5o (r S""q) (2.7)

Nesta equacao, € é a porosidade da particula de adsorvente; ps é a densidade do sélido;
Cr é a concentracdo da fase fluida no interior dos poros da particula (em termos de volume
total da particula); q é a concentracdo adsorvida na superficie sélida (em termos de massa
da particula); Dr é o coeficiente de difusividade na fase fluida no interior dos poros da
particula; Ds é o coeficiente de difusividade superficial; e S é um fator de forma, referente a
geometria da particula (assumindo valor 0 para placa infinita, 1 para cilindro infinito e 2 para
esfera).

Para o escopo deste trabalho, assumiremos as seguintes condicdes: consideraremos a
transferéncia de massa externa na camada-limite da particula de adsorvente e no interior da
particula; o equilibrio de adsor¢do na particula é instantaneo e descrito por uma isoterma
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linear; no interior do adsorvente, a transferéncia de massa ocorre apenas devido a difusdo
na fase fluida. (QIU et al., 2009; QUEIROZ, 2020).

Utilizando, ainda, a Equacdo (2.8) para definir o equilibrio de adsorcdo (sendo K a
constante da isoterma linear), e definindo o coeficiente de difusdo aparente conforme
equacdo 2.9, chega-se a equac¢do do modelo de difusdo intraparticula na Equacdo (2.10):

__ eDp+(1-g)psKDg
Dapp— e+(1-g)pskK (2'9)
9Cp _ Dapp 9 . s9Cp
at 1S or (r 6r) (2.10)

A abordagem via modelo rigoroso foi a escolhida para uso neste trabalho, pois deseja-se
uma interpreta¢ao mais apropriada e consistente do sistema e de seu comportamento. Para
aplicar o modelo de fato, a equacdo 2.10 precisa ser resolvida. Abordaremos esta resolugao
com mais detalhes no capitulo 4.
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3 Materiais e Métodos

As simulacdes do presente trabalho foram escritas e executadas no programa Scilab,
versao 6.1.1.

O computador utilizado possui as seguintes especificacoes:
e Sistema Operacional: Windows 10 Pro;

e Processador: Intel Core i5-8400, frequéncia baseada em processador de
2.80GHz;

¢ Memoria RAM: 16,0 GB

Os trechos de cédigo referentes aos métodos de integracao foram escritos com base na
descricao dos respectivos métodos, conforme indicado no capitulo 4 deste trabalho.

As equacOes fenomenoldgicas foram deduzidas e discretizadas a partir do método de
diferencas finitas.

Foram avaliados métodos de Runge-Kutta, de 12 a 52 ordem.
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4 Formula¢ao do Problema ou Estudo de Caso

4.1 Equacionamento do problema de adsorgao

O comportamento do processo de adsor¢ao em batelada pode ser descrito por equagdes
com base fenomenoldgica rigorosa, isto é, considerando os balangos de massa na fase fluida
e na fase soélida, nos quais a transferéncia de massa intraparticula e isoterma de adsor¢ao
devem ser consideradas. Nesta abordagem, o modelo de adsor¢dio com difusao
intraparticula na fase sélida pode ser escrito conforme a Equacdo (4.1):

oCy _ &°Cp | S 9Cp

(3F0= dn? +n on (41)

Sendo Cp a concentragao da fase fluida no interior dos poros da particula; Fo o nUmero
de Fourier (tempo adimensional); n o raio adimensional da particula; e S o fator de forma da
particula (usaremos o valor 2 por assumirmos particula esférica).

Para resolvermos esta equacgao diferencial parcial, necessitamos de uma condig¢do inicial
e duas condi¢des de contorno. Assumiremos que o adsorvente sélido inicia o processo
completamente livre de soluto. Esta sera nossa condicdo inicial, conforme a Equacao (4.2):

Cplro=0=0 (4.2)

Como primeira condi¢do de contorno, assumiremos que as particulas de adsorvente sdo
simétricas, conforme a Equacao (4.3):

‘% =0 (4.3)
n=0

E como segunda condicdo de contorno, utilizaremos o comportamento na superficie da
particula considerando resisténcia a transferéncia de massa externa. Assumimos um
equilibrio no qual o fluxo difusivo de transferéncia de massa da superficie para o interior do
solido é igual ao fluxo convectivo de transferéncia de massa da fase fluida para a superficie
da particula.

Primeiramente, vamos definir o nimero de Biot para transferéncia de massa (Bim),
valendo-se da equacdo (2.9). Por fim, apresentamos a equac¢do da condi¢do de contorno:

. keR
Bi,= —Dapp T (4.4)

ac ,
| = Bim(Cply=1 = Cp) (4.5)

=1

Sendo € a porosidade da particula; Dp o coeficiente de difusividade na fase fluida no
interior dos poros; p,, a densidade da particula; K a constante de adsorgdo (isoterma linear);
k¢ o coeficiente convectivo de transferéncia de massa; R o raio da particula; e Cg a
Concentracdo da fase fluida (bulk phase).
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Também foi considerado que a cinética de adsor¢cdao no interior da particula é
instantanea e que a isoterma de adsorcdo é linear. Assim, é possivel descrever o balanco de
massa na particula com este conjunto de equacdes.

Ao analisar o fendmeno da adsorcdo, existe a possibilidade de considerar o sistema
como sendo um banho infinito, assumindo que o volume da fase bulk e a massa de soluto
sdo muito superiores as de adsorvente, e/ou que ha uma corrente de fluido na qual o tempo
de contato com o adsorvente é muito inferior ao tempo necessario para atingir o equilibrio
de concentracdes entre eles. Esta opcdo costuma ser escolhida principalmente quando o
sistema ndo opera em batelada, e com o objetivo de facilitar a analise matematica do
sistema, pois ao combinarmos a presuncdao de banho infinito com a de uma relacdo de
equilibrio linear na camada limite das particulas, é possivel resolver o modelo resultante de
forma analitica.

Se for considerado que na adsor¢do em batelada é justamente a concentragdo na fase
bulk a varidvel monitorada ao longo do tempo, a fim de calcular a quantidade de adsorvato
que deixou o fluido, é intuitivo concluir que esta ndo é uma boa consideragao. Sendo assim,
é demonstrado na Equacdo (4.6) o equacionamento para a fase bulk considerando banho
finito, que foi a consideragao utilizada na modelagem e nas simulag¢des realizadas.

A equacgdo abaixo relaciona exatamente esta ideia: que a taxa de massa adsorvida nas
particulas é igual a taxa de varia¢do da concentragao bulk.

dp_ M (RZ rB> (4.6)

dFo  Vpp \Dapp

Sendo pp a massa aparente da particula; R o raio da particula; e 1z a taxa de
transferéncia de massa no fluido (valor negativo pois a massa deixa o fluido e adsorve nas
particulas de adsorvente).

A taxa de transferéncia de massa esta conectada com a conveccdo do meio da fase fluida
para a superficie e com a taxa de difusdo intraparticula na superficie da particula, conforme
as equacgdes abaixo:

(S+1)
75,con = k7 (Cply=1 — Cp) (4.7)

Por nip = — (§+1) | Dapple+ppK] 0Cp
B,dlf R R an

l (4.8)
n=1

Nas Equacdes (4.7) e (4.8), o termo “(S+1)/R” corresponde a razdo entra a area externa e
o volume de particula. Ambas as equacdes fornecem o mesmo valor para a taxa de
transferéncia de massa da fase fluida para as particulas de adsorvente, ja que a igualdade é
uma restricdo de acordo com a Equacdo 4.5.

Antes de prosseguir, definiremos também o fator de capacidade massico (£):

_ Mg(e+ppK)
S (4.9)
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Sendo Mg a massa de adsorvente; & a porosidade da particula; K a constante de
adsorcao linear; e VV o volume de liquido;

Chega-se, entdo, na equacdo abaixo, em que foi considerada a taxa de transferéncia de
massa descrita pela difusdo intraparticula na superficie:

aCp

dcg __
P &(S+1) ol _y

(4.10)

Esta equacgao deve ser resolvida junto a equagdo (4.1) e as suas condig¢des inicial e de
contorno para descrever a concentragdao na particula de adsorvente. Por ter sido
considerada uma cinética de adsorcdao muito mais rdpida que a taxa de transferéncia de
massa intraparticula e uma isoterma linear, o sistema de equag¢des tem solu¢do analitica
(MIGLIORANZA; SCHWAAB, 2020), conforme a Equacdo (4.11), a qual é especifica para
particulas esféricas (S = 2):

v = CCTfO = 11—5 + Y%, cp e YFo (4.11)
Onde cy é:
6&Bi2,
tn = VA+V2Bim(Bim—1-68)+9&(1+&)Bi2, (4.12)
E 7 sdo as raizes positivas da seguinte equagdo caracteristica
(1 = ¥ncotg(rn)) ¥ — 3¢Bim) = i Bim (4.13)

Entretanto, como o objetivo deste trabalho é avaliar rotinas simples de integracao para
0S casos em que a isoterma nado é linear e o sistema ndo tem solugdo analitica, a EDP sera
discretizada na variavel espacial e o sistema de EDOs resolvido por integracdo numérica.
Como neste caso temos uma solucgdo analitica, foi possivel realizar a comparac¢ao e avaliacao
da qualidade dos métodos de integragao.

4.2 Discretizagdao no espaco

Inicialmente, vamos reescrever a Equacdo (4.1) na forma adimensional. J& haviamos
expressado o raio desta forma, com 1 sendo a posi¢ao no raio dividida pelo raio da particula.
Faremos o mesmo com a concentracao no interior da particula na Equacdo (4.14) dividindo-a
pela concentracdo inicial da fase bulk, e entdo reescrevemos a Equacdo (4.1) na forma de
(4.15):

=2 (4.14)

" Cgo

o _ s ou
dFo dn?  ndn

(4.15)
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Adimensionando também a concentracdo da fase bulk, conforme abaixo:

y=—E (4.16)
Cgo
A partir de agora iniciaremos a discretizacdo propriamente dita, utilizando diferencas
finitas. Discretizaremos a varidvel espacial (ou seja, o raio da particula de adsorvente) em
N+2 pontos. Assim, o ponto central da particula serd o ponto 0, e a superficie da particula
serd o ponto N+1. Desta forma, a particula terd N pontos internos cujos valores serao
obtidos através da solugao do sistema de equacgdes, e 0os pontos extremos terdo solugdes
através das condigGes de contorno especificas.

Chamaremos de delta (A) a distancia entre dois pontos discretizados:

1

=N_+1 (417)

Utilizando diferencas finitas, aproximaremos as derivadas parciais referentes ao raio em
expressoes simplificadas:

a i+1-Mi-1 -
a—“| = kb =g N (4.18)
Mn=n;
%u ~ Wipa—2pi+pi—1)
W =lA+,l=1,...,N (419)
n=ni
% ~ '3u0+4‘H1'P-2 (4 20)
onl._ — 2A )
N=No
%| ~ 3UN+1-4UNTUN-1 (4 21)
onl_ _ - 2A )
N=TN+1

Reforca-se que as Equacdes (4.18) e (4.19) sao vdélidas para qualquer ponto no interior da
particula, enquanto a Equacdo (4.20) é valida apenas para o centro, e a Equacdo (4.21),
apenas para a superficie externa.

De posse destas aproximagdes, retornaremos as equagdes anteriores para reescrevé-las.
Se resgatarmos a condi¢do de contorno da Equacdo (4.3) (simetria no centro da particula) na
forma adimensional, podemos aplica-la junto a Equacdo (4.20):

ou ~ J3Uo+4Hs-Up —0 (4.22)

Mln=n, 28

E, assim, obtemos uma expressdo analitica para a concentracdo no centro da particula

(Ho):

o= k2 (4.23)

Para o equacionamento referente a superficie da particula, utilizaremos a Equacdo (4.5)
na forma adimensional junto a aproximacao de (4.21):
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a 1-4uN+3 .
a_u — PN *ENFIHEN+1 ‘Blm(UN+1 - V) (4_24)
nl.._ 2A
N=NN+1

Processando as duas ultimas partes da Equacgao (4.24), chega-se a uma expressao para o
calculo de concentragdo na superficie externa da particula:

2ABip v+H4UN-IN-1
3+2ABip,

T (4.25)

Podemos escrever o balanco molar da fase bulk conforme a Equacdo (4.26), unindo as
Equagdes (4.10) na forma adimensional e (4.21):

;TVO = —§S+1) "N—l““z"z”"”“ (4.26)

E, por fim, escrevemos a equacdo referente ao interior da particula, a ser resolvida para
cada posigado discretizada ao longo de seu raio:

dpi _ Vis1-2¥itVi1 , S YN+1-YN-1
— = — 4.27
dFo A? + N.A 2A ( )

4.3 Solugdao Numérica

De posse deste sistema de equagdes diferenciais ordindrias, é necessdrio resolvé-lo
através de algum método de integracdo numérica. Como ja mencionado anteriormente, o
objetivo deste trabalho é a avaliacdo da performance de métodos de integracao simples
para a solu¢do do problema. Portanto, utilizaremos métodos explicitos de Runge-Kutta de 12
a 52 ordem. Considere uma equacao diferencial ordindria na forma:

dy _
i df (4.28)

Métodos de Runge-Kutta sdo uma familia de algoritmos para solucdo de EDOs, que
envolvem a avaliagdo da fungdo df entre pontos ti e ti:1 (DAVIS, 1984). Uma de suas variantes
mais simples e conhecidas é a do método de Euler Explicito (também chamado de Runge-
Kutta de 12 Ordem).

Os métodos de Runge-Kutta ndo requerem o calculo de qualquer derivada da funcao
“df”. De uma forma simples, estes métodos buscam aproximar o valor da derivada
localmente na funcdo desejada usando um ou mais pontos proximos para avaliar “df” no
intervalo ti e ti+1, e utilizam esse valor para dar um novo passo na aproximagdo da fungao e
recalcular os valores seguintes.

O numero efetivo de avaliacdes utilizadas na estimacdao da derivada local para cada
passo é indicado pela ordem do método. Por exemplo: o método de Runge-Kutta de 12
Ordem utiliza apenas 1 avaliacdo de df para o calculo da derivada local, enquanto o método
de 42 ordem utiliza 4 avaliacdes.

Ressalta-se que os coeficientes das formulas dos métodos a seguir ndo sao
necessariamente fixos: fazendo com que eles obedecam a algumas equagdes de
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consisténcia, é possivel criar infinitos métodos diferentes de Runge-Kutta. Contudo, nao
abordaremos estes detalhes no trabalho.

Embora sejam datados do século XIX, os métodos de Runge-Kutta ainda sdao muito
conhecidos e utilizados. Os algoritmos e suas propostas de modificagdes sdo encontrados
com relativa facilidade em livros de métodos numéricos, e estdo indicados a seguir
(BUTCHER; WANNER, 1996; CHAPRA; CANALE, 2010; DAVIS, 1984; HOFFMAN, 2001).

e Método de Runge-Kutta de 12 Ordem (Euler)

E o método mais simples que veremos neste trabalho. De posse de um ponto inicial
", ”

yi’, a funcdo é avaliada na condicdo i e obtém-se o ponto seguinte, dado o valor de
passo h. Os valores da funcdo a ser aproximada sdo, entdo, obtidos em intervalos h.

ki = h.df (t,y:) (4.29)

Yis1=Yitkq (4.30)

Os demais métodos ndo utilizam somente um valor da fungdao df como
aproximag¢do da derivada no intervalo t; a tish, mas sim uma composi¢ao do valor de
derivada obtida com a avaliacdo de mais pontos para tentar aproximar de forma mais
fidedigna do comportamento.

e Método de Runge-Kutta de 22 Ordem — Meio-Intervalo

Utiliza duas avaliagdes da funcdo derivada para obter o ponto seguinte dos dados (ki1
e k2, conforme abaixo).

ki = h.df(ti,y) (4.31)

h Ky
k, = h. df(ti + ;,yi + Py (4.32)
Yis1 =Yitk; (4.33)

Neste método ki esta ligado com a inclinagdo na condicdo i, e k com a inclinagdo na
metade do intervalo. Por isso, este método também é chamado de Método de Euler de
Meio-Intervalo.

e Método de Runge-Kutta de 22 Ordem — Preditor-Corretor Modificado de Euler

Similar ao método anterior, porém o valor de k; esta associado a inclinagdao na
predicdo inicial do valor final. Em seguida, este valor é corrigido (por isso o nome: Método
Preditor-Corretor Modificado de Euler).

ki = h.df (t;,y;) (4.34)
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Yis1 =Yi t kl;r—kz (4.36)

e Método de Runge-Kutta de 32 Ordem

Utiliza ponderacdo de 3 pontos para obter uma melhor aproximacdo da derivada e
posterior calculo do novo valor de y.

ki = h.df(t,y:) (4.37)
h ky
ky = hodf(t; +5, 5 +2) (4.38)
ks =h.df(t; + hy; + 2k, — ky) (4.39)
kqi+4ky+k
Yirr = Yi + (4.40)

e Método de Runge-Kutta de 42 Ordem — Classico

Os métodos de 42 ordem estdo entre os mais utilizados para obter solucdes
aproximadas de valor inicial (DE LIMA STERZA; COSTACURTA BRANDI, 2016). Utiliza-se,
além do ponto inicial, duas avaliagdes no meio do intervalo e uma no final do intervalo
do passo.

ki = h.df (t;, ;) (4.41)
ky = hodf(t; + 5,y + = (4.42)
ky = hdf (i +2,y; + = (4.43)
ky = h.df(t; + hy; + k) (4.44)
Yit1 =¥ t+ w (4.45)

e Método de Runge-Kutta de 42 Ordem - Gill

Uma variante do método de 42 ordem que modifica coeficientes de ponderacao dos
valores de k visando melhorar o comportamento do algoritmo.

k, =h.df (t; +3,y; +2) (4.47)
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h 1 1 1
ks = h.df (ti +2,5; + k. (5—5) + k. (1 —ﬁ)) (4.48)
ky=h.d h ky.—=+ ks. (1 += 4.49
s =hdf(ti+hy — 225t 3-( +ﬁ) (4.49)
1 1 1 1
Vier = Vit z(ky+kg) +3 (ke (1- %) + ks (14 5)) (4.50)

e Método de Runge-Kutta de 52 Ordem

A variante utilizada neste trabalho foi a desenvolvida por Butcher. Este método é
utilizado quando resultados mais precisos sdo necessarios.

Observe que neste método, apesar de calcularmos 6 valores de “k” (ou seja, o
método é de 6 passos), apenas 5 deles sdo utilizados para o calculo de y;,;. Por esta
razdo, o método é considerado de 52 ordem (BUTCHER, 1964).

ky = h.df (¢, y) (4.51)

ky = hodf (t+2,5,+2) (4.52)

ks = hodf (& +5,y+2 +2) (4.53)

ko= hdf (ti+5, yi— 2+ ks) (4.54)

ks =hodf (t+2, y + 324 22) (4.55)

ke = h.df (tl- + h, y, + SRR PR (4.56)
Yier = yi + 7k1+32k3+1::4+32k5+7k6 (4.57)

Esta serda a ordem mais alta que utilizaremos, pois usualmente a partir desta ordem, se
desejarmos melhorar a precisdao, é mais vantajoso em termos computacionais diminuir o
tamanho de passo “h” e/ou aumentar o numero de subdivisdes internas “np” do que
aumentar a ordem do método de integracdo (CHAPRA; CANALE, 2010).
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5 Resultados

Primeiramente, ressalta-se um detalhe referente aos algoritmos: como parte da
programacao dos métodos de integracao, e por uma questdo de economia computacional,
nem todos os pontos calculados na simulacdo entraram na plotagem dos graficos.
Inicialmente, cada solucdo baseada nas integracdes utilizou um valor “N” de divisdes
internas do raio da particula de adsorvente, sendo que os valores dos extremos foram
calculados. Adicionando o balan¢o de massa na fase fluida, tem-se N+1 EDOs sendo
integradas numericamente.

Para facilitar a plotagem e comparagao dos resultados, as integragdes tinham um passo
“macro” de AFo = 0,01. Como o tempo adimensional total de integracao foi sempre 1, os
graficos sempre apresentam um total de 101 pontos ao longo do tempo. Entretanto, no
interior do algoritmo de solucdo numérica, este passo no tempo foi ainda segmentado em
“np” subdivisdes internas, com o objetivo de garantir que o método convergisse para a
solugdo aproximada. O tamanho efetivo de passo no integrador, portanto, é de 0,01/np.

A tabela 1 indica, para valores arbitrarios de N, o np minimo que cada método de
integracdo precisa utilizar para que o cdlculo seja convergente. De modo geral, observa-se
gue com o aumento no valor de N, o valor de np também é incrementado (visto que, no
tempo préximo a zero, o valor da derivada da concentragdo préxima a superficie tende a
infinito, e ela é calculada de forma mais correta com passos menores, tornando o problema
mais dificil de resolver de forma estavel. O aumento de np é quadratico em relagdo a N).
Percebe-se, ainda, que os métodos de ordem maior tendem a necessitar de valores de np
inferiores aos métodos de ordem menor, o que condiz com o esperado, ja que os métodos
de maior ordem possuem mais passos intermediarios inerentes a seu préprio algoritmo,
favorecendo a estabilidade.
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Tabela 1: Numero minimo de subdivisGes internas de passo no tempo np para cada valor de
divisdes espaciais N da particula de adsorvente, de modo que o método ndo instabilize,
causando divergéncia (Bi=10, £=1).

Modelo  np minimo np minimo np np np
para N=10 para N=25 minimo minimo minimo
para N=50 para N=75 para
N=100
RK1 3 14 52 116 204
RK2 Ml 3 14 52 116 204
RK2 PCM 3 14 52 116 204
RK3 2 11 42 92 163
RK4 2 10 38 83 147
Classico
RK4 Gill 2 10 38 83 147
RK5 2 8 31 69 121

Para testar o funcionamento dos métodos, foram realizadas simulacdes-teste com os
integradores. Como ilustracao, foi trazido na Figura 1 o perfil de concentragdes de uma
particula ao longo de seus pontos internos, utilizando o método de Runge-Kutta de 52
ordem, arbitrando-se Biot=100 e £¢=10.

Nas condi¢des analisadas, observa-se que quanto mais proximo da superficie (raio
adimensional tendendo a 1), mais rapidamente varia a concentra¢ao ao longo do tempo — e
mais rapidamente se chega a concentracao de equilibrio. Em contraste, as posi¢des mais
internas apresentam maior demora até atingir a mesma concentracdo de equilibrio, pois
dependem da difusdao do adsorvato pelo interior dos poros do adsorvente.
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Figura 1: Perfil de concentrac¢des ao longo do tempo, conforme posicao interna da
particula de adsorvente (Bi=100, £=10, N=25, utilizando o método de Runge-
Kutta de 52 Ordem)
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Este perfil grafico é util do ponto de vista didatico e de compreensao do fen6meno, além
de confirmar que o algoritmo esta funcionando. Contudo, ndo é um conjunto util de
informacdes do ponto de vista pratico. Na maior parte dos casos concretos, existirda uma
substancia presente em um meio liquido ou gasoso que precisa ser retirada de 3. Portanto,
a varidvel de interesse é a Cpulk- OU seja, a concentracdo da substancia na fase fluida.

Partindo desta premissa, foram obtidos resultados analiticos utilizando isoterma linear
combinando 3 valores arbitrarios de Biot (1, 10 e 100) e de ¢ (0.1, 1 e 10). Os 9 pares
possiveis de Biot + £ foram inseridos na modelagem do sistema para calcular os valores de
Cobulk adimensional (v) em func¢do do tempo adimensional (Fo).

Para cada um destes pares, foram efetuadas as comparacdes entre os modelos conforme
segue:

e Executando cada método com o menor np possivel

Para este caso, utilizaremos N=10 e os valores de np indicados na Tabela 1.
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e Executando cada método com um valor de np fixo

Arbitrou-se N=25, e pareou-se com np=14, por ser o maior np dentre os
minimos necessarios para o funcionamento dos algoritmos, conforme Tabela 1.

e Executando cada método visando um custo computacional fixo

Atribuimos como valor-base o minimo multiplo comum entre 1, 2, 3, 4 e 5
(numero de equagdes internas dos métodos de Runge-Kutta de 12 a 52 ordem,
respectivamente).

Definimos o np de cada método de modo a ponderar o nimero de resolugdes
internas que eles executam, de modo que o esfor¢o computacional fosse
semelhante em todos eles.

Convém destacar-se, previamente a apresentacdo dos comparativos listados acima, que
visualmente todos os métodos apresentaram grau satisfatério de proximidade aos dados
obtidos com a solucdo analitica. Visualize-se, abaixo, os graficos dos métodos de Runge-
Kutta de 12 e de 52 ordem, ambos com N=25 e np=14:

Figura 2: Variacao da concentracdo ao longo do tempo (adimensionais) obtida via
métodos Runge-Kutta de 12 e 52 ordem, e via calculo analitico (N=25 e np=14).
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Ambos os métodos de integracdo resultam em dados que praticamente se sobrepdem
aos obtidos analiticamente. Este comportamento se repetiu para todas as condicdes
testadas. Portanto, os métodos ndo serdo comparados desta forma a seguir, e sim através
dos graficos de erro absoluto, a fim de tornar mais evidente a diferenca entre eles.
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Figura 3: Erro absoluto dos métodos de métodos Runge-Kutta de 12 e 52 ordem frente
aos valores obtidos via cdlculo analitico (N=25 e np=14).
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No caso da Figura 3, tem-se uma situacao peculiar: o método de 12 ordem apresenta
menor erro ao longo de todo o intervalo de integragao, mostrando melhor desempenho em
relagdo ao de 52 ordem, ambos utilizando o mesmo valor de N e np. A rigor, seria esperado
gue um método de maior ordem tivesse desempenho superior aos de ordem inferior, em
especial considerando uma diferenca tao drastica. Contudo, ndo podemos desconsiderar
gue o modelo utilizado neste trabalho também apresenta imprecisdes. O truncamento
utilizado na série de Taylor durante as discretizacdes da variavel espacial por diferencas
finitas apresentadas no Capitulo 4 deixa de trazer termos posteriores da série, o que pode
estar introduzindo um erro negativo ao modelo em relacdo a solugdo analitica. Por outro
lado, o método de Euler/Runge-Kutta de 12 ordem poder estar inserindo um erro positivo ao
modelo de uma forma que a soma dos erros provoque um erro global baixo, o que pode nao
estar acontecendo com o método de 52 ordem. Assim, é possivel que estes erros estejam se
cancelando no caso do método de 12 ordem, fazendo com que o valor liquido do erro seja
inferior. Contudo, estas minucias ndo serdao abordadas, restringindo-se ao comportamento
geral dos modelos.

5.1 Execucdao dos métodos com o menor np possivel

Esta analise buscou avaliar o comportamento dos métodos no limite do necessario para
seu funcionamento. A seguir, apresenta-se a Tabela 2, com os tempos de execucdao dos
calculos. Convém destacar que a Tabela 1, utilizada como base para a configuracdao dos
valores de np, fora construida através de testes nas condi¢cdes de Bi=10 e {=1. Ao executar as
analises utilizando Bi=100 e £€=10 (condicdo de derivada mais intensa, que por sua vez induz
mais fortemente a instabilidade), foi necessario incrementar o np em 1 para que os métodos
convergissem. Esta é a razdo pela qual os métodos de 12 a 42 ordem ndo apresentam os
mesmos tempos médios de execucdao em todas as condicdes.
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Tabela 2: Tempos médios de execugao dos algoritmos de integracao, utilizando N=10 e
menor np possivel

Integrador Menor np Tempo de execucdo Menor np Tempo de
possivel nas nas demais possivel para execucao para
demais combinagbes de Bi Bi=100e §&=10  Bi=100e £=10
combinagdes de et
Bie¢
RK1 3 0,046875s 4 0,0625s
RK2 MI 3 0,078125s 4 0,09375s
RK2 PCM 3 0,078125s 4 0,09375s
RK3 2 0,078125s 3 0,109375s
RK4 Classico 2 0,09375s 3 0,140625s
RK4 Gill 2 0,09375s 3 0,140625s
RK5 2 0,15625s 2 0,15625s

E intuitivo imaginar que os tempos médios de fato deveriam aumentar com a ordem dos
métodos, uma vez que a diminuicdo no valor de np é inferior, proporcionalmente, ao
aumento do numero de calculos internos do modelo (por exemplo: Runge-Kutta de 32
ordem tem 3 vezes mais passos do que o de 12, mas possui um np cerca de 20% menor -
portanto o de 32 ordem terd mais esforco computacional envolvido).

Com relacdo aos erros (diferenca entre a solugdo numérica e a solucdo analitica) da
concentracdo adimensional da fase bulk, os resultados apresentados a seguir, de modo
geral, mostram que o método mais destoante é o de 12 ordem, por apresentar uma
qualidade superior aos demais. A partir dos subsequentes, o aumento da ordem nao traz
diferencas significativas ao comportamento de erro do sistema. Na Figura 4, pode ser
observado o que ocorre quando Bi=100 e &=1:
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Figura 4: Erros absolutos dos métodos de integracao utilizando N=10, menor np possivel
conforme Tabela 1, Bi=100 e §=1
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Como ja mencionado na andlise da Figura 3, existem algumas possibilidades para se
justificar o comportamento de apresentacdo de menor grau de erro pelo método de 12
ordem (“RK1”, linha vermelha da Figura 4). Todavia, nota-se que os demais métodos, além
de razoavelmente préximos, convergem para erro tendendo a zero muito mais rapidamente.

Para efeitos comparativos, se realizarmos outra simulacdo, modificando o N para 25 e
reajustando os valores de np minimo conforme a Tabela 1, os resultados de 22 a 52 ordem se
tornam ainda mais préximos:

Figura 5: Erros absolutos dos métodos de integracdo utilizando N=25, menor np possivel
conforme Tabela 1, Bi=100 e §=1
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Levando em conta que os métodos de 22 a 52 ordem possuem tempos de execucao
diferentes entre si (sendo o de 52 ordem exatamente o dobro do de 22), e o resultado
observado acima, ndo hd argumentacdo suficiente para indicacdo do uso de métodos de
ordem superior a 2 neste caso, pois o0 aumento no esforco computacional ndo se reflete
significativamente em melhora de resultado.

Ainda, ao manter N=25, Bi=1 e variando o valor de § o Runge-Kutta de 12 ordem
apresentou valores de erro inferiores aos demais em £€=0.1 e ¢=1. Para £=10, contudo, a
diferenca foi evidente e este foi o método com pior desempenho, conforme Figura 6.
Demais métodos apresentaram comportamento praticamente idéntico:

Figura 6: Erros absolutos dos métodos de integracao utilizando N=25, menor np possivel
conforme Tabela 1, Bi=1 e =10
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O aparente comportamento melhor do método de 12 ordem quanto a grandeza do erro
obtido provavelmente é fruto de uma interacdo e cancelamento entre os erros embutidos
no sistema, conforme discutido na andlise da Figura 3. Conforme as condigdes ficam mais
drésticas, ele passa a ser pior em todos os aspectos, com exce¢dao do tempo de execucgdo.

Outras combinacdes de Bi e § apresentam pequenas variagdes em relacdo as figuras
apresentadas. Os graficos individuais de cada caso estdo disponiveis no apéndice deste
trabalho, para comparacao.

5.2 Execug¢dao dos métodos com um valor de np fixo

Aqui, buscou-se explicitar as diferencas inerentes aos métodos, utilizando as mesmas
condicGes de divisdes internas para ambos. Arbitrou-se N=25, e utilizou-se np=14 por ser o
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maior valor dentre os minimos analisados (garantindo que todos os métodos convergiriam
adequadamente). Traz-se a Tabela 3 com a relacdo de tempos médios de execucdo dos
algoritmos:

Tabela 3: Tempos médios de execucao dos algoritmos de integracdo, utilizando N=25 e

np=14

Integrador Tempo de execugdo
RK1 0,390625s
RK2 MlI 0,71875s
RK2 PCM 0,71875s

RK3 1,0625s

RK4 Classico 1,390625s
RK4 Gill 1,40625s
RK5 2,109375s

Assim como no caso anterior, apenas o método de 12 ordem apresenta comportamento
visualmente peculiar. Demais métodos se mostram muito similares em todas as
combinac¢des de Bi e £. As Figuras 7, 8 e 9 apresentam resultados de erros absolutos para
alguns dos conjuntos de parametros utilizados — com seus valores indicados nas legendas:

Figura 7: Erros absolutos dos métodos de integracao utilizando N=25, np=14, Bi=1 e =10
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Convém observar a semelhanga da Figura 7 com a Figura 6. O perfil de 12 ordem é
exatamente o mesmo em ambos, pois o valor de np arbitrado para esta comparagao é igual
ao minimo para este método. Quanto aos demais, estes receberam incremento no nimero
de passos em relacdo a Figura 6 sem modificar significativamente seu resultado.

No caso mais extremo (Bi=100, £=10, conforme Figura 8), mais uma vez se nota o método
de 12 ordem como o pior deles, e os demais em condicdes relativamente proximas. A
variante de 22 ordem preditor-corretor modificado apresentou desempenho ligeiramente
superior nestas condi¢des, porém ndo a ponto de desqualificar os demais (em especial,
considerando que para Bi=10 e €=10, ilustrado na Figura 9, este mesmo método trazia erro
ligeiramente superior aos outros, exceto RK1).

Figura 8: Erros absolutos dos métodos de integracao utilizando N=25, np=14, Bi=100 e
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Figura 9: Erros absolutos dos métodos de integracao utilizando N=25, np=14, Bi=10 e
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Através deste conjunto de andlises, pode-se depreender que o método de Runge-Kutta
de 12 ordem provavelmente seja demasiado simples para aplicacdo, se considerarmos as
demais alternativas. Por outro lado, as flutuacdes entre os métodos de 22 a 52 ordem talvez
nao justifiguem o uso indiscriminado do método de 52 ordem, se o problema em questao for
complexo demais e se o corte de esforco computacional for Gtil ou desejado.

5.3 Execucdao dos métodos visando um custo computacional fixo

Como ultimo comparativo, avaliamos os métodos levando em conta a sua ordem. De
modo geral, é esperado que, mantidas as demais varidveis fixas, o aumento na ordem do
método de integracao traga alguma melhora para o resultado. Porém, é possivel que parte
dessa melhora venha justamente do aumento no numero de equacgdes a serem resolvidas (o
incremento da ordem de um método de integracdo equivaleria a diminuir o tamanho de
passo efetivo, j3 que os métodos realizam ponderacdes no cdlculo da derivada através de
multiplos passos internos ao método). Buscamos ponderar estas alteracdes para tornar a
comparac¢ao mais justa entre os métodos.

Para o método de 12 ordem, utilizamos np=60; para os de 22 ordem, np=30; para o de 32,
np=20; para os de 42, np=15; e para o de 52 ordem, np=12.

Tabela 4: Tempos médios de execucdo dos algoritmos de integracdo, utilizando N=25 e np
para custo computacional fixo

Integrador Tempo de execuc¢ao
RK1 1,71875s
RK2 MlI 1,609375s
RK2 PCM 1,703125s
RK3 1,625s
RK4 Classico 1,625s
RK4 Gill 1,640625s
RK5 1,90625s

Comenta-se, sobre a Tabela 4, que embora tenhamos optado realizar a ponderacao pela
ordem de cada método, o método de Runge-Kutta de 52 ordem possui 6 equagdes internas
(sendo que 5 delas sdo utilizadas para o calculo do passo). Esta é a razdo pela qual o seu
tempo de execucdo é superior a todos os demais.
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De forma semelhante aos casos anteriores, e conforme ja discutido, as combinag¢des com
Bi=1 parecem favorecer os resultados do Runge-Kutta de 12 ordem, ainda que parcialmente.
O comportamento melhor por completo é observado para Bi=1, e melhor apenas em valor
de erro no inicio do tempo em Bi=10.

A medida em que Bi e £ aumentam, contudo, os métodos de ordem maior mantém a
consisténcia de proximidade entre si, enquanto o de 12 ordem passa a apresentar mais erro
e lentiddo para convergéncia ao erro minimo.

Figura 10: Erros absolutos dos métodos de integracdo utilizando N=25, np para custo
computacional fixo, Bi=10 e §=0.1
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Figura 11: Erros absolutos dos métodos de integracao utilizando N=25, np para custo
computacional fixo, Bi=100 e £€=10
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6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Considerando os testes realizados e os resultados obtidos, pode-se verificar que o
problema de adsorcio em batelada, como apresentado, é de fato um sistema bem-
comportado numericamente. Como tal, percebe-se que ndo ha necessidade de utilizacao de
métodos complexos para sua resolugdo. Mesmo rotinas simples como as apresentadas aqui
foram capazes de resolver adequadamente o sistema.

Pode-se observar algumas similaridades e diferengas nos comportamentos: para valores
baixos de Bi e &, os erros nos primeiros pontos da integracdo (em funcdo da derivada
tendendo a infinito na camada-limite) em geral se mostraram maiores nos integradores de
maior ordem em relagdao aos de menor. Se houver interesse de mapear os pontos iniciais de
um processo nestas condi¢cdes, uma boa alternativa seria optar pelos métodos de ordem
menor.

Por outro lado, os integradores de maior ordem demonstraram menor grau de erro e
convergéncia mais rapida a medida em que Bi e £ se elevam.

De toda forma, estas diferencas foram relativamente sutis, e todos os métodos
demonstraram satisfatéria proximidade aos resultados analiticos. Esta conclusdo permite,
dentre outros, que futuros estudos referentes a adsor¢do possam optar por integradores
menos robustos sem comprometer a qualidade de seus resultados, economizando tempo de
execucdo dos cdlculos e podendo interligar sistemas de linguagens diferentes com mais
facilidade.

Levando em conta os dados obtidos, conclui-se que utilizar Runge-Kutta de 22 ordem é a
melhor escolha dentre as op¢des avaliadas, considerando precisdo (resultados semelhantes
aos de maior ordem em mesmas condicdes) e esforco computacional (tempos de execucdo
inferiores aos de maior ordem, sem comprometimento significativo do resultado).

Futuros estudos podem ser realizados para descrever com mais detalhes os
comportamentos observados nos erros e indicar as razGes especificas para a mudanca de
perfil de erros entre os métodos a medida em que os pares de Bi e € se alteram. Pode-se,
ainda, ampliar o escopo de comparacdao de métodos incluindo métodos implicitos e mais
elaborados, embora acreditemos que esta abordagem nado deva gerar novas interpretacoes,
ja que dentro da listagem explicita escolhida aqui, jd4 ndo se observa diferencas relevantes
entre as ordens mais altas.
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Figura A.1: Variacdo de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes

integradores, utilizando N=10, menor np possivel, e £¢=0,1
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Figura A.2: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=10, menor np
possivel, e £&=0,1
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Figura A.3: Variacdo de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes

integradores, utilizando N=10, menor np possivel, e £&=1
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Figura A.4: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=10, menor np

2e-04+;

\

02007 |
22004

-4e-041

-6e-04'—
0

0.0012

4

|—Emo RK1 (Bi=1)]

\
\

02 04 06 08 1
Fo

0.001
0.0008 |

3 00006/
0.0004
0.0002

— Erro RK2-MI (Bi=1)

0.0012

02 04 06 08 1
Fo

0.001| |
0.0008]
2 00006
o.oco4|
0.0002

P . Erro RK2-PCM (Bi=1)

02 04 06

Fo

08 1

0.001 /

3
0.0005

B Erro RK3 (Bi=1)

0
0

02 04 06 08 1
Fo

0.001{/

3
0.0005 |

.| Erro RK4 (Bi=1)

0.0012

02 04 06 08 1
Fo

s

0.001]/
0.0008{
3 0.0006
0.0004
0.0002

Erro RK4 Gill (Bi=1)

0 02 04 08 08 1

Fo

0001/ EmoRKS (Bi=1)]

3
0.0005{

0
0O 02 04 06 08 1

Fo

possivel, e £&=1

0.003— _ 0.001 ,
— Erro RK1 (Bi=10)| —Ermo RK1 (Bi=100)|
0002| ! 0 —
. 0.001 | - -0.001 /
| e ‘
o 0002 /
-0.001{| \/
|/ -0.003{"
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Fo Fo
_ 0.03 _
| - Ermo RK2:MI (Bi=10)| | Erro RK2-MI (Bi=100) |
0.01 |‘ 002
> le > |
<1 0.005]| < 001 .\
o| — 0 -
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Fo Fo
0.03
] |—Ermo RK2-PCM (Bi=10) Erro RK2-PCM (Bi=100)
D,O1j‘| 0.02
> > \
<0005} < 001,
o —— o
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Fo Fo
00t - Emo RK3 (Bi=10)| 0o15] | ErmoRK3 (8i=100),
|
‘ 0,01
Z0.005{| 3 |
\ 0.005]|
ol S 0 "_\_7
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Fo Fo
| Erro RK4 (Bi=10)| 002| | EmoRK4 (Bi=100)|
0m ' 0015
> \ >
<5005 \ g 0.01 ‘,
0.005{|
0 T 0 “k_
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Fo Fo
— 0.03 —
~ Erro RK4 Gill (Bi=10) ~ Erro RK4 Gill (Bi=100)|
I
0.0t 0.02
> | >
< \ <
0.005| 0.01
\ |
\ \
o - o S
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Fo Fo
: 0.02 :
- Erro RKS5 (Bi=10)| | Erro RKS (Bi=100)
0.014 0.015
1
> | > 001
< 0.005| < ‘.
0,005/
ol - ol

0 02 04 06 08 1
Fo

0 02 04 06 08 1
Fo



36 Avaliacdo de Métodos para Solucdo de Equagdes Diferenciais Ordindrias para Modelagem de
Adsorcdo em Batelada

Figura A.5: Variacdo de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes

integradores, utilizando N=10, menor np possivel, e £&=10
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Figura A.6: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=10, menor np
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Figura A.7: Variacdo de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes
integradores, utilizando N=25, np=14, e £=0.1
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Figura A.8: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=25, np=14, e
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Figura A.9: Variacdo de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes

integradores, utilizando N=25, np=14, e ¢=1
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Figura A.10: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=25, np=14, e =1
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Figura A.11: Variagao de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes

integradores, utilizando N=25, np=14, e £=10
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Figura A.12: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=25, np=14, e
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Figura A.13: Variagao de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes
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integradores, utilizando N=25, np para custo computacional fixo, e £&=0.1
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Figura A.14: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=25, np para
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Figura A.15: Variagao de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes
integradores, utilizando N=25, np para custo computacional fixo, e ¢&=1
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Figura A.16: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=25, np para
custo computacional fixo, e §=1
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Figura A.17: Variagao de Cpuik a0 longo do tempo, obtido através dos diferentes
integradores, utilizando N=25, np para custo computacional fixo, e £=10
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Figura A.18: Erro dos modelos frente aos valores analiticos, utilizando N=25, np para
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