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RESUMO

O objetivo deste trabalho é determinar a solucao de algumas equagoes de
coeficientes intervalares. Este estudo utiliza uma Teoria das Aproximagoes Interva-

lares, a qual foi descrita por [ACI91].

Nesta teoria a igualdade para intervalos é substituida pela relacao de
aproximagao . Esta substituicao deve-se ao fato da igualdade utilizada na Teoria
Classica dos Intervalos para resolugao de equagdes de coeficientes intervalares nao
apresentar uma solucao satisfatéria, visto que a solugao encontrada nao contém

™

todas as solugoes das equagoes reais que compoe a equagao intervalar.

Pela substituigao da igunaldade intervalar por uma relagao de aproximagao
é possivel determinar a solucao de equagdes de coeficientes intervalares, de maneira
que esta solugao contenha todas as possiveis solugoes das equagoes reais pertencentes

a equagao intervalar.

Apresenta-se alguns conceitos basicos, bem como analisa-se algumas pro-
priedades no espago solugao (/(R),+,+,C,=;,L1). Sao representadas graficamente
diferentes tipos de funcoes neste espago intervalar, com os objetivos de obtencao
da imagem, caracterizagao da solu¢ao e identificagao grafica da regiao de solugao

(6tima e externa), para cada tipo de funcao .

Como a representagao de intervalos de /(R) esta determinada num semi-
plano de eixos X~ X 7. onde X~ representa o extremo inferior de cada intervalo e

Xt representa o extremo superior dos intervalos, apresenta-se o espaco intervalar

estendido /(R). Neste espaco intervalar estdo definidos os intervalos nao-regulares,
representados no outro semi-plano de eixos X~ X* Em I(R) serdo apresentados
alguns conceitos fundamentais. assim como operagoes aritméticas e algumas consi-

deracoes referentes aos intervalos nao-regulares.

No espaco intervalar I(R) é possivel resolver equagoes de coeficientes in-

tervalares de maneira analoga a resolu¢ao de equagoes reais no espago real, pois
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este espaco intervalar possui a estrutura semelhante a de um corpo. Com isto
apresenta-se a solugdo de equagoes de coeficientes intervalares lineares, obtida dire-
tamente, assim como determina-se a Formula de Béascara Intervalar para resolugao

da Equagao Quadratica Intervalar.

Para fungdes que possuem grau maior que 2 apresenta-se alguns métodos
iterativos intervalares, tais como o Método de Newton Intervalar, o Método da
Secante Intervalar e o Método Hibrido Intervalar, que permitem a obtengao do

intervalo solu¢ao para fungoes intervalares.

Por fim apresenta-se alguns conceitos basicos no espago intervalar matri-
cial M,,,(I(R)), bem como apresenta-se alguns métodos diretos para resolugao de

sistemas de equagoes lineares intervalares.

PALAVRAS-CHAVE: Aritmética Intervalar, Matematica Computa-

cional. Intervalos



TITLE: “AN STUDY ABOUT SOLVING EQUATIONS OF INTERVAL COEF-
FICIENTS”

ABSTRACT

The aim of this work is to determine the solution set of some Equations
of Interval Coefficients. The study use a Theory of Interval Approximation. The

begining of this theory was described by [ACI91].

In this theory the equality for intervals is replaced by an approximation
relation. When we make use of that relation to solve interval equations, it’s possible
to obtain an optimal solution, 1.e., to get an interval solution that contain all of real

solutions of the real equations envolved in the interval equation.

By using the equality of Classical Interval Theory for solving interval
equations we can not get an optimal solution, that is, the interval solution in the
most of equations not consider some real solutions of real equations that belong to

the interval equation.

We present some basic concepts and analyse some properties at the in-
terval space (I(R),+,-,C,=,,L). Different kind of functions are showed in this
space in order to obtain the range, the solution caracterization and the graphic

identification of the optimal and external solution region, for each kind of function.

The representation of intervals in /(R) is determined in a half plane of

axes X, X, where X~ represent the lower endpoint and X* represent the upper

endpoint of the intervals. The nonregular intervals are defined in /(R), which are
determined in an other half plane. In this interval space are presenting some specific
concepts, as well as arithmetical operations and some remarks about nonregular

intervals.
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The interval space (/(R),+,-,C, =,, L) have a similar structure to a field,
so it’s possible to solve interval coeflicients equations analogously as to solve real
equations in the real space. We present the solution of linear interval equations and

we determine an interval formula to solve square interval equation.

We present some intervals iterated methods for functions that have degree

greater than 2 that allow to get an interval solution of interval functions.

Finally we show some basic concepts about the interval matrix space

M., (IR)) and present direct methods for the resolution of linear interval sistems.

KEY-WORDS:Interval Arithmetic, Computacional Mathematic, Inter-

vals
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1 INTRODUCAO

A Matematica Intervalar é uma teoria matematica que tem por objetivo
resolver problemas de exatidao e eficiéncia decorrentes do uso de métodos numéricos
baseados na aritmética real. Com isto torna-se importante determinar métodos
computacionais que tornem os erros de arredondamento e truncamento tao pequenos
quanto possiveis. Assim a propagagao do erro nos dados iniciais e a acumulagao dos
erros de arredondamento podem entao ser controladas pela utilizagao da aritmética

intervalar.

Com esta aritmética pode-se representar um mimero impreciso por um
intervalo que o contém. Assim, se uma equagao possuir algum coeficiente impreciso,
tem-se que este coeficiente pode ser representado por um intervalo, retangulo, etc . ..
Logo uma equagao que possui pelo menos um coeficiente intervalar € uma equagao
intervalar, onde a solugao ¢é determinada pela resolugao de um conjunto de equagéoes

reais.

Se utilizarmos a aritmética intervalar classica para resolugao de equagoes
intervalares, obteremos uma resposta que na maioria dos casos nao é satisfatoria.
Pode-se citar como exemplo a equacao a + ¢ = b, onde a € [1,3], b € [2,9]. Para
obtengao da solugao passaremos a considerar a equagao [1.5] + (21, 2] = [2,9] e, de
acordo com as operagoes intervalares descritas por Moore, a solugao é 2y = l ez, = 4,
ou seja, o intervalo solugao [1.4]. Este intervalo nao oferece uma boa solugao , visto
que nao contém todas as possiveis solugoes reais envolvidas na equagao intervalar.
Basta considerar que a equacao 1 + 2 = 9, cuja solugao é » = 8 nao pertence
ao intervalo solucao . Este fato nao representa um problema para a Teoria dos
Intervalos descrita por Moore, pois este nao era o seu objetivo. Na teoria que sera
desenvolvida aqui teremos como objetivo principal resolver equagoes intervalares,

vistas como uma familia de equagoes reais.

Outro problema que surge pela utilizagao da aritmética intervalar classica

é que o intervalo solugao pode nao ser um intervalo de Moore. Pode-se citar como
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exemplo a equagao intervalar [3,7] + [z1, 2] = (2,5], onde z; = =1l e 1, = —2.
Observe que o intervalo solugao [—1,—2] possui o extremo inferior maior que o

superior, enquanto que o intervalo solugao para esta equagao é [—5, —2).

Isto nos leva a concluir que a algebra intervalar com uma relagao de
igualdade descrita por Moore nao é suficiente para resolver equagoes de coeficientes

intervalares, quando se busca as suas possiveis solugoes reais.

Devido a dificuldade de se calcular analiticamente a solugao de uma
equagao de grau superior a 4, necessitamos de métodos iterativos que permitam
a obtencao de uma boa solugido . Porém na aritmética intervalar classica nao exis-
tem métodos iterativos que possam ser aplicados diretamente a equagoes interva-
lares, visto que’ estes métodos se aplicam a equacgdes reais, sendo que cada método

iterativo inicia com um intervalo que contém a solugao para a funcgao .

Para resolucao de equagdes maltriciais intervalares, ou seja, uma equagao
Ax =b onde A € M,,,(I(R)) é uma matriz cujas componenetes sao intervalos e
b € V,(I(R)) é um vetor de componentes intervalares, também nao existem métodos
que permitam a obtengao da solugdo diretamente, devido ao fato da nao-existéncia

do inverso multiplicativo.

I necessario entdo uma aritmética intervalar que além de permitir a ob-
tencao de uma solucdo satisfatéria para a equacao intervalar, também permita a
obtencao da solugao por métodos iterativos, com a garantia de que a solugao ob-
tida contenha todas as possiveis solugoes das equacoes reais envolvidas na equacao
intervalar. Tal fato é verificado pela utilizacao de uma Teoria das Aproximagoes
Intervalares, onde a igualdade cldssica é substituida pela relagao de aproximacao .
Nesta teoria também é possivel resolver diretamente equagoes matriciais, visto que

existe o inverso multiplicativo.

Apresenta-se primeiramente alguns conceitos basicos a respeito do corpo
I g I |
dinamico (I(R), +,-,C,=,, L), assim como analisa-se algumas propriedades validas

neste espago intervalar.
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Em seguida faz-se um estudo sobre a representagiao de fungoes reais e
intervalares, de argumentos reais ou intervalares, a fim de analisar a imagem, ca-
racterizar a solucao e identificar graficamente as solugoes 6tima e externa para cada

tipo de fungao .

No capitulo 3 apresenta-se a resolucao de equagoes lineares e nao-lineares
(29 grau), com o objetivo de determinar a solugao étima por formulas fechadas.
Como o espaco intervalar (I(R),+,+,C,=,, L) possui a estrutura semelhante a de
um corpo, existem os elementos inversos da adigao e multiplicagao , sendo entao
possivel isolar a variavel da equagao , obtendo assim uma solugao considerada étima.
Para determinagao da solugao 6tima para a equagao quadratica intervalar utiliza-se
a Férmula de Bascara Intervalar, a qual utiliza operagdes standard e nao-standard,

dependendo de cada coeficiente intervalar da equagao .

Em seguida sao descritos os métodos iterativos de Newton. Secante e
Hibrido Intervalar para determinagdo do intervalo solugao de equagoes intervala-
res. Para cada método serao analisadas suas vantagens e desvantagens, assim como

apresentados exemplos.

Ao final apresenta-se um estudo a respeito do espago matricial interva-
lar, onde serao consideradas matrizes e vetores de coeficientes intervalares. Serao
descritos alguns conceitos basicos em M,,,(/(R)), assim como apresentados alguns
métodos diretos para resolugio de sistemas de equagdes lineares intervalares. Neste

espaco intervalar matricial sera utilizada a Teoria das Aproximagoes Intervalares.

No apéndice sao analisados alguns conceitos basicos no espago intervalar
extendido, bem como sao descritas as operagoes aritméticas. E analisado o intervalo
resultante da divisao por um intervalo que contém o zero, sendo este definido como

um intervalo nao-regular.
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TEORIA DAS APROXIMACOES
INTERVALARES

Nogoes Bésicas em (I(R), +, —, )

Este capitulo estd baseado em [CLA91].

Definigao 1:

Seja R o corpo dos nimeros reais, cujos elementos serao de-
notados por a,b,¢,...,z,y,z. Por intervalo A entenderemos

A =[a~, 0] ={z|a" €2 La*}

Definigao 2:

O conjunto de todos os intervalos sera denotado por I(R) e
seus elementos por A, B.C,..., X, Y., Z. Um elemento z € R
deixa-se representar em /(R) na forma [z, 2] e é dito intervalo

pontual ou degenerado. Com isto R C /(R).

Definigao 3:

Dois intervalos A = [a~,a*] e B = [b~, b"] sdo iguais se vale a
igualdade entre eles, de acordo com teoria dos conjuntos, isto

é, A=B<—= Vz,z€ A& z€B.

Da definicao anterior temos A = B < a~ = b~ Aa* = b*.

Definigao 4:



Zidcl

17

A intersecao de dois intervalos X e Y ¢ vazia (X Y = J) se
z= >yt ou y~ > zT. Se a intersegao nao é vazia, entao é um
intervalo definido por X N Y = [maz{z~,y~}, min{z*,y*}].
Definigao 5:

Se XN Y # @entao XU Y é um intervalo dado por XU Y =
[min{z~,y~}, maz{z*,y*}].

Definigéao 6:

Sejam A e B intervalos sobre R, entdo para * € {+,—,-, } e

0 € B no caso da divisao . Entao A*B = {axb | a € A, b € B}.

Operagoes Aritméticas em I(R)

Sejam A, B € I(R),

Adigao

A+ B=[a"+b",a* + b*]
Inverso Aditivo

—A=[-a* —a7]
Subtracao

A-B=[a"=btat-b7]

Multiplicagao
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A ff = [min M, mazr M], onde M = {a_b_, a—b'l" a+b—‘ ﬂ.+fl+]}

e Inveso Multiplicativo

oes bl
¢ Divisao

2.1.2 Propriedades da igualdade = em I(R)

Sejam A, B, C € I(R). Entao valem:

1. Comutatividade

A+B=B+A
A-B=B-A

2. Associatividade
(A+B)+C=A4+(B+0C)

(4-B)-C=A(-B-C)

3. Existéncia elemento neutro

310=10,00€ I(R),YA€ I(R),A+0=A
31 =[1,1]€ I(R),YA€ I(R),A-1=A4A

4. Inexisténcia elemento simétrico

Dado um elemento arbitrario A = [¢~,a*] € I(R), a~ # a*, entao esse
elemento nao possui elemento inverso em relagao 4 adigao e multiplicagao

ypois0eA—-A e lEf'.;’-.Ue’;l.
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5. Subdistributividade

A-(B+C)CA-C+A-C
a(B+C)=aB+aC,VaeR

De acordo com as propriedades acima, temos que (I(R),+,—,-, \) ndo
forma um corpo, pois nao existem os elementos simétricos da adigao e da multi-

plicagao .

Definigao T:

Sejam A = [a~,at], B = [b~,b] € I(R). Entdo a nocio de

valor absoluto, distancia e diamentro é dado por:

Distancia: d(A,B) = maz{|a” = b~ |,|at = b |}
Valor Absoluto: | A |= maz{|a~|,|a*|}

Diametro: D(A) =a* —a~ >0

2.2 Aspectos Basicos em (/(R)

oF
In
1
=

2.2.1 Relacao C

Esta relagio é uma relagao de qualidade, utilizada para comparar duas

informacoes . Ela é definida como:

Para X,Y € I(R),XCY & Y CX.

Assim, X C Y pode ser intuitivamente interpretado como Y informa

mais(ou pelo menos o0 mesmo) que X a respeito de um real contido em X e Y.
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Exemplo:

Dada a cadeia [0,5] C [3,4] C [3,3.5) C [3.1,3.4] C ... tem-se que a
mesma pode ser interpretada como uma cadeia de informagoes a respeito do mimero

1.

Definicao 8:

Uma relagao C sobre um conjunto ) diz-se uma ordem parcial

se ela possuir as propriedades:

o reflexiva: Vz € D,z C z
e antisimétrica: Vz,y € D, a CyAyCzrz—z =1y
e transitiva: Ve, y,z€ D, 2 C y /\-y Cz—zC:=

Definigao 9:

Um conjunto ) munido de uma ordem parcial é dito parcial-

mente ordenado.

Definigao 10:

Um conjunto M é dirigido se e somentese M # @eVa,y € M,

dzeMtalquezC ze yC 2.

Definigao 11:

- Um elemento z é supremo de M se e somente se Yy € M,

yCzrzeseze Detal queVie M, Lt C zentao z C =.

Definigao 12:
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Uma ordem parcial completa (cpo) é um conjunto parcial-
mente ordenado com primeiro elemento L (isto é: LC =z,

Va2 € D) tal que todo subconjunto dirigido M tem supremo.

Assim, um cpo é uma estrutura D = (D,C. L), onde todo M C D

dirigido tem supremo em D.

2.2.2 Relagao =,

Definigao 13

Seja o cpo (I(R),C, L). Diz-se que A,B € I(R) estao z-

relacionados, para r € R, e denota-se por A =, B se

A=, B& AC ze BLC z,ou seja, A e B aproximam z.

O elemento indexador (z) pode ser visto como um nimero nao exato,
aproximado pelos intervalos A e B. Assim, quando nomeamos um elemento A para
a relagao =, na verdade estamos tratando de uma classe de intervalos que tem a

propriedade z.

Exemplo:

Considerando a cadeia do exemplo anterior, tem-se que:

[0,5] =n [3,4], [0,5] =n [3.1,3.4], [3,3.5] =q [3.1.3.4]

Dado um cpo (D,C,=,,1), a relagaio X T Y. para X, Y € D é de
qualidade, interpretada como " Y informa no minimo tanto quanto X a respeito de

um real contido em X e Y. Por outro lado, a relacao X' =, Y, para X.Y € D ¢é



interpretada como uma relagao de aproximagao , ou seja, X e Y sdo aproximagoes

para um real z.

2.2.3 Propriedades de (I(R),=,)

Teorema 1

Seja (/(R),C,=;, 1) definida acima. Entao valem:

e =, é reflexiva em relagao a z, isto é,

VAcI(R),Yr € A, A=, A

e =, ¢é simétrica em relagao a z, ou seja,

VA, Bel(R),A=,B—B=, A

e =. é transitiva em relacao a r, isto é,

VA B,CelR),A=,BAB=,C—-A=,C

Demonstragao :

Vee A, vale AC 2. Logp AC2AAC 2 — A=, A. Com isto prova-se

que =, é reflexiva.

Vee AABA=,B—-ACtsNBCazs—-BCzANACz— B=, A

Portanto a relagao =, ¢é antissimétrica.

Vze A,B,C,A=, BAB=,C—(ACzABCz)A(BCzACC

)2 ACzANCLC z— A=, C. Logo conclui-se que a relagao =, é transitiva.

Logo por este teorema conclui-se que a relagao =, é uma relagao seme-

lhante a relacao de equivaléncia.

Teorema 2
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Sejam A, B € I(R) entao VA € A,6 € B, A=)45 B sss A= B.
AEA‘gBHAEAB/\AE,sB

Demonstragao

VAEAV6EB A=\s B ACOANBCA-ACBABC A A=

Este teorema estabelece uma relagao entre a relagao de aproximagao (=)

e a igualdade de Moore (=) em I(R).

A lei da monotonicidade vale de acordo com o teorema abaixo.
Teorema 3
Sejam A,B,C,D,€ I(R), 2,y € Re * € {+,—,-,/} entao

A=, BAC=/D — Ax(C =,., B*D,onde 0 ¢ C na

divisao.

Demonstragao

A= BAC=,D—- (AC2ABCz2)A(CCyADCy)— AxCLC
c*yAB*DC sy — AxC =,y B+ D

Teorema 4

Seja (I(R),+,-,E,=,, L) como no teorema 1. Sao validas as
seguintes propriedades:
—-A=BAACA—-A=8B
-ACB—- A=, B,Vbe B

— (A+ B)(A—- B) = A? - B?
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- A-B=0& A=0VB =0, isto é, nao existem divisores de

Z€Tro.

—SeA20=B}O,AEcBenté.o:}:\/EEiﬁ:t\/f—?

2.2.4 Imagem e Avaliacao Intervalar de uma funcao real

A inclusao da imagem de uma fun¢ao desempenha na Teoria dos Inter-
valos um papel muito importante, pois em geral o valor exato de uma fung¢ao nao é
conhecido. Deve-se observar que a utilizacao de intervalos possibilixta. de um modo
simples se obter inclusoes da imagem das quais se pode obter teoremas sobre a nao
existéncia de raizes a partir do fato dessas inclusdes da imagem nao conterem o valor

Zero.

Definig¢ao 14

Seja f: D CR — R continuae X C D. A imagem intervalar

de f em X é dada por:

L(X)={f(z)|z€ X} = [minrexf(;r), nm.;rrexf(z:)]

Teorema 5:

Sejam [;(X') e f(X) definidas acima. Entao vale:
L(X)C f(X),Vz e X.

Exemplo:

Seja a funcao polinomial f(z) = 52 4+ 8z* + 7z + 3



e aimagem de f(z) no intervalo [2,5] é dada por:
L(X)={52°+822+ Tz + 3|z € X} =[89,863]

e uma avaliagao de f no intervalo [2,5] é dada por:

f(X)=5X"+8X?+7X +3 = [89,863]

Para esta fungao , [;(X) = f(X'), o que ndo ocorre com o exemplo abaixo.

Exemplo:

Para a fungao f(z) = 2* — 42 + 2 ndo monotédnica no intervalo [—5, 10],

tem-se que:
e a imagem é dada por:
L([-5,10]) = {2* —42 +2 | =5 < = < 10} = [-18,142]
e uma avaliagao intervalar de f em [—5,10] pode ser dada por:
f([-5,10)) = X - X —4X +2 =[-38,142]

Neste caso I;(X) C f(X).

Definigao 15:

Seja [ : D C R — R continua e mondtona em um intervalo

X C D. Entao Iy = [min{f(z7),f(z*)}, maz{f(z7),f(x1)}].
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Em virtude da dificuldade de se calcular o valor da imagem de uma
fungao num determinado intervalo, é possivel se definir cotas superiores deste con-
junto substituindo-se as variaveis e constantes reais pelos componenetes intervalares,

obtendo-se uma avaliagao intervalar que denota mos por f(X).

Teorema 6

Seja f : D CR — R continua e X C D. Sejam fi(X) e fo(X)
duas avaliagoes da f em X, entdao para todo i € [;(X) vale

h(X) =i h(X).

Demonstragao

Seja I;(X) = {f(z) | = € X} a imagem intervalar de f em X. Sejam
fi(X) e /L(X) duas avaliagoes para [;(X). Como a avliacdo intervalar da funcgao é
sempre maior ou igual a imagem intervalar num determinado intervalo, tem-se que:
[(X) € AX)AL(X) C (X) = A(X) T LIX)ARX) E [(X) = A(X) = if(X),
para todo i € [;(X)

2.2.5 Propriedades Algébricas

Teorema 7T

Seja o conjunto dos intervalos I(R) com as operagoes dadas

em 2.1.1. Sejam A, B,C,D € I(R). Entao vale:

e Comutatividade da Adigao e Multiplicacao

~A+B=\B+AN¥A=a4bacAbecB
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-

- A-B=B-AVB=a-b,Yae AVbEB
e Distributividade
- A+(B+C)=(A+B)+C,YA=a+b+c,a€ A,be B,ce C

—~A-(B-C)=3(A-B)-C,¥B=a-b-c,a€ A beB,ceC

o Existéncia de Elemento Neutro

-30:=10,0,YA€I(R).Yac Atalque A+O =, A
~31:=[1,1, YA€ I(R),Vac Atalque A-1=, 4

e Existéncia Elemento Simétrico
-VAelR),JA€I(R)talque A—A=,0
~VAeI(R),0¢ Az tal que A-1/A =, 1

e Distributividade

—AB+C)=AB+AC. A=a(b+c),acAbeB,ceC

Algumas consideragoes devem ser feitas a respeito deste teorema.

e Muito embora os elementos neutro e inverso nao sejam unicos. eles sao

equivalentes em relagao a =,

e As propriedades que as operagoes + ¢ - de (/(R), +,-,C, =;, L) possuem

se assemelham as de um corpo. por esse motivo denotaremos tal estrutura

de corpo dinamico.

Para resolucao de equagoes no corpo dinamico, temos que inicialmente

caracterizar o que consideraremos como soluc¢ao 6tima.
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2.2.6 Caracterizacao da Solugao

Definigao 16

Dada uma equagao F(X) =, Y é solugao étima X, (ou sim-
plesmente solucao ) se o conjunto de todo z € X que satisfaz

a equagao f(z) = y, para y € Y.

Chamaremos de solucao externa a qualquer X, € /(R) tal que
X. C X, e de solugao interna a qualquer X; € I(R) tal que
Xy C Xi

Exemplo

Dada a equagao X — [2,7] = [1,4], a solugao 6tima sera constituida pelo
minimo e maximo de cada uma das equagoes reais envolvidas na equacao intervalar.
sendo que estas equagoes reais estao limitadas pelos coeficientes intervalares. Deste

modo.

x-2=1 x-2=4 x-T=1 x-T=4
x=3 x=06 x=8 x=11

A solucao 6tima entdo é determinada pelo intervalo [3,11]. Qualquer

intervalo que contenha esta solugao é considerado solucao externa.
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3 REPRESENTACAO GRAFICA DE
FUNCOES

Neste capitulo serao consideradas fungoes reais e intervalares, onde estas

podem assumir valores reais ou intervalares. Para cada tipo de funcao sera apresen-
tado sua representacao gréfica, assim como sera analisado sua imagem e sua solugao

Para cada tipo de funcao serao identificados graficamente as solucoes Stima e

externa.
As fungoes se classificam em:

f:R—R

e [‘uncao Real
[ I(R) =R

fiR — I(R)

e Funcao Intervalar
[: I(R) — I(R)

3.1 Funcgao Real de argumentos reais

Definigao 17:

A imagem de uma fungao f: R — R é dada por:

paraz €R, f(z) =y, y € R.

Definigao 18:

Dada uma fungao real f: R — R, diz-se que r € R é solugao

da fungao f se f(z) = 0.
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),

Figura 3.1: f(z) = €”

Exemplo:

A representacao da fungdo f(z) = e é como na figura 3.1.

3.2 Funcao Real de Argumentos Intervalares

3.2.1 Representacao de Intervalos

Um intervalo X € I(R), X = [z7,27], onde z= < 27 pode ser consi-
derado como um nimero representado por um par ordenado (z~,z7). onde para

intervalos de /(R) tem-se que 2~ < z*.

Com isto torna-se possivel representar intervalos no plano R*, onde con-

sidera-se o isomorfismo L : [(R) — R?, L: [a,b] — (a,b) € R?, a < b.

Assim, o elemento inferior de cada intervalo fica representado no eixo
das ordenadas, enquanto o elemento superior fica representado no eixo das abcissas.

Tem-se entao o plano X~ X+,
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Figura 3.2: dominio intervalar

Como o dominio de representagio de intervalos de /(R) é constituido de
todos os pontos (z7, z%) € R?, cujas coordenadas satisfazem a desigualdade 2~ < z*
e, como o grafico de qualquer desigualdade em R? é um semiplano, tem-se que este

semiplano é formado por todos os pontos que estao acima da reta 2= = z7.

LLogo o dominio de representacao de intervalos de I(R) é o semiplano

marcado na figura 3.2.

3.2.2 Representacao de f: I(R) — R

Se uma funcao real que assume argumentos intervalares possui imagem
real, entao esta fung¢ao ao tomar um intervalo como argumento opera em geral com

os extremos deste intervalo na funcgao .

Pode-se citar como exemplo as fungoes :

o D(X)=z2"—12", que calcula o diametro do intervalo



3.2.3

(a,b)—z,onde a < be f(a,b)=z. Com isto a imagem da funcao num intervalo é

determinada pela projecao do intervalo(representado no plano R?) neste plano.
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o m(X)= z—jzi, que calcula o ponto médio do intervalo

o f(X)=maz{|z"|,|z*|} que determina o médulo do intervalo

¢~ 2zt se 0 < m(X)

Tzo cc

o f(X)=

X

o f(X)=>5z" -2z

Determinacao da Imagem

Para este tipo de fungdo considera-se o isomorfismo F': R* — R, F:

Definicao 19:

A imagem de uma fungio f: I(R) — R é dada por:

para X € I(R), f(X)=y,y€R.

Definigao 20:

A solugao da fungao f: I(R) — R é dada pelo(s) intervalo(s)
X € I(R) tal que f(X) =0 = [0,0].

Exemplo

L. f(X)=2at —z7. O gréfico esta representado na figura 3.3.
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Figura 3.3: f(X) =2t —z~

3.3 Funcgao Intervalar de Argumentos Reais

3.3.1 Caracterizacao de funcoes de coeficientes intervalares

f: R = I(R) é uma fungdo que possui pelo menos um coeficiente inter-
valar, pois caso contrario seria uma fungao do tipo f: R — R. Com isto, tem-se
que uma fungao de coeficientes intervalares determina uma infinidade de fungoées de
coeficientes reais, onde para cada valor do coeficiente intervalar da fungao tem-se

determinado uma equagao real.

Exemplificando, para a funcio intervalar F(z) = [1,4]z, tem-se que a
mesma é constituida por um conjunto de infinitas fungdes reais, onde F(z) = {Az |

VA€ [L,4],) €R}.
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Associando para cada coeficiente intervalar um indice na fungao , tem-se

que a fungao acima pode ser representada como: Fy(z) = {fo(z) | Va € A}. Com
esta representacao tem-se que f, € uma fungao real, onde o coeficiente real a varia

conforme o coeficiente intervalar A da fungao f.

Exemplo

A fungao F(z) = [2,9)2* + [5,12]z pode ser representada por:

fap(z) = {fu(z) = az’ + bz |a € A.b € B.A=[2,9],B =[5,12]}.

3.3.2 Determinagao da Imagem

Definigao 21:

Uma funcgao f: R — I(R). representada por f4.p.c.p.. onde
A,B,C,D,...sao os coeficientes intervalares da funcao possui

imagem definida por: para r € K.

faB,cp..(T) =] min fasea. (&), max f, s.00. (%)

ondea € A,be B,ce C,deD....

3.3.3 Representacao da funcio em R?

Com a definigao acima conclui-se que o grafico de uma fungao f : R —
I(R) determina uma faixa de fun¢oées de coeficientes reais. sendo limitada por duas

fungoes reais g,7: R — R.

Exemplo
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Figura 3.4: f(z) = [1,4]z + 1

Seja a fungao definida por f(z) = [1,4]z + 1. O grafico desta funcao é

como na figura 3.4.

3.3.4 Representacao da funcao em R?

Um niimero real = € R identifica-se com um intervalo degenerado [z, z] €
I(R). Com isto, se considerarmos apenas os intervalos degenerados, tem-se que a

funcao f: R — I(R) é um caso particular da fungao f: I(R) — /(R).

Se quiséssemos representar a funcao f: R — [(R) como f: I(R) —
I(R), considerando-se apenas os intervalos pontuais, tem-se que o dominio de repre-

sentagao da fungao estsobre a reta = = ¢*. A fungao determina entdo um plano
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Figura 3.5: representacao de F' em R®
¢

ortogonal a reta do dominio de representagao de intervalos, como mostra o grafico

da figura 3.5

3.3.5 Conceitos Basicos

Definigao 22:
Uma fungao f: R — I(R) é limitada pelas fungoes continuas

9,7 : R — R, onde ¢,§ nao sao necessariamente diferenciaveis

seVr € DCR, f(z) € [g(z),7(z)].

Definigao 23:
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O intervalo solugao de uma fungao intervalar de argumen-

tos reais é determinado pelo conjunto Z = {z € R | 0 €
[9(2),g(x)]}, onde ¢,7 : R — R sao as fungoes reais que limi-

tam a fungao intervalar.

Observagoes :

¢ O intervalo solugao de uma fungao intervalar. limitada pelas funcoes reais
9,7 que possuir a propriedade:
(3(z") =0A g(a7) > 0AF(x*) <O A g(X*) =0)
ou (g(z7)=0Ag(z7)<O0AG(zt) 20N g(XT)=0)
é considerado solugao étima para a fungao intervalar, para um determi-

nado X € I(R), X = [27,27]

e As condigoes acima estabelecidas para determinacio da solucao 6tima de
fungoes f: R — I(R) podem também ser substituidas por: para X € I(R),

X =[]
(9(z7) =[0,a], @ >0) A (g(z*) = [3,0], 3 < 0) ou

(g(x~) = [8,0], B < 0) A (g(z*) = [0.a]. a > 0)

Definicao 24:

Sejam ¢,7 : R — R fungoes continuas que limitam uma regiao
em R? determinada pela fungdo f: R — I(R). Se Vay,2, €
D C R tivermos:
o 1y < 1= g(1) < g(22) ANg(11) < G(2) entao [ é crescente em D.
o 7y <ay=> g(a) < g(x2) ANg(21) < g(22) entao [ é nao-decrescente em D

o <2 = g(a1) > g(a2) Ag(x1) > g(x2) entdo f é decrescente em D
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o 1 <1 = g(n1) 2 g(:2) ANF(11) 2 g(22) entdo f é nao-crescente em [

Definigao 25:

Se uma fungao f: R — I(R) ¢ de qualquer um dos tipos des-

critos acima entao a fungao é monotona.

Definigao 26: Condigao de Lipschitz Intervalar

Seja uma fungao f: R — [(R) continua e mondtona, limitada
pelas funcoes reais g,7. As fungoes g.7 satisfazem a Condicao

de Lipschitz Intervalar se:
Vz—,2t € X C I(R),

g(z™) — g(z¥) € M(2™ - z¥)

g(z7)—g(z*) € M(2™ —z™)

onde M = [m~, m"]

A Condigao de Lipschitz Intervalar é suficiente para os métodos inter-
valares, nao sendo necessario exigir que as fungoes ¢,7 sejam continuamente dife-
renciaveis. Para fungées continuamente diferenciaveis tem-se que 0 ¢ M = [m~, m*],

visto que f é mondtona crescente ou decrescente.

Teorema 8:

Se as fungodes reais e continuas que limitam uma fungao inter-
valar satisfazem a Condigao de Lipschitz Intervalar, onde em

um dominio D € R a inversa da derivada de [ esta limitada
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Figura 3.6: f(z) = [1,6]2* + [8,12]z — [2, 10]

pelos extremos do intervalo M, entao f possui no maximo uma

solucao em D.

Demonstragao :

Sejam X,Y C I(R), ANY = @ duas solugoes de f em D.
Assim, para ¢z~ € X,y~ € Y,
g(z7)—g(y")=0=M(2" —y~). Como M # 0, 2~ = y~.

De modo anélogo conclui-se que ¥ = y*. Logo X = Y.

3.3.6 Exemplos
1. f(z) =[1,6]x?+(8,12]z—[2.10]. O grifico desta fungio estd representado
na figura 3.6.

2. f(z) = 2* —[2,4]2? — [5. 7]z — [1,2]. Na figura 3.7 tem-se representado o

grafico desta fungao .
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i(x)

-1.59 ’ ‘ h -q.15 35 53

Figura 3.7: f(z) = 2* — [2,4]2* = [5,7]z = [1,2]

3.4 Funcgao Intervalar de Argumentos
Intervalares

Uma fungao intervalar que assume argumentos intervalares ¢ uma funcao
do tipo f: I(R) — I(R). As fungoes deste tipo classificam-se em dois grupos:
— fungoes que possuem todos os coeficientes reais

— fungoes que possuem pelo menos um coeficiente intervalar

3.4.1 Funcao Intervalar de Coeficientes Reais

Para as fungoes que possuem todos os coeficientes reais tem-se que a ima-
gem da fungao num intervalo de I(R) é dada pelos minimo e maximo da avaliacao
de cada valor real pertencente ao argumento intervalar, conforme defini¢ao abaixo:

para X € I(R),
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F(X)={f(z) |z € X} =| mingexf(z), mazexf(z)

3.4.2 Representacao grafica

Como os argumentos sao intervalos, e como estes estao representados no
plano R?, a func¢do f: I(R) — I(R) pode ser representada no espago R3. O grifico
para este tipo de fungao é formado entdo por uma regiao limitada inferiormente e
superiormente. Desta maneira, a projecao de cada par ordenado de R? na regiao

determinada pela fungao é um intervalo.
Definicao 27:

Seja f: I(R) — I(R) uma func¢do intervalar hmitada pelas
fungoes continuas ¢, : I(R) — R, onde g,7 nao sio ne-
cessariamente diferencidveis. Tem-se que VX € D C I(R),

f(X) € [g(X),5(X)].

Considere o grafico representado na figura 3.8. A regiao determinada
pela fungao é limitada por dois planos, onde os pontos de intersecao destes dois
planos estao sobre a reta Y = X + 3 quando esta assume intervalos degenerados.

Logo conclui-se que a imagem de intervalos degenerados ¢ formada por um intervalo

degenerado.
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X+3

Figura 3.8: f(X)
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Figura 3.9: solugao 6tima de f(X) =X +3

3.4.3 Determinacio da Solucio Otima

A solugao otima para este tipo de funcgao é formada por um intervalo
X € I(R) que satisfaz f(X) = 0 = [0,0], visto que esta condigao é possivel de ser
obtida, pois a fungdo possui todos os coeficientes reais. Mas, para que a imagem
de um intervalo seja constituida por um intervalo degenerado, é necessario que o

argumento intervalar também seja degenerado.

Conclui-se portanto que, para uma funcao do tipo f : I(R) — I(R) que
possui todos os coeficientes reais, a solugao 6tima é determinada por um intervalo

degenerado. Assim a solucao 6tima estd na reta 2= = z 7,

Se considerarmos na funcao f(X) = X + 3 apenas o semiplano formado
por elementos de /(R) e, se tomarmos apenas os intervalos cuja imagem contém
o valor zero, ao projetarmos a regiao formada por todos estes intervalos no plano
X~ X, temos que o conjunto de todos os intervalos que solucionam esta equacao
estd limitado pelas retas 2~ = =3 e ™ = —3. A representacao da solu¢ao para a

funcao f(X) = X + 3 é como no grafico da figura 3.9.
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Como o conjunto de todos os intervalos que solucionam a fungao é limi-
tado por duas retas, o ponto de interse¢io destas retas esta em 2~ = z7. Este ponto

de intersecao das retas determina a solucao 6tima.

Observe que qualquer valor que esta no interior da regiao limitada pelas

retas 2~ = —3 e 2t = =3 ¢ solugao externa.

Observagao :

Para as fungoes intervalares de coeficientes reais que possuirem
mais de uma solugdo , tem-se representados tantos planos
quantos forem o nimero de solugdes da fungiao . A intersegao
destes planos é interpretada como o conjunto de solugoes que
contém mais de uma solugao para a fungao . Em 3.10 a solucao
6tima para a fungao f(X) = X*+2X —3 estd determinaa pelos
intervalos degenerados [—2,—2] e [2,2]. Observe que o plano
limitado pelas retas z* = 2 e 27 = —2 é o conjunto interse¢ao

dos dois planos.

Exemplos

O grafico da funcao f(z) = z? esté representado na figura 3.11. Na figura

3.12 esta representado o conjunto de todos os intervalos que solucionam esta fungao



45

'
[
i

Figura 3.10: Solucio de f(X) = X2 +2X —3

3.4.4 Funcao de Coeficientes Intervalares

3.4.5 Determinagao da Imagem

Para as fungoes que possuem pelo menos um coeficiente intervalar tem-se
que a imagem é determinada pelo minimo e maximo de cada avaliacdo real realizada,
considerando que esta avaliagao real é obtida conforme cada valor real pertencente
ao coeficiente intervalar da funcao e obtida também conforme cada valor real do

argumento intervalar.

Como a fungao f: I(R) — [(R) considerada neste caso possui pelo me-
nos um coeficiente intervalar, esta funcao pode ser representada por f4 5 ¢,.., onde
A, B,C,... € I(R). A imagem da funcao num intervalo de /(R) é obtida ao to-
marmos o minimo e o maximo de cada avaliagao real, onde esta avaliacao assume
valores reais que variam conforme o coeficiente intervalar da funcao e varia conforme

o argumento intervalar.
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= =10 0 10

Figura 3.11: f(z) = 22
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X

Figura 3.12: Representacio da solugao de f(z) = z2

Assim, tem-se que a imagem esta determinada por: para X € I(R),

fA.B.C..‘.(X) T W”'“:ex fa.b‘c....(x)1 malrzex fa.b,c....(x)

onde a € A,be B,ce C,...

3.4.6 Representacao grafica

A representacao grafica deste tipo de funcao também é uma regiao em
R?, limitada neste caso por trés planos: um plano superior, um plano inferior e pelo
plano formado pela substitui¢ao de intervalos degenerados na fungao . Com isto a

defini¢ao 22 também é valida para este caso.

O grafico da fungao f(X) = X +[1,5] esta representado na figura 3.13.
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Figura 3.13: f(X) =X +[1,5]
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y=X+95
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Figura 3.14: solugao 6tima de f(X) = X + [L, 5]

3.4.7 Determinacao da solugao 6tima

A solugao otima para este tipo de funcao é formada por um intervalo
X € I(R) que satisfaz a condicao f(X) = 0. Como a fungao possui pelo menos
um coeficiente intervalar, a condigao f(X) = [0,0] nio serd satisfeita, visto que na

igualdade intervalar, 0 € A — A e pela relagao de aproximagao , 0 = A — A.

Como no caso anterior, tomaremos no grafico da fungao f(X) = X +([1, 5],

representado na figura 3.13, apenas os intervalos cuja imagem contém o valor zero.

Pela projecao da regiao formada por todos estes intervalos, temos que o
conjunto dos intervalos que solucionam a fungao é formado por um plano limitado
pelas retas 2= = —5 e pela reta z+ = —1, considerando-se apenas os intervalos X

de I(R). Veja o gréfico da figura 3.14.

Em 3.14, a regiao marcada possui todos os intervalos que solucionam a
equacao . Com isto a solu¢ao 6tima deve conter os valores —5 e —1, pois caso
contrario nao contém todas as possiveis solugoes reais. Mas, dentre todos os inter-

valos que possuem os valores —5 e —1, devemos tomar o menor deles, pois assim

UFRGS
INSTITUTO INFORMATICA
BIBLIOTECA
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X X=X
solucao solucao | ¥
externa interna
-2 -1 =
X
| 2
solucao g
interna
4 A

Figura 3.15: caracterizagao das solugoes de f(z) = X + [1, 5]

fica garantido que a solu¢ao dtima contém somente as solugoes das equagoes reais
envolvidas na equacao intervalar. Logo o intervalo da solugao 6tima procurado é o

intervalo [—5, —1].

Assim, todo intervalo que contém a solugao [—5, —1] é solugao externa e,
todo intervalo que contiver apenas um dos valores —5 ou —1, ou que nao possuir
estes valores mas cuja imagem contém o valor zero é considerado solu¢ao interna.

Os tipos de solugao da fungao f(z) = X + [1,5] estao representados na figura 3.15.

3.4.8 Exemplos

O grafico da fungao f(X) = [1,2]X + [4,7] esta representado na figura

3.16.
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Figura 3.16: solugao de f(X) = [1,2]X + [4,7]
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4 RESOLUCAO DE EQUACOES DE
COEFICIENTES INTERVALARES

4.1 Resolucao de Equacoes Lineares de
Coeficientes Intervalares

Como o espagco intervalar (I(R),+,+,C,=,, L) possui uma estrutura se-
melhante a de um corpo, é possivel isolar a variavel da equagao intervalar, visto que

existem os elementos neutro e inverso.

A solugao de uma equagao intervalar linear obtida diretamente é consi-
derada otima, ou seja, a solugao contém somente toda a familia de equacoes reais

envolvidas na equagao intervalar.

Como o intervalo solucao X é determinado pelo minimo e maximo da
solucao de cada equagao real envolvida na equagao intervalar, tem-se que a solucao

otima sera determinada conforme a condigao abaixo:

Um intervalo X ¢é solu¢ao 6tima para uma fungao de coeficien-
tes intervalares se:

f(am)Z20Af(zt)<0ou f(z7)<O0Af(zt) 2 0.

Serao apresentadas para cada equagao a sua solugao , assim como exem-

plos e sua representagao grafica.

4.1.1 Equacao: A+ X =B

e Formula: X =B- A

e Demonstracgao :



53

Como o intervalo solugio X é determinado pelo minimo e maximo da
solugao de cada equacao real envolvida na equacao intervalar, tem-se que

a solugao 6tima sera encontrada conforme Observagées no capitulo 3,

folha 38.

Se X = B— Aentio X = [b- — at,b" — a”]. Substituindo-se um dos

extremos desta solugio na equagao , temos:

Y = A+2 -B
[a,at]+ (b~ —a*) —[b7,b7]

Il

[a”+b" —at —bt,at +b" —at —b7]

[a= = a* + b~ — b+, 0]

il

[6,0],6 e R,6 <0

e, pela substitui¢ao do outro extremo do intervalo:

Y = A+zt-B

= [a7,a]+ (0" —a™)—[b7,07]

[a=+ bt —a" =bF,at +b" —a = b7]

[0,a* —a™ 4+ 0% — 7]
[0,6],6€R,6>0

Il

Logo a solu¢ao X é 6tima.

e Exemplo:

2,7 + X

['—21 4]

X = [H94=121]
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X = [=9,2]

4.1.2 Equacao: AX+B=0C

o Formula: X = (O—:rﬁl, 0¢A

¢ Demonstragao

Tem-se que X = [min{a}, maz{a}],

ondeoz{ (¢ =b*) (¢ =b") (C+~;b‘)

at ? a” ; a

(=) ),

¥ a

Considerando-se os casos em que A >0 e A < 0, tem-se:

41.2.1 Caso: A>0 (a” >0)

a) Se 0 € C'—B, asolugao é formada pelo intervalo (c” __bﬂ’ (e*=3¥") ]’

ondeg%l<06%l>0.

a a

Assim, substituindo-se um dos extremos da solucio na equacio , otemos:
Y = A2+ B-C
- _ p+
[a=,a"]- ( (= =b%) ) +[b7,6%] = [, ¢*]
a
(¢ —b%) (= = bt)
= [ ati’ a_,b N L a_b + bt — ™

il

[6,0],6§ €R,6 < 0

De maneira analoga, se substituirmos o outro extremo do intervalo na

equagao obtemos que Y = [0,6],6 € R,é6 > 0
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b)Se C—B <0,a.solugé.oﬁcadeterminadapor[ (c ‘;_b J,(C a+b )
ondegc—a_—bl<0egc—a+—b—l<0

A demonstracao deste caso ¢ analoga ao caso anterior.

) Se C — B > 0, tem-se que [ (¢~ b+) (ch —_b“] , onde

) et Y 4
L—‘,_—_bJr >0e ﬁb

Na substituigdo de um extremo do intervalo solu¢ao na equagao , obtere-

mos:

Y = A4+ B~ C
[a”,a™]- ( (C_Q_TH) ) +[67, 0] = [c7, cT]

- _ p+ - _pt
= [a"‘g—“,—c = L )—}-b‘-—cJ‘,a‘L—‘,_—)-c = 6 +b+—c"]

Il

I

6,0,6 € R,6 <0

De maneira analoga, se substituirmos o outro extremo do intervalo na

equagao obteremos que Y = [3,0], # € R,3 > 0.

4.1.2.2 Caso: A<0 (a* <0)

a) Se 0 € C — B, a solugdo fica determinada pelo intervalo

I = B ct— b~ ¢~ — bt
(C T ),(C ) ,Ollde(Tl<0€£Tl>0.

a at

A demonstragao segue analogamente ao caso anterior.
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4 fg
b) Se C — B < 0 entao tem-se [ (C+a_'b )?[c —b )],onde

(1+
+_p- -yt
!C_a_b_l>oecab ».0.

A demonstragao ¢ analoga ao caso a)

c¢) Se C— B > 0 a solugao é dada por [ (c+a_+b_J, e __b+)

a
g g ol
onder i ¢ <Ue£ca—_bl<0.

a
- _(C-B o
Logo a solugao X = apresentada é otima.

e Exemplo:

[-4,-1]- X +[2,7] = [-6,9]
[(—4,-1]- X = [-13,7]
X = [-7,13]

Observacgao :

No artigo "The Solution of an Interval Equation”, Bert (ver [BER69])
resolve esta equacdo utilizando a Teoria Classica dos Intervalos, a qual esta repre-
sentada abaixo. Embora a solu¢ao encontrada por Bert seja uma solu¢ao com mais
significado do que a simples resolugao da equagao utilizando operagdes aritméticas
da Teoria Classica dos Intervalos, esta solugao também nao contém todas as possiveis

solugoes . Tal fato é verificado no exemplo abaixo:
Para a equagao [—4,—3]X + [1,2] = [7, 8], tem-se:

. pela Teoria Classica dos Intervalos a solucao é determinada pelas equacoes
—4zr+1=7 —-3z+4+2=8
Fi==ln r=-2

reais

cujo intervalo solugao é X = [—1.5,2], que ndo é um intervalo de Moore
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e pela solugao apresentada por Bert:

ct =t
+

como a~ < at < 0,asolugaoé: X =
a

— [—2, -1 5]

]

c-tﬁ-]=[3-27—1]

a

e pela Teoria das Aproximagdes Intervalares:

[—4,-3]X = [5,7]
X = [=17/3,-5/4)
X = [-2.333..,—1.25]

Observe que a solucao encontrada por Bert nao considera por exemplo a

equagdo real —dz + 2 =7, cuja solugdo é z = —1.25
4.1.3 Equacao: AX+BX =C

¢ Formula: X = (A—f—fﬁ

¢ Demonstracao

Tem-se que X = [min{a}, maz{a}],
e [ gt (il gt
mﬂe“‘{ (= +07) (@ +07) (a* +67)' (a= +57) }'

Para esta equagao tems os seguintes possiveis casos:

4.1.3.1 Caso: A+ B>0e(C >0

- +
Para este caso, temos que a solugao é dada por (a_c+ )’ (a‘c-l- ) ]
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Assim, substituindo-se um dos extremos da solugao na equagao , otemos:

Y = (A+B)z-C

[a™+ b7, a% +bF]
e +b7)c (++b+c _]
at+b -t (a™+ b -

6,0],6 €R,6 <0

—_
—
Q
l"‘:
E‘J"
—
o

I

Ml

e, pela substituicao do outro extremo do intervalo:

Y = (A+B)2-C
[a=+ b, a++b+]( c? )—[c' c)

a”~ + b~
_ ja +b7)et ++b+!c+ ]
- (a=+b7) ", (a=+b67)

= [0,6],6€R,6>0

4132 Caso: A+B>0e(C<0

. - i
Neste caso, [min{a}, maz{a}] = (a_c+ ) (a+c_|_ 5

Com a substituicdo de um extremo da solugao na equacao obtemos

Y = (A+B)z-C
[a=+ b7, a++b+( ) eyt

[lebe _J_ o]
a” + b~ (a=4+b7)
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= [6,0],6€R,6<0

Pela substitui¢do do outro extremo do intervalo solu¢dao na equagao ob-

teremos o intervalo Y = [0,5], B € R, B > 0.

4.1.3.3 Caso: A+ B >0e0 € int(0)

Para este caso tem-se que [mi?l{ﬂ}a maz{a}] = [ a—c_; Fa- (i: b= ]

[ste caso é analogo ao caso anterior.

4.1.34 Caso: A+ B<0e(C <0

Temos para este caso que [min{a}, maz{a}] = [ = (i: b= a"'i b ]

A demonstracao segue analogamente ao caso 1.

4.13.5 Caso: A+ B<0e(C>0

ct

Tem-se que neste caso [min{a}, maz{a}] = P a_c_; = |

A demonstragao é de maneira analoga ao caso 2.

4.1.3.6 Caso: A+ B<0e0e€int(C)

¢t c_
at +btat + b7 |’

A demonstragiao segue analogamente aos casos anteriores.

Para este caso, [min{a}, maz{a}] =
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Logo a solugao apresentada X = H%B é Gtima.

¢ Exemplo:

491X +[-2,1]X = [-2,5]
2,100X = [-2,5]
X = [-1,2.3]

Equagao: AX+B=CX+ D

, .. _(D-B)
e Formula: X = %A—_C)

¢ Demonstragao

Tem-se que X = [min{a}, maz{a}],

Ondm:{ (d=—b%) (d= —b+) (d+ —b") (d+—b-) }

(=) (@ =) (@F=c) (@ =)

4.1.4.1 Caso: A—C>0

_ o & d- = bt dt —b-
Se 0 € D — B a solugao é dada por e —oF

Assim, substituindo-se um dos extremos da solu¢ao na equacao , otemos:

Y = (A-C)X — (D - B)
[a‘—c*,a'*—c‘](g;%g;)—[d‘—b*,d’f—b‘]
[ (ot - )=t “; - (@ = ), (a7 = )= ‘C’+) — (d- = b*)

a —c¢

11
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= [5,0),6€R,6<0

e, pela substitui¢ao do outro extremo do intervalo:

y = h'—ﬁﬂﬁ—cﬂ(%;HE)-ﬁf—iﬂd+—F]
(- im0 - = -]

= [0,4],6€R,6>0

Se D— B < 0 tem-se que o intervalo solugao é dado por [ ‘i: = gi . gi — g: :

A demonstracao deste caso é andloga ao caso anterior.

(d= = b*) (d* — b°)
(¥ =) (a = cF)

A demonstragao é analoga ao caso anterior.

Se D — B > 0 a solugao é dada por

4142 Caso: A—C <0

Se 0 € D — B, [min{a}, maz{a}] = dt —b=d- —b*

at —c at —c”
Para este caso, , a substituicdo de um dos extremos da solucao

na equagao € como:

¥ = [A=8x=(D=B8)
= [a~—c+,a+—c-](H)—[d-—b+,d+—b-]
= [(u+_—c-) M B —(d+—b'),(a‘—cﬂ%%jlu[d‘—b’“)
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= [0,6,6€R,6>0

Pela substitui¢ao do outro extremo do intervalo solugao na equagao
, obtemos que Y =[4,0], e R,4 <0

Se D — B <0, [min{a}, maz{a}] = ﬁf = ﬁ; ﬁ; = gt '

Pela substituigdo de um dos extremos da solugao na equagao ,

temos que:
Y = (4-C)X —(D - B)
= [ —e ,a+——c_]( %giggg;% )-—[d‘——b*,d+-—b‘]
= [m——ﬁ%%{%%mww-4jmw—cj%;}§%—u-_w)]

(0,6,6 €R,6>0

Com a substitui¢ao do outro extremo da solugao , obtemos que

Y = (3,0, B€R,B<0

Se D~ B >0, [min{a}, maz{a}] = | S=bod-=b:

b

A demonstragao segue analogamente ao caso anterior.

Logo a solugao apresentada é étima.

e Exemplo:

[3,5]X +[-2,-1] = [-6,—-4]X +[2,8]
[7,11]X

(3,10]
X

[0.272,1.428)
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4.2 Resolucao da Equacao Quadratica
Intervalar utilizando a Teoria das
Aproximagoes Intervalares

Dada uma equagdo az®+ 0z +c=0,onde a € A, b € B, ¢ € C,
A, B, C € I(R), procura-se resolver um conjunto de equagdes , cuja solucio é um
intervalo. Este intervalo-solugdo deve conter todas as solugoes das equagdes reais

envolvidas na equacao intervalar. Sera abordado somente o caso de raizes reais.

Fato 1:

Dados A, B,C € I(R), 0 ¢ A, B*—4AC = [d-,d*], d~ >0,
x==B=£ "2{3: =440 solugdo externa de AX?% + BX +

c=0

Exemplo:

Dada a equagéao [1,2]X?%+ [3,5]X +[0,1] = 0, pela aplicagao da Férmula

de Bascara obtemos as seguintes solugdes : X; = [—2,1] e X, =[5, —1].

Neste caso somente a solu¢ao X, é 6tima.

Para contornar o problema, a solugao X; poderia ser calculada pela

formula:
=20 b >
BivE—tig v 20
Xg =
26‘ G

B ++/B?—4AC
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Mas desta maneira existem casos em que a solugao encontrada é externa.

Considere o exemplo abaixo:

Para a funcdo f(X) = [3,7) X% +[8,12]X +[~7, —2], obtemos as solugdes

~B —/B?-44AC
24
-20

X, = = [0.1314, 0.8055
T B+VB?-4AC [ ]

X =

[~5.0822, ~1.2413]

Neste caso as solugoes sao externas, ja que a solugao 6tima compreende

os intervalos X; = [—4.5166,—1.353] e X; = [0.153,0.6942].

Conclui-se portanto que o intervalo-solugao obtido na utilizagao da Formula
de Bascara é sempre solugao da equagao intervalar quadratica, para qualquer caso de
A, B, C. Mas, nem sempre a solugao obtida é 6tima, em muitos casos ela é solucao

externa.

Assim, fez-se necessario a divisdo por casos, bem como a utilizagao de

operagdes nao-standard.

Define-se primeiramente as operagoes standard e nao-standard. Apds
apresenta-se as formulas que solucionam a equagao intervalar quadratica, juntamente

com a demonstragao , exemplos e sua representagao grafica.

4.3 Resolugao da Equacgao

Dados os conjuntos
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Z={AcIR)|(at <O)V(a~ 20)}

Z*={A€lIR)|a" <0< at}

define-se as seguintes operadores:

=20
Adj=4 T *° onde A % [0,0)

A>0NC>0)V(A<OAC <O
(A, B) = + se ( )V ( )

= G

Define-se primeiramente as operag¢oes standard como abaixo, sabendo que

estao definidas para elementos de I(R) \ A
A+B=[a"+b,a"t+b"]
A= B =[a* - b,a= — b*]
A x B = [a=oB)p=o(4) qo(B) jol4)]

A\ B =[a=7®) \ po(4) qo(B) \ p=o(4)]

As operagoes nao-standard estao também definidas para os mesmos ele-

mentos. Tais operagoes sao definidas como abaixo.

A== B=[a" =1, 0t = 1#)

Ax—B= [aa(B)b—a'{A), a—a(B)bo(A}]
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4.3.1 Formula

As formulas para obtengio da solugdo 6tima para a equagao intervalar
quadratica AX? + BX + C =0, onde A, B, C € I(R) podem ser separadas em dois

casos: B>0e B <0.

Para o caso em que B < 0 temos:

X, = {—B+\/32——#*(A=C)4A><w(w)c
= 2

Xy = 1
| =B+ B2-¥(ac)gax¥lac)

e para o caso em que B > 0, tem-se

23
I

{ —B—+/B2—4Ax¥(4.0)C
94

= —2C
X, = { f
B++/ B2—4Ax¥(4.0)
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4.3.2 Demonstracao

e <0

Para este caso, temos que as formulas sao

¥ = { _B_}_\/Bz_—ib(ﬂac):l}ix'p[ﬂﬁc)c
L= 24

¥ = 2‘0
2 { _B+\/B2_¢(A'C)4Axw(ﬁlc)c

Se (A, C) = + temos que os casos possiveis sao: (A > 0,8 <0,C >

0)ou (A <0,B <0,C <0), cujas férmulas se reduzem a:

X = {—B+\/B?—-4AC
24

o
[

- { 2C
- —B+VB2—4AC

Para a solugao X; no caso (A > 0,B < 0,C > 0) tem-se:

[=o%, 7] + /[6+*,6-"] = [4a=c,4a*ct]

& = [2a™,2a"]
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_ [-—b+-|-\/b‘|‘2—4a+c b=+ Vb~ —4a‘c‘]

[2a~,2a%]

Substituindo-se um extremo da soluc¢do na equagéo intervalar quadratica,

obtemos:

Y = AX?4+BX+C

- e (05 J ) (208 )

4

I

[20," bt —2a~bt/A —4a~atct — ;Za*f}' bt +2atb~ /A +4at ¢
4% 1

2atht’ — 2atbtv/A — 4qt’ct — 22a+b+2 +2atbt/A + 4at’ ¢t
4at

= [6,0,6<0,6€R

onde A = {b** —4atct}

Substituindo-se pelo outro extremo do intervalo, obtem-se:

Y = AX*4+.BX +¢

[a=,a%]- (%@ )2 £ [, 4] (i‘){-}g@ )+ e, ¢t

4

I

[‘Za‘b‘2 T D e ;.!Za.‘af:‘2 +2ab"VA +4a" ¢

4at

2a+tb~" — 2atb—/A —4a~atc — ?a“b"b*‘ +2a~bt*VA +4act

4a*

(0,8,>0,8€R

onde A = {b~" —4a~c”
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Para a solugao X, tem-se

2e” 2¢t
b~ A6 —da=¢  —bF £/ —dgtet

XQE

Assim,

Y = AX>’4BX +C
) (25 )+ (g ) e

[4&‘(:_2 — P~ g~ +2b~c— VA + 2*2'1’)2‘2 — B¢~ A~ 4a-c"
(=b~ + VA)

date= —2b=bte— + 20t e VA + 2b‘7_§+ —2b=ct/A —da~cct ]
(=b~ +VA)

= [0,al,a>0,a€R
onde A = {b~" —4a~c~
e, pela substituicao do outro extremo na equagao :

Y = AX*4+BX+C

[a=,a™]- (ﬁz )2+[b_’b+]' (TE:VZ )+[C_,c+]

I

Il

[4a-c+’ —2b~btct + 2~ ctVA + 355“ — 2b* VA — datect
(=0 —VA)

tatct — 2b+ et 4 b+t /A 4 3}1 ¢t = 2btct/A — dat et
(=b* + VA

(8,0, <0,B€R

onde A = {b*' —4a*ct} Logo a solugao apresentada é Gtima.



Exemplos:

[1,2)X2 - [6,9]X +[1,3] =0

A

_ 6,91+ /136, 81] - [4,24] _ [6.9]+ [[32-454*8-779 = [2.366,8.887]

2,4]

26 [2.6]
Y= o9+ il AT

= [0.112, 0.633]

[3,6]% — [16,20]X +[5,9] = 0

_ [16,20] +,/[256,400] — [60,216] _ [16,20] + 1/[40,340]

X, = ) = 617] = [1.86037, 6.4065)

[10,18] _ _ [10,18)
[16,20] + \/[40,340] ~ [22.3245,38.439)

= [0.26015, 0.80628]

Para o caso (A < 0,B < 0,C < 0) tem-se

X, = [ —ot + VO —da—c= —b~ + /b7 —datet |
! 2a” ! 2a™ ]

X, = [ 2¢~ Z2et
L=t + VY —dam e b + Vb —datet

A demonstracao ¢ analoga ao caso anterior, observando-se que esta solugao

possui sinal oposto ao do caso anterior.

Exemplo:

[-3,—1]X2 = [9,12]X — [5,6] =0

r

_ 9,12+ \/[81,144] — [20,72] _ [9,12] +/[9,124]

: [—63‘“2] == [_6_ _2] = [—*“.56, ——‘2]
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X2 = [_12’—'10] = [_121_10]
" [9,12) + /181, 144] — [20,72)  [12,23.135528]

= [-1,—0.4322356]

Se ¥(A,C) = — tem-se que os casos possiveis sao: (A < 0,B <
0,C>0)e(A>0,B<0,C <0).

As férmulas para o caso (A > 0,B < 0,C < 0) séo:

o “—B+\/B.2—4A><_C
A = { 94

X2 = { %C
—B+VB?—4Ax—C

Para a solucao X; tem-se que

[—bt + Vb —datet, —b~ + Vb7 —4da—c)

X, =
: [2a™,2a™]

A substitui¢ao de um extremo da solucao na equagao intervalar quadratica

é como abaixo.

Y = AX?*+BX+C

[a™,a™]- (—If;a%\/z )2,[6‘,f;+] - (%@k )+ [e™, eT]

— [2&‘6"‘2 —92a~b*VA —4a~atet —2atbm bt + 2atb" VA + 4at ¢
- dat
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2atbt’ — 2atbty/A —dat’ ¢t — 2atbt 4+ 20t bt VA +4at ¢t
4qt
= [0,4,>0,8€R

onde A = {b*’ —da~c"
Substituindo-se pelo outro extremo do intervalo, obtem-se:

AX?+BX +C
- et (g8 v (8 e

S
Il

]

4

[2&‘6“2 —2a-b~/A — 4= ¢~ — ga'b_} + ?,a‘b'\/z-l- 4a="c-
4a~

2a+th~" — ‘2&"’!)'\/5 —4a~atc™ —5‘2(_1' b= bt + Za‘b'*'\/a—i- 4a=" ¢t

4a
= [o,0,a< 0,0 €R
onde A = {b~" —4a*ct}
Para a solu¢ao X; tem-se que
= 2¢” 2¢*t
X? = [ 2 ] - 2
bt —Vb+ —4a—c=" —b~ — Vb~" —datct

Substituindo-se um dos extremos do intervalo solucao na equagao , obte-

I'eImnos:

AX* 4 BX 4.€

2¢” dc~

= e (S ) v (R ) e

')z"

Il
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da=c =t ¢ + Wt vVA +2c- b =2t e VA —da=c
(=b* = /A)? ’
date=’ —20=btem 4+ 2b"c~ VA 4+ 2bF ¢t — 20t ct/A —da~cct

(-b* +VA)?

= [0,al,a>0,a€R
onde A = {b** —4a~c"

e, pela substituigao do outro extremo na equacgao :

Y = AX*4:BX+4+C

= [a"=“+]'(—b-gi+§7a )2+[b_‘b+]' (—b-?'i:?A )+[c_’“+]

[4&‘(:"’2 — b~ btet £ 20t et VA £ 207" ¢~ —2b~c~/A —date—ct

(=0~ + VA)? '
datet’ —2b="ct £ 2b" VA + 207 ¢t — 2b~ ¢t VA —dat et
(—b~ + VA)?
= [3,0,/<0,5€R

onde A = {b~" —4atct)

Para o caso (A < 0,B < 0.C > 0) tem-se

X = [ bt + VOF —da~c- —b~ 4+ Vb —datct |
! 2a™ A 2a~ |

X2 — 2('_ . 2C+
T L =bF o =damem =l b —datet

A demonstragao é analoga. considerando que as solugoes deste caso pos-

suem sinal oposto ao do caso A > 0. B < 0,C < 0.

Exemplo:



4

X2 4 [-9,-8]X + [-4,-2] =0

8,9] — \/[64,81] — [-16,—8]  [8,9] + /[72.97
x, = &Y VI 2] [ | _| ]+2[ 9]5[8.24264,9.42442]

— ["81 _4]
"7 8,9+ /72,97

I

[—0.48528, —0.212214]

e B>10

Para este caso, temos que as formulas sao

¥ = { —B—+/B2—4Ax¥(4.9)C
- 24
X2 = { —2C
B+v/ B2—1Ax¥(4.0) ¢

Se (A, C) = + temos que os casos possiveis sao: (A > 0,8 >0, >

0) ou (A <0,B > 0,C < 0), cujas férmulas se reduzem a:

X, = {—!3—\/BL4.4C
2A

—2C

. {B+m—mc

I




Para a solugao X; no caso (A > 0,B > 0,C > 0) tem-se:

X

I

[ [=b+,=b] — /[, 0] - [da=c= dat ] ]
[2a7,2a7]

[

[ _pt — Vb —dac, b~ +Vb* —4datct ]

Ba~,247]

Substituindo-se um extremo da solu¢ao na equagao intervalar quadratica,

obtemos:

¥ = AX*4+BX 4T

(o=, a*]- (—b”_—_@ )2,[b‘,b+]- (—“T;_\@ )+ [~ ¢t]

2a

[Qa' bt 1+ 24— bt VA —da~ ¢~ —2a- b —2a"btV/A + 4a="c-

g

2atb* 4 2atbtV/A —da"ate” —2a~ b7 bt —2a b~ VA + 4a"ct’ ]
4(1'2

0,6],6> 0,6 €R

onde A = {b*’ —da=c"}

Substituindo-se pelo outro extremo do intervalo, obtem-se:

Y = AX*+BX+C
2 2 =
[a',a"']' (—f)“ = m ) ,[b_.b+]' (-—-b -)a— A )-I- [c_,c+]

2a7

[Qu‘ b= + 24~ b~ /A —4aatet — ;2a+b‘ bt —2atbt /A +dat e
4qt

Il
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90th=" + 20t b~ VA = 4at’ ¢t = 2ath" = 2t VA +4at ¢t

4at

= [8,0,8<0,5€R

onde A = {b~" —4atct}

Para a solugao X, tem-se:

Y, = [—2¢t, —2¢7]
e [b- + Vb~" —datcet bt + Vbt —da—c™]

Substituindo-se um dos extremos do intervalo solucao na equagao , obte-

remaos:

Y = AX?+BX+C

(o7, a4 (=25 )2 (b7, 54]- (—*b_‘fcf/g )+l

il

da=ct’ — 2 btet — 2P VA+2¢7 b + 207 VA —datect
(b= + VA)? ’

datet’ —20~"ct — 2"t VAL 20"t + 20"t VA = 4atct’
(b= + VA)?
= [a,0),a<0,0€R

onde A = {b~* — datct}

e, pela substituigao do outro extremo na equagao :

Y AX?*+BX +C

= [a7,a"] (b:j—fﬂ )2+ (b=, b*]- (:T%TZ )+ Gl

da=c=> — 20 ¢ —bte= /A +2¢- bt 4 bte~ /A —da~ e
(b + VA)? ’



[

date=" —2bbtem — 20" VA + 20 ¢t 4+ 20 et /A —dgc et
(b* + VA)?

= [0,8,8>0,€R

onde A = bt —4a- ¢

Exemplo:

[-3,—1]X?% + [4,6]X +[4,9] =0

_ [—6,—4] — 1/[16,36] +~ [4,12] x~ [4,9] _ [-6,—4] - V/[16,36] +* [36, 48] _

Ay = =) 1=6,=2]
LﬁJ‘ 11'38512 = [2,7.24]
X, = =18, 8] =. =188 1 160,059

[4,6] +/[16,36] + [36,48]  [4,6] + \/[52,84]

Para o caso (A < 0,B > 0,C < 0) tem-se

_ [ = = Vb7 —datct —b- — Vb~ —da—c-
A = ! . 2at ! 2a~ > ]
X [ —2ct —2¢” ]
2T Lot + VY —datet -+ Vb —dac-

Se (A, C) = — temos os casos: (A <0,C > 0)ou (4 >0,C <0)
e portanto tem-se que os casos possiveis sao: (A < 0,8 > 0,C > 0) e

(A>0,B>0,C <0), cujas [6rmulas sao:
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Xl = {—B—vB?—ciAx—C
24

Xy = { =2C
2 B4+VB2——4Ax~C

Para a solu¢dao X;j no caso em que (A < 0,B > 0,C > 0) tem-se

que

[-bt = Vb —datct,—b — Vb7 —4ac)

Xy =
! [2a™,2a7]

Substituindo um extremo da solu¢ao na equacao intervalar quadratica é

como abaixo.

Y = AX*3 BX 40O

) (tglB ) ) (B Yol

[2&‘5“‘2 —2a=b*VA —4a~atet — ;Za.“'b‘b*‘ —2atb~ VA +4at ¢

4at

1l

Il

200+’ 4+ 2at bt VA — dat’ ¢t —2atbt — 2atbt/A +4at ¢t
-'lﬂ+2

[ﬂ10]13< Oaﬁe R

onde A = {b** — 4a*ct)
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Substituindo-se pelo outro extremo do intervalo, obtem-se:

Y

Ii

AX* 4+ BX 4 €

[a~, a*]- (__b__‘l'.@

2a

) 5] (2B Ve ]

[Qa-b-’ 1924 b" VA —4a~’ ¢ — ?a‘bJ -2 b~VA +4a ¢

2atb=> +2a*tb=vA —da~ate” —2a=b"bt —2a~bt*/A +4a " ct

4a

1

[0,a],a>0.a €R

onde A = {b~* —4a~c”

Para a solucao X tem-se: Xy =

remaos:

1l

AX*4+ BX &€

[a™,a%]- ( =2c*

b= +VA

da=

[—2ct, —2¢7]

) (5

)+ [¢™,¢*]

(6~ + Vb~ —datet, bt + Vbt —4da- ¢

Substituindo-se um dos extremos do intervalo solucao na equagao , obte-

l4{1_6‘+2 — 9h=btet — 2t et/A 4 2= b" + 20~ ¢~/A —4atect

datet’ — 20 et —2bctVA + 20" ¢t + 2~ ¢t VA — 4atct’

(b= + VA)?

[@,0),a < 0,0 €R

onde A = {b~* —4atct)

e, pela substitui¢ao do outro extremo na equagao :

Y

AX*+BX 4+ C

(b= + VA)?

|

3



80

= [a7,a%] (b__l_:-%c_ﬁ )2+ (b7, 0%]- (ﬁj—g ) +[c, ¢t

da=c — 2+ ¢ =2t e /A +2c-b* +2bt VA — da=c=
(b + VA)? ’

datc — 2 bte™ — 207 VA + 20 ¢t + 20t et VA —da~c"ct
(bt + VA)?

[Ovﬁ];ﬁ> Oaﬁe R

Ml

onde A = {b*" —4a~¢™

Para o caso (A > 0,B > 0,C < 0) tem-se:

¥ = [ bt — VB —dac —b~ — b —datct ]
I 2a” A} 2at
X, = [ —2c* —2¢” ]
= L ot + V0P —datet b + Vb —da-c-

A demonstragao é analoga ao caso (A < 0.8 > 0.C > 0).

Observagao :

As féormulas apresentadas para determinagao da solugao da equagao quadratica
linear determinam apenas solugoes reais. Caso uma das equagoes reais pertencen-
tes a equagao intervalar nao possuir raizes reais, a Formula de Bascara possuira o

determinante menor que zero. E o que mostra a equagao abaixo:

Para a equagao [1, 7]z* +[0.5, 1]z +[—3,9] = 0, tem-se que o grafico desta

fungao é cono na figura 4.1
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Figura 4.1: f(z) = [1,7]2* + [0.5, 1]z + [-3, 9]

A solugao desta fung¢do nao é abordado neste trabalho. Se utilizassemos

a Férmula de Bascara para derminagao da solugao , teriamos:

X, = [ —1—1T+12 —0.5—+/0.25-63 ]
= v ,

14

X, = [ ~1—+/13 =0.5— V/=62.75 ]
= z 14
onde o extremo superior nao ¢ um elemento real.

4.3.2.1 Caso: A>0,B>0,0¢€ int(C)

Para o caso em que 0 € int(C) basta Dividir o intervalo C = [¢7, ¢*],

onde ¢~ < 0, ¢* > 0, obtendo assim os intervalos [¢™,0] e [0, ¢*].

Se utilizarmos o intervalo [¢~,0] teremos o caso A > 0,B > 0,C < 0,

cujas formulas sao:

Il

X, [ b —lae= —9b"

2a~ ' 2aT
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—¢

X, 0,
2 b= £ /b —da~¢e

e, ao tomarmos o intervalo [0, ¢*] teremos o caso A > 0,B > 0,C > 0,

de formulas:

Xy = [ =20t —b- —Vb~? —4atct ]

2a" 2a*

— —2ct
gl = [b'-l-\/b‘z—fla"'c""{]]

Assim, o intervalo solugao ¢ dado por X; = X;s U X~ e X, = Xy | Xy

X, = [ —bt — 0¥ —da—c- b= — /b7 —datet ]

2a~ ' 2a7
X, = —2ct —2c” ]
b= 4 Vb —4dag¥et b+ —=da—ec

Substituindo-se um dos extremos da solu¢ao X; na equagao quadratica,

obteremos:
¥ = AX°4+BX & C
2
= [a‘,a.*]( —b;;_‘/z ) + [b‘,b*‘]( :i*zg_@ ) +[e™, ¢t
a a
— [ Da=b* 20~ A a0~ — 22&‘6"'2 —2a~btVA +4a=" ¢
4a~ ’
= 20+ + 2at bt VA —da~atem —2a7 b7 bt — 20~ b~ /A +4a" ¢ ]
4a‘?

I

(0.6],6 €R,6 >0
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onde A = {b*" —da~c”

Na substitui¢ao do outro extremo da solugao na equagao quadratica, ob-

femos:

Y = AX*+BX+C

[a-,a+]( _b—_?,a:*Ag )2+ [b-,b+]( L‘ZFE ) 167, 4]

[ 2a4=b=" +2a=b~"/A —4a-atet —2atb=bt —2atbTVA +4at’ e

Ml

I

4a*’
—  92atb~° + 2atb"vA —4at ct — §£+b_z —2ath” VA 4 4a*’ ct
- 4q*
= [B8,0,BeR,B<0

onde A = {b"2 —4atct}

Na substitui¢ao de um dos extremos da solugao X; na equagao quadratica,

obteremos:

Y = AX?*4BX 40

e 2 ) a1 2 ) e

l da=ct’ —2a-b= bt + 20t ctVA + 20~ ¢ — 20" c"/A —datcct

(b- —VA)?
= datet’ — 2= et + 2= ctVA + 20~ ¢t — 20~ ctV/A — datct’
- (b= — VA)?
= [6,0],6<0,6 R

onde A = {b~" — 4atct}

e, com a substitui¢ao do outro extremos da equagao , obteremos:

Y = AX?*4+BX+C
el 2 ) w0 (22 ) e
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da—¢" —2a=b=" £ 20~ c~VA+ 20" ¢~ — b~ ¢~ v/A —4ate’

(b~ —vAy
_ date” —2b-btem 4+ 2t e /A L2 ¢t — 2~ ¢tVA —da" et
B (b~ — VA)?

[6,0],6 < 0,6 €R

onde A= {b~" —da~c"

Exemplos:

[1,2] X2+ [5,7]X +[-1; 3] =0

X = [ = e \/249 P4 =5= v425 —24 ] = [—-7.140005, —1.5]
o _6 2 — 1 [ (
X2 = [ 5TV I 5 r /Tl ] = [~1,0.19258]

[2,8] X2 + [14,26]X +[-9,1] =0

X, = [ =2 - STOF T2 —14 = IS - 32 ] = [—13.3373, —1.67539)]

= =2 18 = [—
R [ 14 + /196 — 32" 14 + /196 + 72 ] = [-0:074609,0,502670]

4.3.2.2 Caso: A <0,B>0,0¢€ int(C)

Ao subdividirmos o intervalo C' = [¢™, ¢T] obtemos os intervalos [¢~, 0] e
[0, ¢T]. Tomando-se o intervalo [¢™, 0] obtemos o caso em que A < 0,B > 0,C <0

de formulas

o= | =20 —b~ — b7 —da—e-
Ay E [ 2a™ 2a” . ]
_‘)c

= 0 ZC_
X [ ’b‘—!—\/b‘z—tla—c‘]
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e, ao tomarmos o intervalo [0, ¢*] teremos o caso A < 0,B > 0,C > 0 de

formulas:

K = [ —bt — /b —datet —2b-
20" ’ 2a”
’ —2C+
Xow = ,0 ]
: b= + Vb —4datct

Assim, a formula para este caso é determinada por X; = Xi N Xy e
Xo = Xy ﬂ Xon.

X, = [—b+—v‘b+2—4a+c+ —b" — b~ ——4a‘c‘]

2at 2 2a”
o = [ —2¢T —2c™ ]
B = b= +Vb=? — datet’ b Vb —da—c-

A demonstracao é analoga aos casos anteriores, observando que a solugao

X, do caso anterior é negativa e, neste caso, a solugao é positiva.
Exemplos:

[~1,—-0.5] X%+ [4,7T]X +[-2,1] =0

Xy

[ X _l/fms =4 —l/2m ] = [3.41421, 14.141428]

4

= -9 3
X2 [ 1T V6T 17 V68 ] = [—0.24264, 0.58578]

I

[-1,-0.5] X2+ [4,7]X +[-2,5] =0

X, = [ —A=v36-8 —T-v29+10 ] = [3.41421,14.68114]
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(0 = —10 4 ] [
Xy = T+ V1651014 V6 =8 = [-1.0990, 0.58578]

4323 Caso: A>0,B<0,0€ mt(C)

Novamente sera necessario fazer a subdivisao do intervalo ', e, tomando-

se o intervalo [¢™,0] temos o caso A > 0, B < 0, C < 0 de férmulas:

X, = [—2b+ b 6"2—4a‘c‘]
: 2a~ 2a-

K

ot
—bt — Vb —da—c’

e, ao tomarmos o intervalo [0, ¢*] obtemos o caso 4 > 0,B < 0,C > 0

de formulas:

Xpo = [ —bt + Vbt? —datct —2bh- ]

2a* ’ 2a”

AX—' R [ 0 2C+ ]
o= " bt — /b —datct

Tem-se portanto que a solugao final é dada por: X; = Xy N Xive Xy =

Xg! n Xgrr v

Y = [ —§t L A0+ —dgtet =8 F b —dd—c= ]
Al =
2a~ ? 2a7

X, = [ 2e De* ]
% = bt + Vbt —da—c —=bt + Vbt —datet
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Substituindo-se a solucao X; na equagao intervalar quadratica, temos:

I

Vo= AXY4BX +10

2
W " -b+-_{-3{A) - +(_b+ A) =, ok
= [a!a]( 2at +[b:b] 'ﬁ& +[C=C]
[ 20~ b+ — 20~ b*VA —4a"atcte —2a*b"bt + 2atb~ VA + 4at’ ¢
4at
24+ bt — 2atbt /A —dat et —2atbt 4+ 2atbH VA + 4ot ct ]
ﬁla“"2

Il

(0,6],6 € R,6 >0
onde A = {b** —4a*ct}
Com a substitui¢ao do outro extremo da solugao , obtemos:

Y = AX’+BX+C

o [ 2a= b~ —2a~b~VA —da~"¢c" — 24=6=" + %2~ b VA +4a= ¢

- 4a="

2atb=> —2atb=+v/A —4da-atc” —é?a"b“b"' +2a-bt/A +4a=" ¢t
4da~

(8,0, €R,8<0
onde A = {b~" —4a"c”
Substituindo-se o outro extremo da solugao X; obteremos:

Y AX* i BX 40
= —9¢t 2 = —2ct -
[a ,a+]( Tl ) +[b JJJ’]( EyE—y/y )+[C ']
[ da=et —2b=btet —2b=ct VA + 26 ¢= + 2t e=/A — date—ct
bt — VA
datct® =20 ¢t — 2bt et VA + 20t ¢t 4 2bt et VA — 4atct’ ]

—f* = A

il

1l

0,6],6 > 0,6 € R

onde A = {b** —4atct)
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Exemplo:

[1,2) X2 4 [-9,—6]X +[-9,1] =0

X = { 6+ V3-8 9+ VI T3 | = p.8228,9.9083)

(-8 2 1o
= { T V36 136 61 V30— | = [ 124264,0.1771]

4.3.24 Caso: A<0,B<0,0¢€ int(C)

Utilizando-se o intervalo [¢~, 0] obtemos que a férmula para A < 0, B <

0.¢ =0
X = [ —2b* —b~ 4+ Vb=" — datct ]
v 2a” 7 2at
R 3
Xor = [ =L ,0 ]
: —bt + Vbt —4a-c-
e, utilizando o intervalo [0, ¢*] temos:
X = [ —b* + VbF —dater —2b- ]
2a% ¥ %ar
. o 2¢t
Xy = [ 0, J
: —bt + Vbt —4atct
Tem-se que a solugao final é dada pelas formulas X7 = Xi:NXiv e Xo =
.ng n Xon.

X, = —bT 4+ Vbt —4atct —b~ 4+ Vb~ —4atct
b 2at 2

2aT

X;

[ 2¢~ 2¢t ]
bt + Vb —da-c¢= =b* + Vbt —datct
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Exemplo:

[-5,—3] X% +[-20,-10]X + [-2,8] =0

X = [ 10+ 100 =40 20+ vAR0 + 96 ] = [—7.045176242, —1.774596669]

= = 16 s )
g [ 104 V100 =40’ 10+ V100 5% ] = [-0.22540333, 0.6666667]

Em anexo encontra-se uma tabela com as férmulas especificas para cada

caso dos intervalos A,B,C.
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5 METODOS ITERATIVOS
INTERVALARES

Apresenta-se neste capitulo alguns métodos iterativos para determinagao

do intervalo solu¢ao de zeros de fungoes intervalares.

Definigcao 27:

Uma seqilencia intervalar(ou seqiiencia de intervalos) {X;} é
dita monotonica se X; C X;_;, para todo k onde X; esta
definido. Cada sequiencia intervalar monoténica converge para

o intervalo limite Xoo = limj .o Xi.

Defini¢ao 28:

Um intervalo X € D C I(R) é intervalo fixo de uma funcao

intervalar F se X = F(T)

Definicao 29:

Um intervalo X € D C I(R) é pseudo-intervalo fixo de F se
X C F(X), ou seja, F(X) C X.

5.1 Meétodo da Iteracao Linear

Seja f: I(R) — I(R) uma funcio continua nio-linear em um dominio
D C I(R). O objetivo é encontrar um intervalo X' € I(R) tal que f(X) = 0. Assim,
dada uma fungao f(X) = 0, determinamos uma fungao auxiliar g(X), ¢: I(R) —

I(R) tal que X = g(X).
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Se tomarmos um intervalo X e avaliarmos este intervalo na fungao g
obteremos X; e, se avaliarmos X; em g obteremos X», e assim por diante. Deste

modo tem-se determinado o método iterativo Xiyy = g(Xi).

Surgem entao duas questdes: se a seqéncia intervalar ¢ monotonica e em

que condigdes converge para o intervalo solugao .

Teorema de Brouwer:

Dado z € I(R), f funcio continua e mondtona, se f(X) C X

entao 3! ponto fixo 7 € X.
Deste teorema surge a seguinte conjetura:

Dado X € I(R), f: I(R) — I(R), f funcio continua e mondtona
em um dominio D C I(R) e seja g: I(R) — I(R) uma funcéo
auxiliar determinada a partir de f. Se g(X) C X entdo 3 um

dnico intervalo fixo X cX, XeDC I(R)

Exemplo:

Dada f(X) = X? —3X — [4, 8], cujos intervalos-solugao sao [—1.701, —1].

Determinamos uma fungao g da seguinte maneira:

9(X) = \3X +[4,8)

e com isto

X S+/3X +18:8]
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Para verificar se no intervalo solugdo [—1.1,10] existe um intervalo fixo,

basta verificar se:

(~1.1,10] D ¢([~1.1,10))

ou seja,

[~1.1,10] 2 /3 [~1.1,10] + [4,8] = [0.83,6.16]

Como a condigao ¢é verdadeira, tem-se que o intervalo [—1.1,10] serve
para iniclar a iteragao . Assim, pela aplicagao deste intervalo no método iterativo,

obtemos a seqiiencia intervalar abaixo:

Xo = [-1.1,10]
X; = [0.83,6.16]
X, = [2.547,5.145]
X3 = [3.411,4.840]

X, = [3.772,4.745]

X0 = [3.999,4.701]

5.1.1 Desvantagem do Método

O problema deste método intervalar é encontrar a funcao ¢ tal que, dado

um intervalo qualquer X € /(R) a condi¢ao g(X) C X seja satisfeita.
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5.2 Meétodo de Newton Intervalar

5.2.1 Operador Newtoniano

Seja f uma funcao intervalar e seja f’ a derivada da fungao f, onde
considera-se que 0 ¢ f’ em um determinado dominio D C [(R). O Operados
Newtoniano é do tipo N: [(R) — I(R), definido como:

para X € I(R), z € X.

Teorema 9:

VX CDCIR), N(X) 2 XNX", onde X* é o intervalo

solu¢ao da funcao intervalar f em D.

Demonstragao :

Sejaz € XN X" =[z7,2z%]. Como f é limitada pelas fungoes reais 9,9,

tem-se:

g(z*) —g(z) € M(2% —z) pois z < =t

g(z) —g(z")€E M(z —2~) poisz~ <z
Estas expressoes podem ser reescritas como:

- -

mi(z¥ —z) < g(z¥) — g(z) < ma(z™¥ — 2)

m(z—27)< (2)—7g(z7) < mp(z —27)
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Como g(z) = g(z) = 0, as expressdes acima podem ser reescritas como:

my(zt —z) g:c"'] < my(zt - 2)

m(z—27) < =g(z7) <K my(z —27)

Com isto, zt — >reg —2 2 <z Logoz e N(X).

Coroléario 1:

X DX = N(X)2 X~

Teorema 10:

Se X é um intervalo fixo de N, ou seja, X = N(?), entao

X2X 5 NX)2X.

Demonstracao :

Se X = N(X) entdo g(?") =g(z~) = 0. Como X 2 X tem-se a* > 2+

—

ez” € 2z~. Assim,

Como g(;;:"} = 'g‘(:;:) = (0, as expressoes podem ser reescritas como
Q{.r'*‘) < my(at — ..';:')

—g(z7) < ma(z— — z7)
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ou seja, p
et <ot — 9=7)

my
g = g(z")

my

Logo conclui-se que X C N(X)

5.2.2 Descricao do Método Intervalar

/

Seja o Operador Newtoniano N(X) =z — i i, como descrito em 5.2.1,
onde f é uma funcao intervalar, f’ derivada de f e z € X C I(R). O Método
de Newton Intervalar utilizado para determinacao de intervalo solug¢ao de funcoes

intervalares é dado por:

Xk+1=($k“f'jr%%:)j)nxk

para k =2 0, 2 € X;.

Teorema 11:

Seja X* ¢ &, X* C Xy C D, se Xgp1 = N(Xi)N X, para
k > 0 entao existe limj_. Xy = Xoo € Xo € pseudo intervalo

fixo.

Demonstracao

Do corolario do teorema 1 tem-se que X; € &, para todo k em que X;
esta definido, visto que para k = 1 tem-se que X; = N(Xp)) Xo. Como Xy O X~

entao N(Xp) 2 X*. Logo X7 2 X~, e assim analogamente para k > 1.
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A seqiiencia {X;} é monoténica pois Xj4; C X e, pela definigao 27

tem-se que esta seqéncia converge para X, = im0 Xi.
Como N é uma fungao continua, Xo = N({X&) N X € N(Xs):

Logo conclui-se que X, é pseudo intervalo fixo.

5.2.3 Consideragoes

Para uma fun¢ao intervalar monétona em um determinado intervalo do
dominio de existéncia da fungdo , tem-se que a derivada da funcdo é limitada neste -

intervalo.
Para este caso 0 # f’, visto que a fun¢ao é mondtona no intervalo X.

Mas, no caso em que 0 € f'(Y), para um determinado ¥ € I(R), a
derivada da fungao é ilimitada. Para este caso tem-se que a derivada da fungao f
no intervalo X' é determinada pelo intervalo [—oo, +00] € TR) Com isto, o caso
em que 0 € [’ esta definido apenas no espaco intervalar formado pelos intervalos

nao-regulares., definido no apéndice deste trabalho.

5.2.4 Vantagens do Método

e Calculando-se as raizes da derivada da fungao obtém-se uma regiao deno-
minada regiao critica. Para descobrir entdao se um intervalo inicial serve

para iniciar a iteragao , basta verificar:
a) (f(zg) > 0 e f(zg') < 0) ou (f(z5) <0 e f(z5) > 0)

b) se o intervalo inicial Xy nao esta incluido na regiao critica, pois

senao teriamos 0 € f'.
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¢ Se o intervalo inicial contém o intervalo solugao da funcao , entao o

método sempre converge para a solugao , nao havendo com isto a possi-

bilidade do método perder a raiz.

5.2.5 Problemas encontrados

¢ Quando o intervalo solugao de uma funcdo compreender algum valor da
regiao critica, ndo serd possivel o célculo desta solugio pelo Método
de Newton. Pode-se citar como exemplo a fungao interval\ar f(X) =
[1,2] X2+ [4,8] X — 4, cuja solugdo é o intervalo [—8.4721, —2.7320]. Esta
solug¢ao nao poderia ser obtida pelo Método de Newton Intervalar, visto

que a regiao critica compreende o intervalo [—4, —1].

e Para polinomios que possuem grau maior que 2 e fungoes onde a variavel
T aparece varias vezes, nem sempre a avaliacdo da derivada é boa, pois
geralmente o valor da avaliacao é maior que o valor da imagem da derivada
em um determinado intervalo. Com isto, muitas vezes é inviavel calcular

a solugao utilizando o Método de Newton, pois 0 € f'.

Exemplo:

Para a funcdo f(X) = X® — [2,4]X? — [5,7]X — [1,2] tem-se que sua
solugio é o intervalo [3.507,5.3722]. A regido critica esta nos intervalos [—1, —0.5225]

e [2.1196,3.3609]. A derivada da fungao [ é dada por:

f(X)=3X%—[4,8]X — [5,7]
Uma avaliagao pode ser obtida por:

£'(13.5,6]) = [36.75,108] + [—48, —14] + [~7, —5] = [18.25,89]

Para este caso, se a avaliagdo fosse feita como:
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f(X)=X-(3X —[4,8]) - [5,7], teriamos:
f'([3-5,6]) = [3.5,6]([2.5, 14]) + -7, —5] = [1.75,79]

Observe que o intervalo [3.5,6] contém a solugio e estd fora da regiao
critica. Mas, nio é possivel o calculo pelo Método de Newton pois 0 € f/([3.5,6])

por esta avaliagao intervalar.

O ideal é sempre poder ter a imagem da fungao num intervalo. Para isto,
de acordo com a Defini¢ao 15, é suficiente avaliar a funcio em cada extremo do

intervalo, visto que a fun¢ao é sempre mondtona no intervalo inicial.

Assim, a avaliagao em cada extremo do intervalo é dada por:
F18:5) = [1.75,17.75)
f'(6) = [53,79]

Tomando o minimo e o maximo das avaliacoes realizadas, obteremos o

intervalo [1.75, 79], com o qual é possivel prosseguir com o Método de Newton.

5.2.6 Exemplos

e Seja f(X) = X2+10X + [3,7], cujos intervalos solugao compreendem os

intervalos [—0.757,—0.309] e [—9.690, —9.242].

Utilizando-se o intervalo inicial Xy = [—1, 0], obtemos a seqiiencia:

. -1.75,2.25 ¢ o
Xi=-05— ‘Wl_l = [~0.78125, —0.28125]
—2.030,1.96] _ [ - ;
Xy = ~0.5312 — Lersamel = [~0.764699, ~0.290625)

X3 = [—0.763986, —0.291765)

X, = [—0.763934, —0.291792]
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Xs = [—0.763932, —0.291796)

o f(X)= X2+ [3,4]X +[0.5,1]
O intervalo solugao para esta fungao é [—0.381966, —0.1771243] e a regiao

critica estd no intervalo [—2, —1.5].

Dado intervalo inicial [—1,0], obtemos a seguinte seqéncia iterativa:

Xy = 05— 208 g5 (195, -0.0625] = [~0.4375,0

(—0.380945, 0.352970]
[2.125,4]

X3 = [—0.394208, —0.064798]

X; = —0.233915 —

= [—0.3948, —0.064798]

X, = [—0.394164, —0.064798]

X5 = [—0.394161, —0.064798]

5.2.7 Metodo Hibrido Intervalar

A idéia deste método € combinar o Método da Secante Intervalar com o

Método de Newton Intervalar.

Apresenta-se neste capftulo o Método da Secante Intervalar, bem como
exemplos, vantagens e desvantagens do método. Apés é descrito o Método Hibrido

Intervalar.

5.2.7.1 Método da Secante Intervalar

Este método é obtido pela aplicagao do seguinte método iterativo:

(-l )
s = ( o7 - SESEHE

UFRGS
INSTITUTO DT INFORMATH

BIBLIOTECA
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B T T P R R

Figura 5.1: Método da Secante Intervalar

onde X = [z7,z7]

Utilizando-se este método para céalculo do intervalo solu¢ao de fungoes
intervalares, observou-se que ele converge para a raiz, embora seja necessario tes-
tar o intervalo calculado a cada iteracgao . E necessario portanto a cada iteragao
desconsiderar o extremo do intervalo cuja avaliagdao na fungao contiver o

valor zero, e considerar o extremo do intervalo anterior.

Considere o grafico representado na figura 5.1

Neste grafico o intervalo X; ndo contém todo o intervalo solugao , visto

que 0 € 2y

Logo quando 0 pertencer a avaliagdo da funcao em algum extremo do
intervalo calculado, significa que este intervalo perdeu valores do intervalo solugao .
Com isto é necessario testar cada extremo do intervalo calculado e sé entio fazer a

intersecao com o intervalo anterior.
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Exemplo:
f(X)=[1,3] X%+ [8,10]X +5
Xo = [-10,-1.3]

(8.7)[6.31,—0.33] _
[5,25] — [—6.31,—0.33]

X; = —10— —10+[0.0124, 10.2996] = [—9.987, 0.2996]
Como f(—9.98759) = [4.87,224.35), tem-se que X; = [—9.987, —1.3]

X; = [~9.975159, —1.3]

X5 = [—9.962713,—1.3]

Xy = [-9.950250, —1.3]

Xa0 = [9.476435, —1.3]

5.2.8 Vantagem do Método

Com este método é possivel o calculo do intervalo solucio de fungdes que
o Método de Newton nao pode calcular, devido ao fato do intervalo solugao conter

algum valor da regiao critica.

5.2.9 Desvantagens do Método

o I necessario em cada iteragao calculada testar os extremos do intervalo,

verificando se o intervalo calculado ainda contém todo intervalo solucgao
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¢ Na maioria das fungoes testadas, um dos extremos do intervalo permanece

fixa. A fim de contornar este fator, foi testado a seguinte modificagao :
a) aplicar o método da secante sobre um determinado intervalo

b)testar os extremos do intervalo calculado. Se um dos extremos do
intervalo permanecer fixo, na préxima iteracao substituir a avaliagao do

extremo fixo pela metade de sua avaliagao .

Esta modificagdo porém nao resolveu este problema, visto que que o ex-

tremo fixo ainda permanece fixo.
Exemplo:

Seja a funcdo f(X) = [1,2]X? + [4,8]X — 4, cuja solugao é formada
pelo intervalo [—8.472,—-2.732]. dado intervalo inicial [1—,0], obtemos a sequinte

sequencia iteativa:
X, = [-9.75,0]
X, = [-9.491935, 0]
X3 = [—9.224981, 0]
Xy = [-8.948164, 0]

X5 = [~8.660318, 0]

5.2.10 Descri¢cao do Método Hibrido Intervalar

A idéia do método é aplicar o Método da Secante Intervalar sobre um
intervalo inicial que contenha a raiz e, sobre o intervalo resultante aplicar o Método

de Newton.
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Com isto é mais necessario apenas testar os extremos do intervalo produ-
zido pelo Método da Secante Intervalar, visto que o Método de Newton sempre ira

convergir para o intervalo solugao , desde que o intervalo inicial contenha a solugao

5.2.10.1 Vantagem do Método

Pela utilizagao do Método Hibrido Intervalar algumas fungdes apresen-
taram resultados melhores que o Método da Secante Intervalar, visto que o ex-
tremo fixo do intervalo calculado para determinagao do intervalo solugao de algumas
fungoes pela aplicacdo do Método da Secante Intervalar pode apresentar um melhor

resultado pelo Método Hibrido Intervalar.

5.2.10.2 Desvantagem

Como o Método Hibrido Intervalar utiliza 0 Método de Newton Intervalar,
nao é possfvel o célculo do intervalo solugédo de funcdes onde algum valor da regiao

critica pertenca a solugao .
Exemplo:

Dada funcio f(X) = [-2,—1]X? +4X + [0.5,1] cujo intervalo solugdo é
dado por [—0.236067, —0.118033]. Dado intervalo inicial X, = [—2,0], obtem-se a

seguinte sequencia iterativa:
X1 = [-1.939394, 0]
X, = [—0.464877, 0]
X; = [—0.562438, 0]

X, = [—0.248584, —0.085458)



104

6 SISTEMA DE EQUACOES LINEARES
INTERVALARES

Este capitulo aborda a resolugao de sistemas de equagoes lineares interva-

lares, onde sera utilizado a Teoria das Aproximacoes Intervalares. Sera apresentado

a aritmética fundamental para as operacoes matematicas efetuadas com matrizes
e vetores intervalares, ou seja, matrizes e vetores cujos componentes sao intervalos
reais. Serao apresentados métodos diretos para determinacao da solugio da equagao

matricial A - x = b, onde A é uma matriz intervalar e b é um vetor intervalar.

6.1 Conceitos Basicos

Definigao 30:

Uma matriz intervalar A, é um array retangular

Apn A ... A

Ag; Agg G Azn
Ajk =

Aml Am2 i Amﬂ

de intervalos A;; € I(R)),1<i<m,1 <j< n

Uma matriz intervalar A = (A;;) é interpretada como um conjunto de

m X n matrizes reais, ou seja,

A= {;1 € R™*" | A,‘k € Ay, 1 =1..m, o] = 1..?3}
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Uma matriz intervalar m x 1 é definida como um vetor intervalar, ou seja,

Vax1 = Val(R)

O conjunto mas matrizes A = (a;) € Myu,(R) € isomorfo ao conjunto das

matrizes intervalares A = (4;;) € Mua(I(R)). Com isto M, (R) C M (I(R)).

Definigao 31:

Sejam A = (A;;), B = (Bj;) matrizes intervalares, para 1 <

i<m,1l<j<n Entaio A=B o A4; = B;.

Definicao 32:

Sejam A = (A;), B = (Bj;) matrizes intervalares, para 1 <

tE m, 1 €< n. EntéOAgBHA;nggj

Definigao 33:

Sejam A = (A;), B = (B;;) matrizes intervalares, para 1 <

Pl £33 5N EntﬁoA;BHA;ng;jHB;nggj

A relagao C utilizada para matrizes intervalares tem a mesma inter-
pretagao quando utilizada para intervalos de I(R), ou seja, é uma relagao de quali-
dade. Neste caso, dados dois elementos de M,,.,(I(R)), A C B pode ser interpretada
como B informa mais(ou pelo menos o0 mesmo) do que A a respeito de uma matriz
real contida em A e B. Assim, pode-se dizer que cada intervalo B; da matriz in-
tervalar B informa mais(ou no minimo o mesmo que A;; € A, com relagao a uma

matriz real contida em A e B.

Exemplo:
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34 [23]

A matriz intervalar B = informa mais do que a
[0, 0.5] [4.5, 5.1]
- [2,6] [0,4] . . e I
matriz intervalar A = a respeito de uma matriz real
0,1 [3,7] 1/3 5

E

= — A; C By

ou seja, AC B « ( [276] [0,4] )

3.4 [2,3]
[0,1] [3,7]

0,0.5) [4.5,5.1]

paral<:i<m,1<j<n

-Au c Bn — [21 6] C [3;4]
Au C 312 =% [U, 4.1 - [23 3]
Az C By — [0,1] E [0,0.5]

Azz C By, — [31 7] - [4-5; 5-1]

Definicao 34:

Dadas duas matrizes intervalares A,B € M,.(/(R)), diz-se

que A, B estao A'-relacionados se
A=xBoACXABCX

ou seja, as matrizes intervalares A e B aproximam a matriz
real X'. X pode entdo ser interpretada como uma matriz real,
que possui pelo menos um numero nao exato., sendo assim

aproximada pelas matrizes intervalares A e B.

Observagao :

A defini¢ao se manteve como na definicao 13.
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e I
No exemplo anterior a matriz real possui trés elementos nao

1/3 5

exatos, podendo entao ser aproximado pelas matrizes intervalares A e B.

6.2 Aritmética Matricial Intervalar

6.2.0.3 Adicao e Multiplicagio

Sejam A = (A;;), B = (B;;) matrizes intervalares, para 1 <

t<m,1<j<n Entao
A+B=(A-‘J+Bu)

A — B = (A; — By).

6.2.0.4 Multiplicacao

Sejam A = (Ai), B = (By;) matrizes intervalares, u = (u,)
vetor intervalar, paral1 i< m,i €k <<j,1 <7< n,e X

intervalo. Entao:

B kA
L )

) A-
) A -
c) X

Teorema 12

Sejam A, B, C matrizes intervalares e A, B, C, T, O matrizes

reais. I'ntao sao vélidas as seguintes propriedades:
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e Comutatividade da Adicao
A+B=B+A
o Associatividade da Adigao
A+(B+C)=(A+B)+C
e Elemento Neutro da Adigao
JOA+O0=0+A = A, onde O é a matriz nula
¢ Elemento Neutro da Multiplicacao
JZTA-IT=T7I-A=A,ondeZ éa matriz identidade
e Subdistributividade
(A+B)-CCA-C+B-C
C-(A+B)CC-A+C-B
e Distributividade
(A+B)-CCA-C+B-C
C-(A+B)CC-A+C-B
o Associatividade da Multiplicaco
A-(B-C)C(A-B)-C
(A-B)-CC AB-C) caso C = —C
AB-C)=(A-B)-C
A-(B-C)=(A-B)-C,casoB=-BeC=-C

Teorema 13

Sejam A, B, C matrizes intervalares de M,,,(/(R)). Pela relacao

de aproximagao =y sao validas as seguintes propriedades:
e Comutatividade da Adigao
A+B=B+A

e Associatividade da Adigao
A+(B+C)=(A+B)+C
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¢ Elemento Neutro da Adicao
30, A+0=0+A=A

e Elemento Neutro da Multiplicacao
dl, A-I=1-A=A
e Distributividade
(A+B)-C=A-C+B-C
A-B+C)=A-B+A-C
e Associatividade da Multiplicagao
A-(B-C)=(A-B)-C
s Exist;’éncia, Elemento Simétrico
VA € M,,(I(R)),3A € Mp.(I(R)) tal que
A-A=0
e Existéncia Elemento Inverso
VA € M,,(I(R)),3A € M.(I(R)) tal que
A-1/JA=A-A7=1

Observe que os elementos neutro da adigao e multiplica¢ao nao sao tnicos,
embora se equivalem pela relacio de equivaéncia. Pela relagao de equivaléncia da
Teoria das Aproximagoes Intervalares existem os elementos simétrico e inverso, o que
possibilita a determinagao de métodos diretos para resolugao do sistema de equagoes

lineares intervalares.

6.2.1 Equagoes Lineares Intervalares

Seja A - x = b um sistema linear intervalar, onde A é uma matriz inter-

valar n x n. O conjunto

X={z|Ai=0b,Ac A beb)
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N_
e
1

Figura 6.1: conjunto solu¢do de um sistema de equagoes lineares

é dito conjunto solugao para o sistema linear intervalar acima mencionado, onde
e-se que a maltriz € nao-si ) conjunto soluca I
assum triz A ao-singular’. O t lucdo x a ser calculado

contém a solucao exata X do sistema, nao necessariamente é igual. Assim, Ax D b,

A € M I(R)), b€ V,I(R).

Em geral a solu¢ao x de um sistema A - x = b tem uma estrutura muito
complicada, pois o vetor X define uma regiao que geralmente nao € limitada por
planos paralelos aos eixos coordenados. Por este motivo o menor vetor intervalar

possivel X nao ¢ igual a X.

(24] [-1,1] [-3,3]
[1,1] 2.4] 0

Considere o sistema A -+ X = b, onde 4 =

A regiao determinada pelas solugoes dos sistemas reais envolvidos no

sistema intervalar esta determinado na figura 6.1

[-2,2]

g

Para o sistema acima o vetor intervalar x = X
[-1,1]

!Uma matriz intervalar A é ndo-singular se o seu determinante (intervalo) nao contiver o valor
Zero.
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Com isto o interesse é entao determinar o menor vetor intervalar x. Para

isto apresenta-se alguns métodos diretos para resolugao de sistemas de equagoes

lineares intervalares, utilizando a Teoria das Aproximagoes Intervalares.

6.2.2 Meétodo de Gauss Intervalar

O Método de Gauss Intervalar ¢ um método direto para resolugao de um
sistema linear intervalar A - x = b, onde A € M,,.(/(R)), b € V,I(R), sendo A
uma matriz nao-singular. O objetivo é encontrar um intervalo solugao mais préximo

da solucao do sistenia acima.

Neste método a matriz intervalar A e o vetor intervalar b sao transfor-
mados através de operacoes aritméticas de maneira que a matriz intervalar A se
transforme numa matriz intervalar superior. E condicéio necessaria que a matriz
intervalar A seja nao-singular, pois caso contrario o zero pertenceria a sua diagonal
apos a transformacao acima descrita. Este método também nao pode ser aplicado
se a matriz intervalar A possuir algum coeficiente com o valor zero na diagonal

principal, pois assim pela aplicacao do método obteriamos um intervalo de I(R)).

Neste caso, uma alternativa seria a troca de linhas no sistema intervalar.

6.2.2.1 Descrigao do Método

Dado um sistema linear intervalar A - x = b, inicia-se com a seguinte

tabela de coeficientes:

Ajr vee Aig B,

Aﬂ.l #a A'ﬂﬂ Bn
Utilizando-se as férmulas

A = Ay, i =1k, BY =B,

13—
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AE;) = Aij = AilAI_IIAH, i,j =92k
Bt{l} = B; - AilA;llBl, 1= 2.k

obtemos uma nova tabela de coeficientes AE; ),

Assumindo que 0 # A;;, obtém-se uma nova tabela:

Au A]_n B]

! !

B,

Utilizando-se novamente as férmulas acima n vezes, obtem-se uma tabela

de coeficientes na forma triangular superior:

An Az ... A B,
L s L. B
A B,

nn n

onde a solucao é dada por:

B
X Eﬂ—

A; X;

— Li=i+l 4;-'1? ), paral <ig<n—1

X; =

6.2.2.2 Exemplo

23] 10,0] ) (&) _( [0,120]
1,2 (23] z ]\ [60,240]

[ ]:-:1—{—[0 1]32 [0 120]
[1.2)z1+(2,3]22 = [60, 240]

i

)
Como ,1)’§ = [0.3334, 1], tem-se que multiplicando este intervalo pelos

coeficientes da primeira linha do sistema e subtraindo o resultado da segunda linha

obtem-se:
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2,3)2,+[0,1]z; = [0,120]
[-1.333, 2|2y +[-3,-1]z, = [—240, 60]

Como [—1.333,2] =0, tem-se

[-3,-1]z, = [—240,60]

, = [—60,240]

(2, 3]z + [—60,240) = [0,120]
[2,3]:n = [—240,180]

rn = [-120,90]
. o [-120, 90]
Logo o intervalo solugao ¢ X =
[-60, 240]

Este exemplo foi testado por Rohn (ver [ROHS81]) e o resultado obtido

com a utilizacao da Teoria das Aproximacgoes Intervalares coincide com o método

descrito por Rohn.

Mas, na maioria dos casos a resposta encontrada com esta teoria é maior
do que a apresentada na literatura, pois o Método de Gauss usado foi o método

"naive”, que deve ser reformulado em estudos posteriores.

6.2.2.3 Consideragoes

No Método de Gauss Intervalar a troca de linhas do sistema de equacoes
lineares intervalares desempenha um importante papel, visto que ha uma modi-
ficacao n o intervalo solugao , embora esta solugao sempre contenha todas as solugoes

reais dos sistemas reais envolvidos no sistema intervalar.
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Melhor dizendo, o ideal seria ter um pivo na diagonal principal da matriz
intervalar A. Este pivo poderia ser determinado como o maior dos pontos médios

de cada coeficiente intervalar, calculados em cada coluna da matriz A

. LT [29)
Exemplificando, dada uma matriz tem-se

[1.3] [3:4]

Como maz{4,1} = 4 e maz{5.5,3.5} = 5.5 tem-se que a matriz intervalar

A ja possul os pivos na diagonal principal, nao sendo necessario a troca de linhas

no sistema.

No sistema abaixo observe que, com o objetivo de ter os pivos na diagonal

principal, a troca de linhas produziu um melhor resultado.

[10,15] 2 +([1,3] 2, = [19, 27]
[2,7] 21 4[12,14]z, = [15,16]

[10,15]&‘}'[133]-32 = [19,27]
[-104, -14.136]z; = [—101,5.58]

[-104,—14.36]z, = [—101,5.58]

= [—0.394,7.144]

(10, 15]z; + [—1.182,21.432] = [-89.438,192.88]

[10,15)z, = [—110.87,194.062]

I

[—11.087,19.4062]
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[-11.087, 19.4062]
[-0.394, 7.144]

Logo o vetor intervalar é dado por X =

Com a troca de linhas do sistema, tem-se que o pivo esta na diagonal,

conforme mostra o sistema abaixo.
(2,721 +(12,14]z, = [15, 16]
[10,15]::1+[1,3]$2 = [19,27]

[2,7)21+(12,14]x; = [15,16]
(9.9, 13.867]z, = 3.9, —2.527]

9.9,13.867T)z, = [—3.9,—2.527]
n = [-0.3939,1.36090]

2, 7]z + [5.5146,19.052] = [15,16]
2,7z = [—4.052,10.4854]
n = [-2.026,5.2427]

[-2.026, 5.2427]
[-0.3939, 1.36090]

Logo a solugao deste sistema é X

Como no caso real, este método nao pode ser aplicado a um sistema de
equagoes intervalares A - x = b se em algum passo do método a matriz intervalar
A possuir algum coeficiente com valor zero na diagonal principal e nao for possivel

realizar alguma transformagao que o elimine.
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623 X=A"1:}
6.2.3.1 Matriz Inversa

A inversa A~' de uma matriz intervalar A € M,,,(IR)) é definida por
A~' =[inf A~ supA~l], VA€ A

Esta defini¢ao é consistente com a definigao de inversa para matrizes reais,

onde para n =1 tem-se A=' = 1/A =[a" " ,a*"'],se A € I(R)

6.2.3.2 Meétodo

Dada uma equagao matricial intervalar A - x = b, onde A € M,,,[(R),
b € V,I(R), este método determina que a solucao é determinada pela multiplicacao

da matriz inversa A~! pelo vetor intervalar b.

Como tem-se que na Teoria das Aproximacgoes Intervalares ﬁ- = 1, ou
seja, A - A~™! = 1, pode-se dizer que a matriz inversa pode ser obtida diretamente

por A - A~!' =T, onde T é a matriz identidade.

Exemplos:

1. Seja A = ( 23] (0] ) O calculo da matriz intervalar inversa é dado
por
[2,3] [0,1] AC) (10
([1,2] [2.3])'(3 D)=(0 1)
Pela resolucao dos sistemas
[2,3]A+[0.1]B = 1
{ [1.2]A+(2,3]B =0
[2,3]C+[0.1]D =1
(1.2]C+[23)D =0
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obteremos a matriz inversa A~! | determinada por:

0.333,1] [-2,0.334]
[1,-0.111] [0.333, 1]

A-1

. Dado sistema
[2,4]31‘{*[-2,-1]32 = [S, 10]
(2,5])71+[4,5]z2 = [5,40]

_ o [1.6153846, 10]
, cuja solugao é dada por x =
[-3.076923, 8]

A inversa da matriz intervalar A é dada por:

ao1 [ [0:057695, 0.458335] [0.008335, 0.76923]
| [0.38461, -0.08333]  [0.03334, 0.76923]

Calculando A~! - b obteremos o seguinte vetor solugdo para o sistema
. [0.503235, 35.3525]
acima: A”l'-b=
[-3.6794, 30.10256]
Observe que o intervalo solucao calculado contém a solugao do sistema

acima citado.
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7 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou um estudo sobre resolucao de equagoes lineares
intervalares. Primeiramente foram descritos conceitos basicos para resolugao de
equagoes intervalares, definidos no espaco intervalar (/(R),+,-,C,=,, L), onde, de
acordo com as propriedades analisadas neste espaco concluiu-se que ele possui uma
estrutura semelhante a de um corpo. Com isto a resolugao de equagoes neste espago
intervalar pode ser encontrada analogamente a resolugao de equagoes reais no espaco
real. Foi determinado também a Férmula de Bascara Intervalar para resolugao da
Equagédo Quadratica Intervalar. Para obtengao da formula foi necessario a divisao
por casos, onde para cada caso foram apresentados sua féormula correspondente,

demonstragao e exemplos.

A fim de determinar graficamente a solugao 6tima, assim como analisar
a imagem de equacoes intervalares, foi feito a representacdo grafica de fungoes reais

ou intervalares, de argumentos reais ou intervalares.

Foram abordados alguns conceitos especificos do espago intervalar for-
mado por intervalos nao-regulares, bem como descritas algumas consideragoes im-
portantes, tais como utilizacao de intervalos nao-regulares na aplicagao de métodos

iterativos intervalares.

O capitulo 5 apresenta alguns métodos iterativos intervalares, titeis para
obtencao do intervalo solugao de equagoes intervalares. Para cada método iterativo
(Newton, Secante e Hibrido Intervalar) foram analisados suas vantagens e desvan-

tagens, bem como apresentados exemplos.

Por fim é realizado um estudo sobre resolucao de sistemas de equagoes
lineares intervalares, onde apresentou-se conceitos basicos a respeito do espaco in-
tervalar matricial, assim como alguns conceitos especificos deste espago, com a uti-

lizagao da Teoria das Aproximagoes Intervalares. Sao descritos métodos diretos para
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determinagao da solugao do sistema intervalar A - x = b, visto que isto é possivel

devido a existéncia dos elementos simétrico e inverso.

7.0.4 Sugestoes

Como idéias para novos estudos, sugere-se:

o determinacao de métodos iterativos para determinagao de solucoes com-

plexas para equagoes intervalares

e representagiao de intervalos de nimeros complexos para fungoes interva-

lares ou reais, de argumentos reais ou intervalares

e estudo da viabilidade da determinagao de métodos iterativos para calculo

de solugoes em I(R), assim como resolugao de sistemas de equagoes li-

neares e nao-lineares neste espago

e resolucao de sistemas de equagdes nao-lineares utilizando-se a Teoria das

Aproximagoes Intervalares
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ANEXO A-1 ESPACO INTERVALAR
EXTENDIDO

Os intervalos considerados no espago /(R) possuem o extremo inferior me-
nor(ou igual) que o extremo superior. Mas um método iterativo, como por exemplo
o Método de Newton, pode produzir como resultado um intervalo que nao pertence

ao espago I(R).

Com isto a extensdo do espaco intervalar I(R) torna-se util, visto que
um intervalo que nao é de Moore pode assumir um significado em outro espago
‘intervalar. Nesta extensao de I(R) sao considerados intervalos em que o extremo

inferior é maior que o superior.

A-1.1 Conceitos Basicos

Definigao 35:

Seja A =[a~,a*] € I(R),a",a* € R,com a~ < a*. O conju-

gado de A, representado por A e definido por 4 = [a—, a*] =

[aT,a~], é denotado intervalo nao-regular.

Definigao 36:

O conjunto I(R) = {A | A € I(R)} é o conjunto dos intervalos

nao regulares.

O conjunto H = I(R)U I(R) forma o espago intervalar extendido.

Definigao 37:
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I(R)

Figura A-1.1: Espago Intervalar Extendido

Vla=,a*] € H, [a~,at] = [a*,a"].

Defini¢ao 38:

VA, BEH,A=B —a =b" Aat =b".

Considerando a representacao do espaco intervalar apresentado no capitulo
3, tem-se que o espago intervalar extendido pode ser representado como na figura

A-1.1

Defini¢ao 39:

VA BeEH, ACBobt<atAa b

A-1.1.1 Propriedades de C

o reflexiva: AC A, VAe H
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e antissimétrica: ACBABCA—-A=B VA BeH

o transitiva: ACBABCC—-ACC

Teorema 14:

VA, BeH,ACB « ACB.

Demonstracao :
ACBeobt<atAa<b-«BCA
Teorema 15:

ACB—-VYzeR rCACBVACzCBVACBCz

Demonstragao :

1.Se AeR,entaioz CACB

2. SeAc I(R)VB € I(R), A C Bentdo b~ < a Va* < b*Va* < a™. Logo

JdreBtalqueb - <z<bt,a*<zr<a oqueresulta ACzCB

A-1.2 Operagoes Aritméticas

e Adicao

VA,Be H, A+ B =[a"+b-,a* + b*]
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e Subtragao
VA, Be HHA— B = A+ (-B), onde
VBe H,—B=[-bt—b]

e Multiplicagao

IR*UTR)'
IR)*UTR) UTR)' | [a7b™,a*b]
F [a=b*, a*b¥)
I(R)-UI(R)” [a=b*,a=b7]
F [a=b~,atb7]
F
I(R)*UTR) UTIR)" [a*b™, a*b*]
F [min{a~b*,a*b~}, maz{a~b",atb*}]
I(R)-UT(R) [a=b*,a=b-]
F 0
I(R)"UI(R)
IR)*UTR) UT(R) | [a*b,a"b"]
F [atb~,a"b7]
I(R)-UI(R)” [atbt,a"b7]
F [atbt, a=b+]
F
I(R)*UTR) UTR)" [a=b=, a"b*]
F 0
I(R)-UI(R)” [atbt,ath™]
F [maz{a=b~,a*b*}, min{a~b*, at b}

onde F'= {A |0 € A}
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F={Z|0e3)
Exemplos
[1,2] * [-3,-2] = [2(-3),1(-2)] = [-6, 2]
[—6,4] * [5,—8] =0
[7,—2] * [3, —9] = [maz{21,18}, min{—63,—6}] = [21, —63]

e Divisao

|

I(R)_{0} i

I(R){0} | Axy Ax A+

tI-il—-

T Ax B [—00, +o0] Ax

~

A*Il; A*Il? [—o0, +00]

sendo a inversao definida como 1/[a™,a*] =[1/a*,1/a"]
onde T={A|0€ AVa <at}

T={A|0€AVat<a}
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A-1.3 Interpretagao dos Intervalos
nao-regulares

A-1.3.1 A funcao Inversa

No espago intervalar (I(R),+,—,-) tem-se que as operagoes algébricas

+, —, - sao fechadas. O mesmo nao acontece com a divisao e a inversao.

Assim, nio seria possivel inverter o intervalo [—2,3] em I(R), visto que a

divisdo por zero nao esta definida.

Mas, no espaco intervalar I(R) esta inversao é possivel. De acordo com as
operacoes apresentadas em A-1.2 tem-se que —i—r = [L, —1], que é um intervalo
perag p q [=2,3] [3, 2], q

nao-regular.

A inversao é primeiramente definida em I(R)\{o}. Para A € I(R),0 ¢ A,

tem-se que ; = {3 | a € A}.

De maneira analoga quer-se definir a inversao de um intervalo A onde
0 € A. Assim a inversdao de um intervalo que contém o zero pode ser obtido como

mostra o grafico da funcao f(X) = %, representado em A-1.2.

Observe que o intervalo resultante da divisao por zero nao é constituido
por um unico intervalo, a solugao se apresenta como dois intervalos disjuntos. Para

este caso a solugdo é:(—oo,1/a"] e [1/a*,+00).

Com isto tem-se que para um intervalo A, onde 0 # A, a inversao esta
definida como 711- = [1/a*,1/a"] € I(R), onde 1/a* > 1/a~. O conjugado de 1/A é
entio 1/A =[1/a=,1/a*] € I(R)
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f(a"' )

f@ )

Figura A-1.2: f(z) =1/z
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A-1.3.2 Consideragoes sobre intervalos de I(R)

Um intervalo A = [a~,a*] onde a~ > a* pode entdo ser definido como
uma unido de intervalos infinitos, ou seja, (a7, a*] = (—o0,a*]U[a", +o0), onde

a” >at,

A aritmética de Kahan é uma das aritméticas intervalares desenvolvida
para intervalos infinitos. Esta aritmética possui operagoes aritmeéticas que permitem
a operagao com este tipo de intervalo. Como na Aritmética de Kahan muitos ca-
sos nao estao definidos, resultando assim no intervalo (—o0, +00), surgiram outras
aritméticas para intervalos infinitos, com o objetivo de definir casos que a Aritmética
de Kahan nao soluciona. Dentre estas aritméticas para intervalos infinitos estdo a

Aritmética de Kahan Extendida e a aritmética desenvolvidsa por Kaucher.

Em alguns casos as operagdes desenvolvidas por Kahan nao produzem
um resultado tao significativo quanto a aritmética descrita por Kaucher. Muitas
vezes o resultado obtido utilizando-se as operacoes da aritmética de Kahan pode ser

um intervalo ndo apropriado para método iterativos. Considere o exemplo abaixo:

Seja A = [2,1] = (—o0,1]U[2,40) e B = [0,0.5]. Para o célculo de
A * B utilizando-se a operacao * da aritmética de Kahan produz como resultado o
intervalo (—oo,+00). Este resultado nao é apropriado para utilizagio em métodos
iterativos, pois considerando a equagdo intervalar A = A *[0,0.5] + 1, tem-se que a
utilizagao do intervalo (—oo,+00) nio ird convergir para o ponto fixo A = [1,2], se
considerarmos o intervalo inicial Ag = [2,1]. Utilizando entao as operagdes descritas
em 773.177, tem-se que o intervalo resultante tem significado no desenvolvimento de

métodos iterativos, ou seja, Ay = [2,1]%[0,0.5] + 1 = [0,0.5] + 1 = [L, 1.5].
Mas, desta maneira obtemos A 2 A D A

I necessario entao estabelecer operagoes aritméticas para intervalos infi-

nitos que, além de produzirem um resultado significativo para desenvolvimentos de
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métodos iterativos, permita que a utilizagdo nestes métodos convirja para o ponto

fixo da equagio . Veja [KAUT3] para maiores detalhes.
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ANEXO A-2 FORMULAS DA EQUACAO
QUADRATICA INTERVALAR

AX?4+BX+C=0

A>0,B>0,0320 X‘E—B_vﬁz-MC

—2C
B ++vB*—-4AC

A<0,B>0,C<0|X;

A>0,B<0,C>0|X; —B+\/129;—-4AC

Il

X 2C
—B +VB? - 4AC

i P e
A>0,B<0,0<0|X = +\/32A4A>< (C)

2C

A<0,.BL0,C=20|X;
—B+/B? — 44 x~ (C)

—B —/B? — 44 x- (C)
24

A>0,B>0,C<0|X

A<0,B>0,C20| X, = —2C
B +/B* —= 44 x~ (C)

A<0,B<0,C<0 XIE_B+\/:2%2"4AC

Xg = 2C
—B++VB?—-4AC
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