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RESUMO 

0 objetivo deste trabalho e determinar a solucao de algumas equacoes de 

coeficientes intervalares. Este estudo utiliza uma Teoria das AproximacOes Interva-

lares, a qual foi descrita por [ACI91]. 

Nesta teoria a igualdade para intervalos e substituida pela relacao de 

aproximacio . Esta substituicao deve-se ao fato da igualdade utilizada na Teoria 

Classica dos Intervalos para resolucio de equa95es de coeficientes intervalares nao 

apresentar uma solucao satisfateria, visto que a soluck encontrada nao contem 

todas as solucoes das equagoes reais que compoe a equacao intervalar. 

Pela substituicao da igualdade intervalar por uma relacao de aproximacio 

é possivel determinar a solucao de equacoes de coeficientes intervalares, de maneira 

que esta solucao contenha todas as possIveis solucoes das equacoes reais pertencentes 

a equacao intervalar. 

Apresenta-se alguns conceitos basicos, bem como analisa-se algumas pro-

priedades no espaco solucao ( /(R), +, •, C, 1). Sao representadas graficamente 

diferentes tipos de funcoes neste espaco intervalar, corn os objetivos de obtencao 

da imagem, caracterizacao da soluc5,o e identificacio grafica da regiao de soluck 

(6tima e externa), para cada tipo de funcao 

Como a representacao de intervalos de /(R) esta determinada num semi-

plano de eixos X -  X+, onde X -  representa o extremo inferior de cada intervalo e 

X+ representa o extremo superior dos intervalos, apresenta-se o espaco intervalar 

estendido /(R). Neste espaco intervalar estao definidos os intervalos nao-regulares, 

representados no outro semi-piano de eixos X -  X+ Em /(R) ser5,o apresentados 

alguns conceitos fundamentals, assim como operacoes aritmeticas e algumas consi-

deracoes referentes aos intervalos nao-regulares. 

No espaco intervalar /(R) e possIvel resolver equaciies de coeficientes in-

tervalares de maneira analoga a resolucao de equacOes reais no espaco real, pois 
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este espago intervalar possui a estrutura semelhante a de urn corpo. Corn isto 

apresenta-se a solugao de equag5es de coeficientes intervalares lineares, obtida dire-

tamente, assim como determina-se a Formula de Bascara Intervalar para resolucao 

da Equagao Quadratica Intervalar. 

Para fur-10es que possuem grau maior que 2 apresenta-se alguns metodos 

iterativos intervalares, tais como o Metodo de Newton Intervalar, o Metodo da 

Secante Intervalar e o Metodo lifbrido Intervalar, que permitem a obtengao do 

intervalo solugao para funcOes intervalares. 

Por fim apresenta-se alguns conceitos basicos no espago intervalar matri-

cial M„,„(/(R)), bem como apresenta-se alguns metodos diretos para resolugao de 

sistemas de equagoes lineares intervalares. 

PALAVRAS-CHAVE: Aritmetica Intervalar, Matematica Computa-

cional, Intervalos 
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TITLE: "AN STUDY ABOUT SOLVING EQUATIONS OF INTERVAL COEF-

FICIENTS" 

ABSTRACT 

The aim of this work is to determine the solution set of some Equations 

of Interval Coefficients. The study use a Theory of Interval Approximation. The 

begining of this theory was described by [ACI91]. 

In this theory the equality for intervals is replaced by an approximation 

relation. When we make use of that relation to solve interval equations, it's possible 

to obtain an optimal solution, i.e., to get an interval solution that contain all of real 

solutions of the real equations envolved in the interval equation. 

By using the equality of Classical Interval Theory for solving interval 

equations we can not get an optimal solution, that is, the interval solution in the 

most of equations not consider some real solutions of real equations that belong to 

the interval equation. 

We present some basic concepts and analyse some properties at the in-

terval space (1(R), E, -a x , 1). Different kind of functions are showed in this 

space in order to obtain the range, the solution caracterization and the graphic 

identification of the optimal and external solution region, for each kind of function. 

The representation of intervals in /(R) is determined in a half plane of 

axes X - , X+, where X -  represent the lower endpoint and X+ represent the upper 

endpoint of the intervals. The nonregular intervals are defined in /(R), which are 

determined in an other half plane. In this interval space are presenting some specific 

concepts, as well as arithmetical operations and some remarks about nonregular 

intervals. 
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The interval space (1(R), +, •, C, Ex , 1) have a similar structure to a field, 

so it's possible to solve interval coefficients equations analogously as to solve real 

equations in the real space. We present the solution of linear interval equations and 

we determine an interval formula to solve square interval equation. 

We present some intervals iterated methods for functions that have degree 

greater than 2 that allow to get an interval solution of interval functions. 

Finally we show some basic concepts about the interval matrix space 

Af,„„(IR)) and present direct methods for the resolution of linear interval sistems. 

KEY-WORDS:Interval Arithmetic, Computacional Mathematic, Inter- 

vals 



1 INTRODUcA0 

A Matemitica Intervalar a uma teoria matemitica que tern por objetivo 

resolver problemas de exatidao e eficiencia decorrentes do use de metodos numericos 

baseados na aritmetica real. Corn isto torna-se importante determinar metodos 

computacionais que tornem os erros de arredondamento e truncamento tao pequenos 

quanto possiveis. Assim a propagacio do erro nos dados iniciais e a acumulacio dos 

erros de arredondamento podem entao ser controladas pela utilizacao da aritmetica 

intervalar. 

Corn esta aritmetica pode-se representar urn nilmero impreciso por urn 

intervalo que o contem. Assim, se uma equacao possuir algum coeficiente impreciso, 

tern-se que este coeficiente pode ser representado por urn intervalo, retangulo, etc ... 

Logo uma equagao que possui pelo menos urn coeficiente intervalar a uma equacao 

intervalar, onde a solucio e determinada pela resolucao de urn conjunto de equagoes 

reais. 

Se utilizarmos a aritmetica intervalar clissica para resolucao de equacoes 

intervalares, obteremos uma resposta que na maioria dos casos nao a satisfatOria. 

Pode-se citar como exemplo a equacio a + x = b, onde a E [1,5], b E [2, 9]. Para 

obtencao da solucao passaremos a considerar a equacao [1,5] + [x l , x2] -= [2, 9] e, de 

acordo corn as operaciies intervalares descritas por Moore, a solucao a x l  = 1 e x2  = 4, 

ou seja, o intervalo solucio [1, 4]. Este intervalo nao oferece uma boa solucao , visto 

que nao contem todas as possiveis solucOes reais envolvidas na equacao intervalar. 

Basta considerar que a equacao 1 + x = 9, cuja solucao é x = 8 nao pertence 

ao intervalo solucao . Este fato nao representa urn problema para a Teoria dos 

Intervalos descrita por Moore, pois este nao era o seu objetivo. Na teoria que sera 

desenvolvida aqui teremos como objetivo principal resolver equagoes intervalares, 

vistas como uma familia de equacoes reais. 
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Outro problema que surge pela utilizacao da aritmetica intervalar clissica 

que o intervalo solucao pode nao ser urn intervalo de Moore. Pode-se citar como 
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exemplo a equacao intervalar [3, 7] + [xi , x2 ] = [2, 5], onde xl  = —1 e x2  = —2. 

Observe que o intervalo solucao [-1, —2] possui o extremo inferior maior que o 

superior, enquanto que o intervalo solucio para esta equacEo e [-5, —2]. 

Isto nos leva a concluir que a algebra intervalar corn uma relacio de 

igualdade descrita por Moore nao e suficiente para resolver equacoes de coeficientes 

intervalares, quando se busca as suas possiveis solucoes reais. 

Devido a dificuldade de se calcular analiticamente a solucao de uma 

equacio de grau superior a 4, necessitamos de metodos iterativos que permita,m 

a obtencio de uma boa solucio . Porem na aritmetica intervalar classica nao exis-

tern metodos iterativos que possam ser aplicados diretamente a equacoes interva-

lares, visto que estes metodos se aplicam a equacoes reais, sendo que cads metodo 

iterativo inicia corn urn intervalo que contem a solucao para a funcao . 

Para resolucao de equacoes matriciais intervalares, ou seja, uma equacao 

Ax = b onde A E M„,„(I(R)) e uma matriz cujas componenetes sao intervalos e 

b E V„(/(R)) e urn vetor de componentes intervalares, tambem nab existem metodos 

que permitam a obtencao da solucao diretamente, devido ao fato da nao-existencia 

do inverso multiplicativo. 

E necessario entio uma aritmetica intervalar que alem de permitir a ob-

tencao de uma solucao satisfatOria para a equacao intervalar, tambem permita a 

obtencao da solucao por metodos iterativos, corn a garantia de que a solucio ob-

tida contenha todas as possiveis solucoes das equacOes reais envolvidas na equacao 

intervalar. Tal fato e verificado pela utilizacao de uma Teoria das Aproximacoes 

Intervalares, onde a igualdade classica e substitufda pela relacao de aproximacab . 

Nesta teoria tambem e possfvel resolver diretamente equacOes matriciais, visto que 

existe o inverso multiplicativo. 

Apresenta-se primeiramente alguns conceitos basicos a respeito do corpo 

dinamico (/(R), +,•, C, , 1), assim como analisa-se algumas propriedades validas 

neste espaco intervalar. 
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Em seguida faz-se um estudo sobre a representacao de funcOes reais e 

intervalares, de argumentos reais ou intervalares, a fim de analisar a imagem, ca-

racterizar a solucao e identificar graficamente as solucOes Otima e externa para cada 

tipo de funcao . 

No capitulo 3 apresenta-se a resolucao de equacOes lineares e nao-lineares 

(29  grau), corn o objetivo de determinar a soluck Otima por formulas fechadas. 

Como o espaco intervalar (I(R), -F, C, Er , 1) possui a estrutura semelhante a de 

urn corpo, existem os elementos inversos da adicao e multiplicack , sendo entao 

possivel isolar a variivel da equacao , obtendo assim uma solucao considerada Otima. 

Para determinacao da soluck Otima para a equagao quadritica intervalar utiliza-se 

a Formula de Bascara Intervalar, a qual utiliza operagoes standard e nao-standard, 

.dependendo de cada coeficiente intervalar da equacao 

Em seguida sao descritos os metodos iterativos de Newton, Secante e 

Hfbrido Intervalar para determinacao do intervalo solucao de equacoes intervala-

res. Para cada metodo serao analisadas suas vantagens e desvantagens, assim como 

apresentados exemplos. 

Ao final apresenta-se urn estudo a respeito do espaco matricial interva-

lar, onde serao consideradas matrizes e vetores de coeficientes intervalares. Serao 

descritos alguns conceitos bisicos ern M„,„(I(R)), assim como apresentados alguns 

metodos diretos para resoluck de sistemas de equacOes lineares intervalares. Neste 

espaco intervalar matricial sera utilizada a Teoria das AproximacOes Intervalares. 

No apendice sao analisadas alguns conceitos bisicos no espaco intervalar 

extendido, bem como sao descritas as operacOes aritmeticas. E analisado o intervalo 

resultante da divisao por um intervalo que contem o zero, sendo este definido como 

urn intervalo nao-regular. 
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2 TEORIA DAS APROXIMAOES 
INTERVALARES 

2.1 Nocoes Basicas em (/(R),+,—,•) 

Este capitulo esti baseado em [CLA91]. 

Definicao 1: 

Seja R o corpo dos numeros reais, cujos elementos serio de-

notados por a, b, x, y, z. Por intervalo A entenderemos 

A = [a - , a+] = {x I a -  x a+}. 

Definicao 2: 

0 conjunto de todos os intervalos sera denotado por 1(R) e 

seus elementos por A, B, C,..., X, Y, Z. Urn elemento x E R 

deixa-se representar em 1(R) na forma [x, xi e e dito intervalo 

pontual ou degenerado. Corn isto R C 1(R). 

Definicao 3: 

Dois intervalos A = [a - , a+] e B = [b- ,b+] sio iguais se vale a 

igualdade entre eles, de acordo corn teoria dos conjuntos, isto 

e,A=13-4=>Vx,xEA.#>xEB. 

Da definicio anterior temos A = B < 	> a -  = b -  A a+ = b+. 

Definicao 4: 
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A intersecao de dois intervalos X e Ye vazia (X Y = 0) se 

x -  > y+ ou y-  > x+. Se a interseck nao a vazia, entio a urn 

intervalo definido por X ()Y = [max {x -  , y - } , min {x+ , y+ }] . 

Definicao 5: 

Se Xr1 Y# 0 entao XU Ye urn intervalo dado por X U Y= 

[min{x -  , y- }, max {x+ , y+}1. 

Definicao 6: 

Sejam A e B intervalos sobre R, entio para * E 	—,•, } e 

0¢ B no caso da 	Entio A*B = {a*b I a E A, b E Bl. 

2.1.1 OperacOes Aritmeticas em 1(R) 

Sejam A, B E /(R), 

• Adicao 

A + B = [a-  + b-  , a+ + b+] 

• Inverso Aditivo 

—A =[—a+,—a - ] 

• Subtracao 

A — B = [a -  — b+ , a+ — b- ] 

• Multiplicacao 
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A• B = [min M, max M], onde M = {a - b - , a - b+, 	, a+ b+]} 

• Inveso Multiplicativo 

Se 0 t;t B, 

• Divisio 

A _ A.1 
E 	73-  

2.1.2 Propriedades da igualdade = em /(R) 

Sejam A, B, C E /(R). Entao valem: 

1. Comutatividade 

A+B=B+A 

A•B=B•A 

2. Associatividade 

(A + B) + C = A + (B + C) 

(A•B)•C = A(•B•C) 

3. Existencia elemento neutro 

3! 0 = [0, 0] E I (R),V A E I (R), A + 0 = A 

3! 1 = [1, 1] E I (R),V A E I (R), A • 1 = A 

4. Inexistencia elemento simetrico 

Dado um elemento arbitrario A = [a", 	E I (R), a-  a+, entao esse 

elemento nao possui elemento inverso em relacao a adicao e multiplicacio 

,poisOEA—A e 1E-1,0ft A. 
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5. Subdistributividade 

A•(B-I-C)CA•C-FA•C 

a(B C) = aB aC,VaER 

De acordo corn as propriedades acima, temos que (1(R), +, 	\) nap 

forma urn corpo, pois n5.0 existem os elementos simetricos da adicio e da multi-

plicacio 

Definicao 7: 

Sejam A = [a-  , a+], B = [b-  , b+] e /(R). Entio a no* de 

valor absoluto, distancia e diamentro e dado por: 

Distancia: d(A, B) = max{I a -  — 	I, I a+  — b +  

Valor Absoluto: I A I= mar {I a -  I, 1 a +  II 

Diametro: D(A) = a+ — a-  > 0 

2.2 Aspectos Basicos em [(ER). +. • 

2.2.1 Relacao 

Esta relacao a uma relacao de qualidade, utilizada para comparar duas 

informacOes Ela e definida como: 

ParaX,YE/(R),XEY<#.YCX. 

Assim, X C Y pode ser intuitivamente interpretado como Y informa 

mais(ou pelo menos o mesmo) que X a respeito de urn real contido em X e Y. 



Exemplo: 

Dada a cadeia [0, 5] E [3 1 4] E [3,3.5] E [3.1, 3.4] E ... tem-se que a 

mesma pode ser interpretada como uma cadeia de informagoes a respeito do nUmero 

Definicao 8: 

Uma relacao C sobre urn conjunto D diz-se uma ordem parcial 

se ela possuir as propriedades: 

• reflexiva: V x E D, x C x 

• antisimetrica: V x, y E D, xEyAyEx —) x = y 

• transitiva: V x, y, z D, x C y Ay z 	x C z 

Definicao 9: 

Urn conjunto D munido de uma ordem parcial a dito parcial-

mente ordenado. 

Definicao 10: 

Urn conjunto M e dirigido se e somente se M 0 e V x, y E M, 

3zEMtalquexEzeyEz. 

Definicao 11: 

Urn elemento x e supremo de M se e somente se V y E M, 

yEresezEDetalqueVtEM,tEzentaoxEz. 

Definicao 12: 

20 
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Uma ordem parcial completa (cpo) e urn conjunto parcial-

mente ordenado corn primeiro elemento I (isto é: 1C x, 

Vx E D) tal que todo subconjunto dirigido M tern supremo. 

Assim, um cpo a uma estrutura D = (D, C, 	onde todo M C D 

dirigido tern supremo em D. 

2.2.2 Relacao -= x  

Definicao 13 

Seja o cpo (I(R),g, 1). Diz-se que A, B E 1(R) esti() x-

relacionados, para x E R , e denota-se por A 	B se 

A az  B <#. A Ex eBC x, ou seja, A e B aproximam x. 

0 elemento indexador (x) pode ser visto como um numero nao exato, 

aproximado pelos intervalos A e B. Assim, quando nomeamos urn elemento A para 

a relacio na verdade estamos tratando de uma classe de intervalos que tem a 

propriedade x. 

Exemplo: 

Considerando a cadeia do exemplo anterior, tern-se que: 

[0, 5] 	[3,4], [0,5] 	[3.1,3.4], [3,3.5] -7-r.ri [3.1. 3.4] 

Dado urn cpo (7), C, 	1), a relacio X C Y. para X, Y E D e de 

qualidade, interpretada como " Y informa no minimo tanto quanto X a respeito de 

urn real contido em X e Y". Por outro lado, a relacio X 	Y, para X, Y E D e 
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interpretada como uma relacio de aproximagio , ou seja, X e Y sao aproximagoes 

para urn real x. 

2.2.3 Propriedades de (1(R), Ex) 

Teorema 1 

Seja 	 definida acima. Entio valem: 

reflexiva em relacio a x, isto é, 

V A E i(R),Vx E A, A Ex  A 

• az  a simetrica em relacao a x, ou seja, 

V A, B E I(R), A E z  B B E z  A 

• transitiva em relacio a x, isto é, 

V A, B, C E 4R), A B A B _=z  C A Ex  C 

Demonstracio : 

V x E A, vale A E x. Logo AExAACx A a z  A. Corn isto prova-se 

que E x  e reflexiva. 

VxEA,B,AE r 13 -)AExABCx -4BEsAACx--B x  A. 

Portanto a relagio a z  a antissimetrica. 

VxEA,B,C,AE z  BABE- i C —>(ACx ABCx)A(BC x ACC 

	

) ->AExACEx -+A.-7.x C. Logo conclui-se que a relacio 	transitiva. 

Logo por este teorema conclui-se que a relacao Ex  a uma relacao seme-

lhante a relacao de equivalencia. 

Teorema 2 
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Sejam A, B E 1(R) entao VA E A, 6 E B, A -A,8 B sss A= B. 

A EA05 B 4—> A EA BA A =',5 B 

Demonstracio 

VAEA,VSEB,AEA8BAC(SABEAAEBABEA4-*A= 

B 

Este teoremaestabelece uma relacao entre a relacao de aproximacao (E x ) 

e a igualdade de Moore (.) em 1(R). 

A lei da monotonicidade vale de acordo corn o teorema abaixo. 

Teorema 3 

Sejam A,B,C,D,E 1(R), x, yERe*E {+, — ,•,/} entao 

A—x BAC- y  D--> A*C- x , y  B*D, onde0¢ C na 

divisao. 

Demonstracao 

A_=„BACE y D —> (AExABEx)A(CEyADEy)--+A*CE 

x*yAB*DEx*y—il*CE---_, y B*D 

Teorema 4 

Seja (/(R), +, •, E, 	J_) como no teorema 1. Sao validas as 

seguintes propriedades: 

—AEBA A' E A —> A' E- B 

— 

—(A + B)(A — B) a-  A 2  — 
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- A • B = o  0 <#. A E0 0 V B E 0  0, isto é, nao existem divisores de 

zero. 

- Se A ?. 0, B 0, A E, B entio ±VA E±Nre ±f/-3 

2.2.4 Imagem e Avaliacao Intervalar de uma funcao real 

A inclusio da imagem de uma fun* desempenha na Teoria dos Inter-

valos urn papel muito importante, pois em geral o valor exato de uma funcao nao é 

conhecido. Deve-se observar que a utilizacao de intervalos possibilita de urn modo 

simples se obter inclusoes da imagem das quais se pode obter teoremas sobre a nio 

existencia de raizes a partir do fato dessas inclusoes da imagem nap conterem o valor 

zero. 

Definicao 14 

Seja f :DC R II continua e X C D. A imagem intervalar 

de f em X e dada por: 

If (X) := {f(x) x E X} =[min ZEX f(x), max zEx  f(x)] 

Teorema 5: 

Sejam /f(X) e f (X) definidas acima. Entio vale: 

11 (X) c f(X),Vx E X. 

Exemplo: 

Seja a funcao polinomial f(x)= 5x3  + 8/ 2  + 7r + 3 
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• a imagem de f (x) no intervalo [2,5] e dada por: 

If (X) = {5x 3  + 8x2  + 7x + 3 1 x E X} = [89,863] 

• uma avaliacao de f no intervalo [2,5] e dada por: 

f(X) = 5X 3  8X 2  + 7 X 3 = [89,863] 

Para esta fun* , if (X) = f (X), o que nao ocorre corn o exemplo abaixo. 

Exemplo: 

Para a funcio f (x) = x 2  — 4x + 2 nao monotonica no intervalo [-5, 10], 

tem-se que: 

• a imagem e dada por: 

([-5,10]) = {x 2  — 4x + 2 I —5 < x < 10} = [-18,142] 

• uma avaliacao intervalar de f em [-5, 10] pode ser dada por: 

f ([-5, 10]) = X X — 4X + 2 = [-38,142] 

Neste caso /f  (X) C f (X). 

Definicao 15: 

Seja f :D C R 	R continua e monOtona em um intervalo 

X C D. Entao If  = [min {f (x -  ), f (x+)}, max{f (x - ), f (x+)}]. 
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Em virtude da dificuldade de se calcular o valor da imagem de uma 

fun* num determinado intervalo, a possivel se definir cotas superiores deste con- 

junto substituindo-se as variaveis e constantes reais pelos componenetes intervalares, 

obtendo-se uma avaliacio intervalar que denota mos por f(X). 

Teorema 6 

Seja f:DCR —> R continua e X C D. Sejam fi (X) e f2 (X) 

duas avaliacoes da f em X, entao para todo i E If(X) vale 

ii(X) "=i f2(X). 

Demonstracao 

Seja If (X) = {f(x) x E X} a imagem intervalar de f em X. Sejam 

fi (X) e f2 (X) duas avaliagoes para (X). Como a avliacac• intervalar da funcao 

sempre maior ou igual a imagem intervalar num determinado intervalo, tern-se que: 

11 (X) C ii(x)Al f (x) C b(x) fi (x) C I1(X)Af 2 (X)C 	 if2 (X), 

para todo i E If(X) 

2.2.5 Propriedades Algebricas 

Teorema 7 

Seja o conjunto dos intervalos 1(R) corn as operacoes dadas 

em 2.1.1. Sejam A,B,C,D E 1(R). Entio vale: 

• Comutatividade da Adicao e Multiplicacao 

— A+Ba-,\B+A,VA=a+b,a€,4,6EB 
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—A • B 	B • A, VO--= a • b, V a E A,Vb E B 

• Distributividade 

—A+(B+C)a--A(A+B)+C,VA=a+b+c,aEA,bEB,cEC 

—A . (B • C) 	(A • B) • C,V0= a•b• c, a E A, b E B,c E C 

• Existencia de Elemento Neutro 

—30 := [0, 0], VA E /(R), Va E A tal que A + 0 E-. A 

—31 := [1,1], VA E /(R), Va E A tal que A • 1 E a  A 

• • Existencia Elemento Simetrico 

—V A E I(R), 3 A E I(R) tal que A — AE 0 0 

—VA E I (R), 0 g Ax tal que A . 1/A E i  1 

• Distributividade 

—A(B + C) 	AB + AC, = a(b + c), a E A,b E B,c E C 

Algumas consideracoes devem ser feitas a respeito deste teorema. 

• Muito embora os elementos neutro e inverso nao sejam unicos, eles saki 

equivalentes em relagio a -E, 

• As propriedades que as operacoes + e • de (1(R), +, •, E, 	possuem 

se assemelham as de urn corpo, por esse motivo denotaremos tal estrutura 

de corpo dindmico. 

Para resolucao de equacoes no corpo dinamico, temos que inicialmente 

caracterizar o que consideraremos como solucio 
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2.2.6 Caracterizacdo da Sobicao 

Definicao 16 

Dada uma equacio F(X) E y  Y e solucio Otima X, (ou sim-

plesmente solucao ) se o conjunto de todo x E X que satisfaz 

a equacao f (x) = y, pars y E Y. 

Chamaremos de solucio externa a qualquer X, E 1(R) tal que 

X, C X, e de soluc5o interna a qualquer 	E /(R) tal que 

C 

Exemplo 

Dada a equacio X — [2,7] = [1,4], a solucao Otima sera constituida pelo 

minimo e maxim° de cada uma das equacoes reais envolvidas na equagio intervalar. 

sendo que estas equagOes reais esti° limitadas pelos coeficientes intervalares. Deste 

modo, 

x-2=1 x-2=4 x-7=1 x-7=4 

x=3 x=6 x=8 x=11 

A solucao Otima entio a determinada pelo intervalo [3,11]. Qualquer 

intervalo que contenha ester solucio a considerado solucio externa. 
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3 REPRESENTA60 GRAFICA DE 
FUNOES 

Neste capitulo sera° consideradas funcoes reais e intervalares, onde estas 

podem assumir valores reais ou intervalares. Para cada tipo de funck sera apresen-

tado sua representacio grafica, assim como sera analisado sua imagem e sua solucao 

. Para cada tipo de funca,"o sera() identificados graficamente as solucoes Otima e 

externa. 

As funcOes se classificam em: 

• Funcio Real 
[:R —+ R 

f: /(R) 	F8 

• Funcio Intervalar 
f: R 	1(1) 

	

f: 1(11) 	/(R) 

3.1 Funcao Real de argumentos reais 

Definicao 17: 

A imagem de uma funcio f: R R e dada por: 

para x E R, f(x). y, y E R. 

Definicao 18: 

Dada uma funcio real f: R -> R, diz-se que x E R e solucao 

da funcao f se f(x) = 0. 



f(x) 

x 

Figura 3.1: f(x) = e 

Exemplo: 

A representagao da fur-Ica° f (x) = ex e como na figura 3.1. 

3.2 Funcao Real de Argumentos Intervalares 

3.2.1 Representacao de Intervalos 

Urn intervalo X E /(R), X = [x - 	onde x -  < x+ pode ser consi- 

derado como urn ntimero representado por urn par ordenado (x - , x+), onde para 

intervalos de /(R) tern-se que x -  < x+. 

Corn isto torna-se possivel representar intervalos no piano R 2 , onde con-

sidera-se o isomorfismo L : 1(R) —> R 2 , L : [a, b] -+ (a, b) E R 2 , a < b. 

Assim, o elemento inferior de cada intervalo fica representado no eixo 

das ordenadas, enquanto o elemento superior fica representado no eixo das abcissas. 

Tern-se entao o piano X -  X+. 

30 
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Figura 3.2: dominio intervalar 

Como o dominio de representacao de intervalos de /(R) e constituido de 

todos os pontos (x - , x+) E R2 , cujas coordenadas satisfazem a desigualdade x -  < x÷ 

e, como o grafico de qualquer desigualdade em 11 2  a urn semiplano, tern-se que este 

semiplano e formado por todos os pontos que estao acima da reta = x+ 

Logo o dominio de representacio de intervalos de /(R) e o semiplano 

marcado na figura 3.2. 

3.2.2 Representagdo de f: I(R) -> R 

Se uma funcao real que assume argumentos intervalares possui imagem 

real, entao esta func5A3 ao tomar urn intervalo como argumento opera em geral corn 

os extremos deste intervalo na funcao 

Pode-se citar como exemplo as func5es : 

• D(X) = x+ — 	, que calcula o diametro do intervalo 
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• m(X) = x+ x-  , que calcula o ponto medio do intervalo 

• f (X) = max{1x - 1,1x+1} que determina o modulo do intervalo 

• f (X) = 
x -  x+ se 0 < m(X) 

X + X - c.c 

• f(X) = 5x -  — 2x+ 

3.2.3 Determinacao da Imagem 

Para este tipo de funcio considera-se o isomorfismo F : R 2 	R, F : 

(a, b) x, onde a b e f(a, b) = x. Corn isto a imagem da funcio num intervalo 

determinada pela projecao do intervalo(representado no piano R 2 ) neste piano. 

Definicao 19: 

A imagem de uma fungi() f: I (R) R é dada por: 

para X E I(R), f (X) = y, y E R. 

Definicao 20: 

A solucao da funcio f: I (R) —> R e dada pelo(s) intervalo(s) 

X E /(R) tal que f (X) = 0 = [0,0]. 

Exemplo 

1. f (X) = x+ — x - . 0 grafico esta representado na figura 3.3. 
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Figura 3.3: f (X) = x+ — 

3.3 Fungdo Intervalar de Argumentos Reais 

3.3.1 Caracterizagdo de fungOes de coeficientes intervalares 

f : R 	/(R) a uma fungi° que possui pelo menos urn coeficiente inter- 

valar, pois caso contrario seria uma funcao do tipo f : 	R. Corn isto, tern-se 

que uma funcio de coeficientes intervalares determina uma infinidade de fungoes de 

coeficientes reais, onde para cada valor do coeficiente intervalar da funcao tern-se 

determinado uma equacio real. 

Exemplificando, para a fungi° intervalar F(x) 	[1,4]x, tern-se que a 

mesma a constituida por urn conjunto de infinitas funcoes reais, onde F(x) = {A x I 

VA E [1,4],A E R). 
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Associando para cada coeficiente intervalar um indice na funcio , tern-se 

que a funcio acima pode ser representada como: FA(x) = {fa (x) lb/a E Al. Corn 

esta representacio tem-se que fa  e uma fun* real, onde o coeficiente real a varia 

conforme o coeficiente intervalar A da fun* f . 

Exemplo 

A funcio F(x) = [2,9]x 2  + [5,12]x pode ser representada por: 

fAa(x) = fiab(x) = ax 2  + bx I a E A, b E B.A= [2,9], B = [5,12]}. 

3.3.2 Determinacao da Imagem 

Definicao 21: 

Uma funcio f : R —> 1(R), representada por onde 

A,B,C,D,... Sao os coeficientes intervalares da funcao possui 

imagem definida por: para x E R. 

= [ Min fa.b.,,d,...(x),max 

onde a E A,b E B,c E C, d E D, . . . 

3.3.3 Representacao da funcao em R 2  

Corn a definicao acima conclui-se que o grafico de uma funcao f : R —> 

/(R) determina uma faixa de funcoes de coeficientes reais, sendo limitada por duas 

funciies reais g ,v : R R. 

Exemplo 



f(a) 

a 
X 

Figura 3.4: f (x) = [1,4]x + 1 

Seja a funcao definida por f (x) = [1,4]x + 1. 0 grafico desta funcio 

como na figura 3.4. 

3.3.4 Representacao da funcao em R 3  

Urn mimero real x E R identifica-se corn urn intervalo degenerado [x, x] E 

1(R). Corn isto, se considerarmos apenas os intervalos degenerados, tern-se que a 

funcao f: R 1(R) a um caso particular da funcao f: 1(R) 1(R). 

Se quisessemos representar a funcao f : R 	1(R) como f : 1(R) 

1(R), considerando-se apenas os intervalos pontuais, tern-se que o dominio de repre- 

sentagao da funcao estgobre a reta x -  = x+. A funcao determina entao urn piano 
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;36 

-9 

-32 

X= 

-1 0 
	

0 
	

10 

Figura 3.5: representacao de F em R3  

ortogonal a reta do dominio de representacao de intervalos, como mostra o grafico 

da figura 3.5 

3.3.5 Conceitos Basicos 

Definicao 22: 

Uma funcao f: R 	/(R) a limitada pelas funcoes continuos 

R 	R, onde g,g nao sao necessariamente diferenciaveis 

se Vx E D C R, f(x) E [9(x)19(x)]• 

Definicao 23: 
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intervalo solucao de uma fun* intervalar de argumen-

tos reais e determinado pelo conjunto 2 = 	R I 0  e 
[g(x),g(x)11, onde g , g : R 	sao as funcoes reais que limi- 

tam a funcio intervalar. 

Observacoes : 

• 0 intervalo solugio de uma fungi° intervalar, limitada pelas fungoes reais 

g, -g-  que possuir a propriedade: 

(g(x - ) = 0 A g(x - ) 0 A g(x+) < 0 A g(X+)= 0) 

ou (V(x - ) = 0 A g(x - ) < 0 A V(r+) 0 A g(X+) = 0) 

é considerado solugio Otima para a fungi° intervalar, para urn determi-

nado X E /(R), X = [x - , x+] 

• As condigiies acima estabelecidas para determinagio da soluga° citima de 

fungoes f: R -> I(R) podem tambem ser substituidas por: para X E /(R), 

X = [x, x+], 

(g(x - ) = [0,a], a > 0) A (g(x+) = [/j,O], < 0) ou 

(g(x) = [#, 0], < 0) A (g(x + ) = [0, 4 a > 0) 

Definigio 24: 

Sejam 11,g : R 	fungoes continuos que limitam uma regiao 

em R 2  determinada pela fungi° f : R —> /(R). Se V xi , x2  E 

D C R tivermos: 

• x1  < x2 = g(xi ) < g(x2 ) A g(x1) < y(x2) entao f e crescente em D. 

• x1  < x2 	g(x1 ) < g(x2) A 	< g(x2 ) entao f e nao-decrescente em D 

• x1  < x2 = g(xi ) > g(s2 ) A g(x1) > g(x2 ) entao f e decrescente em D 
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• x1  < x2  = g(x 1 ) i g(x2 ) A 7g(x 1 ) g(x2 ) entao f e nio-crescente em D 

Definicao 25: 

Se uma fun* f: R --+ /(R) e de qualquer um dos tipos des-

critos acima entio a fun* e monotona. 

Definicao 26: Condicao de Lipschitz Intervalar 

Seja uma funcao f: 	/(R) continua e moncitona, limitada 

pelas funcOes reais g, g. As funcoes g, g satisfazem a Condigio 

de Lipschitz Intervalar se: 

Vx - ,x+ E X C /(R), 

g(x) — g(x+) E 	— x +) 

Nx)—V(x + ) E M(x -  — x +) 

onde M = 	, m+] 

A Condicao de Lipschitz Intervalar e suficiente para os metodos inter-

valares, nao sendo necessario exigir que as funcoes g, g sejam continuamente dife-

renciaveis. Para funcoes continuamente diferenciaveis tern-se que 0 M = 

visto que f e monOtona crescente ou decrescente. 

Teorema 8: 

Se as funcoes reais e continuas que limitam uma funcao Inter- 

valar satisfazem a Condicao de Lipschitz Intervalar, onde em 

urn dominio D C R a inversa da derivada de f esta limitada 
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Figura 3.6: f(x). [1,6]x 2  -I- 	 12]x — [2,10] 

pelos extremos do intervalo M, entio f possui no miximo uma 

solucao em D. 

Demonstracao : 

Sejam X, Y C /(R), X (1 Y = 0 duas solucoes de f em D. 

Assim, para 	E X, y-  E Y, 

g(x - ) — g(y - ) = 0 = M(x -  — y- ). Como M# 0, 	= y- . 

De modo analog° conclui-se que x+ = y+. Logo X = Y. 

3.3.6 Exemplos 

1. f (x) =- [1, 6] x 2  + [8, 121x — [2, 10]. 0 grifico desta funcao esti representado 

na figura 3.6. 

2. f(x) = x 3  - [2, 4]x 2  — [5, 	— [1, 2]. Na figura 3.7 tern-se representado o 

grifico desta funcio 



f(x 
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-1.59 -c 15 3.5 5.3 

x 

Figura 3.7: f (x) = x 3  — [2, 4]x 2  — [5, 7]x — [1, 2] 

3.4 Funcao Intervalar de Argumentos 
Intervalares 

Uma funcio intervalar que assume argumentos intervalares a uma funcio 

do tipo f: I (R) 	gR). As funcoes deste tipo classificam-se em dois grupos: 

—funcoes que possuem todos os coeficientes reais 

—funcoes que possuem pelo menos urn coeficiente intervalar 

3.4.1 Funcao Intervalar de Coeficientes Reais 

Para as funcoes que possuem todos os coeficientes reais tern-se que a ima-

gem da funcio num intervalo de I(R) e dada pelos minim° e maxim° da avaliacio 

de cada valor real pertencente ao argumento intervalar, conforme definicao abaixo: 

para X E I (R), 
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F(X) = {f(x) I x E XI = [ minzE xf (x), maxzexf  (x) 

3.4.2 Representacao grafica 

Como os argumentos sao intervalos, e como estes estao representados no 

piano R2 , a fungi° f: /(R) —> /(R) pode ser representada no espaco R 3 . 0 grafico 

para este tipo de funcio é forma/do entio por uma regiao limitada inferiormente e 

superiormente. Desta maneira, a projecao de cada par ordenado de R 2  na regiao 

determinada pela funcao a urn intervalo. 

Definicao 27: 

Seja f : I (R) 	/(R) uma funcio intervalar limitada pelas 

funcoes continuas g,798 : /(R) 	R, onde g , g nao sao ne- 

cessariamente diferenciiveis. Tem-se que VX E DC I(R), 

f (X) E [g(X):§(X)]. 

Considere o grafico representado na figura 3.8. A regiao determinada 

pela funcio a limitada por dois pianos, onde os pontos de intersecio destes dois 

pianos estao sobre a reta Y = X + 3 quando esta assume intervalos degenerados. 

Logo conclui-se que a imagem de intervalos degenerados a formada por um intervalo 

degenerado. 



Figura 3.8: f (X) = X + 3 

1 0 
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-3 

Figura 3.9: solucio Otima de f (X) = X + 3 

3.4.3 Determinacao da Solucao Otima 

A solucio otima para este tipo de funcao e formada por urn intervalo 

X E I(R) que satisfaz f (X) = 0 = [0, 0], visto que esta condicao a possivel de ser 

obtida, pois a funcao possui todos os coeficientes reais. Mas, para que a imagem 

de um intervalo seja constituida por urn intervalo degenerado, a necessario que o 

argumento intervalar tambem seja degenerado. 

Conclui-se portanto que, para uma funcao do tipo f : I(R) 	I(R) que 

possui todos os coeficientes reais, a solucao Otima e determinada por urn intervalo 

degenerado. Assim a solucio Otima esta na reta 	= x+. 

Se considerarmos na funcao f (X) = X + 3 apenas o semiplano formado 

por elementos de I(R) e, se tomarmos apenas os intervalos cuja imagem contem 

o valor zero, ao projetarmos a regiao formada por todos estes intervalos no piano 

X - X+, temos que o conjunto de todos os intervalos que solucionam esta equacao 

esta limitado pelas retas x -  = —3 e x+ = —3. A representacao da solucao para a 

funcio f (X) = X + 3 e como no grafico da figura 3.9. 
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Como o conjunto de todos os intervalos que solucionam a funcao a limi-

tado por dual retas, o ponto de intersegio destas retas ester em x -  = x+. Este ponto 

de intersecio das retas determina a soluck Otima. 

Observe que qualquer valor que ester no interior da regiao limitada pelas 

retas x -  = -3 e x+ = -3 a sal* externa. 

Observacao 

Para as fungoes intervalares de coeficientes reais que possuirem 

mais de uma solucao , tern-se representados tantos pianos 

quantos forem o mimero de solucees da funcio . A intersecao 

destes planos a interpretada como o conjunto de solugoes que 

contem mais de uma solucao para a funcio Em 3.10 a solucao 

Otima para a fungi° f(X) = X 2 +2X -3 ester determinaa pelos 

intervalos degenerados [-2, -2] e [2, 2]. Observe que o piano 

limitado pelas retas x+ = 2 e x -  = -2 e o conjunto intersecio 

dos dois pianos. 

Exemplos 

0 grifico da funcao f(x) = x 2  ester representado na figura 3.11. Na figura 

3.12 ester representado o conjunto de todos os intervalos que solucionam esta fungi() 



- 	 - 	 • 

• 	••1 	- 	• i• 

- 	 - 	- 

	

-; - •    	

X . 

2 

-2 
2 

-2 

Figura 3.10: Solucio de f(X) = X 2  + 2X — 3 

3.4.4 Funcao de Coeficientes Intervalares 

3.4.5 Determinacdo da Imagem 

Para as funcoes que possuem pelo menos urn coeficiente intervalar tem-se 

que a imagem a determinada pelo minimo e maximo de cada avaliacio real realizada, 

considerando que esta avaliacio real é obtida conforme cada valor real pertencente 

ao coeficiente intervalar da funcio e obtida tambem conforme cada valor real do 

argumento intervalar. 

Como a funcio f: I(R) —> I(R) considerada neste caso possui pelo me-

nos urn coeficiente intervalar, esta funcio pode ser representada por fA , B , c ,..., onde 

A, B, C, . E I(R). A imagem da funcio num intervalo de 1(R) e obtida ao to-

marmos o mfnimo e o maxim° de cada avaliacao real, onde esta avaliacio assume 

valores reais que variam conforme o coeficiente intervalar da funcao e varia conforme 

o argumento intervalar. 

45 
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Figura 3.11: f(x) = .1.2 
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x 

Figura 3.12: Representacio da solucio de (x) = x 2  

Assim, tern-se que a imagem esti determinada por: para X E I (R), 

fA,B,c,...(X)= [ min.Ex fa,o,c,...(x),max.Ex 

onde a E A, bE B,c E C, 

3.4.6 Representacao grafica 

A representacio grifica deste tipo de funcao tambem a uma regiao em 

R 3 , limitada neste caso por tres pianos: urn piano superior, urn piano inferior e pelo 

piano formado pela substituicao de intervalos degenerados na fungi° . Corn isto a 

definicao 22 tambem e valida para este caso. 

0 grafico da funcio f (X) = X + [1,5] esti representado na figura 3.13. 



Figura 3.13: f (X) = X + [1, 5] 

0 1 0 
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x 	 .X = X 

x 

-5 

Figura 3.14: solucao Otima def(X) = X + [1,5] 

3.4.7 Determinacao da solucao Otima 

A solucao Otima para este tipo de funcio a formada por urn intervalo 

X E /(R) que satisfaz a condick f(X) 0. Como a funcao possui pelo menos 

urn coeficiente intervalar, a condicao f(X) = [0,0] nk sera satisfeita, visto que na 

igualdade intervalar, 0 E A — A e pela relack de aproximacio , 0 E A — A. 

Como no caso anterior, tomaremos no grafico da funcao f(X) = X +[1, 5], 

representado na figura 3.13, apenas os intervalos cuja imagem contem o valor zero. 

Pela projeck da regiao formada por todos estes intervalos, temos que o 

conjunto dos intervalos que solucionam a funcio e formado por urn piano limitado 

pelas retas x -  = —5 e pela reta x+ = —1, considerando-se apenas os intervalos X 

de I(R). Veja o grafico da figura 3.14. 

Em 3.14, a regrao marcada possui todos os intervalos que solucionam a 

equacio . Corn isto a solucio Otima deve conter os valores —5 e —1, pois caso 

contrario flax) contem todas as possiveis solucoes reais. Mas, dentre todos os inter-

valos que possuem os valores —5 e —1, devemos tomar o menor deles, pois assim 

UFRGS 
INSTITUTO - 

BIBLIOTECA 
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X 
	 = x 

-2 

x 
-1 

solucao 

interna 

-5 

Figura 3.15: caracterizacio das solucOes de f (x) = X + [1,5] 

fica garantido que a solucao (Alma contem somente as solucoes das equaciies reais 

envolvidas na equacio intervalar. Logo o intervalo da solucao Otima procurado e o 

intervalo [-5, —1]. 

Assim, todo intervalo que contem a solucao [-5, —1] e solucio externa e, 

todo intervalo que contiver apenas urn dos valores —5 ou —1, ou que nao possuir 

estes valores mas cuja imagem contem o valor zero a considerado solucao interna. 

Os tipos de solucao da funcio f (x) = X + [1,5] estio representados na figura 3.15. 

3.4.8 Exemplos 

0 grafico da funcao f (X) = [1, 2]X + [4,7] esta representado na figura 

solucao 
extema 

solucao 

interna 

3.16. 
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-16 

x 

27 

14 

5( 
10 

-10 
	 0 	10 

Figura 3.16: solucao de f (X) = [1, 2]X + [4, 7] 
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4 RESOLUO0 DE EQUAOES DE 
COEFICIENTES INTERVALARES 

4.1 ResoInca° de EquaciSes Lineares de 
Coeficientes Intervalares 

Como o espacco intervalar (/(R), +, C, 	possui uma estrutura se- 

melhante a de urn corpo, e possivel isolar a variavel da equacao intervalar, visto que 

existem os elementos neutro e inverso. 

A solucao de uma equack intervalar linear obtida diretamente a consi-

derada otiina , ou seja, a solucao contain somente toda a familia de equacoes reais 

envolvidas na equacao intervalar. 

Como o intervalo solucao X e determinado pelo minimo e maxima da 

solucao de cada equacao real envolvida na equacio intervalar, tem-se que a solucio 

Otima sera determinada conforme a condicao abaixo: 

Urn intervalo X e solucio Otima para uma funcio de coeficien-

tes intervalares se: 

f (x - ) 0 A f (x+) < 0 ou f (x - ) < 0 A f (x+) ?, 0. 

Sera° apresentadas para cada equacao a sua solucio , assim como exem-

plos e sua representacao grafica. 

4.1.1 Equacao : A-FX B 

• Formula: X EB— A 

• Demonstragao : 
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Como o intervalo solucao X e determinado pelo minim° e maxim° da 

solucio de cada equacao real envolvida na equacio intervalar, tern-se que 

a solucio (Alma sera encontrada conforme ObservagOes no capitulo 3, 

folha 38. 

Se X E B - A entio X E [b-  - a+, b+ - a- ]. Substituindo-se urn dos 

extremos desta solugao na equacao , temos: 

Y E A+x -  -B 

[a-  , a+] + (b - a+) - [b-  , b+] 

[a-  + b-  - a+ - b+ , a+ + - a+ - b- ] 

[a-  - a+ + 	- b+ , 0] 

[b, 0], S E R,6 < 0 

e, pela substituicao do outro extremo do intervalo: 

Y E A+x+-B 

[a-  a+] + (b+ - a) - [b , b+] 

[a + b+ - a-  - b+ , a+ + b+ - a-  - b - ] 

[0, a+ - a-  + b+ - b- ] 

[0,5],6 E R,b> 0 

Logo a solugao X e Otima. 

• Exemplo: 

[2, 7] + X E [-2, 4] 

X --a-  [-2, 4] - [2,7] 
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X E- [-9,2] 

4.1.2 Equacao : AX+BEC 

• Formula: X ,OcIA 

• Demonstragao 

Tern-se que X = [min {a}, max {a}], 

onde a — + b+)  5 ( 	 b  + ) ( c+  b ) ( c+  b- )  

a 	a- 	' 	a+ 	' 	a  

Considerando-se os casos em que A > 0 e A < 0, tern-se: 

4.1.2.1 Caso: A > 0 (a-  > 0) 

a) Se 0 E C—B, a soluca° a formada pelo intervalo {
- 

b+) ( c+ b-)  1 , 

	

a 	' 	a- 	J 
onde 	b+)  < 0 e (c+  b-  )  > 0 . 

a - 	 a 

Assim, substituindo-se urn dos extremos da solugio na equaca° , otemos: 

Y 	Ax + B — C 

[a, al • ( (C a— b+)  + [b b] — [c 

{ a+  (c-  — b+) 	 (c -  b+ )  

	

+ 	c+, a - 	a _ 	+ 6+ — 

E [6,0]; S E R, b < 0 

De maneira aniloga, se substituirmos o outro extremo do intervalo na 

equacio obtemos que Y -7= [0,4 b E R, b > 0 
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b) Se C — B < 0, a solucio fica determinada por [ 	b+)  (c+a+ 
 b
- )  1 
 J 

onde (c 
 a 

 b+)  < 0 e (c+ 
 a

—+"  < 0 

A demonstracio deste caso é analoga ao caso anterior. 

c) Se C — B > 0, tern-se que [ 	
a+  b

+ ) (c+ 
a- 

b)  I onde 
L 

) 

(c  a 	
(ei-

-+ b±)  > 0 e 	a_
b- 

 ' > 0. 

Na substituic"ao de urn extremo do intervalo solucio na equacio , obtere- 

mos: 

Y E Ax - +B—C 

E[a a+] • ( (c —)  
a+ bt 	[b- b+] 

+ b-  c+, a- 	b+)  [ a+ (c
a+

b+)  
a+ 	+ b+  c- 

[8,45 ER,8 <0 

De maneira analoga, se substituirmos o outro extremo do intervalo na 

equacao obteremos que Y [#,0], # E R, # > 0. 

4.1.2.2 Caso: A < 0 (a+ < 0) 

a) Se 0 E C — B, a solucao fica determinada pelo intervalo 
[ (c+ — b) 

 ' 	a+ 	 a+ 
(c-  — b+)  onde (c+  a+ 

b)  < 0 e (c-  — b+)  > 0. 
a+  

A demonstracio segue analogamente ao caso anterior. 



56 

b) Se C — B < 0 entio tern-se [ (c+ 
a- 

 b) (e- 
a+  b

+ ) 	onde 

(c+ b)  > 0 e 	—b+)  
a- 	

>0 

A demonstracio e analoga ao caso a) 

c) Se C — B > 0 a solugao e dada por [ 

onde (C+ 
:+

b)  < O e (c- b+)  < O. 

(c+ — b - ) (c-  — b+)  
a+ 	' 	a- 

Logo a solucio X apresentada a Otima. 

• Exemplo: 

[-4, -1] • X + [2, 7] 

[-4, -1] • X 

E 

E- 

[-6,9] 

[-13, 7] 

[-7, 13] 

Observagio : 

No artigo "The Solution of an Interval Equation", Bert (ver [BER69]) 

resolve esta equacio utilizando a Teoria Clissica dos Intervalos, a qual ester repre-

sentada abaixo. Embora a solucio encontrada por Bert seja uma solucio corn mais 

significado do que a simples resolucao da equagio utilizando operacOes aritmeticas 

da Teoria Classica dos Intervalos, esta solucao tambem nio contem todas as possiveis 

solucoes . Tal fato e verificado no exemplo abaixo: 

Para a equacio [-4, —3]X + [1, 2] = [7,8], tern-se: 

• pela Teoria Clissica dos Intervalos a solucao e determinada pelas equaciies 

—4x + 1 = 7 —3x + 2 = 8 
reais 

x = —1.5 	x = —2 

cujo intervalo solucio e X = [-1.5, 2], que nio e urn intervalo de Moore 
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• pela solucio apresentada por Bert: 

como a -  < a+ < 0, a solucao é: X = I c+ b +  c— 	L — b —  1 — 8  —  2 7  —  1  1 
a + ' 	a 	J 	3 	—4 J 

= [-2, - 1.5] 

• pela Teoria das Aproximacoes Intervalares: 

[-4, -3]X E [5, 7] 

X E [-7/3, -5/4] 

X a-  [-2.333.., -1.25] 

Observe que a solugao encontrada por Bert nao considera por exemplo a 

equack real -4x + 2 = 7, cuja solugio e x = -1.25 

4.1.3 Equacao : AX BX C 

• Formula: X -
(A  C 

 
-F B) 

• Demonstragao 

Tem-se que X -a [min {a}, max{a}], 

c+ 	 c+  onde a = 	 
{ ( a-c+- b- ) ' (a+ + b+)' (a+ + b+)' (a-  + b- ) J• 

Para esta equacio terns os seguintes possiveis casos: 

4.1.3.1 Caso: A d-B >0 e C >0 

c- 
b )' (- + 

c+  Para este caso, temos que a soluck dada por [ (a- 	(
a 
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Assim, substituindo-se um dos extremos da solugio na equacao otemos: 

Y E (A + B)x — C 

[a + b-  , 	+ 	(a++ b+) 	[c , c+] 

	

= I (a-  + b-  )c -  c+  (a+ b+)c- 	1 
[ (a+ 	b) 	' (a+ 	b) 

[8,0],5E R 7 5 < 0 

e, pela substituicao do outro extremo do intervalo: 

Y :a (A + B)x — C 

[a-  + b-  , a+ + b+] a_C++  b _  

	

r  (a + b-  )c+ 	+ (a+ + b+)c+ _ 1 

	

[ (a-  + b- ) 	c ' (a-  + b- ) 	c  

[0,6],SER,S>0 

4.1.3.2 Caso: A+B>OeC<0 

c+  Neste caso, [min{a} , max {a}] — (a_ c+ 	(a+ + b+)1• 

Com a substituicao de um extremo da solugao na equacao obtemos 

Y —= (A + B)x — C 

[a-  + b -  , a+ + b+] a_c+-  b_ 	[c,c+] 

	

_ r  (a+ + b+)c- 	(a-  + b-  )c - 	_ 
- 	 (a-  + b- ) 	c  ' (a-  + b- ) 	c  J 
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E [6,0],6E 01,6<0 

Pela substituicao do outro extremo do intervalo solucao na equagio ot)- 

teremos o intervalo Y [0, 	# E R, Q > 0. 

4.1.3.3 Co;a 	A+B>0e0Eint(C) 

c-  	c+  Para este caso tem-se que [min {a} , max {a}] — [ 
a -  + b-  a-  + b-  ]• 

Este caso a analog° ao caso anterior. 

4.1.3.4 Caso: A+B<OeC<0 

c+ 	c- Temos para este caso que [min {a}, max {a}] — [ 
a-  + b-  a+ + b+ i• 

A demonstracio segue analogamente ao caso 1. 

4.1.3.5 Caso: A+B <0 e C >0 

Tern-se que neste caso [min {a}, max {a}] — [   
a 	a- 

c  
-+77) + b - 

A demonstrack é de maneira analoga ao caso 2. 

4.1.3.6 Caso: Ad-B< 0 e 0 E int(C) 

Para este caso, [min{a}, max{a}] = [ 7 c+ 	c- 
+-7F a+ + b+ ]' 

A demonstracio segue analogamente aos casos anteriores. 
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Logo a solucio apresentada X A + B e Otima. 

• Exemplo: 

[4, 9]X [-2, 1]X E [-2, 5] 

[2,10]X [-2, 5] 

X E [-1, 2.5] 

4.1.4 Equacab : AX B CX D 

• Formula: X = 	 

• Demonstragao 

Tern-se que X [min{a}, max {a}], 

(d - b- )  onde a = 
(d  
(a 	

b 
(a+  - c- )

) 
  ' (a-  - 

b 
 c+)' (a+ - 

b 
c- )' (a-+  - c+) } • 

4.1.4.1 Caso: A - C > 0 

Se OED-B a solugao e dada por b+  
- 	

d 	
• 

b 
a - ' a-  - c  

Assim, substituindo-se urn dos extremos da solucao na equacao , otemos: 

Y 	(A - C)X - (D - B) 

	

= [a-  - c+  , a+  - c- ] 	 - [d"." - b+ , d+ - 

	

[ (a+  a_ \ (d -  - b ++) 	(a_ c+\ (d- 	d_ b+) ] 

	

) (a - c ) 	 ) (a-  - c+) 



=== [(5,0],608,6<0 

e, pela substituicao do outro extremo do intervalo: 

Y r... [a- — ct ,  at — c-] ( d+ 
— 
- b

+ 
 ) - 	[d

- - 

bi- , d+ 
- 

b - ] 
) 

[ (a -  — 
c+) 	— bc-+ 	(d+ b-  ) 1  ((ad  _4-  _ bc+)) 	(d-  — b+) ] 

..a. [048 ER,8 > 0 

Se D—B < 0 tem-se que o intervalo solucio e dado por [ d - b + d+  — b - 
' a 

A demonstracio dente caso é analoga ao caso anterior. 

(d — b+) (d+ — b - )  1 Se D — B > 0 a solucio é dada por [ (a+  _  al 
 (a -  — 

 a+) j  

A demonstracao é analoga ao caso anterior. 

4.1.4.2 Caso: A — C < 0 

Se 0 E D — B, [minfahmaxfall = [ d+ - 6: d+  b+  1 .  
a — c a+ — c-  J 

Para este caso, a substituicao de urn dos extremos da solucio 

na equacio é como: 

Y E (A — C)X — (D — B) 

-m- 

 

[a — c+, a+ — c-] ( (11-- 	) — [d — b+, d+ - b- ] 
a — c 

[ (a+._ a_ )ad++  ibc1  (d+ —b 
	_ 	(  

b ), (a 	c+)
(
‘ d

+  —19
+ 	

-)
)  - 	—b+) 

a  

61 



[0,6],bER,b> 0 

Pela substituicao do outro extremo do intervalo solucio na equacio 

obtemos que Y = [R, 0], /8 E R, )6' < 0 

Se D — B < 0, [min {a} , max {a}] — [ 
a — a+ — c- 1 . 

Pela substituicao de urn dos extremos da solucao na equacio , 

temos que: 

Y -a (A — C)X — (D — B) 

[a — c+, a+ — c- ]  	[cl-  — b+ , cl+ — 1)1 
a 	c- 

{ (a -  — c+) 	bc+ )) 	(c1+ b- ), (a+ c) (( da+_ 	cb+ )) 	(cl-  — b+)] 

[0,6],6E178,6> 0 

Corn a substituicao do outro extremo da solucio , obtemos que 

Y_[)3,0],18ER,f3<0 

Se D — B > 0, [min{a} , max {a}] = [ ad+  iba: da: ab +  

A demonstrack segue analogamente ao caso anterior. 

Logo a solucao apresentada a otima. 

• Exemplo: 

[3,5]X + [-2, —1] 	[-6,-4]X + [2,8] 

[7,11]X E [3,10] 

X E [0.272,1.428] 
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4.2 Resolucao da Equacao Quadratica 

Intervalar utilizando a Teoria das 

Aproximacoes Intervalares 

Dada uma equacdo ax e  bx c = 0, onde a E A, b E B, c E C, 

A, B, C E /(R), procura-se resolver urn conjunto de equacOes , cuja solucao a urn 

intervalo. Este intervalo-solucao deve conter todas as solucOes das equagOes reais 

envolvidas na equacao intervalar. Sera abordado somente o caso de rafzes reais. 

Fato 1: 

Dados A, B, C E /(R), 0 cl A, B 2  - 4AC = [d- , d+], d-  0, 

x  -B 
2A 
B 2  - 4AC  solucio externa de AX 2  BX 

C .-- O. 

Exemplo: 

Dada a equacao [1, 2]X 2  + [3, 5] X + [0,1] = 0, pela aplicacao da Formula 

de Bascara obtemos as seguintes solucOes : X, a [-2, 1] e X2 E- [ -5, -1]. 

Neste caso somente a solugao X2 e Otima. 

Para contornar o problema, a solucio Xl  poderia ser calculada pela 

formula: 

-2C  
B + V B 2  - 4AC 

X2 

2 C 
B B 2  - 4AC 

se b -  ?.. 0 

C . C 
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Mas desta maneira existem casos em que a solucio encontrada a externa. 

Considere o exemplo abaixo: 

Para a fun* f(X)= 7]X 2  [8,12]X [-7, —2], obtemos as soluciies 

—B — 1/B 2  — 4AC 
Xl 	

2A 	
[ 5.08227 -1.2415] 

—2 

B B 2C  4AC 
- 	 - [0 1314, 0.8055] 

—  

Neste caso as solucoes sap externas, ja, que a solucio <Alma compreende 

os intervalos Xl  = [-4.5166, —1.353] e X2 = [0.153, 0.6942]. 

Conclui-se portanto que o intervalo-solucio obtido na utilizacio da Formula 

de Bascara a sempre solugao da equagio intervalar quadratica, pars qualquer caso de 

A, B, C. Mas, nem sempre a solucio obtida a Otima, em muitos casos ela a solucao 

externa. 

Assim, fez-se necessario a divisio por casos, bem como a utilizacio de 

operacOes nao-standard. 

Define-se primeiramente as operagOes standard e nao-standard. ApOs 

apresenta-se as fOrmulas que solucionam a equacio intervalar quadritica, juntamente 

corn a demonstragio , exemplos e sua representacio grafica. 

4.3 Resolucao da Equacao 

Dados os conjuntos 



65 

Z = {A E 1(R) I (a± < 0) V (a -  > 0)} 

Z* {A E (R) I a -  < 0 < a+} 

define-se as seguintes operadores: 

+ se a-  0 
v(A) = 	 onde A # [0,0] 

— Sc a+ 0 

B) = 
+ se (A>OAC>0)V(A<OAC<O) 

— c.c. 

Define-se primeiramente as operacoes standard como abaixo, sabendo que 

estio definidas para elementos de 1(R) \ Z 

A + B = [a -  + b -  , a+ + b+] 

A — B = [a+ — b -  , a-  — b+] 

A x B= [a-o(B) b-cr(A ), a°(B)  OA )) 

A\ B = [a-`7(B)\ OA), a°(B) \ b--7(A)] 

As operacoes nao-standard esti° tambem definidas para os mesmos ele-

mentos. Tais operacoes sax) definidas como abaixo. 

A -- B = [a-  — b -  a+ — b+] 

A x B = [aa(B)b-Q(A), a—cr(B)ba(A)] 



4.3.1 Formula 

As formulas para obtencio da solugio alma para a equagio intervalar 

quadritica BX C = 0, onde A, B, C E /(R) podem ser separadas em dois 

casos: B > 0 e B < 0. 

Para o caso em que B < 0 temos: 

—B+VB2--CA , c)4AxO(A , c)C 
 2A 

{ —B+V B2 _IP(A,c) 4A x0(A,c) C 

e para o caso em que B > 0, tern-se 

x1 — V B 2  —4 A x 0(A , c) C 
2A 

—2C 

B+ B2  —4A ><O(A , c) C 
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x1 

2C 



= x2 

4.3.2 Demonstracao 

• B < 0 

Para este caso, temos que as formulas silo 

= { -B-I-VB 2 _-1P(A , C)4A0(Alc)C  
2A 

1 -B-EVB 2-0CA , c)4Ax 0 (A , c)C 

Se tk(A, C) = + temos que os trios possiveis sac.: (A > 0, B < 0, C > 

0) ou (A < 0, B < 0, C < 0), cujas formulas se reduzem a: 

= { -B+V82--4AC ...... 

x2 =— 	2C  
{ -B-FiB 2 -4AC 
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x1  

2C 

x1 
2A 

Para a solucio X1  no caso (A > 0. B < 0, C > 0) tern-se: 

[-b+ ,-b- ]-1- V[b+2  , b -2 ] -- [4a-  c-  ,40 - c+] 
Xl. = 

[2a - , 2a+] 
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_ [—b+ VP' — 4a+ c+,—b- 	— 4a - c- ] 

[2a- , 2a+] 

Substituindo-se urn extremo da solucao na equacao intervalar quadratica, 

obtemos: 

Y = AX2  BX C 

[a, a+ ] • --"2 -aF_FV11' )2 , [b- , b+] 	bk2 -al-+\/  )+ 	c+] 

_ [2a- b+2  — 2a - b+VS— 4a - a+c+ — 2a+1; - b+ 2a+b- V6,d- 4a+
2 

C -  

4a +2  

	

2a+ b+2  — 2a+ b+ V7A — 4a+2 c+ — 2a+ b+2  2a+b+.\/, 	4a+2 c+  
4a +2  

[64] < 0,8 E R 

onde A = {b+ 2  — 4a+c+} 

Substituindo-se pelo outro extremo do intervalo, obtem-se: 

Y = AX 2  BX + C 

[a ' al  • ( —b-2a+-Nr  
A )2  -I- 	, b+1 ( -1) -  + \/76: + [c-  , 

2a" 

_ [2a- I9 -2 	 4a-2 c-  — 2a - b -2 2a- b - V23,- -I- 4a -2 c- 
4a+2  

2a+b-2  — 2a+b - VS, — 4a - a+c-  — 2a-  b-  b+ + 2a-  bl Y76, + 4a -2 c+  
4a +2 

[0, 0],13 > 0, 8  E R 

onde 0 = {b -2  — 4a-c-} 



Para a solucao X2 tern-se 

X2 	[ 2c-    	2c+  
—b -  + b-2  — 4a - c- ' —b+ ✓ +2  — 4a+ c+ 

Assim, 

Y 	AX 2 +BX+C 
2 [a, a+1 ( 	2c—

+ 	
[b-  , b+] 	

—b - 
2  c  

' 

[ 4a-  c-2  — 21) -2  c -  2b-sc- 	+ 2c-  62-2  — 2b -  c-  VS, — 4a —  c -2  

(—b -  VE,,) 

4a+c -2  — 2b - b+c- 	 + 26-2  c+ — 26 -  c+ 	— 4a - c-  c+  
(—b -  .V76,) 2  

[O, a], a> 0,a E R 

onde A = {b-2  — 4a - c- } 

e, pela substituicao do outro extremo na equacao : 

Y 	AX 2  BX C 

	

+ 	)2 
[a, al ( —b+2c+ Nis 	[b ,b+] ( 	2c+ 

+ VS, 
)+ F e - r-1-1 

 ' ' 

[4a- c+2  — 2b - b+c+ 2b- c+1,-P 2c- b+2  — 2b+ c- 	— 4a+ c-  c+  
(—b+ — ITS) 2  

4a+ c+2  — 2b+2  c+ 2b+c+'■/76, 2b+2  — 2b+ c+ 	— 4a+c+2  
(—b+ VS) 2  

[16, 0],(3 < 003 E R 
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onde A = {b+2  — 4a+ c+1 Logo a solucao apresentada a Otima. 



Exemplos: 

[1, 2]X 2  - [6, 9] X + [1, 3] = 0 

X1 = 
[6, 9] + V[36,  81] - [4, 24]  = [6, 9] + [3.46

2  4]
4, 8.774]  = 

[2.366, 8.887] 
[,  

'2 
	[2, 6] 	= 	[2, 6] 	= 

[0.112, 0.633] 
[6, 9] + \/[12, 77] 	19.464, 17.774] 

Xi  = 	 [6,12] 	 [6,12] 	= [1.86037, 6.4065] 

X2 = 
[10,18]   	[10, 18]  

= [0.26015, 0.80628] 
- 

	

[16, 20] + V[40, 340] 	122.3245, 38.439]  

Para o caso (A < 0, B < 0, C < 0) tern-se 

X1 =-- { - b +  + ✓b+2  - 4a - c-  - b -  + ✓ -2  - 4a+ c+  
2a- 	, 	2a+ 

X2 2c-    	2C+  

E -b+ + V b+2  - 4a -  c-  ' - b-  + V b -2  - 4a+ c+ i 

A demonstracio é analoga ao caso anterior, observando-se que esta solucao 

possui sinal oposto ao do caso anterior. 

Exemplo: 

[-3, -1] X 2  - [9, 12]X - [5,6] = 0 

[9,12] + V[81,  144] - [20, 72] _ [9,12] + V[9, 124] _ 
X1 - 	[-6, -2] 	- 	[-6, -2] 	- 

[ 11
.
56

' 
 -2] 
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[3, 6] 2  - [16, 20]X + [5, 9] = 0 

[16, 20] + ✓[256,  400] - [60, 216] 	[16, 20] + 040,  340] 



= 
[2a- , 2a+] 

[-b+ ✓b+2  - 4a+ c+ , 	+ ✓ -2  - 4a - c- ] 
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X2 = 	
[-12, -10] 	_  [-12, -10] 	

[ 1, 0.4322356] 
[9, 12] + V[81,144] - [20, 72] 	[ 12, 23.135528] -  

Se CA, C) = - tern-se que os casos possiveis sao: (A < 0, B < 

0,C > 0) e (A> 0,B <0,C < 0). 

As formulas para o caso (A > 0, B < 0, C < 0) sao: 

x1 -B+VB 2 -4Ax -  C 
2A 

X2 2C 
 B2  -4Ax -  C 

Para a solucao X, tern-se que 

A substituicao de um extremo da solucio na equagio intervalar quadratica 

como abaixo. 

Y E AX 2  BX C 
2 

E [a, a+] • ( - b+2 -ct+Va 	 , [6 —  ,b+] b +2 -aF+V2C  )+ [C . c+] 

_ pa- b+2  - 2a - b+Nt. - 4a- a+c+ - 2a+b- b+ 2a+b- N/76, + 4a+2 c- 
4a+2 
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2a+ b+2  — 2a+ b+ 	— 4a+2  c+ — 2a+b+ 2  + 2a+ b+ 	+ 4(1+2  c+  
4a+2  

E [0, in )5' > 0, 0 E R 

onde A = {b+2  — 4a -  c- } 

Substituindo-se pelo outro extremo do intervalo, obtem-se: 

Y 	AX 2  BX C 

[a ' al  • (— b2a+-V6.  )2 ' Ur  ' 6+1  • (— ir 2a+-\rS  )+ 	c+I  

	

_ [2a- b -2  — 2a - b- 	— 4a-2 c-  — 2a - b -2  + 2a - b - fS+ 4a -2 c- 
4a -2  

2a+ 6 -2  — 2a+ b-  V76, — 4a -  a+ — 2a-  b+ + 2a-  b+ V.& + 4a -2  c+  
4a -2

J 

[a, 0], a < 0,« E R 

onde A = {b -2  — 4a+ c+} 

Para a solucio X2 tern-se que 

X2 EL--  [ 
2c-  	2c+  

- b+ - b+2  - 4a — c — ' —b —  — ✓b -2  — 4 a+ c+ 

Substituindo-se urn dos extremos do intervalo solucao na equacio , obte-

remos: 

Y 	AX 2  BX C 
2 

[ a - a -1-1 ( 	2c- 	 2c -  	)+ rc- , c+ ]  
+ 	

[ 	] b- , b+ 	
b+ + \TS 
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[4a- c-2  —2b+2 c-  -{-26+c - V76, + 2c- 19+ 2  —2b+c- — 4a - c -2  
= (—b+ — V7V 	 , 

4a+c-2  —2b - b+c-  + 2b-  c-  NIS + 2b+2  c+ — 26+ c+ \FS — 4a-  c-  c+  
(—b+ + N/LT) 2  

----,-- [0, a], a > 0, a E R 

onde A = {b+ 2  —4a - c- } 

e, pela substituicao do outro extremo na equagio : 

Y 	AX 2  + BX -P C 

2c+ 	) 2  + [
b'b 

 +1 (_ b_2c+ 4.  ) 4_ [c -- , c i- ]  [a , a  +] ( 
—b -  + \IS  

[4a- c+2  — 26 -  b+ c+ + 2b+ c+ Nig, + 2b-2  c-  — 2b -  c- NIE — 4a+ c-  c+  r_ 
(—b -  + /)2  

4a+ c+2  — 219 -2  c+ + 219-  c+-V7a, + 2b-2  c+ — 2b-  c+ \FS — 4a+c+2  I  
(—b -  + -1,)2  

= [0,0]03 <0,i3 E R 

onde A = {b -2  — 4a+ c+} 

Para o caso (A < 0, B < 0. C > 0) tem-se 

Xi E 

X2 

{ —b+ + V b+2  — 4a - c-  —b -  + Vb-2  — 4a+ c+  1 
' 2a+ 	 2a- 

2c-    	2c+  
[ —b+ + Vb-F2  — 4a - c - ' —b -  + 0-2  — 4a+ c+ 1 

A demonstragio é analoga, considerando que as solucoes deste caso pos-

suem sinal oposto ao do caso A > 0, B < 0, C < 0. 

Exemplo: 
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X 2  + [-9 1 -8]X [-4 1 	= 0 

Xl 	
[8, 9] — ✓[64,  81] — [-16, —8] 	[8, 9] + /[72, 97] 

= 	 2 	 = [8.24264, 9.42442] 

—8, —4 
X2 

[8,9] + [72,97] 
= [ 0.48528, —0.212214] 

• B > 0 

Para este caso, temos que as formulas sao 

x1  —B—\/B 2 -4Ax 0 (A , c)C 
2A 

—2C 

B+N B 2 -4AxO( A, c)C 

Se t,b(A, C) = temos que os casos possfveis sao: (A > 0, B > 0, C > 

0) ou (A < 0, B > 0, C < 0), cujas fOrmulas se reduzem a: 

x1  = —B — VB 2  — 4A C 
2A 

—2C  
B-1- ■,/ B 2  —4AC 
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Para a solugio X1  no caso (A > 0, B > 0, C > 0) tem-se: 

xi 	{1-19+ , —b - 1 —  \Ab-- 2  ,  b+'1 — 14a— c— ,la+ c4.1 
[2a - ,2al 

[—b+ — ✓b+2  — 4a — c — , 	 — 4a+c+  
[2a- ,2al 

Substituindo-se urn extremo da solucao na equacao intervalar quadratica, 

obtemos: 

Y E AX 2  BX C 

[a- , al • ( — b+2(;_\gSL  )2 , [ b -  , 1)1 • ( -1.+2 1, _ .\ 	 [ c -  , c+] 

pa- b+2  + 2a-  0-  \TS - 4a -2  c -  - 2a- b+2  — 2a - b+-V-A- + 4a -2 c- 
4a - 

2 

	

2a+b+2  +2a+b+ ■/, — 4a- a+c-  — 2a-  b-  b÷ - 2a-  b - 	4a- c+2  
4a -2  

[0,6],b>0,501 

onde A = {b+ 2  — 4a- c- } 

Substituindo-se pelo outro extremo do intervalo, obtem-se: 

Y 	AX 2  BX C 

[a , all • ( 	— ✓b -2  — 4a+c+  
2a+ 

)2 

,[b-  , b+) • ( -
11-2 4:\i- 	c+}  

pa- b -2  +2a- b- 	—4a - a+c+ — 2a+ b-  b+ - 2a+ b+ 	4a+2  c- 
4a+2 



[4a- c -2  — 2b+2 c -  — 2b+c - Vi\ + 2c- b+2  + 2b+c- -V7A — 4a - c-2  
(b+ + VS,)2 
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2a+b 2  2a+b-a-  4a+2 c+ - 2(11 -2  - 2a+b -W, 4a+2  c+  
4a+2  

[ 13,0],0 < 0 03 E R 

onde A = {b-2  - 4a+c+} 

Para a solucio X2 tern-se: 

[-2c+, —2c — ] 
X2 = 

[b— 	b -2  — 4a+ c+ , b+ + ✓b+2  — 4a —  c — ] 

Substituindo-se urn dos extremos do intervalo solucao na equacao , obte-

remos: 

Y 	AX 2  BX + C 
2 

[a'a l (  —2c+ 	 -
2c+  

b— 	) + [b—  , 	( 
b —  \TS ) + , c+] 

[ 4a-  c+2  — 	b+ c+ — 2b+ c+ 	+ 2c—  b -2  + 2b—  c — 	— 4a+ c—  c+  
(b —  + E) 2  

4a+c+2  — 2b -2 c+ — 2b - c+1,E+ 2b -2 c+ + 2b -  c+ 	- 4a+c+2  
(b —  + NTS,) 2  

[Cx , 0], a < O,a E R 

onde A = {b-2  - 4a+c+} 

e, pela substituicao do outro extremo na equacio : 

Y 	AX 2  BX C 

[ a - , a+] ( 
b+ + 

—2c-  )
2 + [b, b-F] ( 

b+ + Nr;S: 
)1_ [c, 



—18, —8] 

[4, 6] + [16, 36] + [36, 48] 	[4, 6] + [52, 84] 
-1.60,-0.52] —18,-8 
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4a+ c-2  — 2b -  b+ c-  — 2b -  c-  \TS + 2b+2  c+ + 2b+ c+ /76, — 4a -  c-  c+  
(b+ + VLT,) 2  

[0, #], > o,p E R 

ondc A = b+2  — 4a - c - 

Exemplo: 

[-3, —1]X 2  + [4, 6]X + [4, 9] = 0 

Xl = 	 [-6, —2] 
1-14.48, —12]  _ 

[-6, —2] 	— [2, 7.24]  

[-6, —4] — V[16,36] +* [4,12] x* [4,9] 	[-6, —4] 	[16,36) +* [36,48] 
—6,-2] 

Para o caso (A < 0, B > 0, C < 0) tern-se 

X1 = [ —b+ — ✓6+2  — 	c+ —b-  — ✓b -2  — 4a - c- 
2a+ 	 2a - 

x2 — 2c+   	 — 2c - 
b+ + ✓b+2  — 4a+c+' b -  + ✓b -2  — 4a - c - 

Se CA, C) = — temos os casos: (A < 0, C > 0) ou (A > 0, C < 0) 

e portanto tern-se que os casos possiveis sao: (A < 0, B > 0, C > 0) e 

(A > 0, B > 0, C < 0), cujas formulas sao: 



= 
[2a - , 2a+] 

[-b+ - ✓b+  - 4a+ c+ , 	- b-2  - 4a- c- ]  
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= —B—VB 2 -4Ax — C 
2A 

-2C 
B + VB2 - -  4 A x C 

Para a solucao X1  no caso em que (A < 0, B > 0, C > 0) tem-se 

que 

Substituindo um extremo da solucao na equacio intervalar quadratica 

como abaixo. 

Y 	A X 2  BX C 

[ a - , 	 . C -b+2a-/-  A ) 2 , [b-  , 	(-b+2a-4.  	)+ [c- , c+] 

- [2a - b+2  - 2a- b+VT\ - 4a - a+c+ - 2a+ b-  b+ -  
4a+2  

2a+6+2  + 2a+ 	- 4.2+ 2  c+ - 9 a + 6+2  - 9 a+ b+ NiS + 4a+2  c+  
4a 4- 2  

, < 0, E R 

onde A = {b+2  - 4a+ CI- } 
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Substituindo-se pelo outro extremo do intervalo, obtem-se: 

Y 	AX 2  BX C 

[a, at] 	+  
2a- 

Nt`  ) 2  , [b-  ,b+] - (-b-
2a- 

+ [c-  , c+] 

[2a- b -2  +2a- b- V -E- 4a -2 c-  - 2a - b-2  - 2a -  1) - N/76, + 4a -2 c- 
 4a-2  

2a+ b -2  + 2a+b- VE, - 4a-  a+ c-  - 2a-  b -  b+ - 2a- b+ 	+ 4a -2  c+  
4a -2  

[0,a], a > 0,a E R 

onde A = {b -2  - 4a- c- } 

[-2c+, -2c- ]  
Para a solucao X2 tern-se: X2 -7 

[b—  ✓b -2  - 4a+ c+ , b+ + b+2  - 4a-  c - ] 

Substituindo-se urn dos extremos do intervalo solucao na equacio , obte-

remos: 

Y 	AX 2  + BX +C 
4, 	2 [a - , al (  -2c • 	) 	[b- b+1.  (  -2c+ 	) 1_ [ c- c-F i  

b -  + \ILK 	 b -  + 

[4a-  c+2  - 	b+ c+ - 2b+ c+ 	+ 2c- b -2  + 2b-  c-  NIS - 4a+ c-  c+  
(b+ ,/)2 

4a+ c+2  - 2b -2  c+ - 210 - 	+ 219 -2  c+ + 2b-  c+ 	- 4a+ c+2  I 
( 1) -  + \ATV 

E [a, 0], a < 0, a E R 

onde A = b -2  - 4a+c+} 

e, pela substituicao do outro extremo na equacio : 

Y 	AX 2  + BX + C 



SO 

[ a - , al 	b+-17: cvK-   ) 2  [b- ,  b+1 	b+-2F cvs,- 	{ C -- ,c+i 

[4a- c -2  — 2b+2  c-  — 2b+c-/+ 2c- b+2  2b+ C 	— 4a- c-2  
(b+ VE)2 

	

4•2+ c-2  — 2b -  b+ — 	c-  \IS 2b+2  c+ 2b+ c+ 	— 4a -  c-  c+  
(b+ Ni,E)2  

a--  [0, fib > o,fi E 

onde A = {b+2  — 4a-  c- } 

Para o caso (A > 0, B > 0, C < 0) tem-se: 

X1 = f —b+ — ✓b+ — 4a- c- 	— 	— 4a+ c+  

	

2a- 	 2a+ 

	

-2c+   	—2c - 
b+ + ✓b+2  — 40- c+ b -  + ✓b -2  — 4a - c - 

A demonstracko a analoga ao caso (A < 0, B > 0, C > 0). 

Observagao : 

As formulas apresentadas para determinacao da solucio da equacko quadratica 

linear determinam apenas solucOes reais. Caso uma das equacOes reais pertencen- 

tes a equacio intervalar nao possuir raizes reais, a Formula de Bascara possuira o 

determinante menor que zero. E o que mostra a equacko abaixo: 

Para a equacko [1, 7]x 2  + [0.5, l]x [-3, 9] = 0, tern-se que o grafico desta 

funcao a cono na figura 4.1 
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Figura 4.1: f (x) = [1, 7]x2  + [0.5,1]x + [-3, 9] 

A solucao desta funck nao e abordado neste trabalho. Se utilizassemos 

a Formula de B6scara para derminacio da solucio , teriamos: 

_ [ —1 — 	+ 12 ,  —0.5 — V0.25 — 63  1 
14 

[ —1 — \/13 —0.5 — V-62.75  
2 	 14 

onde o extremo superior nio e urn elemento real. 

4.3.2.1 Caso: A > 0, B > 0,0 E int(C) 

Para o caso em que 0 E int(C) basta Dividir o intervalo C = [c- , c+], 

onde c-  < 0, c+ > 0, obtendo assim os intervalos [c- , 0] e [0, c+]. 

Se utilizarmos o intervalo [c- , 0] teremos o caso A > 0, B > 0, C 	0, 

cujas fOrmulas sac.: 

[ —b +  — Vb+2  — 4a- c-  —2b- Xl   
2a- 	' 2 



82 

- 	0, 	
+ N,/b-2  - 4a-  c- 

e, ao tomarmos o intervalo [0, c+] teremos o caso A > 0, B > 0, C > 0, 

de formulas: 

X n = [ -2b+ -b-  - b-2  - 4a+ c+  
1 	2a-  ' 	2a+ 

-2c+ 	0 1 
X211  = [ b -  ✓b -2  - 4a+c+ 

	

Assim, o intervalo solucio a dado por X1  = 	UX1 ,,  e X2 = X2' U 

[-b+ - Vb+2  - 4a- c-  --b -  - b' - 4a+ c+  
2a - 	 2a+ 

X2 	 [ 

-2c+ 	-2c- 
b -  + ✓b -2  - 4a+ c+' b-  + •✓b -2  - 4a-  c - 

Substituindo-se urn dos extremos da solucio X 1  na equacio quadratica, 

obteremos: 

Y 	AX 2 +BX+C 

[a- , 	-b+ 
2a
-
- 	

) 2  + [6- ,b+](-b+ 
 2a
-
- 

+ [c- ,c+] 

[ 2a - b+2  + 2a-  b+ ItE - 4a -2 c-  -2a- b+2  -2a-  b+ 	+ 4a-2 c_ 

4a- 
2a+b+2  F 2a+b+ \TS. - 4a-  a+ c-  - 2a-  b -  b+ - 2a-  1) -  N/z—, + 4a-2  c- 

4a-2 
[0.61,6 E 	> 0 



onde A = {b+ 2  — 4a - c- } 

Na substituicao do outro extremo da solucio na equacio quadratica, ob- 

temos: 

Y 	AX 2 -1-BX+C 

[a-, al —b-
2a+ 

— AfE  ) 2  + [b-,  6+1( —b-
2a+ 

— 	
1 

i c- c+1 

[ 2a- b-2  2a- b- VE— 4a- a+c+ — 2a+ b- b+ — 2a+b+NTE 4a+ 2 c- 
4a+2  

2a+b-2  2a+b- fE - 4a+2  c+ — 2a+b- 2 — 2a+ b - 1/7A 4a+2  c+  
4a+2  

[fl,0],fiER,fi<0 

onde A = {b -2  — 4a+ c+} 

Na substituicao de urn dos extremos da solucao X2 na equacio quadratica, 

obteremos: 

Y 	AX 2  + BX + C 	2  

[ a - , al ( b...-2c:is  ) + [ b - ,b+1( b:-.2c:is  ) + [ c — , c+] = 

[ 4a- c+2  — 2a-  b-  b+ + 2b+ c+IS + 26-2  c-  — 2b -  c-  \hi, — 4a+ c-  c+  
(b-  — NATL) 2  

= 4a+ c+2  — 2b -2  c+ -I- 2b-  c+ Ni, + 2b-2  c+ — 2b- c+, — 4a+ c+2  1 
(b—\1) 2  

[5,0],6 <0,6 E ii 

onde A = {b -2  — 4a+ c+} 

e, corn a substituicao do outro extremos da equacio , obteremos: 

Y 	AX 2 +BX+C 	2  

[a_ , 	b  	[b - b
+]

2 	c+1 

83 
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[ 4a - c-2  - 2a- b-2  + 2b-  c- ' 2b-2  - 2b- 	 - 4a+ c-2  
(b- 	) 2 

4a+c-2  - 2b-  b+ c-  2b+ c- 	+ 21)-2  c+ — 21) -  c+ N/T. — 4a -  c-  c+  
(1) -  — VE0 2  

[8,0],8 <0,5 R 

onde A = {b -2  - 4a - c - } 

Exemplos: 

[1,2]X 2  + [5, 7]X + [-1; 3] = 0 

[ -7 - V49 + 4 ,  -5 - V25 - 	24  ] [-7.140005, -1.5] 4 

X2 	
[

-6 	 1,0.19258] 5 + 	- 24' 5 + 1/225 + 4 	[ 

[2, 8]X 2  + [14, 26]X + [-9, 1] = 0 

xi  [ -26 - V676 + 72 ,  -14 - 	- 32 	[-13.3373, -1.67539] 4 

X2 { 
-2 	18  ] =[ 0.074609,0.592676] 

14 + V196 - 32' 14 + V196 + 72 

4.3.2.2 Caso: A < 0, B > 0,0 E int(C) 

Ao subdividirmos o intervalo C = [c- , c+] obtemos os intervalos [c- , 0] e 

[0, Tomando-se o intervalo [c- , 0] obtemos o caso em que A < 0, B > 0, C < 0 

de formulas 

-2b+ 	 - b -2  - 4a - c- 
-27+-t ' 	2a- 

[ -2c- 
 b- 	 - 4a-c- 

x2 1  
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e, ao tomarmos o intervalo [0, c+] teremos o caso A < 0, B > 0, C > 0 de 

formulas: 

:=7 b+ - ✓b+2  - 4a+ c+  -2b-
2a+ 	' 2a- 

-2c+  
b -  + ✓b -2  - 4a+ c-F' o l 

Assim, a fOrmula para este caso a determinada por 	X11(1 	e 

X2 X2,  n X2if. 

-b+ - ✓ +2  - 40- c+  -b-  - ✓b -2  - 4a- c- 

	

2a+ 	 2a - 

	

-2c+   	 -2c- 
b - 	- 4a+c+' b+2 ✓b+2  - 4a- c- 

A demonstracio a analoga aos casos anteriores, observando que a solucio 

X1  do caso anterior a negativa e, neste caso, a solucio a positiva. 

Exemplos: 

[-1, -0.5]V [4, 7]X +[-2,1] = 0 

[ -7 - V49 + 2 
 ' 	-2 

-4 - V16 - 	8  ] a--  [3.41421,14.141428] 1  

X2  = [ 	7-    	f 0.24264,0.58578] 4+v16+2'4+V176-g] = ` 

[-1, -0.5]X 2  + [4, 7]X + [-2,5] = 0 

[ -4 - V1
2

6 - 8 
 ' 

-7 - V49 + 	10  ] a-  [3.41421,14.68114] -1 

X2 
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—10   X2 E 4+1/16+10'4+N/416-8 ] 
	

[-1.0990,0.58578] 

4.3.2.3 Caso: A > 0,B < 0,0 E int(C) 

Novamente sera necessario fazer a subdivisio do intervalo C, e, tomando-

se o intervalo [c— , 0] temos o caso A > 0, B < 0, C < 0 de formulas: 

[

-2b+  —b — ✓b -2  — 4a- c-
2a-  ' 	2a- 

2c- 
[ —b+ — b+ 2  — 4a —  c —  '° 

e, ao tomarmos o intervalo [0, c+] obtemos o caso A > 0, B < 0, C 0 

de formulas: 

Xv, 	
[ 

—b+ + /b+2  — 4a+ c+  -2b - 
2a+ 	' 2a-  .1 

X2„ 	
L

0 , 
2c+ 

 —b+ — ✓b+2  — 4a+ c+ 

Tern-se portanto que a solucio finale dada por: 	X1 ' nX1 ,, e X2 

x2 , n .x2 ". 

Xl  E- —b+ ✓b+2  — 4a+c+ —b —  + — 4a —  c - 
2a -  2a+ 

1-2  
2c-  2 C + 

—b+ ✓b+2  — 4a —  c —  —b+ b+2  — 4a+ c+ 

X1 

X2 ,  
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Substituindo-se a solucio X1  na equacio intervalar quadratica, temos: 

Y E AX 2  + BX C 
/— 2 

[a , al( -4+2 -la:EV A  ) 	, 	 [c-  , 

[ 2a-  b+2  — 2a-  b+VE — 4a-  a+ c+ c-  — 201 -  b+ + 2a+ b-  frO, 4a+2  c- 
4a+2  

2a+ b+2  — 2a+ b+ NTS, — 4a+ 2  c+ — 2a+b+2  + 2a+ b+ 	4a+2  c+  
4a+2  

a-  [0,48 E 	> 0 

onde A = {b+ 2  — 4a+c+} 

Corn a substituicao do outro extremo da solucao , obtemos: 

Y 	AX 2  BX + C  

[a-, a+]( 	
2a- 

 VE  ) 2  + [b-  , 	( 	
2a- 

[c- ,  

2a- b -2  — 	 4a-2 c-  —2a- b -2  +2a- b- AT + 4a -2 c- 
4a-2  

2a+19 -2  — 2a+b- ArA — 	a+ - 2a-  b -  b+ 2a- b+N/L-F 4a -2 c+  
4a -2  

= [/3,0],t3E R o3 < 0 

onde A = {b -2  — 4a- c- } 

Substituindo-se o outro extremo da solucio X2 obteremos: 

Y 	AX 2  BX C 
+ 	) 2 

[a, 
a+](  —b+ 

— 2C 	[b- ,  b-F] —b+ ( 	—2c+ 	c+][c
— 	— Afic, 

[ 4a- c+2  — 26-  b+ c+ — 21)-  c+ N/76, + 2b+2 	2b+ 	— 4a+ c+  
—b+ — ArA, 

4a+ c+2  — 2b+2  c+ — 2b+c+13: + 2b+2  c+ + 2b+c+Vic — 4a+ c+2  
—b+ — VT\ 

[0,6],6 > 0, S E R 

onde 0 = {b+2  — 4a+c+} 



Exemplo: 

[1, 2]X 2  + [-9, —6]X + [-9, 1] = 0 

Xl = [ 6+ 36-8 9+V8
2
1 +36 ]-, [2.8228, 9.90832] 

x2 E.    	 = (-1.24264, 0.1771] I. 6 + N/36 + 36' 6 + 06 — 8 

4.3.2.4 Caso: A < 0, B < 0 , 0 E int(C) 

Utilizando-se o intervalo [c-  , 0] obtemos que a formula para A < 0, B < 

0, C < 0: 

—2b+ —b -  + 	— 4a+ c+  
2a-  ' 	2a+2  

2c- X2 , 
—b+ + b+2  — 4a -  c - 

e, utilizando o intervalo [0, c+] temos: 

Xv, 	[ —b +  + ✓b+2  — 4a+ c+ —2b-  1 
2a+ 	' 2a-  J 

X2/1 	[0, 	2c+  
+ b+2  — 4a+c+ 

Tern-se que a solucao finale dada pelas formulas X1  E X1 , flXv,  e X2 

x2, n 

x1 _ [ — + ✓b+2  — 4a+ c+ —b-  + ✓6 -2  — 4a+ c+  
2a+ 	 2a+ 
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xi ,  

x2 	[ 2c-  	2c+  
+ V 	-cr17=-' — + b+2  — 4a+ c+ 



Exemplo: 

89 

[- 5, -3]X 2  + [-20, —10]X + [-2,8] = 0 

xi  = { 10 + V11000 — 40 ,  20 + V460 + 96 

X2  =  
10 + 000 — 40'10 + 000 -I- 96 

1 = [-7.045176242, —1.774596669] 

] 7: [-0.22540333,0.6666667] 

Em anexo encontra-se uma tabela com as formulas especificas para cada 

caso dos intervalos A,B,C. 



5 METODOS ITERATIVOS 
INTERVALARES 

Apresenta-se neste capitulo alguns metodos iterativos para determinack 

do intervalo solucio de zeros de funcoes intervalares. 

Definicao 27: 

Uma seqiiencia intervalar(ou seqiiencia de intervalos) {Xk} 

dita monotanica se Xk C Xk-1) para todo k onde Xk esti 

definido. Cada seqiiencia intervalar monotemica converge para 

o intervalo limite Xc.3  = limk,Xk• 

Definicao 28: 

Urn intervalo YEDC I(R) a intervalo fixo de uma funcao 

intervalar F se X... .F(X 

Definicao 29: 

Urn intervalo X E D C I(R) a pseudo-intervalo fixo de F se 

X C F(X), ou seja, F(X) C X. 

5.1 Metodo da Iteracao Linear 

Seja f : 1(R) —> /(R) uma fun* continua nao-linear ern urn dominio 

D C I (R). 0 objetivo a encontrar urn intervalo X E I(R) tal que f (X) 0. Assim, 

dada uma funcao f (X) = 0, determinamos uma funcao auxiliar g(X), g: I(R) -4 

I(R) tal que X = g(X). 
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Se tomarmos urn intervalo Xo  e avaliarmos este intervalo na fun* g 

obteremos Xl  e, se avaliarmos X1  em g obteremos X2, e assim por diante. Deste 

modo tem-se determinado o metodo iterativo Xk+1 = g(Xk)• 

Surgem entio duas questOes: se a seqencia intervalar a monotOnica e em 

que condigoes converge para o intervalo soluca,o 

Teorema de Brouwer: 

Dado x E /(R), f funcio continua e monotona, se f(X) C X 

ent5D 3! ponto fixo i E X. 

Deste teorema surge a seguinte conjetura: 

Dado X E I(R), f: I(R) —> I(R), f fungi° continua e momitona 

em urn dominio D C I(R) e seja g: I(R) I(R) uma funcio 

auxiliar determinada a partir de f. Se g(X) C X entao 3 urn 

tinico intervalo fixo X C X, X D C I(R) 

Exemplo: 

Dada f (X) = X 2  — 3X — [4,8], cujos intervalos-solugao sax) [-1.701, —1]. 

Determinamos uma funcao g da seguinte maneira: 

g(X) ✓3X + [4,8] 

e corn isto 

X = ✓3X + [4,8] 
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Para verificar se no intervalo solucao [-1.1, 10] existe urn intervalo fixo, 

basta verificar se: 

[- 1.1,10] 2 g([-1.1,101) 

ou seja, 

[-1.1,10] 2 1/3 • [-1.1,10] + [4, 8] =- [0.83, 6.16] 

Como a condicao a verdadeira, tern-se que o intervalo [-1.1, 10] serve 

para iniciar a iterack Assim, pela aplicacia deste intervalo no metodo iterativo, 

obtemos a sequencia intervalar abaixo: 

X0  = [- 1.1,10] 

X1  = [0.83, 6.16] 

X2 = [2.547,5.145] 

X3 = [3.411, 4.840] 

= [3.772,4.745] 

X10  = [3.999,4.701] 

5.1.1 Desvantagem do Metodo 

0 problema deste metodo intervalar e encontrar a funcao g tal que, dado 

urn intervalo qualquer X E I(R) a condicao g(X) C X seja satisfeita. 
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5.2 Metodo de Newton Intervalar 

5.2.1 Operador Newtoniano 

Seja f uma funcio intervalar e seja f' a derivada da funcio f , onde 

considera-se que 0 f' em um determinado dommio D C I (R). 0 Operados 

Newtoniano a do tipo N: 1(R) 1(R), definido como: 

N(X) = x f(x) 
 

f(X) 

para X E I (R), x E X. 

Teorema 9: 

VX C D C I(R), N(X) 2 X(VC*, onde X* é o intervalo 

solucao da funcio intervalar f em D. 

Demonstracio : 

Seja x E X (I X* = [x - , 	Como f e limitada pelas funcoes reais g, 

tern-se: 

g(x+) — g(x) E M(x+ — x) pois x < x+ 

g(x) E M(x - x - ) pois x -  < x 

Estas expressoes podem ser reescritas como: 

mi (x +  — x) g(x +) — g(x) < m 2 (x+ — x) 

mi(x — x - ) <(x) 	< m2 (x — x-) 
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Como g(x) = g(x) = 0, as expressOes acima podem ser reescritas como: 

mi (x+ - x) < (x +) < m2 (x +  - x) 

mi (x - x - ) 	< m2 (x - x - ) 

x
2

)  
Com isto, x+ - g( ) ..> x e x

V(
m  - 	 < x Logo x N(X). m2  

Corolario 1: 

X X -  N(X) 9 X*. 

Teorema 10: 

Se A- e urn intervalo fixo de N, ou seja, X = N(Y), entio 

X DX--> N(X)_D X.  

Demonstracao : 

Se X = N(Y) entio g(X+) = g(x1 ). 0. Como X D X tern-se x+ x+ 

e x -  < . Assim, 

g(x+)- g(?) < m2(x+  - ;:F) 

- (x) < m2 (x1  - x - ). 

Como g(x+) =3,-(x - ) = 0, as expresseies podem ser reescritas como 

g(x+) < m2 (x+ - 

-g(x - ) < m2(;11  - x-) 



ou seja, 

< x+ ix+)  
m2 

xx )  
m2 

Logo conclui-se que X c N(X) 

5.2.2 Descricao do Meto do Intervalar 

(x)  
Seja o Operador Newtoniano N(X) = x f  

(X) 
como descrito em 5.2.1, 

onde f e uma fung5,o intervalar, f' derivada de f ex E X C /(11). 0 Metodo 

de Newton Intervalar utilizado para determinagao de intervalo solugao de funcifies 

intervalares é dado por: 

f Sk 
-= rk 4)))  n  Xk 

ikk 

para k 0, xk E Xk• 

Teorema 11: 

Seja X* V 0, X* C X0  C D, se Xk+1 = N(Xk)(l Xkl para 

k 0 entao existe iimk.. 00 Xk = X09  e X09  e pseudo intervalo 

fixo. 

Demonstracio 

Do corolario do teorema 1 tern-se que Xk g 0, para todo k em que Xk 

esti definido, visto que para k = 1 tem-se que X1  = N(Xo)n xo. Como X0 D X* 

entio N(X 0 ) D X. Logo X1  D X*, e assim analogamente para k > 1. 

95 
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A seqiiencia {Xk } e monotonica pois Xk+1 C Xk e, pela definigio 27 

tern-se que esta seqencia converge para Xo0  = limk--.03Xk • 

Como N e uma funcio continua, X„.3  = N(Xe )n xco  C N(X 00 ). 

Logo conclui-se que Xoc, a pseudo intervalo fixo. 

5.2.3 Consideracoes 

Para uma funcio intervalar monOtona em urn determinado intervalo do 

dominio de existencia da funcao , tem-se que a derivada da fungi() a limitada neste 

intervalo. 

Para este caso 0 f', visto que a funcao a monOtona no intervalo X. 

Mas, no caso em que 0 E f(Y), para um determinado Y E 1(R), a 

derivada da fungi() a ilimitada. Para este caso tern-se que a derivada da funcio f 

no intervalo X e determinada pelo intervalo [—oo, +00] E 1(R). Corn isto, o caso 

em que 0 E f' esta definido apenas no espaco intervalar formado pelos intervalos 

nao-regulares., definido no apendice deste trabalho. 

5.2.4 Vantagens do Metodo 

• Calculando-se as rarzes da derivada da funcao obtem-se uma regiao deno-

minada regiao critica. Para descobrir entio se um intervalo inicial serve 

para iniciar a iteracao , basta verificar: 

a) (f (x 0- ) > 0 e f(x0+) < 0) ou (f(x0- ) < 0 e 	>0) 

b) se o intervalo inicial X0  nao esta incluido na regiao critica, pois 

sena° teriamos 0 E 1'. 
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• Se o intervalo inicial contem o intervalo solugio da fun* , entio o 

metodo sempre converge para a solugio , nao havendo corn isto a possi-

bilidade do metodo perder a raiz. 

5.2.5 Problemas encontrados 

• Quando o intervalo solucao de uma funcao compreender algum valor da 

regiao critica, nao sera possivel o calculo desta solucao pelo Metodo 

de Newton. Pode-se citar como exemplo a funcao intervalar f(X) = 

[1, 2]X 2  + [4, 8]X — 4, cuja solucao e o intervalo [-8.4721, —2.7320]. Esta 

solucao nao poderia ser obtida pelo Metodo de Newton Intervalar, visto 

que a regiao critica compreende o intervalo [-4, —1]. 

• Para polinomios que possuem grau major que 2 e funcoes onde a variavel 

x aparece varias vezes, nem sempre a ava1iacao da derivada a boa, pois 

geralmente o valor da avaliacio a major que o valor da imagem da derivada 

em urn determinado intervalo. Corn isto, muitas vezes a inviavel calcular 

a solucao utilizando o Metodo de Newton, pois 0 E 

Exemplo: 

Para a funcao f(X) = X 3  — [2, 4]X2  — [5, 7]X — [1,2] tern-se que sua 

solucao e o intervalo [3.507, 5.3722]. A regiao critica esti nos intervalos [-1, —0.5225] 

e [2.1196, 3.3609]. A derivada da funcao f e dada por: 

f'(X) = 3X 2  — [4, 8]X — [5,7] 

Urna avaliacao pode ser obtida por: 

f' ([3.5, 6]) = [36.75, 108] + [-48, —14] + [-7, —5] = [-18.25, 89] 

Para este caso, se -a avaliagao fosse feita como: 
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f'(X) = X • (3X — [4, 8]) — [5, 7], terfamos: 

f'([3.5, 6]) = [3.5, 6]([2.5, 14]) 	[-7, —5] = [1.75, 79] 

Observe que o intervalo [3.5, 6] contem a solugio e esta fora da regiio 

critica. Mas, nao e possivel o calculo pelo Metodo de Newton pois 0 E 1([3.5,6]) 

por esta avaliagio intervalar. 

0 ideal a sempre poder ter a imagem da fungi° num intervalo. Para isto, 

de acordo corn a Definigio 15, a suficiente avaliar a fungio em cada extremo do 

intervalo, visto que a funcio a sempre monOtona no intervalo inicial. 

Assim, a avaliagio em cada extremo do intervalo e dada por: 

f'(3.5) = [1.75, 17.75] 

f'(6) = [53,79] 

Tomando o minimo e o maxim° das avaliacoes realizadas, obteremos o 

intervalo [1.75, 79], corn o qual a possivel prosseguir corn o Metodo de Newton. 

5.2.6 Exemplos 

• Seja f (X) = X 2  + 10X + [3, 7], cujos intervalos solucao compreendem os 

intervalos [-0.757, —0.309] e [-9.690, —9.242]. 

Utilizando-se o intervalo inicial X0  = [-1, 0], obtemos a seqiiencia: 

Xl 	
25] [-1.75, 2.  = —0.5 	 [ 0.78125, —0.28125] 8,10] 

X2 	
[-2.030, 1.96]  = —0.5312 	 [ 0.764699, —0.290625] [8.43, 9.43] 

X3 = [ —0.763986, —0.291765] 

X4 = [ —0.763934, —0.291792] 



X5 = — 0 . 7 6 39 3 2 , —0.291796] 

• f (X) = 	+ [3,4]X + [0.5,1] 

0 intervalo solucao pars esta fun* a [-0.381966, —0.1771243] e a regiao 

critica esta no intervalo [-2, —1.5]. 

Dado interval() inicial [-1, 0], obtemos a seguinte seqencia iterative: 

XI 	
H1.25, —0.25]  = —0.5 	 = —0.5 — [-1.25, —0.0625] = [-0.4375,0] [1,4] 

X2 = —0.233915 [-0.380945, 0.352970] = [-0.3948, —0.064798] [2.125,4] 

X3 = — . 3 9 4 2 0 8 , —0.064798] 

X4 = — . 3 9 4 1 6 4 , —0.064798] 

X5 = — . 3 94 1 6 1 , — . 0 6 4 7 9 8 ] 

5.2.7 Metodo Hibrido Intervalar 

A ideia deste metodo e combinar o Metodo da Secante Intervalar corn o 

Metodo de Newton Intervalar. 

Apresenta-se neste capitulo o Metodo da Secante Intervalar, bem como 

exemplos, vantagens e desvantagens do metodo. ApOs a descrito o Metodo Hibrido 

Intervalar. 

5.2.7.1 Metodo da Secante Intervalar 

Este metodo e obtido pela aplicacao do seguinte metodo iterativo: 

xk+1= 	 xi)f(x.t)  
J (sn—f(xk 

UFRGS 
INSTITUTO 

BIBLIOTECA 

99 
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Figura 5.1: Metodo da Secante Intervalar 

onde X = 	x+] 

Utilizando-se este metodo para calculo do intervalo solugao de funcOes 

intervalares, observou-se que ele converge para a raiz, embora seja necessario tes-

tar o intervalo calculado a cada iteracao . E necessario portanto a cada iteracao 

desconsiderar o extremo'do intervalo cuja avaliagao na fungi° contiver o 

valor zero, e considerar o extremo do intervalo anterior. 

Considere o graft° representado na figura 5.1 

Neste grafico o intervalo Xl  nao contem todo o intervalo solucao , visto 

que0 Exj  

Logo quando 0 pertencer a avaliacao da funcao em algum extremo do 

intervalo calculado, significa que este intervalo perdeu valores do intervalo solucio 

Corn isto e necessario testar cada extremo do intervalo calculado e so entio fazer a 

intersecao corn o intervalo anterior. 
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Exemplo: 

f(X) = [1,3]X 2  + (8,10]X + 5 

Xo  = [-10, —1.3] 

Xl  = 10 	(8.7)[-6.31, —0.33]  101[0.0124,10.2996] = [-9.987,0.2996] 15, 25] — [-6.31, —0.33] — 

Como f(-9.98759) = [4.87,224.35], tem-se que Xl  = [-9.987, —1.3] 

X2 = [ —9.975159, —1.3] 

X3 = [ —9.962713, —1.3] 

X4 = [ —9.950250, —1.3] 

X2 0 = [ —9.476435, —1.3] 

5.2.8 Vantagem do Metodo 

Corn este metodo a possivel o calculo do intervalo solucao de funcoes que 

o Metodo de Newton na° pode calcular, devido ao fato do intervalo soluclo conter 

algum valor da regiao critica. 

5.2.9 Desvantagens do Metodo 

• E necessario em cada iteracao calculada testar os extremos do intervalo, 

verificando se o intervalo calculado ainda contem todo intervalo solucao 
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• Na maioria das funcOes testadas, urn dos extremos do intervalo permanece 

fixa. A fim de contornar este fator, foi testado a seguinte modificagio : 

a) aplicar o metodo da secante sobre urn determinado intervalo 

b)testar os extremos do intervalo calculado. Se urn dos extremos do 

intervalo permanecer fixo, na prexima iteracao substituir a avaliacio do 

extremo fixo pela metade de sua avaliacao 

Esta modificagao porem nao resolveu este problema, visto que que o ex-

tremo fixo ainda permanece fixo. 

Exemplo: 

Seja a funcao f(X) = [1,2]X 2  + [4, 8]X — 4, cuja solucio e formada 

pelo intervalo [-8.472, —2.732]. dado intervalo inicial [1—, 0], obtemos a sequinte 

seqiiencia iteativa: 

Xl  = [-9.75, 0] 

X2 = [ —9.491935,0] 

X3 = [ —9.224981,0] 

X4 = [ —8.948164, 0] 

X5 = [ —8.660318, 0] 

5.2.10 Descricdo do Metodo Hibrido Intervalar 

A ideia do metodo e aplicar o Metodo da Secante Intervalar sobre um 

intervalo inicial que contenha a raiz e, sobre o intervalo resultante aplicar o Metodo 

de Newton. 
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Corn isto a mais necessario apenas testar os extremos do intervalo produ-

zido pelo Metodo da Secante Intervalar, visto que o Metodo de Newton sempre Ira, 

convergir para o intervalo solucio , desde que o intervalo inicial contenha a solucao 

5.2.10.1 Vantagem do Metodo 

Pela utilizac -ao do Metodo Hibrido Intervalar algumas funcoes apresen-

taram resultados melhores que o Metodo da Secante Intervalar, visto que o ex-

tremo fixo do intervalo calculado para determinacio do intervalo solucao de algumas 

funcoes pela aplicacio do Metodo da Secante Intervalar pode apresentar um melhor 

resultado pelo Metodo Hibrido Intervalar. 

5.2.10.2 Desvantagem 

Como o Metodo Hibrido Intervalar utiliza o Metodo de Newton Intervalar, 

nao e possivel o calculo do intervalo solucao de funcoes onde algum valor da regiao 

critica pertenca a solucao . 

Exemplo: 

Dada funcao f(X) = [-2, —1]X 2  + 4X + [0.5,1] cujo intervalo solucio 

dado por [-0.236067, —0.118033]. Dado intervalo inicial X o  = [-2,0], obtem-se a 

seguinte seqiiencia iterativa: 

Xl  = [-1.939394, 0] 

X2 = [ —0.464877,0] 

X3 = [ —0.562438, 0] 

X4 = [ —0.248584, —0.085458] 



101 

6 SISTEMA DE EQUAOES LINEARES 
INTERVALARES 

Este capitulo aborda a resolucio de sistemas de equacOes lineares interva-

lares, onde sera utilizado a Teoria das Aproximacoes Intervalares. Seri apresentado 

a aritmetica fundamental para as operacks matemiticas efetuadas corn matrizes 

e vetores intervalares, ou seja, matrizes e vetores cujos componentes sio intervalos 

reais. Sera° apresentados metodos diretos para determinacio da solucao da equacio 

matricial A x = b, onde A é uma matriz intervalar e b e um vetor intervalar. 

6.1 Conceitos Basicos 

Definicao 30: 

Uma matriz intervalar Aik e urn array retangular 

Au  "12 Arn 

A21 A22 • • • A2n 
Aik = 

\Aml Amt • • • Amn 

de intervalos E /(R)), 1 < i < m, 1 < j < n. 

Uma matriz intervalar A = (Aik) e interpretada como urn conjunto de 

m x n matrizes reais, ou seja, 

A = {A E R mxn  Aik E Aik, i = 1..m„j = 1..n} 
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Uma matriz intervalar m x 1 e definida como urn vetor intervalar, ou seja, 

V..1 = 

0 conjunto mas matrizes A = (aii) E 	isomorfo ao conjunto das 

matrizes intervalares A = (AO E Mmn (I(R)). Com isto 	C Mmn (I(R)). 

Definicao 31: 

Sejam A = (AO, B = (BO matrizes intervalares, para 1 

i m , 1 j < n Entio A = B A i; = 

Definicao 32: 

Sejam A = (AO, B = (Be ) matrizes intervalares, para 1 < 

i < m, 1 < j < n. Entio A C B4-4 	C Bii 

Definicao 33: 

Sejam A = (AO, B = (B,,) matrizes intervalares, para 1 < 

< m, 1 < j < n. Entio A C B 4-4 Aii Bii Bi; C Av 

A relacio C utilizada para matrizes intervalares tern a mesma inter-

pretag5,o quando utilizada para intervalos de 1(R), ou seja, a uma relacio de quali-

dade. Neste caso, dados dois elementos de M„,„(I(R)), A E B pode ser interpretada 

como B informa mais(ou pelo menos o mesmo) do que A a respeito de uma matriz 

real contida em A e B. Assim, pode-se dizer que cads intervalo B,, da matriz in-

tervalar B informa mais(ou no minimo o mesmo que E A, corn relacio a uma 

matriz real contida em A e B. 

Exemplo: 



(

[2,6] [0,4] 

[0,1] [3,7] 
a respeito de uma matriz real 	

e 	) 
matriz intervalar A = 

1/3 5 
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( [3,4] 	[2,3] 	) 
A matriz intervalar B = 	 informa mais do que a 

[0, 0.5] [4.5, 5.1] 

( [2,6] [0,4] ) 	( [3,4] 	[2,3] 	) 
ou seja, A E B 4-4 	

c 	
E B 

[0,1] [3,7] 	— 	[0,0.5] [4.5, 5.1] 

para 1 	m, 1 	n 

All  C X3 11  —> [2,6] C [3,4] 

Al2 E 812 -4 [0, 4] 
c_ [2,3] 

.421  E 821 	[0, 1] C [0,0.5] 

A22 E 822 	13, 71 E 14. 5, 5 . 1 1 

Definicao 34: 

Dadas duas matrizes intervalares A, B E Mmn (I(R)), diz-se 

que A, B est5.o X-relacionados se 

A B A EXABCX 

ou seja, as matrizes intervalares A e B aproximam a matriz 

real X. X pode entio ser interpretada como uma matriz real, 

que possui pelo menos um ntimero nao exato, sendo assim 

aproximada pelas matrizes intervalares A e B. 

Observacao  : 

A definicao se manteve como na definicao 13. 



107 

No exemplo anterior a matriz real ( e 11 ) possui tres elementos nao 
1/3 5 

exatos, podendo entio ser aproximado pelas matrizes intervalares A e B. 

6.2 Aritmetica Matricial Intervalar 

6.2.0.3 Adicao e Multiplicacao 

Sejam A = (Au), B = (B e,) matrizes intervalares, para 1 < 

i< m, 1 < j n. Entio 

A+B.(Ati +BO 

A — B = (A4 — 

6.2.0.4 Multiplicagio 

Sejam A = (Aik), B = (BO matrizes intervalares, u = (u,.) 

vetor intervalar, para 1 < i < m, i<k<j,1<j< n, e X 

intervalo. Ent5,o: 

• 	a) A . B = ELI 	• By;  ) 

b) A.0 = ( Ev_I Aiv . uv ) 
c) X -A=A-X. (X 

Teorema 12 

Sejam A, B, C matrizes intervalares e A, 8, C, I, 0 matrizes 

reais. Entio sac, validas as seguintes propriedades: 
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• Comutatividade da Adicao 

A+B=B+A 

• Associatividade da Adicao 

A + (B+ C) = (A +B)+C 

• Elemento Neutro da Adicao 

3!C9 A + 0 = 0 + A = A, onde 0 e a matriz nula 

• Elemento Neutro da Multiplicacio 

3!I A .1=1. A = A, onde I e a matriz identidade 

• Subdistributividade 

(A+B)•CA•C+B•C 

C•(A+B)CC•A+C•B 

• DiStributividade 

(A+B)•CCA •C+B•C 

C.(A-I-B)CC-A-1-C•B 

• Associatividade da Multiplicacao 

A• (8 C) C (A • 5) • C 

(A- B) • C C A(B•C) caso C = —C 

A(B • C) = (A• B) • C 

A • (B • C) = (A•B) • C, caso B = —B e C = —C 

Teorema 13 

Sejam A, B, C matrizes intervalares de M„,„(/ (R)). Pela relagio 

de aproximacio 	validas as seguintes propriedades: 

• Comutatividade da Adicao 

A+Ba- B+A 

• Associatividade da Adicao 

A + (B + C) -a-  (A + B) + C 
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• Elemento Neutro da Adicao 

30, A+0E0H-A=A 

• Elemento Neutro da Multiplicagio 

31, A•IE-I•A a A 

• Distributividade 

(A-1-B)•CEA•Cd-B•C 

A•(B+C)EA•B+A•C 

• Associatividade da Multiplicacao 

A • (B • C) a-  (A • B) C 

• Existencia Elemento Simetrico 

VA E M,n„(/(R)), 3 A E M,n,,(/(R)) tal que 

A — A F- -_- 0 

• Existencia Elemento Inverso 

VA E M„,„(I(11)),3 A E 111„,„(I(R)) tal que 

A . 1/A E A A-1  a 1 

Observe que os elementos neutro da adicao e multiplicacio nao sao tinicos, 

embora se equivalem pela relacio de equivaencia. Pela relacio de equivalencia da 

Teoria das Aproximagoes Intervalares existem os elementos simetrico e inverso, o que 

possibilita a determinagio de metodos diretos para resolucao do sistema de equagoes 

lineares intervalares. 

6.2.1 Equacoes Lineares Intervalares 

Seja A • x = b um sistema linear intervalar, onde A é uma matriz inter-

valar n x n. 0 conjunto 

X ={xIAi= , A E A, i) E b} 
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Figura 6.1: conjunto solucao de urn sistema de equagoes lineares 

dito conjunto solucao para o sistema linear intervalar acima mencionado, onde 

assume-se que a matriz A e nao-singular s . 0 conjunto solucao x a ser calculado 

contem a solucao exata X do sistema, nao necessariamente a igual. Assim, Ax D b, 

A E Min„I(R)), b E I(R). 

Em geral a solucao x de urn sistema A • x = b tern uma estrutura muito 

complicada, pois o vetor X define uma regiao que geralmente nao e limitada por 

planos paralelos aos eixos coordenados. Por este motivo o menor vetor intervalar 

possivel x nao e igual a X. 

Considere o sistema A • x = b, onde A = 

(

[2,4] [-1,1] [-3,3] 

[-1,1] 2,4] 0 

A regiao determinada pelas solugoes dos sistemas reais envolvidos no 

sistema intervalar esta determinado na figura 6.1 . 

[-2,2] 
Para o sistema acima o vetor intervalar x= 	D X 

[-1,1] 

'Uma matriz intervalar A e nao-singular se o seu determinante (intervalo) nao contiver o valor 
zero. 
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Corn isto o interesse a entio determinar o menor vetor intervalar x. Para 

isto apresenta-se alguns metodos diretos para resolugao de sistemas de equagoes 

lineares intervalares, utilizando a Teoria das AproximagOes Intervalares. 

6.2.2 Metodo de Gauss Intervalar 

0 Metodo de Gauss Intervalar é um metodo direto para resolucio de urn 

sistema linear intervalar A • x = b, onde A E Alm,(/(R)), b E V./(R), sendo A 

uma matriz nao-singular. 0 objetivo a encontrar urn intervalo solucao mais proximo 

da solucao do sistenia acima. 

Neste metodo a matriz intervalar A e o vetor intervalar b sao transfor-

mados atraves de operagOes aritmeticas de maneira que a matriz intervalar A se 

transforme numa matriz intervalar superior. E condigio necessaria que a matriz 

intervalar A seja nao-singular, pois caso contrario o zero pertenceria a sua diagonal 

apOs a transformacio acima descrita. Este metodo tambem nao pode ser aplicado 

se a matriz intervalar A possuir algum coeficiente corn o valor zero na diagonal 

principal, pois assim pela aplicacio do metodo obteriamos um intervalo de AR)). 

Neste caso, uma alternativa seria a troca de linhas no sistema intervalar. 

6.2.2.1 Descricao do Metodo 

Dado urn sistema linear intervalar A • x = b, inicia-se corn a seguinte 

tabela de coeficientes: 

Ali  • • • A1n 	B1  

Ani • • • Ann 	Bn 

Utilizando-se as formulas 

Ai;l =A1;, j= 1..k, B;il- B1  
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= Ai; - Ail ila 	i,j = 2..k 

BP )  E Bi 
— Af1AiiB1, i = 2..k 

obtemos uma nova tabela de coeficientes 

Assumindo que 0 An , obtem-se uma nova tabela: 

An • • • A1n 

0 	... Azn 	B.; 

0 	... A'„„ 	Bn 
Utilizando-se novamente as formulas acima n vezes, obtem-se uma tabela 

de coeficientes na forma triangular superior: 

. A ln  

A22 	 13; 

• • • A;in  

onde a solucao a dada por: 

v  
n = -7—  

A nn  

X. B: 	 para 1 

6.2.2.2 Exemplo 

( [2,3] [0,1] ) 	E  ( [0,120] 

[1,2] [2,3] 	r.2 	[60,240] 

1  [2,3]X1+[0,1]X2 E [0,120] 

[1,2] xi  + [2,3] x2 	[60, 240] 

Como 1
1
2' 

2 1  = [0.3334,1], tern-se que multiplicando este intervalo pelos 
, 3 

coeficientes da primeira linha do sistema e subtraindo o resultado da segunda linha 

obtem-se: 

An Al2 
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[2,3]xi d-[0,1]x2  -a [0,120] 

[-1.333, 2]x1 +[-3,-1]x2 E [-240, 60] 

Como [-1.333, 2] = 0, tern-se 

	

[-3, —1]x2 	[-240, 60] 

	

22 	[-60, 240) 

[2, 3]xi  + [-60, 240] E [0, 120] 

[2, 3]x1  E [-240,180] 

E [-120, 90] 

[-120, 90] 
Logo o intervalo solugio e X E 

[-60, 240] 

Este exemplo foi testado por Rohn (ver [ROH81]) e o resultado obtido 

com a utilizacao da Teoria das Aproximagoes Intervalares coincide corn o metodo 

descrito por Rohn. 

Mas, na maioria dos casos a resposta encontrada corn esta teoria a maior 

do que a apresentada na literatura, pois o Metodo de Gauss usado foi o metodo 

"naive", que deve ser reformulado em estudos posteriores. 

6.2.2.3 Consideracoes 

No Metodo de Gauss Intervalar a troca de linhas do sistema de equacoes 

lineares intervalares desempenha urn importante papel, visto que ha, uma modi-

ficacio n o intervalo solucio , embora esta solucio sempre contenha todas as solucEies 

reais dos sistemas reais envolvidos no sistema intervalar. 
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Melhor dizendo, o ideal seria ter urn piv6 na diagonal principal da matriz 

intervalar A. Este pivo poderia ser determinado como o maior dos pontos medios 

de cada coeficiente intervalar, calculados em cada coluna da matriz A 

Exemplificando, dada uma matriz 

(

[1,7] [2 , 9] 

(-1,3] [3,4] 
tem-se 

m([1,7]) = 4 

m([2,9]) = 5.5 

m([-1,3]) = 1 

m([3,4]) = 3.5 

Como max {4,1} = 4 e max {5.5, 3.5} = 5.5 tern-se que a matriz intervalar 

A ja. possui os pivOs na diagonal principal, nao sendo necessario a troca de linhas 

no sistema. 

No sistema abaixo observe que, corn o objetivo de ter os pivers na diagonal 

principal, a troca de linhas produziu urn melhor resultado. 

1 
1 

 [10,15]xi d-[1,3]x2 = [19,27] 

[2,7]xi -F[12,14]x2  = [15,16] 

[10,15]xi+11,31x2 = [19, 27] 

[- 104, -14.136]x2  = [-101, 5.58] 

[-104, —14.36]x2 = [-101, 5.58] 

x2  = (-0.394, 7.144] 

[10,15]x1  + [-1.182, 21.432] = [-89.438,192.88] 

[10,15]x1  = [-110.87, 194.062] 

xi = [-11.087,19.4062] 
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(

[41.087, 19.4062] 

[-0.394, 7.144] 

Corn a troca de linhas do sistema, tern-se que o pivo esti na diagonal, 

conforme mostra o sistema abaixo. 

1  [2,7]x1 +[12,14]x2 = [15,16] 

[10,15]x1 +[1,3]x2 = [19, 27] 

[2,7]x1 +[12,14]x2  = [15,16] 

[9.9, 13.867]x2 = [-3.9,-2.527] 

[9.9,13.867]x2  = [-3.9, —2.527] 

s2  = [-0.3939,1.36090] 

[2, 7]xi  + [5.5146, 19.052] = [15, 16] 

[2, 7]xi  = [-4.052, 10.4854] 

xl = [-2.026, 5.2427] 

Logo a solucio deste sistema e X 
	[-2.026, 5.2427] 

[-0.3939, 1.36090] 

6.2.2.4 Observacio 

Como no caso real, este metodo nio pode ser aplicado a urn sistema de 

equacoes intervalares A • x = b se em algum passo do metodo a matriz intervalar 

A possuir algum coeficiente coin valor zero na diagonal principal e nap for possivel 

realizar alguma transformacio que o elimine. 

Logo o vetor intervalar e dado por X 



6.2.3 X E. A —I  • b 

6.2.3.1 Matriz Inversa 

A inversa A-1  de uma matriz intervalar A E M,„ / R ) ) a definida por 

A-1  = [inf , supki], VA E A 

Esta definicao a consistente corn a definicao de inversa para matrizes reais, 

onde para n = 1 tern-se A -1  = 1/A = 	a+-1, se A E /(R) 

. 6.2.3.2 Metodo 

Dada uma equacao matricial intervalar A • x = b, onde A E M„,„/(R), 

b E V?, /(R), este metodo determina que a solucao a determinada pela multiplicacio 

da matriz inversa A -1  pelo vetor intervalar b. 

seja, A • A -1 

 por A A-1  

1. Seja 

por 

Como tern-se que 

= 1, pode-se 

E I, onde / 

Exemplos: 

( [2,3] 
A = 

	

( [2,3] 	[0,1] ) 

	

[1,2] 	[2,3] 

[1,2] 

e a 

dizer 

na Teoria das Aproximacoes 

que a matriz inversa 

matriz identidade. 

[0,1] ) 
0 calculo da 

[2,3] 

( A 	C 	( 1 0 

	

B D 	0 1 

Intervalares 4 	1, ou 

pode ser obtida diretamente 

matriz intervalar inversa a dado 

Pela resolucao dos sistemas 

[2,3]A-F[0.1]B = 1 
e 

[1,2]A+[2,3]B = 0 

[2,3] C+[0,1]D = 1 

[1,2] C+ [2,3] D = 0 

116 
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obteremos a matriz inversa A -1  , determinada por: 

A-1  E ( 
[0.333, 1] [-2, 0.334] 

[-1, -0.111] 	[0.333, 1] 

2. Dado sistema 

1 [2,4]x1 +[-2,-1]x2  = [8,10] 
, cuja solucio e dada por x = 

[2,5]x1 +[4,5]x2  = [5,40] 
 

A inversa da matriz intervalar A é dada por: 

A-1  --E. 
( [0.057695, 0.458335] [0.008335, 0.76923] 

[-0.38461, -0.08333] [0.03334, 0.76923] 

(

[1.6153846, 10] 

[-3.076923, 8] 

Calculando A -1  • b obteremos o seguinte vetor solugao para o sistema 

acima: A-1 
 • b --a ( [0.503235, 35.3525] 

[-3.6794, 30.10256] 

Observe que o intervalo solucio calculado contem a solucao do sistema 

acima citado. 



7 CONCLUSAO 

Este trabalho apresentou urn estudo sobre resolugao de equagOes lineares 

intervalares. Primeiramente foram descritos conceitos basicos para resolugio de 

equagOes intervalares, definidos no espago intervalar (/(R), onde, de 

acordo corn as propriedades analisadas neste espago concluiu-se que ele possui uma 

estrutura semelhante a de urn corpo. Corn isto a resolucao de equacOes neste espaco 

intervalar pode ser encontrada analogamente a resolugao de equagOes reais no espago 

real. Foi determinado tambem a Formula de Biscara Intervalar para resolucao da 

Equagio Quadratica Intervalar. Para obtengao da formula foi necessario a divisao 

por casos, onde para cada caso foram apresentados sua formula correspondente, 

demonstragao e exemplos. 

A fim de determinar graficamente a solugao Otima, assim como analisar 

a imagem de equagOes intervalares, foi feito a representagio grafica de fungoes reais 

ou intervalares, de argumentos reais ou intervalares. 

Foram abordados alguns conceitos especificos do espago intervalar for-

mado por intervalos nao-regulares, bem como descritas algumas consideragoes im-

portantes, tais como utilizagao de intervalos nao-regulares na aplicagio de metodos 

iterativos intervalares. 

0 capitulo 5 apresenta alguns metodos iterativos intervalares, uteis para 

obtengao do intervalo solugio de equagoes intervalares. Para cada metodo iterativo 

(Newton, Secante e HIbrido Intervalar) foram analisados suns vantagens e desvan-

tagens, bem como apresentados exemplos. 

Por fim e realizado urn estudo sobre resolucao de sistemas de equagOes 

lineares intervalares, onde apresentou-se conceitos basicos a respeito do espago in-

tervalar matricial, assim como alguns conceitos especfficos deste espago, corn a uti-

lizagao da Teoria das AproximagOes Intervalares. Sao descritos metodos diretos para 

118 
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determinacao da solucao do sistema intervalar A • x = b, visto que isto a possivel 

devido a existencia dos elementos simetrico e inverso. 

7.0.4 Sugestoes 

Como ideias para novos estudos, sugere-se: 

• determinacao de metodos iterativos para determinacao de solugOes corn-

plexas para equacoes intervalares 

• representacao de intervalos de niimeros complexos para funcoes interva-

lares ou reais, de argumentos reais ou intervalares 

• estudo da viabilidade da determinacao de metodos iterativos para calculo 

de solucoes em /(R), assim como resolucio de sistemas de equa,coes li-

neares e nao-lineares neste espaco 

• resolugao de sistemas de equacOes nao-lineares utilizando-se a Teoria das 

Aproximaciies Intervalares 
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ANEXO A-1 ESPAQ0 INTERVALAR 
EXTENDIDO 

Os intervalos considerados no espaco /(R) possuem o extremo inferior me-

nor(ou igual) que o extremo superior. Mas um metodo iterativo, como por exemplo 

o Metodo de Newton, pode produzir como resultado urn intervalo que nao pertence 

ao espaco I (R). 

Corn isto a extensao do espaco intervalar /(R) torn-se util , visto que 

urn intervalo que nao a de Moore pode assumir um significado em outro espaco 

intervalar. Nesta extensao de /(R) sao considerados intervalos em que o extremo 

inferior a maior que o superior. 

A-1.1 Conceitos Basicos 

Definicao 35: 

Seja A= [a - , 	E /(R), a - , a+ E R, corn a -  < a+. 0 conju- 

gado de A, representado por A e definido por A = [a - , 	= 

[a+, al, a denotado intervalo nao-regular. 

Definicao 36: 

0 conjunto /(R) = 	I A E /(R)} e o conjunto dos intervalos 

nao regulares. 

0 conjunto H = I (R)U I (R) forma o espaco intervalar extendido. 

Definicao 37: 
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1( R) 

I( R) 

Figura A-1.1: Espaco Intervalar Extendido 

V[a - , 	E H, 	a+] = [a+, al. 

Definicao 38: 

V A,B E H, A= B 1-4 = b-  A a+ = b+. 

Considerando a representacio do espaco intervalar apresentado no capitulo 

3, tem-se que o espaco intervalar extendido pode ser representado como na figura 

A-1.1 

Definicao 39: 

VA,BEH,AC.B4-b+.<,a+Aa- 

A-1.1.1 Propriedades de C 

• reflexiva: A C A, VA E H 
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• antissimetrica: A C B A B C A 	= B, V A, B E H 

• transitiva: ACBABCC--4 ACC 

Teorema 14: 

V A,B E H, AC B 4 -471CT3. 

Demonstrag5o : 

ACB4-b+<a+Aa - <b- 4-.BC71 

Teorema 15: 

ACB—■ VxER,xCACBVACxCBVACBCx 

Demonstragio : 

1.SeAER,entaosCACB 

2. Se A E /(R)VB E I (R), A C B entio b-  < a - Va+ < b+ V a+ < a- . Logo 

3x E B tal que b -  <x<b+,a+<x< a -  o que resulta ACr CB 

3. Se A E /(R) V B E /(R) VA C B 	D .T3 e, pelo caso 1, y E T3 tal 

queyCBCAeassimACBCy 

A-1.2 Operacoes Aritmeticas 

• Adicao 

V.4, BE H,A+B-= [a-  + b-  , a+ + b+] 
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• Subtracio 

V A, B E H, A - B = A + (-B), onde 

VB E H, -B = [- b+ , -61 

• Multiplicacio 

I (R)+ U I (R) +  

[a-  b -  , a+ b+] I (R)+ U I (R) +  U01)+  

F [a-  b+ , a+ b+] 

[a-  b+ , a-  b - ] I (R) -  U I (R) 

F [a-  b-  , a+ b- ] 

F 

[a+ b , a+ 0] /(R)+ U /(R) +  U(174+  

F [min{a -  b+ , a+ b- } , max {a -  b -  , a+ b+}) 

I (R) -  U II  (R) [a-  1,4-  , a -  61 

F 0 

I (R) -  U I (R) 

I (R)+ U(Ir UTFW [a+ b-  , a-  b+] 

F [a+ b-  , a -  b - ] 

[a+ b+ , a-  19 - ] I (R) -  U I (R) 

F [a+ b+ , a-  bi- ] 

F 

I (R)+ U I (R) +  U .W +  [a-  b -  , a -  b+] 

F 0 

[a+ b+ , a+ 11 I (R) -  U I (R) 

F krtax {a -  b -  , a+ b+ } , min{a-  6+ , a+ b- }] 

onde F = {A I 0 E A} 



F=1/110EAl 

Exemplos 

[1,2] * 

[-6,4] 

[7, -2] 

[-3, 

* [5, 

* [3, 

-2] 

-8]  

-9]  

= [2(-3), 4-2)] = [-6, -2] 

= 0 

= [max {21,18} , min{ -63, -6}] = [21, -63] 

• Divisio 

I(R)_{0} T 7P 

/(R)_{0} A * 13. A * -k A T3 

T A * 1-3  [-,+ ] A * 47 

A* 1  73 A* RI- [-co, +co] 

sendo a inversio definida como 1/[a - , a+] = [1/a+,1/a - ] 

onde T = {AI 0EAVa - <a+} 

-= {A 10EXVe< 
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A-1.3 Interpretagao dos Intervalos 

nao-regulares 

A-1.3.1 A func5,o Inversa 

No espaco intervalar (I(R), 	•) tem-se que as operacoes algebricas 

+, —, • sac, fechadas. 0 mesmo nao acontece corn a divisao e a inversao. 

Assim, nao seria possivel inverter o intervalo [-2, 3] em I (R), visto que a 

divisao por zero nao esta definida. 

Mas, no espaco intervalar I (R) esta inversao e possivel. De acordo corn as 

operacoes apresentadas em A-1.2 tem-se que 3]  -- [ 13 , — que e urn intervalo 

nao-regular. 

A inversao e primeiramente definida em /(R) fol . Para A E I (R), 0 A, 

tern-se que = {1; a E A}. 

De maneira analoga quer-se definir a inversao de urn intervalo A onde 

0 E A. Assim a inversao de urn intervalo que contem o zero pode ser obtido como 

mostra o grafico da funcao f (X) = , representado em A-1.2. 

Observe que o intervalo resultante da divisao por zero nao e constituido 

por urn tinico intervalo, a solucao se apresenta como dois intervalos disjuntos. Para 

este caso a solucao e:(-co,1/ a- ) e [1/a+, +oo). 

Corn isto tem-se que para urn intervalo A, onde 0 	A, a inversao esta 

definida como 	= [1/a+,1/a - ] E I (R), onde 1/a+ > 1/a - . 0 conjugado de 1/A 

entao 1/A = [1/a - , 1/a+] E I (R) 



f(a+ ) 

a+  

f(a ) 

Figura A-1.2: f (x) = 1/x 
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A-1.3.2 ConsideracOes sobre intervalos de /(R) 

Urn intervalo A = [a- , a+] onde a -  > a+ pode entao ser definido como 

uma uniao de intervalos infinitos, ou seja, [a - , a+] = (—oo, a+] U[a - , +oo), onde 

a-  > a+. 

A aritmetica de Kahane uma das aritmeticas intervalares desenvolvida 

para intervalos infinitos. Esta aritmetica possui operacoes aritmeticas que permitem 

a operagao corn este tipo de intervalo. Como na Aritmetica de Kahan muitos Ca-

sos nao estao definidos, resultando assim no intervalo (—oo, +oo), surgiram outras 

aritmeticas para intervalos infinitos, corn o objetivo de definir casos que a Aritmetica 

de Kahan nao soluciona. Dentre estas aritmeticas para intervalos infinitos estao a 

Aritmetica de Kahan Extendida e a aritmetica desenvolvidsa por Kaucher. 

Em alguns casos as operacoes desenvolvidas por Kahan nao produzem 

urn resultado tic) significativo quanto a aritmetica descrita por Kaucher. Muitas 

vezes o resultado obtido utilizando-se as operacoes da aritmetica de Kahan pode ser 

urn intervalo nao apropriado para metodo iterativos. Considere o exemplo abaixo: 

Seja A = [2,1] = (—oo,1] U[2, +oo) e B = [0, 0.5]. Para o calculo de 

A * B utilizando-se a operacio * da aritmetica de Kahan produz como resultado o 

intervalo (—oo, +oo). Este resultado nao a apropriado para utilizacio em metodos 

iterativos, pois considerando a equacao intervalar A = A * [0,0.5] + 1, tern-se que a 

utilizacao do intervalo (—oo, +oo) nao ira, convergir para o ponto fixo A = [1,2], se 

considerarmos o intervalo inicial A o  = [2,1]. Utilizando entio as operacoes descritas 

em ??3.1??, tern-se que o intervalo resultante tern significado no desenvolvimento de 

metodos iterativos, ou seja, Al  = [2,1] * [0, 0.5] + 1 = [0, 0.5] + 1 = [1,1.5]. 

Mas, desta maneira obtemos A D A l  D Ao  
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E necessario entao estabelecer operacoes aritmeticas para intervalos infi-

nitos que, alem de produzirem um resultado significativo para desenvolvimentos de 
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metodos iterativos, permita que a utilizacio nestes metodos convirja para o ponto 

fixo da equack . Veja [KAU73] para maiores detalhes. 
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ANEXO A-2 FORMULAS DA EQUA60 
QUADRATICA INTERVALAR 

AX 2  + BX + C =0 

A > 0, B > 0, C 	0 

A<O,B>0,C<0 

-B-A/B2-4AC Xi  L- 2A 

X2- 	-2C 
B -I- VB 2  - 4A C 

A>0,B <0,C>0 Xi=-B 	B 2  -- 4AC 
2A 

X2= 	2C  
-B + N/B 2  - 4AC 

A > 0, B < 0, C < 0 

A<O,B<O,C?-0 

-B + 	B 2  - 4A x -  (C) 
 Xi = 2A 

X2- 	 2C 
-B + NI B 2  - 4A x -  (C) 

A>0,./3?-0,C<0 

A<O,B>0,C0 

-B - VB 2  -4A x -  (C) 
Xi= 2A 

X2-a- 	-2C 
B + V B 2  -- 4A x -  (C) 

A <0,B <0,C <0 X1 -B 	B 2  -4AC = 2A  

2C X2 = 
-B + VB 2  -4AC 
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