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ResumoDomínios formados durante a evolução de misturas possuem grande importânia tantoteória quanto experimental. Diversos estudos das propriedades de resimento de domíniospodem ser vistos no ontexto de espumas, teidos elulares, domínios magnétios, super-ondutores, absorção de átomos em superfíies, et. Partiularmente, na iênia metalúr-gia e de superfíies, entender a formação das miroestruturas poliristalinas e suas respe-tivas evoluções temporais é importante na determinação das propriedades do material. Omodelo de Potts permite representar a estrutura multielular dos sistemas menionadose, por esta razão, é muito empregado em seus estudos.Nesta tese apresentamos os resultados do estudo do ordenamento de fases dinâmiodo modelo de Potts puro e om desordem ferromagnétia fraa, do ponto de vista ge-ométrio, através de simulações omputaionais. Basiamente, estudamos a distribuiçãodas áreas dos hulls do modelo om q > 2 estados, após ser submetido a um súbito resfria-mento a partir da fase de alta temperatura (paramagnétia) para dentro da fase ordenada(ferromagnétia). Nesta fase, domínios om diferentes orientações se formam devido àintensidade das interações loais. A evolução temporal de ada domínio é regida basia-mente pela urvatura da interfae e a lei de resimento depende, em geral, de fatoresomo a onservação (ou não) do parâmetro de ordem, da presença de desordem e dadimensão do parâmetro de ordem.Uma vez que a solução analítia para a distribuição das áreas dos hulls obtida para omodelo de Ising (q = 2) não pode ser failmente extrapolada para o modelo de Potts om
q > 2, nossa análise é baseada em simulações numérias. Surpreendentemente, algunsresultados permaneem válidos (omo por exemplo, quando a transição é ontínua e osistema está equilibrado em Tc antes do quenh). Além das distribuições das áreas doshulls para vários valores de q e diferentes ondições iniiais, apresentamos uma visãogeral, geométria, do proesso de resimento de domínios no modelo de Potts, tantopara o modelo puro quanto na presença de desordem ferromagnétia.
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AbstratDomains formed during the evolution of mixtures are of both theoretial and tehno-logial importane, appliations inluding foams, ellular tissues, superondutors, mag-neti domains, adsorbed atoms on surfaes, et. In partiular, in metallurgy and surfaesiene, understanding the formation of the polyrystalline mirostruture, and its timeevolution are important in determining the material properties. The Potts model, beingable to represent the multiellular struture of these systems, is widely used in their study.In this thesis we present results for the phase ordering dynamis of the Potts modelwith and without weak quenhed disorder, from a geometrial point of view, through om-puter simulations. Basially we studied the hull-enlosed area distributions of the modelwith q > 2 states, after a sudden quenh from the high temperature phase (paramagneti)into the ordered phase (ferromagneti). In this phase, domains with di�erent orientationsare formed due to the strenght of loal interations. The temporal evolution of a singledomain is essentially ruled by urvature-driven proesses, and the growth law depends,in general, on features suh like the onservation (or not) of the order parameter, thepresene of quenhed disorder, and the dimension of the order parameter.One the analytial solution for the hull-enlosed areas obtained for the Ising model(q = 2) annot be easily extrapolated to the q > 2 Potts model, our analysis is based onnumerial simulations. Surprinsingly, some of the results remain valid (as, for example,when the equilibrium state before the quenh is the seond-order transition ritial tem-perature). Besides the hull-enlosed areas, we present an overall, geometri desriptionof the domain growth proess for the Potts model, both with and without ferromagnetidisorder.
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Capítulo 1IntroduçãoUma grande variedade de sistemas naturais apresentam estruturas partiularmentesemelhantes, om padrões morfológios que geram grande interesse em diferentes áreasomo na biologia, mediina, químia, físia e nas iênias de materiais. Em alguns sistemasa presença de desordem topológia (estrutural) é regra e não exeção. Esta �desorganiza-ção� estrutural do material di�ulta o estudo destes tipos de sistemas, uma vez que umaordem ristalina global ou algum tipo de homogeneidade não se faz presente.Nas últimas déadas grandes avanços foram obtidos no intuito de araterizar estessistemas por meio de modelos simples, e om isso estudar as propriedades dinâmiastanto teória quanto omputaionalmente. No entanto, uma das primeiras questões a serabordada diz respeito a análise e araterização da geometria das estruturas. Muitas leis(empírias ou não) foram formuladas e tentam desrever as semelhanças entre as diversasestruturas.A �gura 1.1 apresenta uma série de imagens de sistemas que apresentam padrões mor-fológios semelhantes. A �gura em (a) orresponde à estrutura formada por élulas doteido adiposo de amundongos [1℄; em (b) temos a imagem obtida de um mirosópioeletr�nio de varredura, da estrutura do aço dopado om titânio durante o proesso de sol-dagem [2℄; em () temos o padrão formado por espumas seas (bolhas de sabão1) em duasdimensões (entre plaas); em (d) temos a imagem de uma espuma superondutora [3℄;em (e) temos uma imagem mirosópia de uma seção transversal que mostra a estru-tura elular do pepino [4℄; em (f) temos uma fotomirogra�a (obtida de um mirosópioKerr) de um material magnétio (NdFeB) mostrando o padrão dos domínios magnétios1.Em todos estes sistemas as interfaes delimitam os domínios, sendo que algumas destasimágens orrespondem a fatias (ou seções retas) do material.Algumas dessas estruturas evoluem no tempo em função de parâmetros externos omotemperatura, ampo magnétio, et. Entender o meanismo relevante por trás da evolução1Imagens de domínio públio obtidas em http://ommons.wikimedia.org1
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(f)Figura 1.1: Imagens de diversos sistemas que apresentam morfologia semelhantes. As �guras mostram:(a) élulas do teido adiposo; (b) aço dopado; () bolhas de sabão; (d) espuma superondutora; (e) élulasde pepino; (f) domínios magnétios.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O1.1 Estrutura e resultados apresentados neste manusrito 3de uma estrutura espeí�a permite determinar as propriedades estatístias do sistema alongo prazo. Naturalmente, a observação e a desrição do resimento elular, de agrega-dos metálios, das espumas de sabão, et, é de grande interesse.Diversos estudos das propriedades geométrias de resimento de domínios podem servistos no ontexto de espumas [5℄, teidos elulares [6℄, superondutores [3℄, sistemasmagnétios [7,8℄, átomos absorvidos em superfíies, et. Partiularmente, em metalurgia,entender a formação de estruturas poliristalinas e sua respetiva evolução temporal éimportante na determinação de muitas das propriedades do material.Após uma súbita diminuição da temperatura (ou uma adequada mudança em algumoutro parâmetro de ontrole), levando o sistema da fase de alta temperatura para aregião de oexistênia de fases, o sistema tende a se organizar progressivamente formandoestruturas ordenadas. A evolução temporal do sistema é governada por proessos térmios,difusivos, ou devido à urvatura da interfae. A lei de resimento depende, em geral, dapresença de desordem, da dimensão do parâmetro de ordem e se ele é onservado ou não.Atualmente muito se onhee a respeito de misturas binárias e sistemas om duplo graude degeneresênia [9℄, mas muito pouo é onheido sobre polimisturas e sistemas ommúltiplos graus de degeneresênia. No último aso, a dinâmia das paredes dos domíniosé afetada pelas baixas temperaturas, sendo neessário fazer uso de ativação térmia parasobrepor as barreiras de energia.1.1 Estrutura e resultados apresentados neste manusritoNeste trabalho estudamos o ordenamento de fases dinâmio de um sistema em duasdimensões do ponto de vista geométrio, através de simulações omputaionais. Partimosde uma base analítia e numéria onheida para um sistema om degeneresênia dupla(modelo de Ising) e generalizamos para o aso de um sistema om múltiplos graus dedegeneresênia (modelo de Potts).Este trabalho está estruturado da seguinte forma:
• Na ontinuação deste apítulo será feita uma breve revisão e apresentação de on-eitos fundamentais para o entendimento do trabalho.
• No apítulo 2 serão apresentados alguns modelos magnétios e naturalmente o mo-delo no qual baseamos nosso estudo. Disutiremos alguns pontos relativos ao tra-balho omputaional, prinipalmente sobre a metodologia ligada à simulação desistemas fora do equilíbrio.
• No apítulo 3 apresentaremos uma breve síntese do resimento de domínios de umsistema om duplo grau de degeneresênia, om ênfase nos resultados exatos para a
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Figura 1.2: A �gura representa um sistema de dois estados (brano e vermelho) que evoluiu dentro dafase ferromagnétia após ser submetido a um quenh a partir de um estado de equilíbrio na fase paramag-nétia. As fronteiras que separam os aglomerados de ada fase orrespondem aos defeitos topológios.distribuição das áreas das estruturas de�nidas omo hulls e a exelente onordâniaom as simulações numérias.
• O apítulo 4 expõe os resultados a respeito da dinâmia de resimento de ummodelobidimensional om múltiplos graus de degeneresênia e parâmetro de ordem nãoonservado. Neste aso, onde a forma analítia das distribuições não é onheida, ahipótese de esala se mantém válida.
• No apítulo 5 serão apresentados os resultados para o modelo de Potts om desordemferromagnétia fraa. Uma araterístia importante de sistemas que apresentamtransição de fase desontínua é que a presença de desordem muda a ordem da tran-sição. Nossa análise nos permite determinar o limite da validade da hipótese desuper-universalidade em sistemas om diferentes graus de degeneresênia. Vere-mos que a presença de desordem in�uenia diretamente a forma da distribuição dasáreas dos domínios e hulls.
• Finalmente, no último apítulo apresentaremos um resumo das onlusões bem omoas perspetivas futuras.Os resultados apresentados neste trabalho foram publiados em [10, 11℄.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O1.2 Coneitos fundamentais 51.2 Coneitos fundamentais1.2.1 Efeitos da dinâmia em sistemas fora do equilíbrioQuando uma rápida mudança em um dos parâmetros de ontrole força o sistema a sairde uma situação de equilíbrio, levando-o para uma nova fase, o sistema irá relaxar parao novo estado de equilíbrio orrespondente aos novos valores do parâmetro de ontrole.Geralmente, este proesso de relaxação exibe uma dinâmia lenta e o tempo de relaxaçãodiverge no limite termodinâmio.O proesso de relaxação irá depender da natureza da transição sofrida. Em sistemasmagnétios, onde o parâmetro de ontrole usualmente é a temperatura, é onheido omoquenh o rápido proesso de resfriamento que leva o sistema da ondição de equilíbrio nafase paramagnétia para a região de oexistênia abaixo da temperatura rítia. No asode uma transição de segunda ordem, devido a quebra de simetria, a fase de baixa tempera-tura apresenta diversos estados fundamentais no qual o parâmetro de ordem pode assumirdiferentes valores. Por exemplo, no aso do ferromagneto de Ising a fase ferromagnétia éaraterizada por dois mínimos de energia livre, onde ada mínimo orresponde a um es-tado fundamental. Quando o sistema é subtamente resfriado, diferentes resgiões omeçama formar estruturas orrespondentes a ada um dos estados fundamentais. Surgem entãoos defeitos topológios, que orrespondem às fronteiras que separam os diferentes aglo-merados (domínios) de spins. Para alançar o estado de equilíbrio uniforme, o sistemapreisa eliminar os defeitos topológios. Este proesso orrespondente ao ordenamento defase dinâmio é hamado de oarsening.A �gura 1.2 mostra o padrão formado por um sistema de dois estados submetido aum quenh para o interior da fase ordenada. O parâmetro de ordem apresenta diferentesvalores em diferentes regiões do espaço e, onsequentemente, defeitos topológios apareem(interfaes entre domínios). Para um sistema in�nito, o equilíbrio nuna será alançado,pois o tempo para atingir o equilíbrio rese om o tamanho do sistema.O omportamento desontínuo do parâmetro de ordem nas transições de primeira or-dem gera, em torno do ponto de transição, estados metaestáveis orrespondentes à regiãodo diagrama de fases de�nida pela linha espinodal. A metaestabilidade é onsequêniada barreira de energia que o sistema preisa superar para alançar a fase de baixa tempe-ratura. Dentro desta região o proesso de relaxamento se dá por meio de nuleação [12℄,após o sistema superar a barreira de energia graças às �utuações térmias. Novamente,defeitos topológios surgem formando um mosaio de fases ordenadas orrespondentes aada um dos mínimos de energia livre.
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PSfrag replaements R1

R2PSfrag replaements R1

R2

R3

R4(a) (b)Figura 1.3: A �gura apresenta duas on�gurações diferentes de domínios. Em (a) temos dois domíniosde raios R1 e R2. O domínio de raio R1 possui área igual a A
(1)
d = πR2

1. O hull orresponde a fronteira dodomínio. Como não existem outros domínios dentro do domínio R1, a área do hull de raio R1 orrespondeà área do domínio, A
(1)
h = A

(1)
d . O domínio mais externo, de raio R2, tem uma área equivalente a

A
(2)
d = π(R2

2 −R2
1). A área do hull de raio R2 orresponde à toda área englobada, ou seja, A(2)

h = πR2
2.Em (b) temos um outro exemplo de on�guração de domínios. Dentro do domínio de raio R1 existea primeira geração de domínios (os de raio R2 e R4) sendo que dentro do domínio de raio R2 existe asegunda geração do domínio de raio R1 (primeira geração do domínio de raio R2).1.2.2 De�nições geométrias: domínios e hullsApós ser submetido a um quenh, o sistema se enontra em um estado de não-equilíbriodentro da fase ordenada. A ompetição entre os estados aessíveis promovem o aparei-mento de aglomerados de spins orrespondentes a ada uma das fases. Estes aglomerados,onde todos os spins apontam na mesma direção, são hamados de domínios. Usualmente,dá-se o nome de luster ao aglomerado de spins orrelaionados entre si [13, 14℄.A presença de defeitos topológios limita as áreas dos domínios, que orresponde aonúmero total de spins que formam o aglomerado. Em um modelo ontínuo, o domínio éde�nido omo a região onde o parâmetro de ordem tem o mesmo sinal, e a área orrespondeà superfíie da região. Dentro de um domínio podem existir �buraos�, orrespondentes apresença de outros domínios, hamados de gerações de domínios. O ontorno mais externode um domínio, a fronteira, é hamado de hull e a área do hull orresponde a toda área dodomínio mais as áreas de todas as gerações presentes no seu interior. A �gura 1.3 ilustraestes oneitos.Manter as interfaes dos domínios demanda um alto usto energétio, relaionado àtensão super�ial. O proesso de resimento dos domínios está assoiado ao movimentodas interfaes, resultando na diminuição da urvatura e por sua vez da tensão super�ial.A análise das estruturas de�nidas pelos hulls é interessante pois se tratam de quantidadesque dependem apenas do movimento de uma únia interfae.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O1.2 Coneitos fundamentais 71.2.3 A hipótese de esalaUma araterístia omum de alguns sistemas que evoluem em um estado de não-equilíbrio é a observação experimental e numéria de que o padrão das estruturas semantém estatistiamente o mesmo em diferentes tempos, a menos de uma orreção globalassoiada a um fator de esala. Esta observação deu origem a hamada hipótese de esala-mento dinâmio (dynamial saling hypothesis). Sistemas que apresentam resimento dedomínios são, em geral, bem desritos por esta teoria fenomenológia de esalas na qualhá um únio omprimento araterístio R(t) (por exemplo, raio médio) que rese omo tempo. A morfologia dos domínios é estatistiamente a mesma em todos os temposquando os omprimentos são medidos em unidades de R(t).Apesar do suesso da hipótese de esala em desrever resultados experimentais e desimulação, sua validade foi provada analitiamente apenas para modelos bastante simples,de limitada relevânia experimental, inluindo o modelo de Ising unidimensional omdinâmia de Glauber [15,16℄, o modelo n-vetorial O(n) no limite em que n → ∞ [17℄ e omodelo XY unidimensional [18℄. A lei de resimento depende da natureza e da dimensãodo parâmetro de ordem, bem omo da presença de leis de onservação. Os tamanhosaraterístios médios dos domínios resem om o tempo na forma de lei de potênia,
R ∼ tα. (1.1)Um dos primeiros resultados onsistentes sobre a teoria de esalas foi apresentado porLifshitz-Slyozov [19, 20℄ em 1961. O expoente que desreve o resimento dos domíniosdepende do meanismo inétio, embora possa ser neessário um erto transiente de tempopara que o omportamento assintótio apareça. Para modelos onde o parâmetro de ordemnão é onservado, o raio médio dos domínios rese na forma de lei de potênia om

α = 1/2. Por outro lado, para modelos onde o parâmetro de ordem é onservado oresimento dos domínios torna-se mais lento, ainda omo lei de potênia, mas om oexpoente de resimento α = 1/3.1.2.4 Tamanho típio dos domíniosExistem diversas formas de estimar o valor do omprimento araterístio dos domínios.Uma delas onsiste em medir a área de todos os domínios do sistema num erto tempoe dividir a soma destes valores pelo número de domínios, obtendo assim a área média eonsequentemente uma aproximação para o raio médio dos domínios. Outra forma seriaatravés da densidade de defeitos topológios, onde o tamanho típio dos domínios podeser enontrado dividindo o omprimento total das paredes pelo número de domínios. En-tretanto, todas estas formas forneem apenas pobres estimativas para o valor de R, devido
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Figura 1.4: Comportamento da função de orrelação C(r, t) para o modelo de Potts om dois estados(q = 2), medido em diversos tempos (21 até 210). A pequenas distânias o valor da orrelação é devidoa maior probabilidade dos spins estarem num mesmo estado. Para r maiores, a probabilidade dos spinsestarem orrelaionados diminui e o valor da orrelação ai. Os detalhes a respeito da simulação serãoapresentados nos apítulos seguintes. O detalhe mostra o omprimento araterístio em função do tempo,
R2(t) ∼ t.a fragilidade das medidas frente, por exemplo, à �utuações térmias.A melhor maneira de se estimar o omprimento araterístio dos domínios é atravésda medida da função de orrelação C(r, t), que mede a orrelação entre duas variáveis emdois diferentes pontos do espaço distantes de r no mesmo instante de tempo. Entre duasvariáveis idêntias a orrelação é máxima e naturalmente C(0, t) = 1. Dada uma variávelesalar φ(r, t) a função de orrelação é de�nida omo

C(r, t) = 〈φ(x+r, t)φ(x, t)〉, (1.2)onde o valor entre 〈· · ·〉 representa a média sobre duas variáveis esalares distantes de r.De aordo om a hipótese de esala, a existênia de um únio omprimento araterístiopermite esrever a função de orrelação reesalada na forma
C(r, t) ∼ m2(T )f

(

r

R(t)

)

, (1.3)onde m(T ) orresponde ao valor de equilíbrio do parâmetro de ordem a temperatura T .O estado de equilíbrio a temperatura nula orresponde a uma on�guração homogêneada variável esalar e, neste aso, o omprimento araterístio é da ordem do tamanhodo sistema. O regime de esala é de�nido por r ≫ ξ, R ≫ ξ e r/R arbitrário, onde ξ



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O1.2 Coneitos fundamentais 9orresponde ao omprimento de orrelação no equilíbrio, que fornee a esala do alanedas orrelações entre �utuações [21, 22℄.O omprimento araterísitio pode ser obtido a partir da esolha de um erto valoronstante da função de orrelação. A �gura 1.4 ilustra o omportamento da orrelação deum modelo magnétio de spins onheido omo modelo de Potts. Neste aso, o grau dedegeneresênia do estado fundamental é duplo, orrespondendo ao modelo de Ising. Estesmodelos serão devidamente apresentados no apítulo 2. Durante a evolução do sistema, aorrelação entre os spins aumenta. Os respetivos valores de R(t) foram obtidos a partir dovalor da orrelação C(R, t) = 0.3. Como previsto pela hipótese de esala, o omprimentoaraterístio dos domínios rese om o tempo na forma de lei de potênia, R(t) ∼ t1/2,omo pode ser visto no detalhe da �gura.



Capítulo 2Modelos magnétios e o métodoomputaionalMuitos sistemas enontrados na natureza podem ser representados por modelos teóri-os que simpli�am a análise e ajudam no entendimento de eventos que oorrem em taissistemas. Diversos materiais ompostos por metais de transição (Fe, Co e Ni), que apre-sentam magnetização espontânea abaixo da temperatura de Curie, são desritos atravésde modelos mirosópios importantes omo o modelo de Heisenberg e suas generaliza-ções. Apesar de pareerem super simpli�ados, os modelos magnétios formam a basedos estudos dos fen�menos rítios e, graças à universalidade, diferentes modelos podemlevar ao mesmo onjunto de expoentes rítios.Os spins em sistemas magnétios podem apresentar uma grande variedade de estru-turas ordenadas, tão diversas quanto as enontradas no ordenamento at�mio ristalino.Isto se deve aos diferentes tipos de interações existentes entre os spins: as interações detroa, as interações dipolares e as interações spin-órbita. Na presença destas três formasde interações magnétias o sistema pode apresentar diferentes estruturas no estado fun-damental, dependendo da intensidade relativa de ada interação e transições de fase entrediferentes tipos de ordem magnétia podem surgir à temperatura �nita.Dentre as interações, a prinipal responsável pelo surgimento do ferromagnetismo é ainteração de troa entre os spins. O modelo mais bem suedido para desrever uma série depropriedades dos materiais ferromagnétios, omo a transição de fase para-ferromagnétia,orrelação entre spins, suseptibilidade magnétia, alor espeí�o, et, é o modelo deHeisenberg desrito pelo Hamiltoniano,
−H =

∑

i,j

JijSi · Sj (2.1)onde as onstantes de troa Jij interagem om todos os pares de spins primeiro vizinhos.10



CAPÍTULO 2. MODELOS MAGNÉTICOS E O MÉTODO COMPUTACIONAL2.1 O modelo de Ising 11A modulação de J de�ne o tipo de alinhamento do estado fundamental, dando origem àon�guração ferromagnétia (spins alinhados apontando no mesmo sentido) para J > 0ou antiferromagnétia (spins alinhados antiparalelamente) para J < 0.Uma das generalizações do modelo de Heisenberg é onheida omo modelo n-vetorial(ou simplesmente modelo O(n)), onde os graus de liberdade do vetor que representa oparâmetro de ordem estão dentro do grupo de simetria On. Isto signi�a que o númerode omponentes que de�nem o vetor de spin S é limitado pelo espaço n-dimensionaldo parâmetro de ordem. Na fase desordenada, o Hamiltoniano deste modelo torna-seinvariante frente a rotações neste espaço. O modelo n-vetorial se reduz ao modelo deIsing no aso n = 1, ao modelo XY para n = 2, ao modelo de Heisenberg para n = 3, e éexatamente solúvel no limite de n → ∞. O modelo XY (ou modelo planar) orrespondea um ferromagneto om um �plano fáil�, ou seja, onde o vetor magnetização é forçadoa estar sobre o plano. Este modelo enontra-se na mesma lasse de universalidade datransição super�uida. O modelo de Ising representa a lasse dos ferromagnetos uniaxiais(ou de �eixo fáil�) omo Y FeO3, CrBr3, ou LiHoF4.2.1 O modelo de IsingO modelo de Ising orresponde, talvez, ao modelo simpli�ado mais estudado dameânia estatístia. Proposto em 1920 por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutoradoErnest Ising, tinha omo objetivo ompreender o fen�meno do ferromagnetismo atravésdo estudo de um sistema de spins dispostos nos N sítios de uma rede linear. A soluçãoexata do modelo unidimensional foi obtida por Ising em 1925 mas não apresentou nenhumtipo de transição a temperatura não nula. Em 1944 Lars Onsager obteve a solução exatado modelo em duas dimensões (na rede quadrada a ampo externo nulo) onde �nalmentefoi detetada a transição ferromagnétia. Em três dimensões o modelo não possui soluçãoanalítia onheida mas, através de resultados numérios, já se sabe basiamente todasas suas araterístias.A liberdade uniaxial dos spins força o modelo a ter apenas dois estados, representadospelos dois mínimos da energia livre do estado fundamental. De maneira geral, assume-seo vetor de spins S omo uma variável esalar S = ±1, e o Hamiltoniano de Ising pode seresrito omo
−H = J

∑

〈i,j〉

SiSj (2.2)onde o termo 〈i, j〉 representa as interações entre os z = 2d spins primeiros vizinhos. Emduas dimensões (d = 2), a transição ferromagnétia é ontínua e oorre a temperaturarítia bem de�nida, Tc = 1/ln(1 +
√
2). Diversas interpretações são dadas ao modelo de



12 CAPÍTULO 2. MODELOS MAGNÉTICOS E O MÉTODO COMPUTACIONAL2.2 O modelo de Potts om q estadosIsing graças a sua natureza binária, e suas apliações vão desde modelos de gás de rede àmodelos elulares (neur�nios).2.2 O modelo de Potts om q estadosOmodelo de Potts [23℄ é a generalização do modelo de Ising, onde o estado fundamentalé desrito em termos de q mínimos de energia livre. Trata-se de um modelo mais rio egeral, que apresenta diferentes tipos de transições e estruturas de fases. O modelo, quefoi estudado por Renfrey B. Potts omo parte de seu trabalho de doutorado em 1952,possui solução exata em uma dimensão e em duas dimensões para q = 2 (solução deOnsager). Embora tenha sido proposto iniialmente para estudos dos fen�menos rítiosem físia estatístia, o modelo também se destaou devido a sua grande variedade deapliações; entre elas, o estudo do resimento de grãos metálios, espumas de sabão,espumas magnétias, élulas biológias, et.O modelo de Potts padrão om interações entre primeiros vinhos e ampo externo nuloé desrito pelo Hamiltoniano,
−H =

∑

〈i,j〉

JijδSiSj
, (2.3)onde a variável de spin Si = 0, 1, 2, · · · , (q − 1) espei�a o estado do spin do i-ésimosítio. O símbolo δ representa a função delta de Kroneker que vale 1 quando o par despins vizinhos enontram-se no mesmo estado e 0 aso os spins enontram-se em estadosdiferentes. A onstante de aoplamento Jij de�ne a natureza da transição: ferromagnétiapara J > 0 e antiferromagnétia para J < 0. O valor onstante Jij = J arateriza omodelo puro. Apesar de não possuir solução exata em duas e três dimensões (para q > 2e ∀q respetivamente), as propriedades rítias do modelo são bem onheidas. O pontorítio é rigorosamente onheido na rede quadrada, triangular e honeyomb para todosos estados q ≥ 2 (d = 2), sendo a temperatura de transição na rede quadrada dada por,

Tc(q) =
2

ln(1 +
√
q)
. (2.4)A �gura 2.1 mostra o omportamento do parâmetro de ordem (magnetização) em funçãoda temperatura para o modelo de Potts om diversos graus de degeneresênia. Fia laraa dependenia do ponto de transição om o número q de estados.De aordo om a dimensionalidade do sistema e o grau de liberdade do parâmetro deordem, o modelo de Potts apresenta diferentes tipos de transições. Em duas dimensõese degeneresênia q ≤ 4 o modelo apresenta transição de segunda ordem; para q > 4transição é de primeira ordem. Em três dimensões e degeneresênia q > 2 as transições
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Figura 2.1: Curvas de magnetização do modelo de Potts om q = 2, · · · , 8 estados. A presença de duasfases distintas pode ser laramente observada. A transição oorre quando a temperatura está próxima datemperatura rítia exata do modelo para ada estado. Esta �gura é resultado de uma simulação numarede quadrada de tamanho linear L = 1000 usando a dinâmia de Swendsen-Wang.são todas de primeira ordem. Fora do limite termodinâmio, não é possível distinguiro tipo de transição observando, por exemplo, o omportamento do parâmetro de ordemquando o número de estados está próximo do valor rítio. As transições tornam-se muitofraas e a a�rmação sobre a ordem da transição se dá através do onheimento prévio dosresultados analítios.Dada a possibilidade do sistema ser multiplamente degenerado, a estrutura padrão dosdomínios no modelo de Potts torna-se mais omplexa que no modelo de Ising (q = 2). Adensidade de defeitos topológios varia e, em alguns asos, in�uenia diretamente o om-portamento da lei de resimento. Sob ondições espeí�as o modelo om degeneresên-ia q > 2 apresenta novas araterístias que in�ueniam a dinâmia, omo a variaçãodo número de lados, metaestabilidade termodinâmia e estabilidade de pontos loalizadosem tríplie fronteira. Também estão presentes efeitos omo dissoiação e oalesênia dedomínios.2.3 O método omputaionalA simulação de modelos magnétios trás uma visão quase mirosópia a respeitodo resimento das estruturas, onde o interior de ada grão ou domínio é omposto poruma rede de �átomos� e seus respetivos perímetros orrespondem à interfae entre adadomínio. Como em um sistema real, o resimento do domínio está assoiado à urvatura



14 CAPÍTULO 2. MODELOS MAGNÉTICOS E O MÉTODO COMPUTACIONAL2.3 O método omputaionalde sua interfae, ou seja, da quantidade de energia assoiada à urvatura.Dentre as ténias omputaionais usadas no estudo de sistemas físios reais destaa-seo método de Monte Carlo [13,14℄, que onsiste na determinação das propriedades termo-dinâmias do sistema através de proessos estoástios (omo uma adeia de Markov1).Numa simulação omputaional a evolução do sistema se dá de aordo om a dinâmiapré-estabeleida. Cada unidade de tempo a que se refere orresponde a um ilo de MonteCarlo (Monte Carlo step, MCs), que implia em uma atualização (em média) de todos ossítios da rede.Embora muito já se onheça a respeito das propriedades de sistemas em equilíbrio,omparativamente pouo se sabe a respeito das propriedades dos sistemas fora do equi-líbrio. O interesse neste tipo de sistema leva, em geral, a duas vertentes: ou se prouraentender omo o sistema relaxa após ser submetido a um quenh para uma dada tempe-ratura T (em geral em uma fase diferente da iniial); ou se estuda o omportamento deum sistema que nuna atinge o estado de equilíbrio devido à presença de forças motrizesque o afasta deste estado. A simulação omputaional possibilita a realização explíita daevolução temporal do sistema através de seus muitos miroestados. A esolha da dinâmiaque rege a evolução e feita, em geral, om base em argumentos de e�iênia. Algumaspropriedades dinâmias não variam om a esolha da dinâmia de atualização individual,omo por exemplo o expoente dinâmio z. Neste sentido, os algoritmos de atualizaçãoindividual (single �ip) omo o algoritmo de Metropolis e o algoritmo de banho térmioenontram-se na mesma lasse de universalidade dinâmia.A preisão dos resultados obtidos por ténias de simulação omputaional está rela-ionada, entre outros fatores, om o tamanho do sistemas om o qual trabalhamos. Onúmero de partíulas que ompõe os sistemas reais é muito superior à quantidade departíulas que são usadas em simulações numérias. Ainda que fosse possível aumentarinde�nidamente o tamanho do sistema, as simulações nas proximidades dos pontos ríti-os tornariam-se inviáveis. Os tempos de relaxação poderiam divergir, uma vez que trese om o tamanho linear L do sistema2, t > τ ∼ Lz. Algoritmos de atualização indivi-dual omo o de Metropolis e o de banho térmio produzem grandes expoentes dinâmios(z ≈ 2.0).Uma forma de ontornar o problema é utilizar algoritmos de atualização oletiva omoo algoritmo de Wolf e o algoritmo de Swendsen-Wang. Estes algoritmos possibilitam1A adeia de Markov é um aso partiular de proesso estoástio om estados disretos onde apredição do novo estado é obtida através das informações referentes ao estado atual independentementedos estados anteriores.2Nas proximidades da temperatura rítia o tempo de autoorrelação exibe um omportamento deesala da forma τ ∼ ξz , onde z é o expoente rítio dinâmio e ξ é o omprimento de orrelação. Parasistemas �nitos, omo os utilizados nas simulações omputaionais, ξ não diverge, mas esala om otamanho linear do sistema, ξ ∼ L. Portanto, na região de ritialidade temos que τ ∼ Lz.



CAPÍTULO 2. MODELOS MAGNÉTICOS E O MÉTODO COMPUTACIONAL2.3 O método omputaional 15maior e�iênia nas simulações omputaionais de grandes sistemas na região da ritia-lidade, diminuindo o valor do expoente dinâmio, z ≈ 0.25. Em partiular, o algoritmode Swendsen-Wang se baseia na onstrução de aglomerados físios3 por meio do mapea-mento de Fortuin-Kasteleyn. Cada passo de Monte Carlo (que neste aso hamaremosde Swendsen-Wang step, SWs) onsiste em formar todos aglomerados físios dentro dosistema e �ipar um a um om probabilidade 1/q.Neste trabalho estudamos as propriedades geométrias dos hulls através da simulaçãodo modelo de Potts om q estados, em duas dimensões na rede quadrada om ondiçõesperiódias de ontorno. Cada sistema (orrespondente a uma amostra) foi riado (salvoas exeções anuniadas no texto) om um número N de spins orrespondente ao tamanhodo sistema, N = 103 × 103 sítios. A estatístia orrespondente a ada distribuição foiobtida da média de 1000 amostras.Antes do quenh o sistema foi preparado de forma a reproduzir dois estados de equi-líbrio: à temperatura in�nita, T0 → ∞; e à temperatura rítia, T0 = Tc. O estado atemperatura in�nita foi reproduzido sorteando, aleatoriamente, um dos possíveis q estadosdo modelo de Potts em ada um dos N sítios da rede. A aleatoriedade garante a ausêniade orrelação, araterístia deste estado de equilíbrio. A densidade de spins orrespon-dente a um determinado estado é 1/q. Já o estado de equilíbrio em T0 = Tc foi obtidoapós um proesso de termalização, orrespondente a su�ientes ilos de atualização dosistema na temperatura rítia através da dinâmia de Swendsen-Wang. Quanto maioré o grau de degeneresênia do sistema, maior é a entropia a uma dada temperatura.Um dos efeitos desta maior entropia é sentido diretamente no tempo de termalização.Para o modelo om q = 2 estados o tempo de termalização foi de t = 200 SWs. Para
q = 3 → t = 500 SWs e q = 8 → 4000 SWs.Após riado o estado iniial, o sistema é submetido a um quenh para uma determinadatemperatura Tf . Nesta temperatura o sistema evolui de aordo om a dinâmia desritapelo algoritmo de banho térmio. A esolha desta dinâmia foi puramente onvenional.Apesar do algoritmo de Metropolis ser mais e�iente que o algoritmo de banho térmio, naesala de tempo em que foamos este trabalho (∼ 210 MCs) a e�iênia de ambos é similar(lembrando que não estamos interessados em alançar o estado de equilíbrio do sistemaapós o quenh). Quando a�rmamos que um determinado evento não oorre, estamos nosreferindo a nossa esala de tempo t ∼ 210 MCs.As medidas geométrias foram realizadas nos instantes de tempo, t = 0, 21, 22, · · ·,durante a evolução do sistema. A ada medida todos os domínios foram identi�ados por3Os aglomerados físios orrespondem ao onjunto de sítios onetados om probabilidade P = 1 −
eKδSi,Sj , sendo K = Jij/(kBT ). O aglomerado geométrio orresponde a todo onjunto de spins vizinhosno mesmo estado. Portanto, um aglomerado geométrio é formado por um (T = 0) ou vários aglomeradosfísios (T > 0) desonetados uns dos outros.



16 CAPÍTULO 2. MODELOS MAGNÉTICOS E O MÉTODO COMPUTACIONAL2.3 O método omputaionalrótulos através do algoritmo de Hoshen-Kopelman [24℄, o que permitiu a determinação desuas áreas. As áreas dos hulls foram determinadas através do algoritmo desrito em [25℄.



Capítulo 3
Cresimento de domínios
3.1 IntroduçãoQuando um sistema é rapidamente resfriado (quenhed), passando por uma transiçãode segunda ordem, o surgimento de defeitos topológios se dá devido ao proesso dedeomposição espinodal. As fases se separam espontaneamente graças aos efeitos dosampos loais que superam os efeitos da agitação térmia, minimizando assim a energialivre do sistema. O sistema torna-se heterogêneo gerando o padrão onheido omo gra-nulado grosso (oarse graining). A heterogeneidade assoiada à formação dos domíniosorrespondentes aos diferentes estados aessíveis permite de�nir um parâmetro de ordemloal φ(~x, t) efetivamente onstante numa esala entre a onstante de rede a e o ompri-mento de orrelação ξ do sistema. O proesso de relaxação se dá por meio da aniquilaçãodos defeitos, orrespondentes as interfaes que separam os domínios, onde o parâmetro deordem assume um dos possíveis valores de equilíbrio. O proesso dinâmio de separaçãode fases é onheido omo resimento de domínios ou oarsening.Dentro da fase ordenada, em um estado de não equilíbrio, o sistema adquire umadinâmia relaionada om o movimento das paredes dos domínios a �m de eliminar estesdefeitos topológios, pois manter estas interfaes demanda um usto energétio. Esteexesso de energia é araterizado por uma tensão super�ial σ, isto é, pela energia porunidade de área da parede. Após atingir o regime de esala, o padrão dos domínios se man-tém estatistiamente similar em qualquer intervalo de tempo, a menos de uma orreçãoglobal assoiada ao fator de esala, e o resimento passa a ser governado exlusivamentepelos efeitos de urvatura das interfaes. 17



18 CAPÍTULO 3. CRESCIMENTO DE DOMÍNIOS3.2 Sistema om o parâmetro de ordem não onservado3.2 Sistema om o parâmetro de ordem não onservadoA natureza das transições de fase ontínuas é posta em bases mais sólidas e gerais pelateoria de Landau. A fase ordenada de um sistema ontínuo om dupla degeneresêniapode ser desrita, em termos do parâmetro de ordem esalar φ(~x, t), pelo funional daenergia livre de Landau [9℄,
F =

∫

ddx

[

1

2
(∇φ)2 +

r

2
φ2 +

g

4
φ4

]

, (3.1)om r ∼ (T − Tc) < 0 e g > 0 sendo onstante. O termo de energia livre de Lan-dau, f [φ(~x, t), T ] = r
2
φ2 + g

4
φ4, apresenta dois mínimos orrespondentes aos miroestadosaessíveis da fase ordenada. O termo (∇φ)2 orresponde ao usto energétio assoiado àinterfae entre os possíveis estados de equilíbrio.O proesso de resimento do sistema om parâmetro de ordem não onservado podeser omparado ao proesso de reação-difusão presente nas reações químias. A dinâmiapode ser desrita em termos do variaional em φ do funional da energia livre de Landau,assumindo que o parâmetro de ordem muda a uma taxa proporional à força termod-inâmia loal. O sistema aminha para um dos seus mínimos através de uma dinâmiadissipativa. A equação que desreve a evolução temporal do ampo φ é dada por
∂φ(~x, t)

∂t
= − δF [φ]

δφ(~x, t)
+ η(~x, t). (3.2)O termo η(~x, t) refere-se ao ruído brano gerado pela agitação térmia devido ao banhotérmio a temperatura T . Este ruído orresponde a uma distribuição Gaussiana de umampo esalar aleatório om média nula e orrelação dada por,

〈η(~x, t)η(~x′, t′)〉 = 2Γδ(~x− ~x′)δ(t− t′). (3.3)onde a onstante Γ orresponde ao oe�iente inétio. A equação 3.2, sem o termo deruido brano, é onheida omo equação de Ginzburg-Landau dependente do tempo. Umsistema desrito por um ampo esalar não onservado evolui devido à urvatura dasinterfaes dos domínios. A lei de resimento é R(t) ∼ t1/2, independente da dimen-sionalidade. Este meanismo de resimento induzido pela urvatura é onheido omourvature driven oarsening. A presença de uma tensão super�ial implia em uma forçapor unidade de área proporional à urvatura média, que por sua vez é proporionalao inverso do omprimento da interfae. Materiais omo ligas e magnetos anisotrópiospertenem a esta lasse de universalidade dinâmia [26℄.



CAPÍTULO 3. CRESCIMENTO DE DOMÍNIOS3.2 Sistema om o parâmetro de ordem não onservado 193.2.1 Fronteira entre domínios e a equação de Allen-CahnDo ponto de vista energétio os domínios podem ser separados em duas regiões dis-tintas. A primeira onsiste no interior do domínio, região onde o parâmetro de ordemenontra-se ompletamente alinhado. O usto energétio referente a esta on�guração émínimo, tornando-a mais favorável. A outra região refere-se a fronteira que separa difer-entes domínios, onde o usto energétio é, na maioria das vezes, alto, tonando-a menosfavorável. No entanto, existe uma on�guração de fronteira que é estável, embora des-favorável, resultado da ausênia de urvatura da interfae (plana). Quando o sistemaatinge esta on�guração, o movimento das fronteiras, e onsequentemente a evolução dosdomínios, deixa de existir.A temperatura nula, a evolução de um sistema onde o parâmetro de ordem, desrito porum ampo esalar φ(~x, t), não é onservado, é determinada pela equação de Guinzburg-Landau,
∂φ(~x, t)

∂t
= ∇2φ(~x, t)− δV [φ]

δφ(~x, t)
. (3.4)A simetria do termo de potenial V [φ] envolve dois mínimos referentes a ada um dosestados orrespondente à fase ordenada, φ(~x, t) = ±φ0, e no limite em que φ(~x, t) → ±∞o potenial vai a in�nito. A ausênia do termo de ruído térmio na equação 3.4 indiaque o sistema enontra-se efetivamente na temperatura T = 0. Quando o quenhing éfeito para qualquer temperatura abaixo de Tc o sistema se omporta, no limite de esala(R(t) ≫ 1), omo se estivesse em T = 0. Isto signi�a que as �utuações térmias tornam-se relevantes apenas para domínios muito pequenos. De maneira similar, as orrelaçõesde urto alane existentes aima de Tc tornam-se irrelevantes no regime de esala, ouseja, qualquer temperatura aima de Tc é equivalente a T → ∞.No equilíbrio estátio, a tensão super�ial é nula e as interfaes entre os domíniosdeixam de se mover. Os primeiros a omprovarem a hipótese que relaiona a tensãosuper�ial om o movimento das fronteiras dos domínios foram S. Allen e J. Cahn [27℄em 1979. Eles mostraram que em qualquer dimensão a veloidade v de ada elemento dainterfae é proporional a urvatura loal, κ:

v = − λ

2π
κ, (3.5)onde λ é uma onstante om dimensão da onstante de difusão. A veloidade é normal aada ponto da interfae e aponta na direção orrespondente à redução da urvatura. Adinâmia a temperatura nula é governada puramente pela urvatura das fronteiras entreos domínios, ou seja, domínios ou regiões de domínios om maior urvatura evoluem auma taxa maior devido a maior veloidade assoiada às suas interfaes. Isto implia, por
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(a) (b)Figura 3.1: Esquema da relação entre a urvatura e a veloidade da intefae do domínio. A �gura(a) mostra a sequênia evolutiva de uma fronteira. Quanto maior é a urvatura do domínio no tempo
t, maior é sua veloidade loal v, ou seja, v1 > v2 > v3 > v4. A �gura (b) eluida melhor a razão pelaqual quanto menor for domínio, mais rápido ele olapsa. Domínios pequenos possuem grande urvaturamédia loal e onsequentemente maior veloidade de interfae (vA < vB).exemplo, que domínios pequenos tendem a desapareer mais rapidamente devido a suamaior urvatura (�gura 3.1).3.3 Solução analítia para a distribuição das áreas doshullsOs resultados analítios apresentados até aqui orrespondem à solução do problemaonde a parâmetro de ordem φ é um ampo esalar não onservado, om dois mínimossimétrios de energia livre a temperatura nula. Em um sistema disreto esta desrição éompatível om o modelo de Potts om q = 2 estados aessíveis (modelo de Ising), nãosendo exatamente estendíveis para o modelo om múltiplos graus de degeneresênia (q >
2). Os resultados analítios que serão apresentados no restante deste apítulo referem-seapenas ao modelo om dupla degeneresênia.3.3.1 A equação da área do hull para q = 2Uma vez que a veloidade em ada ponto da fronteira é onheida (equação 3.5), ataxa de variação da área relativa a qualquer hull de tamanho �nito é obtida através daintegração da veloidade em torno de ada elemento dl da interfae,

dAh

dt
=

∮

vdl = −λh

2π

∮

κdl = −λh. (3.6)



CAPÍTULO 3. CRESCIMENTO DE DOMÍNIOS3.3 Solução analítia para a distribuição das áreas dos hulls 21O resultado da integral é dado pelo teorema de Gauss-Bonnet: ∮ κdl = 2π. Integrando notempo a equação 3.6, partindo do tempo iniial ti, obtém-se a área de um hull a qualquertempo t,
Ah(t, Ai) = Ai − λh(t− ti). (3.7)Este resultado mostra que em qualquer tempo t, hulls om área menor que λht desapare-erão, e as áreas dos restantes diminuirão de um fator igual a λht. Desta forma, sendo

nh(Ai, ti) o número de hulls om área Ai no instante ti, então a distribuição das áreas doshulls em qualquer tempo será dada por
nh(A, t) =

∫ ∞

0

dAiδ(A− Ai + λh(t− ti))nh(Ai, ti)

= nh(A+ λh(t− ti), ti). (3.8)Assim, onheendo a forma da distribuição em qualquer tempo ti a distribuição numinstante posterior qualquer �a ompletamente determinada.A derivação deste resultado supõe que um domínio não pode se dividir em dois (oumais), omo também dois (ou mais) domínios não podem oaleser. Realmente, umsistema que apresenta apenas dois estados na fase ordenada a temperatura nula nãoterá, após ter alançado o regime de esala, a possibilidade de sofrer om os efeitos dadissoiação ou oalesênia dos domínios. Isto porque as veloidades atuam sempre emsentidos opostos nas regiões onde podem oorrer estes efeitos. No entanto, sob o efeito de�utuações térmias ou devido ao maior grau de degeneresênia tais meanismos podemestar presentes e in�ueniar o proesso de resimento.3.3.2 A distribuição de áreas dos hulls para q = 2Na seção anterior foi mostrado que, uma vez onheida a distribuição das áreas doshulls num instante qualquer, a distribuição num instante posterior é exatamente deter-minada, desde que a dinâmia do sistema seja governada uniamente pela urvatura dasinterfaes do domínio. A forma da distribuição iniial para o modelo de dois estados natemperatura de transição e o modelo de perolação aleatória foi obtida exatamente por J.Cardy e R. Zi� [28℄ em 2003. O modelo de perolação aleatória é omposto por partíulase vaânias, onde as partíulas são dispostas aleatoriamente de maneira a preenher ossítios do sistema. Quando a densidade de partíulas atinge o valor rítio do modelo deperolação de sítio aleatória, ρc = 0.5927 (na rede quadrada), um domínio perolantesurge no sistema.Em duas dimensões, a distribuição iniial das áreas dos hulls para a perolação



22 CAPÍTULO 3. CRESCIMENTO DE DOMÍNIOS3.3 Solução analítia para a distribuição das áreas dos hullsaleatória e o modelode Ising na temperatura rítia é dada respetivamente por
nh(A, 0) ∼

2ch
A2

, (3.9)
nh(A, 0) ∼

ch
A2

. (3.10)Estes resultados são válidos para A0 ≪ A ≪ L2, sendo A0 o valor orrespondente a área deuma únia partíula e L2 o tamanho do sistema. A onstante adimensional ch = 1/(8π
√
3)é uma quantidade universal.A forma analítia da distribuição iniial para o modelo de dois estados na temperaturain�nita não é onheida. Entretanto, Arenzon et al. [29℄ mostraram que o estado de per-olação rítia aleatória se aproxima do estado do modelo om dupla degeneresênia empouos passos (MCs), tornando a distribuição neste aso idêntia à dada por 3.9. Isto sedeve ao fato da on�guração iniial T0 → ∞ ser obtida através de um sorteio aleatório demodo que todos os possíveis estados orrespondentes aos miroestados aessíveis estejamigualmente presentes, e assim a densidade de estados no sistema seja de ρ = 1/q. Em ummodelo de dois estados a densidade é ρ = 1/2. Mesmo iniialmente fora da ritialidade,em pouo tempo grandes estruturas se formam e a distribuição aproxima-se da formaesperada no modelo de perolação rítia [25℄. Isto oorre porque após o sistema ser sub-metido ao quenh para uma temperatura dentro da fase ordenada (T < Tc), a orrelaçãoentre os spins aumenta e os domínios, antes desorrelaionados, oalesem e resem. Apresença de orrelação entre os spins faz om que a a densidade rítia do modelo deperolação aleatória diminua e se ompare à densidade do modelo de perolação ontínua,

ρc = 0.5.Finalmente, onheendo-se a forma da distribuição iniial, é possível, de aordo oma equação 3.8, determinar a forma da distribuição a qualquer tempo t. Substituindo asequações 3.9 e 3.10 em 3.8 para t ≫ ti, obtem-se
nh(A, t) =

2ch

(A+ λht)
2 , T0 → ∞, (3.11)

nh(A, t) =
ch

(A+ λht)
2 , T0 = Tc. (3.12)As distribuições apresentam uma forma de esala do tipo nh(A, t) = t−2f(A/t) orrespon-dendo a um sistema om uma área araterístia proporional a t, ou a um omprimentoaraterístio R(t) ∼ t1/2, omo previsto pela hipótese de esala. No entanto, em mo-mento algum tal hipótese foi assumida (ela surge naturalmente dos álulos). Além disso,a teoria fenomenológia de esala onvenional é restrita ao limite de saling : A → ∞e t → ∞ om A/t �xo. Entretanto as equações 3.11 e 3.12 são válidas sempre que t



CAPÍTULO 3. CRESCIMENTO DE DOMÍNIOS3.4 Conordânia om os resultados numérios 23for su�ientemente grande e A ≫ A0, limites impostos pelos resultados de Allen-Cahne Cardy-Zi�. Além disso, o uso dos resultados de Allen-Cahn deveria ser restrito a umsistema a temperatura nula pois foi derivado de um sistema ontínuo sem �utuações tér-mias. No entanto, mesmo para temperaturas diferentes de zero este resultado é válido,pois os efeitos das �utuações são absorvidos pela onstante λh = λh(T ) [25℄.3.4 Conordânia om os resultados numériosAs distribuições das áreas dos domínios e hulls do modelo om dois estados, o modelode Ising, foram signi�ativamente estudadas em [25, 29�32℄.Os resultados analítios referentes às distribuições das áreas dos hulls (equações 3.11e 3.12) foram obtidos a partir da onsideração iniial de que o únio proesso responsávelpela dinâmia das fronteiras está relaionado om a veloidade da interfae a temperaturanula, dada pela equação de Allen-Cahn (equação 3.5). Entretanto, �utuações térmiassão responsáveis pela formação de domínios que não estão relaionados om o proesso deresimento. Estas �utuações aumentam a rugosidade das paredes dos domínios alterandoa urvatura e, onsequentemente, a veloidade da fronteira. Contudo, omo foi mostradoem [25℄, o mesmo meanismo que ontrola o resimento a temperatura nula, ontrola oresimento em 0 < T < Tc. Os efeitos das �utuações térmias são irrelevantes para adinâmia assintótia de ordenamento do sistema, e toda a relação om a temperatura éabsorvida pela onstante λh = λh(T ).A �gura 3.2 mostra a distribuição temporal das áreas dos hulls (em esala logarít-mia) para o modelo de Potts om q = 2 estados, após o quenh do estado de equilíbrioà temperatura in�nita, T0 → ∞, para a temperatura Tf = 0. A forte dependênia tem-poral da distribuição é resultado do desapareimento dos domínios om áreas pequenas.As linhas heias representam a forma analítia da distribuição dada pela equação 3.11.Uma exelente onordânia é observada onsiderando omo únio parâmetro de ajuste aonstante λh = 2.1. O detalhe da �gura mostra a distribuição iniial (t = 0) desviandoompletamente da lei de potênia. Como foi disutido nas seções anteriores, o estadoiniial a temperatura in�nita não orresponde ao estado rítio de perolação aleatória.No entanto, devido ao rápido aumento da orrelação loal entre os spins, a distribuiçãologo adquire a forma da lei de potênia (∼ 2 MCs). Na presença de �utuações térmiasos novos domínios que surgem ausam um desvio (para pequenas áreas) na distribuiçãoem relação ao resultado obtido para a temperatura nula. Apesar de não estar sendomostrado aqui, este desvio é relativo apenas ao efeito da temperatura, sendo indepen-dente do número q de estados. No próximo apítulo, onde serão estudados os asos ommúltipla degeneresênia (q > 2), tais desvios serão observados nas distribuições das área
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Figura 3.2: Distribuição temporal das áreas dos hulls para o modelo de Potts om q = 2 estados, apóso quenh do estado de equilíbrio à temperatura in�nita, T0 → ∞, para a temperatura Tf = 0. Nesteaso, a temperatura �nal do quenh (Tf < Tc) não in�uenia a dinâmia de resimento. As linhas heiasrepresentam a forma da distribuição dada pela equação 3.11 nos diversos tempos sendo λh = 2.1. Odetalhe mostra a distribuição nos tempos iniiais (t = 0, 2, 4 e 8). O estado a t = 0 não orrespondeao estado rítio de perolação aleatória e, naturalmente, a distribuição não obedee a forma dada pelaequação 3.9. Entretanto, após o sistema evoluir por pouo tempo (∼ 2 MCs) a distribuição já assume aforma da distribuição do estado rítio perolativo.dos hulls.A �gura 3.3 apresenta o olapso da distribuição temporal das áreas dos hulls para omodelo de Potts om dois estados partindo de diferentes on�gurações iniiais. A �gura daesquerda orresponde ao olapso da distribuição da �gura 3.2, onde o sistema foi resfriadodo estado de equilíbrio a temperatura in�nita para o estado de equilíbrio a temperaturanula. A �gura da direita exibe o olapso da distribuição de um sistema que sofreu umquenh do estado de equilíbrio a temperatura rítia, T0 = Tc, para a temperatura nula,
Tf = 0. A linha heia (em vermelho) orresponde a forma da distribuição dada pelaequação 3.12. A linha pontilhada (em azul) representa a equação 3.11. Os desvios obser-vados no �nal das distribuições, em ambos os asos, são devido aos efeitos de tamanho�nito do sistema. O detalhe mostra a onordânia entre o resultado analítio, dadopela equação 3.10, e o resultado numério. Tal onordânia garante que o sistema foidevidamente termalizado na temperatura rítia.A distribuição dos domínios geométrios também foi analisada, embora os resultadosnão tenham sido apresentados neste manusrito por razões que �arão laras no próximoapítulo. Apenas vale a pena ressaltar que os resultados analítios obtidos nas seçõesanteriores são válidos somente para a distribuição das áreas dos hulls. Diferentemente
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AFigura 3.3: A �gura mostra a distribuição temporal olapsada das áreas dos hulls para o modelode Potts om q = 2 estados. A esquerda: sistema on�gurado à temperatura in�nita, T0 → ∞, einstantaneamente resfriado para T = 0 (olapso referente a �gura 3.2). A direita: sistema on�guradoà temperatura rítia, T0 = Tc, e instantaneamente resfriado para T = 0. A linha heia (em vermelho)representa a equação 3.12. A linha pontilhada (em azul) representa a equação 3.11. O detalhe mostra aoerênia entre distribuição iniial à temperatura rítia e o resultado analítio dado pela equação 3.10.do que oorre para as áreas dos hulls, a área de um domínio depende não somente domovimento de sua interfae externa mas também de uma possível interfae interna or-respondente a presença de domínios internos. De fato, um sistema om dois estadosapresenta muitas gerações de domínios, presença que diminui signi�ativamente à medidaque a degeneresênia aumenta. Entretanto, o resultado da distribuição das áreas dosdomínios geométrios (perolantes ou não) é efetivamente o mesmo da distribuição doshulls [25℄. A orreção na forma da distribuição envolve basiamente uma mudança naonstante ch → cd (sendo cd ≃ ch) e no expoente,
nh(A, 0) ∼

(2)ch
A2

−→ nd(A, 0) ∼
(2)cd
Aτ

(3.13)onde τ = 187/91 ≈ 2.055 para o modelo de perolação rítia aleatória [21℄ e τ =

379/187 ≈ 2.027 para o estado rítio do modelo om dupla degeneresênia [33℄.Além da exelente onordânia entre os resultados numérios e analítios que vali-daram a hipótese de esala para o modelo de dois estados, a teoria foi apliada aos padrõesexperimentais de resimento de domínios em ristais líquidos [31℄. A �gura 3.4 mostraa evolução dos domínios quirais formados em alguns tipos de ristais líquidos (bananashaped) quando submetidos a um ampo elétrio externo. A semelhança entre os padrõesdos ristais líquidos om os padrões do modelo om q = 2 estados nos diversos tempos �alara na sequênia de imagens. Foi mostrado que o proesso de resimento dos domíniosquirais é regido basiamente pela urvatura das fronteiras, omo oorre no modelo teório.A análise das imagens foi feita e os resultados mostraram-se de aordo om a teoria. A leide resimento enontra-se na mesma lasse de universalidade de Allen-Cahn. A forma
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(a) (b) () (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 3.4: Sequênia de imagens (a,· · ·,d) que mostram a evolução dos domínios quirais em algunstipos de ristais líquidos (banana shaped) quando submetidos a um ampo elétrio externo. Os temposorrespondem a t = 60, 300, 2700, 7200 segundos. Abaixo temos imagens (e,· · ·,h) do sistema om q = 2estados. Os respetivos tempos são t = 2, 5, 25, 200 MCs.analítia obtida para a distribuição das áreas dos hulls de um modelo om parâmetrode ordem não onservado desreve a distribuição das áreas dos domínios dos ristais,orroborando a hipótese dinâmia de esala.



Capítulo 4
Sistema om múltiplos graus dedegeneresênia

Representamos um sistema de polimisturas através do modelo de Potts om q esta-dos. Cada estado, referente a um mínimo de energia livre na fase de baixa temperatura,representa um dos elementos da mistura. Generalizações do modelo de Potts tambémsão usadas para simular o proesso de resimento em metais e espumas. Uma das maisimportantes generalizações, desenvolvida por J. Glazier e F. Graner [34�36℄, é onheidaomo modelo de Potts elular. Esta generalização se tornou umas das prinipais ferramen-tas no estudo de morfogênese biológia, pois permite desrever om failidade proessoselulares omo a difereniação, resimento, morte, mudança de forma, migração, sereçãoe absorção de materiais extra elulares.De maneira geral, o modelo de Potts é bastante usado na simulação do resimentode grãos. Estudos reentes do modelo puro om q estados e parâmetro de ordem nãoonservado, mostraram que a lei de resimento é análoga ao aso Ising (não onservado),onde no regime de esala o omprimento araterístio mantém a forma predita pela leide Allen-Cahn [37,38℄, R(t) ∼ t1/2, independente do grau de degeneresênia. No entanto,para q > 2 e T = 0 o resimento omo lei de potênia não se mantém por muito tempo,e a esala do omprimento araterístio onverge para um valor limite. Este fato está deaordo om o ritério de Lifshitz-Safran [20,39℄ que a�rma que quando a degeneresêniado estado fundamental q ≥ d+1, onde d é a dimensionalidade do sistema, poderá haver umtranamento das paredes dos domínios dependendo da geometria da rede e da densidadede defeitos topológios. 27



28 CAPÍTULO 4. SISTEMA COM MÚLTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCÊNCIA4.1 A lei de von Neumann4.1 A lei de von NeumannOmodelo de espumas seas tem a araterístia de formar padrões (ou estruturas) ondeada interfae de domínio (ou élula) se move de aordo om uma erta tensão super�ial.Tal movimento permite que o domínio resça, diminua ou até mesmo desapareça. Opadrão geométrio típio das estruturas possui número de oordenação igual a 3, ou seja,ada vértie do domínio é triplamente onetado. A dinâmia durante a evolução destasestruturas é bem desrita pelos proessos que envolvem somente os efeitos de urvatura,sendo os efeitos térmios menos relevantes. O resimento dos domínios segue a forma deesala prevista pela equação de Allen-Cahn. A veloidade em ada ponto da interfae,fora os pontos de interseção entre três domínios, é proporional à urvatura loal κ,
v = −(λ/2π)κ; λ é uma onstante que depende da temperatura, da dimensão e do númerode estados. O sinal negativo india que a veloidade tem sentido ontrário ao vetor normal,de maneira que a interfae aminha no sentido de diminuir sua urvatura.Em duas dimensões a taxa de variação da área de um hull é obtida integrando aveloidade em ada ponto da interfae e usando o teorema geral de Gauss-Bonnet,

dA

dt
=

∮

vdl = − λ

2π

∮

κdl = −λ

(

1− 1

2π

∑

i

αi

)

, (4.1)onde αi orresponde ao ângulo formado entre duas retas tangentes à superfíie em qualquerum dos n vérties ou junções triplas, omo mostra a �gura 4.1a. Em alguns sistemas,omo o modelo de Potts om q = 2 estados, a soma dos ângulos é nula (∑i αi = 0)uma vez que não existem vérties ou junções triplas [29,40℄. Sendo assim, o resultado doteorema de Gauss-Bonnet é exatamente o apresentado na seção 3.3 (equação 3.6). Emsistemas altamente anisotrópios, que é o aso do modelo de Potts om q > 2 estados narede quadrada, os ângulos αi são todos diferentes. Alguns sistemas, omo o modelo deespumas, produzem estruturas típias om ângulos entre as interfaes igual a 2π/3, sendo
αi = π/3 para todo i (�gura 4.1b).Considerando um sistema onde a orrespondênia entre o número de lados e a quan-tidade de vérties é de um para um, a taxa de resimento das áreas dos hulls reduz-se alei de von Neumann [40, 41℄,

dAn

dt
=

λ

6
(n− 6) , (4.2)onde An orresponde a área de um hull om n > 1 lados. Note que, no aso do modeloom dupla degeneresênia não existem vérties pois ada domínio enontra-se imerso emoutro, sendo o número de lados sempre onstante e igual a n = 1. A lei de von Neumanndeixa de ser válida neste aso sendo a taxa de resimento dada pela equação 3.6. A lei devon Neumann também pode ser estendida para sistemas onde o ângulo interno depende
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(a) (b)Figura 4.1: Esquema representando o vértie de uma on�guração de diferentes domínios. Na �gura(a) vemos o ângulo αi formado entre as duas retas tangentes à fronteira entre dois domínios. Na �gura(b) temos a mesma on�guração no limite em que os ângulos entre os domínios no ponto de tripla junçãoé 2π/3 (αi = π/3).do número de lados [42℄ e para sistemas em três dimensões [43℄.Um domínio rese, diminui ou mantém sua área onstante dependendo do número delados, respetivamente maior, menor ou igual a 6. Considerando que toda a dependêniada dinâmia do sistema está relaionada om o número de lados de ada hull, o problemapoderia ser visto omo trivial, levando em onta apenas uma simples orreção na taxade resimento om relação ao aso om q = 2 estados (n = 1). Entretanto, durante aevolução o número de lados de um hull muda, o que signi�a que o hull pode reserdurante um erto intervalo de tempo e diminuir no intervalo seguinte, uma vez que outrosdomínios podem surgir ou mesmo desapareer. Isto implia em não ser possível esreveruma relação simples omo a equação 3.8 para o modelo de Potts om degeneresêniamúltipla (q > 2). A distribuição das áreas dos hulls num tempo t qualquer pode não ternenhuma relação direta om a distribuição num tempo ti anterior.4.2 Condições iniiaisOs resultados das distribuições das áreas dos domínios e hulls para o modelo de doisestados mostram que o efeito da esolha da on�guração iniial de equilíbrio não alteraa forma �nal da distribuição, a qual nos dois asos é uma lei de potênia. Entretanto,omo foi visto no apítulo 3, esta partiularidade está relaionada om o fato da densidadede spins de ada estado estar próxima da densidade rítia ρc do modelo de perolaçãoaleatória. Quando se trata de um modelo de spins om maior grau de degeneresênia,omo o modelo de Potts om q > 2 estados, a densidade de spins orrespondente aada estado diminui a medida que a degeneresênia aumenta. O primeiro passo entãoé ompreender a relação entre a ondição iniial e a forma da distribuição. Veremosum pouo mais adiante que, em alguns asos, diferentes ondições iniiais resultam em



30 CAPÍTULO 4. SISTEMA COM MÚLTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCÊNCIA4.3 A forma da distribuição iniialdiferentes distribuições iniiais.Não se onhee uma solução analítia que desreva a forma da distribuição iniialpara o modelo de Potts puro om q > 2 estados. Ainda sim, as únias ondições iniiaisrelevantes a serem estudadas são à temperatura rítia, T0 = Tc, ou à temperatura in�nita,
T0 → ∞. No aso q = 2 existe solução analítia apenas para a distribuição iniial dasáreas dos hulls para T0 = Tc [28℄. A solução para T0 → ∞ não é onheida, mas no asoom dupla degeneresênia, em pouo tempo a distribuição se aproxima da distribuiçãoanalítia onheida para o modelo de perolação aleatória (apítulo 3).Antes do quenh, o sistema é então preparado em um dos dois diferentes estadosiniiais de equilíbrio. Efeitos da ordem da transição serão observados já na distribuiçãoiniial quando o sistema é preparado em Tc. Quando o sistema é preparado a temperaturain�nita, a densidade média de spins referente a ada estado vale ρ = 1/q. Isto impliaque quanto maior for o número de estados, mais distantes estamos do valor da densidaderítia do modelo de perolação aleatória ρc ∼ 0.59. Este distaniamento proporional a
q afeta diretamente a forma da distribuição iniial neste aso.4.3 A forma da distribuição iniial4.3.1 Equilíbrio a temperatura in�nitaQuando o sistema parte da ondição iniial a temperatura in�nita, T0 → ∞, os spinsenontram-se desorrelaionados. A �gura 4.2 mostra a distribuição iniial das áreas dosdomínios geométrios e dos hulls, n(A, 0) = nrp(A, 1/q), onde nrp(A, p) é a distribuiçãoorrespondente à perolação aleatória om probabilidade de oupação p = 1/q. O fator qorresponde ao número de espéies que ontribuem igualmente na distribuição, enquantono problema de perolação, a fração (1− 1/q) orresponde aos sítios vazios. Infelizmente,
nrp não é onheida analitiamente para valores de p longe de pc. Para q = 2, o sistemaenontra-se próximo ao ponto de perolação rítia e a distribuição é tipo lei de potênia1,
n(A, 0) ≃ A−τ , om τ = 2 para as áreas dos hulls e τ = 187/91 para as áreas dosdomínios2. Este omportamento se mantém até grandes áreas, A ≃ L2, onde oorre umamudança de omportamento devido ao tamanho �nito do sistema e a distribuição deaiexponenialmente.Para q > 2, o desvio da lei de potênia é observado desde pequenas áreas, tantopara as áreas dos domínios quanto dos hulls. Para densidades p su�ientemente baixas1Como foi visto no apítulo 3 a distribuição não é lei de potênia em t = 0 mas adquire esta formaem pouos passos (∼ 2 MCs).2O expoente de resimento para a distribuição dos hulls é τ = 2 independente da ondição iniial.Entretanto, o expoente para a distribuição iniial dos domínios varia, sendo τ = 187/91 para T0 → ∞ [21℄e τ = 379/187 para T0 = Tc [33℄.



CAPÍTULO 4. SISTEMA COM MÚLTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCÊNCIA4.3 A forma da distribuição iniial 31(provavelmente válido para todo p < pc) a auda da distribuição é exponenial [44�49℄ eos resultados das simulações são ompatíveis om [21, 50℄, nrp ∼ A−θ exp[−f(p)A], ondeo expoente θ depende apenas da dimensão (θ = 1 para d = 2).
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Figura 4.2: Distribuição iniial das áreas dos domínios geométrios e hulls na temperatura in�nita paradiversos valore de q, orrespondendo ao problema de perolação aleatória om densidade de oupaçãoigual a 1/q. O tamanho do sistema é N = L2 (L = 5000) e as médias foram feitas sobre mais de 1000amostras. Para grandes valores de q, a urva se aproxima de uma exponenial. Na verdade, para q = 3,desvios da linearidade já são pereptíveis e, além disso, ambas as distribuições (domínios e hulls) podemser resolvidas, o que não é possível para grandes valores de q. Para q = 2 (não mostrado), omo o sistemaestá mais próximo do ponto rítio de perolação, um forte desvio do omportamento exponenial éobservado.Uma vez que todos os estados estão igualmente presentes no estado iniial, os domíniossão, em geral, ada vez menores quanto maior for o valor de q, e o oe�iente de ou-pação f(p) também aumenta a medida que q aumenta (ou p diminui). O resultado dadistribuição iniial para diferentes valores de q é mostrado na �gura 4.2. As áreas dosdomínios e hulls só se distinguem para grandes valores de A e pequenos valores de q.Esta distinção é devida aos domínios que enontram-se imersos dentro de outros domínios(gerações de domínios) desde o estado iniial e que permaneem assim por algum tempodurante a evolução. Para grandes valores de q a distribuição se aproxima de uma expo-nenial e se torna ada vez mais difíil distinguir as áreas dos domínios e hulls.4.3.2 Temperatura rítia e transição de segunda ordemQuando a transição é de segunda ordem e o sistema é equilibrado na temperaturarítia Tc, a distribuição das áreas tanto dos domínios quanto dos hulls têm a forma de
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Figura 4.3: Distribuição de equilíbrio das áreas dos hulls na temperatura rítia para q = 2 a 8. Alinha heia orresponde a c
(2)
h /A2 da equação 4.3. Considerando que as diferenças entre as onstantes c(q)hsão pequenas, as urvas têm um bom olapso. De fato, quando onsideramos c(q)h omo um parâmetro deajuste, os valores são muito similares, sendo que c

(4)
h < c

(3)
h < c

(2)
h . Para q > 4 a transição é desontínua,mas apesar disso a distribuição segue omo lei de potênia até um ponto de rossover que mara um fortedesvio deste omportamento. O detalhe mostra que a auda da distribuição para q > 4 tem a forma deuma exponenial, ausente para q ≤ 4 (que pode ser visto no omportamento horizontal dos dados para

q = 2).uma lei de potênia, omo pode ser visto na �gura 4.3 para q = 2, 3 e 4. Para q = 2 emduas dimensões, a forma analítia da distribuição de equilíbrio para os hulls é dada pelaequação 3.10. Entretanto, a forma generalizada para q > 2 não é onheida. Com basena oerênia entre os resultados numérios e analítios no aso q = 2 e semelhança dasdistribuições iniiais para q > 2, sugerimos a forma
nh(A, 0) =

(q − 1)c
(q)
h

A2
, (4.3)válida para todo q ≤ 4, omo pode ser visto na �gura 4.3. A esolha do prefator q − 1foi baseada na redução da forma geral ao resultado analítio quando q = 2. Entretanto,pode ser feita uma pequena modi�ação na onstante (q − 1)ch → qc′h de modo que adaespéie ontribua om a mesma proporção na distribuição total. Observe que, a menos doaso q = 2, o valor de c

(q)
h não é onheido exatamente. Uma estimativa aproximada dasontantes, onsiderando-as omo parâmetro de ajuste, é c(3) ≃ 0.0203 e c(4) ≃ 0.0192. Oajuste para q = 2 produz c(2) ≃ 0.0227, que é muito próximo do valor exato. As ontantesobedeem a inequação c
(4)
h < c

(3)
h < c

(2)
h .Para os domínios geométrios, uma relação similar à equação 4.3 é obtida para a



CAPÍTULO 4. SISTEMA COM MÚLTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCÊNCIA4.4 Correlação ao longo da evolução 33distribuição das áreas em Tc e 2 ≤ q ≤ 4. O expoente é ligeiramente maior que 2,
τ = 379/187 para q = 2 [21, 25, 33℄ e paree ser independente de q para q = 3, 4. Osoe�ientes, no entanto, não são exatamente onheidos (numeriamente, para q = 2, épróximo de c

(2)
h [25℄).4.3.3 Temperatura rítia e transição de primeira ordemQuando a transição é desontínua e o sistema é termalizado em Tc, a distribuição iniialapresenta dois omportamentos: um para valores de áreas tipiamente menores que oomprimento de orrelação ξ e outro para grandes áreas. Para A < ξ a distribuição iniialdas áreas dos domínios e hulls tem a forma de uma lei de potênia. Para áreas maioresque ξ, o omportamento da distribuição muda e segue a forma de uma exponenial.Dependendo do valor de ξ e do tamanho do sistema L a mudança no omportamento dadistribuição iniial pode não ser observada, omo no aso q = 5. Neste aso o sistemaapresenta uma transição de fase �fraa� e o omprimento de orrelação é grande, maiorque o tamanho do sistema utilizado. Por exemplo, para q = 5, 6 e 8, uma estimativa parao valor de ξ é, respetivamente, 2512, 159 e 24 [51, 52℄.A �gura 4.3, também apresenta a forma da distribuição iniial das áreas dos hulls parao modelo om q = 6, 8 e 10 estados. Os desvios da lei de potênia são laramente obser-vados. O detalhe mostra o laro omportamento exponenial da auda da distribuição.A forma geral para a distribuição iniial das áreas dos hulls, aparentemente válidapara todos os valores de q quando o sistema enontra-se em equilíbrio na temperaturarítia é

nh(A, 0) =
(q − 1)c

(q)
h

A2
e−αqA/A∗

q (4.4)onde αq = 0 para q ≤ 4.A distribuição iniial das áreas dos domínios geométrios é muito similar a dos hulls.Neste aso, nenhum dos oe�ientes c(q)d são exatamente onheidos. Os resultados numéri-os obtidos em [25℄ sugere que o valor de c
(q)
d é muito próximo a c

(q)
h e os estudos para

q = 3 e 4 sugerem que esta similaridade entre os oe�ientes permaneem válidas paratodos os q estados.4.4 Correlação ao longo da evoluçãoUma importante quantidade usada para araterizar as propriedades de um sistemaestatístio é o omprimento de orrelação ξ, que pode ser obtido do deaimento exponen-ial da função de orrelação C(r) no limite em que a distânia linear entre dois pontos darede, r = (ri − rj), é grande. Existem pouos modelos onde o omprimento de orrelação



34 CAPÍTULO 4. SISTEMA COM MÚLTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCÊNCIA4.4 Correlação ao longo da evoluçãode equilíbrio é exatamente onheido, entre eles o modelo de Ising bidimensional, onde oomprimento de orrelação é exatamente onheido para todas as temperaturas tanto dafase ordenada quanto da desordenada, e o modelo de Potts na rede quadrada [51℄.A evolução do sistema está diretamente relaionada om as orrelações presentes noestado iniial, podendo ser:
• nula, se T0 → ∞;
• de urto alane, se Tc < T0 < ∞ independente de q, ou se T0 = Tc para q > 4;
• ou de longo alane, se T0 = Tc para q ≤ 4.Quando as orrelações são de longo alane, o sistema exibe um domínio perolanteem t = 0 desde que a transição rítia também orresponda a transição de perolaçãoem duas dimensões. Por outro lado, quando as orrelações iniiais são nulas ou de urtoalane, tais domínios podem ser formados muito rapidamente, omo é o aso de q = 2,ou simplesmente não se formarem durante a evolução (pelo menos não nos tempos queonsiderados neste trabalho).O grau de orrelação entre os spins é medido por meio da função de orrelação espaial

C(r, t) =
q

q − 1

(

〈δsi(t)sj(t)〉|i−j|=r −
1

q

)

, (4.5)onde a média é feita sobre todos os pares de spins vizinhos separados por uma distânia
r. Longe da temperatura rítia, onde as orrelações iniiais são de urto alane, apóso quenh de T0 > Tc para Tf < Tc estas orrelações tornam-se irrelevantes em um tempo�nito e o sistema perde a memória do estado iniial. Assim, todos os estados de equilíbrioaima da temperatura rítia tornam-se equivalentes.4.4.1 Correlação nula no estado iniialOs estados desorrelaionados gerados na ondição iniial a temperatura in�nita apre-sentam um omportamento universal para a orrelação, quando esta é reesalada peloomprimento araterístio R(t). É o que pode ser visto na �gura 4.4, que mostra C(r, t)em função da distânia reesalada, r/R(t), após um quenh de T0 → ∞ (onde a orrelaçãoé nula independentemente de q) para a temperatura Tf = Tc/2 e q = 2, 3 e 8. O exelenteolapso observado é mais um indíio da validade da hipótese de saling dinâmio paraeste sistema.É importante ressaltar que as temperaturas �nais após o quenh são diferentes, de-pendendo do número de estados: Tf = Tc(q)/2 (ver seção 2.2). Mesmo assim a orrelação
C(r, t; q) olapsa quando reesalada pelos respetivos omprimentos araterístiosR(t; q),
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Figura 4.4: Função de orrelação dos estados q = 2, 3 e 8, reesalada para vários tempos (de t = 24a 211) após um quenh de T0 → ∞ para Tf = Tc/2. Um bom olapso é obtido em todos os asosquando reesalamos a função pelo omprimento araterístio R(t). No detalhe temos R2(t) para q = 2, 3e 8 obtido da ondição C(R, t) = 0.3. O omprimento araterístio, assoiado om o raio médio dosdomínios, depende fraamente do número de estados q e da temperatura T .
indiando um omportamento universal para os valores de q estudados. Este resultadoestá de aordo om evidênias anteriores [38, 53, 54℄, que sugerem que a forma reesa-lada da função de orrelação espaço-tempo (e sua transformada de Fourier, o fator deestrutura), são insensíveis aos detalhes mirosópios do Hamiltoniano. Se esta aparenteindependênia de q é apenas aproximada ou exata, e no último aso, se ela ontinua válidapara valores muito grandes de q, ainda são questões em aberto [55,56℄. Assim omo oorreno modelo de Ising [57℄, o omportamento para pequenos r é linear para todos os q, deaordo om a lei de Porod [9, 55℄.O detalhe da �gura 4.4 mostra o omprimento de esala R(t) para diversas on�gura-ções de estado q, em função da distânia r, obtido do valor da orrelação quando a mesmavale 0.3, ou seja, para o valor �xo C(r, t) = 0.3. O omportamento linear R2 ∼ t é lara-mente visto para q = 2. Para q > 2 existe um pequeno desvio do omportamento de t1/2a tempos urtos, que desaparee para tempos longos omo foi observado em [37, 38℄. Osdesvios nos tempos iniiais são de fato esperados, devido a presença de defeitos topológiosque oorrem a baixas temperaturas. Na seção 4.5 será feita uma disussão mais detalhadaa respeito de tais defeitos.
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q = 2 em duas dimensões. Para t > 0 a memória do estado iniial altamente orrelaionado é preservada,mantendo assim o omportamento de lei de potênia. O detalhe mostra a mesma orrelação C(r, t) semestar reesalada. A orrelação em t = 0 é mostrada (primeira urva de baixo para ima) e os desvios dalei de potênia já apareem devido às fortes �utuações na magnetização em Tc.4.4.2 Correlação in�nita no estado iniialA divergênia no omprimento de orrelação é uma das araterístias prinipais dastransições de segunda ordem. Partindo do estado iniial de equilíbrio à temperaturarítia o sistema mantém a memória da orrelação de longo alane durante a evolução.Em Tc a função de orrelação obedee a lei de potênia, C(r, 0) ∼ r2−d−η, onde o expoenterítio η (dimensão an�mala) depende do grau de degeneresênia q do sistema. Em duasdimensões, η = 1/4 para q = 2 e η = 4/15 para q = 3 [23℄.A �gura 4.5 mostra o exelente olapso da função de orrelação C(r, t) quando re-esalada pelo omprimento araterístio R(t), para um sistema de q = 2 estados sub-metido a um quenh do estado de equilíbrio à temperatura rítia para a temperatura�nal Tf = Tc/2. O omprimento araterístio foi obtido a partir do valor �xo da funçãode orrelação, C(r, t) = 0.7. O desvio iniial da lei de potênia oorre para distânias
r . R(t), resultado do resimento dos domínios que implia numa diminuição mais lentada orrelação para pequenos r. Para grandes distânias os desvios oorrem devido a pos-sibilidade dos estados iniiais serem magnetizados (em Tc a magnetização vai om Lβ/ν).A medida que a distânia aumenta e os spins se desorrelaionam, a orrelação atinge umplat� em m2(t), onde m é a magnetização de equilíbrio. Partindo então de um estado
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Figura 4.6: Correlação C(r, t) medida em diversos tempos (t = 22, · · · , 210), reesalada em função doomprimento araterístio R(t), para um sistema de q = 3 estados submetido a um quenh do estado deequilíbrio à temperatura rítia para a temperatura �nal Tf = Tc/2. A orrelação deai omo r−η sendo
η = 4/15 para q = 3 em duas dimensões. O detalhe mostra a relação entre o omprimento araterístio
R(t) e o tempo t ompatível om a lei de Allen-Cahn, R2(t) ≃ t, para q = 2 (abaixo) e q = 3 (aima)estados. O omprimento araterístio foi obtido para o valor da orrelação C(R, t) = 0.7.iniial de equilíbrio om magnetização não nula, durante a evolução a magnetização tendea aumentar, aumentando onsequentemente o plat�. Apesar de não ter sido onsideradaneste trabalho, a mesma abordagem pode ser feita onsiderando apenas estados iniiaisde equilíbrio om magnetizações próximas de zero, om foi feito por Humayun e Bray [58℄que introduziram um fator de orreção para eliminar os efeitos das fronteiras, devido aotamanho do sistema ser muito menor que o omprimento de orrelação L ≪ ξ em Tc.Basiamente o mesmo omportamento da orrelação C(r, t) é observado para um sis-tema om q = 3 (�gura 4.6) e q = 4 estados, sendo η = 4/15 e η = 1/2 respetivamente.A mesma função de esala foi obtida para diferentes temperaturas �nais (não mostrado),indiando que o super-saling independe da temperatura.4.4.3 Correlação �nita no estado iniialDiferentemente do que oorre nas transições de segunda ordem, a orrelação no pontorítio de um sistema om transição de primeira ordem é �nita (urto alane). Empartiular, neste ponto o omprimento de orrelação ξ é exatamente onheido para omodelo de Potts [51℄.Se um sistema em equilíbrio é resfriado para uma temperatura abaixo do limite deestabilidade do estado paramagnétio, o omprimento de orrelação �nito presente no
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Figura 4.7: Função de orrelação do modelo om q = 8 estados, reesalada para vários tempos, apósum quenh de T0 = Tc para Tf = Tc/2. Um bom olapso é observado para tempos longos (de t = 210a 214), quando o sistema se aproxima do regime de esala. A orrelação �nita presente no estado iniialdesaparee após um transiente de tempo, e o sistema se omporta omo se partisse de um estado deorrelação nula. O detalhe mostra o omprimento araterístio R(t) se aproximando (para temposlongos) do omportamento previsto pela lei de Allen-Cahn, R2(t) ∼ t.estado iniial (t = 0) desaparee após um transiente de tempo e o regime de esala éatingido. Este omportamento pode ser observado na �gura 4.7 para um sistema om
q = 8 estados, termalizado na temperatura rítia Tc. Neste aso, após um transiente detempo, a função de esala torna-se indistinguível quando omparada à obtida do modeloom q = 8 estados termalizado em T0 → ∞ (�gura 4.4). O olapso de C(r, t) não é tãobom para tempos urtos (não mostrado), uma vez que o sistema leva mais tempo para seaproximar do regime de esala no aso q = 8 (devido aos efeitos do pinning), omo podeser visto no detalhe da �gura 4.7.4.5 Efeitos da temperatura na dinâmia de resimentoComo foi visto na seção 1.2.1, após o sistema ser submetido a um quenh da fase dealta temperatura (paramagnétia) para a região abaixo da temperatura rítia (ferromag-nétia), defeitos topológios surgem devido a ompetição entre os miroestados aessíveis,resultando na formação de domínios. Diferentemente do que oorre no aso om dupla de-generesênia, quando o número de estados aessíveis é q ≥ 3 fatores omo a temperatura�nal do quenh e o tipo de transição afetam diretamente o regime de resimento.Uma araterístia fundamental em sistemas om mais de dois estados aessíveis,



CAPÍTULO 4. SISTEMA COM MÚLTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCÊNCIA4.5 Efeitos da temperatura na dinâmia de resimento 39sendo ada um deles termodinamiamente equivalentes, é o apareimento de regiões (oupontos) estáveis do ponto de vista inétio sempre que a temperatura �nal do quenh forsu�ientemente baixa. Estas regiões, onheidas omo regiões de pinning, estão presentesem sistemas onde a relação entre a dimensionalidade d e o número de estados q é dadapor q ≥ d+1 [20,39℄. Por outro lado, em uma transição de primeira ordem, o proesso deresimento é dominado por difusão seguido de nuleação quando a temperatura do quenhfor su�ientemente próxima da temperatura rítia. Flutuações de temperatura em tornodo ponto rítio geram on�gurações termodinamiamente metaestáveis, araterizadasdentro de uma região onheida omo região espinodal.A �m de evitar tais problemas, a temperatura �nal do quenh foi de�nida omo sendo
Tf = Tc/2 para todos os asos estudados. É importante notar que, omo foi visto naseção 2.2, a temperatura rítia diminui a medida que o grau de degeneresênia dosistema aumenta. No entanto, esperamos que a esolha da temperatura �nal do quenhevite os problemas que oorrem na dinâmia de baixas e altas temperaturas.4.5.1 Regime de resimento a baixas temperaturasUma onsequênia de se trabalhar no modelo de Potts na rede quadrada om interaçõesentre primeiros vizinhos está assoiada à forte anisotropia ligada a energia da interfae.O efeito da anisotropia é absorver a urvatura das paredes nos vérties, reduzindo a forçaresponsável pelo movimento da fronteira, e onsequentemente, o expoente de resimento.O tranamento dos vérties, também onheido omo pinning, se on�gura por regiõesde fronteira entre três diferentes domínios. A �gura 4.8 mostra omo tal on�guração seapresenta na rede quadrada. Quando a temperatura do sistema é su�ientemente baixa,as interações entre os spins tornam-se mais relevantes que as �utuações térmias. A forteinteração loal entre os spins de mesmo estado �ongela� o ponto de tripla junção dedomínios. A dinâmia do sistema torna-se muito lenta e o sistema passa a apresentaruma on�guração metaestável3, relaionada om o estado vítreo [59, 60℄.Sendo a temperatura do sistema nula e a densidade de defeitos topológios grande,a lei de resimento deixa de apresentar um omportamento tipo lei de potênia e oomprimento araterístio R(t) tende para um valor assintótio. Durante a evolução, adensidade de defeitos topológios torna-se desprezível quando a degeneresênia é q ≤ 4e o sistema relaxa para a forma poliristalina. No entanto, para q > 4 a densidadede defeitos deixa de ser desprezível e o sistema relaxa para uma forma não-ristalinadando origem ao hamado estado vítreo [61℄. Na presença de �utuações térmias, o3Esta on�guração metaestável orresponde a uma metaestabilidade inétia, ou seja, um estado quaseestátio que não apresenta uma estrutura energetiamente favorável, e não a região de metaestabilidadetermodinâmia que existe próximo à temperatura rítia Tc em sistemas uja transição é de primeiraordem.
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() (d)Figura 4.8: A �gura a esquerda mostra um esquema de uma típia on�guração de domínios (represen-tados pelos números 1,2 e 3) que pode apresentar pinning na rede quadrada. A temperaturas su�ien-temente baixas, a região onde três fronteiras distintas oinidem tende a �ar dinamiamente tranadadevido a forte interação loal ausada pelos vizinhos de mesmo estado. A direita temos a imagem de umsistema de tamanho L = 50× 50, om q = 8 estados (ada um representado por uma or), que evoluiu apartir da temperatura T0 → ∞ após ser submetido a um quenh para Tf = 0. Os tempos relaionadosàs on�gurações (a), (b), () e (d) são, respetivamente, t = 0, 102, 103, 104 MCs. Note que em pouotempo o sistema já atinge uma on�guração estável que se mantém durante a evolução.exesso de energia devido às fronteiras entre os muitos domínios desaparee após umtransiente de tempo [62, 63℄. O expoente efetivo da lei de resimento tende a 0.5 graçasàs �utuações térmias serem apazes de �desongelar� o sistema permitindo a evoluçãodos domínios. Os efeitos do pinning também se minimizam quando as interações na redevão além dos primeiros vizinhos, ou quando diferentes tipos de redes (omo a triangular)são utilizadas [37, 64℄.4.6 A distribuição das áreasNo apítulo anterior, onde analisamos a dinâmia de um sistemas de dois estados, vi-mos que a evolução das áreas dos domínios e hulls dependem exlusivamente da urvaturade suas interfaes. Isto faz om que o problema seja substanialmente mais simples, sendopossível determinar a forma analítia exata da distribuição das áreas dos hulls a partir daonheida distribuição iniial. No entanto, quando o sistema apresenta múltiplos graus dedegeneresênia, omo é o aso do modelo de Potts, o problema torna-se muito mais difí-il. A forma analítia da distribuição de equilíbrio para q > 2, em qualquer temperatura,não é onheida. Como o número de lados de um determinado hull de área A pode variardurante a evolução, não é possível determinar qual será a área de um hull num tempo tqualquer, omo foi possível no aso q = 2 (equação 3.7). Isto implia que no aso om
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q > 2 estados, não temos informação sobre o omportamento da distribuição durante aevolução.A �gura 4.9 mostra omo o sistema om diferentes graus de degeneresênia, q = 3 e
q = 7 estados, se apresenta após evoluir por 210 MCs, partindo das diferentes ondiçõesiniiais de equilíbrio, T0 → ∞ e T0 = Tc. Como oorre no aso om q = 2 estados, para
q = 3 partindo da on�guração de equilíbrio em Tc, o sistema apresenta um domínioperolante desde t = 0 que se mantém durante toda a evolução (�gura (b)). De fato, paratransições de segunda ordem partindo do estado iniial de orrelação in�nita, o sistemasempre apresenta um domínio perolante desde t = 0. Para transições de primeira ordemonde o estado de equilíbrio em Tc possui orrelação �nita, a presença do domínio perolantenão é observada em nenhuma esala de tempo. O padrão de domínios se assemelha omo aso partindo de orrelação nula, T0 → ∞, e pode ser observado nas �guras () e (d)para o modelo om q = 7 estados. Outra diferença om relação ao modelo om dupladegeneresênia oorre quando q > 2 e o estado de equilíbrio é a temperatura in�nita.Como foi visto no apítulo 3, partindo de T0 → ∞ o sistema om q = 2 estados logoapresenta um domínio perolante pelo fato de estar muito próximo ao estado rítio deperolação aleatória. Entretanto, a medida que a degeneresênia aumenta, mais o sistemase afasta deste limite e onsequentemente tal domínio perolante deixa de existir (�guras(a) e ()). A presença de um domínio perolante paree estar relaionada om o fato dadistribuição se omportar omo lei de potênia. Nos asos onde nenhum domínio perola,a distribuição das áreas dos domínios e hulls tem um omportamento exponenial.Outra araterístia observada em sistemas om múltiplos graus de degeneresêniaé, a menos dos domínios orrespondentes a �utuações térmias, a quase inexistênia degerações de domínios, omo oorre frequentemente no aso q = 2. As pouas vezes quesão enontrados, são geralmente resultado do proesso de oalesênia entre domíniosde mesmo estado, omo pode ser visto na �gura 4.10. Este fato explia o por que dadistribuição das áreas dos domínios geométrios e hulls não apresentarem diferenças sig-ni�ativas.A oalesênia não interfere no resimento dos domínios no aso q = 2 porque estápresente somente no iníio da evolução, onde os domínios são em geral pequenos. Pouoapós do iníio da evolução o sistema já apresenta uma morfologia que é mantida porgrandes intervalos de tempo, e o resimento passa a ser governado somente pela ur-vatura das interfaes. Entretanto, para q > 2 tanto a oalesênia quanto a dissoiaçãode domínios torna-se mais frequente, oorrendo mesmo em tempos longos. Isto pode aar-retar, devido ao maior tamanho dos domínios, grandes variações de área de um instantepara o outro. Por outro lado, quanto maior for a degeneresênia, menor será a hanede dois domínios oaleserem, uma vez que menor será a probabilidade de dois domínios
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(a) (b)
() (d)Figura 4.9: Con�gurações de um sistema om diferentes graus de degeneresênia (q = 3 para (a) e

(b); q = 7 para (c) e (d)), que evoluíram durante t = 210 MCs, após um quenh dos estados de equilíbrioem T0 → ∞ ((a) e (c)) e T0 = Tc ((b) e (d)) para T = Tc/2. As diferentes ores representam adaum dos estados aessíveis. As �utuações térmias apareem na forma de pontos por toda a estrutura.Diferentemente do que oorre para q = 3, o padrão dos domínios no aso om q = 7 estados, mesmopartindo das diferentes ondições iniiais, mantém o mesmo tipo de morfologia.de mesmo estado se enontrarem.Por �m, fora raras exeções, os domínios de um sistema om múltiplos graus de de-generesênia estão sempre erados por dois ou mais domínios, o que, de aordo oma lei de von Neumann (equação 4.2), in�uenia diretamente sua evolução. Todos estesfatores tornam difíil a extrapolação do que se onhee a respeito da evolução das áreasdos domínios e hulls no aso q = 2, para o aso om múltipla degeneresênia.4.6.1 Transição de segunda ordem e orrelação nulaSistemas om grau de degeneresênia q ≤ 4 apresentam semelhanças que vão alémda ordem da transição. A função de orrelação reesalada do modelo paree ter a mesmaforma universal e o omprimento araterístio rese om o tempo na mesma potênia,
t1/2. Entretanto, tais semelhanças não dão suporte a onlusões a respeito da distribuiçãodas áreas dos domínios e hulls om base no que se onhee para o aso om dupla de-generesênia. Diferentemente do que oorre quando q = 2, onde um domínio perolantese forma rapidamente após o quenh da temperatura in�nita (apítulo 3), a presença de
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q = 3 e T0 → ∞. Existe, no entanto, um envelope A−2 que é uma onsequênia direta dosaling dinâmio, presente também para outros valores de q. De aordo om a hipótesede saling, a distribuição das áreas dos hulls satisfaz a relação nh(A, t) = t−2nh(A/t).Como onsequênia, a linha formada pelo envelope tem uma delividade de -2. Paraompreender melhor este fato, onsideramos duas urvas quaisquer (orrespondentes aostempos t∗1 e t∗2) e de�nimos A∗ omo a loalização do ponto que é tangente ao envelope.Usando este valor para reesalar a distribuição, obtemos R4(t∗1)n
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2. Tomando o logaritmo em ambos os ladosobtemos a inlinação -2. O ponto tangente nos fornee então uma forma alternativa deobter o omprimento araterístio destes sistemas.4.6.2 Transição de segunda ordem e orrelação in�nitaQuando submetido ao quenh partindo do estado iniial altamente orrelaionado,
T0 = Tc, um sistema que apresenta uma on�guração de estados orrespondente a umatransição de segunda ordem no modelo de Potts (2 ≤ q ≤ 4), gera uma distribuição de
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Figura 4.11: Distribuição das áreas dos hulls em diversos tempos, para o modelo om q = 3 estados,após o quenh do estado de equilíbrio a temperatura in�nita, T0 → ∞, para a temperatura Tf = Tc/2.As urvas formam um envelope om inlinação -2 devido ao fato da distribuição obedeer a lei de esala.áreas de domínios e hulls que aompanha a forma da distribuição iniial, ou seja, umalei de potênia. A �gura 4.12 mostra a distribuição das áreas dos hulls para um sistemaom q = 3 estados. O omportamento geral é semelhante ao aso q = 2, onde o olapsodas urvas em diferentes tempos demonstra a existênia de uma esala de omprimentoúnia que segue a lei de Allen-Cahn, R(t) ∼ t1/2. A distribuição das áreas dos domíniosgeométrios (perolados ou não) é basiamente idêntia a dos hulls (�gura 4.13) uma vezque a presença de gerações de domínios é quase nula, indiação forte de que os parâmetrosque apareem em ambas as distribuições pouo se diferem. O mesmo oorre para o asoom q = 4 estados.A únia forma analítia onheida para a distribuição das áreas dos hulls é para o aso
q = 2 (apítulo 3). Considerando a semelhança entre as distribuições, assumimos que onúmero de lados de ada domínio na lei de von Neumann pode ser substituído por umvalor médio onstante, n → 〈n〉. Usando uma forma análoga da equação 4.3, de�nimos aforma geral da distribuição das áreas dos hulls para q ≤ 4, dentro desta aproximação deampo médio, omo sendo

nh(A, t) =
(q − 1)c

(q)
h

(A+ λ
(q)
h t)2

. (4.6)Para o aso q = 3 mostrado a �gura 4.12 o parâmetro de ajuste λ
(3)
h ≈ 1.4. Os desviosobservados para pequenos valores de A/t orrespondem aos efeitos das �utuações térmias.A validade da aproximação de ampo médio para o número n de lados na equação
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Figura 4.15: Distribuição das áreas dos hulls para o modelo de Potts om q = 8 estados, após sersubitamente retirado do estado de equilíbrio a temperatura rítia e levado para a temperatura T0 = Tc/2.Como todo sistema que apresenta uma transição de primeira ordem tem orrelação �nita a qualquertemperatura, a mesma forma da distribuição é observada se onsiderarmos o estado de equilíbrio aqualquer temperatura T0 > Tc. A mesma forma da distribuição foi observada no aso q = 3 om
T0 → ∞. O envelope om inlinação -2 é resultado da lei de esala.de perolação aleatória quanto maior for o número de estados q. Na temperatura rítiaas orrelações de um sistema que apresenta uma transição de primeira ordem é �nita(de urto alane), o sistema não apresenta um domínio perolante no estado iniial e aprópria distribuição iniial não tem a forma de uma lei de potênia.Após o quenh da temperatura o sistema perde a memória do estado iniial e a dis-tribuição apresenta uma forma universal mais omplexa. A �gura 4.15 mostra o ompor-tamento da distribuição das áreas dos hulls para o modelo om q = 8 estados partindode T0 = Tc. Novamente os efeitos das �utuações térmias à temperatura Tf = Tc/2tornam-se signi�ativos para pequenas áreas. Além dos efeitos das �utuações térmiaspara pequenas áreas, a distribuição sofre um sutil arésimo om o aumento da área A,formando um plat� proporional ao tempo. Em seguida, a distribuição ai abruptamentena forma de uma exponenial. Como oorre no aso q = 3 (�gura 4.11), a distribuiçãodas áreas no tempo gera um envelope na forma de lei de potênia, mais uma vez omoonsequênia direta do saling dinâmio. A forma analítia preisa da distribuição não éonheida e vem sendo um assunto de disussão há diversas déadas, não apenas para omodelo de Potts, mas também para outros modelos usados no estudo do resimento dedomínios [65�68℄.A auda da distribuição guarda memória da ondição iniial, sendo exponenial para
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Figura 4.16: Colapso da distribuição apresentada na �gura 4.15. Reesalando a distribuição peloomprimento araterístio, um bom olapso é obtido para valores de área A > R2(t), sendo nh(A, t) =
R4(t)f(A/R2). Os dados para os hulls om área A < 10, orrespondentes as �utuações térmias, foramretirados do detalhe. A �gura prinipal mostra a auda exponenial f(x) ∼ x−1 exp(−ax), onde oparâmetro de ajuste é a ≈ 0.23. Apesar de não estarem sendo mostrados, a distribuição olapsada de umsistema om q > 4 estados partindo de T0 → ∞ mantém a forma da função universal f(x). O detalhemostra a região de pequenas áreas, onde o olapso não é tão bom, provavelmente devido a rugosidadedas interfaes.
q > 4. Este fato pode ser melhor observado na �gura 4.16 onde a distribuição foi reesaladapor R2(t) e apresentada na forma semi-logarítmia. A função de saling universal émostrada no detalhe. Para A > R2(t) ela é a mesma tanto para T0 = Tc quanto para
T0 → ∞ (não mostrado), tendo a forma

f(x) ∼ 1

x
e−ax (4.7)em que o parâmetro de ajuste é a ≃ 0.23 para ambos os asos. O deaimento expo-nenial é uma onsequênia direta do omprimento de orrelação ser �nito independenteda ondição iniial. O fato do olapso não ser tão bom para pequenas áreas pode seronsequênia das �utuações térmias presentes nas paredes dos domínios.



Capítulo 5Efeitos da desordem na distribuição dasáreasNo apítulo anterior analisamos o proesso de resimento das áreas dos hulls atravésdo estudo das propriedades geométrias de não-equilíbrio do modelo de Potts puro omparâmetro de ordem não onservado. Neste apítulo apresentaremos os resultados parao aso em que o aoplamento ferromagnétio entre os spins varia de aordo om umadistribuição de probabilidades espeí�a.A presença de desordem é quase sempre inevitável nos sistemas e sua in�uênia nanatureza do omportamento rítio pode ser dramátia. Em partiular, alguns tipos detransição são geradas pela desordem. Um exemplo importante são os sistemas hamadosde vidros de spin. Trata-se de um modelo magnétio que apresenta uma transição omas araterístias de segunda ordem, mas onde os spins da fase de baixa temperatura nãoassumem a on�guração espaialmente ordenada, apenas se �ongelam� numa estruturaaleatória. A presença de desordem gera frustração e o sistema enontra maior di�uldadede alançar o estado ideal de equilíbrio devido aos muitos mínimos loais de energialivre. Estes sistemas exibem propriedades dinâmias e termodinâmias não-triviais, eorrespondem a um ampo de pesquisa bastante vasto em matéria ondensada.Um sistema onde o aoplamento ferromagnétio varia está sob o efeito de desordem,mais espei�amente de uma desordem fraa, já que mesmo diferente o aoplamento aindamantém a ordem ferromagnétia (J > 0) na fase de baixa temperatura. A desordem podeser interpretada omo a presença de impurezas (ou defeitos) em uma solução (ou subs-trato), ou mesmo omo �utuações loais de temperatura (ou ampo) dentro do sistema.Em físia estatístia, onsideramos dois tipos de desordem:
• Quenhed disorder (ou desordem ongelada), que é aquela onde as onstantes deaoplamento são aleatórias dentro de uma distribuição de probabilidades, mas quenão evoluem om o tempo. Em um �lme de hélio-4 os átomos interagem om49



50 CAPÍTULO 5. EFEITOS DA DESORDEM NA DISTRIBUIÇ�O DAS ÁREAS5.1 Relação entre a desordem e a transição de fase no modelo de Pottso substrato, e esta interação altera o ponto de transição do estado super�uido,baixando a temperatura de transição de Kosterlitz-Thouless, devido ao potenialaleatório �xo do substrato que não muda no tempo. O potenial do substrato ausao efeito deste tipo de desordem.
• Annealed disorder (ou desordem reozida), se difere pelo fato dos aoplamentosmudarem durante a evolução do sistema. Em um �lme de hélio-3, a interaçãoom o substrato diminui a energia para riar vórtex que �utuam no espaço devido amobilidade do isótopo. Estas �utuações orrespondem às mudanças do aoplamento,dando origem a este tipo de desordem.Neste trabalho onsideramos a desordem do tipo quenhed e as referênias no texto serãofeitas utilizando apenas o termo �desordem�.Uma importante propriedade relaionada om o resimento de domínios em sistemasom desordem fraa é a hamada hipótese de super-universalidade. A hipótese surgiu apartir das observações de D. Fisher e D. Huse [69℄ que a�rmaram que todas as funçõesde esala são independentes da desordem uma vez levada em onta a orreta esala doomprimento araterístio. Assim, uma vez que a hipótese de esala seja usada paradesrever a dinâmia de um sistema, onde o tempo e o tamanho araterístio dos domíniossão dados em relação a R(t), a presença de desordem não afeta as funções de esala, sendoestas idêntias ao aso do modelo puro. A ideia é que a esala de omprimento onde osefeitos da desordem são importantes é muito menor que a esala de tamanho do domínio e,sendo assim, a dinâmia das grandes estruturas ontinua sendo governada pelas urvaturasdas interfaes. A hipótese de super-universalidade foi testada e mostrou-se válida parauma série de sistemas [30, 70�76℄.5.1 Relação entre a desordem e a transição de fase nomodelo de PottsA presença de desordem afeta as transições de fase de diversas formas , omo porexemplo, alterando o valor de expoentes rítios em sistemas puros ujo expoente α doalor espeí�o é positivo [77℄, ou mesmo eliminando ompletamente a transição de faseem sistemas de baixa dimensionalidade [78, 79℄. Diversos estudos [80�87℄ omprovaramque sob o efeito de desordem fraa, o modelo de Potts bidimensional apresenta transiçãode fase ontínua (segunda ordem) independentemente do grau de degeneresênia.A desordem em um sistema se arateriza por diferentes tipos de aoplamento entreos spins. Dado o Hamiltoniano de Potts (equação 2.3), a desordem é instituída eso-lhendo aleatoriamente a intensidade de ada aoplamento Jij por meio da distribuição de
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P (Jij) = pδ (Jij − J1) + (1− p)δ (Jij − J2) . (5.1)No aso da distribuição bimodal, os valores assumidos por Jij podem ser J1 ou J2, orres-pondentes às ligações forte e fraa respetivamente (J1 > J2 > 0). Para um sistema omdistribuição homogênea, p = 0.5, a temperatura da transição é exatamente onheida [88℄,dada pela solução da relação

(

eβcJ1 − 1
) (

eβcJ2 − 1
)

= q. (5.2)A �gura 5.1 mostra a dependênia entre o grau de desordem ǫ = J1/J2 e o ponto detransição do modelo de Potts om q = 8 estados, onsiderando o aoplamento forte J1 = 1e o frao J2 = 0.1, 0.5 e 0.9. A medida que o grau de desordem aumenta a temperaturade transição diminui, e o omportamento do parâmetro de ordem se aproxima mais doesperado em uma transição ontínua. O efeito da diminuição da temperatura rítiaassoiada à presença de desordem implia na diminuição da mobilidade das interfaes,inibindo eventualmente o resimento dos domínios após o quenh [64,89,90℄, diminuindoassim o expoente assoiado ao omprimento araterístio. Apesar da ompetição entreo proesso de resimento regido pela urvatura e o pinning resultante da desordem, oresimento de domínios em sistemas magnétios submetidos a uma desordem aleatóriaainda satisfaz a hipótese de esala.A lei de resimento para o aso partiular onde o sistema submetido a desordemferromagnétia tem dupla degeneresênia ainda é motivo de disussão [91�94℄. O efeito do�envelheimento� (aging) dinâmio do sistema, assoiado ao resimento do omprimentode orrelação, se retrata em dois regimes: o primeiro, logo no iníio da evolução, apresentaum resimento que esala omo lei de potênia (regime pré-assintótio); em seguida, oresimento passa a esalar de forma logarítmia, onsistente om o resimento algébriodas barreiras de energia livre [95℄. Se o resimento logarítmio assintótio também seaplia no aso q > 2 ainda é uma inógnita. O fato é que, independentemente de qualseja a lei de resimento, o saling dinâmio é observado tanto na orrelação espaço-temporal quanto na distribuição das áreas para qualquer grau de degeneresênia (q ≥ 2)do modelo.
5.2 Correlação no sistema desordenadoDa mesma forma que foi disutido no apítulo 4, a lei de esala do modelo omdesordem ferromagnétia pode ser determinada pela medida direta da função de orrelação
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(1.0)
c ≃ 1.48981.espaial C(r, t, ǫ), dada pela equação 4.5. A orrelação pode ser esrita na forma reesalada

C(r, t, ǫ) ∼ m2(T, ǫ)f

(

r

R(t, ǫ)

) (5.3)sendo m2(T, ǫ) o valor de equilíbrio da magnetização.A �gura 5.2 mostra o omportamento da orrelação reesalada, para um sistema omdesordem fraa submetido a um quenh do estado iniial a temperatura in�nita para atemperatura Tf = T
(2.0)
c /2. Observa-se que a função mantém a mesma forma universalpara os asos om q = 3 e q = 8 estados, oerente om o que foi visto no modelo puro(�gura 4.4). A dinâmia de saling é visivelmente mais lenta no aso om desordem (nointervalo de tempo que estudamos). A presença da desordem no sistema não afeta afunção de esala para o aso T0 → ∞, garantindo neste aso a validade da hipótese desuper-universalidade.Um sistema puro partindo do estado iniial de equilíbrio a temperatura rítia apre-senta diferentes omportamentos para a orrelação (seção 4.4) de aordo om o tipo detransição. A divergênia do omprimento de orrelação ξ na temperatura rítia de umsistema que sofre uma transição ontínua faz om que a forma da orrelação neste pontoseja do tipo lei de potênia,

C(r, t) ∼ 1

rd−2−η
. (5.4)
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c ≃ 1.443 e T 2.0
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(ǫ)
c . A �gura 5.3 mostra o omportamento da orrelação reesalada em função doomprimento araterístio R(t, ǫ) para o modelo om diferentes degeneresênias e graude desordem ǫ = 2.0. Nos dois asos apresentados, o sistema foi submetido a um quenh doestado iniial de equilíbrio em T0 = T

(ǫ)
c para a temperatura �nal Tf = T

(ǫ)
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CAPÍTULO 5. EFEITOS DA DESORDEM NA DISTRIBUIÇ�O DAS ÁREAS5.3 Distribuição das áreas dos hulls 555.3 Distribuição das áreas dos hullsOs resultados analítios para a distribuição das áreas dos hulls (equações 3.11 e 3.12)podem ser reesritos na forma reesalada
nh(A, t) =

1

(λht)
2f

(

A

λht

)

, (5.5)onde f(x) = (2)ch/(x + 1)2. O fator 2 difere a distribuição partindo do estado iniial atemperatura rítia ou in�nita, omo foi visto no apítulo 3. O omprimento araterístiopara o modelo puro om parâmetro de ordem não onservado esala om R(t) =
√
λht.Os efeitos de se trabalhar a temperaturas �nais Tf não nulas são todos absorvidos noparâmetro λh [25℄. As hipóteses de esala e super-universalidade sugerem que, para omodelo om desordem ferromagnétia, ainda seja válida a mesma função de esala f(x)e o fator de orreção �a por onta da substituição da onstante (λht)

1/2 por R(t, T, ǫ).Mais preisamente, espera-se que
nh(A, t, T, ǫ) = R−4(t, T, ǫ)f

[

A

R2(t, T, ǫ)

] (5.6)seja a forma da distribuição das áreas dos hulls para todos os asos.A distribuição das áreas dos hulls para o modelo de Potts om desordem ferromag-nétia fraa, após ter sofrido o quenh do estado de equilíbrio a temperatura in�nita
T0 → ∞, para a temperatura Tf = T

(ǫ)
c /2 é a mesma obtida no modelo puro, omomostra a �gura 5.4. A presença de desordem não afeta a densidade ρ = 1/q, que se afastaada vez mais da densidade rítia do modelo de perolação aleatória (ρc ≈ 0.59) a me-dida que q aumenta. Sendo assim, o estado rítio (onde existe um domínio perolante)não é alançado e a distribuição iniial apresenta uma forma exponenial, omo mostradono detalhe da �gura (5.4a) para q = 3 (vermelho) e q = 8 (verde). Contudo, o mesmoenvelope A−2 presente no modelo puro pode ser observado em ambos os asos (�guras (a)e (b)), resultado direto do saling dinâmio (seção 4.6.1).Quando equilibrado na temperatura rítia T

(ǫ)
c , o modelo de Potts om desordemapresenta uma distribuição de áreas de hulls ompatível om o modelo puro em Tc om

2 ≤ q ≤ 4 estados independente da degeneresênia. Como na presença de desordemas transições de fase do modelo são sempre ontínuas, as orrelações no ponto rítiotornam-se in�nitas (de longo alane) e a distribuição iniial tem a forma desrita pelaequação 4.3. A �gura 5.5 mostra a distribuição olapsada, em diversos tempos, das áreasdos hulls do modelo om q = 3 estados e desordem ferromagnétia fraa. A distribuiçãoiniial do aso puro e om desordem é mostrada no detalhe da �gura. Diferentementedo que oorre no aso q = 8, onde a distribuição iniial do modelo puro não mantém a
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(ǫ)
c /2. Partindo de

T0 → ∞, a mesma distribuição é observada para qualquer on�guração om q > 2 estados, independenteda presença ou não de desordem. As �guras (a) e (b) mostram as distribuições para os asos q = 3 e
q = 8, respetivamente. O mesmo envelope A−2 presente no modelo puro pode ser observado em ambosos asos. O detalhe da �gura (a) mostra a distribuição iniial (em esala semi-logarítmia) para q = 3(vermelho) e q = 8 (verde). Observa-se, da mesma forma que no modelo puro, que a distribuição iniialtem a forma exponenial (a menos de desvios presentes para pequenas áreas no aso q = 3).forma da lei de potênia (detalhe da �gura 5.3 (b)), no aso om tripla degeneresêniaas distribuições iniiais para o modelo puro e om desordem são indistinguíveis. Talonordânia é esperada uma vez que a desordem não afeta o tipo de transição no aso
q = 3. Entretanto, os efeitos da desordem são perebidos durante a evolução do sistema. Oexesso de domínios pequenos faz om que a distribuição para pequenas áreas se desvie daforma prevista no aso puro (equação 4.6). Este exesso pode ser atribuído aos efeitos dopinning ausado pela desordem, que age retardando a evolução destes domínios afetandoa dinâmia de esala nesta faixa de tamanhos.A �gura 5.6 mostra a distribuição das áreas dos hulls reesalada pelo omprimentoaraterístio R(t, ǫ) em diversos tempos, para o modelo de Potts om q = 8 estadosom grau de desordem ǫ = 2.0. O sistema partiu do estado de equilíbrio a temperaturarítia T0 = T

(ǫ)
c , onde a distribuição iniial tem a forma da lei de potênia devido àmudança na ordem da transição. Após sofrer o quenh para a temperatura Tf = T

(ǫ)
c /2,a distribuição mantém a forma da lei de potênia, sendo desrita (surpreendentemente),no limite das grandes áreas, pela mesma função que desreve a distribuição do modelopuro om q = 3 estados. A região de pequenas áreas não esala om o omprimentoaraterístio, omo pode ser observado no detalhe da �gura. Este mesmo fato oorreuno modelo sem desordem (detalhe da �gura 4.16).Conluímos então que as orrelações de longo alane presentes no estado iniial atemperatura rítia, para qualquer grau de degeneresênia do modelo om desordem,
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Figura 5.6: Distribuição das áreas dos hulls em diversos tempos, olapsada em função do omprimentoaraterístio R(t, ǫ). O sistema partiu do estado de equilíbrio a temperatura rítia T0 = T
(ǫ)
c para oestado de não-equilíbrio a temperatura Tf = T

(ǫ)
c /2. A mesma função que desreve a distribuição domodelo puro om q = 3 estados desreve a distribuição, para grandes áreas, do modelo om q = 8.Aparentemente a auda mantém a memória da distribuição iniial, sendo desrita pela lei de potêniaom expoente -2. O detalhe mostra (em esala semi-logarítmia) que a região de pequenas áreas nãoesala om o omprimento araterístio e seu omportamento se assemelha ao do modelo puro (detalheda �gura 4.16).



58 CAPÍTULO 5. EFEITOS DA DESORDEM NA DISTRIBUIÇ�O DAS ÁREAS5.3 Distribuição das áreas dos hullsdeterminam o omportamento dinâmio das grandes áreas, resultando no deaimento dalei de potênia. Assim, para q > 4 sistemas puros e desordenados se omportam, qualita-tivamente, de maneira diferente quando a ondição iniial de equilíbrio é na temperaturarítia. Para q ≤ 4 o estado iniial em Tc mantém orrelações de longo alane indepen-dentemente da presença de desordem. Para qualquer irunstânia onde a distribuiçãotem a forma de uma lei de potênia, para grandes áreas o expoente da distribuição é -2.Considerando que para q > 4 a desordem afetou pouo a distribuição das pequenas áreas(observando os detalhes das �guras 4.16 e 5.6) onluímos que a desordem tem um forteefeito sobre a forma da distribuição para grandes áreas.



Capítulo 6Conlusão
Neste trabalho analisamos algumas propriedades geométrias araterístias do orde-namento de fases dinâmio do modelo de Potts em duas dimensões através de simulaçõesomputaionais. Nossa motivação partiu dos reentes resultados obtidos para o modeloom q = 2 estados (modelo de Ising) [25, 29, 30℄, e nossa ideia foi generalizar para o asoom múltiplos graus de degeneresênia, araterístio do modelo om q > 2 estados. Osresultados analítios obtidos por J. Cardy e R. Zi� [28℄, que desrevem a distribuição ini-ial das áreas dos hulls para o modelo de perolação aleatória no ponto rítio (ρc ≃ 0.59)(equação 3.9), e para o modelo de Ising na temperatura rítia Tc (equação 3.10). Sabendoque no regime de esala a dinâmia do sistema é regida exlusivamente pela urvaturadas interfaes (lei de Allen-Cahn) foi determinado exatamente [25, 29℄ a forma da dis-tribuição das áreas dos hulls em qualquer intervalo de tempo, dada pelas equações 3.11 e3.12. A onordânia entre os resultados analítios e omputaionais são impressionantes(apítulo 3).Embora muito seja onheido a respeito das propriedades geométrias para o modeloom dupla degeneresênia, omparativamente pouo se sabe a respeito do modelo om

q > 2 estados. Não existem soluções analítias para a distribuição iniial nestes asos, e aprópria dinâmia de resimento sofre om novos efeitos que para o modelo om q = 2 esta-dos não existiam ou eram irrelevantes. É o aso da oalesênia e dissoiação de domínios,que no modelo de dois estados oorre apenas no iníio da evolução, até o sistema atingiro regime de esala, mas que no modelo om múltiplos graus de degeneresênia oorremesmo após o sistema atingir tal regime, embora tais efeitos pareçam não in�ueniar adinâmia de resimento ao ponto de interferir na taxa média de resimento dos domíniose hulls. O proesso de resimento ontinua sendo regido pelas urvaturas das interfaes.Entretanto, novas regiões om tríplie fronteira surgem no sistema e ausam o efeito de�tranamento� da dinâmia a baixas temperaturas na rede quadrada, obrigando o uso deativação térmia para que o sistema possa evoluir.59



60 CAPÍTULO 6. CONCLUS�OCada domínio, orrespondente a um dos muitos (q > 2) estados aessíveis do sistema,passa a ter sua evolução dinâmia baseada na dependênia de seu número n de lados. Ataxa om que a área de um domínio varia no tempo deixa de ser onstante (omo oorreno aso q = 2 independentemente do tamanho do domínio (equação 3.6)), passando adepender do número de lados (q > 2). Isto implia que em um determinado instanteum domínio pode reser (n > 6) e no instante seguinte diminuir (n < 6) uma vez quedomínios podem surgir e desapareer devido as �utuações térmias, variando assim onúmero n de lados de um domínio durante a evolução.Apesar de existirem algumas semelhanças entre o modelo om q = 2 e o modeloom q > 2 estados, não era possível fazer qualquer previsão a respeito da forma dadistribuição para o aso do modelo om múltiplos graus de degeneresênia. O primeiroresultado surpreendente surgiu ao analisarmos a distribuição para o modelo om o númerode estados ompatível om a transição de segunda ordem (2 < q ≤ 4) quando o mesmoparte do estado de equilíbrio a temperatura rítia e, após ser submetido a um quenh, élevado a um estado de não-equilíbrio a temperatura Tf = Tc/2. Neste aso, a distribuiçãomantém a forma de lei de potênia, ompatível om o resultado analítio obtido para
q = 2 (equação 3.12). O resultado é inesperado pois, no aso q = 2 a taxa om que a áreade um hull varia independe do tamanho do hull, sendo ontante durante toda a evolução3.6. No entanto, de aordo om a lei de von Neumann, a taxa de resimento do hullno modelo om q > 2 estados depende do número n de lados (equação 4.2), deixando deser onstante e onsequentemente não sendo possível determinar a forma da distribuiçãonum tempo t qualquer mesmo onheendo a distribuição num tempo ti anterior.Observamos um novo omportamento para a distribuição das áreas dos domínios ehulls, presente sob duas irunstânias: quando o sistema om q > 2 estados parte daon�guração de equilíbrio a temperatura in�nita, ou quando o estado iniial de equilíbrioorresponde a uma transição de primeira ordem (q > 4). Em qualquer um destes asos,a distribuição iniial não é mais uma lei de potênia, mas possui uma auda exponen-ial. Para o aso do sistema om múltipla degeneresênia e equilibrado na temperaturain�nita, a densidade da on�guração iniial, ρ = 1/q, se afasta ada vez mais do limiterítio de perolação aleatória (onde a distribuição iniial tipo lei de potênia é onheidaexatamente) a medida que a degeneresênia aumenta. No aso de um sistema om q > 4estados, termalizado em Tc, a orrelação do estado iniial é �nita. Durante a evoluçãoo sistema perde toda a memória da orrelação iniial e mantém a forma exponenial dadistribuição iniial. Neste aso também não existem resultados analítios que desrevama distribuição das áreas em qualquer tempo. Resumindo, nossa análise demonstrou opapel fundamental desempenhado pelas ondições iniiais, mais preisamente se elas têmomprimento de orrelação in�nito ou não.



CAPÍTULO 6. CONCLUS�O6.1 Perspetivas 61Mesmo sem onheer a forma analítia das distribuições para o modelo de Potts om
q > 2 estados, on�rmamos a validade da hipótese de universalidade para todos os asos,onde o omprimento araterístio é R(t) ∼ t1/2, de aordo om a lei de Allen-Cahn.Estudamos também as propriedades geométrias relaionadas om as áreas dos hullspara o modelo de Potts om desordem ferromagnétia fraa (do tipo quenhed). A prin-ipal araterístia da desordem em sistemas que possuem transição de primeira ordemé mudar a ordem da transição. No nosso aso o sistema om desordem apresenta tran-sição de segunda ordem (ontínua) para qualquer número q ≥ 2 de estados. Quando osistema parte do estado de equilíbrio a temperatura T0 → ∞, as distribuições mantêm asmesmas araterístias do aso puro. Isto porque a desordem não afeta o limite rítio deperolação aleatória. Entretanto, nos asos onde o sistema parte do estado de equilíbriona temperatura rítia, T0 = T

(ǫ)
c , a distribuição é, desde o instante iniial, uma lei depotênia, pois as orrelações iniiais passam a ser todas de longo alane. A forma dadistribuição é basiamente a mesma que a obtida analitiamente, no entanto a função deesala não obedee mais a lei de Allen-Cahn. Esta mudança de omportamento devido àpresença de desordem mostra que a hipótese de super-universalidade não é válida nestesistema.Baseados no argumento da similaridade propusemos uma forma geral, válida tantopara o modelo puro quanto para o modelo om desordem ferromagnétia fraa, que des-reve a distribuição das áreas dos hulls quando a mesma é tipo lei de potênia,
nh(A, t) ≃

(q − 1)c
(q,ǫ)
h

[A+R2(t)]2
, (6.1)onde o prefator ch passa a depender não somente do número de estados q mas tambémdo grau de desordem ǫ. Nos asos onde a degeneresênia é q > 4 a equação 6.1 nãodesreve bem a distribuição para pequenas áreas possivelmente devido aos efeitos dopinning gerado pela desordem. Embora a teoria para o modelo de dois estados não sejafailmente estendida para o aso q > 2, nossos resultados servem omo um primeiro passonessa direção.

6.1 PerspetivasExistem outras propriedades geométrias relaionadas om os domínios e hulls que nãoforam estudadas aqui mas que mereem atenção. Por exemplo, a distribuição dos ompri-mentos dos perímetros, do número n de lados, e a relação entre a área e o perímetro om o



62 CAPÍTULO 6. CONCLUS�O6.1 Perspetivasnúmero de lados possuem um grande interesse em sistemas elulares1. Em partiular, se-ria interessante veri�ar se as leis de Lewis e Aboav-Weaire [101℄ são válidas no modelo dePotts bidimensional, om e sem a presença de desordem. A primeira a�rma que a relaçãoentre a área média de uma élula, 〈An〉, e seu respetivo número n de lados é basiamentelinear, 〈An〉 ≃ A + Bn. A segunda relaiona o número de lados de uma élula om onúmero médio de lados das élulas vizinhas. Areditamos que exista uma relação entre aforma da distribuição e o valor da taxa efetiva de resimento dos domínios e hulls, dA/dt,que sendo negativa induz uma distribuição lei de potênia e sendo positiva induz a dis-tribuição exponenial. É possível que, araterizando melhor as propriedades geométriasdo sistema, obtenhamos novas informações que nos ajudem a entender a origem destasdiferenças.Esperamos também que nossos resultados sirvam de guia no estudo de sistemas reais,omo oorreu om o aso q = 2 uja distribuição analítia serviu omo base na desriçãodos domínios formados em ristais líquidos [31℄.Por �m, desejamos estender toda análise do modelo de Potts bidimensional para omodelo em três dimensões. A distribuição das áreas pode ser analisada de duas formas:onsiderando as seções transversais (planos bidimensionais) do volume, e/ou onsiderandoa distribuição dos volumes dos domínios na rede úbia. A omplexidade do problematorna-se bem maior no aso tridimensional e não é óbvio qual tipo de distribuição enon-traremos neste aso.

1Em biologia, a maioria das atividades de investigação sobre as estruturas elulares têm omo foo osestudos dos arranjos geométrios das élulas de teido epidérmio.
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