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RESUMO

Este estudo visou a utilizacao direta da analise modal adjunta em sis-
temas nao-clasicos de natureza concentrada e distribuida, explorando o conceitos de
biortogonalidade modal e da resposta impulso evolutiva e estacionaria. Discutiu-se
a natureza do espectro para diversas classes de sistemas, em particular para sistemas
com efeitos giroscépicos e com atrito interno. A teoria foi desenvolvida de maneira
paralela para sistemas de primeira ordem e de segunda ordem, porém é apresen-
tada de maneira independente, ou seja, para os sistemas de segunda ordem nao é
utilizada a formulagao de espaco de estado, a qual reduz o sistema para primeira
ordem. Assim, as relacoes de biortogonalidade para sistemas de segunda ordem sao
apresentadas e utilizadas de maneira direta na expansao modal da resposta dos
sistemas. A forma dos modos de vibracao em variadas aplicacoes é determinada de
maneira exata com o uso da base dinamica gerada pela resposta impulso espacial. No
calculo dos autovalores foi introduzida uma aproximagcao polinomial para a resposta
impulso espacial. Os coeficientes dessa aproximacgao foram obtidos por recursao, a
partir de uma equacao em diferencas associada a equacao caracteristica do problema
modal. Simulacoes numéricas foram realizadas para obter a resposta impulso evolu-
tiva, respostas forcadas e modos de vibracao de sistemas nao-classicos concentrados,
formulados através de modelos ou aproximacoes, e sistemas distribuidos, formulados
através de modelos ou incluindo distirbios e acoplamento através das condicoes de
contorno. Os resultados deste estudo permitiram concluir, através das simulacoes
numeéricas realizadas, a importancia da base dinamica no sentido de simplificar os
calculos para obtencao dos autovalores, dos modos de vibracao e, consequentemente,
da resposta do sistema, seja concentrado, distribuido com ou sem acoplamento das
condicgoes de contorno. A utilizacao da andalise modal adjunta, desde que ocorra uma
ordenacao adequada dos autovalores e modos, mostrou-se um método eficiente na
obtencao direta da resposta de sistemas nao-classicos de segunda ordem, ou seja,

sem reducao ao espaco de estado.



ABSTRACT

TITLE: “CONCENTRATED AND DISTRIBUTED SYSTEMS THROUGH
ADJOINT MODAL ANALYSIS”

The purpose of this work was the direct utilization of the adjoint modal
analysis in non-classical concentrated and distributed systems, exploiting the con-
cepts of bi-orthogonality and the evolutive and stationary impulse response. It was
discussed the nature of the spectra for several classes of systems, in particular, sys-
tems with gyroscopic effects and internal damping. The theory was developed in
a parallel manner for first and second-order systems but it is independently pre-
sented: that is, for second-order systems, the state space formulation that reduces
it to first-order is not employed. Thus the bi-orthogonality relationships for second-
order systems are presented and directly used in the modal expansion of systems
responses. The vibration mode shapes in several applications is exactly determined
with the use of the dynamical basis generated by the spatial impulse response. In
the computing of the eigenvalues, a polynomial approximation for the spatial im-
pulse response was introduced. The coefficients of this approximation were obtained
by recursion, from a difference equation associated to the characteristic equation of
the modal problem. Numerical simulations were performed in order to obtain the
evolutive impulse response, forced responses and vibration mode shapes of non-
classical concentrated systems, formulated through models or approximations, and
distributed systems, formulated through models or including perturbations and cou-
pling through the boundary conditions. The results of this work allowed to conclude,
through performed numerical simulations, the importance of the dynamical basis to
simplify the computations for obtaining the eigenvalues, vibration mode shapes and,
consequently, the response of the system, be it concentrated, distributed with our
without boundary coupling. The use of the adjoint modal analysis with an adequate

enumeration of the eigenvalues and modes, showed to be an efficient method for di-
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rectly obtaining the response of non-classical second-order systems, that is, without

reduction to the state space.
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1 INTRODUCAO

Em anos recentes, um progresso significativo tem sido realizado na
analise e desenho de sistemas mecanicos sujeitos a condi¢oes de carga dinamica.
A andlise da resposta forcada de um sistema tem desempenhado um papel muito
importante no desenho de uma variedade de sistemas dinamicos concentrados ou
distribuidos, tais como automoveis, aeroplanos, helicopteros e maquinas com com-

ponentes flexiveis.

O estudo das vibragoes em sistemas com parametros concentrados e
distribuidos é um topico bastante espalhado e de interesse duradouro na engenharia,
existindo uma vasta literatura sobre o assunto [Meirovitch, 1980; 1997; Ginsberg,
2001; Newland, 1989; Inman, 1994]. Entre os varios aspectos relacionados com a
dinamica, permanece ainda uma grande dificuldade: a necessidade de se obter um
caminho melhorado e direto para tratar com o termo de amortecimento. Tradicional-
mente, o atrito de Rayleigh, ou atrito proporcional, tem sido assumido na maioria
das andlises mecanicas porque é matematicamente conveniente. Porém, esta muito
longe de fornecer um tratamento adequado a sistemas nao-classicos, por exemplo,
giroscopicos ou com disturbios na fronteira. Além disso, a formulacao de estado
comumente utilizada na literatura para resolver problemas de segunda ordem
obscurece a dinamica do problema, além de introduzir dificuldades matematicas do

ponto de vista pratico.

Apesar da vasta literatura sobre sistemas mecanicos amortecidos, o
problema do amortecimento permanece como um dos aspectos menos compreendidos
na area da andlise das vibracoes. Essa faceta, de pouca compreensao, é tanto do
ponto de vista fisico [Woodhouse, 1998; Bert, 1973], quanto matemédtico [Ewins,
1995; Caughey e O’Kelley, 1965; Banks, 1998]. A importancia de se tratar esses

sistemas tem sido observada no uso de dispositivos de controle em magquinarias,



além dos sistemas giroscopicos, pois tém motivado que os sistemas amortecidos se

manifestem em grande escala.

A expansao modal é uma técnica comumente utilizada para a andlise
transiente de sistemas concentrados e distribuidos. No entanto, essa é limitada aos
sistemas cldssicos, que possuem a propriedade dos modos normais [Soder, 2000;
Gallicchio, 1999; Claeyssen et al., 2002], os quais permitem um desacoplamento do
sistema em equagbes independentes com o uso de coordenadas modais [Ginsberg,
2001; Volterra, 1965; Meirovitch, 1997]. Porém, para sistemas nao-cldssicos, que
incluem termos de amortecimento ou de rigidez nao simétricos ou com disturbios
na fronteira, por exemplo, essa técnica nao é aplicavel, pois os modos nao sao
necessariamente ortogonais. Para certos sistemas, a resposta pode ser expressa
através de uma expansao bi-ortogonal com o uso dos modos do problema adjunto
[Costa, 2001], numa formulacao de espaco de estado [Meirovitch, 1997; Yang, 1996b;
Lanczos, 1961].

Com o proposito de utilizar resultados conhecidos através da formulagao
de estado, ou de estende-los a sistemas de segunda ordem, sao considerados na
discussao os sistemas de primeira ordem. Por outro lado, para sistemas que possuem
condicoes de contorno dependentes dos autovalores, devido a massas concentradas
ou dispositivos dissipativos de energia, a formulacao de estado nao ¢ aplicavel,

[Yang e Wu, 1997].

Este trabalho envolve o estudo direto dos sistemas concentrados e dis-
tribuidos de segunda ordem, no qual a resposta impulso é obtida através do método
modal adjunto para sistemas de segunda ordem sem reducao a formulcao de es-
tado. O método modal adjunto é aplicado de maneira direta, incorporando-se den-
tro de uma teoria desenvolvida nos tltimos anos por Claeyssen, 1990; Claeyssen
e Tsukasan, 1990; Claeyssen et al., 1999; Claeyssen et al., 2002 para resolver
problemas diretamente no seu espaco fisico. A obtencao da resposta dos sistemas

permite determinar a resposta forcada de sistemas gerais [Giareta, 2000; Suazo,



2000] uma vez que a mesma é dada em funcao da resposta impulso associada ao
sistema. A analise modal convencional nao é aplicada diretamente com modos
de vibracao que nao sejam ortogonais. Com a introducao do sistema adjunto os
modos desse problema sao ortogonais aos do sistema dado, permitindo a sua uti-
lizacao numa classe bastante geral de sistemas dinamicos, por exemplo, sistemas
nao-autoadjuntos, sistemas com coeficientes nao-simétricos, sistemas caracteriza-
dos por efeitos giroscépicos ou efeitos circulatérios, sistemas com acoplamento das

condicoes de contorno.

No capitulo 2, é apresentado um estudo de sistemas concentrados em
termos da resposta impulso e do problema do desacoplamento modal. E obtida
uma formulacao direta através do método operacional e uma formulacao indireta
através do método do espaco de estado para a resposta impulso de sistemas concen-
trados [Claeyssen, 1990; Claeyssen e Tsukasan, 1990; Claeyssen e Schuchman, 1997;
Claeyssen et al., 1999].

No capitulo 3, o método modal adjunto é desenvolvido para sistemas
concentrados. E apresentado de maneira paralela para sistemas de primeira ordem
e de segunda ordem. A natureza dos autovalores e modos é discutida para sistemas
com propriedades de simetria, anti-simetria e positividade. Uma expansao modal
adjunta é obtida através do método de variacao de parametros e do método matricial,

para a resposta impulso e funcao de transferéncia.

Nos capitulos 4 e 5, apresenta-se uma teoria direta para sistemas dis-
tribuidos de segunda ordem, em termos da resposta impulso ou funcao de Green
temporal, onde se desenvolve o método modal adjunto para sistemas de primeira
e de segunda ordem. E apresentada de maneira geral a obtencao dos operadores
adjuntos com suas condicoes de contorno. Ainda, uma expansao modal adjunta é
obtida através do método de variacao de parametros e do método matricial, para a

resposta impulso e funcao de transferéncia.



Finalmente, no capitulo 6, é realizada uma andlise modal exata para
uma viga com elemento giroscopico e deslocamentos em duas dimensoes, os quais
sao acoplados através de condi¢oes de contorno que provém da natureza giroscopica
do problema. O calculo dos modos e das freqiiéncias é realizado com o uso da
base dinamica. Os resultados obtidos sao comparados numericamente com aqueles
fornecidos pelo método de Galerkin com o uso de bases de aproximacao modal. Sao
consideradas, além das vigas utilizadas na literatura [Yamanaka et al., 1994], outras

que melhor refletem a dinamica do problema.



2 SISTEMAS COM N GRAUS DE LIBERDADE

O estudo dos sistemas de segunda ordem

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t) (2.1)

onde M, C e K sao matrizes escalares de ordem n x n, M é nao singular, e u(t), f(t)
sao funcoes reais do espaco euclidiano n dimensional, tem sido realizado através de

tres metodologias:

e Método Modal
e Método Operacional

e Método Numérico

Os dois tltimos métodos sao bastante gerais [Meirovitch, 1975], praticamente nao
ha restricoes nos coeficientes matriciais quanto a sua aplicabilidade. Ainda que
o método modal, na sua versao classica, seja o mais utilizado do ponto de vista
tedrico e pratico, as condicoes da sua aplicabilidade sao bastante restritas. [Inman,
1989; Meirovitch, 1975]. O uso do método modal nao-classico incorpora o problema
adjunto associado ao problema (2.1), o qual serd matéria deste trabalho, ampliando

a sua aplicabilidade.

2.1 A Resposta Impulso de um Sistema Concentrado

A representagao da resposta do sistema (2.1) no dominio tempo pode
ser obtida de maneira direta com o uso do método operacional ou de maneira indireta

através do método do espacgo de estado.

O método operacional permite obter a resposta geral de um sistema de

segunda ordem sujeito a cargas externas, ou entradas, bastante gerais, em particular,



de natureza impulsiva, freqiientes em sistemas mecanicos vibratorios. Porém, na
literatura, observa-se que seu uso pratico tem sido restrito a sistemas com poucos
graus de liberdade (entre dois a quatro graus de liberdade), devido aos célculos
envolvidos e, principalmente, pela falta de uma teoria direta diante das dificuldades
encontradas com a inversao de um polinomio matricial de segundo grau e da nao

comutatividade dos coeficientes matriciais envolvidos.

Um caminho para evitar as dificuldades do método operacional, foi o de
incorporar resultados decorrentes da influéncia passada da computagao analdgica e
da teoria de controle moderno, o qual consiste na introducao da técnica das variaveis
de estado que transforma o estudo de um sistema fisico de segunda ordem no estudo

de um sistema de primeira ordem.

Recentemente, com a disponibilidade de software simbodlico para a real-
izagdo de célculos e com o estudo direto que esta sendo proposto [Claeyssen et al.,
1999; 2002], o método operacional pode retomar um papel preponderante na andlise

de sistemas.

Nesta secao, sera apresentada uma descricao das duas técnicas.

2.1.1 Formulagao Direta através do Método Operacional

O uso direto da transformada de Laplace em sistemas de segunda or-
dem, sem passar pela reducao a um sistema de primeira ordem, através do uso da
matriz companheira, tem sido considerado em Claeyssen et al., 1999. Aplicando a

transformada de Laplace na equacao nao-homogénea

Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t),

(2.2)



onde M, C e K sao matrizes quaisquer n X n, e M é uma matriz nao-singular,

obtemos a equacao operacional
A(s)U(s) = (sM + C)u(0) + Ma(0) + F(s),

sendo

A(s) = M + sC + K,

e U(s) e F(s) as transformadas de Laplace de u(t) e f(t) respectivamente.
Assim,

U(s) = H(s)(sM + C)u(0) + H(s)Mu(0) + H(s)F(s),

onde U(s) e F(s) as transformadas de Laplace de u(t) e f(t) respectivamente, e H(s)
satisfaz

(M + sC + K|H(s) = H(s)[s*M + sC + K] = 1.

Tomando a transformada inversa de Laplace obtemos a representacao

u(t) = ho(t)u(0) + h(t) Mu(0) +/0 h(t —s)f(s)ds, (2.3)

onde

ho(t) = h(t)M + h(t)C (2.4)

sendo h(t) solugao de

Mh(t) + Ch(t) + Kh(t) = 0,

. (2.5)
Mh(0%) =1, h(0%) =0,

referida na literatura como sendo a resposta impulso matricial, ou solucao dinamica

ou ainda a matriz transicao de estado do sistema [Gallicchio, 1999].

Do ponto de vista fisico, a resposta impulso pode ser interpretada como
a resposta a fenomenos de natureza impulsiva de grande valor, inicialmente em

repouso, que atuam durante curtos intervalos de tempo. Dai que também é descrita



através do problema

Mh(t) + Ch(t) + Kh(t) = 5(t)I,

. (2.6)
Mh(07) =0, h(0")=0.

Como se pode observar na equagao (2.3), para calcular a solu¢ao do
sistema dado por (2.2), basta escontrar uma expressao para h(t), ou seja, basta

calcular a resposta impulso do sistema.

2.1.2 Formulac¢ao Indireta através do Espaco de Estado

A mudanca de varidvel, denominada vetor de estado

permite reduzir o sistema original (2.2), para um sistema de primeira ordem. Sendo

decorre o sistema

Z(t) = Az(t) + F(t) (2.7)
onde
0 1
A=
~-M'K —-M'C
0
F(t) =
M (1)

Deve ser salientado que a reducao a sistema de primeira nao é unica. Outras

mudancas podem ser introduzidas. No apeéndice A sao apresentadas algumas for-



mulagoes no espaco de estado. O uso de uma ou outra formulacao depende do
interesse de preservar alguma propriedade em particular do sistema original. Veja-

se a literatura em controle moderno para outras formulac¢oes [Ogata, 1998].

No caso das condigoes iniciais para o sistema de segunda ordem serem
dadas por
u(0) =ug e 4(0) =g

para o sistema de primeira ordem, teremos:
2(0) = z,,

onde
Uo
20 =
Ug
Deve ser observado que o sistema de primeira ordem (2.7) envolve 2n equagoes, pois,

a matriz A, denominada matriz companheira, é de ordem 2n x 2n, z o vetor de estado

de ordem 2n x 1 e f(t) um vetor de ordem 2n x 1.

Aplicando a transformada de Laplace em (2.7), decorre a seguinte
equacao operacional

(sI — A)Z(s) = z(0) + F(s),

onde Z(s) e F(s), sao as transformadas de Laplace de z(t) e f(t) respectivamente.

Em analogia ao caso escalar, é introduzida a matriz exponencial [New-
land, 1989; Brockett, 1970];
Ltk Ak

et =L [sT— A =) o

k=o
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Invertendo a equacao operacional, decorre a formula de variacdo de parametros
t
2(t) = 2(0) —I—/ IR (s5)ds.
0
Em particular, para um sistema nao forcado
(t) = Az(t), 2(0) = 2, (2.8)
tem-se que a solucao é dada por

2(t) = ez

No caso de uma matriz diagonal tem-se

et 0 0 --- 0 d 0 0 --- 0
0 et 0 --- 0 0 do 0 --- 0

oDt — . D= 2
0 0 O ednt 0 0 O dy,

Com esta formulagao de primeira ordem, na qual a solucao u vem a
ser a projecao das primeiras n coordenadas da varidvel de estado z, ganha-se toda
a informacao disponivel na literatura relativa a matriz exponencial, porém o trans-
porte desta informacao para as coordenadas originais u do sistema nem sempre é
uma tarefa simples, pois o manuseio algébrico da matriz companheira A nao é tao
direto. Além disso, do ponto de vista fisico, nao é facil fazer uma analogia matricial

com a resposta impulso de sistemas com um grau de liberdade.
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Diante da presenca de autovalores complexos numa matriz quadrada

A, real ou complexa, é conveniente o uso do produto interno unitario
% x _ =T
(a,by =a’b, a"=a (2.9)

para vetores coluna n x 1 com componentes complexas. No caso de vetores com
componentes reais, este produto coincide com o produto interno real a’b. A rigor,

esses produtos somente diferem na propriedade de simetria complexa

(a,b) = (b, a)

ou

a'b="b"a.

Assim, para uma constante «,
(a,ab) = ala,b), (aa,b) =a(a,b).
Para uma matriz real A e sua transposta A’ verifica-se a relacao
(v, Au) = (ATv, u).
Também, se Au = A\u, entao
(v, Au) = (v, M) = 77 M = Mo u.
As seguintes propriedades sao validas para matrizes reais:

1. Uma matriz quadrada real A e sua transposta A7 possuem os mesmos

autovalores.

2. Se ATw = aw e Av = Bv com «a # B3, entdao wlv = 0.
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3. Para qualquer solugao w da equacgao adjunta i (t) = —ATw(t), o pro-

T

duto w' z é constante para cada solugao de (2.8).

Entretanto, para uma matriz complexa A, verifica-se
(v, Au) = (A*v, u) (2.10)

—T , . . . . o
onde A* = A" é chamada matriz adjunta de A. As seguintes propriedades sao validas
para matrizes quadradas escalares:

1. Os autovalores de uma matriz A e de A* sao complexos conjugados.

2. Os autovetores de A e A* correspondentes a autovalores distintos sao

ortogonais.
3. Para qualquer solugdo w da equagao adjunta w(t) = —A*w(t), o pro-

duto w*z é constante para cada solucao de (2.8).

A resposta impulso pode ser identificada no contexto da técnica do

espaco de estado. Escrevendo

u(t) At €11 €12 U

u(t) €21 €22 Ug

onde A é a matriz companheira e u(t) é a resposta livre do sistema. Efetuando os

produtos na equagao acima, segue que
u(t) = errug + er2to = houo + h My

U(t) = e91Ug + 622?.1/0 = il()U(] + hMU()
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Por unicidade resulta que, quando A é uma matriz companheira, a matriz exponen-

cial e’ pode ser escrita em funcao da resposta impulso matricial, como sendo

e | ho(t) n(e)ar |
| io(t) h(t)M |

onde hy(t) é dada por (2.4).

2.2 O Calculo da Resposta Impulso Concentrada

A resposta impulso pode ser calculada numericamente, resolvendo o

problema de valor inicial
Mh+Ch+Kh=0, h(0)=0, Mh(0)=1

ou, simbolicamente, através de formulas explicitas ou do método modal. Este tltimo,
conforme mencionado, tem sido o mais utilizado na teoria e na pratica. Porém, é
bastante restrito aos sistemas, hoje em dia, chamados cldssicos. Para sistemas gerais,
ou para sistemas nao-classicos, as férmulas explicitas e o método modal adjunto sao

mais apropriados.

2.2.1 FEquacgoes Caracteristicas no Cdlculo da Resposta Impulso

A resposta impulso do sistema
Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t) (2.11)

tem sido caracterizada em [Claeyssen, 1990; Claeyssen e Tsukazan, 1990] pela ex-

pressao
2n j—1

h(t) =) bid D () hon - (2.12)

j=1 i=0
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onde d(t) é solugao da equacao
bod ™ (t) + byd® V() + -+ 4 bgp_1d () + bopd(t) = 0,
com dados iniciais
bod®V(0) =1, d®P(0)=-.-=d (0) = d(0) = 0.

onde os b; 's sao os coeficientes do polindmio caracteristico associado

2n
p(\) = det[N\’M + CA+ K] =Y brdony .

k=0

e 0s h; 's satisfazem a equacao em diferencas

Mhyi9+4+ Chyiy+ Khy =0; Mhy =1, hy=0.

Para o caso em que o polinémio caracteristico tem raizes simples, h(t)

pode ser escrita na forma simplificada [Claeyssen et al., 1999]

2n
h(t) =Y B,
k=1

onde Fj é dado por
1 2n

Ey = > qi(s)han—j

p/(Sk)) =

e ¢; '(s) sdo os polinémios
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Tomando transformada de Laplace em (2.12), obtém-se uma férmula

para a matriz de transferéncia.

2.3 O Problema do Desacoplamento

Um sistema do tipo

Mii+ Ci+ Ku = f(1)

onde M, C e K sao matrizes reais de ordem n, é dito desacoplavel se existe trans-

formacoes P e () nao-singulares tais que

PMQ =T,
PCQ = A, (2.13)
PKQ = Q,

onde I'; A, e ) sdo matrizes diagonais. Assim, com a mudanca de variaveis u = Qx

e pré-multiplicando por P, tem-se o sistema desacoplado

Ui+ Ad + Qz = Pf(t).

No caso de sistemas nao-amortecidos, isto é, C=0, o desacoplamento
é realizado através da teoria dos modos normais. Para sistemas amortecidos, o
resultado de desacoplamento mais mencionado nas aplicacoes refere-se ao caso em
que M = MT > 0,C = CT e K = KT, e que foi considerado por Caughey e
O’Kelley, 1965. Nesse caso, é considerado o fato de que 2 (duas) matrizes reais e
simétricas, A e B, podem ser simultaneamente diagonalizadas se e somente se elas

comutam, isto 6 AB=BA [Belmman, 1960).
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Ambas as situacoes, sistemas nao-amortecidos e sistemas amortecidos,

serao discutidas a seguir.

2.3.1 Modos Normais

O método modal, originalmente introduzido para sistemas que nao pos-
suem amortecimento

Mii+ Ku =0, (2.14)

onde M e K sao matrizes simétricas e M é positiva definida, procura transfor-
mar (2.14) num sistema cujos coeficientes sao matrizes diagonais, isto é, procura
desacoplar o sistema (2.14) em n equacoes escalares independentes. A base tedrica
desse método estd na determinacao de solucdes do tipo exponencial, u = e*v, v # 0,

que equivale a resolucao do problema de autovalor,
MM+ Klv=0, v#0,

e nas propriedades que decorrem para os autovalores A e autovetores v (modos),
sintetizadas no denominado teorema dos modos normais. O estudo tedrico-pratico
desse método é conhecido como andlise modal [Meirovitch, 1997], sendo extrema-
mente eficiente em sistemas sem amortecimento e em sistemas com certos tipos
especiais de amortecimento, por exemplo, quando a matriz de amortecimento é uma
combinacao linear das matrizes de inércia e de rigidez, [Rayleigh, 1945; Caughey,
1960; Caughey e O’Kelley, 1965], ou no caso em que o nivel de amortecimento seja
fraco, ou seja, nos sistemas denominados fracamente amortecidos [Chopra, 1995]. A

seguir, serd enunciado o teorema dos modos normais. [Gantmacher, 1959].

Dadas duas matrizes M e K, de ordem n x n, reais simétricas e M

positiva definida, entdao eriste uma matriz nao-singular V. que diagonaliza simul-
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taneamente M e K, isto €, é sempre possivel obtermos uma matriz V' tal que

VIMV =1,
(2.15)
VIKV = Q2
onde
0? = diag[w}, w3, -+, w?,]
¢ a matriz espectral diagonal,
V = diaglvy, ve,- - -, )

¢ a matriz modal cujas colunas sao vetores vi, normalizados com respeito a M e
satisfazendo

Kuv, = w,%ka

2 _
com wj, real, k=1,2,--- ,n.

Observe que se K € positiva definida entao 0s wy $4o positivos.

Além disso,

KV = (VH™'Q?, MV = (V=

Em particular,

KV = MVQ?, Vvl =vTM.

Para determinar a solucao de (2.14), suponha-se, entao, que M e K sao simétricas

e positivas definidas. Substituindo

u=Vw



no sistema

Mii+ Ku =0,
u(0) = g

w(0) = g

18

onde V ¢ a matriz modal do teorema anterior, e pré-multiplicando por V7, vem

cuja solucao é dada por

onde

Assim,

senf)t
Q

W+ Q%w=0
w(0) = VT Mu(0),

sen(w1t)

w1

0

W (0) = VT Mi,

0

sen(wat)
w2

0

cos(wst)

u(t) = Vw(t) = Veos(Q)V Mu(0) + V

sen(wnt)
Wn

cos(wnt)

sen(2t)

Decorre de (2.3) e (2.4) para sistemas nao-amortecidos, que

De (2.3), a resposta forcada para um sistema nao-amortecido forgado

Q

k=o0

sen{)t VT — z”: sen(wit) o

Wk

Ukvk .

Mi+ Ku = f(t)

VIMu(0) + cosQt VI Mu(0),

VT Mu(0).

(2.16)
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¢ dada por

u(t):/o h(t — ) (7)dr.

Para M e K matrizes simétricas e positivas definidas tem-se a representacao (2.16),

e a resposta forcada

sen(wg(t — s))

uy(t) = Z/o —— vy f(s)ds|. (2.17)

Wk

A matriz de transferéncia do sistema

Mi+ Kz = f(1)

H(s)=[s°M + K]™".

Se as relagoes de modos normais (2.15) forem satisfeitas pelas matrizes M e K, e

como H(s) é a transformada de Laplace da resposta impulso h(t), tem-se

vkv,{

s2 4 wi

H(s) = V[ T+ 7'V =
k=1

Em particular, tem-se a matriz freqiiéncia

(i) = ()M + K™ = VI@)T + 07V =3

2.3.2 Sistemas amortecidos

Considere o sistema amortecido, ou seja, um sistema do tipo

Mii + Ci+ Ku = f(¢) (2.18)
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onde M, C e K sao as matrizes de inércia, de amortecimento e de rigidez, respecti-

vamente, de ordem n, e suponha-se que as matrizes M e K satisfacam as relacoes

de modos normais, ou seja VIMV =1, VIKV = Q2.

Pré-multiplicando a equagao (2.18) por V' e fazendo u(t) = Vw, onde

w é, usualmente, referida como a coordenada modal, decorre

W+ (VIOV ) + Q2w = VEf(2).

Nao é de se esperar que a mesma transformacao que desacopla M e K desacople
também C', ou seja, nio é de se esperar que a matriz V7' C'V seja uma matriz diagonal.
Portanto, temos um sistema acoplado devido ao termo de amortecimento, a menos

que, em casos muito particulares, C'y for uma matriz diagonal, onde

Cy =Vicow.

Na analise modal convencional é considerado o caso em que Q e P de
(2.13) sao V e VT respectivamente, onde V' é a matriz modal usada anteriormente,
para desacoplar M e K. Porém, nao temos nenhuma garantia que a mesma matriz

modal V' desacople também o termo de amortecimento.

Se M = MT > 0, entao sempre existe ® nao-singular tal que 7'M P =

I,e M~ = &3, Introduzindo a mudanca de varidveis v = ®x no sistema

Mii+ Ci+ Ku =0 (2.19)

e pré-multiplicando a esquerda por ®”, decorre

(®TM®)i + (®TCP)i + (BT KP)r =0
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que é da forma

i+ Ai+ Bz =0 (2.20)

com ®TCP=Ae PTKd = B.

Se, além da hipétese anterior, M = M7 > 0, tivermos que C e K
sao matrizes simétricas (C = CT, K = K”) de modo que A e B sejam também
simétricas, (A = AT B = BT) temos que o sistema (2.20) é desacoplavel através
de U ortogonal, ou seja, ¥TAY = D, e YT BY = D,, onde D; e D, sao matrizes

diagonais se e somente se A e B comutam, isto é AB = BA.

Deve ser observado que a relacio AB = BA com A = ®7C® e B =
OTK® ¢ obtida se e somente se M *C comuta com M 'K (M 'C)(M'K) =
(M7'K)(M~'C)). De fato, A e B comutam, se e somente se

(@TCP) (T KP) = (¢" K®)(d" CP),

onde ®TCP = A e ®TK® = B. Mas para ®"M® = I, temos P"CM'Kd =
ST KM~1'C®. Portanto

(MIO) (MK = (M~1K)(M~0).

Resumindo, para M = M* >0, C = CT ¢ K = KT, suponha-se que P,
nao-singular, é tal que ®"M® =1, e M~' = ®d" e que M~'C comuta com M~'K.
Entao dessa relacdo de comutatividade existe ¥ ortogonal tal que WVTAV = D, e
UT'BY = D,, onde ®TC® = A e ®TK® = B, para D, e Dy matrizes diagonais.

Assim, a mudanga de varidqvel u = ®Vx em (2.19) conduz a

i+ Dyi + Doz = 0, (2.21)

um sistema desacoplado na varidvel .
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Deve ser observado que até hoje nao sao conhecidos resultados aplicaveis

de desacoplamento, quando as matrizes C e K nao possuem simetria.

Em Gallicchio, 1999 é considerada uma discussao sobre a limitacao da
expansao modal e a obtencao da resposta impulso para dois casos particulares de

atrito, que permitem o desacoplamento do sistema

Mii+ Ci+ Ku = 0, (2.22)

2.3.2.1 Amortecimento de Rayleigh

Considere o sistema anterior (2.22), onde o termo de amortecimento é
do tipo
C =aM + BK, (2.23)

e « e [J sao constantes. C' neste caso é denominado amortecimento de Rayleigh.
Substituindo o amortecimento de Rayleigh em (2.22), fazendo a mudanca de variavel
u = Vw, onde V é a matriz modal e supondo que M e K satisfazem o teorema dos

modos normais, temos

W+ (ad + B0 + Q2w = VT f(1).

Assim, obtém-se que a resposta impulso do sistema com amortecimento
do tipo Rayleigh é dada por
h(t) =VZ(H)VT

onde
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com 2£Q = al + BO? e Qg = Q\/1 — £2, sendo & uma matriz diagonal, cuja diagonal
é composta pelas razoes modais de amortecimento &, e {2; a matriz diagonal das

freqiiéncias amortecidas.
Observe que os coeficientes M~1C e M~'K, onde C' é Rayleigh, comutam.
Assim, a matriz de transferéncia do sistema com amortecimento de
Rayleigh, dada pela transformada de Laplace da resposta impulso, é dada por
n

H(s) = L(h(t)) = V[s*] +2s€Q+ Q7 V" ="

k=1

vEVE
§2 4 25wy, + wi’

Em particular, obtém-se que a funcao freqiiéncia matricial para sistemas com

amortecimento proporcional é dada por

n

H(iw) =Y Uit

2 2 : :
w w? + 2twéw
k=1 ~k gk k

2.3.2.2 Sistemas Fracamente Amortecidos

Dado o sistema
Miu+Ci+ Ku=0,
considere CF no lugar de C, ou seja,
Mii+ Cpi+ Ku = f(t), (2.24)
onde Cr é o termo de amortecimento fraco, dado por

Cr=VT ' VTCVI]; V™, (2.25)
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para

VIOV = 26, (2.26)
sendo £ o amortecimento matricial critico.

Fazendo a mudanca de varidvel u = Vw, onde V' é a matriz modal e

supondo que M e K satisfazem o teorema dos modos normais, obtemos

W+ 260w + Q*w = 0.

Nesse caso, temos a resposta impulso de (2.24) obtida com o desacoplamento do

sistema através do teorema dos modos normais, dada por

senQ) t "L e Si%ilsenwyit
h(t) = Ve ¢ Ay Ty Z —djvjv.T

Q w . :]
d j=1 4

onde
Qg = Q1 — &2
Cabe salientar que os coeficientes M~ Cr, M~'K comutam.
A matriz de transferéncia do sistema com amortecimento fraco é dada
por
n

H(s) = [s°M + sCre + K] = V[I5* +2£0s + 07V = 3

k=1

VRV
$2 4 25wy, + w?

Em particular, obtém-se que a matriz freqiiéncia relacionada a sistemas fracamente

amortecidos é dada, na forma modal, por

H(iw) =Y 0

2 2 . :
wi — w? + 2iwéw
k=1 "k Shvk
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3 O ~1\/I]5_)TO]’I)O MODAL ADJUNTO EM PROBLEMAS
NAO-CLASSICOS PARA SISTEMAS CONCENTRADOS

O desacoplamento do sistema com n graus de liberdade

Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(1)
U(O) = Up, U(O) = l:l()

(3.1)

é limitado ao caso de sistemas denominados classicos onde M é simétrica e positiva
definida, K é uma matriz simétrica positiva (N=0) e a matriz de amortecimento C
é do tipo Rayleigh ou, aproximada pela técnica do atrito fraco (G=0). Porém, nas
aplicacoes, frequentemente encontram-se sistemas do tipo nao-classico, por exemplo,

sistemas giroscopicos nao-amortecidos ou giroscépicos conservativos, em que

C=aG, G"=-aG.

Este tipo de sistema

Mii(t) + Gu(t) + Ku(t) = f(t),

aparece naturalmente na presenca de rotagao (spinning), como, por exemplo, na

rotacao de um satélite (spinning satelite). Quando

C=D, DI =D >0,

obtemos um sistema da forma

Mii(t) + Da(t) + Ku(t) = £(t),

o qual é denominado nao-giroscépico amortecido.

Para

C=D+G,D"=D>0,eG" =-G
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tem-se o sistema

Mi(t) + (D + G)u(t) + Ku(t) = f(t),

denominado giroscépico amortecido.

Na presenca simultanea de for¢cas de amortecimento viscosas e giroscopicas

e na presenca de forcas circulatérias e de rigidez, temos o sistema dinamico geral
Mii(t) + (D + G)a(t) + (K + N)u(t) = f(¢),
onde
MF=M>0,DT=D>0,GT=-GKT=K>0e NI =—-N

e N é denominada matriz circulatéria.

O método modal tem como base a determinacao de vibragoes livres dos

sistemas (3.1) do tipo exponencial, isto é, supoe-se uma solucao na forma u(t) = e*u,

para

Mii(t) + Ca(t) + Ku(t) = 0 (3.2)

e entao, obtemos um conjunto de n equagoes algébricas homogéneas que representam

o problema de autovalor associado de segunda ordem
[N2M +MC + Klu=0, u#0; (3.3)

onde A € C é autovalor e u € C" é o correspondente autovetor. Esse sistema possui

solucao v nao-nula se, e somente se A é raiz do polinomio caracteristico

2n
p(A) = det]\’M + \C + K] =) b\ ",
k=o
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Para sistemas classicos, o teorema dos modos normais do problema de
autovalor para sistemas conservativos nao-giroscépicos (C' = 0) e nao circulatérios
(N = 0) com M simétrica, positiva definida e K simétrica, gera autovalores pura-
mente imagindrios, A = iw, e autovetores ortogonais com relacao a matriz de massa
M. Por outro lado, no problema de autovalor (3.3) para sistemas nao-cléssicos, os
autovalores podem ser complexos e os correspondentes autovetores podem nao ser
ortogonais. Dai que a andlise modal classica nao pode ser utilizada para desacoplar

o sistema e, entao, calcular a sua solucao .

Com a introducao da andlise modal adjunta é possivel ampliar a classe

de modelos ditos, em certo modo, desacoplaveis.

3.1 O Problema de Autovalor Adjunto

A seguir, serao considerados os sistemas livres de primeira e segunda

ordem, respectivamente, com coeficientes constantes

Su+ Ru=0 (3.4)

Mii + Ci + Ku = 0. (3.5)

onde os coeficientes S, R, M,C e K sao matrizes de ordem n x n, e u é um vetor de
ordem n x 1. Os sistemas acima serao considerados sempre regulares, ou seja, S no

sistema de primeira ordem e M no sistema de segunda ordem sao nao-singulares.

Usando o produto interno

(v,u) =v*u
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definido em (2.9), onde (*) indica a transposta conjugada, tem-se para os sistemas

de primeira e segunda ordem

(v,80) + (v, Ru) =0

e
(v, M) + (v, Cl) + (v, Ku) = 0,
respectivamente
Integrando as 2 (duas) equagoes acima de 0 a t, decorre
t
/0 [(v,SU) + (v, Ru)] dT =0
e

t
/ (v, Mii) + (v, C) + (v, Ku)ldr = 0.
0
Para os termos com derivadas, observe-se a seguinte propriedade
t t
/ (v, Av)ydr = v*Aul) — / (A0, u)dr,
0 0
onde A é qualquer uma das matrizes acima. De fato,
t t
/ v*Au dr = v Aull — / 0" Au dr
0 0
t
= v*Aul} —/ (0, Au)dr. (3.6)
0
Assim, para os sistemas de primeira e segunda ordem, verifica-se no

intervalo [0,t]:

/0<v,l(u)>dT:/0 (I*(v),u)dr + B(v,u), (3.7)
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onde
Su + Ru, rimeira ordem
() = P , (3.8)
Mi + Cu+ Ku, segunda ordem
—S5*v + R*v, rimeira ordem
() = P , (3.9)
M*v — C*v 4+ K*v, segunda ordem
e
S*v, u)|t rimeira ordem
B(v,u) = (57l P . (3.10)

((M*v,u) — (M*v,u) + (C*v,u))|) segunda ordem

Solugoes exponenciais para (3.4) ou (3.5) do tipo

sao obtidas determinando as raizes das equacoOes caracteristicas de primeira e se-
gunda ordem

Ay = det(AS + R) =0 (3.11)

Ay = det(N>’M +\C + K) =0, (3.12)

respectivamente. Para cada raiz, A, procura-se uma solucao u, nao-nula, de

AS+Ru=0, (MM+XC+K)u=0, (3.13)

referida como sendo o autovetor associado ao autovalor ).

De forma andloga, para os sistemas adjuntos (3.9), a procura de solucoes
exponenciais

V= e’ﬁtv,
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leva a resolucao dos sistemas algébricos adjuntos de primeira e segunda ordem
(BS*+ R v =0, (M +BC*+Kw=0, v#0, (3.14)
para cada raiz [, obtida a partir das equacoes caracteristicas adjuntas

A} =det(SS* + R")

A} = det(B>M* + BC* + K*),
respectivamente.

Observa-se que, utilizando propriedades dos determinantes, tem-se de
(3.11) e (3.12) que

Ay =det(A *M* + \C* + K*) = 0.

Dessa forma, A é autovalor do sistema adjunto e, portanto, os autovalores do sistema

direto e do correspondente sistema adjunto relacionam-se através da relacao

>|
I
IS

(3.15)

Em particular, para matrizes M, C e K de ordem n, tem-se que os 2n
autovalores associados aos 2n autovetores do problema direto podem ser enumerados
da seguinte forma:

, At Ao e Ao
problema direto . (3.16)

Uy Uz -+ Uop



31

Por (3.15), os autovalores e autovetores do problema adjunto podem ser convenien-
temente enumerados:
Mo Ao e Ao

problema adjunto . (3.17)
Ur U2 -t U2p

Observe-se que para A uma matriz autoadjunta, isto é, A* = A, temos
que para qualquer u, (u, Au) é real. Quando A é real e anti-autoadjunta, AT = —A,

tem-se que, para todo u

Re{u, Au) =0 (3.18)

e para u real, decorre

u® Au = 0. (3.19)

Para sistemas particulares, propriedades adicionais dos autovalores po-

dem ser estabelecidas. A seguir, serao consideradas algumas situac¢oes de interesse.

e MODELO DE PRIMEIRA ORDEM CcOM R E S MATRIZES REAIS

Se R e S sao matrizes reais, entao,
a) se A é autovalor do problema direto entao A também o é;

b) o problema direto e o problema adjunto possuem o0s mesmos

autovalores.

e MODELO DE PRIMEIRA ORDEM COM CONDICOES AUTO-ADJUNTAS

1. Se o problema de primeira ordem é auto-adjunto: S* = S e
R* = R, com S positiva definida, entao os autovalores de (3.13) e
(3.14) sao reais e iguais. Além disso, os autovetores correspon-

dentes a um mesmo autovalor A sao iguais, isto é, u = v.
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2. Se a condicio RS* = SR* é vélida, entdo S™'R é autoadjunta e
os autovalores de (3.13) e (3.14) sdo reais e iguais. Além disso, os

autovetores correspondentes a um mesmo autovalor A sao iguais.

De fato, da condicao de adjunto tem-se que os produtos internos
<u,Su>, <u,Ru>

sao reais para qualquer u. Além disso, por ser S positiva definida, tem-se que o

quociente de Rayleigh

< u, Ru >

AS+ R)u=0 -\ =
(AS + R)u - <u,Su >

é real e bem definido. Por outro lado, o problema de autovalor (AS + R)u = 0
é equivalente ao problema (A + A)u = 0 com A = S™!'R autoadjunta devido &
condigao de comutatividade, RS* = SR*. As conclusdes em 1) sao imediatas para

S=T, R=A.

e MODELO DE PRIMEIRA ORDEM COM CONDICOES ANTI-AUTOADJUNTAS
1. Se o problema de primeira ordem possui S anti-autoadjunto e R
autoadjunto, ou seja,

S*=-S, R=FR

entao, para cada autovalor A do problema direto, (3.13) tem-se:
a) -\ também é autovalor do problema direto;

b) -\ e ) sdo autovalores do problema adjunto (3.14).
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2. Se o problema de primeira ordem possui S autoadjunto e R anti-

autoadjunto, ou seja,
S*=S R=-R'

entao , para cada autovalor A do problema direto, (3.13) tem-se:
a) -\ também é autovalor do problema direto;

b) -\ e A sdo autovalores do problema adjunto (3.14).

3. Se S e R satisfazem a relacao
RS* = —-SR*,

entao,

a) os autovalores do problema direto e do problema adjunto
sao puramente imaginarios.

b) se R e S sao matrizes reais, entao , para cada autovalor do

problema direto, o negativo também é autovalor.

O problema de autovalor (3.13) pode ser escrito na forma (AI+A)u =0
onde A = S7'R. Com a condicao dada, decorre que a matriz A é anti-autoadjunta,
pois RS* = —SR* implica S™'R = —R*(S*)™! e, portanto, A* = —A. Para cada
autovalor A de A, tem-se que i\ é autovalor da matriz 1A a qual é autoadjunta.

Assim, i)\ é real, decorre que A é puramente imaginario. O item b) é imediato.

e MODELO DE SEGUNDA ORDEM coM M, C E K MATRIZES REAIS

Se M, C' e K sao matrizes reais, o conjugado A de um autovalor com-

plexo A também ¢é autovalor e os autovetores correspondentes sao com-
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plexos conjugados, isto é, para um autovalor A e correspondente au-
tovetor u do problema direto (3.13), tem-se que A e % também sdo,
respectivamente, autovalor e correspondente autovetor do problema di-

reto.

e MODELO DE SEGUNDA ORDEM CcOM CONDICOES AUTO-ADJUNTAS
Considere-se um sistema com coeficientes autoadjuntos, M = M™*,
C = (C* e K = K*; entao, para um autovalor A e correspondente
autovetor u do problema direto (3.13), tem-se que A é autovalor e u é

o correspondente autovetor do problema adjunto (3.14).

e MODELO DE SEGUNDA ORDEM COM CONDIGOES ANTI-AUTOADJUNTAS

Considere-se um sistema com coeficientes M e K autoadjuntos e C' anti-

autoadjunto, isto é, M = M* C = —C* e K = K*. Entao ,

a) para cada autovalor A do problema direto (3.13), o seu negativo

conjugado, — )\, é também autovalor;

b) Se M, C e K sao matrizes reais, com M e K positivas definidas

tem-se que os autovalores do problema direto sao puramente imaginarios.

De fato, para ver isto, considere-se A autovalor do problema de segunda

ordem direto (3.13), associado ao autovetor u, isto é, satisfazendo
(VMM + \C + K)u = 0.
Tomando o produto interno por u, temos

2w Mu + M Cu + u* Ku = 0.
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Fazendo u = a + ib, onde a e b sao nimeros reais e substituindo na equacgao acima,

tem-se
M (a"Ma + b"Mb) + Ma" Ca+ 2i a”Cb+ b"Ch) + (a" Ka + b7 Kb) = 0.

Por M e K serem autoadjuntas, C' anti-autoadjunta, e por a e b serem reais (3.18)
e (3.19), tem-se que os produtos internos acima ou sao reais ou sao nulos. Assim, os
autovalores, raizes da equacao de segundo grau, sao puramente imaginarios. Além
disso, se u é autovetor associado ao autovalor A\ = iw, w real, e v é autovetor
associado ao autovalor A = —iw, entao v = ©. Em particular, para matrizes M,
C e K de ordem n, tem-se que os 2n autovalores do problema direto podem ser

enumerados da seguinte forma:
)\1 = iwl, )\2 = ’iu)g, e ,)\n = iwn,xl = —’iu)l,XQ = _7:(U2, e ,)\n = —iwn
e os correspondentes 2n autovetores
Uy, Uy ***, Up, ﬂl, ﬂg, crey Up.
Para o problema adjunto, tem-se:
Xl = —’iu)l,XQ = —’iu)g, ce ,Xn = —iwn, )\1 = iwl, )\2 = iCUQ, ce ,)\n = iwn

e os correspondentes 2n autovetores

ﬂla ﬂ?a Tty ﬂna Uy, Uy *+, Up.

Observacoes:

1. Se K for somente positiva semi-definida, entdo poderd existir um auto-

valor nulo.
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2. A propriedade b) foi estabelecida por Meirovitch, 1974, para o caso de
sistemas de segunda ordem, com M = I, reduzido ao caso de primeira
ordem com o uso da matriz companheira. A prova aqui apresentada é

direta, com M arbitraria e sem reducao a primeira ordem.

3.1.1 Interpretacao dos Autovalores e Modos Complezos

O significado de um modo u, correspondente a um autovalor complexo
A=v+iw,

possuir componentes complexas, pode ser entendido retornando a sua motivagao, isto
é, a procura por solucoes do tipo exponencial. Ao invés de considerar a contribuicao

de uma solucao desse tipo, serd discutida uma combinacao linear dela com sua

conjugada, pois para coeficientes matriciais reais, tem-se que os conjugados A e u

sao também autovalor e autovetor, respectivamente, isto é, toma-se
u = BeMu + BeMu (3.20)
onde B é um fator complexo representado na forma polar dado por
B = |B|e*.
As componentes do autovetor u na forma polar, sao:
up = Bre®s, k=1:n

ou na forma matricial
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sendo ) ) ) )
G 0 - 0 -
0 e 0 r
o R
0 0 Cn rn

Assim, tem-se

u = Belvtiw)tegid,. +§e(u+iw)teﬁr
= re’t(Be!WHtY) 4 Bemiwit)))

— reyt|B|(ei(wt+J+§) 4 e i(wt+T+<)

= 27|Ble”!(cos(wt + J +¢))

por serem J e (w + ¢)I matrizes diagonais

cos (wt + (1 +5) 0 0o - 0
0 cos(wt+G+¢) 0 --- 0
cos(wt + J +¢) = ( @te)
0 0 0 -+ cos(wt+ (G, +9)

de modo que as componentes de u, resposta do sistema sao dadas por

up = 27%|Ble” cos(wt + G +<), k=1:n.

Observa-se que as componentes sao vibracoes livres que oscilam na
freqiiéncia w = [Im(X\)|. Supondo que a parte real do autovalor é negativa (v =
Re()) < 0), tem-se decaimento com o aumento do tempo. Cada componente esta
defasada devido ao fator complexo B e ao modo considerado. Em particular, se
B =i, entao iu corresponde a uma defasagem de 90°, isto é, a parte real torna-se

em parte complexa e a parte real vem a ser o negativo da parte imagindria original.
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Resumindo, um autovalor complexo que possui parte real negativa e seu
correspondente modo induzem duas caracteristicas nas respostas do sistema: decai-

mento e um defasamento tal que as componentes nao estio sincronizadas.

Observacao:

Segundo Adhikari e Woodhouse, 2001,
"Infelizmente, nao existe evidéncia fisica de por que um sistema geral deva comportar-
se de maneira classica. Na verdade, a experiéncia pratica em analise modal mostra
que a maioria das estruturas da vida real nao se comportam dessa maneira, uma
vez que elas possuem modos complexos ao invés de modos normais reais. Sistieri e
Ibrahim, 1994, mencionam: ...€ ironico que os modos reais sio de fato mao reais,
pois nao exristem na prdtica, enquanto os modos complexos sao aqueles praticamente
identificaveis de testes experimentais. Isto significa que os modos reais sao pura
abstracao, ao contrdrio dos modos complexos que sao, portanto, a unica realidade!
Porém, a consideracao de modos complexos nao tem sido muito popular na analise
modal experimental entre os pesquisadores. De fato, muitas publicacoes, por exem-
plo, Ibrahim, 1983, Chen et al., 1996, Balmes, 1997, ainda discutem como obter os

melhores modos normais reais de modos complexos identificados”.

3.1.2  Bi-Ortogonalidade Modal

A relacao basica de ortogonalidade no método espectral é estendida a

problemas nao-classicos, com introducao do problema adjunto.

3.1.2.1 Sistemas de Primeira Ordem

No caso de um sistema de primeira ordem, a introducao do problema

adjunto permite estabelecer uma propriedade de bi-ortogonalidade entre os modos
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do sistema direto e os modos do sistema adjunto; isto é, se

(AS+ R)u=0

3.21
(BS* + R*)v = 0, 321

sao o problema direto e o correspondente problema adjunto, respectivamente, entao
tomando o produto interno na primeira equagao por v e na segunda equagao acima
por u, e subtraindo as equagoes resultantes, obtem-se a seguinte relacao de ortogo-

nalidade para sistemas de primeira ordem:

(A= B)v*Su=0

e, portanto,

(v, Su) =0, B # A
onde o probuto interno é dado por (2.9).

Suponha-se que o problema de primeira ordem direto (3.13)

possui n autovalores distintos

MAN 2 A1 2 A (3.22)

Os autovetores correspondentes uy, ug, ---, Uy, por serem linearmente indepen-
dentes, formam uma base nao necessariamente ortogonal, como seria no caso em que
o sistema de primeira ordem direto é autoadjunto. Porém, por (3.15) tem-se que os
autovalores (31, (2, ---, [, do sistema de primeira ordem adjunto também serao
distintos. Fazendo uso de uma adequada ordenacao para os autovalores do sistema
direto e do sistema adjunto, podemos supor que os autovetores correspondentes ao
sistema adjunto vy, v, -+, v,, associados aos autovalores 31, B2, -+, [,, respecti-
vamente, satisfazem uma relacao de ortogonalidade com os autovetores do problema

direto, uq, uo, -+, u,, associados aos autovalores Ay, Ao, ---, \,, respectivamente;
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isto é,

(v, Suj) =0 k#j, kj=1:n, (3.23)

= (vj, Suj) #0,  j=1l:n (3.24)

De fato, os produtos internos (3.24) sao nao nulos, pois se algum deles
fosse nulo ter-se-ia um vetor, v, do espaco n-dimensional ortogonal com n vetores
linearmente independentes, uq, vy, - - - ,uy,; €, portanto, seria um vetor nulo, o qual

nao é possivel, por ser vy autovetor.

Assim sendo, um vetor qualquer y de ordem n pode ser escrito na forma
n
y = chuk, (3.25)

k=1

onde os coeficientes podem ser obtidos através das propriedades de bi-ortogonalidade

(3.23) e (3.24). Tomando o produto interno na equacgao (3.25) por S*v; , decorre

<Uj75y>:cj<vj7 Suj>7 j=1l:n

e
n
(vg, Sx)
= — U 3.26
V= 2, Sug™ 320
k=1
A base {vy, v, - - - , v, } gerada pelos autovetores associados ao problema

de primeira ordem adjunto sera referida como sendo a base modal adjunta.
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3.1.2.2  Sistemas de Sequnda Ordem

Considere-se os problemas de autovalor de segunda ordem direto e ad-

junto
(MM 4+ XC+ K)u=0
(3.27)
(B2M* + BC* + K*)v = 0,
onde A\ e u sao definidos como sendo autovalor e autovetor associados ao problema

direto e 8 e v sao o autovalor e autovetor associados ao problema adjunto, respec-

tivamente.

Tomando o produto interno em (3.27), na primeira equagao, por Sv e
na segunda equacao por Au, e entao subtraindo as duas equagoes resultantes, tem-se

uma relacao de bi-ortogonalidade para sistemas de sequnda ordem concentrados
Mo Mu — v Ku =0, \#f, (3.28)

ou

<U7()‘BM_K)U>:O: )‘7&5
para o probuto interno definido em (2.9).

Essa relacao de biortogonalidade, sera utilizada para determinar os

coeficientes da expansao
2n

Y= chuk- (3.29)

k=1
Para isso, considera-se os autovalorres e autovetores dos problemas de segunda ordem

direto e adjunto enumerados convenientemente:

(MM + MC + K)uy, =0



42

onde )\, e wu; sao autovalor e autovetor, respectivamente, associados ao problema
direto e 3; e v; sao o autovalor e autovetor associados ao problema adjunto, respec-

tivamente.

Da relagao (3.15), os autovalores adjuntos podem ser considerados na
ordem seguinte

Bi=2, j=1:2n.
Tomando o produto interno na equacao (3.29) por (A\jA;M* — K*)v; , obtém-se:

2n
VI GMM = K)y = epv] (MMM — K)uy.

k=1
Assim, de (3.28) tem-se

CjU;()\j)\jM — K)UJ = ’U;()\])\JM — K)y j =1:2n.

Supondo que
’)/j2:<Uj,)\?MUj—KUj>7£O, ]:12n

com o produto interno definido em (2.9), obtém-se
Cj’}/jQ = U;k()\J)\]M — K)’y

Assim,

donde substituindo em (3.29), decorre

2n

vi(NM — K
Z[ ( )y]

1 Vk2

Y= U,
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ou, em termos do produto interno,

i (vp, A2M — K)y

— Uy

YT M - K)ug)

A seguir, o conjunto {vi,v9, -, Up, Upy1,- -+, Vo, } serd utilizado no

calculo da resposta impulso.

3.1.8 Ezxpansdo Modal Adjunta da Resposta Impulso Concentrada
3.1.3.1 Primeira ordem

A resposta impulso h;(t) do sistema de primeira ordem

Si(t) + Ru(t) = f(t)

0) -0 (3.30)

cuja solucao forcada é dada por

u(t) :/0 h(t — 1) f(7) dr, (3.31)

pode ser calculada com o auxilio do problema de autovalor adjunto, para o caso
A # B, onde X é o autovalor associado ao problema direto e 3 é autovalor associado

ao problema adjunto.

Suponha-se que o problema de autovalor direto de primeira ordem,
(3.13), com R e S matrizes de ordem n, possui n autovalores distintos. Por (3.15),
temos que os autovalores do problema adjunto de primeira ordem, (3.14), também

serao distintos.
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De (3.25), a solugao geral para (3.30) pode ser escrita como sendo
u(t) =Y ety Dy, (3.32)
k=1

com ) autovalor do problema direto associado ao autovetor wuy, e ¢x(t) sdo fungoes

denominadas de coordenadas modais.

Para determinar ¢(t), usaremos as propriedades de ortogonalidade en-
tre os autovetores do problema direto e do problema adjunto. Nesse sentido, é feita

uma enumeracao adequada desses autovalores e autovetores. Sejam, entao,

os problemas de autovalor direto e adjunto, respectivamente.

De (3.15), os autovalores do problema adjunto podem ser escritos de

maneira conveniente, como sendo
Bi=2A;, j=1:2n.

Tomando o produto interno, na primeira equacao em (3.33), por v; e na segunda

equacao , por uy, e subtraindo as equacoes resultantes, tem-se
()\k — )\])(’U;Suk) = 0,

de modo que

viSup = (vj, Sug) =0,  j#Kk, (3.34)

onde o produto interno acima foi definido em (2.9). De (3.24) temos que, para j = k

vpSuy = (vg, Sug) = vk # 0. (3.35)
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Derivando ambos os lados de (3.32) em relacao a ¢, obtemos
n n
() = e Dug + > én(t)euy.
k=1 k=1

Substituindo a equagao acima na primeira equacao em (3.30) e usando o fato que

ug é solucao do problema de autovalor direto, temos

n

> e (e 5u, = f(1).

k=1

Aplicando o produto interno por v; na expressao acima, decorre

(v, Zék(t)e)‘k(t)suk> = (vj, f(t)).
k=1
Mas, por (2.9) e pelas relagoes de ortogonalidade (3.34) e (3.35), obtém-se
éj (t)e)‘f(t)v;‘Suj = v f(t). (3.36)

Integrando ambos os lados de (3.36) em relagao a t e usando o fato que ¢, (0) = 0,

pela condicao inicial do problema (3.30), tem-se

c(t) = /0lt e_/\k(T)% dr, (3.37)

que substituindo em (3.32), resulta
n t
u(t) = Z (/ o Mk(7) (vg, (7)) dT) My,
— \Jo (vk, Sug)
Como (v, f(7)) é um nimero, escreve-se a solu¢ao acima, u(t), de forma conveniente,

t 2 (=)
u(t) :/0 (Z mukv,’;) f(r)dr,

k=1

como sendo
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a qual permite, junto com (3.31), identificar a resposta impulso do sistema de

primeira ordem; isto é, hy(t) é dada por

1 . e | \
hi(t) = Z viSur M gy = Z — My (3.38)
=1 k=

onde )\, é o autovalor associado ao problema direto, os u; sao os autovetores do
problema direto, os v, sao os autovetores do problema adjunto e v, é a constante

definida em (3.35).
A matriz de transferéncia do sistema de primeira ordem concentrado
pode ser obtida aplicando transformada de Laplace na equagao (3.38), isto é,

His) = Y-

1 (s — M)

Em particular, tem-se a funcao freqiiéncia:

zoo: 1 ’LLkU k
(iw — M)’

k:l

A férmula (3.38) pode ser simplificada através da normalizagao dos

autovetores, isto é, tomando

~ - - 1
up = dpug, Vg = dpvp e dzl =
Yk1
sendo 7, dada por (3.35).
Portanto,
2n
hi(t) =) M i,T; (3.39)
k=1
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com

Uk Uk

Uk = \/ V5 Sug © Uk = ,/v,’;Suk.

Para expressar a resposta impulso de forma matricial, considera-se ® e
¥ as matrizes cujas colunas sao os autovetores do problema direto e do problema

adjunto, respectivamente,
D =ugug -+ Uy, V=I[vy vy - vyl (3.40)
Tem-se por (3.23) e (3.24) que
[ = (T, S) = I" S (3.41)

¢ uma matriz diagonal nao-singular. Desse modo, pode ser escrita uma formulacao

matricial para o vetor  dado em (3.26), da seguinte forma
y = oI (¥, Sy).

Por (3.32), a solugao geral de (3.30) pode ser escrita matricialmente, como sendo
u(t) = ®eMC(1), (3.42)

onde ® é uma matriz de ordem n x n dada em (3.40), A é a matriz diagonal de
ordem n formada pelos n autovalores distintos do problema de autovalor direto,

denominada matriz espectral e dada por



48

e C(t) é o vetor coluna de coordenadas modais, ¢;(t), de ordem n x 1.

Derivando ambos os lados de (3.42) em relacao a t, tem-se
u(t) = dAMC(t) + DeMC (1),

onde
erMt 0

At _
0 ... et

Substituindo este resultado na primeira equacao de (3.30) e usando o fato de que

u, € um autovetor associado ao autovalor A\, para k = 1 : n, decorre
SOMC(t) = (1)

Tomando produto interno em ambos os lados da equacao acima por ¥ e usando
(3.41), segue
C(t) = ™71, f(1)),

que integrando de 0 a ¢, decorre

Ct) = / e NP, f(r)) dr,

ja que C'(0) = 0 pela condigao inicial. Substituindo, este resultado em (3.42), segue

que

u(t) = Dt ( / LT, (1) dT> _ /0 L (er-1w () dr.

0

Assim, a resposta impulso matricial concentrada de primeira ordem pode ser iden-

tificada como sendo:

hy(t) = OB 1T,

onde hy(t) é uma matriz de ordem n x n.
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Observe-se que, se as colunas das matrizes (3.40) sao autovetores nor-
malizados com relagao a S, entao I' = I em (3.41) e a resposta impulso matricial
normalizada é dada por

hy(t) = ADOU*,

3.1.3.2 Segunda Ordem

A solucao do sistema de segunda ordem,

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t),

u(0) =0 a(0) =0, (343

vem a ser a resposta forcada

u(t) = /0 ho(t — 7) f(r)dr- (3.44)

Para identificar a resposta impulso hs(t), sera utilizado o método de variacao de

parametros. Escrevendo

u(t) =Y c(t)eM uy, (3.45)

e substituindo em (3.43) e fazendo a hipdtese de Lagrange, tem-se o sistema de

equagoes
2n
3 e (tyuy =0, (3.46)
k=1
e
2n
D N (t) Muy = f. (3.47)
k=1

Para determinar as fungoes cx(t), faremos uso da propriedade de ortogonalidade

entre os autovetores do problema direto e do adjunto. Para isto, considere-se os
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problemas direto e adjunto, respectivamente

3.48
(5]?M* + 5;C* + K*)v; = 0. (348)

Aqui A\, e u, sao definidos como sendo o autovalor e correspondente autovetor as-
sociados ao problema direto e 3; e v; sao o autovalor e autovetor associados ao

problema adjunto, respectivamente.

Da relacao (3.15), os autovalores adjuntos podem ser considerados na
ordem seguinte:
ﬁj:Xj, ]:127’L
Tomando o produto interno na primeira equagao de (3.48) por vaj e na segunda

equagao por Axuy, temos

(Ajvj, M + MC + K)uy) = 0
(Muk, (BFM* + B;C* + K*)v;) = 0;

aplicando o produto interno definido em (2.9) nas duas equac¢oes acima, usando (3.7)

e entao subtraindo-as, tem-se
)\k)\jU;MUk — ’U;Kuk =0 k 7£], j,/{) =1: 27’L,
ou
<’Uj, ()\k)\]M — K)Uk> = 0, k 7£ j, j, k=1:2n. (349)

Similarmente, tomando o produto interno (2.9) em (3.46) por v; K*, e em (3.47) por
Ajv; e por (3.7), obtem-se:

2n

Ze/\ktc'k(t)(vj, AN Muy, — Kug) = (vj, N f), j.k=1:2n.

k=1
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Assim, de (3.49) tem-se
M () (v, NeMuy, — Kug) = (v, \pf), k=1:2n.
Supondo que (a prova deste fato serd dada no final da se¢ao),
Yro = (vg, \eMuy, — Kuy) #0,  k=1:2n, (3.50)
obtém-se
eAktC.k(t)’)/k == )\k’l)Zf
Assim,

A
ep(t) = Zhuze My,
Vk2

Integrando a equacao acima de 0 a ¢, decorre

) = 22 [ e soyin (351)

Vk2

onde a constante ¢, (0) é igual a zero pela condigao inicial do problema (3.43).

Substituindo (3.51) em (3.45), obtemos a resposta do sistema em fungao
dos autovalores, A\, e dos autovetores do problema direto, uy, e do problema adjunto,

Uy, isto €,

Vk2

u(t) = ki; <ﬁ /0 "Ny () dT> Ml (3.52)

Como vif = (vg, f) é um nimero, podemos escrever (3.52) de modo a identificar a

resposta impulso através de (3.44), ou seja

t 2n )\
/ 2k Aw(t=T ukaf(T) dr,
0
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de modo que a resposta impulso pode ser escrita modalmente como

A
ho(t) = Z 2k Mty (3.53)

iy k2

onde )\, sao os autovalores do problema de segunda ordem, u; sao os autovetores
do problema direto, vy sao os autovetores do problema adjunto e ;o a constante

definida por (3.50) e assumida nao-nula.

A férmula (3.53) pode ser simplificada, escolhendo

_ 22

~ ~ 9 k
U = deUk, V = de’Uk e de = —.
Vk2

A resposta impulso normalizada, é, entao, dada por

2n 1
ha(t) = )\—ke’\ktﬂk@z
k=1

com
Ak

VAR Muy, — v Kuy

~

Up =

~ Ak Uk
Uk = 2, % * :
\/)\kkauk — v Kuy,

Aplicando transformada de Laplace na equagao (3.53), obtém-se a

matriz de transferéncia ,
n

)\k Uk?)z
H(s)=)_ AT

ey k2
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Em particular, tem-se a matriz freqiiéncia,

2n

. A URvy
Hiw) =Y 28 W%
(i) ; Vi (iw — Ag)

Para obter a resposta impulso de forma matricial, condidere ® e ¥
matrizes de ordem n x 2n, cujas colunas sao os autovetores do problema direto e do

problema adjunto, respectivamente,
D = [ug uy -+ Up Upyy *+° Uy, U =1[v; vg «++ Up Upy1 =+ Vo). (3.54)
Tem-se por (3.49) e (3.50), que
[ = U AMOA — KO, (3.55)

onde I' é uma matriz diagonal nao-singular e A é a matriz diagonal de ordem 2n
formada pelos 2n autovalores distintos do problema de autovalor direto, denominada

matriz espectral e dada por

A solugao matricial do problema de segunda ordem (3.43) pode ser escrita por (3.45),
como sendo

u(t) = ®eMO(t) (3.56)
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com ® de ordem n x 2n dada em (3.54),
eMt 0
At _

0 e e)‘QTLt

e C(t) o vetor coluna de coordenadas modais, ¢;(t), de ordem 2n x 1. Derivando
2 (duas) vezes, ambos os lados de (3.56) em relacdo a t, fazendo a hipéGtese de
Lagrange,

deMC(t) =0 (3.57)

e substituindo em (3.43), segue
(M®A? + CPA + KD)eMC (1) + MOAMCO(t) = f(2).

O primeiro termo na equacao acima é igual a zero, pois cada vetor u, é autovetor

associado ao autovalor )\, entao,
MOAMC(t) = f(t).
Assim, restam 2 (duas) equagoes

deMC(t) = 0
MOAMO(t) = f(t)

onde a primeira equagao é obtida da hipGtese de Lagrange, (3.57). Tomando o
produto interno na primeira equacdo acima por WK* e na segunda por AU, podemos

escrever

(WK* ®eMC (1)) =0
(AU, MOAMC (1)) = (AT, f(1));
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subtraindo as duas equagcoes, usando (3.55), obtém-se
TeMC () = AU f(1),

de modo que

C(t) = e MIIAT* £ (1)

e, portanto,

t
Ct) = /0 NTIAG f(7) dr.

Substituindo C(¢) dado acima em (3.56), tem-se
t
u(t) = q)eAt/ e MTTIAY f(7) dr.
0
Arranjando convenientemente a expressao acima, segue
t
u(t) = / P MITTIAY f(7) dr.
0
Assim, a resposta impulso matricial de segunda ordem pode ser escrita como sendo
ho(t) = ®eMTTIAT* | (3.58)

onde hy(t) é uma matriz de ordem n X n.

Observe-se que se as colunas das matrizes (3.54) sdo autovetores nor-
malizados com relagdo a M e K, isto é, ' = I em (3.55), ent@o a resposta impulso

matricial normalizada é dada por

ho(t) = DM AT*,
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A validade de que 2 # 0 (3.50), decorre do fato de que cada um dos

seguintes conjuntos de vetores

I G O 550

[ e | Lo L 1S

com M e K nao-singulares, sao linearmente independentes. (Para uma prova disto,

veja-se o apéndice B). Afirma-se que

(Vj, b)) = Vjor = \eAjv; Muy, — vi Kuy = : (3.60)

Ww#0 k=

A primeira igualdade decorre de (3.49). Se vxo fosse zero, ter-se-ia

(j,¢k) =0, j=1:2n. (3.61)

Como os autovalores sao distintos (3.22), ¢y, e ¢;, com k,j = 1,---,2n, formam
bases do espago complexo 2n-dimensional. Assim, da relacao (¢, ¢x) = 0, teriamos
que ¢ € ortogonal a todos os elementos da base ¥, e portanto ¢, = 0, o que é

impossivel, pois ¢ é elemento da base.

Observacao:

No caso de modos normais com MT = M >0, C =0, K = K > 0,
e N = 0, tem-se autovetores reais e tais que u, = v, e autovalores puramente
imagindrios )\, = iwy. Além disso, supondo a normalizacio ul Muy = 1, tem-se

ul Kuy, = w?, a constante y; pode ser identificada como

Yre =< Ur, O >= Muj Muy — uj Kuy = 2)7. (3.62)
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Nesta situacao, a resposta impulso vem dada por

2n

1
h(t) = Z me’\ktuku{ (3.63)

k=1

que ¢é a féormula utilizada por Yang 1996b.

A seguir, apresentam-se simulacoes relativas a trés modelos nao-cléssicos:
conducao de um veiculo ferroviario, dinamica de rotores e vibracoes transversais de
uma corda acelerada axialmente. Nos dois ultimos modelos, a parte espacial é con-

siderada concentrada ou discretizada através do método de Galerkin.
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3.2 MODELOS NAO-CLASSICOS CONCENTRADOS
3.2.1 Condugao de Veiculo Ferrovidrio

O modelo abaixo é sobre a conducao de um veiculo ferrovidrio que
desliza sobre trilhos cuja velocidade é mantida constante. [Newland, 1989]. A vista

de cima do modelo simplificado é mostrada na Fig. 3.1.

==

{
rﬂ-—_ v

Figura 3.1 Vista de cima simplificada do modelo

O propdsito deste exemplo, é determinar a resposta impulso associada
ao problema, onde a velocidade é alterada, fazendo com que o trem permaneca
sobre os trilhos ou entao descarrile. As forcas que atuam nas rodas sao o resultado
do contato delas com os trilhos, as quais sdo chamadas forcas de fluéncia (creep
forces), relativas a deformacgao do metal sujeito a alta temperatura. Assim, as
equacgoes do movimento sao obtidas usando-se a teoria de deformacao linear, onde os
deslocamentos serao considerados pequenos, de modo a poder expressar as equacoes

na forma padrao:

Mii + Ci+ Ku =0, (3.64)

onde as matrizes M, C e IC de ordem 6 (seis) sdo:



Figura 3.2 Definicao das coordenadas para o modelo ferroviario

Figura 3.3 For¢a de fluéncia F=2f(6 + £) e momento resultante 2 f (2 — b276)



M2 M)2

—JJ2L —J)2L
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60

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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E u é o vetor de ordem 6 x 1, definido por

X1
0
u= | 7, (3.68)
02

n

Y2

onde as 6 (seis) componentes do vetor, dadas por xy, 0y, 29,04, y; € Yo, descrevem a
sua posicao, conforme Fig. 3.2. A forca de fluéncia resultante e o momento, atuando

sobre as rodas sao mostrados na Fig. 3.3, sendo

V' = velocidade do corpo

r = raio da roda

b = metade da distancia entre duas rodas no mesmo eixo
a = semi-angulo
m = massa do conjunto de rodas

I = momento de inércia da roda sobre seu centro
M = massa do sistema

J = momento de inércia do sistema sobre seu centro

k = rigidez lateral entre o sistema e rodas

6 = angulo de guinada (yaw angle)

¢ = rigidez do angulo de guinada entre o sistema e rodas
K = rigidez lateral entre o centro do sistema e o veiculo
F = forga de fluéncia

o~

metade da distancia entre duas rodas de eixos diferentes.  (3.69)
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Parametro Valor numérico Unidade

T 0.4 m

b 0.76 m
L 0.8 m
Q 0.05

m 1500 kg
I 600 kg m?
M 2500 ke
J 1500 kg m?
K 10° N/m
c 5x10° Nm/rad
k 40c N/m
f 107 N
v 50-80 km /h

Tabela 3.1 Valores dos parametros para o modelo ferroviario

Observe-se que o problema proposto consiste em determinar a resposta
impulso ou funcao de Green do sistema onde, embora a matriz C seja diagonal,
as matrizes M e I nao sao simétricas, ou seja, o sistema é nao-classico, de modo
que o problema adjunto para auxiliar no calculo da resposta impulso serd realmente

considerado. Sejam entao, o problema direto e o respectivo problema adjunto
Mii+ Cu+ Ku =0, M —CV+ K'v=0. (3.70)

O problema é entao resolver o sistema de autovalores e autovetores gerados por esses

dois sistemas de equacoes e dado por:
(MMAXC+K)u=0, (M +BC*+K)v=0, uv#0, (3.71)

onde \ e 3 sao autovalores do problema direto e adjunto associados aos autovetores

u e v, respectivamente.

Nas simulacoes que seguem foram usados os parametros dados na Tabela
3.1, [Newland, 1989]. Conforme o iltimo item desta, fez-se variar a velocidade de

50 m/s a 80 m/s. Em particular, para as matrizes M, C e K reais dadas em (3.65),
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(3.66) e (3.67), respectivamente, e para uma velocidade de 50 m/s, o problema de
autovalor direto (3.71) gera 10 (dez) autovalores complexos conjugados simples e 2

(dois) autovalores reais. A resposta impulso pode ser escrita na forma

12
e Mtugur

h(t) =
( ) <Uk,)\%M’U/k — Kuk>’

k=1

onde A\, é autovalor do problema de segunda ordem direto associado ao autovetor

ug, e v autovetor associado ao problema adjunto.

A seguir, a Fig. 3.4 apresenta um grafico da funcao de Green para o

problema descrito acima, com velocidade constante v=>50 km /h.

Figura 3.4 Resposta impulso em t=2 s e v=50 km /h

Na Fig. 3.5 apresenta-se a componente h3, da matriz funcao de Green
no intervalo de tempo [0, 8] s para os seguintes valores da velocidade: v = 70 km/h,

v ="75.76 km/h, v ="T6 km/h e v =80 km/h.

Verificou-se que para uma velocidade de até aproximadamente 70 km /h,

Fig. 3.5(a), a resposta impulso mantem-se estavel, ou seja, todos os autovalores
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do sistema tém parte real negativa e entao amortecimento positivo em todos os
seus modos. Entretanto, para uma velocidade de 80 km/h, Fig. 3.5(d) o sistema é
instavel. Para valores entre 70 km/h e 80 km/h, mais precisamente entre 75.76 km/h
e 76 km/h, Figs. 3.5(b) e (c), existe uma velocidade critica, na qual a parte real
de alguns autovalores é aproximadamente zero, ou é positiva, e o sistema entao,

torna-se instavel.
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Figura 3.5 Componentes da resposta impulso h[3,2], para t=[0,6] s
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3.2.2  Um Modelo Simplificado na Dinamica de Rotores

Turbinas de gas ou agua, drives de computadores, compressores e bom-
bas caracterizam importantes aplicacoes na engenharia nos quais um conjunto as-
simétrico de eixos rodam sobre um eixo comum. Uma operacao eficiente geralmente
requer alta proporcao operacional, na qual aumenta a preocupacao de que o sistema
tera ressonancia em altas amplitudes inaceitaveis ou que sera instavel. Muitos re-
sultados importantes podem ser obtidos, improvisando um modelo com descricoes
refinadas de efeitos dissipativos ou elasticos [Ginsberg, 2001]. Outros modelos in-
corporam efeitos giroscopicos. No modelo descrito a seguir, a resposta forcada do
sistema é calculada através da resposta impulso devido a um impulso unitario apli-
cado em uma das massas, o qual requer a implementacao da andlise modal adjunta

devido a presenca de forcas giroscopicas.

O sistema

Mii + Gi + Ku = Q (3.72)

¢ um modelo relativo a uma haste retangular girando sobre uma base com velocidade
angular constante, conforme Fig. 3.6. O eixo na base tem extremidade fixa, de modo
que a haste é efetivamente uma viga fixa-livre em rotacao. O esboco representa um
modelo aproximado no qual duas massas concentradas servem para capturar os
efeitos de inércia da viga. Cada uma das massas é igual a metade da massa total
m = pAl, m; = my = (1/2)m. A haste é considerada rigida, as componentes do
deslocamento y; e z;, j = 1,2, de cada massa concentrada sao consideradas como
cooordenadas generalizadas. O sistema de referéncia ryz gira com a base com uma
velocidade de rotacao w = @. Os eixos principais da secao transversal da haste sao y

e z, assim o deslocamento flexural nos planos zy e xz sao desacoplados elasticamente.
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Figura 3.6 Haste vertical com giro constante

As matrizes, M de inércia, G de efeitos giroscopicos e K, que inclui

efeitos elasticos e de rigidez, na forma adimensional de ordem n = 4 (quatro), sao

dadas por: i i
1000
110100

M=-= , (3.73)
21001 0
0001
0 -5 0 0
o 0 0

G = , (3.74)
0 0 0 -B
0 0 & 0

471.27 — (1/2)%? 0 —69.82 0
. 0 314.18 — (1/2)%? 0 —46.55
—69.82 0 17.45 — (1/2)@? 0 ’
0 —46.55 0 11.64 — (1/2)%?

(3.75)
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u é o vetor 4 X 1 definido como
1

21

u= (3.76)
Y2

Z9

e & é a velocidade de rotagao. O vetor Q = [q11 12 @21 g20]” @€ definido como sendo o
vetor cujas componentes sao as da forca externa aplicada nas massas m; na direcao

y ou z e na massa ms na direcao y ou z, respectivamente.

Nas simulacoes a seguir, é calculada a resposta forcada do sistema de-
vido a um impulso unitario na massa ms na direcao y, ou seja, a Unica componente
do vetor Q nao-nula é ¢;. A velocidade de rotacao ¢ considerada como sendo 95%
da freqiiencia fundamental do sistema nao-rotatorio, determinada resolvendo-se a
equacao

K —wiM]g = 0.
Isto produz w; = 3.043; wy = 3.739; w3 = 25.345 e wy = 31.041. Logo, a velocidade

de rotacao é dada por @ = 2.8909.

A seguir, Fig. 3.7, apresentam-se simulagoes de 2 (duas) componentes
da funcao de Green do problema, dadas por
2n

A
ht) =Y LMy, (3.77)
o1 k2

onde A, é autovalor do problema de segunda ordem direto associado ao autovetor

ug, vr € autovetor asoociado ao problema adjunto e v, é a constante dada por

Vk2 = <'Uk’ )\zMuk — ’Cuk>7 k = ]_ . 2TL
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Figura 3.7 Componentes da resposta impulso do sistema para o modelo da haste

A resposta do sistema para uma entrada geral tem a forma

u= /Uth(t —1)Q(7) dr,

onde h(t) é a resposta impulso dada em (3.77) e Q(¢) é uma entrada qualquer.

Em particular, para uma entrada do tipo Q(t) =

[006(t) 0]

, aresposta

u(t) fica resumida & terceira coluna da matriz h(t) de ordem 4 x 4, ou seja,

hl’g i
t
t

(1)
(1)
(1)
(1)

h4’3 i

onde cada h;; é a componente relativa a i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz

resposta impulso.
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Na Fig. 3.8 encontram-se simulagoes das 4 (quatro) componentes da

resposta do sistema u(t), para ¢t no intervalo [0, 15], dadas por:

u(1) = —.01641sin(.3585t) — .0457 sin(6.3061t) + .0014 sin(24.1224¢) + .0081 sin(32.2602t)
u(2) = .0429 cos(.3585t) — .0429 cos(6.3061¢) — .0037 cos(24.1224¢) + .0037 cos(32.2602t)
u(3) = —.1092sin(.3585¢) — .3039 sin(6.3061¢) — .0002 sin(24.1224¢) — .0012 sin(32.2602t)
u(4) = 2853 cos(.3585t) — .2853 cos(6.3061¢) + .0005 cos(24.1224¢) — .0005 cos(32.2602f)

Observe-se que os deslocamentos na direcao z estao defasados em 90°, com relacao

aos deslocamentos em y.
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3.2.8  Vibragoes Transversais numa Corda Acelerada Azxialmente

Muitos mecanismos tecnolégicos envolvem vibracao transversal de ma-
teriais se movendo axialmente. Por exemplo, o rolamento de uma fibra em alta ve-
locidade, sistemas de fita magnética, linhas de fio ("thread lines”), aletas de laminas
de serras, correias e tubos transportando fluidos. Intimeros pesquisadores [Ulsoy
e Mote, 1982; Wickert e Mote, 1988], tém analisado a resposta dinamica de tais
sistemas. Vibragoes acopladas da correia e tensiometro na industria automotriz
tém sido invetigadas experimentalmente e analiticamente [Chonan, 1986]. Em 1994,
Pakdemirli et al. consideraram o sistema mostrado na Fig. 3.9, o qual é uma corda

continua, passando por duas polias com uma velocidade constante v.

¥

Figura 3.9 Geometria do modelo da corda

As equacoes do modelo sao derivadas utilizando o principio estendido
de Hamilton para o modelo de uma corda simplesmente apoiada [Younger, 1958],
[Mote, 65] sendo que a discretizagido espacial foi realizada através do método de
Galerkin. E determinada a resposta impulso correspondente a discretizacao espa-
cial para o modelo. Foram consideradas aproximagoes com 8 (oito) termos nds,
com os parametros utilizados pelos autores, e uma aproximacao com 20 (vinte) ter-
mos. Nesta ultima simulacao foram considerados parametros adequados a obtencao
computacional simbélica da resposta impulso. Uma breve descricao das grandezas

envolvidas na derivacao do modelo é considerada no que segue. A energia cinética
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T do sistema é dada por

_pA [t
=

T (g +vy')* + 0] du,

e a energia potencial Vg, incluindo o trabalho W realizado pela forca externa F', é
dada por
L
EA
Vo = / [Pe + 7€2+FA] dx,
0

. ~ 7 . ~
onde ( °) denota a derivada em relagdo ao tempo e () a derivada em relacao ao

espago e

p = densidade

A = area da secao transversal
= comprimento

y = deslocamento transversal

v = velocidade axial da corda

P = tensao na corda

e = representa o tensor (strain)

= modulo de Young

forca externa

L= =
I

= deslocamento longitudinal total do sistema.

Aplicando o principio extendido de Hamilton,
to
5/ (L+ W) dt =0,
t1

onde L=T—-V, V=V;—W e d denota a variacao, decorre a equacao da vibracao
transversal

pA(i + 0y + 203) + (pAv? — P)y" = 0. (3.78)
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Essa equacao do movimento linear para vibracao transversal de cordas se movendo
axialmente é valida para pequenos deslocamentos de y e para grandes valores de P,
a forca de tensao.
Através do método de Galerkin, é possivel resolver a equagao (3.78),
escolhendo uma aproximacao da forma
n
y(x,t) =Y u(t)sin(inz/L),

=1

onde sin(irz/L) é o i-ésimo modo da corda estaciondria simplesmente apoiada, e
u;(t) sao os deslocamentos generalizados, obtendo-se assim, um conjunto de equacoes

diferenciais ordinérias da forma [Pakdermirli et al., 1994],
Mii + Gii + Ku = 0, (3.79)

onde as componentes dessas matrizes M, G e K sao dadas como:

L ' ' L/2, 1=
mij:/ (sin]ﬂsin @> de = / J (3.80)
0 L L 0, i # 4,
0, 1=
/L 2mjv cos JTx . T d i i i ok
i = “—sin— | dr = =
g] 0 L L L Oa 7 7&]’ Z+] J
dvij/(i® —32%), i#7, i+j=2k+1,
(3.81)

L /L P )\ (jm 23' jro o ire vng o gre i

i = — =V — I —— Sin — + —— ——sin — xT

J o pA L L L L L L
(P/(pA) —v*)(jm/L)*L/2, i=j,

= {0 LA i+j=2%, (3.82)

para ¢ e j variando de 1 até n.
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Parametro Valor numérico Unidade

P 76.22 N

0 7754.0 kg/m?
A 0.5202x107° m?
L 0.3681 m

v 30 m/s

Tabela 3.2 Parametros usados no modelo da corda para n=8 termos

As simulagoes para a obtencao da resposta impulso concentrada, Fig.
3.10, do sistema (3.79) com as matrizes M, G e K dadas em (3.80), (3.81) e (3.82),
respectivamente, envolvem o calculo dos modos do sistema direto uy, e o calculo dos
modos do sistema adjunto vy, uma vez que a matriz G € anti-simétrica e, portanto,

a resposta impulso é dada por

2n

A
ht) =Y “LeMugy

1 k2

onde )\, é autovalor do problema de segunda ordem direto associado ao autovetor
uy do problema direto, vy, é autovetor do problema adjunto e 7,5 é a constante dada
por

Vk2 = <’Uk, )\zMuk — ICuk), k=1:2n.

Para n = 8, foram utilizados os parametros dados na Tabela 3.2, os

quais foram considerados por Pakdemirli et al., 1994.

(a) Resposta impulso em t=1 (b) Resposta impulso em t=25

Figura 3.10 Resposta impulso do sistema da corda para t(s) fixo e n=8 termos



A seguir, Fig 3.11, encontram-se os graficos de 4 (quatro) componentes
da resposta impulso ou funcao de Green do sistema acima, onde, para cada uma das

componentes h; ; da matriz resposta impulso de ordem 8 x 8, foi escolhido um valor
de t fixo, no intervalo ¢ = [to, t1] s.

ST =l
.| | il WU T M

TR UL
VTR |
() hot para t=[0,0.5] (b) hyr para t=[0,0.2]

ﬂﬂf
i

(d) h8’6 para t:[0,0Q]

Figura 3.11 Componentes da resposta impulso do sistema para t(s) fixo no intervalo
t = [to, t1] e n=8 termos



75

Parametro Valor numérico Unidade

P 9 N

p 7 kg/m?
A 0.5202 m?
L 1 m

v 1.5 m/s

Tabela 3.3 Parametros usados no modelo da corda para n=20 termos

As simulac¢oes numéricas seguintes foram realizadas com o objetivo de
graficar a resposta impulso matricial do sistema, Fig. 3.12, para uma aproximac¢ao
espacial de Galerkin correspondente a n = 20 termos. Na Fig 3.13, tém-se simuladas
4 (quatro) componentes da resposta impulso para a aproximagao de 20 termos, onde
para cada uma das componentes h; ; da matriz resposta impulso de ordem 20 x 20,
foi escolhido um valor de ¢ fixo no intervalo ¢ = [tg,t;]. Os pardmetros utilizados

nessas simulacoes estao listados na Tabela 3.3.

(a) Resposta impulso em t=1 (b) Resposta impulso em t=25

Figura 3.12 Resposta impulso do sistema para t(s) fixo e n=20 termos
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(b) his5 para t=[15,30]
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Figura 3.13 Componentes da resposta impulso do sistema para t(s) fixo no intervalo

t = [to, t1] e n=20 termos
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4 SISTEMAS AMORTECIDOS DISTRIBUiIDOS

Sistemas dinamicos distribuidos nos quais os parametros sao depen-
dentes do dominio espacial sao comuns em muitas areas das ciéncias e tecnologia. O
movimento desse tipo de sistema é governado por um problema de valor de contorno,
consistindo de uma ou vérias equacoes diferenciais parciais que devem ser satisfeitas

sobre um dominio €2 e para um nimero apropriado de condi¢oes de contorno:

Muy(t, z) + Cui(t,x) + Ku(t,z) = f(t, z), (4.1)

onde M, C e K sao operadores diferenciais lineares espaciais, M é nao singular, e
u(t,z), f(t,z) sdo fungdes reais do espago euclidiano Lo, as fungoes de quadrado
integravel. A resposta para esse tipo de sistema tem sido obtida através de trés

metodologias

e Método Modal
e Método Operacional

e Método Numérico

Os dois tltimos sao bastante gerais [Meirovitch, 1975|, praticamente nao existem
restri¢oes nos coeficientes quanto a sua aplicabilidade. Ainda que o método modal
seja o mais utilizado do ponto de vista tedrico e pratico, as condicoes da sua aplica-

bilidade sao bastante restritas, [I[nman, 1989; Meirovitch, 1975].

A resposta transiente de um sistema distribuido amortecido diante de
condic¢oes iniciais e cargas externas arbitrarias, pode ser obtida através do método
operacional. A equacao operacional decorrente desse método pode ser resolvida
através da andlise modal, a qual envolve a determinacao de uma funcao de Green,

conceito que foi introduzido primeiramente por G. Green em 1828 e que desde entao
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tem sido aplicado a varios problemas na fisica matematica. Na literatura, os estu-
dos envolvendo o método da funcao de Green sao focalizados sobre sistemas auto-
adjuntos. E bem conhecido que a funcao de Green de um problema auto-adjunto

pode ser expressa por uma série infinita de autofuncgoes ortogonais.

Neste capitulo, sera desenvolvido o conceito de resposta impulso dis-

tribuida através do método operacional.

4.1 A Resposta Impulso de um Sistema Distribuido

Considere-se que o deslocamento de um sistema amortecido distribuido

é a resposta de um sistema do tipo

Muwy(t,x) + Cwy(t, ) + Kw(t,x) = f(t,z), =€
w(0,7) = wo(x), w(0,2) =wi(x), € (4.2)
Tw(t,z) =0, x € 0N,

onde € é uma regiao aberta limitada no R®, com fronteira 092, 1 < s < 3, f(t,x) é a
forca externa, wy(z) e wi(x) sdo funcoes dadas. M, C, e K sao operadores diferenciais
lineares espaciais, independentes do tempo, onde operador M representa a inércia
do sistema, C pode representar a soma de 2 (dois) operadores, um simétrico e outro
anti-simétrico, responsaveis pelo amortecimento e efeitos giroscopicos do sistema e
K esta associado a um operador simétrico de rigidez e outro anti-simétrico associado
a forcas circulatérias, respectivamente, e I' é o operador de fronteira espacial. Aqui
M, C e K sao considerados atuando sob funcoes diferencidveis que satisfazem as
condi¢oes de contorno espaciais do problema. Uma abordagem formal do conceito

de operador diferencial sera dada no proximo capitulo.
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Aplicando a transformada de Laplace, com respeito a t, em (4.2), tem-se

a equacao operacional, descrita pelo problema de contorno espacial

(8*M + sC+ K)W (s,z) = Fy(s,z), ©€Q

(4.3)
TW(s,z) =0, x€0Q,

onde

Fou(s,z) = F(s,z) + (sM + C)wy(z) + Mw;(z), z € Q.

W(s,z) e F(s,x) sao as transformadas de Laplace de w(x,t) e f(x,t), respectiva-

mente. Isolando W (s, z) do problema de contorno espacial (4.3), tem-se
W(s,z) = (sH(s)M + H(s)C) wo(z) + H(s) Mw;(x) + H(s)F (s, x),

onde

H(s) = (M + sC + K)~! (4.4)

é definido como sendo o operador de transferéncia, segundo a forma integral

H(s)o(x) = / H(s, 2, €)6()de (4.5)

onde H(s,z,£) é a funcao de transferéncia distribuida ou funcao de Green espacial
associada a (4.3) [Butkoviskiy, 1983; Naimark, 1967], isto é, solu¢cdo do problema

de contorno

("M +5C+K)H(s,2,8) =d(z = §), z,£€Q
TH(s,z,§) =0, z,&¢€ 0.

Assim, a solucao da equacgao operacional escreve-se na forma integral

W(s,x)= /QH(S,x,ﬁ)Fel(s,f)dg, x €. (4.7)
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Observe-se que (4.6) é a equacao operacional do problema evolutivo

Mhtt(t, x,f) + Cht(t, x,f) + ]Ch(t, x,f) =0
Th(t,z,§) =0, z€dQ, £€Q (4.8)
h(0,2,) =0, Mh(0,2,8) =6z —=¢&), z€Q, £€Q

ou, equivalentemente, com condigoes iniciais e de contorno nulas e sujeito a um

impulso unitario da forma

Mhtt(tax:é‘) +Cht(t7x:€) + ]Ch(t,{l},f) = 6(06(:’5 - 6): fIf,f € Q: t>0
Thit,z,£) =0, €09, £€Q (4.9)
h(0,2,§) =0, h(0,2,)=0, z€Q, &€

Assim, tem-se o par de relacoes

ht,,€) = £7[H (s, 2,€)] (4.10)

H(s, z,8) = LIh(t, 2, €],

Oh(t, z,€)

sH(s,xz,&) = £] By ].

Aplicando a transformada inversa na equacao operacional (4.1), decorre

w(t,x) = /Q[(ht(t,fv,S)M + h(t, 2, §)C)wo(€) + h(t, z, §) Mw, (€)]dE

¢
+ /U/Qh(t—T,:E,f)f(T,f)dde.
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Introduzindo o operador evolutivo

h(t)n(z) = / Wt . €)n(€)de | (4.11)

decorrre, em analogia ao caso de sistemas concentrados (2.3), que a solu¢ao na forma

evolutiva
w(t)(z) = w(t, z),
f(t)(z) = f(t,2),
wo(z) = w(0,x) = wy(z),
wi(x) = w (0, 2) = wq(z).
¢ dada por
w(t) = [h(t)M + h(t)Clw(0) + h(t) Mw(0) + /1t h(t — 7)f(7)dr |. (4.12)

4.2 Calculo Modal da Resposta Impulso Distribuida

A solucao do problema evolutivo inicial

Muwy(t, z) + Cwy(t, z) + Kw(t,x) = f(t, ),
w(0,2) =0 w(0,2) =0,

(4.13)

vem a ser a resposta forcada

w(t,z) = /0 t /0 Wt — 72, €) (. ) dE dr. (4.14)
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Suponha-se que os coeficientes sao operadores simétricos, ou seja

(Mu,v) = (u, Mv),
(Cu,v) = (u,Cv), (4.15)
(Ku,v) = (u, Kv),

onde

(o, v) = /Q Tudz. (4.16)

Para identificar a resposta impulso h(t,z,&), serd utilizado o método

de variacao de parametros.

Respostas livres do tipo exponencial w = e*u(x) existem quando o

problema de autovalor dado por
MM+ XC + Klu =0, (4.17)

possui solucao u nao-nula.

Suponha-se que A, [ sao autovalores com autovetores correspondentes

u, v, respectivamente, de modo que
MM+ XC+ Klu(z) =0, [B*M+ BC+ Klv(z) = 0. (4.18)

Tomando o produto interno (4.16) na primeira equacao de (4.18) por v, na segunda

por A\u e subtraindo as equacoes resultantes, tem-se por simetria

AB (v, Mu) — (v, Ku) =0, M # B. (4.19)

Suponha-se que o problema (4.17) possui um conjunto discreto de autovalores dis-

tintos A1, A9, - - -, com autovetores correspondentes uq, us, - - - , respectivamente. Es-
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crevendo a resposta forcada na forma

w(t) =Y eplt)eM uy, (4.20)

k=1

substituindo em (4.13) e fazendo a hipdtese de Lagrange, tem-se o sistema de

equacoes
D ety =0 (4.21)
k=1
e
k=1

Para determinar as funcoes ¢ (t), toma-se o produto interno (4.16) na equacao (4.21)
com Kuj, e na equagao (4.22) com Xjuj e subtrai-se as equacoes resultantes, obtendo-

se

D M ey (t) (ug, MedjMug () — Kug(z)) = Nj{uy, ).

Utilizando a propriedade (4.19), tem-se para j # k
Mg (8) (g, N Mug () — Kug(2)) = (ug, Ae f).

Supondo que

obtem-se

M e () = (up, A f),

Integrando a equagao acima de 0 a t, sendo o produto interno dado em (4.16), tem-se

)\k ¢ —ApT Lﬂ T T
o) =22 [ e [Caie s acar (4.24)

Substituindo (4.24) em (4.20), obtemos a resposta do sistema (4.13) em funcao dos

autovalores e autofuncoes do problema de autovalor de segunda ordem associado
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(4.18), isto é,

t L A
wite) = [ 7302 am@) (7. 6) de ar
k=1

onde )\, é autovalor e u; é a autofuncao associada. Na forma forcada compacta,

escrevemos

w(t,z) = /Ot/0 h(t —7,2,&) f(1,€) dE dr, (4.25)

onde h(t,z,&) é a resposta impulso distribuida, dada por

o

ht.2.) = 32 Nt ()m(e) | (4.26)

iy Jk

A funcao de transferéncia para o problema vem a ser

e a correspondente funcao freqiiéncia sera

H(iw,z,§) = Z EM

w — A
1 Yk k

Para estabelecer a validade de que 7, # 0 em (4.23), observe que por

serem os autovalores todos distintos os vetores

bp = [ Uk -‘ k=1,2,---

i

sao linearmente independentes, isto é, para qualquer NN inteiro e positivo as fungoes
é61(x), do(x), -+, dn(x), sdo linearmente independentes. A prova desta tltima

afirmacao é andloga ao caso concentrado dado no Apéndice B. Segue que se M e K
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sao operadores positivos definidos, entao as fungoes

—IC?)k
,lvbk = ) k= ]-7 2a e
)\j/\/lvk

também sao linearmente independentes.

Suponha-se que {¢1, ¢o, ---} é um conjunto completo, isto é,

<w7¢k>207 k:172:

implica que 1 é o vetor nulo.

Afirma-se que

0 k#J
Ww#0 k=3

<¢j’ ¢k> =

A primeira igualdade ja foi estabelecida. Se 7 for zero, ter-se-ia

<wj7¢k>:(]: ]:1:27

Como por hipétese, os vetores ¢, k = 1,2,--- formam um conjunto completo, da
relacdo (¢, ¢p) =0, 7 =1,2,--- ter-se-ia que 1); é ortogonal a todos os elementos
¢r e, portanto, ¢; = 0. Isso é impossivel, pois a primeira componente de v;, dada

por v; é autofungao .
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4.3 Vibracgoes Forcadas em uma Viga Fixa-Livre Sujeita a um Torque
e Movimento no Apoio

Nesta secao sera considerado um problema classico: M um operador
espacial simétrico positivo definido e K um operador simétrico que satisfazem a

propriedade dos modos normais e C um atrito do tipo Rayleigh.

Considere uma viga fixa-livre, conforme Fig. 4.1, sujeita a uma ex-
citagao wy(t) na sua extremidade esquerda e um torque 7;(¢) na extremidade direita.

Assumimos disttrbios iniciais nulos.

Figura 4.1 Viga sujeita a distirbios de fronteira

A resposta w(t, z) é solugao do problema nao-homogéneo com condigoes

de contorno nao-homogeéneas [Yang, 1996b], dado por:

phmo(ta) + (o + B) Gult.o) + (& (BIE)) wit.2) = f(t.2)
w(0,z) =0, 2w(0,z)=0

w(t,0) = wy(t), %2(¢,0)=0 (4.27)
o (87851 + BIZRER — (1)

P 3w(t,L) d w(t, L)\ _
E(ﬁ oz3 )_‘_%(E[ Oz? )_O’
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com as constantes

p = densidade linear
ET = rigidez da viga
a = atrito viscoso

[ = atrito material

Aplicando a transformada de Laplace na equacgao (4.27), tem-se o problema de

contorno espacial

(s?p + sa)W (s, z) + aa_ ((sﬁ + EI);—;W(S,LE)) = F(s,x)
W(s,0) = Wi(s),  22(5,0) =0 o)
spEWEL) | proGL) — 7, (s)

Sﬁa W(s,L) +2 (Ela W (s, L)) —0,

ox3

onde W(s,z), F(s,z), Wy(s) e Ty(s) sao as transformadas de Laplace de w(t, ),

f(t,x), wy(t) e 7(t), respectivamente.

Para obter o deslocamento w(t, z) em termos de uma carga arbitraria F,
considera-se H (s, x, &) como sendo fun¢ao de Green espacial associada ao problema

(4.28) [Naimark, 1967], isto ¢, satisfazendo

2 2

(s%p+ sa)H (s, z,£) + 9 <(sﬁ+EI)§§2 (s,x,§)> =0(x—¢), z,£€(0,L)

&2
H(s,z,0) =0, %H(s,z,O) =0, z€(0,L)
52
00+ BD) [t 0] =0
0 9, 0?
sp [8—631{(5,:5, f)} [8§E18—§2 (s,z, 5)} - =0. (4.29)
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Multiplicando ambos os lados & esquerda da primeira equagao em (4.28) por

H(s,x,£), e integrando por partes de 0 a L, tém-se

2 2

/0 W (s,€)(s%p + sa) H (s, v, €)dé + / w<s,g>§—§2 ((sﬁ+E1) aag H(s. x,g)) e

+ B(W,H):/O H(s,z,&)F(s,&)dE,

onde
B(W, H) = sﬂ[H(sxﬁ);—gW(s £) - 885 (Srrf)aagW(s,&)

0? 03

b SO W (6.6) — S H (s n W (5.6)+

0 0? 0 0?

b Hn ) 0 (BIIW 8 ) - L (B W (5.9
0? 0

s OED TV (.0 +
) &2 .

— 85 <Ela—€2H(s,x,§)>w(s,f)]0. (4.30)

Substituindo as condigoes de contorno para W (s, z) dadas em (4.28) e para H(s, z,§)
dadas em (4.29) na equagao (4.30) segue-se,

2

BOVH) = | s+ BD)

- )] Wi

£=0

(s,x f)] Ty(s). (4.31)

¢=L

0
e

Por outro lado, multiplicando a primeira equagao em (4.29) a esquerda

por W (s, &) e integrando de 0 a L, obtemos

2

[ (60 s+ 2 (64 8025 ) o)

_ /0 W (s, €)5(€ — x)de. (4.32)



Usando a seguinte propriedade da funcao 9

/ W(s,£)0(& —x)dE = W (s, x)

m (4.32) resulta

L
/ W (s,&)(s*p + sa)H (s, z, &)dE
52 52
/ W (s, €) g5 ((59+ 1) 3 ) H(s,, )6 = W (s.0),
Substituindo (4.33) em (4.30) obtemos

W (s,2) = ~B(W. H) + / H(s,,€)F (s, £) de,

e de (4.31) segue

{aﬁ sB+EI ag? H(s,a 6)] Wi(s)

0

89

(4.33)

s [—H(s,xﬁ] /sts (5. de. (434)

23

Introduzindo

0 0?
“H (s)] = B EI)=h(t,
1)) = | 52 0gp + D ght..) B

0

ho(t,z) = £ '[Hy(s)] = {8{

(..9)

¢=L

ht, ) = £ '[H(s,x,8)],

onde
2

0 (sp+ EI) 0

B gestto:)|

£=0

(4.35)
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Hy(s) = [(%H(s,z,{)}

e aplicando a transformada inversa de Laplace em (4.34), tem-se

¢=L

w(t,r) = /Ut (hl(t —7,x) wy(T) + ho(t — 7, 2)7(7) + /UL h(t —T,2,&) f(T, f)d§> dr,
(4.36)

a qual pode ser escrita na forma da integral de convolugao, como sendo

w(t,r) = /0lt h(t — 7, x,&)f(r, z)dr, (4.37)

onde h denota o operador que atua sobre a entrada geral do sistema, isto é, dos

distirbios de fronteira e da forca externa f(¢,x)

’LU[,(T)
f(r,z) = 7(T)
f(r,x)
através de
. ’wb(T)
n(t o )8a) = [ [ 060 mltr 0@ a6 | | i) | ds
f(7,€)

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados de (4.37),
obtém-se

W (s, z) =H(s,z,&)F(s),
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onde H(s,z, &) é a fungao de transferéncia do sistema definida por

. Wi(s)
Hsa, OF() = [ [ Hils,2.006) Hols,.006) His,2.) ] | Tl | de
F(s,€)
sendo
Wy (s)
F(s) =] Tu(s)
F(s,€)

a entrada transformada.

Observe-se que para determinar a resposta do sistema (4.27) dada por
(4.37) € necessdrio determinar h(t,z,&); porém, para tanto, por (4.36) torna-se
necessdrio determinarmos hy(t,x, &), hao(t, z,&) e h(t,z,£). Mas por (4.35), hy € ho
sao dadas em funcdo de h, de modo que a resposta do sistema fica determinada se
encontrarmos h(t, x,§), a fun¢ao de Green associada ao sistema. Uma maneira de
se calcular h é através de residuos, porém pela dificuldade de calcula-los usa-se o

método modal descrito na secao anterior, secao 4.2.

O sistema (4.27) pode ser escrito na forma evolutiva

Muwy(t, z) + Cwy(t, x) + Kw(t,z) = f(t, )
w(0,2) =0, Zw(0,x)=0,

onde M, C e K sao operadores diferenciais espaciais
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onde M é um operador simétrico positivo definido que representa a inércia do sis-
tema, C é um operador simétrico responsavel pelos efeitos de amortecimento do
sistema e IC é o operador simétrico de rigidez, definidos sobre func¢oes que verificam

as condicoes de contorno dadas

Byw = w(t,0) = wy(t)

Bow = §2(t,0) = 0

Byw = |4(8%%) + BI%%] =)
3’(1} 2’(1}

B = |4(85%) + £(E15%)| =0,

Decorre que ma resposta impulso distribuida do sistema é dada por (4.26), ou seja,

bt 2,€) = 3 Mty (o) (€)

1 K

onde v, = (ug, \NeMuy, — Kuy) #0, k=1,2,---.

4.4 Simulagoes Numéricas

A seguir, apresentam-se simulacoes dos modos de vibracao, da resposta
impulso ou funcao de Green do sistema e da resposta do sistema mediante efeitos
causados pelo torque e movimento na base. Em todas as simulacoes que se seguem,
foram usados os parametros que constam na Tabela 4.1 [Yang, 1997] (valores adi-

mensionais).
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Parametro Valor numérico Especificacao
L 1 Comprimento da barra
E 1 Moédulo de Young
I 1 Inércia
p 16 Massa especifica
Q 1.6 Atrito viscoso
15 0.001 Atrito material

Tabela 4.1 Valores dos parametros para o modelo da viga

n Autovalor:\, = o, + i3,
1 -.05038 - .87 i

2 -.06517 - 5.50 i

3 -.16895 - 15.42 i

4 -.50678 - 30.22 i

5) -1.29824 - 49.94 i
6

7

8

9

-2.83548 - T4.58 i
-5.48379 - 104.10 1
-9.68151 - 138.45 i
-15.94004 - 177.55 1
10 -24.84384 - 221.29 i

Tabela 4.2 Primeiros 10 autovalores para a viga

Na Tabela 4.2, encontram-se listados os primeiros 10 (dez) autovalores,

An = ayp + 13y, para 3, < 0.



94

4.4.1 Modos da Viga Fixa-Livre

Nas préximas tabelas, encontram-se simulacoes dos modos de uma viga

fixa-livre de comprimento L. Os modos sao determinados a partir do problema de

contorno
’Uiv—ﬁ41):0, ﬁ4:(§_f
v(0) =0, '(0)=0, (4.38)
v"(L) =0, v"(L)=0.

Para cada autovalor f = (31, 32, - -, tem-se 0 modo

sinh(Bz) — sin(fx) N (cos(Bx) — cosh(Px))(sin(BL) + sinh(SL))

v(r) = 233 233(cos(BL) + cosh(SL))

ou, de maneira abreviada,

v(z) = h(z) + oh/(z),
onde h(x) é a resposta impulso de (4.38) dada por

sinh(Bx) — sin(fx)
233

h(z) =

e o é o fator
hIII(L
- h”(L) :

~—

o =

A Tabela 4.3 ilustra as primeiras 4 (quatro) autofungodes v, (z), para os correspon-
dentes autovalores A, = a, + if3,, a modulacao e a localizacao em x=6/7 para as

respectivas autofungoes com ¢ variando de 0 a 30.

Na Tabela 4.4, apresentam-se as mesmas autofun¢oes anteriores em 3 (trées) di-

mensoes com as respectivas curvas de niveis.

Na seguinte Tabela, 4.5, encontra-se a autofuncao correspondente ao terceiro auto-

valor e sua localizacao em pontos fixos ao longo do comprimento da viga.
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n autofuncoes modulacao dos modos | modos localizados, x=6/7
v () e®rtsen(B,t) e tsen(f,t)vn)(x)
h “ \‘{\‘\ N ) \f\ )
N R TN
A A HH\/\ |
n=1|| VY TAIRY \/Cv <
= R Y, L
- I | \ v IR J
1 \[ v
ol Y
- / )
i \
3 50 H\H‘P\ﬁ‘v,l
. | [
2 Wl il
o . _/ “ | i3 :
S | = DN i Rl
i |l
) i Bl

=
Il
w
I
-

Tabela 4.3 Modos de vibracao para viga fixa-livre com autovalores A\, = «a,, + 10,.




modos 3D
e®rtsen(B,t)v, ()

curvas de nivel
e®tsen(B,t)vn)(x)

Tabela 4.4

96

Modos de vibracao 3D e curvas de nivel com autovalores \,, = a,, +10,.
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. MAMMAMﬂW\MMAMnAMvﬂvaAvAvm -
J UUUWWWUUWWUU Tivee

(a) x=1/7 (b) x=1/2

Tabela 4.5 Modo de vibracao da viga préximo de A3 = a3 + i3, em 3D e em x=a
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(a) t=2 (b) t=10.8

(¢) t=17.9 (d) t=27

Tabela 4.6 Funcao de Green aproximada para viga fixa-livre

4.4.2  Funcao de Green para uma Viga Fiza-Livre

A Tabela 4.6 mostra um grafico aproximado da funcao de Green da

viga fixa-livre para varios valores de ¢

o0

1 1

h(t,z, &) = 3 Z )\—keAktUk(x)@k(f)
k=1
e utilizando a representagao de Yang, 1996b, isto é, v = 27, com a notagio

desenvolvida neste trabalho (4.26). A fungdo de Green foi aproximada com 20

(vinte) autovalores.
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4.4.8  Perturbagoes do Sistema

As proximas tabelas apresentam alguns efeitos das perturbacoes do

sistema sobre sua resposta

wit,z) :/Ot (hl(t—T,x) wb(r)+h2(t—7-,:v)7b(7')+/0Lh(t—r,x,§)f(r,§)d§> ar,

onde
o .0 0?
h(t, x, = — |=—(B= + EI)—h(t,x,
(600 = ~| 505 EDgghtne)
0
h ta ) = _hta ) )
.6 = | “)LL

sendo consideradas entradas tais como forca externa, f, disturbios de fronteira, wy e

Ty, € variacao do atrito viscoso, a.

Na Tabela 4.7, sao observados os efeitos da excitacao na base, do torque e de uma
forga externa concentrada em a=1/3 do tipo 8¢*'sen/3,t para valores proximos dos
primeiros 3 (trés) autovalores \, = «, + i3, do sistema. O registro foi feito para

x=2/3.

Na Tabela 4.8, sao considerados os efeitos de excitacao na base, do torque e de uma
forga externa concentrada em a=1/3 do tipo Z,]j:l Ape“tsenft, que inclui valores
simultaneos dos primeiros 4 (quatro) autovalores do sistema. O registro foi feito

para x=2/3.

Foi observado que para duplicacao de amplitudes crescentes ou decres-
centes entre 2 (dois) e 16 (dezesseis), sempre o primeiro autovalor foi o predominante.
Conforme Tabela 4.9, essa predominancia foi alterada com convenientes amplitudes

e sem disturbios de fronteira
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Tabela 4.7 Resposta para viga com autovalores \,, = «,, +if3,, em x=2/3, f a forca
externa concentrada em a=1/3, w;, a excitacdo na base, 7, o torque e
entrada ativada A=8e%"'senf3,t e entrada desativada D=0
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Tabela 4.8 Resposta para viga com autovalores A, = «,, +i/3,, em x=2/3, f a forca
externa concentrada em a=1/3, w;, a excitagdo na base, 7, o torque e
entrada ativada A:Zsz1 Ape“*tsenfit e entrada desativada D=0



102

A1=2, A2=60, A3=0 A1=2, A2=0, A3=150,

Al1=2, A2=60, A3=150, Al1=2, A2=60, A3=300

sof || || [

—100| |

Tabela 4.9 Resposta para viga fixa livre com excitacao da 2 e 3* freqiiéncias
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Na Tabela 4.10, sao observados os efeitos, simultaneos ou nao, da
excitacao na base wy, do torque 7, e de uma forga externa f, concentrada em a=1/3.
As entradas sao do tipo e"'sen(t para valores arbitrarios de v, . Foi observado
que o comportamento da resposta é semelhante para os diversos tipos de entrada
testados, porém quando o disturbio na base esta ativado a resposta apresenta maior

amplitude. O registro foi feito para x=2/3.

As préximas 4 (quatro) Figs. 4.2-4.5 apresentam entradas como forca
externa concentrada em a = 1/3 e/ou disturbios na fronterira, wy e 7, excitando

cada uma das trés primeiras freqiiéncias ou introduzindo oscilagoes amortecidas.

Para uma forga externa f(t,z) = §(x—a)e*'senf,t com N\, = a,+i3,
autovalor do sistema e distirbios na fronteira wy(t, ) = 7(t, ) = e Vsen (t, foi
observado que quando o amortecimento é pequeno (v = 0.001), predominam os
distarbios, Fig. 4.2, entretanto, para um distirbio amortecido grande ( v = 2),

quem predomina é a for¢a externa, Fig. 4.3.

Invertento a variacao entre os distirbios e a forca externa, isto é, para
uma forga externa f(t,z) = 6(x — a)e " sen (t e disttirbios na fronteira wy(t,x) =
(t, x) = e*rtsenB,t, com )\, = a, + i3, autovalor do sistema, foi observado que
quando o amortecimento é pequeno ( v = 0.001), predominam os distirbios, Fig.
4.4, entretanto, para um distirbio amortecido grande ( v = 2), quem predomina é

a forca externa, Fig. 4.5.

Os disturbios na fronteira podem apresentar efeitos estabilisadores ou
desestabilisadores na resposta, diante de uma forca externa periédica. Foi observado
que a resposta do sistema ¢é mais sensivel ao torque do que ao movimento da base.
Assim como, a uma forca considerada na vizinhanca do ponto de aplicacao do

torque.



flwy, || v=-0.001, (=0.1 v=-2, (=150
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Tabela 4.10 Resposta para viga em x=2/3 com entrada ativada A=e""sen(t e en-

trada desativada D=0, f a forca externa concentrada em a=1/3, w, a

excitacao na base, 7, o torque
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a) f(t,z) =0(z — a)e®rtsenBut e wy(t,x) = 1(t,z) = e %sen 0.1t, n=1,2,3

Figura 4.2 Resposta para viga fixa-livre variando forca externa, torque e excitacao

na base com amortecimento pequeno na fronteira

b) f(t,z) =(z — a)e*'senB,t e wy(t,z) = 7(t,x) = e *lsen 150t, n=1,2,3

\
” r\\”\/
\H“‘w\

l
LA AN /\
“‘ s N\w m\" 7 o Iq \/43/ AV A

:
10 ‘ ‘
= | H |
:

(a) n=1 (b) n=2 (c) n=3

Figura 4.3 Resposta para viga fixa-livre variando forca externa, torque e excitacao

na base com amortecimento grande na fronteira
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(a) n=1
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“000gen 0.1t e wy(t, ) = 7p(t, x) = e*'senfyt, n=1,2,3

Figura 4.4 Resposta para viga fixa-livre variando forca externa, torque e excitacao

na base com amortecimento pequeno na forca externa

d) f(t,x) =0(x

—a)e 2sen 150t e wy(t,z) =

atsenfB,t, n=1,2,3

Figura 4.5 Resposta para viga fixa-livre variando forca externa, torque e excitacao

na base com amortecimento grande na forca externa
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4.4.8.1 Efeitos do Atrito Viscoso sobre a Resposta do Sistema

A seguir, foi observado o efeito do atrito viscoso « sobre a resposta do
sistema. As simulacoes foram realizadas para um valor do atrito material constante,
f = 0.001 e a forga externa concentrada em = = 1/3 do tipo e sin(bt) préximo do
primeiro autovalor, e com torque e movimento na base nulos. Observou-se que a
resposta do sistema mantém o comportamento tipo pido para os diversos valores de
a testados, porém diminuindo amplitude conforme o atrito vai aumentando, como

era o esperado.

—200 -

(a) a=10.001 (b) @ =0.01

nl‘ | l ‘HMWHH,\\‘ i .
ANt H | = \

(c) a=0.1 (d) a=1.6

Figura 4.6 Efeitos do atrito viscoso
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5 O METODO MODAL ADJUNTO EM PROBLEMAS
NAO-CLASSICOS PARA SISTEMAS DISTRIBUiDOS

O desacoplamento de sistemas distribuidos de primeira ou de segunda
ordem ¢é limitado ao caso dos sistemas denominados classicos, onde os coeficientes
desses sistemas sao operadores diferenciais com apropriadas condicoes, tais como:
simetria e modos normais, positividade, amortecimento do tipo Rayleigh, etc...
Porém, nas aplicacoes frequentemente encontram-se sistemas do tipo nao-classicos,
por exemplo: sistemas giroscépicos nao-amortecidos ou giroscépicos conservativos,
em que o desacoplamento nao é viavel diante de modos que nao sao necessariamente

ortogonais.

Neste capitulo sera introduzido o método modal adjunto, o qual per-
mitird estender para sistemas nao-cldssicos o conceito de modos normais e de de-
sacoplamento. Isso sera realizado através da propriedade de bi-ortogonalidade entre
os modos do sistema dado e os modos que provém de um outro sistema, denomi-
nado de sistema adjunto. Nao serd utilizada a formulacao de estado para reducao a
primeira ordem. No apéndice C é apresentado um resumo do trabalho desenvolvido

por Yang, 1996b, utilizando reducao a primeira ordem.

5.1 Problema Evolutivo Adjunto

No que segue, usaremos a definicao de operador diferencial formal
para expressoes atuando sobre funcoes diferenciaveis e de operador diferencial fun-
cional para expressoes atuando sobre funcgoes diferencidveis satisfazendo determi-
nadas condicoes. Quando nao houver lugar a confusao, serd utilizada, indistinta-

mente, a denoming¢ao de operador diferencial.

Para definir os sistemas adjuntos associados aos sistemas distribuidos

Su(t, ) + Ru(t,z) = f(t, x) (5.1)
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Muy(t,z) + Cuy(t, z) + Ku(t,z) = f(t,x), (5.2)

com R, S, M, C e K operadores diferenciais lineares, S e M nao-singulares, é
necessario definir o conceito de operador diferencial linear adjunto. Considere a

identidade de Lagrange-Green, de modo que com o uso do produto interno

(v, u) :/0 U(z)u(z) de, (5.3)

tem-se a relacao

(v, Lu) = (L, u) (5.4)

para um operador diferencial linear dado £ e para o seu adjunto £*. A notacao
L sera utilizada para um operador diferencial linear formal e £ para um operador

diferencial funcional.

5.1.1 Operador Adjunto

Considere um operador diferencial formal L de ordem n (n > 1), definido

através da expressao diferencial linear

n
d
Lu= D D=— :
u cxr D u, - (5.5)
k=0
onde ¢, = ¢x(z), k=0,1,---,n, sdo, em geral, funcoes complexas, n — k vezes

continuamente diferencidveis no intervalo (zg, 71), isto é, ¢z, € C" ¥, e tal que co(z) #

0 em (zg, 7).

Junto com o operador diferencial formal L (5.5), considera-se o operador

diferencial adjunto formal L*, definido por

L) = zn:(—nkD(k) (&9), D= — (5.6)
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com o qual verifica-se a identidade de Lagrange-Green no intervalo [0, L],

L L
/ vlu dx :/ L*vu dv + B(u,v)[g (5.7)
0 0

onde B é a forma bilinear de contorno

B, o) =3 > (1 lenr ()o@ Vu® (o).

r=1 i+k=r—1

Para eliminar o termo bilinear é necessario levar em conta que nas
aplicacoes o operador L esta restrito a atuar sobre funcoes que satisfazem determi-
nadas condigoes. No processo de eliminacgao, a atuacao do operador adjunto L* ficara
restrita a fungoes que satisfacam certas condicoes, as quais serao introduzidas no
decorrer do processo. Essas condicoes serao denominadas de condicoes adjuntas para
as condicoes dadas. Um exemplo simples porém bastante ilustrativo, encontra-se no

apendice D.

A seguir, o processo acima é descrito para um operador quarquer L*
sujeito a condi¢oes de contorno arbitrarias. Suponha-se que L atua sobre funcoes de

x que satisfazem r condicoes de contorno,
Bif=0, B,#=0 .. B.#=0, 0<r<n, (5.8)
onde B; denota a forma linear de contorno

B = ajnf(xo)+--- ,amgn_l(xo) + Binf(xy) + - ,5in9n_1(fﬂ1)

n

= Z[O&ikgkil(l'g) + Bikgkil(l‘l), i=1,2, -, r

k=1
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E natural assumirmos que as r formas de contorno sao linearmente independentes,

isto é, que os vetores que caracterizam as formas de contorno

[aila Qio, *y Qyp, ﬁila /BiQa T, /Bi’r]a 1= ]-7 2a e, T

sao linearmente independentes. Caso contrario exclui-se aquelas que sao combinagoes

lineares das outras.

A forma bilinear B(u,v)|} pode ser escrita simbolicamente na forma

matricial

B(u,v)|§ = v Pu

para uma certa matriz P de ordem 2n X 2n, onde

u(zo) v(,)
u'(zo) v' (o)
B U(n_l)({l?o) B U("_l)(xg)
u(w) | v(1)
u'(71) v'(7y)
I U(n_l)({lfl) | I U("_l)(xl) |

Com o intuito de zerar o termo bilinear da identidade de Lagrange-
Green, é conveniente completar o nimero de condi¢oes dadas com o niumero de
valores de u e suas derivadas em cada condicao, isto é 2n. Suponha-se, entao que
Bri1,+++, Bay sao 2n—r formas lineares independentes com as r formas dadas. Deste

modo, o sistema algébrico 2n x 2n

By = agiug+ anu; + -t ap_1 1u§”71) + Borup + ﬁllu’b 4+t Bt 1ul()nfl)’

’ _1 7 _1
By = apau,+anpu, +--+an 2u¢(1n )+ Bo2up + Biaty, + -+ - + Bt 2U1(,n ),

Ban = ao2nua + oz12nu£1 +rtapa QnUz(znil) + Boanup + BlQnU;; +t B 2nu15n71)7
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ou de maneira compacta, I' = Au, com

B,
B
I = ,
_BQTL_
e p— —
Qo1 Q11 o Op_11 501 511 ﬁn—u
A— Qo2 Q12 - Qp_12 502 512 511712
_a02n Qo Op_ion Poon Bion e ﬁn—lzn_

pode ser resolvido de maneira tinica para I' em termos de u, ou seja u = AT,

Substituindo-se na férmula de Lagrange-Green (5.7), tem-se
L L
/ Tlu dr = / L*vu dx + v PAT'T. (5.9)
0 0

Definindo T* = (A=1)T(P)"V, tem-se

Por conveniéncia, as 2n componentes de ['* serao consideradas na ordem

B;., B, 4, -+, Bj, ou seja, matricialmente pode-se escrever
%
2n
%
. Banl

r _ ,




que, substituindo em (5.9), decorre

x1 L
/ vlu dx = / L*vu dx
xo 0

+ BB+ B, Bo+---+ By, B+ B, B+ -+ BBy

2n—r

As r condi¢oes de contorno dadas em (5.8), sao
B =0, Bo=0, -, B, =0.
Se forem impostas as condicoes de contorno

Bi=0, Bi=0, ---, B, _ =0,

2n—r

entao, por (5.10), obtem-se

L L
/ vlu dz = / L*vu dx
0 0
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(5.10)

(5.11)

(5.12)

para fungoes u que satisfazem as condiges de contorno dadas (5.8) e fungdes v que

satisfazem as condicoes (5.11).

As condigoes (5.11) sao chamadas de condi¢oes de contorno adjuntas

as condi¢oes de contorno dadas (5.8).

A discussao anterior é colocada em base rigorosa com a introducgao do

operador diferencial linear e seu operador linear adjunto. Considere-se © o espaco

linear das fungdes em C" que satisfazem as condigoes de contorno (5.8). Define-se um

operador diferencial linear (homogéneo) £ de ordem n como sendo uma tranformacao

linear do espaco © no espaco C definida por

n

£0) =3 e(m)Dto, D=

dx
k=0
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Assim, a definicao de um operador diferencial linear carrega o operador diferencial
linear formal (5.5) e as condic¢oes de contorno homogénas (5.8), de modo que um
mesmo operador diferencial formal L dado em (5.5) pode gerar operadores diferen-
ciais diferentes £, desde que para um mesmo operador formal tenha-se condigoes de
contorno distintas. Em outras palavras, a escolha das condigoes de contorno dis-

tingue o dominio de definicao do operador L, sobre o qual deverd operar a expressao

L.

Considere-se agora ©*, o espaco linear das funcoes em C" satisfazendo
as condigoes de contorno (5.11). Define-se o operador diferencial linear adjunto L£*
de ordem n como sendo a tranformacao linear do espaco ©* no espaco C definida
por

£9=> (-1))'DW (@), D=--.
k=0

Desse modo, a definicao do operador diferencial linear adjunto carrega o operador

diferencial formal linear adjunto (5.6) e as condigoes de contorno adjuntas (5.11).

Observe-se que £ = L* unicamente se 0s correspondentes operadores
diferenciais formais lineares sao iguais (L = L*) e as condi¢des de contorno sdo as
_+)- Neste caso, tem-se 7 = n.

mesmas (B, = B,

Com a introducao do operador adjunto, a relacao de produto interno
(5.12) pode ser escrita
(v, Lu)y = (L v, u),

onde £ é um operador diferencial linear e u e v sao funcoes satisfazendo as condi¢oes

de contorno.
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Em cada um dos problemas evolutivos (5.1) e (5.2) serd assumido que os

coeficientes sao operadores diferenciais espaciais, isto é, as derivadas atuam somente

em relacao a variavel espacial.

Dado o operador diferencial espacial £, da secao anterior, apds inte-

gracao por partes no tempo, obtém-se

onde

B(v,u)

/(v,ﬁut> dt = /(ﬁ*v,ut> dt
0 0

= (E*U,u>|g—/ (L*vy,u) dt.
0

Decorre para os sistemas dados no intervalo [0,7]:

/07<v,£(u)> dr = /OT<£*(V),U> dt + B(v,u)|g ,

Su; + Ru, primeira ordem
L(u) =
Muy + Cuy + Ku, segunda ordem
—S*v; + R*v, primeira ordem
L*(v) = !

M*vy — C*vy + K*v, segunda ordem

(S*v,u)|t, primeira ordem

((M*v,u;) — (M*vy,u) + (C*v,u))|}, segunda ordem

Observe-se que para as condicoes iniciais nulas desses sistemas

u(0,2) =0, primeira ordem
u(0,2) =0, u(0,2) =0, segunda ordem ’

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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as condicoes adjuntas serao nulas no tempo 7, isto é,

v(r,z) =0, primeira ordem

v(r,z) =0, wv(1,2) =0, segunda ordem

Resumindo, aos sistemas homogéneos (5.1) e (5.2) serdo associados os

sistemas adjuntos

—S*v; + R*v = 0, rimeira ordem
' P (5.16)

M*vy — C*vy + K*v =0, segunda ordem

Relacgoes entre as respostas livres dos sistemas dados e de seus adjuntos

podem ser encontradas em Cole, 1968.

5.2 Autovalores e Modos Adjuntos

Solucoes exponenciais do tipo
u(t, ) = eMu(x)

para os sistemas

Su; + Ru =0, primeira ordem

Muy + Cu; + Ku =0, segunda ordem

sao obtidas determinando os valores A, para os quais os problemas de contorno

espaciais
(AS + R)u(z) =0, primeira ordem

(AM2M + \C + K)u(z) = 0, segunda ordem
possuem solu¢ao u(z) nao nula, referida como sendo autofun¢io associada ao au-

tovalor \.
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De forma andloga, para os sistemas adjuntos (5.14), a procura de solugoes

exponenciais

v(t,z) = e Plu(z), wv#0,

leva a resolucao dos problema de contorno espaciais adjuntos de primeira e segunda

ordem
(BS* + R*)v(zx) =0, primeira ordem

(B2M* + BC* + K*)v(x) =0, segunda ordem

para cada raiz (3, obtida a partir das equacoes caracteristicas adjuntas.

Da mesma forma que para sistemas concentrados, os autovalores de um
sistema distribuido direto e do seu correspondente sistema adjunto relacionam-se
através da relacao

A= 8. (5.17)

De fato, para verificar isso, considere o problema de autovalor de primeira ordem
dado em (5.2), isto é,
(AS + R)u(z) = 0.

Tomando o produto interno (5.3) em ambos os lados da equagdo acima por uma

fungao qualquer v(z), tem-se
(v, AS+ R)u) =0,

ou

Xv, Su) + (v, Ru) = 0.

De (5.4), decorre

MS*v,u) + (R*v,u) = ((AS* + R*)v,u) = 0.
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Isso significa que u(x) é ortogonal a qualquer funcdo do tipo (AS* + R*)v, de modo

que u = 0, o que é impossivel por ser u autofuncao. Logo, deve-se ter
(AS* + R*)v = 0,

ou seja, o conjugado de um autovalor do problema original é autovalor do problema
adjunto. [Conway, 1990; Meirovicht, 1980]. No caso de sistemas distribuidos de

segunda ordem, é feito um raciocinio similar.

Observe que embora os autovalores do sistema direto relacionem-se com
os autovalores do sistema adjunto através da conjugacdo, nao existe evidéncia de
que, para sistemas gerais, as autofuncoes correspondentes a estes autovalores estao

relacionadas.

Por uma questao de ordem, os autovalores e correspondentes auto-
funcoes associadas aos problemas de primera e segunda ordem podem ser enumera-
dos da seguinte forma:

A A A
problema direto ! 2 i

ur(z) wue(z) wus(w)

Por (5.17), os autovalores e as autofuncoes dos problemas adjuntos associados aos
problemas de primeira e segunda ordem diretos podem ser convenientemente enu-

merados:

problema adjunto
vi(x) wva(z) vs(x)

5.2.1 Bi-Ortogonalidade Modal

Nesta secao sera obtida uma relacao de ortogonalidade entre as auto-

funcoes do problema direto e as autofuncoes do correspondente problema adjunto.
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5.2.1.1 Sistemas de Primeira Ordem

Para sistemas de primeira ordem distribuidos, a introducao do problema
adjunto permite estabelecer uma propriedade de bi-ortogonalidade entre os modos

do sistema direto e os modos do sistema adjunto, isto é, para

(AS + R)u(z) =0,
(BS*+ R*)v(z) = 0,

(5.18)

o problema direto e o correspondente problema adjunto, respectivamente. Toma-se
o conjugado na segunda equacao acima e depois o produto interno (5.3) na primeira
equagao por v(x) e na segunda equacao por u(x), e subtraem-se as equagoes resul-
tantes. Usando (5.4), obtem-se a seguinte relagcdo de ortogonalidade para sistemas

de primeira ordem distribuidos:

/0 "\ = ByoSu] dz = 0

e, portanto,

(v, Su) =0, B# N\ (5.19)

Suponha-se que o problema de primeira ordem direto (5.2)

possui uma infinidade de autovalores distintos, ou seja,

MFXNFE N F# -, (5.20)
associados as autofungoes u; (z), us(z), usz(x), --- . Porém, por (5.17) os autovalores
B, P2, Pz, -+, do sistema de primeira ordem adjunto, também serao distintos.

Associados a esses autovalores, considere as autofuncoes vy(x), vo(x), vs(x), -,
respectivamente, e suponha-se que uy(x) e vx(x) sdo completos sobre o espaco L.
Entao a partir de uma conveniente ordenacao dos autovalores e das autofuncoes do

problema direto e do correspondente problema adjunto é possivel assumirmos que
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essas autofuncoes satisfazem a relacao de ortogonalidade

(v, Suj) =0 k#j, kyj=1:00, (5.21)

Y1 = (v}, Suz) #0,  j=1:0c. (5.22)

De fato, o produto interno (5.21) é vélido por (5.19). Ja (5.22) nao é tao direto.
Suponha-se que v;; = 0, neste caso ter-se-ia por continuidade do produto interno

que
o

<ch’l)k,SUj>:0 k#]a kajzl:ooa
k=1

para qualquer seqiiéncia {c;} em Lo, (377, |ck|* < o0,) [Conway, 1990], [Rudin,
1986]. Como foi assumido que os conjuntos {uy, ug, -« -} e {vq, v, - - - } sdo completos
em Ly, decorre que (v, Su;) = 0, para qualquer v em Lo. Mas isso somente seria
possivel para Su; = 0 [Davis, 1963]. Como S é nao-singular, conclui-se que u; = 0.

O que ¢ impossivel, por ser u; autofuncao .

Assim sendo, a expansao das autofuncoes pode ser obtida. Escrevendo,

um vetor qualquer y na forma

Y= chuk(x), (5.23)

onde os coeficientes ¢, podem ser obtidos usando as propriedades de bi-ortogonalidade
(5.21) e (5.22). Tomando o produto interno (5.3) na equacdo anterior por S*v;,

decorre de (5.4) que
(vj, Sy) =c¢j(vj, Su;) j=1:n

e, portanto
<'Uk, Sy>

= U \T).
Y 1 <’Uk, Suk> k( )
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A base {vy, v, w3, ---} gerada pelas autofuncoes vy, vy, vz, ---,
associadas ao problema de primeira ordem adjunto sera referida como sendo a base

modal adjunta.

5.2.1.2  Sistemas de Seqgunda Ordem

Considere-se os problemas de autovalor de segunda ordem direto e ad-

junto
(M*M + \C + K)u(z) =0

(5.24)
(B2M* + BC* + K*)v(x) = 0,

sendo A e u(z) autovalor e autofun¢io associados ao problema direto e f e v(x)

autovalor e autofuncao associados ao problema adjunto, respectivamente.

De maneira andloga ao que foi feito para sistemas de primeira ordem,
obtem-se uma relacao de ortogonalidade entre as autofuncoes do problema direto
e as autofuncgoes do problema adjunto. Toma-se o conjugado na segunda equagao
em (5.24) e a seguir o produto interno na primeira equagao por Sv(zr) e na segunda
equacio por \i(x); entdo, subtraindo as duas equacdes resultantes e usando (5.4),
obtem-se a seguinte rela¢ao de bi-ortogonalidade para sistemas de sequnda ordem

distribuidos

L
/ (ABoMu — vKu) dv =0, )\ # 5, (5.25)
0

ou

(v, (\BM — K)u) =0, A +#5, (5.26)
com o produto interno definido em (5.3).

Suponha-se que o problema de segunda ordem direto (5.2)

possui uma infinidade de autovalores distintos, ou seja,

MAN E N £, (5.27)
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associados as autofungoes uy (), ug(x), us(x), -+ . Porém, por (5.17) os autovalores
b1, Ba, B3, -+ dosistema de segunda ordem adjunto também serao distintos e podem
ser convenientemente enumerados A;, a2, A3, --- . Associados a esses autovalores,
considere as autofuncées vy (x), vo(z), v3(z),-- - , respectivamente, e suponha-se que

ug(x) e vg(x) sdo completos sobre o espago Ly. Entao a partir de uma conveniente
ordenacao dos autovalores e das autofuncoes do problema direto e do correspondente
problema adjunto, é possivel assumirmos que essas autofuncoes satisfazem a relagao
de ortogonalidade

(vj, A Muj — Kuj) =0, j#k (5.28)

Yiz = (vj, \;Muj — Kuj) #0, j=k. (5.29)

A primeira igualdade é direta de (5.26). A demonstracao da segunda é similar aquela

feita para sistemas de primeira ordem.

As relacoes de biortogonalidade acima serao utilizadas para determinar

os coeficientes na expansao

y= chuk(x) (5.30)

k=1

Tomando o produto interno na equagio acima por (A \M* — K*)v;,
obtem-se

<(XJXkM* — K*)Uj, y) = ch«X]XkM* — K*)’Uj, Uk>
k=1
Usando (5.4) e (5.26), tem-se
<’Uj, ()\J)\kM - K)y> = Cj<Uj, ()\J)\]M — K)UJ>

Substituindo (5.29) na equagao acima, escreve-se

;2 = (v, MMM — K)y).
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<’Uj, ()\J)\kM — K)’y>
Y2

Cj:

que, substituindo em (5.30), decorre

— Z <Uk7 (A%{Y\i2_ K)y> Uk({,E),

ou
oo

’Uk, )‘kM K) >
z; ’Uk, )\2M K)uk> Uk(ZE)

A seguir, as autofungoes {uq(z), us(z), us(x), --- } e {vi(x), vo(x), vs(x),

serao utilizadas no calculo da resposta impulso.

5.2.2  Exzpansdo Modal Adjunta da Resposta Impulso Distribuida
5.2.2.1 Primeira Ordem

A resposta impulso hy(¢, x, &) do sistema de primeira ordem

Sug(t,x) + Ru(t,z) = f(t,x)
u(0,2) =up =0

cuja solucao forcada é dada por

t L
u(t,x)zfofo ha(t —r,2.€) f(r.€) dE dr,
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(5.31)

(5.32)

pode ser calculada com o auxilio do problema de autovalor adjunto, para o caso

A # 3, onde A é o autovalor associado ao problema direto e § é autovalor associado

ao correspondente problema adjunto.
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De (5.23), a solugao geral para (5.31) pode ser escrita como sendo
(e ¢]
u(t,z) = ch(t)e)‘ktuk(x), (5.33)
k=1
com ) autovalor do problema direto associado a autofun¢ao ug(x), e cx(t) as coor-

denadas modais.

Para determinar as fungoes ¢ (t), usaremos as propriedades de ortogo-
nalidade, estabelecidas na secao anterior, entre as autofuncoes do problema direto e

as autofuncoes do problema adjunto. Sejam, entao,

(BJS* + R*)’U](.’L') = 0,

(5.34)

os problemas de autovalor direto e adjunto, respectivamente, sendo que por (5.17) os

autovalores do problema adjunto podem ser escritos de maneira conveniente, como

Bj:Xj: ]:100

Derivando ambos os lados de (5.33) em relacao a ¢, obtemos

u(t, z) = Z cn ()M e Dy (z) + Z ép(t)eM Oy ().

00
k=1

Substituindo a equagao acima na primeira equacao em (5.31), e usando o fato que

ug(x) é solugdo do problema de autovalor direto, decorre

Zék(t)ekk(t)Suk(x) = f(t, z).

1

T
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Aplicando o produto interno (5.3) na expressao acima por v;(x), segue
(v, Zék(t)e’\k(t)suk> = (vj, f(t, 7).
k=1

Além disso, pelas relagoes de ortogonalidade (5.21) e (5.22), obtém-se

¢ (1)eN v Suz) = vy, £(t, ). (5.35)

Integrando ambos os lados de (5.35) em relacao a ¢ e dado que ¢(0) = 0, pela

condicao inicial do problema, tem-se

_ tfk(T)@k,f(T,fU» -
() _/0 o (Vk, Sug) o

que substituindo em (5.33), resulta
- ¢
u(t,2) = Nl Mm)e Oy (),
() ; </0 {0k, Sug) v

Como (vg, f(7,€)) é um nimero, com o produto interno dado em (5.3), pode-se

escrever a solu¢ao acima, u(t, x), de forma conveniente, como sendo

ul ) / / i “k(«’l«“)m(f) f(r,€) de dr, (5.36)

Uk:SUk

a qual permite, junto com (5.32), identificar a resposta impulso do sistema de

primeira ordem; isto é, hy(t, z,&) é dada por

Mg (@) (€) |, (5.37)

(2.8 = Y s M u()T(E) = >

1
1 — Tkl

onde ) é o autovalor associado ao problema direto, ug(x) sdo as autofungées do

problema direto, vg(z) sdo as autofungées do problema adjunto e 7 é dada em
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(5.22).

A funcao de transferéncia do sistema de primeira ordem distribuido

pode ser obtida aplicando transformada de Laplace na equagao (5.37), isto é,

Em particular, tem-se a fungao freqiiéncia

e k(iE
Z (1w —)\k

k=1

A férmula (5.37) pode ser simplificada através da normalizagao das

autofuncoes, isto é, tomando

— 1
~ ~ 2
Uy = diug, Vg = di1 U € dkl =
Vi1

sendo 74 dada por (5.22). Portanto, a resposta impulso distribuida normalizada

pode ser escrita

ha(t, @, ) = M Ty ()0x()
k=1

com

U = L

‘ (fOL ﬁkSuk dl‘)l/2

e

. Vg

g

B (fOL ﬁkSuk d:E)l/Q ‘
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A resposta impulso distribuida pode ser expressa matricialmente. Se-
jam ® e ¥ as matrizes cujas as colunas sao autofun¢oes normalizadas, com respeito

a S, do problema direto e adjunto, respectivamente,
O = [uy(x) us(x) us(x) ---], U = [0y(z) Ua(x) v3(x) ---]. (5.38)

De (5.21) e (5.22), tem-se que ;1 = 1, j =1:00. Por (5.33), a solugao geral de

(5.31) pode ser escrita matricialmente, como sendo
u(t,z) = ®eMCO(1), (5.39)

com ¢ a matriz dada em (5.38), A a matriz diagonal formada pelos autovalores

distintos do problema de autovalor direto, denominada matriz espectral e dada por

A 0
A= 0 )\2

e C(t) o vetor coluna de coordenadas modais, ¢;(t). Derivando ambos os lados de

(5.39) em relacao a t, tem-se
u(t, z) = DAMC(t) + DeMC(t),

onde
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Substituindo esse resultado na primeira equagao de (5.31) e usando o fato de que

ug(x) é autofuncao associada ao autovalor \;, para k = 1: oo, decorre
SOMC (1) = f(t, ).

Tomando o produto interno em ambos os lados da equacao acima por W, cujas

colunas sao autofuncoes normalizadas, decorre
C(t) = e (W, f(t, ).
Integrando de 0 a ¢t ambos os lados da equacao acima, tem-se
t
C(t) :/ e M, f(r,2)) dr,

0

ja que C'(0) = 0 pela condicao inicial. Substituindo esse resultado em (5.39), segue
t t rL _
u(t, ) = e ( IR ) df) ~ [ [ @@ W) sir.g) ar e
0 0o Jo
Assim, a resposta impulso matricial pode ser identificada como sendo:
ha(t, 2, ) = @ ()" (E),

onde hy(t, x,&) é uma matriz infinita.

5.2.2.2 Segunda Ordem

A solucao do sistema de segunda ordem,

Muy(t, z) + Cuy(t, ) + Ku(t,z) = f(t,x),

u(0,2) =0 uy(0,z) =0, (5.40)
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vem a ser a resposta forcada

u(t, 7) :/Ot/O ho(t — 7,2, €) (7€) dE dr. (5.41)

Para identificar a resposta impulso hs(t, z, &), serd utilizado o método de variacao

de parametros. Escrevendo
u(t,z) = ch(t)e)‘ktuk(z), (5.42)

substituindo em (5.40) e fazendo a hipétese de Lagrange, tem-se o sistema de

equagoes
> M (tyug(z) =0, (5.43)
k=1
© o0
> ey (t) Muy () = f(t, ). (5.44)

k=1

Para determinar as funcoes c¢i(t), faremos uso da propriedade de ortogonalidade
entre as autofuncoes do problema direto e do adjunto. Para isto, considere-se os

problemas de autovalor de segunda ordem direto e adjunto, respectivamente

(AFM + MC + K)ug(z) =0

5.45
(BIM* + 3;,C* + K*)v;(x) = 0. (>:49)

Aqui A; e ug(x) sao definidos como sendo autovalor e autofuncao associados ao
problema direto e 5; e v;j(x) sdo autovalor e autofuncao associados ao problema
adjunto, respectivamente, sendo que por (5.17) os autovalores do problema adjunto

podem ser escritos de maneira conveniente, como

Bj:Xj: jzloo
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Tomando o produto interno (5.3) em (5.43) por v;(z)K*, e em (5.44)

por \;uj(z) obtem-se:
Ze)‘ktck U], )\k)\ Muk — Kuk> <Uj, )\jf>, j =1:o0c.
Assim, de (5.28) tem-se
ey (1) (vpy NEMuy, — Kug) = (v, Af), k=11 00,
e por (5.29)
M ey ()2 = (vg, Ak f),  k=1:00,
portanto,

) e
er(t) = “he My, f).
Yk2

Integrando de 0 a ¢ ambos os lados da equagao anterior, decorre

c(t) = ﬁ/ e M (v (), f(r, 2))dT, (5.46)

Y2 Jo

onde a constante ¢, (0) é igual a zero pela condigao inicial do problema (5.40).

Substituindo (5.46) em (5.42), decorre

VK2

u(t,x) = fj (2 [ ton@.55.0) ) M)

onde \; é autovalor do problema direto associado a autofungao wug(x), e vg(z) é

autofuncao associada ao problema adjunto. Como (vg, f) é um nimero, tem-se

u(t, ) / (j M 2)06). (7,)) dr

ou

ult,) / / By (A’“ - T’w(z)mg)f(r,o) d dr,

Vk2
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de modo que a resposta impulso pode ser identificada através de (5.41), ou seja

o0

ho(t,z, &) = Z ﬁe’\ktuk(:ﬁ)@k(ﬁ) , (5.47)

1 k2

onde wug(x) sao as autofuncoes associadas aos autovalores A\, do problema de se-
gunda ordem direto, vg(z) sao as autofungées do problema adjunto e 742 a constante

definida por (5.29).

A funcao de transferéncia do sistema de segunda ordem distribuido

pode ser obtida aplicando a transformada de Laplace na equagao (5.47), isto é,

H(S) _ Z ﬁuk(x)ﬁk(é‘)

k2 (s — M)

Em particular, tem-se a funcao freqiiéncia

H(w)) _ Z ﬁuk(x)gk(é‘)

1 Yk2 (w) — )\k)

No cado dos autovalores Ay #0, k =1: 00, a férmula (5.47) pode ser

simplificada escolhendo

~ A — )\2
Up(v) = dpaug(r),  Vp(z) = diavp(x) e d%2 = 7_:2’

e a resposta impulso normalizada é, entao, dada por

halt.©) = 32 5 (o))
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uy(r) = Axty(7) ’
Lo (T () Mug () — Ty () K g (1)) ]2
Ak (LE) )\kvk (fl?)

T UE O3 (@) Mug(z) — T (2) Kug (x)) da] 12

Um outro argumento para a validade da expansao da resposta impulso

em autofuncoes, pode ser encontrada em Yang, 1996b.

A validade da expansao da resposta impulso em autofuncoes implica

que para t = 0,

Para obter a resposta impulso de forma matricial, considere as matrizes
®(z) e ¥(x), cujas colunas sao autofungées do problema direto e do problema ad-
junto, respectivamente, normalizadas com respeito a M e K, isto é, sao tais que por

(5.28) e (5.29) tem-se que 42 = 1, & =1: 00, ou seja
O = [uy(z) uy(x) us(z) ---], U = [0y(z) Ua(x) v3(x) ---] (5.48)

A solugao matricial do problema de segunda ordem (5.40), pode ser escrita, por

(5.42), de acordo com a notagao matricial descrita acima, como sendo

u(t,z) = ®(x)eMCO(1), (5.49)
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com ®(z) dada em (5.48), A a matriz diagonal formada pelos autovalores distintos

do problema de autovalor direto, denominada matriz espectral e dada por

A O
A=10 N -+,
erMt
6At— 0 6/\2t ;

e C(t) o vetor coluna de coordenadas modais, ¢;(t), j=1:cc.

Derivando 2 (duas) vezes ambos os lados de (5.49) em relagao a t,

considerando a hipdtese de Lagrange matricial (5.43)
d(z)eMC(t) = 0
e substituindo em (5.40), segue
(M®(2)A% + CO(z)A + KO(2))eMO(t) + M (z)Ae™C (1) = f(L, ).

O primeiro termo na equagao acima é igual a zero, pois cada fungao ux(z) é auto-

funcao associado ao autovalor A\;; entao,
M®(z)AeMC(t) = f(t,z).
Assim, temos 2 (duas) equagoes

d(z)eMC(t) = 0
M®(z)AeMC(t) = f(t, z),

onde a primeira equacgao é obtida da hipdtese de Lagrange.
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Tomando o produto interno na primeira equacao acima por VK™, e na

segunda por AV, podemos escrever

(BK*, ®eMO(1)) = 0
(AU, MOAMC (1)) = (AT, f(t, z))

ou
(T, KoeMC (1)) =0

(U, AM®AMC (1)) = (AT, f(t,z))

subtraindo as duas equagoes e usando o fato de as autofuncoes serem normalizadas,
isto é,

(U, AM®A — K®) = I,

onde I é a matriz identidade, obtém-se
MO(t) = MU, f(t, ),

de modo que

C(t) = e MA(T, f(t,2))

e, portanto,

Ct) = /0 NN, F(r, 2)) dr.

Substituindo C'(¢) dado acima em (5.49), tem-se

u(t, z) = B(z)eM < /0 e MAM, [(r ) d7> |

e rearranjando convenientemente a expressao acima, segue

u(t, z) = /0 t /0 B(2)eMIAT(E) f (. €) de dr.
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Assim, a resposta impulso matricial de segunda ordem pode ser escrita como sendo

ho(t,z,&) = (D(z)eAtAﬁ(f).

Observacao No caso de modos normais com MT =M >0, C =0, KT = K > 0,
e N =0, tem-se autofungoes reais e tais que ug(x) = vy (x) e autovalores puramente
imagindrios Ay = iwg. Além disso, supondo a normalizacao wuy(z)Mug(z) = 1,

tem-se ug(z) Kug(x) = w?, a constante v, pode ser identificada como

L
Yo =< Yk, O >= / (AfupMuy, — up Kuy,) do = 2X3.
0
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5.3 MODELOS NAO-CLASSICOS DISTRIBUIDOS

5.3.1 Vibragoes em um Modelo Giroscopico para uma Serra de Fita

A reducao de vibracao em sistemas dinamicos giroscépicos em rotacao
ou translacao, por exemplo eixos, serras circulares, correias, serras de fita, e vi-
bracao ativa para sistemas, téem recebido crescente atencao devido a suas impor-
tantes aplicacoes em robética, dinamica de rotores ou maquinas com alta velocidade
de precisao. Nos ultimos anos, alguns pesquisadores tém trabalhado nesse tipo de
problema [Yang, 1994; Wickert e Mote, 1990], com isso, vérios algoritmos para

resolvé-los tém sido desenvolvidos.

A seguir, considera-se um modelo tipo serra de fita que é controlado
através da colocacao de dois sensores e atuadores, Fig. 5.1. Este é um modelo de
natureza giroscopica, sujeito a amortecimento viscoso e material. Como 0 nosso
interesse é o calculo modal adjunto da resposta impulso, os efeitos de controle serao

embutidos dentro de um forcante temporal.

sensores
ﬁ —>

controlador | @

Figura 5.1 Modelo simplificado da serra de fita
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Figura 5.2 Modelo de uma serra de fita com atrito

Assim, o deslocamento transversal w(t, x) é modelado através da equagao

evolutiva adimensional

0? 0 0 o1 0?

@w(t, T) + (2ca—x + d)aw(t, x)+ <@ + (ké* — TO)@> w(t, x)

= f(ta x): S (07 1)5 (550)
e condicoes de contorno

0? 0?
wit,0)=0,  w(t,1)=0, Sowt0)=0 —w(tI)=0,  (551)

onde

¢ = velocidade de transporte

Ty, = tensao na fita
k = constante que depende do sistema de montagem da polia
f = forcante temporal.

(5.52)
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A equacao (5.50) pode ser escrita na forma matricial evolutiva

(M(g—; + (D + g)% + lC) w(t,z) = f(t, ) (5.53)

com

M = 1, operador identidade

D = dI, d: coeficiente de amortecimento viscoso
g = 20%, operador espacial de primeira ordem,
c: coeficiente de amortecimento material
4 2
K = 2t + (ke? — TO)@, operador espacial de quarta ordem.

A busca de solugoes do tipo w(t,z) = eM@(x) para (5.50), leva a res-

olucao do problema de autovalor

o 5 0? o) 5 B
B () + (kc” — TO)@M@ + 2)\68_x¢(x) + (A + X)g(z) =0, (5.54)

onde \ é o autovalor associado a autofun¢ao ¢(x), que deve satisfazer as condigoes

de contorno

A solucao geral da equacao acima é da forma

¢(x) = c191(7) + caga(x) + c3d3(2) + cadha(),

ou na forma matricial ¢(z) = ®C, onde d = (01 ¢o B3 P4] é uma base de solugoes

e C'=lc) eg c3 c4]T um vetor de componentes constantes. Em termos dessa base, o
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problema de contorno pode ser escrito

UC =0, U= BJ, (5.55)
onde
[ 610) 6200 63(0) ()
] ] ¢1(0)  ¢5(0)  ¢5(0)  ¢4(0)
10000000 ¢1(0)  #5(0)  ¢5(0)  ¢4(0)
s_|00 100000 B ¢1'(0)  ¢5'(0)  ¢5'(0)  ¢'(0)
00001000 ¢1(L)  ¢a(L)  ¢3(L) ¢a(L)
(000000 10| (L) &5(L) ¢5(L)  ¢i(L)
¢i(L) ¢5(L) ¢5(L) ¢4(L)
| (L) #y(L) 5" (L) ¢f'(L) |

Os autovalores de (5.54) podem ser determinados escolhendo-se para base a base

dinamica, isto ¢, tomando

$1(x) = h(z), @a(x) = h'(x), ¢s(z) =h"(x), ¢a(z)=h"(z), (5.56)

onde h(z) é a solugao fundamental descrita como solugao do problema inicial

ot , o2 9 ,

h(0) = h'(0) = h"(0) = 0, h"(0) = 1. (5.57)

Com a escolha da base dinamica, tem-se que os autovalores sao raizes da equacao

caracteristica

det(U) = ¢1(L)pa(L) — ¢3(L)s(L) = 0. (5.58)

A forma analitica 0 (shape) dos modos pode ser obtida com a resolu¢ao do problema

(5.55), com ® a base dada em (5.56). Para tanto, serdo utilizadas as condicdes
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iniciais de h(z) em x = 0. Isso implica que ¢3 = ¢4 = 0 e o sistema é reduzido para

hL) WL || e 0
W(L) (L) | | e 0

Decorre que o modo 6 correspondente ao autovalor A é dado por

0 = o(N)h(z, \) + h"(z,\), (5.59)
onde o é o fator
R"(L,\)
o= — Ry (5.60)

e h(z, \) é a solugao de (5.57).

5.3.2  Resposta Impulso

A resposta impulso para o problema é dada por (5.47), isto é,
o0

h(t,z, &) = Z A oty T (€), (5.61)

k=

onde u(z) sao as autofunc¢oes ou modos associadas aos autovalores Ay do problema
de segunda ordem direto, vy (z) sdo as autofungdes ou modos do problema adjunto

e Y € a constante definida em (5.29),

Ye = <’Uk, )\zMuk - Kuk>

Para determinar vy (x), torna-se necessario considerar o problema ad-

junto associado a (5.53), dado por

(M*;Q (D" +G%) 5, 0 -+ lC*) w(t, ) = f(t,2), (5.62)
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onde (*) denota o operador adjunto associado aos operadores espaciais M,C =

D+ G e K, dados por

M= 1,
D' = dI,

) 0

g = 8

. 4 ) 82

Para o problema da fita modelada por uma viga biapoiada, as condi¢oes de contorno
do problema adjunto sao as mesmas que as do problema direto. Assim, a equacao

adjunta evolutiva é

aa—;w(t,x) + (2 c(% — d)a8 w(t, z) + (aa—; + (kc* — To)a82 )W(t,x)
= f(t,x), (5.63)

cujas condicoes de contorno adjuntas sao

2 2

9 9
w(t,00=0, w(t,L)=0, sw(t,0)=0, sw(t.L)=0. (5.64)

Por um raciocinio andlogo ao do problema direto e pelas condi¢oes de
contorno autoadjuntas, obtém-se que a forma analitica dos modos é a mesma do

problema direto, isto é,

0 = a(A\)h(x,B) + b (z, B), (5.65)
onde o é o fator
B h”(L, ﬁ)
o=— LB’ (5.66)

[ é autovalor do problema espacial adjunto, isto é,

o o 9 ,
py (z) + (kc* — T(])ﬁ (z) — 250%1/)(@ + (B + pd)y(z) =0,
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e h(z, f) é a solugao do problema inicial adjunto

Tontw) + st = 1) (@)~ 286 @) + (57 + Bd)h(a) = 0
5 T KC 0) 52 T Cax z r) =

h(0) = K'(0) = K"(0) = 0, A"(0) = 1.

5.83.8 Cllculo dos Autovalores através da Resposta Impulso Discreta

Na resolucao dos problemas espaciais de autovalor direto e adjunto,
pode ser utilizada sua respectiva solu¢ao fundamental h(x). Essa solu¢ao pode ser

obtida na forma espectral para o caso de raizes distintas

h(z) = ; Pe,[();), (5.67)
onde os p; sao as raizes do polinomio caracteristico
P(s) = s* + (kc® — Ty)s* + 2\res + A+ d)y
do problema direto (5.54) ou,

P(s) = s* 4+ (kc® — Ty)s* — 2Bes + B* + df

para o problema adjunto (5.3.2).

Numa forma nao espectral, a resposta impulso pode ser determinada

através de uma inversao da transformada de Laplace

-5(st)
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ou, como uma série de poténcias

onde hy é a solucao discreta fundamental ou resposta impulso discreta da equacgao

em diferencas associada com o problema direto, isto é,

Bira + (KE* — To)hgra + 2Xchgp i1 + (Ad + A?)hy, = 0
h(]:hl:hgzo h3:]_

Para o problema adjunto, tem-se a seguinte equacao para a correspondente resposta

impulso discreta:

hk+4 + (/ﬁ}C2 — Tg)hk+2 — 25Chk+1 + (52 + Bd)hk =0

Uma maneira de obter os autovalores aproximados consiste no uso da
forma nao espectral para h(z) e suas derivadas em séries de poténcias e truncd-las

com N termos. Os valores hy sao obtidos por recursao.

Para os parametros dados na Tabela 5.1, [Yang, 1994] e com N = 100,
foram obtidos para cinco valores do atrito material d, os autovalores listados na
Tabela 5.2. A esta tabela adicionam-se os correspondentes autovalores complexos

conjugados.
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Parametro Valor numérico

c 10
T 100
L 1

K 0.5

Tabela 5.1 Valores dos parametros para o modelo da serra de fita

d=-10 d=-5 d=0 d=5 d=10
2.577+17.164i  1.289+17.3151  17.3651  -1.289+17.3151  -2.577+17.164i
3.956+53.9351  1.977+54.034i  54.0661 -1.977+54.034i -3.956+453.935i
4.778+111.5951 2.388+111.6611 111.682i -2.3884-111.6611 -4.778+111.595i
5.1404-187.5651 2.569+187.6121 187.6271 -2.569+187.612i -5.1404-187.565i
9.2614281.2981 2.630+281.3321 281.3431 -2.630+281.332i -5.2614-281.298i
5.279+393.2371 2.639+393.262i 393.270i -2.639+393.262i -5.2794-393.237i

Tabela 5.2 Autovalores para o modelo giroscépico

5.3.3.1 Caso Giroscépico Nao-Amortecido

No caso giroscépico nao amortecido D = 0 (d=0), o problema é autoad-
junto, de modo que as autofuncoes do problema adjunto sao as mesmas do problema

direto. Portanto a resposta impulso é dada por

=
ht,,6) = “EeMhuy(2)u(8), (5.68)
iy Jk
onde )\ é autovalor associado ao autofuncao u; do problema direto e 4 a constante

definida em (5.29).

Na Fig. 5.3, encontram-se simulacoes dos seis primeiros modos para o
modelo da serra de fita. Na figura seguinte, Fig. 5.4, tem-se a respectiva funcao
impulso associada ao problema nao-amortecido para t=10. Na legenda (Re), indica

a parte real do modo e (Im) a respectiva parte imaginaria.
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—Re

o 072 o4 0% 078 A
~0.05
—0.1-

(b) segundo modo

—Re

0 —Im
(a) primeiro modo

—Re

o —Im
(¢) terceiro modo

—Re

—Im

—0.02

~0.04

~0.06

(e) quinto modo

Figura 5.3

—FRe

—Im
(d) quarto modo

—FRe

—Im

o 072 o4 0% o
—0.02
—0.04

(f) sexto modo

Modos para o sistema giroscépico nao-amortecido
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Figura 5.4 Resposta impulso para o sistema giroscopico nao-amortecido para t=0.5

5.3.3.2 Caso Giroscopico Amortecido

No caso em que D # 0, tem-se a resposta impulso

o
Ak _
h(t,x, &) = Z R Mty (2) T, (€),
ey K
onde u(z) sao as autofunc¢oes ou modos associadas aos autovalores Ay do problema
de segunda ordem direto, vy (z) sdo as autofungdes ou modos do problema adjunto

e 7 a constante definida em (5.29).

Foram realizadas simulacoes para varios valores de amortecimento vis-
coso d. Nas Figs. 5.5-5.7 apresentam-se os modos para o sistema direto, observando-
se que a amplitude dos modos aumenta conforme d diminui, porém mantendo-se a
forma dos modos. Nas Figs. 5.8-5.10, tem-se os modos correspondentes ao sistema
adjunto. Neste caso, a amplitude dos modos aumenta conforme d aumenta, na

mesma razao que a amplittude dos modos diretos diminui.
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— 10
— =0
— =10

— 10
— D
—d=-10

(a) parte real

Figura 5.5 Primeiro modo do sistema giroscopico direto

(b) parte imaginaria

~0.05

(a) parte real

Figura 5.6 Segundo modo do sistema giroscépico direto

(b) parte imaginaria
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(a) parte real

Figura 5.7 Quinto modo do sistema giroscépico direto

(b) parte imaginaria
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(a) parte real

Figura 5.8 Primeiro modo do sistema giroscopico adjunto

(b) parte imaginaria

~0.05

(a) parte real

Figura 5.9 Segundo modo do sistema giroscépico adjunto

(b) parte imaginaria
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(a) parte real

Figura 5.10 Quinto modo do sistema giroscopico adjunto

(b) parte imaginaria
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Figura 5.11 Resposta impulso para o sistema amortecido com d=-10 em t=0.5
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Figura 5.12 Resposta impulso para o sistema amortecido com d=10 em t=0.5
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6 MODOS DE VIBRACAO NUMA VIGA COM ELEMENTO
GIROSCOPICO

Recentemente tem havido bastante interesse no uso de manipuladores
robéticos com bragos, os quais devem ser considerados flexiveis na analise da dinamica
do mecanismo. Neste capitulo, é realizada uma analise modal exata num sistema
desse tipo, com o uso da base dinamica concentrada. Os resultados sao comparados
numericamemte com aqueles fornecidos pelo método de Galerkin com o uso de bases
de aproximacao modal. Foram consideradas, além das vigas fixa-livre e fixa-livre
com massa atarrachada, utilizadas na literatura [Yamanaka et al., 1994], as vigas
fixa-livre com forca axial, fixa-livre com for¢a axial e massa atarrachada, fixa-livre
com forca axial, massa atarrachada e trabalho axial e fixa-livre com forca axial,
massa atarrachada, trabalho axial e efeitos rotatorios. Estas tultimas bases foram
introduzidas por considerar-se que teriam melhor semelhanca com a dinamica do
sistema. Em Yamanaka et al., 1994, é feita uma andlise da estabilidade onde os
autores mostram que o sistema pode apresentar dois tipos de instabilidade: uma
estatica divergente e uma dinamica flutter. A regiao com instabilidade tipo flutter
pode ser removida para uma regiao estavel com apropriados valores da carga externa

e da taxa de giro do rotor. Para vigas giroelasticas veja-se Yamanaka et al., 1996.

6.1 Formulagao do Problema

Considera-se uma viga do tipo fixa-livre com um rotor localizado na
extremidade livre da viga, conforme Fig. 6.1 onde os efeitos de deformacgao por
corte e de inércia rotativa sao desprezados de modo a supor que a viga é do tipo
Euler-Bernoulli. Seja o eixo 0zyz uma estrutura inercial e o eixo Gzyz o local onde
uma estrutura inercial fixa prende o rotor. O rotor é um corpo rigido com massa m

e momentos de inércia .J,,,, J,, e J,, nas direcoes x, y e z respectivamente.

vy
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/4—:_:’/V ’

Y

Figura 6.1 Viga com rotor no final livre

A viga tem comprimento L, com area da secao transversal A, onde a massa da viga
é denotada por M = pAL, e p é a massa por densidade de volume sendo que o
rotor preso no final da viga gira com uma velocidade angular constante w. A rigidez
flexural da viga é assumida constante ao longo do comprimento da viga e denotada
por El,, e EIl,. Denota-se por u(z) e v(z) os deslocamentos nas direcoes = e y
respectivamente. Assumimos uma carga externa P paralela ao eixo inercial z, com-

pressiva e conservativa atuando na extremidade livre da viga.

As equagdes do movimento podem ser obtidas a partir do principio de

Hamilton [Younger, 1958]

t2
5/ L dt =0, (6.1)
t1

onde L =T—V, T é aenergia cinética total e V' é a energia potencial total do sistema.
A energia cinética é composta de duas partes. A primeira parte dessa energia é
devida ao movimento translacional da viga e a segunda parte devida a rotacao do
rotor em torno de seu eixo e também devido a seu movimento translacional como
resultado do movimento da viga. A energia potencial é devida a flexao da viga e ao

trabalho da carga externa conservativa. Dai que o lagrangeano do sistema contém



termos continuos e discretos:
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£ - / A+ 57+ P+ )~ (Bl + BL)

+ + ()2} + { Ty (@) + Juw(V)?} + T

+ Jw, (v'u' —u't")) d(z — L)]dz

onde d( ) é a funcao delta de Dirace ( ) =2 e () = 2.

9z

Substituindo o Lagrangeano acima no principio de Hamilton (6.1) e integrando por

partes, obtém-se as seguintes equacoes para a viga continua giroscopica

El, (u") + P(u") + pA(i) =
EL,(")+ P") + pA(d) =

com condigoes de contorno em 2z = (0 e z = L dadas por

u(0)
v(0)

' (0)

2 (0)

mii(L) — Pu'(L) — Elu" (L)
mi(L) — PV (L) — EL" (L)
ElLyu"(L) + Jyyii' (L) + Joaw,d' (L)
El0"(L) + Jpu' (L) — oo, (L)

(6.2)

As equagoes (6.2) podem ser escritas matricialmente da seguinte forma:

MW + KW =0,

(6.11)
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onde
ul o e o] | EL e 0 |
LM e T e s |
(6.12)

com condicgoes de contorno

3
BiW =Y (A;W9(0) + B;;WY)(L)) =0, i=1.4, (6.13)

=0

onde
7;:1, AlU:[ BlU:O Alszljzo,j:13

i=2, An=1 Ayxy=DBy=DBy =0 Ay=DBy;=0, j=2,3

d2
1= 3, B32—A3g 0, 7=0.3 Bsy = R
0 ij;
—-P 0 —FEI 0
By = By = .
0 —-P 0 —FEI,,
224, A4j—0, j:03 B40:B43:O
Tl w4 El, 0
B41 — YY di? ) d2dt B42 — vy

Aqui I denota a matriz identidade e 0 a matriz nula, ambas de ordem 2 x 2.

A solucao para esse problema, modelado pela equacao diferencial (6.11)
pode ser obtida através do método espectral. Assumem-se solugoes oscilatérias da

forma
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Substituindo a solu¢ao oscilatéria W em (6.11), decorre
[—w? M + Klw = 0, (6.14)

onde w satisfaz as condigoes de contorno obtidas ao substituir W em (6.13). Observe-
se que somente Bsy e By, possuem derivadas temporais. Desse modo, tem-se um

problema de autovalor introduzido através das condigoes de contorno.

Substituindo M e K dadas por (6.12) em (6.14) tem-se

El, O " N P 0 P i pAw? 0 ¢ 0
0 FEI, P 0 O P 0 —pAw? W) 0
ou

El,¢'iv) + P¢" — pAw’é = 0
EL,pliv) + Py" — pAw*)p = 0. (6.15)

Essas equacoes, por serem da mesma forma, possuirao uma mesma base que somente

diferem no momento de inércia. Escrevendo estas bases de solucoes para ¢ e 1) como

= [¢1 2 ¢3 B4
U = [P o g 1,
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o vetor w podera ser escrito matricialmente

1

Co

= 1+ eadrtcsps+cads | | 01 P2 Pz ¢4 O 0 0 0 (P — de

i + by + by + iy 0 0 0 0 2 Y2 3 Uy iy

Em termos da base matricial 6, as condi¢ées de contorno (6.3)-(6.10)

podem ser escritas matricialmente

BOc =0,

onde B é uma matriz 8 x 16 dada por

(10000000 o0 0 0 0 0 0 0 0|
01000000 0 0 0 0 0 0 0 0
00100000 0 0 0 0 0 0 0 0
00010000 O 0 0 0 0 0 0 0
00000000 —mw? 0 -P 0 0 0 -EI, 0
10000000 0 0 —w?Jy, iwlow. EI, 0 0 0
000000DO00O0 0 —mw 0 -P 0 0 0 —EI,
(00000000 0 0 —iwlow: w2y 0  El, 0 0
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0 e z=L, dada

e © é a matriz formada pela base matricial e suas derivadas em z

por

isto é, a matriz de ordem 16 x 8 escrita na forma

#2(0)  ¢3(0)  ¢4(0)

¢1(0)

$2(0)  3(0)  ¥4(0)

¥1(0)

$5(0)  ¢5(0)  ¢4(0)

1(0)

5(0)  ¢3(0)  4(0)

1(0)

¢5(0)  ¢4(0)

2(0)

¢ (0)

5(0)  ¢5(0)  ¢1(0)

1(0)

5'(0)  ¢5'(0)  ¢4(0)

¢1"(0)

1(0)  95"(0)  ¢5"(0)  44"(0)

0
$a(L)

$2(L)  ¢s(L)

¢1(L)

P2(L)  s(L) (L)

1 (L)

@5 (L) ¢5(L)  ¢y(L)

(L)

(L) 95(L) (L) u(L)

0
¢y (L)

¢5(L)  ¢5(L)

¢ (L)

(L) ¢5(L)  ¢i(L)

1(L)

¢5' (L) ¢5'(L)  ¢y'(L)

¢1'(L)

5 (L) ¢5'(L) ¢y (L)

1"(L)

e ¢ é o mesmo vetor dado em (6.16) de ordem 8 x 1.

cao

s

A equa

U = Bo

Uc =0,
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possuird solugoes nao-nulas somente para w, tal que

A(w) = det[U] =0,

chamadas autovalores do sistema. Portanto, para determinar os autovalores é necessario
calcular o determinante da matriz U que é de ordem 8 x 8. Com a introducao de

bases adequadas este calculo pode ser simplificado.

6.2 Base Dinamica

Considerem-se os parametros

para escrever as equacoes (6.15) na forma padrao

o + g?¢" —atyp = 0. (6.17)

A equacao caracteristica, correspondente a equacao acima, é entao

dada por
M+ —at = 0,
a qual possui as seguintes raizes:

)\1 = € )\2 = —€ )\3 =10 )\4 = —15,
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onde

1 1
g4 2 g2 g4 2 g2
— 4 Z Z — 4 g _ 2
\/<a+4>+2 € \/<a+4> 5

Observe-se que em (6.15) tem-se 2 (duas) equagoes que somente diferem no momento
de inércia El,, ou Elyy, o qual acarreta em valores distintos para g,,, gyy, G2z ©

Qyy € portano para 0z, € €,y.

A base dinamica da equacao padrao (6.17) é gerada pela solu¢ao h(z)

do problema de valor inicial

R (2) + g*h"(2) — a*h(z) =0
h(0) = A'(0) = A"(0) =0 R"(0) =1,

e suas derivadas. FEssa solucao pode ser escrita em termos da base espectral

[sin(dz), cos(dz), sinh(ez), cosh(ez)], obtendo constantes aq,as, a3, € ay tais que

h(z) = a;sin(dz) + ag cos(dz) + ag sinh(ez) + a4 cosh(ez)

h(0) = K(0) = R"(0)=0  h"(0) = 1.

Decorre que

hz) = ﬁ(—%sin(éz)qL%sinh(ez)) (6.18)
() = ﬁ(—cos(éz)—l—cosb(ez)) (6.19)
Wi(z) = ﬁ(ésin(éz)%—esinh(ez)) (6.20)
B(z) = — (8 cos(52) + & cosh(ez)) . (6.21)

€2+ 02
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6.3 Calculo dos Modos de Vibracgao e das Freqiiéncias

Para resolver a equagao Uc = 0, escolhem-se as bases (6.16) em termos
de h, de modo a colocar o maior niimero de zeros na matriz dos coeficientes U, isto

¢1(0) = hy((]) =0, ¢2(0) = h;(()) =0, ¢3(0) = hg(o) =0, ¢4(0) = h;/”(o) =1,

$1(0) = ha(0) = 0,42(0) = h3(0) = 0,43(0) = hi(0) = 0,14(0) = hz/(0) = 1,

com h, e h, da mesma forma que h, dado por (6.18)-(6.21), mudando somente § e
e conforme seja utilizado o valor de EI,, ou EI,,, respectivamente. Dessa forma,
no sistema Uc = 0 os valores iniciais de h levam a obter ¢ = ¢4 = ¢ = ¢}, = 0,
reduzindo esse sistema de ordem 8 X 8 nas incégnitas ¢i, o, c3, ¢4, €}, ¢, 5, ¢y para

um sistema de ordem 4 x 4 nas incognitas ci, ¢z, ¢, ch:

Uc=0 (6.22)
Aqui i i
U u,, U U’
2 P2 e Tl ., c=lci e ) )T
| Un Uy Ui Ul
ou

T

U:[Ul,l U1,2}a c=ler ¢ ) 6],
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com os blocos de ordem 4 x 2, dados por

[ —mw?6,(L) = PG{(L) — BLy¢{! (L) —muw’és(L) = PY,(L) — Bl ¢4 (L)

b | )+ L) w0 (L) + Bl ¢4(L)
0 0

I —iwJ,,(wz)¢| (L) —iwJ,,(wz)phy(L) |

[ 0 0
b i (w2) ] (L) i (w2) (L)

i (L) = PYi(L) = ElLgt{!(L) —mus(L) — Py(L) = BLyyf'(L)
—w? Lo} (L) + BLg} (L) —w? Loyt (L) + BLoyh(L)

Desse modo, as freqiiéncias sao as raizes da equagao det(U) = 0.

Deve ser observado que com o uso da base dinamica ¢, = ¢} e 1y = /]
a segunda e quarta colunas da matriz U sao as derivadas da primeira e terceira
colunas, respectivamente. Assim, por eliminagao gaussiana, o sistema (6.22), com a

estrutura mencionada, transforma-se em

UH UIH O O C1 0
0 7U21U1bzlunu21 Uos Ui, Co _ 0
0 0 U33 Ué3 Cll 0
det(U)
L 0 0 0 (UnUy—U3;Ua1)Uss | | ¢ J | 0 i

O determinante de U, det(U), pode ser isolado, pré-multiplicando o sistema acima

pela matriz

1 0 0 0
0 Uy 0 0
0 0 1 0
|00 0 (UnUjy — UjyUap)Uss |




Decorre

Un U, 0 0 €1 0
0 UxnUj; —UpUy UpUsg Up Ui, ¢2 0
0 0 Uss Uss c 0
0 o« Jlal Lo
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Assim, supondo que det(U) e (U1;Uy — Uj;Uz) nao possuem zeros em comum,

ec =det(U) =0 (6.23)

vem a ser a equacao caracteristica do sistema.

Por retrosubstituicao e proporcionalidade, obtém-se

mw?y(LL) + P@y(LL) + El,,¢4(LL)
mw?¢y(LL) + Pé(LL) + El,¢Y'(LL)’

CcC1 =

62:]_

muws(LL) + Py, (LL) + ElL,0,(LL)

U —
T T mw? (LL) + Py (LL) + EL,o!"(LL)’

Os modos sao dados por

u = oyhy(2) + hy(2)

v = 0,he(2) + h(2), (6.24)

onde

__ mw’h(LL) + P,(LL) + FT,,h(LL))
Y~ mw?h,(LL) + Phi(LL) + El,,h"(LL)

(6.25)

 mw?h,(LL) + PH,(LL) + EI,h.(LL))
7 = w?h, (LL) + PR.(LL) + E1 k" (LL)"

(6.26)



Parametro Valor numérico Unidade
El,, 57.5 Nm?
EI,, 57.5 Nm?

M 0.276 kg
L 1.0 m
p 2.762103 kg/m?
A 1.021074 m?
m 0.276 kg
J,. 0.276 kgm?
Jyy 0.276 kgm?
p 500 N

Tabela 6.1 Valores dos parametros para a viga giroscépica
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As 12 (doze) primeiras freqiiéncias ezatas obtidas resolvendo-se a equacao (6.23),

foram calculadas para os valores dos parametros que constam na Tabela 6.1, [Ya-

manaka, Heppler e Huseyin, 1994].

wi = 20.37588592
w3 = 306.6174260
ws = 867.1421492
wr = 1719.191186
wy = 2854.442129
wiy = 4247.330438

we = 198.7515807
wg = 309.9095266
we = 867.3970952
wg = 1719.388661
wio = 2860.073430
wig = 4317.112540

(6.27)

Observe-se que essas freqiiéncias, a partir da terceira, aparecem aos

pares, dai que a forma dos modos, em pares, a partir do terceiro, é muito parecida.

Abaixo encontram-se os 12 (doze) primeiros modos para as freqiiéncias

acima. Note-se que u e v dados por (6.24) para os parametros na Tabela 6.1 sao

iguais, de modo que foi plotado apenas um deles, u, para as 12 (doze) primeiras

frequéncias.
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Figura 6.2 Modos de

uma viga fixa-livre com rotor

e

forca axial
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6.4 Bases de Aproximagao para os Modos de Vibracao

As freqiiéncias e os modos podem ser aproximados através do uso do

método de Ritz. Nesse sentido, considera-se bases de elementos de aproximacao

Bro oy e Dy Wr ey Ny

para
N
u(z,t) =Y Apdm(z)e™ (6.28)
m=1
N
v(z,t) = Butn(2)e™, (6.29)
n=1

onde Aj e By sao parametros a serem determinados da maneira seguinte. Substitui-
se essas aproximagoes na integral do lagrangeano (6.1), integra-se por partes no

espaco e agrupa-se os termos, obtendo-se para cada incremento arbitrario 6B
BT [~w*M +iw G + KB = 0.
Assim, o vetor B satisfaz
[—w*M+iw G+ KB =0

para

BT:[A1 Ay -+ Ay B, By, --- By |,

onde M = [my;], G = [gk;], K = [kk;] sdo matrizes de ordem 2N x 2N dadas por

(
— [ pAGb;dz — [mend; + Jy b 051E, k=1:N,j=1:N
< 0, k=1:N,j=N+1:2N
mkj—
— [, pAYpdz — [migtp + Teatlptf), k=N +1:2N,j=N+1:2N
\ 0, k=N+1:2N,j=1:N

(6.30)
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( 0, k=1:N,j=1:N
Jw,dh a0t " k=1:N,j=N+1:2N
0, k=N+1:2N,j=N+1:2N
L[—mezdﬁcﬁbﬂg, k=N+1:2N,j=1:N
e
(
[ (P, — EL,}e") d, k=1:N,j=1:N
0, k=1:N,j=N+1:2N
ki =14 . (6.32)
Jy (Po — ELgpidy))dz, k=N+1:2N,j=N+1:2N
0, k=N+1:2N,7=1:N

A matriz M é simétrica positiva definida, G é anti-simétrica e I é
simétrica. A equacado caracteristica, aproximada pelo método de Ritz, pode ser

obtida resolvendo-se o sistema (6.4), o qual possui solugao nao-nula se e somente se

ecq = det[—w’ M +iw G + K] = 0. (6.33)

Observe que por M e I serem simétricas e G anti-simétrica para cada raiz w de

(6.33), tem-se que —w e W também sdo raizes, ou seja para A(w) = 0 temos que
eco(—w) = det|—(—w’)M +i(~w) G + K] = det[—w’ M +iw G+ K] = 0.

Analogamente para ec, ().

As 2N raizes positivas de (6.33) fornecem aproximagoes para as primeiras

2N freqiiéncias exatas wq, wo, ***, Wap.
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Em particular, escolhendo duas funcoes bases para u e v (N = M = 2)

em (6.28) e (6.29) tem-se, respectivamente

u(z,t) = (A1 + A2¢2(Z))6M
v(z,t) = (Bt + Bathy(2))e™",

onde

BT: Al A2 Bl B2

e M, G, e K sao matrizes de ordem 4 x 4, dadas por



L
pAPTdz — [meT + Jyy ¢ ]

foL -

pAG1dadz — [mb1d2 + Jyyd by

foL -

[_Jzzwz(;b’lw’l]él [_Jzzwzqﬁgwll]
L [—JZZUsz)’lwé]OL [—Jzzwzd’éw,z]

JE (P2~ Bryys?) d= [F (Poloy — BIy

J& (Pooh — Elyyoy o) d=  [F (Po? - BTy

K

0
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Li

Jo

pAp1¢adz — [me1d + Jyyd ]

pAS3dz — [me3 + Jyy 65 o

foL -

0 Jo —pA¥idz — [my? + Jooy?]y
0 foL —pA1Y2dz — [m’l/)11/12 + Jzzwll"/)g](l;
[Teswei 9]y [Teswaeiwh]y
[Teswedhtl ]y [Teswaehh]y
e
o 0 0
g 0 0
yol ¢4 ) dz 0 0
y¢'2'2) dz 0 0

JE (P¢’12 - EIzm/J'l'Q) dz JE (PY)wh — Elzavl$Y) d=

JE Pyl — Blaaglvy) d= [E (Py - Bloayl?) dz
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6.4.1 Bases Consideradas

As seguintes bases de aproximacao sao formadas com os modos de vigas
Euler-Bernoulli com variadas condicoes de contorno e efeitos axiais, rotatorios e
flexurais.

e B1: fixa-livre

e B2: fixa-livre com massa atarrachada

e B3: fixa-livre com forca axial

e B4: fixa-livre com forca axial e massa atarrachada

e B5: fixa-livre com forca axial, massa atarracahada e trabalho axial

e B6: fixa-livre com forca axial, massa atarrachada, trabalho axial, e

efeitos de rotacao e flexurais

Os modos para as 6 (seis) bases consideradas acima, sao da forma (6.24):
6 =och+h (6.34)
onde h = h(z,w), corresponde a solugao dinamica

X" 4+ g’X" —a'X =0 (6.35)

, P , a'EI
“ Bl YT A

9 (6.36)

O caso g = 0 corresponde a Euler-Bernoulli sem forca axial com § = € = a, e 0 caso
g # 0 corresponde ao problema com forca axial. O parametro da forma o é dado

por
hl/l (L
- h”(L)

~—

o =

(6.37)
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para os primeiros 5 (cinco) casos e para o tultimo é dado por

_ —h"(L) +ah"(L) Wi
o = h”(L) — ah’(L) s o = ﬁ (638)

As freqiiéncias para as vigas acima sao obtidas resolvendo a equacao caracteristica

ec; =det(U;) =0, j=1:6

da equacao modal

Ujc=0
onde
U, =B;0
L 61(0) 620)  65(0)  64(0) |
O(0)  4(0)  @4(0)  ¢4(0)
1(0)  #4(0)  ¢4(0)  $L(0)
o | O #O O #O) |
¢1(L)  ¢2(L) ¢s3(L)  ¢a(L)
OU(L) (L) @h(L) (L)
SUL) $y(L) GYL) (L)
Gr(L) (L) ey(L) (L) |

com [¢1, @2, @3, ¢4) uma base de solugdes de (6.35) e B; a matriz de coeficientes
correspondente as condigbes de contorno fixa-livre (B;) e fixa-livre com massa atar-

rachada (By) com (Bj3) ou sem (B,) for¢a axial, dadas, respectivamente, por

1 0000O0

0 0 1000 0 0O O
01 00O0O0O0TGO 0100 0 0O0 O
B, = Bg = s B, =By =
00 00O0O0T1FO0 0000 O 01 0
00 0O0O0O0TO01 0000 mw2 00 EI
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e para condicoes de contorno fixa-livre com forga axial, massa atarrachada e trabalho
axial (Bs) e fixa-livre com forga axial, massa atarrachada, trabalho axial e efeitos de

rotacdo (B,) dadas, respectivamente, por

1000 O 00 O 1000 O 0 0 0

060100 0 OO0 O 01 00 O 0 0 0
B5 — s Bﬁ —

0000 0O 01 0 0000 0 —-w?J EI 0

0000 mw? PO EI 000 0 mw? P 0 EI

Para os valores dos parametros dados na tabela 6.1, as primeiras freqiiéncias
correspondentes aos 6 (seis) tipos de vigas, cujo os modos 0; = o(w,;)h + 1/, j=
1 : 12 constituem bases de aproximacao de Ritz a serem utilizadas nas simulacoes

a seguir, sao dadas por:
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base 1 base 2 base 3 base 4 base 5 base 6

50.74 22.47 70.61 36.26 174.44 35.08

318.04 234.55 275.70 182.73 677.07 307.20

890.52 734.62 842.49 697.66 1459.99 867.24

1745.07 | 1518.41 | 1692.93 | 1461.22 | 2527.87 | 1719.29

2884.72 | 2586.99 | 2830.33 | 2528.59 | 3880.77 | 2857.23

4309.28 | 3940.42 | 4253.42 | 3881.23 | 5518.67 | 4280.67

6018.74 | 5578.73 | 5961.86 | 5519.01 | 7441.56 | 5989.37

8013.12 | 7501.93 | 7955.48 | 7441.66 | 9649.44 | 7983.16

10292.41 | 9710.03 | 10234.19 | 9652.14 | 12141.48 | 10262.01

12856.61 | 12203.03 | 12797.92 | 12097.06 | 14934.74 | 12825.85

15705.71 | 14980.94 | 15646.65 | 14921.82 | 17744.06 | 15674.67

18838.73 | 18043.75 | 18780.36 | 17955.05 | 20722.34 | 18808.45

Tabela 6.2 Freqiiéncias para as 6 (seis) vigas consideradas

6.4.2 Simulacoes Numéricas

A seguir, foram obtidas as 12 (doze) primeiras freqiiéncias aproximadas
(Tabelas 6.3-6.8) e os modos correspondentes, utilizando-se as bases de aproximacao
consideradas anteriormente com N=1, ou até com N=6 elementos, onde N é o
nimero de fungbes base para u e v em (6.28) e (6.29). A freqiiéncia correspon-

dente a primeira coluna é a freqiiéncia exata dada em (6.27).



6.4.2.1 Base 1

| w |[|N=1|N=2|N=3| N=4| N=5 | N=6 |
20.37 3.98 4.56 6.33 7.65 9.88 11.97+2.91
198.75 | 116.51 | 35.47 23.83 19.58 15.26 11.97-2.9i
306.62 45.14 33.72 30.39 28.09 26.79
309.91 198.97 | 198.79 | 198.79 198.79 198.79
867.14 44791 | 395.58 | 374.05 360.01
867.40 450.76 | 398.72 | 377.24 363.22
1719.19 1153.59 | 1053.64 | 1022.92+1.4i
1719.39 1157.19 | 1069.36 1022.92-1.4i
2854.44 2162.23 | 2049.90+-21.2i
2860.07 2183.01 | 2049.90-21.2i
4247.33 3485.43
4317.11 3511.80

Tabela 6.3 Freqiiéncias aproximadas e estranhas para viga Euler-livre
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6.4.2.2 Base 2
| w |N=1|N=2|N=3|] N=4 N=5 | N=6 |

20.37 3.62 5.20 10.07 11.55+4.2i 10.9145.91 | 10.58+6.7i
198.75 | 123.94 | 27.26 14.75 11.55-4.2i 10.91-5.9i | 10.58+46.7i
306.62 35.95 27.68 25.83 24.46 23.75
309.91 198.87 | 198.87 198.82 198.81 198.80
867.14 392.97 357.36 344.26 355.76
867.40 395.68 360.41 347.39 338.95
1719.19 1049.68+0.8i 985.42 956.96
1719.39 1049.68-0.8i 987.75 959.18
2854.44 2006.92 1922.26
2860.07 2017.50 1924.85
4247.33 3265.96
4317.11 3273.19
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Tabela 6.4 Freqiiéncias aproximadas e estranhas para viga Euler com massa atar-
rachada



6.4.2.3 Base 3

| w |[|N=1|N=2|N=3| N=4| N=5 | N=6 |
20.37 3.58 4.82 6.19 7.70 9.73 11.97+2.91
198.75 | 126.50 | 33.64 24.41 19.47 15.49 11.97-2.9i
306.62 43.40 34.20 30.33 28.17 26.79
309.91 198.90 | 198.80 | 198.79 198.79 198.79
867.14 445.61 | 396.89 | 373.98 360.43
867.40 448.52 | 400.03 | 377.10 363.69
1719.19 1153.53 | 1066.81 | 1023.19+42.7i
1719.39 1154.31 | 1068.92 1023.19-2.7i
2854.44 2159.46 2036.94
2860.07 2184.06 2067.83
4247.33 3486.724-27.3i
4317.11 3486.72-27.3i

Tabela 6.5 Freqiiéncias aproximadas e estranhas para viga axial-livre
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6.4.2.4 Base 4

| w |[N=1|N=2|N=3|] N=4 | N=5 | N=6 |
20.37 | 264 | 590 | 9.46 | 11.50+4.4i | 10.93+5.9i | 10.57+6.6i
198.75 | 143.56 | 24.42 15.63 11.50-4.4i 10.93-5.91 10.57-6.61
306.62 33.66 27.97 25.71 24.49 23.73
309.91 198.90 | 198.85 198.82 198.81 198.80
867.14 389.71 358.01 343.92 335.88
867.40 392.47 361.07 347.05 339.07
1719.19 1046.16 987.20+1.51 955.39
1719.39 1048.07 987.20-1.51 959.82
2854.44 2006.11 1923.66+6.6i
2860.07 2014.21 1923.66-6.61
4247.33 3266.97422.71
4317.11 3266.97-22.71

Tabela 6.6 Freqiiéncias aproximadas e estranhas para viga axial-livre com massa
atarrachada
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6.4.2.5 Base b
| w |[N=1|N=2| N=3 | N=4 | N=5 | N=6 |

20.37 3.58 3.04 2.85 2.76 2.70 2.67
198.75 | 198.90 | 198.83 | 198.81 198.79 198.78 198.77
306.62 382.88 | 351.66 | 337.88 330.10 325.44
309.91 385.80 | 354.86 | 341.17 333.41 328.80
867.14 1044.11 | 982.66 955.234+1.0i | 938.76+1.61
867.40 1044.46 | 986.50 955.23-1.01 938.76-1.61
1719.19 2002.35 | 1922.62+10.01 1865.98
1719.39 2014.93 | 1922.62-10.0i 1895.34
2854.44 3267.56+11.51 3101.07
2860.07 3267.56-11.51 3229.29
4247.33 4781.82
4317.11 4890.92

Tabela 6.7 Freqiiéncias aproximadas e estranhas para viga axial-livre com massa
atarrachada e trabalho axial
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6.4.2.6 Base 6

| w |[N=1|N=2|N=3] N=4 | N=5 | N=6 |
20.37 10.07 | 10.07 | 10.07 10.07 10.07 10.07
198.75 | 122.17 | 121.87 | 121.86 121.86 121.86 121.86
306.62 306.50 | 306.50 306.50 306.50 306.50
309.91 308.74 | 308.74 308.74 308.74 308.74
867.14 867.14 867.14 867.14 867.13
867.40 867.37 867.37 867.37 867.38
1719.19 1719.29+40.04i | 1719.294-0.1i 1719.21
1719.39 1719.29-0.04i 1719.29-0.1i 1719.36
2854.44 2856.994-0.061 | 2857.06+0.2i
2860.07 2856.99-0.061 | 2857.06-0.2i
4247.33 4269.04
4317.11 4269.52

Tabela 6.8 Freqiiéncias aproximadas e estranhas para viga axial-livre com massa
atarrachada, trabalho axial e efeitos de rotacao e flexurais
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Observa-se nas bases apresentadas anteriormente que as freqiiéncias
vao diminuindo de modo tal que desaparecem ou aproximam-se de uma raiz exata,
com excecao das espurias. Observa-se a ineficiéncia do método de Galerkin na
obten¢ao da 1% (primeira) freqiiéncia. A 2% (segunda) freqiiéncia exata aparece bem
aproximada em todas as bases, com excecao da base 6 (seis), mesmo utilizando-se

um baixo numero de elementos nas bases.

Observou-se ainda que quando se aumenta o nimero de elementos na
base, as duas primeiras freqiiéncias calculadas sao oscilacoes complexas. Acredita-
mos que sao espurias, uma vez que os seguintes valores calculados aproximam-se dos

exatos, caso contrario fornecem instabilidades numéricas.

Além disso, a partir da 3% (terceira) freqiiéncia, a melhor base de
aproximacao, das 6 (seis) apresentadas aqui, que melhor representa as freqiiéncias
exatas é aquela que carrega mais informacoes sobre as condicoes de contorno do
problema, ou seja, a base 6 (seis). As primeiras 5 (cinco) bases introduzem, conforme
aumenta o nimero de elementos da base, raizes que consideramos estranhas, ou
por serem complexas ou muito diferentes das freqiiéncias exatas. Temos que a 2°
(segunda) freqiiéncia exata aparece bem aproximada para todas as bases, exceto

para a base 6 (seis).

Na figura a seguir, Fig. 6.3, foram comparados alguns modos obtidos
com as bases de aproximacao (B1 — B6) com o modo exato, obtido com o uso da

base dinamica.

A Fig. 6.3a ilustra os modos correspondentes a 2% (segunda) freqiiéncia,
obtidos pelo método de Ritz, onde as bases de 1 (B1) a 5 (B5) aproximam melhor do
que a base 6 (B6). Nessa figura, os modos correspondentes as bases (B1), (B2), (B3)

e (B5) coincidem com o modo correspondente & base (B4).
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Os modos correspondentes a 3% (terceira) freqiiéncia, Fig. 6.3b, ou
maior freqiiéncia, sao melhor aproximados pela base 6 (B6). Nessa figura, o modo

correspondente a base exata coincide com o modo correspondente & base (B6).

Quando a massa é 50% da rigidez flexural, a base 6 (B6) apresenta 6timo
desempenho modal a partir da 2% (segunda) freqiiéncia, sendo que para a primeira
freqiiéncia, Fig. 6.3c, a base 4 (B4) apresenta um desempenho melhor que a base 6

(B6). Para as outras freqiiéncias, a base 4 (B4) apresenta um bom desempenho Fig.

6.3d.

A Fig. 6.3e mostra que o desempenho da base 4 (B4) em relagao a 2°
(segunda) freqiiéncia nao é bom. Para as outras freqiiéncias, a base 4 (B4) apresenta
bom desempenho. Além disso, a base 6 (B6) apresenta 6timo desempenho desde a
1% (primeira) freqiiéncia. A Fig. 6.3f exibe o desempenho da base 4 (B4) e da base
6 (B6) para a 4* (quarta) freqiiéncia, sendo melhor o desempenho da base 6, (B6).

Nesse caso, a massa aproximada foi 100% da rigidez flexural.
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7 CONCLUSOES

Neste estudo foi elaborada uma metodologia direta, através da andlise
modal adjunta, para sistemas vibratorios descritos por modelos evolutivos concen-
trados e distribuidos de segunda ordem, a qual utilizou de maneira eficiente a base
dinamica, gerada pela resposta impulso, seja em modelos classicos ou em modelos

nao-classicos.

A teoria dos sistemas de primeira ordem foi considerada com o intuito
de apreciar a extensao de suas carateristicas para os sistemas de segunda ordem, bem
como de poder facilmente transportar-se a literatura, pois é freqiiente encontrar a
denominada metodologia do espaco de estado, que reduz um sistema de segunda

ordem para um de primeira ordem.

A partir da teoria desenvolvida diretamente para sistemas de segunda
ordem, foi possivel considerarmos aplicacoes destes sistemas e determinar sua solugao
diretamente no espaco fisico do problema, sem transformé-lo num sistema de primeira
ordem. A transformacao de um sistema de segunda ordem em um sistema de
primeira ordem muitas vezes acarreta perdas importantes, como a da simetria ou a

da positividade dos coeficientes, quando presentes num sistema de segunda ordem.

Simulagoes numéricas foram realizadas com modelos giroscépicos,
amortecidos e acoplados. Os autovalores e modos associados a esses sistemas foram
obtidos com o uso da base dinamica, gerada pela solucao dinamica, associada ao
problema modal espacial, que, devido a suas condicoes de contorno, permitiu uma

reducao significativa no calculo dos mesmos e, portanto, na resposta do sistema.

No desenvolvimento deste estudo, foram introduzidos dois tipos de
problemas adjuntos: um de natureza evolutiva e outro de natureza espacial. Na
literatura, o conceito de adjunto é restrito aos coeficientes espaciais do modelo e

nao é muito discutido o conceito de modelo evolutivo adjunto. A conceitualizacao
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permitiu considerar modelos nao-classicos que permitem desacoplamento, através

do método modal adjunto.

A ortogonalidade modal, existente nos sistemas cldssicos em que a sime-
tria é uma caracteristica preponderante, foi estendida para modelos nao-classicos,
através do conceito da biortogonalidade entre os modos do sistema original e os mo-
dos correspondentes ao sistema adjunto. O ordenamento dos autovalores e modos
dos problemas direto e adjunto é importante na utilizacao da propriedade de bi-
ortogonalidade, pois permite a obtengao da resposta do sistema como uma expansao
modal. Em particular, foram obtidas expansoes modais para a resposta impulso e
funcao de transferéncia. Essas expansoes foram obtidas de maneira bastante geral,

sendo que, para sistemas classicos, reduzem-se as encontradas na literatura.

Através do método modal adjunto, pode-se calcular a resposta impulso
de modelos concentrados nao-classicos, com varios graus de liberdade, coeficientes
nao simétricos e efeitos giroscopicos. Junto a andlise modal adjunta, o método de
Galerkin aplicado em um problema de vibragoes transversais de uma corda acelerada
axialmente permitiu a realizacao de simulagoes numeéricas com o uso do software
simbdlico para sistemas concentrados de até 35 graus de liberdade, nao comum na

literatura.

O método modal classico foi utilizado no estudo de um problema dis-
tribuido com atrito proporcional de Rayleigh, considerando que neste modelo foram
incorporados efeitos de fronteira e da forca externa. Foi introduzida uma excitacao
que permitiu juntar ambos os efeitos, sendo possivel expressar a resposta do sis-
tema como uma integral de convolucao com uma resposta impulso apropriada, em

analogia a resposta forcada de um sistema.

O célculo de autovalores com o uso de uma aproximacao polinomial

para a solucao dinamica espacial, num modelo nao-cldssico giroscopico para uma
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serra de fita, resultou ser um bom procedimento em comparacao ao uso de férmulas

espectrais para a solucao dinamica. A solucao dinamica foi obtida por recursao.

Foi realizada uma andlise modal exata e aproximada com o uso da
formulagao dinamica num sistema giroscopico com acoplamento dos deslocamentos
através de condicoes de fronteria. O uso da base dinamica espacial, numa metodolo-
gia exata, permitiu obter os modos em termos dos elementos da base dinamica e um
fator de forma. Estes resultados foram comparados com os obtidos pelo método de
Galerkin com variadas bases de aproximacao. A base de aproximagcao com elementos
que provém da andlise modal de uma viga fixa-livre com forca axial e massa atar-
rachada e que incorpora as condicoes de contorno do problema, a saber, trabalho
axial, efeitos de rotacao e flexurais, foi a que melhores resultados apresentou em

comparacao aos valores exatos.

Como conclusao geral, é importante salientar que o uso da base dinamica
permitiu uma abordagem nova e eficiente na obtencao das respostas dos sistemas,
seja em modelos cldssicos através do método modal direto ou em modelos nao-
classicos obtidas com o auxilio do método modal adjunto. Dentre os modelos
nao-classicos considerou-se os que envolvem efeitos giroscépicos, coeficientes nao-

simétricos ou acoplamento das condicoes de contorno.

As simulagoes numéricas foram realizadas com o auxilio do Maple;

sempre que possivel, os resultados foram comparados com o Matlab.
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Apéndice A FORMULACOES DE ESTADO

Na literatura, a busca de solucao para um sistema de segunda ordem
do tipo,
Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t) (A.1)

onde M, C' e K sao matrizes de ordem n, geralmente passa por uma mudancga de
variavel, chamada espaco de estado, a qual reduz o sistema de segunda ordem em
um sistema de primeira ordem e entao calcula-se sua solucao .

No entanto, essa reducao de ordem no sistema de segunda ordem implica em perdas

importantes nos coeficientes matriciais do sistema reduzido de primeira ordem.

A seguir, serao ilustradas algumas formulacoes comumente usadas na

literatura [Ginsberg, 2001].

A.1 Reducao Nao Simétrica mais Usada na Literatura

Considere o sistema (A.1), onde M, C' e K sao matrizes simétricas, com
M e K positivas definidas. Cabe salientar que esse é o tipo de sistema que mais

aparece na literatura.

Introduzindo as variaveis de estado, naquele sistema

podemos obter o novo sistema de primeira ordem

Z(t) + Az(t) = F(t), (A.2)
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onde

0 —I 0
A= e F(t) =
MK M-'C M)

Observe que nesse caso, a matriz A, de ordem 2n, coeficiente do sis-
tema reduzido de primeira ordem é nao-simétrica. Além disso, o sistema perdeu a

positividade dos coeficientes.

A.2 Coeficiente Nao Identidade da Derivada e Coeficiente Nao
Simétrico do Estado

Considere, novamente, o sistema (A.1), onde M, C' e K sao matrizes

simétricas, com M e K positivas definidas.

Introduzindo as varidveis de estado, no sistema (A.1),

podemos obter o novo sistema de primeira ordem

Sz(t) + Rz(t) = F(t), (A.3)
onde
1o 0 -1
lom]| | K c
Fiy = |
f(@)

Observe que, nesse caso, a matriz .S, de ordem 2n, é simétrica e positiva

definida. A matriz R, no entanto, é nao-simétrica.
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A.3 Coeficientes Simétricos na Equacao de Estado com Perda de
Positividade

Considere o sistema (A.1), onde M, C' e K sao matrizes simétricas, com

M e K positivas definidas.

Introduzindo as varidveis de estado no sistema (A.1),

podemos obter o novo sistema de primeira ordem

Sz(t) + Rz(t) = F(t), (A4)
onde
-K 0 0 K
S = , R= (A.5)
0 M K C
0
F(t) =
f(t)

Aqui, a matriz S, de ordem 2n, coeficiente do sistema de primeira or-
dem, é simétrica; porém, com essa mudanca de estado ela nao é positiva definida,

como M no caso de sistemas de segunda ordem. A matriz R é simétrica.
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Apéndice B INDEPENDENCIA LINEAR POR RECURSAO

Para mostrar que as colunas de

U
b =

Ak U

sao linearmente independentes da relacao

(o1 Vg Vop 0
CYl +OZ2 ++a2n e s (B].)
A1y Aoy Aon U2y, 0
deve-se concluir que a; = s = -+ - = an, = 0.
Definindo
A(] = 1 + (65X R o Von (B2)
e
By = ay vy + agAovg + - - -+ aop Ao Vo, (B.3)
tem-se que

Ay = MAg — By = aa(A — Aa)vg + az(A — A3)ug + + -+ + qan (A1 — Agp)vap.

Para obtermos Bj, de modo que A; e B; preservem a forma definida em (B.2) e

(B.3), respectivamente, isto é

Ay = ag(A1 — A)vg + az(A1 — A3)vg + -+ - + g (A — Aap)van

By = agAa(A1 — Ag)va + agAs(A — A3)us + - - - 4+ QanAon (A1 — Aan ) Von,
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utilizamos o fato que
(MM +MC + K)oy =0, k=1:2n.
Mais precisamente, das relagoes

2n 2n
CB(] + KA(] = Zak()\kC’ + K)Uk = _ZakM)‘zvk

k=1 k=1
¢ 2
MMBy =" aphi Ay Muy,
k=1

segue que

2n

MMBy+ CBy+ KAy = Maghp(A — \e)v
k=2

e, entao, define-se

2n
Bl = Z ak)\k()\l - )\k)vk
k=2

Este processo pode ser continuado de maneira sucessiva e obtemos

2n i
Aj = )\jAjfl - ijl == Z Qe H()\Z - )\k)’Uk (B4)
k=j+1 =1
e
2n i
MB; = \;\MB;j 1 +CBj_1+ KA 1= > Moy [[(i = M)oe,  (B5)
k=j+1 i=1

ou de maneira compacta

oA far HAM}[O} B

lo M || B| | & yvM+c||Bo| |o
Para Ay = By = 0, segue de (B.6) que Ay = By =0,comk=1:2n. Paraj=1:2n
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de (B.4) e (B.5) temos
2n—1
Agp_1 = gy H ()\1' - )\Qn)v2n =0,
i=1
2n—2 2n—2

Aogp—o = Qon_1 H (A — Aop—1)Von—1 + aap H (Ai = Aap)von =0,

i=1 =1

Ay = ag( A —A)vgFaz (A1 —A3)vz+- - ~Faon—1(A1—Aan—1)V2n—1+Q2n (A1 — Aoy ) Ve, = 0,
Ay = a1 + g + -+ - 4 Qop_1Vap—1 + Qo U2, = 0.

Como os autovalores sao diferentes, segue por inferéncia descendente

que Qgp, = Qopy =+ =ay; = 0.
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Apéndice C PROBLEMA DE AUTOVALOR NO ESPACO DE
ESTADO

Na introducao foi mencionado que a formul¢ao de estado é frequente-
mente utilizada no estudo de sistemas evolutivos de ordem superior, isto é, considera-
se na literatura uma reducao para sistemas evolutivos de primeira ordem. Essa abor-
dagem ¢ feita tanto para sistemas concentrados quanto para sistemas distribuidos,
ainda que para este ultimo tipo de sistema as questoes de convergéncia ou de com-
pletitude de bases ortogonais nao sao ficeis de estabelecer. A seguir serd descrita
a abordagem feita por Yang, 1995, 1996a, 1996b, para coeficientes auto-adjuntos,
focalizando a nossa atencao no caso distribuido e coeficientes nao necessariamente
auto-adjuntos. Conforme salientado no apéndice A, esta abordagem é a mais comu-

mente usada na literatura.

A solucao para o problema

M'U}tt(t, l') + th(t, l‘) —+ KUJ(t, ;L') — f(t, I')
w(0,z) =0, Fw(0,2)=0 (C.1)
Byw(t,0) = By Byw(t,0) = By Bsw(t,L) = By Byuw(t,L) = By,

onde M, C' e K sao operadores diferenciais espaciais, M nao-singular, pode ser
obtida através da reducao de problema de segunda ordem em um problema de

primeira ordem, através da formulagao de estado.

Introduzindo as variaveis de estado,

para encontrar a resposta w(t¢, x) do sistema (C.1), obtemos o sistema de primeira
ordem

Apzi(t,z) = A1z(t,z) + Bf(t, x), (C.2)
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onde

cuja condigao inicial para o problema de primeira ordem (C.2) por (C.1) é
2(0,2) = 2zo(z) = 0.

Seja f(t,x)=0 em (C.1). Solugbes através do método espectral para este problema

nos conduzem a um problema de autovalor
MM + AD + KJv(z) =0, €10, L] (C.3)

Resolver o problema (C.3) é equivalente a resolver o sistema de primeira ordem

associado

A1) = AMo(x), (C.4)

quando

o) = | " e D+ Ku() =0, u(z) £0.

v (z)
Como o operador A; nao é auto-adjunto, a andlise modal convencional nao é aplicada

em (C.4), entdo nao podemos desacoplacar as equagoes do movimento. Considere-

mos o problema adjunto de primeira ordem que neste caso é dado por

ATp(x) = Mg (x), (C.5)

onde
I 0 0 —K*
A*

1
0 M~ 1 —-D*

*
I
I
—~
a
D
~
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e o correspondente problema de autovalor adjunto de segunda ordem é
[NM* +AD* + K*w(z) =0, w(x) # 0. (C.7)

Supondo

o) = [)a(x) -I
U(z) = [Xz(x) J (C.8)

e substituindo na equagao adjunta (C.5), obtem-se
[(N’M* + AD* + K*]x2(z) = 0.

Assim, x2(z) pode ser tomado igual a w(x) e consequentemente x;(z) = —3K*w(z).
Decorre que as autofungoes do problema adjunto podem ser tomadas conveniente-

mente como sendo

{K* ("”M, w(z) # 0. (C.9)

Assume-se que ¢y e 1), sdo completos no espaco L2. Obtem-se assim,

as mesmas relacoes de bi-ortogonalidade entre as autofuncoes ¢ e 1, ou seja

(U, ®) =21

Considere-se os autovalores de (C.3) simples e complexos conjugados, e que podemos

numerar convenientemente como

Ne=Ae k=1,2-
Xk:)\fk: k:1:27"'7
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onde a barra denota a conjugacao complexa, indexamos os autovalores e autovetores

do problema (C.4) da seguinte forma:
A1, = MAobr, Ak =N, b = ¢y, k= —00:00

e entao as autofuncoes do problema de autovalor associado sao escritas como

B RGN _
or(z) = [ At (a) J o [NM 4+ AD + Klog(z) =0, vg(x) # 0.

Para o problema adjunto, temos a seguinte indexacao
Aithy = AGA 10k, A g =M, Y =_y, k= —00: 00,

e, portanto, as autofuncoes

Yr(x) = _iQ —f(*wk(x) ., wi(w) # 0.
)‘k )\’U)k(fl?)

De acordo com a indexacao escrita acima e o produto interno definido em (4.16), a

condicao de normalizacao para as autofuncoes ¢, e 1, tornam-se

L
1
< g, Agpy, >= / (wkak — kaK’Uk)d{l? = 2.
0 k

Esse fator de normalizagao 2 (dois) é o que resultaria de considerar sistemas que

satisfacam a propriedade dos modos normais.
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Apéndice D OBTENCAO DE CONDICOES ADJUNTAS

A seguir, encontra-se um exemplo ilustrativo para obtencao das condigoes

de contorno adjuntas, obtidas formalmente no Cap. 5.

Considere o problema de determinar as condi¢oes de contorno adjuntas

do seguinte problema de valor de contorno:

0" (x) = f(z)
0(0) + 20'(L) = 0. (D.1)

Observe que nesse probleman = 2 er = 1, onde n é a ordem do operador diferencial

2 7 v . ~
formal dado por L = % e r é o numero de condicoes de contorno dadas.

Da identidade de Lagrange-Green
L L
/ vLudz :/ L*oudz + B(u, v)|§
0 0
tem-se que a forma bilinear B, apds integracao por partes, é dada por
B(u,v) = (vu' —7'u ),

a qual pode ser escrita na forma matricial

(0 -1 0 o] u(0) _
L 1 0 0 0 u'(0) o
B(u,v)[f = | w(0) 7'(0) w(L) v'(L) o 0 o 1] —vTPu.
0 0 —1 0] | (L)
' o (D.2)
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Pela condicao de contorno dada, pode-se escrever a forma linear de

contorno B como sendo

By

1u(0) 4+ 0u'(0) + Ou(L) + 2u'(L).

Escolhe-se, junto com By, outras trés (3), as quais sao linearmente independentes

com a forma dada, ou seja, de modo que o sistema

B,
B,
Bs
B,

ou matricialmente,

B,
B,
Bs
B,

o o o =

—_

o O

S NN O O
_ o O N

= Au

possa ser resolvido unicamente para I', em termos de u, isto é: u = A~'T, onde

ATl =

o o o =

0 0
1 0
0 1/2
0 0

Substituindo em (D.2), tem-se

B(u,v)|¥ =vIPu= WV'P)A'T = (T")IT,
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onde

I*=ANYP'v=Av.

Entao , P e (A~')7, obtidos a partir de (D.2) e (D.3), podem ser substituidos na

expressao anterior, obtendo

(0 10 o |[wo] [ vo @
I = Ay — -1 0 0 0 v'(0) _ —v(0)
0 0 0 —1/2 || w(L) —v(L)/2
| 0 21 0 || V()] | —2v'(0) + (L) |
Portanto

u(0) + 2u’(0)
u’(0)
2u(L)
u'(L)

ou seja,
B(u, v)|UL =V (0)[u(0) + 20" (0)] + [—V(0)]u'(0) — V(L)u(L) + [—2V'(0) + V(L)]u'(L).

Pela condi¢ao de contorno dada, u(0)+2u’(0)=0, segue que as condigdes de contorno

adjuntas sao

Note que existem 2n—r = 3 condicoes de contorno adjuntas, parar =1

condicao de contorno dada.

Observe também que, com a expansao do termo bilinear ( vu’' —v'u )|§,

obtido da integracao por partes, nem sempre resulta simples identificar de maneira
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direta as condicoes de contorno adjuntas. Isso torna-se simples somente se as
condicoes dadas no problema estao separadas e nao mistas como a que foi dada
no exemplo considerado, isto é, se forem dadas as condi¢oes de contorno u(0) =
0,u'(L) = 0, entao as condigoes de contorno adjuntas serao obtidas de maneira

direta, as quais serao v(0) = 0,v'(0) = 0.
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