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Resumo

Esta tese é dividida em duas partes. Na Parte I, apresenta-seuma verificação da Hipótese Topológica

(HT) sobre o Modelo Esférico ferromagnético. Esta hipótesesugere uma nova abordagem a transições de fase

termodinâmicas (TFs), baseada na idéia recentemente proposta de que o mecanismo na origem das TFs seja uma

transição topológica (TT) adequada do espaço de configurações de um sistema ocorrendo no ponto da transição

de fase. Através de uma análise topológica do espaço de configurações do Modelo Esférico, sugere-se que as TTs

relevantes ao comportamento crítico sejam caracterizadaspor não-analiticidades em certos invariantes topológicos.

Da comparação entre termodinâmica e topologia, conclui-seque tais TTsnãocoincidem com as TFs que ocorrem

no modelo. Ademais, nenhuma descontinuidade topológica "abrupta" pôde ser associada aos pontos onde ocorrem

TFs no mesmo, isto é, as TTs que coincidem com os pontos críticos (termodinâmicos) não possuem características

distintivas que as diferenciem das demais TTs. O principal resultado deste trabalho indica que o mecanismo

topológico não é responsável pela emergência das transições de fase no modelo. Este trabalho resultou em duas

publicações (Risau-Gusman, Ribeiro-Teixeira, Stariolo,Phys. Rev. Lett. 2005; idem, J. Stat. Phys. 2006).

Na Parte II desta tese, investigou-se a ocorrência de uma fase de vidro a baixas temperaturas, em um mod-

elo bidimensional, sem desordem congelada, mas frustrado por interações competitivas em escalas de distância

distintas, denominada fase destripe-glass. O cálculo da entropia configuracional do modelo é baseado emum

método aplicado a sistemas frustrados sem desordem congelada devido a Westfahl, Schmalian e Wolynes. A en-

tropia configuracional como função da temperatura e parâmetros do modelo pode ser obtida a partir da expansão

para a energia livre dentro da aproximação auto-consistente de campo blindado (self-consistent screening approxi-

mation, SCSA), proposta por Bray. A fase destripe-glass, quando ocorre, está ligada à mobilidade dos defeitos no

sistema, e é caracterizada pela ocorrência de uma correlação a dois tempos finita no limite assintóticot− t′ → ∞,

abaixo da transição para o regime de dinâmica lenta. O métodoaplicado ao modelo bidimensional estudado resulta

em uma entropia configuracional nula para qualquer temperatura porque a correlação entre réplicas distintas (que

corresponde à correlação dinâmica), neste modelo, é semprenula. Conclui-se assim que não ocorre fase de vidro

em qualquer temperatura no modelo estudado.





Abstract

This thesis is divided into two parts. In Part I a verificationof the Topological Hypothesis (TH) on the

ferromagnetic Spherical Model is presented. This hypothesis suggests a new approach to phase transitions (PTs),

based on the recently proposed idea that the mechanism at theorigin of these phenomena might be a suitable

topology change in a system’s configuration space at its phase transition point. Within a topological analysis of the

Spherical Model’s configuration space, one suggests that the TTs which are relevant to the thermodynamic system’s

critical behavior are characterized by non-analyticitiesof some given topological invariants. From the comparison

between thermodynamics and topology, one concludes that such TTs donot coincide with the PTs occurring in

the model. Furthermore, no "abrupt" topological discontinuity could be associated to the model’s PTs, i. e., the

TTs occurring at the thermodynamic critical points do not display any salient feature which identify those amongst

the other TTs. The main result of this work indicates that thetopological mechanism is not responsible for the

emergence of the phase transitions in the model. This work has resulted in two publications (Risau-Gusman,

Ribeiro-Teixeira, Stariolo, Phys. Rev. Lett. 2005; idem, J. Stat. Phys. 2006).

In Part II of the thesis, one has investigated the occurrenceof a glassy phase in a two-dimensional system,

without quenched disorder, but frustrated by the competition of interactions on different length scales. The config-

urational entropy is computed through a method applied to frustrated systems with no quenched disorder, due to

Westfahl, Schmalian and Wolynes. Introducing replicas through averaging over a pinning field, and within Bray’s

self-consistent screening approximation, one is able to compute the system’s configurational entropy as a function

of temperature and the model parameters. The stripe-glass phase, when it occurs, is connected to the appearance

of a finite long-time correlation function in the system, in the asymptotic limitt− t′ → ∞, and below the tem-

perature of a crossover to the slow dynamics regime. The asymptotic limit of the two-times dynamic correlation

function is related to the mobility of defects on the sample and is identified with finite off-diagonal correlations in

replica space. Within this approach one finds no finite contribution for the correlation between distinct replicas.

Therefore, one concludes that glassiness doesnot emerge at any temperature in the aforementioned model.
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Preâmbulo

Na Parte I desta tese, apresenta-se uma verificação da Hipótese Topológica (HT) sobre o Modelo Esférico

ferromagnético. Esta hipótese sugere uma nova abordagem a transições de fase termodinâmicas (TFs), baseada na

idéia recentemente proposta de que o mecanismo na origem dasTFs seja uma transição topológica (TT) adequada

do espaço de configurações de um sistema ocorrendo na energiatermodinâmica crítica [1–3]. Caracteriza-se a

topologia do espaço de fases do Modelo Esférico de Berlin-Kac [4] no contexto da HT, para spins distribuídos em

uma rede hipercúbica de dimensão inteirad. Para campo externo nulo, pôde-se caracterizar a topologiaexatamente,

no nível da homotopia. Encontrou-se que, embora ocorra um contínuo de TTs nas variedades correspondentes,

parad ≥ 3 ocorrem descontinuidades abruptas em certas funções topológicas que poderiam ser associadas às

transições de fase que ocorrem no nível termodinâmico. Mostrou-se que estas transições topológicas, entretanto,

não coincidem com as transições de fase, e que ademais nenhuma descontinuidade topológica "abrupta" pôde

ser associada aos pontos onde ocorrem transições de fase no modelo. Em contraste com o que ocorre com a

versão de campo médio do Modelo Esférico, mostrou-se que estas descontinuidades topológicas são acessíveis ao

sistema termodinâmico. Conclui-se assim que, mesmo neste sistema com interações de curto alcance, o mecanismo

topológico não parece ser responsável pela emergência da transição de fase. Analisou-se igualmente o caso de

uma rede de spins conectados a um número macroscópico de vizinhos (mas não à totalidade dos spins na rede),

onde se encontrou que, de maneira análoga aos resultados encontrados para o modelo em campo médio [5], neste

caso a Hipótese Topológica parece valer: a transição de fasecoincide com o ponto de acumulação das transições

topológicas presentes no espaço de fases. Considerou-se também a questão da equivalência de ensembles no

modelo esférico com interações a vizinhos próximos, de relevância na presente análise. Este trabalho resultou em

duas publicações [6,7].

Apesar da validade limitada da HT com respeito a TFs de equilíbrio, é outrossim um fato notável que a

topologia da superfície de energia livre tem um papel central no comportamento dinâmico de sistemas desorde-

nados, tanto com desordem congelada como com desordem auto-induzida, como mostrado na literatura [8–16].

Em particular para sistemas que sofrem transições ou mudanças de regime (crossovers) dinâmicos, como vidros

de spin descontínuos (por exemplo o modelop-spin esférico ou discreto) e vidros estruturais, a topologia da su-

perfície de energia potencial é determinante. Para op-spin esférico, resultados numéricos apontam que a transição

dinâmica seja caracterizada pela ordem dos pontos de sela que vai a zero (marcada pela ocorrência de autoval-

ores nulos do Hessiano da energia potencial) na vizinhança desta transição (definida pela temperatura deMode

Coupling)1. A semelhança entre vidros de spin descontínuos (campo médio) e sistemas em dimensão finita e

com desordem auto-induzida, como vidros estruturais, permite estabelecer tal relação entre topologia e a transição

vítrea nestes últimos. Diversas propriedades de sistemas desordenados ou com dinâmica lenta estão estreitamente

relacionadas a propriedades topológicas da superfície de energia no espaço de configurações, como a fragilidade

de um sistema formador de vidro, processos de difusão em líquidos superresfriados, a temperatura efetiva em re-

lações de flutuação dinâmicas. Em particular, esta relação estreita entre a topologia da superfície de energia livre

e os comportamentos dinâmico e termodinâmico de sistemas desordenados é evidenciada, por exemplo, na semel-

hança entre a entropia configuracional em sistemas desordenados de um lado, e o logaritmo da característica de
1Vale notar que esta hipótese é construída sobre evidências numéricas (ver uma análise crítica desta hipótese em [17]).
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Euler associada aos pontos estacionários da energia no espaço de parâmetros de ordem microscópicos - ou graus

de liberdade sob um processo decoarse-grainingparcial -, de outro.

Com esta motivação, estuda-se, na Parte II desta tese, a ocorrência de uma fase de vidro a baixas tem-

peraturas, em um modelo bidimensional, sem desordem congelada, mas frustrado por interações competitivas em

escalas de distância distintas. A competição de interaçõesem diferentes escalas de distância pode estabilizar

fases moduladas, caracterizadas por uma grande variedade de padrões mesoscópicos. A frustração induzida por

este tipo de competição pode também estabilizar uma fase de vidro nestes sistemas, uma fasestripe-glass. É

sabido que a fasestripe-glassocorre em diversos sistemas tridimensionais [18–24]. Evidências experimentais

sugerem a ocorrência de uma fase de vidro também em duas dimensões, por exemplo, em filmes ferromagnéti-

cos dipolares [25, 26]. Esta é uma questão relevante, já que omecanismo de estabilização de um vidro em duas

dimensões é fundamentalmente distinto do mecanimo em três dimensões. O cálculo da entropia configuracional

é baseado em um método aplicado a sistemas frustrados sem desordem congelada devido a Westfahl, Schmalian

e Wolynes [18, 19, 21]. As réplicas foram introduzidas integrando-se sobre um campo que quebra explicitamente

a simetria, selecionando os estados metaestáveis desordenados. A entropia configuracional como função da tem-

peratura e parâmetros do modelo pode ser obtida a partir da expansão para a energia livre dentro da aproximação

auto-consistente de campo blindado (self-consistent screening approximation, SCSA), proposta por Bray [27]. A

fase destripe-glass, quando ocorre, está ligada à mobilidade dos defeitos no sistema, e é caracterizada pela ocor-

rência de uma correlação a dois tempos finita no limite assintótico t− t′ → ∞, abaixo da transição para o regime

de dinâmica lenta. O esquema de réplicas aplicado a modelos sem desordem congelada permite obter, no contexto

de um formalismo estático, informações sobre a dinâmica (assintótica) do sistema, dado que a correlação dinâmica

no limite assintótico é dada pelos elementos fora da diagonal da matriz de correlação no espaço de réplicas, isto

é, pela correlação entre réplicas distintas. Resulta para omodelo bidimensional frustrado estudado uma entropia

configuracional nula para qualquer temperatura, pois a correlação entre réplicas distintas, neste modelo, é sempre

nula. Conclui-se assim que não há fase de vidro a qualquer temperatura no modelo estudado.
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Parte I

Hipótese Topológica sobre Transições de

Fase: Modelo Esférico
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Introdução

Transições de fase, do ponto de vista fenomenológico, são definidas como mudanças nas propriedades

físicas de sistemas.

O primeiro tipo de transições estudado foram as transições de fase termodinâmicas (TFs), isto é, aque-

las envolvendo mudanças nas propriedades de equilíbrio (térmico e mecânico) de sistemas macroscópicos. Tais

fenômenos podem ser caracterizados, do ponto de vista matemático, pela perda de analiticidade de funções ter-

modinâmicas - energia livre de Gibbs, por exemplo - com respeito à temperatura, ou outro parâmetro intensivo.

Esta perda de analiticidade ocorre quando a equação de estado do sistema viola os critérios de estabilidade termod-

inâmica, no ponto da transição, que é definido pelos parâmetros intensivos. Um resultado de grande importância

foi a prova do teorema que determina a necessidade de uma TT coincidindo com o ponto de transição de fase

em sistemas com potenciais estáveis, confinantes e de curto alcance [28]. Em sistemas com potenciais de curto

alcance, entretanto, o conjunto de valores dev correspondentes a TTs se torna denso na vizinhança da TF, e as

implicações do teorema se tornam de certa forma inócuas. Ainda assim, o resultado parece sugerir que transições

topológicas são, no mínimo, um dentre os eventuais mecanismos fundamentais na origem de uma transição de fase

nesta classe de potenciais. A determinação, se possível, deum critério de suficiência relacionando TTs e TFs es-

tabeleceria a topologia comoúnicomecanismo na origem de transições de fase. Verificando-se esta possibilidade,

esperar-se-ia poder relacionardiretamentequantidades topológicas das subvariedades de energia potencial Mv -

invariantes topológicos - a quantidades termodinâmicas dosistema correspondente. Esta talvez seja a principal

motivação teórica e prática da Hipótese Topológica.

A primeira questão a ser investigada consistia em explicar como comportamentos termodinâmicos distintos

para regiões adjacentes do diagrama de fases poderiam emergir a partir de uma interação microscópicaúnica. A

primeira teoria bem sucedida foi formulada por C. N. Yang e T.D. Lee [29,30], mostrando que a não-analiticidade

das referidas funções na transição é acarretada pela ocorrência de raízes da função de partição grã-canônica no

espaço de fugacidade, dado que no limite de volume2 infinito estas podem tornar-se reais positivas.

Desde então, outras abordagens à origem de TFs foram elaboradas, como, por exemplo, por Dobrushin,

Lanford e Ruelle, a partir do conceito de medida de Gibbs, em função da ocorrência ou não de uma medida única

no sistema3.
2ou, equivalentemente, número máximo de graus de liberdade
3D. Ruelle,Thermodynamic Formalism, Encyclopaedia of Mathematics and its Applications,(Addison-Wesley, New York, 1978).
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Estas teorias se aplicam somente a sistemas infinitos (macroscópicos) e em equilíbrio termodinâmico. No

entanto, transições mais gerais são definidas em sistemas que não obedecem a um ou outro destes requisitos. Tran-

sições dinâmicas (como, por exemplo, as vitrosas), em sistemasfora do equilíbrioe com tempos de relaxação

muito grandes, caracterizadas por divergências em quantidades dinâmicas, começaram, a partir da década de60,

a ser amplamente estudadas, e assim, melhor compreendidas ecaracterizadas. De outra parte, nos últimos anos,

a pesquisa experimental em sistemas finitos, ou não macroscópicos, - mesoscópicos, nanoscópicos ou ainda em

clustersnucleares, atômicos e moleculares - forneceu evidências detransições de fase também nestes sistemas

(embora a caracterização dos fenômenos observados como transições de fase não seja unânime). Teoricamente

estas evidências foram corroboradas pela possibilidade deocorrência de não-analiticidades de entropias fora do

limite termodinâmico, isto é, em sistemas finitos [31]. Neste contexto, caso seja possível unificar os formalismos

de transições de fase de equilíbrio, dinâmicas e em sistemasfinitos, a abordagem unificada deve ser desenvolvida

na escala dos mínimos componentes relevantes à descrição, na busca por assinaturas das transições no âmbito

“microscópico”. Primeiramente, porque o processo de mediação na mecânica estatística, sob a suposição fun-

damental de ergodicidade da dinâmica microscópica dos sistemas, suprime informações sobre a co-dependência

entre a dinâmica4 e o comportamento termodinâmico observado. Assim, o estabelecimento de uma relação entre

dinâmica e comportamento termodinâmico se pode dar somenteem um nível “anterior” a médias e à definição de

ensembles5. Depois, porque, para sistemas finitos, muito distantes em escala do limite termodinâmico, pouco ou

nenhum sentido têm as médias estatísticas de ensembles.

Outrossim, uma pergunta que motiva o estudo de possíveis assinaturas de TFs no âmbito de espaços de

graus de liberdade microscópicos é acerca da possibilidadede determinar-se a ocorrência de transições de primeira

ordem, contínuas, ou nenhuma transição já no nível do Hamiltoniano microscópico do sistema.

Motivado pelo panorama acima exposto, o presente trabalho tem como tema central a chamada Hipótese

Topológica (HT). Esta hipótese sugere uma nova abordagem a transições de fase termodinâmicas, apoiada na idéia

recentemente proposta de que o mecanismo na origem destas seja uma quebra de difeomorficidadeadequadade

subvariedades do espaço de configurações dos sistemas no ponto da transição. Embora se saiba que nem toda

transformação descontínua ou não analítica (não-difeomórfica) na topologia está ligada a uma TF, foi provado

recentemente para uma classe de modelos que transições topológicas (TTs) são necessárias na presença de TFs - de

primeira e segunda ordem, pelo menos [28]. A HT se aplica a sistemas macroscópicos, descritos por Hamiltonianos

clássicos, em um espaço de coordenadas e momenta contínuos,e já foi confirmada em outros modelos, em especial

o modelo XY e o modelok-trigonométrico, ambos em aproximação de campo médio.

A primeira parte desta tese apresenta a verificação da HT sobre o Modelo Esférico ferromagnético de curto

alcance, e é uma continuação do trabalho realizado durante oestágio de Mestrado, em que a mesma verificação

foi realizada sobre o Modelo Esférico ferromagnético em campo médio [5, 32]. A termodinâmica do Modelo
4No regime de dinâmica lenta, esta é dominada pela topologia e geometria da superfície de energia livre em um espaço de configurações

adequado.
5Ou, alternativamente, com a proposição de uma medida estatística capaz de levar em conta a quebra de ergodicidade - completa ou parcial

- em fases sem simetria definida - ver Parte II desta tese.
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Esférico com interação de curto alcance na rede hipercúbicafoi originalmente desenvolvida em [4]. O modelo

apresenta transição de fase contínua (de terceira ordem, naclassificação de Ehrenfest) na ausência de campo mag-

nético externo, para redes hipercúbicas em dimensão inteira superior ou igual a 3. Na aplicação da HT ao modelo,

resolveu-se exatamente, [ao nível da homotopia], a topologia do espaço de configurações, para as redes de dimen-

sõesd=̇1, 2, 3 e 4, na ausência de campo magnético externo. Neste caso, é possível mostrar que as subvariedades

da família{Mu} são continuamente retraídas a hiperesferasSDu , cuja dimensão, função do parâmetro livreu

(a energia potencial média) é dada pela integral da densidade de autovalores do potencial microscópico entre o

mínimo de energia potencial eu. A dimensão das hiperesferas caracteriza completamente a topologia das subvar-

iedadesMu. O comportamento deDu indica umcontínuode TTs em todo o suporte de energias potenciaisu. Esta

função é pelo menosC⌈(d−1)/2⌉. Uma característica distintiva para uma TT ocorrendo nestesistema supor-se-ia

ser a correspondência com uma não-analiticidade da funçãoDu. Estas TTs, mais abruptas, são boas candidatas

para representarem uma assinatura das TFs do sistema, quando as há. As descontinuidades, entretanto, em suas

derivadas de ordem⌈(d − 1)/2⌉ não coincidem com as transições de fase observadas emd=̇3, 4. Em contra-

partida, as TTs que coincidem com os pontos críticos parad ≥ 3 não são abruptas. Os resultados, de outra parte,

corroboram trivialmente o teorema acerca da necessidade deuma transição topológica na energia potencial crítica.

Ao abordar-se a topologia do sistema sob campo magnético externo, embora não se tenha caracterizado

completamente a topologia das respectivas subvariedades{Mu} para todo o intervalo relevante do parâmetrou,

pôde-se mostrar que a primeira TT (no menor valor deu a apresentar TT neste caso) corresponde à transição

entre dois pontos desconexos,S0, e uma hiperesfera de dimensão finita, ou “extensiva”, o que produz uma de-

scontinuidade na primeira derivada da funçãoDu. Esta TT, presumidamente mais abrupta,nãopossui entretanto

correspondência com uma TF a qualquerd, já que nenhuma transição de fase ocorre no sistema sob campomagnico

finito.

Em conclusão, não se encontrou nenhum mecanismo topológicosuficienteque origine uma TF no Modelo

Esférico com interação a curto alcance. Desta maneira, parece impossível definir-se uma classe de transições

topológicas que estejam em correspondênciabiunívocacom as transições de fase observadas no modelo, e, em

conseqüência, a topologia das subvariedades{Mu} não está na origem destas TFs.

A Parte I desta tese está estruturada da seguinte forma: dedica-se o Capítulo 1 a um resumo de transições

de fase termodinâmicas, que constituem a motivação física deste trabalho; no Capítulo 2, faz-se uma síntese dos

resultados que motivaram a elaboração da Hipótese Topológica, incluindo modelos e resultados que corroboram

a proposta, e que antecederam o presente trabalho; o Capítulo 3 é dedicado à introdução do modelo esférico com

interações de curto alcance, sua termodinâmica, o desenvolvimento da análise topológica e os resultados obtidos;

no último capítulo apresentam-se as conclusões do trabalho, resultados mais recentes na literatura e perspectivas

no âmbito da importância da topologia no comportamento dinâmico e termodinâmico de sistemas estatísticos,

que motiva a seqüência do trabalho descrito na Parte II destatese. Ao final da tese, inclui-se um Apêndice com

um resumo de conceitos e definições da topologia utilizados ao longo do texto, em particular, no capítulo 3 de
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resultados sobre o Modelo Esférico na rede hipercúbica.
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Capítulo 1

Transições de Fase Termodinâmicas

Este capítulo apresenta um resumo sucinto sobre transiçõesde fase, contendo aspectos destes fenômenos

relevantes no contexto da Hipótese Topológica e resultadosapresentados na seqüência da tese. O resumo é

baseado em textos clássicos em Mecânica Estatística e Termodinâmica, como os livros de K. Huang e H. B.

Callen [33,34].

Transições de fase (TFs) têm importância crucial em todas asáreas da física, desde a matéria condensada

até a cosmologia. Sua compreensão, tanto do ponto de vista dadescrição fenomenológica, quanto do ponto de

vista mais básico de mecanismos que as regem e suas origens, tem uma importância central. No âmbito prático,

transições de fase ocorrem em um conjunto amplo e variado de sistemas, de interesse em diversas áreas da ciência e

da tecnologia, tendo, portanto, presença e papel decisivos. Mas também, evidentemente, TFs se mostram presentes

em áreas fundamentais da física. Atribui-se a própria existência do Universo observável a uma transição de fase

a partir de um estado de vácuo pré-existente, sendo toda a configuração do Universo existente associada a tal

transição1. Muitos aspectos dos fenômenos críticos associados a transições de fase, como a invariância de escala,

são encontrados na meteorologia, sismologia, no estudo da evolução da vida na Terra. Ademais, existe um paralelo

muito forte entre a teoria de fenômenos críticos em transições contínuas e a teoria quântica de campos, o que pode,

de início, surpreender, visto que a primeira trata de sistemas macroscópicos, que podem ser tratados como infinitos,

enquanto a segunda estuda as partículas e os campos elementares. Outro conceito importante que surge no âmbito

de transições de fase é a universalidade, que será rapidamente abordada neste capítulo.

Um dos objetivos centrais da física estatística é caracterizar e predizer as condições para a ocorrência

de TFs em modelos teóricos distintos. Ao nível termodinâmico, transições de fase são matematicamente carac-

terizadas pela não-analiticidade2 de funções termodinâmicas do sistema como função de algum parâmetro. Do

1Dowrick, N. J. et al.The Theory of critical phenomena: An Introduction to the Renormalization Group, Oxford University Publications,
New York, 1998

2Divergência da função ou de alguma de suas derivadas.
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ponto de vista da física estatística, demonstrar a emergência de uma função termodinâmica singular a partir de

um Hamiltoniano microscópico "bem comportado" torna-se necessário à coerência e auto-consistência da teoria.

A emergência destas singularidades no limite termodinâmico já foi explicada no contexto dos ensembles grã-

canônico e canônico [29,30,35]. Algumas questões, no entanto, ainda motivam a proposta da Hipótese Topológica

(HT) como uma teoria alternativa para a origem fundamental de transições de fase. A primeira delas questiona a

possibilidade de uma caracterização microscópica de TFs, que preceda a definição de qualquer medida estatística,

isto é, independente de ensembles. Existindo esta caracterização, poder-se-ia eventualmente distinguir interações

microscópicas por originarem transições de fase contínuas, descontínuas, ou nenhuma transição.

Este capítulo contém um resumo de aspectos e conceitos teóricos básicos no tema de transições de fase

termodinâmicas ou de equilíbrio.

O sentido dado a “microscópico”, aqui, é o da escala dos menores componentes relevantes à descrição do

modelo, enquanto “macroscópico” está para a escala do sistema como um todo.

1.1 Condições de estabilidade/instabilidade termodinâmicas e TFs

Toda a informação termodinâmica sobre um sistema pode ser obtida sendo conhecida sua relação funda-

mental, isto é, a entropiaS como função dos demais parâmetros extensivos do sistema. O mesmo, alternativamente,

para a função energia internaU, dependente da entropia e demais parâmetros extensivos, ou, ainda, para algum

dos potenciais transformados deU, como funções de suas variáveis naturais.

A relação fundamental deve obedecer a certas condições decorrentes do princípio de máxima entropia

para que expresse os estados termodinâmicos do sistema3. Este princípio exige, para os estados termodinâmicos,

(além dedS = 0) que a entropia seja uma função côncava de seus parâmetros. Tais condições de concavidade

(convexidade) são chamadas critérios de estabilidade local. Estes critérios também se aplicam na representação de

energia:U(S,V,N) deve ser uma função convexa de seus parâmetros para todo e qualquer estado de equilíbrio, o

que equivale a um princípio de mínima energia. Para as transformadas de Legendre deU, dentre elas,F(T,V,N)

(energia livre de Helmholtz), tem-se4

(

∂2F

∂T2

)

V,N

≤ 0,

(

∂2F

∂V2

)

T,N

≥ 0, (1.1)

e paraG(T, P,N) (energia livre de Gibbs),

(

∂2G

∂T2

)

P,N

≤ 0,

(

∂2G

∂P2

)

T,N

≤ 0. (1.2)

3Este princípio, na mecânica estatística, é obtido como um resultado e é conhecido como Teorema H. Na termodinâmica correspondeà
segunda lei da termodinâmica.

4Via de regra, os potenciais termodinâmicos obtidos a partir detransformadas de Legendre deU obedecerão a princípios de minimização
em relação a seus parâmetros extensivos, e maximização em relação a seus parâmetros intensivos.
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Não raro, a partir de cálculos da mecânica estatística, ou interpolação de dados experimentais, obtém-se uma

função para um potencial termodinâmico, definindo uma superfície em um espaço de parâmetros adequado, em que

certos pontos não sãoglobalmenteestáveis5, isto é, ou estados em que simplesmente os critérios de concavidade

(respectivamente, convexidade) em relação a dado parâmetro são violados (estados termodinamicamente instáveis),

ou estados em que a maximização (respectivamente, minimização) global em relação ao parâmetro é violada

(estados metaestáveis, dado que existe outro estado mais estável termodinamicamente acessível). A região definida

por tais pontos é uma região de coexistência de fases do sistema dado. Uma região de instabilidade (global) da

relação fundamental, ou, equivalentemente, da função de umpotencial termodinâmico acarreta, portanto, uma

transição de fase.

Equação de Estado

Uma equação de estado pode ser obtida a partir de uma relação fundamental. Esta é uma relação funcional

entre variáveis de estado do sistema,P, V e T, por exemplo, no caso de sistemas fluidos, que reduz o número de

graus de liberdade independentes na sua descrição. As soluções da equação de estado serão o conjunto de pontos

{(P, v, T)} (sendov = V/n, o volume molar do sistema) dos estados de equilíbrio do sistema. Os respectivos

diagramas de fases serão as projeções nos planosP−v, T−P, ouv−T dos pontos em que o sistema sofre transição

de fase e/ou onde há coexistência de diferentes fases. A faseque é realizada na natureza é aquela que minimiza a

energia livre paraP eT fixos.

Regra de Gibbs

As condições para o equilíbrio entre duas ou mais fases, ocorrendo em um mesmo ponto(P, T), são dadas

pela regra de Gibbs. Tome-se um sistemaPVT puro (sem restrições quanto à troca de calor, pressão ou matéria

entre as fases), a condição de equilíbrio entre duas fases I eII a mesma temperatura e pressão será a igualdade de

seus potenciais químicos

µI(P, T) = µI I(P, T), (1.3)

que define uma curvaP = P(T) no diagrama de fases, a curva de coexistência. Para o sistemapuro, três fases

só podem coexistir em um único ponto(P, T) do planoP−T, chamado ponto triplo. O sistema não pode existir

em mais de três fases a mesma temperatura e pressão6. Em geral, para um sistema composto der diferentes tipos

de partículas, teremos no máximor + 2 fases coexistindo, diagramas de fases de dimensão maior,superfíciesde

coexistência, etc.

A igualdade dos potenciais químicos de duas fases diferentes para cada componente do sistema corresponde

5O critério mais geral, que deve vigorar na relação fundamental, é o de estabilidadeglobal, donde o conceito de estados globalmente
estáveis. A construção de Maxwell garante que também o critério de estabilidade global seja obedecido.

6O problema de coexistência para mais de três fases se torna então superespecificado.
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Figura 1.1: Diagramas P-T e P-V de um fluido típico. No diagrama P-V, as isotermas expressam os estados estáveis do
sistema. [33]

à condição de continuidade nas derivadas da energia livre conveniente em relação anj:

lim
T→T+

t

( ∂G

∂nj

)

T,P
− lim

T→T−
t

( ∂G

∂nj

)

T,P
= 0, j = 1, . . . , r, (1.4)

ondenj é o número molar do respectivo componente, eTt é a temperatura da transição entre as fases de alta

temperatura (T → T+
t ) e a de baixa temperatura (T → T−

t ). A energia livre acima referida é aquela cujas variáveis

naturais, exceto{nj}, são todas intensivas. Para um sistemaPVT, é a energia livre de Gibbs,G(T, P, {nj}).

A despeito da derivada em relação aos números molares{nj}, nada garante que as derivadas da energia

livre em relação à temperatura ou outro parâmetro intensivodevam ser contínuas. De fato, este é um aspecto

importante de uma transição, tanto assim que é um dos critérios de classificação de TFs. As transições nas quais as

derivadas da energia livre em relação à temperatura ou outravariável intensiva são descontínuas são denominadas

transições de primeira ordem, as demais, denominadas transições contínuas.

Como
(

∂G/∂T
)

P
= −S e

(

∂G/∂P
)

T
= V podem não ser contínuas na transição, as funçõesS e V

poderão sofrer uma descontinuidade neste ponto, havendo dois ou mais valores destas funções associados ao ponto

da transição. Assim, o ponto da transição é definido pelo valor assumido pelas variáveis intensivas, neste casoT e

P.

Segue-se uma descrição de alguns aspectos básicos de transições de primeira ordem e contínuas.

1.2 Transições de primeira ordem

Os sistemas mais conhecidos a sofrerem transições de primeira ordem são os fluidos clássicos, dos quais

um exemplo familiar (embora apresente alguns aspectos atípicos, associados a suas anomalias) é a água, que pode

existir na fase gasosa, líquida, e em muitas formas sólidas,que distinguem-se pela estrutura cristalina. Este tipo

de transição também ocorre em sistemas em que entram em jogo interações quânticas, como supercondutores na

presença de um campo magnético finito (transição fase condutora normal - fase supercondutora), fluidos binários,

como a mistura de3He e4He. As transições em fluidos clássicos (sistemas PVT) serão enfatizadas aqui por serem
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mais simples e familiares.

Como visto acima, transições de primeira ordem representamuma mudança descontínua no estado do

sistema: o volume molarv e a entropia molars variam descontinuamente através da curva de coexistência.Estas

transições são marcadas por regiões finitas de instabilidade nas equações de estado ou potenciais termodinâmicos

correspondentes.

Dos dois gráficosG x P (ou µ x P) e v x P (figuras 1.3), podem-se construir gráficosG x v, tomando

diferentes isotermas, ilustrando a natureza descontínua do estado (volume específico) do sistema em transições de

primeira ordem (figura (1.2)).

Figura 1.2:Comportamento deG em uma transição de primeira ordem. Abaixo da transição,T < Tt, o estado termodinâmico év0, v1 é
um estado metaestável. EmT = Tt, os mínimosv0 e v1 correspondem a energias iguais, e as duas fases coexistem. Para T > Tt, o mínimo
estável muda bruscamente dev0 parav1, através deTt [34].

As flutuações de um observável do sistema em torno de seu equilíbrio (na transição) são profundamente

influenciadas pelos detalhes (metaestabilidades e/ou instabilidades) da relação fundamental, o seu valor médio, no

entanto, reflete apenas o estado de equilíbrio (mais) estável. Na região de coexistência as flutuações se tornam

maiores devido à diminuição da barreira, mas não se tornam particularmente grandes devido aocalor latente, que

representa uma barreira ainda finita entre as duas fases em equilíbrio, e atua como um mecanismo “amortecedor”

das flutuações.

Nesta região, de instabilidade, a equação de estado fornecealguns pontos que não correspondem a estados

de equilíbrio estável do sistema - alguns correspondem a estados metaestáveis, por terem energia livre maior,

violando o critério de estabilidade global, mas não o local,outros correspondem a estados espúrios, não físicos,

porque violam o critério de estabilidade local. Da isoterma(figura 1.3, gráfico à direita), em cada valor deP em

que a funçãog = G/V é “multivaluada”, o princípio de mínimo para o potencial de Gibbs seleciona o menor

valor deg correspondente.

Sobre a mesma isoterma, identificam-se estados de um lado da curva de coexistência (estadosR, Q, O,

local e globalmente estáveis, pertencentes à fase I) e de outro (estadosD, C, B, local e globalmente estáveis,
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Figura 1.3:À esquerda: Isotermaµ x P. Os estados de equilíbrio são aqueles que minimizamµ = g = G/V para dadoP. À direita:
IsotermasP x v resultantes de uma equação de estado instável de um fluido clássico. Os estadosO a M e F aD são localmente estáveis, mas
globalmente instáveis. Os estadosM a F são localmente instáveis [34].

Figura 1.4: Isoterma estável (curva cheia) obtida a partir da isoterma instável (curva pontilhada) através da construção de Maxwell no
diagramaP−v [34].

pertencentes à fase II), estados localmente instáveis (estadosL, K, J, pertencentes ao ramo não-côncavo da energia

livre), e estados metaestáveis, ou apenas localmente estáveis (estadosN, M, F, E). Aqueles estados estáveis

que ademais correspondem a valores idênticos de energia livre, onde os dois ramos côncavos da energia livre se

interceptam, encontram-se sobre a curva de coexistência (estadosO e D). Quando a isoterma cruza a curva de

coexistência no diagramaP−T (linha vertical), a curva dos estados termodinâmicos, no diagramaP−v, apresenta

um segmento de reta horizontal entre os estadosD (volume específico da fase I) eO (volume específico da fase II).

EmD (O) a isotermag(P) cruza sobre si mesma e a derivada da curva estável é descontínua. Para determinar, no

diagramaP−v, a que pressão e volume específico correspondem estes estados, entre os quais ocorre a transição,

se faz uso da continuidade do potencial de Gibbs. Sendodg=−s dT + v dP para um sistema fechado, e sobre a

isoterma,dT = 0, temosgO − gD =
∫ O
D v(P)dP = 0 e, separando a integral sobre a isoterma em integrais entre
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os estados intermediários, e rearrajando convenientemente os termos, obtém-se a condição:

∫ F

D
v(P)dP−

∫ F

K
v(P)dP =

∫ K

M
v(P)dP−

∫ O

M
v(P)dP (1.5)

que representam as áreas orientadas sob as curvasDF, FK, MK e MO em um diagramav−P, e a equação acima

corresponde a igualar as áreas I e II indicadas na figura. Estaé a construção de Maxwell. Os estadosE, F, M eN,

localmente estáveis ou metaestáveis, são estados físicos possíveis, e eventualmente uma amostra sofrerá flutuações

que o levem, por muito pouco tempo em geral (mas por vezes, portempos bastante longos), a estes estados.

A principal característica a definir uma transição de primeira ordem é o calor latente, que é o calor emitido

por uma dada substância quando uma unidade de massa passa da fase de temperatura mais alta (fase I) para a fase

de temperatura mais baixa (fase II). Durante a transição, a temperatura permanece constante. O calor latente está

expresso na descontinuidade da entalpiah(s, P) = H(S, P,N)/N - ondes= S/N. A entalpia molar é dada por

h = g+ Ts, a energia livre de Gibbs é contínua inclusive no ponto da transição, assim o calor latenteℓ = ∆h é

dado por

ℓ = T∆s = T(sI − sI I) = T

(

lim
T→T−

t

(

∂g

∂T

)

P,N

− lim
T→T+

t

(

∂g

∂T

)

P,N

)

(1.6)

ondesI e sI I estão para as entropias molares da fase I e II, respectivamente, no ponto da transição,Tt. O calor

latente está ligado à diferença nas entropias das duas fases, e portanto ligado ao grau de ordenamento das molécu-

las em uma e outra (fase). Pode-se dizer que a emissão de calordurante a transição de primeira ordem reflete

a reorganização microscópica do sistema: a importância da energia de ligação entre as moléculas frente à sua

energia térmica se torna maior na fase de baixa temperatura em relação à fase de alta temperatura, e isto se dá

bruscamente ao atravessar-se a curva de coexistência. É possível mostrar também que o calor latente é sempre

positivo (absorvido) na transição da fase de baixa para a de alta temperatura.

Da isoterma estável da figura (1.4), vê-se que o volume específico médio do sistema assume todos os

valores entreO e D, mas a parcela do sistema na fase gasosa estará emO, e a parte líquida, emD7, isto é, o

sistema será inomogêneo devido à separação de fases. Observa-se também que a compressibilidade do sistema a

temperatura constante,κT = −1/V(∂V/∂P)T, diverge como uma delta de Dirac na transição (além de sofreruma

descontinuidade:limP→P+t
κT 6= limP→P−t

κT), já que o volume específico de uma fração do sistema pode sofrer

uma variação finita sem variação da pressão do sistema. Isto,porém, não gera flutuações indefinidamente grandes

no sistema (enquanto houver quantidades das duas fases coexistindo), porque, havendo uma variação infinitesimal

de pressão no sistema, o vapor que em decorrência se condensaemite calor específico, o que aquece o sistema,

tendendo a voltar para o estado de equilíbrio inicial. É neste sentido que o calor latente se torna um mecanismo de

“amortecimento” para flutuações no sistema.

7Se uma fraçãox do número total de mols da substância encontra-se na fase I, o volume específico médio do sistema será dado por:
v = x vO + (1− x) vD.
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1.3 Transições contínuas

Indo sobre a curva de vaporização no diagramaP−T (figuras (1.1) e (1.5)), no sentido de temperatura

(e/ou pressão) crescente, as fases líquida e vapor se distinguem cada vez menos8. O calor latenteℓ, assim, vai

diminuindo, e, se o sistema possui o volume específico adequado,vc, ℓ vai continuamente a zero, no ponto terminal

da curva, que é um ponto crítico, definido por(Tc, Pc, vc). A partir deste ponto, líquido e vapor não são mais fases

distintas. Pontos críticos são aqueles em que ocorrem transições contínuas. Contrariamente ao que poderia sugerir

o exemplo apresentado - do diagrama qualitativo de um fluido típico -, transições contínuas não ocorrerão sempre

associadas a transições de primeira ordem.

Além dos fluidos clássicos, também sofrem transições contínuas alguns materiais paramagnéticos (tran-

sições para fase ferromagnética ou anti-ferromagnética),fluidos quânticos, na transição da fase líquida normal

para a superfluida, como3He e4He, misturas de fluidos imiscíveis em certa região de temperatura e pressão (flui-

dos binários), como por exemplo as misturas de3He e4He ou metano e hexano, e supercondutores na ausência de

campo magnético externo (transição da fase condutora normal para a supercondutora), a transição entre a fase de

vórtices livres e de pares de vórtices ligados no modelo XY bidimensional.

Considerações gerais

O comportamento do potencial de Gibbs em função dev ao longo da curva de vaporização até seu ponto

crítico e além deste, ilustrando a natureza contínua da transição do fluido no ponto crítico, é dado na figura (1.5).

Figura 1.5:Comportamento deG em uma transição contínua. EmT < Tc, a energia possui dois mínimos diferentes e equivalentes,vg 6= 0
(vapor) evl 6= 0 (líquido). EmTc, os mínimos coincidem emvg = vl = vc, formando um mínimo “achatado” (flutuações divergentes). Para
T > Tc, o mínimovc é único e “normal”. [34]

Transições contínuas não envolvem calor latente, o que é logo percebido através de (1.6), já que a derivada

em T do potencial de Gibbs é contínua nestas transições. Como conseqüência, o estado do sistema muda de

forma contínua através do ponto da transição - não há barreira de energia entre as “fases“. O mecanismo de

8A distinção entre as duas fases se dá na diferença entre as respectivas entropias molares, volumes específicos, etc.
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“amortecimento” das flutuações no estado do sistema (flutuações no volume específicov, para os fluidos clássicos)

conduzido pelo calor latente é ausente, sendo este fato responsável pela ocorrência de flutuações divergentes. Esta

divergência das flutuações no ponto crítico, juntamente comoutros fenômenos distintivos de transições contínuas,

estão agregados sob a denominação defenômenos críticos.

No entorno de um ponto crítico as funções termodinâmicas do sistema poderão em geral ser descritas

em termos de uma variável macroscópica apenas (função definida dos parâmetros independentes), denominada

parâmetro de ordem, que deve ser identicamente nula em uma das fases (em geral nafase de maior temperatura). O

parâmetro de ordem estará relacionado com a quebra de simetria envolvida na transição, o que em certos sistemas,

como é o caso nos vidros, pode não ser evidente. A identificação desta variável é particular a cada sistema, e sua

escolha pode não ser única.

A transição paramagneto/ferromagneto

O paradigma de transição contínua é a transição paramagneto/ferromagneto.

O Modelo Esférico estudado no capítulo 3 fornece um exemplo teórico da transição paramagneto/ferromagneto.

Outro exemplo é o modelo de Ising. Exemplos desta transição em sistemas reais são encontrados em materi-

ais como ferro, níquel e cobalto. Acima deTc, o ferro é um paramagneto, isto é, possui magnetização (média)

〈M〉 = ∑
N
i=1 si = 0 na ausência de campo magnético externoB, e, na presença de um campoB fraco, sua

magnetização média por spin obedece a〈m〉 = µB (µ > 0 é a constante de permeabilidade magnética), respon-

dendo linearmente ao campo. Abaixo deTc, o sistema é um ferromagneto, possui magnetização finita mesmo em

campo externo nulo, e a magnetização sob ação deB 6= 0 varia a fim de alinhar-se com o campo, sendo dada

por: 〈m〉 = 〈m0〉+ µB, onde〈m0〉 é amagnetização espontânea. Para este sistema, o parâmetro de ordem é

o vetor magnetização média,〈M〉, ou, equivalentemente,〈m〉. Muitos modelos descrevem transições paramag-

neto/ferromagneto, por exemplo: o modelo de Heisenberg, o modelo de Ising, o modelo XY (Heisenberg clássico),

o modelo esférico, o modelo gaussiano.

O ponto crítico que separa as fases ferromagnética e paramagnética também ocorre associado a uma linha

de transições de primeira ordem no plano HT (onde H representa o campo magnético externo), definida porH =

0, T ≤ Tc.

Considera-se uma reded-dimensional de átomos com valor esperado do momento de spinnão-nulo. O

Hamiltoniano - excluída a eventual contribuição cinética -típico de um ferromagneto será dado por

H = −∑
i,j

′
Jijsi · sj −

N

∑
i=1

Hi · si (1.7)

ondesi, a variável de spin no sítioi, pode ser um vetor ou escalar, uma variável contínua ou discreta, ou repre-

sentar um estado quântico, obedecendo a uma álgebra de Lie dada. Os somatórios∑
′
i,j podem ser tomados entre

sítios primeiros vizinhos, vizinhos em segunda ordem, ou eventualmente de cada spin com todos os demais. Os
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elementosJij da matriz de interação são positivos ou nulos,Hi representa um campo magnético externo que pode

ser uniforme ou não, e se acopla linearmente com o spinsi.

Usualmente, introduz-seH como uma variável independente do potencial de Helmholtz, incluindo-a como

multiplicador de Lagrange em um termo do Hamiltoniano linear na magnetização. Pode-se desta maneira cal-

cular M pela derivada delogQ com respeito aH (ondeQ é a função de partição). Para tal, acrescenta-se

ao Hamiltoniano um termo−HM = −H ∑i si, semelhante ao segundo termo de (1.7). A função de partição

se torna uma função deH: Q = Q(H, T). Desta maneira, a energia livre de Helmholtz molar para magne-

tos, f = f (H, T) = − 1
NkBT

logQ(H, T), será função de parâmetros intensivos apenas e coincidirá com o po-

tencial químicoµ. Dado o novo Hamiltoniano, obtém-se uma relação conveniente para a magnetização média

〈m〉 = −(∂ f/∂H)H=0.

Em campo nulo, quando aquecemos o sistema desdeT < Tc, o módulo da magnetização média vai dimin-

uindo continuamente até chegar a zero emTc, tornando-se nulo paraT > Tc. Sua derivada, porém, é infinita em

T = T−
c e cai para zero emT = T+

c , possui portanto uma descontinuidade infinita (figura (1.6)). Este é o compor-

tamento típico do parâmetro de ordem na vizinhança da transição contínua. A presença de um campo finito destrói

a transição ferromagneto/paramagneto, pois neste caso a magnetização é uma função analítica da temperatura.

Figura 1.6:DiagramaM−H−T de um paramagneto. O sistema sofre transição emH = 0. A superfície se estende simetricamente para
M,H < 0. EmH = 0 região abaixo da curvaM(T) é inacessível [33].

Simetria

Uma transição contínua sempre separa duas fases com simetrias espaciais diferentes. No caso acima de-

scrito, o estado do sistema na fase paramagnética é rotacionalmente invariante, enquanto que no estado de ferro-

magneto, há uma direção preferencial9 definida pelo vetor da magnetização espontânea e a invariância rotacional

é assim destruída. A redução de simetria na fase de baixa temperatura, processo denominadoquebra espontânea

9Tal direção é determinada pelas flutuações aleatórias dos spins enquanto o magneto vai sendo resfriado em direção aTc.
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de simetria, exige para a descrição de tal fase um parâmetro adicional, oparâmetro de ordem. A fase de maior

simetria possui em geral a simetria do Hamiltoniano; a fase de menor simetria, portanto, não é invariante frente

a todas as transformações do grupo de simetria deH. Por outro lado, a simetria do Hamiltoniano microscópico

subjacente deve estar expressa de alguma forma em todo estado macroscópico daquele derivado. A maneira pela

qual a simetria se manifesta nesta fase é distinta: o sistemapossuirá infinitos estados estáveis equivalentes (cada

um com a mesma magnetização|M|, distinguindo-se somente pela direção espacial) transformados uns nos outros

pela operação da simetria quebrada. Como classicamente o sistema pode existir somente em um dos estados, esta

simetria fica “escondida” na fase de baixa temperatura. Um sistemamacroscópicoquântico também não poderá

existir em uma combinação linear destes estados fundamentais porque a transição de um estado fundamental para

outro é realizada por um operador que muda simultaneamente os estados de todas as partículas do sistema, e este

operador não existe no limite termodinâmico. Assim, a probabilidade do sistema realizar a transição (quântica) de

um estado fundamental para outro é nula.

Funções de correlação

O teorema de flutuação-dissipaçãoestabelece que flutuações de certos observáveis estão relacionadas a

uma “susceptibilidade” apropriada, que lhes corresponde.Para as flutuações de energia, por exemplo, tem-se

(δU)2 = 〈(H− 〈H〉)2〉 = CV kB T
2 = cv kB NT2 (1.8)

ondekB é a constante de Boltzmann. SendoU = 〈H〉 extensiva,δU/U ∝ 1/
√
N, e as flutuações na energia vão

a zero no limite termodinâmico.

Porém, quando o calor específicocv diverge, como acontece no ponto crítico de uma transição de segunda

ordem, as flutuações(δU)2 se tornam importantes. A ordem de uma transição remete à classificação original de

Ehrenfest para transições de fase, e é identificada como a mais baixa ordem da derivada do potencial a divergir no

ponto da transição. O calor específico, como se sabe, é dado por: cv = − T
N

(

∂2F
∂T2

)

V,N
, donde sua divergência

paraT = Tc.

Assim, além dos valores esperados dos observáveis termodinâmicos, próximo a uma transição contínua,

outras funções, relacionadas a flutuações do sistema, tornam-se imprescindíveis a sua descrição. Supõe-se que o

parâmetro de ordem seja definido como a média termodinâmica de um campo, vetorial ou escalar, que fornece a

densidade de momento magnético (magnetização),m(x):

M = 〈
∫

ddx m(x)〉. (1.9)
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A função de correlação (a dois pontos) é definida pelo segundomomento desta densidade de momento magnético:

G(2)(x′, x) = 〈m(x′)m(x)〉. (1.10)

De maneira a isolar a parte da correlação devida às interações entre os spins, subtrai-se a contribuição devida ao

valor esperado (não-nulo) dem(x), e define-se a função de correlação (a dois pontos)conectada:

G
(2)
c (x′, x) = 〈m(x′)m(x)〉 − 〈m(x′)〉 〈m(x)〉 =

=
〈

(m(x′)− 〈m(x′) 〉 ) (m(x)− 〈m(x)〉 )
〉

. (1.11)

G
(2)
c mede a correlação espacial entre as flutuações do parâmetro de ordem em torno de seus valores esperados em

diferentes pontos do sistema. Tomando-se a invariância translacional do sistema:

G
(2)
c (x′, x) = G

(2)
c (x′ − x),

〈m(x)〉 = 〈m(0)〉, ∀x, (1.12)

a sua isotropia

G
(2)
c (x′ − x) = G

(2)
c (|x′ − x|), (1.13)

e através de suposições simples, pode-se mostrar que esta função apresenta as seguintes propriedades assintóticas

na vizinhança do ponto crítico - parax = |x| grande e|t| ≡ |T − Tc|/Tc << 1 (|t| 6= 0):

G
(2)
c (x) ∼ e−x/ξ

xd−2+η
, (1.14)

ondeξ é um comprimento característico, ocomprimento de correlação. A equação acima indica que próximo, mas

não sobreTc, o parâmetro de ordem flutua em blocos (de igual orientação despin, aproximadamente) de dimensões

lineares menores ou iguais aξ. A ocorrência de blocos maiores é extremamente rara, já que parax suficientemente

grande, a equação (1.14) é dominada pela exponencial que decai rapidamente a valores próximos de zero para

x & ξ. A dependência deξ com a temperatura (que pode ser empiricamente obtida a partir do comportamento

experimental de quantidades correlatas), na região em torno deTc (|t| << 1), é:

ξ ∼ t−ν, (1.15)

ondeν > 0 é umexpoente crítico. Assim, emt = 0, ξ diverge e o comportamento assintótico da função de
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correlação (1.14), exatamente sobre o ponto crítico, passaa ser dominado pela lei de potência emx:

G
(2)
c (x) ∼ 1

x(d−2+η)
, t = 0, x grande, (1.16)

onded é a dimensão do sistema, eη é outro expoente crítico. É uma suposição implícita da teoria a de que a

presença da transição de fase domina a fenomenologia do sistema na vizinhança do ponto crítico. Isto significa

que t é o único parâmetro relevante e, através de (1.15), queξ é o único comprimento característico do sistema

nesta região dos parâmetros termodinâmicos. A divergênciade ξ na transição, portanto, sugere que todas as

funções termodinâmicas neste ponto tenderão assintoticamente a funções homogêneas dex, como ocorre com a

função de correlação (1.16). Isto equivale a definir a regiãocrítica (vizinhança det = 0) como aquela em queξ seja

suficientemente grande, de modo que o comportamento assintótico das funções começa a ser dominado pela lei de

potência, deixando de ser dominado pela exponencial. A divergência deξ emTc, ademais, indica que flutuações

do parâmetro de ordem em blocos de spin de qualquer tamanho ocorrem com probabilidade comparável. No ponto

crítico, portanto, o comportamento do sistema é dominado por estruturas dinâmicas macroscópicas. A equação

acima, (1.16), por ser uma lei de potência, expressa ainvariância de escala do sistema10.

Além dos expoentes críticosν e η acima definidos, que determinam a dependência deξ e deG(2)
c na

temperatura reduzidat, também se introduzem os expoentesα, β, γ, δ, das leis de potência caracterizando o

comportamento crítico de outras grandezas termodinâmicas:



















































calores específicos c ∼ |t|−α, H = 0,

parâmetro de ordem M ∼ |t|β, t < 0, H = 0,

isoterma crítica M ∼ H−1/δ, t = 0,

“susceptibilidades”











χ ∼ |t|−γ, H = 0, t > 0 (magnetos)

κT ∼ |t|−γ, t > 0 (fluidos)

ondeχ é a susceptibilidade magnética, função resposta da magnetização, eκT é a compressibilidade, função

resposta do volume específico. Ambas divergem no ponto crítico nos respectivos sistemas.

Como descrito, expoentes críticos descrevem o comportamento de quantidades termodinâmicas no entorno

ou sobre a temperatura crítica, e é uma característica distintiva de transições contínuas que este comportamento

seja regido por leis de potência.

Um exemplo da emergência da universalidade no contexto de fenômenos críticos é através de leis, denomi-

nadas descaling, que relacionam os expoentes críticos de um sistema uns aos outros:

lei de Fisher: γ = ν(2− η)

lei de Rushbrooke: α + 2β + γ = 2

10O resultado de uma redefinição de escala espacialx′ = x/b é simplesmente uma redefinição correspondente (que dependerá do expoente
de escala específico) da escala da respectiva função termodinâmica f (q′ ∼ x′Dq ) = bD f f (q ∼ xDq ).
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lei de Widom: γ = β(δ − 1)

lei de Josephson: νd = 2− α.

Os expoentes críticos para um sistema específico podem ser obtidos através do grupo de renormalização ou

do funcional de energia livre no formalismo fenomenológicode Ginzburg-Landau. Estes expoentes caracterizam

a transição de fase do sistema e, por extensão, o próprio sistema em função do tipo de transição que sofre. De fato,

no contexto do grupo de renormalização, o conceito de classes de universalidade surge naturalmente, cada sistema

pertencendo a uma dada classe de universalidade dependendode seu comportamento crítico. Esta teoria, bem

como a de Ginzburg-Landau, são de extrema importância no âmbito da teoria de fenômenos críticos. Entretanto,

elas não serão abordadas aqui porque fogem do escopo do trabalho.

Universalidade

As simetrias, propriedades invariantes e leis de ocnservação nos sistemas físicos mostram-se ser de im-

portância fundamental na física, porque envolvem a sua busca primordial pela universalidade (ou universalidades).

O conceito de universalidade é recorrente em fenômenos críticos, já que, na região crítica, o comportamento é

ditado por grandes estruturas macroscópicas; sistemas cominterações microscópicas (Hamiltonianos) muito difer-

entes, podem apresentar propriedades críticas semelhantes. O conceito surge naturalmente no contexto do grupo

de renormalização, que divide os sistemas em classes de universalidade.

Outra ocorrência de universalidade aparece no “colapso” das curvas de coexistência gás-líquido de diver-

sos fluidos sobre uma curva comum no diagrama de variáveis reduzidasρ/ρc e T/Tc (os pontos críticos(ρc, Tc)

diferem para os diferentes sistemas). Esta é a chamada lei dos estados correspondentes. O mesmo acontece para

diferentes materiais magnéticos. O questionamento principal diante destas observações é: como, se as caracterís-

ticas microscópicas de sistemas estão, em última instância, na origem das suas transições de fase, as propriedades

gerais que determinam seu comportamento nesta região podemser independentes dos detalhes microscópicos?

1.4 Origem de transições de fase como Singularidades de Potenciais Ter-

modinâmicos

1.4.1 Teoremas de Yang e Lee

A Hipótese Topológica (HT) propõe que, no âmbito do ensemblemicrocanônico, transições de fase sejam

originadas por um mecanismo topológico engendrado por transições topológicas adequadas no espaço de config-

urações do sistema. Esta se propõe a ser uma explicação alternativa à de Yang e Lee, no ensemble grã-canônico,

e à de Dobrushin, Lanford, Ruelle, no ensemble canônico, cujo estudo, espera-se, adicionará elementos à com-

preensão destes fenômenos. Assim, nesta seção, de maneira asituar a proposta da HT em seu contexto formal,
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apresenta-se a abordagem a transições de fase por C. N. Yang eT. D. Lee [29, 30], que explica a origem de TFs

através da função de grã-partição e suas propriedades.

Uma teoria sobre a origem de TFs deve conseguir explicar comoum sistema regido por uma única in-

teração microscópica pode se apresentar em fases macroscópicas marcadamente distintas. Considera-se um gás

monatômico cujas partículas interagem sob o potencial:

U(|ri − rj|) =























∞, se |ri − rj| < a

ǫij se a ≤ |ri − rj| ≤ b

0 se |ri − rj| > b

(1.17)

onderi é o vetor posição da partícula de rótuloi. Este potencial genérico possui uma parte repulsiva (infinita) que

expressa o volume finito das partículas e sua impenetrabilidade,ǫij > −∞. Apesar do potencial acima ser de curto

alcance, é possível generalizar esta abordagem para potenciais que decaem lentamente com a distância.

Note-se que as partículas ocupam um volume finito, ou seja, possuem um “caroço” impenetrável, e, assim,

haverá um número máximoM de partículas coexistindo em um volumeV. A função de grã-partição é dada por:

QV =
M

∑
N=0

ZN

N!
yN , (1.18)

ondeZN é a parte configuracional da função de partição paraN partículas (considerando um Hamiltoniano clás-

sico, quadrático nos momenta{pi}, a parte dos momenta é trivialmente integrada e incorporadaà variávely) e y

é uma função da fugacidadez = eµ/kBT:

ZN =
∫

· · ·
∫

V
d3r1 . . . d

3rN exp
(

−U/kBT
)

,

y =

(

2πmkBT

h2

)3/2

eµ/kBT . (1.19)

Para volumeV finito, Q é um polinômio de ordemM na variávely estendida ao plano complexo (os valores físicos

dey são os reais e positivos). A função de grã-partição pode ser fatorada:

QV = Z0
ZM

M!

M

∏
i=1

(

1− y

yi

)

, (1.20)

ondey1, . . . , yM são as raízes do polinômioQ. Os coeficientesZN/N! são todos positivos. ParaV finito, portanto,

as raízes não poderão ser reais positivas. Ao tomar-se o limiteV → ∞, o número de raízes,M, aumenta, e estas se

movem no plano complexoy. Neste limite eventualmente algumas raízes tocarão o eixo real positivo, por exemplo,

nos pontosy = t1, t2 na figura (1.8). Os comportamentos do sistema nas regiõesy < ti ey > ti diferirão, ey = ti
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corresponde a uma transição de fase no sistema. A pressão e a densidade do sistema são dadas por:

P

kBT
= lim

V→∞

1

V
logQV ,

ρ = lim
V→∞

∂

∂ log y

1

V
logQV . (1.21)

Os resultados da teoria são sintetizados pelos seguintes teoremas:

TeoremaI : Para todos os valores reais positivos dey, no limiteV → ∞,
(

V−1 logQV

)

possui um limite

independente da forma deV (para superfícies deV “bem comportadas”). Este limite, ainda, será uma função

contínua, monotônica crescente dey.

TeoremaII : Se, no plano complexoy, uma regiãoR contendo um segmento do eixo real positivo não

contém raízes (para qualquer valor deT ouV), então nesta região no limiteV → ∞ as quantidades:

1

V
logQV ,

(

∂

∂ log y

)

1

V
logQV ,

(

∂

∂ log y

)2
1

V
logQV , . . . ,

possuem limites analíticos emy. E neste caso, as operações
(

∂
∂ log y

)

e limV→∞ comutam emR, de maneira que

valerá a identidade termodinâmica:

ρ =

(

∂

∂ log y

)(

P

kBT

)

. (1.22)

Figura 1.7:Comportamento da pressãoP (gráficos (b) e (d)) e da densidadeρ (gráfico (c)), em uma regiãoR que não contém
raízes, a uma dada temperatura.P e ρ são funções analíticas dey, e a curvaP x v = 1/ρ (gerada usando-se a relaçãoρ(log y)
para eliminar o parâmetrolog y da relaçãoP(log y)) é suave (gráfico (d)). [29]

A pressãoP então será sempre uma função contínua e monotônica crescente dey, no entanto suas derivadas

poderão ser descontínuas nos pontos em que as raízes tocaremo eixoy real positivo. Nestes pontos, a densidade

ρ (equação (1.21)) claramente não será dada pela derivada da pressão em relação ay (equação (equação 1.22)). A

densidadeρ=1/v será uma função monotônica crescente (e analítica) dey em uma regiãoR livre de raízes.

Em alguns casos, entretanto, os limites pela esquerda e peladireita da derivada deP não coincidirão sobre

uma dada raiz real e positiva, a derivada deP será descontínua e o sistema sofre uma transição de primeiraordem.

Pode-se mostrar queρ cresce na descontinuidade no sentido dey crescente.
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Figura 1.8: Comportamento da pressãoP (gráficos (b) e (d)) e da densidadeρ (gráfico (c)), para um sistema que sofre
transições de primeira ordem emP(y = t1, t2) para uma dada temperatura. No domínio das regiõesR1, R2 e R3, as funções
são analíticas.P é contínua nas transições,ρ sofre uma descontinuidade finita. Os trechos horizontais da curva em (d) são
regiões de coexistência das fases “adjacentes”. [29]

À medida em que a temperatura do sistema é variada, as raízes reais e positivas se movem sobre o eixo real.

Eventualmente, a uma determinada temperatura, alguma raizpode deixar de tocar o eixoy. Nesta temperatura,

Tc, o sistema sofrerá uma transição contínua, e a densidadeρ será contínua sobre a raiz. Se a densidade for

contínua sobre uma dada raiz em um intervalo finito de temperaturas, tem-se uma linha de transições contínuas.

Se, alternativamente, duas raízes se encontram sobre o eixoreal positivo emT0, tem-se um ponto triplo nesta

temperatura.

A teoria pode ser generalizada para diferentes tipos de interações. Nesta abordagem, o estudo das equações

de estado e transições de fase fica reduzido à investigação dadistribuição de raízes da função de grã-partição sobre

o plano complexoy.

Outra abordagem à origem das transições de fase existe, no contexto do ensemble canônico, e é devida a

Dobrushin, Lanford e Ruelle11.

11D. Ruelle,Thermodynamic Formalism, Encyclopaedia of Mathematics and its Applications (idem).
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Capítulo 2

A Hipótese Topológica

Este capítulo apresenta uma revisão das motivações da Hipótese Topológica, do contexto teórico em que

esta se insere, de suas conseqüências, e de resultados da aplicação da Hipótese sobre modelos estatísticos que a

corroboram e que não a confirmam. Ao final do capítulo se descrevem resultados mais recentes, que estabelecem

rigorosamente um critério topológico-geométrico para a origem de transições de fase em certa classe de modelos,

e que definem um mecanismo independente ligado à origem de transições de fase em uma classe complementar de

potenciais.

As definições matemáticas usuais de transições de fase termodinâmicas são baseadas na perda de analiti-

cidade - que rigorosamente acontece apenas no limiteN → ∞ - de observáveis termodinâmicos, vistas como

conseqüência de singularidades nas medidas estatísticas que ocorrem na transição. Tais definições se aplicam às

funções de partição canônica e grã-canônica e aos potenciais e funções termodinâmicos delas derivados. Uma

definição para transições de fase de equilíbrio em sistemas Hamiltonianos, que foi introduzida há alguns anos,

propõe que estas possam ser detectadas, explicadas e quantitativamente descritas pela análise da topologia e de

mudanças apropriadas na topologia de subvariedades no espaço de configurações. Sob esta perspectiva, as singu-

laridades nas medidas estatísticas seriam originadas por estas transições topológicas (TTs) nas subvariedades, que

serão definidas a seguir.

Este capítulo contém uma síntese de resultados e evidênciasque conduzem a esta nova definição, e a justi-

ficam. O conteúdo da conjectura está contido na chamada Hipótese Topológica (HT), que será aqui apresentada,

juntamente com resultados sobre modelos específicos que a corroboram [2]. Ao final do capítulo, descrevem-se

resultados mais recentes que contradizem ou limitam a aplicabilidade da HT.

A conjectura se aplica a sistemas autônomos (isto é, cujos Hamiltonianos são independentes do tempo),
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clássicos, confinados, com Hamiltonianos da forma

H =
1

2

N

∑
i=1

p2i +V(q1, . . . , qN), (2.1)

onde{qi} são as coordenadas, os N graus de liberdade do sistema, e{pi}, os momenta conjugados (i = 1, . . . ,N).

A definição (2.1) para o Hamiltoniano restringe os sistemas estudados aos sistemas denominadosnaturais, isto

é, impõe-se que a energia cinética seja quadrática nas velocidades, e que a função energia potencialV(q) seja

independente dos momenta. Tal definição não representa uma restrição importante. As variáveisqi e pi são

contínuas; assim, define-se um espaço de fases contínuo parao sistema, para o qual{q1, . . . , qN , p1, . . . , pN}
constituem uma base.

No âmbito da dinâmica conservativa de sistemas Hamiltonianos, o HamiltonianoH é uma integral do

movimento, e olocusdas trajetórias dinâmicas será o subconjunto de pontos{(q, p)} do espaço de fases tais que

H(q, p) = E, ondeE é a energia do sistema. O espaço de configurações acessível,ME, é um subconjunto do

espaço de configuraçõesM, dado pela projeção emM do conjunto{(q, p)} de estados com uma energiaE fixa.

Como a energia cinética é sempre positiva,ME é definido por:

ME = {q ∈ M |V(q) ≤ E}, (2.2)

que é naturalmente “folheado” pelas equipotenciaisΣv:

Σv = {q ∈ M |V(q) = v}, v ≤ E. (2.3)

As coordenadas(q1, . . . , qN) podem ser tomadas como coordenadas locais deME, a partir das quais se define uma

estrutura diferenciável para a subvariedade.

Abordagens a transições de fase fazendo-se uso de conceitose métodos de topologia já foram implemen-

tadas sobre o espaço de parâmetros termodinâmicos,macroscópico, de dimensão finita.

A HT propõe, em contraste, a análise da topologia doespaço de configuraçõesacessível do sistema, a

subvariedadeME (ou, de forma complementar, a topologia das subvariedadesΣE), e investiga, assim, a existência

de uma definiçãomicroscópicapara transições de fase.

2.1 Geometrização da Dinâmica Hamiltoniana

A aplicação do formalismo da Geometria Diferencial à dinâmica de sistemas Hamiltonianos clássicos com

muitos graus de liberdade (N >> 1) surgiu do intuito de investigar os regimes caótico e regular no espaço de fases

através da teoria ergódica.

As soluções das equações de movimento de sistemas Hamiltonianos naturais, em que estão incluídos sis-

temas da forma (2.1), são regidas pelo princípio de Hamilton, que impõe que tais soluções, as trajetórias naturais
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dos sistemas, sejam os caminhos de integraçãoq = q(t) que extremizem o seguinte funcional:

SH =
∫

L(q, q̇, t) dt, (2.4)

ondeL(q, q̇) = T −V é o Lagrangiano do sistema (T é a energia cinética).

As geodésicasγ(s) de uma variedade Riemanniana1, por sua vez, são os extremos do funcional:

ℓ =
∫

γ(s)
ds, (2.5)

ondeℓ é o comprimento da geodésica sobre a variedade eds, o elemento infinitesimal de comprimento de arco,

é tal queds2 =< ds, ds >= gij dq
i dqj, sendo definido a partir da métricagij no sistema de coordenadas locais

(carta)(q1, . . . , qN) deME.

Uma métrica adequada para a geometrização da dinâmica Hamiltoniana é uma em que se impõe uma equiv-

alência entre a ação de HamiltonSH (ou, alternativamente, a de MaupertuisSM) e o comprimento de arcoℓ, que

mapeie as trajetórias naturais dos sistemas físicos em geodésicas de variedades Riemannianas (ou suas projeções

nos subespaços adequados). Partindo-se deSM = 2
∫

T dt, a “variedade mecânica”, identificada porME, é

“equipada” com o tensor métrico(gJ)ij = [E − V(q)]δij, (caso especial da) chamada métrica de Jacobi. Na

métrica de Eisenhart [36], as trajetórias naturais, definidas como extremos deSH, são projeções das geodésicas

de um espaço de configurações ampliado ({q0 ≡ t,q = (q1, . . . , qN)} mais uma coordenada realqN+1), que

satisfazemds2 = Cdt2, C > 0 (escolhe-seC = 1), ondeds2 = −2V(q)(dq0)2 + aijdq
idqj + 2dq0dqN+1

(i, j=̇1, . . . ,N, e aquiaij = δij). A partir da definição das métricas, se estabelece uma relação entre os parâmetros

dt da dinâmica eds das geodésicas da variedade, e entre as equações de movimento e as equações das geodésicas.

Para se estudar a estabilidade/instabilidade das trajetórias dinâmicas investiga-se a evolução do vetor sepa-

raçãoξ i = q̃i− qi entre duas trajetórias inicialmente próximas, isto é, especificadas por condições iniciais infinites-

imalmente próximas (ver figuras 2.1). Sendo ambas trajetórias válidas do sistema, ambosq̃i(t) e qi(t) obedecerão

às equações de movimento de Newton, donde a equação obedecida porξ i (em primeira ordem emξ i), é a equação

da dinâmica tangente:

ξ̈ i = −
(

∂2V(q)

∂qi∂qj

)

q=q(t)

ξ j.

Se as soluções|ξ| crescem exponencialmente com o tempot, a trajetória é instável, e a dinâmica, caótica.

Da geometrização adequada da dinâmica, a instabilidade dastrajetórias pode ser estudada através da insta-

bilidade das geodésicas, ou seja, da evolução do vetor separaçãoJi = q̃i − qi entre duas geodésicasq̃i(s) e qi(s)

inicialmente próximas, que obedece à equação de Jacobi:

D2 Ji

ds2
+

(

Ri
jk l

dqj

ds

dql

ds

)

Jk = 0, (2.6)

1Em que o elemento de comprimento de arco (quadrático)ds2 é definido e positivo. Quandods2 não é sempre positivo, a métrica é
pseudo-Riemanniana (por exemplo, as métricas de Eisenhart e Minkowski).
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Figura 2.1:Quadro (a) à esquerda: Ilustração qualitativa de um feixe degeodésicas, parametrizado porτ inicialmente distribuídas em uma
vizinhançaJ . Quadro (b) à direita: Representação do vetor separaçãoξ entre duas geodésicas, soluções das equações de movimento de um
dado sistema.ξ∆τ é a distância entre os pontosB eD, ambos correspondendo a um mesmo valor do parâmetro de comprimentode arcos [37].

ondeD/ds é a derivada covariante sobre a geodésicaq(s) e Ri
jk l são as componentes do tensor de curvatura de

Riemann. Da mesma forma que|ξ|, a taxa de crescimento exponencial de|J(s)| determinará a estabilidade ou

instabilidade da geodésica. A equação de Jacobi depende apenas da curvatura da variedade, que por sua vez,

dependerá da métrica[gij]. Usando a métrica de Eisenhart, cada componenteξ i pode ser identificada com cada

componenteJi, e a equação (2.6) se reduz exatamente à equação da dinâmica tangente:

D2 Ji

ds2
+ Ri

0k0 J
k = 0, (2.7)

onde as únicas componentes não nulas do tensor de Riemann sãoR0i0j = ∂2V/∂qi∂qj i, j=̇1, . . . ,N.

A dinâmica caótica pode ser gerada por diversos mecanismos diferentes. Um dos mecanismos, que resulta

“trivialmente” na instabilidade das geodésicas, são valores negativos dacurvatura seccional2, K(P;π). Para a

grande maioria dos modelos físicos de sistemas com muitos graus de liberdade, observa-se, no entanto, que as cur-

vaturas seccionaisK(P;π) das variedades correspondentes são quase sempre positivas, sendo as eventuais regiões

com curvatura negativa reduzidas. Ainda assim, as geodésicas são na maioria instáveis. O mecanismo respon-

sável pelo surgimento de caos nestes casos é denominadoinstabilidade paramétrica, que ocorrerá em variedades

não isotrópicas, devido à sua curvaturavariávelao longo das geodésicas. Este é um comportamento conhecido em

soluções de equações diferenciais com coeficientes variáveis no tempo. Assim, o mecanismo gerador de caos ocor-

rendo com maior predominância em sistemas físicos comN >> 1 estará relacionado a flutuações da curvatura

K(P;π), que não sejam desprezíveis, e até mesmo da ordem deK(P;π).

Devido à grande dificuldade que representa o sistema de equações (2.6), algumas simplificações devem

ser feitas, que permitam uma análise da instabilidade das soluções J independentemente do conhecimento das

trajetórias dinâmicas específicas [38]. As suposições essenciais são: (i) a variedadeME é quase isotrópica, as

2A curvatura seccionalK(P;π) no pontoP está relacionada à “projeção” do tensor de Riemann sobre um planoπ gerado por dois vetores
deTPM, o espaço tangente aME no pontoP.
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componentes do tensor de Riemann ao longo de uma geodésica instável genérica podem ser aproximadas por

Rijkl ∼ κ(t)(gikgjm − gimgjk), ondeκ(t) é uma curvatura seccional efetiva (no caso isotrópico, a equação é exata

e a curvatura seccionalκ é uma constante (Teorema de Schur); (ii) no limite deN grande a curvatura efetiva

pode ser modelada por um processo estocástico Markoviano, Gaussiano, onde〈κ(t)〉s e 〈δ2κ(t)〉1/2s = σK são

dadas pela média e flutuações médias da curvatura de Ricci3 KR. Admitida a ergodicidade das trajetórias, faz-

se〈·〉s = 〈·〉µ, ondeµ é a medida ergódica natural (amicrocanônica). Substituindo a forma aproximada para

Rijkl na equação (2.7), obtém-se uma equação do tipo oscilador estocástico:d
2ψ

dt2
+ κ(t)ψ = 0, ondeψ representa

qualquer componente deJ. Daí se obtém uma estimativa para o (maior) expoente de Lyapunov λ, ou a taxa de

crescimento exponencial das soluções|J| (no limite assintóticot → ∞):

λ(k0, σk, τ) =
1

2

(

Λ − 4

3
k0/Λ

)

, (2.8)

ondeΛ =

(

σ2
k τ +

√

(

4
3

)3
k30 + σ4

k τ2

)1/3

e τ = τ(κ0, σK) é o tempo de correlação do processo estocástico.

A dinâmica de sistemas Hamilonianos não-lineares comN ≥ 3, via de regra, não possuirá outra integral

do movimento, que não a energia. O fato do número de integraisde movimento ser muito menor queN está

relacionado à exploração e acessibilidade do espaço de fases pelas trajetórias (integrais de movimento estabelecem

vínculos entre coordenadas e momenta, que confinam as trajetórias a subespaços de menor dimensão). Equações

de movimento não integráveis, por sua vez, estão relacionadas ao comportamento caótico. Vê-se, assim, uma

estreita relação entre dinâmica caótica (para quase todas as condições iniciais no espaço de fases) e a propriedade

de “phase mixing” da dinâmica (que garante a equivalência entre médias temporais emtempos finitose médias de

ensemble). Tal relação dá suporte a toda a fundamentação da Mecânica Estatística. De fato, o grau de instabilidade

dinâmica está ligado à eficiência da propriedade de “phase mixing”.

O comportamento caótico está, portanto, na origem do comportamento estatístico de sistemas Hamilto-

nianos. Deste fato espera-se, em contrapartida, encontrarno comportamento do expoente de Lyapunov padrões

peculiares quando na presença de transições de fase. Ademais, a geometrização da dinâmica de sistemas Hamil-

tonianos sugere que as variedadesME, em que as trajetórias dinâmicas existem, devam apresentarpor sua vez

propriedades específicas na presença de TFs.

Transições de fase, inclusive as que não envolvem uma quebrade simetria evidente, estão associadas com

quebras da ergodicidade da variedade sobre a qual as trajetórias existem4. A ergodicidade é uma propriedade

intrinsecamente dinâmica, e assim, supõe-se que a abordagem dinâmica possa acusar a presença de TFs no sistema

termodinâmico.

3A curvatura de RicciKR(P, v) é dada pela soma das curvaturas seccionaisK(P,πi) nos(N − 1) planosπi gerados pelo vetorv e todos
os demais vetores da base ortonormal deTPM.

4A quebra de ergodicidade ocorre quando a ergodicidade deixade ser aplicada a toda a variedade, e passa a valer, independentemente,
apenas sobre subvariedades desconexas desta.
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2.2 Geometria e Dinâmica Caótica nas Transições de Fase

2.2.1 Expoente de Lyapunov

A busca de assinaturas dinâmicas de transições de fase teve seu início na análise do comportamento do

expoente de Lyapunov em função da temperaturaT ou da densidade de energiaǫ = E/N para diferentes modelos.

Embora o ensemble naturalmente associado à dinâmica Hamiltoniana, conservativa, seja o microcanônico, os

resultados em função deT são qualitativamente equivalentes aos resultados obtidosem função deǫ.

Na investigação do modelo de Heisenberg clássico, modelo XY, cujo Hamiltoniano possui a forma (2.1),

estudou-se o caso bidimensional, em que o sistema sofre uma transição do tipo Berezinsky-Kosterlitz-Thouless

(BKT), que não envolve quebra espontânea de simetria, e separa uma fase desordenada de uma fase quase-

ordenada, caracterizada por pares ligados de vórtices de cargas opostas5. Também se estudou a versão tridi-

mensional, que apresenta uma transição contínua, caracterizada pela quebra espontânea da simetria contínua O(2)

do Hamiltoniano [39] (o primeiro estudo do modelod = 2 foi realizado por Butera e Caravati6 ainda na década de

80).

O Hamiltoniano deste modelo tem a forma (2.1) e sua energia potencial é dada por:

V(φ) = − ∑
<i,j>

[cos(φi − φj)− 1], (2.9)

ondeφi ∈ [0, 2π) são variáveis angulares, definidas nos sítios de uma rede hipercúbicad-dimensional, e< i, j>

denota sítios primeiros vizinhos nas redesd = 2, 3. Na simulação numérica da dinâmica, calcula-se a temperatura

como a média temporal da energia cinética do sistema para cada valor de energiaǫ = E/N. O expoente de

Lyapunov foi calculado numericamente para condições iniciais de equilíbrio, para cada valor deT. Os gráficos

dos resultados numéricos deλ x T (figuras 2.2) mostram que o expoente de Lyapunov, embora não apresente

comportamento singular em nenhum dos casosd = 2, 3, apresenta um máximo em torno da transição de fase. Em

d = 3 a variação no comportamento deλ no ponto da TF é um tanto mais brusca. Pode-se dizer entretanto que os

comportamentos emd = 2, 3, embora envolvendo diferentes tipos de transições, são bastante similares.

Outro modelo estudado, com Hamiltoniano da forma (2.1), foio φ4 em rede discreta, em dimensõesd =

2, 3, tanto para variáveisφ escalares (d = 2 [40]) quanto para variáveis vetoriais [41]. O modelo com graus de

liberdadeφ escalares, cujo Hamiltoniano possui simetria discretaZ2, pertence à mesma classe de universalidade do

modelo de Ising em mesma dimensão. O sistema sofre uma transição de fase contínua parad > 1. As equações de

movimento, juntamente com as equações da dinâmica tangente, foram resolvidas numericamente. Cada observável

termodinâmico relevante (temperatura, calor específico, parâmetro de ordem) foi expresso pela média temporal da

função deφ correspondente. O comportamento crítico obtido pela abordagemdinâmicareproduziu a transição de

fase termodinâmica, reproduzindo expoentes críticos do modelo de Isingd = 2 e os valores deTc e ǫc estimados
5A transição BKT também é caracterizada como uma transição de ordem infinita, já que nenhuma derivada de ordem finita da energia livre

é singular na transição.
6Butera, P.; Caravati, G.Phys. Rev. A36 (1987) 962.

31



Figura 2.2:Expoente de Lyapunovλ contraT para os modelos XYd = 2 (à esquerda) ed = 3 (à direita), calculado numericamente para
diferentes tamanhosN de rede, e calculado por métodos analíticos para diferentes aproximações (quadrados cheios e curva pontilhada para
o modelo bidimensional à esquerda; círculos cheios e curva pontilhada para o modelo tridimensional). A transição SK (d = 2) ocorre em
Tc ≃ 0.95, e a transição de segunda ordem (d = 3) ocorre emTc ≃ 2.15 [39].

pela termodinâmica. O (maior) expoente de Lyapunov foi calculado numericamente para cada valor deǫ. ParaN

grande,λ(ǫ) exibe umcrossover, marcado por uma aparente descontinuidade na derivada da função. Ocrossover

se aproxima deǫc para valores crescentes deN. Paraǫ → ∞, λ → 0 necessariamente, já que o modelo é

integrável neste limite. O comportamento deλ como função deT, em torno deTc, não é robusto pois é fortemente

dependente dos valores escolhidos para os parâmetros do Hamiltoniano.

Na referência [41] realiza-se um estudo análogo para o modelo φ4 na rede comd = 3, e com variáveisφ

escalares (n = 1) e vetoriaisn = 2, 4.Estes sistemas sofrem transições de fase contínuas a temperaturas finitas cor-

respondendo à quebra espontânea da simetriaZ2 discreta do Hamiltoniano paran = 1, e das simetrias contínuas

O(2) e O(4) para os Hamiltonianos comn = 2, 4, respectivamente.

Da integração numérica das equações de movimento para condições iniciais de equilíbrio correspondentes a

diferentes valores deǫ, computou-se o (maior) expoente de Lyapunovλ(ǫ). Novamente, os resultados numéricos

apontam para umcrossoverno comportamento deλ emT = Tc, exatamente sobre a transição de fase contínua,

que possivelmente se torne uma singularidade emT = Tc, no limiteN → ∞. O comportamento da funçãoλ(ǫ)

é fortemente dependente do grupo de simetria a que pertencemos Hamiltonianos estudados.

Com o intuito de se obterem contra-provas, em [38] estudaram-se dois modelos em rede unidimensional

com interações de curto alcance, os modelos FPU-β e XY, quenão sofrem transição de fase de equilíbrio. Em

ambos casos, obteve-se um comportamento suave para o máximoexpoente de Lyapunov como função da temper-

atura,λ(T), em contraste com os modelos XY eφ4 descritos acima, cujos expoentes de Lyapunov apresentam

comportamentos marcadamente distintos abaixo e acima das respectivas transições de fase.

No que se refere a outros tipos de transição, foram estudadosigualmente modelos com transições de fase

do tipo líquido-sólido (de primeira ordem): em [42,43], foram considerados um sistema de discos rígidos, um gás

de Lorentz e um fluido com interações por potencial de Lennard-Jones em duas dimensões, nos quais o comporta-

mento do maior expoente de Lyapunov em função da densidade dosistema se mostrou sensível à transição de fase.
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O comportamento qualitativo deλ, no entanto, é muito variável de modelo a modelo.

Em conclusão aos resultados numéricos acima apresentados,inferiu-se que o comportamento do expoente

de Lyapunov de sistemas Hamiltonianos dinâmicos seja de fato sensível à presença de uma transição de fase no

sistema. Entretanto, a dependência do comportamento deλ no tipo de transição de fase, por exemplo, não é mais

notável que a dependência do comportamento nos diferentes modelos e até mesmo em valores dos parâmetros para

um mesmo modelo, sendo assim difícil distinguir padrões indicadores de uma quebra espontânea de simetria, como

no exemplo comparativo do modelo XY emd = 2 e d = 3. Em geral não há nenhum padrão universal aparente

na mudança de regimes dinâmicos nas transições de fase, quando analisados através do expoente de Lyapunov.

Em síntese, o expoente de Lyapunov, ainda que em geral acusativo de uma sensibilidade da dinâmica a transições

termodinâmicas, não parece ser um observável adequado paraa investigação da ocorrência de transições de fase.

2.2.2 Observáveis Geométricos e Transições de Fase: Curvatura

No formalismo geométrico da dinâmica Hamiltoniana (seção 2.1), viu-se que o surgimento de caos está

predominantemente ligado ao mecanismo de instabilidade paramétrica, ativado pelas flutuações da curvatura de

Ricci, e, em particular, argumentou-se que estas possuem uma estreita relação com o expoente de Lyapunov da

dinâmica (eq. (2.8)). Nesta seção, apresentam-se resultados de um comportamento mais “distintivo” das flutuações

de curvatura na presença de transições de fase, que o indicado pelo expoente de Lyapunov nos mesmos casos.

Tais resultados permitem, ademais, inferir uma interpretação topológica da própria origem das transições de fase.

Os resultados nesta seção enfocam as evidências da quebra espontânea de simetria característica de transições

contínuas, em contraste com a transição BKT particularmente, que, apesar de contínua, não apresenta quebra de

simetria.

No âmbito da métrica de Eisenhart, o observável dinâmico quecorresponde à curvatura de Ricci ao longo

de uma geodésica é o Laplaciano da energia potencial,∇2V. No caso do modelo XY, com a energia potencial

dada por (2.9), obtém-se, para a curvatura de Ricci:KR = 2N − 2V = 2∑<i,j> cos(φi − φj). A flutuação

quadrática média deKR, por grau de liberdade, é dada por:σK = 1
N (〈K2

R〉− 〈KR〉2)1/2. As quantidades〈KR〉 eσK

foram computadas numericamente, para cada valor deT, como médias temporais - independentemente portanto de

escolha de peso estatístico de ensemble - para os modelos XYd = 2, 3 em [39].〈KR〉 apresentou comportamentos

similares nos casosd = 2 e d = 3, apesar das transições em cada caso serem diferentes. Em particular, 〈KR〉
possui um ponto de inflexão em torno das transições de fase, e,portanto, é influenciada pela presença das mesmas.

O resultado mais interessante esteve nas diferenças nos comportamentos deσK parad = 2, 3.

No modeloφ4 com simetria O(n), a curvatura de Ricci também foi obtida equipando-se a variedade com

a métrica de Eisenhart. A simulação numérica de〈KR〉 e σK, ao longo de trajetórias dinâmicas, como médias

temporais, foi realizada em [40, 41]. O comportamento de〈KR〉 como função da densidade de energiaǫ para o

modeloφ4 bidimensional,n = 1 [40] é qualitativamente análogo ao dos casos do modelo XYd = 2, 3 acima
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mencionado:〈KR〉 inverte sua convexidade próximo deǫc. No entanto, este comportamento não se reproduz

qualitativamente em outros modelos (que apresentam igualmente transições de fase com quebra espontânea de

simetria) como os modelosφ4 em d = 3 com simetria O(n), n = 1, 2, 4 [41], em que as curvaturas de Ricci

médias〈KR〉 de fato sofrem uma inversão de convexidade próximo ou sobre as transições, porém, diferentemente

do caso acima descrito, também apresentam um mínimo em ou próximo deTc. O comportamento de〈KR〉 é

bastante dependente dos modelos estudados.

Os resultados mais significantes destas análises [39–41] seapóiam nos comportamentos singulares das flu-

tuações de curvaturaσK, computadas numericamente para valores finitos deN, na presença de transições com

quebra espontânea de simetria (modelo XYd = 3, fig. 2.3 (quadro à direita), modeloφ4 escalar na rede bidi-

mensional [40] e modelosφ4 O(1), O(2) e O(4) na rede tridimensional [41]). Estas apresentam um máximo

acentuado, possivelmente tendendo a uma singularidade real em N → ∞, que ocorre sobreTc ou ǫc, dentro da

margem de erro numérico das simulações.

Figura 2.3:Resultados numéricos para as flutuações da curvatura de Ricci(métrica de Eisenhart),σK(T), contraT para os modelos XY
bidimensional (à esquerda, círculos cheios) e tridimensional (à direita, triângulos cheios) em redes finitas. Para as mesmas redes em cada
modelo, computou-se a curvatura de Ricciκ0(T) (círculos vazados parad = 2; triâgulos vazados parad = 3). Linhas sólidas nos gráficos
representam a estimativa microcanônica obtida por expansão de altas temperaturas [39].

Na ausência de quebra espontânea de simetria, nos modelos XYd = 2 [39] (fig. 2.3, quadro à esquerda)

e φ4 d = 2 com simetria O(2) [41], não ocorre comportamento singular, emboraσK ainda se mostre sensível

à presença da transição. Este comportamento pode ser qualificado como “intermediário” entre a ausência de

transições e a ocorrência de transição com quebra espontânea de simetria. Não há evidências contrárias aos padrões

observados.

Diferentemente do expoente de Lyapunov, asflutuações de curvaturase mostram observáveis adequados,

por exemplo, para a investigação da existência de TFs com quebra de simetria, pois seu comportamento se mostrou,

nos exemplos acima descritos, qualitativamente mais uniforme para diferentes modelos sofrendo os mesmos tipos

de transições de fase, e qualitativamente distinto na comparação entre transições com e sem quebra espontânea de

simetria. A sensibilidade do expoente de Lyapunov a transições de fase, assim, baseado na relação (2.8), pode ser

entendida como conseqüência dos resultados expostos nestaseção.
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Em [40], a mesma análise para as médias temporais dos observáveis geométricos foi realizada com a métrica

de Jacobi, em que foram calculadas a curvatura escalarR através de sua expressão em função de observáveis

dinâmicos, e a flutuação quadrática médiaσR deR. Vale notar que com a métrica de Jacobi a curvatura média

ainda exibe um comportamento suave próximo aǫc, ainda que seja afetado pela transição, enquanto a flutuação

da curvatura mostra novamente um pico acentuado no ponto da transição com quebra de simetria. A persistência

e robustez do comportamento das flutuações de curvatura na região crítica com a escolha de métricas diferentes

reforça a idéia, que será mais adiante explorada, de que a origem deste comportamento e, conseqüentemente, a

origem mais fundamental de transições de fase esteja natopologiadas variedades do espaço de configurações.

2.2.3 Um resultado analítico: modelo XY campo médio

O modelo XY campo médio é de particular importância neste estudo, porque, além das assinaturas dinâmi-

cas e geométricas da transição serem bastante características, este modelo também permite, como será descrito

mais adiante, uma descrição analítica das propriedades topológicas das variedades do espaço de configurações. O

modelo consiste de um sistema totalmente conectado de rotores planares clássicos, descrito por um Hamiltoniano

da forma (2.1) com energia potencial dada por:

V(φ) =
J

2N

N

∑
i,j=1

[1− cos(φi − φj)]− h
N

∑
i=1

cos φi, (2.10)

ondeφ ∈ [0, 2π) representa o ângulo do rotori com relação a uma direção fixada pelo vetorh, o campo externo.

A termodinâmica dos modelos ferromagnético e antiferromagnético foi resolvida em [44]. Considerando-se o caso

ferromagnéticoJ = 1, no limiteh → 0, o sistema sofre uma transição contínua, com expoentes críticos clássicos,

emTc = 1/2 ou ǫc = 3/4.

O expoente de Lyapunovλ, calculado numericamente como função deǫ [45, 46], para valores finitos de

N, é positivo para0 < ǫ < ǫc, apresenta um máximo acentuado imediatamente abaixo deǫc, e, no limite

termodinâmico, vai abruptamente a zero exatamente sobre a transição, permanecendo nulo em todo o intervalo

de energias acima deǫc, já que nesta fase, o sistema é integrável, sendo equivalente a um conjunto de rotores

desacoplados.

Em [47], confirmaram-se os resultados numéricos acima pela estimativa deλ(ǫ) através da relação (2.8).

Da geometrização da dinâmica, obtiveram-se analiticamente os comportamentos de〈KR〉 e σK = 〈δ2kR〉 em

função deǫ, no limite termodinâmico. Estas quantidades apresentaramcomportamentos singulares emǫc, como

mostra o gráfico à direita na figura 2.4, em especial paraσk.

2.3 Transições de Fase e Topologia

As evidências descritas na seção anterior sugerem que o expoente de Lyapunov, calculado numericamente
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Figura 2.4:Modelo XY campo médio. À esquerda: Expoente de Lyapunovλ contraǫ (curva sólida), eq.(2.8). As curvas tracejadas são
correções analíticas de rede finita ao limite de campo médio, quetendem à curva sólida comoλ ∝ N−1/3. À direita: Curvatura de RicciKR(ǫ),
analiticamente computada no ensemble microcanônico (curva sólida), e suas flutuaçõesσK (curva tracejada). A energia crítica da transição é
ǫc = 0.75 [47].

sobre trajetórias dinâmicas de equilíbrio, seja sensível àpresença de transições de fase em geral, como conse-

qüência das propriedades de observáveis geométricos definidos a partir da métrica induzida sobre o espaço de

configurações acessível. As flutuações de curvatura deME, σK ou σR, como médias temporais sobre as referi-

das trajetórias, apontam a presença das transições de fase:apresentam um comportamento muito distinto para

diferentes tipos de transições, em particular, em relação àpresença ou ausência de quebra de simetria, sendo tal

comportamento qualitativamente uniforme em modelos distintos com transições similares.

Partindo-se deste comportamento notável das flutuações de curvatura, buscou-se a origem mais fundamental

deste e de transições de fase.

2.3.1 Origem Topológica das Flutuações de Curvatura Singulares

É possível encontrar uma correspondência entre o comportamento singular de flutuações de curvatura de

uma variedade topológica e uma mudança na topologia da mesmaem modelos geométricos abstratos e simples [2,

39,41].

Uma mudança na topologia de uma família de superfíciesSǫ, parametrizada porǫ ∈ R, ocorre em um

ǫc quando as superfíciesSǫ<ǫc não são difeomórficas às superfíciesSǫ>ǫc , isto é, as primeiras não podem ser

continuamente deformadas ou mapeadas sobre as últimas (verApêndice A).

Em [2, 39, 41] estudaram-se as propriedades geométricas e topológicas de duas famílias de superfícies de

revolução em dimensão2 (dois). A imersão de uma superfície de revolução emR3 pode ser obtida pela rotação de

uma curvaC (gráfico dey = f (x)) em torno de um dos eixos do plano Cartesiano. Os gráficos das duas famílias
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Figura 2.5:Representações das famíliasFǫ e Gǫ. Cada família é dividida em duas subfamílias pela superfície crítica correspondendo a
ǫc = 0. Os membros dentro de cada subfamília são difeomórficos entre si,enquanto que as duas subfamílias não são difeomórficas uma à
outra [2].

de superfícies estudadas são dados, em coordenadas Cartesianas, por:

Fǫ = ( fǫ(t) cos v, fǫ(t) sin v, t) (2.11)

Gǫ = (t cos v, t sin v, fǫ(t)), (2.12)

ondev ∈ [0, 2π) e as coordenadas são parametrizadas porǫ através defǫ(t) = ±
√

ǫ + t2 − t. As superfícies

Fǫ e Gǫ são formadas a partir da revolução dos dois ramos (±) de fǫ e o parâmetroǫ ∈ [−1/4,+∞). As duas

famílias de superfícies sofrem transições topológicas (TTs) emǫc = 0. As variedadesFǫ são topologicamente

equivalentes a um toro bidimensional,T2 (característica de Eulerχ = 0), paraǫ < ǫc, e tornam-se difeomórficas

a uma esferaS2 (χ = 2) paraǫ > ǫc. As variedadesGǫ, por sua vez, são difeomórficas a duas esferas desconexas

(χ = 4) paraǫ < ǫc, e a uma esferaS2 (χ = 2) paraǫ > ǫc - Figura 2.5.

Definida a métrica induzida deR3 sobre as superfícies7, o comportamento das flutuações de curvatura

nas transições topológicas é analisado através da curvatura GaussianaK das variedades8, que, para dimensão2,

coincide com a curvatura de Ricci. As figuras 2.6 mostram queσK se torna singular emǫ → ǫc para ambas famílias

de superfícies, embora as duas famílias sejam geométrica e topologicamente distintas.

Os resultados descritos motivaram o estudo da topologia e das propriedades geométricas de curvatura do

espaço de configurações de um sistema físico. O contexto natural para esta generalização é a Teoria de Morse,

uma síntese da qual se encontra no Apêndice A. Neste caso, deve-se tomar para a variedadeM estudada o espaço

de configurações do sistema, que é tal que dim(M) → ∞, o que aumenta consideravelmente a dificuldade do

problema. Sua função energia potencialV, suave e limitada inferiormente, é definida sobre a variedade M, e é

conveniente supor-se que esta função seja uma função de Morse.

Quandov(q) = V(q)/N é uma função de Morse (ver Apêndice A), as transições topológicas das var-

iedadesMu = {q ∈ M |V(q) ≤ u} estão em correspondência biunívoca com os pontos críticos da função.

7Para uma superfície de dimensãok imersa noRn, parametricamente definida pelas equaçõesxi = xi(z1, . . . , zk), i = 1, . . . , n, onde
(z1, . . . , zk) são coordenadas locais na superfície, a métrica induzida doRn sobre a superfície é dada porgij(z

1, . . . , zk) = ∑
n
m=1

∂xm

∂zi
∂xm

∂zj
.

8A curvatura Gaussiana é o produto da recíproca de dois raios de curvatura da variedade.
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Figura 2.6:Flutuações da curvatura Gaussiana,σK , para as superfícies (a)Gǫ; e (b)Fǫ. A transição topológica emǫc = 0 (ǫc + ǫmin = 0.25)
é marcada por uma singularidade emσK [41].

Assim, seuc é um valor crítico deV, as variedadesMu<uc não serão difeomórficas às variedadesMu>uc , e uma

transição topológica ocorre na família de subvariedades{(Mu, g)} precisamente emMuc . Deste modo, a deter-

minação da estrutura topológica das variedades para todou exige a determinação de todos os pontos críticos da

funçãoV, juntamente com os respectivos índices de Morse.

A fim de estabelecer a conexão entre as flutuações da curvaturadeM e suas transições topológicas, faz-se

necessário definir uma métrica[gij] sobre a mesma. Em lugar de explorar tal conexão a partir de um modelo

estatístico específico, recorre-se à abordagem do problemageométrico-topológico genérico no entorno de uma

transição topológica em uma variedadeM de dimensão alta [1]. A teoria de Morse permite acessar as propriedades

topológicas deM a partir das propriedades de diferenciabilidade da funçãoV, e permite, ademais, abordar o

problema no entorno da TT sem o conhecimento específico da forma deV, dadas as propriedades de uma função

de Morse na vizinhança de um ponto críticoxc ∈ M. A carta de Morse é uma transformação linear local sobre

as coordenadas deM que permite representar a função de MorseV(x) na vizinhança dexc como: V(x) =

V(xc) − ∑
k
i=1 x

2
i + ∑

N
i=k+1 x

2
i (sendok o índice de Morse do ponto críticoxc, isto é, o número de autovalores

negativos do Hessiano deV calculado emxc). Na vizinhança de um ponto crítico, portanto, asΣu ⊂ Mu são,

geometricamente, quádricas não-degeneradas (hiperbolóides, elipsóides), que se tornam degeneradas emxc.

De outra parte, a análise das propriedades geométricas deM na vizinhança da TT foram analisadas através

das flutuações da curvatura Gaussiana9, σK, destas superfícies,σK = 〈K2〉Σu − 〈K〉2Σu
como função deu ∈ (uc −

δ, uc + δ), onde〈·〉 está para a integração sobre a (hiper)superfície equipotencial Σu ≡ {x ∈ M|V(x) = u}. A

curvatura GaussianaKG e suas flutuaçõesσK puderam ser computadas numericamente, considerando-se a imersão

deM emRN [1].

A figura 2.7 mostra queσK desenvolve um pico singular no valor críticou = 0, correspondendo à superfície

crítica. As propriedades (geométricas) das variedades(Mu, g) estão de fato estreitamente ligadas às propriedades

9Mais especificamente, computaram-se as flutuações da curvaturade Gauss-Kronecker do modelo, que é uma generalização da curvatura
Gaussiana para dim(M) > 2.
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Figura 2.7:FlutuaçõesσK da curvatura de Gauss-Kronecker de hipersuperfíciesV−1(u) contrau na vizinhança de um valor críticouc.
dim(V−1(u)) = 100, e os índices de Morse para cada curva são:k = 1 (sólida),k = 15 (pontilhada),k = 33 (tracejada),k = 48 (tracejado
longo). [1]

das superfícies{Σu}u≤uc (uc > 0), o que é expresso na equação (redefinindoumin = 0, uc > 0):

∫

Mu

f dη =
∫ u

0
dV

∫

ΣV

f |ΣV

dω

||∇V|| , (2.13)

ondedω é a medida induzida sobreΣV (pela folheação deMu) e f é uma função genérica definida sobreM, f |ΣV

é a sua restrição aΣV , e finalmente∇V é o gradiente do potencialV com relação às coordenadas do mapa local

deΣV .

Os resultados acima não estabelecem uma relação de necessidade da ocorrência de singularidades das flu-

tuações de curvatura na presença de mudanças da topologia, eapenas sugerem a suficiência de (certas) transições

topológicas para originar essas singularidades, também para variedades em dimensões altas.

Ademais, os exemplos aqui tratados não relacionam diretamente transições topológicas a transições de fase,

apenas apresentam um fato comum a ambos fenômenos: assim como as transições de fase (pelo menos as com

quebra espontânea de simetria) em sistemas Hamiltonianos clássicos são acompanhadas por singularidades nas

flutuações de curvatura (de Ricci) das variedadesME, também transições topológicas de variedades Riemannianas

Mu podem engendrar singularidades nas flutuações de curvatura(Gauss-Kronecker) das mesmas. Esta coincidên-

cia leva à conjectura heurística: que transições de fase estejam associadas a transições topológicas das variedades

do espaço de configurações do sistema.

Entretanto, pode-se argumentar que o comportamento singular das flutuações de curvatura esteja ligado

à tendência da medida estatística de equilíbrio de se tornarsingular na presença de transições de fase. Este

comportamento, em contrapartida, não é imediatamente conectado ao comportamento topológico do espaço de

configurações acessível. A seção que segue tenta elucidar deste ponto.

39



2.3.2 Transições Topológicas e Transições de Fase Termodinâmicas

Comprovação Indireta da Hipótese Topológica

Para tentar resolver as ambigüidades com respeito ao efeitodas transições topológicas do espaço de con-

figurações sobre o comportamento termodinâmico de um sistema físico - na ocorrência de transições de fase em

particular -, buscou-se verificar se o comportamento singular das flutuações de curvatura persiste frente a diferentes

escolhas da métrica[gij] sobre a variedadeM.

Considera-se o modelo físicoφ4 escalar (simetriaZ2 discreta) em reded-dimensionalZd parad = 1 (que

não sofre transição de fase), e emd = 2 (que sofre uma transição com quebra espontânea de simetria auma

temperaturaTc finita), cuja energia potencial por partícula é denotada porνd(φ) = Vd(φ)/N. Consideram-se

as hipersuperfícies equipotenciaisΣu = ∂Mu e Mu, as partes do espaço de configuraçõesM abaixo do nível

ν(φ) = u, cujas definições a partir deν(φ) determinam suas topologias. A detecção de singularidades das

flutuações da curvatura de Gauss-Kronecker deΣu é uma forma indireta de comprovar a ocorrência de transições

topológicas na família{(Mu, g)} emuc. Trabalhando com a curvatura escalarR, e admitindo a estreita relação

entreΣu e Mu, as simulações foram realizadas sobreR = gkjRl
kij das variedades(Mu, g), para as flutuações

σR [1]. Três métricasg(k) (numericamente tratáveis) foram escolhidas para o cálculode σR(u): g(1) dada pela

transformação conforme da métrica plana Euclidiana, envolvendoV(φ); g(2) eg(3) sendo métricas não conformes,

e não envolvendo o potencial físico.

O observável a que correspondeR é diferente em cada métrica, da mesma forma paraσR. Apesar disto, os

resultados para as três diferentes métricas mostram queσR apresenta máximos acentuados (que eventualmente se

tornam singulares emN → ∞) em um mesmo valor deu = uc, para o modelo em duas dimensões, e apresenta um

comportamento suave para o caso unidimensional (figuras 2.8). A energia potencial crítica obtida foivc ≃ 3.75.

Das figuras 2.8vc, dentro da margem de erro numérico, coincide com o valor do parâmetrouc onde ocorrem as

singularidades deσR. Ademais, estes máximos deσR podem ser considerados comprovaçõesindiretasda presença

de uma mudança topológica importante da família{(Mu, g)} no casod = 2.

Em síntese, tendo-se concluído que as “singularidades” deσR coincidem com a transição de fase contínua

do modeloφ4, d = 2, também este fenômeno deve ter origem em uma transição topológica das variedadesMu.

2.4 A Hipótese Topológica

Todo o formalismo e resultados expostos neste capítulo dizem respeito a sistemas Hamiltonianos naturais

da forma (2.1), com variáveis{pi} e {qi} contínuas e cujo potencialV(q) é suave e limitado inferiormente.

No âmbito da Mecânica Estatística, em particular do ensemble canônico, o comportamento de equilíbrio destes
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Figura 2.8:Variância da curvatura escalar deMu, σR(u), com as métricasg(1) (à esquerda);g(2) e g(3) (à direita), como função deu/N,
para o modeloφ4 emd=̇1, 2 para redes finitas. Círculos cheios (à esq., métricag(1)), triângulos vazios (à dir., métricag(2)) e círculos vazios
(à dir., métricag(3)) correspondem ao caso1-d; círculos vazios e triângulos cheios (à esq., métricag(1)), triângulos cheios (à dir., métricag(2))
e círculos cheios (à dir., métricag(3)) correspondem a redes finitas em2-d (valores reescalados) [1].

sistemas pode ser completamente descrito através da funçãode partição canônica [2,3,39]:

QN(β) =
∫

dN p dNq e−βH(p,q) =

(

π

β

)N/2 ∫

dNq e−βV(q)

=

(

π

β

)N/2 ∫ ∞

0
du e−βu

∫

Σu

dσ

||∇V|| , (2.14)

onde β = 1/T, Σu = {(q1, . . . , qN) ∈ RN |V(q1, . . . , qN) = u} são as equipotenciais no espaço de configu-

rações, edσ é o elemento invariante de volume definido pela métrica induzida porRN sobreΣu. Da mesma forma

no ensemble microcanônico para o volume no espaço de fases [48]:

ΩN(E) =
∫ E

0
dη
∫

dNq Θ[V(q)− (E− η)]
∫

dN p δ

(

∑
i

1

2
p2i − η

)

=
∫ E

0
dη
∫ E−η

0
du
∫

Σu

dσ

||∇V||
∫

dN p δ

(

∑
i

1

2
p2i − η

)

=
(2π)N/2

Γ(N/2)

∫ E

0
dη η(N−2)/2

∫ E−η

0
du
∫

Σu

dσ

||∇V|| . (2.15)

Das equações (2.14) e (2.15) observa-se que para sistemas Hamiltonianos da forma considerada, os objetos

não triviais estão contidos nas integrais
∫

Σu

dσ
||∇V|| . O elemento de volumedσ é determinado pela folheação natural

do espaço de configurações nas equipotenciaisΣu, assim que se define a função energia potencialV(q). O fato

da informação não-trivial deQN(β) e ΩN(E) ser determinada apenas pela parte interagente do Hamiltoniano é

o ponto de partida da Hipótese Topológica. Sabe-se ainda quequanto maiorN, menores são as flutuações de ob-

serváveis estatísticos do sistema em torno de suas médias. Assim, a projeção do suporte da medida microcanônica

sobre o espaço de configurações tende assintoticamente a umahipersuperfícieΣu = Σ〈u(E)〉 no limite N → ∞.

Supondo a equivalência dos ensembles estatísticos10, também o suporte efetivo da medida canônica no espaço

10Tal equivalência é garantida quando as interações são de (suficientemente) curto alcance.

41



de configurações éΣu = Σ〈u(β)〉 (ver discussão no final do capítulo). Em síntese aos resultados e evidências

descritos, enuncia-se [2,3]:

Hipótese Topológica (HT):A origem fundamental de uma transição de fase está em uma mu-

dança topológicaadequadada família{Σu}, em uma dada energia potencial por partículauc(βc)

(uc(Ec)), que coincide com o ponto crítico. Esta mudança topológicanas equipotenciaisΣu, su-

porte efetivo da medida estatística, produz uma mudança na própria medida estatística, donde a

origem do comportamento singular de observáveis termodinâmicos na transição.

Mudanças topológicas "abruptas" nestas variedades - suporte efetivo das medidas estatísticas - podem orig-

inar derivadas singulares no volume microcanônico11, Ω(E) [49, 50]. Se este fato persiste aN crescente, esta

mudança topológica resultará na perda de analiticidade de observáveis termodinâmicos emN → ∞. Do ponto

de vista desta hipótese, a singularidade da medida estatística na transição de fase, emuc, é conseqüência das TTs

ocorrendo neste ponto.

A Hipótese conjectura a necessidade de transições topológicas no ponto da transição de fase, porém, não

esclarece completamente as condições desuficiência. Os resultados da verificação da HT em modelos específicos,

descritos a seguir, fornecem algumas pistas neste sentido.

Investigação da topologia das variedadesΣu

As mudanças topológicasdas hipersuperfícies equipotenciais12, Σu, representam umaquebra de difeomor-

ficidadeda família{Σu} para o(s) respectivo(s) valor(es) da energia potencial porpartículau (Apêndice A).

Para descrever completamente e de forma unívoca a topologiadestas variedades é necessário um conjunto

completo de objetos ou estruturas matemáticas, invariantes sob difeomorfismos, denominadosinvariantes topológi-

cos, definidos sobre as variedadesΣu (ver Apêndice A). Em princípio a descrição completa da topologia exige

mais de um invariante topológico porque, embora se saiba queuma mudança em um dado invariante topológico

implique na ocorrência de uma transição topológica na variedade subjacente, a constância de um dado invariante

topológiconão implica na ausência de TT. Pela limitação prática óbvia da aplicação desta idéia à investigação de

sistemas físicos específicos, a análise da topologia baseou-se em geral em um único invariante, a característica de

Euler-Poincaré,χ, um invariante topológico cuja determinação se torna possível através da Teoria de Morse. Outra

motivação para a escolha da característica de Euler como um invariante topológico importante é a sua estreita

relação com quantidades físicas relevantes, como a entropia configuracional associada aos mínimos locais de um

Hamiltoniano ou de um funcional de energia livre.

Os números de Betti da família de variedades{Mu} para todou constituem um conjunto completo de in-

11O mesmo vale para o ensemble canônico (e grã-canônico), já que a função de partição canônicaconfiguracional(considerando apenas a
integral sobre as coordenadas{qi}) é a transformada de Laplace do volume microcanônico desprezada a parte cinética (isto é, impondo-se o
vínculo restrito apenas sobre a energia potencialV(q): δ(E−V(q))) [28].

12Não necessariamente associadas a uma transição de fase.
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variantes topológicos, e portanto, caracteriza completamente sua topologia. A determinação do tipo de homotopia

da família{Mu} para todou, e portanto, de todos os números de Betti das variedades, foirealizada para o modelo

esférico na rede hipercúbica, que é o resultado original da primeira parte desta tese [6,7] (ver Capítulo 3).

2.4.1 Confirmação da Hipótese Topológica em modelos físicos

No contexto do que foi proposto acima, a presente seção relata resultados de confirmações diretas da HT

em modelos específicos.

Modelo φ4

Para determinar em que condições uma TT origina uma transição de fase a uma dada energia potencial

(média)vc - e se isto de fato ocorre -, deve-se analisar o comportamentode um invariante topológico conveniente

em função do parâmetrou.

Para o modeloφ4 escalar, emd = 1, 2, escolheu-se a característica de Euler como invariante topológico,

devido à disponibilidade de um teorema, o teorema de Gauss-Bonnet-Hopf, que permite a determinação deχ(Σu)

através da curvatura de Gauss-Kronecker total das superfíciesΣu [3]:

χ(Σu) = γ
∫

Σu

Kdσ, (2.16)

que é válido para hipersuperfícies de dimensãopar (dim(Σu) = N−1) imersas noRN, ondeγ = 2/Vol[SN
1 ] e

dσ é o elemento invariante de volume definido pela métrica induzida emΣu por RN.

Os resultados, expressos nas figuras 2.9, mostram, para o caso da rede unidimensional (sem transição),

exceto por algum ruído numérico, um comportamento monótonodecresente deχ(v/N) (v/N energia potencial

por grau de liberdade). No caso bidimensional, em que ocorrea transição com quebra de simetria,χ(v/N)

apresenta uma mudança abrupta caracterizada por uma derivada descontínua desta função em um valorvc/N,

como ilustrado pela linha contínua que interpola os dados numéricos. As simulações foram realizadas com os

valores dos parâmetros da seção 2.3.2, e o ponto no qual ocorre a singularidade deχ(v/N), vc/N ≃ 3.75,

coincide com a energia potencial crítica calculada naquelaseção para o mesmo modelo.

O comportamento não-constante deχ(v/N) emd = 1 e emd = 2 parav 6= vc demonstra que transições

na topologia estão presentes ainda que não haja transição defase. Ademais, o comportamento observado para o

casod = 2 sugere que uma mudança abruptana taxa de variaçãoda topologia esteja na origem de transições de

fase.

Modelo XY campo médio e unidimensional

O primeiro modelo a fornecer uma comprovação direta da Hipótese Topológica foi o modelo XY campo
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Figura 2.9:Característica de Eulerχ(Σv) em função dev/N para o modeloφ4 em redes finitas: à esquerda parad = 1, ao centro e à direita
parad = 2 para dois tamanhos de rede distintos. Parâmetros como na seção 2.3.2 [3].

médio com interações ferromagnéticas [50–52]. Neste caso épossível mostrar analiticamente que uma mudança

topológica abrupta no espaço de configurações ocorre e pode ser relacionada com a transição de fase termodinâmica

(descrita na seção 2.2.3).

A energia potencial por partícula do modelo é dada por:

ν(φ) =
V(φ)

N
=

J

2N2

N

∑
i,j=1

[1− cos(φi − φj)]−
h

N

N

∑
i=1

cos(φi). (2.17)

Fixa-seJ = 1. A energia potencial possui limites inferior e superior:−h ≤ ν(φ) ≤ 1/2+ h2/2. Este sistema

sofre uma transição de fase contínua com quebra espontânea de simetria no limiteh → 0, emǫc = Ec/N = 3/4

ouTc = 1/2.

Em [52] investigou-se a topologia das variedadesMv, cuja relação com a topologia das equipotenciaisΣv

é tanto mais próxima quanto maiorN (ver eq. (2.13)). O espaço de configuraçõesM do modelo é umN-toro

TN , e a função definida sobre este éν(φ), que para campoh 6= 0, em que a simetriaO(2) de (2.17) é quebrada,

é uma função de Morse própria. As variedadesMv, v < −h são vazias, eMv parav > 1/2+ h2/2 devem ser

difeomórficas aM = TN .

As soluções encontradas para os pontos críticos da funçãoν(φ) são isoladas parav ≤ 1/2 < 1/2+ h2/2,

e possuem em geral multiplicidadeO(N!). Em1/2 < v < 1/2+ h2/2 não ocorrem pontos críticos; os pontos

críticos exatamente emv = 1/2+ h2/2 podem ser degenerados, e sua multiplicidade é pelo menosO(N!).

As transições topológicas parav < 1/2+ h2/2 foram investigadas através da característica de Euler, que

é dada por:χ(Mv) = ∑
N
k=0(−1)kbk(Mv) = ∑

N
k=0(−1)kµk(Mv), onde a segunda equação vale para funções de

Morse, sendoµk o número de pontos críticos de índicek que ocorrem emMv. Do cálculo dos índices dos pontos

críticos para campoh suficientemente pequeno, resulta que em cada nível crítico no intervalov < 1/2+ h2/2,

ocorrem apenas pontos críticos com um mesmo único índice e que neste intervalo este índice nunca é maior que

N/2. Assim,µ k(v) = 0, ∀k >
N
2 . Sabe-se, no entanto, que o toro se completa emv = 1/2+ h2/2 e que

os números de Bettibk do N-toro completo sãobk = (Nk ) > 0 para todok = 0, . . . ,N. Das desigualdades de

Morse bk ≤ µk, k = 0, . . . ,N conclui-se que, emv = 1/2+ h2/2, (Nk ) k-células para cadak ∈ [N/2+ 1,N]
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devem ser agregadas à variedadeMv emv = 1/2+ h2/2, assim que não só ocorre uma transição topológica em

v = 1/2+ h2/2, como esta transição topológica corresponde a uma mudança em números de Betti deO(N)

diferentes ordens, o que é uma transição topológica bastante abrupta, especialmente em comparação às demais

transições ocorrendo emv < 1/2+ h2/2.

A transição de fase ocorre no limiteh → 0, e assim a TT acima referida ocorrerá emv = vc = 1/2.

Como os graus de liberdade configuracional{φi} e de momentum{πi} são escalares, no limite termodinâmico, a

temperaturaT, a densidade de energiaǫ e a energia potencial média por partículau = 〈ν〉 obedecem à equipartição

de energia (kB = 1): ǫ = T/2+ u(T), donde a energia potencial crítica média, correspondente àtransição de fase

éuc = 1/2, isto é,uc = vc. A TT abrupta acima descrita coincide portanto com a transição de fase do modelo.

A figura 2.10 (à esquerda) mostra o gráfico delog(|χ(Mv)|)/N contrav para diferentes valores deN,

fazendo uso explícito do fato de que a variedadeM, o N-toro, se completa emv = 1/2 + h2/2, e, sendo

χ(TN) = 0 o gráfico sofre uma descontinuidade finita emv = 1/2+ h2/2, de um valor finito, para 0 (zero).

Em [51, 52] também se trata comparativamente o comportamento deχ(v) do modelo XY unidimensional

com interações a vizinhos próximos, que não possui transição de fase. O Hamiltoniano é da forma (2.1) e a energia

potencial por partícula é dada por (J = 1):

ν(φ) =
1

4N

N

∑
i=1

[1− cos(φi+1 − φi)]−
h

N

N

∑
i=1

cos φi. (2.18)

O espaço de configuraçõesM ainda é umN-toro, a funçãoν(φ), definida sobreM, é que se modifica. Da análise

das soluções de pontos críticos e suas respectivas multiplicidades, resulta neste caso um contínuo de TTs, porém

nenhuma transição topológica abrupta, de modo que o comportamento resultante paralog(|χ|(Mv))/N é suave.

Comparando as figuras 2.10, vê-se que o que difere o comportamento delog(|χ|(Mv))/N no caso uni-

dimensional do comportamento no caso em campo médio é que no primeiro a característica de Euler não sofre

nenhuma descontinuidade.

Figura 2.10:Gráficos delog(|χ|(Mv))/N contrav para diferentes tamanhos de sistema (tamanhos crescem com as curvas de baixo para
cima) para o modelo XY campo médio,h = 0.01 evc = 0.5+O(h2) (à esquerda) e para o modelo XY unidimensional,h = 0 e sem transição
de fase (à direita) [52].
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Os resultados representados pelos gráficos 2.10 parecem corroborar a Hipótese Topológica. Entretanto, uma

questão permanece em aberto: a transição de fase termodinâmica só acontece apóslimh→0
lim

N→∞
, quando o campo é

estritamente nulo. No entanto, como se vê da figura 2.10 (à esquerda), o comportamento singular emlog(|χ|)/N
e a TT abrupta ocorrem tanto paraN e h finitos - em quenãohá transição de fase do ponto de vista da Mecânica

Estatística -, quanto no limitelimh→0
lim

N→∞
- em que o sistema termodinâmico sofre uma transição de fase.

Modelo k-trigonométrico

Uma outra confirmação analítica direta da HT foi obtida para omodelok-trigonométrico em campo médio,

com Hamiltoniano da forma (2.1) [53–55]. Este modelo permite testar a HT tanto para uma transição contínua

quanto para uma de primeira ordem, e fornece um exemplo como base de comparação com o caso sem transição.

A energia potencial é dada por:

Vk(q) =
∆

Nk−1 ∑
i1,...,ik

[1− cos
2π

L
(qi1 + · · ·+ q ik )], (2.19)

que define interações dek-corpos, onde∆ e L são escalas de energia e comprimento, respectivamente, as somas

nosiα vão de1 a N, isto é, cada partícula de índicei interage com todas as demaisN − 1 partículas do sistema

(em grupos dek partículas cada vez), e os termos com coordenadasq i repetidas são subextensivos.

A termodinâmica do modelo foi resolvida dentro do ensemble microcanônico, e as curvas calóricasT/∆

contra e/∆ (kB = 1) mostram a ausência de transição no casok = 1 (o que é esperado pois neste caso não

há interação entre os graus de liberdade), eT(e) é uma função contínua e suave; no casok = 2, a funçãoT(e)

desenvolve uma derivada descontínua em uma energiaec, indicando uma transição de segunda ordem (contínua),

e no casok = 3, a curvaT(e) é descontínua em um valor diferente da energia, indicando uma transição de

primeira ordem (gráfico à esquerda na figura 2.11). O valor da energia potencial crítica nas transições∀k ≥ 2

é vc = ∆. No ponto da transiçãovc, a simetriaCkv é quebrada, sendo o parâmetro de ordem a “magnetização”

m = 〈
∣

∣

∣

1
N ∑

N
j=1

(

cos(qj) + i sin(qj)
)

∣

∣

∣
〉; abaixo da energia críticaec há k estados transformados uns nos outros

pela ação do grupo de simetria. Neste caso a quebra de simetria também ocorre para a transição de primeira

ordem.

Na investigação topológica o ferramental teórico usado foia Teoria de Morse. Foram analisadas as mu-

danças de topologia nas subvariedadesMv do espaço de configurações em função dev, através do cálculo analítico

da característica de Eulerχ(Mv). No quadro à direita da figura 2.11 grafica-se, como no modelo XY acima,

σ(v) = limN→∞
1
N log |χ(v)|.

Do quadro no detalhe no gráfico à esquerda na fig. 2.11, parav/∆ contra e/∆, observa-se que a região

v > ∆ não é acessível ao sistema, e do grá fico à direita na fig. 2.11, que tal região corresponde aσ′(v) < 0. Vê-se

que na ausência de transição (k=1) σ é uma função analítica dev; parak=2, onde ocorre uma transição contínua,

a derivada primeira deσ(v) é descontínua emvc = v(ec) = ∆, e a derivada segunda é negativa em torno do ponto
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Figura 2.11:Gráfico à esquerda: Temperatura microcanônica como função da energia parak = 1, 2, 3. No detalhe, a energia potencialv
contra a energia totale, ambos normalizados por∆; o ponto da transição évc = ∆, ∀k. A regiãov > 1 nunca é acessada pelo sistema. Gráfico
à direita: Logaritmo da característica de Eulerσ(v) (definido no texto) contrav/∆. A transição de fase é assinalada por uma singularidade de
σ′(vc), emvc = ∆. O sinal da segunda derivada em torno do ponto crítico diferencia as ordens das transições [53,54].

crítico; finalmente, parak=3, em que ocorre a transição de primeira ordem, a derivada primeira deσ(v) também

apresenta uma descontinuidade emvc, porém sua derivada segunda é positiva em torno devc. Percebe-se neste

caso que transições de diferentes ordens apresentam assinaturas topológicas próprias. Investigar se esta assinatura

é universal ou específica a este modelo é uma questão importante13. Este trabalho, sendo o primeiro a verificar a

Hipótese Topológica para uma transição de primeira ordem14, é de relevância central na validação desta hipótese

como uma possível teoria para transições de fase.

2.4.2 Teorema sobre uma relação de necessidade

Comenta-se aqui uma importante contribuição teórica ao formalismo da HT. Trata-se de dois teoremas,

provados em [28,57,58], que estabelecem anecessidadede uma transição topológica na família de hipersuperfícies

equipotenciais{Σv}v∈R, em um valor crítico de energia potencial,vc, para a ocorrência de uma transição de

fase de primeira ou segunda ordem emvc. Ambos teoremas se aplicam a potenciais aditivos, confinantes, não

singulares, de alcance finito, limitados inferiormente, que sejam funções de coordenadas contínuas. Denota-se esta

função porVN(q1, q2, . . . , qN), onde{qi}i=̇1,...,N representam as coordenadas relevantes do sistema. Assume-se

ademais queVN(q) seja uma função de Morse própria (ver Apêndice A).

Teorema I

O primeiro teorema [28] estabelece que o difeomorfismoC∞ entre equipotenciasΣv em um certo intervalo

de energia potencial[v0, v1] garante que a seqüência de energias livres de Helmholtz{F(c)N (β)}N∈N seja uni-

formemente convergente, com limiteF(c)∞ (β) bem definido e sendo pelo menos de classeC2(
◦
Iβ), duas vezes difer-

13É importante ressaltar que uma análise da relação entre o sinalda segunda derivada de quantidades topológicas e a ordem de transições de
fase termodinâmicas foi inconclusiva no caso de modelosXY com interações entre2+ k rotores (k=̇4, 6) [56].

14É válido notar que a transição de primeira ordem neste modelo apresenta quebra espontânea de simetria.
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enciável no interior aberto do intervalo de temperaturas (inversas) correspondente,Iβ = [β0, β1] = β([v0, v1]),

de modo que transições de primeira ou segunda ordemnãopodem ocorrer no intervalo(v0, v1).

A prova procede fatorando-se as contribuições à funçãoF
(c)
N (β), que é definida como a densidade de ener-

gia livre de Helmholtz completa, incluindo-se as contribuições configuracional e cinética:F(c)N (β) = − log(π/β)
2β +

f
(c)
N (β), onde a densidade de energia livre configuracionalf

(c)
N (β) é determinada pela função de partição configu-

racional,Zc(β,N), através de

f
(c)
N (β) = − logZc(β,N)

Nβ
= − 1

Nβ
log

∫

M
dNq e[−βVN(q1,...,qN)] = − 1

Nβ
log

∫ ∞

0
dv e−βv

∫

Σv

dσ

||∇VN ||
.

(2.20)

A parte não-analítica deF(c)N (β), se ocorre, necessariamente está contida emf
(c)
N (β).

A densidade de energia livref (c)N (β) também é obtida pela extremização de uma função adequada da

densidade de entropia configuracionalS
(−)
N (v) = 1

N logM(v,N), ondeM(v,N) é o volume representado pelos

estados configuracionais com energia potencial menor ou igual av (subvariedadeMv)15.:

M(v,N) =
∫

M
dNq Θ[v−VN(q1, . . . , qN)] =

∫ v

0
dη
∫

Ση

dσ

||∇VN ||
. (2.21)

Esta definição é reminiscente de um vínculo microcanônico imposto sobre a energiatotal do sistema. A relação

entre f (c)N (β) eS
(−)
N (v) é dada por [59]:

f
(c)
N (β) = inf

v

{

v− S
(−)
N (v)

β

}

. (2.22)

Esta equação, por sua vez, impõe a relação a seguir entre a temperatura inversa e a densidade de entropiaS
(−)
N (v):

βN(v) =
∂S

(−)
N (v)

∂v
. (2.23)

A relação das quantidades termodinâmicas acima definidas com a topologia das subvariedadesMv eΣv fica

mais transparente definindo-se um vínculo microcanônico estritamente sobre a energia potencial, com a seguinte

densidade de estados:

Ω(v,N) =
∫

M
dNq δ[v−VN(q1, . . . , qN)] =

∫

Σv

dσ

||∇VN ||
=

∂M(v,N)

∂v
, (2.24)

e a respectiva entropia configuracional por partícula:SN(v) = 1
N logΩ(v,N). As relações acima resultam na

15A última igualdade resulta de reexpressar-se a distribuiçãode Heaviside em termos de deltas de Dirac:Θ[v − VN(q1, . . . , qN)] =
∫ v
0 dη δ[η − VN(q1, . . . , qN)] (tomando o mínimo do potencial como zero), e usarem-se propriedades da delta de Dirac, que então trans-

formam a integral no volume em uma integral sobre a superfície das raízes do argumento:
∫

D dx δ[g(x)] =
∫

Σg

dσ
|g′(x)| , onde o domínio de

integração da última integral é o conjunto solução deg(x) = 0: Σg = {x ∈ D | g(x) = 0}.
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seguinte identidade:

SN(v) = S
(−)
N (v) +

1

N
log βN(v), (2.25)

que expressa a relação entre os respectivos suportes das duas entropias:Σv = ∂Mv. ComoβN(v) é uma variável

de estado intensiva, no limite termodinâmico, as entropiasacima definidas sãoidênticas.

A equação (2.24) deixa claro que as não-analiticidades na densidade de estados, e portanto emSN(v),

ocorrem somente se∇VN = 0. Da teoria de Morse, sabe-se queΣv ≈ Σv′ para quaisquerv, v′ ∈ [v0, v1]

se e somente se não existirem pontos críticosqc deVN emV−1
N ((v0, v1)). Assim, as transições topológicas na

variedadeMv ocorrem precisamente nas energias potenciaisvTT ∈ V−1
N (Mv), imagem do conjunto solução de

∇VN = 0 sob a função de MorseVN(q).

Reconsiderando a premissa do Teorema I de difeomorfismo entre as equipotenciaisΣv emv ∈ [v0, v1], é

evidente queΩ(v,N) também éC∞(
◦
Iv), e conseqüentemente, tambémSN(v) é C∞(

◦
Iv), para qualquerN finito.

Prova-se que no limite termodinâmico,S∞(v) será pelo menosC3(
◦
Iv), e da identidade entre as entropias definidas

neste limite, valerá tambémS(−)
∞ (

◦
Iv) = C3(

◦
Iv). Ora, de (2.23) fica evidente queβ(

◦
Iv) = C2(

◦
Iv), e de (2.22), fica

portanto provado quef∞(β) e F∞(β) sãoC2(
◦
Iβ), pelo menos.

Teorema II

O resultado apresentado pelo segundo teorema [58] complementa a conexão entre topologia e termod-

inâmica estabelecida pelo Teorema I. Enquanto o resultado do primeiro teorema se aplica somente a intervalos de

energia potencialIv = [v0, v1] quenãocontenham valores críticosvc deVN(q), o Teorema II analisa a possibili-

dade de existência de pontos críticos deVN(q) nos subconjuntosV−1
N (Iv) da variedadeM.

Fatoriza-se o volume do espaço de configurações acessível,M(v,N), em duas contribuições, quais sejam:

a união de vizinhanças (pseudo-cilíndricas) dos pontos críticos e a subvariedade complementar a esta união em

Mv, para umaVN(q) que seja função de Morse. Do teorema I, sabe-se que esta última subvariedade, livre de

pontos críticos deVN(q), não fornece contribuição singular à entropia configuracional ou às suas primeiras três

derivadas, pelo menos.

Mostra-se então que a parte não-analítica da entropia só pode se originar na contribuição aM(v,N) dos

pontos críticos deVN(q), isto é, na presença de transições topológicas, corroborando a hipótese do papel funda-

mental do mecanismo topológico. Os pontos críticos deVN(q) são, por hipótese, isolados, isto é, o Hessiano de

VN é não-degenerado, não possuindo autovalores nulos. ParaN < ∞, isto significa que há um número finito de

pontos críticos e de valores críticos.
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É possível reescrever a entropiaS(−)
N (v) como:

S
(−)
N (v) =

1

N
log

[

∫

Mv\∪N (v)
i=1 Γ(q

(i)
c ,ǫ0)

dNq+
N

∑
i=0

µi(Mv)

∑
k=1

A(N, i, ǫ0)Jj(i,k)m(i,k) +

+

N ν(v)+1
cp

∑
n=1

B(N, i(n), v− v
ν(v)
c , ǫ0) Jν(v),n

]

, (2.26)

ondeΓj(q
(nj)
c , ǫ0) são vizinhanças pseudo-clíndricas em torno do ponto crítico q

(nj)
c , de dimensãoǫ0 [58],N ν(v)+1

cp

é o número de pontos críticos que pertencem à equipontecialΣ
v

ν(v)+1
c

, µi(Mv) são os números de Morse da var-

iedadeMv, isto é, o número de pontos críticos deVN de índicei que pertencem aMv, ν(v) = max{j | vjc ≤ v},

Jj(i,k)m(i,k) é o módulo do determinante do Jacobiano da transformação entre a carta inicial{ql}l=̇1,...,N e a carta

de Morse{xl}l=̇1,...,N, em torno do ponto críticoq(m)
c = V−1

N (v
j
c). A(N, i, ǫ0) são números, eB(N, i, v, ǫ0)

são funções analíticas. Ver-se-á mais adiante queJj(i,k)m(i,k) exerce um papel central na ocorrência de não-

analiticidades emS(−)
N (v).

É possível mostrar que o único termo de (2.26) que pode originar transições de fase de primeira ou segunda

ordem é o segundo termo no argumento do logaritmo. Este termoestá em correspondência com a ocorrência

de transições topológicas emMv. Complementa-se assim a conclusão obtida no Teorema I, sobre anecessidade

de transições topológicas em presença de transições de fase. As condições desuficiência, que poderiam definir

uma classe de transições topológicas em correspondência um-a-um com transições de fase, não são entretanto

determinadas por nenhum dos teoremas.

Em sistemas com potenciais de curto alcance, entretanto, o conjunto de valores dev correspondentes a TTs

se torna denso na vizinhança da TF, e as implicações do teorema deixam de ser significativas, tornam-se triviais.

Ainda assim, a necessidade de uma TT na energia crítica de umaTF parece sugerir que transições topológicas são,

no mínimo, um dentre os eventuais mecanismos fundamentais na origem de uma transição de fase nesta classe

de potenciais. A determinação, se possível, de um critério de suficiência relacionando TTs e TFs estabeleceria a

topologia comoúnicomecanismo na origem de transições de fase. Verificando-se esta possibilidade, esperar-se-

ia poder relacionardiretamentequantidades topológicas das subvariedades de energia potencial Mv - invariantes

topológicos - a quantidades termodinâmicas do sistema correspondente. Esta talvez seja a principal motivação

teórica e prática da Hipótese Topológica.

2.5 Contra-exemplos da Hipótese Topológica

2.5.1 Modelos Unidimensionais: Burkhardt e Peyrard-Bishop

Em [60–62] estudam-se os modelos de Burkhardt [63] e de Peyrard-Bishop [64], sob o prisma da HT,

relacionando termodinâmica dos modelos e topologia das variedades de energia potencial. O modelo de Burkhardt
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é um modelo unidimensional para a interface entre duas fasessólidas, cujo Hamiltoniano é dado por:

H(q) =
N

∑
i=1

[K|qi+1 − qi|+U(qi)], (2.27)

ondeU(x) é um potencial ”externo“, limitado superior e inferiormente, com um único ínfimo em algum valor de

x. Variantes distintas deste modelo podem apresentar ou não transições de fase. Em [62] define-se o potencial

U(x) como um poço quadrado centrado emx = 0:

U(x) =











−1, para|x| ≤ 1,

0, para|x| > 1.

Neste caso, encontra-se que o modelo possuirá uma transiçãode segunda ordem caso o suporte da funçãoU(q)

seja a reta real, isto é,qi ∈ R, ∀i ∈ N, masnãopossuirá transição de fase se o suporte deU(q) forem os reais

não-negativos, isto é,qi ∈ R
+
0 , ∀i ∈ N. Em [61], definem-se variantes análogas deste modelo:U(x) novamente

é um poço quadrado finito, com domíniox ∈ R, porém usam-se a profundidade do poço,U0 < 0, a largura do

poço,R, e a posição do poço quadrado,L, como parâmetros livres. Encontra-se, em particular, que,ao se variarL

de 0 a∞, a temperatura da transição de fase cresce contínua e monotonicamente atéTc = ∞, isto é, ao deslocar-se

o poço de potencial para o infinito, a TF nunca é alcançada.

Os trabalhos seguem a seguinte estratégia: dado que uma variante do modelo de Burkhardt possui TF e

outra, não, analisa-se a topologia das subvariedades de energia potencial nos dois casos, no intuito de distinguir,

pela topologia, os dois comportamentos termodinâmicos (ausência ou presença da transição de fase).

M. Kastner [62] para o espaço de configuraçõesΓ = RN (isto é,qi ∈ R, ∀i), no modelosemtransição de

fase, encontra a seguinte transição topológica nas subvariedadesMv:

Mv ≈ I
N , parav < vθ = 0 =⇒ Mv ≈ I

N−1 × R, parav > vθ , (2.28)

ondeI ≡ [0, 1] é um intervalo finito fechado. A topologia deMv muda de uma bolaN-dimensional para o produto

de uma bola(N − 1)-dimensional e um intervalo aberto, isto é,Mv muda de uma variedade compacta para uma

variedade não-compacta. Para o espaço de configuraçõesΓ = (R+
0 )

N (incluindo qi não-negativos), no modelo

que possui transição de fase, uma transição topológica muito semelhante é encontrada16:

Mv ≈ I
N , parav < vθ = 0 =⇒ Mv ≈ I

N−1 × R
+
0 , parav > vθ . (2.29)

Neste caso, a topologia deMv muda de uma bolaN-dimensional para o produto de uma bola(N− 1)-dimensional

e um intervalo semi-aberto.

Conclui-se, deste resultado, que as transições topológicas dasMv’s encontradas, por serem muito semel-

16Intuitivamente, poderia inclusive ser consideradamenosabrupta que a TT encontrada no primeiro caso.
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hantes, não distinguem a ausência e a presença de transição de fase na termodinâmica dos modelos, e portanto, não

existiria um critério puramente topológico para a existência de transição de fase nesta classe de modelos. Observe-

se, ademais, que o valor de energia em que ocorre a TT,vθ, não coincide com o valor de energia potencial da

transição de fase,vc, quando esta ocorre. Vale notar que o potencial no modelo de Burkhardt é não-confinante e

portanto não obedece aos requisitos dos teoremas provados em [28,57,58].

Em [60], estudou-se o modelo de Peyrard-Bishop para a denaturação térmica do DNA. Encontrou-se uma

TT que leva as respectivas equipotenciaisΣv de subvariedades compactas a subvariedades não-compactas. Esta

TT em [60] é interpretada como o mecanismo responsável pela transição de fase no modelo. Entretanto, como

observado em [61], a TT e a TF não ocorrem no mesmo valor de energia potencial, o que viola os teoremas

em [28, 57, 58]. Como no caso do potencial de Burkhardt, o potencial de Peyrard-Bishop é não-confinante (como

se pode inferir pela subvariedadeΣv não-compacta acima da transição), o que viola os requisitosdos teoremas.

2.5.2 Modeloφ4 campo médio

A não coincidência da energia críticavc e da energia da transição topológica relevante,vθ, também é

observada no modeloφ4 campo médio [65,66].

O modelo é dado pelo Hamiltoniano:

H(φ) =
N

∑
i=1

[

−Hφi −
φ2
i

2
+

φ4
i

4

]

− J

2N

(

N

∑
i=1

φi

)2

. (2.30)

Os termos dentro dos colchetes, somandos do primeiro somatório, expressam o acoplamento dos graus de liberdade

ao campo externo e o potencial local sobre cada sítio, que é uma função quártica dos graus de liberdade locais.

Cada ”partícula“ encontra-se sujeita a um potencial de poçoduplo (H = 0). O termo proporcional aJ é o termo

de interação entre os graus de liberdade, em que cada grau de liberdade interage com todos os demais.

A campo externo nuloH = 0, o sistema possui uma transição de fase de segunda ordem, a temperatura

críticaTc, para0 < J ≤ 1, está dada pela expansãoTc = J +O(J2), que corresponde à energia crítica [67]:

vc = 〈v(Tc)〉 = −1

4
(1− 2J) +O(J2). (2.31)

A transição separa uma fase tipo ferromagnética de uma fase tipo paramagnética.

No contexto de uma possível origem microscópica para a transição de fase neste modelo, em que TT e TF

não coincidem em energia, duas explicações alternativas foram propostas [65–68].

Pontos de sela visitados pela dinâmica a temperatura fixa

A determinação dos pontos estacionários do Hamiltoniano permite uma análise indireta da topologia das
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subvariedadesMv. A caracterização dos pontos críticos consiste em determinar em que valores críticos do Hamil-

toniano (e da magnetização) estes ocorrem, sua ordem e a respectiva multiplicidade. Tal caracterização permite

calcular a entropia configuracional do sistema e a característica de Euler das subvariedadesMv [65,66].

O número de estados estacionários deH de ordemns cujos valores críticos não excedamv é dado por

Nns(v). A soma deNns(v) sobre todas as possíveis ordensns dos pontos críticos fornece o número de pontos

críticos (de todas as ordens) a energia igual ou menor quev, Ω(v), que está relacionado à característica de Euler:

Ω(v) =
N

∑
ns=1

Nns(v),

χ(v) =
N

∑
ns=1

(−1)ns Nns(v). (2.32)

Em princípio, o somatório (série, paraN → ∞) de termos positivos e o somatório (série) alternado dos mesmos

termos (invariante topológico) resultam, está claro, em funções distintas dev.

A densidade de pontos críticos à energiav sendo dada pordΩ(v)/dv, a entropia configuracional por

partícula (ver Capítulo 1, da Parte II desta tese) fica:

σ(v) =
1

N
log

[

dΩ(v)

dv
δv

]

≈ 1

N
logΩ(v). (2.33)

A última relação é válida desde que o número de pontos críticos cresça exponencialmente com o número de graus

de liberdadeN, para energiav crescente. Tal aproximação significa que o número de pontos críticos em∂Mv dom-

inam (exponencialmente) sobre os demais pontos críticos emMv. Se, além desta propriedade, para qualquer valor

crítico deH apenas uma ordem de pontos críticos,n̄s(v), dominar (exponencialmente) sobre as demais, ter-se-á,

no limite termodinâmico, a identidade:limN→∞
1
N log |χ(v)| = limN→∞

1
N logΩ(v) = limN→∞ σ(v) [66].

Os pontos estacionários (isolados) relevantes são determinados por três parâmetros independentes:n+, n0

en−, tais que∑ξ
nξ

N = 1. A ordemns destes pontos estacionários coincide com um destes parâmetros, denotado

n0 pelos autores de [65]:ns = n0. Cada valor de energia críticav define um intervalo[nmin
0 (v), nmax

0 (v)], que

limita inferior e superiormente a ordem dos pontos críticosocorrendo à energiav. Ademais, cada solução de ponto

crítico{n+(v, α), n0(v, α), n−(v, α)} possui multiplicidade dada por:

N (v, α) =
N!

n+!n0!n−!
≈ exp(Nσ(v, α)), (2.34)

que define uma entropia configuracionalσ(v, α) associada aos pontos críticos em cada energiav e magnetização

α, tal queσ(v) = maxα∈[αmin(v),αmax(v)] σ(v, α).

Em [66], calculou-se uma entropia configuracionals(v, ns) relativa à multiplicidade de pontos críticos de

ordemns ocorrendo à energiav. Em H = 0, as curvas equipotenciais des(v, ns) expressam uma mudança

qualitativa na ordem̄ns(v) que maximizas(v, ns) com respeito ans, parav fixo. Abaixo da energiav = vθ(J),
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n̄s é simplesmente dada pornmin
0 (v), enquanto acima dev = vθ, n̄s 6= nmin

0 (v). As soluções coincidem somente

parav = vθ. A importância den̄s vem do fato de que o número de pontos críticos de ordemns ocorrendo

a uma dada energiav é dado porN (v, ns) ∼ exp(N s(v, ns)). Portanto, os pontos críticos de ordemn̄s(v)

dominam exponencialmente sobre todos os demais à energiav, e no limite termodinâmico,σ(v) = s(v, n̄s(v)).

O comportamento dēns(v) portanto se reflete no comportamento deσ(v). Encontra-se quēns(v) possui uma

derivada primeira descontínua emv = vθ, que acarreta uma descontinuidade na segunda derivada deσ(v) também

emv = vθ.

O comportamento encontrado para as entropias configuracionais s(v, ns) e σ(v) garante, como explicado

acima, que no limite termodinâmico1N log |χ(v)| = σ(v). A entropia configuracional, portanto, revela a evolução

da topologia das variedadesMv, através do invariante topológicoχ(v).

Na referência [66], Garanin e coautores mostram que a característica de Euler|χ(v)| muda continuamente

para qualquer energiav < 0, isto é, há um contínuo de transições topológicas no intervalo de energiasv ∈ [vmin, 0]

(vmin < 0 é a energia do estado fundamental).|χ(v)| é uma função analítica para qualquer energia no intervalo,

excetov = vθ, em que sua derivada segunda é descontínua. Esta característica distingue esta transição topológica

das demais.

Em [65], analisa-se o comportamento da magnetizaçãoᾱ(v) que maximiza a entropia configuracional

σ(v, α) parav fixo. Os pontos críticos correspondentes a esta magnetização são dominantes sobre os demais.

Observa-se quēα(v) vai a zero na energiav = vθ (gráficos do painel esquerdo da figura 2.12). Abaixo devθ

dominam pontos críticos de magnetização finita, pontos de sela ferromagnéticos, enquanto acima devθ dominam

pontos críticosparamagnéticos. Desta maneira, argumenta-se que a não-analiticidade emv = vθ é a que deve

estar relacionada à transição de fase.

A topologia dasMv é afetada de maneira relevantepela presença do campo externoH: com H 6= 0, a

não-analiticidade em|χ(vθ)| desaparece, um resultado positivo na determinação de uma relação entre esta não-

analiticidade e a transição de fase no modelo, já que a mesma também é destruída pela presença do campo externo.

Entretanto, a maior discrepância entre topologia dasMv e a termodinâmica neste modelo, como men-

cionado, é a constatação de quevθ e vc, a energia potencial crítica, não coincidem neste modelo decampo médio.

Em particular paraJ suficientemente grande,vc torna-se positivo e não pode coincidir com nenhuma transição

topológica emMv, já que nenhum ponto crítico ocorre acima dev = 0.

Para explicar esta discrepância, A. Andronico e coautores propuseram um mapaM : vθ 7→ vc menos

restritivo que aquele originalmente proposto pela HT [65].A energia média críticavc de um modelo deve assim

estar relacionada com uma transição topológica ocorrendo em vθ, ondevθ é a energia do ponto de selainerente

a uma configuração referência para tal estado termodinâmico(determinado porTc e vc). Nos modelos em que se

cumprevθ = vc, o mapaM é a função identidade.
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Figura 2.12:Modelo φ4 campo médio com constante de acoplamentoJ = 1/6. Gráficos à esquerda. Painel superior: magnetizações
máxima e mínima dos pontos de sela ocorrendo a energiasv, magnetizaçãoα(v) (linha contínua) que maximiza a entropia configuracional
σ(α, v). Painel central: ordens máxima e mínima dos pontos de sela como função dev, ordemn(v) (linha contínua) dos pontos de sela
dominantes (que maximizam a entropia). Painel inferior: entropia configuracional como função dev, σ(v) = σ(α(v), v). Gráficos à direita.
Painel superior: magnetização dos pontos de sela inerentes àdinâmica,αs(T) (linha contínua), e magnetizaçãoJm(T) das configurações de
equilíbrio. Painel central: energia potencial média,v(T), e energia dos pontos de sela inerentes à dinâmica,vs(T); as setas ilustram o mapa
M : v 7→ vs. Painel inferior: Ordem dos pontos de sela inerentes,ns(T); o detalhe enfatiza a dependência tipo Arrhenius a temperaturas
baixas,log(ns) = −∆/T [65].
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Equilibrando-se o sistema à temperaturaT buscam-se os pontos de sela visitados com maior probabili-

dade pela sua dinâmica. Trata-se de estabelecer uma relaçãoMx : x 7→ xs entre uma configuração instantânea

x = (x1, . . . , xN) e o ponto de selainerenteà mesma,xs = ((x1)s, . . . , (xN)s) (tal que∇xH|x=xs = 0), e

posteriormente, a relaçãoM : v 7→ vs, através de uma estatística adequada (à temperaturaT fixa).

Para oφ4 campo médio, constata-se queαs(T) (magnetização dos pontos de sela visitados) em(T) (mag-

netização média) vão a zero à mesma temperatura,Tc, e uma não-analiticidade emv(Tc) = vc evs(Tc). Usando-se

a temperaturaT como parâmetro (painel central à direita da figura 2.12), pode-se construir um mapaM : v 7→ vs.

O resultado mais interessante desta análise é que, emboravc não coincida comvθ, a energia média dos pontos

de sela visitados à temperatura crítica coincide comvθ, para os diferentesJ analisados:vs(Tc) = M(vc) ≈ vθ

(Figura 2.13).

Apesar da identidade entrevθ eM(vc) não vigorar estritamente, pode-se comparar o resultado representado

pela figura 2.13 com resultados obtidos através de outra definição paraM(v). A diferença encontrada entrevθ e

M(vc) se mostra dentro da margem de erro intrínseca à ambigüidade na determinação das “bacias de atração” dos

pontos de sela.

Figura 2.13:Modelo φ4 campo médio. Energia potencial críticavc = v(Tc); energiavθ em que a entropiaσ(v) possui a singularidade;
energia potencial dos pontos de sela inerentes à temperaturacríticaTc, M(vc). Observe-se quevθ ≈ M(vc) [65]. (Todas quantidades como
funções deJ.)

Hipótese TopológicaFraca

Em [61], L. Angelani e coautores, generalizando a relaçãoM(vc) ∼ vc proposta pela HT, propõem uma

versão menos restritiva da hipótese, a Hipótese TopológicaFraca (HTF), coerente com os resultados de [60, 61,

65–69], discutidos nas Seções 2.5.1 e 2.5.2, ondeM(vc) 6= vc. Sua análise propõe um cenário coerente para a

não-coincidência devc e vθ, e para a ocorrência da transição topológica nas variedadesMv nos modelos que não

apresentam transição de fase.

Tal cenário envolve o conceito de pontos de sela da funçãoH(x), identificados porxs17 que são visitados

pelo sistema durante sua dinâmica a temperatura fixa, chamadospontos de sela inerentes. Sabe-se que os pontos

de sela da funçãoH(x) estão diretamente relacionados à topologia das subvariedadesMv (e esta relação é bi-

unívoca no caso deH(x) ser uma função de Morse), como estabelecido pela teoria de Morse. Por outro lado, a

17Pontosxs = ((xs)1, . . . , (xs)N), tais que∇H(xs) = 0.
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importância, para a dinâmica e a termodinâmica, dos pontos de sela visitados pela dinâmica de Langevin é uma

idéia comprovada numérica e analiticamente no caso de vidros de spin em campo médio [8–15, 70]. Em vidros

de spin descontínuos, como op-spin em campo médio, a ordem dos pontos de sela predominantemente visitados

pelo sistema decresce monotonicamente ao se aproximar da transição dinâmica desde temperaturas (energias) mais

altas, chegando a zero no ponto da transição dinâmica,TD
18. Abaixo da transição dinâmica, pontos críticos de

ordem zero, isto é, mínimos, são exponencialmente mais numerosos que pontos de sela de ordemk > 0. Acredita-

se que a uma temperatura inferior,TK (denominada temperatura de Kauzmann), o modelo possua uma transição

de fase termodinâmica, que por sua vez é caracterizada pelo ponto em que o número de mínimos visitados pelo

sistema deixa de ser exponencial emN19 (ver Capítulo 4).

Para quantificar os pontos de sela visitados, foram definidosna literatura dois mapas diferentes que levam

configurações instantâneas de um sistema a pontos de sela inerentes,Mx : x 7→ xs. A primeira faz uso de uma

função não-negativa, o pseudo-potencialW(x) = |∇xH(x)|2, cujos mínimos (absolutos)W(xs) = 0 coinci-

dem com os pontos de sela deH. Minimizando-se numericamenteW a partir de configurações instantâneas de

equilíbrio x até o mínimo mais próximoxs, particiona-se o espaço de configurações em ”bacias de atração” do

conjunto{xs} [8, 69]. A média sobre a trajetória fornece o mapaM : v → vs, relacionando energia potencial

média à energia potencial do ponto de sela ”mais próximo“. A segunda definição do mapaMx : x 7→ xs (apli-

cada em cálculos analíticos), envolve a determinação dos pontos de selaxs que minimizam adistânciad(x, xs)

até uma configuraçãox “típica” do sistema à temperaturaT, tomada da distribuição de Gibbs associada20. É pre-

ciso salientar que a definição do pseudo-potencialW não é única, e que diferentes potenciais fornecem resultados

qualitativamente coerentes, porém não quantitativamenteidênticos.

Apesar desta ambigüidade, resultados relevantes foram encontrados ao se analisarem as transições ter-

modinâmicas nos modelos de Burkhardt, Peyrard-Bishop e, como descrito na seção anterior,φ4 campo médio.

Usando-se o pseudo-potencialW definido acima, aplicou-se aos modelos o procedimento descrito, para se obterem

os respectivos mapasM : v → vs.

• Nos modelos em que ocorre transição de fase, mas nos quais a energia críticavc não coincidia com a energia

da transição topológicavθ, mostrou-se queM(vc) ≈ vθ, isto é, a energia dos pontos de sela visitados pelo

sistema com energia potencial médiavc é (dentro da margem de erro da aproximação) idêntica avθ.

• Nos modelos em quenão ocorre transição de fase, mostrou-se que a energia dos pontos de sela visitados

18Tal resultado não é exato e existem na literatura interpretações alternativas da origem do comportamento do sistema na transição
dinâmica [17].

19Ponto em que a entropia configuracionalextrapoladase anula: crise de entropia.
20Neste caso, a quantidade que determina o mapaM(v) é a média de Gibbs a temperaturaT da entropia configuracional relativa aos pontos

de sela com energiavs, a uma distânciad de uma configuração dada:

Σ(T; vs, d) =
1

N

∫

dxi
e−βH(x)

Z(T)
log

[

∫

dx′i δ(H(x′)− Nvs) δ(∂iH(x′)) |detHij(x
′)| δ(d2 − d2(x, x′))

]

, (2.35)

ondeZ(T) é a função de partição,Hij(x) ≡ ∂i∂jH(x) é o Hessiano do Hamiltoniano calculado no pontox. Pode-se argumentar então que
a minimização da distânciad entre configurações instantâneas e pontos de sela de energiavs, para dada temperaturaT, equivale a impor o
vínculoΣ(T; vs(T), d(T)) = 0.
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pelo sistema é sempreinferior a vθ. Desta maneira, a mudança na topologia das subvariedadesMv para

v > vθ não afeta o comportamento dinâmico/termodinâmico do sistema.

O enunciado original da HT impõe que a energia potencial da transição de fase e a energia potencial onde

ocorre a mudança na topologia das subvariedadesMv (Σv) devem coincidir:vc = vθ. A HTF, em contrapartida,

propõe que quando uma transição de fase termodinâmica (dinâmica) ocorre em uma energia críticavc, tal tran-

sição é acompanhada por uma descontinuidade na topologia das subvariedadesMv, em uma energiavθ dada por

M(vc) = vθ.

Os modelos em que vale a igualdadevc = vθ (que corroboram a HT)não são contra-exemplos da HTF.

Nestes casos,vc é um ponto fixo do mapaM: M(vc) = vc.

Diferentemente da Hipótese Topológica original, a HTF depende da medida estatística, já que o mapa

M : v → vs é gerado através da média sobre a trajetória dinâmica (tempo), ou equivalentemente, através de

uma média estatística. O enunciado original da HT não faz nenhuma menção a medidas estatísticas, o mapa

entrevc e vθ sendo simplesmente a função identidade. Entretanto, mesmopara a HT original, uma vez que se

determinevc através da descontinuidade topológica emvθ, o ponto crítico só estará completamente descrito uma

vez que se determineTc = T(vc), recorrendo à termodinâmica. Este ponto é particularmenterelevante no caso da

inequivalência de ensembles.

Maximização da entropia

Para Hahn e Kastner [67, 71, 72], a não coincidência entre a energiavθ da transição topológica relevante

e a energia críticavc no modeloφ4 campo médio mostra que neste modelo topologia e termodinâmica são de-

scorrelacionadas. Em uma análise distinta do modelo, os autores propõem uma origem para a transição de fase

independente daquela proposta pela HT.

Sendo um modelo de campo médio, os teoremas da Seção 2.4.2 nãose aplicam ao mesmo. De fato,vc,

equação (2.31), é uma função crescente deJ e paraJ suficientemente grandevc se torna positivo, enenhuma

transição topológica pode ocorrer na energia crítica do modelo, já que o supremo das energias em que podem

ocorrer transições topológicas no espaço de configurações do modelo évmax = 0.

Hahn et al mostram que a entropiamicrocanônicas(v,m) é analítica em todo o suporte de energias e

magnetizações, e descrevem o mecanismo de maximização des(v,m) com respeito am, que acarreta uma não-

analiticidade na entropiâs(v) resultante, em um valorv = vc da energia.

No âmbito do ensemble canônico, caracteriza-se a ocorrência de uma transição de fase a temperaturaTc,

no limite termodinâmico, por uma não-analiticidade na energia livre de Helmholtz emTc. No âmbito do ensemble

microcanônico, entretanto, a definição de uma transição de fase não é tão bem estabelecida21. Propõe-se [73–76]

21Um exemplo da dificuldade envolvida na definição de transiçõesde fase microcanônicas é que a entropia microcanônica de um sistema
finito pode apresentar (muitas) não-analiticidades que desaparecem no limite termodinâmico, e portanto não estão relacionadas com transições
de fase em sua definição usualmente aceita.
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então caracterizarem-se transições de fasemicrocanônicasbuscando-se condições na entropia que correspondam à

definição de uma transição de fase no ensemble canônico, istoé, a uma não-analiticidade da energia livre canônica.

A existência de um subconjunto do domínio des em que a entropia microcanônica não seja estritamente côncava

e uma não-analiticidade no limite termodinâmico des são duas condições capazes de acarretar não-analiticidades

na energia livre resultante.

O modelo estudado é dado pelo Hamiltoniano (2.30), donde a parte não-interagente é denotada porzN(φ) =

∑
N
i=1

[

− φ2
i
2 +

φ4
i
4

]

(campo nulo). Usando um princípio de grandes desvios (large deviations principle), os autores

obtêm a entropia do modelo não-interagente, como uma funçãode taxa (rate function), s̃(z,m), função da parte

livre de (2.30) e da magnetizaçãom [67, 68], assumindo-se uma distribuição uniforme para os graus de liberdade

φi (variáveis aleatórias microscópicas)22. A entropia do sistema livre,s̃(z,m), assim obtida é uma função analítica

e côncava sobre todo o seu domínio (painel à esquerda da figura2.14).

ComovN ≡ zN − J
2m

2
N (sendomN = 1

N ∑
N
i=1 φi, ver equação (2.30)) depende apenas dezN e mN, a

entropia do sistema interagente com energia totalvN e magnetizaçãomN como parâmetros de controle,s(v,m), é

obtida a partir dẽs(z,m) simplesmente por uma transformação de variáveis não-singular:

s(v,m) = s̃(v+
J

2
m2,m). (2.36)

As propriedades de analiticidade des̃(z,m) são assim herdadas pela nova entropias(v,m). ParaJ > 0, entretanto,

o domínio de definição des(v,m) não é convexo a baixas energias (painel cenral da figura 2.14). A restrição

s(v,m)

∣

∣

∣

∣

(vc,∞)

é uma função côncava com um único máximo emm̂ = 0, que corresponde à fase paramagnética.

A restrição complementar,s(v,m)

∣

∣

∣

∣

(−(J+1)2/4,vc)

nãopossui concavidade definida para qualquerm, em energias

menores que algumvc. Neste intervalo de baixas energias, a entropia possui doismáximos ferromagnéticos±m̂ 6=
0, simétricos em relação ao estado paramagnéticom̂ = 0.

Figura 2.14:Modelo φ4 campo médio: Curvas de nível da entropia do sistema não-interagente,s̃(z,m) (gráfico à esquerda), da entropia
do sistema interagente,s(v,m), paraJ = 1 (gráfico central) e da entropias(v,m) típica de um sistema com interações de curto alcance com
TF contínua emvc = 0 (gráfico à direita). Nas curvas de nível à esquerda, a entropia é côncava e paraz fixo é minimizada param máxima
no intervalo acessível; no gráfico ao centro, a linha tracejada marca o máximo des com respeito am parav fixo; no gráfico à direita, a linha
tracejada marcâm(v), que maximizas(v,m) parav fixo [67].

Determina-sevc localizando o ínfimo de energia em quem̂ = 0 seja um máximo des(v,m). Como

22Reminiscente da hipótese de igual probabilidade de microestadosa priori, que define o ensemble microcanônico.
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limv→v−c m̂ = 0, vc marca uma transição de fase contínua23. A entropias(v,m) sendo analítica em todo o seu

domínio de definição, é lícito expandi-la em série de Taylor,p. ex. em torno dem = 0: s(v,m) = s(v, 0) −
1
2 f (J; v)m

2 + O(m4), onde as potências ímpares dem não ocorrem, dada a simetria do modelo em relação à

inversão de sinal dem. O estado paramagnéticôm = 0 passa de um máximo para um mínimo des(v,m) quando

a contribuição as(v, 0) do termo quadrático troca de sinal e passa a ser positiva. A energia crítica é dada pela

equaçãof (J; vc(J)) = 0, cuja expansão paraJ pequeno é dada pela equação (2.31).

Quando se libera o parâmetro de controlem, no limite termodinâmico o sistema maximizará sua entropia,

que será dada porŝ(v) = supm s(v,m) ≡ s(v, m̂(v)).

A soluçãom̂ = 0 sempre é um extremo da entropia. Parav > vc, m̂ = 0 é o (único) máximo, o sistema

se encontra na fase paramagnética. Parav < vc, m̂ = 0 se torna um mínimo des(v,m) e duas outras soluções

simétricas±m̂(v), que são os máximos absolutos na fase ferromagnética. A entropia como função da energia

apenas é dada por:

ŝ(v) =











s(v, 0), parav > vc

s(v, m̂(v)), parav < vc,

A maximização com respeito am da entropia analíticas(v,m) gera, na função resultantês(v), uma descon-

tinuidade em sua primeira derivada,dŝ
dv emv = vc.

Este mecanismo é restrito a sistemas com interações de longoalcance. Para um sistema com interações de

curto alcance, a entropia microcanônica como função de quaisquer variáveis termodinâmicas do sistema é sempre

uma função côncava. A forma típica de uma entropias(v, x) (sendox uma variável macroscópica do sistema) -

como no painel à direita na figura 2.14 - neste caso é o envelopecôncavo da entropias(v, x) de um sistema com

interações de longo alcance - como no painel central da figura2.14. Na presença de uma transição de fase com

quebra de simetria em um modelo com interações de curto alcance, a própria funçãos(v, x) é não-analítica. Isto

não ocorre necessariamente no caso de interações de longo alcance, vide o presente modelo de campo médio.

Para sistemas com interações de longo e de curto alcance, as entropiasŝ(v) e s(v, x) podem ser expressas

pelas integrais:

ŝ(v) = lim
N→∞

1

N
ln
∫

∂Mv

dφ

||∇vN ||

s(v, x) = lim
N→∞

1

N
ln
∫

∂Mv

dφ

||∇vN ||
δ[x− xN(φ)]. (2.37)

No caso de sistemas de curto alcance na presença de uma transição de fase,s(v, x) é não-analítica (assim como

ŝ(v), evidentemente). Como a não-analiticidade não depende da forma específica da funçãoxN(φ), esta não deve

estar relacionada ao integrando, mas sim à forma do domínio de integração - em particular à sua topologia, através

23O limite é garantido pela analiticidade des(v,m).
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dos pontos críticos da energia potencial, tais que∇vN = 0 -, como proposto pela Hipótese Topológica.

Em modelos de campo médio (e outros modelos com interações delongo alcance obedecendo a certos

critérios), o Hamiltoniano pode ser expresso como função deum número finito de quantidades macroscópicas,

funções do tipo∑N
i=1 gk(φi). Assim, a entropia do sistema interagente pode ser obtida a partir da entropia do

sistema livres̃(z, g1, . . . , gn) (função da parte livre do Hamiltonianoz e das demaisn variáveis macroscópicas

das quais depende o Hamiltoniano) através de uma transformação de variáveis não-singular. Como a entropia

do sistema não-interagente é sempre analítica (pois o sistema livre não possui transição de fase), e a transfor-

mação de variáveis é não-singular, conclui-se que a entropia s(v, g1, . . . , gn) do sistema interagente também será

analítica neste caso. Se uma transição de fase ocorre nestesmodelosŝ(v) não será analítica emv = vc, apesar

de s(v, g1, . . . , gn) ser analítica em todo o seu domínio. Como o domínio de integração é o mesmo em ambas

funções, a ocorrência ou não da não-analiticidade no limitetermodinâmico, que só ocorre em̂s(v), deve estar

relacionada com a forma do respectivo integrando - não está relacionada, portanto, à topologia de∂Mv. Tomando

como exemplo um sistema com transição ferromagnética, a entropia s(v,m), analítica, pode ser expandida em

série de Taylor24 em torno dem = 0. É possível então mostrar que tal expansão resultará em expoentes críticos

clássicos (campo médio), que estarão portanto relacionados com o mecanismo de maximização.

2.5.3 Modelo Esférico campo médio

Outro contra-exemplo da Hipótese Topológica é o Modelo Esférico ferromagnético completamente conec-

tado [5,32]. O modelo é definido pelo Hamiltoniano:

V = − J

2N

N

∑
i,j

i 6=j

ǫiǫj − H
N

∑
i=1

ǫi, (2.38)

onde a constante de interaçãoJ > 0, H é um campo magnético externo homogêneo. Os graus de liberdade {ǫi}
estão restritos pelo vínculo esférico:∑

N
i=1 ǫ2i = N, a estarem sobre a esferaSN−1 de raio

√
N, prevenindo que a

função de partição divirja.

No contexto do ensemble canônico, pode-se desenvolver a integral múltipla da função de partição reduzindo-

a a uma integral sobre uma variável auxiliar, que pode ser aproximada, através do teorema do ponto de sela, pelo

supremo (da parte real) do integrando, que ocorre emzs, solução da equação:

zs =
1

2J β
− 1

2N

N→∞→ 1

zs
− 2Jβ = 0, (2.39)

paraH = 0. No limite termodinâmico, esta solução é exata.zs → ∞ quandoT → ∞, ezs decresce continuamente

24Obtendo-se um funcional dem, análogo ao funcional de energia livre de Ginzburg-Landau.
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Figura 2.15:Energia internav do modelo esférico campo médio como função da temperatura inversa1/T paraJ = 1 (kB = 1). À esquerda,
em campo externo nulo,H = 0: a derivada primeira dev é descontínua à temperatura críticaT−1

c = 1. À direita, em campo externo finito,
H = 1: a energia interna é uma função analítica em todo o domínio de temperaturas [5].

para temperatura decrescente. A energia livre do modelo é dada por:

β f (β,H = 0) =
1

2
+

1

2
ln 2βJ − 2βJzs +

1

2
lim
N→∞

N−1

[

ln

(

zs −
N − 1

N

)

+ (N − 1) ln

(

zs +
1

N

)]

.

(2.40)

A função entre colchetes é singular em(zs)c = N−1
2N → 1

2 , que corresponde à transição de fase, cuja temperatura

crítica (eq. (2.39)) éβc = J−1. Abaixo deTc, zs = N−1
2N → 1

2 . A energia potencial média é dada por:

v(β,H = 0) =
∂(β f (β,H = 0))

β
=

1

2β
− J zs(β) =











1
2β − J

2 , T < Tc

0, T > Tc,

cujo gráfico está representado na curva calórica do gráfico daesquerda na figura 2.15, e dondevc = v(βc) = 0. A

energia do estado fundamental év0 = −1/2.

Ao se adicionar um campo externoH ao sistema, a curva calórica correspondente é o gráfico da função (ver

gráfico da direita na figura 2.15):

v(β,H) =
1

2β
− J zs(β)− H2

4J(zs(β)− 1/2)
, (2.41)

e apresenta um termo adicional dependente deH, ondezs é solução da equação de terceiro grau:

(zs − 1/2)2 − β

[

2Jzs(zs − 1/2)2 − βH2

2J
zs

]

= 0. (2.42)

A energia livre possui um termo adicional:β f (β,H) = β f (β, 0)− H2β

J (zs−1/2)2
. Novamente,zs = 1

2 é a singulari-

dade mais à direita (no eixo real) def (β,H). A equação (2.42) mostra quezs → 1/2 apenas paraβ → 0, isto é, o

campo magnético externo destrói a transição a temperatura finita para um estado ferromagnético. A energia interna

v tende assintoticamente av0 = −3/2 quandoβ → ∞, que é a energia do estado fundamental (comH = 1).

Paraβ → 0, v → 0, que está abaixo do supremo da funçãoV(ǫ)/N, sup{ǫi} V({ǫi})/N = H2/2 > 0. Para

temperaturas arbitrariamente altas, os estados de energiapositiva não são relevantes para o comportamento médio,
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termodinâmico do sistema, no que diz respeito ao ensemble canônico.

A matriz de interação em (2.38) é uma matriz do tipo Toeplitz (e assim simétrica), e portanto pode ser

diagonalizada por uma transformação ortogonal construídaa partir de seus autovetores. O Hamiltoniano na base

dos autovetores da matriz de interação é dado por (H = 0): V(y,H = 0) = − J(N−1)
2N y21 +

J
2N ∑

N
i=2 y

2
i . Sendo

uma transformação ortogonal, o vínculo esférico não é deformado: ∑
N
i=1 y

2
i = N. Constata-se deV(y) que as

equipotenciais são hiperbolóides com uma direção de curvatura negativa, e outras(N − 1) direções de curvatura

positiva, equivalentes entre si. O vínculo esférico define oespaço de configurações como a hiperesferaSN−1 de

raio
√
N.

Como é sabido, transições topológicas nas variedadesMv só podem ocorrer na presença de pontos críticos

da funçãoV. As soluções de pontos críticos,yc = ∂yV|y=yc = 0, deV sobre a esferaSN−1 correspondem a

apenas dois níveis críticos,V(yc). A primeira solução ocorre emv0 = −J(N − 1)/(2N), e corresponde a dois

mínimos isolados:{y1 = ±
√
N, yi = 0, ∀i 6= 1}, a segunda solução ocorre à energiav = J/(2N) e é um

máximo degenerado (ou uma subvariedade crítica) dada por uma esferaSN−2: {y1 = 0,∑N
i=2 y

2
i = N}.

A simetria das equipotenciais e do espaço de configurações permite a investigação direta da evolução da

topologia das variedadesMv emN → ∞ dimensões. Como a direçãoy1 é a única a quebrar a simetria esférica

das equipotenciais, e as demais direções são todas equivalentes, é possível investigar o comportamento em alta

dimensão através de uma representação em duas dimensões apenas: a primeira delasy1, a segunda, qualquer

uma das outras dimensões equivalentes. A representação da esquerda na figura 2.16 mostra o comportamento

topológico deMv nesta representação bidimensional, para diferentes valores de energia,J = 1 eH = 0.

O quadrante superior esquerdo corresponde a um nível de energiav inferior à energia do estado fundamental

v0: as equipotenciais, neste caso, não possuem nenhum ponto emcomum com o espaço de configurações (que em

N = 2, é o círculoS1 de raio
√
2) e a variedadeMv = ∅, é vazia. O quadrante superior direito corresponde

à energiav = v0 do estado fundamental da primeira transição topológica: a variedadeMv são dois pontos, os

dois estados fundamentais simétricos. À medida em que se aumenta a energia a partir dev0, as equipotenciais

varrem continuamente o espaço de configurações, e a variedade Mv corresponde à união disjunta de dois discos

abertos,DN−1 ∪ DN−1 (mesma classe de homotopia de dois pontos isolados). Tal situação é representada no

quadrante inferior esquerdo, em queMv corresponde aos dois arcos,D1 = I1, desenhados em linhas contínuas,

sobre o espaço de configurações. Não ocorrem outras transições topológicas até que a energia atinja seu valor

máximovTT = vmax = −1/(2N) → 0, quando os discos coalescem, eMv ∼ SN−1. O quadrante inferior

direito representa a situação para uma energia logo abaixo devmax. A energiavTT = vmax em que ocorre a última

transição topológica,coincidecom a energia média críticavc, prevista para a transição de fase:vTT = vc. Este

resultado parece corroborar a Hipótese Topológica, e o teorema de [57]. A transição topológica, entretanto,nãoé

distintamenteabrupta, pelo menos com respeito ao critério sugerido pelos autoresde [52], no modelo XY campo

médio. No limite termodinâmico, abaixo devTT, o sistema popula apenas um dos setores disjuntos da esfera,

dependendo do estado inicial escolhido, correspondendo à fase ferromagnética. Apenas parav ≥ vTT é que os
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Figura 2.16:Representação das variedadesMv para o modelo esférico comN = 2 e J = 1. A curva tracejada representa o espaço de
configuraçõesM, definido pelo vínculo esférico, e as equipotenciais para umvalor fixo dev. As curvas contínuas representam as variedades
Mv = ∪u≤v (Σu ∩ M). A representação da evolução à esquerda corresponde ao casoem campo nulo,H = 0. A evolução à direita representa
o sistema em campo externo finito,H = 0.1. Ver descrição dos quadrantes da figura no texto [5].

dois setores são acessíveis ao sistema.

Na base que diagonaliza a matriz de interação, comH finito, tem-seV(y,H) = V(y, 0) −
√
NHy1.

Para as soluções de ponto crítico desta equação encontram-se: dois pontos isolados, um mínimo absoluto{y1 =
√
N, yi = 0, ∀i ≥ 2}, ocorrendo emv′0 = −(N − 1)/(2N) − H e um mínimo local{y1 = −

√
N, yi =

0, ∀i ≥ 2}, ocorrendo emv′′0 = −(N− 1)/(2N) +H, e uma subvariedade crítica, correspondendo a um máximo

degenerado{y1 = −H
√
N,∑N

i=2 y
2
i = N(1− H2)}, ocorrendo emv′max = 1/(2N) + H2/2. A representação

à direita na figura 2.16 é uma representação bidimensional equivalente àquela à esquerda na mesma figura (fig.

2.16) para o sistema em campo finito,H = 0, 1 (J = 1). O quadrante superior esquerdo mostra a emergência

de Mv, em v = v′0, com o estado fundamental (único neste caso) - homotopicamente equivalente aDN−1. O

quadrante superior direito mostra a ocorrência do segundo mínimo, e a segunda transição topológica:DN−1 →
DN−1 ∪ DN−1. À medida em que se aumenta a energia, duas regiões desconexas compõemMv, apenas uma é

acessível ao sistema no limite termodinâmico (situação similar ao limite termodinâmico do caso a campo nulo,

abaixo devTT = vc). O quadrante inferior direito mostraMv na máxima energia termodinamicamente acessível:

v = 1/(2N)
N→∞→ 0. Observa-se queMv ∼ DN−1 ∪ DN−1, as duas subvariedades ainda são desconexas. A

subvariedade crítica é anexada aMv apenas à energiav′max → H2/2, e esta transição topológica nunca ocorre

no sistema (emN → ∞). A ausência da transição topológica nos níveis mais altos de energia é consistente

com a ausência de transição de fase no sistema em campo finito.Entretanto, tal conclusão só é possível pelo

conhecimentoa priori da termodinâmica do sistema. Caso a termodinâmica do sistema não fosse conhecida, da

semelhança na evolução da topologia deMv para os casosH = 0 e H 6= 0, concluir-se-ia erroneamente pelo

mesmo comportamento termodinâmico nos dois casos.

Conclui-se, assim, que a topologia, embora aparentemente necessária, não ésuficientepara a ocorrência de

uma transição de fase no sistema [5].
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Equivalência parcial de ensembles

A mecânica estatística oferece diferentes ensembles, comoo microcanônico e o canônico, no contexto dos

quais o comportamento termodinâmico pode ser calculado. Cada ensemble remete a uma situação física distinta;

por exemplo, o microcanônico corresponde a um sistema energeticamente isolado, em que a energia é uma con-

stante do movimento microscópico de seus componentes elementares, o canônico corresponde a um sistema em

contato (por uma interação suficientemente fraca) com um banho térmico25, de modo que a energia não é estri-

tamente constante, mas sofre futuações cujo “tamanho” depende do parâmetro da temperatura (e inversamente

do número de graus de liberdade do sistema). Para sistemas com interações de curto alcance, os diferentes en-

sembles fornecem resultados idênticos para observáveis relevantes do sistema26, no limite termodinâmico. Neste

caso, qualquer uma das situações físicas representadas pelos diferentes ensembles resultam em comportamentos

termodinâmicos equivalentes. Para sistemas com interações de longo alcance, entretanto, a equivalência entre os

ensemblesnãoé garantida. Quando os ensembles são inequivalentes, o comportamento termodinâmico de tais sis-

temas deverá ser determinado através do ensemble que expresse a situação física correspondente - sistema isolado,

ou em contato térmico com o meio.

No contexto da Hipótese Topológica, no caso de ensembles inequivalentes, a conexão entre topologia e

termodinâmica, se existir, dever-se-á dar com apenas um dosensembles.

Em [77], constatou-se que o modelo esférico campo médio apresenta comportamentos termodinâmicos

marcadamente distintos, no contexto dos ensembles canônico e microcanônico, apresentando equivalência parcial

de ensembles. Tal resultado levou a uma releitura crítica das conclusões de [5]. A entropia microcanônica é dada

por [77]:

s(v,H) = lim
N→∞

1

N
lnΩN(v) =

1

2
ln

[

1−
(

|H| −
√

H2 − 2v
)2
]

, (2.43)

cujo domínio se constitui de todo par(v,H) que define argumentos positivos para a raiz quadrada e o logaritmo. O

domínio da entropia, assim, é definido pelas inequações:Ds = {(v,H) ∈ R2 | v < H2/2 ∧ v > −1/2− |H|}.

Em especial, paraH = 0, s(v, 0) = 1
2 ln[1+ 2v], que é uma função analítica e estritamente côncava em todo o

intervalo de definição correspondente,v ∈ (−1/2, 0).

A concavidade da funçãos(v, 0) e seu suporte compacto permitem definir a energia livrecanônica, f (β, 0),

a partir da entropiamicrocanônica, s(v, 0), através de uma transformação de Legendre [73]. Entretanto, a derivada

da entropia apresenta um ínfimo positivo, o que implica em um mínimo positivo na temperatura inversa micro-

canônica:

βmic(v, 0) =
∂s(v, 0)

∂v
=

1

1+ 2v
→











+∞, parav → −1/2+,

1, parav → 0,

25Um sistema muito maior que o sistema estudado, para o qual as flutuações de energia devidas às trocas com o sistema estudado são
desprezíveis frente à sua energia total.

26Certas correlações e segundos momentos possuem resultados distintos em diferentes ensembles.
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que é uma função monotônica decrescente dev. A temperatura inversa microcanônica nunca é menor queβmic
min =

1. Tal propriedade implica em uma relação biunívoca entre macroestados27 canônicos e microcanônicos para

βcan ≥ 1 (equivalência dos ensembles), enquanto os macroestados canônicos comβcan < 1 correspondem a

um único macroestado microcanônico, o macroestado de máxima energiav = 0 [77] (quebra da equivalência

de ensembles no nível dos macrosestados [73]). ParaH 6= 0, os ensembles canônico e microcanônico resultam

(completamente) equivalentes.

Por outro lado, da analiticidade e concavidade da entropia no limite termodinâmico infere-se - usando-se

o mesmo critério para definição de TFs microcanônicas da Seção 2.5.2 [67, 77]-, a ausência de transição de fase

no ensemble microcanônico, mesmo na ausência de campo externo H. Esta marcante distinção em relação ao

comportamento no ensemble canônico caracteriza a equivalência parcial entre os ensembles, descrita no parágrafo

anterior.

A partir deste resultado, uma releitura da análise da topologia do modelo esférico campo médio, realizada

em [5] é possível. Em [5], viu-se que a evolução da topologia das subvariedadesMv ouΣv não é substancialmente

afetada pela presença ou ausência do campo externo, principalmente no que diz respeito à transição topológica

associada à transição de fase canônica (Mv ∼ DN−1 ∪ DN−1, parav = H2/2− δv, enquantoMv ∼ SN−1,

parav = H2/2+ δv). Esta transição topológica, ademais, não é abrupta, no quediz respeito ao critério sugerido

em [52]. Em comparação à termodinâmica microcanônica, a semelhança entre as transições topológicas nos dois

casos simplesmente reflete a ausência de transição de fase nomodelo tanto em campo externo finito quanto em

campo externo nulo. O fato de esta transição topológica não ser especialmente abrupta reitera esta interpretação.

Estabelecendo a comparação da topologia das variedadesMv com o ensemble microcanônico, o modelo esférico

campo médio, equação (2.38),corroboraa HT.

Inclusão do termo cinético

A relevância dos resultados de [5] não é, entretanto, suplantada por esta reinterpretação, já que aqueles

resultados se aplicam a uma variante do modelo esférico campo médio. Os graus de liberdade do modelo esférico,

nas bases{ǫ} ou{y}, são variáveis contínuas, e tal propriedade permite a definição de uma dinâmica Hamiltoniana

(ou Lagrangeana) para as mesmas variáveis. Define-se, assim, o Hamiltoniano com uma parte de interação idêntica

a (2.38) e uma parte cinética:

H(ǫ) =
N

∑
i=1

˙̇ǫ2i
2
− 1

2N

N

∑
i,j

i 6=j

ǫiǫj − H
N

∑
i=1

ǫi, (2.44)

onde o momento de inércia dos graus de liberdadeǫi foi fixado em 1 (um). Os graus de liberdade obedecem ao

27Um macroestado é um estado do sistema definido por um conjunto suficiente de variáveis termodinâmicas, em contraposição a um mi-
croestado, definido por um ponto no espaço de fases, tendo comocoordenadas graus de liberdade microscópicos do sistema.
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vínculo cinético:∑N
i=1 ǫ2i = ∑

N
i=1 y

2
i = N. A entropia microcanônica do modelo é dada por:

s(e,H) =
1

2
+

lnπ

2
+

ln 2ks
2

+
1

2
ln

[

1−
(

|H| −
√

H2 − 2(e− ks)

)2
]

, (2.45)

ondeks é solução da equação de ponto de sela:

|H| −
√

H2 − 2(e− ks)
[

1−
(

|H| −
√

H2 − 2(e− ks)
)2
]

√

H2 − 2(e− ks)

+
1

2ks
= 0. (2.46)

A campo externo nulo, a entropias(e, 0) é dada por [78–80]:

s(e, 0) =











ln
(

1+2e
2

)

, parae ≤ 1/2

1
2 ln(2e), parae > 1/2.

O estudo da termodinâmica microcanônica do modelo mostra que s(e, 0), o limite termodinâmico da en-

tropia microcanônica a campo externo nulo, apresenta uma não-analiticidade à energiae = 1/2. A entropia,

ademais, é uma função estritamente côncava cuja derivada,β(e, 0) = ∂s(e,0)
∂e → ∞ parae → −1/2+, e tende

assintoticamente a zero parae → ∞: β(e, 0) ∈ [0,∞). A relação entre macroestados canônicos e microcanônicos

é biunívoca em todo o intervalo de temperaturas (energias),e portanto a equivalência completa entre os ensembles

é recuperada pela adição do termo cinético.

A parte de interação do Hamiltoniano (2.44) coincide com o Hamiltoniano do modelo esférico campo médio

(2.38), e portanto, a evolução da topologia das respectivassubvariedadesMv no espaço de configurações também

coincide com os resultados para a topologia de [5]. As conclusões estabelecidas por [5] para o modelo esférico

(2.38) podem ser estendidas ao modelo esférico cinético em campo médio (2.44), comparando-se a topologia das

variedadesMv com a termodinâmica obtida por qualquer dos dois ensembles estatísticos. Conclui-se para este

modelo que a topologia não pode ser o único mecanismo responsável pela transição de fase existente no modelo a

campo externo nulo. Este modelo é portanto um contra-exemplo da HT [80].

2.6 Resultados recentes: Origem de não-analiticidades em entropias mi-

crocanônicas

O número crescente de modelos para os quais o mecanismo topológico parece ser insuficiente ou descor-

relacionado das transições de fase desafia a validade ou pelomenos a generalidade da Hipótese Topológica, sob

a forma originalmente elaborada. Recentemente, M. Kastnere colaboradores sistematizaram dois mecanismos

fundamentais para as TFs, capazes de gerar singularidades na entropia microcanônica [67, 68, 71, 72, 81–83]. O
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primeiro mecanismo - maximização da entropia microcanônica em relação a um parâmetro termodinâmico - se

aplica a modelos para os quais a topologia parece estar descorrelacionada da origem das TFs, o segundo mecan-

ismo - divergência da densidade Jacobiana para o mapa de Morse - se aplica a modelos em que a topologia parece

exercer algum papel na origem das TFs. Este último mecanismoestabelece um critério de suficiência para que TTs

nas subvariedadesMv do espaço de configurações destes modelos originem transições de fase, mas este critério

envolve adicionalmente propriedadesgeométricas- e não apenas topológicas - dasMv’s na vizinhança dos pon-

tos críticos relevantes, o que aponta para a inexistência deum critério puramente topológico para a emergência

de transições de fase. Nas duas próximas seções descrevem-se sucintamente estes mecanismos. Um mecanismo

adicional, ainda que pouco explorado, foi proposto por [62], e também observado em [60], para dois modelos

distintos com potenciais não-confinantes. Nestes dois modelos as transições de fase são acompanhadas por uma

mudança topológica qualitativa nasMv, que de subvariedades compactas se tornam não-compactas. Entretanto,

como salientado na seção 2.5.1, esta mudança topológicanãocoincide com a energia crítica das transições de fase.

2.6.1 Singularidade na densidade Jacobiana

Os teoremas FPS [28, 58] estabelecem a necessidade de transições topológicas coincidirem com as tran-

sições de fase ocorrendo em sistemas com potenciais de curtoalcance, confinantes e estáveis. À luz destes teo-

remas, o mecanismo topológico parece ser o mais relevante naorigem de transições de fase em alguns modelos.

Entretanto, em geral no limite termodinâmico as transiçõestopológicas nas subvariedadesMv formam um con-

tínuo sobre o suporte de energias. A grande maioria destas TTs não tem qualquer relação com TFs e a busca por um

critério puramente topológico que pudesse identificar quais transições topológicas são relevantes para o fenômeno

da transição de fase foi inconclusiva. Assim, sem o conhecimentoa priori da termodinâmica destes modelos, seria

impossível identificar as TTs relevantes.

Em [72, 81–83], a abordagem topológica é complementada com um critério geométrico, que determina

uma condição desuficiênciapara TTs originarem TFs, pois quantifica a contribuição de dada transição topológica

à entropia microcanônica. Este critério topológico-geométrico permite mostrar que no limite termodinâmico a

maioria das transições topológicas são descorrelacionadas de transições de fase.

A densidade de estadosΩN(v) =
∫

ΓN
dNqδ[V(q) − Nv], pode ser decomposta em dois termos, um

relativo à integral sobre um subdomínio,γa
N ⊂ ΓN, livre de pontos críticos deV(q), e outro relativo à integral

sobre o subdomínio complementar aγa
N em ΓN, γna

N = ∁ΓN γa
N , que compreende os pontos críticos deV(q),

ocorrendo a energiasvc, e as vizinhanças destes pontos. Considera-seV(q) uma função de Morse própria.

Assim: ΩN(v) = Ωa
N(v) + Ωna

N (v), onde o primeiro termo contém a parte analítica da densidadede

estados, e o segundo, a parte não-analítica. As transições topológicas, como se sabe, são relacionadas à ocorrência

dos pontos críticos deV(q ∈ Mv). A contribuição topológica está contida na parte não-analítica Ωna
N que,
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evidentemente, é a única que pode produzir singularidades na entropia microcanônica - e portanto transições de

fase. A contribuição de um único ponto crítico (isolado),qc, ocorrendo à energia críticaV(qc)/N = vc ∈
[v− ǫ, v+ ǫ] (ǫ arbitrariamente pequeno) é:

Ωna
N (v) =

∫

γna
N

dNq δ[V(q)− Nv] =
(Nπ)N/2

N Γ(N/2)
√

|det[HV(qc)/2]|
hnaN,k(v), (2.47)

ondehnaN,k(v) é dada por

hnaN,k(v) =























(−1)k/2 (v− vc)(N−2)/2 Θ(v− vc), parak par,

(−1)(k+1)/2 (v− vc)(N−2)/2 π−1 ln |v− vc|, paraN par,k ímpar,

(−1)(N−k)/2 (−(v− vc))(N−2)/2 Θ(−(v− vc)), paraN, k ímpares,

ondek é a ordem do ponto críticoqc, eHV(qc) é o Hessiano do potencial calculado no ponto críticoqc. O conteúdo

deste resultado é topológico, dada a relação com propriedades do ponto críticoqc, mas também é geométrico, já

que o determinante do Hessiano é uma medida dacurvaturada superfície de energia na vizinhança deqc.

Observe-se quehnaN,k(v) possui uma não-analiticidade emv = vc, mesmo emN finito. Esta não-analiticidade

corresponde à ocorrência de uma descontinuidade na derivada de ordemλ = ⌊(N − 2)/2⌋ de Ωna
N (v). A não-

analiticidade é suavizada comN crescente, já queλ cresce linearmente com o número de graus de liberdade. No

limite termodinâmico, portanto, a não-analiticidade não deve ser devida à funçãohnaN,k(v), mas ao seu pré-fator em

Ωna
N (v), em particular,[detHV(qc)]

−1/2.

A entropia microcanônica no limite termodinâmico será dadapor:

s(v) = lim
N→∞

1

N
ln[Aǫ

N(v) + Bǫ
N(v)] = max{aǫ(v), bǫ(v)}, (2.48)

ondeaǫ(v) = 1
N ln[Aǫ

N(v)] e bǫ(v) = 1
N ln[Bǫ

N(v)] (já quelimx→0 ln[1+ x] = 0), e Bǫ
N(v) contém as con-

tribuições não-analíticasΩna
N,qc

dos diferentes pontos críticosqc ocorrendo na vizinhança dev:

Bǫ
N(v) = ∑

{vc :|vc−v|<ǫ}
∑

{qc :V(qc)=Nvc}
Ωna

N,qc
(v), (2.49)

que contém uma soma sobre valores críticosv − ǫ < vc < v + ǫ e uma soma sobre pontos críticosqc(vc).

Para potenciais de curto alcance, as contribuições analíticas convergem uniformemente para a função analítica

aǫ(v) = limN→∞ ln(Aǫ
N(v))/N, e portanto não podem produzir transição de fase no sistema.

Pode-se mostrar que a funçãobǫ(v) no limite termodinâmico é limitada superiormente por:

bǫ(v) ≤ 1

2
ln(ǫ) +

√
2πe+ max

ℓ,|v−v′ |<ǫ
[nℓ + jℓ(v

′)], (2.50)

ondeexp[N nℓ] é o número total de pontos críticos de ordemk (mod4) = ℓ na vizinhança dev. A densidade
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Jacobiana correspondente aos pontos críticos de ordemk(qc) (mod4) = ℓ no limite termodinâmico é dada por:

jℓ(v) = lim
N→∞

1

N
ln

(

∑qc∈Qℓ(v,v+ǫ) J(qc)

∑qc∈Qℓ(v,v+ǫ) 1

)

,

J(qc) = |detHV(qc)|−1/2, (2.51)

ondeQℓ(v, v+ ǫ) é o conjunto dos pontos críticos supracitados no intervalo(v, v+ ǫ), e J(qc) é o determinante

do Jacobiano da transformação{q} → {x}, sendo{x} a carta de Morse na vizinhança de um dado ponto crítico

qc (ver Apêndice A). O Teorema a seguir resume as condições sobre a funçãobǫ(v) para a ocorrência de uma

transição de fase no sistema termodinâmico:

Teorema: A contribuição dos pontos de sela deV(q), dada pela funçãobǫ(v), não pode induzir uma

transição de fase na energia potencial por partículav = vt, se as duas condições abaixo se cumprirem:

1. O número de pontos críticos é limitado porexp(CN), para algumC > 0 (número de pontos críticos

cresce menos que exponencialmente comN) e

2. As densidades Jacobianas em uma vizinhança devt possuem um limite termodinâmico da forma (2.51)

comjℓ < ∞, ∀ℓ ∈ {0, 1, 2, 3}.

Note-se que o Teorema acima, ao estabelecer condições necessárias para a ausência de TFs em um sistema,

determina um critério de suficiência para a ocorrência de TFs. A segunda condição do Teorema é a que permite

identificarem-se a maior parte dos pontos críticos da energia potencialV(q), e as transições topológicas corre-

spondentes, como irrelevantes do ponto de vista da ocorrência de transições de fase, isto é, quase todos os pontos

críticos deV(q) serão tais quejℓ < ∞, ∀ℓ ∈ {0, 1, 2, 3}. Da forma parajℓ (e J(qc)), conclui-se que a divergência

na densidade Jacobiana de um dado ponto crítico está condicionada à ocorrência de um Hessiano singular deV(q),

isto é, de uma curvatura tendendo a zero na vizinhança deqc.

Este Teorema completa os teoremas FPS [28,58], no sentido defornecer condições de suficiência para que

transições topológicas originem transições de fase em sistemas termodinâmicos. Este critério, entretanto, não é

puramente topológico.

Aplicando-se tal Teorema a dois modelos que corroboram a Hipótese Topológica, quais sejam, o modelo

XY campo médio e o modelok-trigonométrico (Seção 2.4.1), calcularam-se as respectivas densidades Jacobianas

jℓ(v) no limite termodinâmico. Apesar destes modelos apresentarem um contínuo de TTs, as respectivas densi-

dades Jacobianas possuem, cada uma, apenas um ponto de divergência, coincidindo exatamente com o pontovc das

transições de fase em cada um dos modelos (Figura 2.17). Em [81, 83], ao contrário da ambigüidade encontrada

em [52] (em relação à manutenção da descontinuidade emlog |χ|/N ainda com campo externo finitoH 6= 0

no modelo XY), observa-se que a divergência da densidade Jacobiana desaparece em campo finito. Entretanto,

em [84], o cálculo da densidade Jacobiana para este mesmo modelo mostra que a divergência se mantém a campo

externo finito suficientemente fraco, e desaparece apenas para campos externos suficientemente altos; a ambigüi-
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dade com relação aos efeitos do campo externo distintos paratopologia e termodinâmica permanece. No modelo

k-trigonométrico, observa-se da Figura 2.17, que o casok = 1, em que não há transição de fase,jℓ(v) é uma

função constante; nos casosk ≥ 2, jℓ(v) possui divergência exatamente nos pontos críticos do modelo [81,83].

Figura 2.17:Densidade Jacobianajℓ(v) como função da energia potencial por partícula,v, para o modelo XY (quadro à esquerda), e para o
modelok-trigonométrico, comk = 1, 2, 3, 4 (quadro à direita) [81,83].

Em [84,85], estudou-se a topologia do espaço de configurações do modelo AB2-XY em campo médio, com

interações antiferromagnéticas entre os spins (rotores) em uma rede de célula unitária com estrutura AB2:

H =
Nc

∑
i,j=1

1

Nc

{

zABSAi
·
(

SB1j + SB2j

)

+ zB J SB1i · SB2j

}

−
Nc

∑
i=1

h ·
(

SAi
+ SB1i + SB2i

)

, (2.52)

ondezAB e zB são os números de coordenação de spins A e B, respectivamente, e zB J/zAB é a razão entre os

acoplamentosA− B eB− B. Este modelo é uma variante do modelo XY campo médio já descrito. Como é sabido,

interações antiferromagnéticas são frustradas em redes triangulares. Apesar do modelo ser campo médio, a célula

unitária com spins não idênticos guarda informação estrutural do sistema e é capaz de estabilizar uma variedade de

fases complexas, com estruturas de spins não-colineares. Oparâmetro de ordem do modelo, correspondentemente,

é mais complexo que no modelo XY “usual”.

Por ser um modelo de campo médio, seu Hamiltoniano pode ser expresso exclusivamente como função

dos parâmetros de ordemmα =
(

1
Nc

∑
Nc
i=1 cos(θαi),

1
Nc

∑
Nc
i=1 sin(θαi)

)

, comα = A, B1, B2; i=̇1, . . . ,Nc, e θαi

é o ângulo queSαi faz com o eixoOx. Pode-se representar a evolução da topologia com a energia no espaço

de menor dimensão (dimensão três) dos parâmetros de ordem28: os macroestados acessíveis são dados pela in-

tercessão das superfícies equipotenciais (quádricas hiperbólicas) com os vínculos sobre o módulo dos spinsSαi

e outras propriedades de invariância do Hamiltoniano (configurações no conjuntoCB). Tal representação permite

“desprezar” a maior parte das TTs no espaço de configurações microscópico, considerando-se apenas aquelas que

implicam em uma mudança na topologia do espaço dos parâmetros de ordem, que em campo externoh = 0 são

duas. Definindo-seEmin(J) como a energia na qual as equipotenciais começam a possuir interseção com o espaço

de vínculosCB, eETmin(J) a energia na qual a característica de EulerχJ(E) deixa de ser zero, a primeira TT ob-

servada no espaço dos parâmetros de ordem é dada pelo par(J, E) em queEmin eETmin passam a diferir. Esta TT

28Com magnetização transversalmAy nula, e considerando a simetria|(mB1)x | = |(mB2)x | ≡ |mBx |, |(mB1)y| = |(mB2)y| ≡ |mBy|.
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corresponde à transição de fase de segunda ordem induzida pelo parâmetro de frustraçãoJ, emT = 0 e J = 129.

A segunda TT observada no espaço dos parâmetros de ordem ocorre à energiaEc = 0, ∀J e corresponde à

transição do espaço de macroestados acessíveis (interseção entre equipotenciais e o espaço de vínculosCB) entre

um hiperbolóide de uma folha paraETmin ≤ E < Ec e um hiperbolóide de duas folhas paraEc < E ≤ ETmax

(ETmax é a energia a partir da qual a topologia do espaço de macroestados acessíveis não se modifica mais e

χJ(E > Emax) passa a ser constante). Esta TT corresponde à transição de fase contínua (induzida por flutuações

térmicas), ocorrendo emTc(Ec = 0; J), acima da qual a magnetização espontânea se anula (figura 2.18).

Figura 2.18:Magnetização esponânea do modelo AB2-XY frustrado em função da temperatura para diferentes valores do parâmetro de
frustraçãoJ [84].

F. A. N. Santos e M. D. Coutinho-Filho calculam numericamente a característica de Euler (a função as-

sociadaln |χJ(E)|/2Nc) e a densidade Jacobiana,jℓ,J(E), para o espaço de configurações microscópico (mi-

croestados) acessível em [84] (figura 2.19). Constatam-se, do comportamento deln |χJ(E)|/2Nc, um contínuo

de TTs no suporte de energiasE, e em particular, que as duas TTs acima descritas no espaço demacroestados

marcam as singularidades observadas na função. Observa-seum padrão de cúspide emEc = 0 para todos os

valores deJ. ParaJ ≥ 2, observa-se uma descontinuidade emln |χJ(E)|/2Nc emETmin , já que para estesJ’s,

χJ(E) = 0 no intervaloEmin ≤ E < ETmin . Na densidade Jacobiana observa-se uma divergência dejℓ,J(E)

emEc = 0, ∀J, que confirma que a transição de fase ferrimagneto-paramagneto é originada pelo mecanismo

topológico. O comportamento da funçãojℓ,J(E) paraETmin e J ≥ 2 (J=̇2, 5) é resultado da descontinuidade

supracitada emln |χJ(E)|/2Nc. A densidade Jacobiana, ademais, apresenta uma “anomalia”em sua curvatura na

região de energias negativas, paraJ = 1, que divide os comportamentos qualitativos dejℓ,J(E < 0) em J < 1,

e J > 1 (ver figura 2.19 (b)). O ponto de inflexão não coincide com a energia da transição a temperatura zero

Ec(T = 0) = −3 (exatamente emJ = 1). A esta energiaEc(T = 0) = −3 e J = 1 as energiasEmin e ETmin

passam a diferir, e o estado fundamental emETmin corresponde a uma solução metaestável de Ising (marcado na

figura 2.19 sobre a linha tracejada com um quadrado).

Ao se acrescentar um campo externo não-uniforme (staggered), que mantém fixos os momentos magnéticos

mAx = −1, se destróem as transições de fase. Neste caso, como ilustrado pela figura 2.20, o padrão de cúspide

29Para0 ≤ J < 1, o estado fundamental do sistema é ferrimagnético. Aumentando-se o parâmetro de frustração em1 ≤ J < 2, a
componentex dos momentos magnéticos da espécie B começa a diminuir, e as componentesy se tornam correspondentemente finitas (em
0 ≤ J < 1, (mB1)y = (mB2)y = 0), com(mB1)y = −(mB2)y (canted phase). Em J = 2, a configuração dos momentos magnéticos é tal
que a magnetização espontânea para qualquerT desaparece (ângulo entre quaiquer dois spins em uma célula unitária é 120◦). ParaJ > 2, a
magnetização espontânea do estado fundamental inverte seu sentido ao longo do eixoOx (ângulo entre os dois momentos magnéticosB1 eB2

se torna superior a 120◦).
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Figura 2.19:(a) ln |χJ(E)|/2Nc como função deE para o modelo XY-AB2 frustrado com diferentes valores deJ (observe-se o padrão
de cúspide emEc(T 6= 0) = 0, ∀J: a transição de fase a temperatura finita é gerada pelo mecanismotopológico). (b) Densidade Jacobiana
jℓ,J(E) para o mesmo modelo e diferentes valores deJ. (c) Emin e ETmin se dividem paraJ = 1 emEc(T = 0) = −3. As estruturas de spin
ilustradas representam os estados fundamentais em diferentes valores deJ [84].

encontrado paraln |χ(E)|/Nc em campo nulo parece se suavizar (os cálculos são numéricos,então não se pode

confirmar exatamente a hipótese de diferenciabilidade paracampo não-nulo). Curiosamente, entretanto, a densi-

dade Jacobiana continua apresentando uma divergência em umvalor da energiaE = 0 para os diferentes valores

de J estudados, portanto, no mesmo valor de energia crítica da transição de fase no caso sem campo externo.

Figura 2.20:Modelo XY-AB2 frustrado em campo externo não-uniforme (cujo efeito é manter fixos os momentos magnéticosmAx = −1):
(a) Representação das equipotenciais no espaço dos parâmetros de ordem livres para diferentes valores de energia. (b)ln |χJ(E)|/2Nc como
função deE: parece não ocorrer o padrão de cúspide na presença do campo que destrói a transição de fase. (c) Densidade Jacobianajℓ,J(E),
que apresenta uma divergência emE = 0 para os diferentes valores deJ [84].

Ao se acrescentar um campo externo uniforme na direçãox com parâmetro de frustração nulo,J = 0, a

transição de fase é destruída. Como se vê na figura 2.21, o padrão de cúspide deln |χJ(E)|/2Nc em Ec(T 6=
0) = 0 se mantém apenas parah = 0. Entretanto, a densidade Jacobianajℓ,J(E) ainda apresenta divergências em

E = Ec(T 6= 0) − h2/2 para valores finitos, suficientemente pequenos, deh, em0 < h ≤ 4, que não podem

estar associadas a uma transição de fase. Uma transição de fase de primeira ordem emETmin(h), parah = 4, é

observada, caracterizada por uma inversão de spin e induzida pelo campo externo, como esperado. Observa-se

uma descontinuidade emln |χJ(E)|/2Nc emETmin parah = 4, que marca a transição de fase. A divergência na

densidade Jacobiana, por sua vez, é removida para todoh acima da transição de fase,h > 4.

A manutenção das divergências na densidade Jacobiana mesmona ausência de transição de fase contradiz

a conclusão anterior de que a topologia seja o mecanismo tanto necessário quanto suficiente para a emergância da

transição de fase a temperatura finita.

Finalmente, o cálculo da funçãobǫ(v) para o modelo esférico na rede mostrou que a contribuição topológica

à entropia é nula neste modelo,bǫ(v) = 0, explicando a não-coincidência entre não-analiticidadesda densidade
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Figura 2.21:Modelo XY-AB2 em campo externo uniforme: (a) O padrão de cúspide emln |χJ(E)|/2Nc ocorre apenas parah = 0, e a
descontinuidade, apenas parah = 4. (b) Divergência dejℓ,J(E) à energiaEc(T 6= 0)− h2/2, para0 ≤ h ≤ 4, enquanto a transição de fase só
ocorre parah = 0. (c) Separação deEmin(h) e ETmin (h) emEc(T = 0) = −6, h = 2. As energias voltam a coincidir emh = 6, E ≈ −14.
Os diagramas representam os estados fundamentais emEmin(h) para os diferentes valores deh [84].

de degenerescência da matriz de interação do modelo,c(v) (equação (3.30)) do Capítulo 3, e a descorrelação entre

topologia e transições de fase no modelo (ver Capítulo 3).

Para sistemas com potenciais de longo alcance, a contribuição aǫ(v) à entropia microcanônicas(v) não é

necessariamente analítica. A topologia então pode não ser omecanismo relevante na origem da transição de fase

nestes sistemas. A próxima seção resume o mecanismo de geração de transições de fase quando a topologia não é o

mecanismo relevante; em outras palavras, quando a contribuição deaǫ(v) supera a debǫ(v) eaǫ(v) é não-analítica

(ver Seção 2.5.2).

2.6.2 Singularidade por maximização em relação a um parâmetro

Como descrito em detalhe na Seção 2.5.2, em alguns modelos a transição de fase não é acompanhada por

uma transição topológica, ou transições topológicas resultam irrelevantes para o fenômeno da transição de fase.

Tais modelos incluem potenciais de longo alcance ou não-confinantes [60,62,65].

Em [67,68,71,72] mostrou-se que o mecanismo alternativo responsável pela transição de fase no modeloφ4

campo médio é a maximização com respeito à magnetização, da entropia microcanônica do modelo,ŝ(ε,m), como

função da energia e magnetização. Como explicado na Seção 2.5.2, tal mecanismo se aplica a sistemas em que a

equivalência de ensembles não vigora, portanto, somente a (certos) sistemas com interações de longo alcance. Em

tais sistemas, é possível encontrar uma entropia microcanônica não-côncava no limite termodinâmico, função de

dois parâmetros termodinâmicos,ŝ(ε,m)30. A maximização de tal entropia analítica em relação à magnetização

produz uma não-analiticidade na entropia resultante,s(ε), e portanto uma transição de fase no sistema. Voltando

ao contexto da fatorização da densidade de estadosΩN(v) descrita na Seção anterior, observa-se que neste caso a

contribuição dominante à entropia é dada poraǫ(v) (equação (2.48)), e que esta será não-analítica.

Em [82], se sugere que este seja o mecanismo responsável pelatransição de fase no modelo esférico na rede.

Entretanto, tal sugestão parece improvável, visto que neste modelo, como mostrado nesta tese, a equivalência de

30Note-se que no ensemble canônico, a entropia deve ser uma função côncava de qualquer de seus parâmetros.
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ensembles vigora, e portanto tem-se uma entropia microcanônica côncava.

2.7 Recapitulação e Síntese

As duas questões centrais que motivam a Hipótese Topológicano estudo de transições de fase são: (i) É

possível prever a ocorrência de uma TF em um modelo apenas através da análise da parte interativa de seu Hamil-

toniano? (ii) É possível estabelecer uma relação entre propriedades topológicas das variedadesMv e quantidades

termodinâmicas do respectivo modelo?

A topologia fornece uma descrição bastante reducional das propriedades das variedades acessíveis no es-

paço de configurações,Mv. A abordagem topológica a transições de fase é uma tentativade relacionar a ocorrência

de transições de fase a quantidades mais fundamentais que asmedidas definidas no âmbito dos diferentes ensem-

bles estatísticos.

Este capítulo resume os resultados obtidos nos modelos XY campo médio,k-trigonométrico eφ4 bidi-

mensional, que corroboram a HT. Os resultados nestes modelos mostram que, embora um contínuo de transições

topológicas nas variedadesMv (Σv) seja encontrado, a transição topológica ocorrendo na energia críticavc, as-

sociada à transição de fase, apresenta aspectos distintivos, e pode ser considerada mais abrupta. Também se

apresentaram resultados sobre os modelosφ4 campo médio, Peyrard-Bishop, Burkhardt, esférico campo médio

(incluído o termo cinético), que contradizem a HT (pelo menos em sua forma mais restritiva). Nos modelosφ4

campo médio, Burkhardt e Peyrard-Bishop a transição topológica relevantenãocoincide com a transição de fase

nos modelos. Nos modelos de Burkhardt e esférico campo médio, compararam-se duas variantes de cada modelo,

cujas termodinâmicas diferem pela presença e pela ausênciade transições de fase. Encontrou-se que a topolo-

gia das subvariedades acessíveis do espaço de configuraçõesé indistinta quando comparadas as duas variantes

correspondentes de cada modelo.

Os dois teoremas descritos na Seção 2.4.2 estabelecem a necessidade de uma transição topológica da var-

iedadeMv (Σv) na energia crítica de um modelo com potencial aditivo, confinante, não-singular, de alcance finito,

limitado inferiormente. Estes resultados determinam que omecanismo topológico está ligado à origem de tran-

sições de fase, pelo menos para a classe de potenciais definida pelos requisitos dos teoremas. Vale salientar que

nenhum dos modelos enumerados acima obedece a todos os requisitos dos teoremas. A ausência de transição

topológica na energia crítica dos modelos de Burkhardt, Peyrard-Bishop eφ4 campo médio não invalida os teore-

mas, já que estes não se aplicam a nenhum dos três modelos.

Na Seção 2.5.2, enunciou-se uma versão menos restritiva da HT, a Hipótese Topológica Fraca, que consegue

relacionar de forma coerente a evolução da topologia dasMv’s e a termodinâmica dos modelos de Burkhardt,

Peyrard-Bishop,φ4 campo médio. Nesta Seção também foi descrito um mecanismo alternativo gerador de não-

analiticidades na entropia microcanônica de sistemas com interações de longo alcance: a maximização de uma

entropia não-côncava com respeito a um de seus parâmetros. Este mecanismo também foi aplicado ao modelo
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φ4 campo médio, e é uma possível explicação para a origem da transição de fase no modelo. O mecanismo de

maximização proposto por Kastner é complementar aos teoremas de Franzosi-Pettini-Spinelli (FPS), já que se

aplica a modelos com interações de longo alcance, não contemplados pelos teoremas.

No que se refere ao mecanismo topológico, os teoremas de Franzosi-Pettini-Spinelli determinam a neces-

sidade de uma TT e uma TF ocorrerem à mesma energia para a classe de potenciais aos quais se aplicam, porém

neste estágio ainda resta estabelecer a existência de condições de suficiência que garantam uma relação biunívoca

entre transições topológicas e transições de fase. Para tal, é preciso estudar modelos aos quais se apliquem os

teoremas FPS. Com esta motivação, verificou-se a validade daHipótese Topológica sobre o Modelo Esférico com

interações a primeiros vizinhos em uma rede hipercúbica, que é parte dos resultados originais apresentados nesta

tese, no capítulo a seguir.

Posteriormente aos resultados sobre o modelo esférico na rede, os resultados dos teoremas FPS foram com-

plementados por M. Kastner e colaboradores, que conseguiram estabelecer um critério de suficiência topológico-

geométrico aplicado a modelos em que a topologia exerce um papel relevante na origem de não-analiticidades na

entropia microcanônica. Outro mecanismo foi também proposto, aplicado a transições de fase em modelos de

longo alcance, que apresentam inequivalência de ensembles.
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Capítulo 3

Hipótese Topológica e o Modelo Esférico

na Rede

Este capítulo apresenta a aplicação da Hipótese Topológicasobre o Modelo Esférico em uma rede hiper-

cúbica com interações a vizinhos próximos. Apresenta-se inicialmente a termodinâmica do modelo, se estabelece

a equivalência entre os ensembles canônico e microcanônicono mesmo, e finalmente, apresenta-se a análise da

topologia das subvariedadesMv do espaço de configurações do modelo, buscando-se assinaturas topológicas das

transições de fase que ocorrem no modelo. Estes resultados são parte dos resultados originais apresentados nesta

tese.

Introduziu-se no capítulo anterior a Hipótese Topológica [2] como uma tentativa de explicar TFs em sis-

temas termodinâmicos ao nível do espaço de fases destes sistemas. Estudando a topologia do espaço de con-

figuraçõesΓ, subespaço do espaço de fases definido pelo domínio da energia potencial microscópicaV(x),

determinam-se as transições topológicas (TTs) que ocorremnas subvariedades de energia potencial (SEP),Mv =

{x ∈ Γ | V(x)
N ≤ v} como função do parâmetrov. Uma transição topológica ocorre emv quando as subvariedades

Mv−ǫ eMv+ǫ não são homeomórficas, paraǫ arbitrariamente pequeno. A hipótese sugere que seja possível definir

uma "classe" de transições topológicas que estariam relacionadas biunivocamente a transições de fase, desvelando

a origem fundamental de TFs. Viu-se que a HT consiste de uma análise microscópica, que precede a termod-

inâmica e a definição de ensembles estatísticos. Entretanto, faz-se importante salientar que mesmo que se consiga

relacionar uma transição topológica ocorrendo emvc a uma transição de fase ocorrendo à mesma energia potencial,

ainda se faz necessário recorrer à termodinâmica a fim de determinar a temperatura crítica correspondente,Tc.

Em geral, como visto nos exemplos do capítulo anterior, muitas TTs ocorrerão nas subvariedadesMv, à

medida em que se varia o parâmetrov, de modo que TTs são muito mais freqüentes que as transições de fase em

um sistema. Assim, é provável que apenas uma classe de TTs - e não qualquer TT - seja de fato capaz de produzir
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uma TF. Os resultados já obtidos mostram que a natureza das transições topológicas ou de suas assinaturas, através

dos invariantes topológicos analisados, é bastante distinta de um modelo a outro. A HT foi testada em diversos

modelos estatísticos clássicos [52]- [5]. Em alguns exemplos, a hipótese foi corroborada, o que permitiu que

critérios de suficiência para a relação entre TTs e TFs fossemsugeridos, porém, resultados mais recentes são

negativos com respeito à hipótese da maneira como foi originalmente proposta. Estes últimos em geral apontam

para a inexistência de uma relação biunívoca entre TTs e TFs,e, em certos casos, evidências sugerem que não haja

correlação entre TTs e TFs.

Neste capítulo, aplica-se a HT ao Modelo Esférico na rede hipercúbica, com interações a primeiros vizin-

hos. Busca-se, com esta análise sobre um modelo que obedece aos requisitos dos teoremas FPS (ver, entretanto,

comentários ao final do capítulo), determinar uma condição de suficiência para que transições topológicas engen-

drem as transições de fase observadas no modelo. Para tal, resolve-se a topologia do espaço de configurações

do modelo em dimensões da rede e valores dos parâmetros que apresentam e que não apresentam transições de

fase, caracterizando-se as transições topológicas através de funções relevantes. Deste modo, no sistema com tran-

sição de fase, foi-se capaz de comparar TTs coincidentes e não-coincidentes com as respectivas TFs obtidas da

termodinâmica, e também comparar com as TTs ocorrendo no modelo sem transição de fase.

3.1 Termodinâmica

O modelo esférico em dimensão finita foi proposto, juntamente com o modelo Gaussiano, em [4], como

uma variação do modelo de Ising1 para graus de liberdade contínuos. O modelo esférico reproduz algumas car-

acterísticas do modelo de Ising, como〈ǫi〉 = 0 (fase paramagnética),〈ǫ2i 〉 = 1, possuindo ademais a vantagem

de ser solúvel analiticamente em qualquer dimensão inteira. Tanto as variáveis de spin discretas (Ising) quanto as

variáveis contínuas (modelo esférico) obedecem ao vínculoesférico. O modelo de Ising descreve configurações re-

stritas aos vértices de um hipercuboN-dimensional de aresta unitária, e o modelo esférico, configurações restritas

a uma hiperesferaN-dimensional de raio
√
N, circunscrevendo o mesmo hipercubo.

O modelo esférico [4] é definido porN spins distribuídos em uma rede hipercúbica emd dimensões,

interagindo através do potencial:

V = −J ∑
〈ij〉

ǫiǫj − H ∑
i

ǫi, (3.1)

onde J > 0 é a magnitude da interação, e∑〈ij〉, que é a soma sobre pares de vizinhos próximos, determinam

a estrutura da matriz de interação, eH é um campo magnético externo. Na rede hipercúbica com interações a

vizinhos próximos, cada spin interage com seus2d primeiros vizinhos. As variáveis de spin{ǫi} são reais, e

1Ising, E.Z. Phys., v. 31 (1925) 253.
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acopladas pelo vínculo esférico, que define o espaço de configurações:

Γ = S
N−1 = {ǫ ∈ R

N

∣

∣

∣

∣

∑
i

ǫ2i = N}. (3.2)

Embora as interações definidas em (3.1) sejam de curto alcance, o vínculo esférico (3.2) impõe uma inter-

ação efetiva global entre os spins na rede. Deste modo, a equivalência de ensembles neste modelo não é garantida.

Esta possibilidade foi considerada e confirmou-se a equivalência entre os ensembles canônico e microcanônico

para o modelo.

3.1.1 Ensemble Canônico

As funções termodinâmicas do sistema podem ser obtidas a partir da função de partição do modelo [4]:

QN(β,H) = A−1
N

∫

SN−1
dǫ1 · · · dǫN exp(−βV({ǫi})), (3.3)

ondeβ = 1
kBT

e AN é uma constante de normalização igual à superfície da esfera(N − 1)-dimensional,SN−1,

que é o volume do espaço de fasesΓ:

AN =
∫

· · ·
∫

∑
N
j=1 ǫ2j=N

dǫ1 · · · dǫN =
2πN/2N

1
2 (N−1)

Γ(N/2)
. (3.4)

Campo externo nulo

ParaH = 0 a função de partição fica dada por:

QN(β, 0) = A−1
N

∞
∫

· · ·
∫

−∞

dǫ1 · · · dǫN exp[βJ ∑
〈ij〉

ǫiǫj] δ

(

N −
N

∑
i=1

ǫ2i

)

. (3.5)

Tomando-se a representação de Fourier da delta de Dirac, transformando adequadamente variáveis e efetuando as

integrais nos spins{ǫi}, a função de partição se reduz a uma integral sobre a variávelauxiliar z:

QN(β, 0) =
A−1

N πN/2

2πi
e−

1
2 (N−2) ln βJ

∫ z0+i∞

z0−i∞
dz exp

[

N

(

βJz− 1

2N

N

∑
i=1

ln

(

z− 1

2
λi

)

)]

, (3.6)

ondez0 >
1
2 |λmax| = 1

2λ1 = d, que é o maior dentre os pólos de∑
N
i=1 ln

(

z− 1
2λi

)

. O caminho de integração

é uma reta paralela ao eixo imaginário,ℑ{z}, à direita de todos os pólos do integrando. Este pode, portanto,

ser deformado dentro da região à direita deℜ{z} = d. O argumento da exponencial éO(N), e o resultado da

integral paraN → ∞ pode ser calculado através do teorema do ponto de sela. Resulta então para a energia livre
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de Helmholtz:

F(β, 0) = − 1

β
lim
N→∞

1

N
lnQN(β, 0)

=
1

2β
+

1

2β
ln(2βJ)− Jzs +

1

2β
fd(zs), (3.7)

onde a funçãofd(zs), definida por:

fd(z) =
1

(2π)d

2π
∫

· · ·
∫

0

dω1 · · · dωd ln

[

z−
d

∑
i=1

cos(ωi)

]

, (3.8)

é o limite termodinâmico de:1N ∑
N
i=1 ln

(

z− 1
2λi

)

, e2∑
d
i=1 cos(ωi) = λ(ω1, . . . ,ωd), comωi ∈ [0, 2π), os

autovalores da matriz de interação no limite termodinâmico. A função fd(z) é a única contribuição não-analítica à

energia livre. O argumentozs é solução da equação de ponto de sela2βJ = ∂ fd
∂z (zs):

2βJ =
1

(2π)d

2π
∫

· · ·
∫

0

dω1 · · · dωd
1

zs − ∑
d
i=1 cos(ωi)

, (3.9)

que pode ser reescrita de maneira mais conveniente [86]:

2βJ =
∫ ∞

0
dt e−zst [I0(t)]

d, (3.10)

ondeI0(x) =
1
2π

∫ 2π
0 dθ ex cos(θ) é a função de Bessel modificada de ordem zero.

O comportamento da função termodinâmicaF(β) está portanto condicionado à existência da solução de

ponto de selazs para qualquerT dentro do domínio de temperaturas.

Pode-se mostrar que a funçãofd(z) é analítica para todoz > d, estritamente. Para temperaturas decres-

centes, o membro esquerdo da equação (3.9) cresce monotonicamente até divergir emT = 0. O membro direito,

por sua vez, cresce comz decrescente, dentro do domínioz > d: o supremo de∂ fd(z)∂z ocorre emz = d. Assim, a

equação (3.9) terá solução em todo o suporte de temperaturasse e somente se o membro direito também divergir

emz → d+.

Cadeia unidimensional:d = 1

A equação (3.9) neste caso se reduz a:2βJ = (z2s − 1)−
1
2 , que diverge emzs = 1. A equação de ponto de

sela tem solução para qualquer temperatura. Isto significa que a não-analiticidade defd(zs), zs = 1, só é atingida

a temperatura zero, isto é,Tc = 0.

Parad = 1, resulta para (3.8) [86]:

fd(z) = ln

[

z+
√
z2 − 1

2

]

, ℜ{z} ≥ 1 ou ℜ{z} > 0, ℑ{z} 6= 0. (3.11)
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A energia livre de Helmholtz por partícula, para qualquerT, é dada por:

F(β, 0) =
1

2β
− 1

2β

√

1+ (2βJ)2 +
1

2β
ln

1

2

[

1+
√

1+ (2βJ)2
]

, (3.12)

e é uma função analítica em todo o intervalo de temperaturas0 < T < ∞.

Rede quadrada:d = 2

A equação de ponto de sela para a rede bidimensional fica dada por: 2βJ = 2
πzs

K(2/zs), ondeK(x)

é a integral elíptica completa:K(x) =
∫ 1
0

dt√
1−t2

√
1−x2t2

, que diverge emx = 1. Este pólo corresponde a

zs → 1
2λ+

1 = 2+ na equação de ponto de sela acima, que portanto possui solução para todoT ∈ (0,∞).

Novamente,Tc = 0 e não há transição de fase a temperatura finita para este modelo.

Rede cúbica:d = 3

Neste caso, a equação de ponto de sela:

2βJ =
∫ ∞

0
dt e−zst [I0(t)]

3 (3.13)

nãopossui solução para todoβ ∈ (0,∞). O membro direito cresce monotonicamente comzs → 1
2λ+

1 = 3+, mas

a integral é finita emzs = 3. A equação deixa de ter solução paraβ > βc, ondeβc é definido por:

βc =
1

2J

∫ ∞

0
dt [e−t I0(t)]

3 =
0.25273

J
. (3.14)

Encontram-se portanto duas regiões com comportamentos distintos. Uma transição de fase de terceira

ordem na classificação de Ehrenfest emTc =
3.95679J

kB
as separa. Na regiãoT > Tc, a energia livre é dada por:

F(β, 0) =
1

2β
+

1

2β
ln(2βJ)− Jzs +

1

2β
f3(zs), (3.15)

ondezs é solução da equação de ponto de sela (3.13). Para a regiãoT < Tc, escolhendo um corte dez = −∞ a

z = 3 sobre o eixo real,QN(β, 0) é analítica no plano definido. Uma expansão def3(z) em torno dez = 3 neste

corte mostra que

f3(z) = f3(3) + 2βc J(z− 3)−
√
2

3π
(z− 3)3/2 +O((z− 3)2),

isto é, a contribuição dominante af3(3) na expansão é positiva, ezs = 3 segue sendo o ponto de sela abaixo de

Tc. A energia livre por partícula, abaixo deTc fica dada por:

F(β, 0) =
1

2β
+

1

2β
ln(2βJ)− 3J +

1

2β
f3(3). (3.16)
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d kBTc/J 〈vc〉 /J
3 3.9573 -1.0216
4 6.4537 -0.7728
5 8.6468 -0.6759
6 10.7411 -0.6283
7 12.7982 -0.6009
8 14.8334 -0.5833
9 16.8579 -0.5710

Tabela 3.1:Valores críticos da temperatura (Tc) e da energia potencial média por partícula correspondente (〈vc〉) para o modelo esférico em
redes hipercúbicas de dimensãod [87].

A energia livre, em dimensãod qualquer, será dada por:

F(β, 0) =











1
2β + 1

2β ln(2βJ)− Jzs(β) + 1
2β fd(zs(β)), paraT > Tc,

1
2β + 1

2β ln(2βJ)− Jd+ 1
2β fd(d), paraT < Tc.

Para a energia potencial média por partícula, se obtém:

〈v〉(β, 0) =
∂βF(β, 0)

∂β
=











1
2β − Jzs, paraT > Tc,

1
2β − Jd, paraT ≤ Tc.

As temperaturas críticas são funções crescentes da dimensão d da rede:βc = 1
2J

∫ ∞

0 dt [e−t I0(t)]
d. As

energias potenciais críticas, correspondentemente, são dadas por (3.17). A tabela 3.1 fornece os valores numéricos

deTc e 〈vc〉 para as redes de dimensõesd inteiras de 3 até 9. Os valores críticos da energia potencialmédia por

partícula servirão de base comparativa para a análise da topologia do modelo.

Campo externo finitoH 6= 0

ParaH finito, após uma transformação ortogonal que leva a base{ǫi} na base{yi}, a equação (3.6) para a

função de partição que diagonaliza a matriz de interação, semodifica para:

QN(β,H) =
A−1

N βJ

2πi

∫ z0+i∞

z0−i∞
dz eNz

∞
∫

· · ·
∫

−∞

dy1 · · · dyN exp

[

−βJ
N

∑
i=1

(z− λi/2) y
2
i + N1/2βHy1

]

.

(3.17)

O campo magnético externo uniforme,H, que se acopla linearmente à magnetizaçãoM = 1
N ∑

N
i=1 ǫi no Hamilto-

niano (3.1), se acopla apenas ao autovetory1 (O(
√
N)) da base{yi}. Exceto pela integral emy1, as integrais nos

demais{yi 6=1} na função de partição são idênticas às que aparecem em campo nulo. A integral emy1 também é

elementar e, aplicando o teorema do ponto de sela à integral na variável auxiliarz, resulta em:

QN(β,H) = QN(β, 0) exp

[

N
H2β

4 J (zs − λ1/2)

]

. (3.18)

82



O fator adicional na função de partição acrescenta um termo na energia livre por partícula:

F(β,H) =
1

2β
+

1

2β
ln(2βJ)− Jzs +

1

2β
fd(zs)−

H2β

4 J (zs − λ1/2)
, (3.19)

ondezs(β,H) é solução da equação de ponto de sela:

2βJ =
∂ fd
∂z

(zs) +
H2β

4 J (zs − λ1/2)2
. (3.20)

O termo proporcional aH diverge no limitezs → λ1/2 = d. Isto significa que existirá solução de ponto de

sela para qualquer temperaturaT ∈ (0,∞). Em campo externoH finito, a transição de fase é destruída em todas

dimensões de rede.

A energia potencial média, para todoT, é dada por:

〈v〉(β,H) =
1

2β
− Jzs +

H2

4 J(zs − λ1/2)
. (3.21)

3.1.2 Ensemble Microcanônico

Os resultados da topologia das subvariedadesMv no Modelo Esférico deverão ser comparados com o com-

portamento termodinâmico, conhecidoa priori. Ora, como descrito na seção 2.5.3 para a versão campo médio do

modelo, em sistemas para os quais diferentes ensembles estatísticos resultam em comportamentos termodinâmicos

distintos [31, 73–76, 88], a comparação entre topologia e termodinâmica é ambígua, já que para cada ensemble

uma diferente relação é estabelecida entre TTs e TFs [89]. Verifica-se, nesta seção, a equivalência dos ensembles

canônico e microcanônico para o Modelo Esférico [7,90,91].

A equivalência de ensembles é estabelecida em textos clássicos de mecânica estatística para sistemas com

interações com decaimento rápido o suficiente com a distância. Apesar desta restrição, até recentemente a equiv-

alência era tacitamente assumida para diversos sistemas, inclusive no caso de interações de longo alcance, em

parte pela dificuldade inerente de cálculos microcanônicos. No caso do modelo esférico na rede hipercúbica, com

interações ferromagnéticas entre primeiros vizinhos, a presença do vínculo esférico, que é um vínculo global do

sistema, exerce a função de uma interação de alcance efetivamente infinito, o que pode, eventualmente, produzir

comportamentos inequivalentes no âmbito dos diferentes ensembles.

No ensemble microcanônico, as funções termodinâmicas são obtidas a partir da densidade de estados:

ΩN(v,H) = A−1
N

∫

SN−1
dǫ1 · · · dǫN δ(V({ǫi})− Nv) ∝

∫ +i∞

−i∞
dµ
∫ α+i∞

α−i∞
dηeNs̄N(µ,η;v,H), (3.22)

onde a funçãōsN(µ, η; v,H) = µv+ η − µ2H2

4(µd−η)
− fN(µ, η), com fN(µ, η) =

1
2N ∑p ln

(

− µ
2 λ(p) + η

)

. No

limite termodinâmico,fN(µ, η) = 1
2

1
(2π)d

∫

· · ·
∫ 2π
0 dω1 . . . dωd ln

(

−µ ∑
d
i=1 cos(ωi) + η

)

. A função s̄N =
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O(1), portanto pode-se aplicar o teorema do ponto de sela às integrais (3.22) sobreµ eη. A função fN(µ, η) pode

ser reescrita comofN(µ, η) = 1
2N ∑p

[

ln(|η|) + ln
(

− µ
2 |η|λ(p) + sgn(η)

) ]

. Assim, escolhem-se cortes no

plano complexoµ ∈ (−∞,−|η|/d) ∪ (|η|/d,∞). A funçãos̄N → ∞ quandoµ → ±η/d, o que indica quēsN

tem pelo menos um mínimo sobre o intervaloµ ∈ [−η/d, η/d]. As derivadas segundas(s̄N)µµ e (s̄N)ηη paraµ

e η reais são não negativas, portanto o mínimo é único.

O resultado da aplicação do teorema do ponto de sela é a entropia:

s(v,H) =
1

2
ln

[

(v+ x(v,H))− H2

4(d− x(v,H)

]

− 1

2(2π)d

∫

ddω ln

[

x(v,H)−
d

∑
i=1

cosωi

]

, (3.23)

ondex(v,H) ≡ µs/ηs ∈ [d,∞) é solução da equação de ponto de sela:

[

v+ x− 1

Ad(x)

]

− H2

[

1

4(d− x)
− 1

4(d− x)2
1

Ad(x)

]

= 0, (3.24)

sendoAd(x) =
∫ ∞

0 dt e−xt (I0(t))
d (I0(x) é a função de Bessel modificada de ordem zero) [86]. Do segundo

termo de (3.23), vê-se que no limitex → d+ o sistema se aproxima de uma não-analiticidade da integral.A ocor-

rência ou não de uma transição de fase no sistema no intervalode definição da energiav ∈ [−d, 0] é determinada

pelo comportamento da integralAd em x = d. Em particular, a energia críticavc é dada pela equação de ponto

de sela (3.24) comx = d. As propriedades mais relevantes da integralAd(x) podem ser resumidas em: para

d = 1, 2, limx→d+ Ad(x) = ∞; parad ≥ 3, limx→d+ Ad(x) < ∞ (a integral é finita).

ParaH = 0, em dimensõesd = 1, 2, a divergência deAd(d) implica emvc = −d, e a ordem ferromag-

nética de longo alcance só emerge no estado fundamental. Para d ≥ 3, a energia crítica é maior quev = −d:

vc =
[

∫ ∞

0 dt [e−t I0(x)]
d
]−1

− d. A qualquer dimensão de reded, as energias críticasvc obtidas no ensemble

microcanônico coincidem com as energias críticas canônicas. ComH finito, parax → d+, o coeficiente deH2 na

equação (3.24) diverge. Como a integralAd(d) é não-nula para qualquerd, x = d de fato nunca é uma solução de

ponto de sela, e não há transição de fase paraH 6= 0.

ParaH pequeno, a equação de estado do sistema é dada porm (x(v,H)− d) ≈ H/2. ComH = 0, fica

claro que o sistema somente terá uma magnetização espontânea sex(v,H) = d abaixo da transição.

A equivalência dos ensembles é estabelecida através da igualdade entre a entropia microcanônica,s(v,H),

e a transformada de Legendre-Fenchel da energia livref (β,H) (equação (3.19)),s∗∗(v,H), que corresponde à

entropia canônica:

s∗∗(v,H) = inf
β
{βv− β f (β,H)} = s(v,H). (3.25)

Da minimização acima resultāβ(v,H), dado por:

β̄ (v+ zs(β̄)) = 1− H2 β̄

2 (zs(β̄)− d)
. (3.26)
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A entropia canônicas∗∗(v,H), com a substituição dēβ definido acima, e com o ponto de selazs solução de (3.20),

é idêntica à entropia microcanônicas(v,H) (equação (3.23)). Da relação entreβ̄ e v (β̄ = ∂s/∂v), combinada

com o comportamento dezs, observa-se que parav → 0, β̄ → 0, e parav → −d, β̄ → ∞. No modelo esférico

com interações a vizinhos próximos a fase paramagnética é acessível. Finalmente, para todov ∈ [−d, 0), obtém-

se s(v,H) = s∗∗(v,H) e ∂s/∂v ∈ [0,∞), e portanto a equivalência completa entre os ensembles canônico e

microcanônico é verificada.

3.2 Topologia

No estudo da topologia das subvariedadesMv ⊂ Γ, computam-se e caracterizam-se as transições topológi-

cas ocorrendo à medida em que se variav dentro do intervalo de energias acessível. Estabelecer-seuma relação en-

tre a topologia dasMv e o comportamento termodinâmico equivale a definir um mapa entre o parâmetro topológico

v e a energia potencial média〈v〉, que não é uma tarefa evidente. A HT conjectura que a relação deva se dar pela

identidade:vθ = 〈vc〉 (equações (3.17) e (3.21)). Deste mapeamento entre topologia e termodinâmica para o

modelo esférico curto alcance mostra-se, nesta seção, que oprimeiro teorema FPS [28], sobre a necessidade de

uma TT coincidindo com a TF no modelo, é satisfeito. Entretanto, este trabalho também mostra ainexistênciade

uma condição de suficiência que relacione transições topológicas e termodinâmicas para o modelo [6,7].

De acordo com a teoria de Morse [92], transições topológicasnas subvariedadesMv = {ǫ ∈ Γ |V({ǫ})/N ≤
v} somente ocorrem em valores de(Nv) que sejam imagens depontos críticos, ǫtt = ((ǫ1)tt, . . . , (ǫN)tt), da

funçãoV({ǫ}) (isto é, pontos em que∂ǫiV(ǫtt) = 0) 2. Quando ocorre um (único) ponto crítico deV({ǫ})/N
em um valorv = vtt, a subvariedadeMvtt+δ é homeomórfica aMvtt−δ ∪ ek, ondeek é uma célula de ordemk - um

disco aberto de dimensãok -, que éagregadaà subvariedadeMv ao atravessarv = vtt no sentido dev crescente3.

k é o índice ou a ordem do ponto crítico4.

A análise da topologia e da ocorrência de transições topológicas nas subvariedadesMv, definidas a partir

da funçãoV(ǫ), deve iniciar, portanto, pelo estudo das soluções de∂ǫiV({ǫ}) = 0. A representação do sistema

de equações na base que diagonaliza a matriz de interação simplifica o problema. Para impor o vínculo esférico,

introduz-se um multiplicador de Lagrangeµ, redefinindo-se o HamiltonianõV = V − µ ∑
N
i=1 ǫ2i . Na base{ǫ}, a

invariância translacional e as condições de contorno periódicas (que induzem uma topologiaS1 × S1 × · · · × S1 =

Td, o toro d-dimensional, à rede de spins [4]) produzem uma matriz de interação circulante e simétrica. As

2A correspondência biunívoca entreum ponto críticoe uma transição topológica é garantida quando o Hessiano da funçãoV({ǫ}) é
não-singular, não possui autovalores nulos, isto, é, os pontos críticos da função sãoisolados(ver Apêndice A).

3δ > 0 deve ser suficientemente pequeno, isto é, o intervalov ∈ [vtt − δ, vtt + δ] contém apenas um valor crítico deV.
4O índice ou a ordem de um ponto crítico é o número de autovaloresnegativos do Hessiano no ponto dado (ver Apêndice A).
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equações de pontos estacionários, nesta base, são dadas pelo sistema de equações lineares:



























(c1 − µ) c2 c3 · · · cN−1 cN

cN (c1 − µ) c2 · · · cN−2 cN−1

cN−1 cN (c1 − µ) · · · cN−3 cN−2

...
. . .

...

c2 c3 c4 · · · cN (c1 − µ)
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, (3.27)

ondeck são os elementos da matriz de interação no Hamiltoniano na rede hipercúbicaǫT M ǫ = ∑〈i,j〉 ǫiǫj, que

são tais quecN+k ≡ ck = cN−k+2. O índice dos elementosck corresponde univocamente a um spin na posição

(p1, p2, . . . , pd) na rede de dimensão linearL, dado quek = p1 + L p2 + L2 p3 + · · · + Ld−1 pd. A forma

específica da matrizM depende da dimensãod da rede. O sistema de equações, na base que diagonaliza a matriz

de interação, é dado por:

y1(2µ + λ1) +
√
NH = 0,

yi(2µ + λi) = 0 i = 2, · · · ,N,
N

∑
j=1

y2j = N, (3.28)

cujas equações são evidentemente acopladas apenas pelo vínculo esférico. O espectro da matriz de interação é

dado pelos autovalores [4]:

λi ≡ λ(p) = 2
d

∑
i=0

cos

(

2πpi
N1/d

)

, (3.29)

ondepi = 0, · · · ,N1/d − 1. A estrutura de (3.29) mostra que a degenerescência máxima dos autovalores comN

finito éPd2
d (ondePd é o número de permutações ded elementos). O teorema de Perron-Frobenius garante que o

máximo autovalor,λ0, é não-degenerado.

A estrutura das soluções de (3.28) dependerá de forma crucial na degenerescência dos autovalores. Assim,

é conveniente definirem-se os conjuntosCa, coma = 0, . . . , N̂, ondeN̂ + 1 é o número de autovaloresdistintos.

Ca é o conjunto contendo os índices de autovalores (vetoresp) correspondendo ao(a + 1)-ésimo maior valor.

O índicea ordena os autovalores distintos do maior (a = 0) ao menor (a = N̂). A cardinalidade|Ca| destes

conjuntos fornece a degenerescência do(a+ 1)-ésimo maior autovalor. Por exemplo, como mencionado acima,

|C0| = 1.

A degenerescência reduz o número de equações efetivamente independentes âN+ 1, e portanto ao mesmo

número de soluções. Cada solução corresponde a um valor crítico de v, va = h(λa,H) (que é uma função

biunívoca deλa), a = 0, . . . , N̂ + 1, ordenados do menor ao maior.

A degenerescência das soluções de (3.28) resulta, não em pontos críticos, mas emsubvariedades críticas,

já que qualquer ponto sobre esta se constitui em um extremo dafunçãoV, isto é,dV = 0 quando restrita à
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subvariedade crítica. Isto implica em um Hessiano singularpara a função de energia potencial quando calculado

na energia crítica correspondente, já que a esta energia o Hessiano deV(y) será nulo nas direções tangentes à

subvariedade crítica. Um Hessiano não-inversível deriva de uma funçãoV(ǫ) (V(y)) que não é uma função de

Morse própria, no sentido estrito. Não obstante, a caracterização da topologia dasMv através do formalismo da

teoria de Morse ainda é possível recorrendo a uma extensão damesma por Bott [92,93].

Quando o multiplicadorµ coincide com o(a + 1)-ésimo maior autovalor, especificamenteµ = −λj/2,

com j ∈ Ca, emerge como solução de (3.28) a subvariedade críticaΣva , em um valor críticov = va, que é o

(a+ 1)-ésimomenorvalor crítico. A subvariedade críticaΣva é uma hiperesfera de dimensão|Ca|, onde|Ca| é

a degenerescência do autovalor correspondente ava. No limite termodinâmico, o espectro de autovalores se torna

denso em[−2d, 2d): limN→∞ λ(p) → λ(ω) = 2∑
d
i=1 cos(ωi), ondeωi ∈ [0, 2π) são parâmetros contínuos.

Neste limite, a densidade espectral da matriz de interação,normalizada porN, é dada pela função:

c(v) =
∫ 2π

0

(

d

∏
i=1

dωi

2π

)

δ [v− h(λ(ω),H)] , (3.30)

ondeh(λ(ω),H) é a função que relaciona os valores críticos dev aos autovaloresλ(ω) no limite termodinâmico.

A densidade de degenerescência dos autovalores mostrar-se-á, mais adiante, crucial na caracterização da topologia

das subvariedadesMv.

Na análise da topologia do modelo, não se sabema priori quais as assinaturas topológicas da transição de

fase pelas quais se procurar. De fato, este trabalho busca determinar uma condição de suficiência que mapeie TTs

em TFs no modelo esférico, de maneira a definir uma assinaturatopológica. Assim, é imprescindível dispor de dois

modelos similares, variantes de um Hamiltoniano diferindopor um parâmetro, por exemplo. O objetivo é verificar

se o efeito que a variação de tal parâmetro produz para a presença ou ausência de transição de fase é acompanhado

por algum efeito equivalente na topologia, por exemplo, presença e ausência de dada transição topológica. No

caso do modelo esférico, estes dois modelos são o modelo sem campo externo, que sofre transição de fase para

dimensão inteira da reded ≥ 3, e o modelo com campo externo, que não possui transição de fase.

Nas subseções que seguem, desenvolve-se a análise topológica dos modelos comH = 0 e H 6= 0. No

âmbito da teoria de Morse, não é possível obter explicitamente os números de Betti{bi} das variedadesMv,

somente limites superiores para estes ou a soma alternada dos mesmos (que equivale à obtenção de um invariante

topológico, a característica de Euler-Poincaré). As próximas seções se dedicam à obtenção de todos os números

de Betti das variedadesMv, para qualquerv (pelo menos no casoH = 0). Mostrar-se-á, então, a caracterização

completa dos grupos de homotopia [94,95] das subvariedadesMv, pelo menos para o modelo sem campo externo.

No casoH = 0, omitem-se detalhes técnicos no corpo principal da tese, cuja omissão não impede a compreensão

dos resultados e conclusões do trabalho. Remete-se o leitorao Apêndice A para tais detalhes. No caso do modelo

com campo externo, conseguiu-se caracterizar completamente a topologia na vizinhança da transição topológica

mais relevante [6,7].
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3.2.1 Topologia em campo nulo:H = 0

A cada valor críticova de v ∈ [−d, d), Mv sofre uma transição topológica. As variedades críticas que

emergem neste valor de energia caracterizam a TT. Para analisar a evolução da topologia dasMv’s devem-se

retomar as equações (3.28) de pontos críticos deṼ(y) paraH = 0:

yi(2µ + λi) = 0, i = 1, . . . ,N,
N

∑
j=1

y2j = N, (3.31)

que neste caso são homogêneas. Desta maneira, apenas haverásolução não-trivial caso a matriz principal do sis-

tema seja singular. Em particular, tem-seyi = 0, exceto pelas variáveis pertencentes ao subespaço de autovalores

nulos da matriz principal: variáveisyj 6= 0, tais que2µ + λj = 0 com j ∈ Ca, v = va. Estas últimas devem

garantir o vínculo esférico, que equivale à condição:∑
|Ca |
j=1 y

2
j = N. Resulta, para a subvariedade críticaΣva

ocorrendo no valor críticov = va: Σva = {y ∈ Γ| ∑j∈Ca
y2j = N ∨ yi = 0, parai /∈ Ca}, que é portanto

uma hiperesferaS|Ca |−1, cuja dimensão é dada pela degenerescência do autovalor correspondente,|Ca| − 1.

A menos que a funçãoV({y}) seja uma função de Morse perfeita [93], o conhecimento das subvariedades

críticas não é suficiente para determinar completamente a topologia deMv entre dois valores críticos consecutivos,

já que as células{e(a)k } agregadas aMva em v = va podem sê-lo de diferentes maneiras, através de diferentes

mapas característicosΦa : e
(a)
k → ∂Mva = Σva (ver Apêndice A), resultando em diferentes topologias para

Mv>va . O conhecimento dasΣva e suas propriedades relevantes permitem calcular exatamente os números de

Morseµi e a série de Morse,Mt(V), relativos aV : Mv → R porém fornecem apenas um limite superior para os

números de Bettibi e a série de Poincaré,Pt(Mv), relativos aMv
5.

A substituição da soluçãoΣva na funçãov(y) = V(y)/N resulta em um valor críticova a campo nulo, a

funçãova = h(λj, 0) = −λj/2, ondej ∈ Ca e µ = −λj/2.

O cálculo do Hessiano emv = va é trivial e resulta em uma matriz diagonal na base{y}:

Hij =
∂2V(y)

∂yi∂yj
=



























−(2µ + λ1) 0 0 · · · 0

0 −(2µ + λ2) 0 · · · 0

0 0 −(2µ + λ3) · · · 0

...
. ..

...

0 0 0 · · · −(2µ + λN)



























. (3.32)

O Hessiano é singular, já que possui|Ca| autovalores nulos. Para caracterizar a transição topológica emv = va

neste contexto, é preciso estabelecer um conceito para subvariedades críticas não-degeneradas que equivalha ao

conceito de ordem ou índice de pontos críticos não-degenerados no caso de um Hessiano inversível. A subvar-

5Como mencionado anteriormente, no âmbito da teoria de Morse é possível calcular a característica de Euler, mas não se pode determinar
um número suficiente de invariantes topológicos deMv.
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iedade críticaΣva será não-degenerada já quedetH 6= 0, quando restrito ao subespaço das direções normais a

Σva (considerando a imersão deΣva = S|Ca |−1 em R|Ca |, o subespaço normal aΣva se constitui das direções

radiais). Usando uma extensão da teoria de Morse [92, 93], define-se aordem de uma subvariedade críticanão-

degenerada, conectada, orientável como o número de autovalores negativos do Hessiano à energiava, quando

restrito às direçõesnormaisà subvariedade críticaΣva (ver Apêndice A). Fica evidente de (3.32) que os autoval-

ores do Hessiano,Vii = −(2µ + λi) = (λj − λi), comj ∈ Ca, serão negativos parai ∈ Cb, ondeb < a. Assim, à

energiava o Hessiano possuirá∑a−1
b=0 |Cb| autovalores negativos, que corresponde à ordem da subvariedade crítica

Σva .

No que diz respeito à série de Morse,Mt(V), a contribuição de uma subvariedade crítica é mais substancial

que a de um ponto crítico. De fato, enquanto a contribuição deum ponto crítico isolado é proporcional a um

monômio tk, a de uma subvariedade crítica é dada por um polinômiotkPt(Σva), ondek é a ordem do ponto

crítico ou da subvariedade crítica.Pt(Σva) é o polinômio de Poincaré deΣva , ao qual naturalmente podem-se

aplicar as relações entrePt e Mt descritas no Apêndice A, sendo o polinômio de Morse neste caso relativo à

restriçãoV|Σva . Conhecida a ordem de cada subvariedade e, é claro, o polinômio de Poincaré de uma hiperesfera,

é possível construir o polinômio de Morse e, conseqüentemente, a característica de Eulerχ(v) = M−1(V) das

subvariedadesMv para todov.

Deformação de retração das variedadesMv

Na caracterização da topologia dasMv se seguirá um caminho mais direto, aproveitando a simetria do

modelo esférico para determinar exatamente os números de Betti que definemMv entre dois valores críticos con-

secutivosva eva+1. De fato, ao encontrar a deformação de retração que mapeia continuamenteMv na hiperesfera

SDa−1, ondeDa = ∑
a
b=0 |Cb|, se estabelece a equivalência homotópica entreMv, parav ∈ (va, va+1), e SDa−1.

Em cadav = va, a TT muda a topologia deMv de SDa−1−1 paraSDa−1. Ademais, a característica de Euler de

um espaço topológico depende somente de seu tipo de homotopia, portanto os resultados revelam imediatamente

o invariante topológicoχ(v).

Uma deformação de retração de um espaço topológicoX em um subespaçoA ⊂ X é uma família de mapas

ft : X → X, t ∈ I = [0, 1], tal que f0 = 1 (o mapa identidade),f1(X) = A, e a restriçãoft|A = 1 para todo

t ∈ I. A família de mapasft ademais deve ser contínua, isto é, o mapa associadoF : X× I → X, (x, t) 7→ ft(x)

é contínuo emx e emt. Quando um espaço topológicoX pode ser continuamente deformado a um subespaço

A ⊂ X, diz-se queX e A são homotopicamente equivalentes. De fato, uma deformaçãode retração é um caso

especial da noção mais geral de homotopia (ver Apêndice A).

Quer-se encontrar uma deformação de retração que leveMv, com v ∈ (va, va+1), à hiperesferaSDa−1,

ondeDa = sup{k | λk > −2v}, o índicek rotula uma ordenação detodosos autovalores (incluindo autovalores

degenerados) do maior ao menor. O valor críticova = −λj/2, ondej ∈ Ca. Por inspeção, mostra-se que uma
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homotopia possível é a que levay = (y1, y2, . . . , yN) 7→ y(t) = (y
(t)
1 , y

(t)
2 , . . . , y

(t)
N ) através de:

y
(t)
k =















yk

√

1+ t
∑

N
j=Da+1 y

2
j

∑
Da
j=1 y

2
j

, para1 ≤ k ≤ Da,

yk
√
1− t, paraDa < k ≤ N.

(3.33)

Deve-se mostrar que esta função é contínua, que obedece ao vínculo esférico para todot ∈ I, quey(t)(Mv) ⊆ Mv,

quey(0)(Mv) = 1, y(1)(Mv) = SDa−1, e que a restriçãoy(t)|SDa−1 = 1, ∀t. Tais demonstrações encontram-se

na Seção A.3 do Apêndice A, em que se mostra que o mapa (3.33) defato obedece a estes pré-requisitos.

O mapa (3.33) possui todas as propriedades que definem uma deformação de retração e, portanto, prova-se

queSDa−1 é uma deformação de retração deMv, comv ∈ (va, va+1). Tal resultado define o tipo de homotopia de

Mv.

Como os números de Betti de uma variedade são invariantes frente ao tipo de homotopia, os números de

Betti bi deMv comv ∈ (va, va+1) são:

bi(Mv) = bi(S
Da−1) =











1, parai = ∑
a
b=0 |Cb| − 1 = Da − 1, e i = 0,

0, parai 6= 0, (Da − 1).

Em v = va, a homotopia das variedadesMv muda deSDa−1−1 paraSDa−1. Em v = va, a dimensão da de-

formação de retração deMv é acrescida de|Ca| - a degenerescência do(a+ 1)-ésimo maior autovalor - e, para

v ∈ (va, va+1), se torna igual aDa − 1 = ∑
a
b=0 |Cb| − 1. Se a degenerescência dos autovalores cresce menos

que linearmente comN (paraquasetodo v ∈ [−d, d)), Da coincide no limite termodinâmico com aordem da

subvariedade críticaΣva que emerge emva: ∑
a−1
b=0 |Cb|. Embora a dimensão da deformação de retração deMv

sejaDa, a variedadeMv sempre é dimensãoN6. A variedadeMv emerge emv = v0 = −λ0/2 como dois

estados fundamentais, dois pontos isolados. Como a energiapotencial deve ser contínua sobre cada componente

ergódica deMv, na vizinhança imediata da energiav0, a variedadeMv0+δ deve ser a união disjunta de dois discos

N-dimensionais. Ora, para todov ≥ v′, vale queMv′ ⊆ Mv, e assim, para todov ≥ v0, Mv0 ⊆ Mv: todas as

variedadesMv comv ≥ v0 também serãoN-dimensionais.

Em comparação à TT observada no modelo XY campo médio que corresponde à respectiva transição de

fase, em que números de Betti deO(N) diferentes índices sofrem uma variaçãoO
(

N!
(N−k)!

)

(ondek é o respectivo

índice do número de Betti), no presente caso o que se observa édistinto. A cada TT ocorrendo no modelo esférico

na rede, apenas dois índices de números de Betti sofrerão saltos, e estes saltos sãoO(1). Isto sugere que a

quantidade topológica relevante, cuja variação deve estarrelacionada à transição de fase no modelo, não seja o

módulo do salto dos números de Betti ou o número debi’s a sofrerem tal salto, mas sim o índice do máximo número

de Betti a sofrer um salto na TT, qual seja,Da − 1, ou, possivelmente, a diferença entre os índices do número de

Betti que salta de1 → 0 e o índice do número de Betti que salta de0 → 1, qual seja,(Da − 1)− (Da−1 − 1) =

6No que se refere à homotopia, as dimensões “adicionais” deMv são topologicamente irrelevantes.
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(Da − Da−1).

Espectro e degenerescência da matriz de interação emN → ∞

A invariância translacional da energia potencial do modelo, que depende, inclusive, da definição de condições

de contorno apropriadas para a rede, resulta em uma matriz deinteraçãocirculante, que é um tipo de matriz de

Toeplitz, com uma estrutura como a dada pela matrizM̃ em (3.27)7. Para interações de suficientemente curto

alcance8, pode-se mostrar que o espectro de autovalores de uma matrizcirculante se torna contínuo quando a

ordem da matriz tende ao infinito. No modelo esférico curto alcance, a interação se dá apenas entre primeiros

vizinhos, depende apenas da distância entre spins e é simétrica. No limite termodinâmico, portanto, o espectro de

autovalores da matriz de interação é um subconjunto denso dointervalo[−2d,+2d).

Como osN̂ + 1 valores críticos da energia potencial,va = h(λa, 0), são uma função contínua dos auto-

valores, conclui-se que haverá umcontínuo de transições topológicasnas variedadesMv no intervalo de energias

acessíveis,[−d, d).

No limite termodinâmico, considerando queDa sejaO(N), é conveniente introduzir uma função finita con-

tínua, dada pela normalização deDa: d(v) ≡ Da/N. Dada a relação entreDa e a degenerescência dos autovalores

λ: Da = ∑
a
b=0 |Cb|, é imediato expressar a densidade de degenerescênciac(v) no limite termodinâmico:

d(v) =
∫ v

−d
c(v′)dv′ ou, equivalentementec(v) =

∂d(v)

∂v
. (3.34)

Como as subvariedadesMv são sempre homotopicamente equivalentes a esferas cuja dimensão muda com

v, o comportamento deDa (equivalentemente ded(v) no limite N → ∞) como função dev determina comple-

tamente a topologia do modelo (ver equação (3.34)). A seguir, analisar-se-á o comportamento da ordem (normal-

izada) das subvariedades críticas, a funçãod(v), e de sua derivada, a densidade de degenerescência9 c(v), a fim

de caracterizar a evolução da topologia das variedadesMv. Diante da multiplicidade das transições topológicas10,

espera-se encontrar assinaturas da transição de fase em transições topológicas que possuam alguma característica

distintiva das demais. É imediato esperar que tais TTs estejam associadas a singularidades da funçãod(v), isto é,

descontinuidades em alguma de suas derivadas - já que a própria funçãod(v) é finita e contínua.

Reconsiderando o espectro (3.29) da matriz de interação, nolimite termodinâmico é conveniente reex-

pressar o índice discretop = (p1, . . . , pd) através do vetorω = (ω1, . . . ,ωd), ondeωi =
2πpi
N são funções

contínuas, com0 ≤ ωi < 2π. Os autovalores são então dados por:λ(ω) = 2∑
d
i=1 cos(ωi). A densidade de

7Uma matriz de Toeplitz tem elementosti,j tais queti,j = ti+1,j+1, e uma matriz circulante é uma matriz de Toeplitz com as condições
adicionais:ti,N−j = ti+j+1,1 e tN−i,j = t1,j+i+1.

8Tal que cada spin não interaja com vizinhos a distâncias de ordem maior queO(
√
N), em unidades do parâmetro de rede.

9A dimensão (normalizada) das subvariedades críticas.
10No limite termodinâmico, o contínuo de transições topológicasimplica emN̂ + 1 → ∞, um número infinito de TTs.
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degenerescência,c(v), é então dada por (ver equação (3.30)):

1

N ∑
p

δλ(p),−2v
N→∞−→

c(v) =
∫ 2π

0

(

d

∏
i=1

dωi

2π

)

δ(v+ λ(ω)/2)

=
∫ +∞

−∞

dx

2π
(cos(x v) + i sin(x v)) [J0(x)]

d , (3.35)

ondeδi,j está para a delta de Kronecker,δ(x), para a delta de Dirac eJ0(x) é a função de Bessel de ordem zero.

A forma para a equação (3.35) foi obtida usando-se a representação de Fourier da delta de Dirac. Finalmente,

considerando a paridade das funções seno e cosseno em relação ao centro do intervalo de integração, resulta para

c(v):

c(v) =
∫ ∞

0

dx

π
cos(x v) [J0(x)]

d . (3.36)

A funçãod(v), conseqüentemente, é dada por:

d(v) =
∫ v

−d
dv′

∫ ∞

0

dx

π
cos(x v′) [J0(x)]

d =
∫ ∞

0

dx

π

(sin(v x) + sin(d x))

x
[J0(x)]

d . (3.37)

Convergência da densidade de degenerescênciac(v) e suas derivadas

Voltando a atenção à integral imprópria (3.36) e definindo-se o integrandof (x, v) = cos(x v) [J0(x)]
d,

constata-se quef (x, v) é o produto de duas funções contínuas,cos(x v) e [J0(x)]
d, e portanto também é uma

função contínua. Tomando uma aproximação assintótica deJ0(x), para|x| grande [96]

J0(x) =

√

2

πx

{

cos
(

x− π

4

)

[

n−1

∑
k=0

(−1)k

(2x)2k
Γ[2k+ 1/2]

(2k)! Γ[−2k+ 1/2]
+ R1

]

+

− sin
(

x− π

4

)

[

n−1

∑
k=0

(−1)k

(2x)2k+1

Γ[2k+ 3/2]

(2k+ 1)! Γ[−2k− 1/2]
+ R2

]}

, (3.38)

onde|R1| <
∣

∣

∣

∣

∣

Γ[2n+1/2]
(2x)2n(2n)!Γ[−2n+1/2]

∣

∣

∣

∣

∣

e |R2| <
∣

∣

∣

∣

∣

Γ[2n+3/2]
(2x)2n+1(2n+1)!Γ[−2n−1/2]

∣

∣

∣

∣

∣

, isto é, o módulo dos “restos“ é inferior

ao módulo dos últimos termos descartados em cada somatório (série alternada). Truncando a expansão à ordem

O(1):

J0(x) =

√

2

πx

[

cos
(

x− π

4

)

+ R(x)
]

, (3.39)

onde|R(x)| < 1
4(2x)

, que é uma função oscilante amortecida por∝ x−1/2.

A densidade de degenerescênciac(v) é uma integral uniformemente convergente no intervalov ∈ [−d, d]

para qualquer dimensão de reded, excetod = 1. Parad=̇1, 2, podem-se obter diretamente as respectivas integrais
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c(v):

c(v) =











∫ ∞

0
dx
π cos(x v) J0(x) =

1
π
√
1−v2

, parad = 1,
∫ ∞

0
dx
π cos(x v) (J0(x))

2 = 1
2π P−1/2

(

v2

2 − 1
)

, parad = 2.

A primeira integral converge parav ∈ (−d, d) (fica evidente da equação acima quelimv→±d c(v) = ∞). Na

segunda integral,P−1/2(x) é uma função de Legendre (de ordem -1/2), que converge no intervalo de energias

acessíveis emd = 2, v ∈ [−2, 0) ∪ (0, 2], exceto pelo pontov = 011. É importante ressaltar que, apesar do

contradomínio da função Hamiltoniana (3.1) ser dado pelo intervalo [−d, d], está claro que o intervalo relevante

para a termodinâmica é aquele dado pela energia interna acessível ao sistema termodinâmico, isto é,〈v〉 ∈ [−d, 0)

(ver análise ao final da Seção 3.1.2).

Para mostrar a convergência (uniforme) dec(v) parad ≥ 3, recorre-se ao teste de Weierstrass aplicado

a integrais [97]. Os detalhes da análise se encontram no Apêndice A.3. De tal análise, constata-se quec(v) é

contínua parad ≥ 3. Da continuidade dec(v) decorre a continuidade ded(v).

Resta analisar as derivadas dec(v) em relação av, em busca de descontinuidades nestas funções. Caso

exista uma relação biunívoca entre transições topológicase transições de fase, estas são as prováveis candidatas a

estabelecerem tal relação. No Apêndice A.3 investiga-se a convergência destas derivadas. Decorre desta análise

que divergências dan-ésima derivada dec(v), onden = ⌈ d
2 − 1⌉ =

(

d
2 − 1

2

)

, ocorrem, parad ímpar, em valores

inteiros ímparesdev - inclusivev = ±d, e parad par, em valoresinteiros paresdev.

Relação entre Topologia e Termodinâmica

Em síntese, no estudo da topologia das subvariedadesMv, determinou-se que as mesmas são homotopica-

mente equivalentes às esferasSNd(v)−1. A topologia dasMv’s é determinada pela funçãod(v). Nas subseções

anteriores estudaram-se as funçõesd(v) e c(v) = ∂d(v)
∂v , assim como as derivadas de maior ordem. Mostrou-se

que as derivadas de ordemk < d/2− 1 são contínuas. A derivada de ordem⌈d/2− 1⌉ também foi obtida, e

determinaram-se os valores dev em que esta função apresenta divergências. São estes: valores inteiros ímpares

de v parad ímpar, valoresinteiros paresde v parad par [6, 7]. Estas singularidades correspondem a transições

topológicas mais "abruptas", que de alguma forma se destacam das demais ocorrendo em pontos em que a função

c(v) é suave (pontos em quec(v) é pelo menos⌊d/2− 1⌋ vezes derivável).

Entretanto,nenhumdos pontos de singularidade coincide com as transições de fase que ocorrem para di-

mensõesd ≥ 3, o que é imediatamente constatado da Tabela 3.1, já que todasas energias críticasvc(d) são valores

não inteiros. É evidente que exatamente no ponto da TF sempreocorre uma TT, já que há um contínuo de TTs no

intervalov ∈ [−d, d), porém esta TT não possui nenhum aspecto distintivo em relação às demais e, se comparada

com as TTs ocorrendo nos pontos de não-analiticidades dec(v) acima descritos, são menos abruptas. Ademais,

11A funçãoP−1/2(x) possui singularidades emx = −1 e x = ∞, apenas.
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Figura 3.1:Densidade de degenerescênciac(v) e sua integrald(v), a dimensão da deformação de retração deMv, para campo externo nulo,
e dimensõesd

.
= 2, 3, 4 [6].

c(v) e d(v) (e eventualmente suas derivadas) caracterizam completamente a topologia deMv e suas mudanças.

Ademais, a ordem da primeira derivada dec(v) a apresentar divergências cresce com a dimensãod da rede. Isto

significa que, em dimensõesd = 1, 2, em que não há transição de fase no sistema, as divergências ocorrem em

derivadas ded(v) de menorordem se comparadas a sistemas de maior dimensão,d ≥ 3, que possuem TF. Tal

resultado parece se opor ao que seria esperado, no caso de singularidades em funções topológicas estarem em

correspondência direta com transições de fase.

Finalmente, a única possibilidade restante para se procurar por assinaturas de TFs seria em derivadas de

maior ordem dec(v). Entretanto, esta possibilidade não parece muito razoável, já que implica em que a ordem da

derivada a apresentar tais assinaturas topológicas depende da dimensão espacial do problema, e também em que as

singularidades em derivadas de ordemmais baixasejam menos relevantes, ou irrelevantes, para a termodinâmica.

Infere-se portanto que descontinuidades nasderivadasded(v) nãosão suficientes para induzir uma transição de

fase no sistema, e, de outro lado, que transições de fase não são marcadas por nenhum efeito topológico notável.

Na figura (3.1), estão representadas graficamente as funçõesc(v) e d(v) para valoresd=̇2, 3, 4 da dimensão da

rede (os pontos nos gráficos parad=̇3, 4 foram obtidos através de integração numérica).
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3.2.2 Topologia em campo não-nulo:H 6= 0

Ao se acrescentar o campo externo ao Hamiltoniano, a quebra de simetria resultante impede que se acesse

exatamente a topologia das subvariedadesMv para todov. No entanto, ainda é possível determinar a topologia

de Mv até o segundo nível crítico da energia potencial, aqui denotadov−, e caracterizar a transição topológica

ocorrendo a esta energia, que resulta em uma TT particularmente abrupta.

A topologia das subvariedadesMv se modifica se e somente sev atravessa um valor crítico da funçãoV(y).

Novamente, a análise da topologia das subvariedadesMv deve se iniciar sobre as soluções das equações de pontos

críticos (3.28) comH 6= 0:

y1(2µ + λ1) +
√
NH = 0,

yi(2µ + λi) = 0 i = 2, · · · ,N,
N

∑
j=1

y2j = N. (3.40)

A primeira equação, neste caso, é inomogênea:

y1 = −
√
NH/(2µ + λ1). (3.41)

É fácil convencer-se de que a menor energia crítica corresponde à soluçãõy = (y1 6= 0, yi = 0, ∀i 6= 1).

Considerando a soluçãõy, a substituição de (3.41) no vínculo esférico resulta em:µ± = (∓H − λ1)/2. Duas

soluções distintas emergem:y+ =
(

y1 = −
√
N, yi = 0, ∀i 6= 1

)

ey− =
(

y1 = +
√
N, yi = 0, ∀i 6= 1

)

, que

correspondem a dois pontos isolados. As respectivas energias críticas são distintas:v± = −(λ1/2± H), donde

v+ < v−, paraH > 0. O surgimento dos dois estados ferromagnéticos, que em campo nulo se originam à mesma

energia crítica, em campo finito se separa em dois eventos em energias críticas distintas.

As demais equações do sistema (3.40) são homogêneas, e soluções não-triviais,yj 6= 0, j 6= 1, somente

ocorrem se o coeficiente deyj se anular, isto é,µ = −λj/2. Seλj for tal quej ∈ Ca, a respectiva solução crítica

é dada por:

ya ∈ Mv : y1 = −
√
NH

λ1 − λj
; ∑

j∈Ca

y2j = N

(

1− H2

(λ1 − λj)2

)

; yi = 0, i 6= 1∧ ∀i /∈ Ca. (3.42)

Como os{yi} são variáveis reais, uma condição adicional deve ser imposta à solução (3.42): que∑j∈Ca
y2j > 0.

Isto significa que (3.42) corresponderá a uma solução crítica se e somente se12:

λ1 − λj > H, com j ∈ Ca. (3.43)

12Lembrando queλ1 é o maior autovalor do espectro da matriz de interação.
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Satisfeito o vínculo acima, constata-se ainda que, devido àdegenerescência do espectro da matriz de inter-

ação, esta solução crítica é novamente uma hiperesfera de dimensão|Ca| − 1: Σva ≈ S|Ca |−1. A solução (3.42),

quando substituída emV(y)
N = − 1

2N ∑
N
i=1 λi y

2
i − H√

N
y1, fornece a energia crítica correspondente13:

va = −λj

2
+

H2

2(λ1 − λj)
, com j ∈ Ca, a=̇1, . . . , N̂. (3.44)

O Hessiano deV(y)/N calculado sobre a esferaSN−1 ainda é dado pela matriz diagonal (3.32), com os

multiplicadores de Lagrangeµ apropriadamente modificados. Os autovalores do Hessiano nomínimo valor crítico

de energia,v+, são dados porV+
ii = −(2µ+ + λi) = (H + (λ1 − λi)). Quando calculados no valor críticov−,

os respectivos autovalores são dados porV−
ii = −(2µ− + λi) = (−H + (λ1 − λi)). Sobre os pontos críticos

y±, portanto, o Hessiano não é singular, exceto para valores específicos deH: os pontosy± são pontos críticos

não-degenerados. Ademais, dado queλ1 = supi{λi}, a expressão paraV+
ii resulta imediatamente em autovalores

positivos, o que é esperado, já quey+ é o mínimo absoluto da função energia potencial. Do ponto de vista da

topologia, significa que para energiasv entrev+ e o segundo valor crítico,Mv é homotopicamente equivalente a

um discoN-dimensional, que pode ser visto como a célula de ordem 0 que àenergiav+ é agregada à variedade

vazia (já queMv<v+ = ∅). Neste intervalo,Mv é homotopicamente equivalente a um ponto, pois uma 0-célulaé

continuamente deformável a um ponto.

As propriedades do ponto críticoy−, sua ordem inclusive, claramente dependem da intensidade do campo

externo. Se o campo externoH é menor que a “distância” entre o primeiro maior e o segundo maior autovalores,

respectivamente,λ1 e λk, comk ∈ C1: H < λ1 − λk, então se verifica queV−
ii > 0 ∀i, isto é, quey− também

será um mínimo, no caso, um mínimo local. Note-se que esta condição sobreH é equivalente à desigualdade

(3.43), imposta sobre os autovalores para que as soluções críticas correspondentes existam sobre a hiperesferaΓ =

SN−1. Neste caso, à energiav− mais uma célula de ordem 0 deve ser agregada à subvariedadeMv. No intervalo

v ∈ (v−, v1) (supondo quev1 seja o próximo valor crítico de energia) as subvariedadesMv são homotopicamente

equivalentes à união disjunta de dois discos (isto é, dois pontos isolados).

Já se sabe que à medida em queN cresce, autovalores consecutivos da matriz de interação,λi, se aprox-

imam, formando um espectro contínuo no limite termodinâmico. Assim, paraN suficientemente grande, haverá

um certo número de autovalores,n = sup{k : λk > λ1 − H}14, quenão obedecem à desigualdade (3.43), o

que implica em que o pontoy− nãoseja um mínimo local. É possível mostrar que as energias dadas pela equação

(3.44) nunca são menores quev− (ver figura 3.2). Denotando-seλ1 − λj ≡ ∆a, paraj ∈ Ca:

va − v− =
∆a

2
+

H2

2∆a
− H =

(∆a − H)2

2∆a
> 0. (3.45)

Em particular, observa-se que as energiasva (3.44) correspondentes a autovaloresλj com j < n, isto é, tais que

13Note-se que o índice do máximo autovalor,λ1, pertence aC0.
14Na fórmula paran considera-se novamente que o índice do autovalorλi corresponde a um ordenamento do maior ao menor autovalor.
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Figura 3.2:Diferença entre os valores críticos(va − v−) como função da diferença(λ1 − λj) (ondej ∈ Ca) paraH = 1, d = 3. Observe-se
que paraH < (λ1 − λj) < 2d, (va − v−) é uma função crescente e não-negativa de(λ1 − λj).

λj > λ1 − H, constituem uma função crescente deλj (função decrescente de(λ1 − λj)). Estas energias estão

associadas a soluções de (3.40) quenãopertencem à esferaSN−1, não pertencem ao espaço de configurações, e

portantonão são energias críticas. Por outro lado, as energiasva (3.44) correspondentes a autovaloresλj, com

j > n, constituem uma função monotonicamente decrescente deλj. Estas últimas correspondem a autovaloresλj

que obedecem à desigualdade (3.43), e constituem, juntamente comv+ e v−, o espectro de energias críticas.

Com esta análise mostra-se a existência de um intervalo finito, ∆th ≡ v− − v+, no qual não ocorrem

transições topológicas. A inspeção dos autovaloresV−
ii do Hessiano, calculado sobrey−, mostra que a ordem deste

ponto crítico serán. Assim, a subvariedadeMv, que é equivalente a um ponto,e0, no intervalov+ < v < v−, em

v = v− tem uma célula de ordemn, Dn, a si agregada. O único mapa característico,Φ, entre pontos em∂Dn e

um ponto é o mapa constante [94]. Parav = v−, Mv = e0
⊔

Φ Dn = Sn: o único resultado da união de um disco

de ordem 0 e um disco de ordemn é a hiperesferaSn.

Para valores grandes deN, a transição topológica emv− leva Mv de um ponto (dimensão nula) a uma

hiperesfera de dimensãomacroscópica- comparável aN -, dada pord(v−). Esta TT é marcada por uma descon-

tinuidade emd(v), e uma descontinuidade, acompanhada por uma divergência, em c(v). Representa, portanto,

uma TT particularmente abrupta emMv. Entretanto, nenhuma TF pode estar ligada a esta TT, já que o modelo

simplesmente não possui TFs. Parav > v−, não foi possível determinar a que tipo de homotopia pertence Mv.

Porém,N c(v) ainda representa a dimensão das subvariedades críticasΣv (e a degenerescência dos autovalores

correspondentes da matriz de adjacência) em todo o intervalo [−d, d).

Acima dev−, as energias críticas se modificam comH 6= 0 para a equação (3.44), que, parava > v+ +

∆th, é uma função monotonicamente decrescente deλj
15. Assim, c(v) e sua integral,d(v), acima dev−, são

identificadas com suas respectivas funções no casoH = 0 através de uma translação:d(H 6=0)(v) = d(H=0)(v−
H2/2(λ1 − λk)), onde, sev corresponde ao(a+ 1)-ésimo valor crítico,λk é tal quek ∈ Ca. Parav < v−, estas

funções caracterizam completamente a topologia deMv. Acima dev−, a conexão destas funções com a topologia

não está tão clara. A figura (3.3) apresenta o gráfico de ambas funções em todo o seu suporte, para dimensões

d=̇2, 3, 4.

15Observe-se que as energias críticas a campo nulo,va = −λj/2 (j ∈ Ca), também constituem no limite termodinâmico uma função
decrescente deλj.
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Figura 3.3:Densidade de degenerescênciac(v) e sua integrald(v), para um campo externo finito (H = 3d/4) e dimensõesd = 2, 3, 4. A
descontinuidade ded(v) emv− resulta em uma função delta em sua derivada,c(v), no mesmo valor dev [6].

A região em que a topologia pôde ser completamente determinada, isto é, abaixo dev−, apresenta uma

transição topológicamacroscópica, mais abrupta que qualquer outra TT encontrada no casoH = 0, e que, sur-

preendentemente, não corresponde a nenhuma TF. Assim, descontinuidades naprópria funçãod(v) tampouco

produzem TFs no modelo.

3.2.3 Interações de longo alcance

Em [5–7], estudaram-se o modelo esférico completamente conectado e o modelo esférico com interações

apenas a vizinhos próximos, na busca de assinaturas topológicas às respectivas transições de fase. A fim de

examinar a existência de uma condição de suficiência para queuma TT induza uma TF, procura-se explorar todo

um espectro de variantes de modelos esféricos, no que diz respeito ao alcance das interações: foram estudados dois

sistemas com interações de longo alcance, como no caso campomédio [5], porém em que cada spin interage com

uma fração apenas dos demais spins da rede. O Hamiltoniano destas duas variantes do modelo esférico é aquele

dado pela equação (3.1), que em função das coordenadas que diagonalizam a interação e comH = 0, se torna:

V = −1

2 ∑
i

λix
2
i . (3.46)
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O Hamiltoniano acima, juntamente com o vínculo esférico (∑i x
2
i = N) e os respectivos espectros de autovalores

λ, definem os modelos. No primeiro caso cada spin interage com seusaN vizinhos mais próximos na rede (a < 1).

Os autovalores correspondentes no limite termodinâmico são dados por:

λp1,··· ,pd(a) =
1

πd

d

∑
i=1

pd−2
i gd(2πa1/d pi)

∏
d
k 6=i(p

2
i − p2k)

parad ≥ 2 (3.47)

λp(a) =
1

π

sin(2πa p)

p
parad = 1 (3.48)

ondepi = 1, · · · ,N1/d para todoi e gd(x) = (−1)d/2 cos(x) sed é par egd(x) = (−1)(d−1)/2 sin(x) sed é

ímpar. No segundo caso, cada spin interage com todos os spinsdentro do hipercubo dearestamedindo2aN sítios,

centrado naquele spin. Os autovalores da matriz de interação são:λp1,··· ,pd = ∏
d
i=1 λpi (a

1/d), ondeλpi = λp é

dado pela eq. (3.48).

Ambos espectros das matrizes de interação são infinitos, porém discretos. Há uma infinidade de valores

críticos de energia potencialv em que ocorrem TTs, já que haverá uma infinidade de valores de energias potenciais

das soluções das equações de pontos críticos. Procura-se por um aspecto especial do espectro, que distinga um

valor crítico dos demais, devido à natureza da TT a ele associada. Este aspecto seria o ponto de acumulação

dos espectros, que ocorre emλ = 0 para ambos casos. É fácil argumentar que, como as equações deponto

de sela terão a mesma forma funcional das equações (3.28), assoluções serão as mesmas, e as subvariedades

críticas envolvidas (hiperesferas) em cada valor crítico dependerão da estrutura do espectro e degenerescência dos

autovalores correspondentes. Assim, é também fácil concluir, ao substituir a solução adequada em (3.46) que a

transição topológica correspondente ao ponto de acumulação λ = 0 ocorrerá emv = 0.

Ora, a transição de fase em ambos modelos possui temperaturacríticaTc = J/a, que corresponde a uma

energia potencial média crítica por partículavc = 0. Assim, a TT coincide com a TF em ambos casos, como obtido

no modelo campo médio [5]. Também como foi obtido no caso campo médio, ao acrescentar-se o campo externo

ao hamiltoniano dos modelos, desaparecendo a transição de fase, a mesma TT ocorre16 em um valor crítico do

parâmetrov, que é inacessível à energia potencial média por partícula dos modelos. Conclui-se de tais resultados

que, apesar da TT coincidir com a TF no casoH = 0, o mecanismo topológico, que é essencialmente o mesmo

com ou sem campo externo, não é suficiente para induzir uma transição de fases no casoH 6= 0.

16A TT continua ocorrendo no espaço de configurações, já que o espectro da matriz de interação é insensível ao acréscimo do campoexterno.
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Conclusões

A Hipótese Topológica estudada nesta tese, propõe uma explicação para a origem fundamental de transições

de fase em sistemas termodinâmicos no nível da topologia do espaço de configurações destes sistemas.

Transições de fase termodinâmicas nos ensembles canônico egrã-conônico são definidas como não-analiti-

cidades nas respectivas funções de partição, que acarretamnão-analiticidades em observáveis - como potenciais

termodinâmicos - delas derivados. Sabe-se, no entanto, queas energias livres de Helmholtz e de Gibbs para um

sistema finito são analíticas. No contexto dos ensembles canônico e grã-canônico, não-analiticidades somente

podem ocorrer nos potenciais termodinâmicos no limite termodinâmico,N → ∞ [29,30,35].

Por outro lado, a entropia microcanônica de um sistema finitopode apresentar não-analiticidades [31, 73–

76, 88]. Da mesma forma, a abordagem topológica pode ser elaborada para qualquerN, o que também per-

mite estender a Hipótese Topológica sobre transições de fase termodinâmicas para transições de fase em sistemas

finitos17. Além de estabelecer uma conexão natural com transições de fase no ensemble microcanônico, a HT ap-

resenta vantagens no sentido da unificação conceitual dos diversos fenômenos de transição, inclusive na inserção

destes fenômenos no contexto dinâmico. A abordagem topológica fornece um campo comum para a dinâmica e

a termodinâmica. De fato, as trajetórias dinâmicas do sistema em equilíbrio são restritas ao suporte da medida

estatística no espaço de fases, e a topologia das variedadesque compõem este suporte influenciará também estas

trajetórias. Como se viu no Capítulo 2, a dinâmica Hamiltoniana microscópica de um sistema está conectada,

através do máximo expoente de Lyapunov, a quantidades topológicas. Estas quantidades topológicas, invariantes

topológicos, por sua vez, estão relacionadas à ocorrência de transições de fase através da abordagem topológica.

Transições de fase e dinâmica microscópica subjacente são assim conectadas.

Por outro lado, é um fato notável que a topologia da superfície de energia livre tem um papel crucial em

sistemas desordenados, como mostrado na literatura [8–11,13–15, 17, 70, 98]. Ademais, como sistemas frustra-

dos e desordenados possuem comportamentos dinâmico (macroscópico, coletivo) e termodinâmico estreitamente

interligados, a abordagem topológica, ao estabelecer naturalmente uma conexão entre termodinâmica e dinâmica

microscópica, pode adicionar à compreensão da emergência de fases desordenadas em sistemas complexos como

17Refere-se a sistemas finitos como sistemas cujo número de graus deliberdadeN é muito menor que o número de Avogadro, mas grande o
suficiente para uma abordagem estatística do mesmo.
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por exemplo vidros de spin - sistemas que apresentam desordem congelada - ou vidros estruturais - com desordem

auto-induzida.

Outra vantagem importante da abordagem topológica é a possibilidade de relacionarem-se quantidades

topológicas e observáveis termodinâmicos. É de se esperar,entretanto, que esta possibilidade esteja condicionada à

determinação da topologia comoúnicomecanismo na origem de transições de fase nesta classe de sistemas. Alguns

trabalhos já procuraram estabelecer tal conexão entre topologia e termodinâmica no contexto da HT [49, 52, 53].

Em [52], foi possível estimar uma contribuição topológica àentropia dos modelos XY campo médio e unidimen-

sional. Mostrou-se que esta quantidade apresenta comportamentos condizentes aos de uma entropia: é mono-

tonicamente crescente com a energia potencial até o valor máximo de v, acima do qual permanece constante,

como se espera de uma entropia configuracional. Ademais, a contribuição topológica à entropia do modelo campo

médio apresenta uma derivada descontínua no ponto da transiçãovc, que sugere ser esta a origem da perda de

analiticidade da entropia total na transição. No modelo unidimensional a função é suave. No caso do modelo

k-trigonométrico [53], conjectura-se uma relação entre a entropia eσ(v) = limN→∞
1
N log |χ(v)| (ondeχ(v) é

a característica de Euler das variedadesMv no espaço de configurações do modelo) em torno da transição (seção

2.4.1): s(e) ∼ σ(v(e)) +R(e). De fato, em torno da transição de primeira ordem, a derivadasegunda deσ(v) é

positiva, e∂2S/∂E2 > 0 corresponde a um calor específico negativo, como observado no ensemble microcanônico

para regiões termodinamicamente instáveis. Neste sentido, o salto na derivada segunda deσ(v) corresponde a uma

descontinuidade do calor específico na transição.

Neste trabalho caracterizou-se completamente a homotopiadas subvariedadesMv do espaço de configu-

rações do modelo esférico com interações entre primeiros vizinhos, no caso de campo externo nulo. Determinou-se

que asMv, parav > −d, possuem o tipo de homotopia de hiperesferas cuja dimensão,Nd(v)− 1, é função da en-

ergia potencialv, estabelecendo assim, de forma inequívoca, os grupos de homotopia deMv. Embora a caracteriza-

ção completa da homologia deMv no caso de campo finito não tenha sido possível para todov, [caracterizaram-se]

as transições topológicas ocorrendo emMv através das subvariedades críticas (e suas respectivas ordens e energias

críticas), assim como a topologia das subvariedadesMv no intervalo de energiasv ∈ [−d−H, v−]. Constatou-se,

no casoH 6= 0, que a transição topológica ocorrendo emv− envolve um salto macroscópico na dimensão da

deformação de retração deMv: de um discoD0 a uma esferaSn, onden é comparável aN. Em ambos modelos,

encontra-se um contínuo de TTs em quase todo o intervalo de energias potenciais acessíveis18, e uma função da

topologia (que, pelo menos no modelo comH = 0, caracteriza completamente sua topologia) pôde ser calculada,

denotadad(v) e que apresenta, ela mesma ou alguma de suas derivadas, descontinuidades em valores isolados de

energia potencial. Estas descontinuidades são um aspecto distintivo das TTs que a elas correspondem. Em nenhum

dos casos, entretanto, estas descontinuidades coincidem com as transições de fase, nos casos em que elas ocorrem

(H = 0 e d ≥ 3). As TTs que de fato coincidem com as TFs são suaves, e não possuem nenhuma caracterís-

18Em campo externoH nulo, os dois primeiros níveis críticos,v+ ev−, como se viu, são isolados; existe umgapde energia devido à quebra
de degenerescência nos estados fundamentais produzida pelocampoH.

101



tica preeminente, sendo indistinguíveis das demais. Tal resultado mostra a inexistência de um critério puramente

topológico relacionando biunivocamente TTs a TFs. A topologia não pode ser o único mecanismo responsável

pelas TFs neste modelo. A relevância dos resultados deste trabalho se assenta no fato de ser este a primeira carac-

terização analítica e completa da topologia de um modelo cominterações de curto alcance e potencial confinante,

no contexto da HT. Em particular, o modelo esférico curto alcance é, dentre os modelos estudados, o que mais se

aproxima de preencher os requisitos do teorema [28].

A prova, pelos teoremas de Franzosi e colaboradores [28, 58], de que para potenciais de curto alcance,

confinantes, estáveis, uma transição topológica é necessária no ponto de uma transição de fase, implica em que,

pelo menos nesta classe ampla de potenciais, a topologia deve exercer algum papel nas transições de fase. Cu-

riosamente, dentre os modelos já estudados, aqueles que corroboram a Hipótese Topológica não obedecem a pelo

menos um dos critérios dos teoremas FPS, e portanto não pertencem à classe de potenciais supracitada. Por outro

lado, dentre os modelos que violam a HT, nenhum tampouco obedece a todos os pré-requisitos dos teoremas.

A escolha do modelo esférico na rede no presente trabalho foimotivada pelo caráter de curto alcance,

confinante e estável deste modelo. Entretanto, como comentado anteriormente, a imposição do vínculo esférico se

constitui em uma interação de alcance efetivamente infinitoentre os spins da rede, violando assim aaditividadedo

potencial [99]. A aditividade é a propriedade em que, para dois sistemas macroscópicos comN graus de liberdade,

o potencial do sistema composto,V(2N), é dado pela soma dos potenciais de cada um:V(2N) = V(N)+V(N).

Fica claro que o potencial do modelo esférico viola a aditividade quando se analisa a definição através de um

sistema de ”tamanho“2N, composto por dois conjuntos de graus de liberdade,{ǫi}i=1,...,N e {σi}i=1,...,N . Se a

aditividade se cumprisse no modelo, tal sistema poderia sempre ser separado em dois subsistemas macroscópicos,

por exemplo{ǫi} e {σi}, com potenciaisV(N) e cada um obedecendo a um vínculo esférico∑
N
i=1 ǫ2i = N e

∑
N
i=1 σ2

i = N, derivados do original∑N
i=1(ǫ

2
i + σ2

i ) = 2N. Ora, está claro que todas as configurações do sistema

original nãoobedecerão aos dois vínculos separadamente: o vínculo esférico sobre o sistema composto é menos

restritivo que os dois vínculos esféricos sobre cada subsistema. O modelo, devido ao vínculo esférico, viola a

aditividade do potencial. Ainda assim, pode-se afirmar que,dentre os modelos já estudados, este modelo é o que

mais se aproxima da classe de potenciais a que se aplicam os teoremas FPS.

Ainda que não esteja incluído na classe de potenciais definida pelos teoremas de Franzosi e colaboradores,

o modelo esférico obedece trivialmente à existência de TTs na energia potencial das TFs, já que o espectro de

energias das transições topológicas é contínuo e o ”tamanho“ ou a ”intensidade“ destas transições é descorrela-

cionado da ocorrência de TFs no modelo. A simples existênciadas TTs, portanto, não somente é insuficiente na

predição das TFs do modelo, como também pareceirrelevante. Conclui-se assim que o mecanismo topológico

não é o mecanismo responsável pela transição de fase no modelo esférico com interações a primeiros vizinhos, em

H = 0 e d ≥ 3 (d inteiro). Ademais, a equivalência entre os ensembles canônico e microcanônico verificada para

este modelo implica em uma entropia côncava, e impede que a transição de fase neste modelo seja originada pelo

mecanismo de maximização da entropia microcanônica com relação a um de seus parâmetros.
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No contexto da Hipótese TopológicaFraca (HTF) [61], L. Angelani e G. Ruocco analisaram a relação entre

a termodinâmica do modelo esférico na rede hipercúbica e os pontos de sela inerentes à dinâmica [100]. Os autores

encontram que o mapa escolhidoMv entre (a energia potencial de) configurações instantâneas e(a energia poten-

cial de) pontos de sela inerentes às mesmas relaciona a energia crítica termodinâmica,ec, a uma energia topológica

crítica. Especificamente, a energia dos pontos de sela inerentes atinge seu valormínimono ponto da transição de

fase:M(ec) = es(Tc) = −Jd, ondeJ é a constante de interação ferromagnética ed a dimensão da rede. Abaixo

da temperatura (termodinâmica) crítica,Tc, o sistema permanece próximo dos pontos de sela de mínima energia,

enquanto acima deTc (ec), a energia dos pontos de sela inerentes é crescente com a energia potencial de config-

urações instantâneas. No contexto desta análise, os pontosde sela inerentes parecem exercer um papel central na

transição de fase do modelo esférico. Vale notar que esta hipótese deve ser explorada com cuidado, visto que as

conclusões obtidas através da HTF possuem uma dependência intrínseca na escolha do mapaMv.

Embora a topologia das subvariedades de energia potencial,Mv (ou das equipotenciaisΣv), não seja su-

ficiente na determinação da ocorrência ou não de transições de fase termodinâmicas em muitos modelos, é indis-

cutível a importância da topologia no comportamento dinâmico de sistemas, tanto com desordem congelada quanto

sem desordem congelada [8–10]. A entropia configuracional,que é uma quantidade central na caracterização de

um vidro, possui uma grande semelhança com um invariante topológico da superfície de energia livre de um vidro:

a característica de Euler. Tal relação entre a topologia da superfície de energia livre e a emergência de dinâmica

lenta em sistemas formadores de vidros é uma forte motivaçãopara a investigação da ocorrência da fase de vidro

em um modelo frustrado como o que se estudará na Parte II destatese. A hipótese de existência de uma fase de

vidro neste modelo, se confirmada, motiva uma abordagem topológica à entropia configuracional do mesmo (como

será proposto, mais adiante, nas Conclusões e Perspectivasda Parte II).

103





Parte II

Sobre a Fase de Vidro em Sistemas

bidimensionais com Interações

Competitivas
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Introdução

O mecanismo topológico, na forma e com a abrangência inicialmente propostas pela Hipótese Topológica,

mostrou não se aplicar a diversos sistemas. Nos sistemas em que a topologia parece exercer algum papel na origem

de transições de fase, é preciso identificar um critério de suficiência para o mecanismo topológico. Para estes sis-

temas, M. Kastner e colaboradores constataram que este mecanismonãoé de fato puramente topológico: envolve

transições topológicas, mas também depende de propriedades geométricas no âmbito da métrica definida sobre as

variedadesMv. Como se viu na Parte I desta tese, foi também provada a existência de outro mecanismo gerador

de transições de fase de equilíbrio microcanônicas, que produzem singularidades sobre o limite termodinâmico

da entropia microcanônica. Viu-se então que tal mecanismo,qual seja, a maximização da entropia microcanônica

com respeito a um de seus parâmetros, se aplica a sistemas cominterações de longo alcance e que apresentem

inequivalência de ensembles, nos quais a entropia microcanônica pode não ser uma função côncava [71,72].

Neste cenário, está claro que a topologia não é o mecanismo fundamental único na origem de transições

de fase de equilíbrio. Apesar da validade limitada da HT com respeito a TFs de equilíbrio, é outrossim um fato

notável que a topografia (a topologia e a geometria) da superfície de energia livre tem um papel crucial em sistemas

desordenados, como mostrado na literatura [8–14, 101–111]. Esta relação estreita é evidenciada, por exemplo, na

semelhança entre a entropia configuracional em sistemas desordenados de um lado, e a característica de Euler na

topologia, de outro. Em particular para sistemas que sofremtransições oucrossoversdinâmicos, como vidros de

spin descontínuos (por exemplo o modelop-spin esférico ou discreto) e vidros estruturais, a topologia da super-

fície de energia potencial é determinante. Para op-spin esférico, resultados numéricos sugerem que a transição

dinâmica é caracterizada pela ordem dos pontos de sela que vai a zero (marcada pela ocorrência de autovalores nu-

los do Hessiano da energia potencial) na vizinhança desta transição, localizada pela temperatura deMode Coupling.

A semelhança entre vidros de spin descontínuos (campo médio) e sistemas em dimensão finita e com desordem

auto-induzida, como vidros estruturais, permite estabelecer tal relação entre topologia e a transição vítrea nestes

últimos. Diversas propriedades dinâmicas de vidros estruturais estão estreitamente relacionadas a propriedades

topológicas da superfície de energia no espaço de configurações, como a fragilidade de um sistema formador de

vidro, processos de difusão em líquidos superresfriados, atemperatura efetiva em relações de flutuação dinâmicas.

Embora a Mecânica Estatística de Equilíbrio seja uma área bem compreendida, com um formalismo muito
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bem estabelecido, muitas questões adjacentes ou à fronteira de seu escopo ainda permanecem em aberto ou foram

resolvidas apenas recentemente.

Um exemplo de sistemas que não são descritos pela Mecânica Estatística de Equilíbrio de Boltzmann e

Gibbs são sistemas desordenados cuja frustração produz umamultiplicidade de estados localmente estáveis com

energia livre próxima, o que, sob condições adequadas pode levar a uma fase de vidro. A mecânica estatística não

pode explicar, por exemplo, como um sistema com entropia alta não consegue explorar todo o espaço de fases.

Apesar da prolífica atividade na área de sistemas desordenados nos últimos trinta anos, diversas questões

fundamentais ainda permanecem em aberto. Em especial, vidros estruturais, ou sistemassemdesordem congelada

com interações de alcance finito, ainda apresentam diversosdesafios aos pesquisadores [104,112]. Vidros de spin

em campo médio com desordem congelada, como os modelos de Sherington-Kirkpatrick ep-spin, são mais bem

compreendidos, e suas soluções pelo esquema de quebra de simetria de réplicas de Parisi, e pela energia livre

TAP [98,113,114] estão entre os mais importantes êxitos na área. A semelhança com vidros de spin descontínuos

(p. ex. o modelop-spin [111, 115, 116]) inspirou a descrição deRandom First Order Transition(RFOT) para

vidros estruturais, sistemas com desordem auto-induzida [15,16,70,101,117–121].

A dinâmica lenta não é exclusividade de vidros, já que é observada em sistemas que apresentamcoarsening

após um resfriamento rápido abaixo da transição para uma fase mais ordenada [122–124]; ou sistemas com inter-

ações de longo alcance que apresentam inequivalência de ensembles (p. ex. o modelo HMF [99]), cuja dinâmica

conservativa não evolui (rapidamente) à distribuição de Maxwell-Boltzmann. Tais sistemas podem possuir infini-

tas distribuições de (quase) equilíbrio, dados pelas soluções estacionárias da dinâmica de Vlasov. Por outro lado,

o estado de sólido desordenado tampouco é exclusivo ao vidro, já que também pode ser observado, p. ex., na fase

despin-iceem compostos do tipo pirocloro [125,126].

A RFOT, descrita no capítulo que segue, é uma teoria estáticaque distingue vidros dos demais fenômenos

de dinâmica lenta e fases desordenadas. Esta é um dos cenários atualmente aceitos para a transição de vidro, e

estabelece a predominância exponencial, abaixo desta transição, de mínimos da energia livre frente a pontos de

sela de qualquer outra ordem. Tal distinção se dá pela existência de uma entropia configuracional finita abaixo

de uma temperaturaTD (próxima à temperatura deMode Coupling, TMCT), e que vai a zero na temperatura de

Kauzman,TK, em que a fase de vidro é tão estável quanto a fase com ordem de longo alcance (p. ex. cristalina).

Abaixo da temperatura da transição de vidro,T < TD, a dinâmica do sistema é dominada pela (topologia

e geometria da) superfície de energia livre e se torna lenta devido à predominância exponencial de pontos de sela

de ordem zero. O número de mínimos locais com energia livreΦ(T) cresce exponencialmente com o tamanho do

sistema:

N = exp(NSc(T)),

ondeSc(T) é a sua entropia configuracional. O peso estatístico de cada mínimo local é desprezível frente ao peso

estatístico do mínimo global da energia livre. Porém, quando o número de mínimos locais com dada energia livre
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cresce exponencialmente com o tamanhoN do sistema, estes se tornam estatisticamente relevantes. Aenergia

livre que deve ser então minimizada é dada por:

Φ(T) = f (T)− T Sc,

onde f (T) = U− T S, sendoU a energia interna do sistema, eS a contribuição térmica à entropia. Para a energia

livre Φ(T) de vidros, a energiaf (T) e a entropia configuracionalSc exercem o papel queU eS, respectivamente,

exercem frente af (T).

Sistemas com interações competitivas são muito comuns na natureza e em aplicações tecnológicas - p.ex.

microemulsões, filmes ferromagnéticos dipolares, gás de Coulomb frustrado, os padrões de digitais, a pelagem

das zebras, etc [25, 26, 127–156]. A competição de interações em diferentes escalas de distância pode estabilizar

fases moduladas, dentre estas, fases esméticas, com ordem orientacional e posicional de longo alcance, e fases

nemáticas, com ordem orientacional de longo alcance. As estruturas moduladas são caracterizadas por uma grande

variedade de padrões mesoscópicos (fases de faixas, com simetriaCπ, fases hexáticas, com simetriaCπ/6, líquidos

tetragonais, etc). A frustração induzida por este tipo de competição pode também estabilizar uma fase de vidro

nestes sistemas, uma fase do tipostripe-glass. Recentemente, Westfahl, Schmalian e Wolynes introduziram um

método formal para o cálculo da entropia configuracional em sistemas com interações competitivas para, assim,

verificar a ocorrência de vidro nestes sistemas. Este métodoanalisa a emergência de um limite assintótico finito

para a função de correlação a dois tempos, e envolve a identificação de um comprimento dinâmico característico

- um comprimento de Lindemann - que diverge na transição de vidro, estreitamente ligado àquela correlação

dinâmica. Os autores, juntamente com seus colaboradores S.Wu e G. Kotliar, propõem a solução da matriz de

correlação no espaço de réplicas através de uma expansão perturbativa da respectiva equação de Dyson, qual

seja, uma expansão auto-consistente de campo blindado (originalmenteself-consistent screening approximation,

SCSA, proposta por A. J. Bray [27]), e através de uma técnica não-perturbativa, pela aplicação da teoria de campo

médio dinâmica (originalmentedynamic mean field theory, DMFT). Aplicando o método supracitado através da

solução perturbativa SCSA ou não-perturbativa da DMFT, fases destripe-glassforam encontradas em diversos

sistemas tridimensionais, como o gás de Coulomb frustrado com repulsão Coulombiana simples [18, 19]19, e

com repulsão Coulombiana blindada (um potencial do tipo Yukawa) [23, 24], em microemulsões de óleo e água

na presença de surfactantes [20], em um modelo bosônico quântico frustrado [21], no modelo de Brazovskiǐ20

(que aproxima de maneira satisfatória diversos sistemas com interações competitivas, inclusive o próprio gás de

19A emergência de uma fase destripe-glassno gás de Coulomb frustrado também foi estudada, por técnicas independentes (por análises
dinâmicas deMode-Coupling), por Gilles Tarjus e colaboradores [129, 157–159]. Os autores encontram dinâmica lenta e metaestabilidade no
modelo, mas a interpretação física da fase de vidro é distinta daquela proposta por Westfahl e colaboradores.

20Os dois últimos modelos são resolvidos através da DMFT [21, 22]. Esta solução para a auto-energia da matriz de correlação no espaço
de réplicas leva em conta que a formação de um vidro, não estando ligada à divergência de nenhum comprimento de correlação estático,
é predominantemente dominada por correlaçõeslocais de um líquido superresfriado denso (em contraste com o comportamento crítico na
vizinhança de uma transição contínua, em que os modos rápidos,relativos a comprimentos de onda pequenos, se tornam irrelevantes, sendo
a transição dominadasomentepelos modos lentos, relativos a comprimentos de onda longos). Asolução baseia-se em um mapeamento auto-
consistente do problema (Hamiltoniano) original em um problema local, que possui uma auto-energia (local)idênticaà auto-energia daquele.
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Coulomb frustrado) [22]. Apesar dos muitos resultados emd = 3 para sistemas similares, o estudo da fase de

vidro em um sistema com interações competitivas emd = 2 é de grande relevância, já que a emergência de um

vidro em duas dimensões é fundamentalmente distinta da sua emergência em três dimensões [160].

Investiga-se na Parte II desta tese, a emergência de uma fasede vidro em um modelo contínuo bidimen-

sional, cujo Hamiltoniano efetivo é do tipo de Ginzburg-Landau. Este pode ser considerado um modelo efetivo

para a descrição de sistemas como filmes finos ferromagnéticos dipolares.
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Capítulo 4

Vidros Estruturais

Este capítulo apresenta um resumo sucinto sobre a fenomenologia e abordagem quantitativa (teoria RFOT)

de vidros estruturais, incluindo sua analogia com vidros despin em campo médio com uma quebra de simetria

de réplicas. Descrevem-se aqui as hipóteses fundamentais da teoria de vidros frágeis, que aborda o estado de

vidro como uma fase termodinâmica. Como premissa básica, admite-se a existência de uma transição de equi-

líbrio a uma temperatura finita, que resulte na fase vítrea como a fase de mais baixa temperatura. Abaixo de tal

temperatura, a fase de vidro é tão estável quanto a fase com ordem de longo alcance eventualmente subjacente.

Se um sistema encontra-se inicialmente na fase fluida, diminuindo a temperatura a uma taxa suficientemente

alta, o líquido pode tornar-se umlíquido superresfriado, mesmo abaixo da temperatura de condensação,Tm, e a

transição para o sólido cristalino é assim evitada. Um resfriamento subseqüente do líquido superresfriado resulta

em umvidro. A taxa de resfriamento mínima para que o sistema possa formar um vidro, sendo esquivada a

cristalização, dependerá de quão bom formador de vidro esteseja.

É possível definir um funcional da energia livreF[ρ], que no caso de um sistema fluido é função da den-

sidade média local de partículas, no caso de um sistema magnético, depende da magnetização média local, etc,

funções estas representadas porρ(x) (ρ(x) = ∑
N
i=1〈δ(3)(xi − x)〉, onde a média é tomada com respeito à me-

dida de Boltzmannexp(−βE)) [101]. Este funcional é análogo ao funcional de energia livre TAP (ver, por

exemplo, [161]), que é definido em um espaçoN-dimensional de magnetizações locaismi ≡ 〈σi〉, entre out-

ros, para o modelop-spin campo médio. Propõe-se que a temperaturas suficientemente baixas, o funcional de

energia livre f [ρ] ≡ F[ρ]/N possua um número exponencialmente grande de mínimos, ou estados localmente

estáveis - que cresce com a exponencial do número de partículas do sistema,N -, em um intervalo de energia

livre f ∈ [ fmin(T), fmax(T)]. Estes mínimos, porém, não expressam uma simetria espacialóbvia, ao contrário

do que acontece com as fases ordenadas, cristalina ou ferromagnética. A estrutura de mínimos da energia livre

F[ρ] coincidirá, a temperatura zero, com os mínimos do Hamiltoniano (energia potencial) do sistema no espaço de
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Figura 4.1:Tempos de relaxação em função da temperatura. A curva à direitarepresenta a relaxação de um vidro de spin descontínuo em
campo médio, e a curva à esquerda, a de um vidro. Em campo médio, o vidro de spin sofre uma transição dinâmica prevista pela teoria de
mode couplinga uma temperaturaTD > TK , abaixo da qual o sistema não equilibra mais. No caso de sistemasem dimensão finita, processos
ativados abaixo deTD deprimem a temperatura de divergência do tempo de relaxação, que só ocorre emTK . A teoria demode couplingfornece
previsões quantitativas satisfatórias apenas muito acima deTD. EmTg > TK , o tempo de relaxação do vidro real já é longo o suficiente para
que o mesmo não equilibre mais em escalas experimentais [101].

graus de liberdade microscópicos1.

Na região de altas temperaturas, a solução que domina o comportamento termodinâmico é a uniforme

ρ(x) = ρ, ondeρ(x) é a densidade de partículas média local. À medida em que se reduz a temperatura, é possível

que surjam outros mínimos do funcionalF[ρ], além da solução uniforme. A energia livre destes, porém, é mais

alta que a da solução homogênea. O sistema, portanto, encontra-se na fase líquida, ou fluida, em que o mesmo é

insensível à estrutura de mínimos da energia potencial no espaço de graus de liberdadeV({xi}). Quanto mais se

reduz a temperatura, tanto mais sensível é a dinâmica do líquido à estrutura de mínimos metaestáveis deV({xi}).

No laboratório, o líquido superresfriado sai do equilíbrioa uma temperaturaTg, que depende da taxa de

resfriamentoΓ. Tg é tipicamentedefinidacomo a temperatura na qual o tempo de relaxação do líquido atinge a

ordem de103 segundos [102, 108]. O padrão de relaxação do líquido gradativamente resfriado, dado pela função

viscosidade, ou susceptibilidade - donde se obtêm os temposde relaxação - em função da temperatura, fornece

informações sobre a estrutura de mínimos da energia livre. Vidros fortes (strong) possuem um comportamento tipo

Arrhenius para os respectivos tempos de relaxação, já que a escala de energia dada pela altura típica das barreira

de energia livre independe da temperatura [104]. Os tempos de relaxação de vidros frágeis (fragile) crescem muito

mais rápido que um Arrhenius à medida em que a temperatura decresce em direção aTg: são chamados super-

Arrhenius, e caracterizados por uma altura de barreira de energia livre que cresce comT decrescente (figura 4.1).

Resfriando-se o líquido, este congela no estado amorfo (vidro) a uma temperaturaTg que decresce comΓ.

Quando "congela" no estado de vidro, o calor específico do sistema sofre uma descontinuidade, a partir de

um valor, maior, correspondente ao líquido superresfriado, para um valor, menor, próximo do sólido cristalino. A

entropia configuracionalé dada porSc = Ssupliq − Scrystal, ou seja, pelo “excesso” de entropia da fase de líquido

1O Hamiltoniano de um sistema com desordem congelada não possuiuma simetria definida, já que o subconjunto de graus de liberdade
aleatórios é fixo. Dentro da analogia aqui descrita de vidrosestruturais com vidros de spin descontínuos, conjectura-se o mesmo cenário.
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Figura 4.2:Gráfico da entropia como função da temperatura. A curva sólida corresponde ao líquido superresfriado, e os pontos correspondem
a dados experimentais para OTP,o-tephernyl (a entropia está emJK−1mol−1, e a temperatura emK) [102]. Os dados experimentais deixam de
coincidir com a curva sólida emTg ≈ 246K.

superresfriado em relação à fase de equilíbrio - cristalina- subjacente. Pode, assim, ser medida pela integral

Sc(T) =
∫

C

dQsupliq

T −
∫

C

dQcrystal

T =
∫

dT(Csupliq − Ccrystal)/T, sendo portanto proporcional à diferença entre

os respectivos calores específicos, determinados para um mesmo processo termodinâmico. A funçãoSc(T) se

comporta suavemente no estado de líquido superresfriado, até que se torne um vidro, emTg, ponto em que a

entropia deixa de seguir a curva e tende a um valor finito, variando muito pouco a temperaturas mais baixas, como

mostra a figura 4.2. Se resfriado mais lentamente o sistema segue a curva suave paraSc até temperaturas pouco

menores. Se extrapolada desde a região de líquido superresfriado,Sc vai a zero a uma temperaturaTK. Do cenário

experimental descrito, duas situações se apresentam como possíveis comportamentos do sistema quando resfriado

a uma taxaΓ infinitesimal: a curvaSc contraT tende suavemente a uma assíntota em um valor finito de entropia

configuracional, ou, para alguma temperaturaTK, Sc = 0 - permanecendo nula na região abaixo deTK-, e o sistema

sofre uma transição de fase ideal emTK, ficando "preso" a um estado metaestável, amorfo, isto é, semsimetria

espacial definida. Dados experimentais não permitem testaras hipóteses, já que o sistema sai do equilíbrio em

Tg > TK. Para tal, uma analogia de vidros reais com vidros de spin descontínuos, em campo médio, torna-se

elucidativa e parece conduzir à segunda das hipóteses, que éo cenário adotado na descrição de vidros estruturais

que segue.

4.1 Analogia com vidros de spin descontínuos

O paradigma de vidros de spin descontínuos é o modelop-spin, campo médio, com spins de Ising [111]

ou vínculo esférico [15, 116]. O Hamiltoniano do modelo envolve interação entre grupos dep spins, cujo tensor

de interação, de ordemp, tem elementos aleatórios, distribuídos segundo uma função distribuição Gaussiana ou

outra. Op-spin é, portanto, um modelo com desordem congelada.
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4.1.1 Fenomenologia

Apesar desta diferença aparentemente fundamental entre a natureza da frustração em vidros estruturais e

no modelo de campo médiop-spin, as semelhanças entre vidros reais (estruturais) e vidros de spin descontínuos

são bastante sugestivas e começam com a ambigüidade existente na definição da ordem da transição termod-

inâmica [115]. Se há de fato, a uma temperaturaTK, uma transição vitrosa ideal (’ideal glass transition’), esta

deve possuir características mistas: o parâmetro de ordem édescontínuo, como em transições de primeira ordem,

enquanto as entropias configuracional e total, assim como a energia livre e a energia interna, são contínuas no ponto

da transição, como em transições de segunda ordem, segundo aclassificação de Ehrenfest. O mesmo ocorre em

vidros de spin descontínuos, que são aqueles cuja solução termodinâmica, abaixo da transição, possui uma quebra

de simetria de réplicas (1RSB). Estes sistemas possuem uma transição de fase de um estado com simetria de répli-

cas (RS) para um estado com uma quebra de simetria de réplicas, a uma temperaturaTK. A solução1RSBpassa

a existir abaixo da temperaturaTD > TK, mas a RS ainda é a solução mais estável no intervaloTD > T > TK.

A solução RS deixa de existir abaixo deTK [15]. (A transição dinâmica emT = TD na verdade impede que o

sistema equilibre abaixo deTD, a transição termodinâmica aTK fica assim oculta pela dinâmica anômala.)

A temperaturaTD nestes sistemas campo médio é a temperatura da transiçãodinâmica, prevista pela teoria

deMode-Coupling(MCT) [11]. Acima deTD, o padrão de relaxação da função de correlaçãoinstantâneaé sim-

ilar ao encontrado para vidros estruturais bem acima deTD, com dois tempos característicos, relaxaçãoβ até um

plateau, cujo tempo característico é independente de temperatura,e, a partir do plateau, um segundo processo de

relaxação toma lugar, a relaxaçãoα a partir deste plateau, cujo tempo de relaxação cresce comtemperaturasdecres-

centes, até divergir paraT = TD. EmTD, portanto, diverge o tempo total de relaxação do sistema campo médio,

e este conseqüentemente já não consegue equilibrar emT < TD ≡ TMCT. Abaixo deTD, o regime dinâmico

do sistema deixa de ser estacionário - quebra da invariânciatranslacional no tempo -, e o sistema sofreaging. O

processo de aging é caracterizado por duas escalas de tempo separadas na evolução da função de correlação a dois

tempos: a primeira relaxação, até um plateau, possui invariância translacional no tempo (isto é, depende apenas da

diferençaentre os tempostw e t+ tw de medição e comparação do sistema, ondetw é o tempo de espera entre o

preparo ou perturbação do sistema e o tempo da primeira medição), e uma segunda relaxação a partir deste plateau,

cujo tempo característico aumenta para tempos de espera crescentes (isto é, depende da diferença entre os tempos

de medição e comparação do sistema,t = (t + tw) − tw, e no próprio tempo de esperatw entre o preparo e a

primeira medição, mesmo para tempos de espera relativamente longos). Tal comportamento é evidenciado pela

função de correlaçãoa dois tempos. Na região intermediária de temperaturas,TD < T < TK passam a dominar

os mínimos na superfície de energia livre do sistema2, separados por barreiras infinitas (no limite termodinâmico)

de energia livre; o estado e a dinâmica do sistema ficam então “presos” a algum destes vales, com energia livre

2Exatamente emTD, em particular, dominam pontos de sela com ordem nula, o Hessiano nos pontos de sela possui apenas autovalores
positivos e nulos [9].
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extensivamentemaior que a de equilíbrio, e não relaxa mais [12–14,162].

No caso de vidros estruturais, sistemas com interações de alcance finito, não parece haver uma transição

dinâmica emTD. De fato, observa-se que, além da aproximação demode-coupling, o tempo de relaxação do sis-

tema, apesar de ser longo já emTD, vá divergir apenas mais abaixo, na transição termodinâmica,TK. A quebra de

ergodicidade não é completa. A temperaturaTD, entretanto, marca uma mudança qualitativa no regime dinâmico

(dynamical crossover), já que esta temperatura marca a primeira ocorrência de estados "vítreos" tendo um peso

estatístico não-nulo na função de partição. De fato,TD marca a transição entre uma região dominada por pontos de

sela a uma região dominada por mínimos [17]. Neste caso, porém, estes vales são separados por barreiras finitas de

energia livre, e o sistema, após evoluir por um tempo bastante longo dentro de um dado vale, pode eventualmente

transitar entre vales, os chamados processos ativados, e assim ir relaxando a vales com energia livre mais baixa.

No laboratório, a uma taxa de resfriamentoΓ finita, o líquido superresfriado sai do equilíbrio quando o

tempo de relaxação excede as escalas de tempo acessíveis experimentalmente. Isto ocorre à temperaturaTg. Em

Tg, o sistema já não relaxa mais, e isso significa que este fica preso a um mínimo metaestável, um estado vítreo,

sem mais transitar entre vales, isto é, o sistema se torna um vidro. Tg é, portanto, a temperatura da transição vitrosa

no laboratório. Abaixo deTg o sistema sofre aging.

4.1.2 Predições Quantitativas

Em campo médio, na região de temperaturasTK < T < TD, o espaço de fases é quebrado em componentes

ergódicas, separadas por barreiras de energia livre inifinitas, chamadas vales de energia ou estados TAP [98,161].

Cada vale de energiaα tem uma energia livreFα, com densidade de energia livrefα = Fα/N ∈ [ fmin, fmax].

O peso estatístico de um único estado metaestável, frente aodo estado acessível de mais baixa energia livre,

é irrelevante. Para que o sistema apresente dinâmica lenta,isto é, não consiga relaxar para o estado de mais

baixa energia, é necessário que o peso estatístico de estados metaestáveis com uma dada energia livre maior que

a mínima acessível seja “compensado“ pelamultiplicidadedestes estados equivalentes. O número de mínimos

locais da densidade de energia livref é, portanto, exponencialmente grande (comN) nesta região de temperaturas:

N ( f , T,N) ≈ exp(NSc( f , T)), ondeSc( f , T) é a entropia configuracional, também chamadacomplexidade.

Esta é uma função convexa, crescente comT, que são precisamente propriedades de uma entropia no ensemble

”canônico”, e vai a zero continuamente emfmin(T). Abaixo de fmin ou acima defmax, N ( f , T,N) = 1.

A entropia configuracional é a contribuição à entropia totaldo sistema devida à multiplicidade de estados

localmente estáveis, já que podemos pensar na densidade de estados como sendo a contribuição de volume de

cada vale de energia no espaço de configurações, multiplicada pela respectiva multiplicidade (tal contribuição,

evidentemente, se mostrará relevante apenas no caso de um número extensivo de estados).

Tendo o sistema atingido um regime estacionário, associa-se a cada um dos vales de energia um peso
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estatístico, do tipo "peso de Boltzmann". Sendo os vales separados por barreiras de energia livre infinitas, supõe-se

que a energia livre total do sistema,Φ, será a soma simples (“diagonal”) das contribuições de energia livre de cada

valeα, e a função de partição pode ser aproximada por [12,102,103]:

Z ≡ e−βNΦ ≈ ∑
α

e−βN fα(T) =
∫ fmax

fmin

d f exp(−N [β f − Sc( f , T)]). (4.1)

Na última igualdade, supondo-seN suficientemente grande (de modo que o espectro de energia livre dos estados

TAP seja denso no intervalo[ fmin(T), fmax(T)]), transformou-se a soma sobre os vales de energia livre,α, em

uma integral em energia livre, dee−βN f , sendoeNSc( f ,T) o número de vales com energia livref a temperaturaT.

A energia livre total do sistema,Φ, devido à perda de entropia - quebra de ergodicidade - será dada pela

diferença entre a energia livre de equilíbrio e a entropia configuracional. ComN suficientemente grande, o teorema

do ponto de sela aproxima bem a integral (4.1) pela contribuição máxima do integrando dentro dos limites de

integração, ou seja, pelo máximo do argumento da exponencial. Os máximos que dominam a integral serão aqueles

com energia livref ∗, tal queΦ ≡ Φ( f ∗) = inf f [ f − TSc( f , T)]. Na região de temperaturas entre a transição

estática e a dinâmica (TK < T < TD), estados de equilíbrio a temperaturaT não são aqueles com energia livre

fmin, mas aqueles que otimizam o balanço entre a energia livre e a contribuição entrópica devido à presença do

número exponencialmente grande de estados metaestáveis com mesma energia livre (contribuição de sinal oposto),

em todo o intervalo de energias livres acessíveis,[ fmin, fmax]. Os estados com energia livre distinta daquela

que minimiza a quantidadeΦ( f ) são considerados metaestáveis neste contexto. Todos os estados localmente

estáveis, tanto os de equilíbrio quanto os metaestáveis, entretanto, se tomados isoladamente, têm peso nulo no

limite termodinâmico. A condição de equilíbrio é um efeito coletivo.

A estrutura deΦ( f ) é similar à estrutura da energia livre usualf , que compõeΦ( f ): f = infE[E− TS(E)],

ondeS(E) é densidade de entropia como função da densidade de energia internaE. No presente caso, a entropia

total se decompõe em uma contribuição devida a flutuações em torno de um mínimo dado, e a contribuição devida

à multiplicidade de mínimos, isto é,Sc.

A temperatura suficientemente alta,fmax > f ∗ > fmin(T). O sistema pode ficar preso em um dos nu-

merosos mínimos acessíveis, com energia livref ∗, seu número sendo dado porexp(NSc( f ∗, T)). f ∗(T) é uma

função decrescente deT. A temperatura de KauzmanTK é aquela abaixo da qualf ∗ adere ao seu mínimofmin(T)

- esta função continua a variar com a temperatura abaixo deTK -, ou, equivalentemente, a temperatura abaixo da

qualSc( f ∗, T) ≡ S∗c = 0, já quef ∗ = Φ( f ∗) + TS∗c (minimizarΦ em relação af equivale a minimizar a própria

funçãof (T), à temperatura de Kauzman). EmTK, portanto,Φ = fmin, e o sistema congela em um estado "vítreo",

amorfo. Este é o cenário da transição de vidro ideal.

Observa-se também que a entropia configuracionalSc como função deT e de f depende suavemente na

temperatura, o efeito de uma mudança de temperatura é essencialmente umshiftglobal, uma translação do suporte

da funçãoSc( f , T) no eixo de energia livref . Isto é conseqüência do fato de que, dentro do intervalo[TK, TD] de
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temperaturas, a estrutura de estados permanece a mesma, estados não se bifurcam ou extinguem com uma mudança

na temperatura [13,98].

4.2 Fenomenologia da Transição de Fase em Vidros Reais - Teoria RFOT

Inspirando-se no comportamento termodinâmico e dinâmico que se apresenta em vidros de spin descontín-

uos em campo médio, já extensivamente estudado e conhecido,elabora-se um cenário análogo para vidros reais

(ver [70] por exemplo), motivado pela semelhança existenteentre os dois conjuntos de sistemas frustrados [121].

Tal cenário é denominado teoria RFOT, deRandom First Order Transition. Para temperaturas suficientemente

baixas, as dinâmicas de líquidos viscosos (com viscosidade& 10−9 s) e de outros sistemas formadores de vidros

são dominadas pelas barreiras de potencial que são grandes,comparadas à energia térmica dos sistemas. Propõe-se

que para vidros estruturais, como no análogo campo médio, também ocorra, abaixo de uma temperaturaTD, um

número exponencialmente grande de estados localmente estáveis, mínimos locais do funcional de energia livre

F[ρ], aos quais a dinâmica do sistema é sensível, sendo o intervalo T ∈ [TK, TD] definido por uma entropia

configuracional finita, e a temperaturaTK definida como o supremo de{T} em queSc(T) = 0.

Uma diferença crucial entre o caso de vidros de spin e o de vidros reais é a presença, no primeiro caso, de

desordem congelada, enquanto que no segundo caso, a desordem é auto-induzida. No caso de vidros de spin, o

método de réplicas pode ser imediatamente aplicado para o cálculo de quantidades “auto-mediantes” (self aver-

aging), envolvendo médias sobre as realizações dos graus de liberdade aleatórios do Hamiltoniano. Já no caso de

vidros reais, não é de imediato aparente a maneira pela qual afrustração engendra uma entropia configuracional

finita e como um cálculo termodinâmico da energia livre poderia capturar a presença, quando estatisticamente

relevante, de estados metaestáveis. A introdução de réplicas de um sistema foi originalmente proposta como um

"truque" para o cálculo de quantidades auto-mediantes em sistemas com desordem congelada, por exemplo, para o

cálculo da média sobre a desordem do logaritmo da função de partição destes sistemas, substituindo-o pelo cálculo

da média sobre a desordem de uma potência da função de partição.

Informação sumamente relevante sobre a estrutura da fase debaixa temperatura no sistema original - não

replicado - é fornecida pela distribuição de distâncias, ouequivalentemente de “proximidade”,overlaps- corre-

lações entre réplicas. É possível, por exemplo, definir um parâmetro de ordem a partir da correlação entre pares

de réplicas fracamente interagentes do sistema (a interação é eventualmente levada a zero, reobtendo-se o sistema

não replicado). O conjunto das funções de correlação dem = {2, 3, 4, . . .} réplicas, ou "clones", naturalmente,

fornecerá ainda mais informação sobre o sistema3.

Na fase de vidro, a interação (introduzida) entre réplicas as forçará a "condensarem" no mesmo estado

3Em trabalhos mais recentes, tem sido muito explorada a informação relevante contida no comportamento de correlações a quatropontos,
isto é, correlações não-locais no espaço e no tempo [163].
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Figura 4.3:Gráfico qualitativo da entropia configuracionalSc( f , T) em função da energia livref , para temperaturasT < TD. f ∗ é a solução
da equação de ponto de sela (4.3) à temperaturaT [101].

vítreo, ou mesmo vale de energia, e assim, a função de partição se simplifica enormemente, sendo dada por:

Zm ≈ ∑
α

e−βNmfα(T) =
∫ fmax

fmin

d f exp{N[(Sc)m( f , T)−mβ f ]}, (4.2)

que é mais simples que a forma completaZm = (Z)m. O limitem → 1 deve ser tomado no final. Evidentemente,

este desenvolvimento não leva em conta que, no caso de vidrosreais, com interações de alcance finito, a quebra

de ergodicidade abaixo deTD devido à multiplicidade dos referidos mínimos, é apenas parcial. Isto significa que,

nos vidros estruturais, além de campo médio, os diferentes estados metaestáveis possuem uma correlação finita.

De fato, a dinâmica abaixo deTD torna-se significantemente mais lenta, porém não há transição dinâmica real em

TD, apenas umcrossover. A dinâmica abaixo deTD ainda apresenta processos ativados, caracterizados por dois

tempos de relaxação característicos [112]. O sistema evolui em um estado metaestável por um intervalo de tempo

grande - porém finito -, até que uma flutuação de energia cinética lhe permita transpor uma barreira de energia -

que é finita - e continuar evoluindo até um vale de energia livre mais baixa. O líquido superresfriado pode ser visto

como um mosaico de estruturas escolhidas localmente dentreo conjunto de mínimos com energias livres próximas,

e que flutuam sob a influência de eventos ativados. Tais processos ativados, entretanto, serão desconsiderados no

presente contexto.

No limite termodinâmico, a solução será dada pela equação deponto de sela param réplicas do sistema,

que é:
m

T
=

∂(Sc)m({ f a}, T)
∂ f a

∣

∣

∣

f a= f ∗
. (4.3)

De forma análoga ao desenvolvimento da seção anterior, o ponto de sela que domina a função de partição é o

ponto f ∗ tal que a derivada da curvaSc( f ) contra f seja igual am/T, como mostra a figura 4.3. A temperatura

suficientemente baixa, o ponto de sela "adere" ao mínimof ∗ = fmin(T). Param = 1 esta transição termodinâmica

acontece emTK.
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Figura 4.4:Diagrama de fase típico no plano temperatura contram, para um sistema comm réplicas fracamente interagentes. A curva
que separa a fase de vidro e a líquida ém = m∗(T). Há duas fases líquidas. Acima da linha horizontal tracejadaT = TK , as réplicas são
descorrelacionadas no limite em que a interação entre réplicas vai a zero. Melhor dito, a fase de vidro não existe acima desta linha horizontal. O
estado líquido param < 1, e paraT < TK ≈ 0.5 (na escala de temperaturas acima definida), é um líquido molecular onde as réplicas formam
estados moleculares ligados. A regiãoT < TK , comm > m∗(T), é a fase de vidro, em que a energia livre é independente dem [101].

No limite m → 1 a função de partiçãoZm é dominada pelo ponto de sela correto,f ∗ paraT > TK. Por

causa da convexidade deSc como função def , o ponto de sela está emf > fmin(T) param suficientemente

pequeno, e adere af ∗ = fmin(T) quandom se torna maior que um certo valorm∗(T). Este valor,m∗, é menor

que1 (um) quandoT < TK, ou seja, abaixo deTK, o sistema comm = 1 tem energia livrefmin(T), e congela

em um estado de vidro. A energia livre na fase vidro,F(m = 1, T ≤ TK) ≡ limm→1 − 1
βN logZm(β), é igual a

F(m∗(T), T ≤ TK) (figura 4.4) [103].

A energia livre é contínua ao longo da linha de transiçãom = m∗(T). Uma das maneiras de se computar

F(m∗(T), T), paraT < TK, seria a partir da regiãom ≤ m∗(T), região em que o sistema replicado está na fase

líquida, e construir a energia livre do vidro como a continuação analítica da função calculada através da linha

m = m∗(T). Desta forma, utilizam-se métodos aproximativos para cálculos na fase líquida, para um líquido

molecular, comosmall cage expansion, ou harmonic resummation, obtendo-se propriedades da fase de vidro a

partir da energia livre analiticamente continuada desde a fase líquida [101–103]. ParaT < TK, F(m, T) é máxima

(em relação ao número de réplicas) no valorm = m∗, menor que um, enquanto que, paraT > TK o máximo é

atingido em um valorm∗ que é maior que um.

A aproximação descrita no próximo capítulo não seguirá estalinha. O próximo capítulo introduz a aprox-

imação conhecida porself-consistent screening approximation(SCSA), que consiste em uma expansão em1/n,

onden é a dimensão da variável de estado, exata a ordemO(1/n).

A característica essencial da região de líquido superresfriado (TD > T > TK) é a ocorrência de uma

entropia configuracional finita. Conhecendo-seF(m, T), dada pelo argumento da exponencial do integrando em

(4.2),F(m, T) = inf f { f (T)− T
m (Sc)m( f , T)}, pode-se obter a entropia configuracionalSc( f , T) por uma trans-
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formação de Legendre:

dF =
∂F

∂m
dm+

∂F

∂T
dT =

=
T

m2
Sc( f

∗, T)dm−
[

Sc( f ∗, T)
m

+
T

m

∂Sc
∂T

− ∂ f ∗

∂T

]

dT. (4.4)

Considerandof ∗ e m como parâmetros independentes, transforma-se o espaço de parâmetros de{m, T} para

{ f ∗, T}, e da representaçãoF(m, T) passa-se à representaçãoTSc( f ∗, T). Do primeiro termo de (4.4), infere-se

diretamente:

Sc( f ) =
m2

T

∂F(m, T)

∂m

∣

∣

∣

m=1
. (4.5)

Da relação:Sc = βmf ∗ − βmF(m, T), obtém-se:

βm2 ∂F

∂m
= βmf ∗ − βmF(m, T) ⇒ m

∂F

∂m
+ F(m, T) = f ∗

f ∗ =
∂[mF(m, T)]

∂m

∣

∣

∣

m=1
. (4.6)

No contexto de vidros estruturais, a temperatura da transição de vidro ideal,TK, é chamada temperatura de

Kauzman.TK é a temperatura em que a entropia configuracional de equilíbrio vai a zero, ou, alternativamente, é

aquela tal quem∗(TK) = 1.

A equação (4.2) descreve a fenomenologia do cenário abaixo do crossoverdinâmico, porém requer o con-

hecimentoa priori da estrutura de vales{ fα}, ou, equivalentemente, da entropia configuracional do sistema. A

partir deste ponto, se torna necessário estabelecer um método para a introdução de réplicas interagentes do sistema,

do que trata o próximo capítulo.
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Capítulo 5

Fase de Vidro em Modelo Bidimensional

com Interações Competitivas

Este capítulo apresenta um resumo da estática de sistemas com interações competitivas nas aproximações

de campo médio e Hartree, e um resumo técnico do método de réplicas aplicado a sistemas com desordem auto-

induzida, assim como da expansão perturbativa (self-consistent screening approximation) para a matriz de corre-

lação no espaço de réplicas, que permite obter a entropia configuracional de tais modelos. Finalmente, aplicam-se

estas ferramentas técnicas na investigação da ocorrência da fase de vidro em um modelo bidimensional com in-

terações competindo em diferentes escalas de distância. Esta análise é um resultado original apresentado nesta

tese.

5.1 Hamiltoniano

5.1.1 Modelo discreto

O sistema que motiva originalmente o presente trabalho é um filme fino ferromagnético, com interação

dipolar de longo alcance, e anisotropia magnética de superfície. Tal sistema, na rede bidimensional, pode ser

representado pelo Hamiltoniano:

Hlat = −J ∑
〈r,r′〉

S(r) · S(r′) + (gµB)
2

2 ∑
r,r′

Sα(r)Γαβ(r− r′)Sβ(r′)− K∑
r

[Sz(r)]2, (5.1)

ondeS(r) é o momento de dipolo magnético emr, no caso, um vetor (clássico) de spin de Heisenberg.J, g eK

121



são parâmetros que medem a intensidade das interações de troca e dipolar e o grau de anisotropia, respectivamente.

Índices gregos indicam componentes espaciais, e índices repetidos são somados. A matriz da interação dipolar no

espaço real possui elementosΓαβ(r− r′) ≡ Γ
αβ

(1)
(r− r′) + Γ

αβ

(2)
(r− r′) =

δαβ

|r−r′ |3 − 3
(r′α−rα)(r′β−rβ)

|r−r′ |5 .

A competição entre a anisotropia de superfície e a interaçãodipolar produz uma transição de reorientação

dos spins: acima da temperatura de transição, o momento de dipolo magnético é confinado ao plano da rede

(e o modelo se torna equivalente a um modelo XY); abaixo destatemperatura, a componente perpendicular do

momento de dipolo magnético é finita. A temperaturas suficientemente baixas, domina a componente do momento

de dipolo magnético perpendicular ao plano da rede. Este modelo - e variantes - apresenta um diagrama de fases

bastante complexo [128]- [147]. A região de baixas temperaturas supracitada é a relevante para o presente trabalho.

Evidentemente, no caso em que os spins são essencialmente perpendiculares ao plano da rede, a forma quadrática

SαΓ
αβ

(2)
(r− r′)Sβ, mediada pelo segundo termo da interação dipolar, é identicamente nula (já que a rede - vetores

r - está confinada ao planoxy e as componentesx e y dos spinsS são nulas).

5.1.2 Limite contínuo: funcional de Ginzburg-Landau

Neste contexto, aqui se adotará um funcional de energia livre do tipo de Landau-Ginzburg como Hamil-

toniano efetivo, que possui, como no regime de baixas temperaturas do Hamiltoniano (5.1), graus de liberdade

escalares. Neste caso, entretanto, os graus de liberdade jánão são os momentos de dipolo de Heisenberg no limite

Ising, mas um parâmetro de ordem (magnetização) local, obtido através de um processo decoarse-grainingde

(5.1).

Desta forma, o ponto de partida do limite contínuo é o Hamiltonianoφ4:

H f erro =
1

2

∫

d2x{(∇φ(x))2 + r0φ2(x) +
u

2
(φ2(x))2} (5.2)

=
V

2

∫

d2k

(2π)2
φ(−k)

[

r0 + k2
]

φ(k) +
uV

2

∫

d2k

(2π)2
d2q

(2π)2
d2p

(2π)2
φ(k)φ(q)φ(p)φ(−k− q− p),

que representa o limite contínuo da interação de troca.φ é um campo real escalarcoarse-grained, o termo gradiente

favorece a homogeneidade deφ no espaço, já que a condição de minimização da energia livre limita o módulo do

gradiente1. A constanter0 = a
(T−Tc)

Tc
depende da temperatura (Tc é a temperatura da transição esmética em

campo médio, já que a seguir se acrescentará um termo de interação dipolar frustrando a ordem ferromagnética do

Hamiltoniano (5.2)), er0 ≤ 0, u > 0 de modo que o Hamiltoniano reproduz o poço duplo, abaixo da transição

para o ferromagneto.

O Hamiltoniano completo é dado pela adição à equação (5.2) dainteração dipolar:H = H f erro +Hdip,

1Isto implica em que o campoφ seja uma função dex contínua e suave, que não varia muito em escalas de distância menores que uma
constante de rede da rede original. Tal escala é estabelecida pelo pré-fator do termo do gradiente, que foi renormalizado.
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onde

Hdip = γ
∫

d2x d2x′
φ(x) φ(x′)
|x− x′|3 ,

com0 < γ < 1 (γ deve ser comparada ao pré-fator do termo proporcional a∇2). γ é de fato a razão entre as

constantes de acoplamento das interações dipolar e de troca(todas as demais constantes do Hamiltoniano estão

normalizadas pela constante de acoplamento da interação detroca). No espaço de momentum, a interação dipolar

é dada por:

Hdip = γ
∫

d2k

2π
φ̂(k) φ̂(−k) k

∫ kV1/2

2πk/Λ
dρ

J0(ρ)

ρ2

= γ
∫

d2k

2π
φ̂(k) φ̂(−k) k

[

− 1F2({−1/2}; {1/2, 1};−z2/4)

z

]kV1/2

2πk/Λ

V1/2→∞
= γ





1F2

(

{−1/2}; {1/2, 1};− 4π2

Λ2
k2

4

)

2π/Λ
− k



 ,

onde J0(x) é a função de Bessel de ordem zero, e1F2({α1}; {β1, β2}; x) é uma função hipergeométrica gen-

eralizada. O segundo termo da transformada,−k, vem do limite superior da integralV1/2 → ∞. 2π
Λ ≡ a, o

limite inferior da integral emρ, é o parâmetro de rede do modelo discreto original, que representa uma escala de

distâncias mínima para a validade da aproximação contínua.

As integrais envolvendo a interação dipolar completa são intratáveis analiticamente. De maneira a con-

siderar integrais mais acessíveis analiticamente, ao mesmo tempo tomando uma forma mais geral para a in-

teração de longo alcance, contendo os elementos relevantesda competição entre interações em diferentes es-

calas, a considerada aqui é uma interação que inclui termos até ordemk2 na expansão de Taylor da interação

dipolar no espaço de momentum. Os primeiros termos da expansão da transformada de Fourier são:−k +

Λ
2π + 2π

Λ
k2

4 − 1
144

Λ
2π

(

4π2 k2

4Λ2

)2
+ O(k6); tomando como unidade de distância o parâmetro de rede,2π

Λ = 1:

−k+ 1+ k2

4 − 1
144

k4

16 +O(k6).

Adicionando à expansão acima para a transformada da interação dipolar o termo emk2 proveniente da

transformada do termo gradiente (interação de troca), define-se a forma mais geral da interação de agora em diante

considerada:A0 + A2(k − k0)
2, ondeA0 = r0 + γ(1− γ

γ+4 ), e A2 = γ
4 + 1 ≡ δ. A funçãoA(k) tem um

mínimo emk0, em torno do qual expandimos a função, e que é determinado pela intensidade da interação dipolar:

k0 =
γ

2(γ/4+1)
= 2− 2

δ .

A interação considerada é isotrópica, e possui um mínimo em um valor não-nulo do módulo do vetor de

ondak = k0 (A1 = ∂A(k)/∂k|k0 = 0). Uma simplificação adicional é feita levando-se em conta que a expansão

harmônica só é válida parak próximo dek0:

(k− k0)
2 =

(k+ k0)
2(k− k0)

2

(k+ k0)2
≈ (k+ k0)

2(k− k0)
2

4k20
=

(k2 − k20)
2

4k20
. (5.3)
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A motivação para se ter aproximado o termo(k − k0)
2 pela expressão

(k2−k20)
2

4k20
é a simplificação das integrais

do modelo ao tratamento analítico, decorrente de tal aproximação. A região de temperaturas de interesse para

o presente trabalho será a região de “altas temperaturas”. Ainvestigação da fase de líquido superresfriado, do

aparecimento de uma multiplicidade exponencial de estadosmetaestáveis desordenados e da determinação de uma

temperatura “espinodal” associada se dá no entorno da (possivelmente presente) transição isotrópico-esmética

evitada pelo resfriamento rápido (|r0| << 1). Nesta região de temperaturas, como se descreverá mais adiante,

apenas os modos com|k| muito próximo dek0 são estáveis. Sob esta perspectiva, os Hamiltonianos que carregam

as expressões(k − k0)
2 e

(k2−k20)
2

4k20
são equivalentes no que concerne as propriedades dos sistemas na região de

temperaturas especificada. É importante ressaltar que até opresente momento não há um tratamento de grupo

de renormalização para a classe de universalidade do modelode Brazovskǐı em duas dimensões. Não se sabe

rigorosamente, portanto, se a classe de universalidade do modelo inicialmente proposto é invariante sob a adição

de uma potênciak4 ao Hamiltoniano através da troca(k − k0)
2 → (k2−k20)

2

4k20
. Entretanto, dentro do escopo do

presente trabalho, o argumento de que os modos estáveis na região de tmeperaturas de interesse estão em uma

vizinhança próxima dek0 é suficientemente convincente.

O Hamiltoniano do modelo no espaço de momentum, nesta aproximação, é portanto dado por [J =

δ/4k20 =
δ3

16(δ−1)2
= 1

2(2−k0) k
2
0
]:

H[r0, u, J] =
V

2

∫

d2k

(2π)2
φ(−k)

[

r0 + J(k2 − k20)
2
]

φ(k)

+
uV

2

∫

d2k

(2π)2
d2q

(2π)2
d2p

(2π)2
φ(k)φ(q)φ(p)φ(−k− q− p), (5.4)

ondeV é a superfície do filme fino, eφ(k) =
∫

d2x eik·xφ(x) é a transformada de Fourier do campoφ(x). A

integral é efetuada dentro da região|k| < Λ, onde ocutoffΛ está relacionado ao inverso da escala mínima a partir

da qual passa a valer o funcional de energia livre de Ginzburg-Landau como Hamiltoniano efetivo do modelo

discreto, funcional este obtido a partir do Hamiltoniano original através de um processo decoarse-graining[164].

A seguir descreve-se de maneira sucinta o comportamento de equilíbrio do sistema definido por (5.4), dentro

das aproximações de campo médio e Hartree.

5.2 Estática

5.2.1 Campo médio

Partindo-se da integral funcional da “função” de partição no formalismo de Ginzburg-Landau (por exemplo,
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[164,165]),

Z{H(φ)} = Tr exp

{

−
[

H[φ]−
∫

d2xh(x)φ(x)

]}

≡
∫

Dφ(x) exp

{

−
[

H[φ]−
∫

d2xh(x)φ(x)

]}

,

(5.5)

fica claro que a solução com o maior peso estatístico no traço será o mínimo absoluto de
[

H[φ]−
∫

d2xh(x)φ(x)
]

no espaço das funçõesφ(x).[ Por generalidade se incluiu no Hamiltoniano um termo proporcional ah(x), que é

um campo externo - não uniforme -, conjugado a〈φ(x)〉, acoplando-se linearmente ao campoφ(x).] Esta é

precisamente a solução do teorema do ponto de sela para a função de partição, truncada ao primeiro termo, e

desconsidera flutuaçõesδ〈φ(x)〉 em torno de〈φ(x)〉. Por isto pode ser vista como uma aproximação de campo

médio para o Hamiltoniano (5.4), em que

F = − lnZ = H(〈φ〉). (5.6)

Tal solução, tomadoh(x) = 0, é obtida considerando-se a minimização deH, com respeito às diferentes

soluções do espaço de funçõesφ(x). Voltando à representação deH no espaço de momentum, tem-se que o

mínimo deve obedecer à seguinte equação:

δH[φ]

δφ(k′)
=

1

2

[

r0 + J(k′2 − k20)
2
]

[φ(k′) + φ(−k′)] + 2u
∫

d2k

(2π)2
d2q

(2π)2
φ(k) φ(q) φ(−k− q− k′) = 0,

(5.7)

ondeδF[η(x)]/δη(x′) é a derivada funcional2 deF com respeito à funçãoη(x′). Tendo por um lado coeficientes

variáveis deφ (funções dek), e por outro um termo integral emφ, não é a princípio trivial determinar qual a forma

funcional do mínimo. Entretanto, sendou um parâmetro pequeno, é possível reduzir o conjunto de soluções a um

subespaço do espaço de funções: o mínimoφps(k) = 〈φ(k)〉 será determinado pela minimização do primeiro

termo (linear emφ). No caso de uma fase de faixas, tal solução terá a seguinte forma:

〈φ(k)〉 = M

(2π)2
[δ(2)(k− k0n̂) + δ(2)(k+ k0n̂)], (5.8)

que toma apenas o modo de Fourier dominante, que ocorre no mínimo do coeficiente deste termo|k| = k0.

n̂ é um versor que define a direção de modulação da fase ordenada.Tal direção será escolhida pelo sistema

na temperatura de transição através de flutuações aleatórias. No espaço direto isto corresponde a um cosseno

puro: φ(x) = 2M cos(k0n̂ · x). A energia livre,F = H(〈φ〉) = r0 M
2 + 3 u M4, cuja amplitudeM deve ser

2Formalmente, a derivada funcional de um funcionalF[η(x)] com respeito aη(x′) é definida como

δF[η(x)]

δη(x′)
= lim

ε→0

F[η(x+ εδ(x− x′)]− F[η(x)]

ε
.

125



determinada de forma auto-consistente reinserindo oansatz〈φ(k)〉 na equação de ponto de sela correspondente:

δF

δM
= 2 r0 M+ 12 u M3 = 2M (r0 + 6 u M2) = 0 →











M = 0, ser0 > 0,

M =
√

− r0
6 u , ser0 < 0.

Parar0 > 0, a única solução real é a desordenada, em que o parâmetro de ordemM = 0. Parar0 < 0,

o parâmetro de ordem - que é uma “magnetização”staggeredou modulada -, é dado porM =
√

− r0
6u , que vai a

zero no limiter0 → 0− comoM ∝ r1/20 , como era de se esperar. A transição é, portanto, contínua, de segunda

ordem, sendor0, proporcional à temperatura reduzidaT−T∗
T∗ , comT∗, neste caso, a temperatura de campo médio

da transição entre as fases paramagnética e esmética.

Para a solução de campo médio, como esperado, a dimensionalidade do sistema não é relevante. Ao se

considerarem as flutuações em torno da solução de campo médio, entretanto, a dimensionalidade terá um papel

fundamental na solução de sistemas emd < 4, pois esta determina a dimensão da variedade invariante de energia

livre e as flutuações transversais.

5.2.2 Uma aproximação auto-consistente para o campo: aproximação de Hartree

Como mencionado acima, a presença do termo de curto alcanceH f erro no Hamiltoniano tende a estabilizar

uma fase homogênea no sistema (ou uma separação de fases, no caso de um parâmetro de ordem conservado, como

em potenciais Coulombianos), que é frustrada pela presençado termo, mais fraco, porém de longo alcance,Hdip.

O resultado, como exemplificado pela aproximação de campo médio para a fase de faixas na seção anterior, é o

ordenamento a baixas temperaturas em uma fase modulada, caracterizada por estruturas mesoscópicas e um vetor

de onda de modulação não-nulo,k0.

Como conseqüência, os modos de excitação mais baixos estão distribuídos em torno de uma esfera(d− 1)-

dimensional no espaço de momentum, em contraste com o que ocorre com um ferromagneto, em que as excitações

mais baixas a partir do estado fundamental se dão em torno do ponto k = 0. As flutuaçõesδφ em torno de

〈φ〉, portanto, correspondendo a um volume importante no espaçode fases, exercem um papel crucial para o

comportamento de equilíbrio do sistema.

A aproximação de Hartree fornece uma maneira de levar em conta estas flutuações de maneira auto-

consistente. Funções de correlação de Hartree são as funções de correlação Gaussianas, redefinindo o termo

de massa no Hamiltoniano de forma auto-consistente.

Na ausência do termo quártico emφ, o modelo (5.4) é similar ao modelo Gaussiano, exatamente solúvel

Hgauss =
1

2

∫

ddx ddx
′
φ(x)K(x, x

′
) φ(x

′
)−

∫

ddx h(x) φ(x), (5.9)
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cuja função de correlação é dada porG0(x, x
′
) = lim

h(x),h(x′ )→0
δ2 logZ

δh(x)δh(x′ )
, é simplesmente dada por

G−1
0 (k) = K(k) = r0 + J(k2 − k20)

2, (5.10)

ondeG0(k) =
∫

d2ξG0(ξ) e
−ik·ξ , ondeG0(ξ) = G0(|x− x

′ |) no sistema com invariância translacional, e por-

tantoG0(k) é uma função de uma só variável no espaço de Fourier.

No contexto da aproximação de Hartree [166], considera-se〈(φ2(x))2〉 ∝ 〈φ2(x)〉2, ao substituir(φ2(x))2

por um termo proporcional aφ2(x)〈φ2(x)〉 no Hamiltoniano completo (incluindo o termo quártico).

Considera-se a função de correlação conectada3:

G(x, x′) = 〈(φ(x)− 〈φ(x)〉)
(

φ(x′)− 〈φ(x′)〉
)

〉 = 〈φ(x) φ(x′)〉 − 〈φ(0)〉2, (5.11)

onde a última igualdade se aplica ao sistema com invariânciatranslacional. Ao realizar a substituição no termo

quártico, é necessário considerar as2(n+ 2) maneiras possíveis de se combinarem os diferentes fatoresφ, onde

n representa o número de componentes vetoriais do parâmetro de ordem. Esta aproximação então torna o Hamil-

toniano quadrático emφ, e a as integrais envolvidas na função de correlação, gaussianas. A equação de auto-

consistência4 se torna [138]:

G−1
0 (x, x′) = G0

−1
(x, x′) + 2(n+ 2)u G0(x, x

′) δ(x− x′) + 2(n+ 2)u 〈φ(x)〉2 δ(x− x′), (5.12)

ou, equivalentemente, no espaço de momentum:

G−1
0 (k) = G0

−1
(k) + 2(n+ 2)u

∫

d2p

(2π)2
G0(p) + 2(n+ 2)u

∫

d2p

(2π)2
〈φ(p)〉 〈φ(−p)〉. (5.13)

Considerando uma forma funcional análoga aG0 paraG0:

G0(k) ≡ 〈φi(k)φi(−k)〉0 =
1

r+ J(k2 − k20)
2
, (5.14)

ondek = |k|, e 〈 O 〉0 =
[

∫

Dφe−βH[r,0,J]
]−1

·
∫

Dφ(O )e−βH[r,0,J] é a média tomada com o peso estatístico

exp{−βH[r, 0, J]}, que é uma Gaussiana (com o termo de massa modificador0 → r). A expressão acima é válida

sob as mesmas hipóteses assumidas ao definir-se o Hamiltoniano (5.4), isto é, que os modos excitados do sistema

estejam restritos ao entorno de|k| = k0, suficientemente próximo da transição. Oansatz(5.14) define a função

3O uso das funções de correlação conectadas se justificará maisadiante, no contexto da expansão SCSA, para a qual o propagador de
Hartree constitui o termo de ordem zero.

4O termo adicional na expressão aqui considerada, quando comparada à expressão usada em [166] vem do fato de se usarem funções de
correlação conectadas.
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de correlação de Hartree como a função de correlação Gaussiana, com um parâmetror renormalizado:

r = r0 + 2(n+ 2)u
∫

d2p

(2π)2
G0(p) + 2(n+ 2)u

∫

d2p

(2π)2
〈φ(p)〉 〈φ(−p)〉, (5.15)

que é definido separadamente para cada fase do sistema:〈φ〉 = 0 na fase desordenada, e〈φ(x)〉 = 2M cos(k0 ·
x), na fase ordenada, sendoM =

√

− r
6u (tomandon = 1).

À medida em que a temperatura é reduzida, a partir da temperatura da transição, outros modos, em torno de

φ(k0), se tornam estáveis. Pode-se constatar que os modosk estáveis obedecem a(k2 − k20)
2 . −r0/J (figuras

5.1 e 5.2) - processo de decimação de modos de alta energia [138]. Quanto mais próximo deT = 0, mais modos

comporão o estado estável.

Usando a aproximação de Hartree, em um modelo similar a (5.4)[137, 138], encontra-se que a transição

entre as fases isotrópica e modulada é de primeira ordem, sendo a fase desordenada metastável atéT = 0, enquanto

a temperatura espinodal para a fase ordenada é finita. A dimensão crítica inferior da transição isotrópico-esmética

no modelo éd = 3 (ver discussão no Capítulo 5.4.1) [133].

Neste contexto, encontra-se que a fase modulada é estável frente a flutuações da amplitudeM do parâmetro

de ordem.

A importância do termo quártico cresce com o pré-fatoru, e com este, como se verá mais adiante, a con-

tribuição de momentos de ordem maior na expansão da energia livre, desprezados nesta aproximação de campo

médio.

Figura 5.1:Gráfico comparativo deA0 e A2 como funções dek, para um modelo de filme ferromagnético dipolar similar ao modelo (5.4).
Os modos estáveis a dada temperatura são aqueles que caem abaixo da linha−r0(T). Graficam-se−r0=̇1.6, 1.7, 2, 3. O mínimo deA2

encontra-se emk0 [131].
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Figura 5.2:Filme ferromagnético dipolar - (a) perfil (transversal) de spin dentro de uma faixa para um modelo de filme fino ferromagnético
dipolar (abaixo da transição de reorientação), calculado para a interação de troca dez (10) vezes maior que a constante deacoplamento dipolar
para diferentes temperaturas. (b) perfil (transversal) de momentos de spin dentro de uma faixa em uma amostra experimental de filmefino
ferromagnético dipolar a temperatura baixa (10 K, largura de faixa, h = 9µm, dado pelos círculos vazados), a temperatura logo abaixo da
transição (330 K, largura de faixa,h = 430 nm, dado pelos quadrados cheios). Medidas realizadas por SEMPA (scanning electron microscopy
with polarization analysis) [154].

5.3 Fase de Vidro

5.3.1 Entropia Configuracional

A ocorrência de uma contribuição configuracional finita,Sc( f ∗, T) 6= 0, à entropia, que vai a zero à temper-

aturaTK, é o que caracteriza a transição de vidro ideal, como descrito no capítulo 4. A entropia configuracional,

ao quantificar o excedente de energia livre do sistema superresfriado em relação à fase ordenada, caracteriza a

competição entre a minimização da energia (contribuição energética) e a multiplicidade de estados metaestáveis

(contribuição entrópica) e tem papel fundamental, portanto, na determinação deTK, e na verificação da existência

da fase de vidro.

A descrição adotada para o sistema superresfriado se fundamenta no cenário para vidros de spin descritos

pela solução de Parisi com uma quebra de simetria de réplicas(1RSB), conhecida como teoria RFOT (Random

First Order Transition) [70,167]. Abaixo de dada temperaturaTA > TK a superfície (do funcional) de energia livre

é caracterizada pela abundância de mínimos locais, ou estados metaestáveis. No caso de vidros de spin, em campo

médio, a quebra de ergodicidade é completa, mas para sistemas com interações de alcance finito, como no presente

caso, processos ativados ainda estão presentes5. Ademais, no caso de vidros de spin, um subconjunto de graus de

liberdade do Hamiltoniano,{Jij}, é fixo, suas realizações, aleatórias, são independente e identicamente distribuí-

das de acordo com um peso estatístico dado. Diz-se de tal Hamiltoniano que este possuidesordem congelada. A

aleatoriedade intrínseca às realizações de{Jij} introduz frustração no sistema, que resulta em uma multiplicidade

de estados metaestáveis amorfos, isto é, sem simetria definida. A amostragem de tais estados metaestáveis em

dada temperatura pode ser obtida integrando-se quantidades auto-mediantes (self-averaging), como a energia livre

(ou outras quantidades extensivas), sobre as possíveis realizações da desordem, ponderadas pelo respectivo peso

estatístico. As propriedades termodinâmicas dos estados metaestáveis são assim acessadas através do ensemble

5Por isto, no intervalo de temperaturasTK < T < TA, os tempos experimentais sãoτα < texp << τβ.
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definido pela distribuição dos{Jij}, P [Jij] [113,168].

No caso de sistemas frustrados cujos Hamiltonianos não apresentam desordem congelada explicitamente,

ditos comdesordem auto-induzida, resulta menos evidente como acessar os estados metaestáveis decorrentes da

frustração. A situação é análoga à que ocorre em um ferromagneto, a quebra de ergodicidade decorrente da

transição de fase e a emergência de magnetização espontâneaabaixo deTc não são observadas através de médias

com o peso de Boltzmann. É fácil, entretanto, modificar o pesoestatístico introduzindo um campo externo que

seleciona um dos estados ferromagnéticos através de um termo com simetria apropriada. A multiplicidade dos

estados metaestáveis e a ausência de simetria evidente torna este método muito mais difícil no caso de sistemas

frustrados como o da equação (5.4).

Em [169], Monasson propôs um método semelhante, que permiteo cálculo da função de partição degen-

erada de sistemas frustrados. Na equação de Dyson relativa àfunção de correlação resultante, a “subsérie” de

diagramasO(1/n) (1/n é o parâmetro de expansão, como descrito a seguir) pode ser somada para se obter a

contribuição seguinte a Hartree através da aproximação auto-consistente de interação blindada.

No que segue, descreve-se a obtenção da entropia configuracional do modelo (5.4), através do método

proposto por Monasson [169], e dentro da aproximação "auto-consistente de interação blindada" (self-consistent

screening approximation, de agora em diante SCSA), originalmente descrita em [27].

5.3.2 Réplicas em Modelos sem Desordem Congelada

Uma das formas de se introduzirem réplicas em modelos com desordem auto-induzida é através do acopla-

mento a um campo externo pequeno, que quebra explicitamenteuma simetria relevante do Hamiltoniano. Nesta

seção apenas, a temperatura será explicitada no peso canônico, ao contrário da convenção das demais seções, em

que, como usualmente, a temperatura é absorvida nas constantes do funcional de Ginzburg-Landau,H[φ].

A energia livre de Helmholtz, para o sistema no equilíbrio termodinâmico, é dada por:

Fφ(β) = − 1

β
log

∫

dφ(x) exp{−βH[φ]}. (5.16)

Uma hipótese tácita na noção de equilíbrio termodinâmico acima referido e no cálculo de valores esperados através

de médias deensembleé a capacidade do sistema de varrer todo o espaço de fases, populando este espaço de forma

a respeitar, no caso particular da média acima, o peso canônico. Admite-se que a ergodicidade se aplique a todo o

espaço de fases do sistema.

No caso de um ferromagneto abaixo da temperatura de Curie, naregião de temperaturas em que a er-

godicidade é quebrada, o espaço de fases se decompõe em duas componentes ergódicas, uma correspondendo a

microestados consistentes com uma magnetização positiva,a outra a microestados com magnetização negativa.
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Os dois mínimos da energia livre em função da magnetização estão separados por uma barreira de energia, que

se torna infinita no limite termodinâmico, quebrando a ergodicidade, e um ou outro mínimo é selecionado pela

aplicação de um campo externo, que fixará no espaço as direções de magnetização positiva ou negativa.

No caso de sistemas desordenados ou vidros, frustrados, a quebra de simetria associada à quebra de er-

godicidade não é óbvia, não se sabe em princípio que campo externo infinitesimal selecionará um dado estado

metaestável. É possível, ainda assim, verificar a quebra de ergodicidade em tais sistemas por um método similar

ao supracitado para ferromagnetos. Para estes sistemas commuitos estados metaestáveis em algum intervalo de

temperaturas, aplica-se um campo externo arbitrário, que se acopla quadraticamente aos graus de liberdadeφ(x)

e que quebra explicitamente a ergodicidade. A fim de computartodos os estados localmente estáveis na fase de

líquido superresfriado, integra-se sobre o campoψ(x), a uma temperaturãT 6, o que, sob certas condições, equiv-

ale a introduzir uma interação entre pares de réplicas distintas do sistema [169,170], como se mostrará a seguir. A

função de partição associada aFφ (eq. (5.16) acima) é modificada da seguinte forma:

Z[ψ, β] = lim
g→0+

g−
1
2

∫

Dφ exp

{

−H[φ]

T
− g

2

∫

ddx [ψ(x)− φ(x)]2
}

. (5.17)

O acoplamento com o campo externo resulta em um fator Gaussiano centrado emψ no integrando. O limiteg → 0

deve ser tomado após o limite termodinâmico. A figura 5.3 é umarepresentação pictórica do efeito da modificação

do peso estatístico pelo fator Gaussiano sobre a distribuição de probabilidades no espaço de configurações. No

primeiro quadro da figura, os máximos da funçãoPB[φ] coincidem com as configurações que minimizamH[φ],

sendo os máximos locais correspondentes a estados metaestáveis, e o máximo global, estreito, correspondente ao

estado termodinamicamente estável, à fase ordenada abaixoda transição. No limite termodinâmico, a função de

partição, dada pela integral sobrePB[φ] é dominada apenas pelo máximo global. O segundo quadro da figura

representa a combinação do peso estatístico de Boltzmann,PB[φ], e o fator Gaussiano centrado emφ = ψ, que

resulta no peso estatístico modificadoPM[φ,ψ]. Com a “interação”g suficientemente pequena, o efeito da integral

sobre o campo auxiliarψ, ponderada porPM[φ,ψ], é deformar a distribuição de probabilidades de maneira a tornar

comparáveis os máximos correspondentes a estados metaestáveis e o estado termodinâmico.

O campo externo minimiza localmente a energia livreFφ[ψ, β] = −β−1 lnZ[ψ, β] quando é "próximo" (no

espaço de fases) a uma configuração localmente estável do HamiltonianoH[φ]. O fator gaussiano

exp{− g

2

∫

ddx [ψ(x)− φ(x)]2}

é máximo paraφ ≈ ψ, e o peso de Gibbs, por sua vez, é maximizado nos mínimos locais deH[φ]. Os máximos

locais do peso estatísticoPM[φ,ψ] ocorrerão, portanto, quando o campo auxiliarψ(x) coincidir com algum campo

φ(x), que minimiza (localmente) o HamiltonianoH[φ]. Podem-se computar tais mínimos locais ao varrerem-se

6Em princípio distinta da temperaturaT dos graus de liberdadeφ(x), já que a taxa característica de variação do campoψ(x) - sendo um
campo do tipopinning field- deve ser em princípio menor que a taxa de variação do campoφ(x). Na escala de tempo de relaxação deφ(x),
ψ(x) pode ser considerado fixo.
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Figura 5.3: Representação pictórica dos pesos estatísticos de Boltzmann e de Monasson como funcionais do parâmetro de ordemφ. O
gráfico à esquerda representa o peso de BoltzmannPB[φ], com um máximo global estreito e acentuado correspodendo à solução mais estável
(ordenada) e uma multiplicidade de máximos locais menores. No centro, a superposição do mesmo gráfico dePB[φ] e do peso Gaussiano
centrado em um dos máximos locais dePB[φ]. À direita, o gráfico do peso de Monasson, resultado do produto do peso Gaussiano centrado em
Ψ comPB[φ], que seleciona o máximo emΨ (Ψ deverá posteriormente ser integrado sobre todo o domínio do parâmetro de ordem).

todas as configurações possíveis deψ(x) (considerandoψ(x) como uma variável termalizada do “Hamiltoniano”

Fφ[ψ, β]) pesadas por uma densidade de probabilidade “canônica”, função da temperatura "efetiva"T̃ ≡ T/m,

ondem é um parâmetro real positivo:

Fψ(m, β) = lim
g→0+

− 1

βm
log

(

∫

dψ(x) Zm[ψ, β]

)

=

= lim
g→0+

− 1

βm
log

(

∫

dψ(x) exp{−βmFφ[ψ, β]}
)

, (5.18)

que pode ser vista como uma média sobre o campo aleatórioψ, cuja desordem (infinitesimal) é dada pela largura

da Gaussiana,g, e cuja distribuição de probabilidades é dada pela própria função de partição do sistema, donde se

diz que a desordem éauto-induzida. Diferentemente da interpretação do número de réplicas no truque de réplicas

originalmente proposto para vidros de spin em campo médio [113, 168], número este que deve ser levado a zero

ao final do cálculo da energia livre, o número de réplicas no caso de sistemas com desordem auto-induzida,m, é

interpretado como a razão entre as temperaturas do campoφ e do campoψ: m = T/T̃. Como mencionado no

capítulo 4, acima da temperatura de Kauzman,TK, deve-se tomar o limitem → 1 ao final do cálculo da energia

livre, já que, paraT > TK o sistema é líquido - regular ou superresfriado -; mesmo paraTK < T < TD, ainda que a

dinâmica seja lenta, o sistema acessa diferentes estados desordenados metaestáveis, "a desordem deve evoluir"em

uma escala de tempo semelhante à escala de tempo típica na qual os graus de liberdadeφ relaxam. Abaixo deTK,

o sistema "congela"em um estado desordenado. Acessa-se a fase de vidro tomando-sem < 1, paraT < TK a

desordem é de fato congelada, o que significa que o tempo de relaxação dos camposψ deve ser muito menor que

o tempo de relaxação dos graus de liberdadeφ. Fψ(m, β) equivale a:

Fψ(m, β) = lim
g→0+

(

− 1

βm
log

∫

dψ(x)

[

∫

dφ(x) exp{−βH[φ]− g

2

∫

ddx [ψ(x)− φ(x)]2}
]m )

.

Supondo-se que a razãom entre as duas temperaturas seja um inteiro, pode-se facilmente integrarψ(x) após

132



introduzirm cópiasφa (a=̇1, . . . ,m) do campo original. Replicando o campoφ:

∫

dψ(x)
∫ m

∏
a=1

dφa(x) exp

{

−
m

∑
a=1

βH[φa]−
m

∑
a=1

g

2

∫

ddx [ψ(x)− φa(x)]2
}

=

=
∫ m

∏
a=1

dφa(x) exp
{

−
m

∑
a=1

βH[φa]
}

∫

dψ(x) exp
{

− g

2

m

∑
a=1

∫

ddx [ψ(x)− φa(x)]2
}

. (5.19)

Agora é fácil ver que∑m
a=1(ψ − φa)2 = 1

2m ∑
m
a,b=1(φ

a − φb)2 + 1
m (∑m

a=1(ψ − φa))2. Assim sendo, tem-se que:

∫

dψ exp{− g

2

m

∑
a=1

(ψ − φa,ψ − φb)} =

= exp{− g

4m

m

∑
a,b=1

(φa − φb, φa − φb)}
∫

dψ exp{− g

2m
(mψ −

m

∑
a=1

φa,mψ −
m

∑
a=1

φa)} =

=

√

2π

gm
exp

{

− g

4m

m

∑
a,b=1

∫

ddx [φa(x)− φb(x)]2
}

, (5.20)

onde(A, B) ≡
∫

dxA(x)B(x). Portanto, a menos de uma constante aditiva irrelevante:

Fψ(m, β) = lim
g→0+

− 1

βm
log

∫

(

m

∏
a=1

dφa(x)

)

exp{−β ∑
a

H[φa]− g

2m

m

∑
a,b=1

∫

ddx φa(x) φb(x)}. (5.21)

É transparente da expressão acima que os fatores gaussianosno integrando de (5.21) são maximizados

quando a distância entre as réplicas é pequena (reciprocamente, quando o “overlap” entre as réplicas é grande), o

comportamento da integral sendo dominado por esta região dodomínio de integração. O resultado (5.21) pode ser

interpretado como expressando o fato de que sistemas idênticos acoplados por uma interação atrativa evoluindo

sob influência da mesma superfície de energia livre tenderãoa "condensar" no mesmo estado metaestável, já que

a distância relativa entre réplicas distintas do sistema, dentro de um mesmo estado metaestável, será menor que no

estado líquido [169].

A energia livre do sistema estudado será recuperada no limite m → 1, isto é, quando a temperatura do

campoψ for a mesma que a deφ: Fφ(β) = Fψ(m = 1, β). Porém, no caso de existir um número exponencialmente

grande de estados metaestáveis em uma dada região de temperatura,Fφ(β) não corresponderá à expressão usual

para a energia livre de equilíbrio7, equação (5.16), já que neste casoFψ(m = 1, β) possuirá uma contribuição não-

perturbativa emg devida ao termo de entropia configuracional8. Em suma, sistemas frustrados podem apresentar

os seguintes cenários possíveis. Em geral, eq. (5.16) eFψ(m = 1, β) serão iguais, possivelmente para toda

temperatura real positiva. Porém, para diversos sistemas,é possível queFψ(m = 1, β) e eq. (5.16) difiram em um

intervalo definido de temperatura. A energia livreFψ(m = 1, β) ≡ Φ(β) - ondeΦ(β) é a quantidade definida no

7Na acima referida região de temperaturas.
8Tal contribuição não-perturbativa se torna aparente no método acima descrito ao se tomar o “limite termodinâmico”antesdo limiteg → 0.
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parágrafo que segue a equação (4.1) -, decompor-se-á em uma contribuição energética e outra entrópica:

Sc(β) = β[ f − Φ(β)]. (5.22)

A técnica aqui utilizada para o cálculo da entropia configuracional descreve o sistema como tendo sua

ergodicidade completamente quebrada abaixo deTc, ou seja, com barreiras de energia infinitas abaixo desta tem-

peratura, onde mínimos são exponencialmente dominantes, oque é consistente com a teoria RFOT. Assim sendo,

não descreve processos ativados9. A expressão (5.21), evidentemente, é inacessível a um tratamento analítico, já

que o funcionalH[φa] carrega um termo quártico emφa. Faz-se assim necessário abordá-la através de métodos

aproximativos. Os métodos disponíveis à abordagem da integral funcional (5.21) são expansões perturbativas tendo

como parâmetro pequeno o pré-fator do termo quártico,u. Ora, a transição vítrea é em essência uma transição

descontínua, e, assim como a emergência da metaestabilidade, envolve portanto contribuições não-perturbativas à

energia livre e às funções de correlação. Entretanto, como se verá a seguir, é possível, através de uma expansão

no parâmetrou = O(n−1) (onden é o número de componentes do parâmetro de ordem, que se supõe ser maior

que 1) em torno da solução de Hartree (O((1/n)0)), renormalizar-se a constante de acoplamento de modo a se

obterem tais contribuições não-perturbativas, já a partirdos termosO(n−1).

5.3.3 Expansão da Função de Correlação: Aproximação SCSA

Para calcular a energia livre (5.21) e a entropia configuracional (5.22), ondeH é o Hamiltoniano (5.4),

define-se a função de correlação a dois pontos no espaço de réplicasGab(q) = T−1〈φa(q)φb(−q)〉 [19]. Estas

funções de correlação envolvem integrais que necessitam ser calculadas perturbativamente. Para tal, definem-se:

H0 =
1

2

∫

d2k

(2π)2

m

∑
a,b=1

(

r0 + J(k2 − k20)
2

T
δab +

g

m

)

n

∑
i=1

φa
i (k)φ

b
i (−k) (5.23)

H1 =
u

2

∫

d2k

(2π)2
d2q

(2π)2
d2p

(2π)2

m

∑
a=1

n

∑
i,j=1

φa
i (k) φa

i (q) φa
j (p) φa

j (−k− q− p).

O Hamiltoniano perturbadoH1 contém a parte quártica da interação, e a constanteu fornece uma medida de

quanto o peso canônico se desvia da Gaussiana. A temperaturafoi absorvida na definição de ambosH0 eH1.

Com a introdução da interação entre as réplicas do sistema, através da constante de acoplamentog, a

estrutura deH0 é distinta daquela que resulta na função de correlação (5.14), pois a matriz de interação entre

os camposφa(k), deixando de ser diagonal, passa a ser uma matriz do tipo Toeplitz, com uma estruturaM =

(A− B)1 + BE, onde1 é o produto externo das matrizes identidade no espaçok e de réplicas,E possui todos os

9Generalizações da teoria RFOT podem ser encontradas em [171,172].
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elementos iguais a um, e:

A =
r0 + J(k2 − k20)

2

T
+

g

2m
,

B =
g

2m
. (5.24)

Ordem Zero - Propagador de Hartree

Exige-se que o HamiltonianoH, dado pela equação (5.4), seja extensivo. Entretanto, quando o número de

componentes,n, do campo vetorialφ(k), é grande,H1 passa a dominar sobreH0 emO(n), já que, emH0 ocorre

φ2 = ∑
n
i=1 φ2

i , enquanto emH1 ocorre(φ2)2 = ∑
n
i,j=1 φ2

i φ2
j . Para que o limiten → ∞ esteja bem definido, isto

é, para que o Hamiltoniano seja “extensivo”,u ≡ U
n deve serO(1/n). Neste contexto, a extensividade significa

os dois termosH0 e H1 seremO(n). Quandon é suficientemente grande, é natural calcularG através de uma

expansão em torno do limite esférico10, n → ∞, em que o parâmetro pequeno da expansão é1/n [19,27,174,175].

Pode-se mostrar, ademais, que a aproximação de campo auto-consistente é exata para o modelon-vetorial

no limite n → ∞. Assim, o primeiro termo da expansão1/n, o termo independenteO((1/n)0), corresponde ao

termo de Hartree [166].

A função de partição completa é dada por:

Z(m, β) = lim
g→0+

∫

(

∏
a

dφa
i (x)

)

exp{−H0} exp{−H1}

= lim
g→0+

∫

(

∏
a

dφa
i (x)

)

exp{−β ∑
a

H[φa]− g

2m

m

∑
a,b=1

n

∑
i=1

∫

d2x φa
i (x) φb

i (x)}. (5.25)

Introduz-se uma transformação de Hubbard-Stratonovich11 para a exponencial do termo quártico no campo

φ(x):

exp{−H1} = exp

{

− U

2nT
(φ · φ)2

}

=

= C
∫ i∞

−i∞
Dσ(x) exp

{

n
β

8U

∫

d2x σ2(x)− 1

2
β
∫

d2x σ(x) ∑
i,a

(φa
i (x))

2

}

, (5.26)

que define o campoσ(x), e ondeC é uma constante irrelevante - que na energia livre corresponde a uma constante

aditiva. Note-se que ambos termos no argumento da exponencial no integrando são proporcionais an. O caminho

de integração é ao longo do eixo imaginário devido ao sinal doargumento da exponencialexp{− U
2nT (φ · φ)2}. A

10Tomar o limiten → ∞ no modeloφ4 (ferromagnético, sem interações competitivas) com simetriaO(n) o torna equivalente, com respeito
ao comportamento termodinâmico, ao modelo esférico [4] em uma rededen spins [173].

11Também chamada transformada Gaussiana:

exp{a x2} =
∫ ∞

−∞
dz exp{− z2

4a
+ x z}.
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função de partição é então reescrita como:

Z(m, β) =
∫

(

∏
i,a

Dφa
i (x)

)

∫

Dσ(x) exp

{

n
β

8U

∫

d2x σ2(x)

}

×

× exp







− β

2 ∑
i,{a,b}

∫

d2x d2x′φa
i (x)

(

[G
−1
0 (x, x′)]ab + σ(x) δ(x− x′) δab

)

φb
i (x

′)







=
∫

Dσ(x) exp

{

n
β

8U

∫

d2x σ2(x)− n w[σ(x)]

}

, (5.27)

onde se definiu

e{−n w[σ(x)]} =

[

∫ m

∏
a=1

dφa(x) exp

{

− β

2 ∑
a,b

∫

d2x d2x′φa(x)
(

[G
−1
0 (x, x′)]ab + σ(x) δ(x− x′) δab

)

φb(x′)

}]n

.

(5.28)

O membro direito da equação acima é an-ésima potência de uma integral funcional sobre o campoφ(x), que é

escalar no espaço direto (mas é campo vetorial no espaço de réplicas). A integral funcional (5.28) é uma gaussiana:

w[σ(x)] =
1

2
logdet

[

β

2π

(

[G
−1
0 (x, x′)]ab + σ(x) δ(x− x′) δab

)

]

. (5.29)

Considerando a estrutura não-diagonal no espaço de réplicas do HamiltonianoH0, eq. (5.23), introduzida

pela interação infinitesimalg, resulta, para a função de correlaçãoG0(x, x
′) = G0(|x− x′|):

G−1
0 (k) =

1

V

∫

d2r eik·r G−1
0 (r) = 2T(A− B)1 − 2TBE =

[

r0 + J(k2 − k20)
2
]

1 − gT

m
E. (5.30)

O limite (g, B) → 0 deverá ser eventualmente tomado. Note-se que neste limite,o termo fora da diagonalgTm vai

trivialmente a zero e será portanto omitido nos desenvolvimentos subseqüentes desta Subseção. Equivalentemente,

pode-se definirG0 ≡ G0 + 1 · σ como a função de Green, solução da equação:

[

∇2 + r0 +
γ

|x− x′|3 + σ(x)

]

G0(x, x
′) = δ(x− x′). (5.31)

No limite n → ∞, a solução (exata) da função de partição (5.27) é dada pelo primeiro termo do teorema do ponto

de sela aplicado à mesma, que coincide com a equação de auto-consistência para aauto-energiaσ(x) de uma

aproximação de Hartree:

σ = 4U
∫

d2q

(2π)2
1

r0 + σ(q) + J(q2 − k20)
2
= 4U

∫

d2q

(2π)2
G0(q) = 4U Trq G0(q), (5.32)

que demonstra que a auto-energia de Hartree é independente de momentum.

A auto-energia é toda parte de um diagrama que pode ser ligadaao resto do diagrama por duas linhas
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externasG0, e que éirredutível12, isto é,nãopode ser separada em duas partes desconexas pela remoção de uma

linha de propagador interna [176–178]. Obtém-se a seguinteequação de Dyson para a função de correlação de

Hartree:

G−1
0 (k) = r0 + J(k2 − k20)

2 + σ =⇒ G0(k) =
G0(k)

1+ G0 σ
= G0(k)− G0(k)

(

4u nTrq G0(q)
)

G0(k). (5.33)

Este resultado é conseqüência do teorema do limite central aplicado à quantidade∑n
i=1 φ2

i , que no limiten → ∞

deve ser auto-mediante (self-averaging). Esta é a hipótese implícita na aproximação de Hartree. É fácil convencer-

se de que o limite esférico obedece à aproximação de Hartree,e de que a aproximação é, portanto, exata neste

limite. De fato, a aproximação corresponde à identidade:〈(∑n
i=1 φ2

i )
2〉 = 〈∑n

i φ2
i 〉2 [166]. Da lei dos grandes

números, a soma den → ∞ termos independente e identicamente distribuídos tende à média da distribuição mul-

tiplicada pelo número de termos. Assim, a flutuação da quantidade〈(φ2)2〉/n, isto é,〈( φ2 − 〈φ2〉 )2〉/n, vai a

zero no limiten → ∞, o que equivale às hipóteses da aproximação de Hartree.

Tendo-se determinado o primeiro termo da expansão1/n da função de correlação, resta estabelecerem-

se os próximos termos desta expansão. Para tal, expande-se aexponencial do Hamiltoniano perturbadoP1 =

exp{−H1} = ∑
∞
ℓ=0

(−)ℓ

ℓ! Hℓ
1 na equação (5.25), e obtém-se:

Z(m, β) = lim
g→0+

∞

∑
ℓ=0

(−)ℓ

ℓ!
〈Hℓ

1〉0
∫ m

∏
a=1

dφa(x) exp{−H0} = lim
g→0+

Z0

∞

∑
ℓ=0

(−)ℓ

ℓ!
〈Hℓ

1〉0, (5.34)

onde〈·〉0 denota a média efetuada com o peso estatísticoP0 ∼ exp{−H0}. De (5.34), obtém-se, corresponden-

temente, para a energia livre:

F(m, β) = F0(m, β)−V−1 log
∞

∑
ℓ=0

(−)ℓ

ℓ!
〈Hℓ

1〉0, (5.35)

sendoF0 = −V−1 logZ0.

Analogamente, para o valor esperado de qualquer funçãoQ dos graus de liberdade microscópicos do sis-

tema, expande-se:

〈Q〉 =
∫

dφ Q e−H
∫

dφ e−H =
〈e−H1Q〉0
〈e−H1〉0

=
∑

∞
ℓ=0

(−)ℓ

ℓ! 〈Hℓ
1Q〉0

∑
∞
ℓ=0

(−)ℓ

ℓ! 〈Hℓ
1〉0

. (5.36)

Q em geral será uma função de{φa}, podendo ser expandida em série de potências dos campos{φa}. Das

expansões (5.35) e (5.36), o cálculo da energia livre e de qualquer quantidade termodinâmica envolve o cálculo

de médias Gaussianas de produtos de campos{φa}. Médias Gaussianas destes produtos são iguais à combinação

linear dos produtos de todas as possíveis correlações de pares [174]. Isto se deve à conhecida propriedade de

12Os diagramas irredutíveis são classificados por 1PI (one-particle irreducible), 2 PI, etc, dependendo de quantas linhas internas de propa-
gadores “livres” possam ser removidas sem separá-lo em dois subdiagramas desconexos.
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distribuições Gaussianas, cujos momentos de ordemp, comp > 2, dados por〈φa1(x1) φa2(x2) · · · φap(xp)〉0, se

decompõem em combinações lineares de momentos quadráticosda mesma distribuição13. Ademais, os momentos

da distribuição Gaussiana (centrada emx = 0) de ordemp ímpar são identicamente nulos.

Representação Diagramática da Expansão

À medida em que aumenta a ordem dos termos das expansões (5.34), (5.35) e (5.36), a complexidade e o

número de componentes em cada ordem aumenta fatorialmente,como o número de permutações entre os fatores

da média. As integrais que aparecem na expansão das quantidades termodinâmicas podem ser expressas de forma

muito mais concisa por diagramas de Feynman [176].

Cada fatoru(x − x′) na expressão será representado por uma linha tracejada14; linhas sólidas entre ex-

tremidades livres (extremidades de linhas externas dos diagramas, que são fixas) ou vértices (pontos internos dos

diagramas, que são integrados)x1 e x2 representarão propagadoresG0(x1 − x2) na expressão15. Como exemplo,

o termo de ordemℓ na expansão (5.34) carrega4ℓ fatoresφ, isto é, constitui-se de uma função de correlação a

4ℓ-pontos. Diagramaticamente, a decomposição linear de taisfunções de correlação a4ℓ-pontos em funções de

correlação a dois pontosG0 é dada por todas as combinações possíveis de inserção das linhas sólidas entre pares

de vértices, que sejam topologicamente distintas. O termo de ordemℓ corresponde à potênciaHℓ
1, que introduzℓ

fatoresu, e portanto conteráℓ linhas tracejadas. Integra-se sobre as coordenadas de todos os vértices (coordenadas

internas, mudas) e conta-se um fatorn para cada laço fechado de linhas sólidas, o que leva em conta as integrais

sobre o espaço e soma sobre componentes espaciais do campo vetorial φ que ocorrem emH1, eq. (5.23).

Deve-se dividir o resultado obtido pelo número de permutações de vértices sob as quais o diagrama per-

manece topologicamente equivalente. Assim, toma-se contado fato de que cada configuração topologicamente

distinta deve ser contada apenas uma vez. Cada laço fechado carrega um fator1/2, dada sua simetria em relação

à permutação entre as duas ”extremidades“ ligadas ao mesmo vértice.

Um teorema importante,linked cluster theorem(de agora em diante, LCT) [174, 176], permite ainda sim-

plificar o cálculo das contribuições à expansão. A série das partes desconexas dos diagramas (não conectada

às extremidades livres) corresponde à expansão para a função de partiçãoZ(m, β), compensando exatamente o

denominador de (5.36). Este resultado permite omitir o denominador da equação (5.36), ao mesmo tempo con-

siderandoapenas os diagramas completamente conexos(ver Apêndice B.1).

13Tal propriedade equivale à constatação de que funções de correlação Gaussianasconectadasa p-pontos, comp > 2, são nulas.
14Em princípio, a interação no termo quártico pode ser não-local (e anisotrópica) [155,156]. No Hamiltoniano aqui considerado, a interação

neste termo é local.
15Lembre-se que todos os valores esperados de ordemℓ nas expansões (5.34)-(5.36) se decompõem em produtos das funções de correlação

a dois pontos,G0.
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Próximos termos da expansão da função de correlação

Aplicando a expansão (5.36) à função de correlação a dois pontos,G(k), tem-se:

Gab(k) =
∑

∞
ℓ=0

(−)ℓ

ℓ! 〈φa(k)Hℓ
1φb(−k)〉0

∑
∞
ℓ=0

(−)ℓ

ℓ! 〈Hℓ
1〉0

. (5.37)

Na expansão acima, o primeiro termo,ℓ = 0, é simplesmente a função de correlação Gaussiana,[G0(k)]ab =

〈φa(k)φb(−k)〉0.

Tomando-se conta do teorema LCT descrito na subseção anterior, a primeira contribuição à função de

correlação para além do propagador livre (Gaussiana) será

〈φa
i (y)H1φb

i (z)〉0 =
1

8

∫

d2x d2t
m

∑
c=1

n

∑
j,k=1

u(x− t)〈 φa
i (y)(φ

c
j (x))

2(φc
k(t))

2φb
i (z) 〉0. (5.38)

Como prescrito pelo teorema LCT, devem-se considerar na equação acima apenas os diagramas conexos, que

correspondem aos seguintes termos algébricos:

1

8

∫

d2x d2t
m

∑
c=1

n

∑
j,k=1

u(x− t)×

×
{

δijδjkδki[(G0(|y− x|))ac(G0(|x− t|))cc(G0(|t− z|))cb + (G0(|y− t|))ac(G0(|t− x|))cc(G0(|x− z|))cb] +

+ δij(G0(|y− t|))ac(G0(0))cc(G0(|t− z|))cb + δik(G0(|y− x|))ac(G0(0))cc(G0(|x− z|))cb
}

=
1

4

∫

d2xd2t u(x− t)
m

∑
c=1

[

(G0(|y− x|))ac(G0(|x− t|))cc(G0(|t− z|))cb +

+ n(G0(|y− t|))ac(G0(0))cc(G0(|t− z|))cb
]

. (5.39)

A transformada de Fourier correspondente é:

1

4

m

∑
c=1

(G0(k))ac

∫

d2q

(2π)2
(G0(q))cc [n û(0) + û(k+ q)] (G0(k))cb. (5.40)

Os diagramas que representam os dois termos da contribuiçãoacima são:

(a)

Diagrama D6.1

(b)

A linha pontilhada representa o propagador Gaussiano,G0(k). O número de laços é também o número de

fatoresn na ordem da contribuição do diagrama. O diagrama (a) não possui laços fechados e o diagrama (b) é
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multiplicado porn. Comou = O(1/n), a ordem absoluta dos diagramas é, respectivamente,1/n e1.

Fazendo a interação não local do termo quártico - representada emH1 - curto alcance, como em (5.23),

considera-seu(x− x′) = uδ(x− x′), ou equivalentemente,̂u(k) = u = cte, como em (5.4). Neste limite, os

dois diagramas são idênticos, embora suas expressões algébricas ainda se distingam pelos respectivos pré-fatores:

o diagrama (a) carrega o pré-fatoru = O(1/n), enquanto o diagrama (b) carrega o pré-fatorun = O(1)16.

Diagrama D6.2

A interação quártica sendo local, tal correção resulta independente dek. Observe-se que o diagrama (b)

dos Diagramas D6.1 corresponde ao termo de auto-energia na aproximação de Hartree.

A contribuição seguinte na expansão da função de correlação, que contémH2
1, será:

〈φa
i (y) H2

1 φb
i (z)〉0 =

1

82

∫

d2x d2t d2x′ d2t′
m

∑
c,d=1

n

∑
j,k,l,s=1

u(x− x′)u(t− t′)×

×〈 φa
i (y) (φ

c
j (x))

2 (φc
k(x

′))2 (φd
l (t))

2 (φd
s (t

′))2 φb
i (z) 〉0. (5.41)

A decomposição deste valor esperado em médias de pares constitui-se num número enorme de termos. Da con-

strução diagramática correspondente se vê que ocorrerão nove contribuições distintas apenas, nove diagramas com

suas respectivas multiplicidades, quais sejam:

(a) (b) (c)

(d) (e) (f) (g)

(h)

Diagrama D6.3

(i)

16As respectivas expressões são:

(a) ∝
u

4

m

∑
c=1

(G0(k))ac

∫

d2q

(2π)2
(G0(q))cc(G0(k))cb,

(b) ∝
u n

4

m

∑
c=1

(G0(k))ac

∫

d2q

(2π)2
(G0(q))cc(G0(k))cb.
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Diagramas (a) e (d) são multiplicados porn2 e sãoO(1), (c), (e), (f) e (h), porn e sãoO(1/n), e (b), (g) e

(i) não possuem laços fechados e portanto sãoO(1/n2). Tome-se o limiteu(x− x′) = uδ(x− x′), e o número de

diagramas distintos se reduz a três (como antes, os respectivos pré-fatores e fatores de simetria, ou multiplicidade,

dos Diagramas D6.3 se mantêm)17:

(a)

Diagrama D6.4

(b) (c)

Nos Diagramas D6.4, o diagrama (a) quebra a simetria esférica deG(k), pois introduz uma contribuição à

auto-energia, que depende dek, vetor:

∫

d2q d2q′

(2π)2
(G0(q))ab(G0(q

′))ab(G0(|k− q− q′|))ba =

=
∫

d2p

2π
(G0(|k− p|))ba

[

∫

d2q

2π
(G0(q))ab(G0(|p− q|))ab

]

. (5.42)

A correção do diagrama (b) à função de correlação é
∫ d2q d2q′

(2π)2
(G0(q))

2
ab(G0(q

′))bb. É possível reconhecer em (c)

a estruturaG0(k) σ G0(k) σ G0(k), ondeσab = σδab é precisamente a auto-energia da aproximação de Hartree,

equação (5.32), e corresponde à parte de auto-energia do diagrama (b) dos Diagramas D6.1 (excluídas as linhas

externas).

Ao se calcularem os termos subseqüentes na expansão (5.37),nota-se que uma estrutura similar ocorre em

todos: todas as potências da auto-energiaσ ocorrem na expansão. O mesmo pode ser dito de qualquer diagrama

Σ
(i)
ab (k) ocorrendo pela primeira vez em um termo ordemℓ emH1: este ocorrerá elevado a todas as potências

em termos de ordens subseqüentes, "acoplado" aG0(k) da mesma maneira queσ na equação (5.33). Nos termos

seguintes da expansão, ocorrem diagramasO(1/n) (e naturalmente também diagramas de maior ordem em1/n),

fornecendo contribuições irredutíveis à auto-energia quenão podem ser expressas pelas contribuições dadas nos

Diagramas D6.418. Ao se definir a auto-energiaΣab(k) = Σ
(1)
ab + Σ

(2)
ab (k) + · · ·+ Σ

(i)
ab

19, onde cada um dos

17A contribuição destes diagramas, no espaçok, é, respectivamente (desconsiderando pré-fatores):

(a) ∝ u2
m

∑
c,d=1

(G0(k))ac

[

∫

d2q d2q′

(2π)2
(G0(q))cd(G0(q

′))cd(G0(|k− q− q′|))dc
]

(G0(k))db

(b) ∝ u2
m

∑
c,d=1

(G0(k))ac

[

∫

d2q d2q′

(2π)2
(G0(q))cd(G0(q))dc(G0(q

′))dd

]

(G0(k))cb;

(c) ∝ u2
m

∑
c,d=1

(G0(k))ac

[

∫

d2q

(2π)2
(G0(q))cc

]

(G0(k))cd

[

∫

d2q

(2π)2
(G0(q))dd

]

(G0(k))db.

18Estas são correções que não ocorrem no termo de segunda ordem da expansão (aquele que carrega a potênciaH2
1), são consideradas menos

relevantes e não são incluídas na auto-energia da aproximação SCSA, como será descrito na próxima subseção.
19Este somatório pode ser uma série infinita truncada a uma certa precisão, no caso de existirem infinitas partes irredutíveis da auto-energia,

ou, alternativamente, a auto-energia pode conter apenas um número finito de partes irredutíveis.
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termos que compõem a auto-energia são irredutíveis,Σab(k) ocorrerá na equação paraGab(k) da seguinte forma:

Gab(k) = (G0(k))ab − (G0(k))ab Σab(k) Gab(k)

= (G0(k))ab − (G0(k))ab Σab(k) (G0(k))ab +

+ (G0(k))ab Σab(k) (G0(k))ab Σab(k) (G0(k))ab − · · · , (5.43)

já que, por definição, a auto-energia é toda parte de um diagrama que pode ser ligada ao resto do diagrama por

duas linhasG0. A equação acima é, de fato, uma equação de Dyson paraG:

G−1
ab (k) = (G0(k))

−1
ab + Σab(k), (5.44)

ondeG0(k) é a função de correlação Gaussiana, equação (5.10). A quantidadeΣab(k) pode ser calculada usando-

se diagramas que difiram dos diagramas paraGab(k) apenas pela ausência das duas linhas externasG0(k), e que

não possam ser divididos em duas partes unidas apenas por umalinhaG0(k) - isto é, irredutíveis.

Aproximação SCSA

Cada termo de dada ordem - em potências deu - na expansão dee−H1 na equação (5.37) apresenta termos

de diferentes ordens em1/n. Da mesma forma, termos de maior ordem emu também apresentarão contribuições

ordem1/n.

A contribuição ordem1/n a uma auto-energia deve conter uma linha tracejada - um fatoru - a mais que o

número de laços fechados de linhas sólidas - fatores∝
∫

d2p G0(p)G0(p− q) -, pois cada laço fechado introduz

um fatorn ao respectivo termo, que resulta da soma sobre as componentes vetoriais do parâmetro de ordem. Estes

laços fechados são comumente chamados “diagramas bolha”. Os diagramas com tal propriedade são os termos da

seguinte expansão:

= + + Diagrama D6.5+ · · ·

e somente estes. A ocorrência de cada um destes termos na expansão da função de correlação terá sinal alternado,

dependendo da paridade dos mesmos. A expansão representadapela linha ondulada (expansão D6.5), corresponde

à função:

Dab(k) ≡ v− v2Πab(k) + v3 (Π(k))2
∣

∣

∣

ab
+ · · ·

=
v

1+ vΠ(k)

∣

∣

∣

∣

∣

ab

, (5.45)
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ondev = uT compensa os fatores1/T trazidos porΠ(k), que é a função (matriz) de polarização.Dab(k) está,

portanto relacionada à matriz∼ (1 + Π)−1. A função de polarização é definida por (ver equação (5.42)):

Πab(k) =
∫

d2p

(2π)2
(G(p))ab (G(|k− p|))ba. (5.46)

As demais partes, que se conectam aos diagramas na expansão (5.45) para formar a auto-energia, serão ordem1:

estruturas irredutíveis com uma linha tracejada para cada laço fechado, ou nenhuma linha tracejada e nenhum laço

fechado. Os diagramas irredutíveis até ordem1/n serão estas partes, "conectadas" aos diagramas ordem1/n, na

expansão D6.5 (equação (5.45)).

As contribuições atéO(1/n) à expansão da função de correlação podem ser expressas nos três diagramas

(em que a única parte redutível aparece representada pela linha ondulada, funçãoD(k)):

(a)

Diagrama D6.6

(b) (c)

A linha ondulada representa a soma infinita dos diagramas ordem1/n, e se pode identificar o diagrama (c) nos

Diagramas D6.6 acima (excluídas as duas linhas externas) com a auto-energiaσ definida à equação (5.32), o

diagrama (b) dos Diagramas D6.4 como o primeiro termo do diagrama (b) dos Diagramas D6.6 acima, e o diagrama

(a) dos Diagramas D6.4 como o segundo termo do diagrama (a) acima. Note-se que as partes de auto-energia nos

diagramas D6.6 (b) e (c) são independentes de momentum.

Voltando à expansão (5.37), constata-se a ocorrência de todas as potências (inteiras positivas) das con-

tribuições à auto-energia nos Diagramas D6.4, “intercaladas” por propagadoresG0(k): G0(k)Σ(k)G0(k)Σ(k) · · · G0(k)

(ondeΣ(k) está para alguma destas contribuições). Observa-se, ademais, que ocorrem produtos entre as diferentes

contribuições dos Diagramas D6.4 (diagramas (a)-(c), excluídas as linhas externas). Somando-se a subsérie destas

contribuições, obtém-se a seguinte equação para a função decorrelação atéO(1/n):

Diagrama D6.7=

[

+ +

]

×
[

1 +

]

.

Analisando a expressão dentro do primeiro par de colchetes[ ˙], se reconhece o propagador de Hartree (a

expressão coincide com o lado direito da equação de Dyson (5.33)), onde a soma dos dois laços corresponde ao

traço do propagador completo ou, de forma equivalente, ao traço de um propagador de Hartree com a constante de

interaçãou renormalizada (u → D(q)):
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TrqG(q) = + ,

de modo que a expressão dentro do primeiro par de colchetes é dada por:G0(k) + G0(k)
(

TrqG(q)
)

G0(k), que

coincide com o lado direito da equação (5.33), isto é, tal expressão corresponde ao propagador de Hartree,G0(q).

A equação do Diagrama D6.7, portanto, equivale à equação de Dyson para o propagador completo:

Diagrama D6.8= + ,

onde a auto-energia é dada pelo diagrama

Σ(k) = Diagrama D6.9.

Os diagramas D6.8 e D6.9 definem a expansão SCSA para a função de correlação.

No processo de redefinição da auto-energia, absorveram-se no termo de massa do propagador de Hartree as

contribuições do Diagrama D6.6 (b) e (c) para a auto-energia, que são independentes de momentum, como descrito

a seguir. Define-se:σh = + = uTrq G(q). A última igualdade decorre da comparação deσh

com o lado direito do Diagrama D6.8.

A absorção das contribuiçõesσh a r0, que redefine o termo de massa do propagador livre parar ≡ r0 + σh

equivale à redefinição da auto-energia da SCSA paraΣ(k)− Σ(0), isto é, equivale à subtração de todos os termos

independentes de momentum das contribuições à auto-energia. Assim, a função de correlação a dois pontos na

aproximação SCSA é dada por:

G−1
ab (k) = (r+ J(k2 − k20)

2) δab −
gT

m
+ Σab(k). (5.47)

A modificação do peso estatístico em (5.17), que introduz umainteração efetiva entre réplicas distintas

(como mostrado na seção 5.3.3), transforma a função de correlação Gaussiana(G0)ab (equação (5.30)). Assim

também se transformam todas as funções do problema para matrizes no espaço de réplicas com uma estrutura

similar à de (5.30), já que, como se viu nas equações (5.35) e (5.36), as respectivas expansões (dentro da SCSA)

envolvem médias sobre distribuições Gaussianas, cuja medida é dada pelo peso estatístico de Hartree. Desta

maneira, é razoável propor que a estrutura das matrizes envolvidas se mantenha a mesma:

A = a11 + a2E, (5.48)

ondeE é a matriz com todos os elementos iguais a1 (um). A estrutura matricial da solução corresponde, portanto,

a uma solução réplica-simétrica (RS) [169].
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Em suma, o sistema de equações que define, dentro da SCSA, a matriz de correlação a dois pontos é:

G−1
ab (k) =

(

G−1
0 (k) + ΣG(k)

)

δab + ΣF (k) (1− δab), (5.49)

Σab(k) =
n

2

∫

d2p

(2π)2
Dab (p) Gab(p+ k), (5.50)

Dab(k) =
v

1+ vΠ(k)

∣

∣

∣

∣

∣

ab

, (5.51)

Πab(k) =
∫

d2p

(2π)2
(G(p))ab (G(|k− p|))ba. (5.52)

O sistema acima é consistentemente fechado inserindo-se naintegral (5.52) a matriz do propagador livre, em

ordem zero. Deve-se notar que nas equações (5.50) e (5.52) osprodutos são produtos simples entre elementos

das matrizesG0 e/ouD; as fórmulas não envolvem produtos matriciais. A definição da matrizD renormaliza a

interaçãou, e a aproximação de Hartree acaba sendo renormalizada de maneira correspondente.

5.3.4 Matriz da função de correlação no espaço de réplicas

Constatou-se acima que, devido ao alcance finito da interação no Hamiltoniano (5.4), a região intermediária

de temperaturas,TK < T < TD, caso ocorra,não é marcada por uma quebra completa de ergodicidade (ao

contrário do que ocorre em sistemas desordenados em campo médio) e o regime dinâmico neste intervalo de

temperaturas apresenta processos ativados. Este trabalho, entretanto, é desenvolvido dentro das aproximações da

RFOT, que se limitam a um cenário de quebra completa de ergodicidade abaixo deTD, no correspondente estático

do cenário proposto pela teoria deMode Coupling[179]. Tal quebra de ergodicidade, relacionada à emergência da

fase vitrosa, implica em um limitefinito para a função de correlação a dois tempos no limite de tempos infinitos:

C(∞) = C(r− r′) ≡ T−1 lim
t−t′→∞

〈φ(r, t)φ(r′, t′)〉 = T−1 lim
t→∞

〈φ(r, t)φ(r′, 0)〉, (5.53)

onde a segunda igualdade assume que se fixa a origemt′ = 0 em um instante posterior à instauração de um regime

estacionário no sistema (isto é, em que correlações dinâmicas são invariantes frente a translações temporais e,

portanto, dependem apenas da diferençat− t′)20. Ao contrário, na fase líquida, com relaxação exponencial,e em

que a ergodicidade é verificada, as correlações a tempos longos vão a zero.

É possível demonstrar que a função de correlaçãoGab(q) apresentará a mesma estrutura matricial de

(5.48) [180]. Propõe-se, assim, a exemplo do que é feito em [19], comoansatzpara a forma da soluçãoGab(q):

Gab(q) = G(q) δab +F (q) (1− δab), (5.54)

20Para tempos de espera suficientemente longos, no caso da fase líquida, ou para temperaturas suficientemente baixas,T < TD.
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ondeG(q) e F (q) são funções independentes dos índices de réplicas. Os elementos não-diagonais de (5.54)

correspondem à correlação entre réplicas distintas. Na fase líquida (correspondentemente, paramagnética), as

diferentes réplicas do sistema são descorrelacionadas, e amatrizGab(q) é diagonal (e proporcional à matriz iden-

tidade). Os elementos diagonais são, por definição, dados pela função de correlação instantânea:G(r − r′) ≡
T−1〈φ(r)φ(r′)〉. A correlação entre réplicas distintas deve ser finita apenas na fase de vidro. Argumenta-se, as-

sim, que os elementos fora da diagonal de (5.54) devem corresponder a um “parâmetro de ordem“ da transição

dinâmica emTD.

A emergência de uma fase vitrosa no sistema, marcada por uma entropia configuracional não-nula em um

intervalo de temperaturasTK < T < TD, está portanto ligada à ocorrência de elementos não-diagonais na matrizG,

ou seja, quando a correlação entre réplicas distintas existe - o que força as réplicas a condensarem no mesmo estado

metaestável da superfície de energia livre do sistema replicado. Alternativamente, carcateriza-se a emergência da

fase de vidro pela descontinuidade na função de correlação adois tempos assintótica,F (r− r′) = C(∞), de zero

emT > TD para um valor finito emT < TD.

O método de réplicas de fato torna possível uma análise de equilíbrio das propriedades dos estados metaestáveis,

embora estes sejam definidos em um contexto dinâmico. A estrutura matricial de (5.54) e o significado físico de

F (q) podem ser elucidados quando se estabelece a equivalência entre a solução estacionária da dinâmica de

Langevin do sistema e a estatística canônica do mesmo. Em [180], Crisanti prova que o limitet − t′ → ∞ da

função de correlação de equilíbrio a dois tempos

C(x, t; x′, t′) = 〈φ(x, t)φ(x′, t′)〉eq (5.55)

de um sistema desordenado cuja solução estática possui estrutura 1RSB pode ser obtido através da teoria estática

do sistemam-vezes replicado, no limitem → 1. Observe-se que a estrutura matricial ”réplica-simétrica“ (5.54)

no esquema de réplicas aqui aplicado corresponde à estrutura 1RSB (com uma quebra de simetria de réplicas) no

esquema de réplicas convencional. [Ver Apêndice B.2.] Voltando aoansatz(5.54), tal resultado permite identificar

F (q) com a função de correlação a dois tempos no limitet− t′ → ∞: F (r− r′) = C(∞).

Devido à descontinuidade associada à transição emT = TD, que caracteriza a transição vitrosa como

um efeito não-linear sobreGab(q), uma teoria perturbativa na correção não-diagonalΣF (q) à auto-energia não

é sensível a esta transição e só fornece paraΣF (q) a solução trivial. A aproximação de Hartree é insensível à

(eventual) ocorrência da fase de vidro. No contexto desta aproximação, os elementos não-diagonais da matriz de

correlação (5.33) vão a zero de maneira trivial no limiteg → 0 (da mesma maneira que acontece na equação

(5.30) para o propagador gaussiano). Isto também indica queo propagador de ordem zero,G0(q), será diagonal.

Já no contexto da SCSA, onde uma subsérie infinita de diagramas é somada à auto-energia, a existência da fase

de vidro pode ser verificada. A matriz de correlaçãoGab(q) será não-diagonal, portanto, se a correção da SCSA à

auto-energia for não-nula paraΣF (q).
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Está claro que a estrutura (5.54) se verificará se e somente sea auto-energiaΣab(q) for dada por:

Σab(k) = (ΣG(k)− ΣF (k))δab + ΣF (k). (5.56)

Como produtos matriciais entre matrizes do tipo (5.48), e a inversa de matrizes deste tipo, todos herdam a

mesma estrutura matricial:

A = a11 + a2E; B = b11 + b2E =⇒ AB = (a1b1)1 + (a1b2 + a2b1 +ma2b2)E;

A−1 =
1

a1
1 − a2

a1(a1 +ma2)
E, (5.57)

infere-se para a estrutura deDab(k) e Πab(k) (equações (5.45) e (5.46)) no espaço de réplicas:

Dab(k) = (DG(k)−DF (k))δab +DF (k), (5.58)

Πab(k) = (ΠG(k)− ΠF (k))δab + ΠF (k). (5.59)

Ademais das equações (5.45), (5.46) e (5.50), para fechar o sistema de equações da aproximação, tem-se a

equação de Dyson (matricial):

[

G−1(q)
]

ab
= [G−1

0 (q) + ΣG(q)] δab + ΣF (q) (1− δab), (5.60)

ondeG0(q) é a correlação de Hartree (5.33).

A equação acima paraG−1(q) define as funções diagonal e não-diagonal da matriz de correlação no espaço

de réplicas (equação (5.54)), dentro da aproximação SCSA:

G−1(q) = G−1
0 (q) + ΣG(q) (5.61)

F (q) = G(q)− G(q)
1− ΣF (q)G(q)

≡ G(q)−K(q), (5.62)

onde, a exemplo da referência [19], definiu-se a funçãoK(q), cuja "semelhança" comG(q) mede a proximidade

da solução à fase líquida. No estado líquidoK(q) = G(q), e as correlações decaem exponencialmente com o

tempo, isto é,F (q) = 0. Na fase de vidro, tem-se0 < K(q) < G(q), e a correlação a tempos longosF (q) é

finita. K(q) pode ser interpretada como uma função resposta estática (retardada) do sistema [19].

5.3.5 Funções não-diagonais no espaço de réplicas: emergência da fase de vidro

Como acima argumentado, a emergência de uma correlação finita entre réplicas distintas, isto é, fora da

diagonal no espaço de réplicas, é a assinatura da emergência, emT = TD, de uma fase de líquido superresfriado

147



e, mais abaixo, uma transição de fase a um estado termodinâmico amorfo, emT = TK. Da equação (5.62), fica

claro que a condição para tal está na ocorrência da funçãoΣF (k) 6= 0.

Naturalmente, o cálculo das auto-energias diagonalΣG(k) e não-diagonalΣF (k) envolve a matrizDab(k)

e, por conseguinte,Πab(k). Das equações (5.58) e (5.45), e das identidades (5.57), obtêm-se:

DG(k) =
1

v−1 + nΠG(k)
, (5.63)

DF (k) = DG(k)−
DG(k)

1− ΠF (k)DG(k)
. (5.64)

Da mesma forma, da estrutura deΠab(k), equação (5.59), no espaço de réplicas, juntamente com a equação

(5.46) (onde os produtos não são produtos matriciais, são produtos simples entre elementos matriciais), obtêm-se:

ΠG(k) =
∫

d2p

(2π)2
G(p) G(p+ k), (5.65)

ΠF (k) =
∫

d2p

(2π)2
F (p)F (p+ k), (5.66)

ondeG(p) em (5.65) e (5.62) será substituída porG0(p) de (5.33) para fechar de forma auto-consistente a aproxi-

mação SCSA.

5.3.6 Expansão SCSA para a energia livre de Helmholtz

A relação (4.5) obtida no capítulo anterior relaciona a entropia configuracionalSc à energia livre de Helmholtz

do sistema replicado no limitem → 1: Sc( f ) = m2

T
∂F(m,T)

∂m

∣

∣

∣

m=1
. Assim, a verificação da ocorrência de uma fase

de vidro no sistema (equivalentemente, da ocorrência de umaentropia configuracional finita,Sc 6= 0, abaixo de

dada temperatura) no contexto da SCSA depende da determinação da energia livre de Helmholtz do sistema repli-

cado,F(m, T), dentro desta aproximação. Dentro deste propósito, demonstra-se abaixo a relação entreF(m, T) e

a função de correlaçãoG e outras funções definidas no contexto da expansão SCSA.

Em [181], A. J. Bray obtém os três primeiros termos da expansão auto-consistente de interação blindada

(renormalizada) para a energia livre de Helmholtz (total),até ordemO(n−1). No presente trabalho, consideram-se

todos os diagramas até ordemO(n−1) para adensidade de energia livre por componente. Derivações alternativas

podem ser encontradas em [182,183].

A contribuiçãoO(n0) corresponde à aproximação de campo auto-consistente de Hartree. Como se sabe,

os diagramas de Hartree que entram na equação de Dyson para a função de correlação a dois pontos devem ser

todos aqueles que possuam o mesmo número de laços (cada laço carrega um fatorn) que de linhas de interação

(que carregam um fatoru = O(n−1)).
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= + Diagrama D6.10,

onde a linha cheia representa o propagador de Hartree (5.14)e a linha pontilhada, o propagador Gaussiano (5.10),

como na seção anterior. Em representação algébrica:

G0(k) = G0(k) + G0(k)

(

∫

dq G0(q)

)

G0(k) = G0(k)
[

1+
(

TrqG0(q)
)

G0(k)
]

. (5.67)

Considerando-se a identidade termodinâmica para a entropia total do sistema:

S = − ∂F

∂T
∝ − ∂F

∂r0
=

∂ logZ

∂r0
=

= lim
g→0+

∂

∂r0
log

{

∫

∏ dφa
i (x) exp{−β ∑

a

H[φa]− g

2m

m

∑
a,b=1

n

∑
i=1

∫

d2x φa
i (x) φb

i (x)}
}

=

= lim
g→0+

1

Z(m, β)

{

−1

2

∫

∏ dφa
i (k)

(

Trk
n

∑
i=1

m

∑
a=1

φa
i (k) φa

i (−k)

)

×

× exp

{

−β ∑
a

H[φa]− g

2m

m

∑
a,b=1

n

∑
i=1

∫

d2q φa
i (k− q) φb

i (q)

}}

=

= −1

2
lim
g→0+

(n ·m)Trk G0(k), (5.68)

onder0 = a(T − T∗)/T∗ é o termo de massanu (bare) (ver equação (5.10)). A contribuição de Hartree (O(n0))

à energia livre de Helmholtz será portanto:

f (0) ≡ F0(m, β) = −
∫

S dr0 =

=
1

2
lim
g→0+

(n ·m)
∫

dr0 Trk G0(k) =

=
1

2
lim
g→0+

(n ·m)Trk

∫

dG(k)
G(k)

1

(1− Σ(k)G(k)) =

=
1

2
(n ·m)Tr log

[

1− Σ(k)G(k)
G(k)

]

= −1

2
Tr log G−1(k)− 1

2
Tr log (1− Σ(k)G(k)) ≈

≈ −1

2
Tr log G−1(k) +

1

2
Tr (Σ(k)G(k)) +O(n−2), (5.69)

onde a última igualdade decorre de serΣ(k)G(k) = O(n−1). A ocorrência da contribuiçãoO(n−1) no termo

de Hartree decorre de haver-se expressado o propagador de HartreeG0(k) como a diferença entre o propagador

SCSA,G(k), e a auto-energiaΣ(k), que éO(n−1).

Considera-se uma expansão para a densidade de energia livrede Helmholtz por componente do parâmetro

de ordem: f = F/(nm) = f (0) + (nm)−1 f (1) + (nm)−2 f (2) + . . .. As próximas contribuições af (m, β),

O(n−1), O(n−2), etc, podem ser determinadas diretamente dos diagramas de Feynman para a energia livre.

A soma da subsérie de diagramasO(n−1) permite considerar, caso ocorram, contribuições não-perturbativas à

149



energia livre através da renormalização do parâmetro da expansão,u = O(n−1) (interação blindada ou ”dressed

interaction“). ComoF ∝ logZ, sabe-se, do teorema LCT, que estes diagramas serão todos diagramas conectados

e semlinhas externas [176] (ver Apêndice B.1). Dentre estes, em particular, aqueles diagramas que possuírem

mesmo número de laços e de linhas de interação (linhas tracejadas) contribuirão af (1), que éO(n0). A expansão

D6.11 representa a série infinita destes diagramas.

+ + Diagrama D6.11+ · · ·

É fácil verificar que cada diagrama da expansão D6.11 possuindo j laços é invariante frente ao grupo de

simetriaCπ
j
, isto é, o diagrama comj laços carrega um fator1/j, e a simetria interna do laço, por sua vez, carrega

um fator1/2 à expressão algébrica do diagrama [177]. Levando-se em conta os fatores de simetria respectivos a

cada diagrama da série, obtém-se a seguinte expressão paraf (1):

f (1) =
∞

∑
j=1

1

2 j
Trq (−1)j+1 uj (Trk G(k)G(k+ q))j =

1

2
Trq log (1+ u Π(q)) ∝

1

2
Tr D−1, (5.70)

a menos de uma constante aditiva irrelevante.

Somando as contribuições (5.69) e (5.70) (com os respectivos sinais e pré-fatores), obtém-se para a energia

livre de HelmholtzF(m, T) = −T logZ(m, β), até ordemO(n−1):

m F(m, T)

T
=

1

2
Tr log G−1 +

1

2
Tr D−1 − 1

2
Tr (ΣG) . (5.71)

5.3.7 Obtenção da temperatura ”espinodal”TD: condição para a ocorrência do líquido

superresfriado

Viu-se que a informação relevante sobre a fase de vidro na matriz de correlaçãoGab(q) no espaço de réplicas

está contida nas correlações entre réplicas distintas,F (q), que correspondem a correlações a dois tempos no limite

assintótico. Quando aplicada a um sistema formador de vidro, a expansão SCSA de Bray [27] para a correlação

G(q) não é completa, já que, diferentemente dos elementos diagonais da matriz de correlação, os elementos fora

da diagonal são dados por uma correlação dinâmica. Para contornar este problema, fazem-se necessárias hipóteses

adicionais sobre a matrizGab(q). Westfahl, Schmalian e Wolynes [18, 19, 184], ao introduzirem umansatzpara a

função dinâmicaF (q), conseguiram fechar a expansão para a matrizGab(q) de forma auto-consistente. Os autores,

ademais, propuseram uma interpretação coerente para o mecanismo de formação da fase de vidro em sistemas com

interações competitivas em diferentes escalas de distância, que condiciona a ocorrência da fase desordenada a uma

relação entre o comprimento de correlaçãoξ e o comprimento de modulaçãolm de tais sistemas. Ocorre que tal

150



mecanismo está estreitamente ligado a um comprimento dinâmico, λ, que mede o “grau de fluidez” dos padrões

da fase lamelar no sistema, e corresponde ao deslocamento quadrático médio de defeitos no sistema.

Viu-se na seção 5.3.3 que o sistema de equações (5.49)-(5.52) da aproximação SCSA deve ser fechado de

forma consistente com a matriz do propagador de ordem zero. Entretanto, a expansão SCSA é desenvolvida em

torno do comportamento estático do sistema. Ora, viu-se na seção 5.3.4 que as réplicas do sistema introduzem

funções de correlação dinâmicas ao problema. Portanto, a aproximação SCSA apenas não fornece os elementos

fora da diagonal da matriz de correlaçãoGab(q) - correspondentes à correlação entre réplicas distintas -,em ordem

zero, que devem ser inseridos na equação (5.52) a fim de tornaro sistema consistente. Melhor dito, a SCSA, como

proposta por Bray [27], não fornecea priori a funçãoF0(q).

No caso da aproximação SCSA no espaço de réplicas, faz-se necessária, em função da estrutura da equação

(5.62), uma suposição adicional sobre a própria auto-energia ΣF (k). Supõe-se então que a dependência desta

função no momentum seja fraca, e onde ocorre o produtoG(k)ΣF (k), a dependência no momentum seja deter-

minada porG(k). Esta suposição deverá ser verificadaad hoc.

Uma forma alternativa de abordar esta aproximação é propor que abaixo da temperatura “espinodal“TD,

em que passa a existir uma solução de líquido superresfriado(não-ergódico), a funçãoK(q) tenha a mesma forma

funcional deG(q). Acima deTD, tem-seK(q) = G(q), de modo que a correlação a dois tempos assintótica

se anula no limitet − t′ → ∞. Propõe-se que o ”termo de massa“ emK(q) sofre uma descontinuidade de

zero acima deTD para um valor finitoζ = ζ(T) abaixo deTD, e comoansatzpara a função inversa resulta:

K−1
0 (q) = ζ + J(q2 − k20)

2. Assim, paraT . TD, para todoq, F (q) = G(q) − K(q) << 1. De (5.62),

ΣF (q) = G−1(q) − K−1(q), que está em acordo com a suposição acima de queΣF seja aproximadamente

independente de momentum. De fato, substituindoG0(k) paraG(k), eK0(k) paraK(k):

ΣF ≈ r− ζ. (5.72)

Com oansatzproposto para o termo de ordem zero da função de correlação dinâmica no limite assintótico,

F (q), se completa de forma apropriada o sistema de equações da SCSA generalizada ao espaço de réplicas (5.49)-

(5.52).

Líquido superresfriado como fase desordenada de defeitos com baixa mobilidade

A análise dimensional da função de correlaçãoG0 (equação (5.33)) e a consistência dimensional requerida

pela equação (5.60) mostra queΣF (k) possui dimensão (comprimento)−2, como no caso do gás de Coulomb

frustrado [19]. Introduz-se assim um novo comprimento característico,λ, relacionado aΣF (q) através de

ΣF (qm) ≡ −(2/λ)2. (5.73)
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Enfatizou-se acima que a quebra de ergodicidade na transição dinâmica emT = TD é marcada pelo

“parâmetro de ordem“F (q), que se anula acima da transição. Tal fato, aliado à definiçãode ΣF (qm), equação

(5.73), permite inferir que o comprimentoλ deve ter um papel importante no mecanismo da transição dinâmica.

Em particular, tal comprimento deve estar relacionado a umapropriedade dinâmica do sistema, dada a natureza

dinâmica deF (q) e, por conseguinte, deΣF (q). Ademais, da definição (5.73), é lícito afirmar que acima da

transição o comprimentoλ deve ser infinito.

Acima deTD, a fase de líquido isotrópico é caracterizada por muitos (escalando exponencialmente com

o tamanho do sistema) defeitos ao padrão de faixas. A fluidez do sistema, entretanto, permite que estes defeitos

evoluam espacialmente, movendo-se dentro da amostra. Doisdefeitos compatíveis, aproximando-se suficiente-

mente um do outro, podem se aniquilar mutuamente, reduzindoa desordem do sistema. Quando se resfria o

sistema, espera-se que a mobilidade dos defeitos evidentemente diminua. A desordem da fase de vidro neste

sistema se origina da multiplicidade de defeitos ”congelados“ ao padrão de faixas. A emergência do líquido super-

resfriado abaixo deTD deve corresponder a uma condição sobre a mobilidade dos defeitos, de modo a que a taxa

de aniquilação de pares de defeitos se torne nula - ou suficientemente baixa (Figura 5.4). Neste contexto, o com-

primento dinâmicoλ pode ser interpretado como o deslocamento quadrático médiode defeitos em uma amostra,

ou comprimento de Lindemann para os defeitos no sistema.

Como os defeitos acima mencionados são desvios ao padrão de faixas, o comportamento relevante do

sistema deve estar contido nas funçõesΣF (qm) e F (qm), calculadas em|q| = qm = 2π/lm, onde lm é o

comprimento de modulação do padrão de faixas (e, eventualmente em menor grau, em valores de|q| que sejam

frações deqm: qm/2, qm/3, etc). Daí a relação (5.73) estabelecida entreΣF (qm) e λ. Note-se que para o

modelo estudado neste trabalho, (eq. (5.4)), o vetor de modulaçãoqm ≈ k0, é aproximadamente independente de

temperatura.

Restringe-se assim o cálculo da auto-energia não-diagonala ΣF (qm), ondeqm é o vetor de onda que

maximiza o fator de estruturaG0(k), ou seja, o inverso da largura média das faixas em equilíbrio. Substituindo

paraΣF em função deλ em (5.72):

λ−1 =
1

2

√

ζ − r. (5.74)

A temperatura ”espinodal“TD é obtida através da equação algébrica para o par de parâmetros (r, ζ) dada

de um lado, pela expressão (5.72) paraΣF (qm) (conseqüência doansatzproposto para a funçãoK0(q)), e de

outro, pela expressão paraΣF (qm) obtida através da inserção deG0(q) eK0(q) na equação (5.52) e resolução do

sistema (5.49)-(5.52). A solução paraΣF (qm) do referido sistema é:

ΣF (qm) =
∫

d2p

(2π)2
DF (p)F (|p+ qm|), (5.75)
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que é uma função der e ζ. A equação acima, (5.75), juntamente com (5.72), define uma equação algébrica para

os parâmetrosr e ζ. A soluçãor = ζ sempre existe e corresponde ao estado líquido. Na ocorrência de outra

solução não trivial, definem-se os valores do comprimentoλ e de temperatura em que emerge a fase de líquido

superresfriado.

Expandindo-se a soluçãoΣF (qm) do sistema (5.49)-(5.52) em série de potências, a equação algébrica para

(r, ζ) se torna uma equação polinomial. A raizr̃ = ζ̃ sempre existe, corresponde ao estado líquido e pode ser

fatorada. Na ocorrência de solução não trivial, a temperatura da transição dinâmicaTD é aquela em que surgem

raízes(r̃, ζ̃), com r̃ < ζ̃ (lembrando quer ∝ T, da equação de auto-consistência da aproximação de Hartree). O

comprimento de LindemannλD, na transição dinâmica, será dado por21: λD = 1
2

√

ζ̃(TD)− r̃(TD).

Estas soluções, quando existem, correspondem a uma temperatura, a temperaturaTD da transição dinâmica,

abaixo da qual o líquido é superresfriado, e o sistema pode ficar preso em um estado desordenado metaestável. Esta

temperatura é determinada pela equação de auto-consistência de Hartree:

r(T) = r0 + 2(n+ 2) u TG0(x = 0), (5.76)

ondeu é uma interação renormalizada porD(q). A temperatura espinodalTD do modelo (5.4) é determinada na

Seção 5.4 abaixo, para a qual se obtémTD = (r−r0)
u(2−k0)

, onder, se existir, é o supremo das soluções da equação

algébrica correspondente, e é uma função dos parâmetros livres do modelo.

A cada temperatura (5.92) (Seção 5.4, abaixo) corresponderá um valorr̃ do termo de massa, e a cada

valor der̃, por sua vez, corresponderá um par(r̃, ζ̃), solução da equação algébrica mencionada. O comprimento de

Lindemannλ = 2/
√

ζ̃ − r̃, pode então ser determinado a partir do par(r̃, ζ̃) obtido, como função da temperatura.

Acima da temperaturaTD(r), isto é, parar > r, a equação algébrica não possui solução real comr
ζ < 1, e apenas

subsiste a solução de líquido, que corresponde ar = ζ, e portantoλ = ∞. De fato, espera-se que na fase de líquido

os defeitos encontrem-se livres para evoluir no sistema. A divergência deλ indica que o deslocamento quadrático

médio dos defeitos neste regime é a dimensão linear do sistema. Abaixo deTD, se existir ocrossoverdinâmico,

espera-se queλ seja finito e decresça com a temperatura decrescente. A mobilidade dos defeitos é limitada, de

modo que a taxa de ”regeneração“ de defeitos por aniquilaçãoentre pares seja (aproximadamente) zero.

Para o gás de Coulomb frustrado em três dimensões [19], a condição sobre o deslocamento quadrático médio

dos defeitos no sistema para a emergência do líquido superresfriado resulta em um valor finito paraλD . 2
3 lm

(ondelm é o comprimento de modulação do gás de Coulomb frustrado). É interessante constatar que em [19], a

condição encontrada para a ocorrência de fase desordenada abaixo deTD não impõe defeitos perfeitamente fixos

no sistema, a mobilidade é pequena, mas ainda finita atéT → T+
K . Tal condição impõe um supremo à relação

entreλ e qm (vetor de modulação do sistema à temperaturaT), e é evidentemente menos restritiva que a condição

de defeitos congelados (λ = 0).

21ParaTD finita, espera-se um comprimentoλD finito.
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Figura 5.4:Representação do cenário proposto por Westfahl e colaboradores na emergência da fase de vidro: acima, na fase de líquido, os
defeitos têm mobilidade alta, e podem se aproximar, aniquilando-se em pares; abaixo, na fase de vidro, os defeitos têm mobilidade finita porém
limitada, de modo que não se aproximam o suficiente para se aniquilar mutuamente [19].

5.3.8 Entropia Configuracional

Obtida a temperaturaTD em que emerge a fase de líquido superresfriado22, resta calcular a entropia config-

uracionalSc do modelo.Sc será finita abaixo deTD, acusando a presença de um número exponencialmente grande

de estados metaestáveis, responsáveis pela dinâmica lentado sistema. A dinâmica (lenta) de um líquido superres-

friado é intrinsecamente ligada ao comportamento termodinâmico observado. No contexto da aproximação SCSA,

a energia livreF(m, β) pode ser calculada através das funções de correlação instantânea,G(k), e a dois tempos,

F (k), através da equação (5.71):

2m F(m)

T
= Tr logG−1 + Tr logD−1 − TrΣG. (5.77)

A entropia configuracional, por sua vez, é obtida a partir deF(m, β), pela equação (4.5).

Extrapolando a entropia configuracional atéSc(TK) = 0 obtém-se a temperatura de KauzmanTK, onde o

estado amorfo se torna tão estável quanto o esmético.

A estrutura matricial no espaço de réplicas da matriz de correlaçãoGab(k) revela que esta e as demais

matrizesDab(k) e Σab(k), de ordemm, são do tipo Toeplitz, com uma estrutura tipo RS (réplica simétrica, no

esquema de quebra de simetria de réplicas de Parisi):

T =



















a b b · · ·
b a b · · ·
b b a · · ·
...

...
...

...
. . .



















,

22Neste regime, o sistema experimental, resfriado a uma taxa finita, pode “vitrificar”, ficar preso em um dos estados metaestáveisdesorde-
nados.
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cujos autovalores são:

ε0 = a+ (m− 1)b, não-degenerado,

ε1 = a− b, (m− 1) vezes degenerado. (5.78)

No argumento do logaritmo no primeiro termo de (5.77) tem-se(G−1)ab = (G−1
0 + ΣG)δab + ΣF (1− δab) =

G−1δab + ΣF (1− δab), e o primeiro termo é dado por:

Tr logG−1 =
∫

d2q

4π2

{

log
[

G−1
0 (q) + ΣG(q) + (m− 1)ΣF (q)

]

+ (m− 1) log
[

G−1
0 (q) + ΣG(q)− ΣF (q)

]}

.

(5.79)

Da mesma forma, do segundo termo vem(D−1)ab = (v−1+ΠG)δab +ΠF (1− δab) = D−1
G δab +ΠF (1− δab),

de forma que se obtém, para o segundo termo:

Tr logD−1 =
∫

d2q

4π2

{

log[D−1
G + (m− 1)ΠF ] + (m− 1) log[D−1

G − ΠF ]
}

. (5.80)

Para o terceiro termo, tem-se(ΣG)ab = (ΣG − ΣF )(G − F )δab + (ΣG − ΣF )F + (G − F )ΣF +

mΣFF , de maneira que:

Tr ΣG =
∫

d2q

4π2
m(ΣGG + (m− 1)ΣFF ). (5.81)

A entropia configuracional é obtida a partir da energia livreatravés da equação (4.5):Sc(T) =
1
T

∂F(m,T)
∂m

∣

∣

∣

m=1
.

Assim:

Sc(T) = lim
m→1

∂

∂m

∫

d2q

4π2

1

2m

{

log
[

G−1
0 + ΣG + (m− 1)ΣF

]

+ (m− 1) log
[

G−1
0 + ΣG − ΣF

]

+

+ log[D−1
G + (m− 1)ΠF ] + (m− 1) log[D−1

G − ΠF ] +

−m(ΣGG + (m− 1)ΣFF )

}

(5.82)

Sc(r, ζ) =
1

2

∫

d2q

4π2

{

− log(G−1(q))− log(D−1
G (q)) +

ΣF (q)
G−1(q)

+ log(G−1(q)− ΣF (q)) +

+
ΠF (q)
D−1

G (q)
+ log(D−1

G (q)− ΠF (q))− ΣF (q)F (q)

}

Sc(r, ζ) =
1

2

∫

d2q

4π2

{

− log

[

1− F (q)

G(q)

]

+ log

[

1− vΠF
1+ vΠG

]

− F (q)

G(q) +
vΠF

1+ vΠG

}

, (5.83)

já que, da equação (5.62):ΣF = G−1(q)− [G(q)− F (q)]−1, e da equação (5.63), tem-se:D−1
G (q) = 1

v [1+

vΠG(q)]. ParaG(q) eF (q) tomam-se as funções a ordem zero.

A entropia configuracional resultante de (5.83) será funçãodos parâmetrosr e ζ, já que as funçõesG(q) e

155



ΠG(q) dependem der, enquantoF (q) e ΠF (q) dependem deζ. A fim de expressar a entropia configuracional

(5.83) como função da temperatura explicitamente, deve-serecorrer à equação algébrica descrita na Seção 5.3.7,

cujas raízes(r̃, ζ̃) fornecem as soluções de líquido superresfriado para cada temperaturaT < TD dada.

5.4 Da Fase de Vidro no Modelo Proposto

Para verificar a existência de uma fase de vidro no modelo (5.4), faz-se necessário obter uma temperatura

espinodalTD, abaixo da qual a entropia configuracionalSc(T) do modelo, por sua vez obtida através da equação

(5.83), seja finita. Da extrapolação deSc(T) para temperaturas mais baixas, pode-se ademais determinara tem-

peratura de KauzmanTK, onde a entropia configuracional do modelo se anula (crise deentropia).

Da descrição acima, é evidente que tal análise deve partir docálculo da matriz de polarizaçãoΠab(q) do

modelo, isto é, da inserção das funçõesG0(q) e F0(q) nas integrais (5.52) (ou, equivalentemente, (5.46)). As

convoluções (5.66) e (5.65) resultam equivalentes a:

ΠG(k) =
∫

d2x ei(k·x) G2
0(x),

ΠF (k) =
∫

d2x ei(k·x) F20 (x). (5.84)

Abaixo, desenvolve-se a obtenção dos elementos diagonal e fora da diagonal da matriz polarizaçãoΠab(q).

Função de CorrelaçãoG0(x) no espaço direto

No espaço de momentum, a recíproca da função de correlaçãoG0(k) é dada por (equação (5.14)):

G−1
0 (k) = r+ J(k2 − k20)

2, (5.85)

que é uma função polinomial emk: G−1
0 (k) = a k4 + b k2 + c = a(k2 − α2)(k2 − (α∗)2), onde:a = J = δ

4k20
,

b = −2 J k20 e c = r+ J k40, e a raiz:α± = ± k0

√

1+ i
k20

√

r
J .

A transformada inversa deG0(k):

G0(|x− x′|) =
∫

d2k

(2π)2
G0(k) e

ik·(x−x′) =
∫ ∞

0

dk

(2π)2
k G0(k)

∫ 2π

0
dθ eik |x−x′| cos θ

=
1

2π J

∫ ∞

0
dk

k J0(k|x− x′|)
(k2 + (i α)2)(k2 + (i α∗)2)

=
1

2π J (α2 − (α∗)2)

[

∫ ∞

0
dk

k J0(k|x− x′|)
k2 + (i α)2

−
∫ ∞

0
dk

k J0(k|x− x′|)
k2 + (i α∗)2

]

, (5.86)
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onde J0(z) = 1
2π

∫ 2π
0 dθ eiz cos θ é a função de Bessel de ordem zero. No caso de pólos imaginários puros no

integrando, a função de correlação correspondente no espaço direto é dada por [96]:

G0(|x− x′|) =
1

2π J((α∗)2 − α2)
[K0(α|x− x′|)− K0(α

∗|x− x′|)]

=
1

2π J(−i4αRαI)
[K0(α|x− x′|)− K0(α

∗|x− x′|)], (5.87)

ondeK0(z) é a função de Hankel de ordem zero, de argumento imaginário,Kν(z) =
πi
2 e

iπν/2H
(1)
ν (iz). Pode-se

tomar a continuação analítica de (5.87) para qualquer valorreal der, isto é, paraα em geral complexo. Esta função

possui como aproximação assintótica, para argumentos grandes:

K0(z) ≃
√

π

2z
e−z, |z| >> 1. (5.88)

G0(x) tem como aproximação assintótica, para|x| >> 1:

G0(|x| >> 1) =
1

4
√
2π J αR αI

e−αI |x|

(α2
R + α2

I )
1/4

sin(αR|x| − 1
2 arg(α) +

π
4 )

|x|1/2 , (5.89)

ondeαR e αI são, respectivamente, as partes real e imaginária deα (αR, αI > 0). Da expressão acima identificam-

se claramenteαR = km e αI = 1/ξ, o vetor de onda de modulação e a recíproca do comprimento de correlação,

respectivamente. Em particular, espera-se, na fase ordenada: ξ > 2π/km, ou seja,αI << αR, isto é, para que as

faixas caracterizadas por um comprimento de modulaçãolm = 2π/qm se ordenem de forma coerente, é necessário

que o comprimento de correlação no sistema,ξ, seja superior alm. De fato, quanto maiorξ, mais estável será a

fase modulada.

A dependência deαR com a temperatura é fraca. Em primeira aproximação,

α ≈ k0

(

1+ i
1

2k20

√

r

J

)

. (5.90)

Assim, o vetor de modulaçãoαR em primeira aproximação é constante:αR ≃ k0.

A função respostaK0(k), possui a mesma forma funcional deG0(k), com o intercâmbior por ζ. Assim,

correspondentemente, tem-se, para a respectiva transformada ao espaço direto:

K(x) =
1

2π J((β∗)2 − β2)
[K0(β|x|)− K0(β∗|x|)] , (5.91)

ondeβ = βR + iβ I é uma raiz (β+) da equaçãoK−1
0 (k) = 0. Analogamente,β± = ±k0

√

1+ i 1
k20

√

ζ
J .

Eventualmente, far-se-á necessário calcular o limite para|x| → 0 de G0(x). Para tal, toma-se o limite
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correspondente de (5.87)23. Resulta, para este limite:limx→0(K0(α|x|) − K0(α
∗|x|)) ≈ −2 arctan(ya). Este

limite é importante, por exemplo, para se obter a dependência com a temperatura das soluções(r(T), ζ(r(T))) da

fase de vidro, dadas pela equação algébrica descrita na Seção 5.3.7. Da equação (5.76) naquela Seção, tem-se:

T = (r− r0)
2π Jk0αI

(n+ 2) u arctan
(

αI
k0

) ≈ (r− r0)

u(2− k0)

1

(1− y2a/3)
≈ (r− r0)

u(2− k0)
, (5.92)

que relaciona o termo de massa renormalizado com a temperatura do sistema.

Matriz de Polarização Π(k)

As integrais envolvidas emΠG e ΠF (equação (5.84)), respectivamente) são dadas por:

I1(q) =
∫

d2x ei(q·x) G2
0(x) =

∫

dr r 2π J0(qr) G2
0(r),

I2(q) =
∫

d2x ei(q·x) K2(x) =
∫

dr r 2π J0(qr) K2(r), (5.93)

I3(q) =
∫

d2x ei(q·x) G0(x) K(x) =
∫

dr r 2π J0(qr) G0(r)K(r),

ondeJ0(z) é a função de Bessel de ordem zero, resultante da integral na variável angular, já definida anteriormente.

No Apêndice B.3, apresentam-se detalhes da obtenção deΠG(q) e a respectiva expansão. A função de polarização

diagonal,ΠG(q), é dada por:

ΠG(q) =
1

π J2((α∗)2 − α2)2





sinh−1 ( q
2α

)

q
√

4α2 + q2
+

sinh−1 ( q
2α∗
)

q
√

4(α∗)2 + q2
− 2

sinh−1
(

1
2|α|
√

(α − α∗)2 + q2
)

√

(α + α∗)2 + q2
√

(α − α∗)2 + q2



 .

(5.94)

Aproxima-se, para esta função:

ΠG(q) ≈



















1

12π J2β6R

(

1+
q2

4β2
R

)2 , para0 < q < 2βR;

1
2π J2βRq5

, paraq > 2βR,

23Para tal, consideram-se as expansões [96]:

K0(z) = − ln
( z

2

)

I0(z) +
∞

∑
k=0

ψ(k+ 1)

(k!)2

( z

2

)2k
; I0(z) =

∞

∑
k=0

1

(k!)2

( z

2

)2k
; ψ(k+ 1) = −C+

k

∑
n=1

1

n
,

ondeI0(z) é a função de Bessel modificada,ψ é a funçãopsi de Euler eC ≡ −ψ(1) = 0.577... a constante de Euler. A partir das relações
acima é fácil concluir para o limite|x| → 0 deG0(x):

lim
x→0

(K0(α|x|)− K0(α
∗|x|)) = lim

x→0
2ℑ{K0(α|x|)}

≈ lim
x→0

[

− ln(α) + ln(α∗) +
x2

4
(−C+ 1+ ln

( x

2

)

)(α2 − (α∗)2)− x2

4
(α2 ln(α)− (α∗)2 ln(α∗))

]

= lim
x→0

[

− ln(eiarg(α)) + ln(e−iarg(α))
]

= arg{−iαI + k0} − arg{iαI + k0} = −2 arctan

(

αI

k0

)

= −2 arctan(ya).
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onde se consideraαR ≈ βR (e doravante, considerar-se-ãoαR e βR ≈ k0 sempre indistintos).

Para os elementos fora da diagonal da matriz de polarização,ΠF (q), mais uma vez, remete-se o leitor

ao Apêndice B.3 para os detalhes da obtenção do comportamento dominante da função de polarização fora da

diagonal,ΠF (q). O primeiro termo da equação acima éΠG(q) (equação (5.94)). Analogamente, o segundo termo

da equação acima possui a mesma forma funcional deΠG(q), substituindo-se o parâmetroα por β. Aproxima-se,

paraΠF (q):

ΠF (q) ≈
(y2a − y2b)

2 Θ(2βR − q)

10π J2β6
R

(

1+ q2

4β2R

)6
, (5.95)

ondeΘ(x) é a distribuição de Heaviside. Definiram-se as constantesya ≡ αI
βR

≈ 1
2k20

√

r
J e yb ≡ β I

βR
≈ 1

2k20

√

ζ
J .

A região relevante é aquela em que1
2k20

√

r
J << 1 e 1

2k20

√

ζ
J << 1 , isto é, abaixo da transição esmética.

A ordem relevante, que é frustrada pela fase de vidro, é de fato a esmética, já que a equação (5.89) demonstra, na

função de correlaçãoG0(x), a existência de um parâmetro de ordemposicional, ligado à modulaçãok0. A análise

da aproximação assintótica para a função de correlação no espaço direto, equação (5.89) (e a correspondente

aproximação para a funçãoK(x)), mostra que esta região corresponde a temperaturas para asquaisαI , β I << βR,

isto é, para as quais o comprimento de correlaçãoξ ∼ (αI)
−1 seja muitomaiorque o comprimento de modulação

do sistema,lm ∼ β−1
R . Tal região corresponde a temperaturas abaixo da transiçãoesmética, caso esta ocorra, isto é,

caso o sistema suporte uma ordem esmética de longo alcance termodinamicamente estável (correlações espaciais

com decaimento geométrico, no lugar de exponencial). A proximidade da transição de vidro, ademais, exige que

ζ ≈ r; em particular, da definição deλ como um comprimento característico da fase de vidro, deve-se terζ & r.

5.4.1 Cálculo da Auto-Energia fora da diagonalΣF (km)

As expressões para as funções de polarizaçãoΠG(q) e ΠF (q) deverão ser usadas na expansão, equação

(5.45), representada pela matrizD(q) = (DG(q)−DF (q))1 +DF (q)E, que então entrará no cálculo da auto-

energiaΣF (km = αR) (αR ≈ k0 é o vetor de onda de modulação da função de correlaçãoG0(|x|), eq. (5.89), e é

aproximadamente independente de temperatura no presente caso), que é dada por

ΣF (q) = 2
∫

d2p

4π2
DF (p+ q) F (p). (5.96)

A funçãoDG(q) = [v−1 + ΠG ]−1, é dada por (equação (5.63)):

DG ≈





















v−1 +

(

12π J2k60

(

1+ q2

4k20

)2
)−1





−1

, para0 < q < 2k0;

[

v−1 +
(

2π J2k0q
5
)−1
]−1

, paraq > 2k0,
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ondev = uT e se substituiuβR ≈ k0. A função fora da diagonal,DF (q), é dada por (5.64):

DF (q) = DG(q)−
1

D−1
G (q)− ΠF (q)

= −DG(q)
ΠF (q)DG(q)

1− ΠF (q)DG(q)
(5.97)

No intervalo0 < q < 2k0 - que contémq = k0 -, o produtoΠF (q)DG(q) é dado por:

ΠF (q)DG(q) =
(y2a − y2b)

2

10π J2k60

(

1+ q2

4k20

)6











v−1 +
1

12π J2k60

(

1+ q2

4k20

)2











−1

≈ 6(y2a − y2b)
2

5(1+ ω)

1
[

1+
(

2+ ω
1+ω

) q2

2k20

] ,

(5.98)

lembrando-se queya = 1
2k20

√

r
J = 1

k0

√

(2−k0) r
2 e yb = 1

k0

√

(2−k0) ζ
2 , e onde se definiuω ≡ 12π J2k60v

−1.

Da equação (5.95) é evidente queΠF (q)DG(q) = 0, paraq = |q| > 2k0. A expressão paraΠF (q)DG (q)
1−ΠF (q)DG (q)

,

correspondentemente, é dada por:

ΠF (q)DG(q)
1− ΠF (q)DG(q)

≈
6(y2a−y2b)

2

5(1+ω)

[

1+
(

2+ ω
1+ω

) q2

2k20

]−1

[

1− 6(y2a−y2b)
2

5(1+ω)

[

1+
(

2+ ω
1+ω

) q2

2k20

]−1
] ≈

6(y2a−y2b)
2

5(1+ω)
[

1− 6(y2a−y2b)
2

5(1+ω)

]

1
[

1+
(

2+ ω
1+ω

) q2

2k20

] .

(5.99)

Vem em tempo uma análise das constantes que parametrizam o modelo. Na definição das constantes do

Hamiltoniano, observou-se quek0 = 2− 2
δ , J = δ

4k20
. A constanteδ, por sua vez, está relacionada à razão entre a

constante de interação dipolar e a constante de interação detroca,γ ∈ (0; 1), através deδ = γ
4 + 1. O intervalo

de definição dek0 é (0 ; 0, 4). Destes dados, resulta paraω uma função monotônica crescente comk0:

ω =
3πk20

v (2− k0)2
→











3π
16 v , quandok0 → 0.4,

0, quandok0 → 0.

A funçãoDF (q), (5.97), é então aproximada por:

DF (q) ≈ − C(ya, yb,ω)

(1− C(ya, yb,ω))

1
[

1+
(

2+ ω
(1+ω)

)

q2

2k20

]

v





1+ 1

ω

(

1+
q2

4k20

)2







≈

≈ − C(ya, yb,ω)

(1+ ω) (1− C(ya, yb,ω))

vω
[

1+
(

1+ 2ω
1+ω

) q2

2k20

] , (5.100)

onde se definiuC(ya, yb,ω) ≡ 6(y2a−y2b)
2

5(1+ω)
.

Finalmente, a auto-energiaΣF será calculada através da convolução (5.96). Como descritoanteriormente,

a informação sobre a fase de vidro no sistema deve estar contida na auto-energiaΣF (|q| = k0), calculada em
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|q| = k0 ondek0 aproxima muito bem o vetor de modulaçãoqm do sistema. Resulta, paraΣF (|q| = k0):

ΣF (|q| = k0) = −
∫

d2p

2π2

C(ya, yb,ω)

(1+ ω) (1− C(ya, yb,ω))

v ω
[

1+
(

1+ 2ω
1+ω

) |k0+p|2
2k20

]

[

1

r+ J(p2 − k20)
2
− 1

ζ + J(p2 − k20)
2

]

.

É possível trabalhar a integral acima, simplificando seu integrando através de frações parciais, por exemplo. Ainda

assim, as integrais resultantes não podem ser tratadas analiticamente. A exemplo de [19], recorre-se então a uma

aproximação da integral acima. Por inspeção do comportamento das funções que entram no integrando de (5.96),

constata-se que a dependência deDF (q) no momentum é muito mais fraca que a deF (q). A primeira função é

monotônica crescente emq, enquantoF (q) possui um pico acentuado em torno deq ≈ k0. A amplitude relativa

deDF (q) é várias ordens de grandeza menor que a amplitude relativa deF (q) em seus respectivos domínios, para

os mesmos valores de parâmetros. Já queF = G −K depende apenas do módulo do momentum, a simplificação

consistirá em considerar-se a fatoração:

ΣF (|q| = k0) ≈
1

2π2

(

∫ 2π

0
dθ DF

(

√

2k20(1+ cos[θ])

))(

∫ 2k0

0
dp pF0(p)

)

. (5.101)

Sem perda de generalidade, alinhou-se na integral acima a direçãopx comk0, de modo que vale:|k0 + p| =
√

(k0 + p cos θ)2 + p2 sin2 θ = k0
√
2+ 2 cos θ, usando-se que|p| = k0 no argumento deDF na integral angu-

lar. Na integral no módulo de momentum, acima, assumiu-se que2k0 < Λ (sendoΛ o cutoffnos momenta).

Denota-se a integral angular porIθ:

Iθ =
1

2π2

∫ 2π

0
dθ DF

(

√

2k20(1+ cos[θ])

)

= − C(ya, yb,ω)

(1− C(ya, yb,ω))

v ω

π
√
1+ ω

√
3+ 7ω

. (5.102)

A integral no módulo do momentum, que é denotadaIp, será dada por:

Ip(F ) = Ip(G(r))− Ip(K(ζ)) ≡
∫ 2k0

0
dp p [G0(p)−K(p)] =

1

2

∫ 3k20

−k20

dz

[

1

r+ Jz2
− 1

ζ + Jz2

]

,

(5.103)

cujo resultado, por sua vez, é

Ip(G(r)) =
1

2









arctan

(

√

J
r z

)

√
J r









3k20

−k20

≈ (2− k0)

2ya

[

π − arctan

(

8ya
3

)]

. (5.104)
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Expandindo a expressão (5.104), obtém-se para a auto-energia fora da diagonal:

ΣF (q = k0) ≈ − C(ya, yb,ω)

(1− C(ya, yb,ω))

v ω

π
√
3+ 10ω + 7ω2

×

×
[

(2− k0)

2ya

(

π − 8ya
3

+
512y3a
81

)

− (2− k0)

2yb

(

π − 8yb
3

+
512y3b
81

)]

.

ΣF (q = k0) ≈ − 9π k20
5 (2− k0) (1+ ω)

√
3+ 10ω + 7ω2

(yb − ya)

ya yb

(y2a − y2b)
2

(

1− 6
5(1+ω)

(y2a − y2b)
2
) . (5.105)

O resultado acima deve ser coerente com oansatzproposto paraF0(q), que leva à equação (5.72). De

fato, a equação (5.72) fornece a ordem de grandeza esperada de ΣF (q), que, sendo consistente com a ordem de

grandeza do resultado (5.105), assinala a possibilidade deuma fase de vidro no sistema. Desta relação, obtém-se

uma equação algébrica que relacionar e ζ:

− 2k20
(2− k0)

(yb − ya) (yb + ya) = − 9π k20
5 (2− k0) (1+ ω)

√
3+ 10ω + 7ω2

(yb − ya)

ya yb

(y2a − y2b)
2

(

1− 6
5(1+ω)

(y2a − y2b)
2
) .

(5.106)

Observe-se que a solução de líquido superresfriado (ya = yb, ou, equivalentemente,r = ζ) está sempre presente.

Fatorando esta solução, obtém-se a equação:

1 =
z

θ τ

(τ2 − θ2) (τ − θ)

[1− (τ2 − θ2)2]
. (5.107)

onde se definiram as variáveis auxiliares:θ ≡
(

6
5

)1/4 ya

(1+ω)1/4
, τ ≡

(

6
5

)1/4 yb
(1+ω)1/4

; e o parâmetro:z ≡
9π

2 61/453/4
1

(1+ω)3/4
√
3+10ω+7ω2

. O parâmetroz é função dos parâmetrosk0 ev do sistema. Comok0 é independente

de temperatura,z dependerá deT apenas através dev = uT.

Definindo-se as novas variáveis:Φ ≡ τ − θ e Ψ ≡ τ + θ, as variáveis na equação (5.107) são separáveis:

1

Φ2
+ Φ2 =

4z

Ψ
+

1

Ψ2
+ Ψ2 ≡ f (Ψ, z), (5.108)

cujas soluções não negativas24 podem ser dadas porΦ
±
(Ψ, z) = 1√

2

√

f (Ψ, z)±
√

f 2(Ψ, z)− 4 > 0, que são

sempre reais paraΨ, z > 0. De fato, paraz não negativo, está claro que o ínfimo def (Ψ, z) ocorre emz = 0. Os

mínimos def (Ψ, 0) = 1+Ψ4

Ψ2 estão emΨm = {1,−1, i,−i}; para0 < Ψ .
2 ( 6

5 )
1/4

(1+ω(z→0))1/4
, f (Ψ, 0) possui um

mínimo local emΨm = 1, tal que f (Ψm = 1, 0) = 2. Φ
±
(Ψ, z), no intervalo relevante, são reais.

Das definições deΦ(θ, τ) e Ψ(θ, τ), deve-se ter, sempre,Φ(θ, τ) < Ψ(θ, τ). Deve-se impor, portanto,

24Da definição do comprimento de Lindemannλ, equação (5.74), fica claro que só são válidas soluçõesτ > θ, de maneira queλ seja real.
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sobreΦ
±
(Ψ, z), a seguinte condição:

1√
2

√

√

√

√
4z

Ψ
+

1

Ψ2
+ Ψ2 ±

√

(

4z

Ψ
+

1

Ψ2
+ Ψ2

)2

− 4 < Ψ

∴ Γ
± ≡ 4z

Ψ
+

1

Ψ2
− Ψ2 ±

√

(

4z

Ψ
+

1

Ψ2
+ Ψ2

)2

− 4 < 0. (5.109)

z(k0, v) é uma função decrescente dek0, e uma função crescente da “temperatura“v (é também, portanto uma

medida da ”temperatura“). A funçãoΓ
+
(Ψ, z) é uma função crescente da temperatura, e portanto dez:

sup Γ
+
(Ψ, z) = Γ

+
(Ψ, sup{z}) = Γ

+
(

Ψ, lim
k0→0,v→∞

z(k0, v)

)

≈ Γ
+
(Ψ, 3),

inf Γ
+
(Ψ, z) = Γ

+
(Ψ, inf{z}) ≈ Γ

+
(Ψ, 0). (5.110)

onde se usou quez(k0 → 0, v → ∞) = 3π
(

3
250

)1/4 ≈ 3. Por outro lado, a funçãoΓ −(Ψ, z) é decrescente com

a temperatura, e portanto, comz.

sup Γ −(Ψ, z) = Γ −(Ψ, inf{z}) ≈ Γ −(Ψ, 0),

inf Γ −(Ψ, z) = Γ −(Ψ, sup{z}) = Γ −
(

Ψ, lim
k0→0,v→∞

z(k0, v)

)

≈ Γ −(Ψ, 3). (5.111)

Voltando à inequação (5.109), constata-se paraΓ
+
(Ψ, z) o seguinte:

Γ
+
(Ψ, z) ≥ Γ

+
(Ψ, 0) =

1

Ψ2
− Ψ2 +

∣

∣

∣

∣

1

Ψ2
− Ψ2

∣

∣

∣

∣

≥ 0, (5.112)

sobre todo o suporte deΓ
+
(Ψ, z). A funçãoΦ

+
(Ψ, z) = 1√

2

√

f (Ψ, z) +
√

f 2(Ψ, z)− 4 não corresponde a uma

solução física paraΦ(ya, yb), já queΦ
+
(Ψ, z) > Ψ a qualquer temperatura, isto é,ya < 0.

Aplicando a inequação (5.109) à funçãoΓ −(Ψ, z), constata-se o seguinte:

Γ −(Ψ, z) ≤ Γ −(Ψ, 0) =
1

Ψ2
− Ψ2 −

∣

∣

∣

∣

1

Ψ2
− Ψ2

∣

∣

∣

∣

≤ 0, (5.113)

também sobre todo o suporte deΓ −(Ψ, z). A inequação (5.109) é obedecida porΓ −(Ψ, 0), e portanto, também

por Γ −(Ψ, z), z > 0. Espera-se, assim, queΦ −(Ψ, z) = 1√
2

√

f (Ψ, z)−
√

f 2(Ψ, z)− 4 possa corresponder

a uma solução física viável para a fase de vidro. A soluçãoΓ −(Ψ, z) é uma função decrescente dez, isto é,

Φ −(Ψ, z) é uma função decrescente para temperaturas crescentes. Acima da temperatura espinodalTD, tem-se

ya = yb, e portantoΦ = 0. Espera-se que a diferençaΦ = τ − θ ∝ yb− ya varie de um valor positivo finito, próx-

imo de zero, a temperaturasT . TD, para valores gradualmente maiores (yb − ya ainda é pequeno, se comparado

comk0) para temperaturas decrescentes. Abaixo deTD, quanto menor a temperatura, menor, espera-se, será a mo-

bilidade dos defeitos, e conseqüentemente menor seráλ, que é inversamente proporcional a
√
yb − ya ∝

√
ζ − r.
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Embora o comportamento deΦ −(Ψ, z) seja consistente com o esperado para uma solução para o par(r, ζ) na

fase de vidro, também se encontra neste caso que a condiçãoΓ −(Ψ, z) < 0 vale para qualquer temperatura, e

que, quantomaiora temperatura, mais negativa éΓ −(Ψ, z), donde se interpreta que para temperaturasmaiores, a

solução de vidro metaestável émais estável. Este resultado sugere queTD → ∞, e que, portanto a fase de vidro

existe como “estado” mestaestável para qualquer temperatura. Claramente, as soluções fornecidas pela equação

algébrica (5.108) são espúrias do ponto de vista físico.

Tal resultado sugere ainexistênciade uma transição dinâmica entre um regime de dinâmica líquida regular

e um regime dinâmico lento, superresfriado. O modelo efetivo estudado para um filme ferromagnético dipolar

não apresenta fase de vidro. Esta conclusão poderia ser antecipada do comportamento encontrado para a função

de polarização fora da diagonal,ΠF (q), em que as primeiras contribuições da respectiva expansão se anulam. A

contribuição finita encontrada paraΠF (q) corresponde a um termo de mais alta ordem na expansão, portanto, de

menor relevância, e é claro, não é uma estimativa tão confiável comparada à margem de erro da aproximação.

Comparação com o Gás de Coulomb Frustrado

A fim de esclarecer a interpretação dos resultados obtidos nomodelo efetivo de filme ferromagnético dipo-

lar, apresentam-se a seguir resultados correspondentes obtidos para o gás de Coulomb frustrado [19].

No caso do gás de Coulomb frustrado, a auto-energia fora da diagonalΣF (q = qm) é dada por:

ΣF (q = qm) = −8q2mε

π

(

1− ε
κ

)3

[

1−
(

1− ε
κ

)2
] , (5.114)

ondeqm é o vetor de modulação do modelo,ε = 2
qmξ é inversamente proporcional ao comprimento de correlação

ξ e é a variável correspondente ar (ou αI) no modelo estudado neste capítulo, eκ é a variável no gás de Coulomb

frustrado que corresponde aζ (ou β I) no modelo dipolar 2d. Ao se comparar (5.114) aoansatzcorrrespondente,

obtém-se a seguinte equação algébrica paraε e κ:

−8q2mε

π

(

1− ε
κ

)3

[

1−
(

1− ε
κ

)2
] = −(κ2 − ε2) q2m. (5.115)

Buscam-se soluções parax ≡ ε
κ que sejam menores que 1. Do contrárioλ−1 =

√
κ2−ε2qm

2 se torna imaginário.

Para um valor fixo de8/(πε), a figura (5.4.1) esquematiza o comportamento dos lados esquerdo e direito da

equação algébrica:

f (x, ε) ≡ x

[

8

πε
(1− x)2 − (1− x)

]

= 2, (5.116)

onde se fatorou a solução de líquido superresfriado (xliq = 1).

A fase líquida corresponde à ausência de soluções reaisx < 1, paraε fixo, existindo somente a solução
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xliq = 1: o máximo local da expressão do lado esquerdo da equação (5.116) está abaixo da linhaf (x, ε) = 2. Note-

se que pela definição do comprimento de Lindemann acima, estasolução corresponde a defeitos não localizados

no sistema, no sentido de que o caminho quadrático médio percorrido pelos defeitos diverge. O sistema pode ser

caracterizado como líquido superresfriado quando soluções reais diferentes dexliq, ainda que metaestáveis, passam

a existir. A condição para que existam estas soluções (instáveis) ”de vidro“ (desordenadas) será o surgimento de

raízesx reais e menores que 1. No contexto da aproximação SCSA, a temperatura abaixo da qual surgem estas

soluções metaestáveis é a temperatura de transição dinâmicaTD (análoga à temperatura deMode Coupling, em que

diverge o tempo de relaxação do sistema em campo médio), descrita no Capítulo 4. A condição crítica é portanto

aquela em que amenorraiz da derivada implícita da equação (5.116) - o máximo da expressão do lado esquerdo

de (5.116) - coincide com a (parte real da) menor raiz da mesma. Este é o ponto em que as raízesx se tornam reais.

A menor raiz da derivada∂ f (x,ε)∂x = 1
πε/8 (1− x)2 −

(

2x
πε/8 + 1

)

(1− x) + 1 define uma funçãox(ε), que

deve ser reinserida no lado esquerdo da equação (5.116), resultando em uma equação

f (x(ε), ε) = 2 (5.117)

paraε. A solução de (5.117),(x(ε), ε), fornece a condição para a transição dinâmica. Em números:ε−1 ≈ 15,

x(ε) ≈ 0.35. Estas soluções correspondem a uma temperatura, a temperaturaTD da transição dinâmica, abaixo da

qual o líquido é superresfriado. Esta temperatura é determinada pela equação de auto-consistência de Hartree do

modelo.
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Figura 5.5:Representação dos dois membros da equação (5.116). O painel à esquerda corresponde aT > TD: apenas a solução de líquido
está presente. O painel central corresponde extamente aT = TD, quando as soluçõesx = ε/κ < 1 reais surgem. O painel à direita corresponde
aT < TD: a solução de vidro é a menor soluçãox representada.

A equação (5.116) define os pares de soluções(ε, κ) metaestáveis. Das duas soluçõesx < 1 ilustradas na

figura (5.4.1), a menor delas corresponde ao menorλ. Por ser a mais restritiva quanto à mobilidade de defeitos,

esta é a solução de vidro buscada. Ademais, paraε decrescente, a temperatura também é decrescente. Espera-se

queλ igualmente decresça paraT decrescente, e este é o comportamento da menor das soluções,e apenas desta.

Voltando à condição para o surgimento da solução de vidro como estado metaestável, a temperatura espin-

odalTD pode ser obtida substituindo-seε−1 = 15 na equação de auto-consistência de Hartree do gás de Coulomb

frustrado, que relaciona o termo de massaε e a temperaturaT [19]. Como o comprimento de correlaçãoξ é de-

terminado pelo vetor de modulaçãoqm e porε, é possível obter uma condição para a razãoξ/lm, acima da qual

o estado de vidro pode existir:ξlm & 2. O valor dex à temperaturaTD também permite determinar a razãoλ
lm
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abaixo da qual o estado de vidro pode existir:λ
lm

. 2
3 . Um aspecto interessante deste resultado é que, ainda que os

defeitos possuam alguma mobilidade, um estado metaestávelde vidro25 pode ocorrer, desde que esta mobilidade

não supere uma fração do comprimento de modulação das faixasno sistema.

25De tempo de vida finito, mas que supera o tempo de observação acessível ou considerado.
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Discussão, Conclusões e Perspectivas

Na Parte II desta tese, estudou-se a ocorrência de uma fase desordenada, de vidro, a baixas temperaturas

em um modelo bidimensional frustrado por interações competitivas em escalas de distância distintas. Este modelo

bidimensional fornece uma descrição aproximada de filmes finos ferromagnéticos com interações dipolares: o

Hamiltoniano apresenta uma interação de troca (ferromagnética) de curto alcance, frustrada por uma interação

mais fraca, de longo alcance, que tende a anti-alinhar os spins. Além da importância teórica na caracterização

de modelos desta natureza, o grande número de aplicações físicas e tecnológicas de tais sistemas motiva seu

estudo [18,19,21,23–26,127–158,158,159,184].

Westfahl, Schmalian e Wolynes (WSW) introduziram um método para a obtenção da entropia configu-

racionalSc(T) de sistemas como o estudado nesta tese, caracterizados por interações competitivas e que não

possuem desordem congelada, modificando o peso estatísticode Boltzmann por um peso estatístico proposto por

Monasson [169] na função de partição do modelo frustrado, e fazendo uso de uma expansão auto-consistente de

campo blindado (SCSA), originalmente proposta por Bray [27], para a matriz de correlação no espaço de répli-

cas [18,19,184]. Mais importante, os autores WSW conseguiram identificar um comprimento dinâmicoλ (Seção

5.3.7) que diverge acima da temperatura da transição dinâmica,TD. Segue, da identificação deste comprimento

dinâmico, a interpretação para o mecanismo de formação de vidro em sistemas frustrados por interações com-

petindo em diferentes escalas de distância: que a mobilidade dos defeitos ao padrão lamelar seja suficientemente

baixa. A solução metaestável de vidro pode ocorrer mesmo queos defeitos tenham mobilidade finita.

A investigação da existência de vidro no modelo estudado nesta tese está calcada na ocorrência ou não

de uma contribuição finita à entropia configuracionalSc(T) em algum intervalo de temperatura. O cálculo de

Sc(T) é baseado em um método aplicado a sistemas sem desordem congelada. As réplicas foram introduzidas

integrando-se sobre um campo que quebra explicitamente a simetria, selecionando os estados metaestáveis desor-

denados [169]. A entropia configuracional como função da temperatura e parâmetros do modelo pode ser obtida a

partir da expansão para a energia livre dentro da aproximação auto-consistente de campo blindado (self-consistent

screening approximation, SCSA). A fase destripe-glass, quando ocorre, está ligada à mobilidade dos defeitos no

sistema, e é caracterizada pela ocorrência de uma correlação a dois tempos finita no limite assintóticot− t′ → ∞,

abaixo da transição para o regime de dinâmica lenta, cenárioque está ilustrado pela Figura 5.4. O esquema de

réplicas aplicado a modelos sem desordem congelada permiteobter, no contexto de um formalismo estático, infor-
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mações sobre a dinâmica do sistema, pois a correlação dinâmica no limite assintótico é dada pelos elementosfora

da diagonal da matriz de correlação no espaço de réplicas, isto é, pela correlação entre réplicas distintas.

No modelo estudado, constatou-se a ausência da fase de vidroa qualquer temperatura finita. No cálculo da

função de polarização fora da diagonal,ΠF (q), realiza-se uma expansão desta função em potências da diferença

(ζ − r) << k20, que é finita somente na fase de vidro, e encontra-se que as primeiras contribuições aΠF (q)

são nulas. Ademais, não ocorrem soluções(r(T), ζ[r(T)]) fisicamente aceitáveis comζ(r) 6= r para qualquer

temperatura. De fato, a entropia configuracionalSc(T) do modelo bidimensional supracitado, como função da

temperatura, sempre é nula, o que indica que a topologia da superfície de energia livre no espaço de fases do

sistemanão induz um regime de dinâmica lenta [185].

Muitas questões ainda permanecem em aberto, com relação a uma teoria geral para sistemas com inter-

ações competitivas, em particular com relação às condiçõesdeterminantes da ocorrência de transições isotrópico-

esméticas, isotrópico-nemáticas, nemático-esméticas emdiferentes modelos, e com relação à natureza destas tran-

sições em sistemas realísticos, para além de aproximações de campo médio. Não obstante, é possível propor

uma explicação para as evidências contrárias à ocorrência de vidro no sistema bidimensional (5.4) com base nos

resultados já conhecidos para sistemas similares.

Da competição entre interações “atrativa” e “repulsiva”, dominantes em escalas de distância distintas, re-

sulta que o mínimo do funcional de energia livre de Ginzburg-Landau é deslocado para um valor finito,k0, no

espaço de momentum. Se ordem de longo alcance emergir no sistema, o estado ordenado tenderá a se organizar

em torno do modo dominante,k0. Da frustração da ordem uniforme ferromagnética resultam fases moduladas,

caracterizadas por estruturas espaciais mesoscópicas, como fases de faixas, hexáticas, etc. Ademais, enquanto em

um ferromagneto (um antiferromagneto) os modos de baixa energia se concentram em torno de um pontok = 0

(ou em torno de qualquer ponto de um conjunto de pontos isolados) no espaço de momentum, que possuem média

nula no espaço recíproco, em um sistema com interações competitivas os modos de baixa energia distribuem-se

em torno da esfera(d − 1)-dimensional de raiok0 (que é a variedade invariante do Hamiltoniano), e fase con-

densada pode “escolher” qualquer um dentre os infinitos modos q sobre a esfera, tais que|q| = k0 [133]. Neste

último caso, o volume no espaço de momentum representado pelas flutuações em torno dos modos de baixa en-

ergia é substancialmente maior, inibindo a emergência de ordem posicional de longo alcance a temperatura finita

em dimensõesd . 3. A temperaturas suficientemente baixas,mono-domínioscom padrões modulados podem

ocorrer no sistema bidimensional, porém, dado que o comprimento de correlação do sistema é sempre finito, estes

mono-domínios serão pequenos, tipicamente muito menores que o tamanho do sistema, e não terão estabilidade

diante das flutuações térmicas. Neste contexto, a mobilidade de defeitos à pseudo-ordem modulada dentro de um

mono-domínio é necessariamente alta, já que as faixas não são estáveis.

É importante destacar que na literatura sobre sistemas com interações competitivas, ocorrem resultados

contraditórios. Em [134], por exemplo, estuda-se um Hamiltoniano análogo a (5.4) em dimensãod, em torno da

transição de fase de primeira ordem induzida por flutuações,através de umcoarse-grainingdos modos fora de uma
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vizinhança deq0. A análise da barreira de energia livre entre as fases estável isotrópica (esmética) e metaestável

esmética (isotrópica), acima (abaixo) do ponto de coexistência de fases, sugere que a dimensão crítica inferior seja

d = 2. Em contrapartida, definindo-se um Hamiltoniano efetivo deexcitações correspondendo a deslocamentos

u(x) transversais às faixas na fase lamelar de um modelo com interações competitivas como (5.4), pode-se verificar

como escalam as flutuações transversais às faixas com o tamanho do sistema [133,138] (e referências citadas neste

trabalho). Resulta que em dimensãod = 2 a correlação entre flutuações transversais às faixas em pontos x e x′

cresce linearmente com o tamanho do sistema, e que portanto as flutuações divergemlinearmenteno limite termod-

inâmico, destruindo a ordem de longo alcance. Em dimensãod = 3, tal correlação crescelogaritmicamentecom

o tamanho do sistema, o que caracteriza uma ordem de “pseudo longo alcance”, ed = 3 como a dimensão crítica

inferior. Em [133], argumenta-se que, sendod = 3 a dimensão crítica inferior de um modelo do tipo Brasovskiǐ,

e não existindo portanto ordem de longo alcance real emd = 2, pode-se entretanto obter resultados significativos

acerca da fase ordenada modulada em um sistemafinito (com dimensão linear suficientemente pequeno).

Conlcui-se finalmente que da solução tipo Brazovskiı̌ para modelos similares ao estudado nesta tese [133],

d = 2 estáabaixoda dimensão crítica inferior da transição para a fase esmética dentro da aproximação de Hartree.

A fase esmética, com ordem posicional e orientacional de longo alcance, é caracterizada pela estabilização de

fases moduladas por estruturas mesoscópicas no sistema. Como a dimensão crítica inferior éd = 3, o modelo

bidimensional possui fase isotrópica atéT = 0: as flutuações transversais às estruturas moduladas (perpendiculares

à variedade invariante do Hamiltoniano no espaço de configurações) destróem a transição esmética emd = 2.

Espera-se, portanto, que a dinâmica do modelo bidimensional seja rápida mesmo a temperaturas baixas, o que

inibe igualmente a emergência de uma grande multiplicidadede defeitos à fase modulada (dentro de cada domínio

finito formado no sistema a temepraturas suficientemente baixas), com baixa mobilidade, ou “congelados”. No

âmbito deste argumento, a ausência da fase de vidro no modelo(5.4) estudado é explicada.

Vale salientar que o cálculo da função de correlação conectada G(q) e das funções correlatas, na Seção

5.4, é realizado com relação à fase isotrópica, em que〈φ(r)〉 = 0. Uma maneira de contornar o problema da

ausência da fase esmética no modelo bidimensional é impor que a média local do momento de dipolocoarse-

grainedseja dada por uma função modulada, como:〈φ(r)〉 = M cos(k0 · r), sendok0 um vetor fixo no plano.

Desta forma, a função de correlação conectada por exemplo seria calculada em torno da fase esmética:G(r, r′) =

〈φ(r)φ(r′)〉 − M2 cos(k0 · r) cos(k0 · r′). Caso, neste contexto, ocorra uma contribuição finita aΣF (q) em um

intervalo de temperaturas, isto é, caso ocorra uma fase de vidro no sistema, mostrar-se-á que a ausência do vidro

no contexto estudado nesta tese - com as correlações calculadas em torno da fase isotrópica - se deve à ausência de

ordem esmética de longo alcance emd = 2.

A inconsistência - do ponto de vista físico - da soluçãoΦ −(Ψ, z) pode, por outro lado, sugerir que a es-

trutura com simetria de réplicas propostaa priori para a correlaçãoGab(q) não seja estável. Em [22], investiga-se

a fase destripe-glassno modelo de Brazovskiǐ, aplicando o método de Westfahl, Schmalian e Wolynes através da

solução por DMFT (como descrito na Introdução). A análise daestabilidade da solução de vidro encontrada com
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a suposição de simetria de réplicas revela que tal estruturamatricial no espaço de réplicas é marginalmente estável

à temperatura espinodalTD, em que o vidro passa a existir, e se tornainstávelabaixo deTD no limite do número

de réplicaslimm→1. Abaixo deTD, a estabilidade da solução com simetria de réplicas só é recuperada ao se tomar

o número de réplicasm = T
Te f

, ondeTe f é a temperatura efetiva do vidro26 [20].

Apesar da ausência da fase de vidro no modelo (5.4) aqui estudado, evidências experimentais apontam para

a existência de uma fase vítrea em filmes finos ferromagnéticos com interação dipolar [25,26]. Supõe-se, portanto,

que a fase vítrea ocorra para o Hamiltoniano microscópico que inclui as interações de troca e a dipolar27, mesmo

em d = 2. Entretanto, o modelo efetivo contínuo considerado na Parte II desta tese não foi capaz de modelar

tal comportamento. Em particular, este modelo bidimensional não apresenta transição isotrópica-esmética, que é

possivelmente a razão para a ausência da transição para o vidro. Alguns argumentos mais recentes [154] sugerem

que a forma específica da interação dipolar emd = 2 seja importante para o comportamento do modelo a baixas

temperaturas.

Neste contexto, um passo válido a partir do resultado obtidoserá modificar o Hamiltoniano (5.4) de forma a

incluir-lhe um termo adicional que quebrará espontaneamente a simetria orientacional nemática para temperaturas

suficientemente baixas [155,156]:

H[φ] = H0[φ] +Hint[φ]

H0[φ] =
∫

Λ

d2k

(2π)2
φ(k)

[

r0 +
1

m
(k− k0)

2

]

φ(−k)

Hint[φ] =
∫

Λ

d2k1
(2π)2

d2k2
(2π)2

d2k3
(2π)2

u(k1,k2,k3,k4) φ(k1)φ(k2)φ(k3)φ(−k1 − k2 − k3), (5.118)

ondeΛ é o domínio de integração0 ≤ |k− k0| ≤ Λ, a funçãou(k1,k2,k3,k4), devido à isotropia das interações

no modelo bidimensional, depende de um único ângulo e pode ser expandida comou(θ) ≈ u0 + u2 cos(2θ). O

Hamiltoniano de interação pode ser representado no espaço direto como:

Hint =
∫

d2x {u0φ4(x) + u2 tr Q̂2},

Q̂ij(x) = φ(x)

(

∇i∇j −
1

2
∇2δij

)

φ(x), (5.119)

ondeQ̂ij é o momento de quadrupolo da densidade do parâmetro de ordemφ(x). Note-se que a principal diferença

entre o Hamiltoniano (5.118) e o Hamiltoniano (5.4) é que o acoplamentou no primeiro possui um termo adicional

que pode ser relacionado ao parâmetro de ordem nemáticoα = − 1
2

∫

d2k
(2π)2

k2 cos(2θ)C(k), ondeC(k) é o fator

26Observe-se que a definição da temperatura efetiva de um vidro depende de sua história, da maneira como o sistema é preparado/resfriado.
27Os sistemas experimentais, efetivamente bidimensionais, estudados apresentam especificidades peculiares, ligadas à preparação e manuseio

de amostras, como por exemplo, a necessidade de um substrato. Este substrato pode, eventualmente, produzir uma anisotropia de rede efetiva
sobre o filme fino, que pode facilitar a estabilização de uma faseordenada. Tal aspecto não é, evidentemente, levado em consideração no
funcional de Ginzburg-Landau do modelo teórico contínuo.

170



de estrutura do modelo28.

Dentro de uma aproximação de campo auto-consistente de Hartree, Barci e Stariolo mostram a ocorrência

da transição isotrópica-nemática emd = 2, no modelo (5.118). Neste modelo, é razoável esperar a ocorrência da

fase de vidro. A fim de verificar esta hipótese, pretende-se reproduzir o cálculo realizado na Parte II desta tese para

o novo modelo, isto é, calcular sua entropia configuracionalatravés de uma expansão SCSA da função de partição

replicada.

Confirmada tal hipótese, pretende-se posteriormente corroborar o resultado com a integração direta da

característica de Euler do modelo. A característica de Euler como função da energiaE do sistema29, restrita a

uma energia suficientemente pequena, é dada por [13]:

χ(E) =
1

N
log

∫

dϕ δ[∂ϕH({ϕ})] det[∂ϕ∂ϕH({ϕ})],

onde{ϕ} representa o conjunto de graus de liberdade do sistema,∂ϕ a derivada funcional com respeito aϕ,

H({ϕ}), o Hamiltoniano efetivo, introduzido como um funcional de energia livre, e a integral acima garante que

sejam considerados todos os estados metaestáveis com energia igual ou abaixo deE.

O cálculo da característica de Euler deste modelo é relevante já que servirá como uma verificação inde-

pendente dos resultados obtidos pela expansão auto-consistente de campo blindado e, principalmente, porque a

similaridade entre os dois resultados obtidos de forma independente servirá de corroboração do cenário RFOT

para vidros estruturais.

De fato, D. Nelson argumenta, para uma mistura binária de partículas evoluindo em uma bandeja plana,

que a emergência de ordem orientacional de longo alcance, combinada com a frustração da ordem translacional

(devido à dispersão na densidade de partículas produzida por uma concentração pequena de partículas do tamanho

“errado”), pode originar uma fase desordenada, de vidro [160]. Ainda que as origens da frustração neste sistema e

no modelo com interações competitivas de interesse sejam distintas, e do primeiro ser discreto enquanto o segundo

é contínuo, os modelos possuem similaridades. Por exemplo,a isotropia das interações em ambos casos permite

emprestar informações de vidros metálicos (cujas ligaçõesnão são direcionais) em sua descrição.

No contexto da mistura binária de partículas restritas a duas dimensões, Nelson propõe uma alternativa

de ataque do problema da formação de vidro que poderia eventualmente ser aplicada ao modelo com interações

competitivas (5.118). Observações experimentais dos sistemas de partículas permitem constatar que, na região

de “temperaturas” para a qual o comprimento de correlação orientacional é muito maior que o comprimento de

correlação translacional30, ξ6 >> ξT, defeitos topológicos como dislocações são “armadilhados” pelas impurezas,

28O efeito que a inclusão do parâmetro de ordem nemático produz sobre a equação auto-consistente de Hartree para o termo de massaé
reminiscente do efeito produzido pela anisotropia de rede.

29Alternativamente, da temperaturaT, supondo-se que estados metaestáveis a temperatura zero não são criados ou extintos paraT < TD.
30O comprimento de correlação translacional ou posicional deveser da ordem da distância média entre dislocações, que é pequena.
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as partículas maiores, em menor concentração que frustram aordem cristalina hexagonal. Com a discrepância entre

ξ6 eξT, e quando se diminui a temperatura, o sistema superresfriado consegue diminuir sua entropia criando ordem

orientacional de longo alcance, ainda que tendo sua ordem cristalina, a invariância translacional, frustrada. Como

descrito no Capítulo 4, o excesso de entropia será dado pela diferença em entropia entre a fase de líquido isotrópico

e a fase cristalina hexática.

Para descrever o quanto o sistema se desvia da ordem cristalina hexática, Nelson propõe um funcional de

energia livre em uma aproximação harmônica, tendo como parâmetro de ordem excitações do tipo fônons. A

desordem congeladacaracterizada pelo “armadilhamento” das dislocações nas impurezas estáticas31 é introduzida

através de um campo que se acopla linearmente com a dilataçãoelástica local e obedece a uma distribuição de

probabilidade canônica. O Hamiltoniano efetivo (funcional de energia livre), neste caso, apresenta desordem

congelada e portanto deve-se considerar, como para vidros de spins, a média sobre a desordem de quantidades

auto-mediantes. Espera-se então que o ferramental para vidros de spin seja útil na solução do modelo.

A investigação da fase de vidro no modelo (5.118) através da aproximação SCSA, através do cálculo da

característica de Euler da variedade de energia livre,χ(E), ou através de uma adaptação da abordagem de Nelson,

são propostas importantes dentro das perspectivas do trabalho descrito na Parte II desta tese.

31Na escala de tempo de observação experimental, que deve ser muito menor que o inverso da constante de difusão de impurezas.
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Apêndice A

Parte I

A.1 Resumo de Teoria de Morse

Descrições da Teoria de Morse podem ser encontradas em [93, 95, 186]. Este resumo é essencialmente

baseado em [93] e no Apêndice que se encontra em [2].

A idéia central da Topologia é estudar espaços que sejam continuamente “deformáveis” uns nos outros, a

fim de classificá-los a partir de suas propriedades topológicas. O conceito matemático de deformação contínua de

um espaço em outro é o de homeomorfismo, que é um mapa:α : T1 → T2, contínuo e com inversa contínua.

Em especial, quando a aplicaçãoα entre duas variedades diferenciáveis é diferenciável sobre T1 e sua inversa

α−1 é diferenciável sobreT2, diz-se que esta é um difeomorfismo. A relação difeomórfica é simétrica, reflexiva

e transitiva, e se constitui portanto em uma relação de equivalência. Isto implica em que, se existe um difeomor-

fismo entre duas variedades diferenciáveis, estas são topologicamente equivalentes, e que conjuntos de variedades

(diferenciáveis) podem ser partidos em classes de equivalência invariantes sob difeomorfismos.

O objetivo da teoria de Morse, por sua vez, é estudar a relaçãoentre pontos críticos de funções reais,

analíticas, definidas emM: f : M → R, e a topologia das variedadesM. Consideram-se aqui variedades

compactas e de dimensão finita, porém os resultados podem serextendidos para variedades não-compactas e de

dimensão infinita.

Considera-se a variedadeM como uma decomposição, folheação ou estratificação nos “conjuntos de nível”1

da funçãof , sendo um conjunto de nívela dado por:

f−1(a) = {x ∈ M | f (x) = a}. (A.1)

SendoM compacta, toda funçãof definida sobre esta terá um mínimo,fmin e um máximofmax: pode-se assim

“construir” M a partir def−1( fmin), adicionando os conjuntos de nívelf−1(a) ( fmin ≤ a ≤ fmax), variando-se

1Tradução literal do inglês “level sets”.
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continuamentea até f−1( fmax). Para um valor intermediário dea, esta “construção” define os setores, conjuntos2,

deM abaixo dea:

Ma = f−1(−∞, a] = {x ∈ M | f (x) ≤ a}. (A.2)

À medida em quea cresce defmin até fmax, as variedadesMa cobrem gradualmente toda a variedadeM.

Considera-se no momento a funçãof uma função de Morse. Isto significa que os pontos críticos da função

f , definida sobre a variedaden-dimensionalM: xc ∈ M, d f (xc) = 0, são isolados (ou não degenerados). A

matriz do Hessiano def emxc, cujos elementos em coordenadas locais são dados por:

Hij =
∂2 f

∂xi∂xj
, (A.3)

não possui autovalores nulos. O valorf (xc) é chamado valor crítico def , e o conjunto de nívelf−1(xc), nível

crítico.

Na vizinhançaN(P) de um ponto regular (não crítico), sempre existirá um sistema de coordenadas locais

deM em quef pode ser escrita como sua expansão de Taylor em primeira ordem. Definindo a origem do sistema

de coordenadas emP:

f (x) = f (0) +
n

∑
i=1

∂ f

∂xi
xi + . . . , ∀x ∈ N(P). (A.4)

Este resultado diz que na vizinhança de um ponto regular os conjuntos de nível def são localmente deformáveis

em hiperplanos doRn. Analogamente, a partir do Lema de Morse, sabe-se que na vizinhançaN(P) de um ponto

crítico P, sempre existirá um sistema de coordenadas locais (denominado carta de Morse), tal quef é dada pela

sua expansão de Taylor em segunda ordem, que, após uma “rotação” conveniente do sistema de coordenadas, pode

ser colocada sob a forma diagonal:

f (y) = f (0)−
λ

∑
i=1

(yi)2 +
n

∑
i=λ+1

(yi)2 + . . . , ∀y ∈ N(P). (A.5)

Na vizinhança do ponto críticoP, os conjuntos de nível def equivalem aos conjuntos de nível de funções quadráti-

cas, isto é, equivalem a quádricas. O número de autovalores negativos do Hessiano def em P, dado porλ, é

chamado oíndicedo ponto críticoP.

Os principais resultados da teoria de Morse são as desigualdades de Morse (apresentadas a seguir) e o

seguinte teorema:

Teorema (Bott-Morse-Smale)A variedadeMa é difeomórfica aMb se não existirem pontos críticos def

no intervalo[a, b]. Alternativamente, se(a, b) contiver apenas um ponto crítico de índiceλ, entãoMb ≃ Ma
⋃

eλ.

Assim, à medida em quea varia, a topologia deMa nãomuda até quea passe por um valor crítico def ,

fc, onde então a variedadeMa tem “agregada” a ela (ou “retirada” da mesma, caso o parâmetro seja variado em

2Rigorosamente, as variedadesMa não são subvariedades deM.

176



sentido inverso) uma célula de ordemλ, eλ, ondeλ é o índice do ponto crítico:M fc+ε ≃ M fc−ε
⋃

eλ (ε > 0 é

menor que o intervalo entre dois valores críticos adjacentes). O símbolo≃ representa uma relação difeomórfica.

Considera-se a variedadeM como sendo decomposta ou estratificada em um conjunto de células

M =
⋃

λ

eλ, (A.6)

sendo o número de células igual ao número de pontos críticos (considerando-se apenas pontos críticos não-

degenerados,) e a dimensão das células dada pelo índice dos pontos críticos.

Aplicam-se agora as idéias acima ao exemplo do toroT2, imerso emR3, sendo definida sobre o mesmo a

função f , dada pela altura de um ponto deM em relação a um nível zero. Esta função possui quatro pontos críticos

não degenerados, marcados na figura (A.1) porc0, c1, c2 e c3, e cada um definindo um nível crítico diferente def ,

respectivamentea0, a1, a2 e a3. A figura (A.2) ilustra a decomposição do toro em suas célulasprimitivas eλ, que

são agregadas nos respectivos níveis críticos: paraa < 0, a variedadeMa é vazia. Ema = a0 = 0, cruza-se o

primeiro, mínimo valor crítico def , correspondendo ao ponto críticoc0, de índice zero, em que emerge a variedade

Ma pelo “agregamento” de uma célulae0: Ma, coma0 < a < a1, é difeomórfica a um disco (em particular,a = a0

Ma é um ponto, que é homotopicamente equivalente, mas não difeomórfico, a um disco). Ema1 ocorre o segundo

ponto crítico,c1, de índice1, e neste nível crítico se agrega portanto uma célulae1 (“faixa”) ao disco que constituía

asMa<a1 , resultando assim as variedadesMa>a1 , que se assemelham a uma “cesta”, equivalente por sua vez a um

“tubo” em “U”. No terceiro nível críticoa2, em que ocorre o ponto críticoc2, de índice1, se agrega às variedades

Ma≃a2 uma nova célulae1, e as variedadesMa>a2 passam a ser equivalentes a um toro excluído seu pólo superior.

Finalmente ema3, ocorre o último ponto crítico,c3, que tem índice2, em que se agrega à variedade uma célulae2

que é o mesmo que uma célulae0, ou seja, um disco, que completa o toroT2.

Figura A.1:Toro bidimensionalT2 (imersão noR3) com os pontos (c0, c1, c2 e c3) e níveis críticos da funçãof indicados [2].

A decomposição do toro bidimensional em suas células “primitivas” ek só foi possível devido à escolha da

função f ( f é uma função de Morse “perfeita”). Em geral, no entanto, estadecomposição será um tanto complexa,

às vezes impossível. Recorre-se então à caracterização dasclasses de equivalência de variedades/espaços topológi-

cos através de um número suficiente de invariantes topológicos, de modo a especificar univocamente cada classe.

Invariantes topológicos são objetos ou propriedades matemáticas invariantes sob difeomorfismos. Estes podem ser
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Figura A.2:Construção do toro bidimensional através de sua estratificação nos conjuntos de nível def [2].

números inteiros (como a dimensão das variedades ou os números de Betti), números reais (como a caracterís-

tica de Euler), grupos (grupo de Homotopia, Homologia, Cohomologia). Assim a investigação da topologia de

variedades se dá de forma indireta. Um invariante topológico é constante sobre todas as variedades pertencentes

a uma mesma classe, porém, nem sempre será diferente para classes diferentes. Daí a requisição de um número

suficiente de invariantes na caracterização de uma dada classe.

A fim de caracterizar a topologia (ou a classe de equivalência) de uma variedadeM através da funçãof ,

pode-se fazer uso da teoria de Morse, mais precisamente, dasdesigualdades de Morse. Associa-se à funçãof a

série de Morse definida por:

Mt( f ) = ∑
todos P

tλP = ∑
i

µit
i, (A.7)

ondeP é um ponto crítico genérico def , de índiceλP e µi, chamado número de Morse, é o número de pontos

críticos de f com índicei. A série sempre convergirá. A topologia deM entra através dePt(M), que é a sua

correspondente série de Poincaré, dada por

Pt(M) =
n

∑
i=0

bit
i, (A.8)

ondebi é o número de Betti de ordemi deM, ou o número de célulasei emM.

Algumas das chamadas desigualdades de Morse são:

Mt( f ) ≥ Pt(M),

µi ≥ bi, i = 0, . . . , n

±µ0 +
j<n

∑
i=1

(−1)iµi ≥ ±b0 +
j<n

∑
i=1

(−1)ibi. (A.9)

Pode-se mostrar, em particular, através destas desigualdades:

M−1( f ) = P−1(M) =
n

∑
i=0

(−1)ibi = χ(M), (A.10)

ondeχ(M) é a característica de Euler-Poincaré da variedadeM, que é um invariante topológico. Resulta que

M−1( f ) é uma quantidade completamente independente da funçãof que se define sobreM.
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Estes resultados em particular podem ser estendidos a funções contendo pontos críticos degenerados, isto

é, variedades críticasC. Sobre uma variedade críticaC (no espaço tangente aC), os autovalores do Hessiano se

anulam. Uma variedade críticaC ⊂ M será não degenerada se o Hessiano não possuir autovalores nulos nas

direções normais aC. Considerando-se o fibrado normal aC, N(C), o índice da variedade críticaC, definida uma

métrica Riemanniana sobre esta, é definido através da decomposição deN(C) em um subespaço com “direções”

correspondentes a autovalores negativos do Hessiano,N(C)− e um subespaço das “direções” correspondentes a

autovalores positivos,N(C)+: N(C) = N(C)− ⊕ N(C)−. Desta forma o índice da variedade críticaC, λC,

é dado pela ordem (“dimensão”) do fibradoN(C)−, e a contribuição deC à série de MorseMt( f ) será um

polinômio:

tλCPt(C), (A.11)

ondePt(C) é a série de Poincaré emC. QuandoC colapsa a um pontoP, esta contribuição recai no monômiotλP ,

donde se generaliza:

Mt( f ) = ∑
todas C

tλCPt(C), (A.12)

e continuam valendo as desigualdades de Morse acima.

A.2 Alguns Conceitos de Homotopia

Como Homotopia é um assunto particularmente amplo e abrangente, e existem muitos bons textos no as-

sunto (por exemplo [94]), restringe-se esta Seção à enumeração simples de alguns conceitos básicos de homotopia

que são usados na solução da topologia das variedadesMv do Modelo Esférico com interações a vizinhos próximos

na rede hipercúbica, descrita no Capítulo 3.

Homotopia é uma relação entre dois espaços topológicosX eY, que estabelece o homomorfismo entre os

grupos de homotopia correspondentes, que são invariantes topológicos de seus respectivos espaços3.

Homotopia

Tomam-seX eY dois espaços topológicos. Uma homotopia é uma família de mapas contínuos deX em

Y, dada porft : X → Y, t ∈ I = [0, 1], tal que o mapa associadoF : X × I → Y dado porF(x, t) = ft(x) é

contínuo.

Diz-se que dois mapasf0, f1 : X → Y são homotópicos se existe uma homotopiaF(x, t) : x 7→ ft(x)

conectando-os, isto é, tal queF(x, 0) = f0(x) e F(x, 1) = f1(x). De forma similar escreve-sef0 ≃ f1
4.

3Em contraste com a homologia, que estabelece oisomorfismoentre os grupos de homologia que caracterizam a topologia. Todo home-
omorfismo é uma equivalência homotópica, mas nem toda equivalência homotópica é um homeomorfismo. A relação de homologia, neste
contexto, é mais restritiva.

4Com uma reparametrização apropriada é fácil convencer-se de que quaisquer dois mapas intermediáriosft e ft′ também serão homotópicos
neste caso.
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Homotopia como uma Relação de Equivalência

Como mencionado acima, uma homotopia não é sempre uma relação de equivalência.

Entretanto, se esta homotopia for “inversível”, simétrica, isto é, se existirg0 : Y → X, tal queg0 ◦ f0 seja

homotópicoao mapa identidade no espaçoX, 1X, e f0 ◦ g0 sejahomotópicoao mapa identidade no espaçoY,

1Y, diz-se queX eY possuem o mesmo tipo de homotopia e a existência desta homotopia mostra queX eY são

homotopicamente equivalentes:X ≃ Y. Neste caso a homotopia entre os dois espaçosX eY é uma relação de

equivalência e implica noisomorfismodos respectivos grupos de homotopia:πn(X) ≃ πn(Y).

Como uma relação de equivalência, a homotopia deve ser uma propriedade transitiva. Isto é estabelecido

através da composição de funções: Sef0, f1 : X → Y são homotópicas, eg0, g1 : Y → Z são homotópicas,

então as composiçõesg0 ◦ f0 : X → Z e g1 ◦ f1 : X → Z também serão homotópicas. Em outras palavras, se

o espaçoX é homotopicamente equivalente ao espaçoY, Y é homotopicamente equivalente ao espaçoZ, então

tambémX ≃ Z.

Se dois espaçosX eY são homotópicos, então todas as funções contínuas deX emY são homotópicas, isto

é, existem homotopias conectando quaisquer duas funções contínuas deX emY.

De forma familiar, para estabelecer a equivalência homotópica entre dois espaços topológicosX e Y,

as seguintes “operações” são permitidas: pode-se “dobrar”, “encolher” ou “espichar” o espaçoX de forma a

transformá-lo emY; porém, não se pode “cortar” ou “colar” pedaços deX a fim de transformá-lo emY, já que

estas duas últimas operações alteram as vizinhanças originais de pontos emX e portanto alteram o tipo de homo-

topia/topologia do espaço.

Deformação de Retração

Uma deformação de retração de um espaço topológicoX em um subespaçoA ⊂ X é uma família de mapas

ft : X → X, t ∈ I, tal que f0 = 1X (o mapa identidade emX), f1(X) = A, e a restriçãoft|A = 1X para todo

t ∈ I. A família de mapasft ademais deve ser contínua, isto é, o mapa associadoF : X× I → X, (x, t) 7→ ft(x)

é contínuo emx e emt. Quando um espaço topológicoX pode ser continuamente deformado a uma subespaço

A ⊂ X, diz-se queX e A são homotopicamente equivalentes. De fato, uma deformaçãode retração é um caso

especial da noção mais geral de homotopia.

Uma relação de equivalência, além de reflexiva e transitiva,deve ser simétrica. Como em uma deformação

de retração de um espaçoX em um subespaçoA diversos pontos deX são mapeados sobre um mesmo ponto de

A, o mapaF(x, t) = ft(x) claramente não será injetivo e portanto em geral não possuirá inversa. No entanto, a

existência de uma deformação de retração deX emA implica em que os dois espaços sejam homotópicos através

da propriedade deextensão de homotopia, que garante queX e A sejam homotopicamente equivalentes se e

somente se existir um terceiro espaçoZ contendoambosX e A como deformações de retração. SeA for um

subespaço deX, a existência do espaçoZ está condicionada aA ser uma deformação de retração deX. Por outro
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lado, um mapaf : X → Y é chamado uma equivalência homotópica se existir um mapag : Y → X tal que suas

composições sejam homotópicas às identidades nos respectivos espaços topológicos:f ◦ g ≃ 1Y e g ◦ f ≃ 1X (já

descritas acima). Ora, tomando a retraçãor(X) = f1(X) = A, a inclusãoi : A →֒ X é tal que sua composição à

direita e à esquerda da retraçãor éhomotópicaao mapa identidade:ri ≃ 1A e ir ≃ 1X.

Uma funçãof é chamadanull-homotópicaquando existe uma homotopia que levaf ao mapa constante (o

mapa que leva todos os pontos do domínio a um único ponto no conjunto imagem). Um espaço topológicoX é

dito contrátil quando existe uma deformação de retração deX a um ponto. O espaçoX será contrátil se e somente

se o mapa identidade1X : x 7→ x for null-homotópico.

Figura A.3:À esquerda, a deformação de retração de uma fita de Möbius em sua circunferência base. Os três desenhos à direita representam
três possíveis deformações de retração do espaço bidimensional com dois orifícios em seus subespaços. Os pontos à fronteira do espaço
mencionado sofrem a deformação seguindo os segmentos transversais representados [94].

Homotopia Relativa

Sejam dois mapasf e g que levam pontos emX sobre pontos emY. SejaA um subespaço deX: A ⊂ X.

Diz-se quef e g são homotópicos com relação aA, quando existe uma homotopiaF : X× [0, 1] → Y que levaf

emg, isto é, tal queF(x, 0) = f (x) e F(x, 1) = g(x), ∀x ∈ X, e para a qual a restriçãoF|A×I é independente de

t, F(a, t) = f (a) = g(a), ∀a ∈ A e∀t ∈ I. Diz-se queF(x, t) é uma homotopia relA.

Grupos de Homotopia

TomandoXn = [0, 1]n (n inteiro), e o subespaço deAn ⊂ Xn como sua fronteira:An = ∂([0, 1]n),

podem-se buscar por homotopiasf (n)t : Xn → Y relativas aAn. Como a relação de homotopia relativa a um

subespaço é uma relação de equivalência, o conjunto de homotopias f (n)t que relacionamXn aY pode ser dividido

emclasses de equivalência. Estas classes de equivalência, por sua vez, formam um grupo, denotadoπn(Y, y0),

ondey0 ∈ f
(n)
t (∂([0, 1]n)) é chamadoponto-base. Os gruposπn(Y, y0) são chamadosgrupos de homotopia. O

grupoπ1(Y, y0), em particular, é chamado grupo fundamental.

Para citar alguns exemplos: o grupo fundamental da esferaS1 é π1(S
1) = Z; os primeiros grupos de

homotopia da esferaS2 sãoπ1(S
2) = 0, π2(S

2) = Z e π3(S
2) = Z; uma relação geral pode ser inferida para

os primeiros(n− 1) grupos de homotopia da esferaSn: πi(S
n) = 0; o grupo fundamental do toro bidimensional

T2 = S1 × S1 é π1(T
2) = Z2; por indução se pode mostrar que o grupo fundamental do toroTn é π1(T

n) =

Zn [94].
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Conseqüências da Invariância Homotópica

SejamX eY dois espaços topológicos homotopicamente equivalentes. Importantes propriedades topológ-

icas são conservadas sob homotopia. SeX é um espaço trajeto-conectado,Y também é, seX é simplesmente

conectado,Y também é. SeX e Y são trajeto-conectados, seus grupos fundamentais e gruposde homotopia de

maior ordem são isomórficos, como já foi mencionado. Caso a condição de conecttividade por trajeto não seja

cumprida pelos espaços, então o isomorfismo entre os grupos de homotopia correspondentes ainda pode ser estab-

elecido, mas dependerá do ponto-base definido para as homotopias.
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A.3 Topologia das subvariedadesMv do Modelo Esférico na Rede

Esta Seção é uma elaboração mais detalhada da Seção 3.2, que se encontra no Capítulo 3 da Parte I, em que

se apresentam resultados originais obtidos sobre o Modelo Esférico Curto Alcance.

No estudo da topologia das subvariedadesMv ⊂ Γ, computam-se e caracterizam-se as transições topológi-

cas ocorrendo à medida em que se variav dentro do intervalo de energias acessível. Estabelecer-seuma relação en-

tre a topologia dasMv e o comportamento termodinâmico equivale a definir um mapa entre o parâmetro topológico

v e a energia potencial média〈v〉, que não é uma tarefa evidente. A HT conjectura que a relação deva se dar pela

identidade:vθ = 〈vc〉 (equações (3.17) e (3.21)). Deste mapeamento entre topologia e termodinâmica para o

modelo esférico curto alcance mostra-se, nesta seção, que oprimeiro teorema FPS [28], sobre a necessidade de

uma TT coincidindo com a TF no modelo, é satisfeito. Entretanto, este trabalho também mostra ainexistênciade

uma condição de suficiência que relacione transições topológicas e termodinâmicas para o modelo [6,7].

De acordo com a teoria de Morse [92], transições topológicasnas subvariedadesMv = {ǫ ∈ Γ |V({ǫ})/N ≤
v} somente ocorrem em valores de(Nv) que sejam imagens depontos críticos, ǫtt = ((ǫ1)tt, . . . , (ǫN)tt), da

funçãoV({ǫ}) (isto é, pontos em que∂ǫiV(ǫtt) = 0) 5. Quando ocorre um (único) ponto crítico deV({ǫ})/N
em um valorv = vtt, a subvariedadeMvtt+δ é homeomórfica aMvtt−δ ∪ ek, ondeek é uma célula de ordemk - um

disco aberto de dimensãok -, que éagregadaà subvariedadeMv ao atravessarv = vtt no sentido dev crescente6.

k é o índice ou a ordem do ponto crítico7. Para um resumo mais elaborado de elementos e conceitos de Topologia

utilizados ao longo do texto, remete-se o leitor ao ApêndiceA.

A análise da topologia e da ocorrência de transições topológicas nas subvariedadesMv, definidas a partir

da funçãoV(ǫ), deve iniciar, portanto, pelo estudo das soluções de∂ǫiV({ǫ}) = 0. A representação do sistema

de equações na base que diagonaliza a matriz de interação simplifica o problema. Para impor o vínculo esférico,

introduz-se um multiplicador de Lagrangeµ, redefinindo-se o HamiltonianõV = V − µ ∑
N
i=1 ǫ2i . Na base{ǫ}, a

invariância translacional e as condições de contorno periódicas (que induzem uma topologiaS1 × S1 × · · · × S1 =

Td, o toro d-dimensional, à rede de spins [4]) produzem uma matriz de interação circulante e simétrica. As

equações de pontos estacionários, nesta base, são dadas pelo sistema de equações lineares:
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, (A.13)

5A correspondência biunívoca entreum ponto críticoe uma transição topológica é garantida quando o Hessiano da funçãoV({ǫ}) é
não-singular, não possui autovalores nulos, isto, é, os pontos críticos da função sãoisolados.

6δ > 0 deve ser suficientemente pequeno, isto é, o intervalov ∈ [vtt − δ, vtt + δ] contém apenas um valor crítico deV.
7O índice ou a ordem de um ponto crítico é o número de autovaloresnegativos do Hessiano no ponto dado (ver Apêndice A).
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ondeck são os elementos da matriz de interação no Hamiltoniano na rede hipercúbicaǫT M ǫ = ∑〈i,j〉 ǫiǫj, que

são tais quecN+k ≡ ck = cN−k+2. O índice dos elementosck corresponde univocamente a um spin na posição

(p1, p2, . . . , pd) na rede de dimensão linearL, dado quek = p1 + L p2 + L2 p3 + · · · + Ld−1 pd. A forma

específica da matrizM depende da dimensãod da rede.

As equações do sistema (A.13) são acopladas. Supondo que a matriz principal (isto é, matriz dos coefi-

cientes dosǫi), M, seja inversível, usa-se o método de Crámer para se obter a solução: ǫi = ∆ i
∆ , onde∆ é o

determinante da matriz principal, ou de interaçãoM, aplicado o vínculo esférico através do multiplicadorµ -,

e ∆ i, o determinante da matriz dada pela matriz principal, substituída suai-ésima coluna pelo vetor de termos

independentes (lado direito da equação (A.13)).

As derivadas com respeito aǫi se transformam como∂
∂ǫi

= ∑
N
j=1

∂yj
∂ǫi

∂
∂yj

= ∑
N
j=1 Jij

∂
∂yj

. Em [4] a matriz

JacobianaJij que leva a matriz de interaçãoM à sua forma diagonal, foi obtida, a partir dos autovetores deM: o

elementoJij é dado pelai-ésima componente doj-ésimo autovetor,

Jij = Ψj,i = N−1/2

[

cos
2π

N
(j− 1)(i− 1) + sin

2π

N
(j− 1)(i− 1)

]

,

que formam uma base ortogonal, com vetores reais normalizados a 1. A transformação mediada pela matriz

JacobianaJ é ortogonal, já que a matriz de interação é simétrica:det J = 1. O Hamiltoniano na base{y}, é dado

por (J = 1):

Ṽ(y) = ∑
i,j,k,l,m,n

(yi J
−1
ik )(JkmMmn J

−1
n,l )(Jl jyj)− H ∑

i,j

Jijyj − µ ∑
i,j,k

(yi J
−1
ij )(Jjkyk) =

= −1

2

N

∑
i=1

λi y
2
i −

√
Ny1H − µ

N

∑
i=1

y2i ,

onde{λi} caracteriza o espectro da matriz de interação. Com a transformação de∂ǫi , o vetor de termos indepen-

dentes se transforma como:

H



















1

1

...

1



















=



















∂y1
∂ǫ1

∂y2
∂ǫ1

· · · ∂yN
∂ǫ1

∂y1
∂ǫ2

∂y2
∂ǫ2

· · · ∂yN
∂ǫ2

...
. . .

...

∂y1
∂ǫN

∂y2
∂ǫN

· · · ∂yN
∂ǫN



















H



















√
N

0

...

0



















, (A.14)

e o lado esquerdo de (A.13) se transforma como:



















(c1 − µ) c2 · · · cN

cN (c1 − µ) · · · cN−1

...
.. .

...

c2 c3 · · · (c1 − µ)





































ǫ1

ǫ2
...

ǫN
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∂y1
∂ǫ1

∂y2
∂ǫ1

· · · ∂yN
∂ǫ1

∂y1
∂ǫ2

∂y2
∂ǫ2

· · · ∂yN
∂ǫ2

...
.. .

...

∂y1
∂ǫN

∂y2
∂ǫN

· · · ∂yN
∂ǫN





































−(2λ1 + µ) 0 · · · 0

0 −(2λ2 + µ) · · · 0

...
. . .

...

0 0 · · · −(2λN + µ)





































y1

y2
...

yN



















.

(A.15)

Aplicando o método de Crámer ao sistema de equações linearesna base{y}: yi =
∆′
i

∆′ , onde os determinantes∆′

e ∆ claramente se relacionam como∆ = det(J)∆′ = ∆′, os vetores de termos independentes,b = J · b′ e as

matrizes principaisM eM′ se relacionam comoM = J ·M′ · J′. Igualando-se lados direitos (esquerdos) de (A.15)

e (A.14) obtém-se o sistema de equações lineares na base{y}. O sistema de equações, na base que diagonaliza a

matriz de interação, é dado por:

y1(2µ + λ1) +
√
NH = 0,

yi(2µ + λi) = 0 i = 2, · · · ,N,
N

∑
j=1

y2j = N, (A.16)

cujas equações são evidentemente acopladas apenas pelo vínculo esférico. O espectro da matriz de interação é

dado pelos autovalores [4]:

λi ≡ λ(p) = 2
d

∑
i=0

cos

(

2πpi
N1/d

)

, (A.17)

ondepi = 0, · · · ,N1/d − 1. A estrutura de (A.17) mostra que a degenerescência máxima dos autovalores comN

finito éPd2
d (ondePd é o número de permutações ded elementos). O teorema de Perron-Frobenius garante que o

máximo autovalor,λ0, é não-degenerado.

A estrutura das soluções de (A.16) dependerá de forma crucial na degenerescência dos autovalores. Assim,

é conveniente definirem-se os conjuntosCa, coma = 0, . . . , N̂, ondeN̂ + 1 é o número de autovaloresdistintos.

Ca é o conjunto contendo os índices de autovalores (vetoresp) correspondendo ao(a + 1)-ésimo maior valor.

O índicea ordena os autovalores distintos do maior (a = 0) ao menor (a = N̂). A cardinalidade|Ca| destes

conjuntos fornece a degenerescência do(a+ 1)-ésimo maior autovalor. Por exemplo, como mencionado acima,

|C0| = 1.

A degenerescência reduz o número de equações efetivamente independentes âN+ 1, e portanto ao mesmo

número de soluções. Cada solução corresponde a um valor crítico de v, va = h(λa,H) (que é uma função

biunívoca deλa), a = 0, . . . , N̂ + 1, ordenados do menor ao maior.

A degenerescência das soluções de (A.16) resulta, não em pontos críticos, mas emsubvariedades críticas,

já que qualquer ponto sobre esta se constitui em um extremo dafunçãoV, isto é,dV = 0 quando restrita à

subvariedade crítica. Isto implica em um Hessiano singularpara a função de energia potencial quando calculado
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na energia crítica correspondente, já que a esta energia o Hessiano deV(y) será nulo nas direções tangentes à

subvariedade crítica. Um Hessiano não-inversível deriva de uma funçãoV(ǫ) (V(y)) que não é uma função de

Morse própria, no sentido estrito. Não obstante, a caracterização da topologia dasMv através do formalismo da

teoria de Morse ainda é possível recorrendo a uma extensão damesma por Bott [92,93].

Quando o multiplicadorµ coincide com o(a + 1)-ésimo maior autovalor, especificamenteµ = −λj/2,

com j ∈ Ca, emerge como solução de (A.16) a subvariedade críticaΣva , em um valor críticov = va, que é o

(a+ 1)-ésimomenorvalor crítico. A subvariedade críticaΣva é uma hiperesfera de dimensão|Ca|, onde|Ca| é

a degenerescência do autovalor correspondente ava. No limite termodinâmico, o espectro de autovalores se torna

denso em[−2d, 2d): limN→∞ λ(p) → λ(ω) = 2∑
d
i=1 cos(ωi), ondeωi ∈ [0, 2π) são parâmetros contínuos.

Neste limite, a densidade espectral da matriz de interação,normalizada porN, é dada pela função:

c(v) =
∫ 2π

0

(

d

∏
i=1

dωi

2π

)

δ [v− h(λ(ω),H)] , (A.18)

ondeh(λ(ω),H) é a função que relaciona os valores críticos dev aos autovaloresλ(ω) no limite termodinâmico.

A densidade de degenerescência dos autovalores mostrar-se-á, mais adiante, crucial na caracterização da topologia

das subvariedadesMv.

Na análise da topologia do modelo, não se sabema priori quais as assinaturas topológicas da transição de

fase pelas quais se procurar. De fato, este trabalho busca determinar uma condição de suficiência que mapeie TTs

em TFs no modelo esférico, de maneira a definir uma assinaturatopológica. Assim, é imprescindível dispor de dois

modelos similares, variantes de um Hamiltoniano diferindopor um parâmetro, por exemplo. O objetivo é verificar

se o efeito que a variação de tal parâmetro produz para a presença ou ausência de transição de fase é acompanhado

por algum efeito equivalente na topologia, por exemplo, presença e ausência de dada transição topológica. No

caso do modelo esférico, estes dois modelos são o modelo sem campo externo, que sofre transição de fase para

dimensão inteira da reded ≥ 3, e o modelo com campo externo, que não possui transição de fase.

Nas subseções que seguem, desenvolve-se em detalhe a análise topológica do modelo comH = 0, em

campo externo nulo. No âmbito da teoria de Morse, não é possível obter explicitamente os números de Betti{bi}
das variedadesMv, somente limites superiores para estes ou a soma alternada dos mesmos (que equivale à obtenção

de um invariante topológico, a característica de Euler-Poincaré). As próximas seções se dedicam à obtenção de

todos os números de Betti das variedadesMv, para qualquerv (pelo menos no casoH = 0). Mostrar-se-á, então, a

caracterização completa dos grupos de homotopia [94,95] das subvariedadesMv, pelo menos para o modelo sem

campo externo. No caso do modelo com campo externo, conseguiu-se caracterizar completamente a topologia na

vizinhança da transição topológica mais relevante [6,7].
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A.3.1 Topologia em campo nulo:H = 0

A cada valor críticova de v ∈ [−d, d), Mv sofre uma transição topológica. As variedades críticas que

emergem neste valor de energia caracterizam a TT. Para analisar a evolução da topologia dasMv’s devem-se

retomar as equações (A.16) de pontos críticos deṼ(y) paraH = 0:

yi(2µ + λi) = 0, i = 1, . . . ,N,
N

∑
j=1

y2j = N, (A.19)

que neste caso são homogêneas. Desta maneira, apenas haverásolução não-trivial caso a matriz principal do sis-

tema seja singular. Em particular, tem-seyi = 0, exceto pelas variáveis pertencentes ao subespaço de autovalores

nulos da matriz principal: variáveisyj 6= 0, tais que2µ + λj = 0 com j ∈ Ca, v = va. Estas últimas devem

garantir o vínculo esférico, que equivale à condição:∑
|Ca |
j=1 y

2
j = N. Resulta, para a subvariedade críticaΣva

ocorrendo no valor críticov = va: Σva = {y ∈ Γ| ∑j∈Ca
y2j = N ∨ yi = 0, parai /∈ Ca}, que é portanto

uma hiperesferaS|Ca |−1, cuja dimensão é dada pela degenerescência do autovalor correspondente,|Ca| − 1.

A menos que a funçãoV({y}) seja uma função de Morse perfeita [93], o conhecimento das subvariedades

críticas não é suficiente para determinar completamente a topologia deMv entre dois valores críticos consecutivos,

já que as células{e(a)k } agregadas aMva em v = va podem sê-lo de diferentes maneiras, através de diferentes

mapas característicosΦa : e
(a)
k → ∂Mva = Σva , resultando em diferentes topologias paraMv>va . O conhecimento

dasΣva e suas propriedades relevantes permitem calcular exatamente os números de Morseµi e a série de Morse,

Mt(V), relativos aV : Mv → R porém fornecem apenas um limite superior para os números de Betti bi e a série

de Poincaré,Pt(Mv), relativos aMv
8.

A substituição da soluçãoΣva na funçãov(y) = V(y)/N resulta em um valor críticova a campo nulo, a

funçãova = h(λj, 0) = −λj/2, ondej ∈ Ca e µ = −λj/2.

O cálculo do Hessiano emv = va é trivial e resulta em uma matriz diagonal na base{y}:

Hij =
∂2V(y)

∂yi∂yj
=



























−(2µ + λ1) 0 0 · · · 0

0 −(2µ + λ2) 0 · · · 0

0 0 −(2µ + λ3) · · · 0

...
. ..

...

0 0 0 · · · −(2µ + λN)



























. (A.20)

O Hessiano é singular, já que possui|Ca| autovalores nulos. Para caracterizar a transição topológica emv = va

neste contexto, é preciso estabelecer um conceito para subvariedades críticas não-degeneradas que equivalha ao

8Como mencionado anteriormente, no âmbito da teoria de Morse é possível calcular a característica de Euler, mas não se pode determinar
um número suficiente de invariantes topológicos deMv.
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conceito de ordem ou índice de pontos críticos não-degenerados no caso de um Hessiano inversível. A subvar-

iedade críticaΣva será não-degenerada já quedetH 6= 0, quando restrito ao subespaço das direções normais a

Σva (considerando a imersão deΣva = S|Ca |−1 em R|Ca |, o subespaço normal aΣva se constitui das direções

radiais). Usando uma extensão da teoria de Morse [92, 93], define-se aordem de uma subvariedade críticanão-

degenerada, conectada, orientável como o número de autovalores negativos do Hessiano à energiava, quando

restrito às direçõesnormaisà subvariedade críticaΣva (ver Apêndice A). Fica evidente de (A.20) que os autoval-

ores do Hessiano,Vii = −(2µ + λi) = (λj − λi), comj ∈ Ca, serão negativos parai ∈ Cb, ondeb < a. Assim, à

energiava o Hessiano possuirá∑a−1
b=0 |Cb| autovalores negativos, que corresponde à ordem da subvariedade crítica

Σva .

No que diz respeito à série de Morse,Mt(V), a contribuição de uma subvariedade crítica é mais substancial

que a de um ponto crítico. De fato, enquanto a contribuição deum ponto crítico isolado é proporcional a um

monômio tk, a de uma subvariedade crítica é dada por um polinômiotkPt(Σva), ondek é a ordem do ponto

crítico ou da subvariedade crítica.Pt(Σva) é o polinômio de Poincaré deΣva , ao qual naturalmente podem-se

aplicar as relações entrePt e Mt descritas no Apêndice A, sendo o polinômio de Morse neste caso relativo à

restriçãoV|Σva . Conhecida a ordem de cada subvariedade e, é claro, o polinômio de Poincaré de uma hiperesfera,

é possível construir o polinômio de Morse e, conseqüentemente, a característica de Eulerχ(v) = M−1(V) das

subvariedadesMv para todov.

Deformação de retração das variedadesMv

Na caracterização da topologia dasMv se seguirá um caminho mais direto, aproveitando a simetria do

modelo esférico para determinar exatamente os números de Betti que definemMv entre dois valores críticos con-

secutivosva eva+1. De fato, ao encontrar a deformação de retração que mapeia continuamenteMv na hiperesfera

SDa−1, ondeDa = ∑
a
b=0 |Cb|, se estabelece a equivalência homotópica entreMv, parav ∈ (va, va+1), e SDa−1.

Em cadav = va, a TT muda a topologia deMv de SDa−1−1 paraSDa−1. Ademais, a característica de Euler de

um espaço topológico depende somente de seu tipo de homotopia, portanto os resultados revelam imediatamente

o invariante topológicoχ(v).

Uma deformação de retração de um espaço topológicoX em um subespaçoA ⊂ X é uma família de mapas

ft : X → X, t ∈ I = [0, 1], tal que f0 = 1 (o mapa identidade),f1(X) = A, e a restriçãoft|A = 1 para todo

t ∈ I. A família de mapasft ademais deve ser contínua, isto é, o mapa associadoF : X× I → X, (x, t) 7→ ft(x)

é contínuo emx e emt. Quando um espaço topológicoX pode ser continuamente deformado a um subespaço

A ⊂ X, diz-se queX e A são homotopicamente equivalentes. De fato, uma deformaçãode retração é um caso

especial da noção mais geral de homotopia (ver Apêndice A).

Quer-se encontrar uma deformação de retração que leveMv, com v ∈ (va, va+1), à hiperesferaSDa−1,

ondeDa = sup{k | λk > −2v}, o índicek rotula uma ordenação detodosos autovalores (incluindo autovalores
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degenerados) do maior ao menor. O valor críticova = −λj/2, ondej ∈ Ca. Por inspeção, mostra-se que uma

homotopia possível é a que levay = (y1, y2, . . . , yN) 7→ y(t) = (y
(t)
1 , y

(t)
2 , . . . , y

(t)
N ) através de:

y
(t)
k =















yk

√

1+ t
∑

N
j=Da+1 y

2
j

∑
Da
j=1 y

2
j

, para1 ≤ k ≤ Da,

yk
√
1− t, paraDa < k ≤ N.

(A.21)

Deve-se mostrar que esta função é contínua, que obedece ao vínculo esférico para todot ∈ I, quey(t)(Mv) ⊆ Mv,

quey(0)(Mv) = 1, y(1)(Mv) = SDa−1, e que a restriçãoy(t)|SDa−1 = 1, ∀t.

Tomando-set = 0 em (A.21) fica de imediato evidente quey(0) é o mapa identidade.

Tomando-set = 1 na mesma equação, obtém-sey
(1)
k = 0, parak > Da, e:

Da

∑
j=1

(

y
(1)
j

)2
=

Da

∑
j=1

y2j



1+
∑j>Da

y2j

∑
Da
j=1 y

2
j



 =
N

∑
j=1

y2j = N, (A.22)

onde a última igualdade resulta do fato de que qualquer pontoy ∈ Mv obedece ao vínculo esférico. Isto é,

um ponto qualquery ∈ Mv será mapeado em um pontoy(1) ∈ SDa−1 através do mapay 7→ y(1), já que

∑
Da
j=1

(

y
(1)
j

)2
= N, que define uma hiperesfera(Da − 1)-dimensional de raio

√
N - o que demonstra quey(1)

obedece ao vínculo esférico, e ao mesmo tempo quey(1)(Mv) = SDa−1.

Também é imediato mostrar que a restrição da deformação à esferaSDa−1 é a identidade para qualquer

t ∈ I, já que, quando se escolhey ∈ SDa−1, tem-se:y = (y1, y2, . . . , yDa , 0, 0, . . . , 0), com∑
Da
j=1 y2j = N. Ora,

a imagem de qualquer destes pontos sob o mapa (A.21) resulta em:

y
(t)
k =











yk

√

1+ t������: 0(

∑j>Da
y2j

) (

∑
Da
j=1 y

2
j

)−1
= yk, para1 ≤ k ≤ Da,

���
0

yk
√
1− t = 0 = yk, paraDa < k ≤ N.

(A.23)

Dado que qualquer pontoy ∈ Mv obedece ao vínculo esférico, o mesmo se aplica à respectiva imagem sob

o mapay(t):
N

∑
k=1

(

y
(t)
k

)2
=

Da

∑
k=1

y2k



1+ t
∑j>Da

y2j

∑
Da
j=1 y

2
j



+ ∑
k>Da

y2k(1− t) =
N

∑
k=1

y2k = N. (A.24)

Ademais do vínculo esférico, todo pontoy ∈ Mv deve ser mapeado emMv. Pela própria definição deMv, para

qualquerv′ ∈ [−d, v] tem-seMv′ ⊆ Mv. Assim, mostrar que para qualquert a imagem de qualquery emMv sob

o mapay(t) sempre pertence aMv equivale a mostrar queV(y(t))/N ≤ v (nunca é maior quev). Ora,V(y(t)) é
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uma função quadrática dos{y(t)k } e, portanto, uma função linear det:

V(y(t))

N
= − 1

2N

N

∑
k=1

λk

(

y
(t)
k

)2
= − 1

2N

Da

∑
k=1

λk y
2
k



1+ t
∑j>Da

y2j

∑
Da
j=1 y

2
j





2

− 1

2N

N

∑
k=Da+1

λk y
2
k (1− t)

= v− t

2N ∑
k>Da

y2k

[

∑j≤Da
λjy

2
j

∑j≤Da
y2j

− λk

]

. (A.25)

Pode-se mostrar que o fator entre colchetes[·] na equação (A.25) é sempre positivo:
∑j≤Da λjy

2
j

∑j≤Da y
2
j

>
infℓ{λℓ}∑j≤Da y

2
j

∑j≤Da y
2
j

=

λDa , e o somatório emk na última linha de (A.25) está entrek = Da + 1 e k = N, e comoλDa > λk,

∀k ∈ [Da + 1,N]:
V(y(t))

N
≤ v− t

2N ∑
j>Da

y2j (λDa − λj) ≤ v, (A.26)

onde a igualdade valerá somente no casot = 0. A equação (A.26) mostra que a deformação de retração mapeia

qualquer pontoy ∈ Mv em um pontoy(t) ∈ Mv, também.

Da análise da deformação de retração, equação (A.21), vê-seque parat ≤ 1 descontinuidades nas funções

y
(t)
k somente podem ocorrer nos pólos∑

Da
j=1 y2j = 0. Como todos os termos neste somatório são positivos, os pólos

em (A.21) são os pontosyp tais queyk = 0, parak ≤ Da. Neste caso, como a energia potencialv ∈ (va, va+1),

− λDa
2 < v < − λDa+1

2 :

V(yp)

N
= − 1

2N

N

∑
k=Da+1

λk y
2
k ≥

1

N

N

∑
k=Da+1

v y2k , . (A.27)

e, aplicando o vínculo esféricoyp · yp = ∑
N
k=1 y2k = ∑

N
k=Da+1 y2k = N:

V(yp)

N
≥ v, (A.28)

e portanto estes pólos nunca pertencerão aMv.

O mapa (A.21) possui todas as propriedades que definem uma deformação de retração e, portanto, prova-se

queSDa−1 é uma deformação de retração deMv, comv ∈ (va, va+1). Tal resultado define o tipo de homotopia de

Mv.

Como os números de Betti de uma variedade são invariantes frente ao tipo de homotopia, os números de

Betti bi deMv comv ∈ (va, va+1) são:

bi(Mv) = bi(S
Da−1) =











1, parai = ∑
a
b=0 |Cb| − 1 = Da − 1, e i = 0,

0, parai 6= 0, (Da − 1).

Em v = va, a homotopia das variedadesMv muda deSDa−1−1 paraSDa−1. Em v = va, a dimensão da de-

formação de retração deMv é acrescida de|Ca| - a degenerescência do(a+ 1)-ésimo maior autovalor - e, para

v ∈ (va, va+1), se torna igual aDa − 1 = ∑
a
b=0 |Cb| − 1. Se a degenerescência dos autovalores cresce menos
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que linearmente comN (paraquasetodo v ∈ [−d, d)), Da coincide no limite termodinâmico com aordem da

subvariedade críticaΣva que emerge emva: ∑
a−1
b=0 |Cb|. Embora a dimensão da deformação de retração deMv

sejaDa, a variedadeMv sempre é dimensãoN9. A variedadeMv emerge emv = v0 = −λ0/2 como dois

estados fundamentais, dois pontos isolados. Como a energiapotencial deve ser contínua sobre cada componente

ergódica deMv, na vizinhança imediata da energiav0, a variedadeMv0+δ deve ser a união disjunta de dois discos

N-dimensionais. Ora, para todov ≥ v′, vale queMv′ ⊆ Mv, e assim, para todov ≥ v0, Mv0 ⊆ Mv: todas as

variedadesMv comv ≥ v0 também serãoN-dimensionais.

Em comparação à TT observada no modelo XY campo médio que corresponde à respectiva transição de

fase, em que números de Betti deO(N) diferentes índices sofrem uma variaçãoO
(

N!
(N−k)!

)

(ondek é o respectivo

índice do número de Betti), no presente caso o que se observa édistinto. A cada TT ocorrendo no modelo esférico

na rede, apenas dois índices de números de Betti sofrerão saltos, e estes saltos sãoO(1). Isto sugere que a

quantidade topológica relevante, cuja variação deve estarrelacionada à transição de fase no modelo, não seja o

módulo do salto dos números de Betti ou o número debi’s a sofrerem tal salto, mas sim o índice do máximo número

de Betti a sofrer um salto na TT, qual seja,Da − 1, ou, possivelmente, a diferença entre os índices do número de

Betti que salta de1 → 0 e o índice do número de Betti que salta de0 → 1, qual seja,(Da − 1)− (Da−1 − 1) =

(Da − Da−1).

Espectro e degenerescência da matriz de interação emN → ∞

A invariância translacional da energia potencial do modelo, que depende, inclusive, da definição de condições

de contorno apropriadas para a rede, resulta em uma matriz deinteraçãocirculante, que é um tipo de matriz de

Toeplitz, com uma estrutura como a dada pela matrizM̃ em (A.13)10. Para interações de suficientemente curto

alcance11, pode-se mostrar que o espectro de autovalores de uma matrizcirculante se torna contínuo quando a

ordem da matriz tende ao infinito. No modelo esférico curto alcance, a interação se dá apenas entre primeiros

vizinhos, depende apenas da distância entre spins e é simétrica.

Sabe-se que os autovalores{Ψk} de matrizes circulantes como em (A.13) são dados por:

Ψk =
N

∑
n=0

cn e
−2πi n k/N .

Em particular, no caso do modelo esférico na rede hipercúbica, cada spin possui2d primeiros vizinhos, e este é

o número de elementosck não-nulos em cada linha da matrizM, os demaisN − 2d elementos de cada linha são

nulos. Em dimensão 1, tem-sec2 = cN = 1, e os demais elementos de cada linha são nulos. Em dimensão 2,os

únicos elementos não-nulos em cada linha deM sãoc2 = cL+1 = cN = cN−L+1 = 1, ondeL = N1/d =
√
N.

9No que se refere à homotopia, as dimensões “adicionais” deMv são topologicamente irrelevantes.
10Uma matriz de Toeplitz tem elementosti,j tais queti,j = ti+1,j+1, e uma matriz circulante é uma matriz de Toeplitz com as condições

adicionais:ti,N−j = ti+j+1,1 e tN−i,j = t1,j+i+1.
11Tal que cada spin não interaja com vizinhos a distâncias de ordem maior queO(

√
N), em unidades do parâmetro de rede.
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Em dimensão 3, estes sãoc2 = cL+1 = cL2+1 = cN = cN−L+1 = cN−L2+1 = 1. Em geral, os únicosc’s

não-nulos serão:cLk+1 = cN−Lk+1, ondek=̇0, . . . , d.

Reescrevendo os autovalores da matrizM a partir da forma dada paraΨm:

λm =
d−1

∑
k=0

[

cLk+1 exp{−2πi(m− 1)Nk/d/N}+ cN−Lk+1 exp{−2πi(m− 1)(N − Nk/d)/N}
]

,

a diferença entre dois autovalores consecutivos é obtida:

Ψm+1 − Ψm =
d−1

∑
k=0

{

cos
(

2πmN(k−d)/d
) [

2− e2πiN(k−d)/d − e−2πiN(k−d)/d
]

+

+i sin
(

2πmN(k−d)/d
) [

e2πiN(k−d)/d − e−2πiN(k−d)/d
]

}

= −4
d−1

∑
k=0

sin
(

πN(k−d)/d
)

sin
(

πN(k−d)/d(2m+ 1)
)

= −2
d−1

∑
k=0

{cos (φN(m, k))− cos (φN(m, k) + δN(k))} N→∞→ 0, (A.29)

ondeφN(m, k) = πN(k−d)/d2m e δN(k) = 2πN(k−d)/d é tal que2π
N ≤ δN(k) ≤ 2π

N1/d . Tomando o limite

termodinâmico:limN→∞ δN(k) = 0, ∀k, o que significa que o espectro de autovalores da matriz de interação é

um subconjunto denso do intervalo[−2d,+2d).

Como osN̂ + 1 valores críticos da energia potencial,va = h(λa, 0), são uma função contínua dos auto-

valores, conclui-se que haverá umcontínuo de transições topológicasnas variedadesMv no intervalo de energias

acessíveis,[−d, d).

No limite termodinâmico, considerando queDa sejaO(N), é conveniente introduzir uma função finita con-

tínua, dada pela normalização deDa: d(v) ≡ Da/N. Dada a relação entreDa e a degenerescência dos autovalores

λ: Da = ∑
a
b=0 |Cb|, é imediato expressar a densidade de degenerescênciac(v) no limite termodinâmico:

d(v) =
∫ v

−d
c(v′)dv′ ou, equivalentementec(v) =

∂d(v)

∂v
. (A.30)

Como as subvariedadesMv são sempre homotopicamente equivalentes a esferas cuja dimensão muda com

v, o comportamento deDa (equivalentemente ded(v) no limiteN → ∞) como função dev determina completa-

mente a topologia do modelo (ver equação (A.29)). A seguir, analisar-se-á o comportamento da ordem (normal-

izada) das subvariedades críticas, a funçãod(v), e de sua derivada, a densidade de degenerescência12 c(v), a fim

de caracterizar a evolução da topologia das variedadesMv. Diante da multiplicidade das transições topológicas13,

espera-se encontrar assinaturas da transição de fase em transições topológicas que possuam alguma característica

distintiva das demais. É imediato esperar que tais TTs estejam associadas a singularidades da funçãod(v), isto é,

12A dimensão (normalizada) das subvariedades críticas.
13No limite termodinâmico, o contínuo de transições topológicasimplica emN̂ + 1 → ∞, um número infinito de TTs.
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descontinuidades em alguma de suas derivadas - já que a própria funçãod(v) é finita e contínua.

Reconsiderando o espectro (A.17) da matriz de interação, nolimite termodinâmico é conveniente reex-

pressar o índice discretop = (p1, . . . , pd) através do vetorω = (ω1, . . . ,ωd), ondeωi =
2πpi
N são funções

contínuas, com0 ≤ ωi < 2π. Os autovalores são então dados por:λ(ω) = 2∑
d
i=1 cos(ωi). A densidade de

degenerescência,c(v), é então dada por (ver equação (A.18)):

1

N ∑
p

δλ(p),−2v
N→∞−→

c(v) =
∫ 2π

0

(

d

∏
i=1

dωi

2π

)

δ(v+ λ(ω)/2)

=
∫ 2π

0

(

d

∏
i=1

dωi

2π

)

∫ +∞

−∞

dx

2π
exp{ix (v+

d

∑
i=1

cos(ωi))}

=
∫ +∞

−∞

dx

2π
exp{ix v}

[

∫ 2π

0

dω

2π
exp{ix cos(ω)}

]d

=
∫ +∞

−∞

dx

2π
(cos(x v) + i sin(x v)) [J0(x)]

d , (A.31)

ondeδi,j está para a delta de Kronecker,δ(x), para a delta de Dirac eJ0(x) é a função de Bessel de ordem zero.

A forma para a equação (A.31) foi obtida usando-se a representação de Fourier da delta de Dirac. Finalmente,

considerando a paridade das funções seno e cosseno em relação ao centro do intervalo de integração, resulta para

c(v):

c(v) =
∫ ∞

0

dx

π
cos(x v) [J0(x)]

d . (A.32)

A funçãod(v), conseqüentemente, é dada por:

d(v) =
∫ v

−d
dv′

∫ ∞

0

dx

π
cos(x v′) [J0(x)]

d =
∫ ∞

0

dx

π

(sin(v x) + sin(d x))

x
[J0(x)]

d . (A.33)

Convergência da densidade de degenerescênciac(v) e suas derivadas

Voltando a atenção à integral imprópria (A.32) e definindo-se o integrandof (x, v) = cos(x v) [J0(x)]
d,

constata-se quef (x, v) é o produto de duas funções contínuas,cos(x v) e [J0(x)]
d, e portanto também é uma

função contínua14. Tomando uma aproximação assintótica deJ0(x), para|x| grande [96]

J0(x) =

√

2

πx

{

cos
(

x− π

4

)

[

n−1

∑
k=0

(−1)k

(2x)2k
Γ[2k+ 1/2]

(2k)! Γ[−2k+ 1/2]
+ R1

]

+

− sin
(

x− π

4

)

[

n−1

∑
k=0

(−1)k

(2x)2k+1

Γ[2k+ 3/2]

(2k+ 1)! Γ[−2k− 1/2]
+ R2

]}

, (A.34)

14Dado quecos(x v) é contínua, para cada(x, v) ∈ R2, e ǫ1 > 0 arbitrário, existe umδ1 > 0, tal que|x′ − x| < ǫ1 ⇒ | cos(x′ v)−
cos(x v)| < δ1; da mesma forma, para(J0(x))d, a cadax ∈ R e ǫ2 > 0, corresponde umδ2 > 0: |x′ − x| < ǫ2 ⇒ |(J0(x′))d − (J0(x))

d| <
δ2. Assim, paraf (x, v), para cada(x, v) ∈ R2, e ǫ ≡ inf{ǫ1, ǫ2}, existe umδ = δ1 δ2, tal que|x′ − x| < ǫ ⇒ | f (x′, v)− f (x, v)| < δ, e,
portanto,f (x, v) é contínua.
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onde|R1| <
∣

∣

∣

∣

∣

Γ[2n+1/2]
(2x)2n(2n)!Γ[−2n+1/2]

∣

∣

∣

∣

∣

e |R2| <
∣

∣

∣

∣

∣

Γ[2n+3/2]
(2x)2n+1(2n+1)!Γ[−2n−1/2]

∣

∣

∣

∣

∣

, isto é, o módulo dos “restos“ é inferior

ao módulo dos últimos termos descartados em cada somatório (série alternada). Truncando a expansão à ordem

O(1):

J0(x) =

√

2

πx

[

cos
(

x− π

4

)

+ R(x)
]

, (A.35)

onde|R(x)| < 1
4(2x)

, que é uma função oscilante amortecida por∝ x−1/2.

A densidade de degenerescênciac(v) é uma integral uniformemente convergente no intervalov ∈ [−d, d]

para qualquer dimensão de reded, excetod = 1. Parad=̇1, 2, podem-se obter diretamente as respectivas integrais

c(v):

c(v) =











∫ ∞

0
dx
π cos(x v) J0(x) =

1
π
√
1−v2

, parad = 1,
∫ ∞

0
dx
π cos(x v) (J0(x))

2 = 1
2π P−1/2

(

v2

2 − 1
)

, parad = 2.

A primeira integral converge parav ∈ (−d, d) (fica evidente da equação acima quelimv→±d c(v) = ∞). Na

segunda integral,P−1/2(x) é uma função de Legendre (de ordem -1/2), que converge no intervalo de energias

acessíveis emd = 2, v ∈ [−2, 0) ∪ (0, 2], exceto pelo pontov = 015. É importante ressaltar que, apesar do

contradomínio da função Hamiltoniana (3.1) ser dado pelo intervalo [−d, d], está claro que o intervalo relevante

para a termodinâmica é aquele dado pela energia interna acessível ao sistema termodinâmico, isto é,〈v〉 ∈ [−d, 0)

(ver análise ao final da Seção 3.1.2).

Para mostrar a convergência (uniforme) dec(v) parad ≥ 3, recorre-se ao teste de Weierstrass aplicado a

integrais [97]. Ao decompor o domínio de integração em dois subintervalos:
∫ ∞

0 dx f (x, v) =
∫ r
0 dx f (x, v) +

∫ ∞

r dx f (x, v), onder é tal que a aproximação assintótica (A.35) é precisa para|x| > r. Dado que o inte-

grando f (x, v) é uma função contínua, inclusive parax → 0, a contribuição da integral sobre o domínio finito
∫ r
0 dx f (x, v) é finita. Assim, a convergência uniforme dec(v) está condicionada à convergência uniforme da

integral imprópria
∫ ∞

r dx f (x, v):

∣

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

r
dx f (x, v)

∣

∣

∣

∣

∣

<

∣

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

r
cos(x v)

(

2

πx

)d/2 [

cos
(

x− π

4

)

+ (2x)−1
]d
∣

∣

∣

∣

∣

. (A.36)

Usando a expansão do binômio de Newton para o fator entre colchetes:

∣

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

r
dx cos(x v)

(

2

πx

)d/2 [

cos
(

x− π

4

)

+ (2x)−1
]d
∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

r
dx cos(x v)

(

2

πx

)d/2 d

∑
j=0

(

d

j

)

cos(d−j)
(

x− π

4

)

(2x)−j

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

2

π

)d/2
∣

∣

∣

∣

∣

d

∑
j=0

(

d

j

)

2−j
∫ ∞

r
dx x−d/2−j cos(x v) cos(d−j)

(

x− π

4

)

∣

∣

∣

∣

∣

. (A.37)

15A funçãoP−1/2(x) possui singularidades emx = −1 e x = ∞, apenas.
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Paraj > 0,
∣

∣

∣

∣

∫ ∞

r
dx x−d/2−j cos(x v) cos(d−j)

(

x− π

4

)

∣

∣

∣

∣

<

∫ ∞

r
dx x−d/2−j

< ∞, (A.38)

para todod ≥ 1. Paraj = 0, tem-se

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

r
dx x−d/2 cos(x v) cosd

(

x− π

4

)

∣

∣

∣

∣

<

∫ ∞

r
dx x−d/2, (A.39)

que é finita parad ≥ 3.

Da continuidade dec(v) decorre a continuidade ded(v)16.

Resta analisar as derivadas dec(v) em relação av, em busca de descontinuidades nestas funções. Caso

exista uma relação biunívoca entre transições topológicase transições de fase, estas são as prováveis candidatas a

estabelecerem tal relação.

As derivadas podem ser obtidas intercambiando-se derivação e integração, sob certas condições:∂/∂v

comuta com a integral sobre a variávelx se e somente se a integralresultantefor convergente. Querem-se calcular

as seguintes integrais impróprias:

gk(v) = (−1)[(k−1)mod2]+1
∫ ∞

0
dx xk fk(xv) [J0(x)]

d, (A.40)

onde fk(xv) = sin(xv) parak ímpar e fk(xv) = cos(xv) parak par. Quando a funçãogk(v) converge, esta

corresponde àk-ésima derivada dec(v), ∂kc(v)
∂vk

(doravante, o sinal degk, irrelevante, será omitido).

Novamente, os integrandos de (A.40) são contínuos, e assim,a convergência da mesma integral com limite

inferior emr > 0 (comr definido como acima) garante a convergência degk(v). Nesta integral pode-se aproximar

J0(x) pela sua expansão assintótica:

gk(v) ∝

∫ ∞

r
dx xk fk(xv) [J0(x)]

d ∝
d

∑
i=0

(

d

i

)

∫ ∞

r
dx xk−i−d/2 fk(xv) (cos(x− π/4))d−i. (A.41)

De maneira similar à análise para (A.37), vê-se que dentre asintegrais acima, à medida em quek aumenta, a

primeira a apresentar alguma divergência será aquela comi = 0. Assim, (A.41) convergirá se e somente se o

termoi = 0 convergir. A condição para que este termo seja convergente édada pelo expoente dex: k− d
2 < −1.

As k primeiras derivadas dec(v) são contínuas e dadas porgk(v), ondek = sup{n ∈ N : n < d/2− 1}. Para

inteirosk ≥ d/2, gk(v) diverge e portanto, como explicado anteriormente, nada se pode afirmar sobre a derivada

∂kc(v)
∂vk

a partir da equação (A.40).

O inteiro k̄ no intervalo[d/2− 1, d/2) pertence ao caso limite entre a convergência e a divergência- sep-

16De fato, do teorema de Heine-Cantor, toda função contínua em um domínio compacto é uniformemente contínua. Fixandoǫ > 0,
existe, para cadav ∈ [−d, d), δ(v) > 0, tal que |v′ − v| < ǫ ⇒ |c(v′) − c(v)| < δ. Tomando-seδ̃ = supv′∈[v′′ ,v]{δ(v′)},

e v > v′′, constata-se que|v − v′′ | < ǫ ⇒ |d(v) − d(v′′)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∫ v
−d c(v

′) dv′ −
∫ v′′
−d c(v

′) dv′
∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ v
v′′ c(v

′) dv′
∣

∣

∣

∣

∣

< τ, onde

τ ≡ (v− v′′)
[

infv′∈[v′′ ,v]{c(v′)}+ 1
2

(v−v′′)
ǫ δ̃

]

.
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arados pelo expoented/2− 1, que corresponde à divergência logarítmica. Neste caso limite, somente o primeiro

termoi = 0 em (A.41) diverge. Como a dimensão da reded é inteira,k̄ será dado por uma das duas expressões:

d/2− 1 ou d/2− 1/2, que podem ser expressas simplesmente por⌈d/2− 1⌉ (onde⌈arg⌉ = inf{n ∈ N | n ≥
arg}). O termoi = 0, por sua vez, assume uma dentre as quatro formas:



































∫ ∞

r dx x−1/2 cos(x v) cosd(x− π/4), parad ímpar,(d− 1) múltiplo de 4, k̄ = d/2− 1/2;
∫ ∞

r dx x−1/2 sin(x v) cosd(x− π/4), parad ímpar,(d− 1) nãoé múltiplo de 4, k̄ = d/2− 1/2;
∫ ∞

r dx x−1 cos(x v) cosd(x− π/4), parad par,(d− 2) múltiplo de 4, k̄ = d/2− 1;
∫ ∞

r dx x−1 sin(x v) cosd(x− π/4), parad par,(d− 2) nãoé múltiplo de 4, k̄ = d/2− 1.

Usando identidades trigonométricas17 [96], estes termos podem ser reexpressos como:

∫ ∞

r

dx

ĝd(x)

1

2

[

(1+ (−1)k̄) cos(x v) + (1− (−1)k̄) sin(x v)
]

cosd
(

x− π

4

)

=

=
∫ ∞

r

dx

ĝd(x)

1

2

[

(1+ (−1)k̄) cos(x v) + (1− (−1)k̄) sin(x v)
]

×

× 1

2d

d

∑
j=0

(

d

j

)

{cos[(d− 2j)x] cos[(d− 2j)π/4] + sin[(d− 2j)x] sin[(d− 2j)π/4]} =

=
1

2d+1

d

∑
j=0

(

d

j

)

∫ ∞

r

dx

ĝd(x)

{

− fk̄+1 ((d− 2j− 2)π/4)
[

cos((d− 2j+ v)x) + (−1)k̄ cos((d− 2j− v)x)
]

+

+(−1)k̄ fk̄ ((d− 2j− 2)π/4)
[

sin((d− 2j+ v)x) + (−1)k̄ sin((d− 2j− v)x)
]

}

. (A.42)

Acima, usa-se novamente a notaçãofk(x) = sin(x), parak ímpar, e fk(x) = cos(x), parak par. A função

ĝd(x) =
√
x, parad ímpar, eĝd(x) = x, parad par. As integrais:

S(x) =
1√
2π

∫ x2

0
dt

sin t√
t
,

C(x) =
1√
2π

∫ x2

0
dt

cos t√
t
, (A.43)

si(x) = −
∫ ∞

x
dt

sin t

t
,

ci(x) = −
∫ ∞

x
dt

cos t

t
, (A.44)

são integrais de Fresnel (A.43) e funções integrais seno e cosseno (A.44), e emprestam suas propriedades às

integrais em (A.42), que podem ser expressas em função daquelas. Para valores ímpares ded, e quando nenhum

17Quais sejam:

cosn x =
1

2n

n

∑
j=0

(

n

j

)

cos[(n− 2j)x]; sin(x) = cos(π/2− x).

2 cos(A) cos(B) = cos(A+ B)+ cos(A− B); 2 sin(A) sin(B) = cos(A− B)− cos(A+ B); 2 sin(A) sin(B) = sin(A+ B)+ sin(A− B).
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dos argumentos dos cossenos se anula, a expressão (A.42) ficadada por:

1

2d+1

d

∑
j=0

(

d

j

)√
2π

{

− fk̄+1 ((d− 2j− 2)π/4) ×

×
[

1
√

d− 2j+ v

(

1

2
− C

(

√

(d− 2j+ v)r

))

+
(−1)k̄

√

d− 2j− v

(

1

2
− C

(

√

(d− 2j− v)r

))

]

+

+(−1)k̄ fk̄ ((d− 2j− 2)π/4) ×

×
[

1
√

d− 2j+ v

(

1

2
− S

(

√

(d− 2j+ v)r

))

+
(−1)k̄

√

d− 2j− v

(

1

2
− S

(

√

(d− 2j− v)r

))

]}

.

(A.45)

onde se usoulimx→∞ S(x) = 1/2, limx→∞ C(x) = 1/2. Claramente (A.45) é uniformemente convergente em

v ∈ (−d, d) 18. Por outro lado, os argumentos dos cossenos em (A.42) se anulam19 quandov = 2j − d ou

v = d− 2j, para0 ≤ j ≤ d, e (A.42) será dada por:

1

2d+1

d

∑
j=0

(

d

j

)

{

± fk̄+1 ((d− 2j− 2)π/4)

[

∫ ∞

r

dx√
x
−

√
2π√
2v

(

1

2
− C

(√
2vr
)

)

]

+

± fk̄ ((d− 2j− 2)π/4)

√
2π√
2v

(

1

2
− S

(√
2vr
)

)

}

. (A.46)

A primeira integral na expressão acima evidentemente diverge. Comod é ímpar ej, um natural, as divergências na

n-ésima derivada dec(v), onden = ⌈ d
2 − 1⌉ =

(

d
2 − 1

2

)

, ocorrem em valoresinteiros ímparesdev - inclusive

v = ±d.

Para valores pares ded, a equação (A.42) fica dada por:

1

2d+1

d

∑
j=0

(

d

j

)

{

fk̄+1 ((d− 2j− 2)π/4)
[

ci[(d− 2j+ v)r] + (−1)k̄ci[(d− 2j− v)r]
]

+

+ fk̄ ((d− 2j− 2)π/4)
[

(−1)k̄+1 si[(d− 2j+ v)r]− si[(d− 2j− v)r]
]

}

. (A.47)

A expressão (A.47) é igualmente (uniformemente) convergente emv ∈ (−d, d). Entretanto, quando algum dos

argumentos dos cossenos em (A.42) se anula, isto é, quandov = ±(d − 2j) com 0 ≤ j ≤ d, a expressão

correspondente é dada por:

1

2d+1

d

∑
j=0

(

d

j

)

{

± fk̄+1 ((d− 2j− 2)π/4)

[

∫ ∞

r

dx

x
− ci(2vr)

]

± fk̄ ((d− 2j− 2)π/4) si(2vr)

}

. (A.48)

Claramente, a primeira integral na expressão acima diverge. Sendod neste caso um inteiro par, as divergências na
(

d
2 − 1

)

-ésima derivada dec(v) ocorrem em valoresinteiros paresdev.

18Note-se que a continuidade do integrando, isto é, da funçãoxk fk(x v) (J0(x))
d, no intervalox ∈ [0, r] é imediatamente estabelecida, o

que implica que singularidades nas derivadas dec(v) são originadas na integral imprópria, sobre um domínio semi-infinito.
19Os argumentos não podem se anular simultaneamente.
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Apêndice B

Parte II

B.1 Teorema LCT

O teorema LCT (linked cluster theorem) permite ainda simplificar o cálculo das contribuições à expan-

são [174, 176]. Tome-se como exemplo a expansão da função de correlação a dois pontos,G(x− x′). Podem-se

dividir os diagramas de Feynman em conexos e desconexos. Um diagrama conexo é aquele em que todos os

vértices estão conectados por linhas (sólidas ou tracejadas) às extremidades livresx e x′. A contribuição de um

diagrama desconexo é composta de dois fatores: um fator conectado às extremidades livresx e x′, e outra parte

em que as linhas sólidas fecham-se em laços. Assim, a expressão representada por um diagrama de ordemℓ

desconexo, composto por um diagrama conexo de ordemk, e um outro desconexo de ordemℓ− k, será:

(−1)ℓ

2ℓ ℓ!

∫

(

k

∏
i=1

d3tid
3t′iu(ti − t′i)

)

〈φ(x)φ2(t1)φ
2(t′1) · · · φ2(tk)φ

2(t′k)φ(x
′)〉con

×
∫

(

ℓ

∏
i=k+1

d3tid
3t′iu(ti − t′i)

)

〈φ2(tk+1)φ
2(t′k+1) · · · φ2(tℓ)φ

2(t′
ℓ
)〉, (B.1)

onde〈·〉con no momento denota o diagrama conexo, enquanto〈·〉 denota o diagrama desconexo.

Permutar camposφ2(ti)’s entre os colchetes de média〈·〉con e 〈·〉, corresponde simplesmente a rotular de

forma distinta as variáveis de integração, permutando vértices entre as duas partes desconexas do diagrama. O

número de tais permutações, isto é, o número de diagramas quecorrespondem à mesma contribuição éℓ!/(k!(ℓ−
k)!) (que é o número de combinações possíveis dasℓ funçõesH1’s em grupos dek e ℓ− k funções).
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A contribuição destes diagramas é, portanto

(−1)k

k!

∫

(

k

∏
i=1

d3tid
3t′iu(ti − t′i)

)

〈φ(x)φ2(t1)φ
2(t′1) · · · φ2(tk)φ

2(t′k)φ(x
′)〉con

× (−1)ℓ−k

(ℓ− k)!

∫

(

ℓ

∏
i=k+1

d3tid
3t′iu(ti − t′i)

)

〈φ2(tk+1)φ
2(t′k+1) · · · φ2(tℓ)φ

2(t′
ℓ
)〉. (B.2)

Considerando agora termos de diferentes ordensℓ na expansão do numerador de (5.36), e em particular os dia-

gramas contendo partes conexas〈· · · 〉con idênticas, é fácil verificar que a contribuição correspondente será dada

por:

(−1)k

k!

∫

(

k

∏
i=1

d3ti d
3t′iu(ti − t′i)

)

〈φ(x)φ2(t1)φ
2(t′1) · · · φ2(tk)φ

2(t′k)φ(x
′)〉con

×
[

1−
∫

d3tk+1d
3t′k+1u(tk+1 − t′k+1)〈φ2(tk+1)φ

2(t′k+1)〉

+
1

2

∫

(

k+2

∏
i=k+1

d3tid
3t′iu(ti − t′i)

)

〈φ2(tk+1)φ
2(t′k+1)φ

2(tk+2)φ
2(t′k+2)〉+ · · ·

+
(−1)s

s!

∫

(

k+s

∏
i=k+1

d3tid
3t′iu(ti − t′i)

)

〈φ2(tk+1)φ
2(t′k+1) · · · φ2(tk+s)φ

2(t′k+s)〉+ · · ·
]

.

(B.3)

O sinal dos termos dentro dos colchetes varia com a alternância da paridade da ordem(k + s) dos diagramas.

Vê-se facilmente que a expressão entre colchetes compensa exatamente o denominador da equação (5.36), que é a

expansão para a função de partiçãoZ(m, β). Este resultado permite omitir o denominador da equação (5.36), ao

mesmo tempo considerandoapenas os diagramas completamente conexos.

B.2 Elementos não-diagonais da função de correlação no espaço de répli-

cas

A estrutura matricial de (5.54) e o significado físico deF (q) podem ser elucidados quando se estabelece a

equivalência entre a solução estacionária da dinâmica de Langevin do sistema1 e a estatística canônica do mesmo.

Em [180], Crisanti prova que o limitet− t′ → ∞ da função de correlação de equilíbrio a dois tempos

C(t, t′) = 〈φ(x, t)φ(x′, t′)〉eq (B.4)

de um vidro pode ser obtido através da teoria estática do sistemam-vezes replicado com uma estrutura 1RSB, no

limite m → 1. Na teoria de perturbação dinâmica gerada pela equação de Langevin, a emergência de uma fase

1A dinâmica de Langevin para os graus de liberdadeφ(x, t) é dada pela equação∂tφ = δH[φ]
δφ + η(x, t), ondeη(x, t) é uma força estocástica

de distribuição Gaussiana, com média nula e segundo momento〈η(x, t)η(x′, t′)〉 = 2Tδ(x− x′)δ(t− t′) (isto é, um ruído branco). Mostra-se
que com esta definição paraη(x, t) a distribuição de probabilidade associada às soluções da dinâmica de Langevin,P(φ, t), se aproxima
assintoticamente da distribuição de equilíbrio canônica para t → ∞.
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de vidro está ligada a uma solução não-trivial daequação de bifurcaçãopara a função de correlação assintótica

C(∞) = limt−t′→∞ C(t, t′):
C(∞)

C(0)
− C(0)Σφ̂φ̂(∞)

[

1− C(∞)

C(0)

]

= 0, (B.5)

ondeC(0) = C(t, t) eΣφ̂φ̂(∞) = limt−t′→∞ Σφ̂φ̂(t, t
′) é o limite assintótico da auto-energia dinâmica (associada

à função de correlação de equilíbrio dinâmica).C(∞) = 0 (líquido) sempre é solução. A demonstração procede

provando que a mesma expansão diagramática resulta para as auto-energias dinâmica e estática (do sistema repli-

cado) e que a auto-energia estática do sistema replicado também obedece à equação de bifurcação da dinâmica.

A expansão diagramática da auto-energia dinâmicaΣφ̂φ̂(t, t
′) no limite t − t′ → ∞ coincide com a expansão

da auto-energia estática gerada pelo Hamiltoniano replicadoHm[{φa}] = ∑
m
a=1 H[φa] da estatística de equilírio

canônica associada:

lim
t−t′→∞

Σφ̂φ̂(t, t
′) = lim

m→1
Σab, a 6= b, (B.6)

onde a auto-energia estática, gerada no equilíbrio porHm é associada à função de correlação com estrutura 1RSB:

Gab = C(0)δab + C(∞)(1− δab), (B.7)

que obedece à equação de Dyson:
m

∑
c=1

[(G−1
0 )ac − Σac]Gcb = δab, (B.8)

e (G−1
0 )ac =

δ2Hm [φ]
δφδφ

∣

∣

∣

∣

∣

φ=0

δac = H′′(0)δac. Com a estrutura 1RSB dada acima para a função de correlação adois

tempos, e sendo(G0)ac diagonal, a auto-energia estáticaΣab necessariamente herdará a estrutura 1RSB deGab:

Σab = ΣGδab + ΣF (1− δab). Os elementos diagonaisΣG correspondem, param → 1, à auto-energia dinâmica a

tempos iguais,Σφ̂φ̂(0). Inserindo a estrutura deGab eΣab na equação de Dyson (B.8), obtém-se para os elementos

não-diagonais:[H′′(0)− ΣG ]C(∞)− ΣFC(0)− (m− 2)ΣFC(∞) = 0, cujo limitem → 1 resulta em

[H′′(0)− Σφ̂φ̂(0)]C(∞) + Σφ̂φ̂(∞)[C(∞)− C(0)] = 0. (B.9)

Da mesma forma, os elementos diagonais da eq. de Dyson resultam, no limitem → 1 em: [H′′(0)−Σφ̂φ̂(0)]C(0) =

1. Esta equação e (B.9) combinadas resultam na equação de bifurcação fornecida pela dinâmica de Langevin.

Voltando aoansatz(5.54), o resultado acima permite identificarF (q) = ΣF (q) com a função de corre-

lação a dois tempos no limitet− t′ → ∞: F (r− r′) = C(∞).
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B.3 Obtenção da matriz de polarização do modelo estudado [eq. (5.4)]

B.3.1 Forma exata da funçãoΠG(q)

As integrais envolvidas emΠG e ΠF (equação (5.84)), respectivamente) são dadas por:

I1(q) =
∫

d2x ei(q·x) G2
0(x) =

∫

dr r 2π J0(qr) G2
0(r),

I2(q) =
∫

d2x ei(q·x) K2(x) =
∫

dr r 2π J0(qr) K2(r), (B.10)

I3(q) =
∫

d2x ei(q·x) G0(x) K(x) =
∫

dr r 2π J0(qr) G0(r)K(r),

ondeJ0(z) é a função de Bessel de ordem zero, resultante da integral na variável angular, já definida anteriormente.

As integraisI1, I2 e I3 podem ser obtidas a partir da integral [96]:

∫ ∞

0
dx xv+1 Kµ(ax)Kµ(bx) Jν(cx) =

√
πcνΓ(ν + µ + 1) Γ(ν − µ + 1)

23/2(ab)ν+1 (u2 − 1)ν/2+1/4
P−ν−1/2

µ−1/2 (u), (B.11)

ondePµ
ν (z) é a função de Legendre associada,Γ(z) é a função Gama, eu = (a2 + b2 + c2)/(2ab). A função de

Legendre associada pode ser dada em termos de uma série hipergeométricaF(α, β ; γ ; z) através de:

P
µ
ν (z) =

1

Γ(1− µ)

(

z+ 1

z− 1

)µ/2

F(−ν, ν + 1 ; 1− µ ;
1− z

2
). (B.12)

Em particular,

∫ ∞

0
dρ ρ J0(qρ)K0(aρ)K0(bρ) =

√
π Γ2(1)

2 Γ(3/2)

1√
ab

F(1/2, 1/2 ; 3/2 ; − (a−b)2+q2

4ab )

|(a+ b)2 + q2|1/2 . (B.13)

Representando a série hipergeométrica em termos de funçõeselementares [96]:

h(a, b; q) ≡
∫ ∞

0
dρ ρ J0(qρ)K0(aρ)K0(bρ) =

2 sinh−1

(
√

(a−b)2+q2

4ab

)

√

(a+ b)2 + q2
√

(a− b)2 + q2
,

(B.14)

onde
√

[(a+ b)2 + q2]2 = |ℜ{(a + b)2 + q2}| + i |ℑ{(a + b)2 + q2}| = (a + b)2 + q2, já que em todos

os casos abaixo considerados(a + b)2 + q2 pertence ao primeiro quadrante do plano complexo.[Γ(1) = 1,

Γ(3/2) =
√

π/2.]

201



A função de polarização diagonal,ΠG(q), é então dada por:

ΠG(q) =
2π

4π2 J2((α∗)2 − α2)2

∫ ∞

0
dρ ρ J0(qρ)

[

K2
0(αρ) + K2

0(α
∗ρ)− 2K0(αρ)K0(α

∗ρ)
]

=
2π

4π2 J2((α∗)2 − α2)2
[ h(α, α; q) + h(α∗, α∗; q)− 2h(α, α∗; q) ]

=
1

π J2((α∗)2 − α2)2





sinh−1 ( q
2α

)

q
√

4α2 + q2
+

sinh−1 ( q
2α∗
)

q
√

4(α∗)2 + q2
− 2

sinh−1
(

1
2|α|
√

(α − α∗)2 + q2
)

√

(α + α∗)2 + q2
√

(α − α∗)2 + q2



 .

(B.15)

O terceiro termo da expressão (5.94) é dado por:

−2
sinh−1

(

1
2|α|
√

(α − α∗)2 + q2
)

√

(α + α∗)2 + q2
√

(α − α∗)2 + q2
= −2

sinh−1

(√
q2−4α2I

2
√

β2R+α2I

)

√

4β2
R + q2

√

q2 − 4α2
I

. (B.16)

Para os dois primeiros termos, tem-se:

sinh−1 ( q
2α

)

√

4α2 + q2
+

sinh−1 ( q
2α∗
)

√

4(α∗)2 + q2
= ℜ

{

(

4α2 + q2
)−1/2

}

[

sinh−1
( q

2α

)

+ sinh−1
( q

2α∗
)]

+

+ iℑ
{

(

4α2 + q2
)−1/2

}

[

sinh−1
( q

2α

)

− sinh−1
( q

2α∗
)]

.

(B.17)

Definindo-se a variávelx ≡ q
2βR

, e a constanteya ≡ αI
βR

, ambas adimensionais (tomam-seβR, αI > 0):

sinh−1
( q

2α

)

+ sinh−1
( q

2α∗
)

= sinh−1







√
2x

(1+ y2a)

√

1+ x2 − y2a

√

√

√

√

√

1+
4y2a

(1+ x2 − y2a)
2
+ 1






,

sinh−1
( q

2α

)

− sinh−1
( q

2α∗
)

= −i sin−1







√
2x

(1+ y2a)

√

1+ x2 − y2a

√

√

√

√

√

1+
4y2a

(1+ x2 − y2a)
2
− 1






.

(B.18)

O pré-fator dossinh−1 pode ser reexpresso como:

(

4α2 + q2
)−1/2

=
1

2βR

√

1+ x2 − y2a

√

1+ i 2ya
(1+x2−y2a)

=

=
1√

22βR

√

1+ x2 − y2a

1
√

1+ 4y2a
(1+x2−y2a)2











√

√

√

√

√

1+
4y2a

(1+ x2 − y2a)
2
+ 1− i

√

√

√

√

√

1+
4y2a

(1+ x2 − y2a)
2
− 1











.

(B.19)
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A função de polarização na diagonal,ΠG(q) é dada de maneira exata por:

ΠG(x) = − 1

64π J2β6
R y2a

{

1

x
√

1+ x2 − y2a

1
√
2

√

1+ 4y2a
(1+x2−y2a)2

×

×
[

√

√

√

√

√

1+
4y2a

(1+ x2 − y2a)
2
+ 1 sinh−1







2x
√
1+ x2

√

1− y2a
1+x2

(1+ y2a)
√
2

√

√

√

√

√

1+
4y2a

(1+ x2 − y2a)
2
+ 1






+

−

√

√

√

√

√

1+
4y2a

(1+ x2 − y2a)
2
− 1 sin−1







2x
√
1+ x2

√

1− y2a
1+x2

(1+ y2a)
√
2

√

√

√

√

√

1+
4y2a

(1+ x2 − y2a)
2
− 1







]

+

−
sinh−1





2x
√
1+x2

√

1− y2a
x2

(1+y2a)





x
√
1+ x2

√

1− y2a
x2

}

, (B.20)

onde se reconhece2 sinh−1

(

x
√

1−(ya/x)2√
1+y2a

)

= sinh−1





2x
√
1+x2

√

1− y2a
x2

(1+y2a)



 (usando-se a identidade2 sinh−1(x) =

sinh−1(2x
√
1+ x2)).

Na figura B.1, grafica-se a função de polarização na diagonal,ΠG(q), dada pela equação (B.20).

1 2 3 4 5 6
q

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025
Π g

Figura B.1: Gráfico da função de polarização na diagonal,ΠG(q), paraβR = 0.8, αI = 0.1 e J = 2.0.

B.3.2 Forma exata da funçãoΠF (q)

A função de polarização fora da diagonal,ΠF (q), é dada por:

ΠF (q) =
∫ ∞

0
dρ 2π ρ J0(qρ)F 2

0 (ρ) =
∫ ∞

0
dρ 2π ρ J0(qρ) [G0(ρ)−K0(ρ)]

2

=
∫ ∞

0
dρ ρ J0(qρ)

{

[K0(αρ)− K0(α
∗ρ)]2

2π J2((α∗)2 − α2)2
+

[K0(βρ)− K0(β∗ρ)]2

2π J2((β∗)2 − β2)2
− [K0(αρ)− K0(α

∗ρ)] [K0(βρ)− K0(β∗ρ)]

π J2((α∗)2 − α2)((β∗)2 − β2)

}
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=
1

π J2((α∗)2 − α2)2





sinh−1 ( q
2α

)

q
√

4α2 + q2
+

sinh−1 ( q
2α∗
)

q
√

4(α∗)2 + q2
− 2

sinh−1
(

1
2|α|
√

(α − α∗)2 + q2
)

√

(α + α∗)2 + q2
√

(α − α∗)2 + q2



+

+
1

π J2((β∗)2 − β2)2





sinh−1
(

q
2β

)

q
√

4β2 + q2
+

sinh−1
(

q
2β∗

)

q
√

4(β∗)2 + q2
− 2

sinh−1
(

1
2|β|
√

(β − β∗)2 + q2
)

√

(β + β∗)2 + q2
√

(β − β∗)2 + q2



+

− 2

π J2((α∗)2 − α2)((β∗)2 − β2)

[ sinh−1

(
√

(α−β)2+q2

4αβ

)

√

(α + β)2 + q2
√

(α − β)2 + q2
+

sinh−1

(
√

(α∗−β∗)2+q2

4α∗β∗

)

√

(α∗ + β∗)2 + q2
√

(α∗ − β∗)2 + q2
+

−
sinh−1

(
√

(α−β∗)2+q2

4αβ∗

)

√

(α + β∗)2 + q2
√

(α − β∗)2 + q2
−

sinh−1

(
√

(α∗−β)2+q2

4α∗β

)

√

(α∗ + β)2 + q2
√

(α∗ − β)2 + q2

]

.

(B.21)

As duas primeiras linhas no membro direito da equação acima são funcionalmente idênticas à expressão (B.15). A

terceira linha pode ser reescrita como:

sinh−1

(
√

(α−β)2+q2

4αβ

)

√

(α + β)2 + q2
√

(α − β)2 + q2
+

sinh−1

(
√

(α∗−β∗)2+q2

4α∗β∗

)

√

(α∗ + β∗)2 + q2
√

(α∗ − β∗)2 + q2
=

= ℜ
{

1
√

(α2 + β2 + q2)2 − 4α2β2

}[

sinh−1

[
√

(α − β)2 + q2

4αβ

]

+ sinh−1

[
√

(α∗ − β∗)2 + q2

4α∗β∗

]]

+

+ iℑ
{

1
√

(α2 + β2 + q2)2 − 4α2β2

}[

sinh−1

[
√

(α − β)2 + q2

4αβ

]

− sinh−1

[
√

(α∗ − β∗)2 + q2

4α∗β∗

]]

.

(B.22)

e a quarta linha de (B.21):

sinh−1

(
√

(α−β∗)2+q2

4αβ∗

)

√

(α + β∗)2 + q2
√

(α − β∗)2 + q2
+

sinh−1

(
√

(α∗−β)2+q2

4α∗β

)

√

(α∗ + β)2 + q2
√

(α∗ − β)2 + q2
=

= ℜ
{

1
√

(α + β∗)2 + q2
√

(α − β∗)2 + q2

}[

sinh−1

[
√

(α − β∗)2 + q2

4αβ∗

]

+ sinh−1

[
√

(α∗ − β)2 + q2

4α∗β

]]

+

+iℑ
{

1
√

(α + β∗)2 + q2
√

(α − β∗)2 + q2

}[

sinh−1

[
√

(α − β∗)2 + q2

4αβ∗

]

− sinh−1

[
√

(α∗ − β)2 + q2

4α∗β

]]

.

(B.23)

Definem-se as constantesz+ ≡ (β I+αI)
2βR

, z− ≡ (β I−αI)
2βR

e yb ≡ β I
βR

. Na expressão (B.22), se reescreve:

1
√

q2 − (αI − β I)2
√

q2 + 4β2
R − (αI + β I)2 + i 4βR(αI + β I)

=

=
1

4β2
R x

√

1− z2−
x2

√

1+ x2 − z2+

[
√

√

1+
4z2+

(1+x2−z2+)
2 + 1− i

√

√

1+
4z2+

(1+x2−z2+)
2 − 1

]

√
2

√

1+
4z2+

(1+x2−z2+)
2

,
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e também:

sinh−1

[
√

(α − β)2 + q2

4αβ

]

+ c.c. = sinh−1









2

√

x2−z2−
1−yayb

√

1+
x2−z2−
1−yayb

√

1+
4z2+

(1−yayb)2

√
2

√

√

√

√

√

1+
4z2+

(1+ x2 − yayb − z2−)2
+ 1









,

sinh−1

[
√

(α − β)2 + q2

4αβ

]

− c.c. = −i sin−1









2

√

x2−z2−
1−yayb

√

1+
x2−z2−
1−yayb

√

1+
4z2+

(1−yayb)2

√
2

√

√

√

√

√

1+
4z2+

(1+ x2 − yayb − z2−)2
− 1









.

Na expressão (B.23), se reescreve:

1
√

q2 − (αI + β I)2
√

q2 + 4β2
R − (αI − β I)2 + i 4βR(αI − β I)

=

=
1

4β2
R x

√

1− z2+
x2

√

1+ x2 − z2−

[
√

√

1+
4z2−

(1+x2−z2−)2
+ 1+ i

√

√

1+
4z2−

(1+x2−z2−)2
− 1

]

√
2

√

1+
4z2−

(1+x2−z2−)2

,

(B.24)

e também:

sinh−1

[
√

(α − β∗)2 + q2

4αβ∗

]

+ c.c. = sinh−1









2

√

x2−z2+
1+yayb

√

1+
x2−z2+
1+yayb

√

1+
4z2−

(1+yayb)2

√
2

√

√

√

√

√

√

√

√

√1+
4z2−

(

1+ x2 + yayb − z2+
)2

+ 1









,

sinh−1

[
√

(α − β∗)2 + q2

4αβ∗

]

− c.c. = +i sin−1









2

√

x2−z2+
1+yayb

√

1+
x2−z2+
1+yayb

√

1+
4z2−

(1+yayb)2

√
2

√

√

√

√

√

√

√

√

√1+
4z2−

(

1+ x2 + yayb − z2+
)2

− 1









.

(B.25)

1 2 3 4
q

0.00001

0.00002

0.00003

0.00004

0.00005

0.00006

Π f

Figura B.2: Função de polarização fora da diagonal,ΠF (q), paraβR = 0.8, αI = 0.1, β I = 0.2 e J = 2.0.
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Assim, a funçãoΠF (q) pode ser exatamente expressa por:

ΠF (x) = h(x; ya) + h(x; yb) +

+
1

32π J2β6
Ryayb

{

1

x
√

1− (z−/x)2
√

1+ x2 − z2+

1
√
2

√

1+
4z2+

(1+x2−z2+)
2

×

×
[

√

√

√

√

√

1+
4z2+

(1+ x2 − z2+)
2
+ 1 sinh−1













√
2

√

x2−z2−
1−yayb

√

1+
x2−z2−
1−yayb

√

1+
4z2+

(1−yayb)2

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

1+

4z2+
(1−yayb)2

(

1+
x2−z2−
1−yayb

)2
+ 1













+

−

√

√

√

√

√

1+
4z2+

(1+ x2 − z2+)
2
− 1 sin−1













√
2

√

x2−z2−
1−yayb

√

1+
x2−z2−
1−yayb

√

1+
4z2+

(1−yayb)2

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

1+

4z2+
(1−yayb)2

(

1+
x2−z2−
1−yayb

)2
− 1













]

+

− 1

x
√

1− (z+/x)2
√

1+ x2 − z2−

1
√
2

√

1+
4z2−

(1+x2−z2−)2

×

×
[

√

√

√

√

√

1+
4z2−

(1+ x2 − z2−)2
+ 1 sinh−1













√
2

√

x2−z2+
1+yayb

√

1+
x2−z2+
1+yayb

√

1+
4z2−

(1+yayb)2

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

1+

4z2−
(1+yayb)2

(

1+
x2−z2+
1+yayb

)2
+ 1













+

−

√

√

√

√

√

1+
4z2−

(1+ x2 − z2−)2
− 1 sin−1













√
2

√

x2−z2+
1+yayb

√

1+
x2−z2+
1+yayb

√

1+
4z2−

(1+yayb)2

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

1+

4z2−
(1+yayb)2

(

1+
x2−z2+
1+yayb

)2
− 1













] }

,

(B.26)

onde a funçãoh(x; u) é definida na equação (B.14), na seção 5.4. A funçãoΠF (q) é representada no gráfico

B.2, para o mesmo conjunto de parâmetros do gráfico da funçãoΠF (q), Figura B.1. Note-se queΠF (q)
ΠG (q)

∼ 10−3.

[ Como F (q) é uma função não-negativa, da definição (5.66) constata-se que ΠF (q) também deve ser não-

negativa. Entretanto, o gráfico da figura B.2 se torna negativo paraq suficientemente grande. Talanomaliase deve

ao limite de precisão do programa que gerou o gráfico, e indicaqueΠF (q) se torna essencialmente zero nesta

região.]

Aproximações para as funçõesΠG(q) e ΠF (q)

Nesta seção são obtidas expansões para as funçõesΠG(q) e ΠF (q), dadas exatamente por (B.20) e (B.26).

Na expansão deΠF (q), observa-se que as duas primeiras contribuições se anulam,como antecipado pela ordem

de grandeza relativa deΠF (q), quando comparada aΠG(q). Cabe assim a questão de qual a ordem da função

ΠF (q). Para tal, é necessário calcular uma a uma as contribuições de diferentes ordens a fim de determinar a

menor ordem de aproximação a produzir uma contribuição finita à funçãoΠF (q).
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Ao analisarem-se as contribuições dominantes aΠG(q) e ΠF (q), constata-se queΠF (q)/ΠG(q) não é

independente de momentum. Assim,ΠF (q) ≁ C(ya, yb)ΠG(q), ondeC(ya, yb) é um pré-fator independente

de momentum e tal queC(ya, ya) = 0; ou seja,ΠF (q) não é bem aproximada por uma função proporcional a

ΠG(q).

No caso deΠG(q), a seguinte aproximação resulta mais conveniente:

ΠG(x) = − 1

64π J2β6
R

1

x
√
1+ x2

{

Λ+(ya, ya) sinh
−1
[

2x
√

1+ x2Θ+(ya, ya)
]

+

−Σ+(ya, ya) sin
−1
[

2x
√

1+ x2Ω+(ya, ya)
]

− Λ−(ya, ya) sinh−1
[

2x
√

1+ x2Θ−(ya, ya)
]

}

≈

≈ 1

64π J2β6
R

{

2 sinh−1(x)

x
√
1+ x2

[

Λ−(ya, ya)− Λ+(ya, ya)
]

+

+
1

(1+ 2x2)

[

Λ+(ya, ya)
(

1− (Θ+(ya, ya))
2
)

− Λ−(ya, ya)
(

1− (Θ−(ya, ya))2
)

]

+

+2Σ+(ya, ya)Ω
+(ya, ya) +

4

3
x2(1+ x2)Σ+(ya, ya)(Ω

+(ya, ya))
3

}

, (B.27)

onde definiram-se:

Λ±(ya, yb) ≡

√

√

√

√

√

√

√

√

√

1+ (ya±yb)2
(

1+x2− (ya±yb)
2

4

)2 + 1

√
2ya yb

√

1− (ya∓yb)2

4x2

√

1− (ya±yb)2

4(1+x2)

√

√

√

√

1+ (ya±yb)2
(

1+x2− (ya±yb)
2

4

)2

; (B.28)

Σ±(ya, yb) ≡

√

√

√

√

√

√

√

√

√

1+ (ya±yb)2
(

1+x2− (ya±yb)
2

4

)2 − 1

√
2ya yb

√

1− (ya∓yb)2

4x2

√

1− (ya±yb)2

4(1+x2)

√

√

√

√

1+ (ya±yb)2
(

1+x2− (ya±yb)
2

4

)2

. (B.29)

De forma análoga, no argumento das funçõessinh−1, definiram-se:

sinh−1









2x
√

1+ x2

√

1− (ya∓yb)2

4x2

√

1− (ya±yb)2

4(1+x2)

√

1+ y2a

√

1+ y2b

1√
2

√

√

√

√

√

√

√

√

√
1+

(ya ± yb)2
(

1+ x2 − (ya±yb)2

4

)2
+ 1









=

≡ sinh−1
[

2 x
√

1+ x2 Θ±(ya, yb)
]

;

Θ±(ya, yb) = 1+ ξ±(ya, yb), ondeξ±(ya, yb) = O
(

(ya ± yb)
2
)

; (B.30)

∴ sinh−1
[

2 x
√

1+ x2 Θ±(ya, yb)
]

≈ 2 sinh−1(x)− x
√
1+ x2

(1+ 2x2)

[

1− (Θ±(ya, yb))
2
]

; [x > |ya − yb|/2].
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sin−1









2x
√

1+ x2

√

1− (ya∓yb)2

4x2

√

1− (ya±yb)2

4(1+x2)

√

1+ y2a

√

1+ y2b

1√
2

√

√

√

√

√

√

√

√

√
1+

(ya ± yb)2
(

1+ x2 − (ya±yb)2

4

)2
− 1









=

≡ sin−1
[

2 x
√

1+ x2 Ω±(ya, yb)
]

;

Ω±(ya, yb) = χ±(ya, yb), ondeχ±(ya, yb) = O ((ya ± yb)) ; (B.31)

∴ sin−1
[

2 x
√

1+ x2 Ω±(ya, yb)
]

≈ 2 x
√

1+ x2 Ω±(ya, yb) +
4

3
x3 (1+ x2)3/2 (Ω±(ya, yb))

3.

(B.32)

Tomando apenas a primeira contribuição não-nula à expansãodeΠG(x), que é independente deya, resulta,

para (B.27):

ΠG(x) ≈
1

64π J2β6
R

{

sinh−1(x)√
1+ x2

(1+ 4x2)

x3(1+ x2)2
− 1

x2(1+ x2)2
+

2

(1+ x2)2

}

≈











1
12π J2β6R(1+x2)2

, para0 < x < 1;

1
64π J2β6Rx

5 , parax > 1.

(B.33)

No caso deΠF (q), a aproximação abaixo resulta mais conveniente: Pode-se aproximar a funçãoΠF (q),

parax < (ya + yb)/2:

ΠF (x) ≈
1

64π J2β6
R x

{

∑
σ={+,−}

(−σ)

[

˜̃Λσ(ya, ya)

(

˜̃Θσ(ya, ya) +
1

6
(1+ x2) ( ˜̃Θσ(ya, ya))

3

)

+

+ ˜̃Λσ(yb, yb)

(

˜̃Θσ(yb, yb) +
1

6
(1+ x2) ( ˜̃Θσ(yb, yb))

3

)

− 2 ˜̃Λσ(ya, yb)

(

˜̃Θσ(ya, yb) +
1

6
(1+ x2) ( ˜̃Θσ(ya, yb))

3

)

]

+

+ ˜̃Σ+(ya, ya)

(

˜̃Ω+(ya, ya)−
1

6
(1+ x2)( ˜̃Ω+(ya, ya))

3

)

+ ˜̃Σ+(yb, yb)

(

˜̃Ω+(yb, yb)−
1

6
(1+ x2)( ˜̃Ω+(yb, yb))

3

)

+

+2 ∑
σ={+,−}

(−σ)

[

˜̃Σσ(ya, yb)

(

˜̃Ωσ(ya, yb)−
1

6
(1+ x2)( ˜̃Ωσ(ya, yb))

3

)

]}

, (B.34)

onde se definiram:

˜̃Λ±(ya, yb) ≡

√

√

√

√

√

√

1
√

(

1− (ya±yb)
2

4(1+x2)

)2

+
(ya±yb)

2

(1+x2)2

+

(

1− (ya±yb)
2

4(1+x2)

)

(

1− (ya±yb)
2

4(1+x2)

)2

+
(ya±yb)

2

(1+x2)2

√
2ya yb

|yb∓ya |
2x

√

1− 4x2

(ya∓yb)2

; (B.35)

˜̃Σ±(ya, yb) ≡

√

√

√

√

√

√

1
√

(

1− (ya±yb)
2

4(1+x2)

)2

+
(ya±yb)

2

(1+x2)2

−

(

1− (ya±yb)
2

4(1+x2)

)

(

1− (ya±yb)
2

4(1+x2)

)2

+
(ya±yb)

2

(1+x2)2

√
2ya yb

|yb∓ya |
2x

√

1− 4x2

(ya∓yb)2

. (B.36)
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Também se definiram:

sin−1









√

1+ x2 |ya ∓ yb|

√

1− 4x2

(ya∓yb)2

√

1− (ya±yb)2

4(1+x2)

√

1+ y2a

√

1+ y2b

1√
2

√

√

√

√

√

1+
(ya ± yb)2

(1+ x2 − (ya ± yb)2/4)
2
+ 1









=

≡ sinh−1
[
√

1+ x2 ˜̃Θ±(ya, yb)
]

;

˜̃Θ±(ya, yb) = O (|ya ∓ yb|) ; (B.37)

∴ sin−1
[
√

1+ x2 ˜̃Θ±(ya, yb)
]

≈
√

1+ x2 ˜̃Θ±(ya, yb) +
1

6
(1+ x2)3/2 ( ˜̃Θ±(ya, yb))

3; [x < |ya ∓ yb|/2].

sinh−1









√

1+ x2 |ya ∓ yb|

√

1− 4x2

(ya∓yb)2

√

1− (ya±yb)2

4(1+x2)

√

1+ y2a

√

1+ y2b

1√
2

√

√

√

√

√

1+
(ya ± yb)2

(1+ x2 − (ya ± yb)2/4)
2
− 1









=

≡ sinh−1
[
√

1+ x2 ˜̃Ω±(ya, yb)
]

;

˜̃Ω±(ya, yb) = O
(

|y2a ∓ y2b|
)

; (B.38)

∴ sinh−1
[
√

1+ x2 ˜̃Ω±(ya, yb)
]

≈
√

1+ x2 ˜̃Ω±(ya, yb)−
1

6
(1+ x2)3/2 ( ˜̃Ω±(ya, yb))

3;

Ao desenvolver-se a expansão (B.34), fica claro que a função de polarização referente a réplicas distintas,

ΠF (q), é no máximoO
(

(y2a − y2b)
2
)

. As duas contribuições de mais baixa ordem da respectiva expansão se

anulam. A partir das aproximações acima, obtém-se para a funçãoΠF (x):

ΠF (x) ≈
(y2a − y2b)

2 Θ(1− x)

10π J2β6
R(1+ x2)6

, (B.39)

ondeΘ(x) é a distribuição de Heaviside.

Nas aproximações acima paraΠG(q) e ΠF (q), se usaram as expansões em série desinh−1 e sin−1 para

z < 1:











sinh−1(z) = z− 1
2
z3

3 + 1·3
2·4

z5

5 − 1·3·5
2·4·6

z7

7 + . . . , [z < 1]

sin−1(z) = z+ 1
2
z3

3 + 1·3
2·4

z5

5 + 1·3·5
2·4·6

z7

7 + . . . , [z < 1]

sinh−1

(

1

z

)

= ln
2

z
+

z2

4
− 3 z4

32
+

5 z6

96
− . . . , [0 < z < 1]

sinh−1(z)√
1+ z2

=
∞

∑
k=0

(−1)k
22k(k!)2

(2k+ 1)!
z2k+1, [z2 < 1]. (B.40)
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