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A emissao amplificada de radiação de ciclotron eletrOni 

ca com freqüência próxima da fundamental provinda de uma 	lãmina 

de plasma inomo9éneo e anisotrõpico é investigada por meio de MN 

teoria linear. Os efeitos de polarização do plasma são consisten- 

temente incluídos. São desenvolvidas expressões na aproximação WKB, 

para emissão nos modos ordinário e extraordinário, para propaga- 

ção perpendicular ao campo magnético. São dados resultados numéri 

cos para o modo extraordinário, que apresenta efeitos mais acen- 

tuados. Para o caso de uma distribuição de momentum dos elétrons 

do tipo cone de perda, mostra-se que a amplificação depende sensi 

velmente da razão entre as temperaturas paralela e perpendicular 

e de inomogeneidades no campo magnético. Estende-se a análise da 

dependência entre a amplificação e a função distribuição pela su 

perposiçào de componentes tipo cone de perda e Maxwelliana. Mos-

tra-se que a presença de uma componente Maxwelliana em geral re-

duz a emissão em relação ao caso puramente do tipo cone de perda, 

ocorrendo situações em que uma camada da lámina absorve muito efi 

cazmente toda a radiação amplificada no restante do plasma. Discu 

te-se um comportamento peculiar do 'índice de refração, o qual ocor 

re na transiçao entre o caso cone de perda e o caso Maxwelliano. 



lhe dmplilied emissiun ul elearon cycluIron rddidlion 

near the fundamental frequency from an inhomogeneous, anisotropic 

plasma slab is investigated in a linear theory. Plasma polarization 

effects are consistently included. Expressions are developed in 

the WKB approximation for emission in the ordinary and the 

extraordinary modes, for propagation perpendicular to the magnetic 

field. Numerical results are given for the extraordinary mode,for 

which effects are strongest. For the case of a loss-cone-type 

electron momentum distribution, it is shown that the amplification 

is sensitively dependent on the ratio of parallel-to-perpendicular 

temperature and on inhomogeneities in the magnetic field. The 

dependence of the amplification on the distribution is further 

investigated by considering superpositions of loss-cone and 

Maxwellian components. It is shown that the presence of a 

Maxwellian component in general reduces the emission relative to 

the pure loss-cone case, and situations occur in which a layer in 

the slab very effectively absorbs all the radiation amplified 

elsewhere. A peculiar behaviour of the refractive index, which 

occurs in the transition from the pure loss-cone to the pure 

Maxwellian case, is discussed. 
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I - INTRODUÇÃO 

A propagação de ondas atraves de um plasma pode dar mar 

gem a ocorrencia de absorçao e emissão estimulada. A absorção efe 

tiva da onda resulta da competição entre estes dois processos. Sob 

certas circunstancias, a absorção efetiva pode ser negativa, ocor 

rendo então uma amplificação da onda à medida que esta se propaga 

através do plasma. O caso especifico de ondas eletromagnéticas de 

freqüência prôxima aos harmônicos da freqüência de ciclotron ele- 

trônica têm sido alvo de uma série de investigações, tanto teb- ri 

cas como experimentais; citamos algumas, acrescentando 	coment5- 

rios quando julgamos que são procedentes para ajudar a situar 	o 

presente trabalho. 

Em 1958 Twiss [Tw58] mostrou que em principio 	haveria 

condições para amplificação nos processos de emissão de Cerenkov, 

de ciclotron e de sincrotron, discutindo sua possível ocorrência 

e relevância em situações astrofísicas. Na mesma época, Schneider 

[Sc59] discutiu a possibilidade de um plasma atuar como amplifica 

dor de micro-ondas, adotando uma abordagem quântica para obter as 

probabilidades de transiçao entre níveis de energia de um elétron 

sujeito a um campo magnético. Essencialmente, ocorreria amplifica 

ção se os elétrons mostrassem uma inversão de população, tendo a 

correção relativTstica da massa desempenhado um papel fundamental 

na obtenção deste resultado. 

Tendo sido despertada a atenção para o assunto, questio 

nou-se em alguns pontos o trabalho de Twiss [Tw58], no que se re-

fere â radiação de sincrotron [8861], [BHB61], [WSW63]. Mostrou-se 



que d amplilicaçao poderia ocorrer em plasmas de laboratorio, com 

energias levemente relativisticos, podendo constituir-se em meca-

nismo importante de perda de energia [BB61], [BHB61]. A condição 

necessária seria a inversão de população na distribuição de velo 

cidades dos elétrons. Para elétrons extremamente relativisticos, 

entretanto, o processo de amplificação requereria distribuições 

quase mono-energéticas, incompatíveis com os modelos empregados na 

descrição de muitas fontes cósmicas [BB61], [BHB61], [Be66], [Zi79]. 

Um ponto a ser destacado e que os trabalhos citados ate 

aqui faziam uso da aproximação de partículas independentes no câl 

culo dos coeficientes de absorção e emissão, desprezando os efei 

tos dielétricos do plasma ambiente [Be66], [Zi79]. Em 1966 McCray 

sugeriu que a consideração destes efeitos poderia levar ã.  ocorrén 

cia de amplificação da radiação de sincroton cósmica [Mc66]. Sua 

abordagem fazia uso das expressões usuais da teoria de partículas 

independentes, com a inclusão do índice de refração do plasma am 

biente em pontos convenientes. Zhelesnyakov também tratou do pro-

blema da radiação de elétrons relativisticos movendo-se em um meio, 

com o uso do coeficiente de absorção na aproximação de partículas 

independentes; a influência dielétrica foi levada em conta atra-

vés da expressão da emissividade espectral de um elétron, utiliza 

da no calculo do coeficiente de absorção [Zh67]. Em outro traba-

lho, Zhelesnyakov e Suvorov fizeram uso de expressões da teoria 

cinética, usando uma aproximação linear para estudar a propagação 

de ondas planas em um plasma infinito e homogêneo [ZS68]. O mode-

lo admitia um sistema de elétrons relativisticos em um campo mag 

nético, na presença de um plasma rarefeito frio. A densidade das 

partículas fora do equilíbrio termodinâmico foi suposta suficien 
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temente baixa para que os elementos do tensor dieletrico 	relacio 

nados com elas fossem de mOdulo muito menor do que os correspon- 

dentes ao plasma frio. Foram analisadas distribuições deltiformes 

nas componentes paralela e perpendicular do momentum e distribui 

ções isotrõpicas centradas em algum valor p = p o  do momentum. A rela 

ção de dispersão foi resolvida e obtidas expressões para a parte 

imaginária da freqüência, mostrando-se para certas condições a 

ocorrência de incremento das ondas. Particularmente, para elétrons 

extremamente relativisticos mostrava-se que a amplificação das on 

das poderia ocorrer devido à presença do meio, dependendo ainda 

da distribuição de momentum. 

Unia outra abordagem do assunto foi a de Freund e Wu. Es 

tes autores estudaram a propagação de ondas eletromagnéticas em 

plasmas magnetizados, supondo o meio infinito e homogéneo; seu mo 

delo incluía um substrato termalizado e uma componente de elé-

trons fora do equilíbrio termodinâmico, tendo sido levados em con 

ta efeitos relativisticos. No caso do modo ordinãrio, foi estuda- 

da a propagação perpendicular, sendo empregadas na análise 	uma 

distribuição tipo “p i -P lo )F(p it ) e unia distribuição de cone 	de 

perda para descrever as partículas não têrmicas [FW76] (esta últi 

ma é de maior interesse para n6s); para a obtenção da parte real 

da freqüência foram desprezados na relação de dispersão os termos 

correspondentes aos elétrons não-térmicos, supostos de pequena den 

sidade. As razões de crescimento w i  foram determinadas mediante a 

hipõtese usual de serem pequenas frente ã parte real w
r . Foram ob 

tidas instabilidades principalmente em torno do harmanico funda-

mental da ffeqüência de ciclotron, para os parâmetros considera-

dos. As razões de crescimento obtidas, embora pequenas, levaram 
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►► torw, d (Uii', iderd1 u lenomeno pov,ivelmente relevante em 	si 

tuaçuee. ivarof -kica'. uw761. O modo extrdordiniírio foi tratado de 

forma similar para propagação perpendicular e quase-perpendicular, 

sendo usadas três formas de distribuições com caracterTsticas de 

cone de perda; uma destas foi a distribuição de Dory, Guest e Har 

ris [DGH65], com o parâmetro t fixado em t =1 e supondo a disper- 

são térmica paralela ao campo magnético muito menor do que a dis 

persão perpendicular (Obs.: Esta distribuição é usada neste traba 

lho, sem estas restrições). A parte real das freqüências foi obti 

da segundo a aproximação de plasma frio, sendo portanto despreza-

dos os efeitos dos elétrons não-térmicos. Mostrou-se que a ampli 

ficação ocorre em faixas de freqüência abaixo dos harmõnicos da 

freqüência de ciclotron, faixas essas que se estreitam com o de-

créscimo da energia dos elétrons. As razões de crescimento asso-

ciadas com o ramo inferior do modo extraordinãrio (modo extraordi 

nãrio lento) foram maiores do que as associadas com o ramo supe-

rior (modo extraordinãrio rãpido); mostrou-se que as razões de 

crescimento deste ultimo modo poderiam ser bastante aumentadas em 

certas circunstâncias, com a presença de uma componente paralela 

não nula do vetor de onda [FW77]. Embora tratando de problemas de 

aplicação generalizada em fTsica de plasmas, estes trabalhos fo-

ram conduzidos com vistas a situações astrofísicas; a amplifica-

ção do modo extraordinãrio rãpido foi proposta como mecanismo pro 

dutor da parcela da radiação decamétrica de Júpiter que aparece 

correlacionada com o satélite Io [WF77]. 

Mais recentemente, Wu e Lee propuseram que elétrons re 

fletidos no espelho magnético das regiões polares da Terra pode-

riam amplificar ondas eletromagnéticas por meio da ressonância de 
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ciclo[ron, ',cudo wae proce.,,,o 	igerido como lorde dos surtos 	de 

radiação conhecidos como radiaçao quilomarica das auroras 	(AKR) 

[WL791; a abordagem do trabalho era bastante simples e não incluía 

os efeitos de plasma ambiente; mais tarde Lee e Wu publicaram um 

trabalho que incluiu um plasma de fundo de baixa energia, além da 

quele com a distribuição tipo cone de perda [LW80]. A densidade 

dos elétrons não-térmicos foi suposta muito menor do que a do pias 

ma ambiente, de modo que seu efeito na relação de dispersão foi 

desprezado, para o cálculo da parte real da freqüência. O trata-

mento incluiu o efeito de um campo eletrostático no cálculo das ra 

zões de crescimento do modo extraordinário rápido e do modo ordi-

nãrio; foram também calculadas razões de crescimento para o modo 

extraordinário lento. Para os parãmetros utilizados, as razões de 

crescimento do modo ordinário foram muito menores do que as do mo 

do extraordinário; as razões de crescimento encontradas para o mo 

do lento foram maiores do que as do modo rápido. Os autores expe-

rimentaram duas formas de função distribuição tipo cone de perda 

(uma delas a de Dory, Guest e Harris) e obtiveram razões de cresci 

mento relativamente insensíveis ã forma da função distribuição de 

velocidades [LW80]. Em outro trabalho, de Lee, Kan e Wu, foi apre 

sentado um tratamento similar, acompanhado de uma descrição mais 

detalhada da estrutura da região geradora da AKR e da aplicação 

do modelo [LKW80]. 

Em 1981, Tsai et alii publicaram um trabalho apontando 

que a forma usual do tensor dielétrico (Ver capitulo III) muitas 

vezes não é adequada para uso prático, particularmente nos casos 

em que a freqüência é muito praxima dos harmanicos da freqüência 

de ciclotron [TWWK81]. Uma outra forma foi proposta por Trubnikov 
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[Tr58], sendo entretanto vãlida apenas para distribuições Maxwel 

lianas isotrõpicas; uma forma simplificada das expressões de Trub 

nikov foi apresentada por Shkarofsky [Sh66], vãlida para elétrons 

fracamente relativTsticos. Tsai et alii generalizaram o trabalho 

de Shkarofsky para situações ,ião - Maxwellianas s  incluindo na distri 

buição o aspecto de cone de perda, anisotropia térmica e um feixe 

longitudinal, ainda para elétrons fracamente relativisticos em um 

plasma homogêneo, Usando esta formulação, Wu et alii estudaram a 

absorção e emissão de ondas eletromagnéticas com freqüência prõxi 

ma ã freqüência de ciclotron dos elétrons [WLW+81]. Primeiramente, 

foi estudado um plasma caracterizado por uma distribuição tipo co 

ne de perda, com isotropia de temperaturas, sem a presença de um 

plasma de fundo mais frio; tanto a parte imaginãria como a real 

da freqüência foram determinadas a partir da relação de dispersão, 

tendo os autores se restringido a situações onde a freqüência de 

plasma dos elétrons é muito menor do que a freqüência de ciclo-

tron. O estudo foi concentrado no modo extraordinãrio rãpido, sen 

do mostrado que este pode sofrer amplificação. Foi mostrado que, 

para energias suficientemente altas, a freqüência de corte do modo 

pode ficar abaixo da freqüência de ciclotron, em contraste com o 

resultado obtido na aproximação de plasma frio [WLW+81]. Foi estu 

dada também uma distribuição em que os elétrons apresentam uma ve 

locidade de deriva ao longo do campo magnético, com isotropia de 

temperaturas, sendo obtida uma absorção de ondas com freqüência 

prOxima ã freqüência de ciclotron, em certas circunstâncias. 

Ainda usando a formulação de [TWWK81], Wong et alii es 

tudaram a amplificação do modo extraordinário rápido em um plasma 

constituído de uma componente fracamente relativistica com distri 



huiçdo tipo cone de perdd e de um suWardlo frio [WWKiVA. 	Foram 

usadas duas formas de lumes dislribuiçdo tipo cone de perda, uma 

delas sendo a de Dory, Guest e Harris com isotropia de temperatu- 

ras. O estudo foi restrito a plasmas em que w
2 « 	' sendo w 	a 

freqüência de plasma e 2 c  a freqüência de ciclotron dos elétrons; 

a razão entre as densidades dos elétrons energéticos e os do subs 

trato foi admitida arbitrãria. Entre outros resultados, as razões 

de crescimento mãximas foram de mesma ordem de magnitude para am-

bas as formas da função distribuição. A dependência angular 	das 

razões de crescimento mostrou-se muito sensível às razões 	entre 

w 	e 2 c 
e entre as densidades dos elétrons energéticos e do subs 

trato. Foi também estudada uma forma de função distribuição de co 

ne de perda modificada por um campo elétrico paralelo, sendo tal 

modelo motivado pelo estudo da região das auroras, na magnetosfe-

ra terrestre. Foram obtidos aspectos qualitativamente similares ao 

caso sem o campo elétrico, embora com razões de crescimento maio 

res [WWK+82]. 

Quanto a experimentos em laboratõrio, podem ser citados 

os trabalhos de Kubo et alii [KNY+75], [KNY+78], onde foram rela-

tadas observações de amplificação de ondas no modo extraordinãrio. 

O plasma continha elétrons levemente relativisticos e estava con-

finado por espelhos magnéticos. Os resultados dos experimentos fo 

ram interpretados em termos da aproximação de partículas indepen-

dentes, conforme [BHB61], tendo sido atribuída ao plasma uma dis 

tribuição isotrópica, f(p).p s exp [-E/T], sendo p e E o momentum e 

a energia dos elétrons e T uma "temperatura" em unidades de ener-

gia. Através da comparação com a teoria, foram citados valores de 

s que iam de s 2:3,6 até valores da ordem de 20 a 50. A ocorrência 
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de amplificação foi observada em uma estreita faixa de 	freqüên- 

cias levemente abaixo da freqüência de ciclotron eletrônica [KNY+75], 

[KNY+78]. 

Também Lichtenberg et alii mediram a radiação 	emitida 

perpendicularmente ao campo magnético de um espelho magnético con 

tendo uma componente de elétrons de alta temperatura, em freqüên-

cias prfiimas -a-  freqüência de ciclotron dos elétrons [LSL71]. A 

comparação dos resultados experimentais com os resultados teõri- 

cos obtidos no cálculo do espectro de emissão de partículas 	inde 

pendentes forneceu boa concordância. Foi suposta para os elétrons 

quentes uma função distribuição do tipo indicado anteriormente, 

tendo os valores s =3 e T
e  =60 keV melhor se ajustado aos resulta 

dos experimentais. Experimentos e resultados similares são também 

reportados em [LLT71]. 

Os resultados experimentais de [LSL71] foram também in 

terpretados por Nicholson e Schwartz, tendo sido obtida uma boa 

concordância com os cálculos baseados em um modelo teõ-rico [NS74]. 

A geometria do sistema foi modelada por uma lâmina infinita e ho-

mogênea, com espessura igual ao diâmetro do plasma no espelho mag 

nótico, tendo o campo magnético paralelo às faces [Be66]. O espec 

tro de emissão foi calculado a partir da equação da transferência 

de radiação em um meio dispersivo homogêneo, sendo o coeficiente 

de emissão calculado com o uso da aproximação de partTculas inde-

pendentes [Be66]. O coeficiente de absorção foi obtido a partir 

da parte imaginâria do "'índice de refração, através da solução da 

relação de dispersão. Aos elétrons foi atribuTda uma função dis-

tribuição f(p) « s(p H  )p s  exp(-p 2 /2mT); o câlculo do coeficiente 

de absorção revelou a ocorrência de amplificação em uma estreita 
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fdixd de Ireqüencids dbdixo dd Ireqüerwid de ciclotron eletrônica, 

correspondendo d um pico estreito no espectro de emissão. O valor 

de s obtido no melhor ajuste das curvas experimental e teórica foi 

de s. 4, para um plasma onde T = 70 keV [NS74]. 

Tendo em vista esta linha de desenvolvimento, 	parece- 

nos haver lugar para uma anãlise do fenômeno de emissão 	induzida 

de ciclotron que leve em conta de forma consistente os efeitos die 

letricos, tanto na absorção quanto na emissáo, tendo ainda a preo 

cupaçao de acompanhar a trajetoria da radiação atraves do plasma, 

ao invés de restringir-se ao cãlculo de razões de crescimento lo-

cais. Em tal anãlise deveriam ser incluTdos os efeitos de diver-

sos parãmetros caracterTsticos e certos aspectos geométricos do 

plasma, como suas inomogeneidades e seu tamanho finito. Para ser-

mos mais especTficos, decidimos conduzir uma investigação centra 

da nos seguintes aspectos: 

- Considerar um plasma inomogeneo, finito e 	levemente 

relativistico, estudando o efeito de diferentes fatores sobre a 

radiação induzida, como anisotropia de temperatura e inomogeneida 

de do campo magnético, entre outros. 

- Computar o coeficiente de absorçao diretamente a par 

tir da relaçao de dispersao, com os efeitos dielëtricos consisten 

temente incluTdos. 

- Obter a intensidade da radiação na superfTcie do pias 

ma, tendo assim um efeito integrado dos fenõmenos que ocorrem lo-

calmente no meio inomogêneo. 

- Analisar diferentes formas da função de distribuição 

de velocidades das partículas, envolvendo o aspecto de cone de per 

da. 



10 

Com os fatores acima em mente, limitamos nosso estudo ã 

propagação perpendicular de ondas com freqüência prõxima ã fre-

qüência de ciclotron eletrõnica. A organização do trabalho é a se 

guinte: No capitulo II descrevemos o modelo físico e estabelece-

mos as expressões para a intensidade da radiação. No capitulo III 

obtemos os elementos do tensor dielétrico e do tensor correlação 

de correntes, cuja necessidade ficou estabelecida ao longo do ca- 

pitulo II. No capitulo IV apresentamos e discutimos os resultados 

de uma anãlise numérica do problema, estudando os efeitos da ino-

mogeneidade do campo magnético e da anisotropia de temperaturas, 

assim como os efeitos da variação da densidade e da temperatura do 

plasma. Utilizamos sempre freqüências abaixo da freqüência de ci-

clotron eletrônica e verificamos que para os parãmetros escolhi-

dos o modo ordinãrio apresenta resultados menos interessantes, do 

ponto de vista da magnitude da aidplificação produzida. Por essa 

razao apresentamos apenas resultados numéricos relativos ao modo 

extraordinãrio (no caso, o modo extraordinãrio lento). No capitu-

lo V fazemos um estudo numérico voltado para o efeito da forma da 

função distribuição, particularmente tendo em vista o preenchimen 

to parcial do cone de perda; neste processo, discutimos a ocorrén 

cia de situações peculiares, que podem invalidar aproximações usa 

das no cãlculo da emissão; pelas razões jã expostas, nos 	limita- 

mos ao modo extraordinãrio. No capitulo VI sumarizamos os 	princi 

pais resultados do trabalho. 



II - MODELO UTILIZADO E INTENSIDADE DA RADIAÇAO 

Conforme foi adiantado no capitulo, anterior, 	trabalha- 

mos com um plasma finito e não homogéneo. Usamos como modelo uma 

lâmina de plasma, com um campo magnético paralelo às faces. Esco 

lhemos o sistema de coordenadas de modo que o eixo Z fique parale 

lo ao campo magnético e o eixo X perpendicular às faces da lâmina, 

queéconsiderada infinita nas direções dos eixos Y e Z e se es- 

tende desde -a até a, na direção X. O meio é suposto estacionârio 

e homogéneo nas direções Y e Z. Supomos que o campo magnético e 

outros parâmetros do plasma podem apresentar inomogeneidades sua 

ves na direção X, de modo que as distâncias ti - picas de variação 

dos parâmetros sejam muito maiores do que os comprimentos de onda 

envolvidos. O significado desta aproximação deve se tornar mais 

claro ã medida q'ue ela fôr sendo empregada nas derivações que apa 

recem a seguir. 

Uma vez que o plasma é finito, a propagação de ondas ele 

tromagnéticas deve obedecer ã condiçao de contorno (lei de Snell), 

que exige que a componente do vetor de onda paralela ao campo mal 

nético (k 1 ) se mantenha constante ao longo do trajeto [Zi79]. Os 

modos de propagação são encontrados através de uma relação de dis 

persão, que fornece a componente perpendicular do vetor de onda 

(k ) como função de w e dos demais parâmetros relevantes. 

II.1 - A Intensidade da Radiação  

Estabelecida a geometria do modelo, queremos obter a po 
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tência irradiada por unidade de ãrea da lâmina de plasma. Esta ê 

uma grandeza macroscOpica, de modo que começamos por definir uma 

média de ensemble sobre as flutuações microscópicas dos campos; 

escrevemos o valor médio do vetor de Poynting na superfície da lã 

mina: 

—4> 

z)) 	( II .1) 

Para a obtenção dos campos -È e à que aparecem na equa-

ção acima, usamos as equações de Maxwell: 

c 	r)t- 

-f 	 =5, 

(). D r / 
C- v t 	c 

Antes de partir para a solução das equações de Maxwell, 

entretanto, vamos fazer algumas transformações convenientes na Eq. 

(II.1). Começamos supondo que r, E e 1 possam ser escritos na 

forma: 

- -ao "O. 

A-P  1 z 

onde g(k 
y 
 ,k 

z ,w,x) representa uma amplitude cuja dependência predo 

minante em posição é da forma exp(i f x  kxdx 1 ), com k
x 

= k
x
(k
y
,k

z'
w, x) 

obtido a partir de uma relação de dispersão, que veremos 	mais 



adiante. Com  isto, e com a primeira das equações (11.2), temos: 

13 

x 	,k; 

x É( - L - — 
(A:» 

) 

ki; 	L ■ lis ) 	(1; 	)( I )] 

No ultimo passo, foi usado o fato de que 	= O quando 

x =x 1, pois x
1 marca o limite da lâmina de plasma. Ficamos com, 

x 	irs  
,)  

Go' 

ex ri Si 	Ic ;) 	) 	( {e) tje  ) 	_ 	 11 

O vetor W,t) é real, de modo que da equação (11.3) ob 

temos as relações seguintes: 

) 

,e 

k (le 	(,) x ) 	- k 	- 	_ , 	— 	 è _ 

Com as relações acima, podemos escrever a equação (II.4) 

C O MO 
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S re) (V-?
► 
	

íc ic, 

 

+1,, ,t ( ter. 	( 	L))¡ 

Uma vez que o meio é estacionário e homogêneo nas dire 

cães Y e Z, a expressão acima não deve depender de t, y ou z, de 

modo que podemos escrever 

1 

L1 ir -C. 

	 Xi)) 2  

onde fizemos uso do fato de que T - (k
y
,k

z
,w,x

1
) é real e definimos 

k LU X 15 

A 	( 	- 	' ) 	( k' - 	) 	(( - è  

Podemos introduzir uma integral em dk x  na expressão (II.6): 

S IM )( 1 

:90 

2 
C idLU idKA L.,1 x1 .) 

(A) 

X - 	( k912  k LI 1/2" 

1,,  

Usando as propriedades das funções delta e mudando 	de 

coordenadas cartesianas para esféricas, ficamos com: 



( 

; ( 1 

15 

e 

1/2 

, 

(5 ( 	) 	( 	2  1," 	
2
) 	U k  ( 	) 

onde u k (x l ) é um vetor unitãrio na direção de k. 

Para obter a potência irradiada por unidade de área da 

lamina de plasma é preciso fazer o produto escalar de (1 1( ( xl ) 
 

COM 

o vetor unitãrio na direção x: 

U, ( x ) • Á. 

Assim, a potência irradiada por unidade de ãrea da lãmi 

na (da), por unidade de ângulo s6lido (1:1Q), por unidade de 	fre- 

Wincia angular (dw), nas posiçóes x ]  - a ou x 1 	-a, 	fica 	dada 

por [FG79]: 

- 	(? 2 fie')] 
a2,“11).1 	 c 2  

12 ) 

onde w > 0. 

Neste trabalho, consideramos apenas radiação de freqüên . 

 cia w propagando-se na direção perpendicular ãs faces da 	lâmina, 
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de modo que k 	= k
z 

.0e13‹.  . ki. 

Voltemos agora ãs equações de Maxwell; usando (II.3) 	e 

supondo que vale localmente a relação entre 	e t que vigora 	em 

um meio homogêneo, ficamos com: 

vx E (k, x 

(L,„1 	-1 (U/c)D) f, 

onde 	t(w,x) -- 4-c+(ü),x).t(w,x). 

Os elementos do tensor dielétrico são obtidos supondo-

-se o plasma localmente homogêneo e levemente relativistico; nes-

se ponto do trabalho as suas expressões explicitas não são impor 

tantes, mas podemos fazer uso das relações seguintes, vãlidas no 

contexto que temos em mente (Ver capitulo III e Apêndice): 

c. 
c 	XX 

ty  
L, C- 	 c.̀ O 

Com o uso das expressões acima e com a introdução da for 

ma explicita do operador v, reduzimos as expressões (II.8) a: 

(IMO) 

E 	yE ,ÇdC ,a  - (firi/ 	/Ekk  

(-) - l (LU /C) [ .á 



É = 
Dx 

E 

( Lu/c) r?) 
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c 5} 

--,:(w/c)L 	o + -) 1  ir/c) 

onde usamos a notação c
zz = e zzo N2x zz ' 

com N
2 	

c
2
k
2
/w

2
; 	fica 

subentendido que os E i , B i  e J i  são funções de w e x. 

Supusemos anteriormente que as amplitudes dos campos e 

correntes tem uma dependência em x predominantemente da forma 

exp(i f x  k x dx'); isto nos permite escrever N como -i(c/w)(Vâ x ),des 

prezando o efeito deste operador sobre o elemento 
- ZZ 3  

suposto fra 

camente dependente da posição. Jã sabemos que B x  =0; usando a se 

gunda das equações (II.10) para eliminar E
x' 

ficamos com: 

_ ( W/ c) i3 

(LJ/c) 

(L)/(;){ U..2); + J,Ç)/Exxi E 	iT/c) 	I- 3 Es 	„,,) 

- (4c) 	E2 	í (c/c.J) Xa z Ei + ( tirr/G)3 . 
-5 -  

Derivando as duas primeiras equações (II.11) e usando as duas 	úl 

timas, resulta [FGMR78] 

-)2 	 2 _ 
el -t-  ("i t ic z")1110 	= 5o 

?xl 

Et 	(1,1/43?- /c 7- )Nix z E 
Dx 1  



onde 

.1e/( 1 	X2..1) 	-) 	 & 2-,‹  -h Ektj)/bçx ; 

(`PT íw/a) )€ / ui-x,2 ) 

(touw/c2-) ( j 	E)/. 

Os símbolos N o
2  e N x

2  
 representam os quadrados dos indi 

ces de refração dos dois modos propagantes no plasma; N
o 
 = IV re 

o 

presenta o modo ordinãrio e N
x  = g o modo extraordinãrio, propa x 

gando - se no sentido de x crescente; as raizes com sinal contrario 

representam os mesmos modos propagando-se no sentido de x decres 

cente. Um procedimento equivalente para obter os modos normais do 

plasma seria considerar os campos de radiação localmente como uma 

superposição de ondas planas, escrevendo as equações de Maxwell 

sem fontes na forma -1)(- x r) (w/c) 2  é.É = O. 

No caso de propagação perpendicular, com os elementos de 

c satisfazendo as relações (II.9), obtem-se a relação de dispersão 

A/ [ ExX (4 -- ?Çèzn "" A/ 2  [ ( Ej 	)( z 2)-t- &)( E i%0 1 

	

E L) ( 	Ex 2D 	= 

da qual as grandezas N
o
2  
 e N 2 

' definidas acima, são raizes. x 

Supondo que N o  e N x  satisfaçam as condições de validade 

da aproximação WKB [as quais, para propagação perpendicular, 	se 
dN 

a reduzem a (c/w) 	x 	« 1], escrevemos as soluções das equa- 

18 

cães (11.12): 



r) 

19 

I A 

 A/014  ( A ) 

1) 

t” 

A 

c
j À,' -.J.--  

(.3 (-( 

,(x")(G')) 

e x 
	ti LU .1  (AJA 	

i 

A4 1/.2-  ( 

com uma expressão similar para E y , cinde aparecem 5 x  e N x  no lugar 
de S o  e N o . A componente E x  pode ser obtida a partir de E 	atra- 

vés 	da 	segunda 	das equações (IE10). A solução dada por (II.13) 
supõe que não haja radiação incidente sobre a lãmina de plasma. 

Para termos a potincia irradiada [Exp.(II.7)] precisa-

mos do campo na borda da lãmina, nas posições x l  = a ou x ]  = -a. 

A componente E x  é nula, pois c xy (x l ) = J x (x l ) = 0. Na expressão 

resultante podemos separar facilmente os modos ordinário e extra-

ordinãrio, pois as equações (II.12) nos mostram que estes corres 

pondem "ás componentes E
z 

e E
Y' 

respectivamente, 

C: 	)1
2 	

I 	(t{ x1)1 	t 
	

1( e ('').)(4)) 

Usando (II.13), temos 

x, 
I 	(,d,Ki)12- 	

, 

d 	1 0 (K) 1 -1 (u) 
x o  

i x 	 U 	 x i  

	

u (q)c/ 	 (,) 
r 	 o• )4'1 

1 onde u é uma variável de integração e r o (x) 	s o (x)/N o /2  (x); tem- 
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-se x o  = -a quando x
1 .aex o  =aquando x 1 = -a. Esta expressão 

pode ser reescrita de outra maneira, introduzindo-se as partes real 

(N
1 
 ) e imaginaria (NV de N a : a  

-)kc- cli x• 1  
x 

 Cz(LI/xiii =- c/2( A
Ia 

 ) cb( 	dU 
xo 	no 

 rt 

Co (x) I c  ( u) 

A CX 
A i 

Oc"ci x ,  r 	 c 
c 	 c IA 	r (lo  dx  

Façamos uma mudança de variáveis; seja v E U-X; 

>< 4 	X1 —  x 
1 C _(,) gi )) 	(V2t,J) dx) 	d 	nu. (X ) I . t X 

Utx 
exr) 	f 	"clx 1 -1-  f A1 N" .1( 1 1 o 
A expressão (11.7) requer uma média de ensemble; nesse 

caso, temos 

)i 2 > 	((i2e2 
)(1 	 X4 

/k/ 01A/ 1 11 dx.  eiVe C, 	
vX. 
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Em nosso plasma levemente inomogeneo, é razoável 	admi- 

tir que a escala típica das distancias onde é significativa a cor 

relação <F 0 (x)F *0 (x+v)> seja muito menor do que a escala das dis-

tancias típicas de variação dos parâmetros do plasma, de modo que 

a integral em dv que aparece em (II.14) pode ser calculada como 

se o meio fosse homogéneo [FGMR78]. Além disso, impomos que 

INRI « INRI, amparados na prõpria validade do tratamento linear, 

de modo que usamos nesta integração apenas a parte real de N o  (o 

decaimento ou amplificação seriam desprezíveis, dentro da curta 

distância onde as correlações são significativas). Para simplifi-

car os cálculos, estendemos os limites da integral para sem in 

cluir nenhuma alteração de monta, 

X f 

< rc (K) r I  

" 	 , k 

JA 

1 < 32.(K ) .) x fu)> exio(ic: 

onde k' 	(w/c)NI'
o
; foram usadas as expressões (11.12). 

o  

Introduzindo as transformadas de Fourier de J
z , resulta 

(4--(2  ) 2 	-1 	fdri d 	d 

c L  ItJ 0 11 1 -)(111 1 	— 

onde q., e q 2  são reais. Definindo o tensor de correlação de cor-

rentes [Sh67], 

Jc< tu:),iz)J(.: 	= 	117)((.,‘J -(,J.) á (rt'_ 
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dl; CIA¡, 

2. 

e xr (. ( 71 - 1z)s t (col -cp 

G7 I ciq -,217 	IA= ) 	  

C  L  /0011 1-  Yni Z  
) 5 (e --gi) 

• (1 1 	 ) 2" 	 (-2 E- 
c- 

G2. 2  ( c,/ /-c; 

Portanto, a Eq. (II.14) fica: 

3 	 7{1 	 X, 
I( 

(L(', i)/ 2> 	. 8 	
/ 

dx  	
c 	

Aio  21),1 
c 2 	W01/1-2441 	k 

	

Usando esta expressão e a Eq. (11.7), a potência 	irra 

diada no modo ordinãrio fica dada por [FGMR78], [FG79], [FGM+80], 

d 3 p  

o 

I

- 	

o 	9-71-2  ck,12 	dx 	G22  
Ca 

X° 	11- /gè/ /Aa 

 

eXe - 	 o," 	 d„, 	
(11.18) 
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Fazendo um cãlculo similar para lE y (w,x 1 )1 2 , podemos 	es 

crever, analogamente â-  Eq. 

/ À/1-x 

ch  <r (A)r()(1-1 	r X 	X 
X -2( 

)(42!" 
r*:  

(1)( 

 

• O • 

 

••• • • ••• 
(

1111 ik.) 	ic 
-ce )2 	

 11Vx 1 

As formas explicitas dos elementos G al3 serão obtidas no 

prõximo capitulo; entretanto, faremos uso agora das seguintes pro 

priedades (Ver capitulo III e Apêndice): 

GX~ = - 

- 	 e  (,) 

	
Gx ..  

Assim, a expressão (II.19) pode ser escrita como: 

	

((41rui)
2 

021F 	[ 

c i 	iNd 

1& ,( 1 1 -t b,„14' 	4»*•,(4.1 	-)(x  

LITQ ) "ir 
/  INL I 

Ex  x - 4  t)(  

ExK Z  

 

CX X 

 

Usando a expressão acima obtemos a potência 	irradiada 

no modo extraordinãrio [FGMR78], [FG79], [FGM+80], 
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Ai 

.,. 	V 	(ix I 	(J_ 
a 	è.    

{- xx 	í" 	1 x.. 13. _ 	G 
X 
	

XX  

ia 

	

C 	c ,!_ 
,( 	 lxx 	Wxl 0  

¡ XI 	" 

x eXe { - 2--Li  i 	IVY  (x') d xi I 
c 	ic 	 (11.20) 

el; Jr2 1-: Jid 

As expressões (11.18) e (II.20) coincidem com o r es ulta 
2  

do da aproximação de partículas independentes [Be66] quando 	« 1 

para o modo ordinãrio e quando 	52  j d 3p pi 	/(y--5-)1 ‹< 1 	para 
4w 

o modo extraordinãrio [FGMR78]. 

11.2 - A Função Distribuição de Cone de Perda  

Finalmente, introduzimos a função distribuição que ca 

racteriza os elétrons de nosso plasma, para uso no cãlculo dos ele 

mentos de e O aspecto fundamental que desejamos é a inversão 

populacional na distribuição de velocidades, a qual pode dar mar-

gem ã ocorrência de emissão induzida. Uma forma de função distri 

buiçao que apresenta tal aspecto é a função distribuição de Dory, 

Guest e Harris [DGH65], também conhecida como função distribuição 

de cone de perda (existem outras formas de funções também chama-

das de distribuições de cone de perda [FW77]). Além do aspecto de 

cone de perda (insuficiência de partículas com valores baixos de 

p ) admitimos uma anisotropia de temperaturas e escrevemos a fun-

ção distribuição como 

, 1011) = A 191- '(  e-xe 	- 	- 	 /1)) 

onde p 1  e p1  indicam o momentum dos elétrons, nas direções parale 



la e perpendicular ao campo magnético, 

é I- 1 	112  
Ái„ 

Tf 3/2" 

h'1 2/7j_ 2/7„ 
j 

	

m é a massa dos elétrons, c a velocidade da luz, T I_  e T 11  são 	uma 

medida das temperaturas perpendicular e paralela, dadas em unida- 

des de energia; 2, é um parãmetro inteiro maior ou igual a zero. 

Esta função distribuição é basica em nosso modelo. Nos 

capTtulos IV e V realizamos uma analise numérica do processo de 

emissão e absorção de ciclotron, introduzindo valores para os pa-

rãmetros do plasma; nesta analise usamos a função distribuição na 

forma tal qual apresentada em (II.21), ou na forma de uma superposi 

cão de dois termos do tipo dado por (II.21), com valores diferen 

tes de £, 1.1_  e T il . 

INSTITUTO DE FISICA 
.:2L:011.1"CA 
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X t.  11r)  
=-wo 

111. IENSOR DIELETRICO E TENSOR CORRIA/MO DE CORRENTES 

Os elementos do tensor dieletrico para um plasma infini 

to, homogéneo e magnetizado, no caso de oscilaçoes eletromagnéti- 

cas de alta freqüencia, são dados por [Be66]: 

rnC 

+ X 	42, 
ff a 	ro  g \ _c 

\gra 	ei/ 

onde a,(3 = x,y,z e 

. (11TO, e2/0-) 	Y = e/LJ 

(,) L, 	e 	/int I 	 /rr)"( 

-e é a carga do elétron, n
e 
o número de elétrons por unidade de 

volume, B o  a intensidade do campo magnético, 

1 	( 	) 	yl  = 	J ( f) 

J n e J i  são a função de Bessel de ordem n e sua derivada, respec 

tivamente, de argumento p = -Np1/mcY, onde N é o índice de refra-

ção, definido por N = ck/w; f é a função distribuição de momentum 

dos elétrons. , e L é um operador dado por 



27 

	

1 	A / / 

	

" ) 	+ 

	

rri r 	Mc. 

Neste trabalho, estamos interessados em propagação per 

pendicular ao campo magnético, em um plasma que é finito e inomo-

geneo. Entretanto, a inomogeneidade e suposta fraca, de modo que 

usamos uma aproximação no cálculo dos elementos do tensor dielé-

trico. Esta aproximação consiste em supor que as propriedades dielé 

tricas são função dos parâmetros locais ;  ou seja ;  que podemos usar 

a Eq.(III.1) para obter os elementos do tensor dielétrico em cada 

ponto da lamina de plasma, caracterizando o que chamamos de plas-

ma "localmente homogêneo". Portanto, tomamos a Eq. (III.1) para 

N = O e com uso da função distribuição (11.21) obtemos os elemen 

tos e
otR 

que caracterizam nosso plasma. Este cálculo é bastante tra 

balhoso, de modo que neste capitulo apenas delineamos as aproxima 

ções envolvidas e apresentamos as expressões finais, usadas na anã 

lise numérica. Os detalhes do cálculo são deixados para o Apêndi-

c e . 

Nosso plasma e levemente relativistico, de modo que é 

possível usar somente o primeiro termo relevante da expansão 	da 

expressão (III.1) em potências de p
2
, se for satisfeita a 	condi- 

ção p 2  << 1. Este parâmetro de expansão pode ser avaliado se to 

marmos o valor médio de pl , para a função distribuição (II.21): 

Z 

	

a_ Na 	il(Qt3/2)  

	

Ti 	1! 

Além disso, como estamos interessados em radiação em fre 



1.8 

(Oen( 	prox 	1 regilen( d de ( leio! ron e I e 1.ron i cd , 	mdri temos 

	

11`1110', VIII(' ►  orre ,,,porident (H) lia Hum' i to 	 (n 	1). 

Escrevendo , 	 t i ," , obtemos: 
(t 

Exx = 1 
 

t- 	1cir exe (- AurY2) > _ 

= 	f dr exf (-,Pn k-17.;Z 

	

= 	
( 

crê 	E2? c 1- i\)  /Y; z 

E it n  = o 

x o  

4,(  

(Ux)t( 1- 5/ 0 )2i. (Uf-tn)! xo-
n 	Xcr 

- X ff  e 	E (4)1 ' 	m=0 

	

Eito 	- 2 p t, B l d r exp (—/t  1/ 72) rz  bo  0- ) 
o 

Q- 1 

	

(r) 	( 1 - 	y_ ((_I-01)! Xó - x, e 	Ei  ( x0 ) 
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Ar ()AÍ) ( - finvL/2) ( r) 
! 

x o  — 

occ  = 1 t  (vii) - o- y 	d4  = f (v 21.2) 	r 	ras /(roc ) 

E. (x) é a integral exponencial [AS72], definida por 

gi  (X) z 

onde P indica o valor principal da integral. O símbolo %],n 	indi 

ca a delta de Kronecker. 

As partes anti-hermitianas são dadas por 

e-k 
E Ix Ix 	Y (-1) 2 ( k ) frf  

8 	k.0 	tit2k 

(1- áfr,o) g, 0k -1  5_ Tis) evi ( si/2- 7+
) 

 

[(1 	11  (Pie  

(J 2 
	

1 	 J 	" 

E 	- E Ex. ? 	= 

e 	 = - 	= í E:a  = 



x 

erf (x) = 	2  	 / exe t 2 ) cot 
11-1/Z 	o 

onde 

Ctl 
- rix 	/Ui 	/4,1 	 71)1/2.) 

(ziï yvz 2 e 

(pr„ 	( 	rn - 1)! 1  

(25) 11  

 

(20 ) ,1)!! 

 

ç 	
(21)I (2 , -) 91)  

= 1 -V 1 	/ 	er?, 	2 Q/A 1  t p, 
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- É 	( I c11/2 ) 1/2- )  

d 
	

ti l  - p„ 	s = - d 	) 

Aè .2. = 	 ? 	( 1c) P' 	 e 	
(Y/i 	

kf-i 

k=o 	 —Gif 	 í.2 ê 1-2k 

evf 	5 ' /Z  9+) { 111 1k,-1 t 951"2 
tz 

erf(x) é a função erro [AS72], definida por 

() 	
!  

n!(m-n)! 	
é o coeficiente binomial e m!! o duplo fatorial. 

Evidentemente, as expressões (III.4) e (III.5) satisfa-

zem às relações (11.9) (Ver Apêndice). 

Para o cãlculo do tensor correlação de correntes, o pro 

cedimento é similar. Seus elementos, para um plasma infinito, ho 



mogeneo e magnetizado, quando k m  = O, são dados por [Sh67] 

G 	(1-ç'u:, Dais 
( d3 

ri 

2 	à- 
ird n  11(51  I-  á ( t 

Supondo o plasma localmente homogêneo, expandimos estes 

elementos em potências de p
2 
e tomamos o primeiro termo relevante 

dos termos correspondentes ao harmanico fundamental, obtendo (os 

detalhes são dados no Apêndice): 
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et' 	6-1 

	

cl K I  ( -4 ) 	
(': 1 ) 	  

	

5 	Ie.() 	0-rac 

(v.,i
1íz 
	( 5 '/ (/) 1 iko 	(1-áir) 4.) 

Po Lt1 
k ) 5 	k,o 

gr 1 -k 
- 

( it 

Cf + ) et1 

G = CXX 

GX2 	GZX 	o / 

G 

 

 

G 	- 

onde g = wmc 2 /[(270 5 p 1 ]. Estamos agora prontos para uma anãlise 

numérica do 'problema da emissão induzida de ciclotron, o que pas-

samos a fazer no prOximo capitulo. 



IV. ANÁLISE NUMÉRICA 1 

Neste capitulo estudamos os efeitos da anisotropia de 

temperaturas e da inomogeneidade do campo magnético sobre a emis- 

são induzida de ciclotron, além de verificarmos a dependência do 

coeficiente de absorção em densidade e temperatura [ZD83], [ZD82a]. 

Este estudo é realizado através de uma anãlise numérica, tendo por 

WO 	WOUM dUlitiCE obtidas 	CnItlffin atOrlffg. 
Nosso modelo supõe uma lâmina de plasma, com parâmetros levemente 

inomogêneos na direção perpendicular às faces. Para a anãlise nu-

mérica, escolhemos perfis para os parâmetros, do plasma; evidente 

mente, estes perfis têm uma grande dose de arbitrariedade, mas po 

dem ser pensados como representativos da seção central de um pias 

ma confinado por espelhos magnéticos. 

ne (x) 	RIO ) ( 1 	2( / (  

r 	(X ) 	 -T1)11 ( 0 )( 1  -)('/Z) 
	

(IV.1) 

13, ( 	= go  (a) 11 -r á Ces (a")(Aact) 

onde 	n
e
(0) = 7.10

12 
cm

-3 , 	1-.L (0) = 10 keV, 	O s T,,(0) s 10 keV, 

B o la) = 15 kG e a = 10 cm; o parâmetro '5 é pequeno e clã margem a 

uma pequena inomogeneidade do campo magnético. 

Antes de prosseguirmos, cabe um comentário. 	Bornatici, 

Engelmann e Lister [BEL79] mostraram que no cálculo de processos 

de absorção e emissão de ciclotron no modo extraordinário 	pode- 

riam aparecer efeitos relevantes devidos a termos de ordem 	mais 
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alta na expansâo dos elementos do tensor dieltrico em potõncias 
do raio de Larmor. O parãmetro relevante para a inclusão ou não 

destes termos seria w/2
2 

(para um plasma térmico, o efeito seria p 

significativo para (w /2 )
2
=1). Em nossa escolha de parimetros, 

P 
este quociente não excede o valor 0,32, o que estã abaixo do limi 

te critico fixado em [BEL79]. 

bem verdade que o limite fixado em [BEL79] é válido 

para um plasma Maxwelliano e que este não é em geral o nosso caso, 

nnte trabalho, Entretanto, como s@ trata de dudliar corr@dg d@ 
vidas a termos usualmente desprezados, não esperamos que para dis 

tribuições não-Maxwellianas este aspecto seja substancialmente al 

terado. 

Além disto, usando (III.3) obtemos p m-ãx 	0,07 [r(2,+3/2)/t!] 2 , 

onde tomamos N 2 	
1,3, um valor similar ao obtido na aproximação 

de plasma frio e que pode ser verificado posteriormente, em busca 

de consistência. Como usamos no mãximo R = 3, ficamos com 2 p _ 
max 

0,25, oque serve para justificar a expans ,ao em potências de p
2 

Feita na obtençao do tensor dielêtrico e do tensor correlação de 

correntes. 

A funçao de distribuiçao de velocidades que usamos é do 

tipo "cone de perda generalizado", com anisotropia de temperatu-

ras, conforme apresentada na Eq. (II.21). Os elementos do tensor 

dielétrico e do tensor correlação de correntes são obtidos direta 

mente a partir das expressões derivadas no Capitulo III. Evidente 

mente, a função distribuição que escolhemos nos permite uma liber 

dade adicional, além da escolha dos parãmetros dados por (IV.1); 

esta é a escolha do inteiro t, que caracteriza o aspecto de "cone 

de perda" da distribuição. 



IV.1 - Campo Magnético Homogêneo  

Iniciamos considémdo o caso em que o campo magnético 

é homogêneo 	(6 = O). 	Na 	Figura 	IV.1 	mostramos a 	dependên- 

cia de k" (parte imaginãria de k) em x, para £.1 e 2.=3. 	Vemos 

que ocorre amplificação (k" < O) em uma região considerável da lã 

mina de plasma. A extensão desta região de amplificação pode ser 

Cómpreendida a partir de uma interpretaçao simples. As parti - eu-

las ressonantes com a onda devem satisfazer ã condição y - Y = O. 

No caso em que T11  = O, que é mais simples, esta condição pode ser 

expressa como p.L.
2  
r  = m

2
c
2 

(Y
2
-1), onde "r" indica partículas res- 

sonantes. Por outro lado, a função distribuição dada por 	(11.21) 

tem seu máximo em pi2  m  = m
2
c
2 
20p . Da igualdade de p 2

r 
e pl.

2  
m e 

do perfil de temperatura (IV.1), mostra-se que pode existir ampli 

ficação para valores de x entre 

a 	1_  ( rica. 	y2_1 1 .14 1 1/2.  

	

1-1-1(0) 	.2 {1  .1 

correspondentes a ressonâncias em valores de p1  para os quais a 

f(p1 ) apresenta derivada positiva. Assim, para TL(0) = 10 keV e 

Y = 1,01, ocorrem valores negativos de k" entre x = ±5,3 cm, para 

£=1, e x = ±7,6 cm para £=3, como visto na Figura 1. Quando T, 1  0, 

h -á um intervalo de valores para p2 
.Lr' ou seja, O 2 -5M 2 c 2 

(Y
2
-1); _Lr 

conseqüentemente, o processo de amplificação pode iniciar em x = 

= ±a e assim sobrepujar a absorção em uma região maior do que no 

caso de T11  = O. 

Com relação ao valor de k"(x), podemos fazer uma inter 

34 



X (cm ) 

Figura IV.1 - k" como função de x para diferentes valores de 1 .11  e 
(a) 2, = 1, (b) Q = 3; n e  (0) = 7 x 10 12  cm-3 , T 1  (0)= 
= 10 keV, B o  = 1,5 T, d = O, Y = 1,01. 
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pretação qualitativa dos resultados na Figura IV.1 (Ver Fig. IV.2). 

Tomemos T H 	O, por simplicidade. Prõximo "a-  borda da lâmina temos 
2 

p 2 	de modo que a inclinaç'ão da função distribuição no pon im' 

to de ressonância é pequena e negativa, resultando em pequena ab 

sorção. A medida que a onda prossegue para o interior da 	lâmina 

ela passa guceççivamente através de regiões de inclinarão creuen 

te, constante e decrescente, até chegar ao ponto de inclinação ze 

ro, onde pix = p.Lm ; correspondentemente, o coeficiente de absor- 

ção cresce, passa por um máximo, decresce e vai a zero. Prosseguin 

do para o interior, o processo de amplificação inicia e cresce. En 

tretanto, para valores suficientemente grandes de t, a inclinação 

positiva da função distribuição pode começar a diminuir antes que 

a onda atinja o centro da lamina, porque p
k
2  
r se torna muito menor 

do que p
2 , causando um decréscimo na taxa de amplificação. 	Este im 

último efeito pode ser claramente observado por comparação entre 

os casos de z .1 e 2, .3, na Figura IV.1. 

Na Figura IV.3 mostramos a emissão em x
1  =a, dada 	pela 

Eq. (11.20), como função da temperatura paralela T, 1 (0). A emissão 

está dividida por seu valor para T" = O. Para 2, = O, a emissão é 

praticamente independente de 1- 11 ; para st, .1,2,3 a tendência geral 

da emissão de aumentar com T 1  pode ser entendida a partir do com 

portamento de k"(x) na Figura IV.1. Por exemplo, no caso de 2, .1, 

k" apresenta valores negativos cada vez maiores à medida que T 11 (0) 

cresce de O keV até 5 keV, mas o aumento se torna menor ã medida 

que T11 (0) muda de 5 keV para 10 keV; isto é claramente refletido 

na inclinação decrescente da curva para t =1 na Figura IV.3. 

Na Tabela IV.1 damos a amplificação da emissão em x ]  =a 



Figura IV.2 - Esquema ilustrativo da relação entre a posição do mãximo da 

distribuição f (p1) e os momenta ressonantes, para diferen-

tes posições na lamina de plasma. Mostra-se a ocorrência de 

regiões onde ocorre absorção (k" > O) e regiões onde ocorre 

amplificação (k" < O). 
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10 	 
0 

T (0)( KeV) 

4 	6 8 	10 

Figura IV.3 	I X  (TH )/I (0) como função de TH  e diferentes 
valores de .; outros parâmetros como na Figu-
ra IV.1. 



TABELA IV.1 - A para Y = 1,01 em x
1 
 = a para diversos 

valores de 2, e Tu (0), com s = 0. 

t 

T 11 (0) (k V 
1 3 

0 20,9 56,0 56,3 

2,5 28,7 64,3 56,7 

5 35,2 74,5 60,6 

7,5 40,3 84,1 65,1 

10 44,4 93,0 69,4 

39 



40 

para dif crentes valores de £ e I n (0), definida como A t  =10 log 

onde 1 	refere-se 	Lq, (11.20) udrd uni dado vdiur de 	Obser 

va-se uma grande amplificação, fortemente dependente de v. Este re 

sultado pode ser explicado a partir da Figura IV.4, a qual mostra 

a dependência de k"(x) em 2,, para T n (0) = T1(0) .10 keV. Para R, = 

os valores negativos de k" na região central são maiores do que 

os valores obtidos no caso de 9,=1, mas a curva mostra uma certa 

tendência para "achatar-se" na região do centro da lâmina. 	Para 

3, jã hã um decréscimo relativo dos valores de k" em um grande 

intervalo de valores de x. 

IV.2 - Campo Magnético Inomogêneo 

Nesta seção admitimos a possibilidade de uma pequena ino 

mogeneidade do campo magnético (ó O). Escolhemos valores de 

tais que o campo magnético no centro da lâmina mostra um acrésci 

mo de no máximo 2% em relação ao seu valor na borda, ou mostra um 

decréscimo de até 0,5% em relação a este mesmo valor. Na Tabela IV.2 

damos a amplificação da emissão em x l  =a para valores diferentes 

de £ e (5, definida como A
s = 10 log [1 X,,Q, (Sg))/I  x,£ (d=0)]. 	Nota- 

-se que no caso de u=1 mesmo pequenos acréscimos no campo magna 

tico causam uma grande redução da emissão, enquanto a emissão fi-

ca muito maior no caso de (5 = -0,005 do que no caso homogéneo. Is 

to significa que para 8=0 a freqüência que teria a máxima ampli-

ficação é algo mais prõximo de 2 c  do que a que foi escolhida. 	Si 

milarmente, os resultados para £=3 mostram que a freqüência de 

máxima amplificação é mais distante de 2 c . Na Figura IV.5 mostra- 
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Figura IV.4 - k" como função de x para diferentes valores de 

Q, e T u  (0) = T I  (0) = 10 keV; outros parãmetros 

como na Figura IV.1. 
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TABELA IV.2 - A para Y (a) = 1,01 em x
1 	a, para diversos 

valores de 2, e (5 , com T u  (0) = 5 keV. 

-,005 O . 	• ,005 9 010 ,020 

1 

3 

40,9 

-21,1 

O 

O 

-17,6 

5,6 

-26,2 

1,8 

-31,8 

-14,5 



_Ô=0.020 
0.010 
0.005 
0.000 

_ -0.005 

( b) 
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-0.2 — 

\ 
-2 O ti  

-0.6 	15= 0.020 	- 
0.010 — " //' / 

-0.8 — 0.005_/ ,/' % / 
0.000_/ 'e'  

-0.005_/ 

X (cm 

Figura IV.5 - k" como função de x para diferentes valores de 8 e (a) 
ft =1, (b) R = 3; ne  (0) = 7 x 10 12  cm-3 ,T1  (0) = 10 
keV, T u  (0) = 5 keV, B o  (a) = 1,5 T, Y (a) = 1,01. 
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mos k"(x) para diferentes valores de 2. e (S. Comparando as Figuras 

IV.5a e IV.la notamos que mesmo para 6 tão pequeno quanto 0,5% a 

região espacial de amplificação se torna menor, enquanto k" em 

x =0 é reduzido ã metade de seu valor. Para 6 = -0,5%, observa-se 

justamente o contrãrio. Uma anãlise similar pode ser feita para 

as Figuras IV.5b e IV.1b. 

A chave para compreender porque a inomogeneidade 	pode 

decrescer ou aumentar a amplificação recai na maneira em que ela 

afeta a inclinação da função de distribuição, na ressonância. To-

memos o caso de (5 > 0; para 6 <O, aplicam-se considerações anâlo-

gas. Quando 6 é positivo, os momenta ressonantes sãoo em toda 

a lâmina maiores do que no caso de 6 =0 e seu valor aumenta no sen 

tido do centro da lâmina, pois Y aumenta. Devido ao perfil de tem 

peratura, a localização do pico da função distribuição, p , tam 

bem aumenta no sentido do centro: Quando uma onda se move, 	por 

exemplo, de x = -a para x= 0, pode ocorrer uma das seguintes 	si- 

luaçoes: 

Suponhamos que no caso de (5 .0 a inclinação positiva da 

distribuição, na ressonância, fosse crescente até o centro da lâ-

mina, como acontece para £.1 com nossa escolha de parâmetros (ver 

Figura IV.1a). Neste caso os valores maiores de p
ir 

que ocorrem 

para 6 >0 corresponderão a valores menores da derivada da função 

distribuição, em cada posição de região de amplificação. Conse-

qüentemente, resultam valores negativos menores de ku e da ampli 

ficação, conforme se vé na Figura IV.5a e Tabela IV.2. 

Alternativamente, suponhamos que no caso 6 =O a inclina 

ção da função distribuição na ressonância fosse crescente até um 

certo ponto da lâmina, decrescendo dai em diante no sentido do 
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centro. Isto acontece, para nossa escolha de parâmetros, para t. 3, 

como se ve na Figura IV.1b. Nesse caso os valores maiores de par  

ocorrendo para 6 >0 cairão em regiões de maior inclinação da fun- 

ção distribuição, resultando em valores negativos de k" aumenta- 

dos, assim como em maior amplificação (ver Figura IV.5b e Tabela 

IV.2). 

-a 
para £.1 e diversos valores de 6; n(x) representa a fração remo 

vida (n > 0) ou acrescentada (n 0) ã radiação ao longo do caminho 

de -a ate x supondo uma radiação incidente em x -a. Novamente ve 

mos uma grande amplificação na freqüência que escolhemos, se o cam 

po é homogêneo ou levemente reduzido na região central. Entretan-

to, para (5 =1%, em torno de 80% da radiação incidente é absorvi-

da. Para s 2%, quase toda a radiação é absorvida antes de chegar 

ao centro da lãmina. 

Através da informação ganha pelo uso da Tabela IV.2 e das 

Figuras IV.5 e IV.6, podemos concluir que hã uma banda estreita 

de freqüências para as quais ocorre amplificação. Da Tabela IV.2 ve 

mos que a freqüência de mãxima amplificação se afasta de si c  com o 

aumento de t; uma vez que a amplificação para t= 3 não é tão sen-

sTvel a pequenas mudanças na freqüência como é para t =1, segue-

-se que a largura da banda amplificada aumenta com t. 

IV.3 - Dependência em Freqüência; Efeito de Ti   e Densidade  

X 
Na Figura IV.6 mostramos n(x) .1 - exp[ - 2 I 	k"(x')dx'], 

As ultimas considerações da seção anterior podem ser ve 



X (cm) 

Figura IV.6 - n (x) como função de x, para 2, = 1 e diferentes valores de 

d; outros parãmetros como na Figura IV.5. 
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rificadas diretamente através de um cálculo da dependência em fre 

qüência de k" e I x . Para este propósito, supomos novamente um cam 

po homogêneo. Na Figura IV.7 mostramos C como função da freqüên- 

cia, para t =2 e t =3 e duas posições na lâmina de plasma. 	Sabe- 

mos que na posição x .0 cm T I  é maior do que na posição x = -0,5 cm. 

Pela comparação de p 2 e p 2 	
podemos esperar que este aumento de im' 

T 1  tenha o efeito de afastar de c as freqüências ressonantes. Is 

to é claramente observado no grãfico da Figura IV.7. Na Fig.IV.8, 

mostramos a dependência em freqüência de I x , para os casos 2,-- 2 e 

£.3. O espectro de emissão se alarga e seu pico se afasta de 2 c 

 quando 2, aumenta, como antecipado na análise do caso de campo ino 

mogêneo. Não mostramos o espectro de emissão para £.1 porque o 

mesmo não pode ser calculado, no presente caso; no intervalo de 

freqüências de mãxima amplificação são violadas 

c 1 dN
j 

« 1 e lk"1 
N, 

da Eq. (II.20). 

Para podermos visualizar melhor o que foi afirmado aci 

ma a respeito do efeito da temperatura, a Figura IV.9 mostra k" 

como função de w, em x =O cm. Nesta figura abandonamos a conven-

ção a respeito dos valores de temperatura adotada em (IV.1) e mos 

tramos três curvas, para T 1(0) = T 11 (0) = 5, 10 e 15 keV. 

O uso de T (0) = 15 keV nos fornece p
2 
x
2: 0,37; evidente 

mã 

mente, para temperaturas mais elevadas começa a se tornar 	menos 

vãlida a manutenção apenas do primeiro termo relevante em potên-

cias de 
p2 

que fizemos no Capitulo III. Entretanto, o valor de 

p mãx  obtido para T1 (0) = 15 keV ainda pode ser considerado sufici 

as 	condições 

entemente pequeno para validar a aproximação, especialmente quan- 

do consideramos que os próximos termos devem representar 	corre- 
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Figura IV.7 (a) - k" como função de w para diferentes valores 
de x e 2. = 2; n e (0) = 7 x 10 12cm-3 , TI  (0) = 
= 10 keV, T u  (0) = 5 keV, B a  = 1,5 T, d = 0. 
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Figura IV.7 (b) - k" como função de w para diferentes valores 

de x e 2, = 3; n
e
(0) = 7 x 10

12 
cm

-3
, T i  (0)= 

= 10 keV, T u  (0) = 5 keV, B o  = 1,5 T, s = 0. 
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Figura IV.8 - I
x (w) normalizado a seu valor mãximo, como 

função de w, para 2. = 2 e 2, = 3; outros pa-

rãmetros como na Figura IV.7. 
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Figura IV.9 - k" como função de w, para diferentes valores de 

T, em x = O; 	= 3, n
e
(0) = 7 x 10
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B 0  (a) = 1,5 T, d = O. 
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ções ao resultado, sem que se espere alguma mudança muito signifi 

cativa. Alem disso, o cálculo feito com T 1(0) = 15 keV foi apenas 

para dar uma idéia da dependência em temperatura, não tendo este 

valor de temperatura sido usado no restante do trabalho. Feito es 

te comentário, voltemos à Figura IV.9. Vê-se claramente o alarga-

mento da banda de freqüências que sofre a amplificação e observa-

-se que a freqüência de máxima amplificação se afasta de Q
' 
 com 

o aumento da temperatura perpendicular. 

Uma outra dependência que pode ser analisada é a depen 

déncia em densidade. Evidentemente, esta já apareceu quando se es 

tudou k" como função de x, uma vez que a densidade cresce no sen-

tido do centro da lâmina. Entretanto, ocorre também uma mudança 

na temperatura, com conseqüente alteração da posição do máxi 

mo da função distribuição. Já vimos os efeitos que isto pode acar 

retar. Para estudar isoladamente 'o efeito da densidade, mostramos 

na Figura IV.10 k" como função de w, em x =O cm, para t =3. Usa-

mos 3 valores da densidade; o maior deles resulta em w
2
p
/2

2 
= 0,46, 

o que se aproxima do limite fixado em [BEL79], mas ainda não inva 

lida nossas aproximações. Vi-se que para os parâmetros considera-

dos, o coeficiente de amplificaçao do modo extraordinário diminui 

com o aumento da densidade, ao contrário do que se esperaria nu-

ma aproximação de partTculas independentes. O mesmo tipo de efei 

to já foi reportado na absorção de ondas eletrociclotranicas em 

plasmas maxwellianos densos [FGRM78]. 



CO 

QC 

Figura IV.10 - k" como função de w, para diferentes valores de 
ne (0), em x = O; 2, = 3, T I  (0) = T u  (0) = 10 
keV, B o  (a) = 1,5 T, 6 = O. 
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V. ANALISE NUM£RICA II 

O aspecto fundamental da função de distribuição de velo 

cidades das partículas que compõem o plasma em nosso modelo é a 

existência de uma inversão de população, que possibilita a cessão 

de energia das partículas para a amplificação de ondas eletromag-

néticas. Elegemos para o modelo a função distribuição dada por 

(11.21), a qual apresenta além do aspecto de "cone de perda" 	uma 
anisotropia de temperaturas. No capitulo anterior, enfatizamos nos 

sa anãlise no efeito da anisotropia de temperaturas e no efeito 

de inomogeneidades do campo magnético. Aliada a esta ênfase, mos-

tramos a dependência da amplificação em freqüência, densidade e 

temperatura. O parâmetro t da Eq. (11.21) permite uma certa mudan 

ça na forma da função distribuição, que também foi explorada até 

certo ponto. Entretanto, em situações mais realísticas podem ser 

visualizadas distribuições de tipos um tanto diferentes, dos quais 

consideramos duas, neste capitulo [ZD82b]. 

O primeiro tipo apresenta uni cone de perda parcialmente 

preenchido. Tal distribuiçao poderia ser esperada corno conseqüên-

cia de colisões e/ou instabilidades geradas por turbulência. O se 

gundo tipo é uma superposição de uma componente Maxwelliana de bai 

xa temperatura e uma componente tipo "cone de perda", de alta ener 

gia. Esta poderia descrever certos estados de equilíbrio não-ter 

modinâmico de plasmas magneticamente confinados [LLT71],[KNY+78]. 

Estas funções distribuição têm em comum a forma 

(V.1) 
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onde p o (0 5 p o  5 1) representa a fração de elétrons Maxwellianos 

(t = O). O símbolo refere-se ã função distribuição dada pela 

Eq. (II.21). O primeiro tipo, f I , é caracterizado por 

f = 
	

pio 

	
a 	) 
	

(V.2) 

o outro, f
II

, por 

f . 	>> pi,, 	»He i Pio= litro 	Alie 	• 

As partes hermitianas de c oto  são dadas por 

(V.3) 

X 

e ' Xr  

cH 
CX X ,  

= 

t ( 1- 1,0) E ix,( 

S  EK 1 0 

▪ 	

- )90 ) EKD,Q 

(V.4) 

t 	--190)Eno,( )(n 1 0 t  

e  I 
`-n 
	Cxx 

c 	 t 
=- C z =- O 

As partes anti-hermitianas são dadas por 
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c 	11 

C xx i 0 t ( 1 10 ) Cx x,1 

 I. yo 	o 4.  ( 1.-  fo))(- = 

	

2. 	, 

 IU 

c  11 

	

c 11 	 11 

	

= C x 	 =- CL(y 	EX X 

(V.5) 

c (1  
= Cx = ° 

H 	Ç 4 	C 
= 	 = 	CY .2- = O. 

Nas expressões E' 	, E' 	E
U e C

11 	os 	subindi a6,0 	a6,2,' 	13,0 	c03,2,' 

ces o e ,Q indicam que elas são calculadas com a função distribui-

ção dada por (11.21), com t= O e com z# O, respectivamente. As ex 

pressões explicitas (para qualquer t), podem ser diretamente obti 

das do Capitulo III pela substituição de '1 12,  e u ni  em lugar de p l  

e li n . 

Os elementos do tensor correlação de correntes são da- 

dos por 

DX4 = 	GX6,0 t ( 1-  ro) Gxx , ( 

= f0 Gn i () + (1— fio) G_u_,e 

(V.6) 

G ,yà = GxÃ 

— Gè = Gr? =- 

Os subindices O e t em G 010 tem o mesmo significado que 

em E
a0 

e as expressões explicitas são similarmente obtidas a par-

tir daquelas dadas no Capitulo III. 

Para os parãmetros do plasma, escolhemos os seguintes 

perfis, no intervalo -a < x < a: 
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(v.7) 

onde n e (0) = 7 x 10 12  cm -3 , B o  = 15 kG e a = 10 cm. Para as 	tempe 

raturas tomamos: 

Em f I , 	 (o) 	7;, (  (o) = 10 kel/, 

= 771,0 	= 10  keV ;  

em f li , 	TL1E  (o) 	(o) 	10 4e t/, 

(o) = 	, 0 (o ) 	 0, 1  kti/. 

O campo magnético é suposto homogêneo, por simplicidade. 

Mantemos neste estudo uma freqüência fixa, tomando Y = 1,01; toma 

mos 31, 3. 

V.1 - Distribuiçao com Cone de Perda Semi-Preenchido (tipo f I )  

Vamos começar considerando distribuições do tipo f I . Na 

Figura V.1 mostramos f I 
para diferentes valores do parãmetro p ; 

o 

medida que p o  passa de O a 1, a f I  evolui desde uma 	distribui- 

ção tipo "cone de perda" com £.3 para uma distribuição Maxwellia 

na. Será bom termos em mente a forma das curvas da Figura V.1, pa 
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0.1 	0.2 	0.3 	0.4 	0.5 pi 
mc 

Figura V.1 - f
I 
como função do momentum perpendicular, para diferentes 

valores de p 0 . 
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ra algumas das anãlises que vêm a seguir. Nas Figuras 	V.2 e V.3 

mostramos a dependência em x de k" e k'. Observa-se da Figura V.2 

que para p o  =0 ocorre amplificação sobre quase toda a largura da 

lâmina, excetuando as bordas. A presença de uma pequena fração de 

elétrons Maxwellianos dã origem a uma camada absorvente na região 

central da lâmina, como ilustrado com o caso p =0,1. Para p k 0,4 o 	 o 
hã absorção sobre toda a lâmina, com uma tencrencia geral de k" pa 

ra decrescer quando p o  tende a 1. A camada absorvente que 	surge 

para pequenos valores de p
o 
 se torna tão efetiva que toda a radia 

ção amplificada em outros pontos da lamina é completamente reab- 

sorvida prõximo da região central, como pode ser visto da 	curva 

que representa T1(x), na Figura V.4. Quando p 	é tal que não há am o 

plificação, toda a radiação é absorvida, sendo que o comprimento 

da regiao de deposição de energia aumenta com p, como visto nos o   

casos de p
o 
 = 0,6 e p

o 	1, na Figura V.4. 

possível compreender qualitativamente estes resulta-

dos pela análise dos momenta ressonantes, que satisfazem a condi 

ção y - Y = 0, junto com a derivada da função distribuição na res-

sonância, para cada posição na lâmina de plasma. O argumento já 

foi apresentado no Capitulo IV e não precisa ser repetido aqui. 

Um aspecto novo a ser notado no presente caso é que a derivada da 

f I 
na ressonância pode adquirir valores negativos em duas regiões 

do espaço de velocidades, como pode ser visto a partir da Figura 

V.1. 

Para p em torno de 0,3 os cálculos mostram um aspecto o 

inesperado que merece mais alguma analise. Na Figura V.3 vemos que 

k' apresentd uma variação forte, bastante localizada pr6xima ao 

ponto x = -6 cm na lamina de plasma. Na Figura V.2 vemos que ocor 



x ( cm ) 
Figura V.2 - k" como função de x para diferentes valores de p o ; função 

- . distribuição f i . 
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E 
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11~1.11■1 

-6 -4 	O 
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Figura V.3 - k' como função de x para diferentes valores de p 0 ; função 
distribuição f

I
. 



x (c m 
Figura V.4 - n (x) como função de x para diferentes valores de p o ; fun 

ção distribuição f l . 
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rem valores grandes de k", com sinais opostos, prõximo ao mesmo 

ponto. A primeira vista, poder-se-ia esperar um 	desaparecimento 

gradual dos valores negativos de k", ã medida que p o  cresce 	de 

p () =0 ate p o  =0,4, devido ao desaparecimento da região de deriva-

da positiva na função distribuição (ver FigunaV.1); ao invés dis 

so, hã variações violentas em torno do ponto onde k" é zero. Para 

ver porque isto acontece, consideremos a expressão 

A/2, ' 	 ( 1 /2 6, 1) ( 4 1)( 	 " M,(4,1 2  

esta expressão resulta de tomarmos a parte imaginãria da expres 

são para 1\1, em (II.12). Olhemos também para a dependência 	espa- 

cial de E l
xx 
 e E "  , mostrada nas Figuras V.5 t V.6. Mesmo para uma 
 xx 

distribuição Maxwelliana (p o  =1) c;0(  pode mudar de sinal 	dentro 

da lâmina, como consequência do efeito de giroressonãncia relati- 

vTstica. Também E "  pode mudar de sinal, correspondendo ao 	fato xx 

de que hã ressonâncias nas regiões de derivada positiva e negati- 

va da função distribuiçao. Como conseqüencia, tanto L'quanto E "  
XX 	 xx 

podem tornar-se simultaneamente zero no mesmo ponto da lâmina de 

plasma. Fm nosso Cde,o, isto acontece prõximo ao ponto x = -6,? cm, 

quando p 	0,2/. A razao 1" /1L 	1 2 pode neste caso tornar-se mui xx 	xx 

to grande, com sinal positivo ou negativo, o que explica a varia- 

ção rãpida de k". Este comportamento poderia também ocorrer no ca 

so de um meio homogêneo, para a escolha apropriada de parâmetros. 

Chamamos a atenção para o fato de que prõximo ã região onde acon 

tece o fenômeno, o comportamento de k" e de k' é tal que coloca 

em perigo a validade da solução WKB e a expressão para a intensi-

dade da emissão (ver Capitulo II). Particularmente, a condição 
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10 

Po2. 3  

Po= 1 - 

1 
-8 

6.) 

-10 

Figura V.5 - e '  como função de x para diferentes valores de 
xx 

ção distribuição f
I

. 

fun- Po; 
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20 

-10 1 	1 	I 	I  

	

-4 -2 	O 
x(cm ) 

Figura V.6 7 c II 
como função de x para diferentes valores de p o ; fun-xx 

çao distribuição f I . 
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1C1 « 	pode ser violada. Lembramos também que ao avaliarmos 

a validade da aproximação de pequeno raio de Larmor (ver Capitulo 

IV) tomamos N
2 

z 1,3, deixando este valor para justificar poste-

riormente. Em nosso caso, w/c 2-- 8,7, de modo que a Figura V.3 nos 

mostra que a estimativa de N 2 
estava correta, perigando apenas pa 

ra os valores críticos de p o . 

Na Tabela V.1 damos a amplificação da emissão em x = a, 

para diferentes valores de p 
o 
 , definida como A

p =10 log(I
X,p0 /I

X,0
), 

o 
onde Lu

gig 	
refere-se ã Eqe (2,20) para um dado valor p o . O cãlcu 

A 

lo estã limitado a valores de p o  para os quais k' e k" mostram o 

comportamento requerido. Observa-se que para pequenos valores de 

p
o  a emissão é primeiro aumentada e logo grandemente reduzida, en 

quanto torna-se bastante insensTvel a p
o  ã medida que este parãme 

tro se aproxima de 1. Isto ocorre essencialmente porque neste ca 

so a profundidade 'ótica é muito menor do que a largura da lâmina. 

V.2 - Distribuição de Cone de Perda mais Componente Térmica de  

Temperatura muito Menor (tipo fII)  

Em seguida,analisamos os resultados para uma distribui-

ção do tipo f il . Neste caso temos uma Maxwelliana de baixa tempe 

ratura adicionada a uma distribuição tipo "cone de perda" com £=3, 

resultando em uma distribuição que é difTcil de desenhar numa es-

cala conveniente. Como a Figura V.7 mostra, o meio não se torna 

absorvente nesta situação, para a freqüência considerada, exceto 

próximo ã sliperficie. A razão é que a segunda região de derivada 

negativa da função distribuição ocorre somente para valores muito 



TABELA V.1 - A p  para diversos valores de p o ; função dis 

Po A Po 

0 0.0 

0.05 	- 4.3 

0.1 -28.4 

0.6 -68.9 

0.8 -69.9 

1.0 -69.4 
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E 

1  
—4 	O 

x (cm 
Figura V.7 - k" como função de x para diferentes valores de p o ; função 

distribuição fii ; para p o  = 1, a curva é indistinguivel 
do eixo. 
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pequenos de p1 , para os quais não hã ressonância significativa. No 

vamente e evidente uma grande variação de k", ocorrendo 	próximo 

ao ponto x = -7,8 cm para '3 0 	0,7, enquanto k' muda relativamen- 

te pouco (Figura V.8) mas mostra o aparecimento de "picos" 	para 

cima e para baixo, quando p
o 
 se aproxima de p

o 	
0,7. 	A razão 

aparente, do comportamento de e;0(  e E I)10(  como função de x, mostra- 

do nas Figuras V.9 e V.10. Tanto c
x x 	xx 

e 	podem tornar-se simul 

taneamente zero próximo ao ponto x = -7,8 cm, quando p o 	0,7; o 

argumento se desenvolve da maneira já-  apresentada no caso de f I . 

Outro aspecto que deveria ser notado no comportamento 

de k" (Figura V.7) é a grande redução do seu valor sobre a maior 

parte da lâmina, mesmo para valores pequenos de p . Poder-se-ia es 
o 	 — 

perar que uma pequena redução na densidade de partículas "cone-de-

-perda" e sua substituição por partículas Maxwellianas de tempera 

tura muito menor fosse quase irrelevante. Deve-se notar, entretan 

to, que os parâmetros e perfis escolhidos para as partículas Max 

wellianas garantem que a condição X > --éÊ. é satisfeita em toda a 

lâmina, de modo que os efeitos dielétricos são importantes [FGM+80]. 

Esses efeitos são levados em conta através da multiplicação da ex 

pressao de k" obtida na aproximação de partículas independentes 
c 
XX 

-i c 	2 , 
[Be66] pelo fator 	 x Y  /fN 1  [FGM+80]. A parte anti-hermi 

[
XX 

tiana de 	
xx , graças à funçao (s indicadora da ressonância, contém 

o fator exp[- 	(1 - Y 2
)1, nao mudando apreciavelmente com a mis- 

tura de partículas Maxwellianas, pois 11 1_0 	1.11.,3 ; 	essencialmen 

te, a parte anti-hermitiana mostra-se proporcional à densidade de 

partículas "cone-de-perda" (Figura V.10). As partes 	hermitianas 

de c
XX  (Figura V.9) e c xy , as quais não contém no integrando 	a 

função 6 referida acima, são muito mais sensíveis à mudança de p , 
o 
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E 
10 

15 

-poro 

I 	1 	I  
—6 —4 —2 

x (cm 
Figura .V.8 - k' como função de x para diferentes valores de p o ; função 

• distribuição fII. 

Po 
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1 O 

-G) 

x ( c m ) 
Figura V.9 - e' como função de x para diferentes valores de p

o'  • fun-
ção ção distribuiçao fII . 

-10 



20- 

Po 
Po = - 2  

10 
Po =)  

I 	1 
—6 —4 —2 

x(cm) 

1 
o 

1 

Figura V.10 -
xx  como função de x para diferentes valores de p 0 ; fun-

ção distribuição f II ; para p 0  = 1, a curva não se distin-

gue do eixo. 
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resultando um efeito notãvel em k". 

A Tabela V.2 mostra alguns valores da amplificação A . 

P o 
A redução da emissão é" evidente também aqui. A medida que p o  ten 

de a 1, a distribuição se torna tão fria que a emissão fica des-

prezivel na freqüência considerada (Devemos lembrar que o interva 

lo de freqüencias amplificadas ou absorvidas se afasta da freq0en 

cia de ciclotron quando a temperatura aumenta e que a largura des 

te intervalo também cresce com a temperatura). 

V.3 - O  Comportamento de k'  

Finalmente, discutimos um aspecto aparente em ambos os 

tipos de distribuições consideradas, que é a ocorrência de varia-

ções marcantes de k' para certos valores de p 0  (Figuras V.3 e V.8). 

Isto contradiz a crença usual de que k' é quase insensTvel ã for-

ma da função distribuição de momentum e que portanto o resultado 

da aproximação de plasma frio é bom para k' quando a freqüência 

não é muito prõxima da freqüência hTbrida superior. Nossos resul-

tados mostram esses aspectos sobre um grande intervalo de valores 

de p
0

, mas para as situações em que L
XX tende a zero (isto é, pa 

ra valores de p o  tais que L )10(  e 
E
)0(  mudam de sinal nas imediações 

do mesmo ponto na lamina de plasma) o valor de k' varia aprecia-

velmente com p o , ou seja, com a forma da f(p) (Podemos acrescen 

tar, ã guisa de comentãrio, que E xx  =O é a condição de ressonân-

cia para propagação perpendicular do modo extraordinãrio, na apro 

ximação de plasma frio). Como ilustração, o comportamento de k' 

73 
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TABELA V.2 - A 	para diversos valores de () o ; função dis 
O 	II 

tribuição f . 

Po A po 

0 0.0 

0.1 -39.5 

0.2 • -49.3 

0.9 -70.7 

0.95 -74.5 

0.98 -78.8 

0.99 -82.2 
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para a f
I
, na Figura V.3, pode ser verificado de forma simples pe 

c 
C XX 

Portanto, se El
xx 	 x 

é negativo e tende a zero, com ic'xx  1 < lel y  1 	
k' 

pode tornar-se grande; se c; x  tem um valor positivo pequeno, com 

1c' I > le'xy 1, k' pode tornar-se pequeno. O primeiro caso 	ocorre 

para p 	= 0,3 prOximo ao ponto x = 6,4 cm, onde E l  = -0,3 e E l 	= 
o xx 	 xy 

= 1,21 (como pode ser visto nas Figuras Ve5 e Vil); o segundo 
caso ocorre para p = 0,2 prOximo ao ponto x = -5,4 cm, onde E ;la  = 

= 0,49 e e' 	= 0,39 i. 
xy 

la consideração de um ponto onde E n 	(e portanto também c'j - ze xx 	

XX 
2 	AI  2 

= 
c i  	le i  1 	1 /2  tú 	1  XY  

ro. Nesse caso temos, a partir da Eq.(II.12), k' 
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Figura V.11 - c' como função de x para diferentes valores de p o ; fun-

ção distribuição f i . 



VI - CONCLUSÕES 

Neste trabalho nos propusemos a estudar a ocorrência de 

radiação induzida na freqüência de ciclotron dos elétrons, em um 

plasma finito e não homogéneo. A inomogeneidade foi suposta sua- 

ve, o que nos permitiu obter os campos t e È da radiação através 

de uma aproximação WKB. O coeficiente de absorção do plasma, pro 

porcional à parte imaginária do vetor de onda, foi calculado 	a 

partir da relação de dispersão, sendo a intensidade da emissão na 

superfTcie do plasma obtida através de uma média de ensemble do 

vetor de Poynting. Em todo o trabalho o plasma foi suposto leve-

mente relativTstico, tendo sido mantidos apenas os termos de mais 

baixa ordem da expansão em potências do raio de Larmor, ao serem 

escritos os elementos do tensor dielétrico e do tensor correlação 

de correntes. A função distribuição foi escolhida de forma a apre-

sentar uma inversão de população, que pudesse propiciar a transfe 

rência de energia das partículas para as ondas. Usamos uma função 

distribuição com deficiência de elétrons com pequenos valores de 

velocidade perpendicular ao campo magnético (tipo cone de perda), 

havendo um parâmetro livre (t) que permitiu variar sua forma. Man 

tivemos uma anisotropia de temperaturas, o que possibilitou estu-

dar o efeito da variação de T,,/T1 . 

Quanto â geometria do plasma, adotamos como modelo uma 

lâmina, finita na direção de propagação da onda e infinita nas di 

reções perpendiculares. O campo magnético foi suposto paralelo às 

faces da lâmina, portanto perpendicular à direção de propagação. 

Para uma anãlise numérica, escolhemos perfis de densidade e tempe 
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ratura cujo aspecto fundamental é mostrarem valores crescentes no 

sentido do centro da lamina, comportamento que nos pareceu típico 

de plasmas finitos. Ao campo magnético permitiu-se uma leve inomo 

geneidade, de grau muito menor do que a apresentada pelos perfis 

de densidade e temperatura. 

A anãlise numérica a que nos referimos foi dividida em 

duas partes, apresentadas nos Capítulos IV e V. Em ambas nos limi 

tamos a apresentar resultados referentes ao modo extraordinãrio, 

que apresentou efeitos mais notíveis, para os parâmetros escolhi-

dos. Primeiramente, analisamos o efeito de T il /Ti  e do parâmetro t, 

mostrando a tendência geral da emissão de crescer com T 11 /Tl . Ana-

lisamos também o efeito de T e da densidade; mostramos que a fai 

xa de freqüências que sofrem amplificação se alarga e se afasta de 

2
c 

medida que aumenta Tl , o mesmo efeito sendo observado com o 

aumento de R. Quanto ã dependência em densidade, vimos que o m6du 

lo da parte imaginãria do vetor de onda (k") diminui com o aumen-

to da densidade, para uma dada freqüência, ao contrario do que se 

esperaria na aproximação de partTculas independentes. Admitindo 

que o campo magnético possa ser inomogêneo, mostrou-se que mesmo 

inomogeneidades muito pequenas do campo podem afetar fortemente a 

emissão, devido ã pequena largura da faixa de freqüências amplifi 

cadas; ã medida que uma onda viaja dentro do plasma, pode encon-

trar condições de amplificação muito diferentes, bastando para is 

so mudanças muito pequenas na intensidade do campo magnético. Mos 

tramos que esses efeitos podem ser interpretados fisicamente em 

termos dos momenta ressonantes e da derivada da função de distri-

buição. 

Numa segunda etapa, investigamos a influência da forma 



79 

da função distribuição, tendo em vista o aspecto da supressão do 

carãter de cone de perda; usamos dois tipos de função distribui-

ção neste estudo: uma, chamada f
I
, formada por superposição da fun 

ção de cone de perda e uma Maxwelliana de mesma dispersão térmi- 

ca; outra, chamada f 11 , formada pela função de cone de perda adi 

cionada a uma Maxwelliana de temperatura muito menor. Para distri 

buições do tipo f
I
, verificou-se a possibilidade de formação 	de 

uma região muito efetiva de absorção na parte central da lãmina, 

capaz de absorver toda a radiação amplificada no restante. Aumen 

tando o carãter Maxwelliano da distribuição, desaparece a amplifi 

cação e ocorre absorção em quase toda a lâmina. Para 	distribui- 

ções do tipo f ii  a presença da componente Maxwelliana fria reduz 

a amplificação sem produzir absorção apreciãvel, na freqüência con 

siderada, de modo que a emissão se torna desprezível quando a com 

ponente fria é dominante. Para affibos os tipos de distribuição mos 

trou-se que a transição para o estado Maxwelliano pode ser acompa 

nhada por comportamentos peculiares dos elementos do tensor dielé 

trico, resultando grandes variações localizadas do vetor de onda. 

Estas variações podem invalidar o uso das aproximações da ótica 

geométrica e apontam para a necessidade de algum cuidado ao 	su- 

por, como é feito freqüentemente, que a parte real do índice 	de 

refração é independente da função distribuição, se a freqüência não 

é próxima demais da freqüência híbrida superior. 

Tendo apresentado um resumo do que foi feito, menciona 

mos alguns pontos que nos parecem caminhos naturais de extensão 

deste trabalho: 

AO longo do texto, afirmamos repetidas vezes que o modo 

ordinãrio mostrava resultados pouco significativos, em matéria de 
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magnitude, quando comparado ao modo extraordinário, sendo por es 

ta razão deixado à parte na análise numérica. Além disto, no estu 

do feito no Capitulo V não observamos a ocorrência de comportamen 

tos peculiares do índice de refração do modo ordinário, ao contrã 

rio do que ocorreu no caso do modo extraordinário. Fizemos sempre 

a ressalva de que tal comportamento acontece para os parâmetros 

considerados. Já foi mostrado que para altas densidades em um pias 

ma Maxwel 1 i ano o modo ordinário pode ser mais absorvido do que o modo ex 

traordinãrio [FGRM78]; no Capitulo IV, vimos a parte imaginária 

do índice de refração do modo extraordinário diminuir em magnitu-

de com o aumento da densidade (enquanto a quantidade corresponden 

te do modo ordinário, não apresentada, mostrava crescimento). Es 

sas considerações mostram que um estudo da interação do modo ordi 

nário com um plasma mais denso do que o usado no presente traba-

lho tem um interesse potencial. Evidentemente, o modo extraordinã 

rio também poderia ser estudado em densidades maiores, se incluí-

dos termos de mais alta ordem nas expressões dos elementos do ten 

sor dielétrico [BEL79]. 

Citamos também o estudo das propriedades de emissão e 

absorção em harmõnicos mais elevados da freqüência de ciclotron e 

o estudo da dependência angular da emissão. Este último item ad- 

quire maior relevância se levarmos em conta os aspectos peculia 

res do comportamento do :índice de refração observados no Capitu-

lo V. Em especial, poderia ser de interesse um estudo das proprie 

dades da velocidade de grupo de ondas com propagação perpendicu-

lar e obliqua em relação ao campo magnético [TFI81], [MP81]. 

Finalmente, mencionamos um tema de caráter mais geral, 

envolvendo a prOpria filosofia de abordagem do problema da emis- 
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são induzida de ciclotron. Em nosso tratamento, assim como nos de 

mais mencionados na Introdução, a função distribuição usada para 

calcular as propriedades do plasma foi suposta conhecida e cons-

tante. Em outras palavras, tratou-se de forma estática uma situa 

ção intrinsecamente dinâmica, admitindo-se implicitamente a exis 

tenda de mecanismos capazes de assegurar a manutenção de um esta 

do de equilíbrio não termodinâmico. Uma alternativa seria o estu-

do da evolução temporal da função distribuição por meio de uma 

abordagem quase-linear, eventualmente com a inclusão de colisões. 

Um programa de pesquisas desse gênero, embora certamente bastante 

complexo em matéria computacional, seria sob certos aspectos mais 

realista e poderia levar a uma melhor compreensão do problema das 

instabilidades de ciclotron em plasmas confinados por espelhos mal 

néticos. 



APÊNDICE: OS ELEMENTOS DO TENSOR DIELETRICO E DO TENSOR CORRELAÇÃO 
DE CORRENTES 

1. Elementos de e
aO 

No capitulo III, encontramos uma expressão para os ele 

mentos do tensor dielétrico de um plasma magnetizado, no caso de 

oscilações eletromagnéticas de alta freqüência (Eq.(III.1)). Parti 

cularizando esta expressão para o caso de propagação perpendicu- 

lar ao campo magnético e considerando apenas os termos com n .-1,0 

e 1, obtemos: 

iko +Y P3r  ri n--0(0 TF&  a f 
?), 

0=14 
ri --  

11207 1./30  

S oNi J-151. 
F 

4- X — PA_  
D 	

) _f•  
ifll 

onde 71-
xn = nJ n (p)/p, n yn  = iJ I (p) 	1T 	. p J (p)/pl 	p .-Np /mcy. n 	' zn 	n n 	i 	 i 

Se for valida a condição p 2  « 1, podemos expandir as e x pressões 
de E

af3 
em potências de p 2 

e tomar o primeiro termo relevante des-

ta expansão, para cada harmanico: 

E xx =—=" 1 	)( 	 f 4-.2L 
3 	c/ 	d+ Y  'D/91 ' 	 (2) 

(1) 
2 

61 3r  	f 

8-Y 

â 
b'+.Y DPI  
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z.  - X f 	P i 	 kl( 	f)  9 
')P4 	 ))+Y 

E,1) 	Exx * X f 	(").£-  f 2  

- 	d 3p   f 
Ir 

4 X fc:Pr  eu2  F 2  J_ _2_ f: 
Ey" 	ei 	 Y 

(2 ) 

X f dP 	r„2- fz.4 g  f 
Y 

E,a  — Et X = = E3  

Neste trabalho, tratamos sempre de funções distribuição 

pares em pn ; neste caso, os elementos E xz  e E yz  são nulos, de for 

ma que ficam reduzidos a cinco os elementos do tensor dielétrico 

que devem ser calculados. Além disto, podemos simplificar o cãlcu 

lo desprezando, em E
YY 
 o termo que veio da contribuição de n =0;es 

te termo é da ordem p
2 
e não possui denominador ressonante, de ma 

neira que não contribui para a parte anti-hermitiana do tensor die 

"tétrico, não se devendo esperar uma contribuição significativa pa 

ra a parte hermitiana. Portanto, as expressões para E aí3  são: 
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onde 
) x G 	

Pe 	 ã 
Y dr./. 

X 

= - 	° 
(3) 

onde 

5 	N 

)( 	1 	!colo f42 p1 	f 
h)2-C2- 	

))- sl 

As funções de distribuição de momentum usadas neste tra 

balho apresentam simetria cilíndrica no espaço de momentum; neste 

caso nas expressões (3) temos termos do tipo 

0.3 

cir,_ c ( 	 , 

o 	 - cy Y 

que podem ser escritos como: 

Acima introduzimos a variãvel x = p 2
/m

2
c 2

; esta expres 



jcird  
o 

A 
C 	GY 

)1/  - (Y 2 	- edz/tv'c') 

A 

G Y 
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sio pode ser separada em parte principal e parte ressonante, atra 

vés da fOrmula de Plemelj, usando-se a prescrição de Landau para 

a passagem por baixo do p6lo: 

ou F ((a, k) á (tf- y ) (4 ) 

Definimos as partes hermitiana e anti-hermitiana de e cto  

respectivamente como e c'to  = ( E ao + e oa )/2 e c
(10 
H = (E

a0 
-E
Ou' 

)/2i. com  

o uso da expressão (4), temos 

r  I 	
c 

Cxx = 1  t 	C K)l i T 

c 	 c . 	 c_ 
Cx

I 	
- 	(T.  E)cx,C.  == — C ,  

G=t1 

(5a) 

=_ E „ 	o E dz z 

onde 

 CC 
C tt 	 o + Ni 2"  

1" 

X X (-ff x".2)/ ()r d 

X 4? 16 . -= ( irx/.2 rnzcz Y2) 
2. 

 /ou ri
e 	f ; 

- o-  Y DO- 
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ÉX X = 	(liZX A2 	deg 	1°1.2 	á( ~ -Y) 1  
o 	Dfl 

II 	 II • 

- 	 = 	
c. 1 (  

- t  c xx 

	

- 	x 

11 	 II 	 c ç II 	c  ti 
= Cxx )s  

(5b) 

-y II 
C a 	/1 2-2 

onde 

90 

-(i'x/o2m 2c-a y  I dr" / -00 

la - Distribuição com T"  # T I : 

eff_L2' p j áa-y). 

A função distribuição a ser usada estã definida pela ex 

pressão (11.21), de modo que suas derivadas são 

(6) 

f 	(.2,411/6) fyi/2  

Com isto estamos prontos para o cãlculo explicito dos 

elementos do tensor dielétrico. De acordo com as expressões 	(5), 

sõ precisamos calcular cinco quantidades, 
c XX,G' C ZZO' X ZZ,0' C XX 

e x;z. 
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Cãlculo de E "  : 
XX 

O integrando que aparece nas partes anti-hermitianas das 

expressões (5) pode ser modificado com o uso de uma propriedade da 

função delta: 

1 
onde a soma é sobre todos os valores de p l  que satisfazem à condi 

ção y - Y = O. y - Y = O 4 y 2 = Y2 p 2 
m
2
c
2
(Y 2

-1-r
2
), onde introdu 

zimos a variãvel r = p li /mc. Assim, haveria dois valores de pi  sa-

tisfazendo ã condição y - Y = O (se Y a 1), que são pl.+  = ±mc(-0 1 -r2 )1/2
, 

onde o l  = 1-Y 2
. Como pl  deve ser positivo, a única raiz é p 1.4. . 

(24- 

- 

maca- Ym2 c 1  

Portanto, 

Ymzca. L á(pi- 	) [Y (rnc) 2/ 102 ) 

ri I- 

Pi  - 	 Y
1/2- 

Y 

(7) 

A expressão para c';(x  fica (com o uso de (6)) 



(ri 2 x Y/2) (rvic) Zi dfa 
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v 2 ) 1/2- 1 

E;( ;( =— (ii2xY/4(01c) 3  
r, 

ctfr 	 t. Q14 	( I 	1-2 )) (8) 

onde f't  =(rne) 2 	— r2] 	( 

2_ 
v 21 ) 

2. 

r + 	(-01 )
1/2 

r 	-r 	(os limites da integral são r e r 	por- 

que 	deve ser real). 

Na expressão (8) temos 

_ »,1,2] ~ i 711 (-1)efl(I1ierz)(iti'2), 

onde definimos a quantidade n1  E (2t/p )1-0
1' 
 • esta expressão pode 

ser escrita como 

"AL (-1) Qt'  (71.+ 

  

, (9)  

 

onde (k) é o coeficiente binomial, qp 	[Wk!(2,-k)!]. 

Agora, definimos algumas quantidades e mudanças de va- 

riãvel: 

(10) 
cL-: 	, 	 , 	(ldi/2)

4/2
, qRtr 
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s 

Com o uso destas grandezas, escrevemos E I; x : 

89 

(V)(Y)(ni() aQ 'ç 'A»,,.(-1) e x e 

ê-k 	flt 	 2  

lq ) (-)) 1 	(71. tcut2) 
k:o 	i i,2k 	o  

2W 
 ) 

-59  

Apresentamos agora duas integrais de forma similar; 	a 

primeira delas Yai ser usada em çnxx  e Ç; z , enquanto a segunda tew 
ria aplicação em E "  ecaso jã não tivéssemos verificado por xz 	zx 
argumentos de simetria que estas quantidades sio nulas em 	nosso 

caso. 

cif 	 a. 

211  clq (i e 7_ " 

- (.2r) i)!! 

( ,2 s)h 

2. r)-1 
e-59 	(21- 0.1 ! 	1  

(.2,7-1-2j)„ 0s7 2); 

	

1r 	

9r

(rr/s)

/2, 

 2-t" fc (stb-(1),14- 	1 - (W/5) zCrfc (S 1/2 f) 
 

'19- 
(12) 

91- 	211+ 1 _59 1  
dl ci 	e 

2 0  a 0 9 	e-s? 	 
,>2s 	 (r)M-.23)1 (. 	) 7t  

.2592); 7_ 

erfc(x) = 1-erf(x), onde erf(x) é a função erro [AS72], 	definida 

por 

7 x 
erf ( x) = 	 ) eito  (--t9 	. 

xi/a o 
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Z 	(itZ 	1/2 
Seja 1\/

1 

 — ir X Mi 	exp (pipi/2 	; a expressão (11) 	fica 

a 	2 () (.2iTYV2' 

1 
" - 	Y (1) (1+1  	 s7t  E ( 1-  ir, ‘,) ob.  xx - 	1 

k.o 	 5 

t-1 
.21z-,- 1 	k 

j=0 (a-1-2j)!"! (aso 	iz 

(021e+1)1!  

1/2 

(,2591)-3
-1 	( 7r5 )

1/2 
 efrF (s (i÷ )(1-áko ) (n, (02k- i) 11 1  

(025)k 

o  (Y/ fi 
.1. 	t.  2_ 

(09-ti )i !  1 1 
({Qs)k t1  

Seja (apn _  1)!! 

(.25)"7  

 

 

vn  

° 	QTY?  > 	Prn+ 1 ) 1! 	1  	, Yr) 	91- 	
=0 (Qn)+1-.2,5)i! 	051+2 i)  

logo, 

11 
Exx  = 

12 	e 

	

(-11 	le) 	 

	

5 	k ro 	ti+ 2k cit
e s 

k,o) 

(13) 
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Clculo de 4 z : 

Tomamos 	das Eq. (15); usando (6) e (7), ficamos com: 

/—z 	■ / 	\31 	/ 	z. 
2ê 	

X 	Y/1/4 nic 	ur r L * »1 (pi 	f t 	(14) 

Usando (9) e as definições dadas por (10), )q z  fica da 

= 

da por: 

Xii 
	

( iZX/Y/ ( 1"C) 2(1-3  /ui (-1) +1 ekto (,mips/2) 

1-1` (f 1 fI 	Í cfr  I cN- 	t"  It=0 	t3rZk 	o 
(-1Yt z) 9 

_s9 
e, 

Novamente, usando a primeira das integrais (12), temos 

et 	Q 	e 	- 
/L-n. = . K1  (1) 	 1 

,25 

L 

-e 

(<21eti).H 	 ci  .2 Ge 3 ç- 
(  x 	 2_ 	022+3)!! 1  

(<2k41-2j) 1. 1. (.257,2 )1 	il. 	(.21e+.3 	(.2s9t) 5  

+ (r 5) 1 2 erf  (S1/2  cit-)1 	J. (c2 ktI)!! 	t L 	(.2ka-3)i!  ji 

	

(.25)k,, 	(0? 5 ))ct2.. 

Usando as definições de O m  e e m , ficamos com: 



(1- `g2..  
1(1 (-1) 	(k) 	

, 	 k+1 {- 	1. 7 	9 	A 21 q  
Y 	s 	 i3,2k 
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(1-1-5) 	ev 	51/¿ +)[ 
	t 	/ t 2- 	 (15) 

Clculo de e' 	: 
)(x,cr 

Com o uso de (5), (6) e a função distribuição (II.21), es 

crevemos 

x 	

a+3 
7i X A 2, (me) 	I de 

0.3 

Q 
c,14  [Q -Ala} it exe ( -)ui 	Pts fr4/2  

tf-1;1-1,- 2'1-2u — (TY 

onde definimos u E p
2
/b. Na aproximação de plasma fracamente rela 

tivistico, podemos expandir y: 

- 

írx 	9,(,,),f,3/,,p4,[e...,„„1„,(  0-  
O 

onde a
o 

E 1 + (r 2 /2) - aY. 

Vamos nos dedicar primeiramente a resolver a integral 

em u que aparece em (16); de forma genérica, temos (para m # O): 



-fix rn-3 
X X 

;x1 
rr) -4  -fiX

ex  
o 

01-1 4.6( 
x e 

m -2. 
dx 	  

DO 

93 

-/-( X 	 01-1 	 -UX 
x 	 x 	(g+0,, -,</ 

rn- iÉ 	-Px 
-t- 	 (-0( ) 	 d x 2 	-t- 

o 

onde 
4-4 )( 

e  

+ 

dx x ril e4"
z  

(m-1)./  — 	(m-2); 	(rn-3)1 
o 

rn_t 	 rn-1 
( - 0.4) 	+ ( -4 197 	3 1.  

jr() 	(.7(..(d)51-1 

/um 	
)(I  07 -1 m m-z 

Se m = O, 
m x e  
X+0( 

= I 	; logo: 

m -Mx 
dx x  

o 	x 

ro-1 

(-À)vvj 11- ( 1-4nl,o)(--a )Yll  7  	 
(_m cd5+.1 

(17) 

Portanto a integral em u fica: 
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j(x 	((' 	/(1 	

(4 

(. 
o 

QtI 

tÁ , (00) 
	

J = 0 
	

ti  

Seja xa  E -plao ; nesse caso, 

(ç - 
miu )(Á ?  e4 1  ti 	 (I- ái o ) 
t 

Q Q-1 
- x0.) xo . 

x  
a 

— O! , 
X6 

 Q r 
-  (18) 

Passemos agora ao cãlculo de I: 

cht 
- P L'1 

e 
 

C 
L DC  C + 	) 

cii.4 	C 

     

 

dQ  t- 

   

Oecr  

Seja x = p i  (u +a (5 ); 

min/c, 
e 

Vamos considerar dois casos, ao  <O e a cy  >0; quando ac, <O, 

temos [AS72]: 

P1 
— C 

A.10/6, 

.mikd I 	- e 	E4  ( -)4116-) 

c(d 

— x 

x 



Conforme se vê a partir de (5), a expressão de x; z,a  é 

E:Á 6  I 	
2e1-3 	41  / 9 	(, 

A .2, (nic) 	cir exe (-p„r1/2 [(f-- 1,0 )(1-x,)x, 

(20) 

Q4 

- 	 Q  e x `r 
3=o 	x i 

Seja 	 - 	.1. ) - 5i,o) 	 xGrQ 	(1.0, )] 
.41.0 

(21) 
ch- Q p 	fii-z/2 ) h, (fr) , 

onde B 	(mo/27) 21  

No caso de a a 
 >0, 

L.11,0cr 

k  G411 04 = - e 	( -»j r) 

Portanto, I = -e
1-1,(10 
	 a ) 1 	_L 

Inserindo (19) em (18) e voltando a (16), ficamos com: 

h a (r) é uma função par em r; com o uso de A, dado em (11.21), te- 

MOS: 

Cãlculo de x; z,a :  

95 

(19) 
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similar ã de e'xx,o , bastando que se multiplique o integrando des 

2 
ta por (pli/m

2 c 2 Y 2 ): 

0- 	dl' exc 	 r 2 17 (k) 
y 

Cálculo de c 	: zzo 

Com o uso das Eqs. (3) e (6), escrevemos: 

U0 -2  

f . 

1 	( 	x/b) 	de,, 
-N 

 

 

,f12_ 
4- e2x 	1-1,1 0.4„/.2w)  a r Qxe ji , rya  

u
e 
 exe 	(4)  

d0  

onde a o  E 1 +r 2 /2; ao escrevermos a Eq. (23) fizemos uso da expan 

são de y, vãlida em um plasma fracamente relativistico. A integral 

em u que aparece na Eq. (23) pode ser resolvida com o uso de (17) 

e (19), resultando 

Et te = 

„ 

	

1 - 	xklIPI, (P ,./2Tr) iziir  exp (-PR v2/2) $.
L 

(1 

e 	 2-1 0- 1 

	

, 	exe(-x0 ) E,;(x 0 ) -r- ( 1- 5 10 )X. 	;> 	ji 	) 
y 0 	)(0 .,) 

Y" 

(22) 

(23) 
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C-1 
W 	e _x0  

Seja 	ha (v)(1 -  ál‘c 	( e - - ) xe - x0 e 	E x  
= 

com o uso de h 0 (r), a expressão para 
Ezzo 

 fica: 

e/kr (- 10„frY ) 	120  (v-) (24) 

Cabe notar que o denominador de E zzo  não é 	ressonante 

(Ver Eq.(23)) de maneira que a correção relativTstica em y não e 

fundamental; uma boa aproximação para E zzo  poderia ser o uso de 

y .1, com o que as integrais são facilmente executãveis, restando: 

E0 = 1  - 	 . 	 (25) 

lb - Distribuição 	com T 11 	T1 : _L 

Quando a função distribuição apresenta isotropla de tem 

peratura, alguns elementos do tensor dielétrico ficam considera-

velmente simplificados; os elementos da parte hermitiana são obti 

dos de forma trivial, bastando colocar T u  =T_L nas expressões apre-

sentadas na seção 1. Quanto aos elementos da parte anti-hermitia 

na, a tentativa de fazer o mesmo resulta numa indeterminação, por 

que tanto 1:1 +  quanto t se tornam nulos. Ao invés de fazermos o li-

mite para Tu  T1 , vamos recalcular os elementos da parte anti-her 

(5), 
mitiana, opéraç -ão quase imediata. Valem ainda as expressões 

de modo que s6 precisamos calcular E;1 (  e x l; z . 
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Cãlculo de E "  : 
XX 

Vamos partir da Eq. (8), com T I.  = T 11  = T; 

r* 
(Ti Z XY/2 )(rnc)3 i dr [ 2 'e +M(Í3 1+ 1(')] ft 

A (rylc)2() 	1 () e,K io(Âyi/2) 

(26) 

onde 

Com o uso de (9) e da definição de K l  

expressão como: 

escrevemos esta 

1: E,(( 
„ Q4-f 	 tje  

K, Y (-1) 	 Chr 

k=o 11- 
k 

4- V 	
2k 

 

Qtt 
e 	f-k 2k-ti 21e4" 

akti 	â k+3 k.0 

, 
Como r

+ = (-0 1 )
1/2 
 e r 	-r

+ , ficamos com: 

Ex 	1.( 1 
Q+1 

.2 y) ( - 1) 

g 
( - 1)

it 
 (k) 	 -  	 (27) 

0,9k+1 
	

Qic-+ 3 

Calculo de x; z : 

Um calculo similar nos leva a: 

— 	(24(--(51) 	(teg- ')   — 	 
(4 1 	/ 

1(.0 

	 (28) 
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lc - Distribuição com T 1   = O,TI  # O. 

Neste caso a função distribuição, normalizada ã unida- 

de, fica dada por: 

f ( e ), A 0 	(eu) rf' e)((2 (- 	f'iz  / 6 ) , 	(29) 

0 +1 

onde 

Cãlculo de c" : 
XX 

Podemos partir da Eq. (8), com a função distribuição (29). 

- 
	 z)( y/2) (m c) 1+3  Ao eq,  0.1,.(5,/2) fde inprzi 	,(fd) 

- (Trx 	(,(11.b  `2./.2'1!) 
	

(-(31) e xe ( 	 /si /-2) 
	

(30) 

Cãlculo de x; z : 

Como se pode ver a partir da Eq. (14) este elemento se 

rã nulo, devido ao termo r 2 6(pH ) no integrando; portanto, 

2- = o (31) 
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Cãlculo de E l 	: 
XX,0 

Analogamente à expressão (16), podemos escrever 

00 k 2/2  

, - 	c5((d) 
	(32) 

t U.  

onde a 	E 1 - GY. 
00 

Realizando a integração em r e com o uso de (18) e (19), 

ficamos com: 

2_ ( 	 0-1 
c 
xx 	= 	A 0  -2 	 31. — xe c)xec 

ird 	XJ 

-"6 
U, 0(.4) - (C-K,a)2 e 

Usando a expressão de A o  e rearranjando os termos, re- 

sul ta 

0 -1 

( )(PI/2 	{ 	 (9-X0 ) 	•-• e,e) .21 (-(1- 1- 	x 
rn 

)(0 

Y 	e 	1. (x,)]] 
( 33) 

Cãlculo de x' 
ZZ,a 

Do mesmo modo que no caso de x 1; z , a presença do termo 



aro 
- 	I

V3 	= 	

4 

à/o 

■ 
onde portanto, 1 1 -I- (.1_21rnk' 
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r
2
6(p 11 ) no integrando torna nulo o elemento x

zz G ; logo, 

21c (34 ) 

Clculo de e zzo :  

A expressão (3), com o uso da função distribuição (29), 

fornece: 

ezio  = 	X 
00  

zi)ti f d, r„. exp 	fi. 24) 	coe., 	á (f„ ) 1 	(35 ) 

Usamos agora uma propriedade da função delta: 

(4) , onde ' indica derivada em relação ao argu-

mento; portanto, em nosso caso: 

E2.2- 0 

e(41 
1 - 02T F X Ao I cirJ_ 10, 	2̀ Xe (1'11  p2/6 	

(36) 

ájc 
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Evidentemente, a integral em p 1  pode ser resolvida com 

o uso da aproximação de y usada anteriormente [Ver Eq.(16)]. 	En- 

tretanto, como jã apontamos, é bastante razoãvel tomar y z 1, de 
o 

 

modo que resulta: 

(37) 

2 - Elementos de G aO 

Uma vez obtidos os elementos do tensor dielétrico, res 

ta-nos fazer o mesmo para o tensor correlação de correntes. Consi 

derando na Eq. (III.6) apenas a contribuição referente ao harm6- 

nico fundamental da freqüência de ciclotron, tomando apenas o pri 

meiro termo relevante da expansão em potências de p
2 

e supondo 

}ima função distribuição par em p 11  e com simetria cilíndrica no es 

paço de momentum, obtemos 

G x , 	(c0,/,,,s(  ( v-r);)(rf r- x/2)Í , /rol (4/ 

G — _ 	 _ C Gyx C xI = Gz-x 

Giz  

G 2? -- 	(Wit'n Y 	) ã z)(/,) m Z
( 

x 

2)/ dr,, Írir, 

(38) 

Estas expressões são similares ãquelas obtidas para os 



k-1 

e t i 	(1 1- 1 	t+ i 
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elementos da parte anti-hermitiana do tensor dielétrico [Ver Eq. 

(5)]. De fato, as Eqs. (5) podem ser reduzidas is Eq. (38) com a 

a substituição do operador --- por [-wp /mY(2u) 5 ]. O desenvolvimen-pi  

to subseqüente e portanto anã- logo ao jã empregado, resultando ex 

pressões similares "sãs Eq. (13) e (15): 

+ (rs) fk ey.í (5i4 cit)[ 	( 1-51,,u)Ok  1} , 
()ti 	p 41 , 

	

(-1) 	 ( 	/Ai  

 

Yz 	5 	k-_o 	 L3 ‘-2k 

(39) 

.t  (7-5)Va  evf (5-12 ((1-) Áb,, ,( 

onde g E [wmc
2
/11,(271)

5
]. 

No caso de isotropia de temperaturas, temos expressões 

simplificadas para os elementos Gas[Ver  Eq. (27) e (28)]: 

 

k=v 

 

Z 

\( 

Q1-1 
k 	Q+11 

°R- ( — ('1) 1 	  

(40) 

Finalmente, apresentamos expressões para G ao 	quando 

T11 	
T1 	0 [Ver Eq. (30) e (31)]: 
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Gx ) 	fix/4 ) ,c ( I ÷2/2 e nr Co lfi, 

(41) 
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