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RESUMOInvestigamos neste trabalho, além da determinação da onstante demultipliação efetiva pela ombinação dos métodos LTSN e da Potênia, a e�iên-ia das ondições de ontorno tipo albedo na formulação de ordenadas disretas (SN)para problemas monoenergétios de autovalor em geometria planar. Esses albedos

SN substituem o sistema "ba�e-re�etor"em torno do domínio ativo dos núleos dereatores nuleares. As ondições de ontorno tipo albedo unidimensionais a umaveloidade são exatas. Por e�iênia referimo-nos analisar a preisão dos resultadosnumérios em relação ao tempo de exeução omputaional de ada álulo de umdado problema modelo. Resultados numérios para problemas típios são apresen-tados tanto para a onstante de multipliação efetiva omo para ilustrar a análisede e�iênia da ondição de ontorno do tipo albedo.
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ABSTRACTWe disuss in this work, besides the evaluation of the e�etive multi-pliative fator by the ombined LTSN and power methods, the e�ieny of disreteordinates (SN) albedo boundary onditions for one-speed eigenvalue problems inslab geometry. The non-standard SN albedos substitute the "ba�ere�etor"systemaround the ative domain. The o�ered monoenergeti slab-geometry albedo boun-dary onditions at a speed are exat. By e�ieny we mean analyzing the aurayof the numerial results versus the CPU exeution time of eah run for a givenmodel problem. Numerial results to typial test problems are shown to illustratethis e�ieny analysis, inluding the e�etive multipliative simulations.
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1 INTRODUÇ�OEm um reator nulear no estado rítio, existe um balanço entre onúmero de nêutrons produzidos na �ssão e o número de nêutrons que é removido,tanto por absorção no núleo do reator quanto por fuga através da superfíie de on-torno. Um dos problemas entrais no projeto de um reator nulear é o álulo dasdimensões e da omposição do sistema neessários para manter esse balanço. Cál-ulos das ondições neessárias para ritialidade são onvenionalmente realizadosusando a teoria de transporte ou da difusão de nêutrons [Duderstadt & Hamilton,1976℄. Os métodos apliáveis a essas teorias, que vêm sendo desenvolvidos paramodelos simpli�ados de álulos de reatores nuleares, onstituem problema deautovalor que forneem o fator de multipliação efetivo (keff), de�nido omo o au-tovalor dominante e o �uxo estaionário de nêutrons (autofunção fundamental) emvárias oasiões durante o tempo de vida útil do núleo do reator nulear. Portanto, oproblema de se enontrar o fator de multipliação resume-se a resolver um problemade autovalor usando a equação de transporte ou da difusão de nêutrons, indepen-dentes do tempo, omo modelos matemátios. Ressaltamos neste ponto que nestadissertação usamos a teoria de transporte de nêutrons omo modelo matemátio.Maiores detalhes sobre o modelo da difusão podem ser enontrados na referênia[Petersen, 2008℄. Propomos neste trabalho a apliação do método LTSN om omodelo monoenergétio unidimensional de transporte de nêutrons e espalhamentoisotrópio na formulação de ordenadas disretas, que gera soluções numérias queoinidem om os resultados gerados a partir da solução analítia.A formulação das ordenadas disretas (SN) onsiste na aproximação daequação de transporte por um sistema de equações difereniais lineares. Este métodoé entrado no tratamento disreto da variável angular e onsiste, fundamentalmente,na aproximação do termo integral por uma fórmula de quadratura [Case & Zweifel,1967℄. O método LTSN baseia-se na apliação da transformada de Laplae no



2
sistema SN , inversão analítia da matriz simbólia, resolução do sistema linear obtidopara a equação de transporte transformada e apliação da transformada inversa deLaplae. Esta metodologia tem sido apliada em uma lasse abrangente de pro-blemas de transporte unidimensionais entre os quais itamos: An analytial solutionfor the one-dimensional time-dependent SN equation for bounded and unboundeddomains in artesian geometry [Segatto et al. 2010℄, Generalized disrete ordinatesmethods for neutral partile transport problems in slab geometry [Segatto et al.2008℄, The LTSN solution of transport equation for one-dimensional artesian ge-ometry with c = 1 [Segatto et al. 2008℄, An analytial integral formulation fortime-dependent SN transport equation in a slab by double Laplae transform teh-nique [Segatto et al. 2008℄, Determination of the exposed build-up fator in a slabby the LTSN method [Amaral et al. 2006℄, Reents advanes in the LTSN methodfor ritiality alulation in slab geometry [Orengo et al. 2004℄, The LTSN angularmultigrid aproah in a slab [Segatto et al. 2004℄, Solutions of the one-dimensionaltime-dependent disrete ordinates problem in slab by the spetral and LTSN me-thods [Oliveira et al. 2002℄, The one-dimensional LTSN formulation for high degreeof anisotropy [Segatto et al. 1999℄, Convergene of the LTSN : approah of COsemigroup [Vilhena & Pazzos, 1999℄, The one-dimensional LTSN solution in a slabwith high degree of quadrature [Segatto et al. 1999℄, Determination of the e�etivemultipliation fator in a slab by the LTSN method [Batistela et al. 1999℄, Criti-ality by the LTSN method [Batistela & Vilhena, 1997℄ e Extension of the LTSNformulation for disrete ordinates problem without azimutal simmetry [Segatto &Vilhena, 1994℄.Batistela, em [Batistela,1996; 1997℄, e Orengo, em [Orengo, 2002℄, re-solveram o problema de determinação do keff ombinando o método LTSN omo método da bisseção. Entretanto, observou-se neste método uma limitação om-putaional no valor de N para o álulo deste autovalor, ou seja, N = 100. Ob-
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servando que o valor de N , que determina a ordem da matriz LTSN , provém dograu de quadratura utilizado na disretização da variável angular na aproximação
SN do problema. Motivado por este fato, este trabalho apresenta um método dedeterminação de keff pela ombinação do método LTSN e o esquema iterativo dePotênia. É fato onheido que �ssão nulear não oorre em regiões não multi-pliativas dos reatores nuleares, por exemplo, moderador, re�etor e meios estru-turais; portanto nossa proposta é voltada para o desenvolvimento de ferramentasque futuramente serão utilizadas para aumentar a e�iênia dos álulos globaisde reatores nuleares om a eliminação dos álulos numérios explíitos no inte-rior dessas regiões não multipliativas em torno da região ativa. Neste sentido, aontribuição desta dissertação é a apliação de ondições de ontorno não onven-ionais, denominadas ondições de ontorno do tipo albedo para duas regiões nãomultipliativas: sistema "ba�e-re�etor"em torno do núleo de reatores nulearesdo tipo térmio, omo o que temos em Angra dos Reis, RJ, Angra I e Angra II.Usamos nesta dissertação o modelo unidimensional monoenergétio de transportede nêutrons om espalhamento isotrópio na formulação SN . Albedo, palavra deorigem latina para alvura, foi de�nida por Lambert (1760) omo a fração da luzinidente que é difusamente re�etida por uma superfíie [Panneooek, 1961℄. Estapalavra latina permaneeu omo termo ientí�o usual iniialmente em astronomia,entretanto atualmente esta expressão já está muito difundida em outras áreas omofísia de partíulas e nulear. Em neutr�nia estendemos esse oneito para a re-�exão de nêutrons.Na derivação da matriz albedo de duas regiões, resolvemos as equações
SN unidimensionais homogêneas usando o método da transformada de Laplae(LTSN). A matriz de albedo relaiona os �uxos angulares de nêutrons inidentesno "ba�e"ou no re�etor (no aso de ausênia de "ba�e"), emergentes da região
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ativa do núleo, desde que as ondições de ontorno do tipo váuo apliquem-se nosontornos externos das regiões re�etoras.Observamos neste ponto que não existem aproximações envolvidas nadeterminação da matriz albedo; portanto, esperamos que o uso das ondições deontorno tipo albedo virá aumentar a e�iênia dos álulos da ritialidade SN nosentido de que esperamos que ele gere os mesmos resultados om menor tempo om-putaional. Dizemos mesmos resultados no sentido que a formulação LTSN apliadatanto ao problema om sistema "ba�e-re�etor"explíito, quanto ao sistema implí-ito através do uso de ondições de ontorno tipo albedo são analítias; e portantogerem resultados numérios exatos, a menos de erros de arredondamento da arit-métia omputaional �nita. É importante ressaltar que na formulação LTSN paradeterminação da matriz albedo preisamos inverter algumas matrizes que podemapresentar problemas omputaionais de mau ondiionamento. Entretanto, omoem álulos de ritialidade de sistemas neutr�nios, não existe a neessidade pre-mente de se usarmos altas ordens de quadraturas angulares SN , esta limitação nãodeverá impliar limitação do método em álulos realístios.A�m de atingirmos nossos objetivos, este trabalho está dividido em seisapítulos. No apítulo dois desrevemos o método LTSN para problemas de �uxoneutr�nio em meios homogêneos e em meios heterogêneos. No apítulo seguinteapresentamos o esquema iterativo de potênia para o álulo do fator de multipli-ação efetivo e a ombinação do método LTSN a este método. No apítulo quatrodesrevemos as ondições de ontorno tipo albedo e omo oorre sua apliação. Noapítulo ino apresentamos resultados numérios para problemas modelos típiosobtidos pelo método LTSN ombinado om o método da Potênia omparados omos resultados obtidos pelo método LTSN om o método da Bisseção. Algumasonlusões e sugestões para trabalhos futuros estão apresentados no apítulo seis.



5
2 O MÉTODO LTSN PARA PROBLEMAS DECRITICALIDADEComo falamos anteriormente, om o método LTSN determinamos umasolução analítia para problemas de transporte de nêutrons desritos na formulaçãode ordenadas disretas (SN). Desenvolvido em meados dos anos 90, o método on-siste em apliarmos a transformada de Laplae no sistema de equações SN , inver-termos a matriz simbólia assoiada ao método, resolvermos o sistema linear de nequações difereniais para determinarmos o �uxo angular de nêutrons transformadoe apliarmos a transformada inversa de Laplae para determinarmos o �uxo angularde nêutrons, solução analítia do problema.Muitos trabalhos foram realizados a �m de aperfeiçoar e ampliar a apli-abilidade do método: [Zabadal, 1993; 1995; 1997℄, [Segatto & Vilhena, 1994; 1997℄,[Segatto, 1995℄, [Vilhena,1999℄, entre outros, são apenas alguns dos trabalhos reali-zados, além dos itados na introdução, que aumentaram onsideravelmente a lassede problemas SN que podemos resolver utilizando o método LTSN e tornaram estemétodo apliável e viável para solução de problemas neutr�nios. Assim, nas duasseções seguintes apresentamos a formulação atual para problemas unidimensionaisde transporte de nêutrons om um grupo de energia e simetria azimutal para pla-as homogêneas e heterogêneas. Maiores informações sobre o desenvolvimento dométodo pode ser enontrada em [Golçalves, 2002a ℄, onde Gonçalves faz uma revisãoompleta sobre o método.
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2.1 FORMULAÇ�O LTSN PARA SOLUÇ�O DEPROBLEMAS EM MEIOS HOMOGÊNEOSSeja a equação linear de transporte unidimensional monoenergétia,onsiderando simetria azimutal e geometria planar em um meio homogêneo

µ
∂

∂x
Ψ(x, µ) + σtΨ(x, µ) =

∫ +1

−1

σs(µ
′ → µ)Ψ(x, µ′)dµ′ +Q(x, µ), (2.1)om as seguintes ondições de ontorno:

Ψ(0, µ) = f(µ), se µ > 0 (2.2a)e
Ψ(x0, µ) = g(µ), se µ < 0 (2.2b)onde:

• Ψ(x, µ) é o �uxo angular de partíulas na direção µ = cos θ;
• θ é o ângulo polar;
• σt é a seção de hoque marosópia total;
• σs(µ

′ → µ) é a seção de hoque diferenial de espalhamento;
• Q(x, µ) é o termo fonte;
• x ∈ [0, x0] é a variável espaial;
• f(µ) e g(µ) são os �uxos inidentes na fronteira do domínio nas direçõespositivas e negativas, respetivamente.Considerando que a seção de hoque diferenial de espalhamento é on-venionalmente expandida em polin�mios de Legendre, temos

σs(µ
′ → µ) =

σs

2

L
∑

ℓ=0

βℓPℓ(cosΘ), (2.3)
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onde os oe�ientes βℓ são tabelados om β0 = 1 e Θ é o ângulo de espalhamento.Pelo teorema da adição para polin�mios de Legendre, podemos reesrever a equação(2.3)

σs(µ
′ → µ) =

M
∑

m=0

L
∑

ℓ=m

σs

2
βm
ℓ Pm

ℓ (µ)Pm
ℓ (µ′) cosm(ϕ− ϕ′), (2.4)onde ϕ é o ângulo azimutal formado om o ângulo de referênia, Pm

ℓ (µ) são asfunções assoiadas de Legendre e os oe�ientes βm
ℓ são desritos por

βm
ℓ =

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
βℓ. (2.5)Nosso problema possui simetria azimutal, logo M = 0 e podemos reesrever aequação (2.1) omo

µ
∂

∂x
Ψ(x, µ) + σtΨ(x, µ) =

∫ +1

−1

L
∑

ℓ=0

σs

2
βℓPℓ(µ)Pℓ(µ

′)Ψ(x, µ′)dµ′ +Q(x, µ), (2.6)onde aproximamos o termo integral da equação (2.6) por quadratura de Gauss-Legendre de ordem N (par), após empregamos o método da oloação de variávelde direção µ, onsiderando omo função teste a Delta de Dira, δ(µ − µm) para
m = 1, ..., N e omo pontos de oloação as raízes dos polin�mios de Legendre degrau N . Desta forma enontramos a aproximação SN da equação (2.6). Assim, osistema SN de equações assoiado a equação (2.6) é dado por

µn

d

dx
Ψn(x) + σtΨn(x) =

σs

2

N
∑

j=1

Ψj(x)ωj

L
∑

ℓ=0

βℓPℓ(µn)Pℓ(µj) +Q(x, µn), (2.7)sujeito às ondições de ontorno
Ψn(0) = fn, se µn > 0 (2.8a)e
Ψn(x0) = gn, se µn < 0 (2.8b)onde os µn são as raízes dos polin�mios de Legendre de grauN e ωn são os respetivospesos da quadratura de Gauss-Legendre dados por

ωn =

∫ +1

−1

N
∏

j=1,j 6=n

(µ− µj)

(µn − µj)
dµ. (2.9)
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Ressaltamos que raízes µn são ordenadas de forma desresente

−1 < µN < µN−1 < . . . < µN

2
+1 < 0 < µN

2
< . . . < µ2 < µ1 < 1. (2.10)Para fonte externa isotrópia, temos Q dependente apenas da posição espaial epara simplifar a notação onsideramos

σn,j =
L
∑

ℓ=0

βℓPℓ(µn)Pℓ(µj); (2.11)assim, podemos expressar a equação (2.7) omo
µn

d

dx
Ψn(x, µ) + σtΨn(x, µ) =

σs

2

N
∑

j=0

σn,jωjΨj(x) +Qn(x), (2.12)e na seguinte forma matriial
d

dx
Ψ(x)−AΨ(x) = S(x) (2.13)onde A é uma matriz quadrada N ×N e seus elementos são expressos da seguinteforma

ai,j =







−σt

µi

+ σs

2µi

σijωj se i = j

σs

2µi

σijωj se i 6= j
. (2.14)O vetor fonte S(x) de ordem N de�nido por

S(x) = [
Q1(x)

µ1

Q2(x)

µ2

. . .
QN(x)

µN

]T (2.15)e o vetor �uxo angular de nêutrons Ψ(x) é de�nido por:
Ψ(x) = [Ψ1(x) . . .ΨN

2

(x)ΨN

2
+1
(x) . . .ΨN(x)]

T (2.16)e os �uxos inidentes nas fronteiras do domínios são expressos por
Ψn(0) = fn e Ψn(x0) = gn. (2.17)Para simpli�ar a notação onsideramos
Ψ1(0) = f e Ψ2(x0) = g. (2.18)
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Agora, om o problema já de�nido na forma matriial, usando o método

LTSN , que onsiste na apliação da transformada de Laplae sobre a variável espa-ial x da equação (2.13) e gera um sistema linear om N inógnitas e N equaçõesna aproximação SN da equação de transporte (2.1), temos:
MN(s)Ψ(s) = Ψ(0) + S(s) (2.19)onde Ψ(s) = L[Ψ(x)] e S(s) = L[S(x)] são as trasformadas de Laplae, s é umparâmetro omplexo e MN(s) uma matriz quadrada, de ordem N da forma

MN(s) = sI−A, (2.20)onde I é a matriz identidade de ordem N . Resolvendo a equação (2.19) para Ψtemos:
Ψ(s) = M−1

N
(s)Ψ(0) +M−1

N
(s)Q(s). (2.21)Agora, para invertermos a matriz simbólia MN(s) notemos que:

M−1

N
(s) = (sI−A)−1. (2.22)Observamos agora que se c 6= 1 os autovalores da matriz A são todossimétrios e diferentes entre si, sendo assim, a matriz pode ser diagonalizada
A = XDX−1 (2.23)onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A e X é a matriz olunados autovetores assoiados, logo:

M−1

N
(s) = (sI−XDX−1)−1 = (sXX−1−XDX−1)−1 = (X(sI−D)X−1)−1 = X(sI−D)−1X−1.(2.24)Assim, a equação (2.21) pode ser reesrita da seguinte forma

Ψ(s) = X(sI−D)−1X−1Ψ(0) +X(sI−D)−1X−1Q(s). (2.25)
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Como a matriz (sI − D) é uma matriz diagonal, onde di são os auto-valores de A, sua inversa é dada por

(sI−D)−1 =

















1
s−d1

0 · · · 0

0 1
s−d2

· · ·
...... 0 · · · 0

0 · · · 0 1
s−dN

















(2.26)
Logo, para determinarmos o �uxo angular de nêutrons basta tomarmos a transfor-mada inversa de Laplae da equação (2.25)

L−1[Ψ(s)] = L−1[X(sI−D)−1X−1Ψ(0) +X(sI−D)−1X−1S(s)] (2.27a)
= L−1[X(sI−D)−1X−1Ψ(0)] + L−1[X(sI−D)−1X−1S(s)] (2.27b)

= XL−1[(sI−D)−1]X−1Ψ(0) +XL−1[(sI−D)−1]X−1 ∗ L−1[S(s)] (2.27)onde o sinal ∗ representa a onvolução entre os vetores. Assim, a transformadainversa de Laplae da equação (2.25) é dada por:
Ψ(x) = (Xe−DxX−1)Ψ(0) + (Xe−DxX−1) ∗ S(x). (2.28)Fazendo

H(x) = (Xe−DxX−1) ∗ S(x) (2.29)podemos esrever o problema na seguinte forma matriial




Ψ1(x)

Ψ2(x)



 = X





eD1x 0

0 eD2x



X−1





Ψ1(0)

Ψ2(0)



+





H1(x)

H2(x)



 , (2.30)onde as matrizes diagonaisD1 e D2 possuem os autovalores negativos e positivos damatriz A e as omponentes dos vetores Ψ1(0) e Ψ2(0) ontêm as direções angularesdisretas positivas e negativas do �uxo na fronteira a esquerda do domínio, respe-tivamente. Observe que as omponentes de Ψ1(0) são todas onheidas, entretanto,as omponentes de Ψ2(0) são desonheidas.
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Para determinarmos as omponentes do vetor Ψ2(0) onsideramos

C(x) = XeD(x)X−1 (2.31)esrita na forma partiionada:
C(x) =





C11(x) C12(x)

C21(x) C22(x)



 . (2.32)Desta forma a equação (2.30) é reesrita omo




Ψ1(x)

Ψ2(x)



 =





C11(x) C12(x)

C21(x) C22(x)









Ψ1(0)

Ψ2(0)



+





H1(x)

H2(x)



 . (2.33)Assim, apliando x = x0 nas N
2
últimas linhas da equação (2.33), obte-mos:

Ψ2(x0) = C21(x0)Ψ1(0) +C22(x0)Ψ2(0) +H2(x0) (2.34)e notamos que os vetores Ψ1(0),Ψ2(x0) e H2(x0) são onheidos, assim
Ψ2(0) = C22

−1(x0)[Ψ2(x0)−C21(x0)Ψ1(0)−H2(x0)]. (2.35)Desta forma a equação (2.30) �a totalmente determinada e representaa solução analítia do sistema de equações diferenias desrito pela equação (2.13).Entretanto, a equação (2.30) que representa a solução LTSN possuiforma exponenial. Este omportamento exponenial juntamente om o fato de queos autovalores da matriz A resem em magnitude om o aumento do N demonstraque esse método não é adequado para resolver problemas de grandes espessuras ouelevados graus de anisotropia, pois o uso de operações om aritmétia �nita gerauma falha omputaional onheida omo "over�ow".Gonçalves, [Gonçalves, 2002b℄, Vilhena e Segatto, [Segatto & Vilhena,1996℄, ontornaram o problema de "over�ow"gerado pelos termos exponeniais posi-tivos para N grande usando a propriedade de invariânia da equação de transporte.
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Isto é, �siamente, omo as direções disretas são simétrias em torno de µ = 0,orresponde onsiderar partíulas se desloando da direita para esquerda om µ < 0e as partíulas se desloando da esquerda para direita om µ > 0. Este resultado foianalisado por Golçalves em [Gonçalves, 2002b℄. Com esta propriedade foi possívelseparar as soluções homogênea e partiular em omponentes que ontêm apenas ex-poentes positivos e negativos. Desta forma obtiveram a deomposição da matriz Dda seguinte forma

D =





eD1x 0

0 eD2(x−x0)









1 0

0 eD2x0



 (2.36)onde as submatrizes D1 e D1 são matrizes diagonais de ordem N
2
formadas pelosautovalores negativos e positivos da matrizA, respetivamente. Reesrevemos entãoa equação (2.30) da seguinte forma





Ψ1(x)

Ψ2(x)



 = X





eD1x 0

0 eD2(x−xo)









1 0

0 eD2x0



X−1





Ψ1(0)

Ψ2(x0)



+





H1(x)

H2(x)



 .(2.37)Considerando agora




ξ1

ξ2



 =





1 0

0 eD2x0



X−1





Ψ1(0)

Ψ2(x0)



 , (2.38)temos




Ψ1(x)

Ψ2(x)



 = X





eD1x 0

0 eD2(x−xo)









ξ1

ξ2



+





H1(x)

H2(x)



 , (2.39)onde o vetor onvolução é dado por
H(x) =

(

XeDxX−1
)

∗ S(x) = X

∫

x0

0

eD
∗(x−η)X−1S(η)dη, (2.40)onde

eD
∗x =







eDix se Di < 0

eDi(x−x0) se Di > 0
(2.41)
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Esrevendo

B(x) = X





eD1x 0

0 eD2(x−xo)



 (2.42)temos o problema expresso da seguinte forma




Ψ1(x)

Ψ2(x)



 = B(x)





ξ1

ξ2



+





H1(x)

H2(x)



 . (2.43)Isto é,
Ψ(x) = B(x)ξ +H(x), (2.44)sujeito às ondições de ontorno

Ψ1(0) = f (2.45a)e
Ψ2(x0) = g. (2.45b)A equação (2.44) juntamente om as ondições de ontorno (2.45a) e(2.45b) representam a solução LTSN do problema proposto na equação (2.1) parauma plaa homogênea. Cabe salientar, que na solução proposta na equação (2.44)todos os expoentes são negativos, signi�ando que o �uxo angular está omple-tamente determinado e não oorrerá "over�ow"para grandes espessuras nem paraelevadas ordens de quadratura e ainda, que esta formulação é apliável a problemasom qualquer tipo de fonte.2.2 FORMULAÇ�O LTSN PARA SOLUÇ�O DEPROBLEMAS EM MEIOS HETEROGÊNEOSNa seção anterior vimos a formulação LTSN para problemas em umaplaa homogênea. A partir de agora, estendemos a formulação do método paraproblemas em plaas heterogêneas, de�nidos omo problemas multi-regiões.
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Portanto, onsideramos um problema de transporte de nêutrons emuma plaa de K regiões, omo mostra a Fig. (2.1). Cada região se diferenia pelassuas propriedades físias, isto é, pelo material de que é omposta. As equações SN

Figura 2.1: Representação de uma plaa om k regiõesque modelam esse problema são expressas por
µi

d

dx
Ψk

i (x, µ) + σk
t Ψ

k
i (x, µ) =

σk
s

2

N
∑

j=1

σk
i,jωjΨ

k
j (x) +Qk

i (x), (2.46)que nos forneem um onjunto de N equações difereniais ordinárias de primeiraordem, om k = 1 : K, x ∈ [xk−1, xk], x0 = 0 e xK = a, i = 1 : N , j = 1 : N e asondições de ontorno
Ψ1

i (0) = fi, i = 1 :
N

2
(2.47a)

ΨK

i+N

2
(a) = gi, i = 1 :

N

2
(2.47b)adiionada às ondições de ontinuidade de �uxo angular nas interfaes das regiões

Ψk
i (xk) = Ψk+1

i (xk), i = 1 : N (2.48)onde, Ψk
i (x, µ) é o �uxo angular de partíulas na direção µi na plaa k, σk

t é a seçãode hoque total na plaa k, σk
s é a seção de hoque de espalhamento na plaa k,

Qk
i (x) é o termo fonte na plaa k. Para podermos apliar o método LTSN em adaplaa, proedemos a seguinte mudança na variável espaial x ∈ [xk−1, xk], então

x− xk−1 → x (2.49)para k = 1 : K. Dessa forma, x ∈ [0, Lk], onde Lk = xk − xk−1 é a espessurada região k. Portanto, temos k problemas de plaas homogêneas om as ondições
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de ontorno dadas pelas ondições de ontinuidade de �uxo no interior da plaaexpressas pela identidade numéria

Ψk
i (Lk) = Ψk+1

i (0). (2.50)Assim, a equação (2.46), pode ser expressa matriialmente omo
d

dx
Ψk(x)−AkΨk(x) = Qk(x), (2.51)a qual difere da equação (2.13) apenas pelo índie k, que representa a região ho-mogênea. Observamos que a solução da equação (2.51) é enontrada da mesmaforma que a solução da equação (2.13); porém agora é alulada para ada uma das

k plaas homogêneas que ompõem a plaa heterogênea. Logo, a generalização dométodo LTSN para um problema de plaa heterogênea de K regiões é imediata.Então, apliamos o método LTSN em ada uma das K regiões, determinamos asolução em ada uma delas e assim enontramos a solução da k-ésima região omo
Ψk(x) = Bk(x)ξk +Hk(x) (2.52)para xk−1 < x < xk om k assumindo valores de 1 : K, as ondições de ontorno
Ψ1

i (0) = fi, i = 1 :
N

2
(2.53a)

ΨK

i+N

2
(a) = gi, i = 1 :

N

2
(2.53b)e adiionada às ondições ontinuidade de �uxo angular nas interfaes das regiões

Ψk
i (Lk) = Ψk+1

i (0), i = 1 :
N

2
e k = 1 : K − 1 (2.53)Assim, a equação (2.52) juntamente om as ondições de ontorno(2.53a), (2.53b) e a ondição de ontinuidade de �uxo nas interfaes (2.53) re-presentam a solução para o problema de plaas heterogêneas SN da equação detransporte dada pela equação matriial (2.51).
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Ressaltamos que da mesma forma que a solução apresentada para plaashomogêneas é válida para qualquer tipo de fonte, espessura da plaa e ordem dequadratura, pois todos os expoentes presentes na equação são negativos, isto tambémvale para plaas heterogêneas, uma vez que uma plaa heterogênea nada mais é queum onjunto de plaas homogêneas om ontinuidade de �uxo nas interfaes. Destaforma, a solução (2.52) é válida para qualquer tipo de fonte, toda espessura de plaae ordem de quadratura.
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3 CÁLCULO DO FATOR DEMULTIPLICAÇ�O EFETIVOA importânia do álulo da onstante de multipliação efetiva em pro-blemas neutr�nios vem da neessidade de, além de determinarmos o omportamentodo �uxo de nêutrons, prevermos também o balanço entre as reações de produçãoe remoção de nêutrons em um reator nulear. Assim, neste apítulo abordamosa determinação do fator de multipliação efetivo (keff) nos problemas estudadospelo método LTSN usando o esquema iterativo de potênia para onvergênia dasolução dominante do problema. Em trabalhos anteriores Batistela e mais reente-mente Orengo, [Batistela, 1996; 1997a; 1997b℄ e [Orengo,2004℄, utilizaram o métododa bisseção nesse estudo. Na primeira seção deste apítulo apresentamos o métododa potênia em sua formulação geral e na seguinte a adequação do método paranosso problema. Detalhes do método da potênia, além do aqui exposto, podem serenontrados em [Dudestad & Hamilton,1976℄, [Gentle, 1998℄ e [Allaire, 2002℄.3.1 O MÉTODO DA POTÊNCIANo estudo da ritialidade em problemas neutr�nios fazemos o álulodo balanço entre as reações de produção e remoção de nêutrons em um reator nulear.Consideramos então o problema de autovalor expresso pela equação

MΨ =
1

k
FΨ (3.1)onde de�nimos

M =

(

I
d

dx
+A

) é o operador de remoção de nêutrons (3.2)
F = S é o operador de produção de nêutrons . (3.3)
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Assumimos que o termo de fonte de �ssão representado por S, om

S = FΨ, no lado direito da equação (3.1) é onheido. Então podemos onsiderar olado esquerdo desta mesma equação omo a equação de transporte para o �uxo denêutrons om fonte �xa dada por 1
k
S, em um meio não multipliativo, que podemosresolver failmente pelo método LTSN desrito no apítulo anterior. Entretanto,não onheemos efetivamete essa fonte, uma vez que ela própria depende de Ψ.Portanto, estimamos um valor iniial e a partir dele usamos um esquema iterativoque onvirja para o problema (3.1).Desta forma, sejam as estimativas iniiais

S ≡ FΨ(0) ∼= S(0), k ∼= k(0); (3.4)a partir delas enontramos o �uxo Ψ(1) através da seguinte estimativa
MΨ(1) =

1

k(0)
S(0) (3.5)usando um método numério adequado para enontrar o �uxo neutr�nio om fonteonstante. Com este resultado, onseguimos alular expliitamente a fonte de �ssãoresultante para esse �uxo Ψ(1) omo

S(1) = FΨ(1). (3.6)Com a nova fonte de �ssão S(1) onseguimos alular uma nova esti-mativa para o �uxo, Ψ(2), supondo que onseguimos uma nova estimativa para ovalor de k, e assim suessivamente. Isto é, em ada iteração para o álulo do �uxoneutr�nio, alulamos uma nova fonte de �ssão a partir da anterior resolvendo
MΨ(n+1) =

1

k(n)
S(n); (3.7)desta forma, para Ψ(n+1) temos

S(n+1) = FΨ(n+1). (3.8)
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Entretanto, para validarmos as equações (3.7) e (3.8), preisamos en-ontrar uma forma geral para o álulo das estimativas de k. Para tanto, retornamosao nosso problema de autovalor iniial. Se o nosso método iterativo para o áluloda fonte de �ssão realmente funiona, então para um n su�ientemente grande Ψ(n)onverge para Ψ(x) e temos

MΨ(n+1) =
1

k(n+1)
FΨ(n+1). (3.9)A onvergênia de Ψ(n) para Ψ(x) e de k(n) para keff é provada ma-tematiamente; entretanto não abordamos neste trabalho. Mais informações sobrea onvergênia do método podem ser enontradas nas referênias [Gentle, 1998℄ e[Allaire, 2002℄.Para melhorarmos a estimativa de k(n+1) para um n �nito, integramosa equação (3.9) em todas as direções do espaço e enontramos

k(n+1) ∼=

∫

FΨ(n+1)dx
∫

MΨ(n+1)dx
(3.10)usando os resultados (3.7) e (3.8) reesrevemos (3.10) da seguinte forma

k(n+1) ∼=

∫

S(n+1)dx
1

k(n)

∫

S(n)dx
, (3.11)onde o termo ∫

S
(n+1)

dx∫
S(n)dx

representa o fator de orreção do k em ada iteração.Usamos a equação (3.11) para alular uma nova estimativa de k(n+1)a partir de estimativas anteriores de Ψ(n+1) e k(n).Portanto, as equações (3.7), (3.8) e (3.11) são a base para o métodoiterativo da potênia para onvergênia do keff e do Ψ. Observe que, à medidaque aumentamos o número de iterações, �ltramos o autovalor dominante keff e,onsequentemente, temos a onvergênia de Ψ para a autofunção fundamental daequação (3.1). Na prátia estas iterações ontinuam até que os seguintes ritériosde parada sejam satisfeitos
∣

∣

∣

∣

k(n) − k(n−1)

k(n)

∣

∣

∣

∣

< ε1 e ∣

∣

∣

∣

S(n) − S(n−1)

S(n)

∣

∣

∣

∣

< ε2 (3.12)



20
om ε1 e ε2 positivos e em geral ε1 < ε2.Assim, om as equações (3.7), (3.8) e (3.11) e os ritérios de paradadados pela equação (3.12) enontramos uma solução para o nosso problema de auto-valor que fornee o fator de multipliação efetivo e o �uxo estaionário de nêutrons.3.2 O ESTUDO DA CRITICALIDADE PELO MÉTODO

LTSNNesta seção abordamos o problema de �uxo neutr�nio omo um pro-blema de autovalor. Desta forma podemos apliar o método da potênia desrito naseção anterior. Para tanto, onsideramos a formulação de ordenadas disretas paraa equação de transporte de nêutrons desrita na sua forma matriial de aordo oma equação (3.13)
d

dx
Ψ(x)−AΨ(x) = S(x) (3.13)sujeita às ondições de ontorno

Ψ1(0) = f (3.14a)
Ψ2(x0) = g. (3.14b)Analisando ada operador da equação (3.13) identi�amos

d

dx
≡ operador de remoção de nêutrons por migração

A ≡ matriz operador de remoção de nêutrons por olisão, de�nida na equação (2.14)
S ≡ vetor operador de produção de nêutrons por �ssão nulear, de�nido na equação (2.15).Desta forma de�nimos os operadores M e F, remoção e produção denêutrons respetivamente, da equação (3.1), omo

M =

(

I
d

dx
+A

) (3.15)
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e

FΨ = S. (3.16)Sejam as estimativas iniiais do método da potênia dadas
S ≡ FΨ(0) ∼= S(0) , k ∼= k(0); (3.17)om essas estimativas iniiais alulamos Ψ(1) a partir da equação

MΨ(1) =
1

k(0)
S(0) (3.18)que nada mais é que

d

dx
Ψ(1)(x)−AΨ(1)(x) =

1

k(0)
S(0). (3.19)Resolvemos failmente a equação (3.19) utilizando o método LTSN des-rito no apítulo anterior.Com a nova estimativa de fonte geramos um novo �uxo Ψ(2), e assim,suessivamente, generalizamos o álulo do �uxo, já que as estimativas S(n+1) e

k(n+1) são onheidas omo
S(n+1) = FΨ(n+1) (3.20)

k(n+1) ∼=

∫

S(n+1)dx
1

k(n)

∫

S(n)dx
. (3.21)Usando os resultados obtidos nas equações (3.7), (3.8) e (3.11), ritériosde parada dados pela equação (3.12) apliados a equação (3.1) sujeita aos operadoresexpressos pelas equações (3.15) e (3.16) enontramos uma solução para nosso pro-blema de autovalor que fornee o fator de multipliação efetivo e o �uxo estaionáriode nêutrons.
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4 CONDIÇÕES DE CONTORNO DO TIPOALBEDO4.1 PARA UMA REGI�O REFLETORASeja um domínio unidimensional omposto por regiões multipliativas,onde há fonte de nêutrons por �ssão nulear, e uma região re�etora, sem fonte denêutrons, onforme 4.1:

Figura 4.1: Representação esquemátia de um domínio re�etido típioO �uxo é desrito pela equação matriial (2.51), as ondições de on-torno (2.47a) e (2.47b) e as equações de ontinuidade de �uxo (2.48) que apresen-tamos novamente a seguir:
d

dx
Ψk(x)−AkΨk(x) = Sk(x), k = 1 : K (4.1)e as ondições de ontorno

Ψi
1(0) = fi, i = 1 :

N

2
(4.2a)

ΨK

i+N

2

(a) = gi, i = 1 :
N

2
, (4.2b)juntamente às ondições de ontinuidade de �uxo angular nas interfaes das regiões

Ψk

i
(xk) = Ψk+1

i
(xk), i = 1 : N, k = 1 : K− 1 (4.3)
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Os meios multipliativos dos reatores são normalmente irundados pormateriais re�etores usados para reduzir a fuga de nêutrons. Nosso objetivo por-tanto é retirarmos a região re�etora dos álulos globais explíitos introduzindo oparâmetro albedo, ou oe�iente de re�exão, a �m de melhorarmos o tempo om-putaional gasto na resolução dos problemas. Para isso é neessário primeiro enon-trarmos o parâmetro albedo Λ para a região re�etora loalizada à direita do domíniomultipliativo representado na Fig. 4.1.Determinamos este parâmetro a partir da ondição de ontinuidade de�uxo nas interfaes das regiões. Desta forma, o parâmetro albedo é expresso omouma relação entre o �uxo na direção positiva de µ e o �uxo na direção negativa de

µ; isto é, o oe�iente de re�exão albedo é a fração entre o que está emergindo dasregiões ombustíveis e o que está retornando para ela. É a razão entre as oordenadassimétrias de Ψ em torno de µ = 0. Assim, para i = 1 : N
2

Ψi+N

2
(xk−1) = αiΨi(xk−1). (4.4)Em forma matriial temos

Ψ2(xk−1) = ΛΨ1(xk−1), (4.5)onde os vetores Ψ1(xk−1) e Ψ2(xk−1) possuem N
2
posições e ontêm as direçõesdisretas positivas e negativas do �uxo angular de nêutrons, respetivamente, e Λ éuma matriz diagonal omposta pelos valores αi.Então, seguindo nosso objetivo da retirada da região re�etora do áluloa �m de diminuir o tempo omputaional para a exeução dos mesmos, após o álulodo parâmetro albedo retiramos a região re�etora do álulo explíito e �amos omo problema expresso da seguinte forma

d

dx
Ψk(x)−AkΨk(x) = Sk(x) (4.6)agora om k = 1 : K − 1 e as ondições de ontorno
Ψi

1(0) = fi, i = 1 :
N

2
(4.7a)
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ΨK−1

i+N

2

(xk−1) = αiΨ
K−1
i (xk−1), i = 1 :

N

2
(4.7b)juntamente às ondições de ontinuidade de �uxo angular nas interfaes das regiões

Ψk

i
(xk) = Ψk+1

i
(xk), i = 1 : N, k = 1 : K− 2. (4.8)Para resolvermos este problema, apliamos o método LTSN om asnovas ondições de ontorno à direita, de�nidas pela equação (4.7b). Como não háaproximações feitas na matriz albedo, esperamos que a apliação das ondições deontorno deste tipo gere os mesmos resultados do que os álulos explíitos. Nesteponto é importante ressaltar que a retirada da região re�etora só é possível quandotemos ondição de váuo na região externa do domínio, que é típio em álulosglobais de reatores nuleares.4.2 DUAS REGIÕES REFLETORASSeja agora um domínio unidimensional onforme apresentado na Fig.4.2

Figura 4.2: Representação esquemátia de um domínio re�etido om "ba�e".A Fig. 4.2 ilustra a região de ombustível (C): 0 ≤ x ≤ xa e duasregiões re�etoras: uma região de revestimento estrutural denominada "ba�e"(b):
xa ≤ x ≤ xb e uma região om re�etor (R): xb ≤ x ≤ xc, om as seguintes dimensões
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lb = xb −xa, lR = xc −xb e lT = lb + lR. Neste aso temos o meio não-multipliativodeomposto em duas regiões, "ba�e"e re�etor.O proedimento para o álulo do parâmetro albedo retirando as duasregiões não-multipliativas, é análogo ao realizado retirando apenas uma região não-multipliativa, onforme desrevemos a seguir.Consideramos então a equação de transporte de nêutrons que rege oproblema ompleto

d

dx
Ψk(x)−AkΨk(x) = Sk(x), (4.9)

k = 1 : K e as ondições de ontorno
Ψ1

i
(0) = fi, i = 1 :

N

2
(4.10a)

ΨK

i+N

2

(a) = gi, i = 1 :
N

2
(4.10b)adiionada as ondições de ontinuidade de �uxo angular nas interfaes das regiões

Ψk

i
(xk) = Ψk+1

i
(xk), i = 1 : N (4.11)O nosso objetivo neste aso é retirarmos as duas regiões não-multipliativa,"ba�e"e re�etor, introduzindo o parâmetro albedo. O parâmetro é alulado damesma forma que no aso anterior, então

d

dx
Ψk(x)−AkΨk(x) = Qk(x) (4.12)fazendo agora k = 1 : K − 2 e as ondições de ontorno
Ψ1

i
(0) = fi, i = 1 :

N

2
(4.13a)

Ψ
i+N

2

K−2(xa) = αΨK−2

i
(xa), i = 1 :

N

2
, (4.13b)adiionada às ondições de ontinuidade de �uxo angular nas interfaes das regiões

Ψk

i
(xk) = Ψk+1

i
(xk), i = 1 : N, k = 1 : K− 3. (4.14)E, novamente, resolvemos este problema apliando o método LTSN omas novas ondições de ontorno à direita de�nidas pela equação (4.13b).
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5 RESULTADOS NUMÉRICOSEste apítulo está dividido em duas seções. Na primeira apresentamosos resultados obtidos para o álulo do fator de multipliação efetivo de problemas detransporte de nêutrons om simetria azimutal e espalhamento isotrópio em geome-tria planar e na segunda seção apresentamos os resultados obtidos om a utilizaçãode ondições de ontorno do tipo albedo nesses álulos.5.1 RESULTADOS NUMÉRICOS NO ESTUDO DACRITICALIDADE PELO MÉTODO EXPLÍCITONesta seção apresentamos os resultados numérios obtidos pela apli-ação do método LTSN ombinado ao método iterativo da Potênia a �m de de-terminarmos o autovalor dominante do problema de�nido omo fator de multipli-ação efetivo em problemas de transporte neutr�nio om simetria azimutal e es-palhamento isotrópio em geometria unidimensional. Os programas desenvolvidospara determinação da solução foram implementados na linguagem Fortran 90. Osresultados enontrados foram omparados om os resultados obtidos por Batistelaem [Batistela, 1996b; 1997a; 1997b℄.Os ódigos desenvolvidos por Batistela nos seus trabalhos diferem-sedeste no que diz respeito ao método utilizado para a determinação do keff . Batis-tela apresentou resultados obtidos através da ombinação do método LTSN omo método da Bisseção, onforme menionamos anteriormente. Embora o método
LTSN ombinado om o método da bisseção apresente e�iênia omputaional eonvergênia bastante rápida para baixas ordens de quadratura (pequenos valoresde N), apresenta baixa e�iênia para grandes ordens de quadratura.
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Assim, busamos maior e�iênia na ombinação do método LTSNom o método da Potênia para ordens mais elevadas de quadratura onjugadaas ondições de ontorno do tipo albedo, que substituem de forma implíita o sis-tema não multipliativo "ba�e-re�etor"em torno da região ombustível de um reatornulear. Para a apresentação dos resultados numérios onsideramos a equaçãode transporte de nêutrons expressa da seguinte forma:

µi

d

dx
Ψi + σtΨi =

(

νσf

keff
+

σs

2

) N
∑

i=0

ωjΨj (5.1)om: - σt [cm−1℄ seção de hoque marosópia total- σs [cm−1℄ seção de hoque marosópia de espalhamento- ν número médio de nêutrons emitidos por �ssão- σf [cm−1℄ seção de hoque marosópia de �ssão de nêutrons- keff fator de multipliação efetivo- Ψ [nêutrons/cm2seg℄ �uxo de nêutrons5.1.1 PROBLEMA MODELO No 1 : CÁLCULO DO keff EM UMAPLACA HOMOGÊNEASeja uma plaa plana homogênea sujeita a ondições de ontorno dotipo váuo e aos seguintes parâmetros: espessuras a = 10cm, σt = 1, 0cm−1, σs =

0, 92cm−1 e νσf = 0, 1cm−1Apresentamos as aproximações obtidas para o keff pelo método LTSNombinado om o método da Potênia na tabela 5.1, bem omo os resultados gera-dos pelo método LTSN ombinado om o método da Bisseção [Batistela, 1997a℄ e
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o desvio relativo perentual enontrado entre os resultados. Os resultados apresen-tados na tabela (5.2), determinados pelo ódigo ANISN, por Stepane, 1981, foramusados por Batistela a título de validação dos resultados obtidos em seu trabalhoombinando o método LTSN om o método da Bisseção.

LTSN assoiado ao método daPotênia Bisseção Desvio RelativoN keff (No de iterações) keff (No de iterações) Perentual2 0,939075 (12) 0,939050 () 2,6622E-0003%4 0,952096 (13) 0,951550 (40) 5,738E-0002%6 0,952940 (13) 0,953010 (36) 7,3451E-0002%8 0,953188 (13) 0,953201 (32) 1,3638E-0002%10 0,953295 (13) 0,953301 (28) 6,2939E-0004%12 0,953351 (13) 0,953354 (24) 3,1467E-0004%14 0,953384 (13) 0,953387 (20) 3,1366E-0004%16 0,953405 (13) 0,953409 (16) 4,1954E-0004%18 0,953419 (13) 0,953424 (12) 5,2442E-0004%20 0,953429 (13) 0,953432 (8) 3,1465E-0004%Tabela 5.1: Estimativa para keff do problema modelo no 1Código ANISNN keff4 0,952078 0,9531616 0,9533832 0,95343Tabela 5.2: Estimativa para keff do problema modelo no 1 pelo ódigo ANISNNa tabela (5.3) apresentamos o desvio relativo perentual do método
LTSN ombinado om os métodos da Bisseção e esquema iterativo da Potêniapara o método ANISN.Analisando os resultados apresentados na tabela (5.1) para o desvio re-lativo perentual entre os resultados enontrados pelo método LTSN ombinado omo método da Bisseção e os resultados enontrados pelo método LTSN ombinadoao esquema iterativo da Potênia observamos uma boa onordânia nos resultados,uma vez que o desvio relativo perentual mostra uma pequena variação entre os
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Desvio relativo Código ANISNXMétodo LTSN ombinado ao método daN Potênia Bisseção4 2,73E-0003% 5,461E-0002%8 2,308E-0003% 4,301E-0003%16 2,62E-0003% 4,615E-0003%Tabela 5.3: Desvio relativo perentual do problema modelo no 1 do ódigo ANISNpara o método LTSN ombinado om os métodos da Bisseção e daPotêniaresultados enontrado om ada método. Agora, observando os resultados apresen-tados na tabela (5.3) a�rmamos que os resultados apresentados pelo método LTSNombinado ao esquema iterativo da Potênia se aproxima mais do resultado enon-trado pelo ódigo ANISN do que os resultados apresentados pelo método LTSNombinado ao método da Bisseção, uma vez que o desvio relativo apresentado nasegunda oluna desta tabela é menor, indiando que os resultados enontrados pelométodo LTSN ombinado ao método iterativo da Potênia enontra-se entre os re-sultados obtidos por Batistela e os resultados usados por ela para validação do ódigoapresentado em [Batistela, 1997a℄.Cabe ressaltar ainda que eliminamos a limitação apresentada pela me-todologia proposta por Batistela, uma vez que o método apresentado neste trabalhoontinua válido para ordens de quadraturas maiores N > 100.5.1.2 PROBLEMA MODELO No 2: CÁLCULO DO keff EM UMAPLACA HETEROGÊNEA COM DUAS REGIÕESConsideramos uma plaa heterogênea, formada por duas regiões om

5cm de espessura ada, sujeita às ondições de ontorno do tipo re�exão em x = 0,váuo em x = 10 e aos parâmetros listados na tabela (5.4).Apresentamos as aproximações enontradas para keff na tabela (5.5),bem omo os resultados obtidos por Batistela, 1997, e o desvio relativo perentual
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Dados Geométrios Região 1 Região 2Espessura (m) 5 5

σt(cm
−1) 1,0 1,0

σs(cm
−1) 0,5 0,9

νσf (cm
−1) 0,6 0Tabela 5.4: Parâmetros do problema modelo no 2enontrado entre os resultados. Na tabela (5.6) apresentamos os resultados enon-trados pelo ódigo ANISN usado por Batistela para validação dos resultados por elaapresentados em [Batistela, 1997a℄.

LTSN assoiado ao método daPotênia Bisseção Desvio RelativoN keff (No de iterações) keff (No de iterações) Perentual2 1,157416 (57) 1,157750 (�) 0,0288%4 1,158524 (62) 1,159750 (25) 0,1057%6 1,158561 (63) 1,158847 (21) 0,0246%8 1,158571 (63) 1,158893 (17) 0,0202%10 1,158577 (63) 1,158914 (13) 0,0290%12 1,158575 (63) 1,158916 (9) 0,0294%50 1,158581 (63)100 1,158581 (63)200 1,158581 (81)300 1,158 (63)Tabela 5.5: Estimativa para keff do problema modelo no 2Código ANISNN keff8 1,159Tabela 5.6: Estimativa para keff do problema modelo no 2 pelo ódigo ANISNNa tabela (5.7) apresentamos o desvio relativo perentual do método
LTSN ombinado om os métodos da Bisseção e esquema iterativo da Potêniapara o método ANISN.Analisando os resultados apresentados na tabela (5.5) observamos nova-mente uma ótima onordânia entre os resultados enontrados pelo método LTSN
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Desvio relativo Código ANISNXMétodo LTSN ombinado ao método daN Potênia Bisseção8 3,7014E-0002% 9,2320E-0003%Tabela 5.7: Desvio relativo perentual do problema modelo no 2 do ódigo ANISNpara o método LTSN ombinado om os métodos da Bisseção e daPotêniaombinado ao método iterativo da Potênia e o método LTSN ombinado ao métododa Bisseção, om desvio relativo na ordem de 0, 1% para todos os valores de Nomparados, onforme enontramos no exemplo anterior. Embora neste exemplo osresultados enontrados pelo método LTSN não tenham �ado entre os resultadosobtidos por Batistela e os resultados enontrados pelo ódigo ANINS, omo oorreuno exemplo anterior, ainda assim temos uma ótima preisão nos resultados apre-sentados. Podemos melhorar a ordem do desvio relativo enontrado aumentando ograu de preisão utilizado no método da Potênia, mas isso se tornaria inviável doponto de vista omputaional, uma vez que melhoramos os nossos resultados masaumentamos o tempo omputaional gasto na resolução dos álulos.Quanto aos resultados apresentados obtidos pelo método LTSN ombi-nado ao método iterativo da Potênia, embora já enontramos ótimos resultads para

keff entre N = 50 e N = 100, apresentamos o resultado para N = 200 mostrandonovamente a viabilidade do método para ordens de quadratura N > 100.5.1.3 PROBLEMA MODELO No 3: CÁLCULO DO keff EM UMAPLACA HETEROGÊNEA COM TRÊS REGIÕESConsideramos uma plaa heterogênea, formada por três regiões, sujeitaàs ondições de ontorno do tipo váuo e as seguinte propriedades:- região 1: material 2 e espessura 1, 8cm
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Seção de hoque (cm−1) Material 1 Material 2

σt 1,265 2,06
σs 1,2 2,0405
νσf 0,09 0Tabela 5.8: Parâmetros do problema modelo no 3- região 2: material 1 e espessura 4, 95cm- região 3: material 2 e espessura 2, 4cme as seções de hoque assoiadas apresentamos na tabela (5.8).Apresentamos as aproximações enontradas para keff na tabela (5.9),bem omo os resultados obtidos por Batistela, 1997, e o desvio relativo perentualenontrado entre os resultados. Na tabela (5.10) apresentamos os resultados enon-trados pelo ódigo ANISN usado por Batistela para validação dos resultados por elaapresentados em [Batistela, 1997a℄.
LTSN assoiado ao método daPotênia Bisseção Desvio RelativoN keff (No de iterações) keff (No de iterações) Perentual2 0,983418 (16) 0,983450 (�) 3,2538E-0003%4 0,991441 (17) 0,990950 (40) 4,9548E-0002%6 0,991468 (17) 0,991791 (36) 3,2567E-0002%8 0,991864 (17) 0,991844 (32) 2,0164E-0003%10 0,991905 (17) 0,991897 (28) 8,0653E-0004%12 0,991926 (17) 0,991929 (24) 3,0244E-0004%14 0,991939 (17) 0,991957 (20) 1,8145E-0003%16 0,991947 (17) 0,991961 (16) 1,4113E-0003%18 0,991953 (17)20 0,991957 (17)Tabela 5.9: Estimativa para keff do problema modelo no 3Na tabela (5.11) apresentamos o desvio relativo perentual do método

LTSN ombinado om os métodos da Bisseção e esquema iterativo da Potêniapara o método ANISN.



33
Código ANISNN keff4 0,991308 0,9917316 0,99192Tabela 5.10: Estimativa para keff do problema modelo no 3 pelo ódigo ANISNDesvio relativo Código ANISNXMétodo LTSN ombinado ao método daN Potênia Bisseção4 1,4223E-0002% 3,5301E-0002%8 1,3511E-0002% 1,1495E-0002%16 3,3268E-0003% 4,1333E-0003%Tabela 5.11: Desvio relativo perentual do problema modelo no 3 do ódigo ANISNpara o método LTSN ombinado om os métodos da Bisseção e daPotêniaNovamente na tabela (5.9) os resultados enontrados pelo método LTSNassoiado ao método iterativo da Potênia apresenta ótima onordânia om os re-sultados apresentados por Batistela na ombinação dos métodos LTSN e Bisseção.Neste exemplo novamente enntramos nossos resultados entre os resultados obtidospor Batistela e o usado para validação de seus resultados, para N = 16, on�rmandoa qualidade dos resultados obtidos pelo método LTSN ombinado ao método itera-tivo da Potênia.Embora nos resultados apresentados pela ombinação dos métodos LTSNe iterativo da Potênia não tenha havido redução do número de iterações om o au-mento da quadratura N , é possível ontrolarmos o tempo omputaional gasto e onúmero de iterações de aordo om o ritério de parada utilizado no esquema itera-tivo da Potênia. Nos três problemas modelos apresentados não foram realizados aanálise, omparação, referente ao número de iterações de ada método omparado,uma vez que esse número está diretamente ligado ao grau de preisão usado nosmétodos e não temos essa informação referente ao trabalho apresentado por Batis-tela.



34
5.2 RESULTADOS NUMÉRICOS COM CONDIÇÕES DECONTORNO DO TIPO ALBEDONesta seção apresentaremos os resultados obtidos no álulo do �uxoesalar e do fator de multipliação efetivo em um problema de transporte de nêutronspara uma plaa plana, heterogênea, om simetria azimutal, em um meio isotrópioe om um grupo de energia, utilizando ondições de ontorno do tipo albedo.Consideramos uma plaa omposta om três regiões multipliativas euma região não multipliativa. A plaa é omposta das regiões materiais M1: 0 <

x < 50; M2: 0 < x < 30; M3: 0 < x < 50; e uma região re�etora, não multipliativa,(R): 0 < x < 20. Com ondições de ontorno do tipo re�exiva a esquerda do domínioe váuo a direita do domínio.Vemos na tabela (5.12) os parâmetros nuleares para ada região uti-lizada no problema, onde- σt [cm−1℄ seção de hoque total- σs [cm−1℄ seção de hoque de espalhamento- ν número médio de nêutons emitidos por �ssão- σf [cm−1℄ seção de hoque de �ssão de nêutrons- keff fator de multipliação efetivoRegião1 Região2 Região3 Região4
σt 0,25 0,25 0,12 0,3691
σs 0,05 0,01 0,01 0,3371
νΣf 0,22 0,25 0,08 0L 50 30 50 20Tabela 5.12: Parâmetros nuleares para o álulo dos oe�ientes de albedo.
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Nas tabelas (5.13), (5.14) e (5.15) listamos o �uxo esalar de nêutronspara ada região da plaa heterogênea alulado utilizando o método LTSN , omquadratura S120 de Gauss-Legendre, os valores de keff e o tempo de CPU, respeti-vamente. Comparamos os resultados enontrados om a região R não multipliativaexplíita e om a utilização das ondições de albedo, onde a região R �a implíitaatravés da matriz albedo.FLUXO DE NÊUTRONS [nêutrons/cm2℄Fluxo de nêutrons om a Fluxo de nêutrons omregião R explíita Albedo para a região Rx=0 m 0,281739 0,283031x=25 m 0,224483 0,224483x=50 m 0,074635 0,074900x=65 m 0,017900 0,017902x=80 m 0,254490E-002 0,255037E-002x=105 m 0,170339E-003 0,170730E-003x=130 m 0,183208E-004 0,176546E-004Tabela 5.13: Fluxo esalar de nêutrons sem albedo e om albedo para uma regiãoom quadratura angular de ordem N = 120.Fator de Multipliação Efetiva keffom a região R explíita om Albedo para a região R Desvio relativo perentual1.0950938571 1.0950938569 9,1316E-0008%Tabela 5.14: Fator de multipliação de nêutrons sem albedo e om albedo para umaregião om quadratura angular de ordem N = 120.Tempo de CPU em segundosom a região R explíita om Albedo para a região R543,1875 s 318,9063 sTabela 5.15: Tempo de CPU gasto om a região R explíita e om albedo para umaregião om quadratura angular de ordem N = 120.Embora os resultados apresentados na tabela (5.13) para o �uxo es-alar de nêutrons apresentem apenas onordânia de dois algarismos signi�ativosomparados aos resultados enontrados sem a utilização deste tipo de ondição deontorno; ainda assim o método é e�az para o álulo do fator de multipliação efe-tiva, uma vez que onforme resultados apresentados na tabela (5.14) enontramos



36
onordânia de oito algarismos signi�ativos no álulo do fator de multipliaçãoefetivo. Apresentamos na tabela (5.16) os resultados obtidos, para o mesmo pro-blema apresentado no iníio da seção, para o per�l do �uxo esalar om quadraturaangular de ordem N = 130 e na tabela (5.17) os respetivos valores enontradospara keff FLUXO DE NÊUTRONS [nêutrons/cm2℄Fluxo de nêutrons om a Fluxo de nêutrons omregião R explíita Albedo para a região Rx=0 m 0,281739 0,283031x=25 m 0,224483 0,224483x=50 m 0,074635 0,074900x=65 m 0,017900 0,017902x=80 m 0,025449E-001 0,025503E-002x=105 m 0,017033E-002 0,017073E-003x=130 m 0,018320E-003 0,017650E-004Tabela 5.16: Fluxo esalar de nêutrons sem albedo e om albedo para uma regiãoom quadratura angular de ordem N = 130.Fator de Multipliação Efetiva keffom a região R explíita om Albedo para a região R Desvio relativo perentual1.0950938567 1.0950938570 9,1316E-0008%Tabela 5.17: Fator de multipliação de nêutrons sem albedo e om albedo para umaregião om quadratura angular de ordem N = 130.Comparando os resultados obtidos nas tabelas (5.13), (5.14), (5.16) e(5.17) onluímos também que a ordem N = 120 nos fornee uma boa aproximaçãodo valor de keff , uma vez que enontramos onordânia em oito algarismos signi-�ativos e o mesmo desvio relativo perentual. Analisando ainda a onvergênia dométodo utilizando ondições de ontorno do tipo albedo, veri�amos que fora dasinterfaes da região enontramos onordânia em um número maior de algarismossigni�ativos, entretanto o ganho de tempo omputaional om o uso deste tipode ondições de ontorno é superior às informações perdidas do problema e tendo
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em vista que as diferenças enontradas podem ter oorrido devido à preisão doompilador utilizado. Assim, onluímos que o método é e�az e melhorias podemser feitas no algoritmo utilizado, porém, deixamos estas melhorias para trabalhosfuturos.
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6 CONCLUSÕESAnalisando os bons resultados obtidos, onde onseguimos elevar a or-dem de quadratura Gauss-Legendre no método LTSN ombinado ao método daPotênia superando assim os resultados obtidos om o método LTSN ombinadoao método da Bisseção. Reduzimos o tempo omputaional gasto para soluionarproblemas em geometria planar om simetria azimutal em meios isotrópios om autilização das ondições de ontorno do tipo albedo, sem perda signi�ativa de in-formações nos resultados enontrados. Desta forma, a�rmamos que o objetivo desdetrabalho foi atingido uma vez que ompletamos o estudo de apliação do método
LTSN para a determinação do fator de multipliação efetivo, agora ombinado omo método da Potênia, e mostramos a viabilidade da utilização das ondições deontorno do tipo albedo.Cumpre notar que a metodologia anterior, que ombinava o método
LTSN om o da bisseção modi�ado, não mostrou-se e�iente, sob ponto de vistaomputaional, para problemas que demandem a aproximação SN om N > 100.Entretanto, para os asos aqui mostrados esta limitação foi superada.Cabe ressaltar que tendo em vista que foi provada a onvergênia dométodo LTSN pela teoria de semi-grupos fortemente ontínuos [Vilhena, 1999℄, elembrando que o álulo do �uxo de nêutrons Ψ no método da Potênia, obtido nohamado álulo interno do método, é feito pelo método LTSN , podemos a�rmarque a onvergênia da solução do problema SN orrespondente ao álulo interno égarantida. Portanto a análise referente ao estudo de onvergênia na determinaçãodo fator de multipliação efetivo �a restrita à iteração referente ao re�namento do
keff , onheida omo iteração externa.Finalmente devemos observar que os resultados enontrados para Keffutilizando ondição de ontorno tipo albedo apresentaram uma exelente onordân-
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ia om os resultados do problema original. Entretanto, apesar de não ter sido no-tado signi�ativa diminuição do esforço omputaional do problema om ondiçãode ontorno tipo albedo onsiderado, areditamos que esta redução deverá ser ob-servada na solução de problemas de transporte multidimensionais.Fae ao exposto, onluímos que a metodologia proposta é uma teoriapromissora para o estudo da ritialidade em geometria artesiana unidimensional,motivo pelo qual, omo trabalho futuro sugerimos a generalização desta formulaçãopara o álulo da onstante de multipliação efetiva e ondições de ontorno dotipo albedo para problemas multidimensionais onsiderando modelo de multigrupo.Salientamos ainda a possibilidade de aeleração do método da potênia usando aténia de Chebyshe� de dois parâmetros e a ténia de Wielandt.
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