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RESUMO

Consideramos o problema de Stokes em regioes com cilindros semi-
infinitos conectados por um dominio limitado qualquer. Além das condicOes iniciais
e de contorno, é imposto uma condi¢ao sobre o comportamento da pressao quando
|r| — +o00. Apresentamos um problema proposto por D. Koch envolvendo tais
situagoes e formulamos o problema em regides mais gerais. Técnicas usadas na
resolucao do conhecido problema de Leray permitem a demonstragao da existéncia

de solucoes para o problema variacional.
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ABSTRACT

We consider the Stokes’ problem in regions with cylindrical outlets to
infinity connected by an arbitrary bounded domain. We impose an additional con-
dition about the pressure behavior as |r| — 400, in addition to the usual initial
and boundary conditions over the velocity field. We present a problem proposed by
D. Koch concerning such regions and conditions, and we formulate it in terms of
more general ones. The techniques used in the well-known Leray’s problem allow

the demonstration of the existence of solutions to the variational problem.



1 INTRODUCAO

As equacoes de Navier-Stokes para o estudo de fluidos desempenham um
papel central em muitos problemas da fisica-matematica, além de estarem envolvidas
em um dos sete problemas do milénio do Instituto Clay. A analise mateméatica
rigorosa dessas equagoes teve inicio com o matematico J. Leray, e desde entao,
muitas questoes como a formulacao adequada dos problemas, existéncia, unicidade

e comportamento assintético tém sido estudadas.

A teoria de existéncia desenvolvida trata principalmente de fluidos nao
viscosos em dominios com fronteira compacta, isto é, em dominios limitados ou com
complementar limitado (dominio exterior). E mesmo que os resultados independam
da forma da fronteira, muitos problemas de interesse pratico e cientifico relacionados
a fluidos viscosos e incompressiveis em regioes com fronteira nao-compacta ainda

permanecem abertos.

’

E claro que regioes deste tipo, contendo um volume infinito de fluido,
nao existem na natureza. Mas para dar uma motivagao um pouco mais palpavel do
que o interesse tedrico, esse tipo de abordagem é usada por engenheiros para resolver
uma série de problemas praticos, como por exemplo simulagoes computacionais de
escoamentos em dutos longos. Primeiramente, o duto é substituido por um cilindro
(semi) infinito e, baseado na experiéncia préatica de tais problemas, é imposta uma
condi¢ao ao infinito. Depois disso, o cilindro é novamente reduzido a uma regiao
finita para que se possa fazer a simulacao numérica. Nesses casos, a imposicao da

condicao ao infinito é uma questao decisiva para uma simulacao confiavel.

Por isso, a existéncia, unicidade e propriedades assintoticas das solugoes
para o problema de Stokes e Navier-Stokes em dominios com fronteira nao-compacta
tem sido estudadas por muitos autores. Durante os ultimos 30 anos, uma quanti-

dade significativa de resultados nessa direcao foram obtidos e uma atencao especial



foi dada a problemas envolvendo dominios com cilindros semi-infinitos e/ou cones

conectados por uma regiao limitada (domains with cylindrical outlets to infinity).

Na década de 70, J. G. Heywood se dedicou a formulacao correta do
problema de Navier-Stokes em dominios de fronteira nao-compacta. Ele demonstrou
em [15] que o movimento de um fluido viscoso nesse tipo de regiao nao é unicamente
determinado pela aplicacao de forcas externas e condigoes iniciais e de contorno.
Era necessario que certas quantidades fisicas fossem impostas, como por exemplo
o fluxo do campo de velocidades numa (e portanto em toda) se¢do transversal do

dominio ou os valores limites da pressao no infinito.

1.1 O problema de Leray

O problema da imposicao do fluxo do campo de velocidades é um dos
mais estudados nessa linha de fronteira nao-compacta e parece ter sido originalmente

proposto por J. Leray a O. Ladyzhenskaya.
Problema 1 (Leray). Seja Q2 dominio de R™ com fronteira C* e tal que
Q == QO U Ql U QQ

onde g € um subconjunto limitado de R™ e 21,8 sao dominios disjuntos que, em

diferentes sistemas de coordenadas, podem ser exrpressos por
O ={(2",z,) eR": 2" €%y, z, <0}

Qo ={(2',2,) eR": 2" €3y, x, >0}

onde ¥1,Y5 C R ! sao dominios limitados com fronteira também suave.



Dado ® € R, encontre (u,p) resolvendo

—vAu+uVu+Vp = 0, Q

divu = 0, Q

u = 0, 00
/ u-ndS = O, para toda se¢ao tranversal ¥
b
u — U com |x| — o0

o0 )

—VA’U,io = Ci, > CRnil

com C; = C;(®) € constante dependendo do fluzo, i = 1,2.

Esse problema é conhecido como Problema de Leray. Nos ultimos 10
anos ele tem sido abordado por nomes como K. Pileckas, S. A. Nazarov, H. B. Veiga,
M. Santos e G. Dias, e resultados de existéncia e unicidade (local) de solugoes ja
estao estabelecidos tanto para os casos linear e nao-linear das equagoes de Stokes,
em casos de dependéncia periddica no tempo, com fluxo & = ®(¢) dependente do
tempo, fluidos nao-newtonianos, além de que diferentes formulagoes ja existem em
espacos de Holder, Sobolev com pesos e Besov. A técnica que vamos usar no capitulo

3 é uma adaptacdo das usadas em artigos dos autores citados acima, como em [3],

[19] e [31].

A regularidade da fronteira é um assunto delicado até mesmo para
unicidade da solucao devido a uma simples escolha do espaco de func¢oes usado. A

formulagao fraca pode ser desenvolvida nos seguintes subespagos de H} (Q)™:

YV = {peCr(Q)" : dive =0}
V = fecho de V na norma H;(2)".
V = {ue H;(Q)" : divu=0}



O fato aqui é que pode-se mostrar que os espacos V' e V coincidem para um dominio
limitado com fronteira Lipschitz, mas nao ha garantia disso em dominios mais gerais.
Temos que V' C V mas nio se sabe se vale a igualdade em dominios limitados sem a
hipétese de ser Lipschitz. No caso de dominios ilimitados, J. G. Heywood apresenta
um exemplo em [15] onde V é diferente de V e ainda, dimV/V = 1. Mais tarde,
Ladyzhenskaya e Solonnikov deram exemplos de outros dominios ilimitados em que

dim V' /V = k, sendo k um inteiro arbitrério(veja [22])

1.2 O problema de Koch e a camada limite

Nesta secao vamos tratar do problema da imposicao dos valores limites
da pressdo ao infinito e comentar a referéncia [21], principal motivacao para este

trabalho.
Em [21], Koch analisa o seguinte problema:

Problema 2. Dado Q C R? dominio ilimitado com fronteira auto-similar, considere
uma onda sonora de frequéncia w viajando através do fluido limitado por essa regido.
O espalhamento da onda e a absor¢ao da energia sonora causados pela irreqularidade
da fronteira provocarao uma atenuacao da onda sonora. Assim, quando w € muito
alto, a atenuacao € causada principalmente pela dissipacao de energia em uma reqido
na vizinhanga de 0S) de larqura 6 = /v /pw, onde v € a viscosidade do fluido e p
a densidade. Como o volume dessa regiao diminui com o aumento de w, pode-se
perguntar qual serd o comportamento da atenuagao da onda sonora quando w — 0o
E possivel que esse comportamento nos dé informacao sobre a irregularidade/auto-

similaridade de 0§2¢
Ou seja, temos aqui um certo tipo de problema inverso onde queremos
extrair informagoes sobre o dominio analisando caracteristicas da solugao.

Mais especificamente, Koch trata o problema no seguinte dominio: con-

sidere um cilindro infinito em R? e acrescente um nimero finito de cilindros finitos,



todos com as mesmas dimensoes e equidistantes um do outro, a sua parede como
mostrado na figura abaixo. Agora, acrescente novos cilindros finitos (idénticos entre
si e de dimensdes menores que os primeiros) as paredes dos cilindros anteriores, de
modo que estes continuem indistinguiveis entre si e tomando cuidado para que nao
se tenha interseccoes. Continue esse processo infinitamente de modo que se man-
tenham as relacoes de tamanho entre uma etapa e outra para que a estrutura final

seja auto-semelhante.

|
e
|

Considere um fluido de viscosidade v e densidade p limitado por esse
dominio e, considere uma onda sonora de frequéncia w e amplitude 5 se propagando
na direcao y, como mostrado na figura. Essa onda cria um gradiente de pressao
no canal, longe da regiao irregular, da forma Vp = (0,8 cos(wt)). Assim, uma

adimensionalizacao das equacoes do movimento do fluido resultam em

ou 6]
ot + bpw?

u-Vu = —Vp+;Au
prwb?

divu = 0

odne b é a largura do canal principal. Podemos escolher um valor de § suficien-
temente pequeno de tal forma que o termo nao-linear possa ser negligenciado na

analise.

O que interessa para o problema acima é o comportamento acustico do
canal no limite prwb? — oco. Para essas frequéncias muito altas, a atenuacao da

onda sonora viajando através do canal é causada principalmente pela dissipacao de



energia na camada limite de largura 6 = y/v/pw préoxima a 9€2. Quando a frequéncia
aumenta, a camada limite se torna mais fina e passa a “enxergar” as irregularidades
menores na fronteira, isto é, passa a “enxergar” os cilindros menores da fronteira,

conforme a figura da esquerda abaixo.

A atenuacao de uma onda sonora na presenca de uma superficie suave
¢ proporcional a uma integral sobre a superficie da camada limite. Mas no caso da
regiao mostrada acima, a area da superficie da camada limite cresce de uma maneira
auto-similar quando w cresce. Assim, poderiamos esperar que a atenuagao também
apresentasse algum comportamento auto-similar com w (veja [17]). O problema da
analise da camada limite em regioes desse tipo é que 02 nao pode ser considerada
localmente plana. O que é feito no artigo de Koch, grosso modo, é o seguinte:
considera-se cada passo na construcao da regiao () e faz-se a andlise da camada
limite para cada um dos cilindros finitos, considerados agora como sendo semi-

infinitos, como mostra a figura da direita acima.

E assim, é analisado o comportamento da atenuagao no limite dessas

etapas.

A validade desse procedimento usando teoria da camada limite de Prandtl

estd condicionada a regularidade de 02 (como pode ser visto em [13]), [16] e [33],



assim, qualquer generalizacao do processo acima para regioes de fronteira irregular

exigiria uma andlise bem mais delicada.

Problemas inversos desse tipo também foram analisados nos artigos [4],
[18] e [23] e serdo brevemente discutidos na se¢ao 1.4, especialmente o artigo de A.

M. Caetano [6] que estd relacionado com o problema de Koch.

1.3 A decomposicao de L?(Q)"

Nesta se¢ao, vamos investigar a validade da seguinte decomposigao
L*(Q)" = Hq ® Gg
onde Hg ¢ o fecho de V em L*(Q)" e Go ={Vp:pe H'(Q)}.

Esse resultado, e sua versao mais fraca apresentada abaixo (teorema
1.3.1), desempenha um papel essencial na interpretacao da formulagao fraca do
problema envolvendo as equacgoes de Stokes para fluidos incompressiveis pois, ao
invés de procurarmos pelo par (u,p) resolvendo as equagoes, s6 precisamos achar
u e a existéncia da pressao é apenas uma consequéncia dessa decomposicao, como

veremos na secao 2.3.

Vamos comegar apresentando um resultado devido a De Rham [§8]. Seja
2 C R™ aberto e p uma distribui¢ao sobre €, isto é, p € D'(2). Como definido
anteriormente, seja V = {¢ € C°(Q)" : div ¢ = 0}. Logo, para qualquer v =
(v1,...,0,) EV,

n

(Tp,0) = Yo ) = = 3 515) = ~(pudiv o) =0

i=1
Isto é,

f=Vp,ondepeD(Q)= (f,v)=0, YveV

A inversa dessa propriedade também é verdadeira e a demonstracao

pode ser vista em [§].



Teorema 1.3.1. Seja Q@ C R" aberto e f = (f1,..., fn) com f; € D(Q), i =
1,...,n. Entao,

dp e D'(Q) tal que f = Vp

se e somente se

(f,u)=0, YweV

Para todo o resto desta secao, consideraremos €2 C R™ como sendo um

dominio limitado arbitrario.

A seguir, introduzimos uma medida de capacidade sobre a fronteira de

Q.

Definicao 1.3.1. Seja Q@ C R™ dominio e Q. = {x € Q : dist(z,00) < €}, para
cada € > 0. Definimos entao

lu|?dx

Fo(e) == sup 2

Jo
we (@) 1l
u %0

I'q(0) := lim Ig(e
2(0):= lim Lo(e)

Note que I'o(0) estd bem definido pois I'g(e) é sempre limitado (acima
por 1 e abaixo por 0) e crescente com ¢ (esse fato serd usado na demonstra¢ao do
Teorema 1.3.2). Pode-se provar que I'g(0) = 0 sempre que temos, por exemplo, OS2
de classe C' (veja [29]) Em [2], C. J. Amick apresenta exemplos de dominios em que

se tem ['g(0) = 1.

Essa medida de capacidade também serve para caracterizar os dominios
limitados em que a inclusdo iq : H'(Q) < L?(Q) ¢ compacta. Em [2], prova-se que

iq ¢ compacta se e somente se I'g(0) = 0.

Outras defini¢oes de capacidade podem ser encontradas em [10] e [27].



Definicao 1.3.2. Um dominio 2 C R"™ suporta a desiqualdade de Poincaré se existe

C = C(Q) constante tal que

/|u|2d:ﬂ<0 <'/udx
Q Q

Os seguintes lemas serao usados no decorrer da secao e suas demon-

2
+/|Vu|2> ., Yue HY(Q)
Q

stragoes podem ser encontradas em [20] e [29], respectivamente.

Lema 1.3.1. Seja Q C R™ dominio limitado. Se U é conjunto aberto com U C €,

entdo existe um dominio V tal que U CV CV CQ e 0V ¢é analitica.

Lema 1.3.2. Seja Q CR"™ dominio limitado com OS2 de classe C. Entao §2 suporta

a desiqualdade de Poincaré.

O teorema a seguir é o primeiro resultado importante desta secao, por
isso apresentamos uma demonstracao completa dele. Esse resultado foi publicado

em [2].

Teorema 1.3.2 (C. J. Amick). Seja Q C R™ dominio limitado. Entao Q2 suporta a

desigualdade de Poincaré se e somente se I'g(0) < 1.

Demonstra¢ao. (=) Por contradi¢ao, assuma que I'g(0) = 1 e que {2 suporta a
desigualdade de Poincaré. Logo, existe uma sequéncia {e, },en com €, — 0 quando

n — oo e uma sequéncia {uy, }en de fungoes em H' () tais que, escrevendo €2, para

Q€n )

1 2 1 1
Fo(en) < /Qn |, | da + - < ||“n||H1(Q) + ~= 14+ e

. 2 _ _
7}1_{20 o lup|"dz =1 e |upllgrq =1, VneN.

Como consequéncia,

U= bl = [ et [ e [ [l de e
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e, portanto,

/ |, |2 da:—l—/\Vun]Q dle—/ lu,|* dr — 0, com n — 400
O\ Q

n

Logo

/ lu,|* dr — 0,
0\,

|Vu,|? de — 0
Q

,  commn — oo .

Para cada n, seja A, € R tal que v, = u,, — A, satisfaz fQ v, dz = 0. Como, por

hipétese, 2 suporta a desigualdade de Poincaré, existe constante C' = C(Q) tal que

2
/ v, |2 dv < C (’/ vy, dx +/ |V, d:v) = C/ |Vu,|? do — 0
0 0 0 0

com n — +o00. Portanto,

/|un—An|2d:1:—>O, com n — 00
0

Agora, seja U C U C Q aberto, entéo

1/2
AU]2 = ( / Adf? dx) < Ntw = Allgag + g2

Para n suficientemente grande, temos U C Q\€2,,. Portanto
AU < Jlup — Anll 2@ + llunll @00, — 0

com n — +oo. Assim A, — 0 e temos

s o . 2 . 2 _
0= hm/ﬂ|un—z4n| dx—gl_{go/QWH dx—JEEOHUnHHl(Q)_L

n—oo

o que é um absurdo.

(<) Suponha agora que I'g(0) < 1. Seja e, > 0 fixos tais que I'g(e) <

a<le

Q
4

2 _
e 10l < IO\

l—«
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(Sempre podemos escolher ¢ e « satisfazendo essas desigualdades). Seja U dominio
tal que Q\Q. C U C U C Q com 9U de classe C, que existe pelo lema 1.3.1. Para
todo u € H' (), temos

/\u!Q dx:/ |u)? dx+/]u|2 dxg/ |ul? dx—l—/\u]Q dx .
Q U U Q. U

Como I'g(e) < a,

b/mﬁmgnﬁmwgﬁga/mﬁm+a/mmﬁm.
[ Q Q

/|u\2 d:vga/ |u)? d:ﬁ—l—a/ |Vul? d33+/ lu|? da
0 0 Q U
/ lu|? do < ( / |Vul? dx—i—/ |ul|? dx) , Yue HY(Q).

Assim, para mostrar que vale a desigualdade de Poincaré, basta que exista uma

Portanto,

constante, dependendo somente de U, tal que

2
/]u\de<C<’/udx
U Q

Supondo que isso seja falso, entdo para cada n, existe uma fungao u, € H*(f) tal

+/|Vun|2> ,
Q

+/\Vu\2> , Yu e HY(Q) .
Q

que, spg, [[unl| 2y = 1 e

2

1:/|un|2dx>n ’/undx
U Q
/undx—>0

— .
/ﬂ|vu A , com n — o0
n
Q

Como OU ¢ de classe C, por Rellich-Kondrachov a inclusao H'(U) — L*(U) é

isto é,

compacta e assim, escolhendo uma subsequéncia se necessario, podemos supor que

existe u € L*(U) tal que u, — u em L*(U). Mas, se j € {1,...,n}, temos

_ _ 9¢
[ = i [ B

r=0, YopeC;U),

= lim

axj
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onde a ultima igualdade segue de

aun

ou,,
8

1/2
<6020 < 16l (/ ot dm) N
L2(U) Q

com n — 4+o00. Portanto, Vu = 0, e assim existe £ € R tal que u = E em U. Mas

como ||uy|| 2y = 1 para todo n, temos

/|E'|2 alm:/|u|2 dex = lim/|un|2 de =1

Assim, E = £|U|7Y/2. Pelo fato que Q\Q. C U, temos

0 = lim un—hm(/ Uy, + / )

= lim Uy, + / u = lim u, + E|Q\Q|
Q. 0\Q .

n—oo n—oo Q

e como consequencia,

n—oo

lim u, = —E|Q\ Q]| .

Como Tg(e) < a e u, € H(Q) para todo n, temos

[rwp<a( [ ke [ ks [19n?)
Q. Q. 2\0. Q

o que implica em
|un|2 < a (/ |Un|2+/ |Vun]2) .
Q. -« O\ Q

Portanto
limsup/ lun > < (hm sup | |* + 0)
n—00 Q. n—oo Q\Qe
— o / ‘E‘2 — a |Q\Q€|
Q@

/N

1l -«

ja que Q\Q. C U. Pela desigualdade de Schwarz,

I

2

< 9| |un|2

Qe
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e aplicando lim sup dos dois lados, obtemos

O\ Q|2 - ?
[ A e
|U| n—oo Q. n—oo Qe
< 0.
1 -«
Assim, da nossa escolha de ¢, temos
Q O\Q2 _ 4102 4
ol . TP 40P 4
4 1— |U]| 9 |U] 9

de onde obtemos uma contradi¢do, logo deve existir uma constante C' = C(U) tal

que a desigualdade no inicio vale, e assim, €2 suporta a desigualdade de Poincaré.

]

Apresentamos agora a no¢ao de dominios Nikodym, que serd a conexao

entre os dois teoremas principais.

Definicao 1.3.3. Seja Q C R™ dominio, U C U C Q um aberto e

Vo (Q) = {u € H,o(Q) : Vu € L*(Q)"}

el o (/ u + [ |Vu|2)

Dizemos que Q € Nikodym se Vy'(Q) = H'(Q) como conjuntos.

com norma

Observacao 1. .

1. V,}(Q) € espago de Banach com a norma definida acima.

2. Se Q € Nikodym, entio as normas de V;}(Q) e H(Q) sdo equivalentes
pois a inclusio HY(Q) — V3 (Q) € continua e bijetiva e o resultado

seque do teorema da aplicagao aberta.

3. Condigoes de capacidade sobre a fronteira 02 necessdrias e/ou sufi-

cientes para que um dominio seja Nikodym podem ser encontradas em

[27]. Por exemplo,
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Lema 1.3.3. Seja 2 C R™ dominio limitado. Entao ) é Nikodym se e somente se

suporta a desigualdade de Poincaré.

Finalmente, apresentamos o principal resultado desta secao e seu corolario,

que serao usados na secao 2.3. Esses resultados fazem parte de [1] e [2].

Teorema 1.3.3 (C. J. Amick). Seja Q C R"™ dominio limitado. Defina
V={¢ € C°(Q)":dive =0}

Hq = fecho de V em L*(Q)"
Go={Vp:pe H(Q)}

Entao, temos que L*()" = Hq ® Gq se e somente se 2 suporta a desigualdade de

Poincaré.

Demonstragao. (<) Se Q suporta a desigualdade de Poincaré, entao o lema anterior

assegura que V,1(Q) = H(Q).

Seja X = L*(Q)" © Hg = Ha o complemento ortogonal de Hg em
L2(Q2)™. Vamos mostrar que X = Ggq. A inclusdo O é ébvia. Portanto, seja u € X.
Por definicao,
(u, V)2 = /Qu-vdx =0, YweV

O teorema 1.3.1 implica que existe p € D'(Q) tal que Vp = u € L*(Q)". Portanto,
temos que mostrar p € L?(2). Como, pelo lema anterior, temos V;' () = H' (),
basta provar que p € L2 (£2). Para isso, seja xg € Qe > 0 tal que B = B(xg,70) C

B C Qe seja g = dist(B,09). Seja ¢ € C°(R") satisfazendo supp v C B(0,1),
Y >0,9(0)=1e [;,¥ = 1. Entdo podemos definir

ey () Zginw (x—y) , Vee(0,e0) eyeB.

£

e também

p-(y) = (p,¢ey) +C., YyeB
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onde C. é constante tal que

/B P(y)dy =0

Segue-se que para todo € € (0,¢9), temos p. € C®(B) e para todo j = 1,...,n,

Ip- < e y> < dp >
= 9 : - a ) Ve, ) S B .

Usando o fato que Vp € L*(Q)", a igualdade acima implica que

op: 1 dp (x - y)
=— [ —(x dx | €EB
W) == i 9yj( Y y

temos

Jy; €
e
Op. dp 2 )
— —— em L*(B) quando e — 07, Vje{l,---.,n}.
o, oy, e

pelo teorema A.3.2.

Como B = B(xg, 1) tem fronteira suave, B suporta a desigualdade de
Poincaré, e como p. é suave, temos

2
/Ipa|2dx<0</pa dx +/ IVpal2> :c/ Ve |*
B B B B

devido a nossa escolha para C.. Como Vp. converge (para Vp) em L%*(B), segue da

desigualdade acima que existe p € L*(B) tal que p. — p em L*(B) com ¢ — 0 e
Vp = Vp. Portanto, p = p+ contante em B, e como B é limitado temos p € L*(B).
Como zy é arbitrério, segue-se que p € L2 () com Vp € L*(Q)", isto é, p € V().

loc

(=) Inversamente, suponha que a decomposigao seja vélida. O Lema
1.3.3 assegura é que suficiente mostrar a inclusao V,}(Q) € H*(Q). Se p € V,1(Q),
entao Vp € L*(Q)". Sev €V,

/Vp-vdx——/pdivvdx—O
Q Q

Assim, VpL Hg. Logo, por hipdtese, Vp € Gq, isto é, existe p € H*(Q2) tal que
Vp = Vp em L?(Q)". Portanto p = p+ constante em 2, e sendo ) limitado temos
que p € HY(Q).
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Portanto, juntando os Teoremas 1.3.2 e 1.3.3, temos:

Corolario 1.3.1. Seja Q C R™ dominio limitado. Entao L*(Q)" admite a decom-
POSICA0

L*(Q)" = Ho & Gq

se e somente se I'g(0) < 1.

1.4 A questao espectral

Nesta secao vamos fazer alguns comentarios sobre um dos problemas
inversos que estao relacionados ao problema de Koch, mais especificamente sobre
a relacao que os autovalores do operador de Stokes tem com a irregularidade da

fronteira 0f.

Considere o problema de Stokes estacionario em um dominio limitado

Q CR™
—vAu+Vp = f, Q (1.1)
divu = 0, Q (1.2)
u = 0, 00. (1.3)

O operador de Stokes aparece quando consideramos a formulagao varia-
cional do problema acima. Multiplicando a equagao (1.1) por v € V e integrando

por partes, temos

V/Vu:Vvdx:/f~vd:c
Q Q

Se definirmos a forma bilinear
- 81@ 8%
a(u,v) = Z /Q Oz, O, dx
=1

em V x V', vemos que ela é limitada e coercivaem V' C H}(Q)". Assim, pelo teorema

de Lax-Milgram ([7] ou [9]), para todo f € L?(Q)", existe um tinico u; € V tal que

a(up,v) = (f,v), YweV
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Além disso, a aplicagao S : f + uy é linear e limitada de L*(Q)" em Hj(Q2)". Como
Q ¢ limitado, a injegao H(Q)" < L*(Q)™ é compacta e assim, o operador inverso
S~1 ¢ compacto. O teorema espectral ([7], [32]) garante que o espectro de S~! (e
portanto do operador de Stokes S) é composto apenas por um conjunto discreto de

autovalores positivos. Assim,
o(S) ={A\}nen ={A >0 : Ju eV tal que Su= Iu}

e além disso, a sequéncia {\, },en satisfaz A\, — +o0o0 com n — 4o00. Outro fato
importante é que o conjunto de autofungoes {u, € V. : Su, = A\u,} forma uma
base ortonormal para o espago H = fecho de V em L*(Q)" (este fato serd usado no

capitulo 2).

Consideraremos que os autovalores na sequéncia {\,},eny aparecem
repetidas vezes de acordo com sua multiplicidade. Sendo assim, definimos a func¢ao

de contagem

N =#{neN : \, <A}

Em [6], A. M. Caetano estuda o comportamento assintético de N(\)

quando A — 400 e sua relacao com propriedades do dominio 2.

Este mesmo problema foi investigado para o caso do operador de Laplace
por uma série de autores como H. Weyl, M. V. Berry e G. Métivier (veja [28] e re-
feréncias 14 citadas). No artigo [18], M. Kac levanta a questao sobre a possibilidade
de sabermos exatamente a forma do dominio €2 simplesmente conhecendo os autoval-
ores do Laplaciano. Mas em [35], H. Urakawa apresenta dois dominios isoespectrais
que nao eram isométricos. Consequentemente, o problema de Kac nao tem uma
resposta afirmativa em geral. Entretanto, muitas informacoes podem ser obtidas a
partir do espectro, como por exemplo o volume de €2, a curvatura de 02 (no caso de
dominios suaves, claro), e até uma medida da irregularidade da fronteira, como ver-
emos a seguir. M. Lapidus foi quem mais exaustivamente extraiu resultados fortes
a respeito do comportamento de N(A), incluindo até uma nova versao da Hipdtese

de Riemann relacionada com o caso € C R (veja, por exemplo, [14]).
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A seguir, apresentamos o resultado principal do artigo [6] onde o autor
estabelece a relagao entre o comportamento assintotico dos autovalores do operador
de Stokes com uma medida de fractalidade da fronteira 0€2. Este mesmo resultado

foi primeiramente estabelecido para o caso do operador de Laplace ([23]).

Teorema 1.4.1. Seja 2 C R™ aberto limitado tal que OS2 tem dimensao interior de

Minkowski D € (n — 1,n], isto é

Qeln
D:zinf{d}O ; limsup| | <—|—oo} € (n—1,n]

e—0t gn—d

onde |Al, € a medida n-dimensional de Lebesque do conjunto A. Assuma que

lim su [l
P——p < 400
e—0t €
Entao
Ql,
N(A) = (|2 |)n(n — 1)|B(0, D) [, A2 4+ ONP2)  quando X — +o0
T

Esse teorema nos diz que, se conhecermos a distribuicao dos autovalores
do operador S, entao temos informacoes sobre a dimensao de Minkowski da fronteira
0f). O valor D definido no teorema nos indica o quao irregular é 992. Se U C R" é
um aberto limitado qualquer, pode-se ver que D € [n — 1,n] (veja [23], pdg. 486) e,
se QU é suave entao D = n — 1. Assim, quanto maior o valor de D, mais irregular é
a fronteira. O valor D é assim uma medida da irregularidade ou fractalidade de OU.
Mais detalhes sobre dimensao fractal pode ser encontrada em [11] e especialmente

em [28], que trata com o caso acima para operadores elipticos.

Este é o tipo de resultado que gostariamos de obter para o problema
de Koch. Note, porém, que este resultado de Caetano nao nos diz nada a respeito

das autofuncoes.

Uma questao que dificulta a avaliacao do espectro do operador de Stokes
em dominios como o tratado por Koch é que estes sao ilimitados, e consequentemente
o espectro possui uma parte continua nao vazia. Uma andlise parcial do espectro do

operador de Laplace em dominios com cilindros semi-infinitos é feita em [24] com
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o uso da Scattering Theory, principalmente de um resultado de relacao espectral
desenvolvido em [25] e [26], mas um andlogo para o caso de Stokes, se é que é
possivel, requer muito mais do que uma simples adaptacao de argumentos, como a

que é feito na demonstracao do Teorema 1.4.1.
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2 METODQ DE GALERKIN PARA AS
EQUACOES DE STOKES

Neste capitulo, vamos introduzir a formulagao variacional do problema
de Stokes e vamos demonstrar um resultado de existéncia de solugoes fracas. Na
ultima secao, damos uma justificativa de como a solucao encontrada é solucao para

o problema original e fazemos uma analise sobre a regularidade da pressao.

Em todo este capitulo, 2 C R™ é qualquer dominio que seja limitado

em pelo menos uma direcao, e portanto, consideraremos os espagos

V = {$: Q=R CP(Q)" | div ¢ =0}
V = fecho de V na norma H'(Q)"

H = fecho de V na norma L*(Q)"

o\ 1/2 n 1/2
2
) e |lully = (Z [ | ) :
i=1

((,.)emVel(,.)em H

CcOIl as normas

lully = (i

,j=1

8uz~
3xj

e os produtos internos associados

2.1 Motivacao

Nesta secao, vamos dar uma motivacao para a formulacao do problema

fraco envolvido com as equagoes de Stokes:

%—yAu—l—Vp:f, Q % (0,7) (2.1)
divu=0, Qx(0,7) (2.2)

w=0, 00 x [0,T] (2.3)

w=uy, Qx{t=0} (2.4)
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onde f e ug sao funcoes dadas.

Suponha que u € C%(Q2 x [0,T])", p € C*HQ x [0,T])" sdo solucoes
fortes das equagoes acima e 0f) é suficientemente regular (Lipschitz, por exemplo).
Se multiplicarmos a equacao 2.1 por qualquer elemento v € V e integrarmos por

partes, temos

8u( vd:z:—l//Vu Vvdx—/p(.,t) divvd:c:/f(.,t)-vdx

ou, reescrevendo e notando que as integrais acima sao todas continuas com relagao

a convergéncia em V', vale que

(%wv) FU(Vu(, 1), Vo) = (f(.1),0) . VoeV . (25)

Vamos analisar termo a termo no que segue. Primeiro, observe que

(%(.,t),v) = Ll 1))

Para o segundo termo, note que ele é o produto interno de V, isto é,
(Vu, Vo) = ((u,v))

e além disso, para cada u € V', o funcional v — ((u,v)) é linear e, pela desigualdade

de Schwarz, continuo sobre V. Logo, existe um elemento Au € V' tal que
(Au,v) = ((w,v)), Yo eV

A aplicacdo A : V — V' acima é linear e, também pela desigualdade de Schwarz,

continua.

Agora, se f € L*([0,T]; H), note que o tltimo termo de (2.5) define um

funcional em V para cada t € [0, 7] por

(f(.,t),v) =(f(,t),v), YveV (2.6)

que ¢ linear e limitado, e portanto podemos considerar f € L*([0,T]; V). Analoga-

mente, podemos escrever (u(.,t),v) = (u(.,t),v).
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Portanto, (2.5) é equivalente a equagao

d

E(u(.,t),v) = (—vAu(.,t)+ f(,t),v), YvoeV (2.7)

Assim, temos a seguinte formulacao fraca do problema de Stokes:

Para f € L*([0,T);V') e ug € H fungoes dadas, procuramos uma
solugao u € L*([0,T]; V) para (2.7) satisfazendo u(0) = uy.

Nesse momento ¢ necessario uma observagao sobre a condi¢ao u(0) =
ug. Como a solugao procurada pertence a L*([0,7]; V), nao faz muito sentido, em
geral, exigir que ela atinja um certo valor em zero, que ¢ um conjunto de medida

nula. Portanto, vamos a algumas observacgoes:

1. Note que qualquer solucao suave do problema de Stokes, se existir,

pertence a L*([0,T]; V).

2. Como o operador A : V — V' ¢ continuo e u € L*([0,T]; V), temos
T

T
| 1A, @ <11y [l @<+
isto 6, Au € L*([0,T]; V') e assim f(t) — vAu(t) € L*([0,T];V"). Logo,
de (2.7) e do Lema A.2.1, segue-se que
v =f—-vAu em V'

e assim v € L*([0,T);V’) e, além disso, u : [0,7] — V é igual (a
menos de um conjunto de medida nula) a uma funcao continua, pelo
lema A.2.1. Portanto, qualquer funcao em L*([0,T7];V) satisfazendo
(2.7) é igual, a menos de um conjunto de medida zero, a uma fungao

absolutamente continua de [0,7] em V.

Logo, a condigao u(0) = uy faz sentido.

Assim, dados f € L*([0,T);V') e ug € H, se u € L*([0,T];V) sa-
tisfaz (2.7), segue-se que u' € L*([0,T];V’) e v/ = f — vAu. Inversamente, se

uwe L2([0,T]; V), v € L*([0,T); V') e v/ = f — vAu, entdo vale (2.7).
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Portanto, adotamos a seguinte formulagao para o problema de Stokes:

Para f € L*([0,T]; V') e uy € H fungoes dadas, procuramos u satis-

fazendo )

u e L*([0,T]; V)
u e LQ([O T, V")
=f—vAu
u(0) =

(2.8)

\

Como comentado acima, qualquer fun¢ao u satisfazendo estas condicoes

também satisfaz (2.5) e vice-versa.

2.2 Existéncia para o problema fraco

Nesta se¢ao, vamos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1. Sejam f e vy satisfazendo f € L*([0,T); V') euy € H, entdo existe
uma func¢ao u que satisfaz u € L*([0,T); V), v € L*([0,T]; V'), v’ + vAu = f em
(0,7) e u(0) = up.

Para a demonstracao, vamos usar o método das aproximacoes de Galerkin.

2.2.1 Solucgoes aproximadas

Seja {wy }nen base para V', por exemplo, o conjunto das autofungoes
do operador de Stokes S no caso de € limitado (para o caso geral, no lema VII.2.1
de [12] é construida uma base especial para V') e, para cada m, defina a solugao

aproximada u,, por

U, = E:%m@Wg (2.9)

(up,, w;) + v((wm,w;)) = (fyw;), i=1,...,m (2.10)

Un(0) = uom (2.11)
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onde gjm @ [0,7] = R, j = 1,...,m, e up, é a projecao, em H, de ug sobre
Span{wy, ..., w,,}. Vamos mostrar que as solugdes aproximadas estao bem definidas

a partir de f e ug e que pertencem a L*([0,T]; V).

De (2.9) e (2.11), temos que gj,,(0) é a j-ésima componente u,,(0) na

base {w,}, isto é

. _ (wom, w;)
9jm(0) Ty wy) (2.12)
De (2.9) e (2.10) temos
Sy 1l 0 (0 w0 n0) = SO ), =1
Isto é,

Wi iy (t) + vWa g (t) = F(t)

.....

inversivel e portanto podemos reescrever a expressao acima como
I (1) + VWt Wa g (t) = Wy 'F
isto é, - -
T )+ igim(t) =D Bi(f(t)wi), j=1,...,m (2.13)
i=1 i=1
com «;;, 3;; € R. Assim, o par (2.12) e (2.13) forma um sistema de EDOs lineares
com coeficientes constantes e condicao inicial. Pelo teorema de Carathéodory, as

funcoes g, ficam unicamente definidas em todo o intervalo [0, 7] a partir de f e uy,

e assim, u,, também.

Agora, como f € L*([0,T]; V'), afungao t — (f(t),v) estd em L*([0,T]; R)

para todo v € V| pois

A\U@wﬁﬁ:wmﬁlﬁ@@Lﬁ<wmguﬂmaﬁ<m.

2
[olly

Assim, gim, gl também pertencem a L?*([0,T];R), o que implica que

Up, utl, € L2([0,T]; V).
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2.2.2 Estimativas a prior:

Lema 2.2.1. A sequéncia {um }men das solugoes aprozimadas € limitada em L*>([0,T]; H)

e em Ly([0,T]; V).

Demonstra¢ao. Vamos comegar multiplicando a equacao (2.10) por gin,

(U () Gim (E)wi) + v ((m (t), gim (t)wi)) = (f(E), gim(Owi) , i =1,....m

o que implica, fazendo um somatério em i, que

(tgn (8), i (£)) + v (U (1), um () = (£ (1), um (1))

ou

1d

S (@) I[7 + v [ (O = (F(1), 1 (1)) - (2.14)

Agora, como

B O =2l 15O, 1O = (VF )] - 7 ||f(t)||v/)2 >0

podemos estimar o lado direito de (2.14) por

O, un(®) < 1Oy L Ol < 5 (v 1O+ 171

e assim
1d 2 2 1 2 1 2
- < = il
> @I+ v llun I < 5 (vuuma)HH + =IO
d 2 2 1 2
2 Nl + v lun @l < —[LF O]y - (2.15)

Integrando a expressao acima de 0 a s € [0, 7], temos

*d
a6V = OV = [ 5 T O
0

*d
< ([ S lom@l + v 01 ) a
I 17
= 5 [sor a<s ok @
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Como Uy, (0) = ugm € ||uom|l g < |luoll;, segue-se que

1
2 2
e ($)lzr < Nwollr + = Wl ooy > Vs €10,T7,
isto é,
1
2 2 2 2
[t || oo 0,75y = sup ()l < Nwolly + = 1Az 02301

)

e portanto, a sequéncia {uy, }men € limitada em L>([0,T]; H), j& que a estimativa
acima independe de m. Falta mostrar a segunda afirmagao do lema. Mas isso segue

da integragao da expressao (2.15) em [0, 77:
2 2 T 2 T d 2 2
fon(Dly = V) + v [ on @l @t = [ (5 Tun®lF + v (01 ) a
= L[ s
vV Jo v’
Portanto

T
2 2
) [T LCA (82 dt

T
< Ol = len(+ [ 15O

N

N B YR
Jually + [ 17O, d
vJo

Como a estimativa acima também independe de m, segue-se que {u, } men € limitada

em L2([0,T]; V). O
2.2.3 Limite de {u,}men

Nessa secao, vamos mostrar que a sequéncia de solucoes aproximadas,

de fato, converge para uma solucao fraca do problema de Stokes.

Primeiro, pelo Lema 2.2.1, a sequéncia {u,, }men € limitada em L ([0, T]; H).
Como esse espago ¢ o dual topoldgico de L'([0,T]; H), segue-se do teorema de
Banach-Alaoglu (veja, por exemplo, [7] ou [36]) que, passando a uma subsequéncia
se necessario,

*

Jue L*(0,T]; H) tal que u, — u,
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isto é,
/O(Um(t),v(t)) dt%/o (w(t), 0(t) dt, Vo e L0, T]: H) . (2.16)

Agora, também pelo lema anterior, {u,, }men €é limitada no espago re-
flexivo L*([0,T]; V). Como toda sequéncia limitada em um espago reflexivo possui
subsequéncia fracamente convergente (veja, por exemplo, [7], [32] ou [36]), temos,

passando a uma subsequéncia se necessario, que
Ju, € L*([0,T);V) tal que u, — u,
isto é,
T T
/ (V(t), up(t)) dt — / (v(t), u(t)) dt , Yo € L*([0,T); V") (2.17)
0 0
Como H = H' C V', temos que

/0 (U (8),0(1)) dt — /0 (uy(t),v(t)) dt , Yo € L*([0,T]; H)

Portanto, para todo v € L*([0,T]; H), vale que v € L*([0,T]; H) e assim por (2.16)
/0 (u(t) — us(£), v(t)) dtH < /0 (u(t) = wn (£), v(1)) dtH
[ 0 = w0000 o

Das relacao acima, o lado esquerdo pode ser escolhido tao pequeno quanto se queira

+

desde que m seja suficientemente grande. Logo
T
|l = w0 de =0, o e 220,75 )
0
o que implica que

u=u, € L*([0,T); V)N L>([0,T]; H) . (2.18)

Considere agora uma fungdo ¢ € C*([0,7]) com ¢(T') = 0. Entao,

para todo m e j,

| v ar = [ oo )0 d
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Multiplicando a equagao (2.10) por ¥ (t) e integrando em [0, 7] temos

da relagao acima que
—(ttgmy w;)0(0) — / (m(t), w0/ (6) dt + v / (i (), 7)) (1)t
- / (), wi)(t) di

Fazendo m — oo e usando as convergéncias fracas (2.16) e (2.17) e a igualdade

(2.18), temos que
~(u0,w)00) = [ @O0t + v [ (Gt w)l) @
= [ v a

Por linearidade, se v € Span{w;, }en, entao a relacao acima vale com v no lugar de
w;. E como as integrais acima sao todas continuas com relagao a convergéncia forte

em V', segue-se que

_ /O(U(t),v)¢’(t) dt—l—y/o ((u(t), v)(t) dt

= (ug,v)(0) +/0 (f(t),v)(t)dt, YveV. (2.19)
Se escolhermos 1 € C§°([0,T]) na expressao acima, obtemos
%(u(),v) +v((u(.),v)) ={f(.),v), YveV (2.20)

no sentido das distribui¢oes. Sabemos que (2.18) e (2.20) implicam que
u' € L*([0,T); V') eque v/ +vAu=f em V'.
Falta mostrar que u(0) = wug. Para isso, seja ¢ € C*([0,7]) com

Y(T) = 0. Multiplicando (2.20) por ¢ (t) e integrando em [0, 7], os mesmos calculos

da pagina anterior mostram que
T T
- [ o ey [ oo @
0 0

= (u(0),v)(0) —|—/0 (f(t),v)y(t)dt, YveV. (2.21)
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Se subtrairmos a expressao (2.21) de (2.19), ficamos com
(uop — u(0),v)(0) =0, YveV e V€ C*([0,T]) com ¥(T)=0.
Portanto
(up —u(0),v) =0, YoeV

que implica em u(0) = uy.

2.3 Sobre a existéncia da pressao

Nesta secao, vamos dar uma justificativa para que a solucao u, encon-
trada na secao anterior, seja uma solucao para o problema de Stokes. Mas antes,

vamos extrair mais uma informacao sobre u/, que pelas se¢oes anteriores pertence a

L2([0, T; V7).

Suponha que f € L*([0,T]; H), ug € V e sejam g;,, as fungoes determi-
nadas na sec¢ao 2.2 pelo sistema (2.9)-(2.11). Multiplicando a expressao (2.10) por

g., € fazendo o somatério para i = 1,...,m, ficamos com

(U (1), (8) + v (i (8), w3, (2))) = (f (), ura (1))
que equivale a

2 ul (1% + v () = 2050), (1)

Como 0 < (f(8) =t (6), £ (8) =, (1)) = £ (B3 =20 (1), 14, (0) + 1 (D) temmos
2 () 3 + 5 T () < IFCO + e (I
d

i (15 + v N (BIE < 1O

Integrando a expressao acima sobre [0, 7],

g / 2 ’ d 2 g 2
| ol @t < < [ Sl @t [ @
0 0 0

< V(Hum(c))u’@—||um(T>H2V)+/O £ )17 dt

T
< Nwm@+éﬂﬂm@dt (2.22)
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Como ug € V, as fungdes {w, neny podem ser escolhidas como sendo
base para V' (a anédlise da se¢ao anterior ndo muda com isso) e ug,, a proje¢ao, em
V', da fungao ug sobre Span{wy, ..., w,,}. Assim, segue-se que

[uomlly < lluolly

Usando isso em (2.22), temos

T T
/0 L (®)1% dt < v lluolly + / 1O dt

Como o lado esquerdo nao depende de m, isso mostra que a sequéncia {u,,} é
uma sequéncia limitada em L2([0,7T]; H). Assim, como feito nas se¢des anteriores
(escolhendo uma subsequeéncia, se necessdrio) existe uy € L*([0,T]; H) tal que u, —

uy, isto é,
T
/ (v(t),ul,(t) — uy(t)) dt =0 com m — oo, Yve L*([0,T);V'). (2.23)
0
Portanto, juntando (2.16), (2.18) e (2.23), temos para todo ¥ € C§°(0,T) que
/0 U(t)uy(t) di = tim / b(t) S /0 ot / Wt
E portanto v’ = uy € L*([0,T]; H). Segue disto que podemos reescrever (2.20) como
('(t),v) + v((u(t),v)) = (f(t),v), YWweV

isto é

/Qu’(t)-vdaH—V/QVu(t):Vvdx:/gf(t)-vdas.

Vamos ao principal resultado dessa secao. A demonstracao segue um

argumento dado em [9].
Teorema 2.3.1. Sejam Q C R™ dominio arbitrdrio, v € L*([0,T];V) e f,u €
L*([0,T); H) tais que
/(ut(t)-v—i-I/Vu(t) :Vo—f(t)-v)de=0, YwveV , Vtel0,T]
0

Entdo, para cada t, existe uma fungdo escalar p(t) € L2 () tal que

/Q (ug(t) - v+ vVu(t) : Vo — f(t) -v) de = Qp(z&)div v dx

para todo v € HY(Q)™ com suporte compacto em §Q.
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Demonstracao. Fixe t € [0,T]. De agora em diante escreveremos apenas uy, Vu, f
e p, mas entende-se que estamos tratando de u(t), Vu(t), f(t) e p(t). Seja Qy C Q
aberto simplesmente conexo com fronteira suave tal que Qy € Q e seja w € V =
{p € C()™ : div ¢ = 0}. Escolha ¢ € (0, dist(£2, 092)) e defina v = v° = 1. * w,
onde 7. é o mollifier usual (veja A.3.1) e w definido em 2\ como sendo zero.
Temos que v assim definido pertence a V pelas propriedades da regularizacao por 7.

e por div w = 0. Entao, por hipdtese
O:/ut-v€+yvu:vva_f,vadx:/ u; - w+vVu© : Vw — f©-wde
Q Q0

onde u; = n. xu, u* =n.*xue f°=mn.*f. Agora, como u° e 0 sao suaves,

podemos integrar por partes e obter
/(ui—vAue—fa)-wdx=0, YweV. (2.24)
Qo

Tomando o fecho em L?(£), temos que (2.24) vale para todo H. Como 9 é suave,

vale a decomposicao do Corolario 1.3.1 e assim, sendo u; — vAu® — f¢ L Hgq,, temos

que
u; — vAU® — f° € Gg
isto é,
Jp° € HY(Q)" tal que Vp° = —uS + vAu® + f°.
Podemos assumir que fQo p*dx = 0 pois se esse nao é o caso, podemos
usar p° + ¢ no lugar de p°, com ¢ = — fQo p°dx, o que ainda mantém a igualdade
acima.

Agora, considere o seguinte problema

div o =p° , Qo
v* =0 5 890

Como () é suave e p° satisfaz a condicao de compatibilidade fQo p° dxr = 0, segue-se

que existe solu¢ao do problema acima satifazendo

HU€||H1(QO)" < C(S0) Hp€HL2(QO)
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(uma demonstragao desse resultado pode ser vista em [12]).

Portanto,

Ip°|? dx = / pf div v° dx = —/ Vp© - v° dx
Qo Qo Qo

= / (uf — vAU® — %) -0 dx
Qo

/uf-vsdvaV VU‘E:Vvadx—l—/(—fa)madx
Qo Qo Qo

< VIV o) 19 gy + (165 D + 15 ooy ) 102y
S P [ [ PR T PPy

< 0y (el 2oy + ¥ Nl g + 1 o)

< Cl Mgy (Nl o + ¥ 1l gy + 1711z ) -

Logo,

1971l 22y < € (HutHLQ(Q)n + [Jull gz oy + HfHL2(Q)n) .

Considere o conjunto {p°}. para € € (0,dist(€2,09)). Da estimativa
acima vemos que {p°}. ¢ limitado em L?*(€)), que é espaco de Hilbert, logo existe
sequéncia {e;}72, com g — 07 e p € L*(Qp) tais que p** converge fracamente para
p. Como para todo € vale Vp* = —uf + vAu® + f¢, temos

v | Vu :Vuvdr = / —yAua-vdx:/ (=Vp®-v—u;-v+ f°-v) do
Q0 Qo Qo

= / (p°dive —u; v+ f°-v) do
Qo

para todo v € H(Q)". Fazendo € = &3 e k — oo, temos pelo item 2 do Teorema

A.3.2 e pela convergeéncia fraca que

/(ut-v—i—l/Vu:Vv) da::/ (pdivo+ f-v) do.
Qo

Qo
Finalmente, seja {2, }7°_, abertos simplesmente conexos com fronteira

suave tais que Q, € Qpgq e O € Q, param =1,2,... e Q = UQ,,. Os argumentos

acima implicam que para cada m, podemos encontrar p,, € L*(,,) com

/(ut~v+1/Vu:Vv)dx:/ (P div o+ f-v) dz , Vv € Hy(Qn)" .

m m



33

Para 1 < j < m, seja v € H}(;)" e estenda a 2, como sendo zero. Assim,

J
v € H}(Q,,)" e portanto, da relagao acima,

/pmdivvda: = / pmdivvdx:/ (ug-v+vVu:Vo— f-ov) de
Q, . U,

J N

J

(ug-v+vVu:Vo—f-o) dx:/ p; div v dz
£

Logo, p,, = p; + ¢ em §2;. Podemos supor, s.p.g., que ¢ = 0 e portanto p,, = p; em
);. Finalmente, definindo p : @ — R por p = p,, sobre (1, temos para qualquer

v € HY(Q)™ com suporte compacto em € que
/ut-v+VVu:Vvdx:/pdivv+f-vdx (2.25)
Q Q

Como isso foi feito para t fixo, segue-se que p: [0, 7] — L2 (). [

A regularidade obtida acima para p(t) é a melhor possivel no caso de
dominios arbitrarios, isto é, para dominios arbitrarios s6 podemos garantir que a

pressao tem quadrado localmente integravel.

Sabe-se (veja [5]) que no caso de dominios Lipschitz, a pressao obtida
pertence a H'/2(Q2). Como dominios Lipschitz tem capacidade I'q(0) = 0, pode-se
perguntar sobre que espaco H'/2(Q) C Lp(Q) C L? () pertence a pressiao no caso
de termos I'g(0) < 1. Podemos fazer a mesma pergunta para o caso de 0f) ter

dimensao de Minkowski em (n — 1,n]. A regularidade da pressao (além de L? ()

nestes casos nao é conhecida.
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3 EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O
PROBLEMA DE KOCH

Neste capitulo, vamos mostrar a existéncia de solucoes para o problema

de Koch em dominios muito mais gerais. Vamos supor que n = 2 ou 3.

Seja Q = QU QyUQy C R™ onde 2y C R™ é um dominio limitado e

Q1,5 sao cilindros semi-infinitos que podem ser expressos na forma

0 = {z=E\2,)€eR":2"€X e z, < —a} (3.1)

Q = {z=@"2,)eR": 2" €X e x,>a} (3.2)

onde ¥ € R™ ! é dominio limitado com fronteira suave e a > 0.

Para o dominio definido acima, sejam

= {¢p: Q=>R" e Cy*(Q)" | div o =0}
= fecho de V na norma H'(Q)"

Observagao 2. Como €2 € ilimitado em somente uma direcdo, seque do Lema A.1.1

" € equivalente a norma

9 1/2
L2(Q)>

com produto interno ((u,v)) associado. De agora em diante, consideraremos o

que a norma usual de H}(Q)

lully = (Zn:

ij=1

8ui
898]-

espago de Hilbert V' com a norma ||.||, .
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Observacao 3. Como a figura indica, vamos supor que a regidgo (g satisfaz a
sequinte condi¢ao:

SxRcCQ (3.3)

Essa hipotese pode parecer muito restritiva, mas veremos que as técnicas usadas aqui
nao facilmente contornadas para o caso geral. Resolvemos usar essa na demostracao
simplesmente por ser mais intuitiva. Fxplicacoes sobre o caso geral serao dadas na

ultima secao.

No que segue, vamos mostrar que o seguinte problema admite solugao
fraca: dado Vpu(x,t) = Vps(t) nos cilindros e ug = (up,...,ul) : @ — R",
encontrar u: 2 x [0,7] = R" e p: Q2 x [0,7] — R tais que
w—vAu+Vp = 0, Qx(0,7T)
divu = 0, Qx][0,T]
u = u, Qx{t=0}
u = 0, 00x][0,T]

u — U, quando |z,| — +oo
onde u,, serd um escoamento associado com o gradiente de pressao dado.

Isto é, nas préximas segoes, vamos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.0.2. Dado Vpy(x,t) = (0,...,—1(t)) nos cilindros e uy = (ud, ..., uf) :
Q — R™ com 1, up € C®(X x [0,7]) e div ug = 0, entdo existe u: Q) x [0,T] — R"

satisfazendo
o u(,1) € Hip,(Q)";
o L(u(,t),v)+v((u(.,1),v)=0,VoeV;

e div u(.,t) =0, no sentido fraco,

o u(.,0) = up;
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o u(.,t) =0 em 09

o (u—uy) € HY(Q UQ,).

onde U, € 0 escoamento nos cilindros associado com ps.

3.1 Problema no cilindro

Dada a pressao nos cilindros com gradiente Vp,, = (0,...,0, —1(t)),
onde ¢ € C*, podemos supor que a pressao tem o formato p(z,t) = —(t)x,
(com ) (t) = —f cos(wt) no caso tratado por Koch). Primeiramente, vamos esquecer
o dominio original e olhar simplesmente para o cilindro ¥ x R. Vamos procurar um
escoamento associado a essa pressao dada que seja paralelo ao eixo do cilindro e
independa da coordenada x,, ou seja, queremos achar u., solucao do problema de

Stokes com o formato
U (z,t) = (0,...,0,u(z',t)), == (2,2,) e xR, t€]0,7T].

Pondo nas equacao de Stokes, chegamos ao problema

%—VAIU = YP(t), L x(0,T)
v = 0, 0Xx(0,7) (3.4)

u = uy, Sx{t=0}

que é simplesmente a equacao do calor no dominio limitado ¥ C R*!, e onde A’ é o
laplaciano nas n — 1 primeiras coordenadas e ug ¢ a n-ésima coordenada da condigao
inicial uy = (ud,...,u?) : @ — R™. Vamos supor que ujy independa de x,, isto é,
ug(z,t) = uf(2',t). Como 0% suave, o Teorema A.3.1 garante a existéncia de uma

unica solucao u do problema acima e vale que

u€ C®(T x[0,T]) . (3.5)

A funcao u,, acima é, por construcao, solucao do problema de Stokes

no cilindro ¥ x R associado com o gradiente de pressao dado.
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3.2 Funcao Auxiliar

Vamos usar o escoamento u,, acima para construir a solugao auxiliar

a. Para isso, vamos comecar com algumas definigoes:

e Fixe R > 2a > 0 e defina

QO = {r€Q 2, <R}
OF = {z€Q:2, >R}

e analogo para QlR/2 e QQR/Q.

Seja ¢ € C*(Q) tal que

1 sexEQ_{%UQ_f

((z) =
0 sexeQ\ (Qf/QUQ§/2>

e V:Y xR x[0,7] = R" definida por V(z,t) = ((z)ux(x,1).

Ap = (2 x R)\ (Q?uﬂ?) :Q\(@u@lﬁuﬁg).

Y1 = 0Ar N Q_{% e Xy = 0AR N Q_f o “topo” e a “base” do cilindro

limitado Ag, como na figura abaixo.

I1?/27 - QFZUZ
o QR ~ R
' O |
21 U R _/q [~ S 1 22
R R/2 ~ R/2 R
Q

Note que a funcao V definida acima se anula em toda a fronteira de
¥ x R, "tende”a funcdo u., quando |z,| — +o0, e ainda possui divergéncia zero

em Qff e QOFF mas nada garante que seja um campo de divergéncia zero em todo o



38

dominio 2. Para contornar isso, vamos usar o Lema A.1.2, isto é, vamos mostrar

que existe W satisfazendo

divW=—-divV em (.

Primeiramente, consideremos a equacao acima somente em Ag. Como

div V(z,t) = u(a:’,t)%, temos que

1. div V € H(Ag) pois % =0 em Y e Xy (pela escolha de () e u é

suave.

2. Note que

_ Ou oC

a ..
—le V(,t) = a(,t)a—xn

2
T € L*(Ag),Vt € [0, T

3. Como Ap é Lipschitz, vale o Teorema de Stokes e assim

/ div V(z,t) dz = V(z,t)-ndS(z)
.AR a~AR
= / uoo(a:,t)-ndS(x)+/ Uoo(z,t) -ndS(z)+0
21 Z:2
=0
POIS Uy, = Unoly, € |y, = —1ny,.

Portanto, pelo Lema A.1.2, existe no minimo uma solucao W para o
problema
divW=—-divV, Az x(0,7)
W(.,t) € H3(Ag)", Vte€0,T] (3.6)
W,(.,t) € HY(Ar)", Vte|0,T)]

Agora note que, como W(.,t) € HZ(Agr)", Vt € [0,T], podemos esten-
der W(.,t) para todo © pondo W(.,t) = 0 em Q\Ag. Isso ndo altera a suavidade
e assim W(.,t) € HZ(Q)". E como V(.,t) j& é nula em Ag\ <Q_{%UQ_§> devido a
definicao de (, também podemos estendé-la como zero em Q. Além disso, ainda

mantém-se a relagao div W = —div V em Q x (0, 7).

Portanto, definindo a : Q x [0, 7] — R™ como a =V + W, temos que
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i) a(.,t) € H}

2.(Q)m, vt € [0, 7).
ii) a(z,t) = ux(z,t), paraz € QEUQE et € [0,T].
iii) a(.,t) =0 em 09, Vt € [0,T].

iv) diva =0 em Q.

3.3 Existéncia

Vamos procurar solucoes das equacoes de Stokes na forma u = v + a,
o que implica que v deve satisfazer
vi—VvAv+Vp = vAa—a;, Qx(0,7)
divv = 0, Qx][0,T]
v = uy—a, Qx{t=0}
v = 0, 00Qx][0,T]

no sentido fraco. Note que div (ug — a) = 0. Assim, esse problema tem solugao

desde que o termo f = vAa — a; satisfaca as condi¢oes do Teorema 2.2.1, isto é,

vAa —a, € L*(0,T;V") .

Primeiramente, fixe t € [0,7]. Vamos mostrar que f(¢) define um fun-

cional linear limitado em V', isto é, que existe C' = C(t) constante tal que,

/Qf(t)-vdm

Para isso, considere a decomposicao

/Q:/Q;/Q;/Qg (37)

onde QF = Q\ (Q_fUQ_§>. Note que em QF e QF a funcio a é igual a V, que é

<Oy, , YwveV.

igual a u.,, e portanto vale
f(t) = vAa(.,t) —a(.,t) = vAu(.,t) — (Ux)e(-, 1)

= (0,...,0,vAu(.,t) —w(.,t)) = (0,...,0,0(t))
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Assim, dado v = (vy,...,v,) € V, temos
-R
/ f(t) - vde = Y(t)v, de = ¢(t)/ / v-ndSdr,=0 (3.8)
QR QR —o0 J3

pois, para todo v € V = fecho de {¢ € C*(Q)™ : div ¢ =0} em H'(Q)", vale

/ v-ndS =0
31

De fato, dado ¢ € C§°(2)™ com div ¢ = 0, seja X(r) a se¢do transversal do cilindro
semi-infinito QF na posicao z,, = r. Sejam r; < ro < —R, entao pelo teorema da

divergéencia, temos

/ qb-ndS:/ qb-nd5+/ divqbd:B:/ ¢-ndS
$(r1) (r2) Q2\Q! :6-“ S(r2)

Assim, a integral sobre a sec¢ao transversal ¥(r) independe de r. Portanto, se esco-
lhermos |r| suficientemente grande, as integrais acima se anulam pois ¢ € C§°(€2).
Logo
/ ¢o-ndS=0, Vr<-—-R
S(r)

Analogamente

/ f(t)-vde=0, YoeV (3.9)
of

Em Qf, pela Desigualdade de Schwarz e o Lema A.1.1, temos

/QRf(t)-vdx

0

< ||f(t)||L2(Q§)n ||U||L2(Q§)n

< EO 2@y 191120y

< Co ||f(t)||L2(Qg§)n [olly

Logo, de (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10), segue-se que

/Qf(t)~vdx

Agora vamos mostrar que, de fato, f € L*([0,7];V’). Dividindo a

< Co lfD)] 2oy IVl Vo eV

desigualdade acima por ||v||;, # 0 e tomando sup do lado esquerdo, temos que

Iy, < Co lEO)]] 20y
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Como

f(t) =vAa — ar = vAW — Wt + vAV — Vt (3].0)

eVszOemﬁ,valeque

IE@ | 20y = IEE) ]| 2y (3.11)

Vamos estimar cada um dos termos acima para t € [0,7] fixo. Usando os Lemas

A1l.le A.l.2e ainclusdo (3.5)

¢
u

Oy H'(AR)
< Ccllullgay = CeV2R|ull s (3.12)

||AW||L2(AR)n < ||W||H2(AR)n < [|div V||H1(AR) =

0 _
onde C¢ = max sup D ¢ (x), j& que ¢ € C*(£2). Analogamente,
0<lal<lzed,  Ox,

0 ..
HWt“LQ(AR)n < HVWtHLQ(AR)n gCHadIVV

:c'

onde as constantes nao dependem de t. E por dltimo,

L2(ARr)
oC @
ox,, Ot

au
ot

< CC; : (3.13)

L(%)

L2(AR)

[vAV — Vt||L2(,4R)n = lvA(Cu) - Cut||L2(,4R)n (3.14)

Reunindo (3.10), (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) e o fato que ¢ € C=(AR)
e que u € C%(X x [0,71]), temos

T ) T au 2
/ £y dt - < O/ ||u||H1(E) + ‘ ot + [vA(Cu) — CutHL2(AR)" dt
0 0 L2(%)
< 0.
Portanto,

f=vAa—a, € L*(0,T;V’)

e o Teorema 2.2.1 garante a existéncia de v satisfazendo a versao fraca do problema
do inicio da secao. Assim por construgao u = v + a é uma solugao para o problema

original.
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3.4 (Generalizacoes

Sobre a hipdtese (3.3), o tnico lugar em que ela foi necesséria foi na
construgao da funcao W em (3.6), o que s6 exige que a fronteira de A seja Lipschitz.
Portanto, o mesmo resultado vale se trabalhar-mos com dominios onde a regiao 2
admita um subdominio Ag de fronteira Lipschitz que ligue os cilindros €2y e €25,

como por exemplo o da figura abaixo.

Como esperado, o nimero de cilindros que compde a regiao Q (dois)
nao tem nada de especial. Assim sendo, uma pequena adaptacao nos argumentos
acima levaria ao mesmo resultado para o caso de m cilindros conectados por uma
regiao limitada €25. A tnica imposi¢ao que deve ser feita é que os vetores diretores
dos eixos dos cilindros estejam todos num mesmo plano. Isso garante que o dominio
Q2 seja limitado em uma dire¢ao e portanto, que as normas

9 1/2

n

lull oy € Nully =

ij=1

8ui
ai[)j

LQ(Q)n

sejam equivalentes.

As segoes transversais X dos cilindros também podem ser distintas. Se
tivermos um conjunto €2y, ..., €, de cilindros, sejam ¥; C R*™! ¢ =1,...,m suas
segoes transversais (limitadas). O que precisa ser feito entao é resolver 3.4 para cada
>;. Isso nos dd um escoamento uc(fg em cada cilindro. Entao considere, para cada i,
a funcao

1 se x € Q_lR

Gi(z) =
0 sexe€ Q\Qf{/2
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Finalmente, definimos a funcao V como segue
Viz,t) =) Glz)ald(w,1)
i=1

e a analise segue como no caso tratado.

A hipétese de que n € {2,3} estd presa simplesmente a validade do

Lema A.1.2.
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Apéndice A PRE-REQUISITOS

Neste apéndice vamos dar algumas defini¢oes e resultados, a maioria

sem demonstracao, que serao usados ao longo do texto.

A.1 Resultados sobre espacos de Sobolev

Definigao A.1.1. Sejam Q C R™ aberto e u,v € LY (Q) e a = (ay,..., ) onde

loc

a; € NU{0} para todo i. Dizemos que v € a a-ésima derivada fraca de u se

/w% dx = (—1)|a|/v¢ dv, V¢ e C(Q)
Q Q

onde D* = 251 o°n

Q] -+ O Op -
85[}11 8xnn

Dados 1 < p < oo em € NU{0}, entdo o espago de Sobolev é definido

por

WmP(Q) ={ue LP(Q): Du e LP(Q2), 0< |al <m}
onde D%u € a derivada fraca de u.

Esses espacos sao de Banach com as normas:

1/p
||u||Wm=P(Q) = Z ||Dau||ip(9) , se 1<p<oo
0<|a|<m
fullyoeiy = s D%l 56 p=ox

Cabe aqui duas observagoes sobre a notacao: primeiramente, o caso em
que p = 2 é particularmente importante e assim escreveremos H™(Q) := W™2(Q);
outro caso importante é o seguinte: denotaremos por Wy (2) o fecho de C§°(92) na
norma ||.[[yymp oy, isto é, u € Wy™?(€Q) se e somente se existe {¢y pren C C5°(€2) tal

que ||u — ¢kHWm7p(Q) — 0 quando k — oco.
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Lema A.1.1. Suponha que o dominio 2 C R™ esta entre dois hiperplanos paralelos,

isto €, ) € limitado em uma dire¢ao. Entdo, vale a desigualdade
lull @) < ClIDnully, @) » Yu€WG?(Q), com1<p<+o0

onde D,, € a deriwvada na dire¢ao normal aos hiperplanos e C' sé depende da distancia

entre eles.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que esses hiperplanos sao
{z :x, =0} e{x: 2, =d}. Denotando z = (2/,z,) onde 2’ = (x1,...,2,_1), entdo

para qualquer ¢ € C§°(Q2) vale

gp(m):/ dgp(m t)dt, Ve e

Usando a desigualdade de Holder
d p

v < ([7]5
(Ul

d
_ ' ¢
ﬁwu,>

d .
— t

p 1/p\ P
dt]

dt, Yz €Q

p

Portanto, definindo ¢ como sendo zero fora de (2,

loll% Q@ = |9093 )P dopda’
P Rn— 1

< xP! (2, 1) dt dz,dx’
Rn—1
= o', t) dt dx’
Rn—1
Wﬂ%@)
Tomando o fecho em W;""(Q) temos o resultado. O

O seguinte lema é provado em [30].
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Lema A.1.2. Seja Q2 C R™ dominio limitado com fronteira OS) Lipschitz, n = 2, 3.

Considere o sequinte problema:

div W(z,t) = g(z,t), Qx(0,7)
W(z,t)=0, 0Qx][0,T]

onde div € tomado somente com respeito a x. Se g satisfaz
1. gl 1) € HY(Q), vt € [0,T];
2. gi(.,t) € L*(Q), Vt € [0,T);

8. [og9(x,t)de =0, Vte[0,T].
entdo o problema acima admite, no minimo, uma solugcao satisfazendo:

1. W(.,t) € H(Q)", Vt € [0,T].
2. Wy(.,t) € HY(Q)", Vt € [0,T].
3. Valem as estimativas
W Dl 2 < 9GOl o)

IV W, D)l p2)n < Cllge( D)l 2

onde C' independe de g e t.

A.2 Funcoes com valores em espacos de Banach

Seja X um espaco de Banach. Entao, definimos

1. Uma funcado s : [0,7] — X ¢é simples se tem a forma

s(t) =Y xpui, te[0,T]
=1

onde cada F; C [0,T] é Lebesgue mensuravel e {u;}", C X.
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2. Uma funcao f : [0,7] — X ¢é fortemente mensuravel se existe {sy}ren

fungoes simples tais que
lsk(t) — f(®)||lx =0, comk— 400
para quase todo t € [0, 7.

3. Se s:1[0,T] = X é simples, definimos a integral em [0,T] por
T m
/ s(t) dt = Z |Eilu; € X
0 i=1

4. Uma funcdo f :[0,7] — X é integravel se existe {sy}ren funcgoes sim-

ples tais que

T
/ llsk(t) — f(®)|lx dt =0 com k — oo
0

Nesse caso, definimos a integral de f por

T T
/ F@) dt = tim [ se(t) dt
0

k—oo 0

A demonstragao do seguinte teorema pode ser encontrada em [36].

Teorema A.2.1 (Bochner). Uma fungao f : [0,T] — X fortemente mensurdvel é

integravel se e somente se t — || f(t)||yx € integrdvel. Nesse caso, vale

/ ") dt < 1Al dt

<x,/OT () dt> - /OT(x,f(t)> dt, VreX .

Os seguintes espagos surgem naturalmente quando tratamos com equagoes

de evolucao:

Definigao A.2.1. Sejam X espago de Banach e T > 0. Se p € [0,+00), defina

T 1/p
LP([0,T]; X) = {f H0,T] = X : || fl| = </O 1F O dt) < OO}

E para p = 400,

L=([0,T]; X) = {f 0T = X = oss sup, Hf(t)HX}
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O seguinte lema esta em [34].

Lema A.2.1. Sejam u,v € L'([0,T]; X). Entdo, sdo equivalentes:

1. w € igual, a menos de um conjunto de medida nula, a uma primitiva de
v:

¢
u(t) = ug +/ v(s)ds, up€e X, tel0,T] em q.t.p.
0

2. para cada ¥ € C§(0,T), vale
T T
|t s =~ [ otsuts) ds
0 0

3. Para todo x € X',

d
S o ult)) = (2, 0(?))

no sentido das distribui¢oes sobre (0,T).
Denotaremos a func¢do v acima por u', deriwada fraca de u.

Além disso, se qualquer dos itens acima (e portanto, todos) € satisfeito

por u, entao u € igual q.t.p. a uma fung¢ao continua de [0,T] em X.

A.3 Equacao do calor e suavizagoes

Vamos apresentar um resultado sobre existéncia e unicidade de solugoes
para a equacao do calor que serd usada no capitulo 3. A demonstragao de versoes

muito mais gerais pode ser vista em [9].

Teorema A.3.1. Dados U C R™ dominio limitado com fronteira suave, v, T > 0,
Y € C®(Ux[0,T)) eug € C®(U), entdo existe uma tinica fungio u € C=(U x[0,T])

tal que

u—vAu = ¢, Ux(0,T)
u = uy, Uxt=0

u = 0, oU x[0,T]



49

Vamos definir uma funcao de suavizagao que sera usada no capitulo 2.
Definicao A.3.1. Seja n € C°(R™) definido por

() = C'exp (W%J se x| <1
0 selz] =1
onde C > 0 € tal que fRn n dx = 1. Agora, para cada € > 0, definimos o mollifier

usual por
1 T
Ne(z) = g—nn (g)

A seguir damos algumas propriedades do mollifier usual que serao uteis,

e podem ser encontradas em [9].

Teorema A.3.2. Sejam f € L. _(Q) e f¢ = n. x f, onde * denota a operacao de

loc

convolucao. Entao

1. f2 € C®(Q\Q.).
2. Sel<p<ooefelP(Q) entio f¢— f em LP(Q).

3. Sel<p<oo, fELL (N eVCVCWCCWCQ, entdo para e

loc

suficientemente pequeno,

1 oy < W1 owy
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