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Resumo

Neste trabalho, investigamos diversas propriedades das solugoes u(-, t) limitadas

do problema de valor inicial

(

uy = |u|*Au+ bz, t)|[u| Vul?, zeR™ t>0,

u(.,0) = ug € LP(R") N L*(R"), 0<p, < oo

onde &« > 1 e A > a — 1 sdo constantes dadas, b € L>®(R"™ x [0,00)), com énfase
em resultados sobre a norma do sup ||u(:, )| g rn) destas solugoes.
A anélise utiliza uma combinacao de estimativas de energia e principios de com-

paracao apropriados para o problema.



Abstract

In this work we will investigate several important properties of bounded weak

solutions u(-,t) of the initial-value problem

;

up = Jul*Au+ b(z, t)|u)MVul?, z€R", t>0,

[ u(.,0) = uo € LP(R")NL*[R"), 0<p, <o

where a« > 1, A > o — 1 are given constants and b € L*(R" x [0,00)). Our
emphasis is to obtain supnorm estimates ||u(-,t)|| = (®n) for these solutions. Our
analysis is based on e suitable combination of generalized energy estimates and

comparison principles specific for this problem.
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Introducao

A proposta deste trabalho é estimar a velocidade de decaimento das solugoes
limitadas de equagoes de difusao degeneradas na forma nao divergente.
Vamos desenvolver algumas estimativas importantes para solugoes u(-,t) de tres

tipos particulares de problemas parabdlicos degenerados.
No Capitulo 2, derivamos algumas estimativas basicas para valores ||u(-, t)]| oo ()
de solugoes (fracas) limitadas nao negativas do problema

U = Uy + 7 |ug|?, z€R, t>0

u(.,0) = ug € L (R) N L=(R)

onde uy > 0 e v € R, para um certo 0 < py < oo. Utilizando estimativas de
energia e argumentos de comparagao, provamos que tais solucoes satisfazem o

principio do maximo
lu(s )|y < [[ulsto)llLawy, ¥ t>t9 >0, 00> q>max{p, 7}

e a estimativa fundamental

1
k+1 AT — by prn
m) t | woll 7o () Vi>0,

e 8) ey < (

onde k = max{p,,"}.
Além disso, observamos que a taxa de decaimento obtida é optimal, considerando

o caso especial de solugoes com suporte compacto.

No Capitulo 3, obtemos estimativas gerais para a norma do sup ||u(-, )| ze(r)



de solugobes (fracas) limitadas (com ou sem sinal) do problema de valor inicial

= |u|® Uy, + b(z,t) |[uMu2, xER, t>0,

u(.,O):U()ELpO(R>mLOO(R), 0<py<o0

onde a > 1 e A > a — 1 sao constantes dadas, b € L>(R x [0, 00)).
Estendendo os argumentos do capitulo anterior, provamos que as solugoes satis-

fazem as estimativas

(-5 )| Loy < [|u(-sto)||Laqr) Vt>ty>0, 00>q>max{p,1 —a+T}

e
1
K+« 2kFa gﬂa
s Dllme < (e )l 7,
para todo ¢t > 0, onde kK = max{p,,1 —a + T}, ' = oy~ a+)1 e
B = [/ b ().

Assim com no capitulo anterior, observamos que a taxa de decaimento obtida é
optimal, considerando o caso especial de solugoes com suporte compacto.
A anédlise da norma ||u(:, t)|| Lo (rn) apresentada nos capitulos 2 e 3 acima é restrita

ao caso unidimensional (n = 1), visto que usa de modo essencial a desigualdade

lull ey < K- ull e 7@,

onde 0 = 2/(2 + p), sendo 0 < p < oo, para cada constante K > 0 que depende
de p (ver Apéndice, Teorema 5.2).
No caso n > 1 teremos portanto que modificar partes significativas do argumento

de forma a obter as estimativas para ||u(-,)|| o mn).

No Capitulo 4, mostramos como modificar o argumento de forma a estimar
|u(-,t)|| Lo (mn) em dimensao n > 1 qualquer.
Isto requer varias modificagoes, que sao introduzidas neste capitulo. O obje-

tivo novamente é investigar as solugoes (fracas) limitadas (com ou sem sinal) do



problema parabdlico degenerado

ug = |u|*Au + bz, t)|ul|Vul?, zeR™ t>0

u(.,0) = ug € LP(R")NL>®(R"), 0<p, < oo,

onde a > 1e X\ > a — 1 sdo constantes dadas e b € L>(R" x [0, 00)).
Usando estimativas de energia mostramos que as solugoes u(-,t) deste problema

satisfazem o principio do maximo
[u(, Ollpo@ry < llulto)llpo@ny ¥V E>10 20, 00> ¢ > max{p,,1 —a+ B}

e usando um processo de iteracao do tipo Moser, mostramos que tais solugoes
satisfazem também

2K _
(-, ) ooy < K - ol 22 sy ¢35,

onde k = max {p,,1 —a+ B}, B = ||b|/zem@rxr,) € K > 0 é uma constante que

depende apenas de p,, a, B e n.

Tanto no caso n = 1 (Capitulos 2 e 3) como no caso n > 1 (Capitulo 4),
os resultados sobre u(-,t) sd@o primeiramente obtidos para as solugdes classicas
positivas do problema regularizado, e posteriormente estendidas para solugoes

fracas arbitrarias usando resultados de comparagao apropriados.



Capitulo 2

2.1 Introducao

Neste capitulo vamos desenvolver algumas estimativas importantes para solugoes

(fracas) u(-,t) limitadas e nao negativas do problema parabdlico

U = Uy + 7 |ug|?, T ER, t >t >0
(2.1)

u(.,0) = ug € LPo(R) N L>*(R)

onde uy > 0 e v € R para um certo 0 < py < 0.

Este problema aparece como um dos modelos basicos em fisica e biologia, ver
[5, 9, 11, 15, 16].

Como esse problema é do tipo parabdlico degenerado (ja que deixa de ser parabdlico
quando u = 0), nao podemos garantir a existéncia de solucao cléssica, entao va-
mos precisar definir solugoes num sentido mais geral, ou seja, solucao no sentido

fraco conforme definicao abaixo.

Defini¢ao 2.1 : Dado 0 < T, < oo, uma fun¢io u = wu(z,t) € dita solugao
fraca do problema (2.1) no intervalo [0,Ty) se u € L*®(Sr) para cada conjunto
Sr=Rx[0,T],0 < T < T, eu(-,t) € L2 ([0,T%), H. .(R)), com

loc

//ugotdxdt+/uo() (x,0) dm—//uuxgozdxdth// Yul @ ddt,
0o JR R

para toda funcao teste ¢ € C1(R x [0,T})) com suporte compacto em R x [0, T5).

A ezisténcia de tais solugoes podem ser obtidas por vdrios métodos, !

LConstruindo solugoes u(-,t) que satisfazem (2.1) e além disso u(-,t) € C°([0,T%), Li,.(R)).



Para o caso em que v < 0, é mostrado em [3, 4, 5] que o problema (2.1) pode ter
mais do que uma solucao, possivelmente infinitas solugoes, com solu¢ao maximal
(correspondente as solugoes chamadas solugoes viscosas).

O resultado principal deste capitulo é dado pelo Teorema 2.5, onde obtemos uma

estimativa para a norma do sup || u(-,?) HLOO(R) , a saber:
K+ 1 T - T 28

onde k = max{p,,}.

Para demonstrar esse resultado, vamos usar como argumento principal o fato de
que u(-,t) pode ser limitada por cima por solugoes cldssicas positivas, que sao
muito faceis de serem estudadas devido as suas propriedades suavizantes.
Relembrando que uma solugao classica do problema (2.1) é uma solugao limitada
suave (C? em x, C' em t) que satifaz a equagao u; = u Uz, + ¥ |uz]?, no sentido
cldssico para t > 0 e se aproxima do dado inicial em Lj,.(R) quando ¢ N\, 0.

As solugoes cléssicas deste problema, podem ser obtidas de uma maneira muito
simples como segue: tomando € > 0 ¢ uma fungao arbitraria positiva v € LPo(R)N
L®(R)NCY(R), com v(z) > c|z|~7 para certas constantes ¢ > 0,0 > 0e|z| > 1

e considere o problema parabdlico regularizado

ui = uf ui, +yus?, T eER, >ty >0

u®(.,0) = uf = up + v,

onde v € R.

2.2 Estimativas para solucoes classicas positivas

Consideremos nesta se¢ao o problema parabdlico regularizado

ui = vus, +y|uil?, xeR, t>1t;>0
(2.3)

u(.,0) = uf = up + v,



onde y €R, e >0, v e LP(R)NL>*R)NC*R), v> 0 com v(z) > c|z|7 para

certas constantes ¢ > 0e o >0e |z] > 1.

Teorema 2.2 (Principio do Mdzximo) Para cadae > 0, existe uma unica solu¢ao

classica limitada u®(-,t) do problema (2.3) para todot > 0. Além disso, para oo >

q > max {p,, 7},
temos

u (- ) |awy < |lu (- to)lLawy ¥V ¢ >t >0. (2.4)

Prova: A existéncia, unicidade e positividade segue da teoria basica de equagoes

parabdlicas, com existéncia global vista em [10, 12, 14].

Seja 1 € C*(R) satisfazendo (z) = 1 se |z| < 1, ¥(z) = 0se |z| > 2, seja a
funcao de corte Yg(z) = ¥ (x/R), R > 1 e considere ¢ > max{p,, 7} finito.
Multiplicando a equagdo (2.3) por ¥g(z) ¢ u®(x,t)?"" e integrando o resultado

em [to,t] x R obtemos

//¢R x) qut(z, 7)) uldr dr
to

// Vr(r) qus(z, 7)) s (2, T)u (2, T) podx dT
€ q—1 €12
+ v/tO/R@ZJR(x)qu (x,7)7 " |us|*dx dT.

Entao

VYr(z)u(z,t)? dov — VYp(x)uf(z,t9)? dx

|z|<2R |z|<2R

t (ue)q—i-l
= —/ V() Pl (x, )7 1 |um|2 dxdT—q,// ( ) dr dr
tod |z|<2R R<|z|<2R q+1

t
+ 7/ ¢R(x)qu5(x,7')q_1 |u§|2 dx dr

0 |I|<2R
t t
= _/ Vp(z) ¢ u (2, 1) WG| dodr + 1 Yh(z)uf (z, 7)) dx dr
|z|<2R qg+1/ R<|z|<2R

+ / x) qut(z, 7)) ui | da dr.
to |SE‘<2R



Note que quando R — oo, usando o Teorema da Convergéncia Mondtona,

temos

Q/JR(x)ue(x,T)q*1|ui|2 dr — / ue(x,T)q*1|ui|2dx e
|z|<2R R

/ Yr(z)u(v,t)"dx —>/u€(x,t)q dx.
|z|<2R R

Além disso

1 T 1 1
[ ()| || ddr = — 07 (%) |7 drdr < a6, C — 0.
/R<a:|<2R f R? R<|z|<2R R R Lo®)

Assim quando R — oo, obtemos
t
/ua(x, t)? da + q(q — 7)/ /UE(IU,T)‘I‘I\%I2 dx dr
R to YR

= / u(z, to)?dx
R

Para garantir que ambos os membros da desigualdade acima sejam finitos,
preciso que eles sejam positivos.

Assim, devemos ter ¢ (¢ —7) > 0, o que vale (pois ¢ > max{p,,7}).

t
Como (-, )| 70wy +a (=) /t /R(us)ql\u;F dzdr = |[u*(-,t0)|| 7). obtemos
0

||u6(-,t)||Lq(R) < ||U€(-,t0)||Lq(R) Y t> to > 0.

Em particular, fazendo to — 0, temos
[ (s Ol Lay < N wpllow ¥ £>0.
Finalmente fazendo ¢ — 0o e usando o Teorema (5.7), obtemos

||u€(-,t)]|Loo(R) S ||U€(',t0)”Loo(R) V t > to Z 0



Teorema 2.3 : Para cada € > 0, seja u®(-,t) a solugao classica do problema
(2.3). Entao

1
1 2k+1 - /-zl K
L) t2+1|]u0||2+1 Vi>0, (2.5)
v

K+ 1-—

(o) ey < (

onde Kk = max{p,,7 }.

Prova: Vamos dividir a prova de (2.5) em 2 casos.

19caso:  Vamos assumir que 7 < p,. Multiplicando a equagiao (2.3) por
Yr(x) t" (p,+1) u®(x,t)Po, onde p serd escolhido posteriormente, ¥ g(z) = ¥ (z/R)
¢ a funcao de corte introduzida na prova do Teorema 2.2 e integrando o resultado

em [0,¢] x R, obtemos
¢
/ / Yr(x) ™ (p, + Dus (z, 7)Pous dx dr
0o Jr
¢
/ /wR(l‘)T“ (py + 1) u(x, 7)P u(z, 7) u* (2, T) e da dT
0o Jr

t
i 7/ /zZJR(x)T“(pO+1)u£($,7)p0\ufc\2d:ﬂd7
0 R

Assim

¢
t Yr(z) u(x,t)Po dr — u/ e VYr(z) uf(z, 7)Po ™ dx dr
0

|z|<2R |z|<2R

- ‘/ Ur(2) (p, + 1) v, 7)o o] do dr

|z|<2R

5 p0+2
- /T“/ P, +1) — 4 ((u) ) dx dt
R<\x|<2R Ox \ p,+2

+ 7/ | Ur(@) (p + 1) w(z, 7P g [P dadr
0

|z|<2R

= —/t T+ Vr(z) (p, + 1) u(z, 7)Po |us | dadr

|z|<2R

1
+ (po * ) / / (TP da dr
P, +2 R<|x|<2R

+ 7/ ™ [ ¥r(z) g ui(e, 7)o [ug | dodr
0

|z|<2R

10



Fazendo R — oo, obtemos
+1 t
P
O Dy + ot D1 =) [ o [l | dedr
t
_ +1
= [ P dr 26)
0

visto que ¥ (z)uf (z, t)Po™? = O(R™?).

Introduzindo w(x,t) = us(x, )", w, = n(u®)" ug.
Po+2
5

Queremos que (n — 1)2 = p, entao considero n =

Assim

. 4p, + D(py+1—7) [
Pl ) + Lot DB, /w%mmmm
0

(P, +2)?
t
< [ Pl dn (2.7
0
onde r = % Agora vamos relembrar a seguinte Desigualdade de Sobolev (ver
Teorema 5.3)
Ve Ol < Kollv(, D3 @ 1Ve () 22wy, (2.8)
onde [y = pO e 0-&2—1?)2.

O melhor (minimal) valor de K, ¢é realizado pela funcdo optimal

v(z) = (A—a2)¥% com A > 0 arbitrdrio ([1], p. 1082) ¢ é dado por
Pot2

» 2(py+1)?

K, = { V2 (p+1/2)(p, + 1) ( P+ 1 )0 I'(p,+1/2) }
° VT D (py+2) P+ 3/27 \/p,+3/2 -T(p,)

onde I'(+) denota a fungdo Gama.

Aplicando (2.8) para v = w(-, 7), obtemos

t ~
/ﬂ“w<mmmW<K/ﬂ”W(wm@H(ﬂM%
0

11



e /B /B
Como [lw(-, 7)oy = 0% @ < lugllire @ = lwollzoo ), obtemos
Alp, + )y +1—7) [
t*l|lw(., )} r gy + —— 9 /T” we (., 7| dr
Jw(, |7 () o+ 27 i Jwa (s T 22R)

T (1 5) ' p—1 2<P01+1)1
< p K ||wo||L50(R) 7 [wa (-, T 2y~ dT-

2p0+2
2py+1

Tomando p = e usando a Desigualdade de Holder, chegamos a seguinte

estimativa

Alp, + Dp,+1—=7) [
t“l|w(., )} r gy + —— 9 TH|lw, (., 7)) dr
Jw(, |7 ) .+ 2)2 i Jws (s T 72wy

1
. (2p0—|—2> ( (p, +2)2 )+ o |09 ¢33
°\2p, +1) \4(p, + D(p, +1-7) Folliso @

Ap, + )Py +1-17) [ 7, 72
( o2 DAL= [ o ey )

(py +2)

Considere

" Alp, + )y +1—=7) [
E(t) =t"|lw(., )@ + — 5 T”wa(-,T)H%?(R) dr.
(po +2) 0

Entao

1

2 2 2p,+1 2 2 2pn 12 1

B) < K] (52 ) g |50, 6707 B2 ) gy
2p, +1 (R) 4(p, +1)(p, +1 =)

Em particular

+2
. 20 2\ T (p, +2)° *
. t ” <K 0 Mt e 0
il < K7 (o E2) ™ a0 e (o B2 )
t 2 Q—IQP 0t2
. 2p, + 2 + 2 Po+ .
i [ T“|rwz<.,r>||%z®dfs{ P (b, +2) } R g
t/2 2p0+1 4(p0+1)<p0+1_/7) ®)

onde o = (p, +2)/{(2p, + 1)(2p, +2)} e 7 = 2(p, + 1)/(p, + 2).

Note que a« = (p, + 2)/{(2p, + 1)(2p, + 2)} > 0, entdo para que t~® na

equagao (i) nao seja muito grande, ndo podemos tomar ¢ muito préximo de zero.

12



Vamos considerar o intervalo I = [t/2, t]. Pelo Teorema 5.5, existe um ¢, € [ tal

que
9 2;7 +2
2p, + 2 (p, +2) }20 +
) we (o ) e < 28 =2 0 K"
st oy <2 {2002 B o 7052
Assim para t = t,
2py+2
P, + 1 (p, +2)? i
wy (., ts < V2{20 0 K? 242
e ey < {2po+14(p0+1)(p0+1—7)} o v OHLBO ®)

+
2y 2\ ( (p, +2)? )a
w(., t) | < K* o W 4o 9 )
ol llerm < 1 <2p0+1> eellizom " \ i, 7 Do, +1- )

Desta forma |w(.,t.)||z~m® pode ser realmente estimada. De fato, pelo
Teorema (5.2)

Py +1 Po+2
2 3 2 3
lw (-, t) ooy < Gollw(-s ) ey w2 1| g

Usando as estimativas anteriores e o fato de que t, > t/2, obtemos

Py +2

Pot2 2p
Do+ 1 ) ot? T —Pot?
”w(7t*)”L°°(R) S <)\§m) ||wOHLZOO(R)t 4p0+27
0
2pg +2 2pg +1 4(py+1)>
onde A\, = L’? 2% +3 <2&L11> 2o +3 Gopo+2 Ko(po+2>(2po+3>
Po + p0+ . .
Como [[w(-, )@ < |0 t)|rom, V¥ t>t,
p, + 1 41"0tL22 2p0 _ Pgt2
2

2
Em termos de u®(-,t) = w(-,t)?02 chegamos a seguinte estimativa

1 2p 2Po_ 1
!\ug(-,t)lle<R>§<A§.Z%> Tz A ves 0, (29
0

onde nds assumimos que v < p,. Isto mostra (2.5) neste caso, visto que A, <1

para todo p, > 0.

13



29 caso: Vamos considerar agora o caso em que 7y > p,.

Como uf € LPo(R) N L*(R) por interpolagao, uj € L7(R).

Seja p, > 7 Entdo multiplicando a equagdo (2.3) por ¥g(z) t* (p, + 1) u(x,t)Po,
+

2p 1 e usando o mesmo raciocinio anterlor obtemos

onde pu =

1\, | o
4 (1) ooy < (” L) 1 ugll ot Tt >0,

Pyt 1 Lro (R
Y NCOPNe ke 4pg +1)?
_ Pt %73 [ Pot 2pg+3 Py +2 (Po +2) (2D, +3)
onde A, = 2 om0 (JEL)TT G T
Tomando p, := v, tem-se entao
1 o
16 )|y < (A2 (y + 1) 57 [[us |25, €57 Wt > 0. (2.10)
Isto mostra (2.5) neste caso, visto que A\, < 1 para todo p, > 0. U

2.3 Estimativas para solucoes fracas nao nega-

tivas

Nesta se¢ao vamos estimar as solugbes fracas u(-,t) ndo negativas e limitadas

do problema (2.1) enunciado novamente abaixo

Up = Ulgy + 7 |Ug]? T €ER, t>1ty>0

u(.,0) =ug € LP(R)NL>®(R), 0<py< oo
onde ug > 0 ey eR.
A ligacao entre u®(+, t) solugao cldssica positiva do problema (2.3) e u(-,t) é dada

no seguinte resultado de comparacao.

Teorema 2.4 Seja u(-,t) uma solugdo fraca limitada nao negativa do problema
(2.1) e seja u(-,t) solugdo cldssica do problema (2.3). Entao temos que (re-
definindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo se necessdrio): u(-,t) <

us(-,t) para todot >0 e em qt.px €R.

14



Este teorema pode ser provado exatamente como a Proposicao 2.2
em [5] (ver [5], pp. 590-592). Assim segue imediatamente dos Teoremas (2.3) e
(2.4), que para cada t > 0,

1
K41 \ 2T -5l Tt
s Dllme < () kB )

para todo € > 0, onde K = max{p,,7 }.

Fazendo € — 0 , obtemos nosso resultado principal dado pelo Teorema abaixo.

Teorema 2.5 (Teorema Principal) : Seja u(-,t) solugdo fraca limitada nao neg-
ativa do problema (2.1). Entao, (redefinindo u(-,t) num conjunto de medida zero
no tempo, se necessdario), temos

onde k = max {p,, 7}

2.4 Solucoes com suporte compacto

Vamos concluir este capitulo com algumas observagoes sobre o caso especial
de solugbes com suporte compacto. Se v > —1/2, podemos encontrar solugoes
autossimilares da seguinte forma:

Primeiramente, note que se u(-, t) é solugao positiva da equacao u; = u Uy, + 7 u?

1 .
entao w = u” é solugao da equagao wy = (wvwx> . Assim vamos tentar buscar

~ .. 1 o+l
solucoes autossimilares para o problema w; = (w w, ) = (=) (w .
> X ﬁ/+1 Txr

Vamos procurar solugoes particulares da forma w(z,t) = t77¢ (t%), para
constantes ¢ > 0 e f > 0 adequadas e ¢ : R — R funcao suave de suporte
compacto.

. - 1
Observando que as solugoes da equacao w; = (wvwx) conservam a massa,
xr

devemos ter

/Rw(x,t)d:v:t_U/RqS@%) dr=K; K eR. (2.13)

15



Além disso de w; = i (w*),,, onde p = 'H obtemos que ¢ satisfaz

t—Uu—Qﬁ

1

t77 N (—=Bsd(s)s — op(s)) = O"(9)ss- (2.14)

Para que as equagoes (2.13) e (2.14) independam do tempo, devemos ter o = [
e =15

Entao obtemos a seguinte EDO

¢ (s) + (n—1)¢" (¢ ()" + B/ (s) + B¢ = %(W)" + (Bs¢) =

cuja solucao ¢é da forma

1 1 K
P(s) = (Rz T 32) , para R > 0 arbitrario , onde s* = 22 -t 77,
v

1
Como w(z,t) =t P¢(s) e u = w7, obtemos uma familia de solugoes autossimi-

lares do problema (2.1)

2.
11 - 2%

wla,t) = (t+t) (R2 _ = (& — 20)2(t + o)

> . (2.15)

onde ty >0, zo € R e a, =max{0,a} é a parte positiva de a.
Observe que esta solugao é valida para qualquer v > —1/2.
Note que as solugoes com suporte compacto dadas em (2.15) atingem o méaximo

quando x = xy. Assim

luC D)l = B2 - (t+t0) ~

e a solucao dada em (2.11) satisfaz

1
NE=
Ju(, )o@ < K-(t+t)) ", onde s =max{p,7} e
1
k+1 0\ 2F1 prny
K= ()" el

Entdo, quando v > 0, a taxa de decaimento [|u(-,t)|| @) = O (¢7/172%)) dada
em (2.11) é optimal se py = 7.

Mais geralmente, se a solugao inicial uy tem suporte compacto entao a taxa de

decaimento optimal é conhecida para todo v € R.
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De fato, se v > 0, entdo segue diretamente de (2.12), Teorema 2.5, tomando

b, =7 que

2y 1
= w2 | T+
lul ) loe@ < (14T Juol S 0877 V0. (2.16)

Se v < 0 entdao Kk = max{p,,v} = p,. Seja t > 0 fixo no que segue.
Entao para todo p, > 0

p, +1 2p1+1 T2 1+1’ ST

0 P 2p,+1

||U(7t)||L°°(]R) < (p—j» 1_ 7) t 0 (HUOHLPO )> Po .
0

Vamos supor primeiramente que suppug C [a,b], onde a < b € R. Entao, fazendo

p, — 0, obtemos

b b
lim sup || u0||Lp0 = lim sup/ lug(z)|Po do < / ldr=(b—a)=1
0 a a

po —0 pO
e
17
o®) < —— —; 2.17
- Ollme) € = (247)
mais geralmente, sejam [ay, by], [az,bs],. .. [an,by] intervalos disjuntos tais que

suppuy C U lan, b,]. Em ([5], Theorem 3.1), Bertsch e Ughi mostraram que

n=1,2,...
suppu(-,t) C U an,by] ¥V t>0.Sejal;=(bj—a;),j=1,...,n
n=1,2,..
Entao de (2.17), temos que

1 [
. oo < — .
”u< ?t)HL R) = 11—~ j:ril%.)in t

Assim obtemos o seguinte Teorema.

Teorema 2.6 Seja u(-,t) uma solugdao do problema (2.1) com uma solug¢do inicial

ug de suporte compacto Se v > 0, entdao

1

luCs )l L@ < (1+7) = | UOH t V>0, (2.18)

#’
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e, sey <0

17
u(-, t))| ooy < ——

—; 2.19
o (219)

onde a < b € R sao tais que suppug C [a,b] e l=0b— a; mais geralmente, temos

2

1
Ly, (2.20)

-t 0o < —
||u(7 )”L R) = 1_,7 t

se supp ug U [an, by] com [ay, ], [ag, bs], ... disjuntos, onde | = max (bp—ay,).
n=1,2,...
n=1,2,...

Para v < 0, Bertsch e Ughi [5] construiram solugdes com suporte compacto da

forma
u(z,t) = (t+t)"' - R*- U,(|Jx — 29|/R), R>0,t>0,z0eR (2.21)

para alguma fungao apropriada U, () dependendo apenas de y. De (2.15) e (2.21)
acima, segue que a taxa de decaimento (quando ¢t — oo) dada no Teorema 2.6 é

optimal, como afirmado.

Utilizando um método de simulagao numérica denominado Método Leapfrog semi-
implicito e o software computacional Matlab, simulamos o comportamento das

solucoes do problema

Up = U Usg + V|Ue|* + € Une
u(.,0) = ug(x),

para alguns valores de «, onde € > 0 e com solugao inicial dada por

(@) T+ 1)z se —1<z<0;
U\ T =
r*(1 — x) se0<z<l

Alguns graficos gerados por essa simulagao, com £ = 0, podem ser vistos abaixo .
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Capitulo 3

3.1 Introducao

Neste capitulo vamos desenvolver algumas estimativas importantes para solugoes

(fracas) u(-,t) limitadas do problema parabdlico

= |u|® upe + b(z,t) |[ulMu2, xER, t>0,

u(.,0) =ug € LP(R)NL>®(R), 0<py< o0

onde @ > 1 e A > a — 1 sdo constantes dadas, b € L>(R x [0, 00)).
Tais problemas incluem casos particulares de inumeros modelos importantes em

Fisica e Biologia ver e.g. [2, 5, 9, 11, 15, 16].

Como esse problema é do tipo parabdlico degenerado, pois o termo parabdlico
desaparece quando u = 0, nao podemos garantir a existéncia de solucao cléssica,

somente a existéncia de solucao no sentido fraco conforme definicao abaixo.

Defini¢ao 3.1 : Dado 0 < T, < oo, uma funcio u = wu(z,t) € dita solugao
fraca do problema (3.1) no intervalo [0,Ty) se u € L*®(Sy) para cada conjunto
Sr=Rx[0,T],0 < T < T, eu(-t) e L ([0,T%), H. (R)), com

loc

// u@pdedt + /uo() (x, O)dx—oz//|u|a Y(sgnu(z,t)) u? ¢ dvdt
R
//|u\ umgoxdxdt—// (z,t) [u]ulp de dt

para toda fungdo teste o € C1(R x [0,T)) com suporte compacto em R x [0,T}) .
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A existéncia de solugoes fracas pode ser obtida por vérios métodos (ver e.g. [3, 10,
12, 13, 14]) e segue do Teorema 3.8 dado a seguir, que elas satisfazem o principio

do maximo
u(-, )l|zom) < lluolle® VT e[0,T) (3.2)

Em particular, solu¢oes do problema (3.1) s@o globalmente definidas (i.e., T\, =

00) com |u(-, t|| ) monotonicamente decrescente em [0, 00).

Quanto a unicidade, segue de [3, 4, 5] que mesmo as solugoes nao negativas
do problema (3.11) podem nao ser unicas. Em qualquer caso, todas as solugoes

de (3.11) satisfazem a estimativa fundamental

1

o\ onde s
Jul-Dllime < (o) £ lwolfg,  VE>0,  (33)

onde k = max{p,,1 —a+T}, ' = B |u(-,0)]|* ™ e B = ||b]|,o(r), conforme
Teorema 3.8 e 3.13 .

Para demonstrar esses resultados, vamos usar como argumento principal o fato
de que |u(+,t)| pode ser limitada por cima por solucoes classicas positivas, que
sao muito faceis de serem estudadas devido as suas propriedades suavizantes.
Relembramos que uma solugao cldssica do problema (3.1) é uma solucao
suave limitada, (C? em z,C" em t), que satisfaz o problema no sentido cldssico e
se aproxima do dado inicial em L}, (R) quando ¢ N\ 0.

Por conveniencia, vamos considerar num primeiro momento o caso das solugoes
limitadas nao negativas u(-,t) € L2.((0,00), L>°(R)) N L% ((0,00), H} (R)) do
problema (3.1). Solugoes classicas naturais associadas a u(-,¢) podem ser in-
troduzidas da seguinte forma: Escolhendo uma funcao positiva v € LPo(R) N
L>*(R) N C°(R), com v(z) > c|x|™° para certas constantes ¢ > 0 , ¢ > 0 e

|z| > 1 ;tomando € > 0 e considere o problema parabdlico regularizado

uf = Juf|us, + 7 |uFMus]?, T eR, t>1 >0

u(.,0) =uj =up+ev, (up>0)

onde a constante 7 é escolhida de forma que b(x,t) < 7.
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3.2 Estimativa para solucgoes classicas positivas

(caso A=a —1)

Nesta secao vamos relatar alguns resultados importantes das solugoes classicas
positivas para o caso particular do problema (3.1), onde A = a — 1.

Seja u°(-,t) a unica solucao classica positiva do problema

ui = |uf|ous, + 7 |uf|* g2, xeR, t>0
(3.4)
u(.,0) =uj =up+ev, (up>0)
onde a constante 7 ¢ escolhida de forma que b(z,t) <75 ev € LPo(R) N L>®(R) N
C°(R) é uma fungao positiva com v(r) > c|z|™° para certas constantes ¢ > 0,

o>0elz| > 1

As principais estimativas sdo dadas pelo Teorema (3.2) e (3.3) a seguir.

Teorema 3.2 (Principio do Mdzimo) Para cada € > 0, existe uma unica solu¢@o
classica limitada u®(-,t) do problema (3.4), o qual é definida positiva para todo

t > 0. Além disso, para todo ¢ > max{p,,1+ v — a}, temos
Hua(" t)HLq(R) < HUE<', O) ”L(I(R) Vit> 0, (32@)
e, mais geralmente,

il oy < 0ty ¥ > o > 0 (3.20)

Prova. A existéncia local, unicidade e positividade vem da teoria padrao de

equagoes parabdlicas, com existéncia global mostrada em [10, 12, 14].
Seja a funcdo de corte ¥g(z) definida na prova do Teorema (2.2) e considere

q > max{p,, 1 — a +7} finito.

Multiplicando a equagao (3.4) por ¥r(x) qu(z,t)?! e integrando o resultado em
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[to, t] x R obtemos

t
/ /wR(a:)que(x,T)q 1 dedr—/ /wR x) qut(z, 7)) (2, 7)oy d dr
+ CIY//iﬁR (o, 7))l |? da dr
Assim

/|27|<2R vr(@)u(z, 8)7 dr — / Yr(r)u(z,t9)? do

|z|<2R

+ ql¢g+a—-1- / Juf (z, 7)1 2wl | do dr
\x|<2R

- q // T(x)us (z, 7)Y da dr
<Q+a) to J R<|z|<2R r(0) (@, 7)

Fazendo R — oo e usando o Teorema da Convergéncia Monétona, obtemos

t

o oDy + ala = 14 =) [ o 2 Py = o ) (39
to

visto que u®(-, 7)) (x) = O(R™?)

Note que para garantir que ambos os membros da igualdade acima sejam finitos,
devemos ter ¢ - (¢ — 1 + o —75) > 0, o que acontece, ja que

q > max{p,,1 —a+7}.
Desta forma
t
qg-(g—1+a— ﬁ)/ /ug(x, 7)1 2yf |2 dr dT > 0 e obtemos
to JR

||u6(',t>||Lq(R) S ||U€(',t0)||Lq(R), Y t> to > 0.

Em particular, fazendo t; — 0 obtem-se

(-, ) ||ar) < |lu(+,0))|| o)
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Teorema 3.3 : Para cada € > 0, seja u®(-,t) solugdo classica positiva, do prob-
lema (3.4). Entdo

1
c K+« 2hta — 2&5,-04 2%
I Clm < (ot ) TG Ve 0. 36)

onde Kk = max{p,,1 —a+7}.

Prova . Vamos supor num primeiro momento que p, > 1 — a + 7.

2py+2a
2pyta

e integrando o resultado em [0,¢] x R, obtemos

Definindo p = , multiplicando a equagdo (3.4) por ¥g(z) t* (p,+a) us(x, t)Po+e1

t
t Yr(z)ut (z, )Pt do — u/ e VYr(x)uf (z, )P0 do dr
0

|z|<2R |z|<2R

N / m () (P + @)(py + 200 = D (, )0 272 |G |* dov dr
|:1:\<2R

+ (po ra ) // us(x,T)pOHQ dx dr
Py + 2 R<|z|<2R

+ 'vv/ Yr(@)™ (p, + ) w(z, 7)P | du dr

|z|<2R

Assim, fazendo R — oo e usando o Teorema da Convergéencia Mondtona, obtemos
t
Al +<%+am%—1+%wﬁy/T{/muJWﬁMﬂ@meT
0 R

LPOT(R)

2p, + 2« T ta

=(§§:;)Aﬂ“m< ][ he (3.7)
0

visto que Y% (z)uf(z, 7)Po 2> = O(R™?).

Introduzindo w(z,t) = u®(z, t)p > , obtemos

4(p, +a)(p, +2a—1-75) [*
e st rom
0

2, +2a [t
= S [ ol )l (3.5)

2p, +
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onde f = ZPPOOLZS €(1,2).

Vamos agora usar a Desigualdade de Sobolev ( ver Apéndice, Teorema 5.3).

VG B lsm < Ko(B) v IR0 g Ival, ) 2qa, (3.9)

onde50:2(/6—1)e§:2§—25.

Observacao 3.1 A estimativa mazimal de G-N-S de acordo com ([1], p. 1082),
que € realizada pela fun¢ao optimal w(z) = (A—:(;2)i/(2’5)

exige que 3/2 < 5 < 2.

, com A > 0 arbitrdrio,

Usando a desigualdade (3.9) para v = w(x, 7), obtemos

t t
_ B-(1— 9 — pot+a
| e 01 < K@l [ 7 e DI, o

/B /B
I < [l (L 0) P, = ol ey pelo

visto que [[w(-, 7)) = [lu(:,
Teorema (3.2).

Portanto, considerando

Alp, + a)(p, +20—1-=73) [*
E(t) = t"]|w(., )”Lﬁ(R . T 0+ 2a)? ; TN“wx(-aT)H%Q(R) dr,
0

temos por (3.8) e a desigualdade de Holder,

2p +20€ 81— 9 o T /t ) 2p0(12a
Bt < DT ) 5,53 #llwa(, d
(t) < et K,(8)°|lw 0||LB0 0 7 lwa (-, T) |72 @) d7

< 2+ 2 ( (p, + 2a)?
= 2p,+ o \d(p, + a)(p, + 20— 1 —

%y +30 L), 2t o _
R R

Entao

2p0 +2a

2p, + 2\ 2ot (p, + 2a0)? 5, Fa . (1-B).
B < (222077 : R A T e
2p0+a/ 4(po+oz)(p0+20z—1—7) ®)
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para todo t > 0.

Em particular

2. + 20\ B 0 (p, + 20)? &
. D, + 200 \?Pote p, T 2t
i) Tl < (P20 ()
P, + (o + a)(p, + 2ax 7)
T T
K, |0 472
. 9 5 5 ) 2py+2a
Po+a
(44) /7'“”wx<-,7')||%2(R) dr < (po + 2a (po + 2a) _ )2 o+
0 2p0+064(p0+04)<p0+204—1—’}/)
) (1—0)p
K |25 "

~ é’
Note que —9—'25 < 0. Entao para que ¢t~ & na equagao (i) ndo seja muito grande,

nao podemos tomar ¢ muito proximo de zero.
Vamos considerar o intervalo I = [t/2, t].
De (ii) temos que

2py 2«

t 2p, + 2 (py + 2a)? 2Py +a B, (1-0)
/ TM||wr(.,T)H%2(R) dr < ( ; 0 0 _ ) KﬁuH OHLOBO(R "y
t/2 Do + 4(p0 + Oé)(po +20—-1- 7)

Pelo Teorema 5.5 (ver Apéndice), existe um t, € I tal que

2py+2a
2p, + 2a (py + 2a0)? 2Pgto 8. (1 9)u
tH |we (., t) |22y < 0 0 KPH 0 t/2.
* || ( )”L?(R) - {(2p0+a 4(p, + @) (p, +2a—1-7) 0 ” OHLBO(R) /

Desta forma |[[w(.,t.)||z~®) pode ser realmente estimada. De fato, pelo
Teorema (5.2)

Fw(, ) ey < Gollw(, t) | sy llws (- £ l22 g

_ 2 _ B _ (28248
Ondeg—m, 1—6—meGU—( )2+B.

Usando as estimativas (i) , (ii) e o fato de que t, > t/2, obtemos

Py +2a

Tn T9a 2])0 pg+2a
2 +a Py 2 2pgta —7 +2a
H’(,U(,t*)HLOO(R) S <CO(6).pO —|—20{—A’}7— 1) ” OHLBO(R)t Po 9
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onde
A8

48 482 2 B+2
G(B) =272 - 57 K (8 - G0 (20)T
368 —2
Como [ 1)ls~iey < - )l ¥ £ b
P, +a £ 5o 2o pyta
. [e%) < . 0 2p0+a _m.
ot Dllm < (a0) - 22 )

2
Em termos de u®(-,t) = w(-,t)P0o™>* chegamos a seguinte estimativa

2p,

1

P, t « 2py o 20 + S — S

o Collmeo < (6(8) e T G ¢ (30
0

para todot >0ep, >1—a+7.
Isto mostra (3.3) neste caso, visto que ¢,() < 1 para todo 1 < § < 2. Por
ultimo, para o caso em que p, < 1 — «a + 7, segue de (3.10), basta renomear

Py i=1—a+7. O

Observacao 3.2 FEste Teorema poderia ser provado de outra forma, conforme

descricao abaizo.

Seja uf(-,t) solugao classica positiva do problema parabdlico regularizado

= |uf|*us, + 7 |uf|*Hui]?, T ER, t>0

us(.,0) = uf = up+ev e LPo(R)NL®(R), 0<p, <oo, (ug=>0)

onde e >0, v € LPo(R) N L®(R) N C°R), v > 0 com v(z) > c|x|~ para certas
constantes ¢ >0 eo >0 e |z| > 1.

Entao w® = (u®)® € solugdo cldssica positiva do problema

wi = wwe, +y Wi}, TeR, t>t;>0

we(.,,0) =wi =ug+ev e LP(R)NL®R), 0<p, <oo, (up=>0)
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ondepozﬁO 7:%, e>0,ve LR NLOR)NCYR), v >0 com

o’

v(z) > k|z|™° para certas constantes k >0 e d >0 e |z| > 1.

Assim pelo Teorema (2.3) seque que

1
k+1 T — by T
m) t lwollprwy, V>0,

)y = 107 )2y < (

onde K = max{p,,7 }

Agora, observe que

o = ([ |w€|podw) -(/ |u6|°‘ﬁodx) = ([ rode)” =il e

Assim se w € LPo(R), entio us € LPo(R), onde p, = p, -

Seja k = max{p,,y — a+ 1}. Entdo

1
K+ Zta 2/@—&-04 2;42—If-a
Ol < (e ) G ves o

3.3 Estimativa para solucgoes fracas limitadas (caso

A=a—1)

Nesta secao vamos estimar as solugoes fracas u(-,t) limitadas (com ou sem

sinal) do problema

= |u|® Upy + b(z,t) Ju|* M2, zER, t>0,

x?

(3.11)
u(.,0) =ug € LPP(R) N L*¥(R), 0 < py < o0

onde a > 1 é uma constante dada e b € L>(R x [0, c0)).
Primeiramente vamos estudar o caso em que as solugoes u(+, t) sao nao negativas.
Seja u®(+,t) solugao classica positiva do problema (3.4). A ligacao entre u®(-,t) e

u(-,t) é dada pelos resultados de comparacao, Lema (3.4) e Teorema (3.5).
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Antes de enunciarmos tais resultados, considere

u(-,t) € L2 ([0, Ty), L>=(R™)) N L2 ([0, T.), H. .(R")) solugdo do problema

loc
u = u* Au+ F(x, t,u,Vu) x€R" t>0,
(3.12)
u(.,0) = up € L>®(R"), uy >0

,onde a > 1.

Seja v € C°(R") N L®(R"), v > 0, com v(x) > c|z|~7 para certas constantes
c>0ec>0elz|>1.

Considere o seguinte problema

u§ = u (-, 1) Auf +yuE (-, 1) VeE]? 2 e R, >0,

(3.13)
u(.,0) = uf(x) = up(z) + e v(x).
Para cada 0 < t < T, defino os funcionais
() = —a / (e, )LV ul2e(x) de — / (e, ) (Y, Vi) da
+ / F(z,t,u, Vu)(x) d, (3.14)
(uj, ) = —a/ uf (2, 1) Vus Py (x) do — / u(z,t)*(Vus, Vo) dz

+ oy / W, 1) |V P () o,

para toda fungdo v € H*(R™) N L>=(R™) com suporte compacto.

Defino as seguintes fungoes:

0 ses<0;

p(s) =
1 ses>1

com ¢ € CY(R) e ¢/(s) > 0 para todo s € Re Hj(s) := ¢ (%).
A funcao de corte
0 se |z| > R;
CR('I> = 2 2
e~ VIt o=VI+R?  ge 2| < R,
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onde x € R"™.

A funcao P(s) primitiva de s” para s > 0

T8 seq# -l

P(s) = T+l (3.15)
Ins sevy=—1.
Para cada 0 < t < T,
0 se u(z,t) < u(z,t);
U(z,t) = (3.16)
Hs(P(u) — P(u®))-u(z,t)* - Cr(x) se u(x,t) > us(x,t),
com supp ¢ (x,t) C Br(0)
e
0 se u(x,t) < uf(xz,t);
Ye(x,t) = (3.17)

Hs(P(u) — P(u®))-us(x,t)Y~* - Cr(z) se u(x,t) > u(x,t),

com supp ¥.(x,t) C Bg(0).

Lema 3.4 (M. Bertsch e M. Ughi) Com as notagées acima, se y for tal que
(u, ¥) = (ug,1he) <K gy Hs(P(u) — P(u?))(V(P(u) — P(u")), V(r(2)) dz,
T|<R
para todo 0 < t < T, e para algum K € R, entao ( redefinindo u(x,t) num

conjunto de medida zero no tempo se necessdrio)

u(z,t) <u(z,t), VO0<t<T.

Prova. A prova deste Lema esta no Apéndice.

Teorema 3.5 Seja A = o — 1 e u(-,t) uma solugdo limitada ndo negativa do
problema (3.11), e seja u®(-,t) solugdo cldssica positiva do problema (3.4), onde
v € R € tal que b(x,t) < 7 para todo v € R, t > 0. Entdo temos (redefinindo
u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo se necessdrio): u(-,t) < us(-,t)

para todot >0 e em q.t.px € R.
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Prova. Sejam as fungoes P, 1 e 1. definidas em (3.15), (3.16) e (3.17), neste caso
com x € R e trocando v por 7, e sejam os funcionais (ut, ) e (uf, 1) definidos
em (3.14) com F(x,t,u,u,) = b(x,t) u® " u2.

A mostrar:

/0 () — (i) dt < K / | 6P (P() P (1) Gale)

para algum K € R.

<Ut, ¢>

+

_“/| et Ho(P() = P())-u(a, 7" - Cale) de
/||<R u(z, t)*u, (Hs(P(u) — P(uf))-u(- )7 Cr(z)), dx
/| )" H(P ) = ), )77 o)
—a/lKRu(x )7 Hy(P(u) — P(uf)) - Cr(z) da
/| )T H () = P (Gl
) [t 07 (PG~ P Gl
lz|<R
/| et s Hiy(Pla) = P)) (P = Pw))e - Gala) do

/||<Rb(x’t)“( ) w2 Hy(P(u) — P(uw)) - (p(x) d

Como u(z,t) u, = (P(u)),, obtemos

<Ut, ¢>

/| ) =T, Hi ) — P Gl o
Hy(P(u) — P(u))(P(0)) (Calx)) d

|z|<R

/|<R“($, t) Hi(P(u) — P(uf)) - Cr(@)(P(w))s (P(u) — P(uf)), dz
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<u§71/}6> = —Oz/|<RU€(:E,t)a_1(u‘;)2 H(5<P(u) - P(u€>)'u6(m7t)§_a ' gR(I) dx
_ /| " (P — P) ()77 Gale), do
b7 [ ) ) Ho(P) P (.07 Cala) da

|z|<R
- _a/|<R“€(x’t):/_l(“i>2HJ(P(U) — P(u%)) - Cr(z) dx
- /||<Ru€(xatﬁH5(P(U) — P(u®))u;, - (Cr(x)). do
~ G [ ) P - P Gale) do
|z|<R
- /||<Ru6<$,tﬁHS(P(U) — P(u®)) uz(P(u) — P(u®), - Cr(x) dz
i i/|<R uf(, )7 (u5)? Hs(P(u) — P(u%)) - Ca(r) da

Como uf(z,t)7 us = (P(uf)),, obtemos

T

i) = = [ HPO) — PP, ()
= [ P P (PO (P) — P Ca)
Assim
/< (ug, Ve) dt = //|30<th Yu2u " Hy(P(u) — P(uf)) - Cr(x) da dt
- / L W) (P(w) — P(uF))? - Crlr) de dt

- / Hs(P(u) = P(u?))(P(u) = P(u7))2 (Cr())s du dt

0 J|z|<R

IN

/O/E%(x,t) —F) 2T Hy(P(u) — P(wf)) - Crl) da dt
_ / Hy(P(u) — Puf))(P(w) — P(uF)s - (Cale)). dr i

0 J|z|<R

Logo

/ (1, ) — (0 ) i < — / N W) (P(w)— P(4)) - (Crla)). e,
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visto que b(z,t) =7y <0 V z€R, t>0.

Assim segue diretamente do Lema (3.4), que
u(-,t) <u(-,t) VzeR, t>0.

O

Uma consequencia imediata dos Teoremas (3.3) e (3.5) é que, para cada t > 0,

KkK+1 —zﬁ 2%
)| ooy < — |t " 3.18
s Ollime < (pe—z ) ™ el B9

para todo € > 0, onde kK = max {p,,7 + 1 — a}.
Fazendo ¢ — 0 em (3.18), obtemos o importante resultado dado pelo Teorema

abaixo.

Teorema 3.6 Seja A = o — 1 e u(-,t) uma solugdo limitada ndao negativa do
problema (3.11). Entao (redefinindo u(x,t) num conjunto de medida zero no

tempo se necessdrio), temos que

[uls Ol < lJulto)lle@ ¥ E>1 >0

2Kk

K;_i_a 2k+a o) _ 1
) e my < _ PO o Y 4> (),
e Dlime < (s ) Il

onde k =max{p,, 1 —a+7} ey =sup{b(z,t): x € R, t > 0}.

Vamos agora concentrar nossa atencao para as solugoes u(-,t) com sinal do

problema
Dado € > 0, seja agora u® (-, t) a solucao classica positiva do problema parabélico

regularizado

ui = [uf|*us, + B - [uf|*Hug 2, z€R, >0
(3.19)

us(.,0) = u§ = |ug| + ev,
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onde B = || b||r=(rxr,) € , como antes, v € LP (R) N L>(R) N C°(R), v > 0 com

v(xz) > c¢|x|~7 para certas constantes ¢ > 0, 0 > 0 e |z| > 1, para um certo

0<p, <oo.
Seja u(+,t) solu¢ao nao negativa do problema (3.11).
Defino u := —u. Entao
U = —up = —|u|%ug — bz, t)|ul*" ! 2 = |u|* (=) 2z — b(z,1)[u O‘_lui

= AT — b, TG = [Ty, +b(, £)[A] 1T

onde /b\(m,t) = —b(x,t).
Como |b(z,t)] < B usando o mesmo argumento estabelecido no Teorema (3.5)
acima, temos que u(z,t) < u®(z,t) e —u(x,t) < u(z,t) para q.t.p x € R

e q.t.p t > 0. Desta forma o seguinte principio de comparacao é obtido.

Teorema 3.7 Seja A = a —1 e u(-,t) uma solugao limitada do problema (3.11),
e seja uf(-,t) solugdao classica positiva do problema (3.19), onde B > 0 € tal que
, |b(z,t)] < B para todo x € R, t > 0. Entdo (redefinindo u(-,t) em um conjunto
de medida zero no tempo se necessario): |u(-,t)| < u®(-,t) para todot >0 e em

qtpxeR.

Como o Teorema (3.2) e o Teorema (3.3) s@o validos para u®(-,t) com

~ substituido por B, nds obtemos

||u(-,t)||Loo(R) S || |UQ | —I— SUHLoo(R) V t > to Z 0

K+ a
K+2a0—1—

1
2r+a

[u(, D)l ey < ( B) I o +ev||{”+“t mr Y >0,

onde k = max{p,,1 — o+ B}. Fazendo ¢ — 0, nds obtemos nosso resultado

principal

Teorema 3.8 Seja A = a —1 e u(-,t) uma solugcdo limitada do problema (3.11).
Entao (redefinindo u(x,t) num conjunto de medida zero no tempo se necessdrio),
temos que

u(-, D)oo < [Jul-to)llpe® — VE>1>0
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1
K+« 2rta g2k 1
ot Dllime < (g Y g 7 ¥ a0,

onde k = max {p,,1 —a+ B} e B = || b1 ®mxEr,)-

3.4 Estimativa para solucoes classicas positivas

(caso A > a —1)

Nesta se¢ao, vamos continuar nossa anélise do problema de valor inicial (3.1)
considerando agora o caso em que A > a — 1.
Novamente torna-se conveniente considerarmos primeiro o caso das solugoes nao
negativas desse problema.
Os passos basicos do argumento sao praticamente os mesmos da secao anterior,
mas alguns resultados a mais estao envolvidos.
Nossa andlise comeca com a seguinte propriedade importante.
Teorema 3.9 Dado T, > 0, seja v(-,t) € L2.([0,T%), L>*(R)) uma solugdo ar-
bitrdria positiva do problema (3.1) com estado inicial v(-,0) € LPo(R) N L>®(R),

onde 0 < p, < co. Entao temos
||U('7t)||L°°(R) S ||U('7O>HL°°(]R) \V/ 0 <t < T*,

em particular, v(-,t) € globalmente definida, i.e., podemos sempre assumir que

T, = 0.

Prova: Dados t > 0, seja M (t), B(t) tal que v(x,7) < M(t) e b(z,7) < B(t) para
todoreRel< 1<t
Multiplicando a equagao v; = v* vy, + b(x,t) v*v2 por Yr(x) qu(z, )7, onde

q > p, ¢ finito, Yr(z) é a funcdo de corte definida na prova do Teorema (2.2), e
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integrando o resultado em [0, ] x R, obtemos

/ Yr(z)v(z,t) ! de+q- (¢+a—1) /t Yr(x)v(z, 7)1 202 do dr
lz|<2R 0

|z|<2R

= Yr(x)v(r,0)! dx + q/t Vr(2)b(z, T)v(z, 7)™ 1? do dr
0

|z|<2R |z|<2R
t
< Yr()v(z,0)? dr + g B(t), M (t)* ot / Yr(z)v(z, 7)1 20?2 do dr
|z[<2R 0 J|z|<2R

¢
q " “+a
+ // x)v(x, 7)™ dx dr.
(q_'_@> 0 J R<|z|<2R rle)u(e,7)

Fazendo R — oo e usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, obtemos

t
[oC )| amy +a-(¢—1 +a—F0)//Rv(x77)q+a—2v§ dz dr < |o(-,0)[|%, g,
0

onde Ty = B(t) - M(¢)*T1 B(t), = max {0, B(¢)}.

Assim para ¢ > max {p,, 1 — a + I'g} arbitrério, temos
[o( )l La@) < v, 0)||Loqw)-

Fazendo ¢ — oo, obtemos o resultado desejado. O

Agora nés podemos proceder de maneira similar ao caso em que A = a—1: dada
uma solugao arbitrdria u(-,t) € L2 ([0,T.), L>(R)) N L2 ([0, 00), H. (R)) nio
negativa do problema (3.1), fixamos uma funcdo positiva (arbitrédria)
w € LPo(R) N L>®(R) N C°(R) e tomando & > 0, definimos u°(+,t) como sendo a

solugao classica positiva do problema parabdlico regularizado

uf = uf|*ug, + Tolus*Hus [

(3.20)
ue('vo) :ugzuo—l—gw, (UO 20)7
onde 'y =B, - ||u0||2;°(‘£)1, B = sup b(z,t) e B, = max{0,B}.
z€R,t>0
Pelos Teoremas 3.2 e 3.3 da secao anterior, temos que
(-, )| e @) < Nlu” (-, 0)l[ = m) (3.21)
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1
K+« D e
Gl s (s )¢ GRS G2

para todo t > 0, onde k = max{p,, 1 — a + [y}

3.5 Estimativas para solucoes fracas limitadas

(caso A > a — 1)

Nesta se¢ao vamos estimar as solugoes fracas limitadas (com ou sem sinal) do

problema.

up = |u|* gy + b(z,t) [ul*u2, xR, t >0,
(3.23)
u(.,0) =ug € LP(R) N L*(R), 0<py< oo

onde a > 1 e A > a — 1 sdo constantes dadas, b € L>(R x [0, 00)).
Primeiramente, vamos considerar as solugoes u(-,t) nao negativas do problema
(3.23).

Seja u®(-, t) solugao classica positiva do problema (3.20), entao obtemos o seguinte

resultado de comparacao.

Teorema 3.10 Seja A > o — 1, u(+,t) solugdo fraca limitada nao negativa do
problema (3.23) e u®(-,t) solugao classica positiva do problema (3.20). FEntdo,
(redefinindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo se necessdrio):

u(-,t) <wf(-,t) para todot >0 e emqtpxelR.

Prova. Sejam as fungoes P, 1 e 1), definidas em (3.15), (3.16) e (3.17), neste
caso com = € R e trocando 7 por I'y.

A mostrar:

[~ vd i< [ [ H(PL=POOPW=P); Cale)) dods

lz|<R
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para algum K € R.
() = o [ ulw ) Hy(P(u) — Pl)ula ) Galo) do
|z|<R
- /|<RU(IJ)“% (Hs(P(u) — P(uf)))p-u(z, )07 - Cp(x) da
! /|<R bz, t)u(, 1) ug Hs(P(u) — P(uf))-u(, )" - Cp(x) da,
- " HA(P(w) = P) - Gole) (bl u(e, )7~ To)d

- Hs(P(u) — P(u))(P(u))z (Cr(2))s dx

|z|<R

- Hi(P(u) — P(u)) - Cr(2)(P(u)z (P(u) = P(uf)), da.

|z|<R

(u, ve) = (Fo—a)/mus(%t)“1(Ui)2H5(P(U) — P(u?))-u (2, )" Cp(x) du
. /||<Rua(93’t)aui (Hs(P(u) — P(u)))gus(z, )07 - Ca(w)) do
= - Hs(P(u) = P(u))(P(u7))s (Cr(2))z d

|z|<R

- Hi(P(u) — P(u)) - Cr(2)(P(u7))x (P(u) = P(uf))s dz.

|z|<R

Assim
ug, V) — (us, ) dt = bz, tyu* oM —Ty) ulo L Hs(P(u) — P(uf)) - Cr(z)dz d
/0< w><w>t/0/|x£R<t> ) (P(u) — P(uF)) - Cla)dx

- / Hy(P(u) — P(uf)) - Calw)(P(u) — P(u))? dr dit

lz|<R

- /o Hs(P(u) — P(u*))(P(u) — P(u)), (Cal()), do dt

lz|<R

< /0/|m<(%(33,t)u)‘—a+1_ Fo)uro_lH(;(P(u) _ P(ua)) ] CR(SE)CZZE dt

Logo

/0 (0 B)— (0, ) dt < — / Hy(P(u)— P () (P(u) ~ P(uF)) () der .

lz|<R
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visto que b(z,t)ur "t —Ty <0 V 2 e€R, t>0.

Assim, segue diretamente do Lema (3.4), que
u(-,t) <u(-,t) VY axeR, t>0.

U
Entao ||u(-,t)||reemy < ||uf(-,t)||Loo(r) Para cada t > 0e e > 0.
Fazendo ¢ — 0, o resultado seguinte é imediatamente obtido de (3.21),(3.22)

acima.

Teorema 3.11 Seja A > a— 1 e u(+,t) uma solu¢ao nao negativa do problema
(3.23). Entao (redefinindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo, se

necessdrio), temos

[uls Ol e < lJulto)lle@ ¥ E>1 >0

K+ a
K+2a0—1—

W@Wm®§<

2kt
) Hung“JrO‘t wra V>0,
Lo

onde k =max{p,,1 —a+To} elo=8B, - HuOH)‘ O‘“ , B= sup b(z,1).
z€R,t>0

Vamos agora voltar nossa atengao para as solugoes com sinal u(-,¢) do problema

(3.23) e para a solugao u®(-,t) positiva do problema parabdlico regularizado
u = |ufus, + T - [uf]* " Hug]?, zeR, t>0
(3.24)
u®(.,0) = uf = |ug| + ew,
onde'=B- ||u0||2;‘2§)1, B = ||b||re@xr,) =sup{|b(z,t| :x € R, t >0} e
onde, como antes, w € LPo(R) N L>®(R) N C°(R) é uma fungao positiva com

v(z) > c|z| ™%, para certas constantes ¢ > 0, § > 0 e |z| > 1.

Defino v := —u. Entao

Vi = —typ = —|u| gy — bz, t)|u) M = |u|*(—u );m — b(z, t)|u P

= |V|*"Ver — b(:v,t)|v|)‘ 2 |V|avm,+b(x t)|v
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onde b(z,t) = —b(z,1).
Como |b(z,t)] < T, temos que b(z,t) < T, assim usando o mesmo argumento
estabelecido no Teorema 3.10, temos que —u(x,t) < u®(x,t), para q.t.p z € R (e

q.t.p t > 0). Desta forma o seguinte principio de comparagao é obtido.

Teorema 3.12 Seja A > a — 1 e u(-,t) uma solugdo fraca limitada do prob-
lema (3.23), e seja us(-,t) solugao cldssica positiva do problema (3.24). Entao
(redefinindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo, se necesdrio) para

todo t > 0: |u(x,t)] < u(x,t) g¢tp. z€R.

Em particular, temos ||u(:, )| pem) < [[u®(-,t)||L(r) para todo t > 0, e , como

(3.21) e (3.22) sao validos para u(-,t) trocando I'y por I', obtemos

lu(-, ) ||Loem) < || [wo] + eW||Loo(m) Vi>ty>0

1
K+« 2rta 2
”“ﬂiﬂhmm>§§<ﬁ+2a__l_F> Hhm|+6WH2+ ¢,

para todo t > 0, onde K = max {p,, 1 —a+T'}. Fazendo ¢ — 0 obtemos o seguinte

resultado fundamental sobre solugdes fracas limitadas do problema (3.23).

Teorema 3.13 Seja A > a—1 e u(-,t) uma solugao arbitrdria limitada do prob-
lema (3.23). Entao (redefinindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo,

se necesdrio),temos

[us Ol < llulto)lle@ ¥ E>1 >0

1
K+« 2kt = a
(s B)le @) < (Hm_ : _F) ol 225, ¢35,

A—a+1

para todo t > 0, onde K = max{p,,1 —a + T}, T = B |lul;<g

B — H b HLOO(RXR+)-
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3.6 Solucoes com suporte compacto

Vamos concluir este capitulo com algumas observagoes sobre o caso especial de
solugbes com suporte compacto. Se A = a—1, b(x,t) = v > a/2—1, 7 constante,

pode-se encontrar solugoes autossimilares da forma [2, 7]

l—at+y 1

1

T 2—af2y 2 1 2 S T—a/249 \@

w(a,t) = (t+t) (R -5 ﬁ (x — 20) (£ + to) ”) (3.25)
+

para um R > 0 arbitrario, ty > 0, o € R, onde a; = max {a, 0} é a parte positiva
de a.

Entao quando A = @ —1 e B > o — 1, a taxa de decaimento ||u(:,t)||zm®) =
O (¢t~1/?%*) dada no Teorema 3.8 é optimal se p, =1 — a + B.

Mais geralmente, se A = a — 1 e se a solugao inicial ug do problema (3.11) tem

suporte compacto, entao a taxa de decaimento optimal pode ser determinada.

De fato, se B > a — 1, entao segue diretamente do Teorema 3.8, tomando

p, =1—a+ B que

1
1+ B\ 2-a+2B 2-2a42B 1
Ilu(»t)llLoo(R)g(—Z ) (O 55 w0,

||L1—a+B(R)
Se B < a—1, entdo k = max{p,,1 — a + B} = p,. Logo para todo t > 0 fixo,

temos
1 2p,
P T @ 2Pote By +a L, gp
e Dllowen < (2SNl F L v g >0

Vamos supor que suppug C [aq, b1].
Entdo fazendo p, — 0, obtem-se limsup |[|uo|[%, (r)y = Hmsup f;ll lup(z)[Po dx <
(bl - al)) €

L N

lu(-,t)|| Loor) < (2a _Oi +B) <( 1_tal) ) ; mais geralmente
se supp ug C U [an, b,] com [ay, bi], [ag, bs], . .. disjuntos, onde [ = max (bp—ay),
n=12,... =1.2,..

entao

Q=

«Q a (1 .
) ey < [ —— —1 .
ot Dllimo < (=35 ) (t)
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Assim obtemos o seguinte Teorema.

Teorema 3.14 Seja A = o — 1, B = || b[ze@®xr,) € u(-,t) uma solugdo do
problema (3.11) com uma solugdo inicial ug de suporte compacto (com ou sem
sinal). Entao temos (redefindo u(-,t) num conjunto de medida zero no tempo, se

necessdrio), se B > a — 1,

1
1+ B\ 2-a+2B Sk s ==t
JuteOlimeey < (52 ) 7 02 ¢ (3.26)

para todot >0, e, se B<a—1

Q I~

futeOlimee < (P525) weso (3.27)

onde a; < by € R sao tais que suppug C a1, b];
mais geralmente

1

I\
[u(, )] o) < (7) V>0, (3.28)

se supp ug < U [an, by] com a1, 1], [ag, bs], ... disjuntos, onde | = max (bp—ay,).
n=1,2,.. =12,...

Para A = a — 1, b(z,t) = v < o — 1, arbitrério, segue de ([5], proposicao 2.4)

a existéncia de solugoes com suporte compacto da forma
u(x,t) = (t+to) V- R¥* . U,(|lx — xo|/R), R>0,t9>0,19€R (3.29)

para alguma funcao apropriada U, (-) dependendo apenas de 7. De (3.25) e (3.29)
acima, segue que a taxa de decaimento (quando ¢t — 00) dada no Teorema (3.14)

é optimal, como afirmado.
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Capitulo 4

Neste capitulo vamos desenvolver algumas estimativas para solugoes u(-,t) do

problema

up = [ul*Au+ bz, t) [u}| Vul*> = eR™ ¢ >0,

(4.1)

[ u(.,0) = up € LP(R")NL*[R") 0<p, < oo
onde a > 1 e XA > a — 1 sdo constantes dadas, b € L>°(R" x [0, c0)).
Tais problemas incluem casos particulares de inumeros modelos importantes em

Fisica e Biologia ver e.g. [2, 5, 9, 11, 15, 16].

Como esse problema é do tipo parabdlico degenerado, pois o termo parabdlico
desaparece quando u = 0, nao podemos garantir a existéncia de solucao cléssica,

somente a existéncia de solucao no sentido fraco conforme definicao abaixo.

Defini¢ao 4.1 : Dado 0 < T, < oo, uma fungio u = wu(x,t) € dita solugao
fraca do problema (4.1) no intervalo [0,Ty) se u € L*®(Sr) para cada conjunto
= R"x[0,7],0 < T < T\ eu(t) € Li,([0,T%), Hype(R") ), com

St
// updr dt + /uo() o(x, O)da:—a// lu|*"! (sgnu)|Vul*¢ dz dt
0 n n

// |u|*(Vu, V) dxdt—// (z, 1) |u| | Vul*o dx dt

para toda funcao teste o € CH(R"x[0,T%)) com suporte compacto em R™ x [0, T5).

Em particular, solugbes do problema (4.1) sdo globalmente definidas

(i.e., Ty = 00), com |lu(-,t)||ze®n) monotonicamente decrescente em [0, 00).
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Quanto a unicidade, segue de [4, 9, 15] que mesmo as solugoes nao negativas do
problema (4.1) podem nao ser unicamente definidas. Em todo caso, todas as

solugbes do problema (4.1) devem satisfazer a estimativa fundamental

2K
Dritna N
Hu(,t)HLoo(]Rn) S K . HU’OHL“(R") t 25+na y Vt > O, (42)
onde k = max{p,,1 —a+ B} e B = ||b||gom). € K > 0 é uma constante que

depende somente de n,p,, o, B.

Para demonstrar os principais resultados deste capitulo, vamos usar como ar-
gumento principal o fato de que |u(+,t)| pode ser limitada por cima por solugoes

classicas positivas.

Primeiramente vamos considerar o caso das solugoes limitadas nao negati-
vas u(-,t) € L2 ((0,00), L°(R™) N L% ((0,00), H} (R")) do problema (4.1).
Solugoes classicas naturais associadas a u(+,t) podem ser introduzidas da seguinte
forma: Escolhendo uma fungao positiva v € LPo(R™) N L=(R") N C°(R™), com
v(xz) > c|z|™7 para certas constantes ¢ > 0, 0 > 0 e |z| > 1, tomando ¢ > 0 e

seja u®(-,t) a unica solugao classica positiva do problema

ui = |[uf|*Au+ B - [ufMVul?, z€R™ t>1t>0
(4.3)
u(.,0) =uf =up+ev, (up>0)

onde @ > 1 e A\ > a — 1 sao constantes dadas e B é escolhida de forma que
b(z,t) < B.

4.1 Estimativa para solucoes classicas positivas

no caso n-dimensional ( A = a — 1)

Nesta secao vamos relatar alguns resultados importantes para o caso particular
do problema (4.1), onde A = o — 1.
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ul = |uf|*Au+ B - W[ HVul?, z€R", t>1>0
(4.4)
ua(.’o) :u(a]zu0+5V7 (UO 20)

onde a > 1 é uma constante dada e B é escolhida de forma que b(z,t) < B.

As principais estimativas sao dadas pelo Teorema 4.2 e 4.3 a seguir.

Teorema 4.2 (Principio do Mdzimo) Para cada e > 0, existe uma unica solu¢ao
classica positiva u(-,t) € L>*(R" [0,Ty)) do problema (4.4). Além disso, para
todo 0o > q > max{p,,1 — a+ B}, onde B = || b|| Lo ®nxr,), tem-se

[ )l gy < N0 O) gy ¥ 0 (45)

Prova. A existéncia local, unicidade e positividade vem da teoria padrao de
equagbes parabdlicas, com existéncia global mostrada em [10, 12, 14].
Primeiramente, vamos supor ¢ < co. Seja € > 0 fixo no que segue.

Defino a seguinte funcao de corte

e~ VIHRP_ gmeVIHRE g |4 < R;

0 se |z| > R,

Cr(z) =

onde x € R™.

Multiplicando a equagao u$ = |uf|*Auc + B - [uf|*7!|Vus|? por qué(z, 7)1 (g(x)
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e integrando o resultado em [ty, t] x R™ obtemos
/ Cr(z)u®(z,t)?de = / Cr(z)u(z,t)?dx
|z]<R |z|<R
_ / / (g4 — 1 — By (z, 7)™ 2Cn(2)| Vil | da dr
tod |z|<R
- q // uf (z, 7)YV, Vg (7)) do dr
tod |z|<R
- / Cr(x)u(x,tg)? dx
lz|<R

- // (q+a—1— B)u(z, 7)1 2(p(x)|Vus|* dz dr
to \x

<R

0
— q_|_a/to/|x|:Ru€(x’T)q+a Cg:v) da(x)dT

t
a // u(x, )T NCg(x) dx dr
q+a i |x\<R<7 ) #(@)

Seja M(T) tal que ||u(-,t)||po@mny < M(T) Vig<t<T.

_|_

Assim

/ Cal@)e(z, )0 de + (¢ + a — 1 — B) / t / W (2, 7)1 (2) |Vl 2 e
lz|<R to |z|<R

< /| Gl ) [

u(x, 7)YV Cr(x) - | do(x) dr

lz|=R

+ // (2, 1) An(@)| da dr < / Cal@)e (a, 10)? da
q + o z|<R |z|<R
t
+ M(T)"H*T R"™ ' nw,ee I+R? _9 M(T) ne/ ut(z,7)%e Vv L2l g dr,
q + o q+a tod |z|<R

visto que [ACr(x)| < nee VI e |V(g(n)] < S - em VIR,

1+|z

:

Entao para ¢ > max{p,,1 — o+ B}

/u Gl < / (e (@ 1) di

lz|<R

+ M(T)™ T R ' nwye eV 4 M(T ne// z,7) e VIR 4y dr,
to \m|<R
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Fazendo ty — 0 e usando o Teorema da Convergencia Mono6tona, temos

/|9ﬂ|<R Crlw)u(z, 1) de S/ Cr(z)ug(z)? dx

lz|<R

t
+ M(T) T R ' nwye eV L M(T)n e/ uf (2, 7)%e” VI dy dr
0 J|z|<R

para todo R > 0e e > 0.

Fazendo R — oo, chegamos a seguinte estimativa

/ u(x,t)le Vv Il g < / ug(x)le Vv L+l g
n Rn

t
+ M(T)”ne//us(al:,T)qeE\/H'x2 dx dr

O n

Entao, obtemos

Ult) <A+ C /tU(T), onde U(t) = /n uf (z, 1) e VI dr ¢ = M(T) ne

to

e A= / uf (z)Te” VI g (4.6)
Logo, pelo Lema de Growall

/ uf (z,t)%e" VTl gz < / us (z)Te”VIHER g LMD e g 5
n Rn

Fazendo ¢ — 0, temos

||U€(', t)HLq(R") < ||u(€)||Lq(Rn)-

Finalmente, fazendo ¢ — oo

(-, )| Loo@ny < [|ug || oo @ny-

Teorema 4.3 Seja u®(-,t) solucao cldssica positiva do problema (4.4). Entao

2K

| P o I i (4.7)

onde k = max{p,,1 —a+ B} e K >0 € uma constante que depende apenas de

Dy, 0, B en.
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Prova: Vamos supor primeiramente que p, > 1 — a + B.

Seja q > p, finito. Multiplicando a equacao ui = |uf|*Auf + B - |uf|*~|Vuf|? por
VYr(2)(t —to)* qus(z,t)? ", onde p serd escolhido posteriormente e integrando

o resultado em [ty,t] x R™ obtemos

// x)(t — to)* quf(z,7) s do dr
to ‘LL‘|<2R

// Vr(2)(T — to)* qut(z, ) Auf da dr
tod |z|<2R

¢
+ B // Vr(T — o) qut(z, 7)1 2|Vl |? do dr
to ‘x|<2R

Usando integragao por partes em relacao a t e o Teorema do Divergente , obtemos

(t —to)" Yr(x)u(z,t)?dx
lz|<2R
¢
+ qlg+a—-1) / Yr(x)(T — to) u(x, T)q+%2|Vu5|2 dx dr
0 |:L“<2R

= ,u/ Vr(2)(T — to)* M (2, 7) dx dr

oY |z|<2R

¢
+ qB/ Yr(x)(T —to)“us(x,T)q+a72|Vu€|2da:d7'

lz|<2R
+ // (T — to) u’(x THQA@/} dx dt
q + « |z|<2R o) (. T) ()
Note que
e qt+o ]— qto
u(z, 1) Ag(x)dr < 2 |u®(z, )| |Aw< ) | dx
|z[<2R |z|<2R
1 vha

< 7 C - |lus(-, )| La+a(gny — 0, quando R — oo.

Entao, fazendo R — oo e usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, obtemos

t
(¢~ 0Dl + ala+a=1=B) [ (=t [ wlar)re?Vudodr

to

t
< [ (= 0 e d

to
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Note que precisamos ter ¢ > 1—a+ B, mas isto acontece, jaque ¢ > p, > 1—a+DB.

Entao

t
(t = to)" || (O amny + MmJU/@=¢W‘ 0|7 2|Vl | da dr

to Rn
t
< [ =t ) e (45)

to
onde'=1—-«a+ B.
Introduzindo w(z,t) = u(z,t)"2", obtemos

c q 2q
[|u ($at)HLq(Rn |w(z, t)HLB (R7)’ onde 8 = T o € (0,2)
e
4

; |uf| T Ve P d = W—Q)Q||Vw('at)||%2(Rn)'

Reescrevendo (4.8) em termos de w(z,t), temos

4q<q_r) t K T 2 T
TEIETXJT—W|Wwb)MHWW (4.9)

S O [ [ (4.10)

to

(t = to) 1w (-, )1 s gny

Agora, escolhemos 0 < By < e usamos a extensao da Desigualdade de Sobolev
(ver [19])

IVllagny < K (Bos B) IVl oo gy IV V1122 g

1
onde 6 € (0,1) é dado por § = 422+
Entao, obtemos

u/ (r—to)" " w(., )| msu/t (r—t0)" " Ko(®)" [lw (., )7 [V, 7)oy dr

to LBR") LBo (rn)
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Assim, usando a desigualdade de Hélder e o principio do maximo, obtemos

" / (t —to)" ol )|

to LB (R™)

t
p—1 B B-(1-0) .
< [ =) Kal) Tl 1T 7 e d

to LPo (rn

< uko(B) i)l " / (r = to) =) (7 = 1) IV, 7))

LPo (rn)

2—36
2 2

< K|l )], (/t <<T - to)”(QQBQ)_l)Z_ﬁedx>

Lo (rn) to

Bo

( /< 9 e )

onde K= sup K(f, 5o, n) e pu deve ser tal que u —
q<Bo<pB<2

2

Considerando p = , tem-se

_2
2— 30

t
—1 (11— _ Bo
i =)l b < A ] - )

B(rn n
to LBR") LBo(rn)

to

t
( [ 7= 0 IVl ) gy dr

Considere

Ve 4q (q —
E(t) = (t —to)"| (7t)||§e(w)+—(q+a) ;

Entao

B0 (rn)

(M [ =l IVl e d7>

(q + Oé)2 to

B(t) < nKlwl )], " (t—t)" 7 (W—Oé)))

so ( (g +a)

LPo (rn)

< Rl )P (- 1) ¥ (m) )=

Assim

H ﬂ.uw B-(1—6)-p B M Sou
B(t) < g K> lw( o), 7" (¢ to)( )) |

Lo (rn)
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80
)2

F) ! o 2
7 | (7= )Vl dr

(4.11)

dr



Em particular

0
on

2
< urKOH BO=0rm N (u—1) (¢ +a)
[ Ol gny < W K w(sto)| (= to) =1 - (4.12)

Agora devemos voltar a funcao original u®(z,t).

Primeiro note que

o)l = /nrw<~,t0>rﬁ0dx= [t (@3)

= o)) Lo §+a-

Entao é conveniente tormarmos [y € (0, 3) tal que fy - "J’Ta =1,1¢, By = Tia:

Desta forma obtemos ||w(.,t0)||€°50 = ||u€(.,t0)||i%(Rn)

em termos de |]u5(.,t0)||L%(Rn).

Entao de (4.12) e (4.13)

) giﬂ'(l*w'u (q+0[)2 o H
u vy < 1 K e (o)) t— t)~D (— ,
Ju (-, )l Lo gny < [Ju( O)HL%(W) (t = to) (g =T)
_ ng+no n _ (n+2) g+2na
onde 0 = (n+2q) q+2na’ 1-6= (n+2) (;1+2noc e = 2q+q2noz
Assim, obtemos
€ 1 € Q%Zizg) __n
[ (- D) Loy < Alg)e |Ju (-JO)HL%(R”) (t —to) 2atne, (4.14)
)i (i%ﬁ]—# %'(n+23>q+2na (gra)? 72q—1qm
n+2)q+2na +a qFna o
onde A(g) = ( 2+ 2na ) -K : (4qq(q—r))

Agora, usando uma iteracao do tipo Moser, nés mostraremos nossa principal

estimativa, a saber

2%y n
2 na | 2py+tna
(Ol ey < Ky oem)| gl t . onde (4.15)
SO
K(p,,a,n) = HA(ij )M] L9 =1 (27p, + na)(2p, + = )
j=1
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Para provar isto, seja t > 0 fixo no que segue

Considere 0 < t[() ) < t( )<< t,E:k_)l < t,(gk), com
1 =, ) =t -0, 1, =1 -0 ) =P e 4,
onde (9§k), ,Qék), e ,Qlik) > 0, satisfaz:
k
k
(1) >0
j=1
k
(k) _
@ Jim 2 07 =1
=27, 1<j<k

Por conveniéncia tomemos Gj

Vamos aplicar a desigualdade (4.14) sucessivamente para
k - k - k
q = 2kp()a tO :t](9217 q:2k 1p07 tU :t](g—)Z’ q:2k 2poa tO :t§gz37
er 4k
N 255, () O termos de |lu (.,t,g_)l)HLQkflpO &™)

e desta forma estimar ||u®(,
k k
||lus( é)l)HLQk P termos de ||u€(-,t1§22)||L2k 200 (ny? etc.
Entao
1 2kp0+% n
k) \y 2o tna) o (k k) ok
0 G 0y gy S AR50 Po (B0 (6 = 132,) oo
L 0 (R7)
e (4.16)
2k 1p0+n2(x ﬂ
k) \ 25 e tna) (k) k) ToF T o
( )| ok gjo(Rn)( 1(671 - tz(ﬁ ) e+

—_ ok—1,
0 e )l 1, gy A 0) T 0 (1

De (4.16), obtemos

1
2kp 2%py + (t(k) _ t( ) ) Do +na<4 17)

HUE(-,t)HszpO(Rn)SA(Qpr)T“pO A2 )T -
o t+na
3 +na 2kfo+%,2kk‘1fo+%
_ T . ok ) 2 Dot ok — Pot
pO e Potne Hu€<7 )||L2kP2PZ(ZR7L) o

(), — 1)
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Procedento desta forma até atingirmos o ponto t(()k) = 27", chegamos a seguinte

estimativa
. p0+na2_k_1
1 P
||ue(.,t)||L2pr(Rn) < HA(ij())QJpOJrT?]
j=1
k 1 9 — 5 (py+na2=k-1) pofna2- k-1
[H(tg'k) o t;’i)l)QJpo-i-% 2Jp0+noz] ||ue( kl&)”[,pop(])Rt)Q
j=1

Lembrando que t§-k) — ty“_)l =277t , 2%t =1, e observando que

2J 2 ( 2k+1 2 >
— , obtemos

k
Z (27p, +na)(2p, + %) na \2"Ip, +na  2p, +na

p0+na2 k=1 n

Mw

I S Pg 2 pO 2K+1 —
||u€( >||L2 P R" — HA 2-7 21p0+] 2 j=1 2]p()+’l’b06 2 p0+ B) )
3ot i) s (- ) pytna2 k71
t 2(”°+2K“)mpo(zk+lm+m o+ (-, to)IILpf%JLf YE> L (4.18)

Fazendo k — oo em (4.18), tem-se
[o.¢]
ey —
o0 . i} 1 T2 . (2j + )(2] +m)
Hu5(7t)HLoo(Rn) S HA(23p0)23P0+n20‘] 2 le pO no po 2
j=1
2p
_1(1__%P0 0
t a( 2p0+na>||u€( )’|L£8+I£Lna
, 1l.e.
2p
: < ~ g e prRETEY .
| u (-,t>||Loo(]Rn) < K(p,,a,n)t 2o || w OHL"o N V t >0, onde

_mpg E ( i
: (27py+na)(27p,+72)

HAQJ 2p0+2].2 j=1 7

onde nds assumimos que p, > 1 — a + B. Isto mostra (4.7) neste caso. Final-

K(p,,a,n) =

mente, quando p, < 1 —a + B, noés redefinimos p, como sendo p, :=1—a+ B e

repetimos a analise acima para este novo p,. U
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4.2 Estimativa para solucoes fracas limitadas caso
n-dimensional ( A =a — 1)

Nesta se¢ao vamos estimar as solugoes u(-, t) limitadas (com ou sem sinal) do

problema

w = [u[*Du+ bz, t) [u[*THVul, zeR™ t>1 >0
(4.19)
u(.,0) = ug € LP(R*) N L*(R™), 0<p, < o0,

onde a > 1 e XA > a — 1 sdo constantes dadas, b € L>°(R" x [0, c0)).
Primeiramete vamos estudar o caso em que as solugoes u(+,t) sdo nao negativas.

Seja u®(+,t) solugao classica positiva do problema

ui = [ Au+ B - [uf]*THVul’, 2 €R" t>1t2>0
(4.20)

u(.,0) =uj =up+ev, (ug>0)

onde @ > 1 e a constante B ¢ escolhida de forma que b(z,t) < B.
A ligacao entre u®(-, t) e u(-,t) é dada pelos resultados de comparagao, Lema (3.4)
e Teorema (4.4).

Teorema 4.4 Seja A = o — 1 e u(-,t) uma solugdo limitada ndo negativa do
problema (4.19), e seja u(-,t) solucao cldssica positiva do problema (4.20), onde
B € R ¢ tal que b(x,t) < B para todo x € R", t > 0. Entdo temos (redefinindo
u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo se necessario): u(-,t) < u°(-,t)

para todot >0 e em q.t.px € R™.

Prova. Sejam as fungoes P, ¢ e 1. definidas em (3.15), (3.16) e (3.17), trocando
v por B.

A mostrar:

/0 (10, ) — () b < / (PP V(P ~P(), V(o)
(4.21)
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para algum K € R.
(u, ) = —a/||<Ru(x,t)0‘—1|Vu|2H5(P(u) _P<UE))'U($,75)B_Q-(R(:E) dr
- /l<RU($J)Q<VU>V(H5(P(u)—P(us))u(gp,t)f’a.gR(;,;)»dx

+ / b(x,t)u(x, t)* | Vul? Hy(P(u) — P(u®))-u(z, t)?~ - (p(z) do
lz|<R

- /|<R<b(x’ t) = B)u(- )"~ [Vul® Hs(P(u) — P(«)) - Cr(z) do
B Hs(P(u) = P(u)){V(P(u)), V(r(2)) dz

|z|<R

- Hi(P(u) = P()) - Cr(2)(V(P(w)), V(P(u) = P(u%))) dx

|z|<R

v = (B /I <R uf (2, 1) VU PHs(P(u) — P(uf))-uf (2, 1) %~ - Cr(x) da
- /|<Ru5(l.’t)a<vug,v (Hg(P(u) — P(UE))"If(:L‘,t)B*O‘ ) CR($))>dx

= — [ Hi(P(w) ~ Pu))(V(P()), Vin(x)) da

lz|<R
= [ BP0 P) - Cala) (W (P(), V() = Plu)) do
Assim
(us, ) d x WP Vul?Hy(P(u) — P(uf)) - Cg(x)dx d
/< wt//mt Vu Hy(P(u) — P(u)) - Cpla)dr dt
- / |\<£5(P()_P(u)) R(@)|V(P(w) — P(u))? da di
- / L P(u))(V(P(u) — P()), Vin() d dt
< //|<R z,t) — B)uP 7 |Vul?Hs(P(u) — P(uf)) - Cr(x)dx dt
- / e P(u))(V(P(u) — P()), Vin(x) de dt
Logo
/ (1, ) — (05 ) < — / [l u))(V (P ()~ P(u)), V() .
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jaque b(z,t) —B<0 V xzeR" t>0.

Entao, segue diretamente do Lema (3.4), que
u(-,t) <u(-,t) YV zeR" t>0.

O
Assim para cada t > 0 e € > 0, obtemos |[u(-,t)|[zoemn) < [|u(-, 1) Loo(mn)-
Fazendo ¢ — 0, o seguinte resultado segue diretamente dos Teoremas (4.2) e
(4.3).

Teorema 4.5 Seja A = a — 1 e u(-,t) uma solugao limitada nao negativa do
problema (4.19). Entdo, (redefinindo u(x,t) num conjunto de medida zero no

tempo se necessdrio), temos que

[us Ol @ny < flulto)le@ny ¥V E>1020

2K 1
(D)l ey < B [l 2 24V >0,

onde k = max{p,,1 —a+ B}, B=sup{b(z,t): x €R", t >0} e K >0 € uma

constante que independe de ug, u(-,t), depende somente de p,,a, B, n.

Vamos agora novamente concentrar nossa atengao para as solugoes u(-,t) com

sinal do problema (4.19).

Dado € > 0, seja agora u®(+,t) a solucao classica positiva do problema parabélico

regularizado

ui — ”U,E’aﬂua + T- |ue|a—1|vu5‘2
(4.22)

us(.,0) = u§ = |uo| + ev,

onde I' = || b||pomnxr,) € , como antes, v € LPo(R) N L>(R) N C°(R) é uma

funcao arbitraria positiva. Seja u(+,t) solu¢do nao negativa do problema (4.19).
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Defino w := —u. Entao
w, = —uy = —|u|*Au— bz, t)|ul* | Vul? = |[u|*A(—u) — bz, t)|u|*Vul|?
= |[w|*Aw — b(z, t)|w|* VW] = |[w|*Aw + b(x )| w|*HVwl|?,
onde b(z,t) = —b(z,t).
Como [b(x,t)| < I' usando o mesmo argumento estabelecido no Teorema (4.4)
acima, temos que u(z,t) < uf(z,t) e —u(x,t) < uf(x,t) para q.t.p x € R" e q.t.p
t>0.

Desta forma o seguinte principio de comparacao é obtido.

Teorema 4.6 Seja A = a —1 e u(-,t) uma solugcdo limitada do problema (4.19),
e seja ut(+,t) solugdo cldssica positiva do problema (4.22), onde I' > 0 € tal que ,
|b(z,t)] <T para todo x € R™, t > 0. Entao, (redefinindo u(-,t) em um conjunto
de medida zero no tempo se necessario): |u(-,t)| < u°(-,t) para todot >0 e em

qt.pxeR"
Como os Teoremas 4.2 e 4.3 sao validos para u°(-,t) com B sendo substituido por
I', nés obtemos

||u(',t)||Loo(Rn) S || |UQ| —|—€’U||Loo(Rn) Y t>t0 2 0

(-, )| oo ey < K+ || | uo | —i—gvﬂmt ==Y t>0,

onde k = max {p,, 1 —a+ T} e K > 0 é uma constante que depende somente de

Dy, ,n,I'. Fazendo € — 0, nés obtemos nosso resultado principal

Teorema 4.7 Seja A = a—1 e u(-,t) uma solugao limitada do problema (4.19).

Entao, (redefinindo u(z,t) num conjunto de medida zero no tempo se necessdrio),

temos que
[u(, )l Loe@n) < Jul,to)llLo@ny — V E> 1620
e
u(- )| ooy < K - ||Uo||2“+"°‘t ww V> 0,
onde k = max{p,,1 —a+T}, I'=|b||remnxr,) ¢ K >0 € uma constante que

depende de p,,a,n,T.
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4.3 Estimativa para solucoes classicas positivas

no caso n-dimensional (A > o — 1)

Nesta secdo vamos continuar a analise do problema de valor inicial (4.1) con-
siderando agora A > a—1. Novamente torna-se conveniente considerarmos primeiro
o caso das solugoes nao negativas. Os argumentos usados para provar as estima-
tivas desta secao, sao praticamente os mesmos da secao anterior, mas alguns
resultados a mais serao obtidos. Comecgaremos nossa analise com a seguinte pro-

priedade.

Teorema 4.8 Dado T, > 0, seja v(-,t) € L2.(0,T%), L°(R™)) uma solugdo ar-
bitrdria positiva do problema (4.1) com estado inicial v(-,0) € LPo(R™)NL>®(R™),

onde 0 < p, < oo. Entao temos
||U(‘,t)||Loo(Rn) S ||U(.’O)HL‘X’(R") V O < t < T*,

em particular, v(-,t) € globalmente definida, i.e., podemos sempre assumir que

T, = 0.

Prova. Sejam B(T) e M(T) tais que b(z,t) < B(T) e ||v(-,t)||zoc@ny < M(T)
paratodox €e R"e 0 <t < T.

Primeiramente, vamos supor ¢ < oc.

Multiplicando a equacio v; = |[v|*Av + b(z,t) - [v|}|Vv|?* por qvi~t (gr(z), onde
Cr(x) é a fungao de corte definida no Teorema 4.2 e integrando o resultado em
[0,t] x R™, obtemos

/|9C<RCR(SL')U(CB,t)qd:C = /|I|<R<R($)U({L”O)ngj
_ //x (¢ + a—1)v(z, )q+a72CR(l’)\V1}]2dmdr

<R

_ q/O/xK;J(:c,T)qm1<VU,VCR(x)>dxdT
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t
N q/ Crl@) bz, 1) v(z, 7)1 Vo2 da dr

0 J|z|<R

IN

/m|<R Cr(z)v(x,0)" dz
_ //p: (g + a — Doz, 1) 2 p(2) | Vol de dr

|[<R

qw//w q+aa§§75)d0()d

+ v(z, T)T*ACR(2) do dT
QM/OAKR( ) Aa()

+ gM(T)* M B(T), /t Cr(z) v(x, 7)1 2| Vo] do dT.

0 J|z|<R

Assim

/ Cr(x)v(x, )" dx + q(q — Tp) // v(x, 7)1 2 g(2) | Vo] dz dr
lz|<R |z|<R

[t opars L[] 9t ol dote)an

IA

t
4 / / o(, )70 ACa(x)| de dr < / Cal@)o(z, 0) da
q+a JoJz<r |lz|<R
+ 1 M(T)™ T R nwye e sV L gM(T ne// 7)1l g dr
q+ao \x|<R

onde Ty =1 —a+ B(T)y M(T)* > B(T), = max{0, B(T)}.

Entao para ¢ > max {p,, o}

/|x|<R<R(””<x7t>qué / Calz)v(z,0)! do

|z|<R
+ M(T)™ T R ' nwe e VI 4 g M(T) ns// ,7) e VIR gy dr,
\m|<R

para todo R > 0 e ¢ > (0. Fazendo R — 0o e usando o Teorema da Convergencia

Monotona, chegamos a seguinte estimativa

/ v(z, t)le VTP gy < / vo(z)Te~ VIR gy
Rn R"

t
+ qM(T)” ns//v(m, 7)e VIl dy dr

0 n
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Entao, obtemos

U(t) < A + BU(7), onde U(t) = / v(x,t)qe*ﬂ/lﬂﬂ"’ de, B=qM(T)*ne
e A= / vo(z)le" VTP gy (4.23)

Logo, pelo Lema de Growall

/ v(x, t)le sV IHIEP gy < / vo(z)Te VIR gy M) ane yy 5

n

Fazendo € — 0 e usando o Teorema da Convergencia Monotona, temos que
||U('at>||Lf1(R") < ||Uo||Lq(Rn).

Fazendo ¢ — oo
[0 )| ooy < llvoll ooy
OJ
Agora podemos proceder de forma similar ao caso A = a — 1: dada uma solucao
nao negativa u(-,t) € L5 ([0,T.), L®(R")) N L2 ([0, 00), H} .(R™)) do problema
(4.1), fixamos uma funcao positiva (arbitraria) w € LPo(R™) N L=®(R") N C°(R™)
e tomando £ > 0, definimos u®(+,t) como sendo a solucao classica positiva do

problema parabdlico regularizado

Uf — |u€]°‘Au€ + FO . |ua|a—1’vua|2

(4.24)
uf(.,0) = u§ = |ug| + ev,
onde I'y = B, - Huonwa]E B= sup b(z,t) e By =max{0, B}.
z€R™, >0
Pelos Teoremas 4.2 e 4.3 da secao anterior, temos que
[0 (5 D)l ey < Nl (-, O)| oo gy (4.25)
e
2K
| (-, ) || oo rmy < KK - ||u0HL’§(+H§na t2ﬁ+m, (4.26)

onde k = max{p,,1 —a+ Iy} e K > 0 é uma constante que depende apenas de

Dy, 0, L'g e n.
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4.4 Estimativas para solucoes fracas limitadas

no caso n-dimensional (A > o — 1)

Nesta se¢@o vamos estimar as solugoes fracas limitadas (com ou sem sinal) do

problema.

up = [ul|*Au+ b(z, t)|ulMVul? xeR", t>0
(4.27)
u(.,0) = up € LP(R*")NL®(R™) 0<p, < oo

onde a > 1 e A > a — 1 sdo constantes dadas, b € L>(R" x [0, 00)).

Primeiramente, vamos considerar as solugoes u(+, t) ndo negativas do problema
(4.27).
Seja uf (-, t) solugao cléssica positiva do problema (4.24), entao obtemos o seguinte

resultado de comparacao.

Teorema 4.9 Seja A > o — 1, u(-,t) solu¢do limitada ndao negativa do prob-
lema (4.27) e u®(-,t) solugdo cldssica positiva do problema (4.24). Entao temos
( redefinindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo se necessdrio):

u(-,t) <wu(-,t) para todot >0 e em qt.pxeR"

Prova. Sejam as fungoes P, 1) e 1. definidas em (3.15), (3.16) e (3.17), com

no lugar de v A mostrar:

/O<ut,w)—<U§7¢a> dtSK/O Hs(P(u)=P(u))(V(P(u)=P(w)), V(Ca(z)) du dt,

lz|<R
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para algum K € R.
wovh = e /| e P (P ) = P)) s ) d
R /|<R u(z, 1) (Vu, V(Hs(P(u) — P(u%)))-u(z, £)7°° - Ca(x))) da
+ / b, tyu(z, )| Vu|> Hy(P(u) — P(uf))-u(z, t)" 0™ - (p(z) da,
|z|<R
B / PRLCDEC £ = To) [Vul? u(w, )77 Hy(P(u) — P(uf)) - Cr(x) da
— Hs(P(u) — P(u))(V(P(u)), V(Cr(2))) dz

|z|<R

- Hi(P(u) = P(u)) - Cr(x){(P(u)), V(P(u) = P(uf))) dx

|z|<R

<U§7¢a> = (B — O‘>/|<Ru5(x,t)"“1|Vu5|2H5(P(u) . P(us))-ug(l’,t)B_a ) CR(I) du
_ /I<Ru€(x,t)a<Vu€7V(H5(P(u) _ P(?f))'ug(q;,t)B*a ) CR(m)» dr

= - Hs(P(u) = P(u?))(V(P(u7)), VCr(2)) dx

e
= TP = P GV (P()), V(P(w) = P() do
Assim
/( (uf, e dt = //|I<Rx DAoL — o) [Vul? o Hy(P(u) — P(u)) - Cu(a)da di
- / o 0)) - Crl) [V (P(u) — P(u))? o dt

- / Hy(P(u) — P(uF))(V(P(u) — P(u)), Vn(x)) du dt

0 J|z|<R
< //|<1§ z,t uAfoﬁl -T ) ‘VU‘Q UF°’1H5(P(U) B P(’U,E)) . CR(l’)dl‘ dt
B / | \<R P(u®))(V(P(u) — P(u®)), V(r(x)) dx dt

Como I'y = B, - ||u0|\zooa§i B = sup b(z,t) e B, =max{0, B}., temos que
ZER™, >0

b(z,t)ur 2 —Ty <0 V zeR* t>0.
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Logo
/D<Ut7¢>_<u§7¢e> dt < —/0 ‘ |<Iga(P(U)—P(u5))<V(P(U)—P(u€))7VCR(I)>dfrdt.

Entao, segue diretamente do Lema (3.4), que
u(-,t) <u(-,t) Vv xzeR" t>0.

O
Assim segue que |[u(-,t)||Loomny < ||u°(:, )| oo rny Para cada t >0 e e > 0.
Entao, fazendo ¢ — 0, o resultado seguinte é imediatamente obtido de (4.25),
(4.26) acima.

Teorema 4.10 Seja A > o — 1 e u(+,t) uma solu¢ao nao negativa do problema
(4.27). Entao (redefinindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo, se

necessdrio), temos
[us Ol @ny < flulto)lLe@ny ¥V E>1020

2K

[, ) oo rny < K- Jluo || 7 t Tebna Yt >0,

onde Kk = max{p,, 1 —a+T1y} ey =B, - HUOHLWO‘Jrl B= sup b(z,t).
ZER™, >0

Vamos agora voltar nossa atengao para as solugoes com sinal u(-,¢) do problema
(4.27) e para a solugao u®(-,t) positiva do problema parabdlico regularizado
ui = [uf|*LAuf +T - uf |7 VeE]?, zeR™, >0
(4.28)
us(.,0) = u§ = |ug| + ew,
onde ' = B- Huonma]@), = || 0| o mrxry) = sup{|b(z,t]) : x € R", t > 0} e
onde, como antes, w € LPo(R™) N L>=(R") N C°(R") é uma fungao positiva com
w(z) > c|x|™° para certas constantes ¢ > 0, § > 0 e |z| > 1.
Defino v := —u. Entao
vi = —up = —|u|*Au — bz, t)|ul}|Vul|? = Ju|*A(—u) — bz, t)|u]|Vul?
= V|*Av = b(x, ) [v]N V] = |v[*Av, +b($ v Vv,
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onde b(z,t) = —b(z,1).
Como |b(z,t)] < T, temos que b(z,t) < T, assim usando o mesmo argumento
estabelecido no Teorema 4.9, temos que —u(x,t) < u®(x,t), para q.t.p = € R" (e

q.t.p t > 0). Desta forma o seguinte principio de comparagao é obtido.

Teorema 4.11 Seja A > a—1 e u(-,t) uma solugao arbitraria limitada do prob-
lema (4.27), e seja u(-,t) solugao cldssica positiva do problema (4.28). Entao
(redefinindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo, se necessdrio) para

todo t > 0: |u(z,t)] < u(x,t) g¢.t.p. z€R™

Em particular, temos ||u(-,t)||zec@r) < ||u(:,t)| Lo ®n) para todo t > 0, e , como

(4.25) e (4.26) sao validos para u°(-,t) trocando I'y por I', obtemos

||u(-,t)||Loo(Rn) S || |’LL0| + EW“Loo(Rn) Y t> to Z 0

€
2K
loaCe, )y < K - | o] + w25 gas ¢~

para todo t > 0, onde k = max{p,,1 —a + I} e K > 0 é uma constante
que depende apenas de p,,n,a,['. Fazendo ¢ — 0 obtemos o seguinte resultado

fundamental sobre solugdes fracas limitadas do problema (4.27).

Teorema 4.12 Seja A > a—1 e u(-,t) uma solugao arbitraria limitada do prob-
lema (4.27). Entao (redefinindo u(-,t) em um conjunto de medida zero no tempo,

se mecesdrio),temos

||U(',t)||Loo(Rn) S ||U(‘,t0)||Loo(Rn) V t > to Z 0

e

u(-, )| poomny < K - ||“0||fi+ﬂq?)"‘ + 2/¢+na
para todo t > 0, onde k = max{p,,1 —a + T}, T = ||UO‘A a+)17
B = ||b]|po@mxr,) € K >0 € uma constante que nio depende de ug ne de u(-,t),

depende apenas de p,,n, o, I
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4.5 Solucoes com suporte compacto

Vamos concluir este capitulo com algumas observagoes sobre o caso especial de
solugbes com suporte compacto. Se A = a—1, b(x,t) = v > a/2—1, 7 constante,

pode-se encontrar solugoes autossimilares da forma [2, 7]

Proposigao 4.13 Seja A > 0. FEntao a funcdo abaixo € solu¢ao do problema
(4.27):

__-n a |z + 2] °
U(I, t) — (t + to) 26G—atDtna | A — — — ,
2(’}/—Oé+1)+n06 (t‘i‘to)%

para todo tog > 0, todo x € R™ e A > 0.

Prova: Vamos construir solugoes autossimilares da equacao

ur = p(u"). (4.29)

Seja U : R®™ — R func¢ao suave com suporte compacto.

Precisamos encontrar solugoes da forma wu(z,t) =t~ °U (t%), para algum o > 0 e
B > 0 que satisfaca a equacao (4.29).

Como u conserva massa,

/ u(z, t)dr = t_”/ U (%) dx = C, onde C' € R.

R
Assim ¢ [ U(€)dE = C, onde £ = %.

Para que essa equagao nao dependa do tempo, devemos ter o = np.

Além disso U deve satisfazer
t77 Y —oU — BEVU) = ut =72 A\ (UM).

Entao ﬁ = m

Assim a funcao U satisfaz a EDP Eliptica degenerada

W( AU + oU + BEVEU = 0.

70



Vamos supor que U seja uma fungao radial, isto é, U(§) = w(r), onde r = [£].

Entao, obtemos a seguinte EDO

n—1

utaty + (") ) + s+ () =0

_1
cuja solugao é w(r) = (A — %7’2) " onde A= (n—1)K e K é a constante
+

de integracao obtida quando integramos a EDO em relacao a variavel r.

Agora se v é solucao do problema (4.27), entao u = v7~**! ¢ solucao do problema
1

g = (Lﬁl) A(ue),

v+1

. CPR y—a+l y+1
Assim substituindo p por 1 enpor g, obtemos que

Q=

—n a |z — x|
(@, t) = (t + to) ot | A — i ,
2(7 —a+ 1) + na (t + t0)2(3(;ya+1-):1k)7m

é solugao do problema (4.27). O
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Apéndice

Definicao 5.1 (fungées sinais reqularizadas): Seja S € C*(R) definida por

1 sev > 1;
S) = 0 sev=0; (5.1)
-1 sev<-—1, continua em R™ e crecente em (—1,1).

Considere para cada 6 > 0 a fun¢ao Ss(v) = S (%)
Defino

Lo(v) = /O " S5(w)dw. (5.2)

Teorema 5.2 Para todo 0 <p<ocoel <qg<

ol ey < Gollwll bl 1w lfoy ¥ w € L(R) tal que w, € L(R),

onde 0 = ——, G, = (20)7.

T
I4+p.(1-2)

Prova: Considere 1 < ¢ < oo.

Na demonstracao desse Teorema vamos fazer uso das funcoes sinais regularizadas
definidas em (5.1).

Como Ls é a integral de uma funcao C!' podemos usar o Teorema Fundamental

do Célculo. Dado 7 € R, s > 1 temos para cada § > 0

Lo(w(®))* - Lafw(—o0)) = [ S (@)

———— oo dx
_ Ls(0)=0
= / s Ls(w(x))* ' Li(w(x))w, dz

< / " s Lo(w(@)) | Ly (@) ws] do

—00
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e analogamente

~(Latwo0))* ~La(w(@)) = = [ 4 La(w(@)’
L5(0)=0

= = [ s Latw) Lyl ds
< [ s Lotw@) sl ] dr

Fazendo 6 — 0, Ls(w(Z))’) — |w(@)]®e
Ly(w(z)) —  sgn(w),

assim
W@ < s / (@) | de e
W@ < s / (@), | da
Entao
W@ < | (@) | de

IN
/\ N | ®»
&
)
N——
m\‘,_.
Y
T
S
2
=
S
ISH
8
N——
Q=
]
=
o,
D
|
+
|
I
—_

= |w(z)] <

L9(R)

(S 1).q" (R)

A l\3|03

Tomando s =1+ ) 0 =1 obtemos (s —1).¢/ =p

Logo
lwllzee@) < (20) 7wl ey llwe | Zag) Y1 < g < +oo
Fazendo ¢ — 1 e g — oo obtemos respectivamente

lwllee@ < O Nwllz e llwell7 ) (5.3)

[wllze@ < (2 )QHwHLpR”wIHLOO (®) (5.4)
(R)
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Teorema 5.3 Paratodo) < p < r < wel < ¢q < ©

lwlr@ < K(rpag )||w||L,,(R ||w96||L‘1 V w e Cy(R), onde (5.5)
i o= #1_%) Rirp.q) = (20)7, ¢ = m
Prova:
ol = [ 0l < ol ol (5.6)

= lwllre < ol ol

Assim usando (5.6) e o Teorema anterior, obtemos

_p

1-2 p
vy < (20 AT ) el

— (20) 1- 0+

[

—6-2¢

el ey

Logo

ol < @O lw]kl lwelfuw ¥ w e CHR), onde
~ 0 1—P
g = 9% — —
r l+p(1—-7)
Teorema 5.4 (Desigualdade de Gangliardo-Nirenberg-Sobolev)
Paratodo 1 <p<r<ooel<s<oo

[

Lr(R™) < C(Tvpa ) HwHLP(]R" va QLS(]R") Vow EC&(Rn), (57)

1 1—-60 6 . ns
onde — = ——+— e s =
T D s* n—s

Observacao 5.1 FEste resultado vale mais geralmente para 0 < p < r < oo,
1 <s<oo (ver[19], pp ).
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Teorema 5.5 Seja E C R" tal queu(E) > 0 e seja f € LYFE) com
[y F(@) duw) < M.
L M : :
Entao existe um v € FE tal que f(x) < (B Mais geralmente existe G C K5.8)
i
(@) > 0 talque f(z) < —L v 2 e
com al que f(z) < —— V .
HE)
Teorema 5.6 Seja E C R"™, mensurdvel, w € LI(R"), V qo < q < oo com

lim sup ||| Le(m) < 0.
q—00

Entao

(i) u € L®(E),

(i) 3 lm |Jullzem) = ullp=(m)-
q—00

Teorema 5.7 Seja E CR", v € L®(R™) N L*(R").
Entao

(i) we LYR"), Vg = q,
(ii) HUHLOO(E) = lim ||U||Lq(E).
q—00

Lema 5.8 (M. Bertsch e M. Ughi) Com as notagoes dadas no Capitulo 2, se ~y
for tal que

(u, ) = (u, Pe) <K Hs(P(u) = P(u))(V(P(u) — P(u)), V(g(2)) dz,

|z|<R

para todo 0 < t < T, e para algum K € R, entao ( redefinindo u(x,t) num

conjunto de medida zero no tempo se necessario)

u(z,t) <u(z,t), VO0<t<T.

Prova. Tome 0 < T < T*
| e = /| [ HP) = PO 77" Calo)de]
- / / o SR () — P Gala)
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onde f é definida de maneira que f'(u) =u""% u>0.

Assim

u’yfa+1 i
flu) = {+ sey7a—l

Inu sey=a—1.
Sejav=f(u)eg: D, =Im; - Ry, talqueu=g(v),u>0<v=f(u),u>0,

onde D, denota o dominio da funcao g e Im; denota a imagem da funcao f.

Defino v(z,t) = f(u(z,t)) e v°(x,t) = f(u®(x,t)).
Seja ¢ : D, — R dada por ¢(v) = P(u) se v.= f(u) ou u = g(v), isto é,
¢(v) = P(g(v)), ¥V v € Dy

Entao
U, ) — (ug, Ye) dt = w)y — f(u®))Hs(P(u) — P(u®))(r(x) dr dt
[ e =i = [ [ (e 00 Hs P - PaONGE)
_ / /B [OT](v—va)tH(;(gb(v)—¢(v€))CR(x)dxdt. (5.9)

Agora note que
v(z,t)
%/ Hs(¢(2) — ¢(v°(2,1)) dz = Hs (p(v(x, 1)) — o(v°(,1))) vy

v(z,t)
s [ H06) - o) d )

Assim

o v(z,t)

Hs (¢(v(z,1)) = (v*(2,8)) ve = =, Hs(p(2) — o(v7(x,1)) d=

v(z,t)
- / HY(z) — S (1)) dz ¢/ (07) 5.

Pelo mesmo argumento, temos que

0

ve (z,t)
Hs (p(v(z,1)) = ¢(v°(z, 1)) vp = 5/ Hs(d(vo) — ¢(2) dz

v(z,t)
- [ 6 - o) ds 02
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Substituindo estas ultimas igualdades em (5.9) e usando Fubbini, obtemos

[ ot = Gt =

//BRX[OT] [/0 “H‘S 2, 1))(¢'(2) — ¢/ (v7) dz] e dt dw

o [ @] [ e s - | Hé(¢<%>_¢(z>dz] "

(2,0)
- [ a@ ]| [ e et mae - | H5<¢<UO>_¢<Z>dZ] "

Defino

Entao
| ) = vy an -
/|<R Cr(x) [Fs(v(z,T),v"(z,T)) — Fs(v(x,0),v°(x,0))] dz

v(w,t)
//B [OT [ Hi(o(z) — ¢(U€(fcvt>)(¢/(2)—qb’(vs)dz] v$ dt do

0

Defino as seguintes fungoes

v(z,t)
Golw,1¥) = / HI(0(2) — (0% (2, 1) (8 (2) — 6/ (vF) d,

Ss(w) = /OwHa(S)dS

7



Assim, pela hipétese do Lema

_ // (0(, 1), 05 (2, £)) o dar it
BR><[OT]

T / Cale) [Fo(v(z, T), v (z, T)) — Fa(o(x, 0), v7(x, 0))] dz
lz|<R
< K / | TO) = 000 V() — (")) V)
- K / /| ‘<R<vsa<¢><v> — B(v%)), Vin(a)) du dt
- K / | s . (v)DCrl) du dt
e —
LK / [ /| , SH000) = 807 V(o) ) o) a

Entao fazendo 6 — 0, obtemos

/ ) e (@ D), Calo) e

—K/ /|z|<R ), ACp(x) de dt

b K / [ /| |:R<¢<v>—¢<v5>>+v¢R<x>ﬁ<x>da<x>} i
< il ) /| (60 = 9 e VIR et

| ) | R o)) ce T o) do(a)|

Fazendo R — oo e usando o Teorema da Convergéncia Mondétona, obtemos

/n (v(2,T) —v*(2,T)), e VT dy < |K] /0 /n (6(v) — ¢(v)), ne VI gz at
(5.10)

IN

Observacao 5.2 Observe que o lado direito da desigualdade (5.10) € finito.
De fato,

(i) mos pontos onde u < u® temos (p(v) — ¢(v°)), = (P(u) — P(u®), = 0;

(74) nos pontos onde u > uf, como ui = ug + v, onde v(z) > clx|™7, temos
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que u(x,t) > C(T)|xz|~7. Desta forma
u(z,t) > C(T)|x| 7. (5.11)
Pelo Teorema do Valor Médio

((v) = d(v%)), = (P(u) = P(u), = P'(§)Ju— | = &M.

Se v > 0 temos o resultado.

Se v <0, entdo usando (5.11)
OM < (CT)[e]*) = Ol M < C(T)RPIM.

Note que quando R — oo, eV 0, mais rdpido do que C(T)R°NMM — .

Logo temos o resultado também neste caso.
Entao de (5.10), temos
/ (v(z, T) — v (2,T)), e VIRl gy < | K| /T . 16" (E)|(v —v%)4 ne V1P go gt
n o Jrr
< |K|nM /T/ (v —v€)+e_\/mdxdt
0 Jre

Defino
W(T) = / (v(2,T) —v*(x,T)), e VI dz.

Entao T
W(T) <0+ K/ W (t) dt, onde K = |K|nM
0

Pelo Lema de Growall

0<W(T)<0-fT=0 VOo<T<T"

Assim

/ (v(x,T) —v°(z,T)), eV el gy = 0 = (v(x, T) — v°(x, T)), eV I+z> _ .
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Logo
v(x,t) <ov°(z,t) em q.t.p x € R™.

Como v = f(u), obtemos

u(z,t) <u(z,t) em g.t.p x € R"™.
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