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Glossário
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Resumo
O omportamento das amplitudes de espalhamento em olisões de altas energias é bementendido atualmente em termos da teoria de Cromodinâmia Quântia (QCD), que desrevea dinâmia dos quarks e glúons. Além disso, sabe-se que a QCD desreve apenas a evoluçãode tais amplitudes nas variáveis inemátias próprias para a desrição dos proessos, sendoque no limite de altas energias elas devem ser limitadas a�m de garantir a unitariedade. Istoé feito om o uso de equações de evolução não lineares inluindo termos de reombinação departíulas, os quais saturam a densidade de quarks e � prinipalmente � glúons no interiordos entes em olisão.O objetivo deste trabalho é o estudo e modelagem de amplitudes de espalhamento daQCD em mais altas ordens em teoria de perturbação. Para isto, partimos da equação deevolução Balitski��-Kovhegov (BK), para a qual as soluções assintótias em Ordem Domi-nante (LO) e Ordem Seguinte à Dominante (NLO) são onheidas pela analogia om proes-sos de reação e difusão da Físia Estatístia. Vamos estudar diferentes interpolações entreos omportamentos assintótios e o esperado omportamento saturado para as amplitudesda QCD em região perturbativa. Será apresentada uma revisão da teoria da QCD em altasenergias, detalhando a neessidade das equações de evolução � om ênfase na equação BKe suas soluções.
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Abstrat
The sattering amplitudes behavior in high energy ollisions is well known in termsof the Quantum Chromodynamis (QCD) theory, whih desribes the quark's and gluon'sdynamis. Besides, for the proesses desription it is known that QCD desribes only theseamplitudes evolutions in its own kinematial variables, where in the high energy limit shouldbe limited in way to ensure the unitarity. These an be done using non-linear equationsinluding partile reombination terms whih quark's densities is saturated � and mostly �gluons inside the stu� into ollision.The entral point of these work is the study and shaping the QCD sattering ampli-tudes in higher orders of pertubation theories. To do that, our starting point is the Balit-ski��-Kovhegov (BK) evolution equation, whih the asymptoti solutions in Leading Order(LO) and Next to Leading Order (NLO) are known due similarities with Statistial Physisreation-di�usion proess. We will study di�erent interpolations between asymptoti ongo-ings and the QCD expeted amplitude's saturated behavior on perturbative region. A highenergy QCD theory revision will be shown, pointing out the needs of evolution equations �emphasizing the BK equation and its solutions.
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IntroduçãoNo estudo da Físia de Partíulas Elementares utiliza-se a QCD omo a teoria de ampoque desreve as interações fortes entre quarks e glúons. Uma das prinipais araterístiasda QCD é a liberdade assintótia, propriedade que se arateriza pela redução do parâmetrode aoplamento entre quarks e glúons para urtas distânias, i.e., grandes momenta trans-feridos. Através da QCD veri�amos que os hádrons são formados de quarks e glúons. Umdos mais importantes resultados da QCD é a fatorização das seções de hoque hadr�niasem termos das seções de hoque part�nias[1℄.A teoria da QCD tem sido usada para desrever satisfatoriamente uma grande variedadede proessos, busando expliar a dinâmia dos sistemas hadr�nios em altas energias. Noentanto, a QCD não prediz a quantidade de pártons no interior dos hádrons, mas sim aevolução da densidade de pártons mediante ondições iniiais. No limite de altas energias,o parâmetro de aoplamento forte é pequeno o bastante para que métodos perturbativospossam ser utilizados. A evolução das densidades de pártons na QCD perturbativa é de-srita pelas equações Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP)[2, 3, 4℄ e Balit-ski��-Fadin-Kuraev-Lipatov (BFKL)[5, 6, 7, 8℄(veja apêndie B). Contudo, ambas equaçõeslevam a um resimento inde�nido das distribuições part�nias à medida que a energiaaumenta; por onseguinte, leva à seções de hoque que resem omo uma potênia daenergia. Este omportamento pode levar à violação dos vínulos de unitariedade da QCDperturbativa.É onveniente trabalhar om o Espalhamento Profundamente Inelástio (DIS) no refe-renial de dipolos de or da QCD pois na região de pequeno x, fração de momentum dopárton provado†, o DIS ep no referenial de dipolos permite a fatorização da seção de hoque
γ∗ − próton[9℄. Neste referenial o próton arrega a maior parte da energia do proesso,porém o fóton possui energia su�iente para desdobrar-se em um par (qq̄), ou um dipolo deor.A equação mais simples que desreve a evolução da QCD é a equação BK[10℄ para asamplitudes de espalhamento dipolo-alvo. Esta desreve a evolução om a variável de rapidez
Y do espalhamento do dipolo de or por um alvo, sendo o dipolo formado por um par qq̄.É bem onheida a orrespondênia entre a evolução das amplitudes de espalhamento emaltas energias e os proessos de reação difusão da Físia Estatístia de não equilíbrio. Nestesentido, Munier e Peshanski[11℄ mostraram que mediante uma mudança de variáveis e daaproximação difusiva, i.e., expansão de Taylor até segunda ordem dominante, do núleoda equação BFKL, a equação BK se enontra na mesma lasse de universalidade que asequações Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Pisounov (FKPP)[12℄. Esta possui a propriedade

† Assim omo em Astronomia observaional diz-se resolver uma estrela omo um jargão para "analisar"aestrela, em Físia de Partíulas o termo alvo provado é unhado para a entidade que está interagindo noespalhamento om por exemplo um elétron.



Lista de Tabelas 2de admitir as hamadas Soluções de Ondas Progressivas (TWS), que nas variáveis da QCDrepresentam o esalamento geométrio das amplitudes de espalhamento da equação BK.No apítulo primeiro, será feito um estudo dos proessos de DIS; neste, será apresentadoo modelo de pártons que onsidera o DIS omo o espalhamento do fóton pelos onstituintesdo hadrón. Introduziremos a variável x de Bjorken, onde está intimamente ligada à energiado entro de massa do proesso e disutiremos o esalamento das funções de estruturano limite de Bjorken, veri�ado em proessos de DIS ep no Stanford Linear Aelerator(SLAC)[13℄. Como o modelo de pártons é apenas uma aproximação de ordem mais baixa dorespetivo espalhamento, disutiremos a neessidade de subproessos, desritos pela QCD,para o álulo das seções de hoque e falaremos do resimento das funções de estrutura noregime de altas energias.No apítulo segundo, o DIS será abordado de uma perspetiva diferente, através doreferenial de dipolos de or da QCD. Neste, as seções de hoque e funções de estruturaserão tratadas no espaço de momentum. E por �m será introduzido as propriedades deesalamento geométrio das seções de hoque dipolo-alvo sendo observadas pela primeiravez em dados de HERA[14℄.No apítulo tereiro, será disutido a neessidade das orreções de unitariedade para asaturação part�nia, veja também apêndie B, e a equação BK será apresentada. Estudare-mos as relações entre a equação BK e a equação FKPP, onde esta apresenta TWS; estaapresenta a propriedade de que para grandes tempos de propagação, a forma das frentes deonda não mudam, araterizando em um esalamento das frente de onda. A equação BKem NLO será apresentada, bem omo sua solução assintótia no regime diluto de pártonsno interior dos hádrons.No apítulo quarto, será feito um estudo fenomenológio das amplitudes de espalhamentodadas pelas solúções assintótias da equação BK para dados de Hadron Eletron Ring Ael-erator (HERA)[15℄ em seu intervalo inemátio. Através de modelos propostos, estudaremosa forma das amplitudes de espalhamento em NLO prourando desrever a região de satu-ração part�nia, i.e., região em que k ≪ Qs. Para ambos modelos, será feito uma previsãoda função de estrutura do próton para os respetivos intervalos inemátios de HERA.



Capítulo 1A Cromodinâmia QuântiaA QCD é uma teoria de alibre não Abeliana que desreve as interações fortes emtermos de partíulas de spin 1/2 hamadas de quarks (q) e de partíulas de spin 1 hamadasde glúons (g); tanto quarks omo glúons são hamados de pártons e portam um númeroquântio adiional, a hamada arga forte, ou arga de or∗. O grupo de alibre da QCD éo SU(Nc), onde Nc representa os valores distintos de arga de or para os quarks enquantoque os glúons apresentam N2
c − 1 valores distintos.Os quarks que onstituem os hádrons estão ontinuamente troando glúons. Como partedeste proesso de troa, os glúons podem riar novos pares qq̄, espeialmente pares maisleves omo uū e dd̄, e estes podem sofrer aniquilação resultando em glúons. Nos hádrons,há uma ondição de equilíbrio[16℄,

g ←→ q + q̄ (1.1)om os limites permitidos segundo o prinípio de inerteza. Então, um hádron pode serpensado omo um �sao� de quarks e glúons. Esta ondição de equilíbrio não ria nenhumsabor de quark preferenial, ou total no hádron, pois um quark é sempre riado ou aniquiladoom o seu respetivo antiquark. Os números quântios dos hádrons não mudam devido aosproessos ompliados de ligação da interação forte. Todo sabor de quark possui um de trêsvalores de números quântios de or. Estes valores são Red(R), Green(G) ou Blue(B). Osantiquarks são dados pelas respetivas antiores, R̄, Ḡ ou B̄. Desta forma, quarks e glúonspossuem arga de or responsável por sua interação mútua, exluindo assim as partíulasque não possuem este grau de liberdade, omo léptons.Em termos matemátios, os quarks � por serem férmions � são representados por es-pinores qa, onde a = 1, ..., Nc = 3 é o índie de or. Os glúons são ampos vetoriaisrepresentados pelas matrizes T a geradoras do grupo de simetria SU(3)(veja apêndie A),de tal forma que surgem oito matrizes geradoras, ou oito glúons, identi�adas pelo índie
a = 1, ..., 8.Entretanto, quarks jamais foram observados livres, mas sim em estados hadr�nios dedois ou três quarks, o que de fato é observado são mésons (qaq̄b) e bárions (qaqbqc). Porexemplo, para umméson o par qq̄ será dado por |RR̄〉, i.e., não apresentará uma resultante dearga de or, da mesma forma para as demais argas de or juntamente om suas respetivasantiores. Já para um bárion ontendo |RGB〉 ou um antibárion |R̄ḠB̄〉, também nãoapresentará arga resultante de or.

∗ Essa onsiste na prinipal diferença da QCD em relação à QED, na qual a partíula mediadora da inter-ação eletromagnétia, o fóton, não possui arga elétria, enquanto que a partíula mediadora da interaçãoforte, o glúon, apresenta arga de or.



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia 4A não observação de quarks livres evidenia que a força agindo entre estes deve aumentarom a distânia de separação, diferentemente do que oorre na QED. Por outro lado, pode-se desrever razoavelmente bem as seções de hoque para proessos em altas energias, omono aso do DIS utilizando um modelo no qual os quarks interagem simplesmente através desua arga elétria. Isto resulta em uma interação entre os quarks na qual a força é menosintensa para pequenas separações enquanto que para grandes separações esta força se tornamuito intensa. Estes omportamentos são muito bem desritos pela QCD através de duaspropriedades fundamentais, liberdade assintótia e on�namento.Partindo da hipótese de que todos os hádrons não apresentam uma resultante de argaforte, i.e., or†, dizemos que os hádrons fazem parte de um singleto de or, i.e., um estado emque a ombinação dos quarks seja tal que o efeito resultante é zero � sem or. Cada quarkpertene a um tripleto de or, i.e., possui um valor de arga de or das três disponíveis. Aonseqüênia disto é que as únias ombinações de q, e q̄, observáveis são singletos de or.Vamos rapidamente examinar os vetores de estado representando os hádrons. Para oméson, temos o seguinte vetor de estado[17℄
1√
3
|RR̄ +GḠ+BB̄〉, (1.2)vemos que há amplitudes equiprováveis de enontrarmos os pares qq̄ omo RR̄ ou GḠ ou

BB̄. Já os vetores de estado referente aos bárions‡
1√
6
|RGB −GRB +BRG− RBG+GBR −BGR〉. (1.3)Os glúons apresentam vetores de estado om resultantes de or, i.e., seus vetores deestado apresentam termos ruzados de argas de or. Há nove maneiras de esolhermos osvetores de estado om uma or e sua respetiva antior. A primeira ombinação é igual aequação (1.2) referente ao singleto de or. Os oito vetores de estado restantes fazem partede um oteto de or, i.e., um sistema em que o número quântio de or pode ter um dosoito valores esolhidos ombinando-se uma or om uma antior. Então os vetores de estadodestes oito glúons são
|RḠ〉, |RB̄〉, |GR̄〉, |GB̄〉, |BR̄〉, |BḠ〉,

1√
2
|RR̄−GḠ〉,

1√
6
|RR̄ +GḠ− 2BB̄〉. (1.4)1.1 Liberdade Assintótia

† Também hamada de hipóteses dos hádrons branos.
‡ Historiamente, os graus de liberdade de or surgiram omo a solução do problema de omo onstruir afunção de onda para o o bárion ∆++. Este apresenta spin 3/2, sendo obtido pela ombinação de três quarksidêntios − três quarks u. Dado que os quarks possuem spin 1/2, a estatístia de Fermi-Dira neessita quetenhamos uma função de onda antissimétria; e além disso, o Prinípio de Exlusão de Pauli garante queada um dos três quarks deve apresentar números quântios distintos. E de fato apresentam, uma vez queonsideremos a função de onda totalmente antissimétria nos graus de liberdade de or.
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Fig. 1.1: Representação esquemátia dos vérties de interção de glúons.Na QCD, a arga de or é troada entre partíulas oloridas através dos glúons, o que éuma propriedade das teorias de alibre não Abelianas. Uma onsequênia disto é que, dife-rentemente dos fótons, os glúons podem interagir om outros glúons[16℄. Mais teniamente,a QCD possui vérties de interação de três e quatro glúons,mostrados da Figura (1.1) , osquais não possuem análogos na QED. Uma propriedade fundamental veri�ada experimen-talmente, é a liberdade assintótia. Esta refere-se ao fato de que enquanto quarks estiveremligados formando hádrons, para distânias ada vez menores§, a intensidade da interaçãoentre quarks diminui, fazendo om que estes se omportem omo partíulas livres presos emum poço de potenial, i.e., para separações ada vez menores os quarks se tornam assintoti-amente livres, o que arateriza a não observação de quarks livres. O oneito de liberdadeassintótia foi formulado teoriamente em 1973 por H. David Politzer e independentementepor David Gross e Frank Wilzek.Na QCD, a intensidade do parâmetro de aoplamento forte αs não é espei�ado me-diante argumentos de primeiros prinípios, assim omo α¶ na QED não pode ser obtidoteoriamente. Para determinarmos α devemos fazer uma medida de alguma quantidade queseja sensível a magnitude da arga elétria do elétron. A situação é mais ompliada na QCDpois o aoplamento da interação forte muda rapidamente om o omprimento de onda doquark para distânias próximas de 1fm = 10−15m. Em termos da energia do quark E = hc

λ
,temos αs ≈ 1 para E = 1GeV, αs ≈ 0.1 para E = 100GeV[16℄. Esta é a propriedade daliberdade assintótia: o parâmetro fundamental que espei�a a intensidade de aoplamento

qq derese para distânias pequenas, ou grandes transferênias de momentum.1.2 Con�namentoUma outra onsequênia da estrutura da QCD é que a parte entral do potenial entredois quarks rese inde�nidamente à medida que a distânia entre eles aumenta, de maneiraque seja impossível separar quarks ligados. Assim, quarks são ditos estarem on�nados.Uma analogia que pode ser feita om esta propriedade de on�namento seria um arranjo dedois orpos de massa m ligados por uma mola de onstante elástia k, omo mostrado naFigura (1.2).Se estiarmos a mola, a energia potenial elástia aumenta de maneira a trazer as massasde volta a sua posição de equilíbrio. Dizemos que a força atuando nas massas é uma força
§ Ou transferênias de momentum ada vez maiores.
¶ Parâmetro de aoplamento eletromagnétia.
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Fig. 1.2: Representação esquemátia do on�namento de quarks em analogia om um sis-tema de duas massas ligadas por uma mola.restauradora. No entanto, duas pontas serão riadas se estiarmos a mola ao ponto derompê-la, mas não serão livres, i.e., não haverá duas pontas om quarks e duas pontas livresde quarks. A matéria pela qual a natureza é omposta não apresenta quarks livres, e o fatode que nenhum foi observado, mesmo nas olisões mais energétias, paree onordar omesta propriedade de on�namento de quarks.Podemos aproximar o potenial de interação entre dois quarks omo[16℄

V = −k1
r

+ k2r (1.5)no qual k1 e k2 são exatamente onstantes de proporionalidade. O primeiro termo orres-ponde à atração oulombiana, que é dominante para pequenos valores de r. O termo linearé dominante para valores grandes de r, i.e., representa o on�namento de quarks. Portanto,para pequenas distânias os quarks estão livres do termo linear. Uma razão qualitativapara isto oorrer é que para pequenas distânias a nuvem de glúons que envolve o quark setorna penetrável. Os glúons portam arga forte, assim a arga forte efetiva de um quark éreduzida em pequenas distânias‖.A variação do aoplamento forte om a energia é qualitativamente determinado na QCD.O valor de αs, a uma dada energia, depende do número de sabores Nf dos quarks quepodem partiipar do proesso de interação através do seu aoplamento om glúons. Paraenergias muito maiores que as massas dos quarks, em unidades de energia, todos os saboresde quarks partiipam do proesso. Para espei�ar a dependênia teória de αs om aenergia, ainda nos resta uma onstante fundamental no qual pode ser apenas determinadaexperimentalmente. A de�nição desta onstante é arbitrária, mas onvenionalmente aonstante ΛQCD que tem dimensões de energia é utilizada. Esta representa a energia naqual o aoplamento se torna in�nito, i.e., o meanismo pelo qual quarks estão on�nadosem hádrons. Portanto a onstante ΛQCD de�ne uma fronteira, um limite, de energia ondeabaixo deste limite temos hádrons e aima temos quarks. A ordem de magnitude de ΛQCDé a massa do hádron mais leve, o píon. Em termos desta e de Nf , a dependênia om aenergia e do parâmetro de aoplamento forte pode ser esrito omo[16℄
αs(E) ≈

12π

(33− 2Nf) log
(

E2

Λ2QCD) , (1.6)para a menor ordem em energia. Na Figura (1.3), mostramos αsxE. Através de uma
‖ É análogo aos efeitos de blindagem da núvem eletr�nia que envolve o núleo at�mio para os elétronsde valênia.
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Fig. 1.3: Representação grá�a da dependênia om a energia da onstante de aoplamentodinâmio αs.variedade de experimentos, foi determinado que
ΛQCD ≈ 0.2GeV.



Capítulo 2O Espalhamento ProfundamenteInelástioO DIS arateriza-se pela interação eletromagnétia de um lépton (l) de alta energiaom um nuleon (N), sendo este um próton ou um nêutron, ou om nuleons dentro donúleo. Tais interações oorrem por meio da troa de um bóson de alibre (γ∗, Z0 paraorrente neutra e W± para orrente arregada). No aso de orrente neutra o lépton �nal édo mesmo tipo que o iniial, enquanto que para orrente arregada os léptons �nais e iniiaissão diferentes. No estado �nal são medidos o lépton e um estado hadr�nio X , dado por
l +N → l′ +X. (2.1)No aso de medirmos, além do estado hadr�nio X , somente o lépton no estado �nal,temos um proesso dito inlusivo; enquanto que havendo a seleção de um erto estado �nalo proesso é hamado exlusivo. O proesso araterizado por (2.1) é ilustrado na Figura(2.1), onde kµ e kµ′ são respetivamente o 4-momentum iniial e �nal do lépton, assim omo

P µ e P µ
X são respetivamente o 4-momentum iniial e �nal do nuleon e do respetivo estadohadr�nio; o fóton virtual∗ γ∗ apresenta 4-momentum qµ = kµ−kµ′ do tipo espaço (q2 < 0),que de�ne a esala de energia pela qual a estrutura hadr�nia será provada[18℄.2.1 Cinemátia do DISA reação representada em (2.1)† é desrita por três variáveis inemátias hamadas devariáveis independentes de Mandelstam. Para o sistema γ∗−nuleon a energia E do lépton é

∗ Estes são fótons no qual a energia não é igual ao momentum multipliado por c. Apenas fótons reaissatisfazem a relação de Einstein para energia total e momentum
E2 = M2c4 + P 2c2,om massa de repouso M sendo zero. Fótons virtuais não satisfazem esta relação e podem ser do tipotempo, E > PC, ou tipo espaço, E < PC. Estes não podem ser livres e, no entanto, existem pelo intervalode tempo permitido pelas relações de inerteza de Heisenberg.

† Faz-se uso do sistema de unidades naturais (UN), i.e., ~ = c = 1. A fórmula de onversão do MKS
→ UN é [M ]i[L]j[T ]k = [M ]i−j−k, onde as quantidades entre olhetes referem-se às unidades de massa,omprimento e tempo; e i, j, k são números inteiros.



Capítulo 2. O Espalhamento Profundamente Inelástio 9�xada pelas ondições experimentais, ou, alternativamente, o quadrado da energia do entrode massa
W = (P + q)2 = P 2

X =M2
X , (2.2)também identi�ada omo a massa invariante do estado hadr�nio X .Através do quadrado do momentum transferido, de�ni-se a virtualidade do bóson dealibre

Q2 ≡ −q2 = qµqµ > 0. (2.3)A virtualidade india a resolução om a qual o bóson de alibre, neste aso o fótonvirtual, sonda o alvo. Espera-se que a virtualidade seja maior que a massa dos nuleonspara que o fóton possa interagir isoladamente om os omponentes do nuleon.
γ∗(qµ)

ℓ(kµ)

ℓ ′(kµ′)

N(P µ)
X(P µ

X)Fig. 2.1: DIS em LO em teoria de perturbação.As variáveis independentes de Mandelstam são esritas omo
s = (K + P )2 = ECM ,

t = (k − k′)2 = −Q2,

u = (k − PX)
2, (2.4)no qual s é a energia do entro de momentum lépton-nuleon.As variáveis de Mandelstam são invariantes de Lorentz que relaionam energia, momen-tum e ângulo de espalhamento. No referenial de repouso do nuleon temos

P µ = (M, 0, 0, 0),

kµ = (E, 0, 0, E),

k′µ = (E ′, E ′ sin θ, 0, E ′ cos θ), (2.5)no qualM é a massa do nuleon e θ é o ângulo de espalhamento do lépton. Neste referenial,valem as seguintes relações
s =M2 + 2EM,

Q2 = 2EE ′(1− cos θ) = 4EE ′ sin2 θ
2
,

W 2 =M2 + 2M(E − E ′)−Q2. (2.6)Estas três variáveis são su�ientes para araterizar ompletamente o proesso para umestado �nal hadr�nio X .



Capítulo 2. O Espalhamento Profundamente Inelástio 10Em relação ao referenial de repouso do alvo é possível determinar a diferença de energiaentre os estados iniial e �nal do lépton
ν = E − E ′ =

P · q
M

. (2.7)O DIS é desrito pela fração de momentum do párton provado
x =

Q2

2P · q =
Q2

2Mν
(2.8)e utilizando a equação (2.6), enontramos

x =
Q2

Q2 +W 2 −M2
, (2.9)omo

W 2 = (P + q)2

= M2 + 2Mν(1 − x) (2.10)onluímos que x está limitado entre 0 ≤ x ≤ 1, pois W 2 ≥ M2.A variável hamada de inelastiidade de�ne a fração de energia perdida pelo lépton noreferenial de repouso do nuleon
y =

ν

E
=
P · q
P · k =

W 2 +Q2 −M
s−M2

, (2.11)também está limitada entre 0 ≤ y ≤ 1. A região inemátia permitida está representadana Figura (2.2). A expressão profundamente inelástio é unhada em relação ao regime noqual Mν ≪ M2 e Q2 ≪ M2, mantendo-se x �xo. Assim é possível desprezar a massa donuleon frente às outras grandes esalas de energia do proesso.Por �m, podemos de�nir a variável Y , hamada de rapidez, que está relaionada àenergia do entro de massa do proesso om a virtualidade da partíula de prova que sondao hádron. A rapidez Y é expressa por
Y = log

1

x
. (2.12)Para Q �xo,

lim
W→∞

x = lim
W→∞

Q2

W 2 −M2 +Q2
= 0, (2.13)i.e., quanto maior a energia do sistema fóton-hádron (W ), menor será x, por onseguintemaior será Y .2.2 Seção de Choque Inlusiva no Proesso ep→ eXConsiderando um DIS elétron-próton (ep), i.e., o aso em que o lépton inidente seja umelétron e ujo nuleon alvo um próton; assim estamos interessados em desrever o proesso
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Fig. 2.2: O triângulo é a região inemátia permitida para o DIS ep. νmax = E no refe-renial de repouso do alvo; W é a massa invariante do estado hadr�nio �nal X,equação (2.6)[13℄.inlusivo ep → eX e a estrutura do próton em pequenas distânias sendo sondado por umfóton virtual.No referenial de repouso do próton, a seção de hoque diferenial � em ordem dominantena Eletrodinâmia Quântia(QED) � para o proesso é dada por[13, 18℄
d2σ

dE ′dΩ
=

α2emE ′

2MQ4E
LµνWµν , (2.14)sendo αem a onstante de aoplamento eletromagnétia; Ω ≡ (θ, φ) é o ângulo sólido deespalhamento que arateriza a direção do elétron no estado �nal; Lµν é o tensor de vértielept�nio que é alulado através das regras de Feynman da QED eWµν é o tensor de vértiehadr�nio que é esrito através de uma parametrização dos 4-momenta presentes no vértiefóton-próton (γ∗p). Portanto, da equação (2.14) obtemos

d2σ

dE ′dΩ
=

4α2emE ′2

Q4

[

2W1(ν,Q
2) sin2 θ

2
+W2(ν,Q

2) cos2
θ

2

]

, (2.15)sendo W1(ν,Q
2) e W2(ν,Q

2) hamadas de funções de estrutura; estas trazem informaçõesrelevantes da estrutura do próton para o DIS ep.Devido à simetria ilíndria, é possível reesrever a seção de hoque dada por (2.15)[19℄,
d2σ

dE ′dΩ
=

d2σ

dE ′2π sin θdθ
. (2.16)



Capítulo 2. O Espalhamento Profundamente Inelástio 12Então, utilizando as equações (2.6),(2.8) e (2.11), e avaliando o determinante de Jaobi
d2σ

dE ′dΩ
=

1

2π sin θ

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(E ′, θ)

∣

∣

∣

∣

d2σ

dxdy

=
1

2π sin θ

∣

∣

∣

∣

∂x
∂E′

∂x
∂θ

∂y
∂E′

∂y
∂θ

∣

∣

∣

∣

d2σ

dxdy

=
1

2π sin θ

∣

∣

∣

∣

∣

2E sin2 θ
2

M

[

E′+(E−E′)
(E−E′)2

]

2EE′

(E−E′)M
sin θ

2
cos θ

2

− 1
E

0

∣

∣

∣

∣

∣

d2σ

dxdy

=
1

2π sin θ

2E ′

(E − E ′)M

sin θ

2

d2σ

dxdy

=
E ′

2πMEy

d2σ

dxdy
. (2.17)Introduz-se as funções de estrutura adimensionais‡

F1(x,Q
2) ≡MW1(ν,Q

2) (2.18)
F2(x,Q

2) ≡ νW2(ν,Q
2). (2.19)Em termos destas funções e das variáveis x e y, podemos esrever a equação (2.15) omo

d2σ

dxdy
=

8πMyEE ′αem
Q4

[

2

M
sin2 θ

2
F1(x,Q

2) +
cos2 θ

2

yE
F2(x,Q

2)

]

, (2.20)e om isto a seção de hoque inlusiva no proesso ep→ eX é dada por
d2σ

dxdy
=

8πMEα2

Q4

[

xy2F1(x,Q
2) +

(

1− y − M

2E
xy

)

F2(x,Q
2)

]

. (2.21)2.3 Modelo de PártonsAntes do advento da QCD, Bjorken e Feynman formularam o hamado modelo de pár-tons, o qual é baseado na suposição de que o fóton virtual é espalhado om os omponentesdo próton, tratados omo partíulas livres. A Figura (2.3) ilustra o DIS desrito pelo mod-elo de pártons. O fóton virtual espalha om um dos pártons que ompõem o próton, quedepois da olisão ontribui para a formação do estado hadr�nio X �nal.2.3.1 Esalamento de BjorkenNo limite de altas energias, quando ν →∞ e Q2 →∞, i.e., quando x→ 0, a razão ν/Q2mantém-se �nita, limite este onheido omo limite de Bjorken. As funções de estrutura
W1,2 dependem apenas de uma variável adimensional ω de�nida omo[13, 18℄

ω =
2Mν

Q2
. (2.22)

‡ As funções de estrutura serão tratadas na próxima seção.
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γ∗

ℓ

ℓ ′

N
qiFig. 2.3: DIS no modelo de pártons.Assim, neste limite, podemos onvenientemente reesrever as funções de estrutura deforma adimensional

F1(ω,Q
2) ≡ MW1(ν,Q

2) (2.23)
F2(ω,Q

2) ≡ νW2(ν,Q
2). (2.24)2.3.2 Função de Estrutura do PrótonNeste modelo, no qual os pártons são tratados omo partíulas puntuais, obtém-se que

F1,2 dependem apenas de ω, e não de ω e Q2. O limite de Bjorken implia
lim
Q→∞

MW1(ν,Q
2) = F1(ω), (2.25)

lim
Q→∞

νW2(ν,Q
2) = F2(ω). (2.26)Este omportamento é hamado de esalamento das funções de estrutura, e foi de fatoveri�ado experimentalmente no DIS ep no SLAC[14℄.Em um hádron, ada párton arrega uma fração x de momentum deste. A função dedistribuição de momentum do i-ésimo párton é dada por[13℄

fi(x) =
dPi

dx
, (2.27)esta desreve a propabilidade do i-ésimo párton arregar uma fração x do momentumdo próton. O número de pártons no próton pode ser expresso omo

N =

∫ 1

0

dx fi(x). (2.28)Por onservação de momentum, a soma sobre todas as frações de x portadas pelospártons deve ser igual ao momentum do próton
∑

i

∫ 1

0

dx xfi(x) = 1, (2.29)



Capítulo 2. O Espalhamento Profundamente Inelástio 14no qual a integral fornee a fração média de momentum arregado pelo i-ésimo párton.A partir das funções de distribuição de momentum dos pártons, podemos obter as funçõesde estrutura do próton. No entanto, para obtermos as funções de estrutura do próton éneessário onsiderar as funções de estrutura dos pártons que o formam, dadas por
F1(ω) =

Q2

4mνx
δ

(

1− Q2

2mν

)

=
1

2x2ω
δ

(

1− 1

xω

)

, (2.30)
F2(ω) = δ

(

1− Q2

2mν

)

= δ

(

1− 1

xω

)

. (2.31)Somando F1,2 para um párton, sobre todos os pártons que formam o próton, obtemos
F2(ω) =

∑

i

∫

dx e2i fi(x)x δ

(

x− 1

ω

)

, (2.32)
F1(ω) =

ω

2
F2(ω). (2.33)É onveniente rede�nir F1,2(ω) omo F1,2(x). Desta forma obtemos

F1(x) =
F2(x)

2x
, (2.34)

F2(x) = x
∑

i

e2i fi(x), (2.35)onde ei orresponde à arga do i-ésimo párton. A equação (2.35) é hamada de Relação deCallan-Gross; e a variável x de Bjorken é de�nida omo o inverso de ω
x =

1

ω
=

Q2

2Mν
. (2.36)2.3.3 A Contribuição dos Quarks na Estrutura do PrótonO somatório na equação (2.35) é realizado sobre os pártons arregados, pois do ontrário,o termo seria nulo. Desonsiderando a possibilidade da presença do quark harm (c) ede quarks mais pesados, temos apenas os quarks up (u), down (d) e strange (s); e seusrespetivos antiquarks. Assim, para um elétron olidindo em um próton, a equação (2.35)é esrita omo

1

x
F ep
2 (x) =

(

2

3

)2

[up(x) + ūp(x)] +

(

1

3

)2
[

dp(x) + d̄p(x)
]

+

(

1

3

)2

[sp(x) + s̄p(x)] . (2.37)No aso de o alvo ser um nêutron, temos
1

x
F en
2 (x) =

(

2

3

)2

[un(x) + ūn(x)] +

(

1

3

)2
[

dn(x) + d̄n(x)
]

+

(

1

3

)2

[sn(x) + s̄n(x)] , (2.38)onde (up, un, ūp...) são as funções de distribuição de momentum dos respetivos quarks.



Capítulo 2. O Espalhamento Profundamente Inelástio 15Como o próton e o nêutron formam um dupleto de isospin, suas funções de distribuição demomentum estão relaionadas. Devido às semelhanças de ambos, mesmo número quântiode spin=1/2; possuem aproximadamente a mesma massa e interagem da mesma forma nainteração forte � atribui-se o número quântio de isospin, relaionando o próton e o nêutronomo sendo estados quântios diferentes de uma mesma entidade hamada nuleon. Comohá tantos quarks u em um próton quanto d em um nêutron, podemos dizer qua as funções dedistribuição de momentum destes quarks serão iguais, up(x) = dn(x); e pelo mesmo motivotemos também dp(x) = un(x) e sp(x) = sn(x). Portanto
up(x) ≡ dn(x),

dp(x) ≡ un(x),

sp(x) ≡ sn(x).

(2.39)O próton é formado por três quarks de valênia§ (uvuvdv), i.e., que possuem uma naturezanão perturbativa e de�nem ada tipo de hádron onheido, e também é formado pelos quarksde mar¶ (usūs, dsd̄s...), estes produzidos em pares qq̄ pela �utuação dos propagadores dainteração forte. A partir dos quarks de valênia do próton, tem-se um vínulo para asfunções de distribuição de momentum dos quarks.Em primeira aproximação, podemos onsiderar que os onsituintes do mar de quarksque são mais leves, i.e., os quarks u, d e s, oorrem om a mesma freqüênia e mesmadistribuição de momentum, e desonsiderando os sabores de quarks mais pesados. Estarepresentação do próton pode ser resumida omo
us(x) = ūs(x) = ds(x) = d̄s(x) = ss(x) = s̄s(x) = S(x),

u(x) = uv(x) + us(x),

d(x) = dv(x) + ds(x), (2.40)sendo S(x) a distribuição de momentum do mar de quarks.Através das relações (2.40), obtêm-se as seguintes relações
u− ū = u− ūs = u− us = uv,

d− d̄ = d− d̄s = d− ds = dv,

s− s̄ = ss − s̄s = 0, (2.41)pois não há quarks ū, d̄ e s̄ de valênia.Integrando estas equações, obtemos a quantidade de quarks de valênia do próton.
∫ 1

0

dx [u(x)− ū(x)] = 2, (2.42)
∫ 1

0

dx
[

d(x)− d̄(x)
]

= 1, (2.43)
∫ 1

0

dx [s(x)− s̄(x)] = 0. (2.44)
§ Quarks e antiquarks responsáveis pelas propriedades omo spin, arga e energia de repouso do hádron.
¶ Pares qq̄ o qual não mudam a natureza do hádron, mas ontribuem om uma fração signi�ante para aenergia de repouso.



Capítulo 2. O Espalhamento Profundamente Inelástio 16Podemos reesrever as equações (2.37) e (2.38) em termos das relações (2.40). Então,para o próton temos
1

x
F ep
2 =

(

2

3

)2

[up(x) + ūp(x)] +

(

1

3

)2
[

dp(x) + d̄p(x)
]

+

(

1

3

)2

[sp(x) + s̄p(x)]

=

(

2

3

)2

[uv + us + ūv + ūs] +

(

1

3

)2
[

dv + ds + d̄v + d̄s
]

+

(

1

3

)2

[S + S]

=

(

2

3

)2

[uv + S + S] +

(

1

3

)2

[dv + S + S] +

(

1

3

)2

[S + S]

=
1

9
[4uv + dv] +

4

9
S.

(2.45)
Para o nêutron

1

x
F en
2 (x) =

(

2

3

)2

[un(x) + ūn(x)] +

(

1

3

)2
[

dn(x) + d̄n(x)
]

+

(

1

3

)2

[sn(x) + s̄n(x)]

=

(

2

3

)2
[

dp(x) + d̄p(x)
]

+

(

1

3

)2

[up(x) + ūp(x)] +

(

1

3

)2

[sp(x) + s̄p(x)]

=

(

2

3

)2
[

dv + ds + d̄v + d̄s
]

+

(

1

3

)2

[uv + us + ūv + ūs] +

(

1

3

)2

[S + S]

=

(

2

3

)2

[dv + S + S] +

(

1

3

)2

[uv + S + S] +

(

1

3

)2

[S + S]

=
1

9
[uv + 4dv] +

4

9
S.

(2.46)
Como glúons riam pares qq̄ de mar, espera-se que S(x) apresente um espetro tipoBremsstrahlung para região de pequeno x, de maneira que o número de quarks de marrese logaritmiamente à medida que x→ 0[13℄.Quando x ≈ 0, a fração de momentum dos quarks de valênia é muito menor que a dospares qq̄ de mar, já que o número de pares rese logaritmiamente. Portanto das equações(2.45) e (2.46) temos que

lim
x→0

F en
2 (x)

F ep
2 (x)

→ 0. (2.47)Quando x ≈ 1 os quarks de valênia uv e dv possuem grande parte do momentum dohádron, deixando uma pequena fração de momentum para os quarks de mar. Portanto dasequações (2.45) e (2.46) temos que
lim
x→1

F en
2 (x)

F ep
2 (x)

→ uv + 4dv
4uv + dv

. (2.48)2.3.4 Fração de Momentum do Próton Portado pelos GlúonsSe somarmos os momenta de todos os pártons, devemos reuperar o momentum total dopróton
∫ 1

0

dx xp
[

u+ ū+ d+ d̄+ s+ s̄
]

= p− pg, (2.49)



Capítulo 2. O Espalhamento Profundamente Inelástio 17onde onsideramos apenas a ontribuição dos quarks, portanto o resultado deve ser a difer-ença entre o momentum total do próton do momenta dos glúons pg. Multipliando por p−1,e de�nindo a fração de momentum portado pelos glúons ǫg ≡ pg/p, temos
∫ 1

0

dx x
[

u+ ū+ d+ d̄+ s+ s̄
]

= 1− ǫg. (2.50)Pode-se mostrar que � desonsiderando o momentum dos quarks s, pois estes arregamum pequena fração do momentum no nuleon � a partir das equações (2.37) e (2.38)temos[13℄
∫ 1

0

dx xF ep
2 (x) =

4

9

∫ 1

0

dx x [u+ ū] +
1

9

∫ 1

0

dx x
[

d+ d̄
]

=
4

9
ǫu +

1

9
ǫd = 0.18,

∫ 1

0

dx xF en
2 (x) =

1

9

∫ 1

0

dx x [u+ ū] +
4

9

∫ 1

0

dx x
[

d+ d̄
]

=
1

9
ǫu +

4

9
ǫd = 0.12,

(2.51)onde ǫu e ǫd é de�nido omo a fração de momentum portado por (u + ū) e (d + d̄). Pelaequação (2.50) obtém-se uma relação aproximada para ǫg
ǫg ≈ 1− ǫu − ǫd, (2.52)e resolvendo a equação (2.51), enontra-se

ǫu = 0.36,

ǫd = 0.18,

ǫg = 0.48.

(2.53)

Fig. 2.4: Razão F en
2 /F ep

2 omo função de x obtidos de DIS no SLAC[13℄.Portanto, a distribuição de momentum dos quarks no espalhamento ep nos leva a onluirque inluindo apenas a ontribuição de pártons arregados na equação (2.35), obtém-se queuma fração substanial do momentum do hádron, aproximadamente 50%, é arregado porpártons neutros, não sendo diretamente detetados em experimentos de DIS ep. Estes



Capítulo 2. O Espalhamento Profundamente Inelástio 18pártons podem ser assoiados om as partíulas mediadoras da interação forte, os glúons.Experimentalmente, as distribuições de quarks de valênia anulam-se para x = 0, enquantoque os quarks de mar tendem a popular a região de pequeno x, Figura (5.2). Os glúons,por sua vez, são originados em maior número na região de pequeno x, já que não possuemmassa[13℄.2.4 O Referenial de Momentum In�nitoO modelo de pártons é apenas uma aproximação de mais baixa ordem do espalhamentodo γ∗ om as omponentes do próton, pois os onstituintes part�nios não são realmenteobjetos livres. Estes são desritos pela QCD, a teoria da interação de quarks e glúons. Deaordo om essa teoria, novos subproessos podem ontribuir para a seção de hoque do DIS
ep. O diagrama que representa o modelo de pártons, Figura (2.3), orresponde a seção dehoque de ordem O(αem). No entanto os quarks de valênia podem emitir um glúon, antesou depois de interagir om o fóton, o que leva aos proessos representados pelos diagramasda Figura (2.5). Também há as ontribuições glu�nias, representadas pelos diagramas daFigura (2.6), onde o glúon, emitido pelo quark de valênia, �utua em um par qq̄ de mar,onde um deles interage om o fóton. Estes diagramas ontribuem para a seção de hoqueom termos de ordem O(αemαs), onde αs é o parâmetro de aoplamento forte.

γ
∗

q

q

g

(a)

γ
∗

q

q̄

g
(b)Fig. 2.5: Contribuições adiionais de ordem O(αemαs) para o proesso ep→ eX não on-tidos no modelo de pártons. (a)Emissão de glúons pelos quarks e (b) glúons noestado iniial.Na QCD, os quarks e glúons podem irradiar quanta virtuais (quarks e glúons) e estesinteragirem através da troa desses quanta. As exitações dentro dos hádrons podem terenergias e momenta arbitrariamente grandes, i.e., as interações podem ter esalas de tempoarbitrariamente pequenas. Portanto, é ompliado separar as interações que oorrem dentrodo alvo om aquelas om o projétil (γ∗ no aso do DIS ep). Devido à liberdade assintótia,�utuações om momenta muito grandes possuem baixa probabilidade de oorrer, o quepermite álulos em teoria de perturbação. Assim, é possível desenvolver uma representa-ção part�nia para pequenos tempos, i.e., grandes momenta transferidos. Entretanto, estarepresentação depende do referenial onde os proessos são vistos.Um referenial espeial é o Referenial de Momentum In�nito (IMF), que fornee umamaneira de separar as �utuações hadr�nias das �utuações de váuo. O IMF onsiste emrealizar uma transformação de Lorentz para um referenial no qual o hádron possui um
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Fig. 2.6: Diagramas que ontribuem no proesso ep→ eX em ordem O(αemαs).momentum longitudinal muito grande. Esta representação de IMF, e omo o DIS ep é umexperimento que analisa a distribuição part�nia no próton, motiva esrever a função deestrutura F2 omo
F2(x,Q

2) = x
∑

i

e2i
[

fi(x,Q
2) + f̄i(x,Q

2)
]

, (2.54)onde fi(x,Q2) e f̄i(x,Q2) são as funções de distribuição de momentum dos quarks e anti-quarks.2.5 O Regime de Altas EnergiasA equação (2.54) apresenta uma dependênia em ambos x e Q2, ao ontrário do que éprevisto pelo modelo de pártons. Essa violação do esalamento de Bjorken é um exemplode evolução dos observáveis na QCD. O esalamento de Bjorken aparee apenas omo umapropriedade aproximada dos dados, e em um regime inemátio limitado. Na representaçãode IMF, espera-se que o número de pártons resça om o aumento de Q2, i.e., resimentode F2 om Q2 para x �xo.Na Figura (2.7), é mostrada a F2 para os dados de HERA[20℄. É laramente visível oresimento de F2 no limite de pequeno x. Fisiamente, aumentar Q2 é omo melhorar aresolução de um mirosópio, om seu aumento, é possível resolver pártons que estão adavez mais loalizados e ujo tempo de vida é ada vez menor. Esta é a base para as equaçõesDGLAP[21, 22℄, que desrevem a evolução das funções de distribuição de momentum dospártons om o aumento de Q2, veja apêndie B.A região de maior interesse é a de pequeno x, responsável pelo rápido resimento de
F2. Embora não seja diretamente medida pelo DIS, é o resimento rápido da densidade deglúons que domina a evolução no limite de pequeno x. Em ordem mais baixa da teoria deperturbação, tem-se

∂F2(x,Q
2)

∂ logQ2
≈ αs

3π
xG(x,Q2)

∑

i

e2i , (2.55)o qual αs = e2i /4π em analogia à αem e xG(x,Q2) é a função de distribuição de momentumde glúons. Através da equação (2.55) tem-se a distribuição de glúons a partir da evolução
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Fig. 2.7: A função de estrutura F2 medida pelo experimento ZEUS, omo uma função de
Q2 para diferentes valores de x[20℄.da F2. A Figura (2.8) mostra a omparação entre a distribuição de glúons, de quarks devalênia e de mar em um próton.2.6 ConlusõesNeste apítulo, apresentamos o DIS ep onde introduzimos as variáveis inemátias devirtualidadeQ2 e x de Bjorken. Introduzimos as funções de estrutura o qual são relaionadasom a distribuição de pártons no interior do hádron. Disutimos as orreções neessárias deordem αemαs que ontribuem para o álulo das seções de hoque, uma vez que o modelode pártons é uma aproximação de mais baixa ordem do espalhamento do fóton om asomponentes do próton. Também veri�amos que aproximadamente 50% do momentumtotal do hádron é arregado por pártons neutros que não são detetados em experimentosde DIS ep, sendo estes pártons os glúons. A QCD, no entanto, não prediz a distribuição dospártons no interior dos hádrons, desreve apenas sua evolução mediante algum observável.A violação do esalamento de Bjorken relaiona-se om a evolução dos observáveis na QCD.As equações DGLAP desrevem a evolução das funções de distribuição de momentum emrelação ao aumento da virtualidade.É interessante estudarmos o DIS ep no referenial de dipolos de or da QCD no qual
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Fig. 2.8: As distribuições de quarks (xuv, xdv), glúons (xG) e quarks de mar (xS) em umpróton para dados de HERA[23℄.onsidera-se o fóton virtual omo uma �utuação de uma par qq̄ ou um dipolo de or. Estereferenial permite também a fatorização da seção de hoque e, por onseguinte, em umafatorização das funções de estrutura, omo será mostrado no apítulo segundo.



Capítulo 3Fenomenologia Apliada ao DISO DIS ep pode ser estudado também no referenial de repouso do alvo, mais onheidoomo referenial de dipolos de or. Este referenial pode ser obtido através de uma trans-formação de Lorentz, de modo que a maior parte do momentum ainda seja arregado pelopróton, mas o fóton virtual (a partíula prova) emitido pelo elétron possui momentum su�-iente para desdobrar-se, antes do espalhamento, em um par quark-antiquark (qq̄), i.e., emum dipolo que posteriormente interage om o alvo. Ou seja, no referenial de dipolos deor a quantidade que está provando o alvo não é mais o fóton, mas sim o par qq̄. A Figura(3.1) ilustra a interação dipolo-alvo, apresentando as variáveis envolvidas no proesso.
Q2

z

1−z
b

r

Fig. 3.1: Representação do DIS no referenial de dipolos de or em termos das variáveisenvolvidas: o tamanho do dipolo r, o parâmetro de impato b e as frações demomentum do fóton arregadas pelos onstituintes do dipolo.3.1 DIS no Referenial de Dipolos de CorPode-se mostrar que o tempo de vida do par qq̄ é muito maior que o tempo de olisão,de tal forma que a separação transversal do dipolo seja onstante durante a interação, omomostrado na Figura (3.1). O tempo de vida, também hamado de omprimento (ou tempo)de oerênia lc, pode ser estimado om o uso da relação de inerteza. Considerando o fótonom virtualidade Q2, energia q0 e momentum |q|, de forma que o omprimento de oerêniaé o tempo no qual o fóton virtual existe omo uma �utuação qq̄ de massa Mqq̄. Pela relaçãode inerteza, temos que lc é inversamente proporional à diferença de energia ∆E entre o
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lc =

1

∆E
=

1
√

|q|2 +M2
qq̄ − q0

≈ 2|q|
M2

qq̄ +Q2
≈ |q|
Q2

, (3.1)o qual, por onservação de momentum, usamos Mqq̄ = Q2. Utilizando (2.36), e levando emonsideração que no referenial de repouso do alvo p · q =MN |q|, portanto Q2 = 2xMN |q|,om isso lc é esrito omo
lc =

1

2xMN
, (3.2)sendo MN a massa do alvo.Esta representação físia é expressa em uma fórmula fatorizada para as seções de hoqueinlusiva γ∗ − próton, onde este é esrito da seguinte maneira[9℄

σγ∗pT,L(Q2, Y ) =

∫

d2r

∫ 1

0

dz
∣

∣ΨT,L(r, z;Q2)
∣

∣

2
σγ∗pdip (r, Y ), (3.3)o qual |ΨT,L(r, z;Q2)|2 são as funções de onda (transversal e longitudinal) do fóton queforneem as amplitudes de probabilidades∗ para um fóton separar-se em um dipolo omtamanho transversal r; z e 1 − z são as frações de momentum do fóton portadas peloquark e antiquark e σγ∗pdip é a seção de hoque de dipolo, a qual não pode ser aluladaperturbativamente, sendo assim dependente do modelo.3.2 A Função de Estrutura do Próton no Referenial deDipolosConsiderando o próton† omo um diso homogêneo de raio Rp, i.e., se o parâmetro deimpato for mantido �xo, pode-se relaionar a seção de hoque de dipolo da equação (3.3)om a amplitude de espalhamento para a frente N(r, Y ) através da relação[10℄

σγ∗pdip (r, Y ) = 2πR2
pN(r, Y ), (3.4)A função de estrutura F2 do próton pode ser esrita em termos da seção de hoque γ∗patravés da expressão

F2(x,Q
2) =

Q2

4παem [σγ∗pT (x,Q2) + σγ∗pL (x,Q2)
]

. (3.5)Assim, é possível expressar a F2 em termos da amplitude de espalhamento N(r, Y )

F2(x,Q
2) =

Q2R2
p

2παem ∫ d2r

∫ 1

0

dz
[

∣

∣ΨT(r, z;Q2)
∣

∣

2
+
∣

∣ΨL(r, z;Q2)
∣

∣

2
]

N(r, Y ), (3.6)onde a amplitude de espalhamento depende do tamanho r do dipolo, i.e., é expressa noespaço de oordenadas.
∗ Estas são aluladas na QED.
† Consideraremos, agora, o alvo omo sempre sendo o próton.



Capítulo 3. Fenomenologia Apliada ao DIS 243.3 F2 no Espaço de MomentumPara expressarmos estas quantidades no espaço de momentum[24℄, usamos a seguintetransformada de Fourier
N(r, Y ) =

r2

2π

∫

d2k eik·rN (k, Y ) = r2
∫ ∞

0

dk k J0(kr)N (k, Y ), (3.7)a qual tem por inversa
N (k, Y ) =

1

2π

∫

d2r

r2
e−ik·rN(r, Y ) =

∫ ∞

0

dr

r
J0(kr)N(r, Y ), (3.8)onde J0(kr) é a função de Bessel de primeira espéie.De�nindo

Φ(r, z) = ΦT(r, z) + ΦL(r, z) om ΦT,L(r, z) = ∣∣ΨT,L(r, z;Q2)
∣

∣

2
, (3.9)então, da mesma forma temos as transformadas de Fourier para φ(r, z)

Φ(r, Y ) =
1

r2

∫

d2k e−ik·rΦ̃(k, Y ) =
1

2πr2

∫ ∞

0

dk k J0(kr)Φ̃(k, Y ), (3.10)e a respetiva transformada inversa
Φ̃(k, Y ) =

1

(2π)2

∫

d2r

r
r2 e−ik·rΦ(r, Y ) =

1

2π

∫ ∞

0

dr r3 J0(kr)Φ(r, Y ). (3.11)Com estas transformadas, a F2 no espaço de momentum apresenta a seguinte forma
F2(x,Q

2) =
Q2R2

pNc

4π2

∫ ∞

0

dk

k

∫ 1

0

dz
∣

∣

∣
Ψ̃(k, z;Q2)

∣

∣

∣

2

N (k, Y ), (3.12)onde Nc é o número de or.3.4 Esalamento GeométrioO esalamento geométrio é uma propriedade, empíria, importante das seções de hoquedo DIS em altas energias. Foi observado pela primeira vez nos dados de HERA[14℄ de espa-lhamento γ∗p inlusivo de pequeno x. O esalamento é dado por uma relação de ombinaçãoentre Y e Q2 para as seções de hoque, ao invés de ter dependênia nas duas variáveis se-paradamente
σγ∗p(Y,Q2) = σγ∗p

(

Q2

Q2
s(Y )

)

, (3.13)onde Q2
s(Y ) é uma função resente de Y .Esta propriedade de esalamento está relaionada ao oneito de saturação, i.e., aoomportamento das amplitudes da QCD quando a densidade de pártons é sufuientemente
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Fig. 3.2: Esalamento geométrio observado nos dados de HERA de espalhamento γ∗p emaltas energias. Os dados dependem apenas da variável τ = Q2

Q2
s(Y )

[14℄.grande para que seja neessário introduzir orreções para as amplitudes não violarem olimite de unitariedade da matriz de espalhamento S. Portanto, Q2
s(Y ) é hamada de esalade saturação, pois esta mara um limite superior para a região onde deve oorrer saturaçãopart�nia,

Q2
s(Y ) ≈ x−λ = eλY , (3.14)o valor λ ≈ 0.3 do expoente de saturação foi on�rmado pelo modelo GBW[25℄. O nome es-alamento geométrio vem justamente desta dependênia em uma potênia de x; lembramosque a variável rapidez é Y = log (1/x). Logo, quanto maior a rapidez, maior a esala desaturação.Na �gura (3.2), os dados de HERA[14℄ mostram o esalamento geométrio, visto que ospontos aem aproximadamente sobre uma linha em função da variável de esalamento.No referenial de dipolos da QCD para o DIS, a seção de hoque γ∗p assume a formafatorizada omo mostrado na equação (3.3), no qual é uma função da probabilidade dofóton virtual deair em um par qq̄ e da seção de hoque dipolo-próton. Esta, onsiderandoa não dependênia do parâmetro de impato, é proporional à amplitude de espalhamentodipolo-próton, omo mostrado na equação (3.4). E a amplitude de espalhamento pode seresrita no espaço de momentum segundo a equação (3.8). Desta forma, na representaçãode dipolos da QCD, a propriedade de esalamento toma a seguinte forma

N (k, Y ) = N
(

k2

Q2
s(Y )

)

. (3.15)



Capítulo 3. Fenomenologia Apliada ao DIS 263.5 ConlusõesApresentamos a desrição do DIS ep no hamado referenial de dipolos de or da QCDno qual a seção de hoque γ∗−p pode ser fatorizada, levando à forma fatorizada das funçõesde estrutura. Apresentamos as funções de estrutura no espaço de momentum, o qual foramobtidas através da transformada de Fourier dada pela equação (3.7). Fizemos um breveestudo sobre a propriedade de esalamento geométrio das seções de hoque no qual é dadapor uma ombinação da variável de rapidez Y e da virtualidade Q2, i.e., não deve haveruma dependênia explíita em Y .No apítulo tereiro �ará laro o motivo pelo qual esolhemos trabalhar om a funçãode estrutura no espaço de momentum. Veremos no entanto que as soluções da equação BK,que será apresentada no apítulo seguinte, possui termos subdominantes em Y , no aso deLO; e um termo explíito em Y , no aso de NLO. No entanto, o esalamento geométrioestá presente nas amplitudes de espalhamento; logo, estes termos, de erta maneira, nãoin�ueniam o omportamento das amplitudes.



Capítulo 4Amplitudes de Espalhamento em AltasEnergias
4.1 As Correções de UnitariedadeA evolução dos observáveis segundo a dinâmia apresentada na formulação DGLAP eBFKL (veja apêndie B) prevêem o resimento inde�nido das distribuições part�nias,e portanto das seções de hoque, om o aumento da energia, i.e., no regime de pequeno
x. A unitariedade fornee uma onexão entre a seção de hoque total e a amplitude deespalhamento; esta onexão é hamada de Teorema Óptio∗, e é a partir deste em que aseção de hoque é alulada e também rese segundo

σtot ∼ (1

x

)λ

, (4.1)om λ = 4ᾱ log 2. Intuitivamente, espera-se que as seções de hoque sejam limitadas àmedida que x→ 0, de forma que o limite
σtot < C0 log

2

(

1

x

)

, x→ 0, (4.2)sendo C0 uma onstante, seja satisfeito; este limite é hamado de Limite de Froissart-Martin. O omportamento das soluções da equação BFKL não satizfaz este limite, talque orreções de unitariedade devem ser utilizadas para uma desrição �real� de proessosem altas energias. No referenial do entro de massa do proesso de olisão, o aumentoda seção de hoque é devido à proliferação da emissão de glúons durante a evolução; emaltas energias, a densidade deverá ser grande o bastante para que haja a possibilidade demultiplos espalhamentos. Correções omo esta levam à saturação da densidade de pártonsno alvo e, por onseguinte, ao ontrole do resimento da seção de hoque total, em aordoom a unitariedade.
∗ O Teorema Óptio diz que σγ∗pdip (r, Y ; b) =

∫

dbN(r, Y ; b). Considerando a independênia om oparâmetro de impato b, e por simetria esféria, enontra-se σγ∗pdip (r, Y ) = 2πR2
pN(r, Y ) justi�ando aequação (3.4)[24℄.



Capítulo 4. Amplitudes de Espalhamento em Altas Energias 284.2 A Equação de Balitski��-KovhegovA equação mais simples que desreve o limite de altas energias da QCD, inluindo tantoas ontribuições da BFKL omo as orreções de unitariedade, é a equação BK. Esta desrevea evolução das amplitudes de espalhamento dipolo-alvo om a variável de rapidez, sendo oalvo formado por um par qq̄ om oordenadas transversas x e y[11℄.
∂YNY (x,y) =

ᾱ

2π

∫

d2z
|xy|2

|xz|2 |zy|2
[NY (x, z) +NY (z,y)−NY (x,y)−NY (x, z)NY (z,y)] ,(4.3)o qual ᾱ = αsNc/π é o parâmetro de aoplamento �xo e |xy|2 = (x− y)2 é o tamanhodo dipolo. Para obter-se uma equação mais simples, é possível supor que a amplitude

NY (x,y) independe do parâmetro de impato b e depende apenas do tamanho do dipolo r =
|x− y|. Portanto, utilizando a transformada de Fourier dada pela equação (3.8), enontra-se a equação BK sem dependênia em parâmetro de impato no espaço de momentum paraa amplitude NY (k = |k|)[26℄

∂YNY (k) =
ᾱ

π

∫

d2k′

(k − k′)2
[

NY (k
′)− k2

k′2 + (k − k′)2NY (k)

]

− ᾱN 2
Y (k), (4.4)e pode ser reesrita de maneira ompata omo

∂YNY = ᾱχ (−∂L)NY − ᾱN 2
Y , (4.5)o qual χ(γ) orresponde aos valores próprios do núleo da BFKL e L = log (k2/k20), sendo

k0 uma esala �xa de momentum. Este núleo é um operador integro-diferenial que podeser de�nido por meio da expansão em série
χ(−∂L) = χ(γ01)+χ

′(γ0) (−∂L − γ01)+
1

2!
χ′′(γ0) (−∂L − γ01)2+

1

3!
χ′′′(γ0) (−∂L − γ01)3+...,(4.6)para um γ0 entre 0 e 1.4.2.1 O Esalamento Geométrio e a Físia EstatístiaVamos trabalhar na representação de dipolos da QCD para o DIS. Nesta representa-ção, a seção de hoque γ∗p assume a forma fatorizada na qual é uma função da amplitudede probabilidade do fóton virtual deair em um par qq̄ onvoluida om a seção de hoquedipolo-próton, omo mostrado na equação (3.3). Esta última é uma função da amplitude deespalhamento dipolo-próton N(r, Y ), que pode ser esrita no espaço de momentum atravésda transformada de Fourier dada pela equação (3.8). Desta forma, a propriedade de esala-mento geométrio na representação de dipolos da QCD tem a seguinte forma

N (k, Y ) = N
(

k2

Q2
s(Y )

)

, (4.7)omo já havia sido mostrado no apítulo segundo.



Capítulo 4. Amplitudes de Espalhamento em Altas Energias 29Assim, uma vez que desreve a evolução em energia da amplitude de dipolos, assintoti-amente, a equação BK possui soluções que devem obedeer a propriedade de esalamentogeométrio. Trabalhando om uma aproximação de ponto de sela, também hamada deaproximação difusiva[10℄, i.e., expansão de Taylor até segunda ordem do núleo (4.6) emtorno de γ0 = 1/2 a equação BK �a
∂YNY = ᾱχ̄ (−∂L)NY − ᾱN 2

Y , (4.8)sendo
χ̄(−∂L) = χ

(

1

2

)

+ χ′
(

1

2

)(

−∂L −
1

2

)

+
1

2!
χ′′
(

1

2

)(

−∂L −
1

2

)2

, (4.9)o qual χ′ (1
2

) é nula pois no ponto de sela devemos ter extremos da função; de�nindo
γ̃ ≡ 1− 1

2

√

1 + 8ω
D
, ω ≡ χ

(

1
2

) e D ≡ χ′′ (1
2

) temos
χ(−∂L) = ω +

D

2

(

∂2L + ∂L +
1

4

)

, (4.10)e fazendo a seguinte substituição de variáveis
t =

ᾱD

2
(1− γ̃)2 Y, x = (1− γ̃)

(

L+
ᾱD

2
Y

)

, (4.11)pode-se mostrar que a equação BK na aproximação difusiva reduz-se na equação de FKPP[12℄� famosa equação da Físia Estatístia de não equilíbrio uja dinâmia é hamada de reação-difusão, dada por
∂tu(t, x) = ∂2xu(t, x) + u(t, x)− u2(t, x). (4.12)O termo ∂2xu(x, t) é o termo de difusão; u(x, t) é o termo de aumento da densidade naposição x e o termo não linear de dissipação −u2(x, t) responsável pelo derésimo destadensidade na posição x, i.e., saturação da solução da equação para u(x, t).Então, mediante às substituições de variáveis, reesrevemos (4.5) omo

∂YNY = ᾱ

[

ω +
D

2

(

∂2L + ∂L +
1

4

)]

NY − ᾱN 2
Y . (4.13)Portanto, analisando o termo à esquerda de (4.13)

∂YNY ≡
∂

∂Y
NY =

∂NY

∂t

dt

dY
+
∂NY

∂x

dx

dY

=
ᾱD

2
(1− γ̃)2 ∂tN +

ᾱD

2
(1− γ̃) ∂xNY .

(4.14)Analisando o primeiro termo a direita de (4.13)
∂LNY = ∂NY

∂t
dt
dL

+ ∂NY

∂x
dx
dL

= (1− γ̃) ∂xNY

∂2LNY = ∂L [(1− γ̃) ∂xNY ] = (1− γ̃) ∂
∂x

∂x
∂L

∂
∂x
NY = (1− γ̃)2NY , (4.15)portanto,

ᾱ

[

ω +
D

2

(

∂2L + ∂L +
1

4

)]

NY = ᾱ

[

ωNY +
D

2
(1− γ̃)2 ∂2xNY +

1

2
(1− γ̃) ∂xNY +

D

8
NY

]

.(4.16)



Capítulo 4. Amplitudes de Espalhamento em Altas Energias 30Assim, reesrevendo a equação (4.13)
ᾱD
2
(1− γ̃)2 ∂tNY + ᾱD

2
(1− γ̃) + ∂xNY =

ᾱ
(

ωD
8

)

NY + ᾱD
2
(1− γ̃)2 ∂2xNY + ᾱD

2
(1− γ̃) ∂xNY − ᾱN 2

Y . (4.17)Da de�nição de γ̃, tem-se que ω + D
8
= D

2
(1− γ̃). Logo, enontra-se

D

2
(1− γ̃) ∂tNY =

D

2
(1− γ̃) ∂2xNY +

D

2
(1− γ̃)2NY −NY , (4.18)multipliando por 4

D2(1−γ̃)4
, enontra-se

∂t

(

2

D (1− γ̃)2
NY

)

= ∂2x

(

2

D (1− γ̃)2
NY

)

+
2

D (1− γ̃)2
NY −

4

D2 (1− γ̃)4
NY , (4.19)que é justamente a equação FKPP onde

u(x, t) =

(

2

D (1− γ̃)2
N (L, Y )

)

=
2

D (1− γ̃)2
N
(

x

1− γ̃ −
t

(1− γ̃)2
,

2t

ᾱD (1− γ̃)2
)

.(4.20)Portanto ∂2xu(x, t) é o termo de difusão; u(x, t) é o termo referente à riação de partíulasna posição x e o termo não linear de dissipação −u2(x, t) responsável pela destruição departíulas na posição x, i.e., saturação da solução da equação para u(x, t).A equação FKPP† admite dois pontos �xos, sendo um deles instável em u = 0 e outroestável em u = 1, o qual orresponde ao número máximo de oupação de partíulas emum erta região do espaço. Uma propriedade importante da equação FKPP, e de equaçõesdeste tipo, é que para ondições iniiais u(x, 0) = tais que u(x, 0) → 1 quando x → −∞ e
u(x, 0) ∼ e−γx quando x→∞, existe uma família de soluções hamadas de TWS em que asolução u(x, t) adquire a forma u(x− vct) de uma frente de onda propagante para grandesintervalos de tempo a uma veloidade rítia vc � de�nida omo o mínimo da veloidade defase � sem deformação omo mostrado na Figura (4.1).

x

u(x, t)

0

1

t = 0 t1

X(t1)

2t1

X(t2)

3t1

X(t3)Fig. 4.1: Comportamento das TWS da equação FKPP.
† A equação de Fokker-Plank desreve a evolução temporal da função densidade de probabilidade daveloidade de uma partíula, podendo ser generalizada para outros observáveis. Esta equação é tambémonheida omo Equação Avançada de Kolmogorov. Em 1937, está equação foi também deduzida por Fishere utilizada no estudo de problemas em genétia. Esta, em problemas de reação-difusão, está relaionadaom a equação FKPP.



Capítulo 4. Amplitudes de Espalhamento em Altas Energias 31A equação BK a parâmetro de aoplamento �xo ᾱ apresenta TWS om vc dado por
vc = ᾱ

χ(γc)

γc
, (4.21)sendo γc = 0.6275 o ponto rítio, solução da equação

γcχ
′(γc) = χ(γc). (4.22)Para estudar a formação das frentes de ondas, utiliza-se a aproximação difusiva em tornode γc

χ(−∂L) = χ(γc) + (−∂L − γc1)χ′(γc) +
1

2!
χ′′ (−∂L − γc1)2 , (4.23)então a equação BK no espaço de momentum é dada por

∂YNY = −vc∂LNY +
1

2!
ᾱχ′′(γc) (∂L + γc1)

2NY − ᾱN 2
Y . (4.24)
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T
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1e-04

1e-05Fig. 4.2: TWS da equação BK obtido por simulação numéria para rapidez Y =
0, 5, 10, 15, 20, 25[24℄.Pode-se mostrar que a amplitude de espalhamento no regime diluto, i.e., k ≫ Qs, parao DIS a parâmetro de aoplamento �xo possui a seguinte estrutura[10℄

N (k2/Q2
s(Y ), Y ) ≈ onstante×√ 2

ᾱχ′′(γc)
log

(

k2

Q2
s(Y )

)(

k2

Q2
s(Y )

)−γc

× exp [− 1

2ᾱχ′′(γc)Y
log2

(

k2

Q2
s(Y )

)]

,

(4.25)sendo a esala de saturação dada por
Q2

s(Y ) = Q2
0 exp[ᾱvcY − 3

2γc
log Y − 3

γ2c

√

2π

ᾱχ′′(γc)

1√
Y

]

, (4.26)



Capítulo 4. Amplitudes de Espalhamento em Altas Energias 32o qual Q2
0 absorve as onstantes indeterminadas, mas ontinua sendo da ordem de Λ2QCD.Para uma ompleta desrição das amplitudes de espalhamento dipolo-próton no espaço demomentum, i.e., levando em onsideração a região diluída (k ≫ Qs) omo a região desaturação (k ≪ Qs), faz-se uso do modelo AGBS[24℄. Este utiliza as soluções assintótiasda equação BK da região diluta em onjunto om uma expressão que desreva a evoluçãopart�nia na vizinhança da esala de saturação e na região de saturação. Na Figura (4.2)são mostradas as TWS obtidas para a equação BK, onde pode-se ver a propriedade deesalamento geométrio das soluções.O esalamento geométrio tem importantes onseqüênias, omo o fato de que o movi-mento, ao longo do espaço de fases, ao longo da linha de saturação Q = Qs(Y ), não muda oomportamento das amplitudes de espalhamento. Analisando o omportamento da equação(4.25) vemos que esta possui um termo subdominante om dependênia explíita da rapidez

Y , o que viola o esalamento geométrio dado pela equação (4.7). Entretanto, este termopode ser desprezado quando
log2 (k2/Q2

s(Y ))

2ᾱχ′′(γc)Y
≪ 1, (4.27)i.e., o esalamento geométrio é obtido quando

log
(

k2/Q2
s(Y )

)

.
√

2ᾱχ′′(γc)Y , (4.28)ou seja, em uma janela inemátia que se estende por um fator da ordem de √Y aima daesala de saturação.4.3 Equação BK em Ordem Seguinte à DominanteO termo NLO refere-se ao aso em que o parâmetro de aoplamento forte seja umafunção de L, portanto dinâmio
ᾱ(L) =

αs(L)Nc

π
=

1

bL
, b =

11Nc − 2Nf

12Nc
, (4.29)sendo Nc o número de or e Nf é o número de sabor; omo estamos onsiderando umDIS ep, então Nf = 3 pois estamos onsiderando apenas a ontribuição de quarks leves.Reesreve-se a equação BK no espaço de momentum dada por (4.5) omo

bL∂YNY = χ (−∂L)NY −N 2
Y . (4.30)Para um valor arbitrário de γ pode-se mostrar que a veloidade da frente de onda é dadapela seguinte expressão

vc =

√

2χ(γ̂)

b γ̂
, (4.31)o qual � analisando a relação de dispersão e o valor mínimo da veloidade de grupo em γ̂,e omparando om o aso de aoplamento �xo � γ̂ deve ser idêntio à γc = 0.6275, sendo γ̂solução da equação

γ̂χ′(γ̂) = χ(γ̂). (4.32)



Capítulo 4. Amplitudes de Espalhamento em Altas Energias 33Portanto a veloidade da frente de onda é simplesmente vc, dada pela equação (4.31),no ponto rítio γc
vc =

√

2χ(γc)

b γc
. (4.33)Então, dado que é onheida a relação para a veloidade da frente de onda, alula-se atransição para a saturação através de orreções subdominantes em vc. Portanto, expandindoa parte linear da equação BK‡ em torno de γc, onde Y ∝ t2

bL

2t
∂tNY = −bv

2
c

2
∂LNY +

χ′′(γc)

2

(

∂2LNY + 2γc∂LNY + γ2cNY

)

. (4.34)Pode-se mostrar que, através da FKPP e de um ansatz[10℄ adequado para a soluçãodesta equação para grandes intervalos de t, a equação (4.34) transforma-se em uma EDOLde segunda ordem, uja amplitude de espalhamento para DIS à parâmetro de aoplamentodinâmio possui a seguinte estrutura no regime diluto[10℄
N (k2/Q2

s(Y ), Y ) ≈ onstante × Y 1/6

(

k2

Q2
s(Y )

)−γc

× Ai



ξ1 +

(

√

2bγcχ(γc)

χ′′(γc)

)1/3
log (k2/Q2

s(Y ))

Y 1/6



 ,

(4.35)vemos que esta amplitude de espalhamento é dada pela função de Airy sendo ξ1 = −2, 338o seu primeiro zero; a esala de saturação é dada por
Q2

s(Y ) = Q0 expvc√Y +
3

4

(

χ′′(γc)
√

2bγcχ(γc)

)1/3

ξ1Y
1/6



 , (4.36)o qual Q0 ∼ Λ2QCD absorve onstantes não determinadas.4.4 ConlusõesDediamos este apítulo para fazer um estudo sobre a equação BK na qual dá a evoluçãodas amplitudes de espalhamento om a variável de rapidez Y . Apresentamos a analogia quepode ser feita entre a equação BK e a equação FKPP; assim obtemos omo solução ashamadas TWS. Disutimos o fato destas soluções possuírem propriedades de esalamentogeométrio. Fizemos um tratamento da equação BK, no espaço de momentum através daexpansão difusiva. Estudamos suas soluções assintótias em LO e NLO, sendo que emNLO, i.e., para parâmetro de aoplamento dinâmio, obtém-se omo solução assintótiauma amplitude proporional a uma função de Airy.Analisando a expressão (4.35), vemos que possui um termo explíito de Y 1/6, o queviolaria o esalamento geométrio omo foi disutido no apítulo tereiro. Contudo, a
‡ As orreções de NLO e NLL ao termo não-linear podem ser feitas, no entanto pelas propriedades dasTWS, as soluções assintótias não mudam[27℄.



Capítulo 4. Amplitudes de Espalhamento em Altas Energias 34subdominânia da esala de saturação om Y , e a dependênia da função de Airy om
Y , devem de alguma maneira ompensar essa dependênia explíita. No apítulo seguinte,vamos apresentar dois modelos usado para o ajuste aos dados de HERA[15℄ � utilizando asolução assintótia da BK em NLO � e omo será mostrado, ambos desrevem a propriedadede esalamento geométrio das amplitudes de espalhamento.



Capítulo 5Ajuste aos Dados de HERACom o objetivo de estudar a forma das amplitudes de espalhamento da QCD em ordensmais altas em teoria de perturbação, vamos partir da equação de evolução BK em NLO pois,omo foi apresentado no apítulo tereiro, esta apresenta soluções assintótias de TWS emanalogia à equação FKPP, onde as amplitudes de espalhamento são dadas pela equação(4.35) e a respetiva esala de saturação pela equação (4.36). Neste apítulo, serão expostosdois modelos para o ajuste aos dados das ontribuições ZEUS e H1[15℄ (do olisor HERA)para o DIS ep.5.1 Solução Assintótia da BK em NLOPrimeiramente, será onsiderada apenas a solução da equação BK em NLO; portanto,apenas a região diluída será onsiderada para o ajuste.Assim, esrevendo novamente a equação (4.35), e hamando esta omo uma �amplitudediluída�, temos
Tdil(k/Qs(Y ), Y ) = AY 1/6

(

k2

Q2
s(Y )

)−γc

Ai



ξ1 +

(

√

2bγcχ(γc)

χ′′(γc)

)1/3
log (k2/Q2

s(Y ))

Y 1/6



 ,(5.1)sendo A uma onstante a ser determinada, e a esala de saturação sendo expressa omo
Q2

s(Y ) = k20exp (vc√Y ) , (5.2)o qual k20 é uma esala de momentum a ser ajustada.As expressões (5.1), (5.2) determinam a forma das amplitudes de espalhamento no espaçode momentum. Utilizando estas expressões, podemos esrever a função de estrutura dopróton, equação (3.12), o qual será ajustada aos dados de HERA[15℄ disponíveis para estaquantidade.Nesta análise, as medidas de HERA, vindos das olaborações ZEUS e H1, foram ajus-tados dentro do regime inemátio
x ≤ 0.01

3.5 ≤ Q2 ≤ 120GeV2,
(5.3)
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Tdil

χ2/d.o.f 1.369
Rp[GeV−1℄ 8.423± 0.062

vc 1.305± 0.007
χ′′(γc) 1.501± 0.003

k20(10−3GeV2) 0.127± 0.003
A 1, 229± 0.018Tab. 5.1: Resultados do ajuste aos dados de F2. Os valores dos parâmetros om seusrespetivos erros são mostrados, juntamente om o χ2 por graus de liberdade.o que resulta em um total de 126 graus de liberdade de dados a serem ajustados. O regimeinemátio apresentado refere-se à desrição do limite de altas energias das amplitudes deespalhamento � o limite de pequeno x, omo já mostrado no apítulo primeiro � onsiderandovalores intermediários de virtualidade Q2.
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Fig. 5.2: (a) Forma para as amplitudes de espalhamento no espaço de momentum segundoa solução assintótia da região diluta da equação BK em NLO para diferentesvalores de rapidez Y . Os parâmetros para este grá�o foram tomados do ajusteorrespondente à Tabela (5.1). (b) Desrição grá�a para a região de saturaçãopart�nia. Este grá�o foi obtido através da ampliação da região em que k ≪ Qsem (a).valores de rapidez Y . Vemos laramente o omportamento das amplitudes de espalhamentona região de k ≫ Qs, i.e., região diluta da evolução; no entanto, estamos interessados naregião de saturação, região esta orrespondente à valores de k ≪ Qs omo dito anterior-mente. Nesta região de saturação part�nia, vemos que as amplitudes de espalhamento nãosão bem desritas, embora tendam a se unitarizar � omo de fato é imposto pelos vínulosda matriz de espalhamento S[22℄. Ainda é possível onstatar a propriedade de esalamentogeométrio das TWS na evolução om a rapidez.A �m de investigar melhor a região de saturação, apresentamos uma ampliação da Figura(5.2.a) para pequenos valores de k, omo mostrado na Figura (5.2.b). Nesta, é possívelonstatar ertas irregularidades nas amplitudes de espalhamento, possivelmente ausadaspelas osilações da função de Airy; nesta região, vemos que as amplitudes tendem a deair.



Capítulo 5. Ajuste aos Dados de HERA 385.2 Modelo Logarítmio de Unitarização Eikonal emNLOVamos apresentar um outro modelo para as amplitudes de espalhamento no espaço demomentum. Para isso, vamos usar as soluções assintótias da equação BK em NLO paradesrever as amplitudes de espalhamento tanto na região de saturação omo na região depártons diluídos. Como mostrado no apítulo tereiro, a expressão (4.35) é válida somenteno regime diluto, i.e., k ≫ Qs, por onseguinte N (k, Y ) ≪ 1. Para o modelo se tornarompleto, é preiso de uma expressão que desreva a evolução part�nia tanto na regiãodiluta omo na vizinhança da esala de saturação e na região de saturação. Nesta última, éesperado que a densidade de pártons tenha um limite superior devido à unitariedade, entãoesrevemos esta amplitude nesta região omo um função degrau de Heaviside
N(r, Y ) = Θ (rQs(Y )− 1) . (5.4)Através da transformada de Fourier (3.8), mostra-se que[24℄

N (k/Qs(Y ), Y )
k≪Qs
= c− log

(

k

Qs(Y )

)

, (5.5)onde c é uma onstante ainda não �xada. Desta maneira, as expressões (4.35) e (5.5)desrevem ompletamente o omportamento assintótio das amplitudes de espalhamento.Entretanto, ao tentar unir estas duas expressões e obter a onstante c impondo on-tinuidade em k = Qs, esta de�nição por partes da amplitude em toda a região inemátiapodem introduzir efeitos de osilação na amplitude, quando transformada para o espaço deoordenadas pela equação (3.7), podendo inlusive torná-las negativas. A �m de modelaresta interpolação, partimos do regime diluto para o saturado, onstruindo uma expressãoque se torne saturada quando k ≪ Qs.Na tentativa de obtermos uma melhor desrição da região de saturação, vamos utilizara função Tdil em (5.1) omo argumento de uma função Eikonal. Assim garantimos que nolimite em que k ≪ Qs a região de saturação seja unitarizada.
Tunit = 1− e−Tdil. (5.6)Deste modo, nos resta apenas inluir os fatores logarítmios dos regimes diluto e satu-rado, sendo este fator logarítmio LF dado por

LF = log

(

k

Qs
+
Qs

k

)

+ 1. (5.7)A expressão usada no modelo é
T̃ (k/Qs(Y ), Y ) =

[

log

(

k

Qs
+
Qs

k

)

+ 1

]

(1− e−Tdil), (5.8)onde a esala de saturação Q2
s é dada pela equação (5.2).
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xFig. 5.3: Predições para os dados de ZEUS e H1[15℄ para a função de estrutura do prótonem função de x para valores intermediários de Q2, dados em GeV2.Como estamos partiularmente interessados na região de saturação part�nias, estende-mos o limite inemátio para valores de virtualidadeQ2 menores, mantendo o limite superiorde 120GeV 2. Desta maneira temos o seguinte limite inemátio
x ≤ 0.01

0.1 ≤ Q2 ≤ 150GeV2,
(5.9)resultando em um total de 244 graus de liberdade para o ajuste aos dados ser feito.Novamente, γc foi mantido �xo. Os parâmetros obtidos do ajuste aos dados estão naTabela (5.2). Notemos que o valor obtido para χ2 por graus de liberdade está mais próximodo valor de 1, i.e., teremos uma melhor previsão da função de estrutura do próton à obtidaanteriormente quando onsideramos apenas a solução assintótia da BK para o ajuste aosdados, embora estejamos em um intervalo inemátio de HERA signi�ativamente maior.
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Fig. 5.4: (a) Forma para as amplitudes de espalhamento no espaço de momentum segundoa solução assintótia da região diluta da equação BK em NLO para diferentesvalores de rapidez Y . Os parâmetros para este grá�o foram tomados do ajusteorrespondente à Tabela (5.2). (b) Desrição grá�a para a região de saturaçãopart�nia. Este grá�o foi obtido através da ampliação da região em que k ≪ Qsem (a).Na Figura (5.4.a), são representadas as amplitudes de espalhamento para este modeloonsiderado em diferentes valores de rapidez Y , onde foi proposto uma nova maneira dedesrever a região de saturação. Notemos que, novamente, as propriedades de esalamentogeométrio das TWS são evideniadas na representação grá�a. Vemos ainda que a regiãoem que os pártons estão diluídos no interior dos hádrons, neste aso onsiderando umproesso de DIS ep, i.e., no interior do próton, ontinua sendo bem desrita; omo de fatodeveria ser.Analisando a região de saturação part�nia, vemos que, novamente, as amplitudes deespalhamento passam a dereser, embora tendam assintotiamente a ser unitarizadas. Parauma melhor visualização desta região de k ≪ Qs, mostramos na Figura (5.4.b) uma ampli-ação desta região da representação grá�a mostrada na Figura (5.4.a).
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T̃

χ2/d.o.f 1.107
Rp[GeV−1℄ 10.000± 0.992

vc 1.123± 0.007
χ′′(γc) 2.427± 0.032

k20(10−4GeV2) 0.216± 0.004
A 1.077± 0.015Tab. 5.2: Resultados do ajuste aos dados de F2. Os valores dos parâmetros om seusrespetivos erros são mostrados, juntamente om o χ2 por graus de liberdade.5.3 ConlusõesNeste apítulo apresentamos os dois modelos utilizados pra o ajuste aos dados das o-laborações ZEUS e H1[22℄ (do olisor HERA), onde primeiramente onsideramos apenas asolução assintótia da equação BK em NLO; e a seguir utilizamos uma interpolação paraunir as expressões que desrevem ambas regiões diluta omo a de saturação part�nia.Além de �ar evideniado as propriedades de esalamento geométrio, vemos ainda quepara ambos modelos a forma das amplitudes de espalhamento na região diluta são muitobem desritas omo de fato deveria ser; pois a solução assintótia da equação BK em NLO(assim omo em LO) é esrita para a região diluta, i.e., k ≫ Qs. Contudo, a regiãosaturada, portanto região de k ≪ Qs, não está tão mal desrita; embora as amplitudesde espalhamento passem a deair a partir de determinado valor de k, estas mantém-seontínuas, não assumindo valores negativos e nem osilando, omo poderia aonteer noespaço de oordenadas. Este deaimento tem origem da função de Airy.A maneira om a qual as duas expressões estão sendo interpoladas no segundo modelonão está ompensando este deaimento; i.e., a forma omo a Tdil está sendo unitarizada não"dando onta"da função de Airy.



Capítulo 6ConlusãoNeste trabalho, �zemos um estudo da onexão entre as soluções da equação BK emLO e NLO om as TWS da equação FKPP, bem omo as propriedades de esalamentogeométrio que estas soluções apresentam. Realizamos um estudo fenomenológio de omoestas TWS desrevem as amplitudes de espalhamento da QCD em proessos de DIS deolisões hadr�nias, sendo onsideradas neste trabalho o DIS ep. A esala de saturação estárelaionada om a veloidade da frente de onda vc, e a transição à saturação da distribuiçãode pártons à formação difusa da frente de onda. Em partiular, estudamos diretamente asolução da equação BK não-linear. A transição à saturação part�nia leva a violações doesalamento geométrio; para aoplamento �xo a evolução da frente de onda é dada porum omprimento de difusão da ordem de √t, enquanto que a aoplamento dinâmio é daordem de t1/3; omo visto pelas equações (4.25) e (4.35). Este ontraste entre os padrões deevolução levando a saturação é dada expliitamente na evolução da Frente de Onda Reduzida(RFP) dada por (k2/Q2
s(Y ))

γc N (k/Qs(Y ), Y ), mostrado na Figura (6.1).(a)
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Fig. 6.1: Evolução da frente de onda reduzida para ambos asos de aoplamento �xo (es-querda) e dinâmio (direita). A frente de onda reduzida para diferentes valoresde rapidez. As linhas orrespondem desde Y = 2, urva mais abaixo, até Y = 10,urva mais aima. Note a similaridade das frentes de onda, porém uma evoluçãomais rápida para aoplamento �xo.Começamos o trabalho apresentando uma desrição sobre o DIS e sua inemátia, osfundamentos do modelo de pártons e as orreções de ordem αemαs que ontribuem para oálulo das seções de hoque em olisões hadr�nias. Apresentamos o DIS no referenial dedipolos de or, sendo este mais onveniente para o estudo da evolução da QCD em altas



Capítulo 6. Conlusão 43energias, e apresentamos a função de estrutura do próton no espaço de momentum, umavez que vamos � mediante o ajuste aos dados das olaborações ZEUS e H1[15℄ (do olisorHERA) � fazer previsões sobre a função de estrutura do próton em altas energias.Por �m, apresentamos a forma das amplitudes de espalhamento, referente a soluçãoassintótia da equação BK em NLO, através de duas abordagens para o ajuste aos da-dos. Primeiramente, onsideramos apenas a solução assintótia da equação BK dada pelaequação (4.35); nesta abordagem, obtivemos as amplitudes de espalhamento dadas pelasFiguras (5.2.a) e (5.2.b). Em seguida, utilizamos uma nova maneira de desrever a regiãode saturação, fazendo uma interpolação entre as duas funções que desrevem o regime dilutoe saturado, desta forma obtivemos as amplitudes mostradas nas Figuras (5.4.a) e (5.4.b).Em ambos modelos, mostramos que � omo era esperado � a região diluta é bem desrita,ontudo, a região de saturação part�nia apresentou amplitudes que passavam a deair apartir de erto valor de k, possivelmente pelo omportamento da função de Airy; no entantotendendo assintotiamente a serem unitarizadas. No segundo modelo utilizado, vemos que,para valores altos de rapidez Y , a amplitude passa a deair a partir de erto a partir deerto valor de k, porém ainda possui uma forma aeitável, i.e., não há efeitos de osilaçãopara valores negativos, omo poderia oorrer no espaço de oordenadas. É válido ressaltarque neste estudo da região de saturação em NLO, não foram onsideradas esalas de renor-malização, o que de erta maneira viria a melhorar o ajuste dos parâmetros, omo o daveloidade da frente de onda vc[28℄.A função de estrutura do próton, para ambos modelos, foi bem desrita para valoresintermediários de virtualidade Q2 para dados de HERA[15℄ no seu respetivo intervalo i-nemátio. Do estudo da equação BFKL, a veloidade da frente de onda deve estar emum intervalo dado por 0.3 ≪ vc ≪ 0.6, o que não orresponde aos valores obtidos paraambos modelos. Uma busa de um melhor ajuste para a região de saturação part�nia,obtendo melhores parâmetros, pode ser feito através da busa de novas parametrizaçõespara esta região de k ≪ Qs. Uma possível nova parametrização seria trabalhar om a formaassintótia da função de Airy.PerspetivasA função de Airy é desrita por duas funções assintótias Ai(x) e Bi(x), onde estasapresentam a seguinte forma
Ai(x) ≈ e−2/3 x3/2

√
2πx1/4

, (6.1)
Bi(x) ≈ e2/3x3/2

√
2πx1/4

. (6.2)Podemos fazer um tratamento assintótio da função de Airy na solução da equação BKem NLO dada pela equação (4.35). Então, reesrevendo a equação (5.1) omo
Tdil ≈ AY 1/6

(

k2

Q2
s(Y )

)−γc

Ai(x), (6.3)onde o argumento x da exponenial é de�nido omo x ≡ Y −1/6 log (k2/Q2
s(Y )); e x nodenomidador omo x ≡ Y 4/6. Desta maneira tiramos a dependênia explíita em Y , e
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Fig. 6.2: Representação das funções de Airy assintótias.obtemos uma forma assintótia para a amplitude de espalhamento diluida de�nida em (5.1).
Tdil-assint(k/Qs(Y ), Y ) = AY 1/6

(

k2

Q2
s

)−γc exp{−2
3

[

2Y −1/6 log (k/Qs)
]3/2
}

2
√
π [2Y 4/6]

1/4
, (6.4)portanto, transferindo toda a dependênia em k para o argumento da exponenial, obtemos

Tdil-assint = A

2
√
π
exp





−2γc log
(

k

Qs

)

− 2

3



2
log
(

k
Qs

)

Y 1/6





3/2










. (6.5)A expressão (6.5) é unitarizada por uma função Eikonal, e assim, resta apenas reinseriros fatores logarítmios nos regimes diluto e saturado. Portanto, a amplitude do modelo será
T̂ (k/Qs(Y ), Y ) =

[

log

(

k

Qs
+
Qs

k

)

+ 1

]

(

1− e−Tdil-assint) . (6.6)Com este modelo, talvez seja possível obtermos uma melhor desrição da região de satu-ração part�nia. Vemos da expressão (6.5) que para k ≪ Qs a amplitude de espalhamentoassintótia Tdil-assint →∞, e portanto da expressão (6.6) o termo que domina é o Lf , que éjustamente a expressão que desreve a região de saturação.



Apêndie AO Lagrangeano da QCDA densidade Lagrangeana da QCD é dada por[22℄
Llássio(x) = −1

4
F a
µνF

µν
a +

∑

sabores

q̄i(x)(iγ
µDµ −m)ijqj(x) (A.1)onde m é a massa do férmion e qk(x) orresponde ao ampo de quarks. (Dµ)ij é a derivadaovariante

(Dµ)ij = ∂µδij + iαs(t
aAa

µ)ij, (A.2)quando atua no ampo de quarks e
(Dµ)ij = ∂µδij + iαs(T

aAa
µ)ij , (A.3)quando atua no ampo de glúons. ta e T a são os geradores de SU(Nc) onde satisfazem arelação de omutação

[X a,X b] = ifabcX c. (A.4)
F a
µν é o tensor assoiado ao ampo de glúons∗ Aa

µ

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ − αsf
abcAb

µA
c
ν , (A.5)sendo fabc a onstante de estrutura do grupo SU(Nc), é antissimétria frente a troa de doisíndies e satisfaz a identidade de Jaobi

fabefecd + fcbefaed + fdbeface = 0. (A.6)A QCD é uma teoria de alibre loal, i.e, é invariante frente a transformações
qi(x)→ q′i(x) = U(x)qi(x) (A.7)onde U(x) é um onjunto de funções representando a invariânia de alibre. Para a teoriaser invariante, o ampo vetorial deve ser modi�ado frente a transformação

Aµ → A′
µ (A.8)onde a derivada ovariante transformada é reonheida omo

(

D′
µ

)

ij
= ∂µδij + iαs

(

taA′a
µ

)

ij
, (A.9)

∗ Em teoria de perturbação o termo αsf
abcAb

µA
c
ν na equação (A.5) gera os vérties da QCD de três equatro glúons mostrados na Figura (1.1).



O Lagrangeano da QCD 46de tal maneira que frente a esta transformação de alibre, possamos esrever
D′

µq
′(x) = U(x) [Dµq(x)] . (A.10)Então, veri�ando a proposta aima

(

∂µ + iαst
aA′a

µ

)

U(x)q(x) = U(x)
(

∂µ + iαst
aAa

µ

)

q(x) (A.11)
[∂µU(x)] q(x) + U(x)∂µq(x) + igst

aA′a
µU(x)q(x) = U(x)∂µq(x) + iαsU(x)t

aAa
µq(x). (A.12)Comparando os termos, vemos que

[∂µU(x)] q(x) + iαst
aA′a

µU(x)q(x) = iαsU(x)t
aAa

µq(x) (A.13)
[

∂µU(x) + iαst
aA′a

µU(x)− iαsU(x)t
aAa

µ

]

q(x) = 0, (A.14)o que nos remete a
taA′a

µU(x) = U(x)taAa
µ +

i

αs
[∂µU(x)] , (A.15)e om isso, obtemos

taA′a
µ = U(x)taAa

µU
−1(x) +

i

αs
[∂µU(x)]U

−1(x). (A.16)Portanto, o tensor de ampo F a
µν transforma-se da seguinte maneira

T aF ′a
µν = U(x)T aF a

µνU
−1(x), (A.17)mantendo a invariânia da Lagrangeana

L′QCD(x)→ LQCD(x). (A.18)O interessante da invariânia frente às transformações de alibre loais da teoria é que aamplitude para qualquer proesso deve ser independente da esolha do alibre om o qualos álulos serão feitos; isso nos possibilita uma erta liberdade de esolha de alibres paraàqueles que sejam mais onvenientes para os álulos.Em esalas de momentum su�ientemente grandes temos que gs é pequeno de maneiraa permitir o uso de teoria de perturbação na análise de interação entre partíulas. Usual-mente, a teoria de perturbação de Feynman é utilizada, om vérties orrespondendo àsinterações de quarks e glúons e propagadores para os quarks e glúons nos estados inter-mediários (partíulas que não pertenem ao estado iniial nem ao �nal). Os vérties advémdos termos do Lagrangeano que envolvem três ou mais ampos aoplados, enquanto ospropagadores são determinados a partir do inverso dos termos envolvendo somente doisampos.



Apêndie BEquações de Evolução LinearesNa Figura (B.1) é mostrado, de forma esquemátia, a on�guração típia do próton emdiferentes regiões do espaço de fase. Considerando o próton, iniialmente, no aso em quetanto Q2 omo Y são pequenos. Se a energia for mantida �xa e Q2 for aumentado, então aresolução om a qual o fóton investiga a estrutura do próton também aumentará; o númerode pártons rese dentro do próton, porém a área oupada por eles diminui, i.e., o prótontorna-se ada vez mais diluído. Este tipo de evolução é desrito pelas equações DGLAP.
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Fig. B.1: Representação esquemátia do próton no espaço de fase de�nido pelas variáveisdo DIS.Agora, onsiderando uma evolução onde Q2 é mantido �xo e a energia é aumentada, i.e.,a evolução oorre na direção de pequeno x. Neste aso, observa-se um resimento rápido dadistribuição de pártons, mais espei�amente glúons, porém estes oupam aproximadamentea mesma área. Esta evolução é desrita pela equação BFKL.As equações DGLAP e BFKL prevêem um resimento inde�nido das distribuiçõespart�nias à medida que a energia aumenta. Em partiular, a solução da equação BFKL,leva a seções de hoque que resem omo uma potênia da energia. Devido ao tamanho�nito do próton, o resimento das distribuições part�nias, e onseqüentemente as seçõesde hoque, não podem reser inde�nidamente. Espera-se que efeitos de reombinação e



Equações de Evolução Lineares 48de espalhamentos múltiplos se tornem importantes no regime de pequeno x. A físia quedesrever estes efeitos é hamada de Físia de Saturação Part�nia[29, 30, 31, 32℄, e a esalaque separa os regimes diluído e saturado é hamada de esala de saturação QS(Y ), que éuma função resente da energia.B.1 Equação deDokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-ParisiO modelo de pártons desreve o DIS omo o espalhamento do fóton virtual om os ons-tituintes do hádron, omo mostrado na Figura (2.3). No entanto, a QCD prevê a existêniade uma nuvem de glúons e pares qq̄ ao redor dos quarks de valênia que formam os hádrons,sendo que a virtualidade Q2 da partíula que prova o hádron determina a quantidade depártons que serão observados no interior desta nuvem. Cada um destes pártons porta umafração de momentum, tal que, quanto maior for Q2, maior será a probabilidade de enontrarum párton no interior do hádron om uma fração menor de momentum do hádron. Por-tanto, a função de estrutura F2 do hádron experimentado deve apresentar dependênia om
Q2, violando o esalamento de Bjorken previsto para o modelo de pártons.Este omportamento oorre pelo fato de o modelo de pártons desrever o DIS sem aontribuição da dinâmia dos glúons omo os bósons da força forte assoiada às argasde or; i.e., desonsidera a possibilidade de diagramas em ordem O(αemαs) mostrados naFigura (2.6). A inlusão destes diagramas para o DIS implia que as funções de estruturanão sejam mais esalonadas apenas pela variável x de Bjorken, Figura (2.7). A interaçãoentre quarks e glúons revela que os onstituintes dos hádrons não são objetos livres, o querevela além dos quarks de valênia a existênia de uma nuvem que os envolvem. Portanto,as equações DGLAP[2, 3, 4℄ desrevem as orreções de QCD perturbativa para as funçõesde distribuições de momentum � ujo de�nem as F2 � onsideradas no modelo de pártons.Quando Q2 é muito maior que a massa dos quarks, a distribuição de glúons afeta,igualmente, a variação de Q2 das distribuições de quarks e antiquarks; e a variação de Q2da distribuição de glúons reebe, igualmente, ontribuições das distribuições de quarks eantiquarks. Ou seja, a evolução das distribuições de glúons está aoplada as distribuiçõesde quarks

q(x,Q2) = u+ ū+ d+ d̄+ s+ s̄+ c+ c̄ + u+ ... (B.1)O número de termos orrespondentes à quarks pesados que devem ser inluídos dependedo valor da energia do entro de massa W . Então, a forma da equação DGLAP introduz aquantidade
U(x,Q2) =

(

q(x,Q2)
g(x,Q2)

)

, (B.2)sendo esrita omo
Q2∂ U(x,Q2)

∂ logQ2
=
αs

2π

∫ 1

x

dzP(z, Q2)U(x/z,Q2), (B.3)o qual
P(z, Q2) =

(

Pqq(z, Q
2) 2NfPqg(z, Q

2)
Pgq(z, Q

2) Pgg(z, Q
2)

)

, (B.4)



Equações de Evolução Lineares 49é hamada de matriz de desdobramento, pois Pij representa a probabilidade �i emitir j�, i.e.,um quark emitir um quark; um quark emitir um glúon...B.2 Equação de Balitski��-Fadin-Kuraev-LipatovAs equações DGLAP não forneem nenhuma predição sobre a evolução das distribuiçõespart�nias om a variável x de Bjorken, sendo onsiderada apenas omo uma ondiçãoiniial; no entanto, ontribuições em 1/x, dominantes para pequeno x, apareem sempreaompanhados de logQ2, sendo tal desrição válida somente para grandes valores de x e Q2.A análise da região inemátia de pequeno x e valores intermediários deQ2 onsiste em somardiagramas que ontribuem om termos da ordem de [αs log (1/x)]
n, om αs log (Q

2/Q2
0)≪ 1e αs log (1/x) ≈ 1. Para termos dominantes em log (1/x) as equações de evolução DGLAPnão são mais válida.Para desrever proessos em altas energias � limite de pequeno x � utiliza-se a equaçãoBFKL[5, 6, 7, 8℄, esta dita a evolução na variável x de Bjorken. A forma diferenial daequação BFKL em LO é dada por

∂φ(x, k2)

∂ log (1/x)
= ᾱk2

∫ ∞

0

dk′

k′

[

φ(x, k′2)− φ(x, k2)
|k′2 − k2| +

φ(x, k2)√
4k′4 − k4

]

, (B.5)o qual φ(x, k2) fornee a probabilidade de enontrar um glúon om fração de momentum xe momentum transverso k. A ondição iniial para esta equação deve ser tomada para umvalor pequeno de x0, sendo as seguintes ondições satisfeitas
αs ≪ 1, αs log

(

Q2/Q2
0

)

≪ 1, αs log (1/x) ≈ 1, (B.6)tal que a equação BFKL seja apropriada para a desrição de proessos de altas energias, umavez que desreve o limite x→ 0, região onde a distribuição de glúons domina a dinâmia.Pode-se esrever a equação BFKL omo
∂φ(x, γ)

∂ log(1/x)
= ᾱχ(γ)φ(x, γ), (B.7)o qual tomou-se a transformada de φ(x, k2)→ φ(x, γ) e

χ(γ) = 2ψ(1)− ψ(γ)− ψ(1− γ), (B.8)é o hamado kernel da equação BFKL.Mostra-se que a solução da equação BFKL em (B.8) é expressa omo
φ(x, γ) = φ(x0, γ)

(

x

x0

)−χ(γ)

, (B.9)a qual pode ser transformada e expressa omo
φ(x, k2) ∼

(

x

x0

)−λ [
k2

k20 log (x0/x)

]1/2 exp(−2log2 (k/k0)
λ′ log x0/x

)

, (B.10)sendo λ = 4ᾱ log 2 e λ′ ≈ 34ᾱ. O termo dominante é φ(x, k2) ∼ x−λ, om λ ≈ 2 para
αs ≈ 0.2. Este omportamento é típio da dinâmia BFKL e representa o resimento nadistribuição de glúons em altas energias, i.e., orresponde a um rápido resimento na seçãode hoque.
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