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RESUMO
SOLUCAO LTSy DA EQUACAO ADJUNTA DE TRANSPORTE DE NEUTRONS COM
FONTE ARBITRARIA PARA ELEVADA ORDEM DE QUADRATURA NUMA PLACA
HOMOGENEA

O objetivo deste trabalho consiste em estender o método LTSy a solugao do problema adjunto
de transporte de néutrons. A solugao adjunta é interpretada fisicamente como uma fungao
importancia que designa a capacidade de contribuicao de cada cela do espaco de fase para
um funcional resposta. A derivacao desta interpretacao, através do principio variacional,
estd sucintamente apresentada. Surgida da necessidade de generalizacao da fonte adjunta,
também propoe-se uma nova formulacao LTSy capaz de resolver problemas de transporte,
tanto direto quanto adjunto, com fonte arbitraria, para elevada ordem de quadratura em ge-
ometria de placa. Esta nova formulcao inspira-se na propriedade de invariancia de projecao
dos meios isotrépicos mas também ¢é valida para os meios anisotrépicos. Todos os resul-
tados apresentados pelas simulacoes numéricas de problemas adjuntos sao calculados pela
nova formulagao LTSy e sao comparados ou com a definigao de fungao importancia ou pelas

relagoes de reciprocidade ou pelo cédigo ANISN.
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ABSTRACT

LTSy SOLUTION OF THE ADJOINT NEUTRON TRANSPORT EQUATION WITH AR-
BITRARY SOURCE FOR HIGH ORDER OF QUADRATURE IN A HOMOGENEOUS
SLAB

The aim of this work consists in extending the LTSy method to the solution of the adjoint
neutron transport problem. The adjoint solution is interpreted physically as an importance
function that designates the capacity of contribution of each of the phase space’s cell for
a response function. The derivation of this interpretation, through variational approach, is
briefly presented. Arisen from the necessity of handling with generalized adjoint source, we
also propose a new LTSy formulation which is able to solve the transport problem, both for
forward and adjoint, with arbitrary source to high quadrature order in a slab geometry. This
new formulation is inspired in the invariance projection property from the isotropic medium,
but it is also valid to anisotropic medium. All present results by the numerical simulations
of adjoint problem are calculated for the new LTSy formulation and are compared either

with the definition of importance function or by reciprocity relationships or by ANISN code.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A equacao de transporte de Boltzmann é uma equacao integro-diferencial que des-
creve a distribuicao de particulas no espaco, direcao e energia, num meio, ao longo do tempo.
Como esta equacao, por sua complexidade, sé admite solucoes analiticas para casos bastante
idealizados, solucao de Case [Case e Zweifel, 1967], h4 um especial interesse no desenvolvi-
mento de métodos computacionais eficientes para a solugao do problema de transporte.

Nos tltimos anos, foi proposto por Vilhena e colaboradores o método LTSy que
resolve analiticamente a aproximacao de ordenadas discretas (Sy) da equagao de transporte
em geometria cartesiana unidimensional, aplicando a técnica da transformada de Laplace
na variavel espacial, sobre um dominio finito [Vilhena e Barichello, 1991; Barichello, 1992].
Nesse periodo, o método LTSy ja foi aplicado em modelo de um grupo [Barichello e Vil-
hena, 1993], multigrupo [Vilhena e Barichello, 1995], espalhamento isotrépico e anisotrépico
[Oliveira, 1993], meio homogéneo e heterogéneo, criticalidade [Batistela et al., 1997] e pro-
blemas inversos [Vilhena e Barichello, 1993]. A formulacao LTSy também foi estendida a
problemas estacionarios em uma e duas dimensoes e em dominios convexos bidimensionais
[Zabadal et al., 1993; Zabadal et al., 1995b; Zabadal et al., 1995a; Zabadal, 1994]. Uma
revisdo completa e detalhada é encontrada nos trabalhos de Vilhena et alli [Vilhena et al.,
1998a; Vilhena et al., 1998b].

Este trabalho tem como objetivo principal estender a aplicagao do método LTSy
para a solucao do problema adjunto de transporte de néutron em geometria cartesiana uni-
dimensional, espalhamento anisotropico e modelo multigrupo.

A equacao adjunta de transporte de Boltzmann desempenha um papel fundamental

na teoria de transporte. A solucao adjunta, interpretada fisicamente como uma funcao
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importancia, revela um amplo espectro de aplicagoes tais como em problemas de blindagem
e, coerente com esta interpretacao, compoe toda a analise de problemas de transporte pelos
métodos de perturbacao e variacional abordando, por exemplo, os problemas de determinacgao
da mudanca no fator de multiplicacao efetivo resultante de pequenas variacoes nas secoes de
choque, cédlculos de dimensoes criticas, a avaliagao das constantes de grupo para problemas
multigrupos, o uso de problemas simples para derivacao de problemas mais complexos, etc.
Dentro da bioengenharia, onde se faz uso da radioterapia de néutrons no tratamento de
alguns tipos de cancer, o calculo de dose também compoe o espectro de aplicacoes da solugao
adjunta.

Para cumprir o objetivo proposto, desenvolveu-se, no capitulo 2, uma base tedrica
na qual foram expostas as técnicas de ordenadas discretas, multigrupo e transformada de
Laplace, cujo conjunto compoe o método LTSy. No capitulo 4, desenvolveu-se formalmente a
interpretacao da solugao adjunta como fun¢ao importancia a partir do principio variacional,
e a seguir construiu-se o operador de transporte adjunto.

Surgida da necessidade de generalizacao da fonte adjunta para calculos da funcao
importancia|Graga, 1986], no capitulo 3 propoe-se uma nova formulagao LTSy que permite
o célculo de transporte de néutrons, tanto adjunto quanto direto, com uma fonte arbitraria
em problemas que demandem elevada ordem de quadratura ou grande espessura de placa. A
implementagao desta proposta inspira-se na propriedade de invariancia de projecao dos meios
isotrépicos, contudo sua aplicagao tem cardter mais geral, incluindo meios anisotrépicos.
Com este novo procedimento, evita-se o problema de overflow que surge na solugao particular
da formulagao LTSy sugerida por Barichello, L. B., para elevada ordem de quadratura ou
grande espessura de placa.

Finalmente, no capitulo 5, apresenta-se resultados de simulagoes numéricas de pro-
blemas adjuntos, calculados pela nova formulacao LTSy, comparando-os ou com a resposta
de um detector, de acordo com a interpretacao de funcao importancia ou com as relacoes

de reciprocidade entre a solucao adjunta e o fluxo angular de néutrons ou com os resultados

obtidos pelo cédigo ANISN.



CAPITULO 2

FORMULACAO LTSy PARA A SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE

Neste capitulo, é apresentada a equacao linearizada de transporte de Boltzmann
estacionaria. Também sao mostradas as técnicas de ordenadas discretas, multigrupo e trans-

formada de Laplace, cujo conjunto constitui o método LTSy.

2.1 Equacao de Transporte de Boltzmann

A forma complexa do transporte de particulas, néutrons ou fétons, onde ocorrem
espalhamentos e transferéncia de energia, é originaria da equacao desenvolvida por Boltz-
mann, 1872, para estudos da teoria cinética dos gases. Basicamente, essa é uma equacao de
balanco, determinada pela adi¢ao e subtragao de particulas num dado incremento de volume
dV em torno de r, de direcao df2 em torno de €2 e de energia dE em torno de E, no tempo
t. O conjunto de celas, formado por todos os elementos diferenciais dVdS2dFE, constitui o
espaco de fase diferencial.

Na teoria de transporte, os néutrons sao considerados particulas pontuais, de massa
constante e com momento e posicao definidos. As propriedades fisicas da interacao com o
meio, relativas & mecanica quantica, sao incorporadas as segoes de choque do problema|Graga,
1988].

A quantidade chamada densidade angular de néutrons, N(r,€2, E,t) , é definida
como o numero provavel de néutrons em uma posicao r, com direcao €2 e energia £ num
dado tempo ¢, por unidade de volume, angulo solido e energia. O produto da velocidade

v pela respectiva densidade angular de néutrons define a grandeza escalar fluxo angular de



néutrons,
o(r,Q, E t) =vN(r,Q, E,t). (2.1)
Claramente,
o(r,Q, B, t)dQdE  (néutrons - drea " - segundo '), (2.2)

¢ o fluxo de néutrons em r com diregao df? em torno de €2 e energia dE em torno de F
num dado tempo t. O fluxo angular de néutrons é particularmente importante em cédlculos
envolvendo quantidades integrais do fluxo (funcionais).

A esséncia da teoria de transporte é a determinacao da densidade angular de néutrons

ou, alternativamente, do fluxo angular em todo o espago de fase, a todo tempo.

Néutrons podem ser introduzidos numa cela pelos seguintes processos:

1. Originam-se em dV com diregao e energia apropriadas(fonte local).
2. Deslocam-se para dV de regioes espaciais adjacentes com dire¢ao e energia apropriadas.
3. Quando, com direcoes e energias diversas, sofram uma interacao em dV, assumindo

direcao e energia adequadas ao elemento dV dQQdE.

De maneira similar, néutrons podem ser removidos de dV dQdFE se:

1. Na interagao, sao absorvidos ou tém alteradas direcao ou energia.

2. Por, simplesmente, sairem de dV para regides espaciais adjacentes.

Desse balanco de particulas, deriva-se a equagao de transporte de Boltzmann cuja

representacao estacionaria tem a forma genérica
Q-Vo(r,Q,E) + oy(r, E)o(r, 2, E) =

/QE/EQ@@J%EU»QEW@JME@+&LQE% (2.3)
0 47

ou, na linguagem de operadores,

Lo =S, (2.4)



onde o operador L é

L=0Q V+o,r,E) — /dE’/dQ’aS(r, Q. E — Q,E) (2.5)
0 47

A funcao oy(r, F) é a segdo de choque macroscopica total e representa a probabili-
dade de interagao, com o meio, de um néutron de energia I/, numa posicao r por unidade de
distancia percorrida. Esta secao de choque engloba todos os tipos de interacao e corresponde,
portanto, ao inverso do livre caminho médio (1/e¢m). Ha algumas circunstancia fisicas em
que também pode depender de 2 e t. A fungao og(r, ', E' — Q, E) é a secao de choque de

espalhamento diferencial, definida como
os(r, Y EF — Q FE)=o05(r, ¥, E)e(r, E)f(r, Y, E' — Q F) (2.6)

onde o5(r, Q' E') é a segao de choque de espalhamento macroscopica, ¢(r, E') é o niimero
médio de néutrons secundarios emitidos numa colisao de um néutron incidente com energia
E’ ,naposicior , e f(r,2, E' — Q, E) é a probabilidade de que esses néutrons secundérios
sejam emitidos na diregao €2 e com energia F.

Na equagao de transporte (2.3), os termos do lados esquerdo representam a remogao
de néutrons, os do lado direito, as formas de ocupacao de uma cela do espaco de fase
diferencial. O primeiro termo do lado esquerdo expressa a densidade de fuga liquida, saida
menos entrada, de néutrons de dV para regioes espaciais adjacentes e o segundo, a densidade
de remogao de néutrons da direcao e energia originais, d{2dF, por espalhamento em dV
ou a remocao por absor¢cao. No lado direito, o primeiro termo designa a densidade de
probabilidade total de que néutrons em dV, com quaisquer direcoes e energias, assumam a
direcao df) e a energia dF como conseqiiéncia de um espalhamento ou originem, por fissao,
néutrons secundérios com estas direcao e energia. O segundo termo representa uma fonte
independente emitindo uma densidade de néutrons com direcao df) e energia dF no elemento
de volume ordinario dV'.

Para geometria plana unidimensional, ou de placa, com simetria azimutal, a equagao

de transporte de Boltzmann estacionéaria tem a seguinte configuracao

Mdd)(x, 1, E)

d.ﬁlﬁ +O-t¢(x7:uv E) =

1

27r/dE’/d//ag(x,u’,E' — u, B)p(z, (/s E') + S(x, 1, E),  (2.7)
0

-1



onde p é o cosseno do angulo formado pela diregao do movimento do néutron e o eixo .

2.2 Método de Ordenadas Discretas - Sy

O método de ordenadas discretas, comumente referido como método Sy, é um meio
eficiente de solugdo numérica da equacao de transporte de Boltzmann. O método esta
centrado no tratamento da variavel angular. Para problemas de transporte de néutrons em
geometria plana, o método de ordenadas discretas, tal como o método Wick-Chandrasekhar,
é fundamentalmente uma substituicao da integral referente a transferéncia angular por uma
férmula de quadratura.

A equacao de transporte em geometria plana unidimensional, para um espalhamento

anisotrépico e uma fonte generalizada, conforme (2.7), é

ud¢(:v, 1, E)

dl' +0_t¢(xnua E) =

00 1
27r/dE’/d//ag(m,,u’,E’ — w, B)p(z, (', E') + S(z, 1, E),  (2.8)
0 1
sujeita as condicoes de contorno

¢<O’ K, E) = f(/L, E)? pw>0 (2.8&)
¢(wo, i1, E) = g(p, E), p<0. (2.80)

Se 0 espalhamento depender s6 de g = - ¢/, o cosseno do angulo de espalhamento
no sistema de laboratério, o kernel de espalhamento pode ser aproximado por uma série

truncada de polindmios de Legendre
M

O-S(xnu(%E) = Z

£=0

(20+1)

i og(, B)P(p) Pe(1) (2.9)

onde, pelo teorema da adicao dos polinomios de Legendre para simetria azimutal,

Pr(po) = Pe(p) Pe(pt') (2.10)

sendo P(u) o polinémio de Legendre de ordem ¢ e of(z) , os coeficientes de expansio

referentes a P,. Usando esta aproximagao, a equagao (2.8) fica

uM + oy, 1, E) =

1

/dEIZ <2€—+1)U§($, E' — E)Pi(p) /dulpz(ul)qﬁ(x,u', E')+ S(z,pu, E), (2.11)

=0 -1
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O termo integral associado a varidvel angular da equacao acima é, entao, aproximado por

uma férmula de quadratura numérica,

N

1
/ di' P ) (. 1 E') =Y wid(, ps, B Po(ps) (2.12)
-1

i=1

onde {y;} representa um conjunto de diregoes discretas e , {w;} os pesos, ambos gerados
pela formula de quadratura.

A féormula de quadratura gaussiana, amplamente usada em integragao numérica,
¢ bastante apropriada para o método em ordenadas discretas porque satisfaz o critério de
simetria de diregoes e pesos em relac¢do a = 0 (invariancia de projecao) e os pesos, por serem
sempre positivos, também satisfazem a condicao da integral do fluxo angular ser positiva.
Além disso, a quadratura gaussiana integra exatamente um polindémio de grau (2N — 1).

Por haver uma singularidade em g = 0, o conjunto de dire¢oes nao deve inclui-la.
Esta restricao é atendida pela quadratura gaussiana de ordem par.

Para a aproximagao do termo integral, usando a quadratura gaussiana, substitui-se
a aproximagao (2.12) na equagao (2.11) e aplica-se o método da colocag@o considerando as

raizes do polinomio de Legendre de grau N como pontos de colocacao. Deste procedimento

resulta:
0¢;(x, &
u 20 E) | ) =
FAEANC TR al
/dE/ Z B og(w, B' — E)Py(1;) ZwiPE(Mi>¢i(xa E'+ Sij(z,E), (2.13)
0 £=0 i=1
com j=1,2,...,N(par), e condigdes de contorno
¢r(0, E) = fr(E), px >0 (2.13a)
Pr+ny2(T0, E) = gu(E), frny2 < 0. (2.13b)

com k = 1,2,... ,N/2, ¢;(x,E) = ¢(x,p;, E) e os py ordenados de forma decrescente:
=1 <pny < <pnpr <O <pyp <o <pp <1

A expressao (2.13) representa um conjunto de N equagoes diferenciais de primeira
ordem em ¢;(x, F), uma para cada varidvel angular considerada, acopladas pela secao de

choque diferencial.
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O conjunto {p;} dos N pontos da quadratura gaussiana sao exatamente as N raizes
do polinomio de Legendre Py. Esta vinculacao faz o método Sy, usando quadratura gaus-
siana, ser formalmente equivalente ao método Py _; com condigoes de contorno de Mark
(superficie livre)[Bell e Glasstone, 1970]. Através desta equivaléncia, pode-se mostrar que o
grau de anisotropia M da aproximagao (2.9) deve ser menor ou igual & ordem da quadratura
gaussiana. Este também é um limite fisicamente apropriado porque seria uma incoeréncia

descrever a dependéncia angular do kernel de espalhamento melhor do que a do fluxo angular.

2.3 Equagao de Multigrupo Sy

A variavel energia da equacao de transporte serd posta agora na forma da aproxi-
macao multigrupo. O primeiro passo no desenvolvimento da teoria de multigrupo é dividir
o espectro de energia do fluxo angular em um nimero finito, GG, de intervalos separados pela
energia E,, onde g = 1,2,... ,G. Cada intervalo de energia é chamado grupo e o nimero do
grupo ¢é o valor g do limite de energia mais baixo. A ordem de numeracao é tal que quando
g cresce, a energia decresce, Ey > Egi 1.

As secoes de choque sao determinadas dentro de cada grupo como uma média pon-
derada e sao chamadas de constantes de grupo. Para isto, necessita-se de uma estimativa

prévia da dependéncia em energia do fluxo para ser usada como fun¢ao peso dentro de cada

grupo,Paprox , OU S€ja,

EQ*I ngl
1 1
Org = — / o(E)o(E)dE = / 0i(E) Paprox(E) dE (2.14)
¢9 qbg,aprox
Ey Eyg
(§]
Eg/71 Eg_1
1
Ot.g'—g ¢— / ¢(E,) / Us(EI%E)dEdE/g
g/
E, Eq
Eg/71 Eg—l
1
/ ¢aprox(E,) / CTS(-E, — E) dEdE/ (215)
¢g’7aprox
g’ Ey
onde
E971
o) = [ ole.p,E)dE (2.16)
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A equagao de transporte unidimensional em geometria plana, quando aplicado o

método de multigrupo, fica:

0
M%“u) + 01g(2)pg(w, ) =

e
/Z O'S,g/_>g($,p,/ - :u)gbg’(xnu,) d//“/ + Sg(xalo ) g=12,....,G (2'17)
-1 g'=1

Novamente a equacao de transporte é decomposta, agora em um conjunto de G
equacoes diferenciais de primeira ordem acopladas pela dependéncia em energia da secao de
choque diferencial. Embora nao seja feito neste trabalho, pode-se desacoplar a parte referente
a energia considerando que numa intera¢do o néutron (ou néutrons) gerado ou permanece
No mesmo grupo ou passa para um grupo de menor energia (downscattering). Isto permite
que a equagao de transporte, partindo-se do grupo de mais alta energia, g = 1, seja resolvida
como uma série sucessiva de problemas monoenergéticos com o termo de downscattering dos
grupos anteriores introduzidos como fonte. Todavia, este nao é um procedimento véalido para
a transferéncia de grupo entre grupos térmicos.

A partir dessas consideracoes, conjugando os métodos Sy e multigrupo, a equacao

(2.13) toma a forma

dy;(x)
“J% + 019095 (2) =
M el N
(20+1)

> — D 05 gg (@ Pu11) Y wiPu(p) by i(x) + S i(x), (2.18)

6:0 g/:l =1

com j=1,2,... N(par) e sujeita as condi¢oes de contorno

G (0) = fou, (2.18a)
Ggr+n/2(L) = Gge - (2.18b)

comk=1,... N2eg=1,...,G.
A expressao (2.18) representa um conjunto de GN equacoes diferenciais ordinarias

de primeira ordem acopladas pela se¢ao de choque diferencial.

2.4 Solugao LTSy

O método LTSy consiste, basicamente, na aplicacao da transformada de Laplace

no sistema de equacoes diferenciais ordinérias gerado pela aproximagao multigrupo-Sy (Eq.
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2.18), resultando em um sistema de equagoes algébricas simbdlicas (dependentes de s). Apds
a solucao analitica deste sistema, aplica-se a inversa da transformada de Laplace. Nos
paragrafos a seguir, apresenta-se a formulacao do método LTSy para solucao de problemas
de transporte em geometria de placa e modelo multigrupo.

A equagao de transporte (2.18) pode ser descrita na forma matricial

d®(z)
dx

—A®(z) = Q(z), (2.19)
onde A é uma matriz de ordem G x N, ®(z) é o vetor coluna fluxo angular

®(z) =col[p11(z)...¢c1(x) ... 018 () ... dan(T)] (2.20)

e Q(z) é o vetor coluna

Q(x) = col [S11(x)/p1 ... Sc1(x)/pa ... Sin/un () ... San(z)/uN] , (2.21)

Sabe-se que a solucao da equagao (2.19) é expressa como [Schilling e Lee, 1988]

xT

®(z) = 2B (0) + / A=9Q(¢) de (2.22)

0

com ®(0) sendo o fluxo angular em = = 0. Cabe observar que somente N/2 componentes
do vetor ®(0), correspondentes ao fluxo angular incidente no sistema, sdo conhecidas.

Quando se aplica a transformada de Laplace, a equagao (2.19) fica

s®(s) — ®(0) — A®(s) = Q(s), (2.23)

onde a barra denota a transformada de Laplace, s é o parametro da transformada e ®(0) é

o vetor coluna condi¢ao de contorno em x = 0. A equagao (2.23) pode ser reescrita como
(sI— A)®(s) = ®(0) + Q(s), (2.24)
onde I é a matriz identidade. Por simplicidade, toma-se Agy(s) = (sI — A) . Entdo:
B(s) = Ay (5)8(0) + Agy(5)Q(s). (2.25)

I < . A .
Os elementos da matriz simbdélica A,y (s) sdo quocientes de polinomios em s, dispostos
de modo conveniente a aplicagao da técnica de expansao de Heaviside para a inversa da

transformada de Laplace.

() = L7 {Agx() | 2(0) + L7 {Aan(5)Q(s)} - (2.26)
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L7! denota a inversa da transformada de Laplace. Usando a propriedade da convolucao no

segundo termo do membro direito da expressao acima, tem-se

(s) = L7 {Aon ()} @(0) + £ {Agy(5)} + Q). (2.27)

com o asterisco designando a convolucao.

Ao se inverter analiticamente a matriz Agy(s) e com a posterior aplicacio da técnica
de expansao de Heaviside para a inversa da transformada, tem-se uma solucao analitica para
a variavel espacial do fluxo angular. Este procedimento leva a seguinte expressao para o

fluxo angular

B(x) = B(x)®(0) + / B(z — £)Q(e)de (2.28)

(A GN A GN
Blo)— £ {adJ (Agn(s)) } 3 ilon(s) s S pe (2.
k=1 Edet (AGN(Sk)) k=1

onde os sp’s sdo as raizes do determinante da matriz Agy(s) e o conjunto de
GN matrizes Py representa uma notacao mais concisa do conjunto de G'N matrizes
{adj(Agn(sk))/Ldet (Agn(sk))}. Ou seja, nesta notagdo, os elementos da matriz B(z)

sao:
GN
bij(2) = prise™ (2.30)
k=1

Numa notagao matricial em bloco, a equagao (2.28) fica

() | _ | Bul@) Bu(o) || #0) | /xdg Bu(r—¢) Bulr - || Qi)
Py(x) B (z) Baa(z) || P2(0) ) Boi(z = &) Bax(z—¢) || Q)
(2.31)

sujeita as condicoes de contorno
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onde, nos vetores, o indice 1 e 2 referem-se as N/2 diregdes positivas e N/2 dire¢oes negativas
respectivamente.

Vale notar que o vetor ®(0) ndo estd completamente determinado, tendo-se em vista
que s6 N/2 componentes, referentes a ;1 > 0 , sdo conhecidas. As outras N/2 condigbes para
1 < 0 devem ser obtidas através da solucao de um sistema algébrico de equagoes lineares a
partir das condicoes de contorno em x = x.

E importante frisar que neste desenvolvimento nao foi feita nenhuma aproximagao.
Desta forma, a equagao (2.28) ou (2.31) equivalendo a soluc¢ao (2.22), gera uma solucao
analitica para a varidvel espacial da equagao (2.19). Neste contexto também é necessério
ressaltar que foi provado por Pazos, utilizando a teoria de semi-grupos fortemente continuos,

a convergeéncia do método LTSy [Pazos e Vilhena, 1998; Pazos, 1995].



CAPITULO 3

PROPOSTA DE UMA NOVA FORMULACAO LTS

Neste capitulo, é proposta uma nova formulacao LTSy utilizando-se o principio da
invariancia de projecao. Ao final, faz-se a comparagao dos resultados numéricos entre a

formulagao proposta e a formulagao em uso.

3.1 Proposta de uma Nova Formulacao LTSy

A formulagdo LTSy (2.31), embora determine corretamente o problema (2.19), a-
presenta severas restricoes de ordem pratica devido a seu perfil exponencial. As limitacoes
desta equacio originam-se nas raizes positivas do determinante da matriz Agy. As raizes

do determinante sao sempre anti-simétricas,
S = —SN—k+1 5 kzl, ,N, (31)

e como parte do argumento da exponencial, as raizes positivas originam problema de overflow
para elevada ordem de quadratura ou grande espessura da placa.

Na formulacao LTSy, sugerida por Barichello, L..B. | contornou-se essa dificuldade
com uma mudanca de base, trocando a variavel dos argumentos relativos as raizes positivas
de x por (x — xp). Todavia, permanece o problema de overflow na componente particular
da solugao LTSy, exigindo que esta seja construida por outro método. Nesta construgao, a
forma funcional da fonte estara sempre sujeita as dificuldades e restricoes do método como,

por exemplo, no uso do método coeficientes a determinar. Nesta formulacao, a solugao LTSy
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tem a configuragao:

®,(7) _ Bﬁ(l' — T9) BE(:B — ) " Bi,(z) Bp(r) H,
@,(z) By, (z — x9) Bagy(r — x0) Bsi(z) Biy(z) H,

. SOLUCAO PARTICULAR CONSTRUIDA 52)
A PARTIR DE ALGUM METODO C

onde H; e H, sao vetores modificados em conseqiiéncia da mudanca de base, BT é a com-
ponente da matriz B(x) relativa as raizes positivas e B™, a componente relativa as raizes
negativas.

Neste trabalho, propoe-se uma nova formulagao para a equagao matricial (2.31) com
vistas a superar as insuficiéncias da formulagao (3.2). Para tanto, explora-se a propriedade de
invariancia de projecao, ou invariancia frente a reflexao, do problema de transporte expresso
na equacao (2.19).

A invariancia de projecao significa a equivaléncia de condigoes entre as coordenadas
(x,pn) e (—x,—p) ou, alternativamente, o tratamento equivalente a fluxos de diregoes
e —p[Duderstadt e Martin, 1979]. O par (—x,—u) pode ser recolocado por (xy — z, —p)
como resultado do deslocamento do ponto de reflexdo de 0 para zy/2. Na solu¢do LTSy,
a propriedade de invariancia de projecao esta representada pela anti-simetria das raizes do
determinante da matriz Ay, conforme (3.1). Também revela-se na simetria dos elementos

Pki;’s quando se decompoe a matriz B(z) em GN matrizes By(z) segundo (2.29),

Pki,j = PN—k+1,N—i+1,N—j+1 kyi,j=1,... N. (3-3)

Embora a ordem do indice k, como resultado da ordenacao si, seja uma escolha
arbitraria, a simetria sempre existe.

A formulacdo proposta, quando comparada a (3.2), mantém a decomposicao da
matriz B(z) em componentes relativa as raizes positivas, BT, e negativas, B~. A diferenca
consiste em nao considerar a mudanca (x—xy) como um artificio matemético, mas sim, como
parte efetiva da solugao justificada pela invariancia de projecao e, como tal, extensiva aos
demais termos relacionados a B*. Isto passa pela identificacao, através da simetria imposta

pela invariancia, do par (z — xo, —p)* com a parte da solu¢do que compreende BT e, (z, )
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com a que compreende B™. Deste modo, a solugao LTSy, homogénea e particular, é posta

explicitamente como uma superposicao linear do fluxo angular referente a direcoes negativas

(1 < 0) e positivas (> 0). Ou seja,

.0) | | Biile—a0) Bhle-m) |[ @) | | Bue) Bow) || @0

P (x) Bji(z —z0) B(z —x0) || P2(0) By (z) By(z) || 22(0) |

[ Bhe-9 Bhe-o |[@© |, [ [Bie-9 Buw-9 || Qi@ |
+ [d¢ + [d¢

Z Byi(z —¢) By(r—¢) Q:(¢) 0/ Boi(z —¢) Bpz—¢) _Q2(f)_

(3.4)

onde ®4(0) e ®5(xp) sao as condigoes de contorno do problema (conforme 2.31a-b) e ®5(0) e
®, (zg) devem ser determinadas por um sistema linear de GN equagdes algébricas construido

a partir das condi¢oes de contorno na forma:

Bii(=z9) Bp(0) || ®i(zo) | | I-By(0) I-Bj(—xo) || ®:(0)
B5,(0)  Byy(w) || P2(0) I-B;(z0) TI—Bg(0) P, (p)
n /d£ Bﬁ(l' —£) BE(:U —§) Qi() (3.5)
; —Byi(z —§) —By(z—§) || QAf)

Nesta formulagao, todas as exponenciais que aparecem na solugao tém argumentos
negativos. E, em relagao a (3.2), a formulacao proposta facilita sobremaneira o tratamento
da solucao particular ao construi-la, de forma geral, dentro da solugao LTSy. A forma
funcional da fonte sé tem as restricoes comuns a integracao analitica ou numérica. Além

disto, o fluxo angular pode ser determinado no contorno resolvendo estritamente o sistema

de equagoes algébricas (3.5).

3.2 Resultados Numeéricos

No que segue, sao apresentados os resultados de simulagoes numéricas obtidos pela

formulacao proposta, equagao (3.4), comparando-os aos resultados obtidos pela formulacao

*O sinal da mudanga de (zg —x ara (r —xo estd im 1’cito na anti simetria das ra” es sg
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corrente, equacao (3.2). Ambos os algoritimos sdo implementados em linguagem FORTRAN
90.

No algoritimo da formulacdo proposta, a inversao da matriz Agy é feita de forma re-
cursiva, combinando a decomposicao generalizada de Schur[Golup e Loan, 1989] e o método
do particionamento para a inversdao de matrizes bloco[Demidovich e Maron, 1987]. Sucin-
tamente, esta combinacao consiste em aplicar o método de particionamento para inversao
de matrizes bloco na matriz triangular superior resultante da decomposicao de Schur. Para
fazer a inversa da transformada de Laplace por expansao de Heaviside, calcula-se a matriz
adjunta desta matriz triangular, dividindo-a pela derivada do determinante avaliada na raiz
sg. Todo este desenvolvimento estda apresentado no Apéndice II e, na implementacao do
algoritimo, foram usadas sub-rotinas do LAPAC [Anderson e et alli, 1992].

Esse método de inversao de matrizes é amplamente usado no desenvolvimento do
método LTSy. Entretanto, inicia-se uma aplicagdo mais constante, principalmente para
problemas de transferéncia radiativa que exigem elevada ordem de quadratura, do método
de diagonalizacio da matriz Agy para posterior inversio. Este procedimento despende
menos memoria e tempo computacionais. Ambas as formulagoes independem do método de
inversao da matriz.

A seguir sao apresentados dois problemas para a comparacao de resultados, expli-

citando como a formulagao corrente resolveu a componente particular da solucao.

3.2.1 Pro lema 3-1

Considere o problema de transporte de neutrons monoenergéticos, em geometria de
placa, anisotropia linear, condi¢oes de contorno de superficie livre e com fonte externa. A

1

secao de choque macroscépica total é o, = 1.0cm™ e os coeficientes do kernel de espal-

hamento sao oy = 0.99cm™ ! e 05 = 0.80cm™!.

A espessura da placa é rog = 100cm. A
fonte é uma fun¢ao exponencial com emissao isotrépica na forma: (z) = %e‘o lz Para a
configuracao corrente, a inversao da matriz é feita por diagonalizacao e a componente par-
ticular da solucao é resolvida pelo método coeficientes a determinar. Os fluxos escalares sao

apresentados na tabela 3.1 para a solugao LTS.

H&a que se reforcar que a solucao pela formulacao corrente, usando o método co-
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Tabela 3.1 Fluxo escalar pelas duas formulagoes para a solugao

LTSy do problema 3-1.

POSICAO | NOVA FORMULAGCAO | FORMULAGCAO CORRENTE

(em) (Fluxo Escalar: em=2s71) (Fluxo Escalar: em=2s71)

0 7.84715360E+000*) 7.84715360E+000

10 1.83176721E4-001 1.83176721E+4+001

20 1.35087741E4-001 1.35087741E4-001

30 8.09939254E+000 8.09939254E+000

40 4.42631546E+000 4.42631546E+000

50 2.29668956 E+000 2.29668956 E+000

60 1.15281209E+000 1.15281209E4-000

70 5.64120334E-001 5.64120334E-001

80 2.67233984E-001 2.67233984E-001

90 1.15033682E-001 1.15033682E-001

100 2.16775991E-002 2.16775991E-002

(%): 841 0 +000= 841 10 000

eficientes a determinar, sé é possivel para fontes de classes de fungoes muito particulares,

enquanto a formulacao proposta nao tem essas restricoes.

3.2.2 Pro lema 3-2

Neste segundo exemplo, o problema de transporte é multigrupo, em geometria de
placa, condicoes de contorno de superficie livre e, como fonte externa isotrépica, uma funcao
delta de Dirac localizada no contorno esquerdo da placa. A espessura da placa é xo = 100cm e
sao considerados trés grupos de energia, cujas segoes de choque macroscépicas sao mostradas

na tabela 3.2.

Para a solucao da formulacao corrente, a inversao da matriz A gy também é feita por



Tabela 3.2 Secoes de choque associadas ao problema 3-2.

GRUPO oy O50,9'—g Osl,g'—g
(g) | (em™) (cm™) (cm™)
0.7529 |1 — 1=0.621500 | 1 — 1 = 0.392300
1 0.7529 | 2 —-1=10.000336 | 2 — 1 =0.000210
0.7529 | 3 — 1 =0.000000 | 3 — 1 = 0.000000
0.88798 | 1 — 2 =10.027490 | 1 — 2 = 0.016350
2 0.88798 | 2 — 2 =0.839750 | 2 — 2 = 0.684400
0.88798 | 3 — 2 =0.000150 | 3 — 2 = 0.000080
2.9865 | 1 — 3 =0.007490 | 1 — 3 = 0.004350
3 2.9865 | 2 — 3 =0.033400 | 2 — 3 = 0.022300
2.9865 | 3 — 3 =2.867600 | 3 — 3 =2.161900

18

decomposigao de Schur combinada com a inversao de matrizes bloco e a solugao particular
é resolvida usando o artificio de substituir a fonte de superficie por um fluxo incidente no

contorno|Bell e Glasstone, 1970]:

S(rs, 2, E)=—n-Q¢ (rs,QFE) (3.6)
No caso presente:
1

Desta forma, a formulacao corrente resolve um problema homogéneo com a condicao de

contorno

¢(O’ K, E) =5 (38)
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Os resultados, para a comparacao entre as duas formulacoes, sao apresentados na tabela 3.3

para solucao LT'Sg.

Tabela 3.3  Fluxo escalar pelas duas formulagoes para solugao LTS

do problema 3-2.

GRUPO | POSICAO | NOVA FORMULACAO | FORMULACAO CORRENTE
(2) (cm) (em™2s71) (em™2s71)
0 9.11488137E-001) 9.11488137E-001
25 9.62872256E-005 9.62872256E-005
1 50 5.17932444E-007 5.17932444E-007
75 7.67905528E-009 7.67905528E-009
100 6.05341670E-011 6.05341551E-011
0 9.99618452E-001 9.99618452E-001
25 9.64684489E-003 9.64684489E-003
2 50 1.45856852E-004 1.45856852E-004
75 2.20236795E-006 2.20236795E-006
100 2.05717443E-008 2.05717442E-008
0 1.05339844E+4-000 1.05339844E+000
25 3.12205114E-003 3.12205114E-003
3 50 4.71268758E-005 4.71268758E-005
75 7.11582867E-007 7.11582867E-007
100 3.51634982E-009 3.51634988E-009

(%): 114881 -001= 114881  10-00!

Novamente, nota-se o esfor¢o para a construcao da solucao particular pela for-
mulagao corrente e o uso constante da equagao (3.4) para obter-se a solugao pela formulacao

proposta.



CAPITULO 4

FORMULACAO DA EQUACAO ADJUNTA DE TRANSPORTE - FUNCAO
IMPORTANCIA

A seguir, apresenta-se o desenvolvimento formal da interpretacao fisica da solugao
adjunta como funcao importancia através da formulacao variacional. Posteriormente, cons-

tréi-se o operador adjunto de transporte.

4.1 Solugao Adjunta - Funcao Importancia

A definicao e interpretacao fisica da solugao adjunta podem ser derivadas da deter-
minagao da resposta  de um detector devido a um fluxo angular que satisfaz a equacao line-

ar de transporte de Boltzmann. A resposta  ¢é definida como um funcional linear*:[Graga,

1988

(¢)= 0,9 (4.1)

onde o fluxo angular é um elemento do espaco vetorial V', cujo dominio é o espaco de fase
(r,Q, E), e a funcdo secdo de choque macroscopica, ou fungao resposta, o, é um elemento
do espaco vetorial dual, definida neste mesmo dominio.

O parametro secao de choque macroscépica pode assumir uma variedade de ex-
pressoes capazes de representar funcionais lineares resposta de interesse tais como taxa de
reacao, resposta dosimétrica, deposicao de calor, etc., em todo ou em parte do espago de

fase.

*Os conceitos re erentes a andlise etorial estao no éndice
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Uma avaliacao do funcional linear resposta  pode ser feita pela formulagao do
principio variacional. Neste contexto, instituiu-se o uso do método dos multiplicadores de
Lagrange requerendo que o funcional de interesse seja estacionario para pequenas mas ar-
bitrarias variagoes da funcao fluxo angular, sujeito a restricao da equacao de transporte de

Boltzmann|[Lewins, 1965]. Tal lagrangiano tem a forma

J(@)= 0,0 + ¢",S—L¢ (4.2)

A funcao ¢*, como multiplicador de Lagrange, é um elemento do espago vetorial
dual[Reddy, 1986]. O fluxo angular ¢ que torna o funcional lagrangiano estacionario nao faz,

em geral, o funcional  estacionario por si mesmo. Assim

J¢) = o0, 0+ ¢ -L¢ (4.3)
0= 0,6 - ¢"Lo (4.4)
o, ¢ = ¢.L¢ (4.5)

Neste ponto, torna-se claro que a funcao dual ¢* determina a taxa de mudanca no
funcional resposta devido a uma pequena mudanca da fun¢ao fluxo angular na equacao de

transporte. De maneira equivalente, conforme Apéndice I, tem-se

o, ¢ = L', ¢, (4.6)

sendo L* o operador adjunto da equacao de transporte. Como ¢ ¢é arbitraria, o lagrangiano

sO sera estacionario se

L¢* =0. (4.7)

Esta é | no calculo variacional, a equacao de Euler-Lagrange e, na teoria de transporte, a
bem conhecida equacao adjunta de transporte de Boltzmann.
A solucao adjunta é as vezes referida como fluxo adjunto. Esta denominacao se

justifica ou como uma alusao ao fluxo angular obtido pela equacao de transporte direta
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ou pela relagao de reciprocidade entre as duas solugoes para problemas monoenergéticos,
o(r, Q) = ¢*(r,—€). A solugao adjunta é adimensional (como poderd ser observado pela
configuragao do operador adjunto na préxima segao).

Formalmente, a construgao do lagrangiano e o requerimento de ser estacionario estao
fundamentados nas solugoes exatas das equacoes de transporte direta e adjunta, respectiva-

mente. Se estas solugoes sao inseridas no funcional J, tem-se

J(@) = o0,¢ + ¢, S-Lo , (4.8)
o) = o9, (4.9)
por outro lado,
J¢) = o9 — ¢" Lo + ¢S, (4.10)
Je) = ¢85, (4.11)
ou
9,8 = 0,9 , (4.12)

definindo-se a relacao de correspondéncia entre os elementos do espaco vetorial e do espaco
vetorial dual.

Pela equagao (4.12), a fungado adjunta pode ser vista como uma fun¢ao peso que
pondera a influéncia de uma fonte no funcional resposta em consideracao. Se a fonte .S for

uma funcao delta em seu dominio, S(rg, 2o, Eo),

Qb*(I‘Q,Q(),Eo): O’(I‘,Q,E),QS(I‘,Q,E) ’ (413)

ou, explicitamente,

6" (v, Q. Fo) — / / / o(r, 2, B)o(r, Q, B)dVdQdE, (4.14)
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a funcao adjunta é interpretada como a medida de importancia de uma particula, introduzida
numa cela do espago de fase, em contribuir para a resposta de um detector|Lewins, 1965].
Desta interpretacao deriva a também conhecida denominagao de funcao importancia para a
solucao adjunta.

Esta interpretacao de funcao importancia coloca a soluc¢ao adjunta sobretudo como
uma propriedade do espacgo de fase que designa a capacidade de contribuicao de cada cela
para um funcional resposta. Neste sentido, quando se deseja determinar a resposta de um
detector, nao é necessério calcular o fluxo para cada fonte. Um tinico cédlculo do adjunto,
conjugado com a equacao (4.12), sera suficiente para compor a resposta para qualquer fonte.
Nisto, naturalmente, estd contemplado o efeito de mudangas (ou incertezas) na distribuigao
ou no espectro de emissao da fonte sobre um funcional resposta.

Da equacao (4.13), pode-se determinar a chamada relagao de reciprocidade para
fluxo dependente da energia. Se a funcao resposta for também uma funcao delta, o(ry, 4, E7),

a equagao (4.13) resulta em

®*(ro, Qo, Ey) = ¢(r1,24, E1), (4.15)

ou, em termos da funcao de Green e sua adjunta:

G*(r1, 2, E1 — 10,0, Ey) = G(r0,Q0, By — 11,24, Fy) (4.16)

denotando que o fluxo angular em (ry, 4, £;) devido a uma fonte em (rg, €29, Ey) é igual a
solugao adjunta em (rg, Qq, Ey) devido a uma fonte adjunta em (ry, 2y, Ey).

A formulacao variacional, usada acima para estabelecer formalmente a equacgao
adjunta de transporte e a interpretacao da respectiva solucao, é uma técnica da fisica
matematica muito 1util para estimar, através da solucao de problemas simples, aspectos
da solugao de problemas de transporte mais complexos ou mesmo, aliada a teoria de per-
turbacao convencional, estimar os efeitos de perturbacoes no operador de transporte sobre
um funcional resposta de interesse. A formulacao variacional também possibilita derivar
aproximacoes da equacao de transporte de modo consistente por, antes de permitir todas

as variagoes possiveis da funcao fluxo angular, limita-las a uma classe de variagoes. Neste
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contexto, coerente com a interpretacao de funcao importancia, evidencia-se o papel funda-
mental da solugao adjunta para os métodos de aproximacao que, por sua vez, sao de grande

relevancia no tratamento de transporte de néutrons, em geral, muito complexos.

4.2 Operador Adjunto de Transporte

O operador de transporte adjunto pode ser definido a partir da igualdade dos pares

duais

¢, Lo = L'¢" ¢, (4.17)

conforme apéndice I. No desenvolvimento a seguir, o operador adjunto de transporte sera

construido termo-a-termo, a comecar pelo termo de divergente (streaming):

0", Q-Vo :///gb*Q-VQSdVdeE, (4.18)
sabendo que
V. Q676 = Q- (6V" + ¢°V9), (4.19)
entao,
Q- Vo=V -Q¢"p — o2 -Vo©. (4.20)

Quando se substitui a igualdade (4.19) na (4.18), tem-se

o, Q2 -Vo :///V-ng*gdedeE—///ng-ng*dVdeE. (4.21)

O primeiro termo do membro direito da igualdade (4.21), pelo teorema do divergente, fica

///V'Q¢*¢dVdeE:///Q’¢*(rs,Q7E)¢(rs,Q,E)ﬁdeQdE. (4.22)
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onde n é um vetor ortonormal ao elemento de superficie dS no sentido de saida do volume.

Para condigoes de contorno de superficie livre do fluxo angular,

o(rs, 2, E)=0 para n-Q <0, (4.23)

e, solucao adjunta satisfazendo as condigoes de contorno

¢*(rs, Q,E)=0 para n-Q2 >0, (4.24)

a expressao (4.22) anula-se. Assim, para as condigbes de contorno acima,

", Q- Vo :—///QSQ-qu*dVdeE: —Q-Vé' o | (4.25)

ou seja,

Q- V) =-Q.V. (4.26)

No termo subseqiiente, como a secao de choque macroscopica total é uma fungao real, tem-se

(o) =0y, (4.27)

No ultimo termo, definindo

(Q,E)E//as(r,ﬂ’,E’—>Q,E)dQ’dE’, (4.28)

entao,

o*, ¢ :///dVdeE¢*(r,Q,E)//dQ’dE’aS(r,ﬂ’,E’—>Q,E)¢(r,ﬂ’,E’).
(4.29)

Trocando a ordem de integracao,
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///dVdQ/dE’qﬁ(r, Q’,E’)//deEas(r’ QE —QE)¢ (r,QE). (4.30)

e renomeando as varidveis ', E' Q. E, tem-se

///dVdeEqb(r,Q,E)//dQ’dE’as(nQ,E_>Q’)E/)qg*(r,Q/,Ez): b
(4.31)

assim,

= //as(r,Q,E — QV, E')dQ dE'. (4.32)

Portanto, pelos adjuntos (4.26), (4.27) e (4.32), constrdi-se o operador adjunto de transporte

L= —Q-V+o0,(rE) - /dE’/dQ’as(r, QE— Q E) (4.33)

0 A7

e, conseqiientemente, a equacao adjunta de transporte

—Q-Vo'(r,Q E) + oy(r, E)p" (r, Q, E)

- / dE' / dVoy(r,Q, E — QB¢ (r, U, E') + $*(r,Q, E) (4.34)
0

ar

sujeita as condigoes de contorno (4.24),

¢*(rs, Q,E)=0 para n-Q>0. (4.35)

Portanto, como diferencas entre o operador de transporte e o operador adjunto, os
termos de divergente tém sinais opostos, ou seja, o termo de fuga liquida do elemento de
volume no operador L é trocado por um termo de ganho liquido em L*. Na secao de choque
diferencial estao invertidas as posicoes das varidaveis que identificam o estado do néutron
antes e depois da interagao. Isto caracteriza uma inversao no sentido do espalhamento e,

se as secoes de choque sao consideradas como elementos de uma matriz G x G, a matriz
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secao de choque para a equagao adjunta é a transposta a da equacao para o fluxo angular.
Finalmente, quando a funcao fluxo angular satisfaz as condigoes de contorno de superficie
livre, a solugao adjunta satisfard as condigoes de contorno (4.24). Isto estd coerente com
a interpretacao de funcao importancia visto que, para condicoes de contorno de superficie

livre, o néutron que deixa o sistema nao pode mais contribuir para um funcional resposta.

4.3 Solugao Adjunta no Método LTSy

A equagao adjunta de transporte, quando aproximada pelas técnicas de ordenadas
discretas e multigrupo, pode ser deduzida da equagao (2.18) com condigoes de contorno de

superficie livre, fazendo-se as alteracoes que caracterizam o operador adjunto. Ou seja,

dey ;(x) .
o /’L]% + Utg(x)(bg](x)
M G
(20+1) .
Z 9 Z sg—g ()Pt sz Gy i(2)Pe(pi) + S}, (), (4.36)
/=0 g'=1
sujeita as condicoes de contorno

Gg.jrn/2(0) =0, (4.36a)

¢ri(rg) =0, j=1,...,N/2eg=1,...,G. (4.36b)

E importante notar que, pela aproximagao multigrupo-Sy, a equacao (4.13) fica:

Mz

G "
Wi, ¢gl,11 33'1

/ Wi ()i () i (4.37)

=1 g=1

Como nao surge nenhuma mudanga na transformacao do operador de transporte

direto para o adjunto em relagao a variavel espacial, a forma geral da equagao (3.4) é mantida

para a soluc¢ao adjunta considerando as condigdes de contorno (4.36a-b).
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Com o mesmo argumento anterior, o sistema de equacoes algébricas a ser resolvido

para o problema adjunto tem a forma:

T

0

B (r0)  B5(0)
B,:(0) B2+2(_‘T0)

©1(0)
P5(0)

~B(r—¢&) Bz —&) || Qi)
Bfi(z—¢) Bhlz—9& || Q)
(4.39)

Assim, a solucao do problema adjunto de transporte pelo método LTSy é determi-

nada pela equagao (4.38) a partir da solugao do sistema de equagoes algébricas (4.39).



CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS DA SOLUCAO DA EQUACAO ADJUNTA DE
TRANSPORTE PELO METODO LTSy

5.1 Introducao

Neste capitulo, sao resolvidos, como exemplo, cinco problemas adjuntos de trans-
porte cuja simplicidade deve-se ao carater de problema-teste. Os resultados obtidos por
simulacoes numéricas sao comparados ou com a resposta de um detector, de acordo com a
interpretacao da solucao adjunta como fungao importancia, ou pelas relagoes de reciproci-
dade ou pela comparacao com o cédigo ANISN.

Pela versatilidade ja exposta, tanto a solugao do problema adjunto de transporte
quanto a do problema de transporte direto sao construidas dentro nova formulacao do método
LTSy, mantendo-se, inclusive, a mesma estrutura de algoritimos para ambas as solugoes.

Os algoritimos sao implementados em FORTRAN 90. Para a inversao da matriz
Ay, usa-se o algoritmo resultante da combinacao do método de decomposicao de Schur com
o de particionamento para a inversao de matrizes bloco e, para a inversa da transformada
de Laplace, usa-se a técnica de expansao de Heaviside, conforme Apéndice II. Neste pro-
cedimento, ja introduzido na secao 3.2, a implementacao envolve sub-rotinas do LAPAC
Para a geragao dos pontos e pesos da quadratura gaussiana, utiliza-se o algoritimo GALEG.

O sistema de equagoes algébricas é resolvido por eliminacao de Gauss.
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5.2 Pro lemas

Os problemas, juntamente com seus respectivos dados, sao apresentados na seqiiéncia
abaixo. Todos sao em geometria de placa, com espalhamento anisotrépico linear e, para o
problema de transporte direto, sao consideradas condigoes de contorno de superficie livre e,

para o adjunto, ¢*(0, u, E) = 0 para u < 0, ¢*(xq, u, E) = 0 para g > 0.

5.2.1 Pro lema 5-1

Para demonstrar a convergéncia numérica da solugao LTSy para problemas adjuntos
de transporte, neste exemplo é calculada a solucao adjunta escalar, em uma posicao fixa
(x = 15¢m), para varias ordens de quadratura. O problema a ser resolvido é monoenergético,
com espessura de placa zo = 150cm e com fonte adjunta exponencial, o = e™® %. A secao
de choque macroscépica total é o, = 2.9664cm ™! e os coeficientes do kernel de espalhamento

sa0 09 = 2.8876cm ™! e 0y = 1.2781em ™!, Os resultados sao mostrados na figura 5.1.

Figura 5.1 Teste de convergéncia para o método LTSy como funcao

da ordem de quadratura(N).

Destes resultados, nota-se a convergéncia numérica da solucao adjunta para N> 4
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pelo método LTSy. Isto estd respaldados pela comprovada convergéncia do método para a

solugao exata do problema unidimensional[Pazos e Vilhena, 1998; Pazos, 1995].

5.2.2 Pro lema 5-2

Neste segundo exemplo, considera-se o problema adjunto de transporte multigrupo,
espessura da placa o = 200cm e fonte unitaria distribuida em todo o espaco de fase do
sistema. Ou seja, pela interpretacao de funcao importancia, a solucao deste problema ex-
pressa a capacidade de contribuicao de cada ponto do espago de fase para o fluxo integrado
do sistema. Neste sentido, para a comparacao de resultados, calculou-se o fluxo de néutrons
integrado através da solugao de um problema de transporte com uma fonte externa unitaria
localizada na cela (0, ;, E;) do espago de fase. Fez-se isto para as N/2 dire¢oes positivas e
para os trés grupos de energia considerados. As secoes de choque sdao mostradas na tabela

3.2 (secao 3.2) e os resultados para a solu¢ao LTSg estao na tabela 5.1.
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Tabela 5.1 Comparacao entre o fluxo integrado devido a fonte
S4i(0) e a solucao adjunta na cela (0, p;, E,;) para a

solucao LTSg do problema 5-2.

GRUPO | DIRECAO | FLU O INTEGRADO | SOLUCAO ADJUNTA

(2) 1hi NO SISTEMA EMxz =0

1 1 1.05184425 1.05184425

1 2 2.16707119 2.16707119

1 3 2.67298761 2.67298761

1 4 2.37648740 2.37648740

2 1 2.16072716 2.16072716

2 2 4.36141952 4.36141952

2 3 5.17355101 5.17355101

2 4 4.32063201 4.32063201

3 1 5.9816934E-001¢) 5.9816934E-001
3 2 1.20947878 1.20947878

3 3 1.43995162 1.43995162

3 4 1.21064849 1.21064849

(%): 81 4 -001= 81 4 10700

Neste exemplo, os resultados ficam comprovados pela consisténcia da solucao adjunta

como fungao importancia.

5.2.3 Pro lema 5-3

Sabe-se que a solucao adjunta e o fluxo angular, para problemas monoenergéticos,
tém a relagao de reciprocidade ¢(z, pu) = ¢*(x, —u). Neste exemplo, resolve-se o problema
adjunto de transporte monoenergético, com espessura de placa o = 80cm e como fonte
externa, uma fungao delta de Dirac localizada na posigdo = = 76cm, (z — 76). Para
comparar os resultados dessa solucao, baseando-se na relacao de reciprocidade, ¢é resolvido
um problema de transporte monoenergético, para a mesma espessura de placa e uma fonte

delta de Dirac com emissao isotrépica, também localizada na posicao x = 76cm. As secao
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L ¢ os coeficientes do kernel de espalhamento

de choque macroscépica total é o, = 1.0cm™
sdo 0,9 = 0.99cm™! e 0 = 0.8cm ™. O fluxo angular e a solucao adjunta sio calculados na

posicao x = 37cm e os resultados para a solugao LTS;5 sao mostrados na tabela 5.2.

Tabela 5.2 Relagao de reciprocidade: ¢(x, u) = ¢*(x, —p).

DIRECAO (1) | FLU O ANGULAR | SOLUCAO ADJUNTA
9.8156E-001) 4.145754E-002 9.159114E-002
9.0411E-001 4.316739E-002 8.930521E-002
7.6990E-001 4.617611E-002 8.541212E-002
5.8731E-001 5.036437E-002 8.025121E-002
3.6783E-001 5.555025E-002 7.424471E-002
1.2523E-001 6.148370E-002 6.784396E-002
-1.2523E-001 6.784396E-002 6.148370E-002
-3.6783E-001 7.424471E-002 5.555025E-002
-5.8731E-001 8.025121E-002 5.036437E-002
-7.6990E-001 8.541212E-002 4.617611E-002
-9.0411E-001 8.930521E-002 4.316739E-002
-9.8156E-001 9.159114E-002 4.145754E-002

(%) 81 -001= 81 107001

Confirmando, pela rela¢ao de reciprocidade ¢(z, u) = ¢*(x, —p), os bons resultados

da solucao adjunta pelo método LTSy.

5.2.4 Pro lema 5-4

Neste exemplo, para comparacao de resultados, usa-se a relacao de reciprocidade
O*(z,pu, E) = ¢(a', 1/, E'), onde a fonte adjunta estd posta em (2,4, E') e a fonte direta,
em (z,u, F). Usando a solugdo LTS; , resolve-se o problema adjunto de transporte para
uma placa de espessura xg = 180cm, com uma fonte delta de Dirac localizada na posicao
xr = 42cm, direcao = 0.6187 e no grupo Es e um problema direto, nesta mesma placa,
com uma fonte delta de Dirac localizada na posicao x = 11em, direcao = —0.0950 e no

grupo E . As secoes de choque associadas aos grupos de energia sao mostradas na tabela
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3.2 (segdo 3.2). Os resultados obtidos sao:

¢*(11, 1 , E ) = 1.38895329E-007

d(42, p , Ey) = 1.38895329E-007 ,

comprovando pela relacao de reciprocidade, a precisao dos resultados para a solucao adjunta

pelo método LTSy.

5.2.5 Pro lema 5-5

Neste problema, considera-se uma placa com espessura o = 100 ¢m e o fluxo adjunto
é obtido para uma fonte unitaria, para os trés grupos de energia cujas secoes de choque sao
mostradas na tabela 3.2, localizada ao longo de toda a placa. A fun¢ao importancia para
este problema esta relacionada com a contribuicao de cada ponto do espaco de fase para o
fluxo integrado. A solucao adjunta LTS, para este problema é comparado com ANISN S,P;
e os resultados sao apresentados na figura 5.2, onde é possivel mostrar uma boa concordancia
entre ambos os métodos em todos os grupos de energia nao sé pelo comportamento da fungao

mas também pelos valores numéricos.



Figura 5.2 Comparacao entre os métodos LTS, e ANISN S,P; para

a solucao adjunta.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO

Sobre a extensao do método LTSy a solucao do problema adjunto de transporte de
néutrons e a proposta de uma nova formulacao LTSy que confere ao método uma maior
abrangéncia em relacao a suas aplicagoes, alguns pontos devem ser ressaltados.

Inicialmente, a decomposicao da solugao LTSy, homogeénea e particular, em com-
ponentes relativas aos fluxos angulares de diregoes positivas e negativas, proposta pela nova
formulagao, estabelece uma configuracao fisicamente mais adequada a solugao LTSy. A
nova formulacao, quando comparada a formulacao corrente, elimina o problema de overflow
apresentado pela solugao particular para uma fonte arbitraria em problemas que demandem
elevada ordem de quadratura ou grande espessura de placa. Os resultados apresentados
na tabela 3.1 para uma fonte exponencial e na tabela 3.3 para uma fonte delta de Dirac,
acrescidos dos resultados da figura 5.1 que demonstram a convergéncia numérica, sustentam
esta afirmativa.

O método LTSy aplicado ao problema adjunto de transporte em geometria de placa
sempre gera uma solucao adjunta. Esta constatacao baseia-se no carater analitico do método
para a solucao da aproximacao multigrupo-Sy. Como comprovagao, os resultados obtidos
pelas simulacoes numéricas apresentam uma boa concordancia quando comparados a in-
terpretagao da solu¢do adjunta como fungao importancia (tabela 5.1) ou pelas relagoes de
reciprocidade (tabela 5.2 e resultados do problema 5-4). Neste contexto, é importante salien-
tar a provada convergéncia do método LTSy que permite calcular a solugao com a precisao
desejada, aumentando-se a ordem de quadratura. Dessas consideragoes, portanto, pode-
se concluir que o método LTSy é um método computacional eficiente para a solucao do

problema adjunto de transporte de néutrons.
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Para finalizar, acredita-se que este trabalho, tanto pela nova formulacao quanto
pela mostrada capacidade de solucao do problema adjunto, contribuiu para consolidagao da

abrangéncia do método LTSy na solucao de problemas de transporte em placa plana.



ANEXO A

Funcional Linear e Operador Adjunto

Sendo  um espaco vetorial linear definido no campo dos reais , a transformacao
linear £ de em ¢é chamada funcional linear. O conjunto de todos os funcionais lineares
do espago vetorial ~ forma um espaco vetorial chamado espaco vetorial dual *Reddy, 1986.

Ao se considerar um operador linear limitado que transforma um espaco linear nor-

mado  em um espaco linear normado V, v = | se (v) é um funcional linear definido em
V', entao
(v) = w,v | (A1)
w  V*
(v)=w,  =L(), (A.2)

*

onde ¢( ) é um funcional definido em *. Claramente, ¢( ) é linear. Portanto, a todo ¢

corresponde um V*. A colegao de todas as correspondéncias assim construidas formam

*

um operador * com dominio em V* e imagem contida em ¥,
w, = Tw, (A.3)

O operador * é chamado adjunto de



ANEXO B

Formulagao para Inversao da Matriz An(s)

B.1 Redugao da Matriz pela Decomposicao de Sc ur

Considere a matriz A y(s) escrita na forma
An(s)=(sI+A), (B.1)

onde os elementos da matriz identidade I e da matriz A nao dependem do parametro s.

Aplicando-se a decomposic¢ao genérica de ShurGolup e Loan, 1989 na matriz Ay(s), tem-se
AV(s)=Q T . (B.2)

onde T é uma matriz triangular superior e e QQ sao matrizes unitarias e Q ¢é a conjugada

transposta da matriz Q . Desta forma, tem-se que
AY(s)=(sQ T +Q T )'= (sI+T)7'Q, (B.3)

Assim, a matriz a ser invertida é da forma

’78—}-1511 t12 th -‘
0 §+1ag - t
ST+ T = * e (B.4)
: 0o :
\‘ 0 0 5+tNNJ

B.1.1 Inversao da Matriz por Particionamento

Para fazer-se a inversao da matriz B.4, usa-se o seguinte resultado de inversao de

matrizes bloco,

C D Cc! —C'DE!
0 E 0 E-!
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Agora, estabelece-se o processo recursivo tal que

Sl = [S + tll] s (B6)
S t
S,=|" 7, (B.7)
0 s+t

e para k-ésima matriz, tem-se:

S, = : (B.8)

L Lk—1)k J

L 0 S+ tkk J
Aplicando a féormula B.5 na sequéncia de matrizes acima, obtém-se:

1
Syl = , B.9
1 ST in (B.9)

S+ 199
S,' = : (B.10)
=
S+ t22
[ -1 Sl;i1 b -|
Los 4 trk tk—1)k

St = (B.11)

[ o o

S+ trk

Para encontrar-se a transformada inversa de Laplace, usando o método de expansao
de Heaviside, precisa-se conhecer uma féormula para o calculo da matriz adjunta. Sabendo
que o determinante da matriz triangular, S, é dado por

k
det (Sk) = (S + t“) s (Bl?)

=1
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tem-se que

| i

dj(Sk-1)(s +tr) — dj(Sk-1)
dj(S1) = det (Sy) - ;' = [t | (B13)

] 0 det (Sy_1) |

Para concluir, usa-se a técnica de expansao de Heaviside e encontra-se a seguinte

expressao para a matriz inversa de (sI + A)

N .
L7 (sI+A)™ = £ (sI+T)7 Q= ) G(S) o=s Q, (B.14)

onde s; = —t; e denota a matriz conjugada transposta (hermitiana) da matriz
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APENDICE I

Funcional Linear e Operador Adjunto

Sendo  um espaco vetorial linear definido no campo dos reais , a transformacao
linear £ de em ¢é chamada funcional linear. O conjunto de todos os funcionais lineares
do espago vetorial ~ forma um espaco vetorial chamado espaco vetorial dual *Reddy, 1986.

Ao se considerar um operador linear limitado que transforma um espaco linear nor-

mado  em um espaco linear normado V, v = | se (v) é um funcional linear definido em
V', entao

(v) = w,v, (1.1)
w V',

(v)=w,  =L(), (1.2)

*

onde ¢( ) é um funcional definido em *. Claramente, ¢( ) é linear. Portanto, a todo ¢

corresponde um V*. A colecao de todas as correspondéncias assim construidas formam

um operador * com dominio em V* e imagem contida em ¥,

w, = Tw, (1.3)

O operador * é chamado adjunto de



APENDICE II

Formulagao para Inversao da Matriz An(s)

II.1 Reducgao da Matriz pela Decomposicao de Sc ur

Considere a matriz A y(s) escrita na forma

An(s)=(sI+A), (IT.1)

onde os elementos da matriz identidade I e da matriz A nao dependem do parametro s.

Aplicando-se a decomposic¢ao genérica de ShurGolup e Loan, 1989 na matriz Ay(s), tem-se

AV(s)=Q T . (I1.2)

onde T é uma matriz triangular superior e e QQ sao matrizes unitarias e Q ¢é a conjugada

transposta da matriz Q . Desta forma, tem-se que

AF(s)=(Q 1 +Q T )= (sI+T)7'Q. (11.3)

Assim, a matriz a ser invertida é da forma

’V s+t t1o tin -‘
0 s+t t
sSI+T = * e (I1.4)
z 0 .
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II.1.1 Inversao da Matriz por Particionamento

Para fazer-se a inversao da matriz I1.4, usa-se o seguinte resultado de inversao de

matrizes bloco,

-1

C D C! —-C'DE™
= . (IL.5)
0 E 0 E-!
Agora, estabelece-se o processo recursivo tal que
Sl = [S + tll] s (116)
S t
S, = ], (IL7)
0 S+ tgg
e para k-ésima matriz, tem-se:
e ]
t
S, 2%
S = : (IL.8)
\_ Lk—1)k J
L 0 S+ tkk; J
Aplicando a férmula I1.5 na seqiiéncia de matrizes acima, obtém-se:
1
S;t= , 11.9
! s+ t11 ( )
t
[ s;to—sit 2 -|
S + t22
S, = : (11.10)
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[ -1 _Sl:—ll b -|
k—1
B S+ Tkk te—1)k
Sl = (IL11)

1
[ o |
S—Ftkk

Para encontrar-se a transformada inversa de Laplace, usando o método de expansao

de Heaviside, precisa-se conhecer uma féormula para o calculo da matriz adjunta. Sabendo

que o determinante da matriz triangular, S, é dado por

tem-se que

| [ 1]

dj(Sk—1)(s +tre) — dj(Sik-1)
4j(Sy) = det (Sy) - S = |t | (L13)

[ 0 det (Sk_1) J

Para concluir, usa-se a técnica de expansao de Heaviside e encontra-se a seguinte

expressao para a matriz inversa de (sI + A)

al d](SN) s=s

L7 (sI+A) = £ G(I+T) Q= y
i=1 E(det(SN) s—s

Q, (11.14)

onde s; = —t;; e denota a matriz conjugada transposta (hermitiana) da matriz



