
Universidade Federal do Rio Grande do SulInstituto de Físia
Programa de Pós Graduação em Físia

Meânia Estatístia em Sistemasom Interações de Longo Alane:Estados Estaionários e EquilíbrioTarísio Nunes TelesTese de Doutorado

Porto AlegreJulho de 2012





Universidade Federal do Rio Grande do SulInstituto de Físia
Tarísio Nunes TelesMeânia Estatístia em Sistemas om Interações deLongo Alane: Estados Estaionários e Equilíbrio

Trabalho apresentado ao Programa de Programa de PósGraduação em Físia do Instituto de Físia da Univer-sidade Federal do Rio Grande do Sul omo requisito par-ial para obtenção do grau de Doutor em Ciênias.Orientador: Yan LevinCo-orientador: Renato Pakter

Porto AlegreJulho de 2012





À minha querida esposa.





Agradeimentos
Aredito que no desenvolvimento de uma tese este seja o momento mais difíil. Asontribuições que reebemos durante essa jornada são demasiadamente vastas e vão muitoalém da pesquisa em si. As hanes de se ometer alguma injustiça om um ou outro sãograndes mas vamos lá.Iniialmente sou grato a Deus pelo f�lego de vida e por saber que sem ele nada do quefoi feito seria ao menos possível. Sou grato aos irmãos da Maranata, prinipalmente osque enontrei em Porto Alegre, que me aolheram em um ambiente familiar e que me aju-daram em todo instante, os nomes são tantos que, para não ometer nenhuma injustiça,pre�ro guardar em partiular. Sou grato aos professores Yan Levin e Renato Pakter pelaorientação nesse trabalho, pelas disussões sempre proveitosas e pela agilidade om que,juntos, sempre resolvemos os pontos rítios da tese. Gostaria de deixar um agradei-mento ao professor Rizzato pela simpatia om que sempre me reebeu e pela disposiçãoque sempre mostrou em disutir assuntos de Físia. Aos olegas de sala também deixomeus agradeimentos, em espeial a Fernanda, pela gentileza prestada prinipalmentenesse último ano de doutorado, a quem desejo grande suesso na arreira.Sou grato à minha família, em espeial aos meus pais, pelo inentivo e prinipalmenteinvestimento prestados desde os primeiros passos rumo a este doutoramento. A minhamãe por areditar, �elmente, que somente pela eduação onseguimos algum progresso,ao meu irmão pela assistênia prestada à família em todo esse período e a meu pai pelaforma simples e extremamente feliz om que sempre levou a vida, um abraço espeial.Por �m, mas de maneira nenhuma por último à minha, querida, esposa e ompanheiraLurdinha que muitas vezes me fez ompanhia nas madrugadas adentro, na grande partedelas sem uma razão para isso, apenas para me fazer ompanhia, a minha querida umagradeimento muito espeial.Ao CNPQ pelo apoio �naneiro sem o qual o desenvolvimento do trabalho seria ex-tremamente mais difíil.

vii





Resumo
Desde os trabalhos de Clausius, Boltzmann e Gibbs, sabe-se que partíulas que inter-agem através de poteniais de urto alane alançam, após um proesso de relaxação, oestado �nal estaionário que orresponde ao equilíbrio termodinâmio [1℄. Embora nen-huma prova exata exista para isso, na prátia, veri�a-se que os sistemas não-integráveisom uma energia �xa e um número �nito de partíulas (ensemble miroan�nio, porexemplo) sempre relaxam para um estado estaionário que só depende de quantidadesglobais onservadas pela dinâmia: energia, momentum e momentum angular. Este es-tado estaionário orresponde ao estado de equilíbrio termodinâmio e não depende dasespei�idades da distribuição iniial de partíulas.Este enário muda drastiamente quando a interação entre as partíulas passa a serde longo alane [2℄. A desrição estatístia e termodinâmia desses sistemas ainda éobjeto de estudo. Contudo, o que se sabe é que esses sistemas têm omo propriedadefundamental o fato de que, no limite termodinâmio o tempo de olisão diverge e oequilíbrio termodinâmio nuna é atingido [3℄.Nesse trabalho analisamos do ponto de vista teório e por simulação de dinâmiamoleular o estado estaionário atingido por sistemas auto-gravitantes em uma, duas etrês dimensões e plasmas não-neutros na dinâmia de um feixe de partíulas arregadas.Analisamos ainda um modelo om transição de fases para o estado fora do equilíbrio(HMF). Em todos os asos a teoria proposta na tese mostrou-se onsistente om ossimulações numérias empregadas.Palavras-have: Interações de longo alane, Sistemas auto-gravitantes, Plasmasnão-neutros, Estados estaionários, Equação de Boltzmann, Equação de Vlasov, Não-equilíbrio.
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Abstrat
Sine the work of Clausius, Boltzmann and Gibbs, it is known that partiles interat-ing by a short-range potential, after a relaxation proess, reah a �nal stationary statethat orresponds to thermodynami equilibrium. Although no exat proof exists, inpratie non-integrable systems with �xed energy and a �nite number of partiles (i.e.,miroanonial ensemble) always relax to a stationary state that depends only on globalquantities onserved by the dynamis: energy, momentum and angular momentum. Thisstationary state orresponds to the state of thermodynami equilibrium and does notdepend on the spei�s of the initial partile distribution.This senario hanges drastially when the interation between partiles is long-ranged [2℄ The statistial and thermodynami desription of these systems is still anobjet of study. However, a fundamental property of these systems is the fat that, inthe thermodynami limit, the ollision time diverges and thermodynami equilibrium isnever ahieved [3℄..In this thesis we analyse, from a theoretial point of view and using moleular dynam-is simulations, the stationary state ahieved by self-gravitating systems in one, two andthree dimensions and non-neutral plasmas in the dynamis of harged partile beams.We also analyse a model with out-of-equilibrium phase transitions (HMF). In all theseases, the theory proposed in this thesis is shown to be onsistent with the numerialsimulations applied.Keywords: Long range interations, Self-gravitating system, Non-neutral Plasmas,Dynamial proesses, Stationary states, Boltzmann equation, Vlasov equation, Non-equilibrium.
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Capítulo 1Introdução
Pode-se a�rmar sem dúvidas que, as ferramentas da Meânia Estatístia (ME) desem-penham um papel fundamental na desrição dos sistemas físios ditos omplexos. Tala�rmativa é orroborada pela possibilidade ofereida pela ME de onexão entre o mundomirosópio, geralmente governado pelas leis da Meânia, om o mundo marosópioquase sempre bem desrito pelas leis da Termodinâmia. Outrossim, nos últimos 50 anos,uma série de estudos apontam que essas ferramentas não seriam su�ientes na desriçãode sistemas ujos onstituintes interagem por forças de longo alane. É nesse ponto,em partiular, que enontra-se o objetivo maior deste trabalho. Seria possível entenderdo ponto de vista estatístio e/ou termodinâmio os sistemas ujas interações entre osseus onstituintes são de longo alane? 1. Tal resposta pode eslareer um onjunto defen�menos tanto lássios omo quântios que ainda permaneem em aberto.A evidênia das interações de longo alane na natureza é demasiadamente vasta indo,desde os sistemas auto-gravitantes [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15℄, aos modelosde vórties em hidrodinâmia [16, 17, 18, 19℄, plasmas não-neutros (omo nos feixes departíulas arregadas) [20, 21, 22℄, laser de elétrons livres [23, 24℄, modelos quântios parainterações de spin [25℄, e outros modelos de brinquedo [2℄.Em geral para esses sistemas os resultados da ME de equilíbrio mostram-se de ertaforma surpreendentes, prinipalmente por induzir a onlusões que pareem violar leis daTermodinâmia bem omo da ME de equilíbrio em si. No primeiro aso o ponto prinipalseria a possibilidade de existênia de alor espeí�o negativo e onsequente violação dalei zero da Termodinâmia [26, 27, 28℄ enquanto que no segundo um ponto de espeialatenção estaria ligado à possibilidade de inequivalênia entre os onjuntos (ensembles)estatístios.Dessa maneira antes de ataar o problema entral da tese vamos fazer uma breverevisão do desenvolvimento histório de ambas teorias om o intuito de apontar os fun-damentos teórios e experimentais dos oneitos que trataremos no deurso do trabalho.1.1 TermodinâmiaIniialmente diríamos que a preisão dos resultados faz da Termodinâmia uma das teoriasfísias om maior prestígio no ambiente ientí�o. Tal a�rmativa é orroborada pela1De�niremos mais adiante e de maneira mais rigorosa o que entendemos por interação de longoalane mas por hora entendamos om a interação ujo alane é omparável em magnitude ao tamanhodo sistema físio em questão. 1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�Ofamosa frase de Einstein ao dizer que,� ...Therefore the deep impression whih lassial thermodynamis made uponme. It is the only physial theory of universal ontent onerning whih I amonvined that, within the framework of the appliability of its basi onepts,it will never be overthrown� (A. Einstein, 1946).Ainda que passível de uma onstrução rigorosa do ponto de vista matemátio [29℄ aTermodinâmia iniialmente desenvolveu-se sob um olhar essenialmente fenomenológioou experimental. Se por onsequênia de um período de efusão industrial ou não, oerto é que desde os trabalhos do físio germânio Otto von Guerike (1602-1680) sobrea formação de váuo rompia-se o oneito aristotélio de �horror ao váuo� e abria-se umleque de possibilidades no estudo da estrutura da matéria.Motivados talvez por esse experimento os físios ingleses Robert Boyle (1627 - 1691) eRobert Hooke (1635 - 1703), ao onstruírem uma bomba de ar, notaram que a pressão deum gás e o volume por ele oupado eram grandezas inversamente proporionais. Surgiaassim umas das primeiras relações experimentais relaionada aos gases ideais (Lei deBoyle). Os resultados de Boyle in�ueniariam David Papin (1647 - 1712), físio franês,a desenvolver em 1679 uma versão rudimentar da moderna e popularmente onheidapanela de pressão. O dispositivo onheido omo marmita de Papin viria a in�ueniarvários engenheiros da époa a onstruir os mais diversos tipos de máquinas a vapor.Dentre estes, podemos destaar o engenheiro e inventor esoês James Watt (1736 -1819) que onseguiria aumentar sobremaneira a e�iênia de tais máquinas térmias.As bases da Termodinâmia surgiriam por �m em 1824 om o físio franês NiolasLéonard Sadi Carnot (1796 - 1832) quando no seu trabalho �Re�etions on the MotivePower of Fire� abordou, dentre outros oneitos, o problema da e�iênia das máquinastérmias, sob um olhar essenialmente teório�In the fall of alori, motive power evidently inreases with the di�erene oftemperature between the warm and old bodies, but we do not know whether itis proportional to this di�erene� (Carnot, 1860)Mais do que imaginava talvez, Carnot estabeleia a base de um dos oneitos que aindahoje é motivo de grande disussão no ambiente ientí�o, o oneito de entropia [30, 31,32, 33℄.Por �m, o trabalho em 1850 do físio germânio Rudolf Julius Emanuel Clausius(1822 - 1888) em onjunto om o físio inglês William Thomson (Lord Kelvin) (1824 -1907) e om o físio esoês William John Maquorn Rankine (1820 - 1872) estabeleeuo�ialmente a Termodinâmia ao de�nir seus prinipais postulados. O primeiro,�In all ases where work is produed by heat, a quantity of heat proportional tothe work done is onsumed; and inversely, by the expenditure of a like quantityof work, the same amount of heat may be produed� (Clausius, 1867) [34℄e o segundo ao a�rmar que



1.1. TERMODINÂMICA 3�...heat annot of itself pass from a older to a warmer body� (Clausis, 1867) [34℄ .A grande ontribuição de Clausius estaria em de�nir a entropia de um sistema termod-inâmio omo uma quantidade marosópia de natureza tão fundamental quanto a en-ergia 2.�...I propose to all the magnitude how the entropy of body ... as similar aspossible to the word energy; for the two magnitudes to be denoted by thesewords are so nearly allied in their physial meanings...� (Clausius, 1867) [34℄De maneira não muito rigorosa, ressaltaremos aqui sob o ponto de vista termodinâmioo oneito de equilíbrio, para um tratamento mais rigoroso ver [35, 36, 37℄.� O estado de equilíbrio termodinâmio de�ne uma quantidade marosópia T (tem-peratura) e inlui além do equilíbrio térmio o equilíbrio meânio.� O estado de equilíbrio termodinâmio é ompletamente desrito por funções de es-tado Φ(Xi, ..., XN ; xi, ..., xN) = 0, sendo Xi e xi quantidades extensivas e intensivasrespetivamente. O oneito de extensividade estaria relaionado om a dependên-ia, ou independênia no aso das grandezas intensivas, om o tamanho do sistemapor exemplo.� O estado de equilíbrio termodinâmio não depende do estado iniial do sistema.� As grandezas extensivas do sistema são funções homogêneas f(X) = λ−pf(λpX) deordem p, sendo λ uma quantidade positiva.� A entropia S do sistema e a energia interna U além de serem funções homogêneassão grandezas aditivas sendo que a entropia tende a um máximo enquanto a energiatende a um mínimo no estado de equilíbrio termodinâmioAinda que já relaionado om uma versão estatístia da Termodinâmia, não poderíamosdeixar de itar o trabalho do físio esoês James Clerk Maxwell (1831 - 1879) e do físioaustríao Ludwig Eduard Boltzmann (1844 - 1906). Ambos trabalharam no ampo dateoria inétia dos gases no intuito de dar uma interpretação mirosópia para os re-sultados da Termodinâmia, prinipalmente ao oneito de entropia. Maxwell inlusiveviria em 1866 a demonstrar qual a distribuição de veloidades das moléulas de um gásideal ontido em um reipiente quando no equilíbrio termodinâmio.Por outro lado, a interpretação da segunda lei do ponto de vista mirosópio viriaom Boltzmann ao derivar em 1872 a equação que leva seu nome,
∂f

∂t
+ p · ∂f

∂q
− ∂ψ

∂q
· ∂f
∂p

=

(

∂f

∂t

)

coll

, (1.1)2Já no séulo XX ompletando os postulados fundamentais da Termodinâmia moderna surgiria atereira lei om os trabalhos de Walther Hermann Nernst (1864�1941) ao estabeleer que a entropia deum sistema em T = 0 deveria ser �nita ou nula.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�Oonde f(q,p, t) é a função de distribuição reduzida de uma partíula que expressa a den-sidade da probabilidade de se enontrar uma partíula em uma posição q om momento
p em um dado instante de tempo t sujeita a um potenial de interação ψ(q). O termo dolado direito da equação seria uma medida das olisões moleulares que teria por funçãoonduzir o sistema para uma distribuição de equilíbrio feq.Boltzmann no desenvolvimento desse trabalho introduziu a ideia de aos moleular edemonstrou o onheido teorema-H ao mostrar que uma função H =

∫

f ln f dq dp seriatal que
dH

dt
≤ 0 . (1.2)Dessa maneira, uma grandeza de�nida omo SB = −k H é uma função resente notempo hegando ao máximo no estado onde o sistema atinge o equilíbrio termodinâmio,ou seja, quando a função de distribuição f atinge o estado �nal de equilíbrio feq. Essagrandeza SB �aria futuramente onheida omo entropia de Boltzmann e possibilitariauma interpretação probabilístia para a entropia termodinâmia de Clausius [34℄.1.2 Meânia EstatístiaMesmo om o trabalho de Boltzmann e Maxwell, a expliação mirosópia para os re-sultados termodinâmios omo um todo só viria de fato om o surgimento da MeâniaEstatístia (ME) om Josiah Willard Gibbs (1839-1903) ainda que suas raízes históri-as remetam ao desenvolvimento da teoria inétia dos gases. Poderíamos dizer que aprimeira ideia no sentido de ompreender o omportamento inétio dos gases se deu noséulo XVIII por Daniel Bernoulli (1700 - 1782) ao pereber que a pressão de um gásresultava do impato das moléulas sobre as paredes do reipiente foi apaz de expliara lei de Boyle para os gases ideais.Uma vez que as leis da Termodinâmia são válidas para qualquer sistema marosópiosua expliação em termos meânios se fazia neessária. Desta forma seria neessário iralém do movimento de massas puntuais onsiderados na teoria inétia dos gases, e usaromo base as leis da meânia em sua forma mais geral. Os métodos de Gibbs en�m sãobaseados na formulação da meânia desenvolvida por William Rowan Hamilton (1805-1865), onde um sistema meânio é araterizado por uma grandeza esalar (hamiltoni-ano) esrita em termos das oordenadas e momentos generalizados (q,p) das partíulasdo sistema.Segundo a meânia hamiltoniana o estado de um sistema onstituído porN partíulasem um dado instante de tempo é ompletamente de�nido pelas oordenadas generalizadas

qj e momentos onjugados pj de ada partíula. Assim, se de�nirmos um hiper-espaçode dimensão 2nN sendo n os graus de liberdade de ada partíula o sistema �a omple-tamente de�nido por um ponto neste espaço (espaço de fase). Permite-se portanto paraum sistema hamiltoniano (onservativo) a existênia de várias formas de distribuiçãodesses pontos no espaço de fase oerentes om os vínulos marosópios omo energia etemperatura, por exemplo.A ideia de Gibbs foi portanto de�nir uma densidade ρN(q1, ..., qN ; p1, ..., pN) para esse



1.2. MECÂNICA ESTATÍSTICA 5onjunto de pontos (ensemble) no espaço de fase
∫

ρN(q1, ..., qN ; p1, ..., pN)dq1...dpN = N , (1.3)de maneira tal que a função de distribuição de N partíulas, de�nida por fN(q,p) =
1
N
ρN (q,p)

3, mediria a densidade de probabilidade de se enontrar todas as N partíulasnas respetivas oordenadas qj om momentos pj num dado instante de tempo t. Oequilíbrio estatístio estaria portanto de�nido por
∂fN (q,p)

∂t
= 0 , (1.4)e representaria o estado mais provável para o sistema, ou seja, o estado onde os pontos noespaço de fase estaria melhor distribuido [1℄. Neste momento Gibbs introduz um pontohave para a ME de equilíbrio que é exatamente a onexão entre o oneito matemátiode equilíbrio estatístio e o oneito físio de equilíbrio termodinâmio. Por exemplo, nade�nição do ensemble an�nio, que representa a situação em que o sistema enontra-seem ontato om um reservatório térmio, temos que

fN = e
(F−H)

θ (1.5)sendo F a energia livre e θ o módulo da distribuição, nesse aso, a temperatura dosistema. Desta forma, o problema iniialmente meânio é resolvido do ponto de vistaestatístio, e a onexão om a Termodinâmia se faz no limite termodinâmio por meioda identi�ação dos poteniais termodinâmios om as energias livres. É válido salientarque mesmo assim Gibbs foi auteloso ao de�nir fN prinipalmente ao dizer que�The distribution fN (...) seems to represent the most simple ase oneivable,sine it has the property that when the system onsists of parts with separateenergies, the laws of the distribution in phase of the separate parts are of thesame nature, a property whih enormously simpli�es the disussion, and isthe foundation of extremely important relations to thermodynamis (Gibbs,1902) [1℄.Gibbs ainda hamaria a atenção para o fato de que essa de�nição restringiria algumassituações, omo por exemplo no aso em que a interação é do tipo gravitaional ououlombiana no espaço tridimensional,�...It also exludes many ases in whih energy an derease without limit,as when the system ontains materials points attrating eah one another in-versely as the square of their distanes...� (Gibbs, 1902) [1℄.3As variáveis q e p nesse momento representam as oordenadas e momentos de todas as partíulas enão só de uma partíula individual.



6 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�OUm ponto de importânia fundamental na teoria estatístia de Gibbs está no fatode que os ensembles são equivalentes no sentido de que onduzem ao mesmo resultadodo ponto de vista termodinâmio. Lembramos que toda a onstrução da ME de Gibbsdiz respeito a situações onde o sistema se omporta de maneira ompletamente ergódiaomo no miroan�nio ou de aordo om os resultados da Termodinâmia usual quandoem ontato om um reservatório térmio.Perebemos om isso que tanto a Termodinâmia quanto a ME de equilíbrio, no quedizem respeito aos seus fundamentos, foram iniialmente onebidas para sistemas ou seminterações (gases ideais), ou onde as interações eram de urto alane quando omparadaom a dimensionalidade do sistema [38℄.De fato um dos primeiros passos, senão o prinipal, dado no sentido de ompreendermelhor a presença das interações entre as partíulas levaria o físio holandês JohannesDiderik van der Waals (1837-1923) a mapear teoriamente as transições de fase ao on-siderar, ainda que de maneira bem limitada, os efeitos de tamanho devido às interaçõesentre as partíulas. Waals mostraria que por onta da interação surgia na região detransição a neessidade de onstrução de uma urva de oexistênia de fases de modo anão violar-se as leis da Termodinâmia. Poderíamos nesse ponto levantar uma questão,e se as interações fossem de longo alane, seria possível onstruir também uma urva deoexistênia? Ou de maneira mais geral, onde no desenvolvimento da Termodinâmia eda ME de Gibbs são ontemplados os sistemas om interações de longo alane?1.3 Sistemas om Interações de Longo AlaneDe�namos rigorosamente omo sistema om interação de longo alane aquele onde opotenial de interação intrínseo V (r) é tal que,
lim
b→∞

∫ b

0

V (r)ddr → ∞, (1.6)sendo d a dimensão do sistema. Tal representação para poteniais do tipo V (r) = 1/rd+σreduz-se a ondição onde −d ≤ σ ≤ 0. Admite-se ainda uma subdivisão dos sistemasom interações de longo alane em:� Forte quando −d ≤ σ ≤ 0 e� Fraa quando 0 < σ < σc(d)onde σc(d) = 2 para d ≥ 4 e σc(d) = d/2 para d < 4 [39, 40℄.As interações de longo alane tipo fraas seriam aquelas onde, mesmo a interaçãosendo de longo alane, o sistema permanee om todas as propriedades termodinâmiasdos sistemas om interações de urto alane, por exemplo são aditivos e extensivos etem omo estado �nal o estado de equilíbrio termodinâmio. Ainda assim, perebe-se oefeito da interação de longo alane quando o sistema está em uma região de transições



1.3. SISTEMAS COM INTERAÇÕES DE LONGO ALCANCE 7de fases. Por exemplo onsideremos o modelo de Dyson [41℄ para a interação de spins,
H = −

∑

i,j

J(j)SiSi+j (1.7)sendo
J(j) =

J

jσ+1
(1.8)onde sabe-se que o sistema exibe uma quebra espontânea de simetria em temperatura�nita Tc mesmo no aso unidimensional. Se não onsiderarmos a interação entre osspins omo de longo alane o sistema é totalmente mapeado no modelo lássio deIsing onde sabe-se que não existe transição de fases em temperatura �nita para o asounidimensional [37℄.Ao longo desse trabalho, ontudo, sempre que nos referirmos a sistemas om inter-ações de longo alane referir-nos-emos a sistemas om interações do tipo forte ou seja,

−d ≤ σ ≤ 0. Poderíamos dizer que a grande motivação para este trabalho seria re-sponder a algumas das seguintes questões. Como seriam tratados do ponto de vista daTermodinâmia e ME de equilíbrio sistemas om interações de longo alane? Seria pos-sível de�nir parâmetros marosópios termodinâmios omo no aso dos sistemas ominterações de urto alane?Experimentalmente, observações da distribuição de veloidades bem omo do per�lde luminosidade em sistemas estelares [4, 5, 6, 7, 8, 42, 43, 44℄, e do per�l de densidadeem plasmas não neutros on�nados [45, 46, 47, 48, 49, 50℄ indiam que o sistema atingealguma forma de equilíbrio. Por outro lado, os per�s de veloidade geralmente observadosnão equivalem aos de uma distribuição tipo Maxwell-Boltzmann, o que para partíulaslássias quando no equilíbrio termodinâmio é uma neessidade fundamental [51, 38℄.Chandrasekar em 1943 já indiava que o tempo devido à relaxação olisional emsistemas auto-gravitantes divergia om o número de partíulas [52℄. Um pouo depois,Mihel Hénon, matemátio e astr�nomo franês, em 1964 ao simular numeriamente umsistema estelar om simetria esféria veri�ou que na ausênia das olisões o sistema,iniialmente em um estado fora do equilíbrio, relaxava rapidamente para um estado quedependia fortemente da ondição iniial onde permaneia por longo tempo [53℄.Esses aspetos ligados ao tempo de relaxação e a dependênia do estado iniial, oriun-dos da interação de longo alane, já evideniavam laramente o ontraste om sistemasom interações de urto alane onde a saber o tempo de relaxação geralmente não di-verge om o número de partíulas e o estado �nal do sistema orresponde ao estado deequilíbrio termodinâmio [35, 36, 37℄.Resultados numérios reentes om modelos de brinquedo (toy models) om interaçõesde longo alane [54, 55, 56, 57℄ tem permitido a análise mais detalhada da dinâmia etermodinâmia nesses sistemas. De forma simpli�ada apontamos os prinipais efeitosassoiados om esse tipo de interação.� Efeitos Dinâmios:Divergênia no tempo de relaxação olisional [58, 59℄;



8 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�OEstado estaionário que não orresponde ao equilíbrio om distribuições de ve-loidades diferente da de MB [57, 60℄;À medida que o número de partíulas aumenta o sistema, quanto ao omporta-mento dinâmio, mostra-se ada vez mais regular [20, 61, 62, 63℄;Nesses estados estaionários geralmente o balanço detalhado é violado [64, 65,66℄.� Efeitos Estatístios e Termodinâmios:O estado de equilíbrio do ponto de vista da ME pode apresentar alor espeí�onegativo [67, 68, 18, 69, 70℄;A energia no sistema em geral esala super-linearmente [43, 71℄;O sistema ainda que extensivo permanee não-aditivo [39, 71℄;Os ensembles são não equivalentes [23, 72, 73, 74, 66℄.Nesse sentido analisar o problema tanto do ponto de vista da ME omo da dinâmiaou Termodinâmia é igualmente interessante e pode levar a resultados bem distintos dotradiional [2℄. Deixamos, porém, laro que as ferramentas desenvolvidas tanto na MEomo na Termodinâmia são para sistemas om interações de urto alane, fazendo-seneessário portanto analisar o problema de um ponto de vista ainda mais fundamental.D. Lynden-Bell em 1967 seria o primeiro a apresentar um modelo teório apaz dedesrever o estado estaionário atingido por um sistema auto-gravitante após sofrer umproesso de relaxação não-olisional [67℄. A teoria baseou-se em um proesso hamadode relaxação violenta onde assumia-se que a função de distribuição rapidamente mudavasua forma aparentando marosopiamente ir para um estado estaionário. A teoria deLynden-Bell assumia que durante esse proesso de relaxação o omportamento do sis-tema sendo ergódio possibilitaria de�nir um funional para a entropia que quando max-imizado determinaria de maneira auto onsistente o estado estaionário mais provávelpara o sistema. Nesse mesmo prinípio, outros modelos estatístios foram propostos paraa desrição estatístia de sistemas om interações de longo alane ([75℄ e referênias),todos assumindo omo verdadeira a premissa de que o sistema se mantém om um om-portamento ergódio.Do ponto de vista puramente observaional, alguns modelos também foram propostosomo desritivos para sistemas auto-gravitantes, por exemplo, podemos itar os per�s dedensidade de �de Vauouleurs�, �Sérsi�, e �NFW� [76, 77, 78, 79, 80, 81, 82℄. Em todosos asos os modelos são simplesmente para ajuste de dados sem uma motivação teóriamais fundamental quanto à natureza do problema.De fato, não existe solução do ponto de vista da ME de equilíbrio para um sistemaauto-gravitante no espaço tridimensional e isto emerge do fato de que as partíulas em3D podem esapar para o in�nito [10, 83℄. Da mesma maneira, as teorias estatístiasbaseadas nesse proesso de relaxação violenta não se mostraram promissoras na desriçãodos sistemas om interações de longo alane [84, 85, 86, 75, 87, 88℄, por onta de prever



1.3. SISTEMAS COM INTERAÇÕES DE LONGO ALCANCE 9uma massa in�nita para o sistema omo é o aso da teoria da relaxação violenta [67℄,prinipalmente quando o sistema desenvolve um omportamento não-ergódio [65, 89℄.A dinâmia no espaço de fase é governada pela equação de Liouville,
∂ρ

∂t
+ {ρ,H} = 0 (1.9)sendo ρ a densidade no espaço de fase que é função de todas as posições e momentosdas partíulas e { } o parêntese de Poisson. Determinar ρ num dado instante de temposigni�a determinar todas a posições e momentos das partíulas e onsequentemente,resolver ompletamente o problema do ponto de vista dinâmio.1.3.1 Equilíbrio termodinâmioSe o sistema é �nito a dinâmia do sistema é governada por uma equação similar à deBoltzmann eq. (1.1) e por onsequênia o estado de equilíbrio orresponde à distribuiçãode Maxwell-Boltzmann, que orresponde ao estado de equilíbrio termodinâmio. Analise-mos as prinipais araterístias desse estado de �equilíbrio termodinâmio�. Se a inter-ação entre as partíulas do sistema é de longo alane signi�a que a energia internado sistema U ∝ N2. Já a entropia, S, que é medida pelo número de maneiras de Npartíulas om energia total U , pode ser distribuída em um volume V , esala linearmenteom o volume, independente de serem ou não as interações de longo alane. Assim,no limite termodinâmio, a energia livre F = U − TS é dominada pela energia internapara qualquer temperatura T �nita, sugerindo que a entropia pode ser desprezada porompleto o que resultaria inevitavelmente em uma termodinâmia trivial para o sistema.No entanto, em muitos asos reais, omo por exemplo em sistemas de tamanho �nitoomo em pequenos lusters de átomos, a temperatura pode ser su�ientemente elevada demodo que o termo entrópio na energia livre, TS, torne-se omparável a energia U . Emtais asos, a entropia não pode ser desprezada e a Termodinâmia não é trivial. Esse é oaso também de alguns sistemas auto-gravitantes tais omo aglomerados globulares [60℄.A �m de estudar teoriamente este limite, é onveniente redimensionar a energia (ou,alternativamente, redimensionar a temperatura) tornando a ontribuição de U para aenergia livre F da mesma magnitude da entropia S. Esta reesala é popularmente on-heida omo presrição de Ka (Ka Presription) e foi iniialmente proposta no sentidode garantir a existênia de limite termodinâmio para o sistema [90℄.1.3.1.1 ExtensividadeNa prátia, ontornaremos a não-extensividade na energia reesalando o potenial deinteração entre as partíulas ψ(ri − rj) de modo que U ∝ N [90℄. Esta reesala pode serfeita na arga ou massa das partíulas em questão, por exemplo, nos feixes de partíulasarregadas em espeial, esta reesala é feita da seguinte maneira q → q/

√
N .



10 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O1.3.1.2 AditividadeEmbora mesmo om essa reesala o sistema ainda permanee não-aditivo, no sentido deque a energia de dois sub-sistemas isolados não é igual à energia total do sistema quandoem onjunto por onta do termo devido à energia da interfae. Esta não aditividade, emgeral, é mapeada em um omportamento não-ergódio para o sistema o que do ponto devista dinâmio signi�a que o sistema não tem a mesma probabilidade de visitar todasas regiões do espaço de fase. É nesse sentido que aredita-se que a inequivalênia entreos ensembles estatístios deve surgir.É importante nesse ponto salientar que esta não-aditividade não é um privilégio so-mente dos sistemas om interações de longo alane. Em sistemas om interações de urtoalane onde a energia da interfae e do sistema são omparáveis, omo por exemplo emluster de átomos, evidenia-se também a presença de alor espeí�o negativo [39, 71℄.1.3.1.3 Relaxação LentaNo que diz respeito à relaxação sabe-se que em sistemas om interações de urto al-ane o proesso de relaxação de um estado termodinamiamente instável é relativamenterápido [59℄.Já em sistemas om fortes interações de longo alane o proesso de relaxação a partirde um estado termodinamiamente instável não preisa ser rápido e pode divergir omo tamanho do sistema. O motivo é que no aso das interações de longo alane não sepode de�nir um tamanho rítio para um domínio ordenado uma vez que as energias dasuperfíie e do (bulk) são da mesma ordem [91℄. Isto signi�a que no limite termodinâmioo sistema demora um tempo in�nito para atingir o equilíbrio termodinâmio. Nestesentido, todos as ferramentas teórias tanto do ponto de vista da ME de equilíbrio bemomo da Termodinâmia não são efetivas na desrição do estado real do sistema [3℄.1.3.2 Limite termodinâmioSe o sistema enontra-se no limite termodinâmio N → ∞ então a dinâmia passa aser governada exatamente pela equação de Vlasov [92℄ em algumas referênias tambémdenominada omo equação de Boltzmann sem olisões [93℄. A proposta desse trabalhoé estudar o proesso de relaxação em sistemas om interações de longo alane fortesquando no limite termodinâmio. Note que, o limite termodinâmio adotado na tesedifere um pouo do tradiional pois assumiremos que N → ∞ enquanto que a massa ouarga total do sistema permanee �xa. Tal onvenção é razoável uma vez que o volumenem sempre é bem de�nido em sistemas om interações de longo alane.O foo prinipal desse trabalho é portanto o de analisar os estados estaionários atingi-dos pelo sistema em detrimento do estado de equilíbrio termodinâmio. Por uma questãode rigor, designaremos esses estados estaionários por quasi-estaionários ou simplesmente(qSS). Lembramos que em muitos asos a solução para o equilíbrio existe [12, 94, 95, 96℄mas o sistema demora um tempo muito grande para atingi-lo, por exemplo em galáxiaselíptias o tempo estimado para que o sistema atinga o equilíbrio olisional é da or-



1.4. METODOLOGIA E PLANO DE TESE 11dem de 1018 anos, nada mais nada menos que 108 vezes maior que o tempo de vida douniverso [93, 97℄.Ainda assim abordaremos as soluções de equilíbrio no limite de ampo médio justa-mente para mostrar as esalas de tempo de relaxação do sistema para alguns modelos.Nesse sentido o ponto forte desta tese vai estar prinipalmente na desrição dos sistemasom interações de longo alane no hamado limite termodinâmio, espei�amente nadesrição dos qSS. 1.4 Metodologia e Plano de TeseA metodologia apliada na onstrução da tese será analisar teória e numeriamente oproesso de relaxação em sistemas auto-gravitantes, plasmas não-neutros e de maneiraresumida analisar um modelo para a interação tipo spin. A tese será organizada daseguinte maneira:� No Cap. 1 faremos uma breve introdução história da onstrução da Termodinâmiabem omo da Meânia Estatístia de Equilíbrio. Abordaremos ainda onde sãoontemplados os sistemas om interações de longo alane em ambas as teorias eindiaremos o aminho natural na desrição desses sistemas.� No Cap. 2 desreveremos teoriamente omo os sistemas om interações de longoalane são desritos do ponto de vista dinâmio por meio das hierarquias BBGKY.� No Cap. 3 abordaremos o problema da relaxação em sistemas auto-gravitantes ondedesreveremos as limitações existentes na desrição estatístia do sistema tridimen-sional. Motivaremos om isso o estudo dos sistemas em uma e duas dimensõessendo que em ambos os asos desreveremos totalmente o sistema; a saber, tanto oestado estaionário quanto o estado de equilíbrio.� No Cap. 4 abordaremos o problema da relaxação em um sistema onstituído porfeixes de partíulas arregadas. Analisaremos os parâmetros mais relevantes nafísia desses sistemas e ompararemos os resultados om alguns pontos experimen-tais.� No Cap. 5 analisaremos um sistema que exibe, além das araterístias anteriores,efeitos de quebra espontânea de simetria, ou seja, transições de fase. Em partiularveri�aremos omo oorrem as transições de fase nos estados fora do equilíbrio,e quais as ondições em que as teorias propostas são e�ientes na desrição dossistemas.� No Cap. 6 apresentaremos as onlusões do trabalho mostrando os prinipais re-sultados obtidos bem omo as perspetivas para futuros trabalhos.� Nos apêndies exporemos os proessos numérios utilizados na dinâmia moleularbem omo desreveremos a estratégia utilizada na solução numéria de equaçõesnão lineares omo vínulos.



12 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O� Ao �nal da tese adiionaremos as referênias bibliográ�as utilizadas no desenvolvi-mento da tese bem omo adiionaremos as ópias dos trabalhos publiados oriundosdurante o desenvolvimento da tese.



Capítulo 2Modelagem do Problema
Neste apítulo, exporemos a modelagem do problema apresentando os métodos que serãoutilizados na abordagem dos sistemas om interações de longo alane. Um tratamentomais rigoroso pode ser enontrado em [92, 98, 21, 99℄2.1 Teoria CinétiaDo ponto de vista dinâmio, pode-se tratar um sistema hamiltoniano onstituído por Npartíulas, através das hierarquias BBGKY [100℄. A dinâmia do sistema nessa hierarquiaé de�nida em um espaço de dimensão 2Nd pela função de distribuição individual f1,mais as funções de distribuição reduzida fs das partíulas (s > 1) 1. Para um sistemade partíulas interagindo por um potenial ψ e submetidas a um potenial externo φext,essa hierarquia é dada por:

{

∂

∂t
+

s
∑

n=1






pn ·

∂

∂qn
−







∂φext

∂qn
+

s
∑

l=1
l 6=n

∂ψ(qn − ql)

∂qn






· ∂

∂pn







}

fs

=

s
∑

n=1

∫

dqs+1dps+1

∂ψ(qn − qs+1)

∂qn
· ∂fs+1

∂pn
. (2.1)Nessa equação, todos os termos entre olhetes têm dimensão de (tempo)−1 de modo quepodemos estimar suas magnitudes relativas usando esalas de veloidades e de ompri-mento típias.1. Os termos proporionais a

1

τφext
∼

∂φext

∂q
· ∂
∂p

∼

v

L
(2.2)estão relaionados a variações espaiais do potenial extrínseo sobre distâniasmarosópias L, sendo v a veloidade típia de uma partíula no sistema.1Sendo d o número de graus de liberdade das partíulas no sistema e s representa o índiepara a função de distribuição reduzida de duas partíulas (s = 2), três (s = 3) e assim pordiante. 13



14 CAPÍTULO 2. MODELAGEM DO PROBLEMA2. Para termos proporionais ao potenial intrínseo do sistema, pode-se extrair duasesalas de tempo, uma relaionada om o intervalo entre as olisões
1

τψ
∼

∂ψ

∂q
· ∂
∂p

∼

v

λ
, (2.3)e outra relaionada om a probabilidade de enontrar uma partíula por unidadede volume

1

τx
∼

∫

dqdp
∂ψ

∂q
· ∂
∂p

fs+1

fs
∼

1

τψ
nλ3, (2.4)onde λ está relaionado om o alane da interação e n é a densidade das partíulasdo sistema.Podemos, nesse ponto, analisar as hierarquias em duas regiões bem distintas do pontode vista de nλ3. Para sistemas om interações de urto alane, nλ3 ≪ 1 ⇔ τψ ≪ τxde modo que as orrelações mais signi�ativas no sistema são as relaionadas a pares departíulas (olisões binárias). Consequentemente, pode-se simpli�ar a hierarquia (2.1) àsduas primeiras equações e a dinâmia do sistema é governada pela equação de Boltzmann,

[

∂

∂t
+ p1 ·

∂

∂q1
− ∂φext

∂q1
· ∂

∂p1

]

f1 =

∫

dq2dp2
∂ψ(q1 − q2)

∂q1
· ∂f2
∂p1

, (2.5)
[

∂

∂t
+ p1 ·

∂

∂q1
− ∂φext

∂q1
· ∂

∂p1
+ p2 ·

∂

∂q2
− ∂φext

∂q2
· ∂

∂p2
− ∂ψ(q1 − q2)

∂q1
·
(

∂

∂p1
− ∂

∂p2

)]

f2 = 0 ,(2.6)na qual assume-se que o potenial de interação entre as partíulas é simétrio. A soluçãoúnia dessa equação é a distribuição de Maxwell-Boltzmann, [37℄.
fMB(q,p) = C n(q)e−βp

2/2m , (2.7)sendo C uma onstante de normalização, o que omprova a existênia de equilíbrio ter-modinâmio para sistemas om interações de urto alane.Para sistemas om interações de longo alane, nλ3 ≫ 1 ⇔ τψ ≫ τx assim, voltando àhierarquia (2.1) perebemos que as funções de distribuição reduzida podem ser reesritasomo,
f1(q,p, t) = 〈

N
∑

i=1

δ(q − qi)δ(p − pi)〉 = N

∫ N
∏

i=2

dqidpiρ(q,p,q2,p2, . . . ,qN ,pN , t), (2.8)
f2(q1,p1,q2,p2, t) = N(N − 1)

∫ N
∏

i=3

dqidpiρ(q1,p1,q2,p2, . . . ,qN ,pN , t), (2.9)...
fs(q1, . . . ,ps, t) =

N !

(N − s)!

∫ N
∏

i=s+1

dqidpiρ(q1, . . . ,pN , t) , (2.10)onde ρ(q1, . . . ,pN , t) está relaionado om a densidade de probabilidade de se enontrarqualquer uma das N partíulas na posição qi om momento pi. Nesse limite, nλ3 ≫ 1,



2.2. EQUAÇ�O DE VLASOV 15pode-se assumir que a densidade ρ das N partíulas é igual ao produto das densidadesde uma partíula, ρ(q1, . . . ,pN , t) =
∏N

i=1 ρ1(qi,pi, t) que onsiste na aproximação deampo médio, exata no limite termodinâmio [98, 101℄. Desta forma obtemos que,
fs+1

fs
= (N − s)ρ1(qs+1,ps+1, t). (2.11)Portanto, voltando à hierarquia BBGKY (2.1) temos,
[

∂

∂t
+

s
∑

n=1

(

pn ·
∂

∂qn
− ∂φext

∂qn
· ∂

∂pn

)

]

fs

=
s

∑

n=1







∫

dqs+1dps+1
∂ψ(qn − qs+1)

∂qn
· ∂fs+1

∂pn
+

s
∑

l=1
l 6=n

∂ψ(qn − ql)

∂qn






(2.12)

≈

s
∑

n=1

∫

dqs+1dps+1
∂ψ(qn − qs+1)

∂qn
· ∂

∂pn
[(N − s)fsρ1(qs+1,ps+1, t)] (2.13)

≈

s
∑

n=1

N
∂

∂qn

[
∫

dqs+1dps+1ρ1(qs+1,ps+1, t)ψ(qn − qs+1)

]

· ∂fs
∂pn

, (2.14)
[

∂

∂t
+

s
∑

n=1

(

pn ·
∂

∂qn
− ∂Ueff

∂qn
· ∂

∂pn

)

]

fs ≈ 0, (2.15)onde,
Ueff = φext(q) +N

∫

dq′dp′ψ(q− q′)ρ1(q
′,p′, t) , (2.16)ou,

Ueff = φext(q) + 〈ψ(q)〉 , (2.17)onde 〈ψ(q)〉 = N
∫

dq′dp′ψ(q− q′)ρ1(q
′,p′, t) que por simpliidade doravante designare-mos simplesmente por ψ(q).2.2 Equação de VlasovPara passar de (2.12) para (2.13) usamos o fato de que τψ ≫ τx e de (2.13) para (2.14)assumimos que N ≫ s. Assim, no limite termodinâmio (N → ∞), todas as equaçõesda hierarquia BBGKY são equivalentes à equação para a função de distribuição de umapartíula e a equação (2.15) passa a ser exata

(

∂

∂t
+ p · ∂

∂q
− ∂Ueff

∂q
· ∂
∂p

)

f1(q,p, t) = 0. (2.18)



16 CAPÍTULO 2. MODELAGEM DO PROBLEMANote que nesse limite a interação de par perde sentido e a dinâmia do sistema égovernada por proessos oletivos representados na interação de ampo médio ψ(q). Issosigni�a que um sistema de partíulas om interações de longo alane no limite (N → ∞)pode ser tratado omo um �uido, onde uma partíula, agora sendo um elemento de �uido,sente um potenial médio devido ao restante do sistema. A Eq. (2.18), onheida omoequação de Vlasov, tem uma demonstração mais rigorosa em [98℄ e desreve exatamentea dinâmia de sistemas sujeitos a interação de longo alane [102, 103℄ ainda que tenhasido derivada originalmente por Vlasov de uma forma diferente [92℄.2.2.1 Propriedades da equação de VlasovA evolução dinâmia desta equação é similar à de um �uido inompressível onde f(q,p, t),a função de distribuição, é similar à densidade do �uido no espaço de fase 2, e Ueffé o potenial efetivo sentido por um elemento de �uido loalizado em q. Dentre outrasaraterístias, a equação de Vlasov evolui preservando um número in�nito de invariantesdinâmios denominados integrais de Casimir ou simplesmente, Casimir, C(f) [102℄,
C(f) =

∫

s(f)dqdp, (2.19)onde s(f) é uma função arbitrária da função de distribuição. Alguns exemplos om ênfasefísia são:� s(f) = 1 ⇔ C(f) ⇒ hiper-volume no espaço de fase� s(f) = f ln f ⇔ C(f) ⇒ entropia de Gibbs.O hiper-volume no espaço de fase também é preservado, e a evolução da função dedistribuição se dá seguida de uma �lamentação em uma esala ada vez menor, omoilustrado na Fig. 2.1.Se iniialmente a função de distribuição f0(q,p) for disretizada em p níveis ηj, adinâmia de Vlasov para esse sistema d dimensional preserva o hiper-volume de adanível C(ηj) = ∫

δ[f(q,p, t)−ηj ]dqdp. Neste trabalho analisaremos somente distribuiçõesiniialmente normalizadas de um nível do tipo
f0(q,p) = ηΘ(qmax − |q|)Θ(pmax − |p|), (2.20)onde Θ(x) é a função de Heaviside 3, qmax e pmax representam os valores máximos para asoordenadas e momentos generalizados e η representa densidade normalizada no espaçode fase.Dentre estes Casimirs notamos que a entropia de Gibbs permanee onstante durantea dinâmia de Vlasov. De fato se tratamos um sistema �nito a dinâmia não é governadaexatamente pela equação de Vlasov uma vez que permanee um termo de ordem 1/N2Doravante referir-nos-emos simplesmente à função de distribuição, subtendendo portantoque trata-se da função de distribuição reduzida de uma partíula.3Θ(x) = 1 se x > 0 e Θ(x) = 0 se x ≤ 0.
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Figura 2.1 Evolução, em termo das variáveis de ação-ângulo (ε,φ) da função de distribuiçãona dinâmia de Vlasov: A função de distribuição �lamenta-se no espaço de fase preservando ovolume iniial (�gura retirada de [67℄).
na equação (2.14). Neste aso a equação de Vlasov tem um omportamento similar àde Boltzmann onde as olisões são ompletamente mapeadas em efeitos de N �nito e,portanto, a entropia de Boltzmann rese om o tempo. Este efeito também é perebidoao se resolver numeriamente a equação de Vlasov onde por efeito de granulação veri�a-seum resimento de entropia [104, 105℄ ainda que no limite termodinâmio a entropia, porser de�nida em termos da função de distribuição reduzida de uma partíula, permaneeonstante.É importante salientar que na dinâmia de Liouville a entropia de Gibbs de�nida emtermos de fN também permanee onstante pois ∂fN

∂t
= 0. Nesse aso porém por umproesso de oarsening onsegue-se onstruir, em geral via um proesso de ontagem, aentropia para o maroestado vinulado aos parâmetros termodinâmios que orrespondeà entropia de Boltzmann, essa entropia por sua vez quando maximizada onduz aos



18 CAPÍTULO 2. MODELAGEM DO PROBLEMAresultados oerentes om a termodinâmia de equilíbrio [35, 31, 33, 101, 106℄ 4. Aquiporém, esse proesso de oarsening pode ser feito mas a entropia do estado marosópioorresponde a um estado diferente do de MB omo veremos logo em seguida.2.2.2 Teorias Estatístias para dinâmia de VlasovObservando a Fig. 2.1 em uma esala marosópia (de grão grosso) perebe-se quea função de distribuição paree deixar de evoluir no tempo hegando em um estadomarosopiamente estaionário. Rigorosamente esse estado é quasi-estaionário, pois afunção de distribuição na esala mirosópia (de grão �no) ontinua evoluindo.2.2.2.1 Relaxação ViolentaEsta foi a idéia entral de Lynden-Bell 1967, observar sistemas nesta esala marosópiae tentar onstruir o estado estaionário atingido pelo sistema. Fisiamente, essa granu-lação implia que para o estado quasi-estaionário, as �utuações sentidas na veloidade eposição de uma partíula do sistema não são relevantes para determinar o omportamentomarosópio do sistema. Desta forma, podemos substituir a função de distribuição mi-rosópia f(q,p, t) por uma marosópia f̄(q,p, t), que é a média de f(q,p, t) sobreuma maroélula de tamanho dqdp (Fig. 2.2). Como o sistema relaxa para um estadoestaionário, então f̄(q,p, t) deve também relaxar para uma função de distribuição �nal
f̄(q,p).Para sistemas gravitaionais, esse proesso foi denominado de relaxação violenta poisaonteia sobre uma esala de tempo da ordem do tempo dinâmio do sistema. Lynden-Bell assumiu que durante esse proesso além da função de distribuição evoluir preservandoos hiper-volumes de ada nível, a mistura no espaço de fase se dá de maneira ompleta(ergódia) 5. Portanto f̄(q,p) pode ser determinada em uma esala marosópia uti-lizando um proesso de ontagem similar ao miro-an�nio na ME de equilíbrio.Para tal dividimos o espaço de fase em ξ maroélulas sendo essas, por sua vez,divididas em ν miroélulas de volume hd, onforme ilustrado na Fig. 2.2.Após o sistema evoluir no tempo, a função de distribuição que iniialmente só oupavaalgumas maroélulas, sofre um proesso de mistura e tende a oupar outras maroélulasespalhando-se no espaço de fase onforme a Fig. 2.3.Para a ξ-ésima maroélula, ρ(q,p) = f̄(q,p)/η é de�nido omo o número ni demiroélulas oupadas pelo nível η dividido por ν,

ρ(q,p) =
ni
ν
. (2.21)Devido a inompressibilidade na dinâmia de Vlasov, observando as Figs. 2.2 e 2.3, �aevidente que em ada maroélula ξ uma ondição a ser mantida é que ada miroélula4Assumindo-se que o sistema se omporte de maneira ergódia de modo a justi�ar o proesso deontagem.5Como na ME de equilíbrio essa premissa é assumida a priori sem nenhuma justi�ativarigorosa.
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dq dp
h Maroélula

f̄(q,p)Miroélula
f(q,p)η

Figura 2.2 Distribuição iniial, marosópia e mirosópia, para a função de distribuição deum nível η om d = 1.
dq dp
h Maroélula

f̄(q,p)Miroélula
f(q,p)η

Figura 2.3 Distribuição �nal, marosópia e mirosópia, para a função de distribuição deum nível η om d = 1.tenha no máximo um nível η, ou seja, a densidade
ρ(q,p) ≤ 1 . (2.22)Se a mistura no espaço de fase se dá de maneira ompleta, pode-se assumir que o nível

η da distribuição tem igual probabilidade de oupar todas as miroélulas do espaço defase permitidas pelo sistema. Desta forma podemos utilizar a análise ombinatória parade�nir a entropia marosópia deste sistema, similarmente ao que fazemos no ensemblemiro-an�nio na ME de equilíbrio. Examinando uma dada maroélula ξ, ontendo
ν miroélulas das quais ni estão oupadas, o número de formas distintas dessas nimiroélulas serem oupadas é dada por

ν!

(ν − ni)!
. (2.23)sendo que o número total N de miroélulas oupadas permanee onstante

N =
∑

i

ni. (2.24)



20 CAPÍTULO 2. MODELAGEM DO PROBLEMAO número de formas distintas dessas N miroélulas se dividirem sobre as ξ maroélulasé dado por
N !

∏

i ni!
, (2.25)dessa forma, o número total de miroestados W que o sistema pode ter é dado por,

W (ni) =
N !

∏

i ni!

∏

i

ν!

(ν − ni)!
. (2.26)A entropia marosópia do sistema é dada por Slb ≡ −kB ln W (ni) onde kB é a onstantede Boltzmann [102℄. No limite em que ρ(q,p) varia in�nitesimalmente na esala de umamaroélula a entropia assume a forma

Slb = −kB
∫

dqdp

hd
{ρ(q,p) ln[ρ(q,p)] + [1− ρ(q,p)] ln[1− ρ(q,p)]}, (2.27)e portanto f̄(q,p) = η ρ(q,p) é ompletamente determinada 6.A relaxação não-olisional onduz o sistema para um estado estaionário no qual adensidade ρ(q,p) é a mais provável. Além da onservação do volume outros vínulossão impostos pela dinâmia: onservação de energia, momentum e momentum angular.Partiularmente neste trabalho os vínulos relevantes à dinâmia serão somente: a on-servação da energia e do volume no espaço de fase uma vez que os momenta são, semperda de generalidade, iniialmente nulos.
∫

E(q,p)f̄(q,p)dqdp = E0,

e (2.28)
∫

f̄(q,p)dqdp = 1 ,onde de�nimos f̄(q,p) normalizada ao número de partíulas sendo E(q,p) = p2

2m
+

ψ(q)
2

+ φext(q) e E0 a energia iniial do sistema 7. Dessa forma maximizando a entropiamarosópia, o estado estaionário é ompletamente determinado em termos da densi-dade ρ(q,p),
δ (Slb) + αδ

(∫

f̄(q,p)dqdp− 1

)

+ βδ

(∫

E(q,p)f̄(q,p)dqdp− E0
)

= 0. (2.30)6No aso em que distribuição iniial tem “p” níveis pode-se, equivalentemente, mostrar quea entropia é dada por Slb = −kB
∫ dqdp

hd
{∑p

j=1 ρj(q,p) ln[ρj(q,p)] + [1 −∑p
j=1 ρj(q,p)] ln[1 −

∑p
j=1 ρj(q,p)]}.7Rigorosamente se o potenial não se anula no in�nito ou em algum ponto do espaço no álulo daenergia adiionamos uma onstante in�nita limb→∞ ψ(b),

E(q,p) =
p2

2m
+

1

2

[

ψ(q)− lim
b→∞

ψ(b)

]

+ φext (2.29).



2.2. EQUAÇ�O DE VLASOV 21onde a função de distribuição é dada simplesmente por,
flb(q,p) = f̄(q,p) =

η

1 + eβ[ǫ(q,p)−µ]
(2.31)onde ǫ(q,p) = p2

2m
+ ψ(q) + φext(q). Os multipliadores de Lagrange β e µ = α/β, quepara sistemas em equilíbrio estão relaionados om o inverso da temperatura e potenialquímio, não tem este signi�ado pois o estado estaionário atingido não orresponde aoequilíbrio. A expressão (2.31) é similar à função de distribuição de férmions para sistemasem equilíbrio. Isso é natural haja visto que uma dada miroélula só pode ser oupadapor um nível η, o que introduz um vínulo de exlusão no espaço de fase do sistema.Ainda assim, quando o proesso de mistura se dá de maneira inompleta a teoria darelaxação violenta mostra-se insu�iente na desrição dos qSS. O problema geral tanto naME de equilíbrio omo nesse aso é que se o sistema tem um omportamento não ergódioo proesso de ontagem �a omprometido e portanto a expressão derivada anteriormentenão tem razão alguma para ser desritiva nesses estados. Outro ponto importante é quea natureza dos qSS é totalmente distinta do estado de equilíbrio termodinâmio onde,por exemplo, pode-se oloar o sistema em ontato om um banho térmio e om issodeterminar as propriedades estatístias do sistema, via o proesso an�nio.2.2.2.2 Distribuição Núleo-HaloNos asos em que o proesso de mistura se dá de maneira inompleta o estado quasi-estaionário é mais rigorosamente dependente da dinâmia do sistema. Sabe-se ainda quedo ponto de vista dinâmio o sistema pode desenvolver ondas de densidade su�ientes parapriorizar algumas regiões do espaço de fases [107, 50, 108, 14, 88℄ o que de erta maneirajusti�a o omportamento não-ergódio para o sistema. Essas ondas de densidade [109,83, 110, 111℄, expressam puramente o aráter de longo alane da interação sendo em geraloriundas de efeitos puramente dinâmios. Como onsequênia, na grande maioria dosasos, omo mostraremos ao longo da tese, o sistema vai apresentar no estado estaionáriouma separação de fases. As fases no geral tem dois per�s distintos em densidade, umaregião entral e densa intitulada de núleo e outra mais externa e menos densa denominadade halo. Essa separação de fases já é onheida na literatura mas quantitativamentenenhum trabalho foi desenvolvido apaz de modelar estas estruturas [112℄.Um outro omportamento notável nos sistemas om interações de longo alane estárelaionado om o fato de que quando o sistema relaxa para o estado estaionário ele passaa se omportar de maneira regular. Isso para um sistema om muitos graus de liberdadevai de enontro om as teorias baseadas no aos hamiltoniano nas quais um sistema perdea sua integrabilidade à medida que aumenta em dimensão (graus de liberdade) [113, 114,107℄. Ainda assim podemos justi�ar esse omportamento haja visto que por ser desritopela equação de Vlasov [98, 103℄ em detrimento da de Boltzmann [100℄ as partíulas nosistema iinteragem fortemente om um potenial de ampo médio oriundo de todas outraspartíulas do sistema [98, 115℄ e omo o sistema se omporta omo um ��uido� é razoávelque apresente tal omportamento.Com base no onheimento dos proessos físios no proesso de relaxação propomos



22 CAPÍTULO 2. MODELAGEM DO PROBLEMAque a estrutura do estado quase-estaionário seja perfeitamente modelada por uma funçãode distribuição tipo
fch(q,p) = f̄(q,p) = ηΘ(ǫF − ǫ(q,p)) + χΘ(ǫh − ǫ(q,p))Θ(ǫ(q,p)− ǫF ) (2.32)onde ǫF e χ e ǫh parâmetros obtidos de maneira auto-onsistente. Os detalhes de omohega-se nesta aproximação serão expliados a posteriori no deurso da tese pois depen-dem da dinâmia partiular em ada situação. A Eq. 2.32 aponta para uma separaçãode fases que oorre no espaço oerente om os resultados observaionais.2.3 Equação de PoissonA grande vantagem de se determinar a função de distribuição a priori por métodos es-tatístios é que nesse aso determinar o estado estaionário signi�a simplesmente resolvera equação de Poisson [116℄,

∇2
dψ(q) = ACdρ(q) , (2.33)om os vínulos impostos pela dinâmia 2.28, o que reduz de maneira signi�ativa otratamento teório. Na Eq. (2.33) ρ(q) =

∫

f(q,p)dp, Cd = 2πd/2/Γ(1
2
d) e A estáassoiado om as onstantes físias de ada problema em espeí�o.



Capítulo 3Gravitação
Neste apítulo iniiaremos a análise dinâmia e estatístia dos sistemas auto-gravitantes.O objetivo maior é demonstrar os prinipais efeitos dinâmios assoiados ao proessode relaxação e onstruir uma teoria estatístia apaz de desrever o per�s de massa eveloidade após o sistema sofrer um proesso de relaxação não-olisional.A grande motivação para isso é que uma das questões mais fundamentais da astrofísiadiz respeito à distribuição de massa quando um sistema auto-gravitante relaxa para oequilíbrio. Este problema, oloado mais de seis déadas atrás, ainda ontinua em aberto,omo desrevemos na introdução. No ontexto astrofísio, entender esse proesso derelaxação pode lançar luz sobre uma série de intrigantes questões tais omo, qual omeanismo físio responsável pelas regularidades observadas no per�l de luminosidadedas galáxias elíptias bem na distribuição de massa nos halos de matéria esura? Assimulações lássias de Navarro, Frenk e White [80℄ produziram os per�s de densidade dehalos de matéria esura que nenhuma teoria atual é apaz de expliar [7, 56, 67, 9, 44, 97℄.O esopo do problema se estende desde os fundamentos da meânia estatístia à evoluçãodo universo em grande esala [12℄.3.1 Problema em 3DComo o próprio Gibbs notara, o problema da gravitação em 3D é extremamente difíilde soluionar, prinipalmente porque a distribuição se estende até o in�nito e a energiade interação pode olapsar para zero [12, 102, 117℄. O potenial de interação é de�nidopela equação de Poisson (2.33) onde A = GM ou seja,

∇2ψ3D(r) = 4πGM

∫

f(r,v)d3v (3.1)ada partíula no sistema tem massa m =M/N de modo que no limite termodinâmio amassa totalM permanee onstante 1. Assumiremos que o potenial ψ3D(r) tem simetriaradial de modo que as partíulas aqui possam sem perda de generalidade ser representadaspor asas esférias de massam. Obviamente isso onstitui uma aproximação que além deonveniente, pois failita sobremaneira as simulações numérias, torna-se exata no limitetermodinâmio, apêndie A.1Chamamos a atenção para o fato de que nesse aso omo a massa �m� é onstante podemos utilizar�v� ao invés de �p� ontudo, lembramos que estaremos sempre tratando de momentos e não de veloidades.23



24 CAPÍTULO 3. GRAVITAÇ�OPor onvenção mediremos todas as distânias em termos de um omprimento típioarbitrário r0 e as unidades de tempo serão medidas em termos do tempo dinâmio,
τ 3DD =

√

r30
GM

. (3.2)Nessas ondições a equação de Poisson (3.1) reduz-se para
∇2ψ3D(r, t) = 4π

∫

f(r,v, t)d3v . (3.3)Para uma distribuição de massa loalizada na origem ρ(r) = δ(r) a função de Greenque é solução da equação de Poisson é dada simplesmente por,
G3D(r) = 1/r (3.4)o que signi�a que o potenial diverge para pequenas distânias.Um ponto que torna o problema da gravitação em 3D peuliar está ligado exatamenteom o fato de que omo o potenial em 3D não é on�nante algumas partíulas podemganhar energia su�iente para esapar ompletamente do sistema indo para o in�nito.Essa divergênia faz om que não exista equilíbrio termodinâmio para sistemas em 3D.Em um estudo reente [117℄ mostrou-se que no limite termodinâmio o sistema apresentaduas fases bem distintas dependendo da ondição iniial. Em uma delas é bem desritopela teoria da relaxação violenta e em outro aso a fase estaionária tem pelo menosduas populações distintas de partíulas: partíulas que relaxam para formar um núleoentral e partíulas que evaporam ompletamente para o in�nito. Por onta da restriçãoassoiada om o proesso de evaporação no espaço em 3D vamos restringir nossa atençãoiniialmente para o sistema auto-gravitante em dimensões mais baixas.3.2 Problema em 1DAnalisemos iniialmente o problema da relaxação para os sistemas auto-gravitantes emuma dimensão. A esolha do sistema em uma dimensão provou ser muito útil para aompreensão da dinâmia estelar em aglomerados de galáxias bem omo na análise demodelos osmológios [118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125℄. O modelo é onstituídopor N folhas de massa m no plano y−z, livres para se moverem ao longo do eixo x. Parasimpli�ar os álulos suporemos que todas as folhas têm a mesma massa m = M/N ,onde M representa a massa total do sistema, de modo que no limite termodinâmio Mpermanee �nito. Isto equivale à presrição de Ka já anuniada no apítulo introdutórioomo neessária para manter a energia omo uma quantidade extensiva. Rigorosamenteno espaço tridimensional m representa a densidade super�ial de massa do plano e M adensidade total de massa do sistema.Por simpliidade de�nimos variáveis adimensionais reesalando massa, omprimentos,veloidades, o potenial, a densidade de massa e energia om relação a M , L0 (umaesala de omprimento arbitrário), V0 =

√
2πGML0, ψ0 = 2πGML0, ρ0 = M/L0 and
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E0 = MV 2

0 = 2πGM2L0, respetivamente. Todas estas esalas equivalem a tomarmos
G =M = 1 e de�nirmos uma esala de tempo dinâmio

τ 1DD = (4πGρ0)
−1/2. (3.5)Dessa forma as partíulas (folhas) interagem por meio do potenial em 1D que satisfaza equação de Poisson:

∇2ψ1D(x, t) = 2

∫

f(x, v, t)dv , (3.6)É então, fáil demonstrar que uma partíula na origem om uma densidade de massa
ρ(x) = δ(x) ria um potenial de longo alane dado pela função de Green,

G1D(x) = |x| . (3.7)Embora muito mais simples do que a gravitação real em 3D, esse modelo ontém aessênia do problema gravitaional, por dizer, a força de longo alane entre as partíulas.Outro ponto positivo no modelo está relaionado om o fato de que a interação entreas folhas não é singular, o que failita su�ientemente as simulações [126℄, ao mesmotempo que ontém a maior parte dos efeitos ompliados do ponto de vista da ME deequilíbrio já evideniados no apítulo anterior [2℄. Como o potenial de interação é delongo alane, dentro do que já foi disutido no apítulo anterior o sistema passa a serdesrito dinamiamente por meio da equação de Vlasov no limite termodinâmio.Como a equação de Vlasov não tem um atrator global, por dizer, uma distribuiçãoúnia para o estado estaionário, em geral as soluções são obtidas numeriamente pormeio de algoritmos so�stiados que envolvem a resolução da função de distribuição emuma grade, sendo a solução tão preisa quanto menor for o tamanho da grade utilizadapara ada ponto do espaço de fase [104, 105℄. Outras aproximações possíveis, ligadas àlinearização da equação de Vlasov, não tem demonstrado suesso na desrição desses sis-temas [50, 127, 99℄. Por outro lado, sabe-se que resolver a equação de Vlasov é totalmenteequivalente a simular, via leis de Newton, a evolução dinâmia de um sistema N-orposvia dinâmia moleular [103℄. Em partiular, no limite termodinâmio os dois métodosoinidem exatamente. Em todos os modelos tratados nesta tese utilizaremos a dinâmiamoleular para desrever a evolução dinâmia do sistema do modo omo está detalhadano apêndie A.Para um sistema unidimensional o hamiltoniano é simplesmente desrito por
H1D(x, p) =

N
∑

i=1

p2i
2m

+
m2

2

N
∑

i,j

|xi − xj|, (3.8)onde m = 1/N . Esse hamiltoniano juntamente om as equações de Hamilton de�neompletamente a dinâmia [114℄. Portanto, a aeleração em termos adimensionais queuma partíula na posição x sente devido à interação om todas as outras N−1 partíulasé dada simplesmente por,
ẍ = − 1

N

N
∑

i=1

x− xi
|x− xi|

, (3.9)
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ẍ =

N>(x)−N<(x)

N
, (3.10)onde N>(x) e N<(x) representam o número de partíulas à direita e à esquerda da posição

x. Simular o sistema de aordo om (3.10) a prinípio representaria um usto omputa-ional de tempo que esalaria om N2. Contudo, se juntamente na dinâmia arregamosum vetor om os índies de ada partíula e mantemos este vetor ordenado a ada áluloda aeleração, podemos simpli�ar a expressão para,
ẍ =

(N − i)− (i− 1)

N
=
N − 2i+ 1

N
, (3.11)onde i é o índie da partíula na posição x. Perebam que não há nenhuma aproximação aose alular a aeleração dessa maneira; a vantagem é puramente omputaional no sentidoque tornamos as simulações mais e�ientes do ponto de vista do tempo de simulação. Porexemplo, o tempo típio que se leva para ordenar um vetor de tamanhoN varia no máximoom N lnN [128℄.Neste sentido, após um enontro entre duas partíulas, oorre simplesmente a mu-dança de índies e veloidades pois as partíulas são onsideradas indistinguíveis. Comoentre as olisões a aeleração é onstante a simulação é bem simples e as trajetóriaspodem ser obtidas exatamente, ou melhor, na preisão da máquina de omputação. Sim-ulamos numeriamente a evolução dinâmia de um sistema de partíulas que iniialmenteestão distribuídas uniformemente nas posições xi onde xi ∈ [−xm : xm] om veloidades

vi ∈ [−vm : vm] ou seja, de aordo om
f0(x, v) = ηΘ(xm − |x|)Θ(vm − |v|) (3.12)onde η = (4xmvm)

−1.Para efetuar álulo da energia iniial preisamos enontrar o potenial que é soluçãoda equação de Poisson (3.6) quando f(x, v, 0) = f0(x, v) ou seja,
d2

dx2
ψ1D
wb (x) =







1
xm

para |x| ≤ xm

2δ(x) para |x| ≥ xm

(3.13)onde ψ1D
wb (0) = ψ1D

0wb
e ψ′1D

wb (0) = 0. A solução pode ser obtida failmente,
ψ1D
wb (x) =







x2

2xm
+ xm

2
para |x| ≤ xm

|x| para |x| ≥ xm

(3.14)Em seguida utilizando a de�nição da energia total (2.28) determinamos a energia iniialdo sistema,
E0 = v2m/6 + 1/3 . (3.15)onde sem perda de generalidade assumimos que xm = 1.



3.2. PROBLEMA EM 1D 273.2.1 Equilíbrio Termodinâmio: N �nitoSe o sistema tem um número �nito de partíulas porém grande, após um tempo su�ien-temente grande, o sistema deve relaxar para um estado de equilíbrio termodinâmio ondea função de distribuição é dada exatamente pela distribuição de Maxwell-Boltzmann (2.7)sendo que neste aso,
n(x) = e−βω(x) (3.16)onde ω(x) o potenial de força média que deveria inluir os termos de orrelações entre aspartíulas [129℄. Para um sistema gravitaional de massa totalM as orrelações tornam-se desprezíveis à medida em que N se torna grande, dessa forma vamos assumir que

ω(x) ≈ ψ(x). Desta forma substituindo (3.16) em (2.7) e (3.6), obtemos a equação dePoisson-Boltzmann para o sistema na forma adimensional
d2

dx2
ψ1D
eq (x) =

√

8π

β
Ce−βψ

1D
eq (x). (3.17)om as ondições de ontorno onde ψ1D

eq (0) = ψ1D
0eq e ψ′1D

eq (0) = 0. A solução para estaequação é dada simplesmente por
ψ1D
eq (x) = ψ1D

0eq −
2

β
ln[sech(

βx

2
)] (3.18)onde pela equação para a onservação da energia (2.28) enontramos que

β =
1

2E0
(3− 2 ln 2) . (3.19)Desta forma, o problema está totalmente resolvido para o equilíbrio no limite deampo médio (Fig. 3.1) e para omparar om os resultados das simulações numériasde�nimos omo N(x) o número de partíulas entre [x, x+ dx],

N(x) = N

∫

dvfMB(x, v) = N
β

4
sech2(

βx

2
) (3.20)e de maneira similar de�nimos o número de partíulas entre [v, v + dv] por,

N(v) = N

∫

dxfMB(x, v) = N

√

β

2π
e−βv

2/2. (3.21)3.2.2 Limite Termodinâmio: N in�nitoO número ou razão virial para o sistema em 1D é dado simplesmente por R = 2K/Vonde K representa a energia inétia e V a energia potenial, apêndie C. Assim, parauma distribuição iniial uniforme teremos que R0 = v2m. Aontee que no limite em queo número de partíulas é muito grande o sistema deve �ar aprisionado em um estadoquasi-estaionário que depende fortemente da ondição iniial. Para tanto, vamos analisaro sistema em duas situações distintas: uma quando R0 = 1 e outra quando R0 6= 1.
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Figura 3.1 Predição teória da distribuição de Maxwell-Boltzmann para o estado de equilíbriono sistema em uma dimensão (3.20) e (3.21).3.2.2.1 Relaxação ViolentaSe o sistema iniialmente se enontra na ondição virial, ou seja, quandoR0 = 1 onformeo resultados preliminares [83℄ esperamos que o estado estaionário seja desrito pelateoria da relaxação violenta onde a função de distribuição é dada simplesmente pela(2.31). Neste aso podemos obter o potenial ψ(x) para o estado estaionário resolvendoa equação de Poisson (3.6),
d2ψ1D

lb (x)

dx2
= −

√

8π

β
ηLi1/2[−e−β(ψ

1D
lb

(x)−µ)] (3.22)om ondições de ontorno dadas por ψ1D
lb (0) = ψ1D

0lb
e ψ′1D

lb (x = 0) = 0, onde Lin(x)representa a n-ésima função poli-logarítmia de x [130℄.A solução para esta equação pode ser obtida numeriamente pelo menos de duasmaneiras distintas, apêndie B.Comparando a solução numéria om simulações perebemos um bom aordo, o quemostra que na ondição virial o qSS paree orresponder ao previsto pela teoria da re-laxação violenta (Fig. 3.2).Por outro lado, se o sistema iniialmente não satisfaz à ondição virial, ou seja, R0 6= 1o qSS apresenta uma separação de fases onde há predominânia de um núleo entral per-meado por um halo onstituído por partíulas mais energétias, onforme Fig. 3.3. Nesteaso, omo o sistema não obedee iniialmente à ondição virial há um desequilíbrio entrea energia inétia K e potenial V levando o sistema a desenvolver osilações marosópi-as. 3.2.2.2 Equação de EnvelopeCom o objetivo de mensurar essas osilações marosópias de�nimos um tamanho ar-aterístio para o sistema, o raio de envelope do sistema xe ≡ √
3 < x2 >. Derivando xe
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Figura 3.2 Distribuição em posição (a) e veloidade (b) para o sistema iniialmente naondições virial R0 = 1. Os pontos são resultados da simulação dinâmia para o hamiltoni-ano dado por (3.8) e a linha heia o resultado previsto pela teoria da relaxação violenta (2.31).duas vezes om respeito ao tempo enontramos que,
ẍe =

3 < xẍ >

xe
+

3 < ẋ2 >

xe
− 9 < xẋ >2

x3e
. (3.23)Para simpli�ar o primeiro termo, supomos que as osilações da densidade de massasão suaves de modo que a distribuição permanee próxima da distribuição iniial. Nes-sas ondições podemos assumir em primeira aproximação que o potenial osilante doenvelope ψ1D

e (x, t) mantenha o funional dado pela Eq. (3.14) ou seja,
ψ1D
e (x, t) =







x2

2xe(t)
+ xe(t)

2
para |x| ≤ xe(t)

|x| para |x| ≥ xe(t)

(3.24)uma vez que,
fe(x, v, t) = ηeΘ(xe(t)− |x|)Θ(vm − |v|) (3.25)om η1De = [4xe(t)vm]

−1. Por �m enontramos nesse aso que,
〈xẍ〉 = −〈x d

dx
ψ1D
e (x, t)〉

= −
∫

x
d

dx
ψ1D
e (x, t)fe(x, v, t)dxdv

= − 1

2xe(t)

∫ xe(t)

−xe(t)

x2

xe
dx . (3.26)e que portanto,

< xẍ >= −xe(t)
3

. (3.27)
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Figura 3.3 Espaço de fase iniial (a, b) e �nal (t=1000) (, d) deN = 104 partíulas distribuídasiniialmente om R0 = 1 (a) e R0 = 2, 5 (b). O estado estaionário é notavelmente distinto seo sistema desenvolve ou não osilações. Em partiular nota-se uma separação de fases om aformação de um núleo e o halo.O segundo termo em (3.23) envolve somente valores médios que, para tempos urtos,devem permaneer próximos dos valores iniiais para a distribuição f0,
< ẋ2 >=

1

2vm

∫ vm

−vm

ẋ2dẋ =
v2m
3

(3.28)
< xẋ >=

1

4 xmvm

∫ xm

−xm

xdx

∫ vm

−vm

ẋdẋ = 0Após essas aproximações a equação de envelope reduz-se para,
ẍe(t) =

R0

xe(t)
− 1 , (3.29)onde R0 = 2K0

U0
= v2m. Desta forma se xe(0) = xm = 1 e R0 = 1 então ẍe(t) = 0, e



3.2. PROBLEMA EM 1D 31omprovamos então a premissa de que se o sistema não desenvolve osilações oletivas eleenontra-se na ondição virial e vie-versa.Comparamos então xe om os dados obtidos da dinâmia moleular de N-orpos ondeperebemos um bom aordo, espeialmente para tempos urtos (Fig. 3.4).

Figura 3.4 Evolução do envelope paraR0 = 0, 5. A linha ontínua representa a previsão teóriada (3.29) e os pontos o resultado da simulação de N -orpos.3.2.2.3 Modelo de Partíula TesteNo limite termodinâmio quando as partíulas interagem por forças de longo alane es-peramos que a dinâmia seja dominada por efeitos de ampo médio ao invés de olisõesbinárias. Neste sentido vamos analisar a dinâmia de partíulas teste iniialmente loal-izadas nas posições x0i ∈ [−1, 1] om veloidades v0i ∈ [−vm : vm] om vm =
√R0. Adinâmia dessa partíula obedee a,

ẍ0i (t) =











−x0i (t)

xe(t)
para |x0i (t)| ≤ xe(t)

−sgn[x0i (t)− xe(t)] para |x0i (t)| ≥ xe(t)

(3.30)onde xe(t) é dado por (3.29) e sgn representa a função sinal [131℄.Integramos as equações para 15 partíulas teste usando a mesma metodologia empre-gada na dinâmia de N-orpos. Plotamos as saídas das posições e veloidades de todas aspartíulas quando xe(t) atinge seu valor mínimo (seções de Poinaré). Para isso determi-namos numeriamente o período de osilação do envelope (3.29) e em seguida plotamosas saídas das partíulas teste nesse período.Analisando as seções de Poinaré, veri�amos nos asos onde R0 6= 1 o surgimentode uma ilha de ressonânia (Fig. 3.5) que também pode ser vista para tempos urtosna dinâmia ompleta de N-orpos do sistema (Fig 3.6). Tal ilha de ressonânia está
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Figura 3.5 Seções de Poinaré para R0 ≈ 1 (a) e R0 = 0, 5 (b). Veri�a-se em (a) a formaçãode uma únia ilha de ressonânia enquanto em (b) a formação de duas ilhas de ressonânia.

Figura 3.6 Espaço de fase para um sistema iniialmente om R0 = 0, 5 em t=7 (a) e a seção dePoinaré obtida pela dinâmia de partíulas teste para R0 = 0, 5 (b). Perebe-se que o métododas partíulas teste permite determinar a máxima energia ǫh que uma partíula na dinâmiareal de N -orpos pode obter. Nesse aso em partiular ǫh = |xh| sendo xh a máxima posiçãoatingida pela partíula teste.assoiada om o surgimento da interação tipo onda-partíula no sistema [132, 133, 134℄.Dessa forma uma partíula no sistema real de N-orpos entra em ressonânia om asondas de densidade gerada pelas outras N − 1 partíulas e na ondição ressonante podeganhar energia su�iente para atingir regiões mais energétias no espaço de fase. Taisregiões não poderiam ser atingidas se o sistema estivesse iniialmente na ondição virial.Nesse sentido entendemos que o omportamento não ergódio observado em sistemasom interações de longo alane possa, de alguma maneira, estar relaionado om o surg-imento da interação tipo onda-partíula no sistema. A desrição dessa interação paratempos urtos pode ser failmente identi�ada na equação de envelope (3.29). É evidenteque a equação de envelope não orresponde a uma boa aproximação para tempos longosonde efeitos não lineares passam a ser relevantes. Nesse sentindo torna-se fundamental



3.2. PROBLEMA EM 1D 33o onheimento da função ompleta de distribuição. A informação relevante que on-seguimos obter om a dinâmia das partíulas teste está relaionada prinipalmente oma determinação das órbitas mais energétias do espaço de fase e portanto a maior energiaque uma partíula pode reeber, energia do halo ǫh.3.2.2.4 Distribuição Núleo-HaloO teorema de Jeans estabelee que,�Qualquer solução estaionária da equação de Vlasov depende das oordenadasdo espaço de fase através de integrais de movimento do potenial dado, equalquer função das integrais de movimento produz uma solução estaionáriada equação de Vlasov� [93℄.Assim, qualquer função de energia é uma solução para a equação de Vlasov. Em par-tiular, a distribuição de Maxwell-Boltzmann (MB) é também uma solução estaionáriada equação de Vlasov. No entanto, é importante lembrar que MB não onstitui um atra-tor global na dinâmia de Vlasov � nesse sentido uma distribuição iniial arbitrária departíulas não preisa neessariamente onvergir para a distribuição MB, omo aonteepara os sistemas ontrolados por forças de urto alane.Tendo por base as propriedades da equação de Vlasov no espaço de fase vamos prou-rar forneer um possível Ansatz para a distribuição do estado estaionário. Se a funçãode distribuição se omporta omo um �uido inompressível isto signi�a que a densidadeno espaço de fase não pode exeder em nenhum instante o valor iniial f0, f(x, v, t) ≤ η.Diferente do que oorre no problema em 3D aqui as partíulas não podem esapar para oin�nito. Antes, pela dinâmia das partíulas teste sabemos que partíulas que entram emressonânia no sistema podem esapar da parte entral do sistema por ganhar grandesquantidades de energia. Essas partíulas atingem regiões mais energétias do espaço defase �ando aprisionadas em ilhas de ressonânia. Assumimos portanto que as partíulaspermaneem aprisionadas no espaço de fase formando um tênue halo.Por outro lado, omo a dinâmia do sistema é onservativa, a energia retirada pelaspartíulas ressonantes aaba por resfriar o núleo entral até um mínimo de energia. Talmínimo de energia não pode ser um mínimo do potenial pois nesse aso a densidade noespaço de fase exederia o valor iniial. Esse proesso de esfriamento aontee ao mesmotempo em que as osilações do envelope xe(t) são amorteidas pela ejeção de partíulaspara o halo, proesso similar ao amorteimento de Landau [107, 108℄. Dessa maneira,quando o núleo atinge um mínimo na energia livre 2 as osilações devem saturar e osistema atinge o estado estaionário, qSS. Dessa maneira, propomos uma aproximaçãopara a função de distribuição no qSS.De maneira similar ao que aontee om um gás de Fermi ompletamente degeneradoou seja, em T = 0 para férmions em equilíbrio, o núleo deve ser bem desrito por uma2O sentido de energia livre nesse ponto não deve ser onfundido om a energia livre no sentidotermodinâmio.



34 CAPÍTULO 3. GRAVITAÇ�Odistribuição do tipo Fermi-Dira om temperatura T = 0 ou seja
f̄nucleo (r,v) = ηΘ (ǫF − ǫ(r,v)) (3.31)onde η representa a densidade iniial e ǫF a energia de Fermi do sistema. Por outro ladoassumimos que o halo deva ser � em primeira aproximação� uniformemente populado eque portanto a distribuição para o halo seja,

f̄halo (r,v) = χΘ(ǫ(r,v)− ǫF )Θ(ǫh − ǫ(r,v)) , (3.32)onde χ a degeneresênia do halo.Essa é portanto a motivação físia que nos leva a propor a distribuição tipo núleohalo desrita em (2.32), e que, portanto, permite-nos determinar totalmente o qSS sim-plesmente resolvendo a equação de Poisson para o sistema. Nesse aso,
d2ψ1D

ch

dx2
= 2

√
2























(η − χ)
√

ǫF − ψ1D
ch + χ

√

ǫh − ψ1D
ch para ψ1D

ch ≤ ǫF ,

χ
√

ǫh − ψ1D
ch para ǫF ≤ ψ1D

ch ≤ ǫh ,

0 para ψ1D
ch ≥ ǫh ,

(3.33)om ondições de ontornos dadas por ψ1D
ch (0) = ψ1D

0ch
e ψ′1D

ch (0) = 0. Os parâmetros
χ e ǫF , por sua vez, são determinados de maneira auto-onsistente através da soluçãonuméria de (3.33) om os vínulos para onservação de energia e número de partíulas(2.28).Comparamos o número de partíulas (3.20 e 3.21) obtidos pela solução (3.33) para adistribuição núleo-halo (2.32) om os dados da simulação numéria (Fig. 3.7). Perebe-mos um bom aordo entre a teoria e simulação notando que nenhum parâmetro de ajustefoi utilizado. O qSS é ompletamente distinto do estado de equilíbrio sendo inlusive adistribuição em veloidades diferente da distribuição (MB). O qSS permanee por umtempo τx = τ 1DD Nγ , onde γ ≥ 1. Ainda não veri�amos numeriamente omo oorre essadivergênia mas alguns resultados teórios reentes apontam que γ = 2 [135, 136℄.
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Figura 3.7 Distribuições �nais em posição (a) e veloidade (b), para distribuição iniial dotipo (water-bag) om R0 = 0, 5, em t=1000 τD e () e (d) são as distribuições �nais para oaso em que R0 = 2, 5. As linhas pontilhadas representam as distribuições iniiais, os pontosos resultados das simulações de N -orpos e, a linha heia representa o resultado previsto pelateoria (2.32). 3.3 Problema em 2DAnalisemos agora o problema da relaxação em duas dimensões. Nesse aso, o sistemaonsiste em N partíulas om a massa totalM em um espaço bidimensional [11, 137, 12,94, 96℄. De maneira similar ao que �zemos no aso anterior distribuímos em t = 0 todasas partíulas uniformemente no espaço de fase e depois deixamos que o sistema relaxedinamiamente para o estado �nal. Nesse modelo ada uma das N partíulas tem massa
m =M/N e, de maneira similar ao que oorre om o sistema em 1D, é onveniente de�nirvariáveis adimensionais reesalando, omprimentos, veloidade, o potenial e a energiaom relação a L0 (uma esala de omprimento arbitrário), V0 =

√
2GM , ψ0 = 2GM e

E0 =MV 2
0 = 2GM2, respetivamente, onde G representa a onstante gravitaional. Essereesalonamento equivale a onsideramos M = G = 1, e portanto m = 1/N , e de�nirmos



36 CAPÍTULO 3. GRAVITAÇ�Oum tempo dinâmio,
τ 2DD = L0/

√
2GM . (3.34)No espaço tridimensional o sistema orresponde a linhas om densidade de massa m.O nosso objetivo é igualmente o de alular a função de distribuição de uma partíula

f(r, v) após o estado estaionário ser atingido através de um proesso de relaxação. Vamosrestringir nossa atenção para os sistemas azimutalmente simétrios. Neste aso o potenialgravitaional deve satisfazer a equação de Poisson que na forma adimensional é dadasimplesmente por,
∇2ψ2D(r, t) = 2π

∫

f(r,v; t)d2v (3.35)Para uma partíula loalizada na origem,
ρ(r) = δ(r) , (3.36)a solução de Green para (3.35) é dada simplesmente por
G(r) = ln |r| (3.37)Como onsideramos um sistema om simetria azimutal é fáil ver que omo o potenial nãodepende do ângulo os momentos pθi = mr2i θ̇i são onstantes. Dessa forma o hamiltonianopode ser esrito omo,

H2D(ri, θi, pri, pθi) =

N
∑

i=1

p2ri
2m

+
p2θi

2mr2i
+
m2

2

N
∑

i,j

ln |ri − rj | (3.38)onde assumimos que m = 1/N .Por esse hamiltoniano a aeleração que uma partíula i no sistema sente devido àinteração om as outras N − 1 partíulas é dada simplesmente por,
r̈i =

l2θi
r3i

− 1

N

N
∑

j=1

1

|ri − rj|
(3.39)onde lθi = (r2θ̇)i. Como estamos interessados em analisar o estado estaionário gostaríamosde evitar os efeitos olisivos. Para isso, é fáil veri�ar que no limite em que o númerode partíulas é muito grande a potenial de interação pode ser alulado utilizando asimetria do sistema, que será melhor disutido no apêndie A. Nessa aproximação aspartíulas orrespondem a asas ilíndrias om densidade linear de massa m = 1/Nonde uma partíula na posição ri sente um potenial de interação devido à soma dasmassas meff das partíulas om raio rj < ri. Ou seja, o hamiltoniano efetivo do sistema

H2D
eff passa a ser dado simplesmente por,

H2D
eff (ri, θi, pri, pθi) =

N
∑

i=1

p2ri
2m

+
p2θi

2mr2i
+meff (ri).m ln ri (3.40)

meff(ri) =
1

N

N
∑

j=1

Θ(ri − rj) (3.41)



3.3. PROBLEMA EM 2D 37Dessa maneira, a aeleração efetiva r̈eff(ri) sentida pela partíula na posição ri é dadasimplesmente por,
r̈eff(ri) =

l2θi
r3i

− meff (ri)

ri
(3.42)Outra grande vantagem deste método está ligada ao fato de que o tempo de simulaçãovai depender exlusivamente do tempo de ordenamento de um vetor de tamanho N ,onforme já disutido no apítulo anterior [128℄.Como a dinâmia relevante aontee no subespaço (r, pr) do espaço de fase ompleto dosistema distribuímosN partíulas aleatoriamente no espaço de on�gurações nas posições

ri ∈ [0, rm] om veloidades vi ∈ [0, vm], onde vi = √

v2ri + (riθ̇i)2. Essa distribuição iniialé uniforme, ou seja,
f0(rm, vm) = ηΘ(rm − r)Θ(vm − v) (3.43)onde η = (π2r2mv

2
m)

−1.O potenial ψ2D
wb assoiado om essa distribuição iniial pode ser obtido simplesmentepela equação de Poisson (3.35),
d2ψ2D

wb (r)

dr2
+

1

r

dψ2D
wb (r)

dr
=







2/r2m para r ≤ rm

2πδ(r) para r > rm

(3.44)om ontornos dados ψ2D
wb (0) = ψ2D

0wb
e ψ′2D

wb (0) = 0. A solução pode ser obtida failmente,
ψ2D
wb (r) =







r2−r2m
2r2m

+ ln(rm) para r ≤ rm

ln(r) para r ≥ rm

(3.45)Em seguida utilizando a de�nição da energia total em termos da função de distribuição(2.28) determinamos a energia iniial do sistema,
E0 = v2m/4− 1/8 , (3.46)onde sem perda de generalidade assumimos que rm = 1.3.3.1 Equilíbrio Termodinâmio: N �nitoComo disutimos na introdução da tese, se o sistema tem um número �nito de partíulas,após um tempo su�ientemente grande τ×(N), ele deve relaxar para o equilíbrio ter-modinâmio om a distribuição de Maxwell-Boltzmann (MB) (2.7). Resolver o problemasigni�a enontrar o potenial ψ2D

eq que obedee à equação de Poisson,
d2ψ2D

eq (r)

dr2
+

1

r

dψ2D
eq (r)

dr
=

4π2C

β
e−βψ

2D
eq (r) (3.47)



38 CAPÍTULO 3. GRAVITAÇ�Oonde C é uma onstante de normalização, β = 1/T é o multipliador de Lagrange usadopara onservar a energia total.A solução para esta equação é [8, 138℄
ψ2D
eq (r) =

2

β
ln

(

λ2 +
π2C

2λ2
r2
)

. (3.48)Para valores grandes de r o potenial deve reser omo
lim
r→∞

[ψ2D(r)− ln(r)] = 0 , (3.49)isso requer que β = 4 e λ2 = π2C/2. Com estes valores, a função de distribuição (2.7)automatiamente satisfaz os vínulos de onservação de energia e número de partíu-las (2.28).Tomando-se a integral da energia em (2.28) om ψ(r) dado por (3.48), obtemos que
λ2 = e2(2E0−1) . (3.50)de�nindo assim a solução de equilíbrio termodinâmio para o sistema no limite de Ngrande porém �nito, ou seja, na aproximação de ampo médio. O passo seguinte nasolução do problema está naturalmente na omparação da solução analítia om os resul-tados da dinâmia moleular de N-orpos (apêndie A).Para omparar os resultados numérios om a solução analítia omputamos a densi-dade de número de partíula entre [r, r + dr]

N(r) = 2πNr

∫

d2vfMB(r,v) =
2Nλ2r

(λ2 + r2)2
(3.51)e a densidade de número de partíulas om veloidades entre [v, v + dv],

N(v) = 2πNv

∫

d2rfMB(r,v) = 4Nve−2v2 . (3.52)A Fig. 3.8 mostra um bom aordo na omparação entre a teoria e a simulação;ontudo é importante salientar que o tempo de simulação numéria até o sistema atingir oequilíbrio termodinâmio foi da ordem de ummilhão de tempo dinâmios paraN = 10000.Dessa forma, enquanto o sistema não atinge o tempo de passagem para o equilíbrio τ×(N),ele permanee aprisionado em estados quasi-estaionários onde a função de distribuiçãode uma partíula é em geral bem diferente da distribuição de MB onforme vimos nosistema em uma dimensão.3.3.2 Limite Termodinâmio: N in�nitoVamos analisar, de maneira similar ao que �zemos om o sistema em uma dimensão aevolução dinâmia em duas situações distintas: quando a distribuição iniial obedeeà ondição virial R0 = 1 ou não R0 6= 1. A ondição virial para o sistema em duasdimensões é dada simplesmente por < v2 >= 1/2 no limite termodinâmio, sendo onúmero virial de�nido por R = (2 < v2 >)1/2 (apêndie C).
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Figura 3.8 Distribuição em posição (a) e em veloidade (b) para um sistema om E0 =
−0, 0433673. A linha heia orresponde a predição teória obtida usando a função de distribuição(4.25) e os pontos são resultado da simulação para N = 10000 partíulas.3.3.2.1 Relaxação ViolentaSe o sistema iniialmente obedee à ondição virial, esperamos que da mesma forma omono sistema unidimensional o estado estaionário seja desrito pela função de distribuiçãoda teoria baseada na relaxação violenta (2.31). Neste aso resolver o problema signi�aresolver a equação de Poisson,

d2ψ2D
lb (r)

dr2
+

1

r

dψ2D
lb (r)

dr
=

4π2η

β
ln[1 + e−β(ψ

2D
lb

(r)−µ)] (3.53)om ondição de ontorno ψ2D
lb (0) = ψ2D

0lb
e ψ′2D

lb (0) = 0. Os parâmetros β e µ sãodeterminados de maneira auto onsistente através das equações de vínulo (2.28) e η =
1/(π2v2m) representa a densidade iniial no espaço de fase. A solução dessa equação éobtida numeriamente onforme demonstrado no apêndie B.Uma vez determinados ψ2D

lb (r), β e µ podemos omparar os resultados teórios oma simulação de N-orpos. Para isso, omputamos a densidade de número de partíulaentre [r, r + dr]

N(r) = 2πNr

∫

d2vflb(r,v) =
4Nr

βv2m
ln[1 + e−β(ψ

2D
lb

(r)−µ)] (3.54)e a densidade de número de partíulas om veloidades entre [v, v + dv],
N(v) = 2πNv

∫

d2rflb(r,v) . (3.55)Comparando om as simulações perebemos um exelente aordo entre a teoria e a sim-ulação (Fig. 3.9). Por outro lado se iniialmente a ondição virial não é satisfeita ex-
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Figura 3.9 Distribuição em posição (a) e veloidade (b) para um sistema que satisfaz ini-ialmente à ondição virial. A linha ontínua representa os resultado previsto pela teoria darelaxação violenta (2.31) enquanto que os pontos são resultados da simulação dinâmia para
N = 10000 partíulas no tempo t = 1000.
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Figura 3.10 Distribuição em posição (a) para um sistema auto-gravitante om distribuiçãoiniial próxima da ondição virial, R0 = 0, 91; a linha ontínua representa a previsão teóriada teoria da relaxação violenta Eq. (2.31) enquanto que os pontos são resultados da simulaçãodinâmia de N = 10000 partíulas.atamente perebemos o surgimento de um desvio na auda da distribuição (Fig. 3.10).Supomos que se o sistema se afasta muito da ondição virial há o surgimento de ondas dedensidade no sistema devido ao desequilíbrio entre energia inétia e potenial iniial demodo que a interação dessas ondas om as partíulas resulta em um omportamento nãoergódio para o sistema. Nesse aso algumas partíulas ganham grande quantidade de



3.3. PROBLEMA EM 2D 41energia atingindo assim regiões mais energétias do espaço de fase o que de erta maneiraimpossibilita o proesso de mistura.3.3.2.2 Equação de EnvelopePara analisar esse omportamento, de maneira similar ao que �zemos para o sistema emuma dimensão, de�nimos re(t) = √

2〈r · r〉 omo envelope da distribuição de massa queobviamente varia no tempo para um distribuição não estaionária. Em seguida derivamosduas vezes om relação ao tempo,
r̈e(t) =

2〈r · r̈〉
re(t)

+
2〈ṙ · ṙ〉
re(t)

− 4〈r · ṙ〉2
re3(t)

(3.56)que podemos reesrever omo,
r̈e(t) =

2 < r · r̈ >
re(t)

+
ε2(t)

r3e(t)
(3.57)onde

ε2(t) ≡ 4
(

〈r · r〉〈ṙ · ṙ〉 − 〈r · ṙ〉2
) (3.58)é onheido omo �emitânia� (emittane). A emitânia é um parâmetro importante nafísia de feixes de partíulas arregadas, e está relaionada om a área oupada pelosistema de partíulas no espaço de fase [21℄ e, diferente do aso unidimensional, em 2Do termo 〈r · r̈〉 pode ser simpli�ado utilizando a equação de Poisson (3.35),

〈r · r̈〉 =

∫

r · r̈ fe(r,v, t)d2rd2v

=
1

2π

∫

r · r̈ ∇2ψ2D
e d2r

= −
∫

r2
∂ψ

∂r
∇2ψ2D

e dr

= −
∫

r
∂ψ2D

e

∂r

∂

∂r

(

r
∂ψ2D

e

∂r

)

dr

= −1

2

∫ re(t)

0

dr
∂

∂r

[

(

r
∂ψ2D

e

∂r

)2
] (3.59)Como o gradiente do potenial em re é simplesmente 1/re obtemos que,

〈r · r̈〉 = −1/2 . (3.60)O nosso interesse é analisar o omportamento do sistema próximo à ondição virial, éonveniente esrever a equação de envelope para o sistema em termos do número virialiniial R0. Desta forma, �xamos o valor iniial da emitânia ε2(0) = v2m = R2
0 e obtemosque,

r̈e(t) =
R2

0

r3e(t)
− 1

re(t)
. (3.61)



42 CAPÍTULO 3. GRAVITAÇ�OSe r̈e = 0 o sistema não desenvolve osilações. Por outro lado lembrando que re(0) = 1em t = 0 obtemos que se r̈e = 0 então R0 = 1 o que equivale de fato à ondição virialpara sistema.Similarmente ao que �zemos no aso unidimensional omparamos a solução re om osdados obtidos da dinâmia moleular e perebemos um bom aordo om a simulação de
N-orpos espeialmente para tempos urtos (Fig. 3.11).
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tFigura 3.11 Evolução do envelope de aordo om a aproximação dada pela eq. 3.61 (linhaontínua) e de aordo om a simulação de N -orpos (pontos) para R0 = 1, 05. Perebe-se umbom aordo espeialmente para tempos urtos.
3.3.2.3 Modelo de Partíula TesteSeguindo o mesmo raioínio dado no apítulo anterior, analisemos o omportamento departíulas teste sujeitas a um potenial osilante ψ2D

e que satisfaz à equação de Poisson(3.35) para a função de distribuição fe do envelope do sistema, ou seja,
fe(r, v, t) = η2De Θ(re(t)− r)Θ(vm − v) (3.62)om η2De = [π2re(t)

2v2m]
−1. Desse modo é fáil de ver que,

ψ2D
e (r, t) =







r2(t)−r2e (t)
2re(t)2

para r(t) ≤ re(t)

ln[r(t)] para r(t) ≥ re(t)

(3.63)



3.3. PROBLEMA EM 2D 43o que signi�a que uma partíula teste loalizada na posição r0i om momento angular
p0θi evolui dinamiamente de aordo om,

r̈0i (t)−
l0θi

2

r0i
3
(t)

=











− r0i (t)

r2e(t)
para r0i (t) ≤ re(t)

− 1
r0i (t)

para r0i (t) ≥ re(t)

(3.64)om o vínulo de que re(t) seja simultaneamente solução de (3.61).Integramos as equações para 15 partíulas teste, distribuídas uniformemente om
r0i ∈ [0 : 1] e v0i ∈ [0 : vm] om vm = R0, usando a mesma metodologia empregadana dinâmia de N-orpos. Plotamos as saídas das posições e veloidades de todas aspartíulas quando re(t) atinge seu valor mínimo (seções de Poinaré) de maneira similarao aso em 1D, onforme Fig. 3.12.

Figura 3.12 Seções de Poinaré para os asos em que R0 ≈ 1 (a) e R0 = 0, 95 (b). Veri�a-seem (a) a formação de uma únia ilha de ressonânia enquanto que em (b) a formação de duasilhas de ressonânia.Perebe-se laramente que nas simulações de N-orpos o espaço de fase é ompleta-mente preenhido na região do halo limitada pela máxima energia que um partíula podereeber pela dinâmia de partíulas teste 3.3.2.3.3.3.2.4 Distribuição Núleo-HaloPara avaliar o qSS, substituímos (2.32) na equação de Poisson (3.35) assumindo que adistribuição para o estado quasi estaionário seja também do tipo núleo-halo ( 2.32) ouseja,
∇2ψ2D

ch (r) = 4π2























η(ǫF − ψ2D
ch (r)) + χ(ǫh − ǫF ) para ψ2D

ch (r) < ǫF ,

χ(ǫh − ψ2D
ch (r)) para ǫF ≤ ψ2D

ch (r) ≤ ǫh ,

0 para ψ2D
ch (r) > ǫh .

(3.65)
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Figura 3.13 Seção de Poinaré para partíulas teste em (a) e espaço de fase em t=2000 (b) parao sistema iniialmente om R0 = 0, 9. Através da dinâmia das partíulas teste determinamosa máxima energia ǫh que uma partíula no sistema pode atingir. Nesse aso em partiular,
ǫh = ln(rh) sendo rh a máxima posição atingida pela partíula teste.Como estamos no limite de ampo médio, pela simetria azimutal do problema, podemosreesrever o potenial omo

ψ2D
ch (r) = ψ2D

core(r)Θ (rc − r) + ψ2D
halo(r)Θ(r − rc)Θ(rh − r) + ψ2D

out(r)Θ(r − rh) (3.66)onde de�nimos ψ2D
core para ψ2D

ch < ǫF , ψhalo para ǫF ≤ ψ2D
ch ≤ ǫh, e ψout para ψ2D

ch > ǫh.Mudando as variáveis para r∗ = 2πr
√
η e r∗∗ = 2πr

√
χ, podemos reesrever (3.65) omo

ψ′′
core +

ψ′
core

r∗
+ ψcore = ǫF +

χ

η
(ǫh − ǫF ) , (3.67)

ψ′′
halo +

ψ′
halo

r∗∗
+ ψhalo = ǫh , (3.68)

ψ′′
out +

ψ′
out

r
= 0 . (3.69)A solução para as duas primeiras equações (3.67 e 3.68) pode ser esrita em termos dasfunções de Bessel de primeiro tipo e ordem zero [131℄,

ψcore(r) = ǫF +
χ

η
(ǫh − ǫF ) + C1 J0(r

∗) + C1′ Y0(r
∗) , (3.70)

ψhalo(r) = ǫh + C2 J0(r
∗∗) + C3 Y0(r

∗∗) , (3.71)A última (3.69) representa a equação de Laplae e tem solução simples dada por
ψout(r) = C4 ln r + C4′ , (3.72)onde {Ci} são onstantes de integração.Com a neessidade de regularidade da solução na origem juntamente om o fato deque no limite em que r → ∞ o potenial deve obedeer à ondição dada na Eq.(3.49)



3.3. PROBLEMA EM 2D 45enontramos que C1′ = 0, C4′ = 0 e C4 = 1, respetivamente. O potenial então se reduzpara
ψcore(r) = ǫh + C1[(η/χ− 1)J0(r

∗
c ) + J0(r

∗)] , (3.73)
ψhalo(r) = ǫh + C2 J0(r

∗∗) + C3 Y0(r
∗∗) , (3.74)

ψout(r) = ln (r) , (3.75)onde de�nimos rc de tal forma que ǫF = ψ(rc).As outras ondições a serem satisfeitas pelo potenial são referentes à ontinuidadedo potenial e da sua derivada,






ψcore(rc)− ψhalo(rc) = 0 ,
ψhalo(rh)− ψout(rh) = 0 ,
ψ′
halo(rh)− ψ′

out(rh) = 0 .Resolvendo estas equações enontramos as onstantes C1,2,3 omo funções de (rc, χ) e dosparâmetros (ǫh, η),
C1 =

πχ
(

Y0
(

2πrc
√
χ
)

J0
(

2πrh
√
χ
)

− J0
(

2πrc
√
χ
)

Y0
(

2πrh
√
χ
))

2ηJ0
(

2πrc
√
η
) , (3.76)

C2 = −πY0
(

2πrh
√
χ
)

2
, (3.77)

C3 =
πJ0

(

2πrh
√
χ
)

2
, (3.78)As equações que restam são portanto a da ontinuidade de ψ′2D

ch (r) em rc a da onservaçãoda energia.
{

E(rc, χ)− E0 = 0 ,
ψ′
core(rc) = ψ′

halo(rc) ,
(3.79)onde ′ representa a derivada om relação a r e

E(rc, χ) =
ǫh
2
− π4χ(η − χ)J2 (r

∗
c ) r

2
c [Y0 (r

∗∗
c ) J0 (r

∗∗
h )− J0 (r

∗∗
c ) Y0 (r

∗∗
h )]2

4ηJ0 (r∗c )
. (3.80)Com essas duas equações determinamos rc e χ e portanto determinamos de maneiraúnia a função de distribuição para os asos em que R0 6= 1. Comparando os resultadosteórios om a simulação de dinâmia moleular (Fig. 3.14) enontramos um exelenteaordo entre ambos. 3.3.3 Tempo de RelaxaçãoPor último, exploramos o tempo de vida τ×(N) de um estado estaionário om um número�nito de partíulas. Para isso de�nimos um parâmetro de ruzamento

ζ(t) =
1

N2

∫ ∞

0

[N(r, t)−Nch(r)]
2dr (3.81)



46 CAPÍTULO 3. GRAVITAÇ�Oonde N(r, t) é o número de partíulas dentro de asas loalizadas entre r e r+dr em adainstante da simulação t e Nch(r) = 2πNr
∫

fch (r,v) d
2v onde fch (r,v) é a distribuiçãoestaionária do tipo núleo-halo (2.32). Na Fig. 3.15a plotamos o valor de ζ(t) para osistema om diferentes números de partíulas. Na Fig. 3.15b mostramos que se esalamoso tempo om τ× = Nγτ 2DD , onde γ = 1, 35, todas as urvas aem sobre uma urva universalevideniando a divergênia do tempo de ruzamento no limite termodinâmio.
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Figura 3.14 Distribuição em posição (a) e veloidade (b) para um sistema om R0 = 0, 75.A linha heia orresponde à predição teória obtida usando a função de distribuição núleo-halo (2.32), e os pontos são resultados da dinâmia moleular om N = 10000 partíulas.
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Figura 3.15 (a) ζ(t) para diferentes número de partíulas no sistema. Na região om zoom (a)mostramos o sistema indo para o estado tipo núleo-halo após um tempo t ≈ 2000τ2DD . Quandoo tempo é esalado por τ× todos os dados em (a) aem sobre uma urva universal (b).3.4 Revisitando o Problema em 3DApesar de que nuna o sistema em 3D relaxa para o equilíbrio (MB), o sistema também�a aprisionado em estados quasi-estaionários, onforme evideniado em [117℄. Destaforma, tendo em vista os resultados para os sistemas em uma e duas dimensões, retor-namos ao problema tridimensional. Entendemos que se os meanismos de relaxação sãoos mesmos podemos onstruir uma equação de envelope para o sistema.De�nimos omo raio de envelope re3D =
√

5〈r2〉
3

de modo que derivando duas vezes notempo enontramos,
r̈e3D +

1

r2e3D
− R(t)

r3e3D
= 0, (3.82)sendo,

R(t) = −2K(t)

V (t)
. (3.83)onde K(t) representa a energia inétia e V (t) a energia potenial.Consideremos a dinâmia de 10 partíulas teste distribuídas iniialmente de maneirauniforme nas posições ri3D ∈ [0 : rm] om veloidades vi3D ∈ [0 : vm]

r̈i3D(t)−
lθi3D

2

ri3D
3(t)

=











− ri3D (t)

r3e3D
(t)

para ri3D(t) ≤ re3D(t)

− 1
r2i3D

(t)
para ri3D(t) ≥ re3D(t) ,

(3.84)onde re3D(t) evolui de aordo om (3.82), assumindo-se que R(t) ≈ R(0). Analisando
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Figura 3.16 Seções de Poinaré para os asos em que R0 ≈ 1 (a) e R0 = 0, 97 (b) para o asotridimensional. Veri�a-se em (a) a formação de uma únia ilha de ressonânia enquanto queem (b) a formação de duas ilhas de ressonânia.as seções de Poinaré para o sistema quando R0 = 0, 97, veri�amos a formação deuma segunda ilha de ressonânia, o que signi�a que o meanismo de formação do haloassoiado om as ressonânias na interação onda partíula, é igualmente apliável no aso3D. Dessa maneira, a menos das partíulas que esapam para o in�nito, a distribuiçãopara o qSS deve igualmente ser do tipo (2.32).3.5 ConlusõesAnalisamos o proesso de relaxação para o estado quasi-estaionário e para o equilíbrio emum sistema auto gravitante no limite de ampo médio. A teoria baseada na distribuiçãotipo núleo-halo mostrou-se em todos os asos analisados oerente om os resultadosda simulação de N-orpos. Se o sistema obedee iniialmente à ondição virial então oestado �nal orresponde razoavelmente bem à teoria baseada na relaxação violenta. Otempo de passagem para o equilíbrio foi determinado numeriamente para o sistema em2D, onde mostrou-se um oe�iente γ = 1, 35. Quando no equilíbrio o sistema em 2Dapresenta um omportamento peuliar no que diz respeito ao ontato om reservatóriotérmio. O sistema em 2D mostra que só é estável para uma temperatura do reservatório
TR = 0, 5. Em qualquer outra situação o sistema enontra-se fora do equilíbrio e olapsaou se expande inde�nidamente.As prinipais publiações relativas a este apítulo da tese [139, 140℄ enontram-seanexadas no �nal da tese.



Capítulo 4Plasmas Não-Neutros
Neste apítulo analisaremos o proesso de relaxação em um plasma não-neutro. O termo�não-neutro� é exatamente para hamar a atenção para o fato de que trata-se de plasmasde uma omponente. Essa ondição é fundamental porque no aso de um sistema neutroos efeitos de blindagem no potenial podem tornar as interações entre as partíulas nosistema efetivamente de urto-alane, omo é o aso do potenial de Yukawa [141, 142,21℄.Em detalhes, trataremos de um feixe intenso de partíulas arregadas omo mesmaarga elétria foalizadas por um ampo magnétio externo. A ompreensão da físiaenvolvida no transporte desses tipos de feixes de partíulas arregadas é de importâniafundamental no desenvolvimento de uma nova geração de aeleradores de partíulas egeradores de onda eletromagnétia passíveis de serem utilizados em apliações omo, porexemplo, fusão de íons pesados, físia de altas energias, em omuniação, proessamentode materiais, e tratamentos onológios.Um ponto de extrema importânia nesses proedimentos está ligado ao fato de lançariniialmente um feixe om uma distribuição que já orresponda a um estado de equilíbrioexato. Contudo, as forças de arga espaial tornam virtualmente impossível esse equi-líbrio. Outrossim à medida que as partíulas são transportadas, o feixe naturalmentetenderá a relaxar para um estado estaionário [143, 144℄. Ao longo desse proesso, efeitosomo formação de halo e resimento de emitânia são passíveis de oorrer. Tais efeitossão prejudiiais porque limitam a e�iênia do feixe e podem ser responsáveis pela perdade partíulas no sistema; o que pode resultar em danos na parede de um aelerador.Portanto, modelar de primeiros prinípios o resimento de emitânia e formação de halotransforma-se em um problema de grande relevânia experimental. É laro que, paraestimar tais grandezas é fundamental que se tenha, além de um bom onheimento dosmeanismos que onduzem o feixe ao proesso de relaxação, o onheimento do estadoestaionário atingido pelo feixe.Em geral, vários efeitos são importantes na dinâmia desses sistemas, omo o de-fasamento no envelope (raio rms do feixe) [145, 146, 147, 148, 149℄, movimentos forado eixo de simetria [150, 151, 152, 153℄, não uniformidades na distribuição do feixe[154, 155, 156, 133℄, e força devido ao ondutor em redor [157, 158, 159℄. Entre to-dos esses efeitos, o que tem atraído uma maior de atenção é o defasamento no enve-lope que aredita-se ser a prinipal ausa de resimento e formação de halo. Conformemostraremos no deurso do apítulo este defasamento vai estar intimamente relaionadoom as ondições iniiais longe da ondição virial do sistema, similar ao que oorria paraos sistemas auto-gravitantes. 49



50 CAPÍTULO 4. PLASMAS N�O-NEUTROS4.1 ModeloDetalhadamente, o feixe onsiste em partíulas arregadas interagentes, on�nadas porum ampo magnétio externo Bext(r) = B0ẑ, propagando-se ao longo de uma direçãoaxial ẑ om veloidade de módulo onstante Vb. O feixe tem um raio araterístio rb, eé envolvido por uma parede ilíndria ondutora de raio rw 1.

Figura 4.1 Feixe de partíulas arregadas om raio araterístio rb propagando-se ao longo dadireção longitudinal ẑ om veloidade onstante Vb. As partíulas são on�nadas por um ampomagnétio Bext = B0ẑ sendo o feixe isolado do meio externo através de uma parede ilíndriaondutora loalizada em rw.Supomos que o feixe tem simetria axial e o movimento ao longo da direção ẑ éuniforme. Por isso onsideramos que a dinâmia relevante aontee somente no planotransversal �⊥� 2. Consequentemente, a variável temporal t pode ser substituída pelavariável de posição longitudinal, s, por meio de uma transformação an�nia no hamilto-niano original do sistema, onde s = Vbt e Vb = βbc sendo c a veloidade da luz no váuo,onforme ilustrado na Fig. 4.1.A arga de uma partíula do feixe é dada por Zie sendo Zi o número at�mio dapartíula e e a arga do elétron. Supomos ainda que a veloidade transversal das partíu-las do feixe é muito menor que a veloidade na direção longitudinal e que por isso, adinâmia ao longo do plano transverso pode ser onsiderada não relativístia. Esse on-junto de aproximações restringe o modelo ao tratamento de feixe de partíulas arregadas��nos e intensos� 3, que é exatamente o que prouramos tratar neste apítulo [21℄.Os ampos elétrio Es e magnétio Bs de interação entre as partíulas são determina-dos utilizando-se as equações de Maxwell [21℄. O potenial elétrio é obtido da equação1 O fato da parede ser ondutora implia em uma ondição de ontorno para o potenial elétrio deinteração entre as partíulas do feixe φs(rw) = 0.2A aproximação ∇2 ≈ ∇2
⊥ é onsistente pois no feixe a variação do potenial ao longo dadireção longitudinal é desprezível frente às variações sobre o plano transversal, portanto ao longodesse apítulo sempre que nos referirmos a ∇ estamos representando na realidade ∇⊥.3Estas ondições orrespondem a aproximação paraxial do feixe.
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∇2

⊥φ
s =

1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

φs(r, s) = −4πZienb (4.1)om ondições de ontorno φ(rw) = 0 e φ′(0) = 0, sendo nb a densidade de número departíulas do sistema. O potenial vetor é determinado supondo-se que a orrente devidoao movimento das argas no feixe é ZienbVzb, sendo que a veloidade longitudinal médiado feixe, Vzb(r, s), pode ser aproximada por Vb:
∇2

⊥A
s
z(r, s) = −4πZienbβb. (4.2)Comparando as Eqs. (4.1) e (4.2), perebemos que os poteniais elétrios e magnétiosestão relaionados por
Asz = βbφ

s . (4.3)Dessa forma, resolvendo-se uniamente a Eq. de Poisson (4.1) os ampos que atuam sobreuma dada partíula são ompletamente determinados,
Es = −∇φs(r, s), (4.4)

B = Bext + βb∇φs(r, s) × ẑ . (4.5)Por uma questão de onveniênia [21, 143℄, estudaremos o sistema no referenial deLarmor que gira om relação ao referenial do laboratório om uma veloidade angularonstante ΩL = −ZieB0/2γbmβbc
2 onde βb = Vb/c, γb = (1−β2

b )
−1/2 e m a massa de umapartíula, vide Fig. 4.2.Convenientemente o potenial no feixe é também rede�nido para

ψb(r, s) =
(

Zie/γ
3
bmβ

2
b c

2
)

φs(r, s) , (4.6)que passa a ser uma grandeza adimensional. Nesse referenial, a foalização devido aoampo magnétio, Bext, tem somente omponente radial.A mudança para o referenial de Larmor é feita através de uma mudança nas oorde-nadas (r, θ) → (r′, θ′) om
r′ = r,

θ′ = θ − ΩL s, (4.7)onforme representado na Fig. 4.2.Com isso, a evolução da função de distribuição f(r,v, s) do sistema é dada pelasequações de Vlasov e Poisson [21℄.
∂f

∂s
+ v · ∇f +

[

−κ2zr−∇ψb(r)
]

· ∇vf = 0, (4.8)
∇2ψb(r) = −2πK

∫

f dv, (4.9)
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Figura 4.2 Mudança de refereniais: “O” representa o referenial do laboratório enquanto “O′”o referenial de Larmor.sendo n(r, s) =
∫

f dv o per�l de densidade do feixe, κz = ZieB0/2γbβbmc
2 = |ΩL| éo avanço de fase de váuo por unidade de omprimento axial, que determina a força doampo de foalização, K = 2Z2

i e
2Nb/γ

3
bβ

2
bmc

2 é onheido omo perveânia (perveane) erepresenta basiamente uma medida da intensidade do feixe. O número de partíulas porunidade de omprimento axial Nb é onstante, r é o vetor posição no plano transversal,e v ≡ dr/ds.Tendo em vista a simetria axial do ampo foalizador externo, assumimos que adistribuição do feixe não tem dependênia angular θ, de modo que f = f(r, vr; vθ; s),onde a veloidade angular vθ é uma onstante de movimento para as partíulas de feixe.Como um dos omportamentos que gostaríamos de analisar ao �m do apítulo é ex-atamente o resimento de emitânia de um feixe de partíulas arregadas, tornaremosadimensionais as distânias e veloidades dividindo-as por √

ε0/κz e √
ε0κz respetiva-mente. Isto signi�a que doravante as distânias e veloidades serão grandezas adimen-sionais e a perveânia do feixe bem omo a energia do sistema serão reesaladas por κz e

K∗ = K/ε0κz respetivamente 4.A função de Green para a equação de Poisson em duas dimensões (4.9) é dada sim-plesmente por,
Gb(r) = − ln r/rw (4.10)onde rw é o raio da parede ondutora ao redor do feixe. O sistema é representado por Nblinhas ao longo do eixo z om massa unitária e densidade de arga efetiva q = √

K∗

Nb
. O4Assumiremos que m = 1 e por onta disto doravante utilizaremos vi para representar o momento pi.



4.2. EQUAÇ�O DE ENVELOPE 53hamiltoniano é dado simplesmente por,
Hb(ri, θi, pri, pθi) =

Nb
∑

i=1

p2ri
2

+
p2θi
2r2i

− q2

2

Nb
∑

j=1

ln
|ri − rj |
rw

+
r2i
2

(4.11)onde q inlui os efeitos dos ampos elétrios Es e magnétios Bs e o último termo repre-senta a interação om o ampo magnétio externo.A aeleração que uma partíula i no sistema sente devido à interação om as outras
N − 1 partíulas é dada simplesmente por,

r̈i =
p2θi
r3i

+
K∗

Nb

Nb
∑

j=1

1

|ri − rj|
− ri . (4.12)Utilizando o mesmo argumento apresentado para o sistema auto-gravitante em duasdimensões, realizamos na prátia a simulação de asas ilíndrias de massa unitária omdensidade de arga q. Dessa maneira uma asa loalizada na posição ri interage omtodas as outras neff asas om raio r < ri,

r̈eff(ri) =
p2θi
r3i

+
K∗

Nb

neff (ri)

ri
− ri , (4.13)

neff(ri) =

Nb
∑

j=1

Θ(ri − rj) . (4.14)Desta forma o hamiltoniano efetivo utilizado na simulação equivale a
Hb
eff(ri, θi, pri, pθi) =

Nb
∑

i=1

p2ri
2

+
p2θi
2r2i

− K∗

Nb
neff(ri) ln(

ri
rw

) +
r2i
2

(4.15)4.2 Equação de EnvelopeDe maneira similar ao aso da gravitação em duas dimensões, de�nimos omo envelopedo feixe a grandeza rb ≡ [2〈r2〉]1/2 que derivando duas vezes om relação a s nos onduzà equação de envelope do feixë
rb + rb −

K∗

rb
− (ε(t)/ε0)

2

r3b
= 0, (4.16)sendo ε(t) a emitânia do feixe 3.58 e ε0 = ε(0).Como a derivação do teorema virial (apêndie C) é para sistemas não on�nados,utilizaremos a equação de envelope para de�nir uma ondição virial generalizada para osistema, haja visto que nos asos anteriores sempre que r̈b = 0 reaíamos na ondição



54 CAPÍTULO 4. PLASMAS N�O-NEUTROSvirial. Fazendo isso, enontramos o raio virial do sistema r∗b , também onheido omoraio de feixe asado,
r∗b (t) =







K∗

2
+

[

K∗2

4
+

(

ε(t)

ε0

)2
]1/2







1/2

. (4.17)Isto signi�a que se o feixe iniialmente for lançado om um raio rb = r∗b ele permaneesem desenvolver osilações e por onsequênia, não desenvolve resimento de emitânia.Contudo é pratiamente impossível lançar um feixe om raio iniial exatamente no equi-líbrio. Dessa forma de�nimos um parâmetro que vai medir o quão distante um feixeenontra-se da ondição virial,
µ(t) ≡ rb(t)/r

∗
b (t) , (4.18)esse parâmetro vai representar uma espéie de número virial generalizado para o feixe.4.3 Condições IniiaisDiferentemente dos sistemas auto-gravitantes em que somente o número virial era im-portante para a dinâmia, nesse aso temos dois parâmetros iniiais, o que é razoávelhaja visto que temos dois poteniais intrinseamente distintos: um interno relaionadoom a auto interação entre as partíulas e outro externo relaionado om o ampo foal-izador. Podemos, portanto, iniialmente determinar (K, κz) ou (K∗, µ0), onde µ0 = µ(0).Adotaremos esse último pois estamos interessados em analisar prinipalmente o resi-mento de emitânia do feixe em termos do desasamento iniial, além, obviamente, da dis-tribuição para o estado estaionário. Distribuímos iniialmente Nb partíulas de maneirauniforme no espaço de fase nas posições ri ∈ [0, rm] om veloidades vi ∈ [0, vm],

f0(rm, vm) = ηΘ(rm − r)Θ(vm − v) (4.19)de modo a manter a área no espaço de fase iniial sempre onstante (Fig. 4.3). Por isso,sem perda de generalidade adotaremos,
vm = 1/rm , (4.20)onde rm = rb(0). Dessa maneira o potenial ψbwb assoiado om a distribuição iniial(4.19) pode ser obtido resolvendo-se a equação de Poisson (4.9),

d2ψbwb(r)

dr2
+

1

r

dψbwb(r)

dr
=







−2K∗/r2m para r ≤ rm

−2K∗πδ(r) para rm < r ≤ rm ,
(4.21)om ontornos dados por ψbwb(rw) = 0 e ψ′b

wb(0) = 0. A solução é simples e dada por,
ψbwb(r) =











−K∗
[

(r2−r2m)
2r2m

+ ln(rm/rw)
] para r ≤ rm ,

−K∗ ln(r/rw) para rm ≤ r ≤ rw ,

(4.22)
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Figura 4.3 (a) Distribuição iniial no espaço de fase omo normalização η = π−2.Em seguida, utilizando a de�nição da energia total em termos da função de distribuição (2.28)determinamos a energia iniial do sistema,
E0(K∗, rw;µ0) =

v2m
4

+
r2m
4

+
K∗

8
− K∗

2
ln(

rm
rw

) , (4.23)sendo rm e vm de�nidos pelas Eqs.(4.20) e (4.18) respetivamente 5.4.4 Equilíbrio Termodinâmio: Nb FinitoSe o sistema tem um número �nito de partíulas, após um tempo su�ientemente grande
τ×(N), ele deve relaxar para o equilíbrio termodinâmio desrito pela distribuição deMaxwell-Boltzmann (2.7) onde,

n(r) = e
−β

[

ω(r)+ r2

2

] (4.24)e ω(r) é o potenial de força média [129℄. As orrelações entre as partíulas devem desa-pareer à medida que o número de partíulas Nb aumenta, o que signi�a que poderemosaproximar ω(r) ≈ ψp(r).Nestas ondições, resolver o problema signi�a enontrar de maneira auto onsistenteo potenial ψbeq solução da equação de Poisson-Boltzmann,
d2ψbeq(r)

dr2
+

1

r

dψbeq(r)

dr
= −4π2K∗C

β
e
−β

[

ψb
eq(r)+

r2

2

] (4.25)om ontornos dados por ψbeq(rw) = 0 e ψ′b
eq(0) = 0 sendo C uma onstante de normaliza-ção e β = 1/T o multipliador de Lagrange assoiado à onservação da energia total. Por5Se a distribuição iniial não for uniforme a dependênia funional entre vm e rm muda, haja vistoque a ondição iniial é a de que ε0 = 1.



56 CAPÍTULO 4. PLASMAS N�O-NEUTROSonta do ampo externo a solução para a equação de Poisson (4.25) só pode ser obtidaatravés de integração numéria (apêndie B) juntamente om as equações de onservaçãodo número de partíulas e energia total (2.28).Para omparar a solução obtida om os resultados da simulação de�nimos o númerode partíula entre [r, r + dr] omo,
N(r) = 2πNbr

∫

d2vfMB(r,v) (4.26)e o número de partíulas om veloidades entre [v, v + dv],
N(v) = 2πNbv

∫

d2rfMB(r,v) (4.27)que também são omputados numeriamente (Fig. 4.4).
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Figura 4.4 Distribuição em posição (a) e veloidade (b) para um sistema om E0 = 1, 597.A linha heia orresponde à predição teória obtida usando a função de distribuição (MB) naequação de Poisson (4.25) e os pontos são resultado da simulação para N = 1000 partíulasevoluindo no tempo segundo o hamiltoniano (4.11). Utilizamos nesse aso um integrador sim-plétio de quarta ordem om passo de tempo onstante de 10−2 [160℄.4.5 Limite Termodinâmio: Nb In�nitoConsideremos agora o sistema no limite termodinâmio e analisemos a situação onde osistema é iniialmente distribuído de aordo om a ondição virial generalizada (4.17), ouseja, µ0 = 1. 4.5.1 Relaxação ViolentaQuando o sistema está iniialmente na ondição virial esperamos que a distribuição doestado estaionário seja bem desrita pela teoria da relaxação violenta. Nessas ondições,



4.5. LIMITE TERMODINÂMICO: NB INFINITO 57a solução ompleta para o problema deve ser dada pela solução da equação de Poisson(4.9) om a função de distribuição (2.31), ou seja
d2ψblb(r)

dr2
+

1

r

dψblb(r)

dr
= −4K∗

β
ln

[

1 + e
−β

[

ψb
lb
(r)+ r2

2
−α

]

] (4.28)sendo α e β os multipliadores de Lagrange obtidos das equações de onservação (2.28).A solução para esta equação pode ser obtida numeriamente (apêndie B).De�nimos o número de partíulas entre [r, r + dr]

N(r) = 2πNbr

∫

d2vflb(r,v) (4.29)e número de partíulas om veloidades entre [v, v + dv],
N(v) = 2πNbv

∫

d2rflb(r,v) (4.30)que também são omputados numeriamente (Fig. 4.5).
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Figura 4.5 Densidade de número de partíulas em posição (a) e veloidade (b) para umsistema na ondição virial µ0 = 1 onde K∗ = 1 e rw = 4. A linha heia orresponde à prediçãoteória obtida usando a função de distribuição oriunda da teoria da relaxação violenta (2.31) eos pontos são resultado da simulação para Nb = 50000 partíulas evoluindo no tempo segundoo hamiltoniano (4.15). Utilizamos nesse aso o integrador tipo Runge-Kutta de quinta ordemom preisão �xa de modo a garantir um erro relativo na energia menor que 10−8 [161℄.4.5.2 Modelo de Partíula TesteSe o sistema enontra-se fora da ondição virial (µ0 6= 1) esperamos um omportamentoosilante no envelope do sistema (4.16). Essa osilação deve impliar na existênia de on-das de densidade no sistema. Para avaliar esse omportamento vamos analisar a dinâmiade uma partíula teste na presença de um potenial osilante ψpe(rb(t)). Consideremos a



58 CAPÍTULO 4. PLASMAS N�O-NEUTROSdinâmia de 15 partíulas teste distribuídas iniialmente de maneira uniforme nas posições
rpi ∈ [0 : rm] om veloidades vpi ∈ [0 : vm],

r̈pi (t)−
ppθi

2

rpi
3(t)

+ ri =











K∗ r
p
i (t)

r2
b
(t)

para rpi (t) ≤ rb(t)

K∗ 1
rpi (t)

para rpi (t) ≥ rb(t) ,

(4.31)onde rb(t) evolui de aordo om (4.16), assumindo-se que ε(t) ≈ ε0 (Fig. 4.6).Comparando o resultado da dinâmia das partíulas teste om a dinâmia deN-orposdeterminamos a máxima posição rh atingida por uma partíula no sistema. Experimen-talmente, em feixes om grande distribuição de arga espaial a máxima posição é bemaproximada pela relação rh = 2r∗b (1 + ln(µ0)) [149℄.
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Figura 4.6 Seção de Poinaré para partíulas teste (a) e (b) espaço de fase na simulação de
N -orpos (4.15) em t = 200 para uma distribuição iniial om µ0 = 1, 5 e K∗ = 1. O métododas partíulas teste permite determinar a máxima posição atingida no espaço de fase por umapartíula na dinâmia ompleta de N -orpos, rh, e por onsequênia o álulo da máxima energia
ǫh que uma partíula pode atingir. Nesse aso ǫh =

r2
h

2 − ln( rhrw ).4.5.3 Distribuição Núleo-HaloPropomos que para feixes desasados, ou seja, onde µ0 6= 1, a função de distribuição parao qSS seja do tipo núleo-halo (2.32) que por uma questão de simpliidade será reesritada seguinte maneira,
fp(r,v) =

1

π2
[Θ(ǫF − ǫ) + χΘ(ǫh − ǫ)Θ(ǫ− ǫF )] . (4.32)Adiionalmente dividimos o espaço em três regiões distintas, I, II, e III (Fig. 4.7), queorrespondem respetivamente a r < rc, rc < r < rh, e rh < r < rw, proedimento similarao da Eq. (3.66). De�nimos também,
n(r) =

∫

fp(r,v)d
2v (4.33)



4.5. LIMITE TERMODINÂMICO: NB INFINITO 59

0 rc rh
r

v

I II III

rwFigura 4.7 Regiões no espaço de fase utilizadas na resolução da Eq. (4.9).de modo que nas três diferentes regiões teremos,
nI(r) =

2

π
[ǫF + χ(ǫh − ǫF )− VI(r)] , (4.34)

nII(r) =
2χ

π
[ǫh − VII(r)] , (4.35)e nIII(r) = 0, onde Vi(r) ≡ ψchi(r) + r2/2, i = I, II, III é o potenial total que levaem onta tanto os efeitos da interação entre as partíulas omo a ontribuição do ampoexterno. Os parâmetros rc e rh podem ser determinados pelas ondições de que V (rc) = ǫFe V (rh) = ǫh. Tanto ψchi(r) omo Vi(r) e as respetivas primeiras derivadas devem serontínuas em r = rc e r = rh. Esses resultados juntamente om a equação de Poisson(4.9) forneem um onjunto fehado de equações para o potenial nas diferentes regiões.4.5.4 Conservação da NormaVamos simultaneamente resolver a equação de Poisson e já apliar o vínulo de onser-vação da norma. Iniiaremos a solução pela região III que é livre de argas e portantoo potenial deve ter solução do tipo ψchIII(r) = D ln r + E. As onstantes D e E po-dem ser failmente determinadas pela imposição de que o potenial deve ser nulo em rw,

ψch(rw) = 0, e que por simetria o potenial na região III equivale ao potenial geradopor uma distribuição de argas totalmente onentrada em r = 0,
ψchIII(r) = −K∗ ln(r/rw) . (4.36)Substituindo nII , Eq. (4.35), e ψchII = VII(r)− r2/2 em (4.9) obtemos uma equaçãode Bessel inomogênea e modi�ada para o potenial total na região II, uja solução geralé

VII(r) = BI0(αhr) + CK0(αhr) + ∆, (4.37)



60 CAPÍTULO 4. PLASMAS N�O-NEUTROSonde Im e Km são as funções de Bessel modi�adas de ordem m, αh = 2(χK∗)1/2, e
∆ =

1

2α2
h

(

α2
hr

2
h − 4

)

+K∗ ln

(

rw
rh

)

. (4.38)As ontantes B e C podem ser determinadas pela ontinuidade do potenial total e darespetiva primeira derivada em r = rh levando para
B =

2rh
αh

K1(αhrh)− (K∗ − r2h)K0(αhrh), (4.39)
C =

2rh
αh

I1(αhrh) + (K∗ − r2h) I0(αhrh). (4.40)Substituindo nI , Eq. (4.34), e ψchI = VI(r) − r2/2 na Eq. (4.9) obtemos novamenteuma equação inomogênea de Bessel modi�ada, uja solução é,
VI(r) = AI0(αcr) +

A

χ
(1− χ)I0(αcrc) + ∆, (4.41)onde αc = 2K∗1/2, ∆ é dado na Eq. (4.38), e omo V (rc) = ǫF podemos eliminar ex-pliitamente ǫF da expressão. Impondo a ontinuidade da primeira derivada do potenialtotal em r = rc, podemos expressar a onstante A omo

A = χ
1
2
BI1(αhrc)− CK1(αhrc)

I1(αcrc)
. (4.42)A ultima ondição a ser imposta é exatamente a de que o potenial seja ontínuo em

r = rc, ou seja,
VI(rc) = VII(rc). (4.43)A equação (4.43) é transendental e, juntamente om a equação para a onservação daenergia que derivaremos em seguida, será utilizada na determinação dos parâmetros rc e

χ. 4.5.5 Conservação da EnergiaUma vez que já temos a equação uja raiz garante a onservação da norma da distribuiçãoiniial e omo já temos o potenial que é solução do problema, onsideremos a equaçãopara a onservação da energia onforme desrito na Eq. (2.28). Para o feixe de partíulas,podemos reesrevê-la omo,
E =

〈v2〉
2

+
〈r2〉
2

+ Eψch
, (4.44)onde Eψch

é a auto-energia do feixe por partíula,
Eψch

=
1

4πK∗

∫

|∇ψch|2dr =
1

2K∗

∫ rw

0

(

∂ψch
∂r

)2

rdr. (4.45)



4.5. LIMITE TERMODINÂMICO: NB INFINITO 61As grandezas médias podem ser omputadas em termos da função de distribuiçãoestaionária. O primeiro termo está relaionado om a energia inétia e o segundo omo raio do envelope no estado estaionário ou seja, r2bs = 2〈r2〉 = 2
∫

r2n(r)rdr onde osubíndie s representa a densidade no estado estaionário.Utilizando as Eqs. (4.34), (4.35), (4.37), and (4.41), obtemos que
r2bs =

[

2 +
(8− α2

hr
2
h)

α2
hK

∗

]

r2h −
8Ar2c
K∗

[

(1− χ)I0(αcrc)

2χ
+
I1(αcrc)

αcrc

]

+
8rc[BI1(αhrc)− CK1(αhrc)]− 8rh[BI1(αhrh)− CK1(αhrh)]

αhK∗
. (4.46)O primeiro termo pode ser omputado lembrando-se que a ondição virial para o feixeEq. (4.17), pode ser equivalentemente expressa por,

2〈v2〉 = r2bs −K, (4.47)e se o sistema está em uma distribuição qualquer de equilíbrio deve satisfazer esta relação.Já o último termo da Eq. (4.44) envolve a integral do ampo elétrio ao quadrado epode ser omputada analitiamente em toda a região do espaço. Contudo o termo Eψch
,que representa a integral na região do halo, rc < r < rh, é demasiadamente extensoenvolvendo uma ombinação de funções espeiais tipo, hipergeométrias, Bessel de váriasordens, Meiger, et. [131℄.Como a quantidade de partíulas no halo é muito menor que a quantidade de partíulasdo núleo vamos assumir que o termo Eψch

possa ser desprezado no álulo da energia total.Essa aproximação é justi�ada haja visto que do ponto de vista prátio não é desejávelque se tenha formação de halo e por isso experimentalmente os feixes são lançados demodo a não desenvolver muitas osilações. Nesse sentido, é razoável dizer que o númeroperentual de partíulas no halo é baixo se omparado om o número de partíulas donúleo.Na prátia isso india que podemos onsiderar � para o álulo da energia � que todasas partíulas estão onentradas no núleo r ≤ rc.Consideremos então, que a região om rc < r < rw é totalmente livre de argas e que,portanto, o potenial nessa região é simplesmente ψch = −K∗ ln(r/rw). Por �m a energiapode ser aproximada por 6,
Eψch

=
r2c
8K∗

{r2c + 2A2α2
cI

2
1 (αcrc)−

2A[4 + Aα2
cI0(αcrc)]I2(αcrc)} −K∗ ln

(

rc
rw

)

. (4.48)6Essa é uma aproximação que preisa ser analisada om uidados em ada situação, nas situações emque |µ0 − 1| ≤ 0, 5 a teoria mostrou-se bem na desrição do estado estaionário. Contudo, nas situaçõesem que o sistema estiver iniialmente muito distante da ondição virial, o mais adequado é resolver asequações (2.28) numeriamente onforme apêndie B ou onsiderar todos os termos na integral no áluloanalítio.



62 CAPÍTULO 4. PLASMAS N�O-NEUTROSNessas ondições, obtemos a expressão �nal para a energia do feixe,
r2bs
2

− K∗

4
+ Eψch

= E0, (4.49)onde rbs, Eψch
, e E0 são dados, respetivamente, pelas Eqs. (4.46), (4.48), e (4.23). Aequação (4.49) é também transendental e preisa ser resolvida numeriamente. Resol-vendo essas equações para os parâmetros desonheidos rc e χ determina-se ompleta-mente o estado estaionário atingido pelo sistema.4.6 ResultadosComparamos os resultados previstos om a simulação ompleta de N-orpos. Além dadistribuição iniial uniforme (4.19), onsideramos uma distribuição iniial gaussiana,

f0g =
4

π2r2mv
2
m

e−2(v2/v2m+r2/r2m) (4.50)e outra semi-gaussiana,
f0sg =

2

π2v2mr
2
m

e−2v2/v2mΘ(rm − r) (4.51)onde rm e vm obedeem a Eq. (4.20), de modo que ε0 = 1 (ver Fig. 4.8).4.6.1 Cresimento de EmitâniaSubstituindo (4.47) em (3.58) é fáil ver que o resimento de emitânia no feixe é dadosimplesmente por,
εs = rbs

√

r2bs −K, (4.52)onde rbs é dado pela Eq. (4.46). Comparando o resultado previsto om a simulação de
N-orpos enontramos um bom aordo entre a teoria e a simulação numéria e tambémom os resultados experimentais (Fig. 4.9, 4.10).4.6.2 Partíulas do HaloPodemos ontabilizar também o número de partíulas que esapam para o halo do sistema.Essa quantidade orresponde à fração de partíulas om energia entre ǫF e ǫh, ou seja
Fh = (χ/π2)

∫

Θ(ǫh−ǫ)Θ(ǫ−ǫF )d2rd2v (Fig. 4.11). Fazendo a integral enontramos que,
Fh = 1− 2Ar2cI2(αcrc). (4.53)
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Figura 4.8 Distribuição em posição para um feixe iniialmente fora do equilíbrio om µ0 = 1, 5.Os pontos são resultados da simulação e as linhas pontilhadas representam a distribuição iniial.Em (a) temos uma distribuição iniial uniforme (4.19) om K∗ = 1, em (b) uma distribuiçãoiniial uniforme om K∗ = 0, 1 e, () uma distribuição iniial ompletamente gaussiana (4.50)om K∗ = 1. As linhas heias representam a previsão teória para uma distribuição iniialmenteuniforme. Perebe-se que no aso () a distribuição não é tão bem desrita pela teoria omo nosdois asos anteriores. Isso advém do fato que a distribuição iniial tem mais de um nível e que,portanto, a distribuição �nal para o núleo deve ontemplar a preservação de todos os níveis deaordo om a dinâmia de Vlasov.
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Figura 4.9 Cresimento na emitânia do feixe, ε, em termos do número virial iniial µ0 obtidospela teoria (linha heia) e por meio da simulação numéria (símbolos) para K∗ = 0, 1 em (a) e
K∗ = 1 em (b). Os símbolos orrespondem a diferente distribuições iniiais: uniforme (írulo),semi-gaussiano (quadrado) e, gaussiano (diamantes) enquanto que a linha pontilhada representao resultado previsto pela Eq. (4.49). Se o álulo da energia for feito exatamente (4.45) apredição teória �a ainda melhor.4.7 Tempo de RelaxaçãoConforme �zemos no aso dos sistemas auto-gravitantes, onsideramos aqui também aesala do tempo de relaxação para o equilíbrio. De fato o interesse nessa esala é maisteório do que prátio haja visto que a oordenada tempo é ompletamente mapeadana direção longitudinal z o que signi�a que longos tempos no laboratório representamexperimentos om grandes extensões de propagação do feixe. Mesmo assim, de�nimosum parâmetro de ruzamento

ζ(t) =
1

N2

∫ ∞

0

[N(r, t)−Nch(r)]
2dr (4.54)onde N(r, t) é o número de partíulas dentro de asas loalizadas entre r e r+dr em adainstante da simulação t e Nch(r) = 2πNr

∫

fch (r,v) d
2v onde fch (r,v) é a distribuiçãoestaionária dada pela Eq. (2.32). A esala de tempo dinâmio é de�nida omo τD = κz.
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Figura 4.10 Cresimento na emitânia do feixe ε em termos do número virial iniial µ0 obtidospela teoria (linhas heia e pontilhada), por meio da simulação numéria (símbolos) para K∗ = 1. Os símbolos orrespondem a diferente distribuições iniiais: uniforme (írulo), semi-gaussiano(quadrado) e, gaussiano (diamantes) enquanto que os pontos om barras de erro representam oresultado experimental obtido em [149℄.
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Figura 4.11 Fração de partíulas no halo (4.53) omo função do desasamento iniial (µ0).Se esalarmos o tempo τD om τ× = NγτD, onde γ = 1, 3, todas as urvas aem sobreuma urva universal mostrando assim a divergênia do tempo de ruzamento no limitetermodinâmio (Fig. 4.12). O resultado é muito similar ao enontrado nos sistemas auto-gravitantes, sendo que reentemente um modelo teório foi proposto para prever estasesalas onde mostra-se que a maior dependênia do expoente está na dimensionalidadedo sistema [136, 162℄. 4.8 ConlusõesAnalisamos os feixes �nos e intensos de partíulas arregadas que iniialmente são lança-dos om um desasamento iniial. Mostramos que em geral quando o feixe está fora da
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Figura 4.12 (a) ζ(t) para diferente número de partíulas no sistema. Quando o tempo dinâmioé esalado om τ× todos os pontos em (a) aem sobre uma urva universal (b).ondição virial µ0 = 1, a distribuição para o qSS apresenta uma separação de fases dotipo núleo-halo que é bem desrita pela (2.32). Comparamos os resultados para o resi-mento de emitânia om resultados experimentais e veri�amos um exelente aordo. Aspropriedades do equilíbrio não foram analisadas pois foamos espei�amente no inter-esse experimental do modelo que implia em experimentos urtos sendo portanto, o maiorinteresse no estado estaionário.As prinipais publiações relativas a este apítulo da tese [83, 110, 111℄ enontram-seanexadas no �nal da tese.



Capítulo 5Revisitando o HMF
Até agora tratamos de sistemas om uma grande possibilidade de apliação experimentale mostramos que a teoria estatístia proposta mostra-se omo uma boa aproximaçãopara a desrição dos qSS em sistemas om interações de longo alane. Ainda assim, umproblema de grande interesse experimental e teório está relaionado om a evidênia dastransições de fase, prinipalmente nesses asos que envolvem interações de longo alane.O objetivo prinipal nessa parte da tese é simplesmente mostrar que mesmo nosmodelos que exibem transições de fase a distribuição �nal para o qSS também é do tiponúleo-halo de modo que o Ansatz proposto para a solução da equação de Vlasov deveser igualmente válido (2.32).Nessa parte �nal vamos analisar, à luz da teoria utilizada, as transições de fase tantode equilíbrio omo de não-equilíbrio para modelos om interações de longo alane. Paraisso utilizaremos o modelo HMF (Hamiltonian Mean Field), que tem sido onsideradoomo um modelo padrão para o estudo da dinâmia nos sistemas om interações delongo alane. O HMF está diretamente relaionado omo um modelo dinâmio para ainteração de spins tipo o modelo de Heisenberg e portanto tem uma apliabilidade que vaidesde os sistemas lássios (Plasmas e Gravitação) às interações magnétias em sistemasquântios (Modelo XY). O modelo dinâmio que utilizaremos onsiste em N partíulasom massa unitária restritas a mover-se sobre um írulo de raio unitário uja dinâmiaé governada pelo hamiltoniano 1 [57℄.

H(θ, p) =

N
∑

i=1

p2i
2

+
1

2N

N
∑

i,j=1

[1− cos(θi − θj)], (5.1)onde o ângulo θi representa a posição da i-ésima partíula e pi o respetivo momentoonjugado [103, 163, 103℄. O omportamento marosópio do sistema é araterizadopelo vetor magnetização M = (Mx,My), onde Mx ≡ 〈cos θ〉, My ≡ 〈sin θ〉, e 〈· · · 〉representa a média sobre a função de distribuição de uma partíula (miroan�nio).Desta forma, dinamiamente o sistema om N-partíulas evolui de aordo om,
θ̈i = −Mx(t) sin θi(t) +My(t) cos θi(t). (5.2)onde sem perda de generalidade simularemos distribuições de partíulas que manten-ham a paridade, ou seja, se iniialmente My = 0 o sistema deve permaneer om essa1Rigorosamente a solução da eq. de Poisson para o sistema em uma dimensão e periódio tem omofunção de Green G(θ, θ′) = 1

2
|θ − θ′| − 1

4π
(θ − θ′)2.67



68 CAPÍTULO 5. REVISITANDO O HMFmagnetização durante toda a dinâmia. Como o hamiltoniano não tem dependênia tem-poral expliita em qualquer instante de tempo a energia por partíula no sistema é dadasimplesmente por,
U =

H

N
=

〈p2〉
2

+
1−M(t)2

2
, (5.3)que é uma quantidade onservada.Como nesse aso não temos uma Eq. de Poisson para o sistema, resolver totalmenteo problema do ponto de vista estatístio signi�a determinar a função de distribuição

f̄(θ, p) de modo que
∫ π

−π

∫ ∞

−∞

f̄(θ, p) cos θdθdp =M0x

∫ π

−π

∫ ∞

−∞

f̄(θ, p)u(θ, p)dθdp = U0 (5.4)
∫ π

−π

∫ ∞

−∞

f̄(θ, p)dθdp = 1onde u(θ, p) = p2

2
+ 1

2
(1−Mx cos θ).Quando no modelo XY as interações envolvem somente os primeiros vizinhos (urtoalane) o estado �nal atingido pelo sistema orresponde ao estado de equilíbrio ter-modinâmio, em geral bem desrito pela ME de equilíbrio. Por outro lado quando asinterações passam a ser de longo alane a interação passa a ser do tipo ampo médio ea solução mostra-se trivial na representação do ensemble an�nio por exemplo [37℄.Poderíamos ontudo, visto o desenvolvimento dos dois apítulos anteriores, nos ques-tionarmos omo seria a desrição desse modelo no ensemble miro-an�nio? seria equiv-alente à desrição do an�nio? Obviamente não vamos utilizar a premissa de que osistema se omporta de maneira ergódia e om isso efetuar um proesso de ontagem,determinar a entropia e por �m o estado de equilíbrio do sistema. Vamos iniialmenteanalisar dinamiamente a evolução do sistema, ou seja, saindo de um estado iniial quenão orresponde ao equilíbrio termodinâmio em que esala de tempo o sistema atinge oequilíbrio? Esse proedimento é totalmente equivalente ao proedimento miro-an�nioe do ponto de vista da ME de equilíbrio deveria apresentar os mesmos resultados doan�nio.Outrossim, resultados preliminares mostram que o expoente ligado ao tempo de ruza-mento para o equilíbrio é γ = 1 se o sistema iniial é do tipo desmagnetizado e γ = 1, 7se o sistema iniialmente enontra-se em uma fase magnétia [58, 164, 165℄, ou seja nolimite termodinâmio o sistema deve permaneer nos qSS ao invés do equilíbrio.Aredita-se que a distribuição para os estados estaionários é ompletamente deter-minada pela teoria da relaxação violenta. Por outro lado om o desenvolvimento datese veri�amos que a teoria da relaxação violenta só paree ser apliável nas situaçõesque envolvem ondições iniiais bem partiulares (ondição virial). Esperamos portantomostrar também para o HMF quando a aproximação da teoria da relaxação violenta devefunionar.



5.1. EQUILÍBRIO TERMODINÂMICO: N FINITO 695.1 Equilíbrio Termodinâmio: N FinitoNa situação em que o número N é �nito o sistema deve atingir o equilíbrio em algum mo-mento e as propriedades do equilíbrio podem ser determinadas utilizando-se a ME padrão.Como o HMF não apresenta alguns efeitos omo inequivalênia entre os ensembles [65, 2℄,vamos utilizar o ensemble an�nio para determinar o estado de equilíbrio [37℄. O estadode equilíbrio é totalmente de�nido pela magnetização M que deve obedeer à seguinteigualdade,
Mx =

∫

dθdp cos θe−βH(θ,p)

∫

dθdp e−βH(θ,p)
(5.5)onde a função do equilíbrio é basiamente feq(θ, p) = e−βH(θ,p) sendo β = 1/T o multipli-ador de Lagrange assoiado om a temperatura do sistema.
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Figura 5.1 Magnetização para o estado de equilíbrio no HMF. Os pontos são resultados dasimulação numéria de aordo om (5.2) para N = 1000 partíulas. A linha heia orrespondeà predição teória da equação (5.6).Por �m resolver o problema se reduz basiamente em enontrar a solução para aseguinte equação transendental,
Mx =

I1(βMx)

I0(βMx)
(5.6)onde Im representa a função de Bessel modi�ada de ordem m. O problema pode serresolvido gra�amente ou simplesmente enontrando-se a raiz de Mx − I1(βMx)

I0(βMx)
.O sistema apresenta uma transição de segunda ordem em βc = 2, ou seja, em umatemperatura rítia Tc = 0, 5 o que orresponde a Uc = 3/4 [2℄ (Fig. 5.1).



70 CAPÍTULO 5. REVISITANDO O HMF5.2 Limite Termodinâmio: N In�nitoJá no limite termodinâmio, ou seja, quandoN → ∞ o tempo de relaxação diverge. Aindaassim o sistema ontinua exibindo uma transição tipo ordem-desordem que nesse aso,diferente da transição para o equilíbrio termodinâmio, vai depender da ondição iniialdo sistema que é totalmente determinada respetivamente pela energia e magnetizaçãoiniial (U,M0). 5.3 Equação de EnvelopeEntendemos que o ponto have na solução do problema da relaxação é enontrar asondições nas quais o sistema é desrito pela teoria da relaxação violenta (2.31) e quandoapresenta o per�l desrito pela distribuição (2.32). Para isso vamos tentar onstruir umaequação de envelope para o sistema de�nindo θe(t) = √

3〈θ2〉, de modo que θe(0) = θ0.Em seguida difereniamos θe(t) duas vezes om respeito ao tempo e obtemos a equaçãode envelope,
θ̈e =

3〈p2〉
θe

+
3〈θθ̈〉
θe

− 9〈θp〉2
θ3e

. (5.7)onde usando a onservação da energia, 〈p2〉 = 2u + M2
x(t) − 1. Para alular 〈θθ̈〉,utilizamos a equação de movimento para θ e supomos que a distribuição dos ângulospermanee aproximadamente uniforme no intervalo [−θe, θe], obtemos que,

〈θθ̈〉 =
−Mx(t)

2θe

∫ θe(t)

−θe(t)

θ sin θdθ

= Mx(t) cos θe(t)−M2
x(t), (5.8)onde a magnetização Mx(t) é

Mx(t) =
1

2θe

∫ θe(t)

−θe(t)

dθ cos θ

=
sin θe(t)

θe(t)
. (5.9)Se desprezarmos as orrelações entre posições e veloidades, 〈θp〉 = 0, obtemos umaequação dinâmia para a envelope do sistema

θ̈e =
3

θe(t)
(2u+Mx(t) cos θe(t)− 1) , (5.10)onde, u = p20/6 + (1−M2

0 )/2 e M0 = sin(θ0)/θ0.De maneira similar ao aso da gravitação e aos plasmas onde a ondição virial gen-eralizada, por assim dizer, estava relaionada om a ondição de envelope estaionário,
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Figura 5.2 Diagrama de fases para o HMF obtido via simulações de dinâmia moleular. Alinha heia é a linha da transição de fase de primeira ordem separando as fases paramagnétiae ferromagnétia obtida via simulação de N -orpos de (5.2). A urva pontilhada é a ondiçãovirial generalizada (5.11) e os quadrados representam a magnetização no estado estaionárioobtido pela (2.31) na solução das equações (5.4).
θ̈e = 0; esperamos que a teoria baseada na relaxação violenta só funione ao longo daurva no plano (U,M0) de�nida pela ondição de envelope estaionário,

(2u− 1)θ0 + sin θ0 cos θ0 = 0. (5.11)De fato, ao longo da urva as osilações do envelope deixam de existir, e o estado �nalé bem desrito pela teoria da relaxação violenta (Fig. 5.2). É válido salientar que a urvaom a ondição virial generalizada estende-se até o ponto onde (U,M0) ≈ (0, 5947; 0, 34)que �a abaixo da linha rítia. Portanto se a teoria da relaxação violenta só funionana ondição em que o sistema enontra-se na ondição virial, ou seja sobre a linha virial,a (2.31) não pode predizer bem a linha rítia de transição omo apontado na literatura(Fig. 5.3).De fato a predição para a linha rítia via teoria da relaxação violenta mostrou-se inorreta prinipalmente por admitir a existênia de um ponto tri-rítio em M0 ≈
0, 16 [103℄. Já se utilizarmos a teoria baseada na função de distribuição tipo núleo-halo(2.32) obtemos uma transição laramente de primeira ordem no ponto onde M0 = 0.4(Fig. 5.4) que extende-se pelo menos até o ponto onde M0 = 0, 6 [166℄.5.4 ConlusõesNeste apítulo mostramos de forma breve que também em ummodelo que exibe transiçõesde fase quando no limite termodinâmio o sistema mantém-se aprisionado nos qSS. De
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Figura 5.3 Figura retirada de [163℄ onde mostra-se equivoadamente no diagrama de fasesdo qSS um ponto trirítio loalizado onde (U ;M0) ≈ (0, 6075; 0, 165). (5.2) om N = 1000partíulas.

Figura 5.4 Figura retirada de [167℄ onde mostra-se a transição de fases orreta de primeiraordem para o estado fora do equilíbrio; os pontos são resultado da simulação de N -orpos (5.2)om N = 1000 partíulas e a linha representa a transição obtida pela teoria núleo-halo (2.32)em (5.4) para M0 = 0, 4.maneira similar aos feixes de partíulas arregadas e os sistemas auto-gravitantes nesseaso também mostra-se que a teoria baseada na relaxação violenta só tem apliabilidadeem uma região muito espeí�a do espaço de parâmetros (ondição virial).A distribuição tipo núleo-halo além de desrever bem a distribuição das partíulas(spins) no espaço de fase (Fig. 5.5) aponta para uma transição de primeira ordem noestado quasi-estaionário. A teoria tem sido testada em outro modelo para interação despins om uma possível fase nemátia e tem mostrado-se satisfatória.
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Figura 5.5 Figura retirada de [167℄ distribuição �nal em ângulo () e veloidades (d) segundoa teoria núleo-halo (2.32). Os pontos são resultado da simulação dinâmia segundo (5.2) om
N = 10000 partíulas.A prinipal publiação assoiada om esse apítulo é a referênia [166℄ que enontra-seanexada ao �nal da tese.





Conlusões Gerais e Perspetivas
Analisamos o proesso de relaxação em sistemas sujeitos a interações de longo alane.Apesar de ser um tópio relativamente reente, sobre o ponto de vista da MeâniaEstatístia o problema é demasiadamente antigo e fundamental para a ompreensão doestado �nal ou estaionário atingido por um sistema após um proesso de relaxação. Oproblema tem apliações experimentais diretas tanto no ampo da astrofísia omo nafísia de plasmas e da físia da matéria ondensada. Por outro lado, o problema remete-nos a uma reanálise dos fundamentos da Meânia Estatístia de Gibbs bem omo daTermodinâmia.Em geral notamos que sistemas sujeitos a interações de longo alane vão para estadosquasi-estaionários ujo tempo de vida diverge om o número de partíulas do sistemasendo que no limite termodinâmio esse estado quasi-estaionário torna-se de fato esta-ionário. Notamos de maneira bem lara, em todos os modelos analisados, a presença dedois estados estaionários bem de�nidos. Um bem desrito pela teoria da relaxação vio-lenta e outro onde a teoria falha. Na sua grande maioria o estado estaionário apresentauma separação de fases do tipo núle-halo em geral bem desrito pela teoria apresen-tada no desenvolvimento da tese, Eq. 2.32. Além disso mostramos em que ondiçõesteorias baseadas na relaxação violenta podem ser utilizadas na desrição de sistemas ominterações de longo alane.A teoria mostrou-se onsistente no tratamento dos sistemas auto-gravitantes em todosos asos e dimensões; e nos plasmas não-neutros, omo os que onstituem os feixes departíulas arregadas. Desenvolvemos um método que de maneira satisfatória tem pos-sibilitado de�nir a ondição virial para sistemas om interações de longo alane, mesmoquando o sistema está sujeito a um ampo externo.Analisamos o modelo HMF e mostramos que teorias baseadas no proesso de relaxaçãoviolenta não devem ser empregadas na desrição da linha rítia de transição de fases.Em partiular fomos onduzidos a duvidar da existênia de ponto tri-rítio para o estadoqSS no HMF. Mostramos ainda que a quebra de ergodiidade está intimamente vinuladaà violação da ondição virial no sistema. Mostramos a esala de tempo de relaxaçãopara o equilíbrio nos sistemas auto-gravitantes em duas dimensões e nos plasmas não-neutros. Evideniamos ainda que o meanismo de relaxação é o mesmo no sistema emtrês dimensões.Mostramos que se pensarmos no ensemble miroan�nio omo sendo aquele onde aspartíulas estão sujeitas a mover-se sob uma superfíie de energia onstante no espaço defase os ensembles em geral são inequivalentes o que limita o uso da solução miroan�niapara a desrição desses sistemas. Isso pelo menos deve introduzir uma autela maior por75



76 CONCLUSÕES GERAIS E PERSPECTIVASparte dos futuros professores ao leionar a teoria dos ensembles estatístios nos ursosMeânia Estatístia.Ainda assim, alguns pontos ainda permaneem omo perspetivas de futuros trabal-hos:� Analisar utilizando a teoria núleo-halo a esala de tempo de relaxação para oequilíbrio em sistemas auto-gravitantes em uma dimensão.� Estudar melhor as propriedades de equilíbrio nos feixes de partíulas arregadas;� Veri�ar, ou não, a presença de ponto tri-rítio para a transição de fase no HMF.� Visitar outros sistemas físios om interações de longo alane, omo os modelos devórties em hidrodinâmia e modelos para os hamados free-eletron lasers.



Apêndie ADinâmia Moleular
Dois pontos importante a serem abordados na dinâmia moleular são:A.1 Simulação de Campo MédioConsidere a Eq. de Poisson (2.33) na forma adimensional esrita em termos de um ampovetorial G(r) = −∇dψ(r) gerado por um onjunto disreto de argas N ,

∇d · G(r) = −Cdρ(r) , (A.1)onde ρ(r) = ∫

f(r,v)ddv. Pelo teorema da divergênia podemos esrever que,
∮

G(r) · n̂dS = −Cd
∫

V ′

dV ′ρ(r′) (A.2)onde V ′ representa o volume limitado pela superfíie fehada S, e n̂ o vetor normalnessa superfíie. No limite em que o número de argas N → ∞ o ampo tende a tersimetria azimutal, pois a distribuição de argas om raio r′ < r tende ao ontínuo.Nessas ondições a simetria do ampo é puramente radial e portanto a equação se reduzpara,
G(r) = −Cd

∫

V ′

dV ′ρ(r′) (A.3)omo a densidade ρ(r) é normalizada a parte direita da integral representa na prátia,para um onjunto disreto de partíulas, o número de partíulas N< ontida no volume
V ′ normalizada ao número total de partíulas N ,

G(r) = −N<

N

1

rd−1
, (A.4)onde no aso unidimensional a aproximação já é exata por onstrução.Para alular N< riamos os vetores r(i) e n(i) de tamanho N ada de modo que n(i)represente um vetor inteiro e ordenado om os índies assoiados a partíula na posição

r(i). Dessa forma em ada álulo da aeleração, a partíula na posição r(n(i)) tem
j = n(i) − 1 outras partíulas om raios r(j) < r(n(i)). A esolha é baseada no fato deque entre dois álulos da aeleração o vetor n(i) não deve perder toda a ordenação ouseja, o vetor n(i) permanee aproximadamente ordenado. Esolhemos o insertion sortpois nessas ondições tem um tempo de ordenamento que pode esalar até om o número
N de partíulas. 77



78 APÊNDICE A. DINÂMICA MOLECULARA.2 Método de IntegraçãoQuanto ao método de integração, utilizamos tanto um Runge-Kutta de quinta ordemom preisão �xa omo o simplétio de quarta om passo de tempo onstante do tipoYoshida [160, 161℄.A esolha do método de integração quase sempre foi baseada na e�iênia prátiapara ada aso de simulação proposta. Por exemplo nas simulações tipo ampo médioem geral utilizamos o Runge-Kutta pois estávamos interessados somente em atingir oestado estaionário. Já nas simulações om olisão em que desejamos atingir o equilíbrioutilizamos o simplétio para garantir a preisão na energia.Nas simulações om o Runge-Kutta de quinta ordem �xamos a preisão de modoque o erro relativo na energia total fosse da ordem de 10−8. Já simulações utilizando osimplétio para garantir a mesmo erro absoluto �xamos o passo de tempo em dt = 10−2.Os ódigos no iníio do doutoramento foram desenvolvidos em Fortran 77 e no �nalatualizamos para Fortran 90.



Apêndie BCálulo Numério
O problema numério envolve a solução da equação de Poisson (2.33) om os vínulosimpostos pela dinâmia (2.28), ou seja,

∇2
dψ(r) = Cdρ(r) , (B.1)

∫

E(r,v)f(r,v;α1, α2)d
drddv = E0 , (B.2)

∫

f(r,v;α1, α2)d
drddv = 1 , (B.3)onde d representa a dimensão do problema, e ρ(r) =

∫

f(r,v;α1, α2)d
dv a densidadedevidamente normalizada. Os parâmetros {α1, α2} representam os multipliadores deLagrange assoiados om a onservação da energia e normalização. Na teoria da relaxaçãoviolenta {α1, α2} equivalem a {β, µ}, (2.31), enquanto que na distribuição núleo-haloequivale a {ǫF , χ}, (2.32). Utilizamos dois métodos para resolver numeriamente esseonjunto de equações. B.1 Método IReesrevendo (B.1) expliitamente em termos da derivada radial pela expressão para ooperador de Laplae-Beltrami [131℄ enontramos,

1

rd−1

d

dr

(

rd−1dψ(r)

dr

)

− Cdρ(r, α1, α2) = 0 , (B.4)
∫

E(r,v)f(r,v;α1, α2)d
drddv − E0 = 0 , (B.5)

∫

f(r,v;α1, α2)d
drddv − 1 = 0 . (B.6)Dessa forma, resolver o problema onsiste em enontrar as três grandezas {ψ(r), α1, α2}que resolvem as equações (B.4-B.6) simultaneamente. Para isso,� Passo 1: Disretizamos o espaço em r, ou seja, onstruímos um vetor r(i) entre 0 euma posição máxima rw, no aso dos feixes essa posição máxima equivale ao raioda parede. 79



80 APÊNDICE B. CÁLCULO NUMÉRICO� Passo 2: Esolhemos um valor tentativa para os multipliadores de Lagrange α1i e
α2i e de�nimos um per�l de densidade tentativa ρi(r) para ada ponto r(i). Esseper�l pode ser tanto uniforme omo gaussiano ontanto que esteja normalizado.� Passo 3: Resolvemos a equação de Poisson por integração simples (método dotrapézio) para o per�l de densidade ρi(r) om a ondição que em r = 0 tanto opotenial ψi(ri) quanto a derivada ψ′

i(ri) sejam nulos.Por onsiderarmos um problema de ondições de ontorno omo um problemade ondição iniial preisamos reesalar o potenial de modo a satisfazer o ontornopara o potenial ou seja, ψi(ri) = ψi(ri)−ψi(rw) +G(rw), onde G(rw) representa ovalor da função de Green para o problema no ponto r = rw.� Passo 4: Uma vez que já temos o potenial ψi(r) e a densidade ρi(r) em ada pontodo espaço de�nimos,
g1(α1, α2) =

∫

f(r,v;α1, α2)d
drddv − 1 (B.7)e,

g2(α1, α2) =

∫

E(r,v)f(r,v;α1, α2)d
drddv − E0 (B.8)onde utilizamos o método do trapézio para alular as integrais em posição eas integrais analítias foram omputadas numeriamente pelo método de Gauss-Kronrod [128℄. Para enontrar numeriamente raízes das funções não lineares

g1(α1, α2) e g2(α1, α2) utilizamos o paote om ódigo aberto (Minpak) [168, 169℄.Grosseiramente falando o que esse paote faz é simplesmente variar (α1i , α2i)de modo a enontrar os novos valores (α1i+1
, α2i+1

) tal que g1(α1i+1
, α2i+1

) =
g2(α1i+1

, α2i+1
) = 0.� Passo 5: Como α1i+1

e α2i+1
representam a solução para ρi(r) realulamos a integral

ρi+1/2(r) =
∫

f(r,v;α1i+1
, α2i+1

)ddv e om isso rede�nimos a densidade ρi+1(r) =
(1− γ) ρi(r) + γ ρi+1/2(r), om γ ∈ ]0; 1[.� Retornamos ao passo 3;Iteramos até que,

2
∑

j=1

|αji+1
− αji|/|αji| ≤ 10−8 . (B.9)O parâmetro γ é introduzido para que a densidade ρi(r) se aproxime gradativamente dasolução do problema ρf (r). O método mostra-se estável para vários valores de γ onde namaioria das situações utilizamos γ = 0, 7.



B.2. MÉTODO II 81B.2 Método IIDe maneira alternativa utilizando a parte radial para o operador de Laplae-Beltrami [131℄,podemos reesrever as Eqs. (B.1-B.3),
ψ′′(r;α1, α2) = Cdρ(r;α1, α2)−

d− 1

r
ψ′(r;α1, α2) , (B.10)

E ′(r;α1, α2) = Cdr
d−1ρE(r;α1, α2) , (B.11)

N ′(r;α1, α2) = Cdr
d−1ρ(r;α1, α2) , (B.12)onde, ρE(r;α1, α2) =

∫

E(r,v)f(r,v;α1, α2)d
dv.Dessa maneira as equações de vínulos (B.5, B.6) podem simplesmente ser reesritasnumeriamente omo,

f1(α1, α2) = N (rw;α1, α2)− 1 (B.13)e,
f2(α1, α2) = E(rw;α1, α2)− E0, (B.14)onde as integrais analítias são omputadas de maneira similar ao método I.Para efetuar as integrais e resolver a equação de Poisson utilizamos o algoritmo deintegração similar ao utilizado na dinâmia moleular (Apêndie A). Nesse aso optamospor utilizar o Runge-Kutta de quinta ordem om preisão �xa.� Passo 1: Determinamos um hute iniial para {α10, α20 , ψi(rw)}, e hamamos arotina para enontrar numeriamente raízes de funções não lineares (Minpak) [168,169℄.� Passo 2.0: Integramos somente a Eq. (B.10) de r = 0 até r = rw, assumindo queo potenial e a derivada são nulos na origem 1. Ao �nal da integração rede�nimoso potenial na parede ψi+1(rw) = ψi(rw) e realulamos a equação de Poisson.Iteramos até que,
|ψi+1(rw)− ψi(rw)|/|ψi(rw)| ≤ 10−8 (B.15)� Passo 2.1: Uma vez �xado ψ(rw) integramos novamente as Eqs. (B.10, B.11, B.12)e de�nimos as equações a serem zeradas pelo ahador de raiz (B.13,B.14).O método II aparentemente é mais simples e de erta forma mais elegante porém, doponto de vista de onvergênia em todos os testes realizados o método I mostrou-se maise�iente. A razão prinipal é que omo nesse aso os multipliadores não tem relaçãoom os observáveis termodinâmios a esolha do hute iniial basiamente determinava aveloidade de onvergênia do método. Nesse sentido o método I mostrou-se bem mais�exível que o método II.1É importante lembrar que nesse método de resolução todas as funções são aluladas simultaneamenteom o álulo do potenial. Isso signi�a que em ada momento onde aparee a função ψ(ri) é neessárioque se faça a reesala ψ(ri) → ψ(ri)− ψi(rw) +G(rw).





Apêndie CTeorema Virial
O hamiltoniano de um sistema sujeito somente a forças internas é dado por

H =
∑

i

p2
i

2m
+

1

2

∑

ij

V (ri − rj)onde p é o momentum da partíula i e V (ri − rj) é o potenial de interação. A funçãovirial I é de�nida por
I = 〈

∑

i

ri · pi〉 .Tomando uma derivada no tempo, e usando as equações de Hamilton [114℄ obtemos que,
d

dt
I = 〈
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i

p2
i

m
〉 − 〈
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i
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∂

∂ri
Ṽ 〉

=
∑

i

〈p
2
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〉 − 〈
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ri ·
∂

∂ri
Ṽ 〉 (C.1)onde,

Ṽ =
1

2

∑

ij

V (ri − rj).Se Ṽ é uma função homogênea de ordem p

Ṽ (r) = λ−pṼ (λr) ,pelo teorema de Euler [36℄ temos que,
pṼ =

∑

i

ri ·
∂

∂ri
Ṽ .Dessa forma, para um estado estaionário, dI/dt = 0, de modo que 2K = p〈Ṽ 〉, onde

K é a energia inétia média. Com isso, é fáil pereber que no aso de um sistemaunidimensional, p = 1, a ondição virial é dada simplesmente por 2K = 〈Ṽ 〉. De maneirasimilar, no aso tridimensional, onde p = −1, obtemos o resultado usual em que 2K =
−〈Ṽ 〉. 83



84 APÊNDICE C. TEOREMA VIRIALPor outro lado um aso interessante é o sistema em duas dimensões. Neste aso, Ṽ éuma soma de logaritmos e o teorema de Euler não se aplia diretamente. Ainda assim,podemos derivar um teorema virial em duas dimensões onsideremos que
|r|p = eln |r|p = ep ln |r| , (C.2)
|r|p = 1 + p ln |r|+ ... , (C.3)no limite (p → 0) podemos onsiderar somente os primeiros dois termos na equaçãoanterior, ou seja
ln |r| = lim

p→0
(|r|p/p− 1/p) . (C.4)Dessa maneira esrevendo o potenial de interação omo V (r) = 2Gm2 limp→0 |r|p/pque é um logaritmo mais uma onstante in�nita, veri�amos que V (r) equivale simples-mente a uma função homogênea de ordem zero (p = 0) de modo que, podemos utilizar oteorema de Euler para esrever

Gm2N(N − 1) =
∑

i

ri
∂

∂ri
Ṽ (C.5)Como o lado direito da equação somente ontém derivadas do potenial a expressãoé igualmente válida para p = 0 e portanto, para o potenial logarítmio. Substituindo(C.5) em (C.1), determinamos o teorema virial em duas dimensões,

〈v2〉 = GM
N − 1

N
(C.6)sendo que no limite termodinâmio, após reesalar as veloidades e por tudo na formaadimensional, obtemos 〈v2〉 = 1/2, que representa a ondição virial para o aso bidimen-sional.
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