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Estudo das Propriedades de algumas Dinâmicas
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RESUMO

Este trabalho contitui-se de duas partes: na primeira consideramos X
espaço métrico compacto e uma aplicação T : X → X. Esta induz uma aplicação
Φ : P(X) → P(X) dada por Φ(µ) = T](µ), e chamada de push forward de T .
Temos então que Φ é cont́ınua, e assim, obtemos um sistema dinâmico. Nosso
objetivo então é estudar as propriedades topológicas desta dinâmica, assim como
as propriedades ergódicas.

Na segunda parte passamos a estudar dinâmicas que não são do tipo push
forward. Os nossos principais resultados são a respeito da dinâmica dada pela
convolução de medidas em um grupo topológico. Mais precisamente, dado G
grupo topológico e ν ∈ P(G) temos uma aplicação Θν : P(G) → P(G) dada por
Θν(µ) = ν ∗ µ. Nossos principais resultados concentram-se no caso em que G é
um grupo abeliano finito. De fato, caraterizamos as órbitas da dinâmica.
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ABSTRACT

This work is about two dynamics: the first one is the dynamic given by the
push forward of a continuous map T : X → X on a compact metric space. The
push forward map is a map on P(X) and is given by Φ(µ) = T](µ). The map Φ
is continuous, then we have a topological dynamical system Φ : P(X) → P(X).
We studied the properties of this dynamic and proved, for example, we proved
that if the entropy of the map T is positive the the entropy of Φ is infinity. We
also studied the ergodic properties of the map Φ.

The second dynamic is given by the convolution of measures on a topological
group G. The main results were obtained when G is a finite abelian group. The
dynamic is defined as follows: take ν ∈ P(G) and define the map µ ∈ P(G) 7→
ν ∗ µ. When G is a finite abelian group is possible to characterize completely
the orbits of this dynamic.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Ao longo dos últimos anos alguns autores dedicaram-se a tentar munir o
espaço de probabilidade (de um espaço métrico) com uma estrutura de ver-
iedade Riemanniana. Entender como esta estrutura é definida passa por en-
tender o espaço tangente de tal variedade, que precisa ser deifinido neste caso,
e isto motivou, por exemplo, o trabalho de Kloeckner [10]. Este autor fixa
um certo espaço métrico (o ćırculo S1) e uma aplicação sobre este conjunto
(Φd : x 7→ dx mod 1); esta aplicação induz uma transformação no espaço de
probabilidade P(S1), conhecida como a aplicação push forward. Definida tal
aplicação este autor passa a estudar certas propriedades do sistema dinâmico
como, por exemplo, a entropia deste sistema e ele dá, para este caso especial,
uma descrição do espaço tangente em uma probabilidade do ćırculo.

Motivados por este trabalho, boa parte do nosso consiste em tentar entender
a relação um sistema dinâmico sobre o espaço métrico e o sistema dinâmico
induzido no espaço de probabilidades pelo push forward. Nosso objetivo é ver
quais propriedades são comuns aos dois sistemas dinâmicos e quais não são
exatamente as mesmas.

Algumas propriedades topológicas são herdadas pela dinâmica dada pelo
push forward, mas sob hipóteses muito fortes sobre a dinâmica no espaço métrico:
por exemplo, para obtermos recorrência por cadeias no caso probabiĺıstico é
necessário assumir que a aplicação no espaço métrico é topologicamente transi-
tiva.

A entropia topológica, por outro lado, pode ser limitada, por baixo, pela
entropia da aplicação original, e se esta for positiva, então a entropia no mundo
probiĺıstico será infinita.

Além de estudarmos propriedades topológicas da dinâmica dada pelo push
forward também dedicamos uma parte deste trabalho ao estudo das propriedades
ergódicas desta aplicação. Mais uma vez tentamos ver a relação entre as pro-
priedades ergódicas da dinâmica no espaço métrico com a dinâmica no mundo
probabiĺıstico. Para tanto, obtivemos algumas medidas invariantes para o push
forward e em seguida passamos a estudar a estrutura do conjunto das medidas
invariantes para esta aplicação.
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A última coisa que fizemos com respeito a dinâmica dada pelo push forward
foi tentar definir uma nova entropia para esta aplicação, uma vez que se a
entropia da aplicação no espaço métrico for positiva teremos que a aplicação do
caso probabiĺıstico será infinita. À esta nova entropia damos o nome de entropia
fraca em medida, e esta nomenclatura é justificada pelo fato de ser inspirada
pela entropia em medida da aplicação no espaço métrico.

Por último, nos concentramos em construir e estudar dinâmicas sobre P(X)
que não são induzidas por push forward de aplicações no espaço métrico. De
fato o que fazemos é construir duas dinâmicas, para a primeira delas, usando
um resultado muito interessante de Bowen [2] , mostramos que possui entropia
positiva. A outra é obtida pela convolução de medidas em um grupo topológico
compacto. Para esta temos um estudo mais detalhado.

Este trabalho está organizado do seguite modo: primeiramente introduzimos
os principais conceitos e provamos alguns resultados básicos com o objetivo de
mostrar que P(X) é um espaço métrico e que a aplicação induzida é cont́ınua.

No caṕıtulo 3 temos uma parte que pode ser considerada como de motivação
onde exploramos o caso em que X é um conjunto enumerável, onde mostramos
que a aplicação T → X tem ponto periódico se somente se seu push forward
tem ponto fixo.

No caṕıtulo 4 passamos a estudar a propriedades topológicas da aplicação
push forward, neste caṕıtulo provamos que o fato de T ser transitiva não im-
plica em transitividade para Φ, mas supondo que T é topologicamente mistu-
rador concluimos que seu push forward é topologicamente misturador. Neste
caṕıtulo também mostramos que se T é equicońınuo, então Φ satisfaz a mesma
propriedade.

O caṕıtulo 5 inicia-se com resultados que tratam de atratores. Nesta parte
mostramos que se T tem um atrator ponto então o delta de Dirac neste ponto
é um atrator para Φ. Logo em seguida definimos o conceito e atrator uniforme
para um sistema dinâmico e então mostramos que se T possui um atrator uni-
forme, então Φ possui um atrator uniforme.

No caṕıtulo 6 provamos o nosso pricipal resultado, que trata da entropia da
aplicação push forward. Mostramos que a entropia de Φ é sempre maior ou igual
do que a entropia de T , e que se a entropia de T for positiva então a entropia
de Φ é infinita.

No caṕıtulo 7 passamos a estudar as propriedades ergódicas da aplicação
push forward. Vimos que dado um sistema dinâmico topológico (X,T ) é posśıvel
estabelecer uma espécie de projeção do espaçoM(P(X), Φ) no espaçoM(X, T ),
com Φ sendo o push forward da aplicação T . Também, devido ao fato de a
entropia topológica ser infinita em muitos casos, introduzimos o conceito de
entropia fraca em medida. Vimos que esta nova entropia é menor ou igual do
que a entropia topológica, e que esta entropia é invariante por conjugações.

O caṕıtulo 8 é dedicado a estudar dinâmicas em P(X) que não sejam push
forward de uma aplicação T : X → X. Fixamos um grupo topológico compacto
G e uma medida ν ∈ P(G) e consideramos Θν = ν ∗ µ. Nossos principais
resultados sobre essa dinâmica concentram-se no caso em que G é abeliano
finito. Neste caso caracterizamos as órbitas da dinâmicas.
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No último caṕıtulo são apresentados duas aplicações sobre P(X) que não
são dadas por push forward. Neste caṕıtulo apresentamos alguns resultados in-
teressantes sobre a entropia e conjunto ω-limite da dinâmica da pela convolução
de medidas.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Uma topologia para P(X)

Neste caṕıtulo estudaremos o espaço P(X), sendo X um espaço métrico. Ve-
remos algumas métricas sobre P(X) e alguns resultados básicos.
Começamos considerando X um espaço métrico compacto separável e P(X) o
conjunto das medidas de probalidade de Radom sobre X. Nós estamos interes-
sados em três métricas particulares. A primeira delas é conhecida na literatura
como métrica de Prokhorov e é definida por

dP (ν, µ) = inf{α > 0 : µ(A) ≤ ν(Aα)+α and ν(A) ≤ µ(Aα)+α, ∀A ∈ B(X)},

onde Aα := {x ∈ X : d(x,A) < α}. A segunda é a distância fraca-∗ e é definida
por

d(µ, ν) =
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
∫

X

gi(x)dµ−
∫

X

gi(x)dν
∣∣∣,

onde gi : X → [0, 1] é cont́ınua para todo i ∈ N e {gi}i∈N é conjunto enumerável
denso em C(X, [0, 1]). Finalmente temos a métrica de Wasserstein dada por

Wp(µ, ν) =
(

inf
Π

{ ∫

X×X

dp(x, y)dΠ
}) 1

p

, p ∈ [1,∞)

onde Π é um transporte de µ para ν, isto é, sendo p1 : X2 → X e p2 : X2 → X
as projeções na primeira e segunda componente respctivamente, temos que

(p1)]Π = µ e (p2)](Π) = ν,

onde (pi)]Π(A) = Π(p−1
i (A)).

No que segue veremos que as três métricas geram a mesma topologia, ou
seja, são equivalentes. De fato, elas geram a topologia fraca em P(X).
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Definição 2.1.1. Seja {µj}j∈N uma sequência em P(X). Dizemos que {µi}i∈N
converge para µ na topologia fraca se

∣∣∣
∫

X

g(x)dµj −
∫

X

g(x)dµ
∣∣∣ → 0, ∀g ∈ C(X).

Lema 2.1.2. As três métricas acima geram a topologia fraca, ou seja, são
equivalentes.

Demonstração. Ver [8] e [9]. ¤

O Lema 2.1.2 será útil ao longo deste texto, pois em certos momentos uma das
três métricas torna-se mais interessante para uma demonstração que as outras
duas.

Como o nosso objetivo é estudar o sistema dinâmico sobre P(X), ou seja,
uma aplicação cont́ınua Φ : P(X) → P(X), é importante sabermos sob quais
hipóteses o espaço métrico P(X) é compacto, separável, completo, etc.

Lema 2.1.3. Se (X, d) é um espaço métrico compacto então o espaço métrico
P(X), munido com qualquer uma das três métricas acima, é separável.

Demonstração. Seja X espaço métrico completo . Então existe A = {an}n∈N
sequência densa em X. Consideramos o conjunto

A =
{ k∑

i=1

αiδai :
k∑

i=1

αi = 1, α1, ..., αk ∈ [0, 1] ∩Q, ai ∈ A, k = 1, 2, ...
}

.

Nós afirmamos que A é denso em P(X). De fato, seja µ ∈ P(X). Para cada
m ≥ 1, ∪∞j=1B(aj ,

1
m ) = X. Tomamos km tal que

µ
(
∪km

j=1 B
(
aj ,

1
m

))
≥ 1− 1

m
.

Agora modificamos as bolas B(aj ,
1
m ) de modo a obtermos conjuntos disjuntos.

Definimos então
Am

1 = B
(
a1,

1
m

)
,

Am
2 = B

(
a2,

1
m

)
\B

(
a1,

1
m

)
,

...

Am
j = B

(
aj ,

1
m

))∖[
∪km

i=1 B
(
ai,

1
m

)]
.

Então Am
1 , Am

2 , ..., Am
km

são disjuntos e ∪j
i=1A

m
i = ∪j

i=1B(ai,
1
m ) para todo j.

Em particular, µ(∪km
i=1A

m
i ) ≥ 1− 1

m , logo

km∑

i=1

µ(Am
i ) ∈

[
1− 1

m
, 1

]
.
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Agora nós aproximamos

µ(Am
1 )δa1 + ... + µ(Am

km
)δakm

por
µm = αm

1 δa1 + ... + αm
km

δakm
,

onde nós escolhemos os αm
j ∈ [0, 1] ∩Q de modo que

∑km

j=1 αm
j = 1 e

km∑

j=1

|µ(Am
j )− αm

j | <
2
m

.

Notamos que para cada m, µm ∈ A. Vamos então mostrar que µm → µ.
Tomamos então g ∈ C(X,R). Então

∣∣∣
∫

gdµm −
∫

gdµ
∣∣∣ =

∣∣∣
km∑

j=1

αm
j g(aj)−

∫
gdµ

∣∣∣

≤
∣∣∣

km∑

j=1

µ(Am
j )g(aj)−

∫
gdµ

∣∣∣ +
2
m

sup
j
|g(aj)|

≤
∣∣∣
∫ km∑

j=1

g(aj)XAm
j

dµ−
∫

gdµ
∣∣∣ +

2
m
‖g‖∞

≤
∣∣∣

km∑

j=1

∫ (
g(aj)XAm

j
− gXAm

j

)
−

∫
gX(∪km

j=1Am
j )cdµ

∣∣∣ +
2
m
‖g‖∞

≤
km∑

j=1

|g(aj)− g(x)|µ(Am
j ) + ‖g‖∞µ

(
(∪km

j=1A
m
j )c

)
+

2
m
‖g‖∞.

Então observamos que cada Am
j está contido em uma bola de centro aj e raio

1/m. Como X é compacto e g é cont́ınua, segue que g é uniformemente cont́ınua.
Logo dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |g(x)− g(y)| < ε sempre que |x− y| < δ.
Com isto temos que |g(x) − g(aj)| < ε para todo x ∈ Am

j para todo j. Então
para m > 1/δ segue dos cálculos acima que

∣∣∣
∫

gdµm −
∫

gdµ
∣∣∣ ≤ ε + ‖g‖∞

( 1
m

+
2
m

)
.

Assim
∫

gdµm → ∫
gdµ, quando m →∞. Então µm → µ. ¤

O lema 2.1.3 mostra que, muitas vezes, quando queremos provar alguma pro-
priedade para uma medida, basta provar tal propriedade para uma sequência
de medidas, que converge para a primeira, mas que são muito mais simples,
já que são combinações convexas de deltas de Dirac. Uma observação impor-
tante é que se X é apenas um espaço métrico mas não é compacto, então
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o mesmo resultado ainda é válido, com a diferença de que devemos tomar
g ∈ Cb(X,R) := {g : X → R : g é cont́ınua e limitada }. Outro resultado
importante diz respeito à compacidade de P(X).

Como sabemos, todo conjunto compacto é separável, assim o resultado acima
é apenas uma consequência se P(X) for compacto.

Lema 2.1.4. Se (X, d) é um espaço métrico compacto então o espaço métrico
P(X) é compacto na topologia fraca.

Demonstração. Como X é compacto temos que C(X,R), munido com a
norma do supremo definida por

‖f‖ = sup
x∈X

|f(x)|,

é um espaço de Banach. Seja C(X,R)′ o dual de C(X,R), e consideramos

M := {ϕ ∈ C(X,R)′ : ‖ϕ‖ ≤ 1, ϕ(1) = 1, ϕ(f) ≥ 0 ∀f ∈ C(X,R) com f ≥ 0}.
Para µ ∈ P(X) definimos ϕµ(f) :=

∫
fdµ, f ∈ C(X,R). Pelo Teorema de repre-

sentação de Riesz, a correspondência T : µ 7→ ϕµ é uma bijeção de P(X) sobre
M. Mais ainda, temos que T é homeomorfismo, onde estamos considerando
sobreM a topologia fraca-∗. Pelo Teorema de Alaoglu temos que a bola fechada
no dual B = {ϕ ∈ C(X,R)′ : ‖ϕ‖ ≤ 1} é compacta na topologia fraca-∗ e
portanto M é compacto na topologia fraca-∗, sendo que é fechado em B na
topologia fraca-∗. Como T é homeomorfismo, segue que P(X) é compacto.

¤

Com os resultados anteriores já temos que P(X) é um espaço métrico separável
se X o é e compacto se X o é. Um resultado topológico importante é o que diz
respeito à completude de P(X). Este resultado apenas enunciaremos.

Lema 2.1.5 (Ver [8] e [9]). Se (X, d) é um espaço métrico completo então o
espaço métrico P(X) é completo.

2.2 A aplicação Φ : P(X) → P(X)

O objetivo desta seção é mostrar que o push-forward de uma aplicação cont́ınua
T : X → X, define uma aplicação cont́ınua denotada por Φ : P(X) → P(X).
Começamos considerando X espaço métrico compacto, uma aplicação cont́ınua
T : X → X e µ ∈ P(X). A medida T]µ ∈ P(X), chamada de o push forward
de µ por T é definida por

T]µ(E) = µ(T−1(E)), ∀E ⊂ X Boreliano.

Temos então definida uma aplicação Φ : P(X) → P(X), dada por

Φ : µ ∈ P(X) 7→ Φ(µ) := T]µ ∈ P(X).

A seguir mostraremos que a função Φ é cont́ınua, mas antes precisamos do
seguinte Lema:
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Lema 2.2.1. (Mudança de Variáveis) Sejam f : X → R e T : X → X funções
cont́ınuas. Então ∫

X

fd(Φi(µ)) =
∫

X

(f ◦ T i)(x)dµ.

Demonstração. Seja A ∈ B(X) um conjunto mensurável e ϕ = XA a função
caracteŕıstica de A. Então nós temos que

∫

X

ϕd(Φi(µ)) =
∫

X

XAd(µ(T−i)) = µ(T−i(A)).

Por outro lado temos que
∫

X

XA ◦ T idµ =
∫

X

XT−i(A))dµ = µ(T−i(A)).

Agora se tomamos uma função simples ϕ =
∑k

j=1 ajXAj
, por linearidade, nós

temos que

∫

X

ϕd(Φi(µ)) =
∫

X

k∑

j=1

ajXAj d(Φi(µ)) =
k∑

j=1

aj

∫

X

XAj d(Φi(µ))

=
k∑

j=1

aj

∫

X

(XAj ◦ T i)dµ =
∫

X

k∑

j=1

aj(XAj ◦ T i)dµ

=
∫

X

ϕ ◦ T idµ.

Como a integral de uma função f é o supremo de integrais de funções simples
que são menores do que f , o resultado segue. ¤

Lema 2.2.2. Seja X espaço métricos compacto , T : X → X uma aplicação
cont́ınua. Então Φ : P(X) → P(X) é cont́ınua. Mais ainda, se T : X → X é
homeomorfismo, então Φ : P(X) → P(X) também é homeomorfismo.

Demonstração. Começamos supondo que T seja cont́ınua. Tomamos µ ∈
P(X) e suponhamos que exista uma sequência {µn}n em P(X), tal que µn → µ
quando n →∞. Então dada g ∈ C(X,R) temos, pelo Lema 2.2.1, que

lim
n→∞

∫
g(x)dΦ(µn) = lim

n→∞

∫
(g ◦ T )(x)dµn =

∫
(g ◦ T )(x)dµ =

∫
g(x)dΦ(µ),

( a terceira igualdade vem do fato de que g ◦ T ∈ C(X,R)). Logo temos que Φ
é cont́ınua, pois o fato de µn → µ implica Φ(µn) → Φ(µ).
Para vermos que se T é homeormorfismo, então Φ é homeomorfismo basta ob-
servamos que Φ−1(µ)(A) = µ(T (A)), e então aplicarmos o mesmo racioćınio
anterior. ¤
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Caṕıtulo 3

Caso Discreto

O objetivo deste caṕıtulo é estudar as pŕıncipais propriedades da dinâmica
dada pelo push forward de uma aplicação T : X → X, onde X é um conjunto
enumerável discreto. Neste caso o espaço P(X) pode ser idetentificado com um
subconjunto do Rn (se X for finito) e com um subconjunto de R∞ (se X for
infinito). O resultado mais importante provado neste caṕıtulo trata da relação
entre pontos periódicos de T e pontos fixos do seu push forward.

3.1 O Caso Finito

Nesta seção consideraremos X como sendo um espaço discreto e finito. Note
que neste caso X não é conexo. Suponhamos então que X = {x1, ..., xn}, e
identificamos cada função f : X → Rn com um vetor em Rn pelo isomorfismo
linear L : C0(X) → Rn dado por

L(f) = (f(x1), ..., f(xn)).

Então
C0(X) = {f : X → X| f é cont́ınua} ∼= Rn,

e isto implica que C0(X)′ ∼= (Rn)∗ cuja base será a dual da base canônica

{δx1 , ..., δx1},

isto é, ∫
fdδxi = f(xi), for i = 1, ..., n.

pela identificação

L∗(ν) = L∗(
n∑

i=1

piδxi) = (p1, ..., pn).

10



Como sabemos o conjuntos das medidas com sinal em X, denotado por
M(X), satisfaz M(X) ∼= C0(X)′, então

P(X) =
{ n∑

i=1

piδxi : 0 ≤ pi ≤ 1 e
n∑

i=1

pi = 1
}

∼=
{

(p1, ..., pn) ∈ Rn : 0 ≤ pi ≤ 0 e
n∑

i=1

pi = 1
}

.

Então, neste caso, o push-forward de T , digamos Φ, é uma aplicação sobre o
simplexo

∆n :=
{

(p1, ..., pn) ∈ Rn : 0 ≤ pi ≤ 0 e
n∑

i=1

pi = 1
}

,

Φ : ∆n → ∆n.
Dada T : X → X cont́ınua, nós podemos coniderar uma matriz n × n de

entradas de zeros e uns [T ], que representa T como segue:

[T ]




x1

...
xn


 =




T (x1)
...

T (xn)




onde

[T ]ij =
{

1, se T (xi) = xj

0, c.c.

Nós também podemos identificar as integrais no espaço original com o produto
interno: ∫

fdν = 〈L(f),L∗(ν)〉 =
n∑

i=1

pif(xi).

Para calcularmos a matriz da aplicação push forward de T nós lembramos a
fórmula da mudança de variáveis (ver Lema 2.2.1),

∫
f ◦ Tdν =

∫
fdΦ(ν).

Afirmamos então que L(f ◦ T ) = [T ]L(f). De fato, para qualquer 1 ≤ i ≤ n
nós temos a i-ésima coordenada dada por

(L(f ◦ T ))i = f(xj) if T (xi) = xj ,

isto é,
(L(f ◦ T ))i = f(xj) = f(T (xi)) = ([T ]L(f))i,

provando a igualdade.
Com isto, nós provamos o seguinte.
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Proposição 3.1.1. Seja Φ o push forward associado à T e [Φ] sua matriz como
acima, isto é, se ν =

∑n
i=1 piδxi então

Φ
( n∑

i=1

piδxi

)
=

n∑

i=1

qiδxi ⇔ [Φ]L∗(ν) = L∗(Φ(ν)).

Então, [Φ] = [T ]t (a matriz adjunta).

Demonstração. Nós apenas observamos que, a mudança de variáveis
∫

f ◦ Tdν =
∫

fdΦ(ν),

é equivalente à
〈L(f ◦ T ),L∗(ν)〉 = 〈L(f),L∗(Φ(ν))〉.

Nós mostramos que L(f ◦ T ) = [T ]L(f), então

〈L(f ◦ T ),L∗(ν)〉 = 〈[T ]L(f),L∗(ν)〉 = 〈L(f), [T ]tL∗(ν)〉,
assim

〈L(f), [T ]tL∗(ν)〉 = 〈L(f),L∗(Φ(ν))〉, ∀f( i.e ∀f ∈ Rn),

então nós obtemos [Φ] = [T ]t. ¤

Exemplo 3.1.2. Seja X = {x0, x1, ..., xn−1} e considere a aplicação T : X → X
dada por

T (xi) = xi+1 mod n.

Então a matriz de T é

[T ] =




0 0 0 . . . 0 1
1 0 0 0 . . . 0
0 1 0 0 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 . . . 0 0 1 0




.

Dado ν =
∑n−1

i=0 piδxi ∈ P(X), se Φ : P(X) → P(X) é o push forward de T ,
então

Φ(ν) =
n−1∑

i=0

piδxi+1 mod n.

Se nós consideramos ν como sendo o vetor ν = (p0, ..., pn−1), vemos que Φ(p0, ..., pn−1) =
(pn−1, p1, p2, ..., p0). Assim nós concluimos que

Φ =




0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
... 0 0 1 . . . 0

0
...

. . . . . . 1
...

1 0 . . . 0 0 0




.
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Para o análogo da aplicação de grau d sobre S1 nós temos:

Exemplo 3.1.3. Seja X = {x0, x1, x2, x3} e considere T : X → X, dada por

T (xi) = x2i mod 4.

Então nós temos que T (X) = {x0, x2}. Dado ν =
∑3

i=0 piδxi
∈ P(X), se

Φ : P(X) → P(X) é o push forward of T , nós podemos ver que

Φ(ν) = (p0 + p2)δx0 + (p1 + p3)δx2 .

Se consideramos a medida ν como o vetor [ν] = (p0, p1, p2, p3)t então

Φ(ν) = [Φ][ν],

onde

[Φ][ν] =




1 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 0 0







p0

p1

p2

p3


 .

Então temos que [Φ] é igual a transposta [T ]t.

Exemplo 3.1.4. Seja X =
{

0,
1
9
,
2
9
, ...,

8
9

}
e T : X → X definida por

T (x) = 2x mod 1.

Não é dif́ıcil de ver que os pontos
1
9
,

2
9
,

4
9
,

5
9
,

7
9
,

8
9

são periódicos de peŕıodo

6. Por outro lado os pontos
3
9
,

6
9

são também periódicos, mas de peŕıodo 2,

e 0 é um ponto fixo. Seja Φ : P(X) → P(X) o push forward de T e tome

ν =
8∑

i=0

piδ i
9
∈ P(X). Então

Φ(ν) =
8∑

i=0

piδT ( i
9 ) = p0δ0 + p1δ 2

9
+ p2δ 4

9
+ p3δ 6

9

+ p4δ 8
9

+ p5δ 1
9

+ p6δ 3
9

+ p7δ 5
9

+ p8δ 7
9
.

Se escrevermos ν como o vetor [ν]t = (p0, ..., p8), então

Φ(ν) = [Φ][ν],

13



onde,

[Φ][ν] =




1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0







p0

p1

p2

p3

p4

p5

p6

p7

p8




=




p0

p5

p1

p6

p2

p7

p3

p8

p4




.

então [Φ] é uma matriz 9× 9 estocástica.

Consideraremos sobre o conjunto P(X) a distância dada por d((p1, ..., pn), (q1, ..., qn)) =∑n
i=1 |pi − qi|.

Proposição 3.1.5. Seja T : X → X uma aplicação qualquer e X é finito.
Valem as seguintes afirmações:
(i) Se T é bijetiva, então Φ é uma isometria.
(ii) Se T não é bijeção, então Φ é uma contração.

Demonstração. (i) Para facilitar a notação assumiremos que X = {1, ..., n}.
Como T : X → X é uma bijeção e X = {1, .., n} é finito, T é uma permutação.
Assim dada µ =

∑
i piδi

Φ(µ) =
∑

i

piδT (i) = Φ(p1, ..., pn) = (pT−1(1), ..., pT−1(n)).

Logo se µ =
∑

i piδi e ν =
∑

i qiδi, então

d(Φ(p1, ..., pn), Φ(q1, ..., qn)) =
n∑

i=1

|pT−1(i) − qT−1(i)| =
n∑

i=1

|pi − qi|2 = d(µ, ν).

(ii) Se T não é bijeção então, se aplicamos, na soma que envolve a distância,
desigualdade triângular segue que Φ é uma contração. ¤

Corolário 3.1.6. Dada T : X → X uma aplicação qualquer e X é finito, então
h(T ) = h(Φ) = 0, onde h é a entropia topológica.

Demonstração. Basta observar que a entropia de uma contração ou de uma
isometria são sempre nulas. ¤

Observação 3.1.7. Se é definida como no exemplo 3.1.3 então temos que
h(Φ) = 0. De fato, se consideramos (p1, p2, p3, p4), temos que

Φn(p1, p2, p3, p4) = (1, 0, 0, 0) for n > 1, i.e., Φn
( 3∑

i=0

piδxi

)
= δx0 for n > 1,

então Φn ≡ δx0 , para n > 1. Assim h(Φ) = 0.
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3.2 O Caso Infinito

Nesta seção assumiremos que X é um conjunto infinito, enumerável e discreto.
Neste caso X = {x1, x2, ...} . Se munimos X com a topologia discreta, então a
distância em X dada por

d(xn, xm) =
{

1, se n 6= m
0, c.c. ,

gera a topologia discreta em X, e com esta topologia X não é compacto. Não
é dif́ıcil de ver que o conjunto das probabilidades sobre X é dado por

P(X) =
{ ∞∑

i=1

piδxi
: xi ∈ X, pi ≥ 0,

∞∑

i=1

pi = 1
}

,

e que este também não é compacto.
Consideramos então T : X → X e Φ : P(X) → P(X) seu push forward.

Como no caso finito, nós podemos associar a T uma matriz de entradas de zeros
e uns, mas agora esta matriz será infinita. Novamente, se [T ] é a matriz associada
à aplicação T , então a matriz associada à Φ satisfaz a condição [Φ] = [T ]t. Como
P(X) é convexo mas não é compacto, não podemos aplicar o Teorema do Ponto
Fixo de Schauder, mas nós temos o seguinte:

Teorema 3.2.1. Seja T : X → X uma aplicação e Φ : P(X) → P(X) seu push
forward. Então T tem ponto periódico se e somente se Φ tem ponto fixo.

Demonstração. Se existe p ∈ X e n ∈ N tal que Tn(p) = p, então nós temos
que

µ =
1
n

(
δx + δT (x) + ... + δT n−1(x)

)
∈ P(X)

é um ponto fixo para Φ. Para a rećıproca, dividiremos a demonstração em dois
casos e para o primeiro nós suporemos que T é uma bijeção N de N (note que
isto não muda em nada a demonstração, sendo que X é enumerável), isto é,
T : N→ N. Se µ =

∑∞
i=1 piδi é tal que Φ(µ) = µ, então

µ =
∞∑

i=1

piδi =
∞∑

i=1

piδT (i) =
∞∑

i=1

pT−1(i)δi

Logo nós temos que pi = pT−1(i), para todo i ∈ N. Como µ é uma medida
de probabilidade, existe pj 6= 0. Sendo que Φ(µ) = µ, então Φk(µ) = µ e isto
implica que pj = pT−k(j) para todo k ∈ N. Se T−k(j) 6= j para todo k ∈ N,
então o conjunto {T−k(j) = jk : k ∈ N} é um subconjunto infinito de N, e nós
podemos escrever µ como segue

µ =
∞∑

k=1

pjk
δjk

+
∞∑

i 6=jk ∀k

piδi =
∞∑

k=1

pT−k(j)δjk
+

∞∑

i 6=jk ∀k

piδi =
∞∑

k=1

pjδjk
+

∞∑

i6=jk ∀k

piδi.
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Assim µ(N) = ∞, o que nos dá uma contradição.
Para o segundo caso seja T uma aplicação qualquer e pensamos T como

uma aplicação de N em N. Seja µ =
∑∞

i=1 piδi ∈ P(X) ponto fixo de Φ. Como
Φk(µ) = µ para todo k ∈ N, nós temos que

µ =
∞∑

i=1

piδi = Φk(µ) =
∞∑

i=1

pk
i δi,

onde pk
i =

∑∞
l=1 pik

l
= pi é dado pelo conjunto T−k(i) = {ik1 , ik2 , ik3 , ...}. Como

µ é uma medida de probabilidade, existe pj tal que pj 6= 0. Se T−n(j) ∩
T−m(j) 6= ∅ com m < n, então existe i ∈ N tal que Tn(i) = Tm(i), e isto
implica Tn−m(Tm(i)) = Tm(i), isto é, Tm(i) é um ponto periódico para T . Se
T−n(j) ∩ T−m(j) = ∅ com m 6= n, então nós podemos escrever µ como segue

µ =
∞∑

j1
l ∈T−1(j)

p1
j1
l
δj1

l
+

∞∑

j2
l ∈T−2(j)

p2
j2
l
δj2

l
+

∞∑

j3
l ∈T−3(j)

p3
j3
l
δj3

l
+ ...+

∞∑

i6∈T−k(j), ∀k∈N
piδi.

Esta igualdade implica µ(X) = ∞, pois
∞∑

jk
l ∈T−k(j)

pk
jk
l

= pj para todo k ∈ N, mas

isto é uma contradição. Então existem m,n ∈ N tal que T−n(j) ∩ T−m(j) 6= ∅,
e disto segue que T tem ponto periódico. ¤

Exemplo 3.2.2. Seja X = {x1, x2, ...}, xi 6= xj para i 6= j, e T : X → X dada
por T (xi) = xi+1. Note que T não possui ponto periódico, assim, pelo Teorema
3.2.1, segue que Φ não tem ponto fixo.

Se consideramos sobre

P(X) =
{ ∞∑

i=1

piδxi : xi ∈ X, pi ≥ 0,

∞∑

i=1

pi = 1
}

,

a distância dada por

d((p1, p2, ...), (q1, q2, ...)) =
∞∑

i=1

|pi − qi|,

temos então uma distância bem definida em P(X) e vale o seguinte resultado:

Proposição 3.2.3. Seja X = {xi}i∈N infinito, discreto e T : X → X uma
aplicação qualquer, então
(i) Se T é uma bijeção, Φ é uma isometria,
(ii) Se não é bijetiva, Φ é uma contração.

16



Demonstração. Análoga à demonstração do Lema 3.1.5. ¤

Corolário 3.2.4. Seja X = {xi}i∈N infinito, discreto e T : X → X uma
aplicação qualquer, então h(Φ) = 0.
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Caṕıtulo 4

Propriedades Topológicas
da Aplicação Push Forward

Neste caṕıtulo iremos estudar propriedades topológicas da aplicação push for-
ward. Também mostraremos que algumas dessas propriedades são provenientes
da aplicação T . De agora em diante assumiremos que X é um espaço métrico
compacto.

Proposição 4.0.5. Se T é uma aplicação cont́ınua, então Φ tem um ponto fixo.

Demonstração. Notamos que Φ é uma aplicação cont́ınua e P(X) é um con-
junto compacto convexo. Então, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schowder, nós
temos que Φ tem um ponto fixo. ¤

Uma observação importante a ser feita é que a Proposição 4.0.5 poderia ser
provada usando o fato de que todo homeomorfismo sobre um compacto tem
medida invariante.

Proposição 4.0.6. Sejam T : X → X e S : Y → Y sistemas dinâmicos
topológicos conjugados. Então Φ : P(X) → P(X) e Ψ : P(Y ) → P(Y ) são
sistemas dinâmicos topológicos conjugados, onde Φ é o push forward de T e Ψ
é o push forward de S.

Demonstração. Seja H : X → Y a conjugação entre T e S. Então nós temos

H ◦ T = S ◦H.

Consideramos a aplicação Σ : P(X) → P(Y ), dada por Σ(µ)(A) = µ(H−1(A)).
Então Σ é um homeomorfismo. Tomamos ν ∈ P(Y ) e vemos que

Σ ◦ Φ ◦ Σ−1(µ) = Σ ◦ Φ(µ ◦H) = Σ(µ ◦H ◦ T )

= µ ◦H ◦ T ◦H−1 = µ ◦ S ◦H ◦H−1

= µ ◦ S = Ψ(µ).
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Logo
Σ ◦ Φ ◦ Σ−1 = Ψ,

o que implica o resultado. ¤

O próximo resultado trata da ”construção de uma grade ”em um espaço
métrico compacto.

Lema 4.0.7. Dado X um espaço métrico compacto e δ > 0, existe uma cober-
tura mensurável de X, {Pj}N

j=1, tal que Pj é aberto para todo j, int(Pi) ∩
int(Pj) = ∅ e d(x, y) < δ para todo x, y ∈ Pj, para todo j. Mais ainda existem
ε > 0 e pontos pi ∈ Pi tais que Bε(pi) ⊂ Pi.

Demonstração. Dado δ > 0, existem x1, ..., xk ∈ X tais que X = ∪k
j=1B δ

2
(xj).

Definimos então

P1 = B δ
2
(x1),

P2 = (B δ
2
(x2))− (B δ

2
(x1))

...
Pk = (B δ

2
(xk))− (∪k−1

j=1B δ
2
(xj)).

Então nós temos que X = ∪k
j=1Pj , e int(Pi) ∩ int(Pj) = ∅, se i 6= j. Como

Pj ⊂ B δ
2
(xj) , d(x, y) < δ para todo x, y ∈ Pj .

Como a cobertura X = ∪k
j=1B δ

2
(xj) é finita e, por construção de cada Pi, nós

podemos tomar ε > 0 adequado e escolher pontos pi ∈ Pi tais que Bε(pi) ⊂ Pi.
¤

Definição 4.0.8. Dizemos que T : X → X é topologicamente transitiva, (ou
transitiva) se existe x ∈ X tal que a semi-órbita O+

T (x) := {Tn(x) : n ∈ N}, é
um conjunto denso em X.

Observação 4.0.9. T transitiva não implica Φ transitiva.

Demonstração. Se T : S1 → S1 é a rotação irracional no ćırculo dada por
T (x) = x + α, α é um número irracional, nós temos que T é transitivo. Como
T é uma translação, segue que Φ é 1-Lipschitz, se considerarmos sobre P(X) a
distância de Prokhorov. Suponhamos, por absurdo, que Φ é transitiva. Logo
existe µ ∈ P(X) tal que a semi-órbita {Φn(µ) : n ∈ N} é densa em P(X).
Tomamos ε > 0 tal que 0 6∈ A =

(
ε, 1 − ε

)
e 1 − 2ε > ε. Assim dada a

medida de Lebesgue λ ∈ P(X), existe n ∈ N, tal que dP (Φn(µ), λ) <
ε

4
. Seja

p = 0 ∈ S1. Pela densidade da sequência {Φk(µ)}k∈N, existe l ∈ N, tal que
dP (Φn+l(µ), δ0) <

ε

4
. Como Φ é 1-Lipschitz e λ é Φ-invariante, vemos que

dP (Φn+l(µ), λ) = dP (Φn+l(µ), Φl(λ)) ≤ dP (Φn(µ), λ) <
ε

4
.
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Pela desigualdade triangular, segue que

dP (λ, δ0) ≤ dP (Φn+l(µ), λ) + dP (Φn+l(µ), δ0) ≤ ε

2
.

Isto implica que

λ(A) ≤ δ0(A ε
2
) +

ε

2
, and δ0(A) ≤ λ(A ε

2
) +

ε

2
, ∀A ∈ B(S1).

Em particular, se A =
(
ε, 1− ε

)
, 0 6∈ A ε

2
. Então

1− 2ε = λ(A) ≤ δ0(A ε
2
) +

ε

2
=

ε

2
,

o que é uma contradição. ¤

Definição 4.0.10. Dizemos que T : X → X é um misturador topológico, se
dados U, V conjuntos abertos em X, existe N ∈ N tal que Tn(U) ∩ V 6= ∅ para
todo n > N . Notamos que, T−1 é também um misturador topológico, desde
que T seja bijetiva.

Lema 4.0.11. Suponhamos que T : X → X é um misturador topológico. Seja
P = {P1, ..., Pl} uma grade finita de X. Dado ε > 0 e p ∈ X, existem N ∈ N e
pontos pi ∈ Pi tais que se K ≥ N , então d(TK(pi), p) < ε.

Demonstração. Seja ε > 0. Consideramos conjuntos abertos U e Vi ⊂ Pi,
onde p ∈ U , e U tem diâmetro menor do que ε. Então existem inteiros N(U, Vi),
tais que, Tn(Vi)∩U 6= ∅, para todo n > N(U, Vi). Agora tomamos N o máximo
sobre os N(U, Vi) e fixamos K ≥ N . Logo, existe no mı́nimo uma pré-imagem
pi ∈ Vi ⊂ Pi de TK contida em U , para cada elemento da grade, e assim o
resultado segue. ¤

Pela observação 4.0.9 nós não podemos concluir que T transitiva implica Φ
transitiva, mas temos Transitividade por Cadeias como o seguinte mostra.

Definição 4.0.12. Seja T : X → X um homeomorfismo sobre um espaço
métrico compacto. Nós dizemos que T é Transitiva por Cadeias se dados
x, y ∈ X, ε > 0 e N ∈ N, existem x = x1, x2, ..., xk = y ∈ X e n1, ..., nk−1 ∈ N,
ni > N para todo i ∈ {1, ..., k − 1}, tais que d(Tni(xi); xi+1) < ε

Proposição 4.0.13. Sejam µ ∈ P(X), p ∈ X, ε > 0 e N ∈ N. Então existem
N ≤ K ∈ N e µ′ ∈ P(X) tais que d(µ, µ′) < ε e d(ΦK(µ′), δp) < ε.

Demonstração. Nós usaremos a distância fraca-∗ para provar a Proposição.
Seja {gi}i∈N uma sequência densa de funções cont́ınuas em C(X, [0, 1]) usada
para definir a distância fraca-∗. Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒
∞∑

i=n0+1

1
2i

< ε.
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Como cada gi é cont́ınua, existe 0 < δ < ε, tal que

d(x, y) < δ ⇒ |gi(x)− gi(y)| < ε, ∀i ∈ {1, ..., n0}.
Tomamos então uma δ-grade P = {P1, ..., Pl}. Então, pelo Lema 4.0.11 , existe
K ∈ N e pontos pi ∈ Pi, tais que d(TK(pi), p) < δ. Então nós consideramos a
medida µ′ = µ(P1)δp1 + ... + µ(Pl)δpl

, e notamos que

d(µ, µ′) =
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
l∑

j=1

∫

Pj

(gi(x)− gi(pj)dµ
∣∣∣

≤
∞∑

i=1

1
2i

l∑

j=1

∫

Pj

|gi(x)− gi(pj)|dµ

=
n0∑

i=1

1
2i

l∑

j=1

∫

Pj

|gi(x)− gi(pj)|dµ

+
∞∑

i=n0+1

1
2i

l∑

j=1

∫

Pj

|gi(x)− gi(pj)|dµ

≤
n0∑

i=1

1
2i

l∑

j=1

ε

2
µ(Pj) +

∞∑

i=n0+1

1
2i

l∑

j=1

µ(Pj) < ε,

onde a última desigualdade vem do fato de que P é uma δ-grade de X. Nós
também temos que

d(δp, Φk(µ′)) =
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
l∑

j=1

∫

Pj

(gi(p)− gi(T k(pj))dµ
∣∣∣

≤
∞∑

i=1

1
2i

l∑

j=1

|gi(p)− gi(T k(pj))|µ(Pj)

=
n0∑

i=1

1
2i

l∑

j=1

|gi(p)− gi(T k(pj))|µ(Pj)

+
∞∑

i=n0+1

1
2i

l∑

j=1

|gi(p)− gi(T k(pj))|µ(Pj)

≤
n0∑

i=1

1
2i

l∑

j=1

ε

2
µ(Pj) +

∞∑

i=n0+1

1
2i

l∑

j=1

µ(Pj) < ε,

Assim segue o resultado. ¤

Observação 4.0.14. Como dissemos antes, se T é um misturador topológico
então T−1 é um misturador topológico. Logo a Proposição 4.0.13 aplica-se à
Φ−1.
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Teorema 4.0.15. (Transitividade por Cadeias) Seja T → X um homeomor-
fismo. Se T é um misturador topológico então seu push forward Φ : P(X) →
P(X) é Transitivo por Cadeias.

Demonstração. Tomamos µ, ν ∈ P(X), ε > 0 e N ∈ N . Pela Proposição 4.0.13
existem N ≥ K1, K2 ∈ N e µ′, ν′ ∈ P(X) tais que

d(µ, µ′) <
ε

2
e d(ΦK1(µ′), δp) <

ε

2
,

d(ν, ν′) <
ε

2
e d(Φ−K2(ν′), δp) <

ε

2
.

Consideramos então µ0 = µ, µ1 = µ′, µ2 = Φ−K2(ν′), µ3 = ν e K1, K2 ∈ N e
assim o resultado segue. ¤

Proposição 4.0.16. Se T : X → X é um misturador topológico, então Φ é um
misturador topológico.

Demonstração. Notamos que dado k ∈ N, a aplicação

T (k) := (T, ..., T ) : Xk → Xk

é um misturador topológico se e somente T é. Se nós tomamos µ, ν ∈ P(X)
e ε > 0 e consideramos as bolas abertas B(µ, ε) e B(ν, ε) em P(X), então
existem µ′ =

∑k
i=1 aiδxi ∈ B(µ, ε) e ν′ =

∑k
i=1 biδyi ∈ B(ν, ε). Seja {fi}i∈N

uma sequência densa de funções cont́ınuas em C(X, [0, 1]) usada para definir a
distância fraca-∗. Tomando os pontos (x1, ..., xk), (y1, ..., yk) ∈ Xk e δ > 0 tal
que

d((u1, ..., uk), (v1, ..., vk)) < δ ⇒
∞∑

j=i

1
2j

k∑

i=1

|fj(ui)− fj(vi)| ≤ ε0,

onde ε0 é tal que d(µ, µ′) + ε0 ≤ ε e d(ν, ν′) + ε0 ≤ ε.
Consideramos então as bolas abertas B((x1, ..., xk), δ) e B((y1, ..., yk), δ) em Xk.
Como T k um misturador, existe N ∈ N tal que

n > N ⇒ (T (k))n(B((x1, ..., xk), δ)) ∩B((y1, ..., yk), δ) 6= ∅.

Logo existe (z1, ..., zk) ∈ B((x1, ..., xk), δ), tal que (T (k))n(z1, ..., zk) pertence à
B((y1, ..., yk), δ). Por último consideramos a medida µ̄ =

∑k
i=1 aiδzi . Como

d((x1, ..., xk), (z1, ..., zk)) < δ ⇒
∞∑

j=i

1
2j

k∑

i=1

|fjxi)− fj(zi)| ≤ ε0,
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e

d((Tn(z1), ..., Tn(zk)), (y1, ..., yk)) < δ ⇒
∞∑

j=i

1
2j

k∑

i=1

|fj(T (zi))− fj(yi)| ≤ ε0,

nós obtemos
d(µ̄, µ) ≤ ε, and d(ν, Φn(µ̄)) ≤ ε.

Isto implica que Φn(B(µ, ε)) ∩B(ν, ε) 6= ∅. ¤

Outro fato interessante, e que provaremos a seguir, é que se T é Lipschitz,
então Φ Lipschitz.

Proposição 4.0.17. Se T : X → X é C-Lipschitz, então Φ : P(X) → P(X)
é C-Lipschitz com respeito á métrica de Wasserstein . Se nós consideramos a
métrica de Prokhorov ou a distância fraca-∗ Φ é Lipschitz, mas C pode mudar.

Demonstração. Começamos considerando a aplicação (T, T ) : X×X → X×X
definida por (T, T )(x, y) = (T (x), T (y)). Nós temos que (T, T ) é continua, então
o push-forward de (T, T ) sobre P(X × X), o qual denotamos por Ψ, é uma
aplicação cont́ınua. Logo se Π é uma medida sobre X × X nós temos, pelo
Lema 2.2.1

∫

X×X

dp(x, y)d(Ψ(Π)) =
∫

X×X

dp(T (x), T (y))dΠ.

Observamos então que se µ, ν ∈ P(X) e Π é um transporte paralelo de µ para
ν, então Ψ(Π) é um transporte paralelo de Φ(µ) para Φ(ν). Então, se T é
C-Lipschitz nós temos

W p
p (Φ(µ), Φ(ν)) = inf

Π′

{ ∫

X×X

dp(x, y)dΠ′ : Π′ é transp. de Φ(µ) para Φ(ν)
}

= inf
Π

{ ∫

X×X

dp(x, y)d(Ψ(Π)) : Π é transp. de µ para ν
}

= inf
Π

{ ∫

X×X

dp(T (x), T (y))d(Π) : Π é transp. de µ para ν
}

≤ C inf
Π

{ ∫

X×X

dp(x, y)d(Π) : Π é transp. de µ para ν
}

= CW p
p (µ, ν).

Sendo que a métrica de Prokhorov e a métrica fraca-∗ são equivalentes à métrica
de Wasserstein, o resultado segue. ¤

Observação 4.0.18. Para uma consulta sobre a equivalência entre as normas
em P(X) ver [8].
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No que segue nós assumiremos que T é um homeomorfismo cujos pontos
periódicos são densos em X, isto é: dado δ > 0, existe um ponto p ∈ X de
peŕıodo K, tal que sua órbita é δ−densa. Nós também podemos falar a respeito
de medidas periódicas, isto é, medidas que são pontos periódicos da dinâmica
Φ.

Proposição 4.0.19. Seja T : X → X um homeomorfismo com pontos periódicos
densos, então os pontos periódicos de Φ são densos em P(X).

Demonstração. Para esta demonstração usaremos a métrica fraca-∗. Dada
uma medida qualquer µ ∈ P(X), precisamos mostrar como ela pode ser aprox-
imada por uma medida periódica. Tomamos ε > 0, logo existe n0 tal que

∞∑

i=n0+1

1
2i

< ε.

Usando a continuidade das gi, existe δ = δ(n0, ε), tal que

d(x, y) < δ ⇒ d(gi(x), gi(y)) < ε, ∀i ∈ {1, ..., n0}.
Consideramos uma δ−grade de X, P = {P1, ..., PK}, e tomamos uma órbita
periódica em X, {p, T (p), ..., TN−1(p)}, a qual é δ−densa. Claramente, existe
no mı́nimo um ponto da órbita em cada elemento Pi da grade (e então K ≥ N).
Vamos então renomear os pontos da órbita como segue: seja q1 um ponto da
órbita em P1 (qualquer ponto da órbita pode ser escolhido); qi algum ponto da
órbita em Pi e assim seguimos até qN ∈ PN . Então definimos a medida

µ′ =
N∑

i=1

µ(Pi)δqi .

Então nós temos que

d(µ, µ′) =
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
∫

X

gi(x)dµ−
∫

X

gi(x)dµ′
∣∣∣

=
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
K∑

j=1

∫

Pj

(gi(x)− gi(qj))dµ
∣∣∣

≤
∞∑

i=1

1
2i

K∑

j=1

∫

Pj

|gi(x)− gi(qj)|dµ

=
n0∑

i=1

1
2i

K∑

j=1

∫

Pj

|gi(x)− gi(qj)|dµ +
∞∑

i=n0+1

1
2i

K∑

j=1

∫

Pj

|gi(x)− gi(qj)|dµ

≤
n0∑

i=1

1
2i

K∑

j=1

εµ(Pj) +
∞∑

i=n0+1

1
2i

K∑

j=1

εµ(Pj) < 2ε,
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Onde a última desigualdade vem do fato µ(X) =
∑K

j=1 µ(Pj) = 1 ¤

Definição 4.0.20. Seja T : X → X um homeomorfismo de um espaço métrico
compacto. Dizemos que T é equicont́ınuo se a sequência de iteradas de T ,
{Tn}n∈N, é uma sequência equicont́ınua de homeomorfismos.

Proposição 4.0.21. Se T é equicontinua, então Φ é equicontinua.

Demonstração. Suponhamos T equicont́ınua e consideramos a sequência
{Φn}n∈N. Tomamos ε > 0, então existe δ > 0 tal que

d(x, y) < δ ⇒ d(Tn(x), Tn(y)) < ε.

Considerando a métrica de Prokhorov nós temos que

dP (µ, ν) < δ ⇒ dP (Φn(µ), Φn(ν)) < ε, ∀n ∈ N.

Para ver isto suponhamos que dP (µ, ν) < δ e notamos que

T−n(A)δ ⊂ T−n(Aε),

onde Aγ = {x ∈ X : d(x, A) < γ}, para qualquer A ⊂ X. De fato, se
x ∈ T−n(A)δ, então existe z ∈ T−n(A) tal que d(x, z) < δ, mas isto implica
d(Tn(x), Tn(z)) < ε. Como z ∈ T−n(A), Tn(z) ∈ A, então Tn(x) ∈ Aε , logo
x ∈ T−n(Aε). Então temos que

Φn(µ)(A) = µ(T−n(A)) ≤ ν(T−n(A)δ) + δ ≤ ν(T−n(Aε)) + ε = Φn(ν)(Aε) + ε

Φn(ν)(A) = ν(T−n(A)) ≤ µ(T−n(A)δ) + δ ≤ µ(T−n(Aε)) + ε = Φn(µ)(Aε) + ε,

e isto implica dP (Φn(µ),Φn(ν)) < ε. ¤
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Caṕıtulo 5

Conjuntos Limites

O objetivo deste caṕıtulo é estudar alguns conjuntos limites da apliacação Φ
e a relação destes conjuntos com os conjuntos limites de T .

5.1 Conjunto não-errante

Definição 5.1.1. Dado p ∈ X, dizemos que p é não-errante se para toda
vizinhança U de p, existe n ∈ N tal que Tn(U) ∩ U 6= ∅.
Proposição 5.1.2. Se p ∈ X é não-errante, então δp é não-errante.

Demonstração. Seja p não-errante. Então dado ε > 0, existe n ∈ N tal que
Tn(Bε(p)) ∩ Bε(p), i.e., existe q ∈ Tn(Bε(p)) ∩ Bε(p). Agora tomamos δq e
notamos que

dP (δp, δq) ≤ d(p, q) ⇒ δq ∈ Bε(δp),

e como q ∈ Tn(Bε(p)), existe x ∈ Bε(p), tal que q = Tn(x). Então

δq = δT n(x) = Φn(δx) ∈ Φn(Bε(δp)).

Finalmente nós concluimos que δq ∈ Bε(δp) ∩ Φn(Bε(δp)) 6= ∅. ¤

5.2 ω-limite

Definição 5.2.1. Seja T : X → X uma aplicação cont́ınua. Seja x ∈ X. Um
ponto y ∈ X é um ponto ω−limite se existe uma sequência de números naturais
nk →∞ (quando k →∞) tal quet Tnk(x) → y. O conjunto ω(x) é o conjunto
de todos os pontos ω−limite.

Proposição 5.2.2. Se q ∈ ω(p), então δq ∈ ω(δp).
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Demonstração. Nós precisamos mostrar que existe uma sequência {Φnk(δp)}nk∈N,
tal que, nk → ∞ e Φnk(δp) → δq. Sendo que q ∈ ω(p), existe uma sequência
{Tnk(p)}nk∈N, tal que, Tnk(p) → q. Dado g ∈ C(X) nós temos que

∣∣∣
∫

X

g(x)d(Φnk(δp))−
∫

X

g(x)d(δq)
∣∣∣ = |g(Tnk(p))− g(q)|.

Como g é cont́ınua e Tnk(p) → q, g(Tnk(p)) → g(q). Assim obtemos que
∫

X

g(x)d(Φnk(δp)) →
∫

X

g(x)d(δq), ∀g ∈ C(X).

Consequentemente
d(Φnk(δp), δq) → 0.

¤

Definição 5.2.3. Um ponto x ∈ X é dito recorrente se x ∈ ω(x). O conjunto
R(T ) de pontos recorrentes é T -invariante.

Logo, pela Proposição 5.2.2, dado x ∈ R(T ), temos que δx ∈ ω(δx). Então

x ∈ R(T ) ⇒ δx ∈ R(Φ).

5.3 Atratores

5.3.1 Atrator pontual

Lema 5.3.1. Seja T : X → X uma aplicação cont́ınua tal que T : X →
T (X) é um homeomorfismo . Se lim

n→∞
Tn(x) = p, para todo x ∈ X, então

a sequência de aplicações {Tn}n∈N converge uniformemente para a aplicação
constante F : X → X, F (x) = p para todo x ∈ X.

Demonstração. Consideramos a seguinte sequência de aplicações cont́ınuas
Gn = Tn : X → X e a aplicação F : X → X dada por F (x) = p para todo
x ∈ X. Notamos que Gn(x) → P para todo x ∈ X, i.e, Gn converge to F
pointwise. Como X é compacto segue que Gn → F , uniformemente. ¤

Proposição 5.3.2. Seja T : X → X cont́ınua tal que T : X → T (X) é
um homeomorfismo. Se lim

n→∞
Tn(x) = p, ∀x ∈ X, então lim

n→∞
Φn(µ) = δp,

∀µ ∈ P(X).

Demonstração. Seja ε > 0. Nós precisamos mostrar mostrar que existe
n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ d(Φn(µ), δp) < ε.
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Agora pelo Lemma 5.3.1 vemos que dade δ > 0, existe n0 ∈ N, tal que
d(Tn(x), p) < δ, para todo x ∈ X e n > n0. Tomamos então g ∈ C(X) e
vemos que

∣∣∣
∫

X

g(x)d(Φn(µ))−
∫

X

g(x)dδp

∣∣∣ =
∣∣∣
∫

X

(g(Tn(x))− g(p))dµ
∣∣∣

≤
∫

X

|(g(Tn(x))− g(p))|dµ

≤ sup
x∈X

|(g(Tn(x))− g(p))|.

Como g ∈ C(X) nós obtemos
∣∣∣
∫

X

g(x)d(Φn(µ)) −
∫

X

g(x)dδp

∣∣∣ → 0, para todo

g ∈ C(X). Logo d(Φn(µ), δp) → 0. ¤

Observação 5.3.3. A demonstração acima, como a de outros resultados fi-
cariam menos extensas se usassemos ideias probabiĺısticas, mas devido ao nosso
objetivo neste trabalho de estudarmos propriedades dinâmicas do push forward,
nossas demonstrações são em sua maioria feitas com ideias de dinâmica.

5.3.2 Atrator Uniforme

Nesta seção definiremos o conceito de atrator uniforme e veremos o que acontece
com a dinâmica Φ quando T possui um atrator uniforme.

Definição 5.3.4. Seja Λ ⊆ X conjunto compacto tal que T (Λ) ⊆ Λ. Nós
dizemos que Λ é atrator uniforme para T , se para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal
que

n > n0 ⇒ d(Tn(x), Λ) < ε, ∀x ∈ X.

Para provarmos que se T possui um atrator uniforme então Φ também pre-
cisamos de algumas lemas.

Lema 5.3.5. Sejam T : X → X um homeomorfismo X em T (X) e A = {aj}j∈N
denso em X. Então Tn(A) é denso em TnX, para todo n ∈ N.

Demonstração. Sejam x ∈ X e ε > 0, nós devemos mostrar que para todo
n ∈ N, existe ai ∈ A tal que d(Tn(x), Tn(ai)) < ε. Sendo que Tn é uma
aplicação cont́ınua, existe δ > 0 tal que

d(y, ai) < δ ⇒ d(Tn(y), Tn(ai)) < ε.

Usando a densidade de A em X obtemos o desejado. ¤

Lema 5.3.6. Se µ =
∑l

i=1 αiδai e ν =
∑l

i=1 αiδbi , então

dP (ν, µ) ≤ min{d(ai, bi)}.
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Demonstração. Tomamos γ > min{d(ai, bi)} e A ∈ B(X). Notamos que

∃ai ∈ A ⇒ bi ∈ Aγ , e ∃bi ∈ A ⇒ ai ∈ Aγ .

para todo A ∈ B(X). Então, pela definição de dP , nós concluimos que

dP (ν, µ) ≤ min{d(ai, bi)}.
¤

Teorema 5.3.7. Seja Λ ⊆ X um atrator uniforme para T . Dado

D :=
{ k∑

i=1

αiδqi
:

k∑

i=1

αi = 1, qi ∈ Λ e αi ∈ [0, 1] ∩Q, k ∈ N
}

,

então D é um atrator uniforme. é um atrator uniforme para Φ.

Demonstração. Sabemos que se A é um conjunto enumerável denso em X
então

A =
{ k∑

i=1

αiδai :
k∑

i=1

αi = 1, ai ∈ A e αi ∈ [0, 1] ∩Q
}

também é um conjunto enumerável denso em P (X). Afirmamos então que

lim
n→∞

d(Φn(ν),D) = 0,

uniformemente, para todo ν ∈ A . De fato, se nós tomamos ε > 0 , existe
n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ d(Tn(ai),Λ) < ε, ∀ ai ∈ A.

Dado ai ∈ A, existe qi ∈ Λ, tal que d(Tn(ai), qi) < ε. Logo se ν =
∑k

i=1 αiδai e
nós consideramos ν′ =

∑k
i=1 αiδqi , onde d(Tn(ai), qi) < ε, nós vemos que, pelo

Lema 5.3.6,

dP (Φn(ν), ν′) < min{d(Tn(ai), qi)} < max{d(Tn(ai), qi)} < ε.

Tomamos então µ ∈ P (X) e ε > 0. Sabemos que existe n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ dP (Φn(ν),D) < ε, ∀ν ∈ A,

então, usando a continuidade de Φn, temos que existe δ > 0 tal que

dP (µ, ν) < δ ⇒ dP (Φn(µ), Φn(ν)) < ε.

Como A é denso em X, existe ν ∈ A, tal que dP (ν, µ) < δ. Finalmente nós
obtemos

n > n0 ⇒ dP (Φn(µ),D) ≤ dP (Φn(ν),D) + dP (Φn(µ), Φn(ν)) < 2ε.

Note que a desigualdade acima é independente de µ ∈ P (X). ¤
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Exemplo 5.3.8. Seja X = [0, 1] × [0, 1] e T : X → X dada por T (x, y) =
(x, ( 1

2 + 1
2x)y), se Λ = {(x, y) : x = 1, ou y = 0}, então Λ é um atrator uniforme

para T . De fato, (x, y) ∈ X,

d(Tn(x, y), Λ) = d((x,
(1 + x)n

2n
y),Λ) = min{1− x,

(1 + x)n

2n
y}.

Se tomamos 0 < ε < 1, temos que x ≤ ε ou ε < x. Se ε < x, então 1−x < ε.
Se x ≤ ε, vemos que

(1 + x)n

2n
≤ (1 + ε)n

2n
→ 0.

Isto implica a existência de n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ (1 + x)n

2n
y ≤ (1 + ε)n

2n
y < ε.

Logo obtemos que

n > n0 ⇒ d(Tn(x, y), Λ) = min{1− x,
(1 + x)n

2n
y} < ε.

Por outro lado, se aplicamos Teorema 5.3.7, obtemos que se

D : =
{ k∑

i=1

αiδ(xi,yi) :
k∑

i=1

αi = 1,

(xi, yi) = (xi, 0) or (xi, yi) = (1, yi), e αi ∈ [0, 1] ∩Q
}

,

então D é um atrator uniforme para Φ.

Exemplo 5.3.9. (Um atrator hiperbólico uniforme) Seja T = S1 ×D2 o toro
sólido, onde S1 = [0, 1] mod 1 e D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}. Fixamos
λ ∈ (0 1

2 ) e definimos T : T → T por

T (φ, x, y) = (2φ, λx +
1
2

cos(2πφ), λy +
1
2

sin(2πφ)).

A aplicação T é injetiva, dilata por fator de ordem 2 na direção S1, contrai por
um fator de ordem λ na direção D2, e enrola a imagem duas vezes dentro de T .

A imagem F (T ) está contida no interior de int(T ) e Fn+1(T ) ⊂ int(Fn(T )).
Uma fatia F (T )∩{φ = c} consiste em dois discos de raio λ centrados em pontos
opostos pelo diâmetro a uma dsitância de 1

2 do centro da fatia. Uma fatia
Fn(T ) ∩ {φ = c} consiste em 2n discos de raio λn: cada dois dentro de 2n−1

discos de Fn−1(T ) ∩ {φ = c}.
O conjunto S = ∩∞n=0F

n(T ) é chamado de solenóide. Ele é um subconjunto
fechado e T -invariante T , sobre o qual T é bijetiva. O solenóide é um atrator
uniforme para T . Mais ainda S é um conjunto hiperbólico (para a definição de
conjunto hiperbólico ver [15]), então S é dito um atrator hiperbólico uniforme.
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Então, pelo Teorema 5.3.7,

D :=
{ k∑

i=1

αiδqi
:

k∑

i=1

αi = 1, qi ∈ S e αi ∈ [0, 1] ∩Q
}

,

é um atrator uniforme para Φ.
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Caṕıtulo 6

Entropia Topológica

Neste caṕıtulo estudaremos a entropia da aplicação Φ e a relação desta en-
tropia com a entropia de T . Veremos que se h(T ) > 0, então h(Φ) = ∞.

6.1 O caso h(Φ) = 0

Nesta seção mostraremos que a existência de um atrator pontual para T
implica h(Φ) = 0. Para tanto nós relembramos aqui as definições básicas
necessárias para o cálculo da entropia de uma aplicação.

Definição 6.1.1. Seja T : X → X uma aplicação cont́ınua. Um subconjunto
A ⊂ X é dito (n, ε)−separado se quaisquer dois pontos distintos x, y satisfazem

dn(x, y) := max
0≤k≤n−1

d(T k(x), T k(y)).

Cada dn é uma métrica para X, mais ainda as métricas di são todas equivalentes.
Um conjunto A ⊂ X é dito (n, ε)-separado, se para todo x, y ∈ A, tem-se
dn(x, y) ≥ ε.

Lema 6.1.2. Seja T : X → X uma aplicação cont́ınua tal que T : X → T (X)
é um homeomorfismo . Se lim

n→∞
Tn(x) = p, para todo x ∈ X, então h(T ) = 0.

Demonstração. Notamos que se lim
n→∞

Tn(x) = p, pelo Lema 5.3.1, temos que

a sequência de aplicações {Tn}n∈N converge uniformemente para a aplicação
constante G ≡ p. Tomamos então A ⊂ X (Nε, ε)-separado com cardinalidade
máxima e observamos que A é (n, ε)-separado para todo n ≥ Nε. Mais ainda,
se B é (n, ε)-separado, a cardinalidade de B é no máximo igual á caridnalidade
de A. Logo

hε(T ) = lim
n→∞

1
n

log sep(T, n, ε) = 0,

o que implica
h(T ) = lim

ε→0
hε(T ) = 0.
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Se nós aplicamos a Proposição 5.3.2 e depois aplicamos o Lema 5.3.1 obtemos
o seguinte:

Teorema 6.1.3. Se lim
n→∞

Tn(x) = p, então h(Φ) = 0, onde h(Φ) é a entropia
topológica de Φ.

Corolário 6.1.4. Se T is C-Lipschitz com C < 1, então h(Φ) = 0.

Demonstração. Como T é C-Lipschitz, então Φ é C-Lipschitz, com C < 1.
Logo temos que lim

n→∞
Φn(µ) = δp, onde p é o ponto fixo para T , para todo

µ ∈ P(X). Logo, pelo Lema 5.3.1 h(Φ) = 0. ¤

Exemplo 6.1.5. Consideramos a aplicação T : S1 → S1 dada por T (x) = x+α,
α irracional, então h(Φ) = 0. De fato, como T é uma isometria nós temos que
Φ é também isometria , então h(Φ) = 0.

6.2 O caso h(Φ) = ∞
Nesta seção nós veremos que o fato de a aplicação T ter entropia positiva

implica entropia infinita para o seu push forward.

Definição 6.2.1. O conjunto de medidas de probabilidade com suporte finito
é dado pela união D = ∪n≥1Dn, onde

Dn =
{

µ =
n∑

i=1

piδxi : (p1, ..., pn) ∈ Rn,

n∑

i=1

pi = 1 e xi ∈ X
}

.

Para um p = (p1, ..., pn) ∈ Rn fixado tal que
∑n

i=1 pi = 1 nós definimos o
conjunto

Dn(p) =
{

µ =
n∑

i=1

piδxi : xi ∈ X
}

.

É posśıvel obter uma cópia do espaço X dentro de P(X) como segue:

j : X → D1 ⊂ P(X)

x 7→ δx.

Se consideramos D1, então Φ(D1) = D1, isto é, D1 é Φ-invariante.

Lema 6.2.2. (Ver [6]e [8]) A aplicação j é um homeomorfismo sobre D1. Se
nós consideramos a distância de Wasserstein , j é uma isometria.
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Lema 6.2.3. Seja S : Z → Z uma aplicação cont́ınua de um espaço métrico
compacto. Se F ⊂ Z é um subconjunto fechado de X e invariante por S, então

h(S|F ) ≤ h(S).

Demonstração. Ver [15]. ¤

Proposição 6.2.4. h(Φ) ≥ h(T ).

Demonstração. Nós sabemos que j ◦ T (x) = δT (x) = Φ ◦ j(x), i.e,

j ◦ T = Φ ◦ j.

Logo T é topologicamente conjugada á Φ restrita ao conjunto D1, o que implica

h(Φ) ≥ h(Φ|D1) = h(T ),

pois D1 é Φ-invariante. ¤

Nós temos uma outra importante relação entre h(T ) e h(Φ). Para provar esta
relação precisamos de alguns resultados, os quais omitiremos as demonstrações.

Lema 6.2.5. (Goodwin, 1971)Sejam X e Y espaços Haussdorf e sejam T : X →
X e S : Y → Y aplicações cont́ınuas. Então

h(T × S) = h(T ) + h(S),

onde h denota a entropia topológica e T × S : X × Y → X × Y é definida por

(T × S)(x, y) = (T (x), S(y)), para (x, y) ∈ X × Y.

Teorema 6.2.6. Se h(T ) > 0 então h(Φ) = ∞.

Demonstração. Sejam n ∈ N e p ∈ Rn, tais que p = (p1, .., pn) e pi =
2i−1

2n − 1
.

Notamos então que Dn(p) é um subconjunto fechado de P(X), sendo que

Dn =
n∑

i=1

piD1.

Consideramos a aplicação δp : Xn → Dn(p) definida por

δp(x1, ..., xn) :=
n∑

i=1

piδxi .

34



Também considarmos a aplicação T (n) : Xn → Xn dada por

T (n)(x1, .., xn) := (T (x1), ..., T (xn))

Não é dif́ıcil de ver que δp e T (n) são cont́ınuas, e elas satisfazem

Φ ◦ δp = δp ◦ T (n).

Afirmamos que δp é injetiva. De fato, se δp(x) = δp(y) e y 6= x, então

( n∑

i=1

piδxi

)
(A) =

( n∑

i=1

piδyi

)
(A), para todo aberto A ⊂ X.

Logo existe k tal que xk 6= yk. Seja A um conjunto aberto tal que xk ∈ A
mas yk 6∈ A (estamos assumindo X Haussdorf). Consideramos então o con-
junto de pontos xi que estão em A, o qual denotaremos por {xi1 , ..., xil

} ⊂
{x1, ..., xn}. Usando a mesma idéia consideramos o conjunto de pontos yj ∈ A,
seja {yj1 , ..., yjs

} ⊂ {y1, ..., yn} este conjunto (observe que yk 6∈ {yj1 , ..., yjs
}).

Então nós temos que

l∑
t=1

2it−1

2n − 1
=

( n∑

i=1

piδxi

)
(A) =

( n∑

i=1

piδyi

)
(A) =

s∑
m=1

2jm−1

2n − 1
,

e isto implica
l∑

t=1

2it−1 = α =
s∑

m=1,jm 6=k+1

2jm−1.

Logo temos que α ∈ N tem duas representações diferentes em base 2, o que
é uma contradição, e assim δp injetiva. Claramente δp é sobrejetiva, e então
δp é uma bijeção. Como δp é cont́ınua e Xn e Dn(p) são compactos (pois X
é compacto e Dn(p) é um subconjunto fechado de um conjunto fechado de um
conjunto compacto) temos que δp é um homeomorfismo. Como Φ◦δp = δp◦T (n)

e δp é um homeomorfismo, δp é uma conjugação. então

nh(T ) = h(T (n)) = h(Φ|Dn(p)) ≤ h(Φ),

como h(T ) > 0, nós obtemos h(Φ) = ∞. ¤

Corolário 6.2.7. Se T é cont́ınua e h(T ) > 0 então h(Φ) = ∞.

Demonstração. Na demonstração acima não usamos o fato de T ser um
homeomorfismo. Com isto obtemos um homeomorfismo δp : Xn → Dn(p) tal
que Φ ◦ δp = δp ◦ T (n). Isto implica h(T (n)) ≥ h(Φ|Dn(p)). Por outro lado
temos que δ−1

p ◦ Φ = T (n)δ−1
p . E disto segue h(T (n)) ≤ h(Φ|Dn(p)). Finalmente

obtemos
nh(T ) = h(T (n)) = h(Φ|Dn(p)) ≤ h(Φ).

¤
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Exemplo 6.2.8. Seja S1 = R/Z e considere a aplicação φd : S1 → S1 definida
por

φd(x) = dx mod 1.

Sabemos que h(φ) = log d. Então se Φ é o push-forward de φd, segue que
h(Φ) = ∞.
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Caṕıtulo 7

Teoria Ergódica

O objetivo deste caṕıtulo é estudar as propriedades ergódicas da aplicação push
forward. Mais uma vez tentaremos ver as propriedades que passam de T para
o seu push forward Φ. Inicialmente construiremos algumas medidas que são
Φ-invariantes.

Seja Φ : P(X) → P(X) o push forward de uma aplicação cont́ınua
T : X → X. Tomamos então uma medida de probabilidade Π ∈ P(P(X))
Φ−invariante, isto é,

Π(Φ−1(A)) = Π(A), ∀A ∈ B(P(X)),

onde B(P(X)) é o conjunto de Borelianos P(X). Podemos então considerar
M(Φ,P(X)) como sendo o conjunto de medidas invariantes para Φ. Pelo Teo-
rema de Krylov-Bogolubov (ver [15]), temos que M(Φ,P(X)) é não-vazio, pois
P(X) é compacto e Φ é uma aplicação cont́ınua.

Exemplo 7.0.9. Seja x ∈ X tal que T (x) = x. Então temos que Φ(δx) = δx e
δx ∈M(T,X). Agora considermos a medida dada por δδx . Então vemos que

δδx(Φ−1(A)) = δδx(A),

isto é, δδx ∈ M(Φ,P(X)). De fato, se µ ∈ M(T, X) então δµ ∈ M(Φ,P(X)).
Então nós podemos identificar M(T,X) como um subconjunto de M(Φ,P(X)).

Outro exemplo de medida invariante para Φ pode ser obtido se nós supomos
que T é periodica de peŕıodo K, isto é, TK(x) = x para todo x ∈ X. Então nós
temos que

TK(x) = x ∀x ∈ X ⇒ ΦK(µ) = µ ∀µ ∈ P(X).

Definimos então Π ∈ P(P(X)) por

Π =
1
K

(δµ + ... + δΦK−1(µ)).

Logo temos que Π é Φ-invariante. Logo obtemos uma medida em M(Φ,P(X))
que não é induzida por uma medida em M(T, X).
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O teorema abaixo, em geral, é enunciado para T : X → X aplicação cont́ınua
e X espaço métrico compacto. Como o nosso objetivo é estudar Φ : P(X) →
P(X), e esta satisfaz a hipótese de continuidade e P(X) a de compacidade,
enunciaremos o Teorema Ergódico de Birkhoff para este caso.

Teorema 7.0.10. (Teorema Ergódico de Birkhoff) Seja Π uma medida Φ-
invariante e Ψ : P(X) → R, tal que Ψ ∈ L1(P(X), Π). Então o limite

Ψ(ν) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

Ψ(Φk(ν))

existe para quase todo ν ∈ P(X), é Π-integrável e Φ-invariante e
∫

P(X)

Ψ(ν)dΠ(ν) =
∫

P(X)

Ψ(ν)dΠ(ν)

Demonstração. Ver [15]. ¤

Definição 7.0.11. Dizemos que uma medida Π ∈ P(P(X)), Φ-invariante é
ergódica se para todo ψ ∈ L1(P(X),B, µ) o limite

ψ(x) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

ψ(Φk(ν)),

é constante Π-q.t.p. ν ∈ P(X).

Proposição 7.0.12. São equivalentes

(i) Π é ergodica,
(ii) Φ−1(A) = A ⇒ Π(A) = 0 or Π(A) = 1,
(iii) ψ ∈ L1(P(X),B,Π) e ψ ◦ Φ = ψ ⇒ ψ é constante Π-q.t.p. ν ∈ P(X).

Demonstração. Ver [15]. ¤

Exemplo 7.0.13. (Um caso particular) Dada ϕ ∈ C0(X,R), definimos

Ψ(ν) =
∫

X

ϕ(x)dν(x).

Então dada Π ∈M(Φ,P(X)) o limite

Ψ(ν) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

Ψ(Φk(ν)) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

∫

X

ϕ(T k(x))dν(x),
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existe Π-q.t.p. ν ∈ P(X), e

∫

P(X)

Ψ(ν)dΠ(ν) =
∫

P(X)

Ψ(ν)dΠ(ν) =
∫

P(X)

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

Ψ(Φk(ν))dΠ(ν)

=
∫

P(X)

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

∫

X

ϕ(T k(x))dν(x)dΠ(ν),

mas ∫

P(X)

Ψ(ν)dΠ(ν) =
∫

P(X)

∫

X

ϕ(x)dν(x)dΠ(ν),

assim

∫

P(X)

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

∫

X

ϕ(T k(x))dν(x)dΠ(ν) =
∫

P(X)

∫

X

ϕ(x)dν(x)dΠ(ν).

7.1 Medidas Definidas Dinamicamente

Seja ν ∈ P(X) e considere a sequencia {Πn}n∈N, onde

Πn(A) =
1
n

n−1∑

k=0

δΦk(ν)(A), ∀A ∈ B(P(X)).

Observe que Πn ∈ P(P(X)) para todo n ∈ N. Como P(X) é um conjunto
compacto, existe uma subsequência {Πn}n∈N, digamos {Πnj}nj∈N, que é con-
vergente. Seja Πν o limite de {Πnj}nj∈N, então temos o seguinte:

Lema 7.1.1. (Outra medida Φ-invariante) Πν é uma medida Φ-invariante.

Demonstração. Observe que

∫
(ψ(Φ)− ψ)dΠν = lim

j→∞
1
nj

nj−1∑

k=0

[ψ(Φk+1(ν))− ψ(Φk(ν))]

= lim
j→∞

1
nj

[ψ(Φnj (ν))− ψ(ν)] = 0,

pois P(X) é compacto e ψ : P(X) → R é cont́ınua. ¤

Observação 7.1.2. Se existe p ∈ X tal que lim
n→∞

Tn(x) = p para todo x ∈ X,

então Πν = Πµ para todo µ, ν ∈ P(X). Neste caso Φ é ergodica com respeito à
medida Πν .
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Demonstração. Seja A ⊂ B(P(X)) um conjunto aberto. então temos que

lim
n→∞

Tn(x) = p, ∀x ∈ X ⇒ lim
n→∞

Φn(µ) = δp, ∀µ ∈ P(X).

Logo se δp ∈ A, existe N ∈ N tal que

n > N ⇒ Φn(µ) ∈ A, ∀n ∈ N and ∀µ ∈ P(X).

Então

Πµ(A) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

δΦk(µ)(A) = lim
n→∞

n−N

n
,

por outro lado

Πδp(A) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

δΦk(δp)(A) = lim
n→∞

n−N

n
.

Se δp 6∈ A, então existe N ∈ N tal que

n > N ⇒ Φn(µ) 6∈ A, ∀n ∈ N and ∀µ ∈ P(X),

então Πµ(A) = 0 = Πδp(A). Consequentemente Πµ(A) = Πδp(A), para todo
aberto A ⊂ B(P(X)). Como Πµ e Πδp são medidas de Borel nós obtemos que
Πµ = Πδp .

Lembramos que Φ é dita ergódica, com respeito a uma medida Πν , se e
somente se

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

XA(Φk(ν)) =
Πν(A)

Πν(P(X))
.

Como a igualdade é verdadeira nós concluimos que Φ é ergódica. ¤

7.2 Medidas definidas por conjuntos

Considere ν ∈ P(X) e A ∈ B(X) tal que ν(A) > 0. Definimos então o seguinte
operador linear: Λ : C0(P(X)) → R, onde

Λ(ψ) =
1

ν(A)

∫

A

ψ(δx)dν(x).

Note que Λ é operador linear cont́ınuo e positivo sobre C0(P(X)) tal que Λ(1) =
1. Pelo Teorema de Representação de Riesz existe ΠA ∈ P(P(X)) tal que

Λ(ψ) =
1

ν(A)

∫

A

ψ(δx)dν(x) =
∫

P(X)

ψ(µ)dΠ(µ).
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Observação 7.2.1. Dado U ∈ B(P(X)), temos que

ΠA(U) =
1

ν(A)

∫

A

XU (δx)dν(x) =
1

ν(A)
ν(δ−1(U) ∩A).

Logo,
supp(ΠA) = δ(supp(ν) ∩A).

Lema 7.2.2. Se ν é T-invariante, então ΠX é Φ-invariante.

Demonstração. Notamos que

Λ(ψ ◦ Φ) =
∫

X

(ψ ◦ Φ)(δx)dν(x) =
∫

X

ψ(δT (x))dν(x)

=
∫

X

ψ(δx)dΦ(ν)(x) =
∫

X

ψ(δx)dν(x) = Λ(ψ),

e que isto implica ΠX = ΠX(Φ−1).
¤

Observação 7.2.3. Seja J : X → P(X) uma aplicação definida por J(x) = δx.
Então temos que

ΠX = J]ν,

onde J]ν é o push forward da medida ν pela aplicação J .

Lema 7.2.4. J]ν é Φ-invariante se e só se ν é T-invariante.

Demonstração. Note que dado A boreliano de P(X), temos

Φ](J]ν)(A) = J]ν(Φ−1(A)) = ν(J−1 ◦ (T])−1(A))

= ν((T] ◦ J)−1(A)) = ν(T−1 ◦ J−1(A))

= T]ν(J−1(A)) = T]J]ν(A).

Assim, se ν é T -invariante então T]J]ν(A) = J]ν(A), e isto implica J]ν Φ-
invariante. Por outro lado se J]ν é Φ-invariante, então T]J]ν(A) = J]ν(A), e
pela definição da aplicação J obtemos que ν é T -invariante. ¤

Lema 7.2.5. J]ν é ergódica se e somente se ν é ergódica.

Demonstração. Suponhamos que ν seja ergódica. Lembramos então que

Λ(ψ) =
∫

X

ψ(δx)dν(x).
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Considere U ∈ B(P(X)), tal que Φ(U) = U , e observe que

ΠX(U) = Λ(XU ) =
∫

X

XU (δx)dν(x) = ν(δ(X) ∩ U),

como Φ(j(X) ∩ U) = j(X) ∩ U , temos que

ν(j(X) ∩ U) = 0 ou ν(δ(X) ∩ U) = 1,

e isto implica ΠX(U) = 0 ou ΠX(U) = 1.
Agora suponhamos que j]ν seja ergódica. Se ν não é ergódica, então existem
ν1, ν2 ∈M(T, X) and t ∈ (0, 1) tais queν = tν1 + (1− t)ν2. Assim temos que

∫

X

ψ(δx)dν(x) = t

∫

X

ψ(δx)dν1(x) + (1− t)
∫

X

ψ(δx)dν2(x),

e disto decorre que J]ν = tδ]ν1 + (1 − t)δ]ν2, contradizendo o fato de j]ν ser
ergódica. ¤

Definição 7.2.6. Seja Ψ : P(X) → P(X) uma aplicação cont́ınua. Nós dizemos
que Ψ é atrativo se existe ν ∈ P(X) tal que lim

n→∞
Ψn(µ) = ν para todo µ ∈ P(X).

Note que se Φ é atrativa e é o push forward de um homeomorfismo T , então
teremos que ν = δp where p ∈ X é o ponto fixo de T . Mais ainda, T terá apenas
um ponto fixo.

Observação 7.2.7. Se Φ é atrativa, então T tem apenas uma medida invari-
ante. De fato, se lim

n→∞
Φn(µ) = ν ∀µ ∈ P(X), então

Φ(ν) = Φ( lim
n→∞

Φn(ν)) = lim
n→∞

Φn+1(ν) = ν.

Então ν é T -invariante. Se ν′ é T -invariante então

ν′ = lim
n→∞

Φn(ν′) = ν,

e assim obtemos a unicidade. Como ν é única, T é ergódica.

Observação 7.2.8. Seja T : X → X cont́ınua com um ponto fixo p, isto é,
T (p) = p. Se Φ é atrativa, existe ν ∈ P(X) tal que

lim
n→∞

Φn(µ) = ν, ∀µ ∈ P(X).

Então vemos que
δp = lim

n→∞
Φn(δp) = ν ⇒ ν = δp.

Agora se tomamos x ∈ X, temos que

lim
n→∞

Φn(δx) = δp ⇔ lim
n→∞

Tn(x) = p, ∀x ∈ X.

Assim concluimos que T não pode ser um homeomorfismo, logo temos o seguinte:
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Proposição 7.2.9. Se T : X → X é um homeomorfismo, então Φ : P(X) →
P(X) não é atrativa.

Proposição 7.2.10. Se T : X → X é uma contração e T é unicamente
ergódica, então Φ : P(X) → P(X) é atrativa.

Demonstração. Apenas observamos que toda contração em um conjunto com-
pacto tem apenas um ponto fixo. ¤

Exemplo 7.2.11. Consideramos X = S1 e T : S1 → S1 uma rotação irracional.
Temos que T é unicamente ergódica. Considere δx, com x ∈ S1 tal que ω(x) =
S1 (isto é posśıvel porque T é uma rotação irracional). Então temos que Φ(ν) =
δT (x). Se Φ é atrativa, existe µ ∈ P(S1), tal que, lim

n→∞
Φn(ν) = µ para todo

ν ∈ P(S1). Assim
lim

n→∞
Φn(δx) = lim

n→∞
δT n(x) = µ.

Mas, se p é um ponto fixo de T , a última igualdade implica que

lim
n→∞

Tn(x) = p,

o que é um absurdo.

7.3 A Estrutura de M(Φ,P(X))

Para estudarmos o conjunto M(Φ,P(X)) iremos considerar uma espécie de
projeção sobre o conjunto M(T, X). Com isto teremos um meio de relacionar
as propriedades ergódicas de T com o seu push forward Φ. Consideramos a
aplicação p : M(Φ,P(X)) →M(T, X), onde nós temos que

∫

X

f(x)dp(Π)(x) :=
∫

P(X)

∫

X

f(x)dν(x)dΠ(ν).

Devemos mostrar que p está bem definida, isto é, dada Π ∈ M(Φ,P(X)),
p(Π) ∈M(T, X). De fato, se Π ∈M(Φ,P(X) então
∫

X

f(x)dΦ(p(Π)) =
∫

P(X)

∫

X

(f ◦ T )(x)dν(x)dΠ(ν) =
∫

P(X)

∫

X

f(x)dΦ(ν)dΠ(ν)

=
∫

P(X)

∫

X

f(x)dνd(Π ◦ Φ−1)(ν) =
∫

P(X)

∫

X

f(x)dνdΠ(ν)

=
∫

X

f(x)dp(Π).
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Assim concluimos que p(Π) ∈ M(T,X). Note que se f = XA, onde A ∈ B(X),
temos

p(Π)(A) =
∫

X

XA(x)dp(Π)(x) =
∫

P(X)

∫

X

XA(x)dν(x)dΠ(ν)

=
∫

P(X)

ν(A)dΠ(ν).

Lema 7.3.1. A aplicação p é cont́ınua.

Demonstração. Começamos observando que dado f ∈ C(X,R), a aplicação
Ψ : P(X) → R dada por

Ψ(µ) =
∫

X

f(x)dµ,

é cont́ınua e limitada. Suponhamos que Πn → Π na topologia fraca. Então
temos que

∫

X

f(x)dp(Πn)(x) =
∫

P(X)

∫

X

f(x)dν(x)dΠn(ν)

=
∫

P(X)

Ψ(µ)dΠn(µ) →
∫

P(X)

Ψ(µ)dΠ(µ)

=
∫

X

f(x)dp(Π)(x).

Logo p(Πn) → p(Π). ¤

Lema 7.3.2. A aplicação p é uma contração se considerarmos a métrica de
Wasserstein sobre M(Φ,P(X)) e sobre M(T, X).

Demonstração. Por [6], temos que dados X espaço métrico compacto, µ, ν ∈
P(X), então

Wp(µ, ν) = sup
f(x)+g(y)≤dp(x,y)

{ ∫

X

f(x)dµ−
∫

X

g(y)dν
}

,

onde f ∈ L1(µ) e g ∈ L1(ν). Assim temos que dados Π1, Π2 ∈M(Φ,P(X)),

Wp(p(Π1), p(Π2)) = sup
f(x)−g(y)≤dp(x,y)

{ ∫

X

f(x)dp(Π1)−
∫

X

g(y)dp(Π2)
}

= sup
f(x)−g(y)≤dp(x,y)

{ ∫

P(X)

∫

X

f(x)dµ(x)dΠ1(µ)

−
∫

P(X)

∫

X

g(y)dν(y)dΠ2(ν)
}

= sup
f(x)−g(y)≤dp(x,y)

{ ∫

P(X)

ψ(µ)dΠ1(µ)−
∫

P(X)

ϕ(ν)dΠ2(ν)
}

,
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onde
ψ(µ) =

∫

X

f(x)dµ(x) e ϕ(ν) =
∫

X

g(y)dν(y).

Como f(x) − g(y) ≤ dp(x, y), tomando um transporte plano π de µ para ν,
vemos que

f(x)− g(y) ≤ dp(x, y) ⇒
∫

X×X

f(x)− g(y)dπ ≤
∫

X×X

dp(x, y)dπ

⇒
∫

X

f(x)dµ(x)−
∫

X

g(y)dν(y) ≤
∫

X×X

dp(x, y)dπ

⇒ ψ(µ)− ϕ(ν) ≤ Wp(µ, ν).

Também temos que como f ∈ L1(p(Π1)) e g ∈ L1(p(Π2)), então
∫

P(X)

∫

X

f(x)dµ(x)dΠ1(µ) < ∞ e
∫

P(X)

∫

X

g(y)dν(y)dΠ2(ν) < ∞

⇒
∫

P(X)

ψ(µ)dΠ1(µ) < ∞ e
∫

P(X)

ϕ(ν)dΠ2(ν) < ∞

⇒ ψ ∈ L1(Π1) e ϕ ∈ L1(Π2).

Finalmente observamos o conjunto da funções ψ ∈ L1(Π1) e ϕ ∈ L1(Π2),
que satisfazem ψ(µ) − ϕ(ν) ≤ Wp(µ, ν) e que são induzidas por aplicações
f ∈ L1(p(Π1)) e g ∈ L1(p(Π2)), que satisfazem f(x) − g(y) ≤ dp(x, y) é
um subconjunto das aplicações ψ ∈ L1(Π1) e ϕ ∈ L1(Π2) que satisfazem
ψ(µ)− ϕ(ν) ≤ Wp(µ, ν). Assim

Wp(p(Π1), p(Π2)) = sup
f(x)−g(y)≤dp(x,y)

{ ∫

P(X)

ψ(µ)dΠ1(µ)−
∫

P(X)

ϕ(ν)dΠ2(ν)
}

≤ sup
ψ(µ)−ϕ(ν)≤Wp(µ,ν)

{ ∫

P(X)

ψ(µ)dΠ1(µ)−
∫

P(X)

ϕ(ν)dΠ2(ν)
}

= Wp(Π1,Π2).

¤

Também iremos considerar a aplicação J : M(T, X) →M(Φ,P(X)), dada
por J(ν) = δν . Claramente J está bem definida e se estivermos trabalhando
com a distância de Wasserstein , J é uma isometria. Nós podemos pensar em p
como uma projeção e em J como uma inclusão de M(T,X) em M(Φ,P(X)).

Lema 7.3.3. Sejam p e J como acima, então
(i) p ◦ J = Id,
(ii) p é sobrejetiva (e preserva a invariância mas não preserva ergodicidade,
veja Obervação 7.3.7),
(iii) J é injetiva.
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Demonstração. (i) Tome ν ∈M(T,X), então
∫

X

f(x)d((p ◦ J)(ν)) =
∫

P(X)

∫

X

f(x)dµdδν =
∫

X

f(x)dν(x),

disto segue que p ◦ J = Id.
(ii) Seja ν ∈M(T,X), pelo ı́tem (i), temos que p(j(ν)) = ν. Então p é sobreje-
tiva.
(iii) Claramente J é injetiva (δν é ergódica para todo ν ∈ M(T, X), pois ν é
ponto fixo para Φ). ¤

Definição 7.3.4. Sejam X espaço métrico e T : X → X aplicação cont́ınua.
Dizemos que T é unicamente ergódica se existe uma única medida de probabi-
lidade T -invariante.

Proposição 7.3.5. Se Φ é unicamente ergódica, então T é unicamente ergódica.
Se T é unicamente ergódica então p(M(Φ,P(X))) = µ, onde µ é a única medida
T -invariante.

Demonstração. Seja Π a única medida Φ-invariante. Como sabemos, p(Π) =
µ é T -invariante. Suponhamos então que ν seja uma probabilidade T -invariante.
Então temos que δν é Φ-invariante, logo Π = δν . Assim

µ = p(Π) = p(δν) = ν.

Se T é unicamente ergódica com µ sendo a única medida T -invariante, então

p(M(Φ,P(X))) = p(M(T, X)) = µ.

¤

Definimos então uma relação de equivalência em M(Φ,P(X)), usando a
projeção p. Dados Π1,Π2 ∈M(Φ,P(X))

Π1 ∼ Π2 ⇔ p(Π1) = p(Π2).

Não é dif́ıcil ver que ∼ é uma relação de equivalência. Consideramos então o
conjunto quociente M(Φ,P(X))/ ∼.

Proposição 7.3.6. O quociente M(Φ,P(X))/ ∼ é isomorfo á M(T, X) e

M(Φ,P(X))/ ∼=
{
[δν ] : ν ∈M(T, X)

}
,

onde [Π1] =
{
Π ∈M(Φ,P(X)) : p(Π1) = p(Π)

}
.
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Demonstração. Defina a aplicação p̄ : (M(Φ,P(X))/ ∼) → M(T, X) por
p̄([Π]) = p(Π). Claramente p̄ é bijetiva. Para ver que

(M(Φ,P(X))/ ∼) =
{
[δν ] : ν ∈M(T,X)

}
,

observe que p ◦ J = Id. ¤

Observação 7.3.7. Observe que, para qualquer ν ∈ M(T,X), temos que
j(ν) = δν ∈ M(Φ,P(X)), é ergódica. De fato, de [8] estes são sempre pon-
tos extremos de P(P(X)), logo também são pontos extremos de M(Φ,P(X))
o qual é um subconjunto convexo de P(P(X)), cujo os extremos são medidas
ergódicas para Φ.

Então, se ]M(T, X) > 1 existe uma medida não ergódica ν ∈ M(T, X) e
j(ν) = δν ∈M(Φ,P(X)) é uma medida ergódica com projeção não-ergódica ν.
Logo nós concluimos que a projeção não preserva ergodicidade.

Sendo que j é injetiva, uma outra consequência é a que

J(M(T, X)) ⊂ {Π ∈M(Φ,P(X)) | Π é ergodica para Φ},

isto é, o conjunto de medidas ergódicas para Φ tem no mı́nimo a cardinalidade
de M(T, X).

O próximo passo é analizar cada fibra [δν ].

Lema 7.3.8. A projeção p é linear, em particular cada fibra [δν ] é um subcon-
junto convexo de M(Φ,P(X)).

Demonstração. Tomamos Π1, Π2 ∈ [δν ] e t ∈ [0, 1], então tΠ1 + (1 − t)Π2 ∈
M(Φ,P(X)) e

p(tΠ1 + (1− t)Π2) = tp(Π1) + (1− t)p(Π2) = ν,

isto é, tΠ1 + (1− t)Π2 ∈ [δν ]. ¤

Observe que pelo Lema 7.3.3 (ii), necessitamos do seguinte corolário:

Corolário 7.3.9. Seja ν ∈M(T, X) uma medida de probabilidade T -ergódica.
Os vértices de [δν ] estão contidos no conjunto de vértices de M(Φ,P(X)), em
particular eles são ergódicos. Mais ainda, se [δν ] 6= {δν}, então existe Π ∈ [δν ]
não-ergódica (existe Π não-ergódica que é projetada em uma medida ergódica
ν, veja Exemplo 7.4.3).

Demonstração. Para provarmos a afirmação, consideramos o vértice Π0 ∈ [δν ]
e suponhamos que Π0 não é ergódica. Então existem Π1, Π2 ∈ M(Φ,P(X)) e
t ∈ (0, 1) tais que Π0 = tΠ1 +(1− t)Π2 ∈M(Φ,P(X)) e Π1 ou Π2 6∈ [δν ], sendo
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que que Π0 é um vértice de [δν ]. Se necessário 1 − t = s e t = 1 − s então nós
podemos assumir que Π2 6∈ [δν ].

Tomando a projeção de Π0 nós obtemos:

p(Π0) = p(tΠ1 + (1− t)Π2) = tp(Π1) + (1− t)p(Π2)

ν = tp(Π1) + (1− t)p(Π2)

o que contradiz a ergodicidade de ν pois p(Π1) 6= p(Π2).
Se Π1 6= Π2 são probabilidades ergódicas em [δν ] então o segmento (Π1,Π2) =

{tΠ1 + (1 − t)Π2 | t ∈ (0, 1)} é formado por probabilidades não ergódicas com
projeção ν. ¤

Exemplo 7.3.10. Tomamos ν ∈M(T, X) e consideramos seu push forward j]ν
pela aplicação j. Temos que p(]ν) = ν. Se ν é tal que existem ν1, ν2 ∈M(T, X)
e t ∈ (0, 1) tais que ν = tν1 + (1− t)ν2, então temos que a medida definida pelo
funcional linear positivo

Λ(ψ) = tν1(ψ ◦ j) + (1− t)
∫

P(X)

ψdη,

onde p(η) = ν2, está na fibra [δν ].

7.4 Decomposição Ergódica

Um outro caminho para entendermos melhor o conjunto M(Φ,P(X)) é usar o
Teorema da Decomposição Ergódica.

Um conjunto boreliano A ⊂ P(X) tem medida total se

Π(P(X)/A) = 0, ∀Π ∈M(Φ,P(X)).

Em [5] temos o seguinte resultado:

Lema 7.4.1. (Mañé) Para qualquer medida de probabilidade invariante Π ∈
M(Φ,P(X)) temos

∫

P(X)

ψ(ν)dΠ(ν) =
∫

P(X)

∫

Σ

ψ(µ)dΠν(µ)dΠ(ν),

onde Σ ⊂ P(X) tem medida total e, para qualquer ν ∈ Σ, nós temos uma medida
ergódica Πν dada por

Πν = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

δΦk(ν),

que contém ν em seu suporte.
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Demonstração. Ver [5]. ¤

Assim voltamos nossa atenção para as medidas ergódicas Πν . Considerando a
projeção p : M(Φ,P(X)) →M(T,X), onde nós temos que

∫

X

f(x)dp(Π)(x) :=
∫

P(X)

ν(f) dΠ(ν),

onde ν(f) =
∫

X

f(x)dν(x), obtemos o teorema seguinte.

Teorema 7.4.2. sejam ν ∈ Σ medidas de probabilidade, temos três possibili-
dades para Πν :
a) Se ν ∈M(T, X), então p(Πν) = ν;
b) Se ν 6∈ M(T, X) e B ⊂ X é invariante e por T (T−1(B) = B), então
p(Πν)(B) = ν(B);
c) Sem hipóteses sobre ν nós temos que para quaisquer ε > 0 e B ⊂ X, existe
cε = Πν(Aε

B) > 0, onde Aε
B é uma vizinhança de ν na topologia fraca-∗, dada

por
Aε

B = {ν ∈ P(X) | ‖ν(B)− ν(B)‖ < ε},
tal que, para qualquer 0 < δ < ε existe N = Nδ,ε tal que ∀n ≥ N

]{k ≤ n | ‖ν(T−k(B))− ν(B)‖ < ε} ≥ n(cε − δ).

Em particular, cε = lim
n→∞

1
n

]{k ≤ n | ‖ν(T−k(B))− ν(B)‖ < ε}.

Demonstração. Para provarmos (a) e (b) obervamos que a projeção p(Πν) é
dada por:

p(Πν)(B) =
∫

B

dp(Πν) =
∫

P(X)

ν(χB ) dΠν(ν)

= lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

δΦk(ν)(ν(χB )) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

Φk(ν)(χB )

= lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

ν(χ
B
◦ T k) = lim

n→∞
1
n

n−1∑

k=0

ν(χT−k(B))

= lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

ν(T−k(B)).

Desta equação, podemos concluir os ı́tens (a) e (b), pois se ν ∈ M(T, X)
então ν(T−k(B)) = ν(B) e mesmo que ν 6∈ M(T,X) mas T−1(B) = B, então
p(Πν)(B) = ν(B).
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Para o ı́tem (c) nós usaremos a definição da medida Πν para a função ψ(ν) =
χAε

B
(ν):

∫

P(X)

χAε
B

(ν) dΠν(ν) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

χAε
B

(Φk(ν))

Sendo que ν ∈ suppΠν , nós temos

cε = Πν(Aε
B) =

∫

P(X)

χAε
B

(ν) dΠν(ν) > 0.

Por outro lado,

χAε
B

(Φk(ν)) =
{

1, ‖ν(T−k(B))− ν(B)‖ < ε
0, ‖ν(T−k(B))− ν(B)‖ ≥ ε

= χ‖ν(T−k(B))−ν(B)‖<ε
(k).

Substituindo , equações na fómula acima, obtemos,

cε = lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

χ‖ν(T−k(B))−ν(B)‖<ε
(k)

= lim
n→∞

1
n

]{k ≤ n | ‖ν(T−k(B))− ν(B)‖ < ε}.

Este limite implica que, para qualquer 0 < δ < ε existe N = Nδ,ε tal que
∀n ≥ N ,

1
n

]{k ≤ n | ‖ν(T−k(B))− ν(B)‖ < ε} ≥ cε − δ,

o que conclui nossa demonstração. ¤

Exemplo 7.4.3. Este exemplo mostrará que nós podemos ter, na mesma fi-
bra, duas medidas ergódicas para Φ, sendo que uma contém a projeção em seu
suporte e outra que não. Nós também podemos concluir, através do presente
exemplo, que nossos resultados anteriores estão próximos dos otimais.

Suponhamos que T : X → X tem no mı́nimo um ponto periódico de peŕıodo
2, seja x0 este ponto. Definimos então duas medidas de probabilidade dadas
por

ν0 =
1
2
δx0 +

1
2
δT (x0) and ν1 = δx0 .

Disto, nós podemos podemos construir duas medidas de probabilidade em
M(Φ,P(X)),

Π0 = δν0 e Π1 =
1
2
δδx0

+
1
2
δδT (x0) .
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Note que Π0 é ergódica, pois ela é um extremal em M(Φ,P(X)),e Π1 ∈
M(Φ,P(X)) é também ergódica pois é suportada na órbita de ν1, um ponto
periódico de peŕıodo 2 para Φ.

Notamos então que Π0 6= Π1 mas p(Π0) = p(Π1). De fato, se tomamos uma
vizinhança U de δx0 que não contém δT (x0) e uma função ψ suportada nesta
vizinhança temos que

∫
ψ(ν)dδν0(ν) = ψ(δx0) 6=

∫
ψ(ν)dδν1(ν) =

1
2
ψ(δx0),

assim Π0 6= Π1 Para vermos que p(Π0) = p(Π1) usamos a definição de p:

p(Π0)(f) =
∫

ν(f)dΠ0(ν) =
1
2
f(x0) +

1
2
f(T (x0))

Por outro lado

p(Π1)(f) =
∫

ν(f)dΠ1(ν)

= (
1
2
δδx0

+
1
2
δδT (x0))(ν(f))

=
1
2
δx0(f) +

1
2
δT (x0)(f)

=
1
2
f(x0) +

1
2
f(T (x0)).

Então p(Π0) = p(Π1), isto é [Π0] = [Π1].
Como, Π0 = δν0 sabemos que ν0 ∈ suppΠ0 e necessariamente ν0 6∈ suppΠ1,

pois Π0 6= Π1 são ergódicas e distintas, o que implica que seus suportes são
disjuntos.

Do último exemplo concluimos que na mesma fibra, mesmo que esta tenha
projeção ergódica, nós podemos ter medidas ergódicas que podem ou não conter
a projeção em seu suporte. Mais ainda, a fibra deste tipo, pode ter cardinalidade
um somente se T não possui pontos periódicos exceto os pontos fixos, também
temos que toda medida no segmento (Π0, Π1) é uma combinação convexa não-
trivial, obviamente não-ergódica, que projeta-se em uma medida ergódica ν0.

Observação 7.4.4. O Teorema 7.4.2 é provavelmente a melhor resposta para
esta questão, pois se ν não é T -invariante (Φ(ν) 6= ν), mas ΦN (ν) = ν, então
Πν = 1

N

∑N−1
k=0 δΦk(ν) é ergódica, tem ν em seu suporte e p(Πν) 6= ν.

De fato, tomando ν = δx0 , e T (x0) 6= x0, T 2(x0) = x0, para ε > 0 suficien-
temente pequeno (ε < 1

2 , neste caso) e para qualquer B, vizinhança de x0 que
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não contenha T (x0), então cε = 1
2 . De fato,

cε = lim
n→∞

1
n

]{k ≤ n | ‖ν(T−k(B))− ν(B)‖ < ε}

= lim
n→∞

1
n

]{k ≤ n | ‖δx0(T
−k(B))− δx0(B)‖ < ε}

= lim
n→∞

1
n

]{k ≤ n | ‖δT k(x0)(B)− δx0(B)‖ < ε}

= lim
n→∞

1
n

]{k ≤ n | ‖χ
B
(T k(x0))− χ

B
(x0)‖ < ε}

= lim
n→∞

1
n

n

2
=

1
2
.

Como [δν ] é um subconjunto compacto convexo de P(P(X)), nós podemos
aplicar o Teorema de Representação de Choquet ( ver [8]) a este conjunto:

Teorema 7.4.5. (Choquet) Para toda µ ∈ M(T,X) e Π ∈ [δµ], existe uma
medida de probabilidade ρΠ suportada no fecho de

ex([δµ]) = {Γ ∈ [δµ] que é extremal em [δµ]},

tal que, todo funcional linear cont́ınuo λ é representado por

λ(Π) =
∫

P(P(X))

λ(Γ)dρΠ(Γ).

Existem escolhas óbvias para λ nos quais podemos aplicar o teorema acima,

1- λ(Γ) =
∫

P(X)

ψ(ν)dΓ(ν), ψ ∈ C0(P(X));

2- λ(Γ) =
∫

P(X)

ν(f)dΓ(ν), f ∈ C0(X);

3- λ(Γ) =
∫

P(X)

ν(E)dΓ(ν), E ⊂ X mensurável.

Cada uma é um caso particular da anterior.
Substituindo na primeira nós obtemos

∫

P(X)

ψ(ν)dΠ(ν) =
∫

cl(ex([δµ])

[∫

P(X)

ψ(ν)dΓ(ν)

]
dρΠ(Γ), ψ ∈ C0(P(X)).

Este teorema mostra que nós podemos nos restringir ao estudo das pro-
priedades ergódicas apenas para as medidas ergódicas na fibra.
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7.5 Entropia Fraca em Medida

Como vimos anteriormente, a entropia topológica da aplicação push forward Φ é
infinita, desde que a entropia de T seja não-nula. Assim, pelo prićıpio variacional
da entropia, nós podemos encontrar medidas Φ-invariantes com entropia em me-
dida arbitrariamente grandes. Isto nos motiva a tentarmos uma formulação mais
fraca para a entropia em medida para a aplicação Π ∈M(Φ,P(X)) ao invés de
considerarmos a de Kolmogorov. Nosso desejo é conseguirmos uma cota supe-
rior para esta nova entropia em medida.

Definição 7.5.1. Nós dizemos que {Ai}1≤i≤k é uma partição do sistema dinâmico
(X, T ) se

(i) X = ∪k
i=1Ai,

(ii) Existe um conjunto Σα ⊂ X de medida total tal que Ai ∩Aj ⊂ X\Σα para
todo i 6= j.

Lema 7.5.2. Sejam (X,T ) e (Y, S) dois sistemas dinâmicos conjugados. Se h
é a conjugação entre T e S e α é uma partição de (X,T ), então h(α) é uma
partição de (Y, S).

Demonstração. Como X = ∪k
i=1Ai, então Y = h(X) = ∪k

i=1h(Ai). Por outro
lado temos que ĥ−1(M(T, X)) = M(S, Y ), onde ĥ é o push forward de h. Então
dada ν ∈M(S, Y ), existe µ ∈M(T, X) tal que ĥ−1(ν) = µ, e isto implica

ν(h(Ai ∩Aj)) = ĥ−1(ν)(Ai ∩Aj) = µ(Ai ∩Aj) = 0,

estão contidas em X\Σα, onde Σα tem medida total em (X, T ). ¤

Agora consideramos o sistema dinâmico (X,T ), nós tentaremos extender o con-
ceito de entropia em medida para a aplicação Φ.

Dadas ν ∈ P(X) e α eβ partições do espaço de probabilidade nós temos que
a entropia de α, com respeito a medida ν, é dada por

H(α)(ν) = −
∑

A∈α

ρ(ν(A)),

e a entropia condicional, com respeito a medida ν,

H(α|β)(ν) = −
∑

A∈α,B∈β

ρ(ν(A ∩B)),

onde ρ : [0, +∞) → R é definida por

ρ(x) =
{

0, se x = 0
x log x, se x > 0
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Definição 7.5.3. Dadas Π um medida sobre P(X) e α, β partições do espaço
de probabilidade, nós definimos a entropia fraca em medida da partição α por

H(α) =
∫

P(X)

H(α)(ν)dΠ(ν).

e a entropia fraca condicional por

H(α|β) =
∫

P(X)

H(α|β)(ν)dΠ(ν).

Lema 7.5.4. Se p(Π) = ν̄, então H(α) ≤ H(α)(ν̄).

Demonstração. Começamos obervando que, com ρ é uma função convexa,
pela desigualdade de Jensen,

∫

X

ρ(g(x))dν̄ ≥ ρ
( ∫

X

g(x)dν̄
)
.

Isto implica

H(α) =
∫

P(X)

H(α)(ν)dΠ(ν) = −
∑

A∈α

∫

P(X)

ρ(ν(A))dΠ(ν)

≤ −
∑

A∈α

ρ
(∫

P(X)

ν(A)dΠ(ν)
)

= −
∑

A∈α

ρ(p(Π)(A)) = H(α)(ν̄)

¤

Definição 7.5.5. (i) Dadas α, β partições, nós definimos seus refinamentos por

α ∨ β := {Ai ∩Bj : Ai ∈ α e Bj ∈ β}.

(ii) Nós escrevemos α < β se todo elemento de α é uma união de elementos de
β. Neste caso temos que α ∨ β = β.

Lema 7.5.6. Dadas α, β, γ partições do espaço de probabilidade, nós temos que

(i) H(α ∨ β|γ) = H(α|β ∨ γ) +H(β|γ),
(ii) H(T−1α|T−1β) = H(α|β), se Π é Φ-invariante.

Demonstração. (i) Como H(α ∨ β|γ) = H(α|β ∨ γ) + H(β|γ), nós obtemos

H(α ∨ β|γ) =
∫

P(X)

H(α ∨ β|γ)(ν)dΠ(ν)

=
∫

P(X)

H(α|β ∨ γ)(ν)dΠ(ν) +
∫

P(X)

H(β|γ)(ν)dΠ(ν)

= H(α|β ∨ γ) +H(β|γ).
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(ii) Primeiro nós notamos que

H(T−1α|T−1β)(ν) = −
∑

A∈α,B∈β

ν(T−1A ∩ T−1B) log
(ν(T−1A ∩ T−1B)

ν(T−1B)

)

= −
∑

A∈α,B∈β

ν(T−1(A ∩B)) log
(ν(T−1(A ∩B))

ν(T−1B)

)

= −
∑

A∈α,B∈β

Φ(ν)(A ∩B) log
(Φ(ν)(A ∩B)

Φ(ν)(B)

)

= H(α|β)(Φ(ν)).

Então nós obtemos

H(T−1α|T−1β) =
∫

P(X)

H(α|β)(Φ(ν))dΠ(ν)

=
Π∈M(Φ,P(X))

∫

P(X)

H(α|β)(ν)dΠ(ν)

= H(α|β).

¤

Corolário 7.5.7. (Monotonicidade da Entropia para Partições) Dadas partições
α, β, γ, com α < β, nós temos que

H(α|γ) ≤ H(β|γ) and H(α) ≤ H(β).

Demonstração. Ver [15]. ¤

Considere T : X → X e uma partição α = {Ai}i∈N. Definimos

∨n−1
i=0 T−iα = {Ar0 ∩ T−1Ar1 ∩ ... ∩ T−(n−1)Arn−1 : Ari ∈ α, i = 0, ..., n− 1},

e escrevemos Hn(α) = H(∨n−1
i=0 T−iα). Então definimos

Hn(α) = H(∨n−1
i=0 T−iα) =

∫

P(X)

Hn(α)dΠ(ν).

Como H(α ∨ β) ≤ H(α) +H(β) e H(T−1α) = H(α), temos que

Hn+m(α) ≤ Hn(α) +Hm(α).

Isto implica que a sequência {Hn(α)}n∈N é subaditiva.
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Definição 7.5.8. A entropia fraca da partição α relativa a transformação Φ :
P(X) → P(X) é definida como o limite

hw(Φ, α) = lim
n→∞

Hn(α)
n

= inf
n

Hn(α)
n

.

Observação 7.5.9. Note que 0 ≤ hw(Φ, α) ≤ H(α).

Lema 7.5.10. Se p(Π) = ν̄, então

hw(Φ, α) ≤ hν̄(T, α),

onde hν̄(T, α) é a entropia da partição α.

Demonstração. Pelo Lema 7.5.4, temos que

hw(Φ, α) = inf
n

Hn(α)
n

≤ inf
n

Hn(α)
n

= hν̄(T, α).

¤

Lema 7.5.11. Dadas partições α, β, temos que

hw(Φ, α) ≤ hw(Φ, β) +H(α|β).

Demonstração. Como ∨n−1
i=0 T−iα < (∨n−1

i=0 T−iα) ∨ (∨n−1
i=0 T−iβ), obtemos

H(∨n−1
i=0 T−iα) ≤ H((∨n−1

i=0 T−iα) ∨ (∨n−1
i=0 T−iβ))

= H(∨n−1
i=0 T−iα) +H(∨n−1

i=0 T−iα| ∨n−1
i=0 T−iβ).

Note então que

H(∨n−1
i=0 T−iα| ∨n−1

i=0 T−iβ) ≤ H(α|β) +H(∨n−2
i=0 T−iα| ∨n−2

i=0 T−iβ),

e por indução, obtemos

H(∨n−1
i=0 T−iα| ∨n−1

i=0 T−iβ) ≤ nH(α|β),

e isto implica

1
n
H(∨n−1

i=0 T−iα) ≤ 1
n
H(∨n−1

i=0 T−iβ) +H(α|β).

Assim
hw(Φ, α) ≤ hw(Φ, β) +H(α|β).

¤
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Exemplo 7.5.12. Seja Π = δµ, onde µ ∈M(T, X). Então segue que

H(α) =
∫

P(X)

H(α)(ν)dΠ(ν) = H(α)(µ),

assim,

hw(Φ, α) = lim
n→∞

H(α)
n

= lim
n→∞

H(α)(µ)
n

= h(T, α).

Neste caso a entropia fraca da partição α, para a medida Π = δµ, e a entropia
da partição α, para a medida µ, coincidem.

Definição 7.5.13. Dada Φ : P(X) → P(X) e Π ∈ M(Φ,P(X)), definimos a
entropia fraca em medida da aplicação Φ por

hω
Π(Φ) = sup

{α:H(α)<+∞}
hw(Φ, α).

Teorema 7.5.14. Seja Φ : P(X) → P(X) o push forward de uma aplicação
T : X → X. Se Π é uma medida Φ-invariante , então hω

Π(Φ) ≤ h(T ), onde
h(T ) denota a entropia topológica de T .

Demonstração. Note que

hω
Π(Φ) = sup

{α:H(α)<+∞}
hw(Φ, α)

≤ sup
{α:H(α)<+∞}

hν̄(T, α) = hν̄(T )

≤ sup
ν∈M(T,X)

hν(T ) = h(T ).

¤

Como um exemplo, nós calcularemos a entropia fraca em medida da aplicação
Φ com respeito a medida ΠA, a qual é induzida por um conjunto A ∈ B(X),
definida na seção 7.2.

Exemplo 7.5.15. A entropia fraca de uma aplicação Φ : P(X) → P(X) com
respeito a medida ΠA, é zero. Dada uma partição α de X, temos que

H(α)(δx) = −
∑

A∈α

δx(A) log(δx(A)) = 0,

pois se x ∈ A, então δx(A) = 1 e log(δx(A)) = 0. Se x 6∈ A então

δx(A) log(δx(A)) = 0.

Assim segue o resultado.
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Definição 7.5.16. (Isomorfismo entre sistemas dinâmicos) Sejam (Xi,Bi, µi)
para i = 1, 2 dois espaços de probabilidades; então um isomorfismo entre duas
transformações que preservam medida T1 : X1 → X1 e T2 : X2 → X2 é uma
aplicação h : X1 → X2 tal que
(i) h é uma bijeção,
(ii) h e h−1 são mensuráveis,
(iii) h]µ1 = µ2 e h−1

] µ2 = µ1,
(iv) h ◦ T1 = T2 ◦ h.

Proposição 7.5.17. Sejam T : X → X e S : Y → Y são dois sistemas
dinâmicos conjugados tais que push forward da conjugação h : X → Y , diga-
mos ĥ, é um isomorfismo entre (P(X), ΦT ,Π1) e (P(Y ), ΦS , Π2). Se ΦT é o
push forward de T , ΦS é o push forward de S, Π1 ∈ M(ΦT ,P(X)) e Π2 ∈
M(ΦS ,P(Y )), então hω

Π1
(ΦT ) = hω

Π1
(ΦS).

Demonstração. Dada α partição de (X, T ), temos que

H(ΦT , α) =
∫

P(X)

H(α)(ν)dΠ1(ν) =
∫

P(X)

H(α)(ν)d(Π1 ◦ Φ−1
T )(ν)

=
∫

P(X)

H(α)(ν)d(Π1 ◦ ĥ−1 ◦ Φ−1
S ◦ ĥ)(ν)

=
∫

P(X)

H(α)(ν)d(Π2 ◦ ĥ)(ν)

=
∫

P(Y )

H(α)(ĥ−1(µ))dΠ2(µ)

=
∫

P(Y )

H(ĥ(α))(µ)dΠ2(µ)

= H(ĥ(ΦS , h(α)).

Assim segue que

hω(ΦT , α) = inf
n

Hn(ΦT , α)
n

= inf
n

Hn(ΦS , ĥ(α))
n

= hω(ΦS , ĥ(α)).

Agora observamos que

hω
Π1

(ΦT ) = sup
{α:H(α)<+∞}

hw(ΦT , α) = sup
{α:H(ĥ(α),ΦS)<+∞}

hω(ΦS , ĥ(α))

≤ sup
{β:H(β,ΦS)<+∞}

hw(ΦS , β) = hω
Π2

(ΦS).

Se fizermos os mesmos cálculos usando a aplicação h−1 obtemos a outra de-
sigualdade. ¤
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Caṕıtulo 8

Outras Dinâmicas em P(X)

O objetivo deste caṕıtulo é abordar dinâmicas em P(X) que não sejam dadas
por aplicações do tipo push forward. Inicialmente construiremos uma dinâmica
com entropia positiva finita. Logo após este exemplo estudaremos algumas pro-
priedades do sistema dinâmico obtido a partir da convolução de medidas.

8.1 Uma Dinâmica com Entropia Positiva

Consideramos um subconjunto A ⊂ X e dois pontos p, q tais que p ∈ A e q 6∈ A.
Seja f : [0, 1] → [0, 1] uma aplicação cont́ınua com entropia positiva. Definimos
então uma aplicação Ψ : P(X) → P(X) dada por

Ψ(µ) = (1− f(µ(A)))δq + f(µ(A))δp.

Como a aplicação push forward preserva combinações convexas e Ψ não satisfaz
isto, temos que a aplicação Ψ, definida acima não é dada por um push forward
de uma aplicação cont́ınua T : X → X.

Observação 8.1.1. Notamos que a partir da segunda iterada Ψ passa ser uma
aplicação de [δp, δq] := {tδp + (1− t)δq : t ∈ [0, 1]} em [δp, δq].

Lema 8.1.2. As aplicações Ψ|[δp,δq ] e f são topologicamente conjugadas .

Demonstração. Consideramos H : [δp, δq] → [0, 1] dada por

H(tδp + (1− t)δq) = t.

Então temos que

H(Ψ(tδp + (1− t)δq)) = H(f(t)δp + (1− f(t))δq) = f(t) = f(h(tδp + (1− t)δq)).
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Logo H ◦ Ψ = f ◦ H. Claramente temos que H é cont́ınua e bijetiva, assim
um hoemomorfismo. Com isto temos que Ψ|[δp,δq ] e f são topologicamente
conjugadas. ¤

Corolário 8.1.3. h(Ψ|[δp,δq ]) = h(f), onde h denota a entropia topológica.

Lema 8.1.4. O cojunto não-errante de Ψ é dado por

ΩΨ = {tδp + (1− t)δq ∈ [δp, δq] : t ∈ Ωf}

onde Ωf é o conjunto não-errante de f .

Demonstração. De fato, se µ = t0δp + (1− t0)δq ∈ ΩΨ então existe nk → ∞
tal que

lim
nk→∞

Φnk(µ) = lim
nk→∞

fnk(t0)δp + (1− fnk(t0))δq = t0δp + (1− t0)δq.

Isto implica lim
nk→∞

fnk(t0) = t0, e assim t0 ∈ Ωf . A rećıproca é trivial. ¤

Teorema 8.1.5. (Bowen) Seja T : X → X um sistema dinâmico topológico,
onde X é um espaço métrico compacto. Então temos que

h(T ) = h(T |ΩT
),

onde ΩT é o conjunto não-errante de T e h é a entropia topológica.

Demonstração. Ver [2]. ¤

Corolário 8.1.6. h(Φ) = h(Ψ|ΩΨ).

Observamos então que h(f) = h(Ψ|[δp,δq ]) = h(Ψ|ΩΨ). Com isto se 0 <
h(f) < 0, então construimos uma aplicação Ψ : P(X) → P(X) tal que 0 <
h(Ψ) < ∞.

8.2 A Dinâmica dada pela Convolução

O objetivo desta seção é abordar o sistema dinâmico obtido a partir da operação
de convolução entre medidas. Começamos então com (G, ∗) um grupo abeliano
topológico compacto e seja P(G) o espaço métrico compacto das medidas de
probabilidade sobre G. Dada ν ∈ P(G) definimos a aplicação de convolução
Θν : P(G) → P(G) por Θν(µ) = ν ∗ µ, onde

ν ∗ µ(E) =
∫

G

∫

G

χE(x ∗ y)dν(x)dµ(y).
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Lema 8.2.1. Sejam f ∈ C(G,R) e µ ∈ P(G). Então
∫

fd(Θν(µ)) =
∫

G

fdν ∗ µ =
∫

G

∫

G

f(x ∗ y)dν(x)dµ(y).

Demonstração. Mostraremos o resultado para uma função simples f(x) =∑k
i=1 aiχEi . Assim

∫
fd(Θν(µ)) =

∫

G

fdν ∗ µ =
k∑

i=1

ai

∫

G

∫

G

χEi
(x ∗ y)dν(x)dµ(y)

=
∫

G

∫

G

f(x ∗ y)dν(x)dµ(y).

Logo o resultado é válido para f função simples. Como qualquer função cont́ınua
é o limite de uma sequência de funções simples o resultado segue. ¤

O Lema 8.2.1 será útil em muitas situações, a primeira delas será para
mostrar que de fato a convolução induz um sistema dinâmico topológico.

Proposição 8.2.2. A aplicação Θν : P(G) → P(G), onde

Θν(µ)(E) = ν ∗ µ(E) =
∫

G

∫

G

χE(x ∗ y)dν(x)dµ(y),

é cont́ınua na topologia fraca.

Demonstração. Seja µ ∈ P(G) e considere uma sequência {µn}n∈N, tal que
µn → µ quando n →∞. Então tomamos f ∈ C(G,R) e pelo Lema 8.2.1 temos
que ∫

G

fdν ∗ µn =
∫

G

∫

G

f(x ∗ y)dν(x)dµn(y).

Como f é cont́ınua, segue que a aplicação

φ : y ∈ G 7→
∫

G

f(x ∗ y)dν(x),

é também cont́ınua. Assim, se µn → µ na topologia fraca, então
∫

G

∫

G

f(x ∗ y)dν(x)dµn(y) →
∫

G

∫

G

f(x ∗ y)dν(x)dµ(y).

¤

Com a Proposição acima temos então o sistema dinâmico topológico Θν :
P(G) → P(G). Outro aspecto importante de se observar diz respeito à ex-
istência ou não de ponto fixo. Assim se Θν possuir ponto fixo, teremos que
existe µ ∈ P(G) tal que ν ∗ µ = µ.
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Teorema 8.2.3. Dada ν ∈ P(G), a aplicação Θν : P(G) → P(G) tem um
ponto fixo.

Demonstração. Sabemos que P(G) é um conjunto compacto convexo e que
Θν é cont́ınua. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schowder temos que Θν tem
um ponto fixo. ¤

Observação 8.2.4. Pelo Teorema 8.2.3 nós vemos que sempre existe uma me-
dida de probabilidade µ ∈ P(G) tal que ν ∗ µ = µ.

Nosso próximo passo é entender como são as órbitas da aplicação Θν . O
próximo resultado dá uma caracterização das órbitas de Θν e mostra uma
relação da órbita de um elemento com a médida ν.

Lema 8.2.5. Dada µ ∈ P(G), a órbita de µ pela aplicação Θν é dada por

O(µ) = {νn ∗ µ : νn = ν ∗ ν ∗ ... ∗ ν︸ ︷︷ ︸
n

, n ∈ N}.

Demonstração. Note que

Θ2
ν(µ)(E) = (ν ∗ (ν ∗ µ))(E) =

∫

G

∫

G

χE(x ∗ y)dν(x)d(ν ∗ µ)(y)

=
∫

G

∫

G

∫

G

χE(x ∗ y ∗ z)dν(x)dν(z)dµ(x).

Por outro lado, temos

(ν ∗ ν) ∗ µ(E) =
∫

G

∫

G

χE(x ∗ y)d(ν ∗ ν)(x)dµ(y)

=
∫

G

∫

G

∫

G

χE(x ∗ y ∗ z)dν(x)dν(z)dµ(x).

Assim obtemos que Θ2
ν(µ) = (ν ∗ ν) ∗µ = ν2 ∗µ. Por indução o resultado segue.

¤

8.2.1 Classificação Topológica

Uma questão interessante é: dados (G1, ◦) e (G2, ·) grupos topológicos isomorfos,
νi ∈ P(Gi), sob quais condicôes os sistemos dinâmicos Θν1 : P(G1) → P(G1) e
Θν2 : P(G2) → P(G12) são topologicamente conjugados?

Para responder esta pergunta consideramos (G1, ∗) e (G2, ◦) dois grupos
topológicos compactos e ϕ : G1 → G2 um isomorfismo de grupos entre G1 e G2.
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Lema 8.2.6. Seja ϕ] : P(G1) → P(G2) o push forward do ismorfismo ϕ : G1 →
G2. Então temos que

ϕ](ν ∗ µ) = ϕ](ν) ∗ ϕ](µ), para quaisquer ν, µ ∈ P(G1).

Demonstração. Tomamos ν, µ ∈ P(G1), f ∈ C(G2,R) e notamos que

ϕ](ν ∗ µ)(f) =
∫

G2

f(g)dϕ](ν ∗ µ)(g) =
∫

G1

(f ◦ ϕ)(x)d(ν ∗ µ)(x)

=
∫

G1

∫

G1

(f ◦ ϕ)(x ∗ y)dν(x)dµ(y)

=
∫

G2

∫

G2

f(g ∗ h)dϕ](ν)(g)dϕ](µ)(h)

= (ϕ](ν) ∗ ϕ](µ))(f) ∀f ∈ C(G2,R).

Assim ϕ](ν ∗ µ) = ϕ](ν) ∗ ϕ](µ). ¤

A aplicação push forward tem um papel importante na classificação topológica
dos sistemas dinâmicos obtidos a partir da convolução. Seja ν1 ∈ G1 e ν2 =
ϕ(ν1) ∈ G2 e considere as aplicações

Θν1 : P(G1) → P(G1) e Θν2 : P(G2) → P(G2).

Então nós definimos a aplicação

H : P(G1) → P(G2)

µ 7→ ϕ]µ.

Lema 8.2.7. A aplicação H : P(G1) → P(G2), onde H(µ) = ϕ]µ é um homeo-
morfismo.

Demonstração. Como ϕ é um isomorfismo de grupos topológicos o resultado
segue. ¤

Lema 8.2.8. Se ϕ](ν1) = ν2, então H ◦Θν1 = Θν2 ◦H.

Demonstração. Tomamos µ ∈ G1 e notamos que

H ◦Θν1(µ) = ϕ](ν1 ∗ µ) = ϕ](ν1) ∗ ϕ](µ) = ν2 ∗ ϕ](µ) = Θν2 ◦H(µ).

¤
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Proposição 8.2.9. Seja ϕ : G1 → G2 entre grupos topológicos. Considere ν1 ∈
P(G1), ν2 ∈ P(G2) tais que ϕ](ν1) = ν2, então as aplicações Θνi

: P(Gi) →
P(Gi) para i = 1, 2 são topologicamente conjugadas.

Demonstração. Seja H como no Lema 8.2.7 e então aplicamos Lema 8.2.8.
¤

Para um grupo topológico (G, ∗) nós definimos o conjunto de G como sendo

Aut(G) = {ϕ : G → G | ϕ é isomorfismo cont́ınuo com inversa cont́ınua},

o qual é obviamente um grupo com a operação de composição de funções,
(Aut(G), ◦).

O próximo resultado mostra como este grupo classifica os sistemas Θν :
P(G) → P(G) por meio da conjugação topológica.

Proposição 8.2.10. Seja ∼ a relação sobre P(G) dada por

ν1 ∼ ν2 ⇐⇒ ∃ϕ ∈ Aut(G) s.t. ϕ](ν1) = ν2.

Então ∼ é uma relação de equivalência e , para cada ν ∈ P(G) o conjunto

{Θν′ | ν′ ∈ [ν] ∈ P(G)/ ∼},

é tal que qualquer dois sistemas Θν1 e Θν2 são topologicamente conjugados.

Demonstração. Para provarmos que ∼ é uma relação de equivalência, nós
observamos que Id ∈ Aut(G), todo ϕ ∈ Aut(G) tem uma inversa em Aut(G) e
Aut(G) é fechado para a composição, logo ∼ é reflexiva, simétrica e transitiva.

Por outro lado, dada ν ∈ P(G) nós aplicamos 8.2.8 para mostrar que Θν′ é
topologicamente conjugada à Φν para cada ν′ ∈ [ν].

¤

Observamos que se Θν′ é topologicamente conjugada à Θν nós não podemos
afirmar que [ν′] 6= [ν].

8.2.2 ω-limite

É usual em probabilidade, estudar as pontências da convolução de uma dada
medida, isto é, a convergêcia da sequência

{νn |n ∈ N},

e seus pontos de acumulação Γν = {νn |n ∈ N}. Em [18], Chakraborty con-
siderou ν uma uma probabilidade sobre o conjunto das matrizes d × d não-
negativas, Sν o suporte de ν e provou um resultado interessante sobre a con-
vergência da sequência {νn} baseado no conceito de ciclicidade, o qual é definido
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como segue: Sejam A1, ..., Ak subconjuntos disjuntos dois a dois de {1, ..., d},
então Sν é ćıclico com respeito à A1, ..., Ak se para cada x ∈ Sν , com Ak+i = Ai,
1 ≤ i ≤ k, temos

∑

j∈Am+1

xij > 0,
∑

j∈Ac
m+1

xij = 0, i ∈ Am, 1 ≤ k ≤ m.

Teorema 8.2.11 (Ver [18]). Seja ν uma medida de probabilidade sobre o con-
junto das matrizes d × d não-negativas e Sν o suporte de ν. Denote por S o
semigrupo gerado por Sν . Suponhamos que a sequência {νn} é tight e o posto
mı́nimo das matrizes em S é 2. Também suporemos que nenhuma das matrizes
em S tem uma linha nula. Então a sequência {νn} não converge se e somente
se Sν ćıclico.

Proposição 8.2.12. Dado g ∈ G, temos que ω(δg) = (Rg)](Γν).

Demonstração. Nós sabemos que, pelo Lema 8.2.15, Φν(δg) = (Rg)]ν. Agora
se x̄ = (x1, ..., xn−1), temos que

Θn−1
ν (Θν(δg))(E) =

∫

G

∫

G

χE(x1 ∗ ... ∗ xn)dνn−1(x̄)d(Rg)]ν(xn)

=
∫

G

∫

G

χE(Rg(x1 ∗ ... ∗ xn))dνn−1(x̄)dν(xn)

=
∫

G

∫

G

χ(Rg)−1(E)(x1 ∗ ... ∗ xn−1 ∗ xn)d(Rg)](ν)(x)dν(y)

= νn(R−1
g (E)) = (Rg)](νn)(E).

Isto implica que
Θn

ν (δg) = (Rg)]ν
n.

Logo
ν̄ = lim

n→∞
Θn

ν (δg) = lim
n→∞

(Rg)]ν
n = (Rg)]

(
lim

n→∞
νn

)
.

Logo, se ν′ ∈ Γν , então (Rg)]ν
′ = ν̄ ∈ ω(δg). ¤

Corolário 8.2.13. ω(δe) = (Re)](Γν) = Γν .

Proposição 8.2.14. Seja µ ∈ P(G) e considere o conjunto Γν , então

Γν ∗ µ := {ν̄ ∗ µ : ν̄ ∈ Γν} ⊂ ω(µ).

Demonstração. Se ν̄ ∈ Γν , então existe uma sequência {nk}k∈N, tal que

lim
k→∞

Φnk
ν (ν) = lim

k→∞
νnk+1 = ν̄.

Logo, pela continuidade de Θν , temos que

lim
k→∞

Θnk+1
ν (µ) = lim

k→∞
νnk+1 ∗ µ = ν̄ ∗ µ.

Assim ν̄ ∗ µ ∈ ω(µ). ¤
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8.2.3 Entropia Topológica

Veremos nesta seção que sob certas condições o sistema dinâmico Θν : P(G) →
P(G) tem entropia zero.

Lema 8.2.15. Se g ∈ G, então Θν(δg) = (Rg)]ν, onde (Rg)] é o push forward
da translação á direita definida por g.

Demonstração. Dado g ∈ G, temos que

Θν(δg)(E) =
∫

G

∫

G

χE(x ∗ y)dν(x)dδg(y) =
∫

G

χE(x ∗ g)dν(x)

=
∫

G

χE(x)d((Rg)]ν)(x) = (Rg)]ν(E)

¤

Lema 8.2.16. Dada µ, µ′ ∈ P(G), temos que

d(Θν(µ), Θν(µ′)) ≤ sup
y∈G

d((Ry)]µ, (Ry)]µ
′),

onde d representa a métrica fraca-∗.

Demonstração. Sabemos, pelo Teorema de Fubini e pelo Lema 8.2.1, que

d(Θν(µ), Θν(µ′)) =
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
∫

G

gi(x)d(ν ∗ µ)(x)−
∫

G

gi(x)d(ν ∗ µ′)(x)
∣∣∣

=
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
∫

G

∫

G

gi(x ∗ y)dν(x)dµ(y)−
∫

G

gi(x ∗ y)dν(x)dµ′(y)
∣∣∣

=
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
∫

G

∫

G

gi(x ∗ y)dµ(x)dν(y)−
∫

G

gi(x ∗ y)dµ′(x)dν(y)
∣∣∣

=
∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
∫

G

[ ∫

G

gi(x ∗ y)dµ(x)−
∫

G

gi(x ∗ y)dµ′(x)
]
dν(y)

∣∣∣

≤
∞∑

i=1

1
2i

sup
y∈G

∣∣∣
∫

G

gi(x ∗ y)dµ(x)−
∫

G

gi(x ∗ y)dµ′(x)
∣∣∣

= sup
y∈G

∞∑

i=1

1
2i

∣∣∣
∫

G

gi(x)d((Ry)]µ)(x)−
∫

G

gi(x ∗ y)d((Ry)]µ
′)(x)

∣∣∣

≤ sup
y∈G

d((Ry)]µ, (Ry)]µ
′) = sup

y∈G
d(Θµ(δy), Θµ′(δy)).

¤
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Definição 8.2.17. Uma métrica d : G×G → R+ sobre um grupo topológico G é
dita invariante à direita (ou esquerda) se d(x∗y, z∗y) = d(x, z) (ou d(y∗x, y∗z) =
d(x, z)) para todo y ∈ G.

Corolário 8.2.18. Se G é metrizável, e a métrica compat́ıvel com a topologia
é invariante à direita, então Θν é não-expansiva.

Demonstração. Neste caso temos que

d(Θν(µ),Θν(µ′)) ≤ sup
y∈G

d((Ry)]µ, (Ry)]µ
′) = d(µ, µ′),

e isto implica d(Θν(µ), Θν(µ′)) ≤ d(µ, µ′). ¤

Teorema 8.2.19. Se G é metrizável, e a distância compat́ıvel com a topologia
é invariante à direita, então h(Θν) = 0, onde h(Θν) é a entropia topológica de
Θν .

Demonstração. Pelo Corolário 8.2.18 Θν é não-expansiva e isto implica
h(Θν) = 0. ¤

Em particular, temos que se G é um grupo de Lie existe uma métrica
compt́ıvel com a topologia de G que é invariante à direita. Logo o Teorema
8.2.19 é verdadeiro para o caso em que G é um grupo de Lie.

8.2.4 Grupos Finitos

A partir de agora consideraremos G como sendo um grupo abeliano e finito.
Nosso objetivo é entender como a dinâmica dada pela convolução atua no espaço
P(G).

Consideramos então (G = {g0, g1, ..., gn−1}, ∗) um grupo finito de ordem n,
onde g0 = e é o elemento neutro da operação ∗.
Relembramos então que o espaço de funções cont́ınuas sobre G, a saber C(G,R)
pode ser identificado com Rn, onde

f(G) = (f(g0), f(g1), ..., f(gn−1)) ∈ Rn.

Como é usual, temos que o dual de C(G,R), que está identificado com o espaço
(Rn)∗ ' Rn, é o espaço das medidas com sinal sobre G,

C(G,R)′ =

{
µ =

n−1∑

i=0

piδgi , p = (p0, p1, ..., pn−1) ∈ Rn

}
.

Assim temos que, ∫

G

fdµ =
n−1∑

i=0

pif(gi) = 〈f(G), p〉,
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onde 〈·, ·〉 é o produto interno usual.
Neste setting, se ∆n = {p ∈ Rn | pi ∈ [0, 1], e

∑n−1
i=0 pi = 1}, então

P(g) =

{
n−1∑

i=0

piδgi
∈ C(G,R)′ | p ∈ ∆n

}
.

Se µ =
∑n−1

i=0 piδgi
e ν =

∑n−1
i=0 qiδgi

, definimos a convolução entre estas medidas
por

(µ ∗ ν)(f) =
∫

G

∫

G

f(g ∗ h)dµ(g)dν(h).

Definindo f(G2) por

f(G2) =




f(g0 ∗ g0) · · · f(g0 ∗ gn−1)
...

. . .
...

f(gn−1 ∗ g0) · · · f(gn−1 ∗ gn−1)


 ,

obtemos uma caracterização da convolução em coordenadas, como segue:

Teorema 8.2.20. Se ν =
∑n−1

i=0 piδgi ' p e µ =
∑n−1

i=0 qiδgi ' q, então

(ν ∗ µ)(f) = 〈q, f(G2)p〉.

Demonstração. De fato, note que

(ν ∗ µ)(f) =
∫

G

∫

G

f(g ∗ h)dν(g)dµ(h)

=
∫

G

n−1∑

i=0

pif(gi ∗ h)dν(h)

=
n−1∑

i=0

qi

∫

G

f(gi ∗ h)dν(h)

=
n−1∑

i=0

qi

n−1∑

j=0

pjf(gi ∗ hj)

=
n−1∑

i=0

qj

n−1∑

j=0

pif(gi ∗ hj)

= 〈q, f(G2)p〉.

¤

Do Teorema 8.2.20 nós definimos a aplicação convexa Θν : P(G) → P(G),
onde

Θν(µ)(E) = ν ∗ µ(E),
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para qualquer E ⊂ G.
Como, P(G) é um subespaço afim de codimensão 1 de C(G,R)′, temos que

Θν é dada por uma matriz biestocástica:

Lema 8.2.21. Θν(µ) = ν ∗ µ = µ · ν(G−1 ∗G).

Demonstração. Sejam µ =
∑n−1

i=0 piδgi
e ν =

∑n−1
i=0 qiδgi

, sabemos que

Θν(µ) = ν ∗ µ =
n−1∑

k=0

akδgk
.

Pelo Teorema 8.2.20 sabemos que,

ak =
∑

gi∗gj=gk

piqj =
n−1∑

i=0

{piqj | gj = g−1
i ∗ gk}.

Como a equação gi ∗ gj = gk tem uma única solução para um k fixado e para
cada i, nós temos j(i, k) bem determinado. Isto nos permite escrever,

ak = p0 · qj(0,k) + ... + pn−1 · qj(n−1,k).

Usando matrizes nós temos

[
a0 · · · an−1

]
=

[
p0 · · · pn−1

] ·




qj(0,0) · · · qj(n−1,0)

...
. . .

...
qj(0,n−1) · · · qj(n−1,n−1)


 .

Se denotamos,

G−1 ∗G =




g−1
0 ∗ g0 · · · g−1

0 ∗ gn−1

...
. . .

...
g−1
0 ∗ gn−1 · · · g−1

n−1 ∗ gn−1


 ,

então

ν(G−1 ∗G) =




qj(0,0) · · · qj(0,n−1)

...
. . .

...
qj(n−1,0) · · · qj(n−1,n−1)


 ,

nós obtemos assim a fórmula

ν ∗ µ = µ · ν(G−1 ∗G).

¤

Por exemplo, se nós desejamos calcular as iteradas de Θν(µ), temos

Θm
ν (µ) = µ · ν(G−1 ∗G)m,

e assim nós podemos estimar o comportamento a longo prazo de Θν .
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Lema 8.2.22. A aplicação Θν é não-expansiva.

Demonstração. Como em Rn todas as normas são equivalentes, consider-
aremos em Rn a norma dada por

‖p‖∞ = max
i=0,1,...,n

|pi|,

com p = (p0, ..., pn−1). Como ν(G−1 × G) é uma matriz bi-estocástica bi-
stochastic sua norma é 1, i.e.,

‖ν(G−1 ×G)‖∞ = max
i

n∑

j=1

|aij | = 1.

Por outro lado, se µ1 ' q1 ∈ Rn e µ2 ' q2 ∈ Rn, então

‖Θν(µ1)− Φν(µ2)‖∞ = ‖(q1 − q2) · ν(G−1 ×G)‖∞
≤ ‖q1 − q2‖∞‖ν(G−1 ×G)‖∞ = ‖q1 − q2‖∞.

¤

Definição 8.2.23. Uma matriz estocástica A = (aij) é chamada semi- positiva
se todas as entradas de alguma potência de A, digamos Am, são positivas.

Definição 8.2.24. Uma matriz A é dita bi-estocástica se suas linhas e suas
colunas somam 1.

Teorema 8.2.25. Se A é uma matriz m × m, semi-positiva e bi-estocástica,
então

lim
n→∞

An =
1
m

J,

onde J = (aij), aij = 1 para todo i, j.

Demonstração. Ver [17]. ¤

Aplicaremos então o Teorema 8.2.25 para obter um resultado interessante
sobre as órbitas da aplicação Θν .

Definição 8.2.26. Seja G be um grupo abeliano de ordem n. Dizemos que G
é finitamente gerado se existem g1, ..., gk ∈ G tais que para todo g ∈ G , temos
g = gr1

1 · · · grk

k , com rj ∈ {0, 1, ..., n}.
Agora relembramos a definição de suporte de uma medida, que usaremos

em seguida. Seja G um grupo abeliano finito e ν = (p0, ..., pn−1) ∈ P(G). O
suporte de ν é o conjunto

supp(ν) =: {gi ∈ G : ν(gi) = pi > 0}.
Denotaremos por H o subgrupo de G gerado por supp(ν), i.e., H = 〈supp(ν)〉.
Para o próximo resultado nós precisaremos de uma uma definição e um lema,
comecemos com a definição:
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Definição 8.2.27. (Probabilidade Aćıclica) Dada ν = p ∈ P(G), defininos o
conjunto Z+(p)m por

Z+(p)m := {gi1 ...gim
: gik

∈ supp(ν)}.
Seja H o subgrupo de G gerado por supp(ν). Dizemos que ν é uma probabilidade
aćıclica se existir N ∈ N tal que Z+(p)N = H. Em particular, Z+(p) :=
Z+(p)1 = supp(ν).

Exemplo 8.2.28. (a) Sejam g ∈ G um elemento de ordem 2 e ν = δg. Neste
caso H = {e, g} e

Z+(p)m =
{

e, if m é par
g, if m é ı́mpar.

Então ν não é uma probabilidade aćıclica.
(b) Seja H um grupo ćıclico gerado por g e ν = αδe + (1− α)δg, α > 0. Então
ν é uma probabilidade aćıclica. De fato, se H = {e, g, ..., gn−1}, então

Z+(p)n = {en, en−1g, en−2g2, ...e1gn−1} = H.

Exemplo 8.2.29. Seja G um grupo abeliano de ordem n e ν = p ∈ P(G). Se
Z+(p) = {g, h} e H = 〈g−1h〉, então ν é uma probabilidade aćıclica. De fato,
para ver isto notamos apenas que

gn−khk = (g−1h)k.

Exemplo 8.2.30. Seja H = 〈g1, ..., gk〉 um subgrupo abeliano finitamente ger-
ado de G G e ν ∈ P(G). Se ν = p ∈ P(G) é tal que

Z+(p) = {e, g1, ..., gk},
então ν é uma probabilidade aćıclica.

Observação 8.2.31. Seja ν = p ∈ P(G) uma probabilidade aćıclica e H sub-
grupo gerado por Z+(p)1. Consideramos então as classes de equivalência deter-
minadas por H em G, i.e,

gH = {g ∗ h : h ∈ H}.
Sabemos que G pode ser escrito como uma união disjunta das classes de equivalência
determinadas por H. Assim escrevemos G como segue

G = {e, h1, ..., hk, g1h1, ..., g1, g1hk, g2h1, ..., g2, g2hk, ..., gl, glh1, ..., glhk}
= {H, g1H, ..., glH},

onde giH ∩ gjH = ∅ for i 6= j. Então temos que a matriz A = p(G−1 × G) é
dada por

A =




p(H−1 ×H) p(H−1 × g1H) . . . p(H−1 × glH)
p(g−1

1 H−1 ×H) p(g−1
1 H−1 × g1H) . . . p(g−1

1 H−1 × glH)
...

...
...

...
p(g−1

l H−1 ×H) . . . . . . p(g−1
l H−1 × glH)


 ,

onde os blocos na diagonal são sempre a matriz p(H−1 ×H).
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Lema 8.2.32. Os blocos p(g−1
i H−1 × gjH), p(g−1

i H−1 ×H) e p(H−1 × gjH)
são todos iguais à matriz nula.

Demonstração. Tomamos o bloco p(g−1
1 H−1 × g2H) e notamos que

p((g−1
1 ∗ h−1

i ) ∗ (g2 ∗ hj)) > 0 ⇔ (g−1
1 ∗ h−1

i ) ∗ (g2 ∗ hj) ∈ Z+(p) ⊂ H

⇒ g−1
1 ∗ g2 ∈ H ⇒ g1H = g2H,

mas isto é uma contradição, pois g1H ∩ g2H = ∅. Por um racioćınio análogo ao
anterior obtemos o resultado para os outros blocos. ¤

Pelo Lema 8.2.32, nós que a matriz p(G−1 ×G) é dada por

p(G−1 ×G) =




p(H−1 ×H) 0 . . . 0
0 p(H−1 ×H) . . . 0
...

...
...

...
0 . . . . . . p(H−1 ×H)


 .

Isto implica que as potências da matriz p(G−1 ×G) são dadas por

p(G−1 ×G)n =




p(H−1 ×H)n 0 . . . 0
0 p(H−1 ×H)n . . . 0
...

...
...

...
0 . . . . . . p(H−1 ×H)n


 .

Lema 8.2.33. A matriz p(H−1 ×H) é semi-positiva.

Demonstração. Consideramos a matriz A = (aij)i,j := (p(h−1
i ∗hj))i,j . Então

temos

aij > 0 ⇔ h−1
i ∗ hj ∈ Z+(p)

⇔ ∃h̄ ∈ Z+(p) such that h−1
i ∗ hj = h̄

⇔ hj = hi ∗ h̄, h̄ ∈ Z+(p).

Isto implica que aij > 0 se e somente se hj ∈ Lhi(Z+(p)). Como Lhi é uma
bijeção, em cada linha nós temos |Z+(p)| coeficintes positivos. Tomamos agora
A2, a qual denotaremos por A2 = (a2

ij)i,j . Assim temos que

a2
ij > 0 ⇔

n−1∑

k=0

p(h−1
i ∗ hk)p(h−1

k ∗ hj)

⇔ ∃k ∈ {0, ..., n− 1} such that p(h−1
i ∗ hk)p(h−1

k ∗ hj) > 0

⇔ p(h−1
i ∗ hk) > 0 and p(h−1

k ∗ hj) > 0
⇔ ∃h′, h′′ ∈ Z+(p) such that hk = hi ∗ h′, hj = hk ∗ h′′

⇔ hj = hi ∗ h′ ∗ h′′

⇔ hj ∈ Lhi(Z+(p)2).
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Novamente, podemos ver que A2 tem |Z+(p)2| coeficientes positivos em cada
linha. Seguindo por indução, se An = (an

ij)i,j , então

an
ij > 0 ⇔ hj ∈ Lhi

(Z+(p)n).

Como ν é uma probabilidade aćıclica nós obtemos, da Definição 8.2.27 que existe
N ∈ N, tal que para n > N

an
ij > 0 ⇔ hj ∈ Lhi

(Z+(p)n) = hiH = H.

Isto implica que para n > N a matriz An = (an
ij)i,j tem |H| coeficientes positivos

em cada linha (e em cada coluna). Como a matriz A tem ordem H nós temos
que A é semi-positiva. ¤

Teorema 8.2.34. Seja G = {g0, ..., gn−1} um grupo finito, ν = p ∈ P(G) e H =
〈Z+(p)〉 . a matriz p(G−1×G) = (p(g−1

i ∗gj))i,j satisfaz lim
n→∞

p(G−1×G)n = B,
onde B é a matriz dada por




1
|H|J 0 . . . 0

0 1
|H|J 0 . . .

...
...

...
...

0 . . . 0 1
|H|J




,

com 0 sendo a matriz nula de ordem |H| e J a matriz de ordem |H|, com todas
as entradas iguais a 1.

Lema 8.2.35. Sejam µ, ν ∈ P(G) e σ uma permutação dos elementos de G.
Então temos que

µ · ν((σ(G))−1 × σ(G)) = µ · ν(G−1 ×G).

Demonstração. Basta observar que a convolução não depende da enumeração
dos elementos de G, logo

µ · ν((σ(G))−1 × σ(G)) = µ ∗ ν = µ ∗ ν(G−1 ×G).

¤

Observação 8.2.36. O fato principal usado no Lema 8.2.35 foi que que a
integral não depende da enumeração dos elementos de G.

Usando o Lema 8.2.35, o Teorema 8.2.34, e fazendo uma permutação nos
elementos de G obtemos o

73



Teorema 8.2.37. Seja G = {g0, ..., gn−1} um grupo abeliano finito e ν = p ∈
P(G) uma probabilidade aćıclica para H = 〈Z+(p)〉 . A matriz p(G−1 × G) =
(p(g−1

i ∗ gj))i,j satisfaz lim
n→∞

p(G−1 ×G)n = B, onde B é a matriz dada por

bij =
{

0, se g−1
i ∗ gj 6∈ H

1
|H| , se g−1

i ∗ gj ∈ H

Exemplo 8.2.38. Considere Ḡ um grupo finito, a, b ∈ Ḡ tais que a2 = e b3 = e,
G = {e, a, b2, ab, b, ab2} e seja ν = p = αδe + (1 − α)δb com 0 ≤ α ≤ 1 . Então
temos que

ν(G−1 ×G) =




α 0 0 0 (1− α) 0
0 α 0 (1− α) 0 0

(1− α) 0 α 0 0 0
0 0 0 α 0 (1− α)
0 0 (1− α) 0 α 0
0 (1− α) 0 0 0 α




.

Neste caso Z+(p) = {e, b, b} e 〈Z+(p)〉 = {e, b, b2}, e pelo Teorema 8.2.37 segue
que

lim
n→∞

ν(G−1 ×G)n =




1
3 0 1

3 0 1
3 0

0 1
3 0 1

3 0 1
3

1
3 0 1

3 0 1
3 0

0 1
3 0 1

3 0 1
3

1
3 0 1

3 0 1
3 0

0 1
3 0 1

3 0 1
3




.

assim dada µ = (q0, ..., q5),

lim
n→∞

Θn
ν (µ) =

1
3

(
q0+q2+q4, q1+q3+q5, q0+q2+q4, q+q3+q5, q0+q2+q4, q1+q3+q5

)
.

8.2.5 Uma análise do conjunto ω-limite

Icialmente observamos que a propriedade de ser aćıclica é densa em P(G).

Teorema 8.2.39. Seja ν0 ∈ P(G), onde G é um grupo finito. Dado ε > 0,
existe ν̄ ∈ P(G) tal que ν̄ é uma probabilidade aćıclica e d(ν̄, ν0) < ε, i.e., das
probabilidades que são aćıclicas é denso em P(G).

Demonstração. Sejam ε > 0 e ν0 = p =
k−1∑

i=0

piδhi com

Z+(p) = {g ∈ G : ν(g) > 0} e H = 〈Z+(p)〉 = {h0, ..., hk−1}.
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Então definimos a = min{pi : pi > 0} e ε̄ =
1
2

min{ε, a}. Assim consideramos a

probabilidade ν̄ = p̄ =
k−1∑

i=0

p̄iδhi
, onde

p̄i =

{
ε̄

k−|Z+(p)| , if pi = 0
pi − ε̄

|Z+(p)| , if pi > 0.

Obviamente ν̄ ∈ P(G) e como

d(ν0, ν̄) =
∑

i

|pi − p̄i| =
∑
pi=0

ε̄

k − |Z+(p)| +
∑
pi>0

ε̄

|Z+(p)| = 2ε̄ < ε,

nós obtemos o desejado. ¤

Observação 8.2.40. Da prova do Teorema acima pode-se concluir que, o valor
do limite das entradas da matriz é instável, isto é, próxima a uma probalidade
fixada podemos ter probabilidades convergindo para muitas outras, sob a per-
turbação dos pesos desta probabilidade fixada. Mais ainda, o valor máximo
é uma propriedade aberta. De fato, pelo nosso teorema, a matriz limite B é
formada por blocos da forma 1

|H|J (além dos blocos nulos), assim se nós aumen-
tamos o conjunto Z+(p) nós decrescemos o valor de 1

|H| .

Usando o Teorema 8.2.34, tentaremos encontrar condições para duas medidas
terem o mesmo conjunto ω−limite, onde ν =

∑
i piδgi é uma probabilidade

aćıclica. Primeiro nós observamos que se µ =
∑

i qiδgi ∈ P(G), então ω(µ) =
{µ · B}. Identificando µ com o vetor q =

∑
i qiei in Rn, onde {ei}0≤i≤n−1 é a

base canõnica do Rn, temos que

q ·B =
(∑

i

qiei

)
·B =

∑

i

qi

(
ei ·B

)
.

Isto implica ω(µ) =
∑

i qiω(δgi). Logo, para determinar o conmjunto ω−limite
de uma medida é suficiente determinar o ω−limite das medidas δgi , para todo
gi ∈ G. Então notamos que se H = Z+(p), |H| = k, |G| = |H|l, µ̄ =
(q0, ..., qn−1), µ = δg0 , e se escrevemos

α0 =
k−1∑

i=0

qi, α1 =
2k−1∑

i=k

qi, ..., αl =
n−1∑

i=n−k−1

qi

µ ·B = µ̄ ·B
⇔

( 1
k

,
1
k

, ...,
1
k︸ ︷︷ ︸

k

, 0, ..., 0
)

=
( 1

k
α0, ...,

1
k

α0

︸ ︷︷ ︸
k

,
1
k

α1, ...,
1
k

α1

︸ ︷︷ ︸
k

, ...,
1
k

αl, ...,
1
k

αl

︸ ︷︷ ︸
k

)

⇔
k−1∑

i=0

qi = 1,

2k−1∑

i=k

qi = 0, ....,

n−1∑

i=n−k−1

qi = 0.
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Isto implica que ω(δg0) = ω(µ), se e somente se
k−1∑

i=0

qi = 1, onde µ = (1, 0, ..., 0).

Pelo mesmo argumento usado acima podemos ver que

ω(δgi
) = ω(δg0) for 0 ≤ i ≤ k − 1, ω(δgi

) = ω(δgk
) for k ≤ i ≤ 2k − 1, ...,

ω(δgi) = ω(δgn−k−1) for n− k − 1 ≤ i ≤ n− 1,

e disto segue que ω(µ) =
∑

i

qiω(δgi) =
l∑

j=0

αjω(δgjk
), e se µ̄ = (q0, ..., qn−1) e

tomamos µ = δgi
, com mk ≤ i ≤ mk − 1,

ω(µ̄) = ω(δgi) ⇔ αm =
mk−1∑

i=mk

qi = 1, e αj = 0 for j 6= m.

Finalmente, dadas µ = (q0, ..., qn−1) e µ′ = (q′0, ..., q
′
n−1),

ω(µ) = ω(µ′) ⇔
k−1∑

i=0

qi =
k−1∑

i=0

q′i,
2k−1∑

i=k

qi =
2k−1∑

i=k

q′i, ...,
n−1∑

i=n−k−1

qi =
n−1∑

i=n−k−1

q′i.

Definição 8.2.41. Seja ν ∈ P(G) uma probabilidade aćıclica e η ∈ P(G). Nós
chamamos de bacia de atração de η o conjunto

{µ ∈ P(G) : lim
n→∞

Θn
ν (µ) = η}.

Exemplo 8.2.42. Voltamos agora ao Exemplo 8.2.38 onde

G = {e, a, b2, ab, b, ab2},
nesta situação particular, ν = p = αδe+(1−α)δb, 0 < α < 1 e podemos escrever
G = {e, b, b2, a, ab, , ab2} como no Lema 8.2.32. Então, dados µ = (q0, ..., q5) e
µ′ = (q′0, ..., q

′
5), nós temos

ω(µ) = ω(µ′) ⇔
2∑

i=0

qi =
2∑

i=0

q′i, e
5∑

i=3

qi =
5∑

i=3

q′i.

Logo, se µ′ = ( 1
4 , 1

2 , 0, 1
8 , 0, 1

8 ), temos

lim
n→∞

Φn
ν (µ′) =

1
3

(
q′0 + q′1 + q′2, ..., q

′
0 + q′1 + q′2, q

′
3 + q′4 + q′5, ..., q

′
3 + q′4 + q′5

)

=
(

1
4
,
1
4
,
1
4
,

1
12

,
1
12

,
1
12

)

= ω(µ′) = η.

Assim, a bacia de atração de η =
(

1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

12 , 1
12 , 1

12

)
, isto é, o conjunto

{µ = (q0, ..., q5) | lim
n→∞

Φn
ν (µ) = η}
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é dado por 



q0 + q1 + q2 = 3
4

q3 + q4 + q5 = 1
4

q0, ..., q5 ∈ [0, 1]

o qual é um subconjunto convexo de um hiperplano de dimensão 4 em R6, mais
precisamente 




q0 = 3
4 − a− b

q1 = a, q2 = b
q3 = 1

4 − c− d
q4 = c, q5 = d
a + b ≤ 3

4 , c + d ≤ 1
4

a, b, c, d ∈ [0, 1]

é a bacia de atração de η =
(

1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

12 , 1
12 , 1

12

)
.

O fato de a bacia de atração de uma probabilidade ser um subconjunto
convexo de um hiperplano vale em geral, como mostra o

Teorema 8.2.43. Seja ν = p ∈ P(G) uma probabilidade aćıclica para H =
〈Z+(p)〉, com |H| = k e |G| = |H|l. Dada η ∈ P(G) onde

η = (q0, ..., q0︸ ︷︷ ︸
k

, q1, ..., q1︸ ︷︷ ︸
k

, ..., ql−1, ..., ql−1︸ ︷︷ ︸
k

),

a bacia de atração de η é um subconjunto convexo de um hiperplano de dimensão
n(k−1)

k em Rn.

Demonstração. Para provarmos a convexidade da bacia de atração de uma
certa medida η apenas notamos que que se µ1, µ2 ∈ P(G) e 0 ≤ α ≤ 1 , então

Θν(αµ1 + (1− α)µ2) = (αµ1 + (1− α)µ2) · ν(G−1 ×G)

= αµ · ν(G−1 ×G) + (1− α)µ2 · ν(G−1 ×G).

Assim, se µ1, µ2 estão na bacia de atração de η segue que

lim
n→∞

Θn
ν (αµ1 + (1− α)µ2) = α lim

n→∞
Θn

ν (µ1) + (1− α) lim
n→∞

Θn
ν (µ2)

= αη + (1− α)η = η.

Para provarmos a segunda afirmação do teorema observamos que se µ = (q′0, q
′
1, ..., q

′
n−1)
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está na bacia de atração de η, então limn→∞Θn
ν (µ) = η se e somente se





1
k

k−1∑

i=0

q′i = q0

1
k

2k−1∑

i=k

q′i = q1

...
1
k

n−1∑

i=n−k−1

q′i = ql−1

q0, ..., qn−1 ∈ [0, 1].

(8.2.1)

Se esquecemos a restrição
n−1∑

i=0

q′i = 1 e q0, ..., qn−1 ∈ [0, 1], temos um sistema

linear com n variáveis e l equações linearmente independentes. Logo o espaço
de soluções deste sistema é um hiperplano de dimensão

n− l = n− n

k
=

n(k − 1)
k

.

Então a solução de (1) é um conjunto convexo dado pela interseção de um
hiperplano de dimensão n(k−1)

k com o simplexo ∆n = {(x0, ..., xn−1) :
∑

i xi =
1, xi ∈ [0, 1]}. ¤
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