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Resumo

A presente dissertacao consiste em um estudo de apresentacoes da
demonstracao do Segundo Teorema de Incompletude de Godel. Con-
sidera, com especial atencao, aquelas feitas por Shoenfield no Mathe-
matical Logic e por Hilbert e Bernays no Grundlagen der Mathematik.
Como resultado, obtém-se uma anélise das condigdes de derivabilidade
e consideracoes sobre como ¢é possivel demonstra-las.
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Introducao

Em 1900, no Congresso Internacional de Mateméaticos em Paris,
David Hilbert apresentou vinte e trés problemas para serem resolvidos
no século XX. O segundo deles aludia a necessidade, para propdsitos de
investigagao dos fundamentos, de estabelecer uma axiomatica completa
da Aritmética e provar a consisténcia dos axiomas empregados para tal
fim. Mas, em 1931, no artigo “Uber formal unentscheidbare Satze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme I”, Kurt Godel expos
dois teoremas de incompletude para teorias formais da Aritmética em
primeira ordem. Em uma traducao de 1963 do artigo, Godel acrescen-
tou uma nota que resume os resultados:

Em consequéncia dos ultimos avancos — em particular
o fato de que uma definicdo da nocao geral de sistema
formal agora pode ser dada de modo preciso e inquesti-
navelmente adequado em virtude do trabalho de Turing'
— uma versao completamente geral dos teoremas VI e X1
agora € possivel. QOu seja, pode ser provado Tigorosa-
mente que, em todo sistema formal consistente que con-
tenha uma certa parte de teoria finitaria dos niumeros,
existem sentencas aritméticas indecidiveis, e além disso,
que a consisténcia de um tal sistema mao pode ser de-
monstrada nele mesmo. >

Os teoremas VI e XI se tornaram conhecidos como o Primeiro e o
Segundo Teoremas de Incompletude. No artigo de 1931, encontra-se a
demonstracao do primeiro deles e um argumento para o segundo — a
demonstracao completa desse iltimo seria objeto de uma parte II da
publicagao, a qual nunca veio a ptblico.

No presente trabalho, pretendemos estudar como alguns autores
expoem a demonstracao do Segundo Teorema de Incompletude. No
primeiro capitulo, ao apresentar os teoremas, vamos considerar uma
demonstracao feita por Smorynski (1977) a partir de trés condigoes
de derivabilidade. A necessidade de satisfazer essas condigoes nos le-
vard, no capitulo 2, a estudar uma propriedade que pode ser entendida
como uma formalizacao da Y;i-completude. No capitulo 3, veremos

L Godel refere-se a Turing (1937).
2 Godel, Collected Works, vol. I, p. 195.

vii



viii INTRODUCAO

uma abordagem de Shoenfield (1967) para o Segundo Teorema, pois
nela se encontra uma formaliza¢ao da R-completude, que é um caso da
Y1-completude formal. No entanto, veremos que Shoenfield nao deixou
uma demonstracao detalhada, e assim, no capitulo 4, vamos nos voltar
ao segundo volume do Grundlagen der Mathematik (1939) de Hilbert
e Bernays, uma obra de referéncia com respeito as condicoes de de-
rivabilidade na demonstracao do Segundo Teorema. Veremos que ela
desenvolve uma abordagem com mais informagoes sobre como demons-
trar as condigoes de derivabilidade. Mesmo assim, vamos conferir que
no Grundlagen ha alguns pontos que ainda poderiam ser melhor deta-
lhados. Dado isso, no ultimo capitulo, vamos resumir o que tivermos
obtido sobre as condigoes de derivabilidade e sua presenca na demons-
tracao do Segundo Teorema. Nesse final, aproveitaremos para expor
uma lista de condigoes de derivabilidade elencada por Lob (1955), com
a qual ele deriva o resultado que se tornou conhecido como Teorema
de Lob. Essa lista e o teorema, embora nao tenham sido publicados
com o proposito de tratar diretamente dos resultados de incompletude,
estao relacionados ao Segundo Teorema.
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Notas preliminares

Ao longo do trabalho, pressupomos nocgoes usuais da Aritmética e
da Légica. Também vamos considerar que a demonstracao do Primeiro
Teorema de Incompletude ja esta dada e que o leitor a conhece em
termos gerais.

A seguir, adiantamos alguns conceitos e notacoes que serao empre-
gados.

Algumas variaveis metalinguisticas.

Variaveis individuais: Letras latinas minusculas indicam va-
riaveis individuais do sistema formal que estiver sendo consi-
derado no contexto. Em geral, utilizaremos as letras do inicio
do alfabeto quando se tratar de varidveis livres em uma ex-
pressao, e as letras do final do alfabeto quando se tratar de
variaveis ligadas.

Substituicao em expressoes: Vamos padronizar um modo de
indicar substituicoes em expressoes. Ao introduzirmos uma
metavaridvel da forma ¥(7,...,7,), com isso dizemos que
Ti,..., Tp, ocorrem em 1. E, se no mesmo contexto escre-
vermos (71, ..., Vn), isso significa o resultado de substituir
simultanea e respectivamante todas as ocorréncias de 74,...,
Tpn POT Y1, .., Yo em ¥. E mesmo depois de 9(vq,...,7), se
escrevermos ¥(dy, . . . , 0,), também consideraremos como sendo
uma substitui¢ao em (7, ..., 7).

Outro modo de indicar substituicoes serd através do sinal
‘/’, mas o seu significado exato serd determinado em cada con-
texto em que ocorrer.

Funcgoes e relagoes recursivas.
Em primeiro lugar, lembramos o que é uma fungao por substituicao
e definida por recursao:

(1) f é uma fungao por substitui¢do, se existem as fungoes recursi-
vas g(x1, ..., xx), bi(z1, ... xn), oo, (2, ..., x,) tals que:
f(x1, ..., z0) = 9(b1(x1, ..., T0), -y br(Ty, .o 2p))
(2) § é uma funcao definida por recursao, se existem as fungoes
g(x1,...,z,) e b(z1, ..., 2,02) tais que:
H@r o 2n1,0) = g(an,. o)
flxr,...,Tn_1,y+ 1) = blay,...,z0,y,f(21,. . 201, Y))
Definimos as fungoes recursivas:

(1) Uma fungao numérica n-aria f é recursiva primitiva, se:
(a) fé a funcado zero, sucessor, ou uma fungao de projegao;
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(b) ou, f é uma fungao obtida por substituigao ou definida por
recursao a partir de outras fungoes primitivas recursivas.
(2) uma fungao numérica n-aria § é recursiva, se:
(a) f é uma fungao recursiva primitiva;
(b) ou, f é uma func@o obtida por substitui¢do, ou por re-
cursao a partir de outras fungoes recursivas.

(c) ou, existe uma funcdo recursiva g(xy,...,x,41) tal que,
para quaisquer ki,. .., ky:
® para algum ja g(kla ) kna]) = Oa
e ¢, a fungao f(z,...,x,) é 0 menor nimero y tal que

g(x1,...,2,y) = 0.
A partir disso, podemos estender a nogao de recursividade para as
relagoes e introduzir o conceito de recursivamente enumeravel.

e Uma relacao R é relagcao recursiva primitiva, se a sua funcao
caracteristica é recursiva primitiva.

e Uma relacao R é relacao primitiva, se a sua funcao carac-
teristica é primitiva.

e Uma relacao n-dria R é recursivamente enumerdvel, se existe
uma relagao recursiva (n + 1)-dria B tal que, para quaisquer
kl,. cy k’ni

— (k1, ..., kn) pertence a R se, e sé se, existe j tal que

(ki,...,ky,j) pertence .

Diremos que um termo ou férmula de uma teoria é recursivo (pri-
mitivo), ou recursivamente enumeravel, se formalizar uma relagao re-
cursiva (primitiva), ou recursivamente enumeravel.

Yo e Yi-férmulas.

A seguir, veremos a nocao de quantificacao limitada, a fim de de-
finir as ¥y e Y;-férmulas. Também apresentamos suas relagoes com a
Aritmética Recursiva e dois resultados de completude parcial.

Férmulas funcionais: Dizemos que uma férmula F(b) é funci-
onal em b, se:

- 3z F () AVay[F(z) A F(y) = (z ~ )]

Quantificadores limitados: Em primeiro lugar, vejamos as se-
guintes convencoes:

Vigeo! =1 Vz[(zx < a) = F]
Az, = Fz[(z <a) A F]
Viu<oF' =1 Vz[(z <a) — F|
r,<o = Fz[(x < a)AF)|

Dizemos que F' é uma quantifica¢do limitada de G(a), se:
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e para alguma férmula funcional H(b) e para algum termo t
no qual nao ocorre a variavel z, existe uma férmula G(a)
tal que:

— F éVz[[(z <t) NH(t)] = G(2)];
—ou, F é Jz[[(x <t N H(t)] A G(2)];
e ou, para algum termo t no qual nao ocorre a variavel z,
existe uma férmula G(a) tal que:
— F éVr,G(x);
— F é dx,G(x);
— F éVr,«tG(x);
—ou, F' é x,«tG(z).

Yo-férmulas: Uma Yy-formula é uma férmula cujos quantifica-
dores, se houver, sao todos limitados. E, por conveninéncia,
dizemos que toda expressao demonstrativamente equivalente
a uma 2o-formula também é uma Yp-formula.

Y-férmulas: Uma ¥ -formula é uma generalizacao existencial
de uma Yy-formula, ou seja, uma ¥;-férmula é uma expressao
de forma 3y ...z, F(xy,...2,), na qual F(ay,...,a,) é uma
Yo-formula. E, por conveninéncia, dizemos que toda expressao
demonstrativamente equivalente a uma Y;-formula também é
uma »;-férmula.

Através de Yy e Xq-férmulas, é possivel formalizar a Aritmética
Recursiva.?

e Toda funcao recursiva primitiva é formalizavel por uma -
férmula.?

e Toda Yy-férmula formaliza uma relagao recursiva.

e Toda relagao recursiva ou recursivamente enumeravel é repre-
sentavel por uma ¥;-férmula.’

5

3 Estamos considerando que se trata da formalizacgdo em uma teoria formal
minimamente forte, por exemplo, em um sistema tal como AP, o qual definiremos
na secao 1 do capitulo 1.

4 Gédel, na Proposigao VII de seu artigo de 1931, ja demonstrou que fungoes
recursivas primitivas sao aritméticas. Esse resultado se tornou possivel devido a
uma fungao que permite dar uma definicao explicita a uma funcao definida por
recursdo. Essa funcdo é conhecida hoje por funcdo S (Shoenfield, 1967, p. 115)
e, sem dificuldade é possivel formalizé-la através de uma Xop-férmula (isso inclui o
fato de que a definigao por recursdo pode ser formalizada por uma Yo-férmula).

Com esse resultado, pode-se formalizar toda funcao recursiva através de uma
Yo-férmula. Consideremos, por exemplo, o teorema 1.13 de OQosten (1999, p. 10),
o qual enuncia que toda fungao recursiva primitiva é formalizavel por uma ;-
férmula. Poderiamos fortalecer esse enunciado ao demonstrar que o procedimento
de defini¢ao por recursao pode ser formalizado por uma Yg-férmula.

5 Essa propriedade pode ser demonstrada por inducdo na complexidade das
Yo-férmulas.

6 Segue-se do teorema 1.14 de Qosten (1999, p. 11)
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Seja N o modelo padrao de uma teoria formal da Aritmética. A
respeito das Xy e X;-férmulas, temos os seguintes resultados de com-
pletude em relacao a N.7

Yo-completude.
Seja F uma teoria formal da Aritmética.
Para toda Yg-sentenca G':

(1) se G é verdadeira em N, entdo Fx G;
(2) se G € falsa em N, entao -7 —G.

Y1-completude.
Seja F uma teoria formal da Aritmética.
Para toda X1 -sentenca G:

e se G é verdadeiro em N, entdo Fr G.

TAY)e >1-completudes podem ser obtidas a partir do exercicio 14 de Oos-
ten (1999). O exercicio é sobre a ¥;-completude, mas suas indicagdes orientam a
demonstracao da Xg-completude e, depois, da ;.
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Notacao para representar teorias.
Um dos pontos da demonstracao dos teoremas de incompletude con-
siste na representacao de propriedades da teoria através de férmulas e

termos.

xiii

Diferentes autores possuem diferentes notagoes para as ex-

pressoes que representam certas propriedades. Abaixo, apresentamos
a notagoes tais como se encontram no presente trabalho, em Godel,
Shoenfield e Hilbert-Bernays.

Propriedade Godel(*) Nossa Shoenfield | Hilbert-Bernays

(1931) notagao (1967) (1939)
O nimero (F] kr
de Godel da
expressao F'.
O numeral do | Z(x) num(z) Num(z) 2.3"
numero .
O resultado da | Sb(z Y) sub(z,y, z) | Sub(z,y, 2) st*(z,y, 2)
substituicao de
uma variavel y
por uma expres-
sao 2z em uma
expressao .
| & é uma férmula | Form(x) | Form(z) | Forp(x) | &(x)&10/x |
A negacdo da| Neg(x) neg(x) Neg(z) e(z)
féormula .
x ¢é uma de-|(z By) Bew(z,y) Prp(y, x) B(z,y)
monstracao da
férmula y.
x é demonstra- | Para  al- | 3xBew(z,y) | JzPrp(y, z) JzB(x,y)
vel. gum x:

(x B y).
Abreviaturas Bew(x) Dem(x) Thmp(x) B(x)

(*) Essa notagao de Gddel é utilizada em seu artigo de 1931 para in-
dicar relagoes numéricas e nao erpressoes da linguagem.

A propésito desses itens da tabela, cabe observar que, no artigo
de 1931, ja se encontra a demonstragao de que todas, exceto Bew(x)
e Dem(x), sao relagdes ou expressoes recursivas primitivas. Natural-
mente, Bew(x) e Dem(x) sdo uma rela¢ao recursivamente enumeravel
e uma Y -férmula, respectivamante.






CAP{TULO 1

O Segundo Teorema e Trés condicoes

Nosso trabalho comeca pela apresentagao do Primeiro e Segundo
Teoremas de Incompletude enunciados por Godel (1931). Para tanto,
na primeira secao, veremos uma teoria formal da Aritmética. Na secao
seguinte, vamos expor os resultados de incompletude com respeito a
essa teoria e destacar duas férmulas que permitem derivar o Segundo
Teorema (essas férmulas ja foram indicadas por Gédel em seu artigo de
1931). Na terceira se¢ao, veremos o Lema da Diagonal para demonstrar
uma delas.

Com respeito a outra féormula, veremos que a sua demonstracao
pode ser feita a partir das condigoes de derivabilidade de Hilbert-
Bernays (eventualmente também atribuidas a Lob). Para a quarta
se¢ao, selecionamos um argumento de Smorynski, o qual ilustra essa
via de demonstracao. Desse ponto até o final do capitulo, vamos nos
ocupar de indagacoes sobre como ¢é possivel satisfazer as condigoes uti-
lizadas por ele.

1. Uma teoria formal da Aritmética

Para formular os teoremas de Godel, vamos construir uma teoria
formal da Aritmética Recursiva. Definimos que AP é uma teoria com
as seguintes caracteristicas:

Linguagem de AP: Como sinais primitivos, AP possui vari-
aveis individuais; os conectivos =, ‘=7 ‘A’ V7 e ‘75 0s
quantificadores ‘V’ e ‘J’; parenteses; a constante 0; os funtores
@ e ®; e os predicados ~ e <. As defini¢oes de termo e férmula
sao usuais.

Axiomatica de AP: Além de postulados do Célculo de Predi-
cados de Primeira Ordem, AP possui os seguintes:

Apl: —(Sa ~0)

Ap2: (Sa~ Sb) — (a ~b)
Ap3: (a®0~b)

Ap4: (a® Sb~ S(a®b))
Ap5: (a®0~0)

Ap6: (a® Sh~ (a®b)®a)

Ap7: —(a <0)

L AP estd sendo construido para ser uma teoria formal da Aritmética de Peano.
Para conferir as regras de derivagao que valem em AP, ver apéndice A.

1



2 1. O SEGUNDO TEOREMA E TRES CONDICOES

Ap8: (a < Sb) <> (a <b)V (a~Db)
Ap9: F(0) — (Vo(F(x) — F(Sz)) — VaF(x)), onde F(a)

é uma férmula.

Indicamos por N o modelo padrao de AP.

Seja F'(ay,...a,) uma férmula cujas varidveis livres sao essas. Di-
zemos que F'(ay,...a,) formaliza uma relacdo numérica R, se, para
quaisquer numeros kq,..., k,:

o F(ky,...,k,) é demonstravel, no caso de (k, ..., k,) pertencer
a ‘R;
o e, -F(ky,..., k,) é demonstravel, no caso de (ky,...,k,) nio

pertencer a ‘R;

Também consideramos que uma sentenca formaliza certas proposi-
coes. Por exemplo, podemos considerar que a sentenca Jz(4 ~ 2 ® x)
formaliza a proposicao “4 € um numero par”.

AP é o sistema P de Shoenfield (1967, p. 204), apenas diferindo no
modo como foi apresentado. Para operar com termos que formalizam
essas relagoes recursivas, Shoenfield recorre a nogao de extensao recur-
siva de uma teoria (1967, p. 206). Dizemos que F’ é uma extensao
recursiva de uma teoria F, se:

e existe uma formula G(a;) de F sem quantificadores cujas va-
ridveis estao dentre ay,. .., a,y1, de modo que:
— k7 J2G(x);
— JF’ é uma extensao da linguagem de F pelo acréscimo um
novo funtor n-ério f;
— F’ é uma extensao da axiomatica de F pelo acréscimo
do seguinte axioma, o qual denominamos de azioma de

definicao de f:
G(f(ay,...a,)) ANVx[(z < f(ay,...a,)) = -G(z)]

e ou, existe uma férmula G de F sem quantificadores cujas
variaveis estao dentre aq,..., a,, de modo que:
— JF’ é uma extensao da linguagem de F pelo acréscimo um
novo predicado n-ario P;
— F’ é uma extensao da axiomaética de F pelo acréscimo
do seguinte axioma, o qual denominamos de azioma de

definicao de P:
P((Il, .. .&n) — G

e ou, F’ é uma extensao recursiva de uma outra extensao recur-

siva de F.

Dado isso, temos recursos suficientes em AP, ou extensoes de AP,
para operar com as expressoes sub(a, b, c), Bew(a,b) e Dem(a) vistas
na introducao (pagina xiii).>

2 Shoenfield (1967, cap. 8) opera com essas expressoes em P.
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2. Para demonstrar o Segundo Teorema

No artigo de 1931 de Godel, as suas proposigoes VI e XI sao, respec-
tivamente, o Primeiro e o Segundo Teorema de Incompletude. Abaixo,
apresentaremos os teoremas para uma extensao recursiva de AP.

Seja C uma extensao recursiva de AP.3

Dizemos que uma sentenca F' de C é decidivel, se ¢ F ou ¢ —F.
Dizemos que C é w-consistente, se, para cada férmula F', nao é possivel
demonstrar toda instancia numérica de F' e também a negagao da ge-
neralizacao universal de F'.

Proposicao 1 (Primeiro Teorema de Incompletude).
Existe uma sentenca G de C, tal que:

(1) se o sistema C € consistente, entao G ndo é demonstrdvel em
C,

(2) se o sistema C € w-consistente, entdo =G ndo é demonstrdvel
em C.

Ou seja, se C ¢ w-consistente, entao C contém uma Sentenca inde-
cidivel.

No artigo de 1931, Godel introduziu um modo de representar arit-
meticamente a teoria por ele considerada. A estratégia consiste basica-
mente em associar univocamente nimeros aos elementos constitutivos
da teoria (termos, férmulas e sequéncias finitas de férmulas), processo
esse que é chamado de gdodelizacdo. Assim, propriedades envolvendo os
elementos sintdticos sao associados a propriedades envolvendo niimeros;
e, nesse sentido, dizemos que propriedades numéricas representam as
propriedades sintaticas as quais estao associadas.

Na medida em que uma férmula F' de C expressa em N uma proprie-
dade numérica que representa uma propriedade da teoria, dizemos que
F também representa a propriedade da teoria; e, na medida em que F'
formaliza a propriedade numérica, dizemos que F' representa formal-
mente a propriedade da teoria.* O Segundo Teorema de Incompletude
diz respeito a uma sentenca que representa a consisténcia de C.

3 Para o desenvolvimento do restante do capitulo, basta considerar que C é uma
extensao que contém as expressoes sub(a, b, c), Bew(a, b) e Dem(a).

4 Eventualmente, ao longo do trabalho, vamos nos referir a certas representacoes
formais como sendo formalizagoes, j4 que na literatura também se usa o termo
“formalizar” nesse sentido (ver citagdes nas pdginas 9 e 24).
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Proposicao 2 (Segundo Teorema de Incompletude).
Seja Conse uma formula de C que representa a consisténcia de C.°
Nessas condigoes:

e se C ¢ consistente, entao Consc nao € demonstrdvel em C.

Sugerida por Godel, em seu artigo de 1931,° a chave para demons-
trar o Segundo Teorema de Incompletude repousa na seguinte assercao:

Assercao Gg¢: se ¢ Conse, entao ¢ G.

Seguindo o argumento de Godel, G¢ é obtida tautologicamente a
partir de:

(1.1) G < —Dem('gh
(1.2) Conse — —Dem('G1)

Com a assercao G¢ e o Primeiro Teorema de Incompletude, segue-
se que Consc € indemonstravel. Isso significa que, para demonstrar o
Segundo Teorema de Incompletude, é suficiente demonstrar as formulas
(1.1) e (1.2). Nosso préximo passo, portanto, é abordar cada um dessas
férmulas.

3. Lema da Diagonal e férmulas de Godel

A demonstragao de (1.1) segue-se por uma propriedade que hoje é
conhecida como Lema da Diagonal.

Lema da Diagonal.
Para toda formula F(a), existe uma sentenca G tal que:

Fe G« F('a

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, relembremos que sub(a, b, ¢)
é um termo recursivo que representa formalmente a propriedade “o
resultado da substituicao da varidvel b por uma expressao ¢ em uma
expressao a”. Dado isso, derivamos:”

(1) Seja G(a) a seguinte férmula:
Va[(sub(a, al a) = 2) — F(z)]

(2) G(IG(a)]) —

— [(sub('G(a) T a1, G(a)) =T G(IG(a) ) ]) —

— F(IG('G(a) Y )] Elim(V)
(3) (sub(lG(a) a1l G(a) 1) =l G(TG(a) ) 1) Yo-completude

5 Estamos considerando apenas sentencas que representam adequadamente a
consisténcia — ver Feferman, 1997.

6 Ver proposicao (23) de Godel (1931, p. 197).

" Lembramos que a Yp-completude ja foi vista na introducao e que as regras
de derivacao de AP podem ser conferidas no apéndice A.
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4) G(G(a)N) = F(IG('G(a) ) ) 2,3/ T
(5) (sub(!G(a) 1.l a 'l G(a)T) =1 G(1G(a) 1) )N
[

A(sub(fG(a)UaUG(aﬂ) b) = (IG(G(a) T ~b)
Lei(=), Sim(~)

(6) (sub(lG(a) !l allG(a)1) =l G(TG(a) ) 1) Yo-completude
(7) (G(G(a)) ~b) = [F(IG(IG(a))]) — F(b)] Lei(~)
8) F(IG(G(a)N)T) = [(sub('G(a) T a1 G(a) 1) ~ ) — F(b)]
57/ T
9) FlG(Ga)h ) = G(G(a)) 8/ Intro(V), Def(G(z))
[

(10) G('G(a) 1) + F(G(G(a)) ) 4, 9/ Intro(V), Def(G(z))
Logo, G('G(a) 1) é uma férmula G* tal que:

e G* « F(lg* )
O

Denominaremos de formulas de Gédel toda férmula que representa
a sua prépria indemonstrabilidade. Na medida em que (1.1) é um
teorema, G é uma férmula de Godel. Pelo Lema da Diagonal, existe
uma férmula G tal que:

Fe G < ﬂDem([gW)

Agora, para garantir que estamos obtendo a férmula (1.1), temos
que mostrar que essa formula G fornecida pelo Lema da Diagonal cor-
responde a féormula G do enunciado da proposicao 1. Ou seja, temos que
demonstrar que, dada a férmula (1.1) como teorema, G ¢é indecidivel.

Comecamos por uma derivacao do item 1 da proposicao 1:

(1) Assuma-se que:
e G
(2) Visto que, para toda férmula F', Dem( F'1) é uma ¥;-férmula,
segue-se, por Xj-completude, que:

Fe Dem('G 1)
(3) Com (1.1), segue-se tautologicamente que:
Fe =G
(4) Em suma, se F¢ G, entao ¢ —G.
(5) Logo, se o sistema C é consistente, entdo nao demonstra G.
Agora, derivamos o item 2 da proposicao 1:

(1) Assumimos que C é w-consistente.

(2) Portanto, C é consistente.

(3) Pelo item 1 da proposic¢ao 1, G ndo é demonstréavel.

(4) Consequentemente, segue-se que, para todo k, —Bew(k,!G1)
nio ¢ satisfativel em N e, por isso, ~Bew(k, G 1) nao é de-
monstravel em C.
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(5) Visto que consideramos que C é w-consistente, JzBew(z,! G 1)
nio é demonstravel em C, ou seja, Dem(/G) ndo é demons-
travel em C.
(6) Dado que C é consistente, pela férmula (1.1) e a regra T, segue-
se que =G nao pode ser demonstravel.
Com isso, damos por resolvido o que temos a dizer sobre (1.1).
Agora, resta tratar da férmula (1.2).

4. Trés condicoes de derivabilidade

A férmula (1.2) representa formalmente a afirmagao de que, se a
teoria for consistente, entao a formula G nao é demonstravel (isto é, ela
formaliza a primeira parte do Primeiro Teorema de Incompletude). A
seguir, veremos a sua demonstracao sob condicoes.

4.1. Um argumento de Smorynski.

Smorynski (1977, p. 828; 1985, pp. 449, 460) em sua exposi¢ao
do Segundo Teorema de Godel, possui um argumento que permite de-
monstrar (1.2), o qual refazemos a seguir.

Em primeiro lugar, consideremos que:

Conse = ~Dem ("0~ T)1)

Relembremos que (1.2) é a férmula abaixo:
Conse — —~Dem('G1)

Na medida em que Conse 6 =Dem(/(0 ~ 1) 1), essa expressio é a
seguinte:

(1.3) —Dem('(0~ 1)) = =Dem('G1

Tal férmula é uma consequéncia tautoldgica de:
(1.4) Dem('G1) — [Dem('-G1) = Dem('(0 ~ 1) )]
(1.5) Dem('G1) — Dem(T-G1

A férmula (1.4) representa que, se G e =G sao demonstraveis, entao
(0 ~ 1) é demonstravel (podemos ainda considerar que a demonstra-
bilidade de (0 ~ 1) significa a inconsisténcia do sistema). Essa ¢ uma
propriedade trivial, tanto que temos a seguinte tautologia:

(1.6) G =[G — (0~T1)
A demonstrabilidade de (1.6) é representada por:
(1.7) Dem('G — [-G — (0~ 1)1

Note-se que (1.7) representa a demonstrabilidade de uma implica-
¢ao, enquanto (1.4) representa que a demonstrabilidade dos anteceden-
tes dessa implicacao acarretam a demonstrabilidade do consequente.
Ora, por Modus Ponnens, se (1.6) e G sao demonstraveis, entao a
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férmula -G — (0 ~ 1) é demonstrdvel, e a demonstrabilidade de
(0 ~ 1) segue-se da demonstrabilidade de —G. Essa derivacio pode
ser representada por:

(1.8) Dem('G = [-G — (0= T1)]1) A Dem('G 1) —
0
(1.9) Dem('-G — (0~ 1)) A Dem('-G1) —

Por consequéncia tautolégica, a férmula (1.4) segue-se de (1.7),
(1.8) e (1.9).

Agora, consideremos (1.5). Essa férmula representa que a demons-
trabilidade de G implica na demonstrabilidade de =G. Como ja vimos
na secao anterior, G representa a sua propria indemonstrabilidade e,
por (1.1), segue-se tautologicamente a seguinte férmula:

(1.10) Dem('G1) — =G
A demonstrabilidade dessa férmula é representada por:
(1.11) Dem('Dem('G1) — -G

Por Modus Ponnens, se (1.10) e Dem(G 1) sdo demonstraveis, entdo
=G é demonstravel. Isso é representado por:

(1.12) Dem('Dem('G1) — =G 1) A Dem('Dem('g1) 1) —
— Dem('-G 1)
De (1.11) e (1.12), tautologicamente:
(1.13) Dem('Dem('g")1) = Dem('=G 1)

Se G for demonstravel, entao deve ser demonstravel a representacao
formal da demonstrabilidade de G. Isso é representado por:

(1.14) Dem('G 1) — Dem("TDem('g1) 1)

A férmula (1.5) é uma consequéncia tautolégica de (1.13) com
(1.14).

Portanto, conforme a andlise feita acima, a férmula (1.1) pode ser
derivada a partir das seguintes propriedades:

D 1: Para toda formula F':
se k¢ F, entdo = Dem(TF1).

D 2: Para quaisquer formulas F' e G:
e Dem('F — G1) A Dem('F1) — Dem(IG1)

D 3: Para toda férmula F,
e Dem('F'1)y — Dem(!Dem(TF1) 1)
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Com efeito, de D1 seguem-se as férmulas (1.7) e (1.11); de D2,
as férmulas (1.8), (1.9) e (1.12); e, de D3, a férmula (1.14). E assim,
agora nosso problema consiste em demonstrar D1, D2 e D 3.

4.2. D1, D2, D3 e a representacao da demonstrabilidade.

Na literatura atual, as propriedades D1, D2 e D 3 sao conhecidas
como condigoes de derivabilidade, e sua origem é geralmente atribuida
a Hilbert-Bernays (1939) e Léb (1955). E como veremos, elas sao casos
particulares, ainda que notaveis, de assercoes fundamentais na demons-
tragao que esses autores fornecem do Segundo Teorema de Incomple-
tude ou do Teorema de Lob (a terceira é um acréscimo de Lob as que
se encontram explicitas em Hilbert-Bernays). A expressao “condi¢ao
de deriwabilidade” foi cunhada por Hilbert e Bernays no Grundlagen
de Mathematik (1939, p. 295) — denominaram de Ableitsbarkeitsfor-
derung trés das premissas para demonstrar o Segundo Teorema de In-
completude. Mais adiante, vamos estudar a contribuicao dada por esses
autores,® por ora, vamos focar a atencdo em D1, D2 e D 3.

Em primeiro lugar, convém observar algumas caracteristicas de
Dem(a). Note-se que Dem(a) é uma férmula que representa a de-
monstrabilidade, mas nao formalmente. Por um lado, temos que:

e para toda formula demonstravel F":
Fe Dem('F1)

Pois, dada uma férmula demonstravel F', existe um ntmero de
Godel n da demonstracio de F e, por Yg-completude, Fc Bew(m,l F'1);
disso se segue que ¢ Dem(IF'1). Consequentemente, podemos dizer
que Dem(a) representa formalmente pelo menos em parte a demons-
trabilidade.

Por outro lado, pelo que j& vimos, G e (0 ~ 1) nao sao demonstra-
veis, e nem ﬁDem([QW) e ﬂDem(((_ 1)1) sdo demonstraveis. Por-
tanto:

e para alguma férmula F' indemonstravel:
— —=Dem('F'1) no é demonstravel

Apesar disso, Dem(a) representa a demonstrabilidade. Para toda
formula demonstravel F, temos que ¢ Dem(!F'1) e, pela correcio do
sistema, N = Dem('F1). E, para toda férmula indemonstravel F”,
nao existe n tal que N |= Bew( JF'1), pois, caso contrario, n seria
o numero de Godel de uma demonstracdo para F’; portanto, N |=

—3zBew(xz,l F'1), ou seja, N = =Dem/(IF'1)

8 No capitulo 4 havera um estudo detalhado sobre as trés premissas do Grun-
dlagen der Mathematik; e o capitulo 5 apresentarad a lista de enunciados elencada
por Lob, bem como conclusoes sobre as condigoes de derivabilidade que serao vistas
ao longo de todo o trabalho.
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Essas caracteristicas de Dem(a) tém implicagoes sobre as condigoes
de derivabilidade. A representagao formal feita por Dem(a) é suficiente
para garantir a propriedade D 1. Ou ainda, também podemos dizer que
D 1 é um caso de X;-completude. Pois, para toda férmula demonstravel
F, temos que N = Dem(F'1) e, por ¥j-completude, que -¢ Dem(IF'1).

Com respeito a D2 e D 3, elas parecem ser demonstraveis sem mai-
ores dificuldades. Note-se por exemplo o que escreveu Lafitte:”

Dado que os azxiomas de T sdao definidos usando Y-for-
mulas, todas essas condicoes de derivabilidade se sequem.:
as duas primeiras [D1 e D3] sdo coroldrios do teorema
de Y-completude e a terceira [D 2] é uma formalizagdo
de um argumento obvio.

(2008, p. 79).

Mas, nao é 6bvio que a condicao D 3 é um corolario da >;-comple-
tude. Além disso, o Primeiro Teorema de Incompletude ja explicitou
que nem tudo é demonstravel. Ainda que N satisfaca as férmulas de
D2 e D3, ha razoes para se duvidar que sao demonstraveis.

5. O problema das condigcoes de derivabilidade

Recapitulando o que vimos no capitulo, o que resta para demons-
trar o Segundo Teorema de Incompletude é a obtencao da férmula (1.2)
como teorema. Ja foi mostrado que é possivel deriva-la a partir das
condicoes D1, D2 e D3. Ha pouco vimos que D1 é um caso de ;-
completude. Assim, o que resta é a satisfacdo das condigoes D2 e D 3.
Na literatura, facilmente pode-se encontrar trabalhos sobre o Segundo
Teorema de Incompletude que mencionem as condicoes de derivabili-
dade, mas sao mais raras as obras que exploram a demonstragao das
mesmas, em particular, de D2 e D 3.

Note-se que D 3 é uma certa formalizagao da condigao D 1. E qual o
argumento que verifica D17 A ¥;-completude. Assim, a demonstragao
de D 3 deve seguir-se de uma formalizagao da ¥;-completude.

A Yi-completude consiste no seguinte:

e para toda X;-sentenca F'| se N = F', entao ¢ F.

llO

Uma formalizacao parcial™” desse enunciado é dada por:

e para toda X;-sentenca F':

Fe F'— Dem('F1)

9 Para compreender o trecho de Lafitte citado, deve-se considerar que T’ é um
sistema como C, que X é X1, e que ele considera as condicoes de derivabilidade do
seguinte modo: as suas duas primeiras condicoes sao D1 e D3, enquanto a sua
terceira condigao é D 2.

10 Aqui, por “formalizacdo parcial”, entenda-se uma maneira mais sintdtica de
enunciar a propriedade. No préximo capitulo, vamos entender melhor que tipo de
formalizagao é essa.
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Visto que Dem('G1) é uma X;-sentenca, a condicdo D 3 segue-se
dessa propriedade. E, ja que se trata de uma certa formalizacao da
Y1-completude, uma estratégia para a sua demonstracao pode ser uma
certa formalizagao do argumento para a »;-completude.

A demonstracao da Y;-completude pode ser feita por inducao na
complexidade da sentenca. Para ilustrar, consideremos que F' é uma
Y1-sentenca e vejamos o caso em que F' é uma férmula existencial.

(1) Seja F a férmula JzG(x).

e Se N |= F, entdo, existe k tal que N = G(k).
(2) Pela hipdtese indutiva:

e se N |= G(k), entdo ¢ G(k).
(3) Pela regra Intro(3):

e se k¢ G(k), entdao ke 3zG(z), ou seja, ¢ F.
(4) Logo, se N = F', entao ¢ F.

Agora, fagamos uma especulacao sobre como seria uma formalizacao
desse argumento, em particular, consideremos o passo 3. A sua forma-
lizagao seria através da seguinte formula:

Dem('G(k)1) = Dem("32G(z) 1)

Note-se que essa expressao consiste na formalizagao de uma regra
de derivacao. Isso sugere que a formalizagao dos casos do argumento
da Yi-completude envolve a formalizacao de regras de derivagao. Por-
tanto, parte da demonstragao de D 3 pressupoe a formalizacao de regras
de derivagao.

Ora, D2 também é a formalizacao de uma regra de derivagao, a
saber, do Modus Ponnens. Assim, o problema da demonstragao de D 2
acompanha a demonstracao de D 3.

Resumindo, D2 consiste na representacao de uma regra de de-
rivagao. Representacoes de regras de derivacao provavelmente ocor-
rem em uma formalizagdo da demonstracao da >i-completude; e, da
Y1-completude formal, segue-se a condig¢ao D 3. Por isso, no proximo
capitulo, vamos tratar da >;-completude formal.



CAP{TULO 2

>:1-Completude Formal

O capitulo anterior deixou como principal tarefa tratar da forma-
lizacdo da ¥;-completude. Abaixo, tentaremos compreender melhor no
que consiste esse problema. E, para tanto, continuaremos considerando
que C é uma teoria formal da Aritmética.

1. Completudes formais

A completude pode ser compreendida nos seguintes termos:

e para toda sentenca F':
— se I’ é verdadeira, entao I’ é demonstravel.

ma dificuldade para a representacao desse enunciado estd no pre-
U dificuldad tagao d d t
dicado “ser verdadeiro”:

Teorema 1 (Teorema de Tarski').
A propriedade “x é nimero de Godel de uma férmula verdadeira em
N” nao pode ser formalizada em uma teoria consistente da Aritmética.

DEMONSTRACAO. Por absurdo, suponhamos que a propriedade é
formalizada em C por uma férmula V(a). Entdo, para toda férmula
F verdadeira em N, ¢ V(IF'1); e, para toda férmula nio-verdadeira,
Fe ﬁV(fF W). Nesse ponto, podemos repetir o argumento do Primeiro
Teorema de Incompletude. Pelo Lema da Diagonal, existe uma sen-
tenca G tal que:

e G+ V(G

Dado que G é uma sentenca, G é verdadeira ou falsa em N. Se
G ¢ verdadeira, entdo ¢ V(IG'1), e tautologicamente, ¢ =G — nesse
caso, C estaria demonstrando uma férmula falsa. E, se G é falsa, entao
e ~V(IG1), e tautologicamente, ¢ G' — nesse caso, C também estaria
demonstrando uma férmula falsa. Logo, se C é consistente, nao ha uma

expressao que representa a propriedade.
O

I Para sermos mais exatos, o resultado conhecido como teorema de Tarski
(1956, p. 247), originalmente publicado em 1933, enuncia que o predicado “ser
uma sentenca verdadeira” nao é definivel na Aritmética.

11
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Apesar de nao podermos representar a nocao de verdade em C,
podemos fazer uma simulacao: a verdade de uma sentenca F' é tomada
como equivalente a prépria F. Por exemplo, a afirmagao “F € uma
formula verdadeira ou falsa” tem a sua representacao simulada pela
férmula (F' vV —F). Entenderemos isso como sendo um certo tipo de
formalizacao. Desse modo, podemos construir uma certa formalizacao
da completude:

Proposicao 3 (Completude Formal de C).
Para toda sentenca F':

Fe F'— Dem('F1)

A formalizacao dos enunciados de completudes parciais sao cons-
tituidos de modo similar, restringindo o dominio de sentencas levado
em consideragao. Vejamos um exemplo:

Proposicao 4 (3,-Completude Formal).
Para toda Xy-sentenca F':

Fe F'— Dem('F1)

O Sistema C nao é formalmente completo, mas ¢ formalmente >o-
completo.?

1.1. Completude e saturacao.
Seja A um dominio de férmulas:

(1) dizemos que C é A-completo (em relagio a N), caso, para toda
sentenca F' pertencente a A:
e se N = | entao - F;
(2) dizemos que C é A-saturado, caso, para toda sentenca F' per-
tencente a A:
o - F, oulk —F;
(3) dizemos que C é formalmente A-saturado, caso, para toda sen-
tenca F' pertencente a A:
o - F — Dem('F1) et —-F — Dem(I-F1).
Além disso, dizemos que A é fechado por negacao, se para toda
formula F' pertencente a A, —F pertence a A.
A primeira conclusao que podemos tirar é que ser A-saturado é
condicao suficiente, mas nao necessaria, para ser A-completo. Por ou-
tro lado, temos que:

e 1no caso de A ser fechado por negagao:
— C é A-completo se, e s06 se, C é A-saturado.

E, a propdsito da relacao entre ser saturado e formalmente saturado,
temos o seguinte teorema.

2 Conferir corolérios 1 e 2 logo a seguir.
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Teorema 2.
Para todo dominio de formulas A:

e C ¢ A-saturado se, e somente se, C € formalmente A-saturado.

DEMONSTRACAO. Em primeiro lugar, assumimos que C é A-satu-
rado. Seja ' uma sentenca de A. Portanto, F' é demonstravel ou
refutavel.

Consideremos o caso em que F' é uma sentenca demonstravel. Pela
condicio D1, = Dem(!F1) e, tautologicamente:

- F — Dem('F1)

E ainda, se F' é demonstravel, segue-se também tautologicamente
que:
- =F — Dem('=F1)

Agora, consideremos o caso em que F' é refutavel. Tautologica-
mente:

- F — Dem('FT)
E, com o auxilio de D1 e segue-se tautologicamente que:

- —~F — Dem('=F)

Logo, se o sistema C é A-saturado, entao é formalmente A-saturado.

Em segundo lugar, assumimos que, C é formalmente A-saturado.
Seja F' uma sentenga de A. Portanto:

- F — Dem('F1)
- =F — Dem('=F1)
E, visto que N é modelo de C:
N = F — Dem('F)
N = =F — Dem('-F1)
Uma vez que F' é uma sentenca, N = F', ou N = =F. Portanto,
N E Dem(IF1), ou N | Dem('=F1), ou seja, N |= JxBew(z,! F'1),
ou N |= 3wBew(x,l =F1). Isso significa que existe n tal que:
N |= Bew(7,! F'1), ou N |= Bew(m, = F ).
Pela propriedade de C representada por Bew(a, b), existe n tal que:
e n é o numero de Godel de uma demonstragao de F,
e ou, n é o numero de Godel de uma demonstracao de —F.
Logo, = F', ou = —F’; e isso significa que, C é A-saturado.
U

Note-se que o dominio de todas as férmulas de C é fechado por
negacao. Desse modo, o Teorema Formal da Completude de C equivale
a afirmacao de que C é formalmente saturado com respeito ao dominio
de todas as suas férmulas.
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O mesmo ocorre com respeito a Xg. O dominio das Yg-férmulas é
fechado por negacao, e o Teorema Formal da ¥y-Completude equivale
a afirmacao de que C é formalmente >y-saturado.

Com isso, podemos extrair os seguintes corolarios.

Corolario 1.
C ¢ completo se, e somente se, C é formalmente completo.

DEMONSTRAGAO. O dominio das férmulas de C é fechado por
negacao. C é completo se, e s6 se, C é saturado; e, pelo teorema 2, C
é saturado se, e s6 se, C ¢ formalmente saturado. E, por C ser fechado
por negacao, C ¢é formalmente saturado se, e s6 se, C é formalmente
completo.

t

Corolario 2.
C € Xp-completo se, e somente se, C € formalmente Xo-completo.

DEMONSTRAGAO. Executamos um raciocinio analogo ao do coro-
lario anterior. O dominio das ¥y-férmulas de C é fechado por negagao.
C é Yg-completo se, e s0 se, C é Yp-saturado; e, pelo teorema 2, C é X-
saturado se, e s0 se, C é formalmente >y-saturado. E, ja que o dominio
das Yo-férmulas é fechado por negacao, C é formalmente >y-saturado
se, e 86 se, C é formalmente y-completo.

O

Consequentemente, podemos extrair que C nao é formalmente com-
pleto, pois pelos Teoremas de Incompletude de Godel, C é incompleto.
Contudo, pela ¥p-completude, C é formalmente >g-completo.

Em suma, para todo dominio de féormulas A:

(1) se A é fechado por negacdo, entdo a A-completude formal
consiste na propriedade de que C é formalmente A-saturado;

(2) e, se A é fechado por negagao e C é A-completo, entao C é
formalmente A-saturado,

1.2. ¥;-Completude formal para sentencas.
Dado o que vimos acima sobre a formalizacao da completude, con-
sideremos o seguinte enunciado sobre >i:

Proposicao 5 (X;-Completude formal para sentengas).
Para toda X1 -sentenca F':

e F — Dem(TF1)

O sistema C é ¥q-completo, no entanto, o dominio das ¥;-férmulas
nao é fechado por negacao. E mais, C nao é ¥ -saturado, pois o Pri-
meiro Teorema de Incompletude demonstra que existe uma >;-sentenca
que nao é demonstravel e nem refutdvel.® Por conseguinte, temos que:

3" Conforme vimos no capitulo anterior, segundo o Primeiro Teorema de Incom-
pletude, a férmula de Godel G nao é demonstravel e nem refutdvel. Pela férmula
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(1) o teorema formal da ¥;-completude nao acarreta a afirmacao
de que C é formalmente Y;-saturado;

(2) e, ndo podemos extrair a ¥j-completude formal tao somente
da >;-completude.

Entao, como derivar a ¥;-completude formal para sentengas? Para
refletir sobre esse problema, vamos especular sobre uma demonstracao
para o caso em que F' é Dem(/G1), onde G é uma férmula de Gédel.*
Desse modo, o que temos a demonstrar é a seguinte féormula:

(2.1) Dem('G1) — Dem("Dem('g 11
Visto que G é uma férmula de Godel, temos que:
Fe G <> ~Dem(IG1)

Conforme vimos na secao 3, nem G e nem —G sao demonstraveis.
Consequentemente, nem Dem('G 1) e nem =Dem(IG1) sdo demonstra-
veis. Além disso, na medida em que Dem(a) representa a demonstra-
bilidade, se Dem('Dem('G1)1) fosse demonstravel, entdio Dem('G1)
também seria demonstravel. Portanto, nem Dem(!Dem('G1)1) é de-
monstravel. Isso significa que, para derivar a férmula (2.1), ndo dis-
pomos da refutacao de seu antecedente e nem da demonstragao de seu
consequente. Isso revela uma primeira dificuldade para demonstrar a
Y1-completude formal.

2. Godelizagao funcional

Existe um recurso empregado por Hilbert-Bernays, Shoenfield e ou-
tros autores que nos permite construir uma via de formalizacao da ;-
completude. Trata-se de uma nogao que denominaremos de godelizacao
funcional.’®

Por godelizacao, entendemos uma associacao de objetos de uma
teoria® a ntimeros, feita com o propédsito de representé-la na Aritmética.
Como resultado, cada objeto da linguagem recebe o seu numero de

Godel.
Agora, para cada termo ou férmula F, associamos uma funcgao g:

e Se F nao possui varidveis livres, entao g é o ntimero de Godel
de F;

(1.1)p. 4, G é demonstrativamente equivalente a ~Dem (/G 1). Portanto, Dem('G1)
nao é demonstravel e nem refutdvel. E Dem(a) é uma ¥;-férmula.

4 A proposicio 5 é relevante ao Segundo Teorema de Incompletude exatamente
no caso em que F' é Dem([g]). Pois, o que necessitamos extrair da condigao D 3
é a férmula Dem(IG1) — Dem(TDem('G1)1) — conferir férmula (1.14), 7.

5 0 uso dessa no¢ao nos trabalhos de Shoenfield e Hilbert-Bernays sers conferido
nos capitulos 3 e 4.

6 Ao falar de objetos de uma teoria, nos referimos aos sinais, expressoes e
sequéncias finitas de expressdes. No contexto de nosso trabalho, os objetos que
realmente interessam em uma godelizagao sao os termos, férmulas e demonstracoes.



16 2. ¥;-COMPLETUDE FORMAL

e Se as variaveis livres de E sao aq,. .., a,, entdao g é uma funcao
n-aria tal que, para cada ki,....k,, g(ki,...,k,) é o nimero
de Godel da expressao que resulta da substituicao de aq,. ..,
a, por ki,..., k, em E.

Essa funcao g é o que denominamos de func¢ao g-associada de E.
Assim, realizamos uma gddelizacao funcional, isto é, uma associacao
de termos e formulas a fungoes numeéricas cuja imagem sao nimeros de
Godel das instancias numéricas de uma certa expressao.

As fungoes g-associadas podem ser formalizadas em C. Para toda
expressao E sem variaveis livres, sua funcao g-associada é trivialmente
formalizada por [E!. Agora, seja E' uma expressao cujas varidveis
livres sdo exatamente aq,..., a,. A funcao g-associada de E’ é forma-
lizada por:

sub("E" 1 Tay 1, 0 Ta, T num(ay), . .., num(ay))

2.1. Representacao da demonstrabilidade e g-associadas.
Com as fungoes g-associadas, podemos construir uma nova repre-
sentacao da demonstrabilidade:

e Para toda férmula F' sem varidveis livres:
Dem[F] =: Dem('F)
e Para toda formula F' cujas variaveis livres sao aq,. .., a,:
Dem|[F| =:
=: Dem(sub("F 1.l ay 1, .. Ta, ! num(ay),..., num(a,))
Enquanto Dem('F'1) representa que F' é demonstravel, Dem|[F]
representa que todas as instancias numéricas de F' sao demonstraveis.

E, com esse modo de representar, podemos apresentar propriedades
analogas as condigoes de derivabilidade D1, D2 e D 3:

Condigao D 1’: Para toda férmula F':
se ¢ F, entao = Dem|[F].

Condicao D 2’: Para quaisquer férmulas F' e G:
e Dem[F — G| A Dem[F| — Dem|[G]|

Condicao D 3’: Para toda férmula F,
e Dem[F| — Dem[Dem|[F]]

Note-se que D1, D2 e D3 sao casos de D1’, D2 e D3.

2.2. ¥;-completude formal para férmulas.

Com Dem|[F| podemos apresentar um enunciado de ¥;-completude
formal que se aplica nao somente a sentengas, mas também a férmulas
abertas.
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Proposicao 6 (Teorema Formal da 3;-completude).
Para toda X1 -formula F:

Fe F'— Dem|[F]

Visto que, para toda sentenca F, Dem[F] é Dem(!F1), temos que
a proposicao 5 ¢ um caso da proposicao 6.

Portanto, uma estratégia para demonstrar D 3 consiste em recorrer
a proposicoes mais gerais: D 3 segue-se da proposicao 5, que, por sua
vez, segue-se da proposicao 6.






CAPITULO 3

Sheonfield, a R-Completude e outras Condicoes

Em Mathematical Logic, Joseph Shoenfield, expoe uma demons-
tracao do Segundo Teorema de Incompletude que utiliza um caso da
Y1-completude formal. No presente capitulo, vamos reapresenta-la.

Uma vez que o sistema AP é o sistema P de Shoenfield, continua-
remos operando com ele.

1. R-férmulas e Y;-completude formal

Comecamos pelo problema da ¥;-completude formal. O que temos
a demonstrar é que, para toda X;-formula F"

(3.1) = F — Dem|[F]

Consideremos uma eventual demonstracao dessa proposicao por
inducao na complexidade de F. Assim, caberia mostrar, inicialmente,
que vale para qualquer formula atomica F'. Uma possvel estratégia
para demonstrar a assim chamada base da indugao nesse caso seria
demonstra-la por uma indugao subsidiaria, agora no comprimento de
F. Consideremos que ja exista uma demonstracao nos casos em que F'
é uma igualdade (t ~ r), na qual t e r sdo termos sem funtores.

Dado isso, passemos ao caso em que F' é uma igualdade com fun-
tores. Para ilustrar, digamos que F' é (St ~ r). O que teriamos para
demonstrar é a expressao abaixo:

(3.2) (St ~r) = Dem|[(St = )]

Pela hipotese indutiva, poderiamos extrair que, para quaisquer ter-
mos t’ e r’; se o comprimento de (t' ~ r’) é menor do que o de (St ~ r),
entao:

(3.3) F(t' = 1) = Dem][(t' = 1')]
Diante disso surge uma questao: no que (3.3) poderia auxiliar na
demonstracao de (3.2)? E, por tras disso estd o seguinte problema:

e no que a hipotese indutiva poderia auziliar na demonstracao
dos casos em que F € uma igualdade com funtores?

Nao vamos explorar mais detalhadamente, apenas deixamos o indi-
cativo de que ela nos levaria a pontos intrincados de uma demonstracao
por inducao da ¥;-completude formal, os quais nos conduziriam a ter
de explicitar calculos que embaracam do foco do trabalho.

19
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Em Mathematical Logic, Shoenfield nao explicitou essa dificuldade,
mas seu trabalho oferece uma solugao, ou melhor, um desvio do pro-
blema. Ele introduziu as R-férmulas no ponto onde estamos utilizando
as 2i-formulas.

Abaixo, veremos como é a definicao das R-férmulas e como elas
evitam a questao vista acima.

1.1. R-férmulas.
Shoenfield (1967, p. 209) define as R-férmulas do seguinte modo:

(1) Para todo termo t, se t é uma constante ou possui apenas um
funtor e varidveis, entdo (t ~ a) é uma R-fdrmula;

(2) Para todo predicado n-ério P, Pay,...,a, e =Pay,...,a, sdo
R-férmulas — inclusive (a = b), (a < b), =(a = b) e =(a < b)
sao R-férmulas;

(3) Se F' e G sao R-férmulas, entdo as seguintes expressoes sao
R-formulas:

(a) FAG,
(b) FVG
(4) Se F(a) é uma R-férmula, entao as seguintes expressoes sao
R-férmulas:
(a) Vo F (),
(b) JxF(x).
Nao é dificil perceber que toda R-férmula é uma ;. E assim, a
R-completude é um caso da X;-completude.
Dentre as propriedades que Shoenfield demonstrou para as R-for-
mulas, destacamos as seguintes:

Lema 1 (Shoenfield, 1967, p. 209).
Se AP’ é uma extensdo recursiva de AP, entdo toda formula exis-
tencial de AP € demonstrativamente equivalente a uma R-formula de

AP.

Lema 2 (Shoenfield, 1967, p. 210).
Se AP’ ¢ uma extensao recursiva de AP, entdo toda R-formula de
AP’ ¢ demonstrativamente equivalente a uma R-férmula de AP.

1.2. R-férmulas ao invés de X;-férmulas.

Retornemos agora ao problema de demonstrar (3.1). Como de-
monstrar (3.2)7

Ora, se (St ~ r) é uma R-féormula, entdo temos apenas poucas
possibilidades, a saber, (i) t e r sdo a constante 0, (ii) t e r sdo varidveis,
(iii) t é a constante 0 enquanto r é uma varidvel, ou (iv) t é a variavel

0 enquanto r é a constante. Podemos mostrar cada um desses casos
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sem recorrer a qualquer hipétese indutiva.! Desse modo, evita-se o
problema mencionado no inicio da secao.

Por outro lado, enquanto considerarmos (St ~ r) como uma %;-
férmula na demonstracao de (3.2), temos as possibilidades (i), (ii), (iii),
(iv) e mais infinitas outras. Cada uma dessa possibilidades poderia ser
demonstrada sem recorrer a hipdtese indutiva; contudo, isso poderia
ser uma tarefa infinita.

Portanto, é provavel que o uso de R-férmulas ofereca uma vanta-
gem. A R-completude formal aparentemente nao contém as mesmas
dificuldades da >;-completude formal.

2. Demonstracao do Segundo Teorema sob hipdteses

Abaixo, reconstruimos a demonstragao do Segundo Teorema de In-
completude conforme apresentada por Shoenfield em Mathematical Lo-

gic.

2.1. Formulas de Godel no Mathematical Logic.

Seja k o nimero de Godel de —=JyBew(sub(b, b1, num(b)),y). No
Mathematical Logic, uma férmula que representa a propria indemons-
trabilidade é a seguinte:

—3yBew(sub(k, b1 num(k)),y)

Ao longo do capitulo, quando falarmos em férmulas de Godel, es-
taremos nos referindo a essa férmula. Para conferir que ela de fato
representa a sua indemonstrabilidade, acompanhemos o argumento a
seguir. Seja A(b) a formula —JyBew(sub(b,! b1, num(b)),y). Entdo, a
expressiao A(TA(b) 1) é uma férmula de Gédel e:

(3-4) Fap ~ACAWD) ) & Dem('A(A®D) 1))

(1) A(TA(D)1) <> ~FyBew(sub(TA®) 1,61, num(TAB) 1)), ) T
(2) =A(TA(D) 1) <+ FyBew(sub(TAMD) 1, b1 num(TA(D) 1)), )
1/ T
(3) =A(TA(b) 1) <+ Dem(sub(TA(D) 1,61, num(TA(B) 1)), )
2/ Def. de Dem(x)

(4) (num(TA(B) 1) =~ TA®B) 1T ¥;-completude
(5) (sub(TAB)1,To1 T TAD) T =~ A(TAB) Y T) ¥1-completude
(6) =A(TA(D) ) <+ Dem(TA(TA(B) ) 1) 3,4, 5/ Lei(=x), T

Por fim, convém lembrar que, pelo que vimos no capitulo 1 a res-
peito do Primeiro Teorema de Incompletude, uma férmula de Godel é
indecidivel.

1 Veremos como isso é possivel na secao 3.1.
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2.2. O Segundo Teorema de Incompletude.

No Mathematical Logic (1967, p. 212), o grafismo Conp, que
representa a consisténcia de AP é introduzido para abreviar a férmula
abaixo:

—Vz[Form(x) — Dem(x)]

Shoenfield nao explicita as condigoes de derivabilidade do Segundo
Teorema de Incompletude. No entanto, podemos destacar trés propri-
edades nessa demonstragao:

Condigao SH 1: Para toda R-sentenca C"
- C — Dem('CT)

Condicao SH 2: Para quaisquer formulas C' e A, se - = A segue-
se de F4p C, entao:

- Dem('C1) — Dem(Neg('A1))
Condigao SH 3: Para qualquer formula A:
- Dem("A1) A Dem(Neg(TA1)) = —Conp

Visto que essas propriedades se referem ao predicado Dem, po-
demos entendé-las como condigoes de derivabilidade. E, com elas, é
possivel reconstruir a via de Shoenfield que conduz a conclusao do Se-
gundo Teorema de Incompletude.

Teorema 3 (Segundo Teorema de Incompletude — Shoenfield, 1967, p
213).

Suponhamos que as condicoes SH1, SH2 e SH 3 sdao vdlidas.

A férmula que representa a consisténcia de AP nao é demonstrdvel

em AP.
DEMONSTRACAO. Seja A(b) a férmula a seguir:?
—3yBew(sub(b,/ b1, num(b)), y)

(1) Existe uma R-sentenca C' tal que:

—A(TAD) 1) < C Lemas 1 e 2.3

(2) C — Dem(fC’ ) SH1

(3) Dem(CT) = Dem(Neg(LATA®D))) SH2

(4) =A(A®) 1) — Dem( ACABDT) Férmula (3.4)
(5) Dem(TA("A(b) ) 1) A Dem(Neg(TA(TA(D) 1) 1)) — ~Conap

SH3

(6) Conyp — A(TA(D) 1) 1-5/ T

2 A(b) é a mesma férmula que vimos na demonstracao em (3.4).
Deve-se considerar, tal como Shoenfield considera, que —A(TA(b)1) é uma
férmula que pode ser construida em forma existencial.
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Isso significa que Con4p implica em uma féormula de Godel. Pela
indemonstrabilidade de féormulas de Godel, uma férmula Godel nao
pode ser demonstravel (em extensoes recursivas de AP). Portanto,
Conap nao é demonstravel.

Visto que Con4p é uma férmula de uma extensao recursiva AP’ de
AP, existe uma férmula Q) de AP tal que F4p QQ <> Conyp. Portanto,
(@ é indemonstravel em AP’ e, consequentemente, em AP também.

Note-se que a férmula () representa a consisténcia de AP. Logo,

AP nao demonstra a férmula que representa a sua propria consisténcia.
O

3. Sobre a condigao SH 1
A condicao SH 1 é um teorema de completude formal. Note-se que
ela consiste na propriedade de que:
e para toda R-formula F':
F — Dem('F1
Uma propriedade analoga é a da ¥;-completude formal para sen-
tengas (proposigao 5), a qual consiste na propriedade de que,

e para toda X;-formula F':
F — Dem('F1

Como solucao para a proposicao 5, sugeriu-se, na secao 2 do capitulo
2, que ela fosse derivada de uma formulacao da >;-completude formal
com fungoes g-associadas. Em Mathematical Logic, Shoenfield recorre a
uma solucao analoga. A seguir, veremos como ele trata a demonstragao
da condicao SH 1.

3.1. Sobre a demonstracao de SH 1.
Para a satisfagdo de SH 1, Shoenfield (1967, p. 212) introduz a

familia de termos S(a,by,...,b,). Sejam vi,..., V41 as (n+ 1) pri-
meiras varidveis livres de AP.
S(a,by) =: sub(a,! vy num(by))
S(a,by, ... bps1) =1 sub(S(a,by,....by),  Vass |, num(byyy))

Se as variaveis livres de uma expressao £ estao dentre as n pri-
meiras, entdo S(TE 1, by, ..., b,.1) formaliza a funcio g-associada de E
tal como fizemos na secao 2 do capitulo 2. Tendo uma formalizacao
da funcao g-associada, podemos construir uma expressao de AP que
corresponde ao que indicamos por Dem|[F]:

Dem(S("F 1 ay,... a,))

Dado isso, Shoenfield apresenta um enunciado analogo a >;-com-
pletude formal (proposi¢ao 6):
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Teorema 4 (R-completude formal — Shoenfield (1967, p. 212)%).
Sejam vi,. .., v, asn primeiras varidveis livres da linguagem. Para
toda R-formula D, cujas varidveis livres estao dentre as n primeiras:

l_.AP D — Dem(s(l—D]y‘/l)?VTL))

Com respeito a demonstracao do teorema Shoenfield declarou:

A demonstracao € por inducdo no comprimento de D.
Uma vez que € meramente uma formalizacao da demons-
tracao do lema 8 [R-completude | vamos apenas consi-
derar uns poucos casos brevemente.

(1967, p. 212)

De fato, o autor considerou apenas os casos em que D ¢ (0 ~ a),
(a®b=c)eJxD'(x); e sua atengao a eles nem ocupou totalmente a
pagina 213 do Mathematical Logic. Vejamos o que ele nos apresentou.

Em primeiro lugar, consideremos que (aq, ...a,) é o termo que re-
presenta a propriedade “a expressao resultante da concatenacao das
expressoes Ay, ..., A,”. Em segundo, consideremos que a linguagem

de AP estd primitivamente definida em notacao polonesa.’
(1) Seja D a igualdade (0 ~ a).
(a) Segundo Shoenfield, a partir das propriedades de sub, é
possivel demonstrar que:°
F(S("D1,a) =~ (T~ num(0), num(a)))
(b) Por ¥;-completude:
= Dem({'=",num(0), num(0)))
(c) Assim, pela regra Lei(=):
- (0~ a) = Dem({'=1, num(0), num(a)))
(d) E, mais uma vez pela mesma regra:
F (0~ a) = Dem(S('D',a))

(2) Seja D a igualdade (a ® b = c).
(a) Segundo Shoenfield, é possivel formalizar a demonstrabi-
lidade de (M @ k ~ n + k) através de:”

- Dem(<[%1, <f@1, num(a), num(b)> ,num(a ® b)>)

4 No Mathematical Logic (1967, p. 212), esse teorema é o seu enunciado (8).

5 Assim, por exemplo, as igualdades e implicacdes em AP sio da forma ~ tqt,
e — F'G, respectivamente; e, os grafismos (t; =~ t2) e (F — G) sdo notagoes por
convencgao para as igualdades e implicagoes.

6 Shoenfield (1967, p. 213) apenas apresenta esse enunciado, deixa a sua de-
monstragao a cargo do leitor.

7 Esse é outro enunciado que Shoenfield (1967, p. 213) deixa a cargo do leitor,
ele apenas sugere que a demonstragao pode ser feita por inducao em b.
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(b) Empregando uma estratégia andloga a do caso anterior,
pode-se obter que
F (adbrc)—
— Dem(('=1, ('@, num(a), num(b)) , num(c)))
E, a partir disso, segue-se que:
F (a@brc)— (Dem(S('D1,a,b,c))
(3) Seja D a férmula JxD’(x).
(a) Segundo Shoenfield, pelas propriedades de sub, é possivel
demonstrar que:®
F(S(Dar, ... a,) = 1311 (2) 1, S D'(2) 1, a, ... L an)))
(b) Pela hipétese indutiva:
- D'(b) = Dem(sub(S('D'1,ay, ... ay), 21, num(b)))
(c) Pela regra Intro(3):
- D'(b) — 3zDem(sub(S('D'(2) 1, ay, ..., a,), 21, num(z)))

(d) Consideremos o enunciado “Se, para algum n, temos que
= D'(m), entdo = JxD'(x)”. Shoenfield alega que ¢ evi-
dente que:

F 3zDem(sub(S('D'(2) 1, a1, ..., an, 21, num(z))) —
— Dem((131121,.8(D'(x)1,a1,...,a,)))

Sem mais detalhes, esses casos sao apresentados em Mathematical
Logic como exemplares de como se deve demonstrar o teorema 4. E
assim, Shoenfield conclui a condicao SH 1.

3.2. Re 21.

Para compararmos a R-completude formal com a ¥;-completude
formal, vamos utilizar Dem[F]. O teorema 4 poderia ser formulado
nos seguintes termos:

Proposicao 7 (R-completude formal — segunda versao).
Para toda R-formula F':

F F — Dem|[F]

Assim como a R-completude é um caso da Y;-completude, também
a R-completude formal é um caso da ¥;-completude formal. E, por-
tanto, Shoenfield demonstrou que, para obter o Segundo Teorema de
Incompletude nao é necessario demonstrar totalmente a >;-completude
formal.

No mais, embora Shoenfield nao mencione as razoes pelas quais
recorreu a nocao de R-férmula, podemos deduzir que se deve as difi-
culdades mencionados na secao 1. Note-se que nos casos em que D é

8 Esse é um terceiro enunciado que Shoenfield (1967, p. 213) deixa ao leitor.
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(0~ a) ou é (a®b = c), Shoenfield demonstra sem recorrer & hipétese
indutiva. Pelo que sugere, a hipotese indutiva nao se aplicaria em ne-
nhum dos casos em que D é uma igualdade. Desse modo, ele evita o
problema visto na pagina 19, o qual se refere a >;-completude formal.

4. Sobre as condigoes SH2 e SH3

Conforme vimos na secao 4.2 do capitulo 1, a presenca da incom-
pletude torna a condi¢ao D 2 uma propriedade nao-trivial. Por razoes
analogas, SH 2 e SH 3 também nao sao evidentes. Para explicitar esse
fato, vejamos o lema a seguir.

Teorema 5.
Ezxiste uma formula F e um termo t tais que:

e Dem(t) — F é verdadeira em N, porém ndo é demonstrdvel.
DEMONSTRAGAO. Seja A(b) a férmula a seguir:
—JyBew(sub(b,l b1, num(b)), y)
Pela férmula (3.4), temos que:
Fap ~A(TA®D) ) ¢ Dem("ACAD) 1))
Uma vez que F4p —(0 &~ 1), segue-se tautologicamente que:
map [Dem(TATA®B))T) = @~ T)) & ACA®D))

Mas, A(TA(b)1) é uma férmula de Godel, e, pela sua indemonstra-
bilidade, tal expressao é verdadeira em N, porém nao é demonstravel.
Logo, a implicacao abaixo também é verdadeira em N, porém inde-
monstravel:

Dem("ATA®) Y1) - (0~ 1)
O

Relembremos no que consistem as condigoes SH 2 e SH 3. Sejam A
e C férmulas, e suponhamos que F4p —A segue-se de - 4p C. Conforme
as condigoes:

(3.5) Dem('C'") = Dem(Neg(TA1))
(3.6) Dem("AT) A Dem(Neg(TA1)) = =Conup

Essas expressoes representam, respectivamente, os seguintes enun-
ciados:

(1) se aexpressao C' é demonstravel, entdo a negacao de A também
¢ demonstravel;

(2) se A e sua negacao sao demonstriveis, entdo o sistema é in-
consistente.
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Tendo em vista o que as férmulas representam, elas sao verdadeiras
em N. SO que, em virtude do teorema 5, nao podemos derivar que sao
demonstraveis pelo simples fato de serem verdadeiras.

O caminho para demonstrar as férmulas, segundo Shoenfield (1967,
p. 212) consiste simplesmente na formalizagdo da demonstracdo dos
enunciados que elas representam. A respeito de SH 2, o autor aponta
para o fato de que:

F-CvV-A

Visto que Dem(a) é uma X;-férmula, a ¥j-completude permite
derivar que:

- Dem([—~C v —AT)

Dado isso, Shoenfield (1967, p. 212) apenas menciona que bastaria
formalizar a demonstragao da regra de destacamento, a qual consiste
no seguinte:

e para quaisquer férmula F' e G, se F4p =F V G e -7 F, entao
Fap G.

Quanto a SH 3, Shoenfield afirma apenas que se trata de um resul-
tado da formalizacao de um lema sintatico simples.

Em suma, para as condigoes SH 2 e SH 3, Mathematical Logic ape-
nas nos oferece a orientagao de que se tratam de consequéncias da
formalizacao de propriedades de derivacgao.

5. Problemas no Mathematical Logic

A demonstracao que vimos resolve o Segundo Teorema de Incom-
pletude considerando apenas um caso da Yi-completude formal. No
entanto, o Mathematical Logic deixa algumas lacunas, de modo que nao
podemos dar por encerrada nossa busca pela satisfacao da condicoes
de derivabilidade. Ao tratar do teorema 4, Shoenfield deixou alguns
pontos a serem demonstrados, a saber, os itens la, 2a, 3a e 3d vistos
nas paginas 24 e 25.

Os pontos la e 3a requerem uma investigacao com respeito as pro-
priedades de sub, a qual talvez desvie nosso estudo dos aspectos mais
interessantes da demonstracao do Segundo Teorema. Reparemos em
particular no itens 2a e 3d. Eles consistem em formalizacoes de regras
de derivacao, a saber:

e 0 item 2a formaliza o enunciado “para quaisquer n e k, temos
que (MO k~n+k);

e o item 3d formaliza o enunciado “se, para algum n, temos que
= D'(m), entao = JxD'(z)”.

Além disso, as condigoes SH 2 e SH 3 também sao formalizagoes de
regras de derivacao, as quais estao expostas nos itens 1 e 2 da pagina 26.
E, a formalizacao de regras de derivagao é o mesmo tipo de problema
que temos para resolver D 2.







CAP{TULO 4

Demonstracao de Hilbert e Bernays

Talvez a solugao para obter as condigoes de derivabilidade esteja
no Grundlagen der Mathematik' de Hilbert e Bernays — nao apenas
pelo pioneirismo na identificacao das condigoes, mas pelo fato de ou-
tras obras de referéncia indicarem o Grundlagen II como sendo o texto
que possui a demonstracao completa do Segundo Teorema de Incom-
pletude, concluindo o que Gédel deixara em aberto no artigo de 1931.2
Portanto, convém dedicar uma atencgao especial ao trabalho de Hilbert
e Bernays. No presente capitulo, vamos reconstruir os principais passos
da demonstragao do Segundo Teorema de Incompletude.

1. Condigoes para o Segundo Teorema

Para que o Segundo Teorema de Incompletude de Godel seja de-
monstrado, Hilbert e Bernays (1939, p. 295) indicam as seguintes
condicoes:

e A: F é uma teoria que contém a Aritmética Recursiva Primi-
tiva,® isto é, em JF, é possivel formalizar as funcoes e relacoes
recursivas primitivas.

e B: Existe uma enumeracao dos objetos de F, de modo que
valem os seguintes itens:
— Existe uma fungao recursiva primitiva e(x) tal que, para
toda formula F:
x se k e n sao, respectivamente, os numeros de Godel
de F' e —=F, entao:

e(k) =n

1 Ao longo do capitulo, escreveremos Grundlagen para nos referirmos aos dois
volumes Grundlagen der Mathematik (Hilbert e Bernays, 1934 e 1939). E, quando
for necessario especificar o primeiro ou o segundo volume, escreveremos Grundlagen
I ou Grundlagen II.

2 Isso est4 explicito, por exemplo, na introdugao ao artigo no Colletcted Works
(p. 138) e no trabalho de Berto (2009, pp. 104-5), que pretende ser um guia
completo aos teoremas de incompletude de Godel.

3 No texto de Hilbert e Bernays, a condiciio A fala literalmente em Teoria Re-
cursiva dos Ntumeros, e convém observar que, aquilo que é denominado de recursivo
no Grundlagen é exatamente o que estamos chamando de recursivo primitivo.

29
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— Seja a; a primeira variavel livre de F na ordem lexografica.
Existe uma fungao recursiva primitiva s(z, y) tal que, para
toda férmula F'(a;) e, para todo nimero k:

* se n e j sao, respectivamente, os niumeros de Godel

de F(a;) e F(k), entao:
s(n k) =j

— Existe uma relagdo recursiva primitiva 8(x,y) que con-
siste na propriedade “z € o niumero da demonstracao da
formula cujo nimero de Godel é y”.

Escrevemos neg(a) e sb(a, b) para indicar os termos que for-
malizam as fungoes e(x) e s(z,y) em F. Escrevemos Bew(a, b)
para indicar a expressdao que formaliza a relagdo B(x,y) em
F. E, para melhor apresentar o argumento de Hilbert e Ber-
nays, vamos considerar que existe um termo recursivo primi-
tivo bew(a, b), tal que Bew(a,b) é a férmula (bew(a,b) ~ 0). O
termo bew(a, b) formaliza a funcio caracterfstica de B(z,y).*

e Condicoes de derivabilidade: Lembremos que Dem(a) é a
férmula 3rBew(x, a). A expressdo Dem(a) possui as seguintes
propriedades:

‘HB 1: Para quaisquer formulas G e H, se - H quando
Fr= G, entao:

Fr Dem('G1) — Dem("HT)
HB 2: Temos que:
Fx Dem(neg(a)) — Dem(neg(sb(a,b)))

HB 3: Para todo termo recursivo primitivo f(b) cuja tnica
variavel livre ¢ b:

F7 (f(b) = 0) — Dem(sb('(f(a;) = 0)!,b))

Note-se que as condicoes A e B ja haviam sido apresentadas no ar-
tigo de 1931 de Godel. Quanto as condigoes de derivabilidade, chama
a atencao o fato de que elas sao distintas de D1, D2 e D 3. No mo-
mento, nao vamos nos deter nessas diferencas para nos focarmos no
Grundlagen.®

1A funcéo caracteristica de uma relacao n-aria R é uma fungdo numeérica v em
{0,1} tal que, para quaisquer ki,..., kn:
— (ky,...,k,) pertence a R se, e s6 se, v(k1,...,k,) =0.

5 Uma comparacao entre as condigoes de derivabilidade serd feita no préximo
capitulo.
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2. O Segundo Teorema a partir de condicoes

A seguir, reconstruimos a demonstracao do Segundo Teorema de
Incompletude do Grundlagen (1939, pp. 295-302).

Denominamos de formula de HB-Gddel uma expressao F' da forma
—Bew(a, sb(k, k)), na qual a é uma variavel livre diferente de a; e k
é o nimero de Godel de —Bew(a,sb(aj,a;)). Visto que férmulas de
HB-Godel se distinguem entre si apenas pelas suas variaveis livres, a
diferenca entre elas é pouco significativa; por isso, quando nos referir-
mos a ela, vamos falar como se existisse apenas uma.

A férmula —=Bew(a, sb(k, k)) representa “z ndo é uma demonstracdo
de =Bew(a, sb(k,k))”. Em certo sentido, ela representa a sua prépria
indemonstrabilidade, mas difere das férmulas de Godel que considera-
mos até o momento por conter uma variavel livre.

A propdsito da indemonstrabilidade da formula de HB-Godel, temos
o seguinte lema

Lema 3 (Indemonstrabilidade das férmulas de HB-Gddel).

Seja F uma teoria que satisfaz as condi¢oes A e B.

Se F ¢é consistente, entao a formula de HB-Godel ndo é demons-
travel, ou seja, a sequinte expressao nao € demonstrdavel:

—Bew(a, sb('~Bew(a, sb(ay, a;) Il =Bew(a,sb(ar,a1) )

DEMONSTRAGAO. Assumimos que F é consistente.

Seja k o nimero de Godel de —Bew(a,sb(aj,a;)). Isso quer dizer
que k é o termo [—Bew(a, sb(a;,a;)) .

Por absurdo, suponhamos que uma férmula de HB-Gdédel é demons-
travel, ou seja, que Fr —Bew(a,sb(k,k)). Entdo, -Bew(a,sb(k, k)) é
uma férmula verdadeira em N.

A férmula —Bew(a, sb(k, k)) representa o complemento da relacdo
B(x,s(k, k)).5 Portanto, se ~Bew(a,sb(k, k)) é uma férmula verda-
deira, entdo nenhum z satisfaz B(z,s(k, k)).

Por um lado, B(x,y) representa “ser uma demonstra¢ao de”; por
outro, s(k, k) é no nimero de Godel do resultado da substitui¢ao de
a; por k em —Bew(a,sb(a;, 1)), isto é, s(k, k) é o nimero de Gdodel de
—Bew(a, sb(k, k)). Consequentemente, temos que, se nenhum z satisfaz
B(z,5(k, k)), entdo nio existe uma demonstracio de —Bew(a, sb(k, k)).

Logo, nao é possivel demonstrar a formula.

g

Dado isso, passamos a outro lema, o qual enuncia que a demons-
tracao de uma certa férmula que representa a consisténcia implica na
demonstracao da férmula de HB-Godel.

60 complemento de uma relacao n-aria R é o conjunto das n-uplas que nao
pertencem a R.
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Lema 4.
Seja F uma teoria que satisfaz as condicoes A, B, HB 1, HB 2 e
HB 3.
Seja k o nimero de Gddel de —Bew(c,sb(ay,ay)).
Seja Cons a sequinte formula: —[FxBew(x,a) A JxBew(z, neg(a))].
Nessas condigoes:

e sc -5 Cons, entdo Fr ~Bew(c,l =Bew(c,sb(k, k)) 1)

DEMONSTRAGAO. Seja a; a primeira varidvel livre de F na ordem
lexogréfica. Com a suposigao de que Fx —Bew(c,sb(k, k)), vejamos a
seguinte derivacao:

(1) —~Bew(c, sb(k, k)) o Suposigao

(2) (sb(k, k) ~ [-Bew(c,sb(k,k))T) B

(3) —=Bew(c,! -Bew(c,sb(k, k)) 1) 1, 2/ Lei(=)
1

) 3/ Sub(“/a,)
Isso significa que:
e se Fr —Bew(c, sb(k, k)), entdo:

-7 —Bew(ay,l -Bew(c, s(k, k)) 1)
Portanto, pela condicao HB 1:
-7 JrBew(z,” =Bew(c,sb(k, k) 1) —
— JrBew(z,! =Bew(a;,l —-Bew(c,sb(k, k) ) 1)

A partir disso, junto com as regras Intro(3) e T, podemos obter
que:

- Bew(c,[ﬁBew(c,sb(E,E))w) —
— EIxBew(xf ﬂBew(al,[ —Bew(c, Sb(E7 E)) 1) 1)

Seja j o nimero de Godel de Bew(ay,sb(k, k)). Assim, ¢(j) é o
nimero de Godel da negagao dessa férmula e, por isso:

-7 (neg(7) ~' —Bew(ay,l =Bew(c,sb(k, k) ) 1)

A partir dessas duas tltimas férmulas, podemos aplicar a regra
Lei(=) e obter que:

(4.1) k7 Bew(c,! =Bew(c, sb(k, k)) 1) — 3zBew(x, neg(7))
Pela condicao HB 2:

(4.2) -7 JxBew(z, neg(j)) — JxBew(z, neg(sb(j, c))
E, pela condicao HB 3:”

(4.3) 7 Bew(c,) -Bew(c,s(k, k)) 1) — JzBew(z, sb(7, ¢))

" Lembramos que Bew(a;, as) é a igualdade (bew(ay,as) = 0).
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Agora, por absurdo, suponhamos que - Cons. Com as regras T e
Sub(?/gG,¢)), ndo é dificil derivar que:

(4.4)  Fx JxBew(x,sb(j,c)) — ~JzBew(z, neg(sb(j,¢c)))
De (4.1) a (4.4), deriva-se tautologicamente a seguinte férmula:
—Bew(c,! ~Bew(c, sb(k, k)) 1)
Portanto, podemos concluir que:
e se -5 Cons, entdao Fr —Bew(c,! =Bew(c, sb(k, k)) 1)
U

Note-se que o lema recém visto desempenha o papel que a as-
ser¢ao G¢ desempenhou diante do Segundo Teorema de Incompletude
no capitulo 1 (ver pagina 4). Ou seja, o lema afirma que a demons-
tracao de uma certa féormula que expressa a consisténcia implica na
demonstracao de uma féormula indemonstravel em um sistema consis-
tente. Logo, podemos extrair como conclusao o teorema abaixo.

Teorema 6 (Segundo Teorema de Incompletude a partir de condigdes
do Grundlagen).

Seja F uma teoria que satisfaz as condigoes A, B, HB 1, HB 2 ¢
HB 3.

Em F, a sequinte formula nao é demonstrdvel:
—[JzBew(x, a) A JxBew(z, neg(a))]

Antes de encerrar a secao, aproveitamos para derivar mais um lema
de incompletude.

Lema 5.
Seja F uma teoria consistente que satisfaz as condi¢oes A e B.
Ezxistem dois termos recursivos primitivos ty e ty tais que:

o (t; = t3) € uma igualdade verdadeira em N;
e (t; = ty) ndo é demonstrdavel em F.
e ¢, um dos termos contém pelo menos uma varidvel livre.

DEMONSTRAGAO. Seja k o niumero de Godel da seguinte expressao:
(bew(a,sb(a;,a;) ~ 1)

Os termos dessa igualdade sao recursivos primitivos.

Por absurdo, suponhamos que (bew(a, sb(k, k)) ~ 1) é demonstravel.
Ora, essa formula representa que “x nao € o numero que representa
uma demonstragio de (bew(a,sb(k,k)) ~ 1)”. Sob a suposicio de que
ela é demonstravel, ela é verdadeira em N, o que significa que nenhum
nimero representa sua demonstragao. Isso quer dizer que, se ela é de-
monstravel e F é consistente, nao possui uma demonstracao. Portanto,
ela é indemonstravel.

Em virtude do que a igualdade representa, ela é verdadeira em N.
O
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A esse lema, podemos acrescentar que existem outras férmulas re-
cursivas verdadeiras que sao indemonstraveis e contém variaveis livres,
a férmula de HB-Godel é uma delas. Na secao 4.2 do capitulo 1, vi-
mos que a dificuldade para demonstrar as condicoes D2 e D 3 reside
no fato de que o sistema é incompleto. Assim, enunciados da incom-
pletude com respeito a férmulas recursivas verdadeiras em N serve de
alerta para que certos passos nao sejam tomados como evidentes de
modo precipitado.

3. Sistema 7,

Para completar a demonstragao do Segundo Teorema de Incomple-
tude, Hilbert e Bernays constroem uma teoria formal da Aritmética
na qual satisfazem as condigoes A, B, HB 1, HB 2 e HB 3. Tal for-
malizacao é o sistema Z, (1939, p. 302-6). Abaixo, veremos as suas
principais caracteristicas.

Sinais de Z,: Como sinais primitivos do Célculo de Predica-
dos, Z,, possui varidveis livres (indicamos a primeira varidvel
livre por a;), variaveis ligadas, os conectivos ("=', ‘=7, ‘A", ‘V’
e ‘<), os quantificadores (‘V’ e ‘J’) e parenteses comuns a
linguagens formais.®

Chamamos a atencao para o fato de que, em 7, varidveis
livres e variaveis ligadas sao simbolos da linguagem. Em outros
textos, como em Mathematical Logic, por exemplo, “ser livre”
e “ser ligada” sao propriedades do modo como os simbolos
ocorrem em uma expressao, e nao do simbolo em si.

Como sinais primitivos para formalizar a Aritmética, Z,
possui 0, @, ®, ~, < e <.

Além disso, vamos considerar tal como no Grundlagen,
que o sistema possui uma linguagem aberta, a qual pode ser
estendida com o acréscimo de novos funtores por definicao
explicita.” A definicao explicita é o que também chamamos
de axioma de defini¢ao."

8 Diferente das formalizacdes do Grundlagen, a linguagem de Z,, que estamos
construindo nao tem varidveis funcionais, variaveis proposicionais e varidveis pre-
dicativas, mas essa adaptagao nao altera a ordem do sistema.

9 No Grundlagen, o sistema Z,, também pode receber novos predicados por
definicao explicita. Nao consideramos essa caracteristica, pois ela nao é impres-
cindivel para reconstruir os resultados de Hilbert-Bernays. Mas, consideramos a
introdugao de novos funtores, pois esse é um aspecto presente na demonstracao do
teorema 8 (ver pagina 70).

10 Dado um termo t cujas varidveis sao ai,. .., a,, podemos introduzir em Z,
um funtor n-ario f com a seguinte defini¢ao explicita:

(flat,...,an) = t)
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Expressoes de Z,: Em virtude do operador p, as nogoes de
termo e de férmula sao definidas conjuntamente:

(1) a constante @) e varidveis livres sao termos de Z,;

(2) para quaisquer termos t; e to de Z,:

o (t1 B ty) e (t1 © ty) s@o termos de Z,,.
o (t1 = t2), (t1 < t2) e (t1 < t2) sdo formulas de Z,,;

(3) para quaisquer férmulas F' e G de Z,,:

o [ (F - G), (FANG), (FVG)e (F +< G) sao
formulas de Z,,;

(4) para qualquer féormula F' de Z,, qualquer varidvel ligada
x que nao ocorre em F', seja F%/, o resultado da subs-
tituicao de toda ocorréncia da variavel livre a por x em
F:ll

o 1, F*/, éum termo de Z,;
o VxF?/, e JxF*/, sdo formulas de Z,,.
Axiomatica de Z,: O sistema Z, ¢ uma teoria formal da Arit-
mética de Peano feita do seguinte modo.'?

Postulados e regras do Calculo de Predicados: O sis-
tema Z,, possui postulados que permitem obter as regras
de derivacao do Calculo de Predicados de Primeira Or-
dem. Além disso, consideremos, tal como no Grundlagen
que as regras primitivas de 7, se resumem ao Modus Pon-
nens e regras que requerem apenas uma premissa.

Postulados proprios: Para constar, listamos os postula-
dos préprios de Z, (1939, p. 306). Sejam F(a) e J
férmulas de Z,. Consideremos que J%/, é o resultado
da substituicao de uma ou mais ocorréncias de a por b em
J. Em Z,, valem os seguintes postulados:

Z1: (ay = ag) = [J%/a, = J/ay)]
72: —\(Sa ~ 6)

Z3: (Sa~ Sb) — (a=b)

Z4: —(a ~0) = Jz(Sz ~ a)
Z5: (a; ®0 ~ ay)

Mas, por conveniéncia, vamos restringir a forma dos axiomas de definigao.

Consideramos que, para todo funtor n-ario f introduzido por definicdo explicita,
existe uma férmula R(ay,...a,11) tal que o axioma de definicdo de f é da forma:

(f(alv c '7an) ~ MIR(alv e ‘anax)

Note-se que, para todo termo t(aq, ... a, ), podemos introduzir um funtor n-drio

f através da seguinte definicao explicita:

(f(ala c ~7an) ~ Nr(t(ala e ~an) ~ x)

g possivel que a nao ocorra em F), e, nesse caso, F'* /= é a prépria férmula
F.
12 Naturalmente, estamos considerando que, em Z,, valem as regras descritas

no apéndice A, e que toda definigao explicita conta como axioma.
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76: (CL1 D Stg ~ S(Cll D (12))
77: ((11 ®© O ~ O)

Z8: (a1 © Sag =~ (a1 ©® az) ® ay)
Z9: (a <b) <> Vr-(bdr=a)

7Z10: (a <b) +> Jz(a D x = Db)
p: Fla) = F(peF(x))
o Fla) 5 (ueF(w) < Sa)
st ~F (1, F(x)) = (1. F(z) ~ )

Com esses postulados, o esquema de indugao pode ser obtido como
regra derivada.'® Tendo o esquema de inducéo e os demais postulados,
nao ¢ dificil perceber que Z, é uma teoria formal da Aritmética de
Peano. De acordo com o Grundlagen (1934, p. 421), para que uma
teoria formalize as fungoes recursivas primitivas, é suficiente que:

(1) formalize as funges “o sucessor de”, soma e produto;
(2) possua uma formalizagao da operagao “o menor elemento tal
quev 14

(3) tenha o esquema de indu¢ao como uma regra de derivagao.

4. Satisfacao de A e B

Dado o modo como construimos Z,, a Aritmética Recursiva Pri-
mitiva é formalizavel. Assim, a condicao A encontra-se satisfeita. O
que temos de peculiar é que toda relacao recursiva primitiva pode ser
formalizada por um funtor de Z,. Entretanto, note-se que a condicao
A, apresentada desse modo, apenas garante a existéncia de expressoes
para formalizar a recursividade, mas nao explicita como isso é feito.
Esse é um detalhe importante a ser observado, pois, com respeito a
muitas relagoes recursivas, Hilbert e Bernays apenas deixam uma in-
dicacao de como elas podem ser formalizadas. Isso eventualmente pode
trazer alguma dificuldade quando tivermos de realizar cdlculos que exi-
gem detalhes de como uma certa relagao recursiva é formalizada.

Com respeito a condicao B, podemos dizer que ela consiste nos
seguintes itens:

(1) Existe um termo recursivo primitivo neg(a) de Z, que repre-
senta “o numero de Gddel da negagao de”.

(2) Existe um termo recursivo primitivo sb(ay,a2) de Z,, que for-
maliza “o numero de Gddel da expressao que resulta da subs-
tituicao, em uma formula cujo numero de Gédel € ky, da va-
ridvel ay por ko

13 Ver demonstracao no apéndice A, pagina 92.

14 Na medida em que Z,, possui o operador p que formaliza operacao “o menor
elemento tal que”, Z,, pode formalizar as fungoes recursivas primitivas através de
termos. Pois, para toda fungao recursiva f(z1, ..., z,) formalizada por uma férmula
F(ai,...,an,b), temos que pu, F(ay,...,an,x) formaliza f(x1,...,z,).
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(3) Existe uma férmula recursiva primitiva Bew(aq,a2) de Z, que
formaliza a relagao “k; € o mumero da demonstracdo da for-
mula cujo nimero de Gadel é ky”.

Esses itens j& foram satisfeitos no artigo de 1931 de Godel, contudo,
convém conferir como eles sao tratados por Hilbert e Bernays para
entendermos melhor o que esta contido nas condigoes de derivabilidade.

No Grundlagen, a estratégia apresentada para demonstrar os itens
parte de uma enumeracao de 7, que permite construir as fungoes re-
cursivas primitivas ¢ e §, bem como a relagao recursiva primitiva ‘B.
Assim, a existéncia das expressoes neg, sb e Bew fica garantida pela
condicao A.

4.1. Godelizagao de Z,,.
A seguir, enumeramos os termos, férmulas e sequéncias de ex-
pressoes de Z,, tal como no Grundlagen (1939, pp. 306-9).
Seja P, o n-ésimo nimero primo.
e O numero de Godel da n-ésima variavel ligada é Py, 4.
e O numero de Godel da n-ésima variavel livre é 2.P,, 4.
e O nimero de Godel 0 é 2.
e Sejam t; e ty expressoes de Z, cujos numeros de Godel sao k
e n, respectivamente.
— O numero de Godel de St é k.3 — assim, nimero de Godel
de um numeral 7 é (2.3").
— O ntumero de Godel de (t;  to
— O numero de Godel de (t; © to

) 6 (5.11%.13").
) é
— O ntumero de Godel de (t; =~ ty) é
) é
é

(
(5.11F.17").
(70.11%.13").

— O ntimero de Godel de (t; < t2) é (70.11%.17™).

— O ntmero de Gédel de (t; < t5) é (70.13%.17).

e Sejam tq,...,t, termos de Z, cujos nimeros de Godel sao
J1s- -+, Jn, Tespectivamente; e, seja F'(a) uma Xg-férmula de
Z, tal que o nimero de Godel de p, F(x) é k.

— Se f é um funtor introduzido em Z, junto com o axioma
de defini¢ao (f(ay,...,a,) ~ p,F(z)), entdo o nimero de
f(t1,... t,) 6 5P P .

e Scjam F' e G expressoes de Z,, cujos nimeros de Godel sao k
e n, respectivamente.

— O nimero de Godel de —F é 3.k.

— O nimero de Godel de FF' A G é 20.7%.11™.

— O ntimero de Godel de F'V G é 40.7%.11™.

— O ntimero de Godel de F' — G é 80.7%.11".

— O ntimero de Godel de F «+ G é 160.7%.11".

e Sejam n e k os numeros de Godel uma expressao F' e de uma
variavel ligada x.

— o nimero de Godel de p, F' é 25.k™.

— o numero de Godel de VxF' é 50.k™.
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— o numero de Godel de JzF é 100.k™.

Dada a enumeracao das expressoes do sistema, podemos construir
a enumeracao das sequencias de expressoes:

e Sejam F,..., F), expressoes de Z, cujos nimeros de Godel sao
respectivamente kq,. .., k,.
— O ntmero de Godel de (Fy,...,F,) é PF Pk isso
dé conta da enumeracao de demonstragoes.

Para representar propriedades do sistema a partir dessa enumeracao,
convém termos em vista algumas funcoes recursivas primitivas. No
Grundlagen II (1939, p. 221), estao apresentadas as seguintes fungdes
recursivas primitivas:

o [, <, € 2 sao as fungoes multiplicagao de uma série de termos
e de potenciagao tais como as conhecemos;

e P, é o z-ésimo nimero primo;

e v(x,y) é o expoente do y-ésimo fator primo de x;

e /() é o maior fator primo de x.

Uma vez que essas funcoes, sao recursivas primitivas, Z, possui ter-
mos para formalizar cada uma delas. Assim, estabelecemos o seguinte:

e por ‘[[,., e ‘a® indicamos os termos que formalizam, respec-
. T Y.
tivamente, ngy e Y,
e por ‘p,’ indicamos o termo que formaliza P,;
e por ‘n(a,b)’ indicamos o termo que formaliza v(z,y) ;
e por ‘el(a)’ indicamos o termo que formaliza ¢(x).

No mais, observe-se que, na enumeragao dada, v(x,y) nao repre-
senta o “o y-ésimo elemento de um objeto x de Z,”. Se k ¢ o nimero
de Godel de uma demonstragao, entdo temos que v(k,y) é o nimero de
Godel da y-ésima formula da demonstracao. Mas, se k é o niimero de
Godel de um termo, o que v(k, y) representa depende do valor de y e de
que termo estamos falando. Por exemplo, se k é o nimero de Godel de
uma varidvel, temos apenas que v(k,y) resulta sempre no valor 1; se k
¢ o numero de Godel de uma multiplicagao, o que temos de interessante
é que v(k,l(y) — 1) e v(k,l(y)) representam os numeros de Godel dos
termos multiplicados.

4.2. Funtores neg e sb.
Dada essa enumeracgao, podemos definir a funcao e do seguinte
modo:

e(r) =3.x
Se n é o numero de Godel de uma férmula, entdo e(n) é o nimero
de Godel da sua negacdao.'® Nesse sentido, entendemos que ¢ representa,

15 Temos ainda que, se n é o nimero de Gédel de um termo t, entio e(n) é
o numero de Godel de St. E, se n nao é um nimero de Gddel de uma expressao,
tampouco ¢(n) o é.
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“ser a negacdo de”. Naturalmente, ¢ é formalizado pelo termo 3a. E
assim, introduzimos a seguinte convencao:

neg(a) =: 3a

Agora, consideremos a funcao s, que deve representar a substituicao
da variavel livre a; por um numeral em uma féormula. Para construir
recursivamente s, definimos em primeiro lugar uma funcao st* tal que,
para quaisquer ¢, j e k:

e se i ¢ o numero de Godel de uma expressao E, j é o nimero
de Godel de uma variavel livre ou ligada, e k£ é o nimero de
Godel de uma expressao, entao st*(i, 7, k) é o numero de Godel
do resultado da substituicao, em FE, da variavel pela expressao

representada por k.

A definicdo recursiva primitiva de st* é dada como se segue:”

(1) Seja p um ndmero primo maior que 5, seja ¢ igual a 1 ou 2.
Para i =7 = q.p:
st*(i,j, k) =k
(Se i € o nimero de Gédel de uma varidvel livre ou ligada e
j =1, entdao st*(i,j, k) = k.)
(2) Seja n um ndmero nao primo que nao seja divisivel por 2, 3 e
5. Para ¢ = 2™.5.n:

st*(i, j, k) = 2.5, [ Par vinm k)
r<i

(Seja # um dos sinais dentre ®, O, ~, <, <, A\, V, =, <.
Sejam Fy e Ey expressoes cujos numeros de Godel sao, respec-
tivamente, i1 e i5. Se K} e Ej sao expressoes cujos numeros
de Gédel sio dados por st*(TEL 1,5, k) e st*(1Ey 1,4, k), respec-
tivamente; e ainda, sei € o numero de Gdodel de uma expressao
da forma (E\#E>); entio st*(i,j, k) é o numero de Godel de
(Ej#E3).)

(3) Seja g = igual a 1, 2 ou 4; seja p um primo maior que 5. Para
1 =q.25.p™:

st*(i, j, k) = q.25.5t* (p, j, k)** (™30

(Seja # um dentre u,, Vo e Jx. Seja E uma expressao cujo
numero de Gédel € i;. Se E* é uma expressao cujo nimero

16 A funcdo st* aqui apresentada possui o mesmo sentido da funcio st* do
Grundlagen (1939, p. 310).

17 A definiao de st* que veremos possui algumas leves adaptacoes em relacio
a definigdo de st* do Grundlagen (1939, p. 310). Isso se deve ao fato de que
o sistema Z,, e sua enumeracao vistas no presente capitulos também possuem al-
gumas adaptagoes em relacdo ao Grundlagen. No entanto, tais variagoes podem
passar desapercebidas, nao prejudicam os calculos e nem afetam a explanagao da
demonstracao do Segundo Teorema de Incompletude.
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de Gédel ¢ dado por st*("E1,j,k); e ainda, se i é o nimero

de Gddel de uma expressio da forma #E; entao st*(i,j, k) é
o numero de Godel de #E*.)
(4) Parai=3nen #0:

st*(i,j, k) = 3.st"(n, j, k)

(Seja # um dentre S e . Seja E uma expressao cujo nimero
de Gdodel éiy. Se E* € uma expressao cujo numero de Godel é
dado por st*('E'1,j,k); e ainda, se i é o mimero de Gddel de
uma ezxpressao da forma #E; entdo st*(i,j, k) € o numero de
Gadel de #E*.)

(5) Seja ¢ > 0. Parai=5P", ... Pt,:

st*(i, j, k) = 5P IR L pet k)

(Se i € o numero de Gidel de um termo f(ty,...,t,) com um
funtor f introduzido por definicao explicita, e r1,..., T, $G0
numeros de Gadel de termos tq,. .., t,, entdo st*(i,j,k) € o
numero de Gaodel do termo obtido pela substituicao de tq,. ..,
t,, pelos termos indicados por st*(tq,j,k),..., st*(t,, 7, k), res-
pectivamente.)

(6) Para os demais casos:

st*(i, 7, k) =1

(Se i € o nimero de Gidel da constante 0, ou ndo é o niimero
de Godel de um termo ou formula de Z,, entao st*(i,j, k)
permanece sendo o proprio i.)

Uma vez que 14 é o nimero de Godel da variavel livre a; e que 2.3"
¢ o numero de Godel de m, podemos definir a funcao s como se segue:

s(k,n) = st*(k,14,2.3")

Visto que st* é uma funcao recursiva primitiva, existe um termo
st(a,b,c) de Z, que formaliza st*. Com isso, introduzimos sb(a,b)
através da seguinte seguinte convencao:

sb(a, b) =: st(a, 14,2(3"))

4.3. A representacao da demonstrabilidade — Bew.

Vista a existéncia das fungoes recursivas primitivas ¢ e s, resta obter
a relacao recursiva primitiva B, a qual representa a propriedade “x é
a demonstra¢ao de y”’ — mais precisamente, B(z,y) é a relagdo “z €
o numero de Godel de uma demonstra¢ao da formula cujo nimero de
Godel ¢ y”. E, na medida em que tivermos B como relagao recursiva
primitiva, pela condig¢ao A, existe uma expressao que a formaliza, a qual
indicamos por Bew(a,b). A seguir, apresentaremos em linhas gerais
como, no Grundlagen (1939, pp. 311-9), B é definida recursivamente.
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Um passo anterior a construcao de 8 é a representacao de termos
e formulas. Com respeito a tal ponto, deve ser considerada uma pecu-
liaridade de Z,,, a saber, a de que as nogoes de termo e de férmula sao
interdependentes em virtude de expressoes compostas com o operador
u. Diante disso, Hilbert e Bernays optaram por compor a relacao &(x),
que representa “ser um termo ou uma formula”. Pela enumeracao vista
acima, é natural que & seja recursivo primitivo. Mas podemos tornar
isso um pouco mais explicito.

Em primeiro lugar, note-se que, conforme o modo como ¢ feita a
enumeragao de Z,,, nao ¢ dificil perceber que os nimeros de Godel de
termos nao sao divisiveis por 10, enquanto os numeros de Godel de
férmulas sdo. Em segundo, lembremos que z/y indica a relagao “z €
divisor de y”. Assim, & pode ser definida do seguinte modo:

e n pertence a G, se:
(1) n =2 oun é o dobro de um primo maior do que 5
(n é o mimero de Gédel da constante 0 ou de uma varidvel
livre);
(2) ou, para algum k pertencente a &:
—n=23k
(n é o numero de Gédel de um termo precedido por S ou
de uma formula precedida por —);
(3) ou, para algum j e algum k pertencentes a & tais que
nem j e nem k sao divisiveis por 10:
— n=5.119.13F,
—ou, n = 5.117.17%,
— ou, n = 70.117.13%,
—ou, n = 70.117.17%,
—ou, n="70.137.17%
(n € o numero de Gddel de uma adi¢ao de uma multi-
plicagdo, de uma igualdade, ou de uma inequacao);
(4) ou, para algum jq, ..., j;, k pertencentes a & tais que ji,
.., J; nao sao divisiveis por 10 e k£ é o nimero de Godel
de uma expressao com ¢ varidveis livres:
—n=>5p) ... pfcﬁr(i_l)
(n € o numero de Gadel de um termo composto por um
funtor i-drio introduzido junto com um axioma de de-
finigao);
(5) ou, para algum j e algum k pertences a & tais que nem
j e nem k sao divisiveis por 10:
—n = 20.7.11% n = 40.7.11%, n = 80.7.11* ou n =
160.7.11%
(n é o numero de Gddel de uma conjungao, disjungao,
implicagcdo ou bitmplicagdo);
(6) ou, para algum k, para algum nimero primo j maior do
que b tais que st*(k, 7,2) # k, 6(st*(k, 7,2)) e 10/st*(k, j, 2):
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—n =25.4% n=>50.4% oun=100;"
(uma expressao da forma p,F(x) ou YrF(x), de modo
que em F'(a) € uma férmula na qual x nao ocorre).

E facil conferir que a propriedade de ser um termo é representada
por:

S(x) & nao-10/x

Por outro lado, a propriedade de ser uma formula é representada
por:

S(x) & 10/x

Com a relagao &, podemos compor relagoes recursivas primitivas
que representam postulados e regras de Z,,, e, a partir dessas, podemos
construir recursivamente a relagao que representa “ser uma demons-
tracao de”.

Seja Ar(x) a relagdo “x € o numero de Gidel de um azioma de Z,,” .
Seja Rg(z,y) arelacdo “x € o nimero de Gddel de uma formula da qual
se seque, por uma regra primitiva de derivagao de Z,,, uma formula cujo
nimero de Gadel € y”. Seja Mp(z,y, z) a relacdo “x e y sao o numeros
de Godel de formulas das quais se sequem, por Modus Ponnens, uma
formula cujo numero de Gdodel € y”. As regras primitivas de derivagao
de Z,, resumem-se ao Modus Ponnens e regras de derivagao com uma
premissa. Naturalmente, a relacao “x € o numero de Godel de uma
demonstracao de uma formula y” pode ser construida recursivamente
do seguinte modo:

o v(z, l(x)) =y
e ¢, para todo k < {(z):
- le(y(xv k)):
— ou, existe 7 < k tal que:
« Rg(v(x, ), vz, k));
— ou, existem ¢ < k e j < k tais que:
« Mp(w(a, i), (i, §), v(w, k).
(x € o nidmero que representa uma sequéncia cugjo ultimo ele-
mento € y e, para todo k menor ou igual ao comprimento da
sequéncia, o k-ésimo elemento da sequéncia € um axioma ou
derivado por uma regra.)

Denominemos essa relacao de 8;. No Grundlagen, B8, seria uma
formulacao de B conveniente para resolver o Primeiro Teorema de In-
completude (1939, p. 281), contudo para satisfazer a condi¢ao B, Hil-
bert e Bernays seguem por outro caminho. Para conferir qual é essa
via, consideremos o seguinte:

e Seja ©; uma relagao recursiva primitiva tal que D;(v(z,y))
a relagdo “v(x,y) € o numero de Gédel de um axioma ou de

uma formula que se deriva de uma expressao cujo niumero de
Godel é v(z,y —1)".
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e Seja Dy(x,y) a relagdo st*(y,i,7) = x, na qual i é o nimero
de Godel de uma variavel livre e j é o nimero de Godel de um
termo — isso significa que, se y é o nimero de Godel de um
termo ou férmula F| entao x ¢ o nimero de Godel da expressao
que resulta de E pela substituicao de uma variavel livre por
um termo

Em outros termos, Dy(z,y) é a relagao “eriste k < x e
n < y tais que n € um numero primo maior que 5, S(k),
nao-10/k e st*(y,2n, k) = z.”

e Seja D3(x,y,2) a relagdo y = 80.7%x.11% — isso significa que,
se y e z sao numeros de Godel de férmulas F' e G, entao z é
o numero de Godel uma féormula que se segue de F' e G por
Modus Ponnens.

e Seja D(x,y) a seguinte relagao:

- Di(v(z,y));

—ouw £0 ¢ Dy(v(w,y),viz,y —1));
—ouy>1eD3v(xr,y),v(z,y—1),v(x,y —2));
— ou existe k <y tal que v(x,y) = v(x, k).

Em outras palavras, ®(z,y) é uma relagao tal que “x re-
presenta uma sequéncia A tal que: o y-ésimo elemento de A é
um axioma ou deriva-se do (y — 1)-ésimo elemento; ou existe
um (y — 1)-ésimo elemento de A do qual o y-ésimo resulta
pela substituicao de uma varidavel livre por um termo; ou exis-
tem um (y — 1)-ésimo e uma (y — 2)-ésimo elementos de A
dos quais o y-ésimo elemento deriva-se por Modus Ponnens;
ou o y-ésimo elemento de A € a repeticao de algum elemento
anterior”

Dado isso, a formulacao de Hilbert e Bernays (1939, p. 319) para
a relacao B da condicao B fica como se segue:
e B(x,y) é a relacio “v(z,l(x)) = y e, para todo n < {(x),
S(v(z,n)), 10/v(x,n) e D(z,n)”.
Considerando a definicao de ® acima, nao é dificil verificar que:

(1) para quaisquer k e n, se B(k,n), entao k é o nimero de Godel
de uma demonstracao de uma férmula cujo nimero de Godel
émn;

(2) para qualquer férmula demonstravel F' cujo nimero de Godel

é n, existe k tal que B(k,n);'®

18 Bssa propriedade de 9B descrita no item 2 segue-se do seguinte enunciado:

o Seja (Fy,...,F;) uma demonstragdo e n o ndmero de Gédel de F;. Entao,
existe k tal que B(k,n) e k é um ndmero de Géidel de uma demonstragdo na
qual ocorrem Fi,. .., F}.

Caso j = 1, temos que B(2",n).
Caso j > 1 e F; é um axioma, temos que o seguinte. Sejam ki,...,
kj—1 os nimeros de Godel de Fi,..., Fj_;, respectivamente. Desse modo,

B(PP ... PY PR n).

J
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(3) nem toda demonstragao possui um nimero de Godel k tal que,
para algum n, B(k,n).

A relagao B, é mais abrangente do que ‘B, pois para quaisquer k e
n, Bi(k,n) se, e s6 se, k é o numero de Godel de uma demonstracao
da féormula cujo nimero de Godel é n. Mesmo assim, pelos itens 1 e
2, podemos considerar que 8 é uma relacao suficientemente forte para
satisfazer a condigao B.

Na verdade, a relacao 8 diz respeito a uma variacao da nocgao
de demonstrabilidade. Se definirmos que uma demonstragao ¢ uma
sequéncia (ou arvore) na qual cada elemento é um axioma, uma con-
sequencia de expressoes imediatamente anteriores, ou a repeticao de
algum outro elemento anterior, entdo, para quaisquer k e n, B(k,n)
se e somente k é o numero de Godel de uma demonstragao da férmula
representada por n. Essa definicao alternativa nao altera a forca de
Z,, apenas restringe o numero de sequéncias que podemos considerar
como demonstracoes.

O que é digno de nota é que a adocao de B ao invés de 2B, favorece
a clareza da demonstracao do Segundo Teorema de Incompletude, mas
isso ¢ algo que veremos mais adiante.!?

Com isso, para satisfazer a condicao B, resta apenas ver como cons-
truir ®, D5 e D3 de modo recursivo primitivo.

Com a relagao &, a relagao ®; pode ser construida recursivamente.
A defini¢ao de Hilbert e Bernays para ©; (1939, pp. 318-9) é feita em
linhas gerais, sendo que os detalhes encontram-se distribuidos pelos
dois volumes do Grundlagen, ou sao deixados para o leitor concluir a
partir de orientacoes claras. A exposicao completa da definicao de 2,
alongaria demais e sem necessidade o presente capitulo.

Quanto as definicoes de D, e D3, elas estao explicitas acima.

Caso j > 1 e, para algum ¢ < n, F} segue-se de F;. Existem k; e ny tais que
B(k1,n1) e n; é o numero de Godel de F;. Seja P, o maior fator primo de k;.
Entao, B(k1. P} 1,n).

Caso j > 1 e, para algum i; < 4o < n, Fj; segue-se de F;, e F;, por Modus
Ponnens. Existem k; e na tais que B(k1,n2), ne é o nimero de Godel de F;, e Fy,
ocorre na demonstragao representada por k1. Seja P, o maior fator primo de kq,
seja n1 o numero de Godel de F;,. Portanto:

e se Fy, ¢ Fj, — F, entao B(k1. P 1 P2 o Pl 3,n);
o se Fy, é F;, — F, entao B(k1. P2 . Pl o,n).

E, visto que, em Z,,, as regras de derivacao diferentes do Modus Ponnens re-
querem no maximo uma premissa, nao ha mais casos a considerar.

19°A vantagem de formalizar B ao invés de B, reside no fato de facilitar a
identificacao de estratégias para alguns calculos. Isso podera ser conferido nas
notas 25 da pagina 54 e 29 da pagina 60.
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Com isso, podemos considerar que existe uma relacao B, que re-
presenta (minimamente) a nocao de “ser uma demonstracio de”*°. E,
visto que se trata de uma relagao recursiva primitiva, sua fungao ca-
racteristica também ¢ recursiva primitiva. Assim, em Z,, existe um
funtor que formaliza essa funcao caracteristica. Desse modo estabele-
cemos que:

e por bew indicamos um funtor de Z, que formaliza a funcao
caracteristica de B; B
e Bew(a, b) abrevia a férmula (bew(a,b) =~ 0).

Antes de encerrar a se¢ao, aproveitamos para apontar outras fér-
mulas que serao uteis para operar com Bew:
e por Div(a, b) indicamos a formalizagao da relacao “z € divisivel
por y’;
e por S(a) indicamos a formalizagao de &(x);
e por D(a,b) indicamos a formalizagao de D(z,y).

A existéncia de tais férmulas estd garantida pela condicao A. Em
virtude do que representam, podemos supor poderiamos considerar que
a seguinte féormula é demonstravel:

(4.5) Bew(a,b) < [(n(a,el(a)) ~b)A

AVZ cei(@)[S(n(a, ) A
ADiv(n(a,),10) A D(a, z)]

No estudo que estamos realizando sobre o Grundlagen, nao neces-
sitamos demonstrar essa férmula, mas apenas supor a sua demonstra-
bilidade em alguns contextos para tecer alguns comentarios.

4.4. Comentarios sobre B.

A condicao B nao é problemaética, pois, tal como A, ela ja se encon-
tra suficientemente explorada na demonstracao do Primeiro Teorema
de Incompletude. Mesmo assim, convém observar alguns aspectos da
maneira como B é satisfeita por Hilbert e Bernays. A estratégia em-
pregada para satisfazer B consiste em construir as fungoes recursivas
primitivas ¢, s e B, para entao, por A, derivar a existéncia das ex-
pressoes de Z, correspondentes.

No caso de neg(a), ndo ha problema. Em virtude das caracteristicas
da enumeracdo, temos que e¢(x) = 3.z e sua formalizacdo em Z,, é
trivial.

Agora, com respeito a sb(a,b), ela requer mais sofisticagdo. Para
obté-la, Hilbert e Bernays constroem a funcao st*, da qual s é composta

20 Vimos que 9B néo representa a relacio “ser wma demonstragio de” téo
bem quanto B1, no entanto, % é suficientemente forte para dar conta dessa repre-
sentacao. Em virtude disso, dizemos que ‘B representa minimamente, ou simples-
mente que representa a relagao.
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(ver pagina 40).*' Sem divida a defini¢do de st* é mais complexa que
a de ¢, e, dada a enumeragao que estda sendo considerada, ¢ pouco
provavel que exista uma definicao significativamente mais simples. O
inconveniente nisso esta no fato de que complica o axioma de defini¢ao
de st(a, b, c).

No Grundlagen, nao hd um detalhamento de como é composta a
defini¢ao de st(a, b, ¢) na teoria. Se a demonstracao do Segundo Teo-
rema de Incompletude dependesse apenas da existéncia de st(a, b, c)
e sb(a,b), ndo haveria problema. Contudo, conforme veremos nas
préximas secoes, ha lemas e teoremas cuja demonstracao exige calculos
que requerem detalhes de st(a, b, ¢) e sb(a, b).

Essa mesma dificuldade se estende para a obtengao de Bew(a,b). A
relagao B também nao possui uma definicao simples como a de ¢, pois,
para representar a demonstrabilidade, é necessario representar nocoes
como “ser uma formula” e “ser um axioma ou derivado por uma regra”.
Conforme vimos ao longo da secao 4.3, essas propriedades podem ser
representadas na Aritmética Recursiva através das relacoes G e . No
Grundlagen, tais relacoes estao bem definidas na Aritmética Recursiva,
no entanto, os detalhes de como sao suas respectivas formalizacoes nao
sao expostos.

Além disso, a fungao st* encontra-se na relacao G e D, e a relagao
S participa da composicao de ;. A definicao de ® é feita partir de
9, e D,. Portanto, tanto & quanto ® dependem de st*. Desse modo,
a formalizacao de G e de ® pressupoe a formalizacao de st*. Vimos
acima que o Grundlagen assegura a existéncia de st(a, b, ¢), no entanto,
nao explicita qual é a exata formagao desse termo.

Consequentemente, nao temos a exata constituicao das formali-
zacoes de & e . O fato dessas relagoes estarem bem definidas na
Aritmética Recursiva, bem como o fato de B estar bem definido na
Aritmética Recursiva, nao explicita imediatamente a constituicao das
respectivas formalizagoes em Z,. A existéncia de uma férmula recur-
siva primitiva Bew(a,b) pode ser inferida por A a partir da defini¢ao
de B, mas nao exibe prontamente de que férmula se trata.

Logo, Hilbert e Bernays fornecem uma satisfacao da condicao B sem
detalhar a exata constituicao de certas expressoes.

5. Lista de termos e formulas

Vista a satisfacao de A e B, o préximo passo serd tratar das condig¢oes
de derivabilidade. Mas, antes, convém conhecer os simbolos que serao
empregados, isso facilitard a leitura da reconstrucao que faremos do
Grundlagen. Vamos rever as principais expressoes ja vistas acima,
bem como adiantar outras que serao introduzidas mais adiante. Desse

2L Hilbert e Bernays poderiam ter definido s sem referéncia a st*, bastaria fazer
uma adaptagao dos itens de 1 a 5 que definem st*. Mas, a fungdo st* é 1til, pois
também é empregada em outros contextos, como na definicdo de & (ver pagina 41).
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modo, a presente secao serve como referéncia da notagao empregada
no capitulo.

Apresentaremos duas tabelas. Na tabela da pagina 48, a primeira
coluna relaciona propriedades aritméticas; a segunda, a expressao cor-
respondente no Grundlagen; e, a terceira, a notacao que estamos em-
pregando para formalizar as propriedades. Os itens dessa tabela foram
introduzidos no final da secao 4.1 com o propédsito de representar certas
propriedades do sistema na enumeracao que estamos considerando.

Na tabela da pagina 49, veremos as principais expressoes que re-
presentam propriedades de Z,. Na primeira coluna, relacionaremos
propriedades do sistema; na segunda, o modo como sao representadas
no Grundlagen; na terceira, a notacao que estamos empregando; e na
quarta, uma nota sobre onde a expressao é introduzida.
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] Propriedade \ Grundlagen \ Nossa notacgao ‘
chéy Haéb
Y a®

| O z-ésimo primo (ou P,). | \ Pn |
O expoente do y-ésimo fator | v(z,y) n(a,b)
primo de x
O maior fator primo de z A(z) el(z)
(ou {(x)).

|  é divisivel por y (ou y/z). | y/x | Div(a,b) |

A existencia de tais férmulas estd garantida pela condicao A.
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Propriedade Grundlagen Nossa Observacao
notacao
| O numeral de b. ‘ \ 2(3)°
O resultado da subs- | st*(z,v, 2) st(b, ¢, d) Introduzido na pé-
tituicao da variavel c gina 40.
pela expressao d na
expressao b.
O resultado da subs- s(z,y) sb(b, ¢) Introduzido na pé-
tituicao da primeira gina 40.
variavel livre pela ex-
pressao ¢ na expressao
b.
b é um termo ou uma S(x) S(b) Introduzido na pa-
formula. gina 41.
b é uma sequéncia| D(z,y) D(b,¢) Introduzido na pé-
de expressoes na qual gina 43.
0 c-ésimo elemento é
um axioma, ou deriva-
se de elementos ime-
diatamente anteriores
por uma das regras de
derivacao.(*)
b é a demonstragao da | B(z,y) | (bew(b,c) ~0) | Introduzido na pé-
formula c. gina 45.
ou Bew(b, ¢)
a é uma derivacao de | B(b,c,d) Bw*(b,c,d) | A ser introduzido

uma férmula ¢ a partir
de uma férmula b.

na pagina 50.

Funcao g-associada da
expressao F

{E}

A ser introduzido
na pagina 62.

b é demonstravel

Dem/(b)

Introduzido na pa-

gina xiii.

(*) Essa é uma versdo resumida da propriedade. Sua formulagdo exata
deve ser extraida da defini¢cao de ® wvista na pdgina 43.

Cabe mencionar que algumas das expressoes na tabela representam
apenas parcialmente as propriedades descritas.
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6. Satisfagao de HB 1

A seguir reconstruiremos uma derivacao da condicao HB 1 exposta
no Grundlagen (1939, pp.319-21). Alguns passos nao serao justificados,
mas assinalados com ‘(!7)”. Logo em seguida, comentaremos sobre eles.

Em primeiro lugar, lembremos que HB 1 consiste na seguinte pro-
priedade:

e Para quaisquer férmulas F'e G, tais quese -z, I, entao bz, G,
temos que:
=2, JzBew(z, F1) — 3zBew(z, G1)
Seja k o numero de uma derivacao de G a partir de F'.

(1) Considere-se a seguinte convengiao:*?
Bw*(a,b, )= (n(a,el(a)) ~ )

AVZ el {S(n(a, 2))A
ADiv(n ( a,z),10) A [D(a,x) V (n(a,x) =~ b)]}

(2) Bw*(k,! F1TGY) Yo-completude
(3) Var<e(a(n <a [Ty <o) ot o> @) = n(a, 7)) (1)
(4) V<ag(n (any<e. g Poenel@ @z @T) ~n(b,2)  (17)
(5) (el(a T <eita) Poiinyer) =~ €l(a) & el(d) (17)%
(6) Bew(a,c) A Bw* (b, c,d) — Bew(a ], e pef( )éy@,d)

1, 3-5/ (17)*

22 A férmula Bw*(a, b, ¢) é a expressio B (m, k,1) do Grundlagen (1939, p. 320)
e representa a seguinte propriedade:

e A sequéncia A é uma derivacao da férmula C' a partir da férmula B

Note-se que Bw*(a, b, ¢) é uma 3p-férmula.

23 Se estivéssemos sendo mais literal com Grundlagen (1939, p. 317), essa
férmula da linha 5 seria escrita com uma ocorréncia de S a mais:

n(b,
a ] pef(a%y@l ~ el(a) & Sel(b))

y<el(a)

Essa ocorréncia do funtor de Grundlagen parece ser um lapso, ou alguma pe-
culiaridade das exatas formalizacoes que Hilbert e Bernays estao empregando. De
qualquer modo, a férmula da linha 5 estd correta no presente contexto e seu papel
é coerente com a demonstragao feita no Grundlagen para HB 1.

24 A férmula da linha 6 representa a seguinte propriedade:

e se a sequéncia A é uma demonstracdo da férmula C, e a sequéncia B de-
riva a férmula D a partir de C, entao a concatenagdo de A com B é uma
demonstracao de D.

A férmula da linha 6 segue-se das anteriores, por causa das propriedades de

Bew(a,b) e Bw*(a, b, c); e ainda, porque:

e a linha 3 representa que todo elemento de A ocorre na concatenagao entre A
e B na mesma posicao;

e a linha 4 representa que todo elemento de B ocorre na concatenagao entre A
e B na mesma ordem e ap0s os elementos de A;
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(7) 3xBew(x,c) A Bw*(b, ¢,d) — JxBew(x, d)

6/ Intro(3), Elim(3), T
(8) wBew(x,] F1) ABw* (k] F1IG1) — 3zBew(x,! G 1) 7/ T
(9) JzBew(z,! F1) — 3zBew(z,! G'T) 8,2/ T

6.1. Lacunas em propriedades de concatenacgao.

Na derivacao acima, ha trés férmulas que representam propriedades
elementares na concatenacao entre sequéncias. Trata-se das férmulas
das linhas 3, 4 e 5, as quais sao, respectivamente, as seguintes:

(4.6) Vocam(n(e [] pel @y@l, z) ~ n(a,z))

y<el(a)
(4.7) VI <ei(s) H pel(a @y@v ella) @z ®1) ~n(b,z))

y<e|
(4.8) (@ T e ) = el(a) @ el(2))

y<el(a)
Uma sequéncia de férmulas Fi,. .., F},, cujos nimeros de Godel sao

i1,. .., in, respectivamente, é representada na Aritmética por P;* ... P»
(lembremos que P,, é o n-ésimo primo). Consequentemente, se temos
as férmulas Gy,..., Gy cujos niumeros de Godel sao ji,..., Ji, respec-
tivamente, a representacéo da sequencia Fi,..., F,, G1,..., G é feita
por Pyt ... PPl . 7% ¢ Dado isso, nao é d1f1c1l perceber que:

P n(by)
y<el(a) Fel(a)®yel
uma concatenacao entre duas sequéncias;

e a férmula (4.6) representa, ao menos parcialmente, que, dada
uma sequéncia A de comprimento my, se m < my, entdo o m-
ésimo elemento de uma concatenacdo de A com uma sequéncia
B ¢ 0 m-ésimo elemento de A,

e a férmula (4.7) representa, ao menos parcialmente, que, dada
uma sequéncia A de comprimento my e uma sequéncia B de
comprimento may, se m < mg, entdo o (my + m)-ésimo ele-
mento de uma concatenacao de A com B € o m-ésimo ele-
mento de A;

e a férmula (4.8) representa, ao menos parcialmente, que, o com-
primento de uma concatenac¢ao entre duas sequéncias € a soma
dos comprimentos das concatenadas.

e O termo a H representa, ao menos parcialmente,

Desse modo, fica claro que as trés formulas representam proprieda-
des elementares da concatenacao entre sequéncias. Provavelmente elas
sao demonstraveis em Z,,.

Aqui vemos uma vantagem no emprego de propriedades de niimeros
primos na demonstracao do Segundo Teorema de Incompletude. Nas

e A linha 5 representa que o comprimento da concatenacao entre A e B é a
soma do comprimento entre ambas sequéncias.
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trés formulas, é facil reconhecer as propriedades aritméticas que estao
sendo formalizadas. Essas propriedades correspondentes podem ser
demonstradas por inducao sem grandes dificuldades. Portanto, pode-
mos concluir que as férmulas de (4.6) até (4.8) sao verdadeiras em N.
Contudo, em virtude da incompletude vista na se¢ao 2, nao podemos
extrair imediatamente que as mesmas féormulas sao demonstraveis em
Z,, pois as trés férmulas possuem varidveis livres.

O caminho para demonstra-las consiste na formalizagao de uma
demonstracao das propriedades aritméticas que formalizam. Isso nao
é algo rapido de ser feito. Para desenvolver a formalizacao da de-
monstracao, terfamos de ver a composi¢gao dos termos n(a,b), el(a)
e [[,<,t(a) (para um termo t(a)), bem como dos axiomas de de-
finicao dos funtores que estao presentes nesses termos. Propriedades
aritméticas relacionadas a esses funtores podem ser demonstradas sem
grandes dificuldades, mas as suas formalizacoes requerem calculos mais
complicados em Z,,. Assim, apontamos as férmulas (4.6), (4.7) e (4.8)
como lacunas na demonstracao de HB 1.

6.2. Lacuna na extensao de uma demonstracao.
Reconsideremos a expressao da linha 6 na derivagao que vimos para

HB 1:

(4.9) Bew(a,c) ABw*(b,c,d) — Bew(a H p2|((l;y§ay@1’ d)

y<el(a

Na nota 24 da péagina 50, foi indicado o modo como essa férmula
pode ser derivada a partir da forma de Bew(a, b) e de Bw*(a, b, ¢) junto
com (4.6), (4.7) e (4.8). Mais detalhes dessa derivagao nao se encontram
no Grundlagen (1939, pp. 320-1). Por isso, vamos expor abaixo uma
estratégia para detalhar uma demonstracao da formula da linha 6.

(1) Assumimos Bew(a, c) e Bw"(b, ¢, d) — essas férmulas represen-
tam “A € uma demonstracao de C” e “B € uma derivacao de
D a partir de C”.

(2) A partir disso com (4.7), pode-se derivar:

H pé(a eayeal H pe a)@y@l ~ C)

y<tl(a y<tl(a)

Considerando o passo 1, essa féormula representa que C' € o
ultimo elemento da concatenacao entre A e B.
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(3) A partir do passo 1 com (4.6), pode-se derivar que:

n(by)
vx<e|(a Hy<el(a) peIEZ)gy@1) {<x < el( g pel G}y@l’ )
y=
n(b,y) 0
ADiv(n H peI JoyaTr L ), 10) A
y<el(a
H pel(a @y@l’ ]}
y<el(a)

Considerando o passo 1, essa formula representa que a conca-
tenacao entre A e B € uma demonstracdo no trecho composto
por A.

(4) A partir do passo 1 com (4.7), pode-se derivar que:

n <
‘v’$<e|(any<el(a) pel(*;)%y@l) {(el(a) < x < el(a) B el(b)) A
n(b,y)
H peI a)EByEBl’ C) -
y<el(a)
n(byy
H Pei @y@l’ )
y<el(a)
ADiv(n H pel @y@l’ ,10) A
y</ a)
H pel EByEBl’ ]}
y<el(a)

Considerando o passo 1, essa férmula representa que, na con-
catenacao entre A e B, as formulas diferentes de C que se
encontram no trecho composto por B estao demonstradas ou
derivadas na concatenagao.

(5) A partir do passo 1 com (4.6), demonstra-se:

(a T el orel(@) = )

y<el(a)

Consideremos o passo 1, e ainda, que o comprimento da de-
monstracao A é m. A férmula representa que, o wultimo ele-
mento de A € o m-ésimo elemento da concatenacao de A com
B.

(6) A férmula D(a,b) formaliza a relagdo D(x,y). Se retomar-
mos a definicao da relagao, torna-se evidente que é possivel
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demonstrar:?®
Vx[( l(a) < x) A
« 11 ) el(a)) & ) A
y<el(a
H peI @y@l’ )NC) -
y<el(a
n(b,y)
H pel (a)@y®1’ x)]
y<el(a

Consideremos o passo 17 e ainda, que o comprimento da de-
monstracao A é m. A férmula representa que se o m-ésimo
elemento da concatenacao de A com B € C, e existe uma
ocorréncia posterior de C' na concatenagao, entao essa sequnda
ocorréncia pode ser considerada como demonstrada.

(7) A partir dos passos 1, 5 e 6 com (4.7), pode-se derivar:

{(el(a) < z < el(a) @ el(b)) A

n(b,y)
H peI (a)®yd1’ ) C) -

y<el(a
H pel a)@y@l’ ))

vx n(b,
<el(a Hygel(a) pe|((a;%y®f)

y<el(a
/\DIV H pel @y@l’ 1 )
y<f(a)
(a [] Pe| ot )1}

y<el(a

(8) A partir dos passos 4 e 7 com o auxilio das regras Elim(V), T

e Intro(V), pode-se eliminar (n(a ], ¢ G)By@l’x) ~ ) e
derivar:
vx<el(aﬂy<e.(a> Pef(l;)ye);y@l) {(el(a) < x < el(a) D el(b)) —

n(by)
H pe| a)@y@17 ))

y<el(a
ADiv(v H pel @y@l, r),10) A
y<el(a)
n(b,y)
H peI (a)py®l’ )]}

y<el(a

25 Note-se que D(r,y) nao participa da definicao de B1. Assim, se Bew forma-

lizasse 281 ao invés de B, talvez fosse mais complicado concluir um passo andlogo
na estratégia.
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(9) Com (4.8), demonstramos:
YV n(b) )[(x < el(a)) V (el(a) < x < el(a) ® el(b))]

<el(a HySel(a) Pei(a)@yoT

Note-se que (4.8) é da forma (t ~ r @ s), e que o teorema
acima ¢é da forma Va[(z <r)V (r<r<r®s)]

(10) A partir dos passos 3, 8 e 9, eliminamos as ocorréncias de
(x <ella)) e (ella) <x < eI( ) B el(b)) para obter:

Vx<é( I n(b:y) H pz a)@y@l’ ) A

y<el(a) pel(a)@y@l

y<{(a)
/\DIV H pel @y@l’ ’1 )
y<tl(a)
n(b,y)
H pel(a)@y@l’ ]
y<el(a

(11) A partir dos passos 2 e 10, Conclu1—se'

n(by)
BeW H pel a)@y@l’

y<el(a

Essa via para demonstrar a formula (4.9) é o que provavelmente
Hilbert e Bernays deixam subentendido no Grundlagen. Dificilmente
outra via significativamente menos complexa poderia ser construida.
Assim, a estratégia recém exposta exibe o quanto nao foi evidenciado
na demonstracao de HB 1.

Indicamos que esse ponto é mais uma lacuna na demonstracao de
HB 1. Para demonstrar a férmula (4.9), deve-se concluir os passos da
estratégia, e ainda, demonstrar (4.6), (4.7) e (4.8).

7. Satisfacao de HB 2

Agora reconstruimos a derivacao da condicao HB 2 exposta no
Grundlagen (1939, pp. 321-2). Tal como fizemos acima, utilizare-
mos ‘(!7)” em alguns passos que deixaremos de justificar. Esses pontos
serao comentados mais adiante.

Para comecar destacaremos uma proposicao, a qual, no Grundlagen,
¢ uma propriedade que se encontra incorporada na satisfacao de HB 2.
Preferimos apresenta-la como um enunciado em separado, pois ele sera
reaproveitado na satisfacao de HB 3.
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Proposicao 8 (Formalizagao da regra de instanciacao). *

Para toda varidvel livre v 27

st(b,v
(a)®
DEMONSTRACAO. Como demonstracao, reproduzimos o conteido
do Grundlagen (1939, p. 321).

(1) S(2(3)¢) A =Div(2(3)<, 10) (17)
(2) (st(b,d,c) =~ b) — (d <) (1?7)

(3) S(b) A Div(b,10) —
— S(st(a, v 5(3) ) A Div(s’E(a v,2(3)9),

s 10) (17)
(4) Bew(c,a) — Bew(c pjgj)g;@” st(a, v, 2(3)")) 1-3/ (17)

A férmula da linha 4 segue-se das anteriores em virtude das proprie-
dades que G, tem em relagao a Bew (ver péagina 43) — maiores detalhes
podem ser conferidos logo a seguir na segao 7.3.

-2, Bew(a,b) — Bew(a p3""2® st(b,v,2(3)%))

O
Agora, relembremos que HB 2 consiste no seguinte:
Fr JxBew(z, neg(a)) — JzBew(z, neg(sb(a,b)))
Uma derivacao dessa férmula pode ser feita nos seguintes passos:
(1) Bew(c,a) — Bew(c pH(@11:23)") st(a, 14,2(3)?)) Proposigio 8

Lol 7T
(2) Bew(c,3a) — Bew(c P;?:)gafmzw)b), st(3a, 14,2(3)"))
~ _ 1/ Sub(*/3,)
(3) (st(3c,a,b) =~ 3st(c,a,b)) (17)
(4) Bew(c, 3a) — Bew(c 311> Bst(a, T4,2(3)"))

(5) Bew(c, neg(a)) — Bew(c p2®@ 123" neg(sh(a, b))
4/ Defini¢ao de neg e sb

26 A férmula do enunciado da proposicao representa o seguinte:

e Dada uma demonstragdo A de uma férmula B, a extensao de A por uma
férmula que resulta da substituicao de v por um numeral em B é uma
demonstracao dessa tltima expressao..

Isso significa que a férmula representa uma propriedade segundo a qual, para
todo n, para toda férmula B, se BY /7 é o resultado da substituigao de v por 7 em
B, entdo BY /5 segue-se de B. Desse modo, podemos entender que a proposigao
formaliza uma regra de instanciacao.

27 Hilbert e Bernays (1939, p. 321), formulam essa proposi¢do apenas para a
primeira varidvel livre, cujo nimero de Godel é 14. Assim, se f6ssemos mais literais
ao texto do Grundlagen, a proposi¢ao deveria demonstrar a seguinte expressao:

Bew(a, b) — Bew(a pjé;;g%’%?’)c), st(b, 14,2(3)°))

Contudo, estendemos o enunciado para toda variavel livre v, pois assim ele

poderd ser aproveitado para a demonstragao de HB 3.
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(6) JxBew(x,neg(a)) — JxBew(z, neg(sb(a,b))) 5/ Intro(3),
Elim(3)

7.1. Lacunas menores em HB 2.

Dentre os pontos que nao foram detalhados na demonstracao de
‘HB 2, alguns podem ser vistos como lacunas menores. Sao as formulas
das linhas de 1 e 2 da demonstracao dada a proposicao 8, e a férmula
da linha 3 da derivacao que recém vimos de ‘HB 2.

A maior dificuldade em demonstrar essas férmulas esta no fato de
que nao temos o detalhamento de S(a) e st(a, b, ¢). No entanto, diante
das outras lacunas que temos na demonstracao do Segundo Teorema
de Incompletude, essas sao as de menor dificuldade.

Com respeito a férmula da linha 1 da derivacao da proposicao 8, o
seu conjuntivo —Div(2(3)?,10) é uma das lacunas menos graves, pois a
formalizagao da divisao em Z, pode ser feita sem muita complicagao.?

Quanto a S(2(3)%), o outro conjuntivo, ele ainda requer que detalhes
de S(a) seja apresentados. Mas, nao ¢ dificil prever que S(2(3)%) ¢
demonstravel em virtude dos itens 1 e 2 da defini¢ao de & (ver pdgina
41).

As férmulas da linha 2 da derivagao da proposi¢ao 8 e da linha 3
da derivacao de HB 2 formalizam propriedades elementares de st*. E,
por isso, também sao provavelmente demonstraveis.

7.2. Lacuna em uma propriedade da instanciacgao.

A linha 3 da demonstracao dada a proposicao 8 é uma lacuna
um pouco mais complexa que as lacunas menores mencionadas acima.
Além de requerer detalhes das expressoes S(a) e st(a,b,c), ela nao
provém de propriedades tao elementares.

A férmula em questao formaliza a seguinte propriedade:

e Se k1 é o numero de Godel de uma formula F', entao a substi-
tuicao das ocorréncias de v por um numeral em F' resulta em
uma expressao cujo nimero de Godel representa uma férmula.

Visto que essa propriedade da instanciacao é verdadeira, a formula
parece ser demonstravel.

28 A propriedade de “ser divisivel por” estd entre as mais faceis de serem
formalizadas em Z,. Poderfamos considerar que -z, Div(a,b) < Jz(a ~ bx).
Entao, bastaria demonstrar que:

A partir dessas férmula com o esquema de inducao e regras dos quantificadores,
seria possivel concluir -z, =Div(2(3)",10).
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Ao analisar melhor a lacuna, podemos verificar que a expressao da
linha 3 provém das seguintes férmulas:

(4.10) S(a) — S(st(a, v,2(3)"))
(4.11) Div(a, 10) — Div(st(a, v,2(3)"), 10)

Para demonstrar (4.10), temos de formalizar que, para cada k > 3,
cada n:

e uma aplicagao da fungao st*(x, 2Py, 2.3n) sobre um z perten-
cente a G resulta em um nimero também pertencente a &.

E, para demonstrar (4.11), temos de formalizar que, para cada k > 3,
cada n:

e uma aplicac¢ao da funcao st*(z, 2 Py, 2.3n) sobre um z divisivel
por 10 pertencente resulta em um ntmero também divisivel
por 10.

Tais formalizagoes, que nao foram vistas em detalhe no Grundlagen,
formam mais uma lacuna.

7.3. Lacuna na proposicao 8.

A principal lacuna na derivagao da proposicao 8 esta no modo como
o enunciado da proposicao é concluido, ou seja, na derivacao da linha
4 a partir de suas premissas.

Recapitulando, a expressao da linha 4 é a seguinte:

a,v,2(3)° 5/5
(4.12) Bew(c,a) — Bew(c pj((c)eﬁ( ) ),st(a,v,2(3)b))

E, suas premissas sao:

(4.13) S(2(3)) A ~Div(2(3)°

(4.14) (st(b,d,c) = b) = (d <
(4.15) S(b) A Div(b,10) — S(s

10)
b)
t(a,v,2(3)°)) A Div(st(a, v, 2(3)"), T0)
Conforme Hilbert e Bernays (1939, p. 321), essas trés férmulas
implicam (4.12) em virtude da forma de D(a,b). Isso estd correto. E,

para confirmar, facamos uma breve andlise de Bew(a, b). Em primeiro
lugar, relembremos a férmula (4.5), 45:

(4.16) Bew(a,b) <« [(n(a,el(a)) ~b)A
/\vx<el(a) [S(n(av {L‘)) N
ADiv(n(a,),10) A D(a, z)]
Relembremos também que D(a,b) é a formalizacdo da relagao ©.

Por A, existem férmulas D;(a), Dy(a,b) e Ds(a,b,c) que formalizam
as relagoes 1, Dy e D3, respectivamente. Desse modo, poderiamos
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considerar que:
-z, D(a,b) < Di(n(a,b))V
V[=(a =~ 0) A Dy(n(a,b),n(a,b—1))] vV
VI[(1 < b) ADs(a,b,c)] Vv
Vazp(n(a, x) =~ n(a,b)]

Considerando a definicdo de D5, podemos considerar que Dy(a, b)
representa “A deriva-se de B pela substituicao de uma varidvel livre
por um termo”; e ainda, podemos assumir que:

(4.17) F2, Da(a,b) <+ Fvaweo[Prm(v) A (5 < v) A
S(w) A =Div(w, 10) A
A(st(b, 2v,w) ~ a)]

Qual seria a relacao das premissas de (4.13) até (4.15) com isso?

Pelo que parece, Hilbert e Bernays apontam para o seguinte:

e a premissa (4.13) tem a ver com o seguinte trecho da férmula
(4.17):
S(w) A —Div(w, 10)
e a premissa (4.14) tem a ver com a seguinte trecho da férmula
(4.17):
Juy ... (st(b, 20, w) = a)]
e ¢, a premissa (4.15) tem a ver com o seguinte trecho da férmula
(4.5):
S(n(a,)) A Div(n(a, ), 10)

No entanto, esses itens nao esclarecem plenamente como (4.12) é de-
monstravel. Para entender melhor esse ponto, vejamos uma estratégia
prudente de uma possivel demonstracao dessa férmula:

(1) Seja BY /7 o resultado da substitui¢ao de v por m em B.

(2) Assumimos Bew(a,b). Essa féormula representa “A ¢ a de-
monstracao de B”.

(3) A partir disso, com o auxilio de (4.5),. 45, derivamos:

st(b.[v1.3(3)e
YV <aay[S(n(a(p® Y- ?3) 1)) A

el(a)®1
. b,Iv12(3) - b,Iv12(3)
ADiv(n(a(plji;ar “ "), 2), T0) A D(a(py s %), @)

Seja A* a demonstracao que resulta pela concatenagao da de-
monstracao de B pelo acréscimo de BY /5. A férmula acima
representa algo como “o trecho de A* em que estdo as férmulas
da demonstracao de B é uma demonstracao”.
(4) Demonstramos a seguinte igualdade:
t(b,/v1,2(3)2 t(b,[v1,2(3)* —~ 5/9\a

n(a(piser “ ) ella(plin X)) & st(v,[ v1,2(3))

Isso representa que BY /5 é a tltima férmula de A*.
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(5) Com (4.17) é possivel demonstrar a expressao que representa
“o ultimo elemento de A* seque-se de B pela substituicdo de
v por m”.* A partir disso, com o auxilio de (4.17) segue-se a
expressao abaixo:

S(n(apl @), el(a(ps ¥ *O)))) A

. st(b,[v1.2(3 st(b,[v 1,2
ADiv(n(a <p7§)@1 ), el(a(py iy ™)), 10) A

bIv12(3 bIv12(3
AD(a(plon Y0, ella(p i " O]

Essa férmula representa que o dltimo elemento de A* é um
arioma ou derivado a partir de alguma das regras.

(6) A férmula (4.18),, ¢ segue-se das anteriores juntamente com
(4.5)p. 15

Nos passos da estratégia, as premissas desempenham o seguinte
papel:
e a premissa (4.15) favorece a obten¢do do seguinte trecho do

passo 3:
st(b,v1,2(3)e . st(b,/v1,2(3)* e
S(n(a(p;((a)eBT ®) )),x)) A Dlv(n(a(p;((a)eﬂ ®) )),:c), 10)

e as premissas (4.13) e (4.14) favorecem a demonstracao da for-
mula que representa “o ultimo elemento de A* seque-se de B
pela substituicao de v por n” no passo 5

Diante dessa estratégia, a demonstracao de (4.12) é provavel. Con-
tudo, ela exige mais do que as premissas de (4.13) e (4.15). Por isso,
nao podemos considerar que a formula esteja plenamente demonstrada.

Assinalamos esse ponto como sendo mais uma lacuna, a qual afeta
a proposicao 8 e, consequentemente, a satisfacao de HB 2.

8. Satisfacao de HB 3

Por fim, resta reconstruir a demonstragao da condigao H5 3 (1939,
pp. 322-36):
e Para todo termo recursivo primitivo f(b) cuja tnica varidvel
livre é b:

Fr (f(b) =~ 0) — 3zBew(z,sb(/(f(a;) = 0) 1, b))

Note-se que a condigao consiste em um caso de completude formal
para igualdades com termos recursivos primitivos. Pelo que vimos no
lema 5, Z, é sintaticamente incompleto em relacao as igualdades com

29 Note-se que a presenca de Dy na definicio de B, ou a relacdo de Dy(a,b)
com Bew(a, b), oferece o caminho para demonstrar o lema 7.

Cabe ressaltar que a relacdo ©, nao se encontra na definigio de 9B;. Se
Bew(a, b) fosse a formalizacdo de B e nao de B, entdo a demonstragao exigiria um
pouco mais de célculos.
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termos recursivos primitivos (teorema 5). Desse modo, podemos con-
cluir que a condicao HB 3 enfrenta uma dificuldade semelhante a da
¥;-completude formal para sentencas (proposicao 5).°° Uma solucao
encontrada para essa proposicao foi reformula-la utilizando a nogao de
godelizagao funcional, assim obteve-se a proposicao 6 (3;-completude
formal para formulas com ou sem variaveis livres). Hilbert e Bernays
empregam uma estratégia semelhante. Assim, comecaremos vendo
como as funcoes g-associadas ocorrem no contexto da derivacao de

HB 3.

8.1. Funcgoes g-associadas no Grundlagen.

As nocgoes de godelizacao funcional e de funcao g-associada, as quais
construimos na secao 2 do capitulo 2, podem ser identificadas ao longo
da satisfacao de ‘HB 3 feita por Hilbert e Bernays (1939, pp. 322-6).

Em primeiro lugar, note-se aquilo que os termos st(a, b, c) e 2(3)®
representam em Z, corresponde ao que, no capitulo 2, estava sendo
representado por sub(a,b,c) e num(a). Na segdo 2, vimos que, para
toda expressao F, cujas varidveis sao ai,. .., a,, a fungdo g-associada
de E é formalizada por:

sub(lE1.lay 1, . Ta, 1 num(ay), ..., num(a,))
Agora, consideremos a seguinte abreviacao:
st(a,by,...,bp, 1y .. 0) =:st(...st(st(a,by,c1),be,09) ..., by, Cp)

Portanto, para toda expressao F de Z,, cujas varidveis sao ai,. ..,
an, a funcao g-associada de E é formalizada por:

st(E1 a1, Ja,1,23),. .., 2(3)™)

Expressoes como essa ocorrem no Grundlagen dentro do contexto
da derivacao de HB 3.3

Considerando a godelizacao feita para Z,, existe também um outro
modo formalizar as funcoes g-associadas. Vejamos alguns exemplos:

e A funcao g-associada da variavel livre a é formalizada por:
2(3)
e A fungao g-associada da adigao (a @ b) é formalizada por:

5 ( 11 )5(3)“ (1_3)§(§)b
e A funcao g-associada da variavel livre (a®b = ¢) é formalizada
por:
TO(TT) 0 0 (13267

30 Ver secéo 1.2 do capitulo 2.
3L Em particular, conferir 1939, p. 325.
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Essa maneira de formalizar a funcao g-associada também ocorre no
contexto da derivacdo de HB 3.3 E, para melhor trabalhar com ela,
introduzimos uma série de abreviagoes. Seja F uma variavel ligada,
termo ou férmula. Por {E}, indicamos a abreviagdo de um termo
conforme os seguintes itens:

e Para toda variavel livre a:

{a} =:2(3)"
e Para toda variavel ligada x:

(a} = I’

e Para todo termo t:
— se, para algum n, t é o numeral n:

{St} =:2(3)"+!
— se t ndo é um numeral:

(St} = 3{t}

e Para toda férmula F*:

{-F} =: 3{t}

e Para quaisquer termos t; e ts:

{(t1 ®t2)} 5(1)t(13)1)
{(t1©tp)} = BT (A7)
{(ty = ty)} =: TO(11)1}(T3) {0
{(b1 < t2)} = TOTD)(T7))
{(t <to)} = TO(T3) (A7)

e Para todo funtor f introduzido em Z, junto com o axioma de
defini¢ao (f(ay, ..., a,) =: u, F'), para quaisquer termos ti,. ..,
t,, se o numero de Godel de u, F' € k, entao:

{£(tr,. . t)} =500 ™ - ()

e Para quaisquer férmulas F' e G,

{FANG} =: %(7){F}(ﬁ){0}
{FVG} = @(7){F}(ﬁ){G}
{F -G} = _0(7){F}(ﬁ){G}
{F + G} =: W(?){F}(T){G}

32 Conferir, em particular, 1939, p. 323.
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e Para toda féormula F' na qual nao ocorre a variavel z, se F* é o
resultado da substituicao de toda ocorréncia de uma varidavel
livre por z, entao:

{uF*} = 25(k)F
{(VeF*} = 50(k)U™
{(3xF*}y = T00(k)U™

Para todo termo ou férmula F, { E} é uma formalizagao da fungao
g-associada de E. E, para ilustrar, vejamos um caso de aplicacao de
{...}. Seja F a férmula (¢ < a) — (¢ < SSa @ b). Conforme a
enumeragao de Z,, temos que:

l_Z ’VF] ~ %(7)%(@)%] (ﬁ)(,ﬂ (ﬁ)%(ﬁ)u-‘ (ﬁ)g(ﬁ)
I3
g, {F} = @(7)%(Tg)§(§>c(ﬁ)§(§)a (ﬁ)% (ﬁ)c(ﬁ)gﬁ)g(g(g)a)(ﬁ)i(g)b
I
Mesmo com esse exemplo, ainda seria interessante considerar o se-
guinte enunciado:

Proposicao 9.
Para todo termo ou formula E cujas varidveis livres sao aq,. . ., a,.

bz, ({BY ~st((E1 a1, T, 1, 2(3)™, .. 2(3)™))

A demonstracao dessa proposicao é um ponto que deixaremos em
aberto, uma vez que os detalhes da definicao de st ainda nao foram
vistos.?3

8.2. Derivagao de HB 3.

Como preliminar a demonstracao de HB 3 feita por Hilbert e Ber-
nays, faremos algumas consideragoes. Em primeiro lugar, lembremos
que o funtor sb abrevia st(a, 14,2(3)?). Assim, a condicao HB 3, pode-
ria ser formulada do seguinte modo:

e Para todo termo recursivo primitivo f(a) cuja tnica varidvel
livre ¢é a:

2, (f(a) = 0) — 3rBew(z,st('(f(a) = 0) 1.1 a1,2(3)"))
Esse enunciado deriva-se de uma proposicao mais genérica:

Proposicao 10 (Completude formal para termos recursivos primitivos
— versao 1).

Para todo termo recursivo primitivo f cujas unicas varidveis livres
500 Q1,..., Gy’

l_ZM (f ~ b) —
— JeBew(z,st(((F~b) 1l a1, .. Ta, 1,2(3), ..., 2(3)™)

33 Retomaremos o problema dessa demonstracio na secao 8.3.
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A demonstragao de HB 3 sem recorrer a um teorema mais genérico
parece ser um caminho mais complicado e menos interessante.

A complicacao se deve ao fato de HB 3 restringir o antecedente
da férmula a uma igualdade da forma (f(a) ~ 0). Fagamos uma espe-
culagao sobre uma demonstragao de HB8 3 por inducao na complexidade
de f(a). Entao, a hipétese indutiva seria a seguinte:

e Para todo termo recursivo primitivo t(a) cuja nica varidvel
livre é a, se t(a) é menos complexo do que f(a), entao:
2, (t(a) = 0) — JrBew(z, st('(t(a) =~ 0) 1T a1,2(3)"))
Ao tentar seguir essa via encontrariamos duas dificuldades no passo
indutivo, a saber:

(1) A hipétese indutiva é aplicavel apenas a termos undrios, o que
complica o caso em que, para algum n > 1, f(a) possui um
subtermo n-ario.

(2) O antecedente da férmula do passo indutivo é uma igualdade
da forma (t & 0), 0 que complica o caso em que, se bz, (f(a) ~
0), entao, para algum subtermo t de f(a), existe k£ > 0 tal que
(t~ k).

Essas dificuldades nao dizem respeito a proposicao 10, por exemplo.
Por isso, um teorema mais geral do que HB 3 evita certas complicagoes.

Por outro lado, a proposi¢ao 10 é um resultado interessante, visto
que representa uma formalizacao da completude para igualdades da
forma (t = a), nas quais t ¢ um termo recursivo primitivo. Dado um
termo recursivo primitivo f(a4,...,a,), a proposi¢do 10 é, em certo
sentido, uma formalizacdo do seguinte enunciado:**

o se (f(ki,..., kn) = knp1) é verdadeiro, entdo:
Fz, Ry k) & Kg)
E, a condigao HB 3 segue-se da proposicao 10, pois:
(1) Sejaf(a) um termo recursivo primitivo cuja tinica variavel livre
é a.
(2) Pela proposigao 10:
Fz, (fla) = b) —
— JzBew(z,
st(st('(f(a) = 0) 1,10 1,2(3)%),/ 0 7,2(3)"))
(3) Pela regra Sub(®/5):
Fz, (f(a) = 0) — .
— JzBew(z, st(st('(f(a) = b) 1,1 a1,2(3)2),[b1,2(3)"))

34 J4 comentamos sobre esse tipo de formalizacao de enunciados de completude
parcial na se¢ao 1 do capitulo 2.
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(4) Por ¥y-completude:
Fz, (st(st(T(F(a) = b)1,Ta,2(3)),161,2(3)°) ~

~ st((f(a) = 0) 1,1 a1,2(3)"))
(5) Com o postulado Z1 e a regra T, a partir das duas ultimas
linhas, podemos obter que:

F2, (f(a) = 0) — JzBew(z,st('(f(a) 2 0) 1,1 a,2(3)*))

Agora, para resolver a demonstracao da proposicao 10, recapitula-
mos a proposi¢ao 9, segundo a qual, para toda férmula F' cujas varidveis
livres sao ay,..., a,:

Fz, {F} ~ st([FU a !, .. .fa,ﬂ,i(g)‘“, ...2(3)™))

Desse modo, a proposicao 10 é condicao necessaria e suficiente do

seguinte:

Teorema 7 (Completude formal das fungdes recursivas primitivas —
versao 2).
Para todo termo recursivo primitivo f:

Fz, (f~b) = JoBew(z, {(f = 1)})

Para demonstrar esse teorema, Hilbert e Bernays recorrem a nocgao
de termos normais recursivos (1939, pp. 330-1), a qual definimos como
se segue.

(1) 0 e as varidveis livre sdo termos normais recursivos.

(2) Set é um termo normal recursivo, entao St é um termo normal
Tecursivo.

(3) Se t(a) é um termo normal recursivo cuja unica variavel livre
é a e s é um termo normal recursivo, entao t(s) é um termo
normal recursivo.

(4) Sejam t e s(a,b) termos normais recursivos tais que t nao
possui varidveis e as tnicas varidveis de s(a,b) sdo a e b. Se
r é um funtor undrio tal que r nao ocorre em t e s(a,b), bz,
(r(0) ~ t) e Fz, (r(Sa) ~ s(a,r(a)), entdo r(a) é um termo
normal recursivo.

(5) Sejam t(a) e s(a,b,c) termos normais recursivos tais que a
tnica variavel de t(a) é a, e as unicas de s(a,b,c) sdao a, b e
c. Se r é um funtor bindrio® tal que r nio ocorre em t(a)
e s(a,b,¢), Fz, (r(a,0) ~ t) e bz, (r(a,Sb) = s(a,b,r(a,b)),
entao r(a,b) é um termo normal recursivo.

Com respeito aos termos normais recursivos, podemos enunciar o
seguinte lema:

35 Considere-se que esse funtor pode ser @ ou ©.
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Lema 6.
Para todo termo recursivo primitivo t, existe um termo normal re-
cursiwo r tal que:
Fz, (t=T)

Nao vamos nos ocupar da demonstracao desse lema, apenas men-
cionamos que ele é demonstrado como correto no Grundlagen (1939,
p. 330). Considerando esse lema, a demonstragdo do teorema 7 no
Grundlagen é feita para os termos normais recursivos.

Seguindo o raciocinio do Grundlagen, concluiremos a satisfacao da
condicao HB 3 através da demonstracao de uma adaptacao do teorema
7 para os termos normais recursivos. Mas, antes, vejamos mais alguns
lemas também presentes no Grundlagen.

Continuaremos empregando a marcacao ‘(!7)’ para indicar passos
que serao comentados logo adiante.

Lema 7 (Lema auxiliar (Hilfssatz) — 1939, p.325).
Para toda formula demonstrdvel F(ay, ..., a,):
Fz, Dem(st(...(st(F(ay,... Jan),l a1,2(3)M), .. e, 1,2(3))
Fz, Dem({F(ai,...,an)})

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que F(aq,...,a,) é demonstravel,
e consideremos que, para qualquer variavel livre v:

(4.18) 2, Dem(b) — Dem(st(b,l v1,2(3)")

Esse é um teorema cuja demonstragao preferimos deixar para abor-
dar mais adiante.*¢
A partir de (4.18) podemos derivar uma série de férmulas por substi-
tuicao das variaveis livres por termos. Em primeiro lugar, substituimos
vebporaselF(ay,..., a,)!, respectivamente:
k2, Dem([F(al,...,an)1)—>
— Dem(st('F(ay,...,a,) ", ay 1, 2(3)™))
Em segundo, substituimos a varidvel v por as e a varidvel b pelo
termo st(I F(ay,...,a,) 1l a; 1,2(3)):
=2, Dem(st('F(ay,...,a,) a1 1,2(3))) —
— Dem(st(st("F(ay,...,a,) 1, a1, 2(3)"),l ay 1,2(3)®))
E assim por diante, até substituir v por a, e a varidvel b pelo termo
st(...st(TF(ay,...,a,) 1l ar1,2(3)m) .. Ta, 1 1,2(3)- 1)

(
k2, Dem(st(...st((F(ay,...,a,) 1 ay 1,2(3)™) .. 1 1,3(3) ) -
— Dem(st(...st((F(ay,...,a,) 1, ay 1,2(3)° )...fanu?(g)a"))

36 Veremos, na segao 8.4, que ele oculta uma lacuna no Grundlagen.
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Note-se que, nessa sequéncia de férmulas, o consequente de uma é
o antecedente da seguinte, o que permite-nos derivar tautologicamente
que:
Fz,  Dem('F(ay,...,a,)1) —
— Dem(st(...st((F(ay,...,a,) " a1, 23)) ... La, 1, 2(3)™))
Sob a suposicao de que F(ay,...,a,) é demonstravel, o antecedente

dessa férmula acima deve ser um teorema. Disso, concluimos a primeira
férmula do enunciado que estamos demonstrando:

2, Dem(st(...st(F(ay,...,a,) L ar 1 ar), ... a,1,2(3)™))
Quanto a segunda formula, segue-se da primeira, pois, conforme a
proposicao 9:
Fz, st(.. st(lF(ay, .. an) T a ! ay), .. La, 1,2(3)%) ~
~{F(ay,...,a,)}

O
Lema 8 (Primeiro Dem-esquema — 1939, p.327).
Para quaisquer formulas F e G:
Dem({F — G}) A Dem({F}) — Dem({G})
DEMONSTRAGAO.
(1) Dem(80(7)%(11)*) A Dem(a) — Dem(b) (17)

(2) Para quaisquer férmulas F' e G:
Dem(80(7)UHAD)IEH) A Dem({F}) — Dem({G})

1/ Sub(**/ £y cy)
(3) Para quaisquer férmulas F' e G:
Dem({F — G}) A Dem({F}) — Dem({G})
2/ Definicao de {...}

O
Lema 9 (Segundo Dem-esquema — 1939, p.327).
Para quaisquer formulas F e G:
o Setz, F'— G, entao:
Dem({F'}) — Dem({G})
DEMONSTRAQAO. Segue-se dos lemas 7 e 8.
O

Lema 10 (1939, p.328).
Para quaisquer termos ti(a) e to(a):

o sty (ti(a) %_tg(a)) ~
ez, (ti(a) = 0) = Dem({ti(a) = 0}), entdo:

Fz, (ta(a) = 0) — Dem({ty(a) ~ 0})
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DEMONSTRACAO.

(1) (ti(a) = ta(a)) B Suposicao
(2) (t1(a) = 0) = Dem({t,(a) ~ 0}) Suposigao
(3) (t2(a) = 0) = Dem({ti(a) ~ 0}) 1,2/ 71, T
(4) (ti(a) = 0) = (t2(a) = 0) B /71, T
(5) Dem({t1(a) =~ 0}) — Dem({ts(a) ~ 0}) Lema 9
(6) (ta(a) =~ 0) — Dem({ts(a) =~ 0}) 3,5/ T

U

Agora, consideremos que, para todo termo t:
F[t] =: Vz[(t =~ x) — Dem(70(11)1} (13)2®)")

A adaptagao do teorema 7 para os termos normais recursivos en-
contra-se no teorema abaixo.

Teorema 8 (Teorema formal da completude para a recursividade nor-
mal — 1939, pp. 330-6).
Para todo termo normal recursivo t :

-2, Slt]

DEMONSTRACAO. Demonstramos por inducao na caracterizagao de
t como termo normal recursivo.

Base: t é a constante 0 ou uma variavel individual.

Caso i: t é o termo 0.

(1) Dem({(0~0)}) - Lema 7
(2) Qem(m(ﬁ){o} (13)2)°) 1/ Definigao de {...}
(3) (O=~c)—

— [Dem(T0(11)(®(13)2®") = Dem(70(IT)OH(13)2®°)] 71

(4) (0~ ¢) — Dem(70(11)1%}(13)20)) 2,3/ T

(5) F[0] 4/ Intro(V), defini¢ao de F[0]
Caso ii: t é uma variavel livre.

(1) Dem(ﬁa_% a)})_ B Lema 7

(2) Dem(T0(TT)%e(13)23)) 1/ Defini¢io de {...}

(3) (a=b) —

[Dem/(70(11)1%}(13)26)") — Dem( 701D (132" 71
(4) (a = b) — Dem({70(11){*}(13)24)°}) 2,3/ T
(5) §lal 4/ Intro(V), definicao de F[a]
Passo indutivo: t é composto a partir de outros termos recursivos
primitivos.
Caso i: t é da forma Sr, onde r é um termo normal recursivo.
(1) x| Hipétese indutiva

(2) (r=~a) = Dem({(r~a)}) 1/ Definigao de §[r], Elim(V)
(3) (r=a) — (Sr =~ Sa) Sim(~)
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(4) Dem({(r =~ a)}) = Dem({(Sr = Sa)}) 3/ Lema 9
(5) (r = a) - Dem({(Sr ~ Sa)}) 2,4/ T
(6) (St =b) = [(r~a)— (b~ Sa) 3/ 71, T
(7) (b~ b) Ref(=)
(8) Dem({(b=b)}) 7/ Lema 7
(9) Dem(70(11)23)"(13)23)") 8/ Definicio de {...}
(10) (b~ Sa) — Dem(T0(I1)%®" (13)*®™) 2/ 71, T
i) e ~3eE") —»
— [(b~ Sa) — Dem(70(11)2®)" (13)32G))] 10/ 721, T
(12) (2(3)% ~ 3(2(3)%) Teorema elementar®”
(13) (b~ Sa) — Dem(70(11)2®" (13)3C23)M) 11,12/ T
(14) (b~ Sa) — Dem({(b~ Sa)}) 13/ Definigao de {...}
(15) (r=a) A (St~ b) — Dem({(b~ Sa)}) 6,14/ T
(16) (b~ Sa) — [(St~ Sa) — (St =~ b)] Z1
(17) Dem({(b = Sa)}) — Dem({(St ~ Sa) — (St~ b)})
16/ Lema 9
(18) Dem({(St~ Sa) — (St~1b)}) —
— [Dem({(St =~ Sa)}) — Dem({(St~b)})] Lema 8
(19) Dem({(b= Sa)}) — [Dem({(St =~ Sa)}) —
— Dem({(St = b)})] 17,18/ T
(20) (r~a)A (St~ b) — Dem({(St =~ b)})] 5,15,19/ T
(21) Jz(r = x) A (Sr = b) — Dem({(St~b)}) 20/ Elim(3)
(22) Jz(r = x) Ref(=), Elim(3)
(23) (St = b) = Dem({(St~1b)}) 21,22/ T
(24) §[Sr] 23/ Intro(V), Defini¢ao de §[ST]

Caso ii: t é um termo da forma r(s), onde r(a) é um termo normal
recursivo cuja unica variavel livre é a, s ¢ um termo normal recursivo
no qual nao ocorre a variavel a.

(1) F[r(a)] Hipétese indutiva
(2) §ls] Hipétese indutiva
(3) (r(a) = b) = Dem({(r(a) = b)})

1/ Defini¢ao de §[r|, Elim(V)

(4) (s=a) = Dem({(s~a)}) 2/ Definicao de §[s], Elim(V)
(5) (s ~a)— [(r(a) = b) = r(s) = b)] Z1
(6) Dem({(s = a)}) = Dem({[(r(a) = b) — r(s) ~ b)|})
5/ Lema 9

(7) Dem({[(x(a) = b) - 1(s) = B)]}) -

— Dem({[(r(a) = b)}) — Dem({r(s) = b)})] Lema 8
(8) Dem({(s ~a)}) —

= [Dem({(r(a) = b)}) = Dem({r(s) = b)})] 6,7/ T
9) (s~a)—

— [Dem({(r(a) = b)}) = Dem({r(s) =~ b)})] 4,8/ T

37 Esse teorema pode ser facilmente demonstrado na medida em que tivermos
o axioma de defini¢ao para formalizar a potenciagao em Z,,.
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~ b) — Dem({(r(a) = b)})] 3/ 71, T
b) — Dem({r(s) =~ b)}) 9,10/ T
YA (r(s) = b) = Dem({r(s) = b)}) 11/ Elim(3)
) Ref(~), Elim(3)
) — Dem({r(s) = b)}) 12,13/ T
(15) Flr(s)] 14/ Intro(V), definigao de §[r(s)]

Caso iii: t ¢é da forma ri(a), ou da forma rs(a,b), onde ry, ou

ry, sao funtores que formalizam definicdes por recursao.*® Portanto,
existem as expressoes i, R1 e Ry tais que bz, (ri(a) =~ p.Ri) e
l_Z“ (I‘Q(CL, b) ~ ,U@RQ).39

Comegaremos pelo subcaso em que t é ro(a,b). Seja j o nimero de

Godel de p, Ro. Uma vez que t é a formalizagao de uma funcao definida
por inducao existem os funtores normais recursivos si(a) e ss(a, b, c)
nos quais nao hé ocorréncias de rsy e tais que:

(4.19) = (ra(a,0) = s1(a))

(4.20) = (r2(a, Sb) = sy(a, b, r2(a, b))
(1) F[s1(a)] Hipotese indutiva
(2) (si(a) = ¢) = Dem({(s1(a) = c)})

1/ Definigao de §[s1(a)], Elim(V ;

(3) (r2(a,0) = si(a)) B Férmula (4.19
(4) (ra(a,0) = si(a)) = (si(a) = ra(a,0)) Sim (=)
(5) (I'Q(G,Q) ~c) = (s1(a) = c) 3,4/ 71, T
(6) (r2(a,0) ~ c) = Dem({(s1(a) =~ c)}) 2,5/ T
(7) (s1(a) = ¢) = (r2(a,0) =~ ¢) . 3/ 71, T
(8) Dem({(s1(a) = c)}) — Dem({(r2(a,0) =~ c)}) 7/ Lema 8
(9) (r2(a,0) = c) = Dem({(r2(a,0) ~ C)}a) 6,8/ T
(10) (ra(a,0) ~ ¢) — Dem(TO(IT)™ P+ (13)297)
9/ Definicao de {...}
(11) §[(r2(a,0)] 10/ Intro(V), definigao §[(r2(a,0)]
(12) F[(r2(a,b)] o Hipotese
(13) (k3(a,b) = ¢) = Dem(TO(TT) 71 (13)267)
12/ Definicao de §[(r2(a,b)], Elim(V)
(14) (s2(a,b,c) = d) — Dem({(s2(a,b,c) = d)})

Hipdtese indutiva, Elim(V)

(15) (ra(a, Sb) =~ sy(a,b,ra(a,b))) Férmula (4.20)
(16) (ra(a, Sb) = d) — (s2(a,b,ra(a,b)) =~ d) 15/ 71, T
(17) (ro(a,b) = ¢) — [(ra(a, Sb) =~ d) — (s2(a, b, c) = d)]

16/ 71, T

(18) (ra(a,b) = c) A (ra(a, Sb) =~ d) — Dem({(s2(a,b,c) =~ d)})

38 Considere-se que ry pode ser & ou @.
39 Ver nota 10 na pagina 34.
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14,17/ T
(19) (ro(a, Sb) =~ sa(a,b,ra(a,b))) — (s2(a,b,ra(a, b)) ~ rg(Cé,.Sb()A)J)
(20) (s2(a,b,c) = d) — (ra(a, Sb) ~ d)
15,19/ 71, T
(21) (ra(a,b) = c) — [(sa(a,b,c) = d) — (ra(a, Sb) ~ d)]
20/ 71, T
(22) Dem({(r2(a,b) =c)}) —
— Dem({[(s2(a, b, c) = d) — (rs(a, Sb) =~ d)]}) 21/ Lema 9
(23) Dem({[(sz2(a,b,c) = d) — (ra(a, Sb) = d)|}) —
— [Dem({(sa(a,b.¢) ~ d)}) = Dem({(rala, Sb) ~ d)})]

Lema 8
(24) Dem({(rz2(a,b) = c)}) —
— [Dem({(s2(a,b,c) = d)}) = Dem({(rz(a, Sb) =~ d)})]
22,23/ T
(25) (ro(a,b) = c¢) = Dem({(r2(a,b) = c)})
13/ Definigao de Dem({...})

(26) (ra(a,b) = c) A (ra(a, Sb) =~ d) —

— Dem({(rs(a, Sb) =~ d)}) 18, 24,25/ T
(27) Jz(re(a,b) = x) A (r2(a, Sb) = d) —

— Dem({(rz(a, Sb) = d)}) 26/ Elim(3)
(28) Jz(re(a,b) = x) Ref(=), Elim(3)
(29) (ra(a, Sb) = d) — Dem({(rz(a, Sb Y )}) 27,28/ T

5 @)
29/ Definicao de {...}

(31) F[ra2(a, Sb)] 30/ Intro(V), defini¢ao de F|.. ]
(32) 3[r2(a,b)] 11,12, 31/ Ind
U

Corolario 3 (Condicao HB 3 — 1939, pp.322-36).
Para todo termo recursivo primitivo f(b) cuja inica varidvel livre é
b:
2, (f(b) ~ 0) — JrBew(z,s('(f(a;) =~ 0)1,b))

DEMONSTRAGAO. Conforme vimos na pagina 64, a condi¢ao HB 3
segue-se da proposicao 10. Essa ultima, por sua vez, segue-se do te-
orema 7 com a proposicao 9. E, o teorema 8 com os lemas 6 e 10
implicam no teorema 7.

g

8.3. Lacuna na relacao entre {...} e st.

Seja E/ uma expressao de Z,, cujas varidveis livres sao ai,..., ay.
Ao longo da se¢ao 8.1, vimos como a funcao g-associada de um termo
E pode ser formalizada tanto por {E'} quanto por um termo com st,
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de modo que parece correto que:
Fz, {E} ~ st([EUaﬂ, .. .fan]j(g)‘“, ..2(3)™))

Esse é exatamente o enunciado da proposicao 9. Ele é facilmente
aceito, pois a propriedade aritmética que ele formaliza pode ser demons-
trada sem maiores dificuldades. No entanto, pelo teorema 5, nao po-
demos inferir a proposicao precipitadamente. Para demonstra-la rigo-
rosamente, necessitarfamos conhecer a exata constituigao de st(a, b, c),
incluindo os axiomas de defini¢ao envolvidos. E, conforme vimos acima,
no Grundlagen é afirmada a existéncia de um termo st que formaliza a
funcao st*, mas sem evidenciar a sua exata composicao.

Portanto, a demonstracao da proposicao 9 é uma lacuna na demons-
tragao do Segundo Teorema de Incompletude. Isso afeta a condigao
HB 3, pois, ela participa da demonstragao do corolério 3.

8.4. Lacuna no Lema Auxiliar (Hilfssatz).

A demonstracao do lema 7 foi executada sob a suposicao de que a
férmula (4.18), ¢ fosse teorema. Seja v uma varidvel livre. Recapitu-
lando, a expressao (4.18), ¢ ¢ a seguinte:

Dem(b) — Dem(st(b,"v1,2(3)%)

No Grundlagen (1939, p. 325), ela é simplesmente mencionada
como demonstravel sem maiores explicagoes. Diante disso, acrescenta-
mos uma informacao nova:

o A férmula (4.18), ¢ segue-se da proposigdo 8 com as regras
Intro(3) e Elim(3);

e ¢, consequentemente, a proposicao 8 € uma premissa relevante
tanto para HB 2, quanto para HB 3.

Entretanto, conforme vimos nas segoes 7.1 e 7.2, a proposicao 8 é
uma lacuna no Grundlagen. Logo, assinalamos (4.18),, g5 como sendo
mais uma lacuna, cuja principal consequéncia é afetar a demonstragao
do lema 7 e, por conseguinte, do teorema 8.

8.5. Lacuna na representagao de MP.

O lema 8 consiste em uma formalizacao da regra do Modus Ponnens.
A sua premissa principal esta na linha 1 da sua demonstracao, a saber,
na seguinte férmula:

(4.21) Dem(20(7)*(11)*) A Dem(a) — Dem(b)

Entretanto, essa formula nao é muito explorada no Grundlagen
(1939, p. 327), e sua demonstragao é provavelmente tdo complexa
quanto a de (4.18), ¢ (ver secdo 8.4).

A férmula (4.18),, g6 provém da proposigao 8, de modo que pode ser
entendida como uma representacao da regra de instanciacao. A formula
(4.21) também ¢ a representacao de uma regra nos moldes de (4.18), ¢,
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por isso, pode ser extraida de um enunciado analogo a proposicao 8.
Com as regras Intro(3) e Elim(3), (4.21) pode ser derivado a partir de:

(4.22) Bew(c, 20(7)*(11)") A Bew(d, a) —
— Bew(((c H pzl((ci,)ggx)pZI(a)EBeI(b)EBT)’b)
z<el(d)

A estratégia de demonstracao dessa formula é semelhante a que
vimos na secao 7.2, com as seguintes ressalvas:

e enquanto na demonstracao de (4.18), ¢ temos de considerar a
relacao ®,, a qual se refere a regra de substituicao de variaveis
por termos, na demonstracao de (4.22) devemos nos voltar a
relacao 3, pois essa se refere a regra MP;

e enquanto na demonstragao de (4.18), ¢ temos de explorar
propriedades de st(a, b, ¢), na demonstracao de (4.22) devemos
nos ocupar de propriedades de [ — isso ocorre em virtude de
peculiaridades da formalizacao de cada regra.

Logo, podemos considerar que a lacuna na linha 1 é tao grave quanto
a que temos em (4.18), 5. Consequentemente, o lema 8 é tao inaca-
bado quanto o lema 7, e HB 3 carece de uma demonstragao de (4.22).

9. Uma primeira conclusao sobre o Grundlagen

Para encerrar o capitulo, vamos extrair uma conclusao mais imedi-
ata que podemos obter a partir do que foi visto.

Uma das principais virtudes de Hilbert e Bernays foi ter exposto
claramente as assertivas para a demonstracao do Segundo Teorema de
Incompletude, em particular, aquelas que se tornaram conhecidas como
condigoes de derivabilidade. Além disso, eles ja adiantaram longos
trechos de derivacao para satisfaze-las.

Contudo, conforme foi apontado, o Grundlagen deixa por fazer al-
guns passos. Essas lacunas nao podem ser acusadas de erros, pois
provavelmente elas podem ser resolvidas — embora nao estejam soluci-
onadas, elas aparentam conter propriedades véalidas. Além disso, elas
também nao podem ser vistas como falhas dos autores, pois provavel-
mente o contexto em que o Grundlagen foi publicado nao exigia tantas
mintcias. Trata-se de trechos nao detalhados.

O que deve ser observado é que as lacunas nao sao simplesmente
passos omitidos que podem ser rapidamente realizados pelo leitor. E,
por isso, identificamos nelas um tema relevante a ser investigado.

Em virtude dos teoremas de Gaodel, o sistema Z, ¢ incompleto. Con-
sequentemente, nao ha garantias de que qualquer raciocinio aritmético
possa ser formalizado, e nem de que as conclusoes desse raciocinio te-
nham uma formalizagao correspondente no sistema.

Diante disso, retornamos ao problema dado no inicio do trabalho:
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e Como demonstrar o Segundo Teorema de Incompletude, em
particular, com demonstrar as condi¢oes de derivabilidade?



CAPITULO 5

Revendo as Condicoes de Derivabilidade

Até o momento, vimos diversas condigoes de derivabilidade e te-
cemos diversos comentarios sobre elas. Temos, agora, que reunir as
principais consideracoes, a fim de compreendermos melhor o percurso
que foi realizado.

Desde o capitulo 1, o principal desafio para concluir a demonstragao
do Segundo Teorema de Incompletude tem sido a demonstracao das
condicoes de derivabilidade. O tratamento mais completo que temos a
respeito delas estd no Grundlagen, por isso, na primeira se¢ao, vamos
recapitular as condigoes de derivabilidade que podem ser encontradas
em Hilbert e Bernays. Em seguida, vamos nos voltar para as condicoes
de derivabilidade presentes no trabalho de Shoenfield.

Depois disso, na segao 3, vamos trazer o artigo “Solution of a Pro-
blem os Leon Henkin” de Lob. Nesse texto, o autor utiliza condicoes de
derivabilidade nao para tratar do Segundo Teorema de Incompletude,
mas para resolver um problema de Henkin. No entanto, veremos que a
apresentacao que ele faz delas nos auxilia a entender melhor como elas
estao relacionadas entre si.

Dessa forma, teremos exposto os resultados mais importantes do
presente trabalho. Entao, para encerrar o capitulo e a dissertacao,
vamos relembrar o caminho que percorremos e sintetizar o que podemos
extrair de conclusao.

1. Condigoes de derivabilidade em Hilbert-Bernays

No Grundlagen, poderiamos dizer que as condigoes de derivabili-
dade explicitadas nao sao apenas aquelas que denominamos de HB 1,
HB 2 e HB 3. Particularmente ao longo da demonstracao de HB 3,
encontramos outras propriedades significativas do predicado Bew.

Abaixo, relembramos algumas das propriedades mais notaveis vis-
tas no capitulo 4.

‘HB 1: Para quaisquer férmulas F' e GG, se a demonstrabilidade
de F' é condicao suficiente para demonstrabilidade de G, entao:

- Dem(TF1) = Dem('G'1)

HB 2: + Dem(neg(a)) — Dem(neg(sb(a,b)))

75
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HB 3: Para todo termo recursivo primitivo f(b) cuja unica vari-
avel livre é b:

- (f(b) = 0) — Dem(sb('(f(a;) = 0)1,b))

HB 4: (Hilfssatz — Lema 7)

Para toda férmula demonstravel F':

F Dem({F})

HB 5: (Dem-esquema I — Lema §8)
Para quaisquer formulas F' e G:

Dem({F — G}) AN Dem({F'}) — Dem({G})

HB 6: (Dem-esquema II — Lema 9)*
Para quaisquer férmulas F' e G, se - F' — G, entao:

Dem({F}) — Dem({G})

A propésito dessa lista, cabe ressaltar que nem todas essas propri-
edades sao independentes entre si.

As propriedades HB 4 e HB 5 sao demonstraveis a partir da for-
malizacao de regras de derivagao. Conforme vimos nas segoes 8.4 e 8.5
do capitulo 4, HB 4 provém da proposicao 8, a qual enuncia que uma
representacao da regra de instanciacao é um teorema, enquanto HB 5
¢ uma representacao do Modus Ponnens. Note-se que a proposicao 8
estd no cerne da derivagdo de HB 2 (ver péagina 56). Portanto, HB 2,
HB 4 e HB 5 sao propriedades que poderiam ser agrupadas em uma
mesma categoria, pois elas provém por procedimentos andlogos a partir
da formalizacao de regras de derivacao.

Além disso, HB 4, HB 5 e HB 6 sao premissas empregadas no
Grundlagen para demonstrar HB 3.

Em suma, no Grundlagen, temos as condigoes HB 1, HB 2 e HB 3
para demonstrar o Segundo Teorema de Incompletude. E as demais
estao envolvidas na demonstragao de HB 2 e HB 3.

L'O HB 6 é uma consequéncia imediata da HB 4 com o HB 5. Portanto, ela é
dispensavel na presencga das outras. A razao de a enunciarmos nesse ponto esta no
fato de que a utilizaremos na segao 3.
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2. Condicgoes de derivabilidade em Shoenfield

Em Mathematical Logic, Shoenfield nao chega a destacar as condi-
coes de derivabilidade tal como Hilbert e Bernays fizeram no Grundla-
gen. No entanto, na sua demonstracao do Segundo Teorema de Incom-
pletude, é possivel identificar algumas condigoes de derivabilidade, as
quais sao as seguintes:

SH 1: Para toda R-sentenga ("
- C — Dem('C'T)

SH 2: Para quaisquer férmulas C' e A, se - = A segue-se de - C,
entao:

- Dem('C'1) — Dem(neg('A1))

SH 3: Seja C'ons uma sentenca que expressa a consisténcia. Para
qualquer férmula A:

F Dem(' A1) A Dem(neg('A1)) = =Cons

Na secao 3 do capitulo 3, vimos que SH 1 é um caso de R-com-
pletude formal. Por isso, vamos destacar essa propriedade como sendo
uma das condicoes de derivabilidade fundamentais no trabalho de Sho-
enfield.

e R-Completude formal (Teorema 4):
Para toda R-férmula F"

- F — Dem({F})

A formulagao da R-completude formal é muito parecida com a da
condicao HB 3, salvo que nesta faz-se referéncia a termos recursivos
e naquela a R-formulas. A propdsito, se demonstrassemos que, para
todo termo recursivo primitivo t, (t ~ 0) é demonstrativamente equi-
valente a uma R-férmula, poderiamos concluir que a condi¢ao HB 3 é
equivalente a um caso particular da R-completude.?

Mas, nem toda R-férmula é demonstrativamente equivalente a uma
férmula recursiva. Em particular, a negacao de uma férmula de Godel
¢ demonstrativamente equivalente a uma R-férmula, mas nao é de-
monstrativamente equivalente a uma férmula recursiva.® Logo, a R-
completude é mais abrangente do que a condicao HB 3.

2 Com procedimentos orientados por Shoenfield (1967, §6.2) junto com os lemas
lemas 1 e 2, poderfamos demonstrar que, para todo termo recursivo primitivo t, a
igualdade (t ~ 0) é demonstrativamente equivalente a uma R-férmula de AP. Esse
fato ja seria suficiente para mostrar uma versao de HBB8 3 em AP.

3 Na demonstracao do teorema 3, foi dada a R-formula C, que é demonstra-
tivamente equivalente a negacao de uma féormula de Godel. E, se a negacao de
uma férmula de Godel fosse demonstrativamente equivalente a uma férmula recur-
siva, entao, pela Yi-completude, ela seria demonstravel, o que é impossivel em um
sistema consistente.
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Entretanto, pelo que vimos nos dois ultimos capitulos, o desenvolvi-
mento de uma demonstragao para HB 3 encontra-se mais detalhado no
Grundlagen do que a prova da R-completude formal no Mathematical
Logic.

Com respeito a SH 2 e SH 3, apesar de nao serem analisadas por
Shoenfield, podemos apresentar uma solugao para elas. A condic¢ao
SH 2 pode ser derivada a partir H13 1 e a igualdade (T-a! ~ neg(fA1)).
Essa igualdade pode ser obtida por Xg-completude. Assim, o problema
de demonstrar SH 2 pode ser reduzido ao problema de demonstrar
HB 1.

Com uma ligeira alteragao da caracterizacao da férmula da teoria
que representa a propriedade de consisténcia, a condi¢ao SH 3 torna-se
um mero caso de aplicacao de regras logicas. Expliquemos melhor esse
ponto. Como vimos antes, Shoenfield considera, para efeitos de for-
malizacao, a caracterizacao da consisténcia como sendo a existéncia de
férmulas indemonstréaveis (equivalentemente, que nem tudo é demons-
trado). Ora podemos caracterizar a consisténcia também como a néo
existéncia de uma férmula tal que ela e sua negacao sao demonstraveis.
Assim, se formalizarmos essa ultima caracterizagao, C'ons torna-se a
formula —=3x[Dem(x) A Dem(neg(z))],* e nesse caso a condigdo SH 3 é
a seguinte:

Dem('A1) A Dem(neg('A1)) — ==3z[Dem(z) A Dem(neg(z))]

Essa expressao ¢ um teorema facilmente demonstravel com as regras
Intro(3) e T.

3. A lista de Lob

Em “Solution of a Problem of Leon Henkin”, L.ob apresentou uma
lista de cinco condicoes de derivabilidade. Quatro delas extraidas dire-
tamente do Grundlagen, e uma quinta derivada de duas dessas. Com
elas, obteve um resultado que é conhecido como o Teorema de Lob,
o qual pode ser considerado uma sexta condicao de derivabilidade.
Abaixo, reapresentamos a lista:

Lob-I: ‘HB 5.

Lob-1I: Uma variacao de HB 1 ou uma versao mais forte de
HB 6:
e Para quaisquer férmulas F e GG, tais que G pode ser deri-
vada a partir de F':

= Dem({F}) — Dem({G})

4 Por curiosidade, note-se que —~3z[Dem(z) A Dem(neg(x))] é uma variacao de
um modo como Hilbert e Bernays representam a consisténcia (ver teorema 6).
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Lob-111: HB 3.
Lob-IV: HB 4.

Lo6b-V: Para toda formula F":
F Dem({F}) = Dem({Dem({F})})

Teorema de Lob: Para toda formula F:
e sc - Dem({F}) — F, entao - F

Essa lista deu origem as condigoes D1, D2 e D3. O que se pode
conferir é que essas condigoes, embora sejam suficientes para obter o Se-
gundo Teorema de Incompletude, sao mais fracas do que as enunciadas
por Lob:

e A condigdo D1 é um caso notavel de HB 4.
e A condigdo D2 é um caso notavel de HB 5.
e A condigao D3 é um caso notavel de Lob-V.

Acontece que D1, D2 e D3 sao formuladas com expressoes da
forma [F'1, ao passo que HB 4, HB 5 e a condicio Lob-V contém
expressoes da forma {F'}. Essas trés tltimas condigoes, na verdade,
correspondem a D1’, D2’ e D 3.

No mais, cabe reparar que os quatro primeiros itens da lista sao
premissas para os dois tltimos, conforme veremos a seguir.

3.1. Comentario a Lob-V.
Lob deriva sua quinta condicao a partir de enunciados contidos no
Grundlagen. Isso pode ser conferido no teorema a seguir.

Teorema 9 (Condicao Lob-V pelo Grundlagen — Lob, 1955).
Em uma teoria que satisfaz HB 3 e HB 6, a condi¢cao Lob-V pode
ser demonstrada, ou seja, para toda formula F:

F Dem({F}) — Dem({Dem({F})})

DEMONSTRAGAO. Para quaisquer expressoes E, v, t, seja {E}Y /¢
o resultado da substituicdo de v por t em {E}. Repetimos a demons-
tracao de Lob. Sejam F' e G(a) férmulas.

Lembremos que, no Grundlagen, Bew(a,b) é uma abreviagao da
igualdade (bew(a,b) ~ 0). A férmula Bew(a,b) poderia ser tratada do
mesmo modo em AP, ou melhor, em uma extensao recursiva de AP
na qual inclui-se o termo bew(a, b). Assim, consideremos que Bew(a, b)
é (bew(a,b) = 0).

Seja br(a) o termo bew(a, { F'}). Isso significa que Jx(bp(z) & 0) é
a formula Dem({F'}). Dado isso, derivamos:

(1) G(a) — FzG(x) Intro(3)
(2) Dem({G(a)}) = Dem({3zG(z)}) 1/ HB 6
(3) xDem({G(a)}*/.) = Dem({3x2G(zx)}) 2/ Elim(3)
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(4) FxDem(({bp(a) = 0)}*/,) — Dem({3x(bp(z) ~ 0)}) B
B 3/ Considerando G/(a) como (br(a) ~ 0)

(5) Jx(bp(x) = 0) = JxDem((bp(a) = 0)*/,)
HB 3, Elim(3), Intro(3)

Q

(6) Jz(bp(x) ~ 0) = Dem({3z(bp(x) = 0)}) 4,5/ T
(7) Dem({F}) — Dem({Dem({F})}) 6/ Definigao de bp
U

A partir desse teorema, a condicao Lob-V — e, por conseguinte,
a condicao D 3 que queriamos demonstrar desde o capitulo 1 — pode
ser derivada a partir das condigoes do Grundlagen. Ha pouco, comen-
tamos que a R-completude formal é mais abrangente do que HB 3.
Mas, se Lob-V pode ser obtida apenas com HB 3, podemos dispensar
enunciados mais abrangentes para concluir a demonstracao do Segundo
Teorema de Incompletude de Godel.

A propésito, algo digno de nota sobre Lob-V é o fato de dispensar
SH 1. No passo 2 da demonstragao de Shoenfield para o Segundo
Teorema de Incompletude (teorema 3), a condicao SH 1 é empregada
para obter a férmula F C' — Dem('C'1). Pelo teorema a seguir, a
mesma férmula pode ser obtida a partir das condigoes Lob-V e HB 6.

Teorema 10.
Seja A(b) a formula =Dem(st(b,/b1,2(3)))).?
Seja C uma R-sentenca tal que ~A(TA(b)1) « C.
Se as condigoes Lob-V e HB 6 sao vdlidas, entdo:

- C — Dem('CT)
DEMONSTRACAO. Pela condicao Lob-V, temos que:
= Dem({A(b)}) = Dem({Dem({A(b)})})

Pela proposicao 9, podemos obter que:
= ({AWD)} = st(TAD) L6 T1,2(3)")
Assim, pela Lei(=):
= Dem(st("A(b) 1,16 1,2(3))) — Dem({Dem(st("A(b) 1T b1,2(3)))})
Além disso, temos a seguinte tautologia:
(5.1) F Dem(st(TA(B)1101,2(3)%)) < —A(b)
Dessas duas tltimas féormulas derivamos tautologicamente que:
- =A(b) — Dem({Dem(st("A(b) 1, 61,2(3)°))})
E, de (5.1) com a condi¢ao HB 6:

(5.2) F Dem({Dem(st('AD) ", p!,2(3)"))}) > Dem({—~A(b)})

% Note-se que A(b) é uma férmula de Godel.
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Das férmulas logo acima, segue-se tautologicamente que:
F—=A(b) — Dem({—A(b)})

Substituindo as ocorréncias da varidvel b na formula acima e em
(5.1), derivamos que:®

- ~A(AB) 1) > Dem({~A('A®) )}
Conforme o que assumimos para C":
—ATAB) ) & C
E, pela condi¢ao HB 6:
Dem({~A('A(b))}) & Dem({C})

Das trés ultimas férmulas, derivamos a seguinte consequéncia tau-
tologica:

FC — Dem({C})

Uma vez que C' é uma sentenga, {C'} é um termo sem varidveis
livres e, por Xg-completude, temos que:

F{cy=loh
Assim, pela Lei(~):
- C — Dem('C'T)
O

Isso significa que a R-completude formal é dispensdvel nao apenas
para obter D3, mas também SH 1. Portanto, o Segundo Teorema
de Incompletude pode ser demonstrado tanto com D 3, quanto com
SH 1, e essas condigoes podem ser derivadas a partir de propriedades
enunciadas por Hilbert e Bernays.

3.2. Comentario ao Teorema de Lob.

O Teorema de Lob foi apresentado no artigo de 1955 com o propdsito
de resolver um problema dado por Henkin, a saber, se a sentenca que
representa a sua propria demonstrabilidade é demonstravel. Ora, uma
tal sentenca satisfaz o antecedente do Teorema de Lob e, portanto, é
demonstravel.

No contexto do nosso trabalho, devemos reparar que o Segundo
Teorema de Incompletude é um caso do teorema de Lob.

(1) Teorema de Lob: para toda férmula F:
e se - Dem({F}) — F, entao - F.
(2) Portanto, um dos casos do teorema é o seguinte:
e se - Dem({(0~1)}) = (0~ 1), entao - (0 ~ 1).
(3) Dizer que - (0 ~ 1) é o mesmo que dizer que o sistema ¢é
inconsistente.

6 Note-se que rA(b)W e b1 sdo termos nos quais nao ocorrem a varidvel b.
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(4) Portanto, se o sistema é consistente, entao Dem({(0 ~ 1)}) —
(0 ~ 1) nao é demonstravel.

(5) Note-se que, um modo de expressar formalmente a consisténcia
é através da féormula =Dem({(0 ~ 1)}).

(6) Numa teoria formal da Aritmética de Peano, nao é dificil obter
que:

F (Dem({(0 ~1)}) = (0~ 1)) < =Dem({(0 ~ 1)})
Assim, (Dem({(0 =~ 1)}) —

pressar a consisténcia.

(7) Logo, segue-se o Segundo Teorema de Incompletude: se o
sistema € consistente, entao a sentenca que expressa a con-
sisténcia nao é demonstravel.

(0 =~ 1)) é um modo de ex-

O Teorema de Lob é uma via de demonstracao do Segundo Teorema
de Incompletude. Note-se que ela nao passa pela formalizacao de parte
do Primeiro Teorema de Incompletude. No entanto, nao esta distante,
pois tanto essa formalizacao quanto o Teorema de Lob estao sob as
mesmas condicoes de derivabilidade.

O Teorema de Lob, no artigo de 1955, segue-se da lista de condic¢oes
de Lob-I a Lob-V. No entanto, repare-se que podemos derivar o teorema
apenas com Lob-IV e HB 1.

(1) Dem({F}) — F Suposigao
(2) Existe uma férmula G para qual se demonstra:
G < (Dem({G}) — F) Lema da Diagonal”
(3) Se F G, entao = F. Pois:
(a) G Suposicao.
(b) Dem({G}) — F 2,3a/ T
(c) Dem({G}) 3a/ Lob-1V
(d) F 3b, 3¢/ T
(4) Dem({G}) — Dem({F}) 3/ HB 1
(5) Dem({G}) — F 1,4/ T
(6) G 2,5/ T
(7) Dem({G}) 6/ Lob-1V
(8) F 57/ T

Essa derivagao segue o mesmo raciocinio de Lob, com a diferenca
de que, obtivemos a linha 4 a partir de HB 1, enquanto o autor obteve
a partir de sua lista de condigoes.

Por fim, vale a comentar uma curiosidade. No capitulo 2, expres-
samos a completude formal nos seguintes termos:

" Pelo lema da diagonal, podemos construir uma sentenca G tal que:
-G« (Dem('G1) = F)

Visto que G é uma sentenca, temos que -l G’ ~ {G} e, portanto:
FG <+ (Dem({G}) —» F)
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e para toda formula F:
HF — Dem({F})

De modo andalogo, poderiamos entender que a correcao formal con-
siste na seguinte propriedade:

e para toda formula F:
F Dem({F}) — F

Desse modo, o Teorema de Lob evidencia que nao é possivel de-
monstrar uma correcao formal.

4. Condicoes de derivabilidade e o Segundo Teorema

Dado o que foi exposto ao longo de todo o trabalho, podemos desen-
volver algumas conclusoes sobre a demonstracao do Segundo Teorema
de Incompletude.

No primeiro capitulo, vimos que, segundo uma estratégia sugerida
por Godel, o Segundo Teorema pode ser obtido a partir da demons-
tragao de duas formulas, a saber:

(5.3) G < -Dem('gh
(5.4) Conse — —Dem('G1)

A primeira delas pode ser demonstrada a partir do Lema da Di-
agonal, empregando recursos que ja sao usuais na demonstracao dos
teoremas de incompletude. Com respeito a segunda, vimos um argu-
mento de Smorynski, com o qual ela é derivada a partir de D1, D2
e D 3. Assim, o problema da demonstracao do Segundo Teorema esta
em demonstrar essas condicoes de derivabilidade.

A condicao D1 é um caso da X -completude, mas D2 e D3 nao
sao tao facilmente demonstraveis. Ao final do capitulo 1, comentamos
que, sendo D 3 uma certa formalizacao de D 1, poderiamos tentar de-
monstra-la formalizando a Y;-completude, e que tal formalizagao pro-
vavelmente envolveria a formalizacao de regras de derivacao. Assim,
D 2 estaria vinculada a D 3, pois D2 é a formalizacao de uma dessas
regras, o Modus Ponnens.

Algumas cogitagoes com respeito a um certo modo de formalizar a
completude nos fizeram sugerir, no capitulo 2, que uma estratégia para
demonstrar D 3 consiste na demonstracao de uma propriedade mais
forte, a saber, a ¥;-completude formal (ndo apenas para 3;-sentencas,
mas para quaisquer %;-férmulas).

No capitulo 3, vimos que basta um caso da X;-completude formal
para concluir o Segundo Teorema de Incompletude. Shoenfield demons-
trou o teorema a partir das condi¢oes SH 1, SH2 e SH 3. A estratégia
empregada por ele foi a mesma sugerida por Godel, demonstrou que a
sentenca que representa a consisténcia implica em uma férmula inde-
cidivel (ver teorema 3).
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Shoenfield nao expos a demonstracao de SH 2, mas acima vimos
que pode ser obtida a partir de HB 1. A condigao SH 3 pode ser
mais facilmente resolvida ao mudarmos o modo como caracterizamos a
representacao da consisténcia, isso também foi mostrado ha pouco.

Com respeito a SH 1, trata-se de uma condicao que foi obtida por
Shoenfield partir da R-completude formal. Comentamos na segao 1.2
que tratar de demonstragoes com R-féormulas pode evitar certas dificul-
dades que surgem ao lidar com X;-férmulas. A R-completude formal
mostrou-se um caso da >;-completude formal suficiente para derivar
SH1 e permitir a conclusao do Segundo Teorema de Incompletude.
No entanto, vimos que Shoenfield deixou apenas o esboco da demons-
tracao da R-completude formal.

No capitulo 4, examinamos como Hilbert e Bernays apresentaram
as condicoes de derivabilidade para o Segundo Teorema de Incomple-
tude. A estratégia que eles empregam também é a mesma sugerida
por Godel, a saber, demonstrar que a expressao que representa a con-
sisténcia implica em uma férmula indemonstravel.

Visto que eles desenvolveram muitos detalhes sobre como demons-
trar HB 1, HB 2 e HB 3, o capitulo 4 dedicou-se a descrever os prin-
cipais passos dados por eles. A exemplo da complexidade que foi esse
trabalho, podemos considerar que a demonstracao das condicoes de
derivabilidade, pelas vias que consideramos nessa dissertagao, ¢ uma
tarefa um tanto quanto intrincada. Nesse sentido, considerar que cer-
tas condigoes de derivabilidade sao formalizag¢oes dbuvias (e, portanto,
demonstraveis) é uma atitude precipitada.

As condicgoes evidenciadas por Hilbert e Bernays foram inicialmente
HB 1, HB 2 e HB 3. Mas, acima, vimos que outras propriedades ex-
postas no Grundlagen também podem contar como condigoes de de-
rivabilidade. Um estudo tal como o que fizemos no capitulo 4, revela
que a maioria dessas condigoes estao relacionadas entre si conforme
comentamos na se¢ao 1 logo acima.

Quatro das condigoes de Hilbert e Bernays estao presentes na lista
de Lob de modo evidente. A condicao Lob-V pode ser derivada a
partir das condicoes de HB 3 e HB 6, conforme vimos no teorema
9. Note-se que Lob-V é a condicao D 3’, de onde se deriva D3. A
condi¢ao HB 5 é D 2’, de onde se deriva D 2. Portanto, as condicoes de
derivabilidade presentes no Grundlagen sao suficientes para concluir o
argumento de Smorynski para demonstrar a férmula (5.4). Portanto, as
condicoes de derivabilidade de Hilbert e Bernays permitem nao apenas
a demonstracao do Segundo Teorema tal como vimos no capitulo 4,
mas também como vimos no capitulo 1.

As condicoes de derivabilidade de Hilbert e Bernays também per-
mitem demonstrar a condicao SH 1, conforme vimos no teorema 10.
Visto que ja apresentamos solugoes para SH 2 e SH 3, podemos con-
siderar que o argumento de Shoenfield para demonstrar o Segundo
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Teorema de Incompletude pode ser concluido a partir das condigoes de
derivabilidade do Grundlagen.

Além disso, as condi¢oes de derivabilidade de Hilbert e Bernays
também permitem derivar o Segundo Teorema de Incompletude de um
outro modo. Com elas, é possivel obter o Teorema de Lob e, acima,
vimos que este implica a indemonstrabilidade de uma expressao que
representa a consisténcia.

Entretanto, ao longo do capitulo 4, vimos que, na apresentacao que
Hilbert e Bernays fazem da demonstracao das condicoes de derivabili-
dade, ha algumas lacunas. De um modo geral, podemos dizer que essas
lacunas decorrem do fato de que detalhes da formalizacao de operagoes
aritméticas ou da representacao de propriedades sintaticas das demons-
tragoes nao estao expostos. Conforme comentamos, cada lacuna nao se
resolve trivialmente e, portanto, constitui um tema a ser investigado.

Assim, se pretendemos construir uma demonstracao completa do
Segundo Teorema de Incompletude, temos de resolver detalhadamente
a R-completude de Shoenfield, ou as condigoes de derivabilidade de
Hilbert e Bernays.
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APENDICE A

Regras de Derivagao

As teorias formais consideradas no presente trabalho possuem as
regras de derivacao descritas logo abaixo.
. ~ f . .
Para quaisquer expressoes F, t, g, escrevemos I/, para indicar a
substituicao de toda ocorréncia de f por g em E.

Taut: Consideremos as nogoes usuais de tautologia e de con-
sequéncia tautologica.
Se G é uma férmula tautologica, entao:

FG
Se G é uma consequéncia tautolégica de Hy, ..., H,, entao:
Hy,...,H,FG

Intro(Y): (Introdug¢io de V) Para quaisquer férmulas Hi,.. .,
H, 1 e G, para qualquer variavel livre a, tais que a nao ocorre
Hy,. .., Hy,s¢e H...H,F H,,; — G, entao:

H,.. H, H Hn+1 —>V$Ga/$

Elim(Y): (Eliminagao de V) Para toda férmula VaG e para todo
termo t:

FVzG(x) = G* /4

Intro(3): (Introdugao de 3) Para toda férmula G e para todo
termo t:

-G — 32GY/,

Elim(3): (Eliminacdo de 3) Para quaisquer férmulas Hi,. ..,
H, .1 e G, para qualquer variavel livre a, tais que a nao ocorre
Hl;- ey Hn+1’ se H1 C. Hn FG— HnJrl, entao:

H.. H,F El[L’Ga/x — Hn+1

Sub(/¢): (Substitui¢ao de varidveis) Seja a é uma varidvel que
nao ocorre em Hy,..., H,; e, seja t um termo. Se Hy,..., H,
G(a), entao:

Hy,...,H,FG(t)

Sub(¥"/_3): Para toda férmula G:

- Ve-G*/, + 232G/,
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Replace: Para quaisquer férmulas G, H; e Hy, se G /y, é
uma férmula que resulta da substituicao de pelo menos uma
ocorréncia de Hy por Hy em G e , entao:

G,(H, + Hy) - G /y,

E, dizemos que uma teoria formal contém uma formalizacao da A-
ritmética de Peano em Primeira Ordem, se ela contém as seguintes
regras de derivacao:

Lei(=): (Lei de identidade — incongruéncia) Se G*/, é o resul-
tado da substituigao de uma ou mais ocorréncias de a por b
em G, entao:

Faxb) = (G— G*/y)
(a=b)F(G—G/y)
G,(a~b)F G/,

Ref(~): (Reflexividade da identidade) Para todo termo t:

F(t~t)
Sim(=): (Simetria da identidade) Para quaisquer termos t; e
tgl
H (tl ~ tz) — (t2 ~ tl)
Apl: F—(0 =~ Sa)
Ap2: - (Sa = Sb) — (a =~ b)
Ap3: F (a®0~a)
Ap4: F (a® Sb~ S(a® b))
Ap5: F (a®0~0)
Ap6: F(a®Sb~a® (a®b))

Ind: (Esquema de Indugdo) Para toda férmula F'(a):
F F(0) — {Vz[F(z) = F(Sz)]

A propoésito do esquema de inducao, evidenciamos abaixo que ele é
uma regra de derivagao no sistema Z,,, o qual foi descrito na secao 3
do capitulo 4.

(1) =F(a) = =F(py=F(y)) i
(2) (0= py=F(y)) = [F(0) = F(uy—F(y))] Z1
(3) Va[F(z) = F(Sx)] — [-F(Sb) — —F(b)] Elim(V), T
(4) =£(b) = (ny—=F(y) < Sb) iz
(5) (ny=F(y) < Sb) = Vr=(py—~F(y) ~ Sb @ ) Z9
(6) (1y—F(y) < Sb) = ~(puy~F(y) = Sb& 0) 5/ Elim(V), T
(7) (Sb& 0 ~ Sb) 75
(8) (ny—=F(y) < Sb) = =(my~F(y) =~ Sb) 6,7/ 21, T
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(9) =£(b) = =(uy,~F(y) = Sb) 4,8/ T
(10) (py=F(y) = Sb) = [~F(uy~F (y)) = —F(S0)] Z1
(11) =F(py=F(y)) AVa[F(z) = F(Sz)] = = (1, ~F(y) = Sb)

3,9,10/ T

(12) =F(py—F(y)) AVz[F(z) — F(Sz)] — Vm—'(,uy—'Fl(jg} ? S:vzv)
ntro
(13) ~F(j1y~F(y)) AValF(z) = F(S2)] - ~Ta(,~F(y) ~ Sx)
12/ Sub(""/_3)

(14) =(0 & py=F(y)) = Jx(py=F(y) = Sz) 74
(15) =~F(uy=F(y)) ANVa[F(x) = F(Sz)] = (0 = py=F(y))

13,14/ T
(16) F(0) AVz[F(z) — F(Sx)] — F(a) 1,2,15/ T
(17) F(0) AVz[F(z) — F(Sx)] — VaF(z) 16/ Intro(V)






APENDICE B

Lista de Enunciados
Proposicoes

>0-COMPLETUDE
Seja F uma teoria formal da Aritmética Recursiva.
Para toda Y-sentenca G-

(1) se G é verdadeira em N, entao - G;
(2) se G é falsa em N, entao Fx —G.

Ver pagina xii.

>1-COMPLETUDE
Seja F uma teoria formal da Aritmética Recursiva.
Para toda Y;-sentenca G-

e se (G é verdadeiro em N, entao Fr G.

Ver pagina wii.

PROPOSIGAO 1. (Primeiro Teorema de Incompletude)
Existe uma sentenca G de C, tal que:

(1) se o sistema C ¢ consistente, entdo G nao é demonstravel em
C;

(2) se o sistema C é w-consistente, entdo =G nao é demonstravel
em C.

Ou seja, se C é w-consistente, entao C contém uma sentenca indecidivel.
Ver pdgina 3.

PROPOSIGAO 2. (Segundo Teorema de Incompletude)

Seja Conse uma férmula de C que representa adequadamente a con-
sisténcia de C.

Nessas condigoes:

e se C ¢ consistente, entao C'onse nao é demonstravel em C.
Ver pdagina 4.
PROPOSICAO 3.
Para toda sentenca F"

Fe F'— Dem('F1)
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Ver pdgina 12.
PROPOSICAO 4.
Para toda Y-sentenca F"
Fe F'— Dem('F1)
Ver pagina 12.
PROPOSICAO 5.
Para toda ¥;-sentenca F"
e F — Dem("FT)
Ver pagina 14.

PROPOSICAO 6.
Para toda ¥;-férmula F*:

e F'— Deml[F|
Ver pdgina 17.
PROPOSICAO 7.
Para toda R-férmula F"
F F — Dem|[F]
Ver pagina 25.

PROPOSICAO 8.
Para toda variavel livre v:

st(b,v,2(3)¢ 5/3\¢
2, Bew(a,b) — Bew(a pefga)EBT( ) st(b,v,2(3)%))

Ver pagina 56.
PROPOSICAO 9.

Para todo termo ou férmula F cujas variaveis livres sao ay,. . ., a,.

Fz, {E} ~ st(Eay !, La,1,2(3)2,...2(3)™))

Ver pdgina 63.

PROPOSIGAO 10

Para todo termo recursivo primitivo f cujas tnicas variaveis livres
Sa0 aq,. .., Qn:

Fz, (f= D) —
— JeBew(z,st(((F~ b) 1l a1, Ta, 1,2(3), ..., 2(3)™)
Ver pdgina 63.
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Lemas

LEMA DA DIAGONAL
Para toda férmula F(a), existe uma sentenca G tal que:

e G+ F(la
Ver pdgina 4.

LEMA 1.

Se AP’ é uma extensao recursiva de AP, entao toda férmula exis-
tencial de AP é demonstrativamente equivalente a uma R-férmula de
AP.

Ver pdgina 20.

LEMA 2.
Se AP’ é uma extensao recursiva de AP, entao toda R-férmula de
AP’ é demonstrativamente equivalente a uma R-férmula de AP.
Ver pagina 20.

LEMA 3.

Seja F uma teoria que satisfaz as condicoes A e B.

Se F ¢ consistente, entao a formula HB-Godel nao é demonstravel,
ou seja, a seguinte expressao nao é demonstravel:

—Bew(a, sb(l~Bew(a, sb(ay, a;) Il =Bew(a,sb(ay,a1) )

Ver pdgina 51.

LEMA 4.
Seja F uma teoria que satisfaz as condicoes A, B, HB 1, HB 2 e
HB 3.
Seja k o nimero de Godel de —=Bew(c, sb(ay, ay)).
Seja Cons a seguinte férmula: —[JzBew(z, a) A JzBew(x, neg(a))].
Nessas condigoes:

e se Fr Cons, entdo Fr —=Bew(c,! -Bew(c,sb(k, k)) )
Ver pagina 32.

LEMA 5.
Seja F uma teoria consistente que satisfaz as condigoes A e B. Exis-
tem dois termos recursivos primitivos t; e to tais que:

e (t; = ty) é uma igualdade verdadeira em N;
e (t; =~ t3) ndo é demonstravel em F.
e ¢, um dos termos contém pelo menos uma variavel livre.

Ver pdgina 33.



98 B. LISTA DE ENUNCIADOS

LEMA 6.
Para todo termo recursivo primitivo t, existe um termo normal
recursivo r tal que:
l_Zu (t ~ I')

Ver pdgina 66.

LEMA 7.
Para toda férmula demonstravel F'(ay,...,a,):
Fz, Dem(st(...(st(F(ay,... can), a1,2(3)0), .. e, 1,2(3)7))
Fz, Dem({F(ay,...,an)})

Ver pdgina 66.

LEMA 8.
Para quaisquer formulas F' e G:

Dem({F — G}) A Dem({F}) — Dem({G})
Ver pdgina 67.

LEMA 9.
Para quaisquer formulas F' e G:

e Se I—ZM F — G, entao:

Dem({F}) — Dem({G})
Ver pagina 67.

LEMA 10.
Para quaisquer termos tq(a) e ta(a):

o se |—~Zu (ti(a) = ta(a)) e bz, (t1(a) = 0) = Dem({ti(a) ~ 0}),
entao:

2, (ta(a) ~ 0) = Dem({ts(a) ~ 0})
Ver pagina 67.

Teoremas

TEOREMA 1.
A propriedade “x € numero de Gddel de uma formula verdadeira em
N” nao pode ser formalizada em uma teoria consistente da Aritmética.
Ver pdgina 11.
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TEOREMA 2.
Para todo dominio de férmulas A:

e C é A-saturado se, e somente se, C é formalmente A-saturado.

Ver pagina 135.

TEOREMA 3.
Suponhamas que as condigoes SH 1, SH 2 e SH 3 sao validas.
A férmula que representa a consisténcia de AP nao é demonstravel
em AP.
Ver pagina 22.

TEOREMA 4.
Sejam vy,..., v, as n primeiras variaveis livres da linguagem. Para
toda R-formula D, cujas variaveis livres estao dentre as n primeiras:

Fap D — Dem(S('D1 vy,... vy))
Ver pagina 24.

TEOREMA 5.
Existe uma férmula F' e um termo t tais que:

e Dem(t) — F é verdadeira em N, porém nao é demonstravel.

Ver pagina 26.

TEOREMA 6.
Seja F uma teoria que satisfaz as condicoes A, B, HB 1, HB 2 e

HB 3.
Em F, a seguinte férmula nao é demonstravel:

—[JxBew(z, a) A JxBew(x, neg(a))]
Ver pdgina 33.

TEOREMA 7.
Para todo termo recursivo primitivo f:

Fz, (f~b) — JzBew(z, {(f = D)})
Ver pdgina 65.
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TEOREMA 8
Para todo termo normal recursivo t :
2z, 8 [t]
Ver pagina 68.
TEOREMA 9.

Em uma teoria que satisfaz HB 3 e HB 6, a condi¢ao Lob-V pode
ser demonstrada, ou seja, para toda formula F':

= Dem({F}) = Dem({Dem({F})})
Ver pagina 79.

TEOREMA 10.
Seja A(b) a férmula —~Dem(st(b,[ b1,2(3)))).
Seja C' uma R-sentenca tal que =A(TA(b)1) < C.
Se as condigoes Lob-V e HB 6 sao validas em Z,, entao:

- C — Dem('CT)
Ver pagina 80.

Corolarios

COROLARIO 1.
C é completo se, e somente se, C é formalmente completo.
Ver pdagina 14.

COROLARIO 2.
C é Yp-completo se, e somente se, C é formalmente >y-completo.
Ver pdgina 14.

COROLARIO 3.
Para todo termo recursivo primitivo §(b) cuja tinica variavel livre é
b:
2, (F(b) ~ 0) — JzBew(z,s('(f(A1) = 0)1,0))
Ver pagina 71.
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