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Resumo

Mostraremos de duas maneiras diferentes (uma delas usando o Teorema da Base

Normal e a outra não) que se um corpo L é uma extensão finita um corpoK eG é um

subgrupo dos K-automorfismos de L, então L é um K[G]-módulo à esquerda livre

com exatamente [LG : K] geradores. Mais ainda, se c(K) 6= 2 e N é o fecho normal

de L/K com [N : K] ı́mpar, então conseguimos dar uma interessante estrutura de

espaço quadrático a L.

Esta dissertação foi elaborada com base no artigo de P. Lundström: “Galois Mo-

dule Structure Of Fields Extensions”, International Eletronic Journal Of Algebra,

2007.



Abstract

We will show in two different ways (one using the Normal Basis Theorem and

the other not) that if a field L is a finite extension of a field K and G is a subgroup

of K-automorfisms of L, then L is a free left K[G]-module with exactly [LG : K]

generators. Moreover, if c(K) 6= 2 and N is the normal closure of L/K with [N : K]

odd, then we can give an interesting structure of quadratic space to L.

The subject of this dissertation is based on P. Lundström’s paper: “Galois Mo-

dule Structure Of Fields Extensions”, International Eletronic Journal Of Algebra,

2007.
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Introdução

Neste trabalho mostraremos por dois métodos independentes que se L/K é uma

extensão finita de corpos e G é um subgrupo dos K-automorfismos de L, então L é

um K[G]-módulo à esquerda livre com exatamente [LG : K] geradores.

No primeiro método, feito na Seção 3.1, usamos uma demonstração relativa-

mente simples, que pode ser facilmente entendida por qualquer um que conheça o

Teorema da Base Normal, abordado no Caṕıtulo 2. Este teorema é de vital im-

portância para o método e é pouco abordado na literatura, sendo quase sempre

remetido ao caso em que o corpo é infinito. Aqui, faremos ambos os casos e este

caṕıtulo depende apenas da Seção 1.1 e de um pequeno conhecimento sobre álgebra

linear.

No segundo método usamos uma demonstração mais elaborada, constrúıda ao

longo de toda a Seção 3.2. Este método é totalmente independente do Teorema da

Base Normal, podendo-se entendê-lo apenas usando as Seções 1.1 e 1.3 e resultados

básicos sobre o produto tensorial entre módulos. Para resultados importantes sobre

o produto tensorial de módulos, recomendamos a leitura de [11] ou [1].

Em decorrência desta segunda demonstração, no Caṕıtulo 4 conseguimos dar a

L uma interessante estutura de K-espaço quadrático, usando a forma traço descrita

na Seção 1.2. É de grande importância que o leitor compreenda o tema abordado
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na Seção 1.4 que, juntamente com as Seções 1.2 e 3.2 são os alicerces para um total

entendimento do resultado final.

Optamos por colocar vários resultados da teoria de Galois para que o leitor se

familiarize com os conceitos, que serão usados ao longo de todo este trabalho.

As preliminares incluem resultados, com e sem demonstrações, que são ne-

cessários para os caṕıtulos seguintes. No intuito de não tornar o texto excessi-

vamente volumoso, optamos por apresentar apenas aquelas demonstrações que não

exigissem uma quantidade muito grande de pré-requisitos. Para as demonstrações

omitidas, o leitor é remetido à bibliografia.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo falaremos um pouco sobre Teoria de Galois, Teoria de Módulos

e Formas Quadráticas. Isto nos dará um embasamento para entendermos mais

facilmente os caṕıtulos seguintes.

1.1 Um pouco da Teoria de Galois

A teoria de Galois será de fundamental importância para o contexto geral deste

trabalho. Tentamos encaixar os resultados da melhor forma posśıvel para que o

leitor se familiarize com a teoria.

Dizemos que um corpo L é extensão de um corpo K (ou que L estende K) se

K for um subcorpo de L. Vamos denotar essa extensão por L/K.

Vamos chamar de grau da extensão L/K à dimensão de L como K-espaço ve-

torial. Denotaremos este grau por [L : K].

Teorema 1.1.1. Se L é uma extensão de K e F é uma extensão de L, então

[F : K] = [F : L][L : K], mesmo quando alguma destas dimensões é infinita.
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Demonstração. Sejam a1, ..., am elementos de F linearmente independentes sobre L

e b1, ..., bn elementos de L linearmente independentes sobre K.

Suponha
m∑
i=1

n∑
j=1

cijaibj = 0 com cij ∈ K, para todo i = 1, ...,m e j = 1, ..., n.

Repare que
n∑
j=1

cijbj ∈ L, logo como
m∑
i=1

n∑
j=1

cijaibj =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

cijbj)ai = 0 e

a1, ..., am são linearmente independentes sobre L, então
n∑
j=1

cijbj = 0, para todo

i ∈ {1, ...,m}.

Como b1, ..., bn são linearmente independentes sobre K e
n∑
j=1

cijbj = 0, para todo

i em {1, ...,m}, então cij = 0 para todo i = 1, ...,m e j = 1, ..., n.

Conclúımos então que o conjunto {aibj|1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m} é linearmente

independente.

Isto nos diz que o teorema é válido mesmo quando [L : K] ou [F : L] são

infinitos.

Suponha agora que [F : L] = m e [L : K] = n, {a1, ..., am} é uma base de F

sobre L e {b1, ..., bn} é uma base de L sobre K.

Se d ∈ F , então d =
m∑
i=1

ciai com ci ∈ L para todo i ∈ {1, ...,m}. Para qualquer

i ∈ {1, ...,m}, ci =
n∑
j=1

dijbj com dij ∈ K, para todo i ∈ {1, ...,m} e j ∈ {1, ..., n}.

Logo d =
m∑
i=1

n∑
j=1

dijaibj.

Assim o conjunto {aibj | i = 1, ...,m e j = 1, ..., n} é base de F sobre K, ou

seja, [F : K] = [F : L][L : K]

Definição 1.1.2. Uma extensão L/K é dita finita se [L : K] é finito.

Considere L/K uma extensão de corpos.

Se U for um subconjunto de L, denotaremos por K(U) o menor corpo que

estende K e contém U . Se U for um conjunto finito, digamos U = {a1, ..., an},
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vamos denotar K(U) por K(a1, ..., an).

Veja que K(a) é exatamente o corpo {f(a)
g(a)
| f(X), g(X) ∈ K[X] e g(a) 6= 0}.

Ainda, denotaremos por K[a] o anel {f(a) | f(X) ∈ K[X]}.

Se L/K é uma extensão finita, então existe uma base {a1, ..., an} de L sobre K.

Logo L = K(a1, ..., an).

Definição 1.1.3. Se a ∈ L e existe um polinômio p(X) em K[X] tal que p(a) = 0,

dizemos que a é algébrico sobre K. L/K é dita extensão algébrica se todo elemento

de L for algébrico sobre K.

Veja que toda extensão finita é algébrica pois, se L/K é uma extensão de grau

n e a ∈ L, então {1, a1, ..., an−1, an} é um conjunto linearmente dependente sobre

K. Desta forma, existem {c0, ..., cn} não todos nulos em K tais que
n∑
i=0

cia
i = 0.

Logo, p(X) =
n∑
i=0

ciX
i ∈ K[X] e p(a) = 0, ou seja, L/K é uma extensão algébrica.

Teorema 1.1.4. Sejam L/K uma extensão de corpos e a ∈ L algébrico sobre K.

Valem:

(i) Existe um único polinômio mônico irredut́ıvel p(X) ∈ K[X] tal que p(a) = 0.

(ii) Se g(x) é um polinômio em K[X] tal que g(a) = 0, então p(X) divide g(X).

(iii) K(a) = K[a].

(iv) Todo elemento de K(a) é escrito unicamente na forma r(a) onde r(X) ∈ K[X]

e r(X) = 0 ou deg(r(X)) < deg(p(X)).

(v) K(a)/K é uma extensão algébrica.

(vi) [K(a) : K] = deg(p(X)).

Demonstração.
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(i) Defina ψ : K[X] −→ K[a] por ψ(f(X)) = f(a). É claro que ψ é um homomor-

fismo bem definido de anéis. Repare que ψ é sobrejetor.

Como a é algébrico sobre K, então ker(ψ) 6= 0. Desta forma ker(ψ) é um

ideal de K[X]. Como todo ideal em K[X] é principal, existe p(X) ∈ K[X] tal que

ker(ψ) =< p(X) >. Vamos supor sem perda de generalidade que p(X) seja mônico.

Pelo Teorema do Isomorfismo, K[X]
<p(X)>

' K[a] que é um domı́nio de integridade.

Logo < p(X) > é um ideal primo.

Desta maneira p(X) é irredut́ıvel em K[X], pois se p(X) = g(X)h(X), então

g(X) ∈< p(X) > ou h(X) ∈< p(X) > ou seja, g(X) = p(X) ou h(X) = p(X).

Se g(X) ∈ K[X] é tal que g(a) = 0, então g(X) ∈ ker(ψ) =< p(X) >. Logo

g(X) = p(X)h(X), para algum h(X) ∈ K[X].

Assim, p(X) é o único polinômio mônico irredut́ıvel que anula a.

(ii) Imediato da demonstração do ı́tem (i).

(iii) Como em um anel de polinômios sobre um corpo todo ideal primo não nulo é

maximal, temos que K[X]
<p(X)>

é um corpo. LogoK[a] é um corpo e assimK(a) ⊆ K[a].

A inclusão contrária é imediata.

(iv) Se α ∈ K(a) = K[a], então existe h(X) ∈ K[X] tal que α = h(a).

Veja que dado h(X) ∈ K[X] existem polinômios q(X) e r(X) em K[X] tais que

h(X) = q(X)p(X) + r(X) e r(X) = 0 ou deg(r(X)) < deg(p(X)).

Logo α = h(a) = q(a)p(a) + r(a) = r(a).

Mais ainda, se α = r′(a) para algum r′(X) ∈ K[X] e deg(r′(X)) < deg(p(X)),

então g(X) = r(X) − r′(X) ∈ K[X] tem grau menor do que p(X) e g(a) = 0, ou

seja, como g(X) ∈< p(X) > devemos ter g(X) = 0.

Desta forma temos que r(X) é o único polinômio em K[X] tal que α = r(a) e
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deg(r(X)) < deg(p(X)) ou r(X) = 0.

(v) e (vi) Pelo ı́tem (iv) temos claramente que {1, a, a2..., an−1} é uma base de K(a)

sobre K com n = deg(p(X)). Logo K(a) é extensão finita (e portanto algébrica) de

K e [K(a) : K] = n.

Desta maneira, se p(X) for o polinômio mônico irredut́ıvel em K[X] que anula

a, diremos que p(X) é o minimal de a em K[X].

Corolário 1.1.5. Se a1, ..., ar são algébricos sobre K, então K(a1, ..., ar) é uma

extensão algébrica de K.

Demonstração. Basta ver que, se ai é algébrico sobre K, então ai é algébrico sobre

K(a1, ..., ai−1). Desta forma, a extensão K(a1, ..., ai)/K(a1, ..., ai−1) é finita para

todo i = 2, ..., r e K(a1)/K é finita. Denote K(a1, ..., ai) por Ki.

Então, como [Kr : K] = [Kr : Kr−1]...[K2 : K1][K1 : K], K(a1, ..., ar)/K é finita

e portanto algébrica.

A partir de agora sempre que nos referirmos a uma extensão estaremos suben-

tendendo extensão algébrica de corpos, salvo menção em contrário.

Teorema 1.1.6. (Dedekind)Sejam K e L corpos e σ1, σ2, ..., σn homomorfismos

de K em L distintos dois a dois. Suponha que exista {λ1, λ2, ..., λn} ⊂ L tal que
n∑
i=1

λiσi = 0. Então λi = 0, para todo i = 1, 2, ..., n .

Demonstração. Usaremos indução sobre o número de homomorfismos n.

Se n = 1 e temos λ1σ1 = 0, em particular 0 = λ1σ1(1K) = λ1.

Suponha agora que n > 1 e que o resultado seja válido para todo 1 ≤ m < n.

Agora mostraremos que não podemos ter que λi 6= 0 para todo i = 1, ..., n.
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Vamos então considerar λi 6= 0 para todo i ∈ {1, 2, ..., n}. Como os homomor-

fismos são distintos, existe x0 ∈ K tal que σ1(x0) 6= σn(x0).

Por hipótese,
n∑
i=1

λiσi = 0. Em particular,
n∑
i=1

λiσi(xx0) = 0 e
n∑
i=1

λiσi(x) = 0,

para todo x ∈ K.

Multiplicando o segundo por σn(x0) e fazendo a diferença com o primeiro temos

n∑
i=1

λiσi(xx0)− σn(x0)
n∑
i=1

λiσi(x) = 0 ∀ x ∈ K

Assim,
n−1∑
i=1

λi(σi(x0)− σn(x0))σi(x) = 0 ∀ x ∈ K

e logo
n−1∑
i=1

λi(σi(x0)− σn(x0))σi = 0

Pela hipótese de indução temos λi(σi(x0)− σn(x0)) = 0 para 1 ≤ i ≤ n− 1.

Em particular, para i = 1 temos λ1(σ1(x0)−σn(x0)) = 0. Como σ1(x0) 6= σn(x0),

deve ser λ1 = 0, o que é absurdo pois supomos λi 6= 0 para todo i ∈ {1, 2, ..., n}.

Logo não pode ocorrer o caso λi 6= 0 para todo i ∈ {1, 2, ..., n}.

Desta forma, λj = 0 para algum j ∈ {1, ..., n} e, pela hipótese de indução, vale

o resultado.

Teorema 1.1.7. Sejam F e L corpos e {σ1, σ2, ..., σn} homomorfismos de F em

L distintos dois a dois. Seja, ainda, K = {a ∈ F |σ1(a) = ... = σn(a)}. Então

[F : K] ≥ n.

Demonstração. Seja r = [F : K]. Vamos supor por absurdo que r < n.

Tome β = {a1, ..., ar} base de F sobre K e considere o sistema linear homogêneo
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

σ1(a1)x1 + σ2(a1)x2 + ...+ σn(a1)xn = 0

σ1(a2)x1 + σ2(a2)x2 + ...+ σn(a2)xn = 0

...
...

σ1(ar)x1 + σ2(ar)x2 + ...+ σn(ar)xn = 0

Como r < n e o sistema tem r equações e n variáveis, existe solução não trivial,

digamos {b1, ..., bn} ⊂ L.

Desta forma,
n∑
j=1

bjσj(ai) = 0 para todo i = 1, ..., r. Se a ∈ F , a =
r∑
i=1

λiai com

λi ∈ K, ou seja, σ1(λi) = σ2(λi) = ... = σn(λi) para todo i = 1, ..., r.

Assim,
n∑
j=1

bjσj(a) =
n∑
j=1

bjσj(
r∑
i=1

λiai) =
r∑
i=1

σ1(λi)
n∑
j=1

bjσj(ai) = 0 para todo

a ∈ F .

Ou seja,
n∑
j=1

bjσj = 0. Isto é absurdo pois, pelo Teorema 1.1.6, cada bi deveria

ser zero, contrariando o fato de {b1, ..., br} ser solução não trivial.

Logo [F : K] ≥ n

Considere L/K extensão de corpos e G subgrupo do grupo dos K-automorfismos

de L. Vamos definir LG = {x ∈ L | σ(x) = x ∀σ ∈ G}.

Repare que esta definição é um caso particular da hipótese do Teorema 1.1.7

pois IdL ∈ G.

Teorema 1.1.8. Sejam L/K extensão de corpos e G subgrupo finito de AutK(L).

Então [L : LG] = |G|.

Demonstração. Suponha G = {σ1 = IdL, σ2, ..., σn} com n = |G|.

Temos do Teorema 1.1.7 que [L : LG] ≥ |G|. Vamos supor por absurdo que

seja estritamente maior. Desta forma existe um conjunto {a1, a2, ..., an, an+1} ⊂ L
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linearmente independente sobre LG.

O sistema

σ1(a1)x1 + σ1(a2)x2 + ...+ σ1(an)xn + σ1(an+1)xn+1 = 0

σ2(a1)x1 + σ2(a2)x2 + ...+ σ2(an)xn + σ2(an+1)xn+1 = 0

...
...

σn(a1)x1 + σn(a2)x2 + ...+ σn(an)xn + σn(an+1)xn+1 = 0

tem n+1 variáveis e n equações. Desta forma possui uma solução {b1, ..., bn+1} ⊂ L

não trivial.

Dentre todas as soluções posśıveis, escolha a que tem o menor número de termos

não-nulos, o qual denotaremos por r. Para facilitar , vamos supor b1, b2, ..., br não-

nulos e br+1 = br+2 = ... = bn+1 = 0, reordenando o sistema se necessário. Suponha

ainda br = 1, multiplicando cada termo da solução por b−1r se necessário.

Note que {b1, b2, ..., br} 6⊂ LG pois caso o fosse, para σ1 = IdL,
n+1∑
j=1

ajbj = 0 e,

como {a1, a2, ..., an, an+1} é linearmente independente sobre LG, seria todo bj = 0 o

que é absurdo.

Desta forma existe 1 ≤ m ≤ r tal que bm 6∈ LG e logo existe 1 ≤ l ≤ n tal que

σl(bm) 6= bm.

Repare ainda que r > 1 pois se r = 1 deveria ser 0 = σ1(a1)b1 = a1b1 e logo

a1 = 0 o que é absurdo.

Como
r∑
j=1

bjσi(aj) = 0, então 0 = σl(
r∑
j=1

bjσi(aj)) =
r∑
j=1

σl(bj)σl(σi(aj)) para todo

i = 1, 2, ..., n.

Mas G é grupo, então σlσi varia em todo G quando i varia de 1 a n, ou seja,
r∑
j=1

σl(bj)σk(aj) = 0 para todo k = 1, 2, ..., n.

Desta forma, como br = 1 e σl(1) = 1,

r−1∑
j=1

(σl(bj)− bj)σi(aj) =
r∑
j=1

σl(bj)σi(aj)−
r∑
j=1

bjσi(aj) = 0
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para todo i = 1, 2, ..., n.

Defina agora cj = σl(bj) − bj. Obtemos desta forma cm 6= 0, ou seja, temos

{c1, ..., cm, ..., cr−1, 0, 0, ..., 0} uma solução não trivial com no máximo r−1 elementos

não nulos, o que é absurdo pois contraria a minimalidade de r.

Logo [L : LG] = |G|.

Suponhamos que σ : F −→ L seja isomorfismo de corpos. Vamos definir por

σ∗ o isomorfismo de anéis entre F [X] e L[X] dado por σ∗(
n∑
i=1

aiX
i) =

n∑
i=1

σ(ai)X
i.

Denotaremos por σ∗(f)(α) o polinômio σ∗(f(X)) aplicado a α ∈ L.

Vamos dizer que um homomorfismo σ : K1 → K2 pode ser prolongado a um

homomorfismo ρ : L1 → L2 se K1 ⊂ L1, K2 ⊂ L2 e ρ|K1 = σ.

Teorema 1.1.9. Sejam σ : K1 −→ K2 isomorfismo de corpos e L1 e L2 extensões

de K1 e K2 respectivamente. Seja, ainda, θ ∈ L1 elemento algébrico sobre K1 com

mθ,K1(X) ∈ K1[X] seu minimal. Então σ pode ser prolongado a um homomor-

fismo injetor ρ : K1(θ) −→ L2 se, e somente se, σ∗(mθ,K1(X)) tem uma raiz em

L2. Ainda, o número de prolongamentos é igual ao número de ráızes distintas de

σ∗(mθ,K1(X)) em L2.

Demonstração.

(⇒) Suponha mθ,K1(X) =
n∑
i=0

aiX
i ∈ K1[X]. Se ρ : K1(θ) −→ L2 é um prolonga-

mento de σ, então ρ(θ) é raiz de σ∗(mθ,K1(X)).

De fato, σ∗(mθ,K1(ρ(θ))) =
n∑
i=0

σ(ai)ρ(θ)i.

Mas ρ|K1 = σ e ai ∈ K1, temos

σ∗(mθ,K1(ρ(θ))) =
n∑
i=0

σ(ai)ρ(θ)i =
n∑
i=0

ρ(ai)ρ(θ)i

= ρ(
n∑
i=0

aiθ
i) = ρ(mθ,K1(θ))

= ρ(0) = 0
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Como ρ(θ) ∈ L2, σ
∗(mθ,K1(X)) tem uma raiz em L2.

(⇐) Repare que σ∗(mθ,K1(X)) é irredut́ıvel em K2[X] pois mθ,K1(X) é irredut́ıvel em

K1[X] e σ é isomorfismo de corpos. Suponha que λ ∈ L2 seja raiz de σ∗(mθ,K1(X)).

Temos então que σ∗(mθ,K1(X)) é o minimal de λ em K2[X].

Mas K1(θ) = K1[X]
<mθ,K1

(X)>
e K2(λ) = K2[X]

<σ∗(mθ,K1
(X))>

.

Podemos definir

ρ̃ : K1[X] −→ K2(λ)

f(X) 7−→ σ∗(f)(λ)

que é claramente um homomorfismo bem definido de anéis.

Vamos supor que f(X) ∈ ker(ρ̃), ou seja, σ∗(f)(λ) = 0. Como σ∗(mθ,K1(X)) é

o minimal de λ em K2, temos que σ∗(f(X)) = σ∗(mθ,K1(X))g∗(X) com g∗(X) ∈

K2[X].

Como σ∗ é isomorfismo de anéis, g∗(X) = σ∗(g(X)) para algum g(X) ∈ K1[X]

e logo, pelo mesmo motivo, f(X) = mθ,K1(X)g(X).

Desta forma, ker(ρ̃) ⊆< mθ,K1(X) >.

Se f(X) ∈< mθ,K1(X) >, então f(X) = mθ,K1(X)g(X) e consequentemente

temos que σ∗(f(X)) = σ∗(mθ,K1(X)g(X)). Por conseguinte, σ∗(f)(λ) = 0, obtendo-

se assim que ker(ρ̃) ⊇< mθ,K1(X) >.

Conclúımos então que ker(ρ̃) =< mθ,K1(X) >.

Pelo Teorema do Isomorfismo, existe um isomorfismo ρ entre K1(θ) = K1[X]
<mθ,K1

(X)>

e K2(λ) ⊂ L2. Este isomorfismo claramente prolonga σ.

A última parte é imediata.

A partir de agora, sempre que falarmos que um polinômio p(X) se decompõe

sobre L[X], com L corpo, entenderemos que a decomposição é em fatores lineares,
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ou seja, p(X) tem todas as suas ráızes em L.

Sejam K um corpo e p(X) ∈ K[X]. Dizemos que um corpo L é corpo de decom-

posição ou de ráızes de p(X) se existirem α1, ..., αn em L tais que L = K(α1, ..., αn)

e p(X) =
n∏
i=1

(X − αi)ri em L[X], com ri 6= 0 para todo i = 1, ..., n.

Para assegurar a existência de um corpo de ráızes de p(X) ∈ K[X], é suficiente

que se mostre a existência de um corpo que estenda K e contenha uma raiz de p(X),

pois p(X) tem grau finito. Suponha p(X) irredut́ıvel (caso p(X) seja redut́ıvel, faça

a construção para um de seus fatores irredut́ıveis) e considere K[X]
<p(X)>

que é um

corpo. Podemos fazer K ⊂ K[X]
<p(X)>

identificando a ∈ K com a+ < p(X) >∈ K[X]
<p(X)>

.

Veja que X+ < p(X) > é raiz de p(X). Neste corpo p(X) pode ser reduzido a um

polinômio de grau menor e assim repetir o processo finitas vezes.

Definição 1.1.10. Um polinômio p(x) é dito separável sobre um corpo K se todos

os seus fatores irredut́ıveis em K[X] só tiverem ráızes simples em qualquer corpo

de ráızes.

Teorema 1.1.11. Sejam σ : K1 −→ K2 isomorfismo de corpos, f(X) ∈ K1[X] não-

constante, L1 corpo de ráızes de f(X) sobre K1, L2 corpo de ráızes de σ∗(f(X))

sobre K2. Então valem:

(i) Existe um isomorfismo ρ : L1 −→ L2 que prolonga σ.

(ii) Se f(X) for um polinômio separável, então existem exatamente [L1 : K1] iso-

morfismos de L1 em L2 que prolongam σ

Demonstração. Em ambos os casos usaremos indução sobre [L1 : K1].

(i) De fato, se [L1 : K1] = 1, então f(X) se decompõe em K1[X] = L1[X], ou seja,

f(X) = ar
r∏
i=1

(X − θi) com θi ∈ K1. Assim, σ∗(f(X)) = σ(ar)
r∏
i=1

(X − σ(θi)) com

σ(θi) ∈ K2. Ora, σ∗(f(X)) se decompõe em K2 e então K2 = L2.
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Suponha agora que [L1 : K1] = n > 1 e que o resultado seja válido para todo

m ∈ N tal que 1 ≤ m < n.

Desta forma, f(X) não se decompõe em K1, ou seja, existe q(X) fator irredut́ıvel

de f(X) com deg(q(X)) > 1. Considere θ raiz de q(X) em L1. Note que θ /∈ K1

pois teŕıamos q(X) redut́ıvel.

Temos, pelo Teorema 1.1.9, que σ pode ser prolongado a um homomorfismo

injetor ρ′ : K1(θ) −→ L2. Podemos restringir a imagem de ρ′ para o corpo

ρ′(K1(θ)) ⊂ L2 e assim considerar ρ′ : K1(θ) −→ ρ′(K1(θ)) isomorfismo.

Ora, L1 é corpo de ráızes de f(X) sobre K1(θ) e L2 é corpo de ráızes de σ∗(f(X))

sobre ρ′(K1(θ)).

Mas n = [L1 : K1] = [L1 : K1(θ)][K1(θ) : K1] e [K1(θ) : K1] > 1 pois θ /∈ K1.

Logo n > [L1 : K1(θ)]. Pela hipótese de indução, existe ρ : L1 −→ L2 isomorfismo

que prolonga ρ′ e logo σ.

(ii) Se [L1 : K1] = 1, então f(X) se decompõe em K1[X] e logo σ∗(f(X)) se de-

compõe em K2[X], ou seja, L1 = K1 e L2 = K2, valendo o resultado.

Seja, agora, [L1 : K1] = n > 1 e que o resultado seja válido para todo m ∈ N

tal que 1 ≤ m < n.

Tome p(X) fator irredut́ıvel de f(X) com deg(p(X)) = d > 1 pois f(X) não se

decompõe em K1.

Desta forma, como f(X) é separável, p(X) tem exatamente d ráızes distintas em

L1, digamos α1, ..., αd. Sejam β1, ..., βd ráızes de σ∗(p(X)) em L2 (note que também

são distintas). Ora, existem d isomorfismos σi : K1(α1) −→ K2(βi) com σi(α1) = βi

e que prolongam σ.

Encare L1 e L2 como corpos de ráızes sobreK1(α1) e, ∀i, K2(βi) respectivamente.

Logo l = [L1 : K1(α1)] = [L1:K1]
[K1(α1):K1]

= [L1:K1]
d

< [L1 : K1] = n.
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Pela hipótese de indução, existem exatamente l = [L1:K1]
d

isomorfismos que pro-

longam σi para cada i. Como os σi são distintos, temos d [L1:K1]
d

= [L1 : K1]

isomorfismos de L1 em L2 que prolongam σ.

Desta forma temos o seguinte corolário:

Corolário 1.1.12. Quaisquer dois corpos de ráızes de um mesmo polinômio sobre

um corpo K são isomorfos.

Demonstração. Basta tomar K1 = K = K2 no Teorema 1.1.11.

Teorema 1.1.13. Sejam K um corpo, f(X) ∈ K[X] um polinômio não-constante

e F corpo de ráızes de f(X) . Então se g(X) é um polinômio irredut́ıvel em K[X]

e g(X) tem uma raiz em F , então g(X) se decompõe em F [X].

Demonstração. Sendo F corpo de ráızes de f(X) sobre K, então F = K(α1, ..., αm),

onde α1, ..., αm são todas as ráızes de f(X) em F .

Considere β ∈ F raiz de g(X). Como g(X) ∈ K[X] ⊂ F [X], tome L corpo de

ráızes de g(X) sobre F .

Temos L = F (β1, ..., βn) com β1, ..., βn todas as ráızes de g(X) em L. Seja β′ ∈ L

tal que β′ 6= β e g(β′) = 0. Assim existe um K-isomorfismo τ de K(β) em K(β′),

com τ(β) = β′, por uma simples aplicação do Teorema 1.1.9.

Ora, podemos olhar F como corpo de ráızes de f(X) sobre K(β) pois β ∈ F e

F (β′) como corpo de ráızes de f(X) sobre K(β′).

Além disso, τ ∗(f(X)) = f(X). Pelo Teorema 1.1.11 existe um isomorfismo ρ

de F em F (β′) que prolonga τ . Note ainda que ρ(αi) são ráızes de f(X), logo

ρ(αi) ∈ F para todo i = 1, 2, ...,m.
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Mas ρ(β) = τ(β) = β′. Ainda, β ∈ F = K(α1, ..., αm), então existe um po-

linômio h(X1, ..., Xm) ∈ K[X1, ..., Xm] tal que h(α1, ..., αm) = β.

Logo, β′ = ρ(β) = (ρ∗h)(ρ(α1), ..., ρ(αm)) = h(ρ(α1), ..., ρ(αm)) ∈ F .

Assim g(X) se decompõe em F .

Definição 1.1.14. Uma extensão L/K é dita normal se todo polinômio irredut́ıvel

em K que tem uma raiz em L se decompõe em L.

Proposição 1.1.15. Uma extensão L/K é normal e finita se, e somente se, L é

corpo de ráızes de algum polinômio em K[X].

Demonstração.

(⇒) Como L/K é finita, L = K(α1, ..., αn). Tome p(X) =
n∏
i=1

mαi,K(X), com

mαi,K(X) o minimal de αi em K[X] para todo i = 1, ..., n. Claramente L é corpo

de ráızes de p(X).

(⇐) Imediato do Teorema 1.1.13.

Definição 1.1.16. Sejam L/K uma extensão e a ∈ L. Dizemos que a é separável

sobre K se a é raiz simples de seu minimal em K[X]. A extensão L/K é dita

separável se todo elemento de L for separável sobre K.

Observe que toda extensão de um corpo K de caracteŕıstica 0 é separável pois,

se a ∈ L, caso ma,K(X) tenha a como raiz múltipla, a derivada usual de ma,K(X)

será tal que m′a,K(a) = 0, contrariando o fato de ma,K(X) ser o minimal.

Definição 1.1.17. Sejam L/K uma extensão e a ∈ L. Dizemos que a é puramente

inseparável sobre K se o minimal de a tiver a forma (X − a)m para algum m ∈ N.

A extensão L/K é dita puramente inseparável se for finita e todo elemento de L

for puramente inseparável sobre K.
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Usaremos c(K) para indicar a caracteŕıstica de um corpo K.

Teorema 1.1.18. Sejam K um corpo com c(K) = p, L/K uma extensão finita e

a ∈ L puramente inseparável sobre K. Se ma,K(X) é o minimal de a em K, então

existe r ≥ 0 tal que o grau de ma,K(X) é pr. Ainda, ap
r ∈ K mas ap

s
/∈ K para

todo 0 ≤ s < r.

Demonstração. Suponha que deg(ma,K(X)) = npr tal que p não divide n.

Temos ma,K(X) = (X − a)np
r

= (Xpr − apr)n.

Assim, (−1)n−1nap
r

é o coeficiente do termo (Xpr)n−1 de ma,K(X) ∈ K[X].

Ora, nap
r ∈ K. Desde que p não divide n, temos que ap

r ∈ K.

Como ma,K(X) é irredut́ıvel, devemos ter n = 1. Logo deg(ma,K(X)) = pr.

Mais ainda, se para algum s tal que 0 ≤ s < r tivéssemos ap
s ∈ K, o polinômio

f(X) = Xps−aps estaria em K[X], anularia a e teria grau menor do que o minimal,

o que é absurdo.

Corolário 1.1.19. Se c(K) = p e L/K é uma extensão finita e puramente inse-

parável, então [L : K] = pr para algum r ≥ 0.

Demonstração. Temos que L = K(a1, ..., an). Note que ai é puramente inseparável

sobre K(a1, ..., ai−1) = Ki−1 para todo i = 1, ..., n. Assim, pelo Teorema 1.1.18,

[Ki : Ki−1] = pri . O resultado se segue imediato.

Teorema 1.1.20. Sejam K um corpo com c(K) = p, Kp = {ap | a ∈ K} e

a ∈ K\Kp. Então, para todo inteiro não-negativo n, temos que f(X) = Xpn − a é

irredut́ıvel em K[X].

Demonstração. Seja g(X) um fator mônico, não constante e irredut́ıvel em K[X]

de f(X). Considere L = K(b) tal que g(b) = 0. Desta forma temos f(b) = 0, sendo

assim a = bp
n
. Logo f(X) = (X − b)pn ∈ L[X].
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Se q(X) é outro fator irredut́ıvel, mônico e não constante de f(X) em K[X],

então, em L[X], g(X) é uma potência de (X − b). Temos assim q(b) = 0.

Mas pela nossa construção, g(X) é minimal de b em K[X], logo g(X) divide

q(X). Como q(X) é irredut́ıvel e mônico, g(X) = q(X).

Assim, f(X) = g(X)m. Mas deg(f(X)) = pn, logo deg(g(X)) = ps e m = pr,

com r + s = n.

Resta-nos mostrar que m = 1.

Seja c o termo constante de g(X). Então a = (c)p
r ∈ Kpr .

Note que se r 6= 0, a = (c)p
r

= (cp
r−1

)p com c ∈ K. Logo a ∈ Kp, o que é

absurdo.

Logo r = 0. Temos então m = 1 e f(X) = g(X) irredut́ıvel em K[X].

Corolário 1.1.21. Sejam K um corpo com c(K) = p, L/K uma extensão de corpos

e a ∈ L. Se existe n ≥ 0 tal que ap
n ∈ K, então a é puramente inseparável sobre

K.

Demonstração. Suponha que n seja o menor inteiro não negativo com essa propri-

edade. Caso n = 0 nada se tem a fazer.

Se n > 0, caso ap
n ∈ Kp, temos ap

n
= bp para algum b ∈ K. Logo ap

n−1
= b ∈ K,

contrariando o fato de n ser o menor inteiro não negativo com essa propriedade.

Logo ap
n
/∈ Kp. Pelo teorema acima temos que Xpn − ap

n
= (X − a)p

n
é

irredut́ıvel, logo mı́nimo de a ∈ L.

Temos então que a é puramente inseparável sobre K.

Corolário 1.1.22. Seja K um corpo de caracteŕıstica p. Se a é puramente inse-

parável sobre K e a é separável sobre K, então a ∈ K.
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Demonstração. Seja n o menor inteiro tal que ap
n ∈ K. Veja que ap

n
/∈ Kp. Logo,

Xpn − apn = (X − a)p
n

é irredut́ıvel, ou seja, é mı́nimo de a em K[X]. Como a é

separável, pn = 1. Logo a ∈ K.

Teorema 1.1.23. Se L/K é separável e c(K) = p, então KLp = L. Reciproca-

mente, se L/K é finita e KLp = L, então L/K é separável.

Demonstração. Suponhamos primeiramente que L/K seja separável. Note que

Lp ⊆ KLp. Assim, se a ∈ L, então ap ∈ Lp ⊆ KLp. Logo a é puramente in-

separável sobre KLp.

Temos então que L/KLp é puramente inseparável, por outro lado, como L/K

é separável e K ⊆ KLp ⊆ L, temos que L/KLp é separável. Desta forma temos

L = KLp.

Reciprocamente, suponhamos que L/K é finita e KLp = L. Tome a ∈ L e

considere ma,K(X) o minimal de a em K[X]. Suponhamos por absurdo que a não é

separável sobre K. Temos então o polinômio m′a,K(X) derivado de ma,K(X) tal que

m′a,K(a) = 0. Desta forma ma,K(X) divide m′a,K(X). Como o grau do polinômio

derivado é estritamente menor do que o grau de ma,K(X), temos que m′a,K(X) = 0.

Assim, se bXn é um dos termos de ma,K(X), então nbXn−1 é um dos termos de

m′a,K(X) = 0. Logo b = 0 ou p divide n.

Decorre que ma,K(X) =
l∑

t=0

atX
pt, com at ∈ K para todo t = 1, ..., l.

Suponhamos sem perda de generalidade que al 6= 0 (logo al = 1). Como

ma,K(a) = 0, temos
l∑

t=0

ata
pt = 0 e al 6= 0. Ou seja, o conjunto {1, ap, ..., apl} é

um conjunto linearmente dependente sobre K.

Entretanto, o conjunto {1, a, ..., al} é linearmente independente sobre K pois,

caso fosse linearmente dependente, existiriam b0, ..., bl em K, não simultaneamente

nulos, tais que
l∑

i=0

bia
i = 0. Assim o polinômio q(X) =

l∑
i=0

biX
i ∈ K[X] seria tal
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que q(a) = 0 e deg(q(X)) = l < lp = deg(ma,K(X)), o que é absurdo.

Complete o conjunto {1, a, ..., al} a uma base de L/K, a qual chamaremos de

{b0, ..., bl, ..., bl+s}, com bi = ai para i = 0, ..., l. Repare que assim estamos supondo

que dimK(L) = l + s+ 1.

Assim, se c ∈ L, c =
l+s∑
i=0

cibi. Então, cp =
l+s∑
i=0

cpi b
p
i .

Desta forma, temos que {bp0, ..., b
p
l+s} gera Lp sobre Kp.

Mas por hipótese L = KLp e, como visto acima, KLp = K(
l+s∑
i=0

Kbpi ) =
l+s∑
i=0

Kbpi .

Ora, L =
l+s∑
i=0

Kbpi , ou seja, {bp0, ..., b
p
l+s} gera L sobre K. Este conjunto tem

l+ s+ 1 geradores em um espaço de dimensão l+ s+ 1, logo deve ser uma base de

L sobre K e, assim, linearmente independente.

Em particular {bp0, b
p
1, ..., b

p
l } é um conjunto linearmente independente sobre K.

Mas este conjunto é exatamente o conjunto {1, ap, ..., apl}, o qual sab́ıamos ser

linearmente dependente sobre K. Temos então um absurdo, proveniente do fato de

supormos que a não fosse separável sobre K.

Logo L/K é separável.

Corolário 1.1.24. Se K é um corpo com c(K) = p e a é separável sobre K, então

K(a) = K(ap) e K(a) é separável sobre K. Por outro lado, se K(a) = K(ap),

então a é separável sobre K.

Demonstração. Suponha primeiramente que a seja separável sobre K. Então a é

separável sobre K(ap).

Mas a é puramente inseparável sobre K(ap) pois ap ∈ K(ap).

Logo a ∈ K(ap). Ou seja, K(a) ⊆ K(ap). A inclusão contrária é imediata.

Por outro lado, se K(a) = K(ap) temos K[K(a)p] = KKp(ap) = K(ap) = K(a).

Logo, pelo Teorema 1.1.23, K(a) é separável sobre K.
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Corolário 1.1.25. Se L/F e F/K são extensões finitas separáveis, então L/K é

uma extensão finita separável.

Demonstração. Se c(K) = p, KF p = F e FLp = L, então L = KF pLp ⊆ KLp.

Trivialmente temos KLp ⊆ L.

Logo L = KLp, ou seja, L/K é separável.

Se c(K) = 0, então é imediato que L/K é separável, pois toda extensão finita

de um corpo de caracteŕıstica 0 é separável.

Corolário 1.1.26. Se a1, ..., an são separáveis sobre K, então K(a1, ..., an) é se-

parável sobre K.

Demonstração. Seja K0 = K e Ki = Ki−1(ai)

Note que ai é separável sobre Ki−1 para todo i = 1, ..., n.

O caso n = 1 já foi demonstrado no Corolário 1.1.24. Seja n > 1 e suponha o

resultado válido para n− 1.

Ora, an é separável sobre Kn−1, logo Kn é separável sobre Kn−1. Mas, pela

hipótese de indução, Kn−1 é separável sobre K. Logo Kn = K(a1, ..., an) é separável

sobre K.

Teorema 1.1.27. Sejam L/K extensão finita e G = AutK(L). As seguintes

afirmações são equivalentes:

(i) [L : K] = |G|

(ii) LG = K

(iii) L é corpo de decomposição de algum f(X) ∈ K[X] separável.

(iv) L/K é normal e separável.
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Demonstração. Inicialmente observe que L/K finito implica G finito.

(i)⇒ (ii) Do Teorema 1.1.8 [L : LG] = |G| e, por hipótese, |G| = [L : K]. Logo

[L : LG][LG : K] = [L : K] = |G| = [L : LG]. Ora, [LG : K] = 1 e assim LG = K.

(ii)⇒ (i) Direto do Teorema 1.1.8.

(iii)⇒ (iv) Se {a1, ..., an} são as ráızes de f , então L = L(a1, .., an) e, como f(X)

é separável, cada fator irredut́ıvel de f(X) em K[X] só tem ráızes simples. Assim

cada ai é separável sobre L pois é raiz de algum destes polinômios. Logo L/K é

separável pelo Corolário 1.1.26.

Ainda, desde que L é corpo de decomposição de um polinômio em K[X], L/K

é normal pela Proposição 1.1.15.

(iv)⇒ (iii) Temos L/K finita, digamos L = K(a1, ...an). Sendo mai,K(X) minimal

de ai em K[X], escolha f(X) =
n∏
i=1

mai,K(X). Como L/K é normal, f(X) se

decompõe em L e logo, como L/K é separável cada mai,K(X) só tem ráızes simples,

ou seja, f(X) é separável. Claramente L é corpo de ráızes de f(X).

(iii)⇒ (i) Imediato do Teorema 1.1.11 item (ii)

(ii)⇒ (iv) Seja α ∈ L. Se α ∈ K, então é claro que α é separável sobre K. Assim,

só nos é interessante o caso α /∈ K.

Seja mα,K(X) o minimal de α em K[X]. Temos σ∗(mα,K(X)) = mα,K(X) para

qualquer σ ∈ G . Logo, mα,K(σ(α)) = σ∗(mα,K(α)) = 0. Ou seja, como mα,K(X)

tem finitas ráızes, o conjunto {σ(α)|σ ∈ G} é finito.

Sendo assim, considere α1, ..., αr todos os elementos, dois a dois distintos, do

conjunto {σ(α)|σ ∈ G}. Defina f(X) =
r∏
i=1

(X − αi).

Veja que, se σ ∈ G, σ(αi) = σ(αj)⇔ αi = αj ⇔ i = j. Ainda, σ(αi) = αj para

algum 1 ≤ j ≤ r.
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Logo σ∗(f(X)) =
r∏
i=1

(X − σ(αi)) =
r∏
i=1

(X − αi) = f(X), ou seja, os coeficientes

de f(X) são fixos por G e estão em L. Assim f(X) ∈ LG[X] = K[X].

Considere g(X) um fator irredut́ıvel de f(X) em K[X] e suponha αk raiz de

g(X). Para facilitar escreveremos αi = σi(α) para todo i ∈ {1, ..., r}.

Logo, g(αi) = g(σi(α)) = g(σiσ
−1
k (αk)).

Como g(X) ∈ K[X], temos g(σiσ
−1
k (αk)) = (σiσ

−1
k )∗(g(αk)) = 0. Desta forma

toda raiz de f(X) é raiz de g(X), ou seja, g(X) = f(X). Logo f(X) é irredut́ıvel,

ou seja, f(X) é o minimal de todo σi(α), em particular de α, quando tomamos

σ1 = IdL.

Como f(X) só tem ráızes simples, α é separável sobre K. Desta forma mostra-

mos que L é extensão separável de K. Ainda, qualquer polinômio irredut́ıvel em

K[X] que tiver uma raiz em L precisa ter todas as ráızes em L, pois mostramos

que este polinômio precisa ter a forma
s∏
i=1

(X − ai) com ai ∈ L.

Logo a extensão é normal e separável.

Definição 1.1.28. Uma extensão L/K finita é de Galois se é normal e separável.

Proposição 1.1.29. Considere L/K extensão finita e H subgrupo de AutK(L).

Nestas condições H = AutLH (L).

Demonstração. Claramente H ⊆ AutLH (L).

Sejam σ ∈ AutLH (L) e H ′ = H ∪ {σ}.

Ora, LH = LH
′

pois LH ⊇ LH
′

e se α ∈ LH temos que τ(α) = α ∀τ ∈ H e

σ(α) = α. Logo ω(α) = α para todo ω ∈ H ′. Então α ∈ LH′ e assim LH = LH
′
.

Logo, pelo Teorema 1.1.8, |H| = [L : LH ] = [L : LH
′
] = |H ′| e como H ⊆ H ′,

temos H = H ′ e assim σ ∈ H, valendo H ⊇ AutLH (L). Logo H = AutLH (L).
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Veja que na proposição anterior bastaria que H fosse subgrupo finito, sem exigir

que L/K fosse finita.

Teorema 1.1.30. Considere L/K uma extensão de Galois. Seja L′ corpo tal que

K ⊆ L′ ⊆ L. Então L/L′ é extensão de Galois.

Demonstração. Trivialmente L/L′ é separável. Ainda, L/L′ é normal pois L é corpo

de ráızes de algum f(X) ∈ K[X] ⊂ L′[X].

Teorema 1.1.31. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Sejam L/K

extensão de Galois finita e G = AutK(L). Então existe uma bijeção entre os sub-

grupos de G e os subcorpos de L que contém K dada por:

{H | H é subgrupo de G} ←→ {F | K ⊂ F ⊂ L}

H
ϕ−→ LH

AutF (L)
ψ←− F

Demonstração.

(i) ϕ é injetiva:

De fato, se LH = LH
′
, então H = AutLH (L) = AutLH′ (L) = H ′.

(ii) ϕ é sobrejetiva:

Ora, só precisamos mostrar que ϕ ◦ ψ = Id.

Considere F ⊂ L corpo que contém K.

Temos ϕ ◦ ψ(F ) = ϕ(AutF (L)) = LAutF (L).

Mas L/F é Galois pois L/K o é. Logo, pelo Teorema 1.1.27, LAutF (L) = F .
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Definição 1.1.32. Se L/K é uma extensão, definiremos a parte separável de L

como Lsep = {α ∈ L |α é separável sobre K}.

Note que K ⊆ Lsep e, se a e b são elementos de Lsep, então K(a, b) é uma

extensão separável de K. Assim, a+ b, ab e a−1 são separáveis sobre K. Então Lsep

é um corpo e estende K.

Teorema 1.1.33. Seja L/K extensão algébrica. Então L/Lsep é puramente inse-

parável.

Demonstração. De fato, se a caracteŕıstica de K é zero, temos L = Lsep e nada

temos a fazer.

Suponha que a caracteŕıstica de K é um p primo. Se α ∈ L\Lsep, então α não

é raiz simples de seu minimal q(X), ou seja, q(X) = (X − α)sq(X) em L[X] com

s > 1. Assim q′(α) = 0 e como gr(q′(X)) < gr(q(X)) devemos ter q′(X) = 0.

Temos então q(X) ∈ K[Xp]. Podemos dizer q(X) = q1(X
p). Note que q1(X) é

irredut́ıvel em K[X] pois caso não o fosse, teŕıamos q1(X) = q(X)r(X) (q(X) e

r(X) ∈ K[X]) e logo q(X) = q(Xp)r(Xp) = q1(X)r1(X
p), contrariando o fato de

q(X) ser irredut́ıvel em K[X]. Repare ainda que q1(X) é o minimal de αp.

Agora, ou αp é separável sobre K ou q1(X) = q2(X
p) e q2(X) será o minimal de

αp
2
. Vamos supor o segundo caso.

Desde que o minimal tem finitas ráızes, continuando o processo acima obteremos

e inteiro não negativo tal que q(X) = qe(X
pe), com qe(X) o minimal de αp

e
e

qe(X) /∈ K[Xp], ou seja, αp
e

é separável sobre K e assim αp
e ∈ Lsep.

Assim, α é puramente inseparável sobre Lsep e sendo assim L/Lsep é puramente

inseparável.
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1.2 O Traço

Nesta seção, bem como na Seção 1.4, trataremos de elementos que nos ajudarão a

dar uma interessante estrutura ao K-espaço vetorial L quando L/K é uma extensão

separável finita de corpos e tivermos certas condições estabelecidas futuramente.

Definição 1.2.1. Seja L/K uma extensão finita. Definimos [L : K]s = [Lsep : K]

e [L : K]i = [L : Lsep].

Note que [L : K] = [L : K]i[L : K]s.

Teorema 1.2.2. Sejam L/K finita, N/K normal finita tal que K ⊆ L ⊆ N e

n0 = [L : K]s. Então existem exatamente n0 K-isomorfismos de L em subcorpos de

N (ou seja, n0 K-imersões de L em N).

A demonstração deste resultado se encontra em [8], página 18.

Definição 1.2.3. Dada uma extensão finita L/K, vamos chamar de fecho normal

de L/K a menor extensão normal (a menos de isomorfismo) de K que contém L.

Note que se L = K(a1, ..., an), N é exatamente o corpo de ráızes do polinômio

f(X) =
n∏
i=1

(mai,K(X)), onde mai,K(X) é o polinômio minimal de ai sobre K para

todo i = 1, ..., n. Mais ainda, se L/K for separável, então cada mai,K(X) é um

polinômio separável. Ora, N é corpo de decomposição de um polinômio separável.

Logo N/K é extensão de Galois.

Definição 1.2.4. Sejam L/K extensão finita e N o fecho normal de L/K. Consi-

dere S = {s : L −→ N |s é K-imersão }. Defina

trL/K : L −→ N

x −→ [L : K]i
∑
s∈S

s(x)

trL/K(x) é dito traço de x.
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Proposição 1.2.5. Sejam L/K extensão finita, a ∈ L e N/K normal finita tal que

K ⊆ K(a) ⊆ N . Sejam S = {σ1, . . . , σr} as r = [K(a) : K]s K-imersões de K(a)

em N . Seja ma,K(X) ∈ K[X] o polinômio minimal de a. Então σ1(a), . . . , σr(a)

são todas as ráızes de ma,K(X), cada uma com multiplicidade [K(a) : K]i.

Demonstração. Suponha ma,K(X) = Xn + cn−1X
n−1 + . . .+ c0. Logo, se σ ∈ S

ma,K(σ(a)) = σ(a)n + cn−1σ(a)n−1 . . .+ c0

E como σ é K-imersão

ma,K(σ(a)) = σ(an + cn−1a
n−1 . . .+ c0) = σ(0) = 0

Logo σ(a) é raiz de ma,K(X) ∀σ ∈ S.

Agora, seja b raiz de ma,K(X). Então existe um K-isomorfismo

ρ : K(a) −→ K(b)

tal que ρ(a) = b. Podemos ver ρ como K-imersão de K(a) em N , visto que K(b) é

subcorpo de N .

Como ρ ∈ S, temos ρ = σj para algum j ∈ {1, ..., r}. Assim b = σj(a). Logo

σ1(a), . . . , σr(a) são todas as ráızes de ma,K(X).

Desta forma

ma,K(X) =
r∏
i=1

(X − σi(a))mi

Suponhamos sem perda de generalidade que σ1 é a K-imersão trivial de K(a)

em N , ou seja, σ1(a) = a.

Ora,existe um K-isomorfismo σ̃ : K(a) −→ K(σj(a)) com σ̃(a) = σj(a) para

algum 1 ≤ j ≤ r fixo. ComoN é normal, e logo é corpo de raizes de algum polinomio

p(X) ∈ K[X], e σ̃∗(p(X)) = p(X), N é corpo de ráızes tanto de p(X) ∈ K(a)[X]
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quanto de p(X) ∈ K(σj(a))[X]. Pelo teorema 1.1.11, σ̃ pode ser estendido a um

K-automorfismo de N , digamos τ : N −→ N .

Claramente temos τ ∗(ma,K(X)) = ma,K(X) e, assim,

τ ∗(ma,K(X)) =
r∏
i=1

(X − τ(σi(a)))mi

E, como τ(σ1(a)) = σj(a), pela fatoração única do polinômio, m1 = mj. Como

j é qualquer, m = m1 = m2 = ... = mr.

Assim,

ma,K(X) =
r∏
i=1

(X − σi(a))m

Logo,

mr = gr(ma,K(X)) = [K(a) : K] = [K(a) : K]i[K(a) : K]S = r[K(a) : K]i

Então m = [K(a) : K]i e

ma,K(X) =
r∏
i=1

(X − σi(a))[K(a):K]i

ficando assim demostrado o resultado.

Observação 1.2.6. Repare que se L/K é uma extensão finita, a ∈ L e o polinômio

minimal de a é dado por ma,K(X) = Xn + cn−1X
n−1 + . . . + c1X

1 + c0, temos que

cn−1 = −[K(a) : K]i
∑r

i=1 σi(a). Logo:

trK(a)/K(a) = [K(a) : K]i

r∑
i=1

σi(a) ∈ K

Proposição 1.2.7. Sejam L/K uma extensão finita e a ∈ L. Então temos que

[L : K]s = [L : K(a)]s[K(a) : K]s e [L : K]i = [L : K(a)]i[K(a) : K]i.

Demonstração. Suponha N fecho normal de L/K.
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Pelo Teorema 1.2.2 existem [K(a) : K]s = r0 K-imersões de K(a) no fecho

normal de L/K N . Sejam {σ1, . . . , σr0} essas imersões.

Veja que para qualquer i = 1, ..., r0, σi : K(a) −→ σi(K(a)) é um K-isomorfismo

de corpos e, pelo Teorema 1.1.9, σi pode ser estendido a um K-automorfismo de N ,

o qual denotaremos por σNi . Note que não estamos exigindo que a extensão de σi

seja única, mas sim fixando uma das posśıveis extensões.

Sejam {τ1, . . . , τs0} as s0 = [L : K(a)]s K(a)-imersões de L em N .

Devemos mostrar que o conjunto {σNi τj | i = 1, ..., r0, j = 1, ..., s0} possui todas

as K-imersões de L em N .

Primeiramente repare que, se η é uma K-imersão de L em N , a restrição de η

a K(a) é uma K-imersão de K(a) em N , ou seja, para algum i ∈ {1, ..., r0} temos

η|K(a) = σi. Repare ainda que, (σNI )−1η é uma K(a)-imersão de L em N . Logo,

para algum j ∈ {1, ..., s0} temos (σNI )−1η = τj. Assim η = (σNI )τj, ou seja, toda

K-imersão de L em N está no conjunto {σNi τj | i = 1, ..., r0, j = 1, ..., s0}.

Agora, se

σNi1 τj1 = σNi2 τj2

então

σNi1 τj1|K(a) = σNi2 τj2|K(a)

Mas desde que τj é uma K(a)-imersão,

σNi1 |K(a) = σNi2 |K(a)

Logo, como σNi |K(a) = σi temos σi1 = σi2 e assim i1 = i2. E, desde que σNi é um

isomorfismo para todo i, j1 = j2.

Assim, {σNi τj | i = 1, ..., r0, j = 1, ..., s0} é o conjunto das K-imersões de L em

N , e possui exatamente r0s0 elementos. Como pelo Teorema 1.2.2 existem [L : K]s
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K-imersões de L em N , [L : K]s = [L : K(a)]s[K(a) : K]s e, consequentemente

[L : K]i = [L : K(a)]i[K(a) : K]i.

Proposição 1.2.8. Seja L/K extensão finita, então trL/K(L) ⊆ K.

Demonstração. Sejam a ∈ L e N fecho normal de L/K.

Considere {σNi τj | i = 1, ..., r0, j = 1, ..., s0} o conjunto das K-imersões de L

em N exatamente como constrúıdo na Proposição 1.2.7.

Temos

trL/K(a) = [L : K]i

r0∑
i=1

s0∑
j=1

σNi τj(a)

E como τj é uma K(a)-imersão

trL/K(a) = [L : K]i

r0∑
i=1

s0∑
j=1

σNi (a) = s0[L : K]i

r0∑
i=1

σi(a)

Mas [L : K]i = [L : K(a)]i[K(a) : K]i, então

trL/K(a) = s0[L : K(a)]i([K(a) : K]i

r0∑
i=1

σi(a))

Pela Proposição 1.2.5, σ1(a), . . . , σr0(a) são todas as raizes do minimal de a

ma,K(X), cada uma com multiplicidade [K(a) : K]i. Desta forma, temos pela

Observação 1.2.6 que [K(a) : K]i
r0∑
i=1

σi(a) ∈ K. Logo trL/K(a) ∈ K ∀a ∈ L.

1.3 Krull-Schmidt

Aqui faremos uma construção do Teorema de Krull-Schmidt, que nos ajudará a

demonstrar o Teorema 3.1.1, de uma forma a evitar o Teorema da Base Normal.

Definição 1.3.1. Considere M um A-módulo. Vamos dizer que uma sequência

M = M0 ⊃ M1 ⊃ ... ⊃ Mr = {0} de A-submódulos de M é uma sequência de

30



composição se as inclusões são próprias e não existe nenhum submódulo de M

entre cada Mi e Mi+1. Neste caso, diremos que esta sequência tem comprimento r.

Note que nesta definição não exigimos que M possua uma sequência de com-

posição.

Definição 1.3.2. Seja M um A-módulo. Uma sequência M ′
0 ⊃ M ′

1 ⊃ ... ⊃ M ′
s de

M é dita refinamento de uma outra sequência M0 ⊃ M1 ⊃ ... ⊃ Mr de M se para

todo i = 1, ..., s existe j ∈ 1, ..., r tal que M ′
i = Mj.

O Teorema de Jordan-Hölder (ver [9]) nos diz que, se M tem uma sequência

de composição, então qualquer outra sequência de composição terá o mesmo com-

primento. Mais do que isso, qualquer sequência estrita de submódulos pode ser

refinada a uma sequência de composição de M .

Assim, diremos que M tem comprimento finito r se M admite uma sequência

de composição de comprimento r.

Definição 1.3.3. Um A-módulo M é dito Artiniano se toda sequência infinita

decrescente de submódulos é estacionária, ou seja, se M1 ⊇ M2 ⊇ M3 ⊇ ... é uma

sequência infinita de submódulos, então existe n ∈ N tal que Mn = Mn+i para todo

i ∈ N.

Definição 1.3.4. Um A-módulo M é dito Noetheriano se toda sequência infinita

crescente de submódulos é estacionária, ou seja, se M1 ⊆ M2 ⊆ M3 ⊆ ... é uma

sequência infinita de submódulos, então existe n ∈ N tal que Mn = Mn+i para todo

i ∈ N.

Proposição 1.3.5. Um A-módulo M admite uma sequência de composição se e

somente se M é Artiniano e Noetheriano.
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Demonstração. (⇒) Imediato, visto que se negarmos que M seja Artiniano ou No-

etheriano conseguimos uma sequência de comprimento maior do que a sequência de

composição.

(⇐) Basta tomarmos M1 submódulo maximal de M = M0, o qual existe pois M

é Noetheriano. Podemos seguir com essa operação obtendo Mi maximal de Mi−1

se Mi−1 6= {0}. Como M é Artiniano, esta cadeia é estacionária (e logo algum

Mn = {0} ). Desta forma temos uma sequência de composição.

Lema 1.3.6. Seja M um A-módulo, ϕ : M −→ M um homomorfismo e n > 0

inteiro. Chame In = Im(ϕn) e Nn = Ker(ϕn). Valem:

(i) Se I1 = I2, então I1 +N1 = M e se N1 = N2, I1 ∩M1 = {0}.

(ii) Se M é Artiniano, existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 tem-se In +Nn = M .

Se M é Noetheriano, existe n′0 ∈ N tal que para todo n ≥ n′0 In ∩Nn = {0}.

Demonstração.

(i) Se I1 = I2, dado x ∈M , existe y ∈M com ϕ(x) = ϕ2(y). Temos ϕ(x−ϕ(y)) = 0

e, assim, x− ϕ(y) ∈ Kerϕ = N1.

Ora,

x = ϕ(y)︸︷︷︸
∈I1

+x− ϕ(y)︸ ︷︷ ︸
∈N1

Ou seja, M = I1 +N1.

Agora, suponhamos N1 = N2 e tome x ∈ I1 ∩N1. Ora, ϕ(x) = 0 pois x ∈ N1 e

existe y ∈M tal que ϕ(y) = x pois x ∈ I1.

Como ϕ2(y) = ϕ(x) = 0, temos y ∈ N2 = N1. Desta forma x = ϕ(y) = 0
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(ii) Se M é Artiniano, a cadeia descendente

I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ...

é estacionária, ou seja, existe n0 tal que In = In0 ∀n ≥ n0.

Em particular, I2n = In0 = In ∀n ≥ n0.

Seja ψ = ϕn para algum n ≥ n0. Vamos indicar Ij e Nj por Ij,ψ e Nj,ψ quando

nos referirmos a este homomorfismo.

Desta forma, I1,ψ = Im(ψ) = Im(ϕn) = In = I2n = Im(ϕ2n) = Im(ψ2) = I2,ψ

Pela primeira parte do Lema, M = I1,ψ +N1,ψ = In +Nn.

Agora, se M é Noetheriano, a cadeia ascendente

N1 ⊂ N2 ⊂ ... ⊂ Nn ⊂ ...

é estacionária, ou seja, existe n′0 tal que Nn = Nn′0
∀n ≥ n′0.

Defina ψ = ϕn para algum n ≥ n′0. Ora, N1,ψ = Nn = N2n = N2,ψ. Pela

primeira parte, {0} = I1,ψ ∩N1,ψ = In ∩Nn.

Particularmente, se M é um módulo Artiniano e Noetheriano, existe n0 tal que

M = In ⊕Nn, ∀ n ≥ n0.

Lema 1.3.7. Sejam M um A-módulo e ϕ : M −→M homomorfismo de A-módulos.

(i) Se M é Artiniano e ϕ é monomorfismo, então ϕ é epimorfismo.

(ii) Se M é Noetheriano e ϕ é epimorfismo, então ϕ é monomorfismo.
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Demonstração.

(i) Se M é Artiniano, pelo lema anterior temos que existe n0 tal que M = In + Nn

para n ≥ n0, com In = Im(ϕn) e Nn = Ker(ϕn).

Mas ϕ é monomorfismo, logo temos N1 = Nn = {0}. Assim, M = In.

Note que M ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ In = M . Desta forma, M = I1. Logo ϕ é

epimorfismo.

(ii) Se M é Noetheriano, pelo lema anterior temos que existe n′0 tal que In∩Nn = {0}

para n ≥ n0, com In = Im(ϕn) e Nn = Ker(ϕn).

Por hipótese, M = I1 = In. Logo devemos ter Nn = {0}.

Note que {0} ⊂ N1 ⊂ ... ⊂ Nn = {0} e assim N1 = {0}. Logo ϕ é monomor-

fismo.

Definição 1.3.8. Seja M um A-módulo. Se existem submódulos próprios M1 e

M2 de M tais que M = M1 ⊕ M2, dizemos que M é decompońıvel. M é dito

indecompońıvel se não é decompońıvel.

Repare que se M é indecompońıvel e M = M1 ⊕M2, então M1 = 0 ou M2 = 0.

Definição 1.3.9. Um homomorfismo de A-modulos é dito nilpotente se existe n ∈ N

tal que ϕn = 0.

Lema 1.3.10. (Fitting) Sejam M um A-módulo e HomA(M,M) o conjunto dos

endomorfismos de M . Se M é indecompońıvel de comprimento finito, então todo

elemento não invert́ıvel de HomA(M,M) é nilpotente. Ainda, HomA(M,M) tem

um único ideal bilateral maximal dado por I = {ϕ ∈ HomA(M,M) | ϕ não é

invert́ıvel }.
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Demonstração. Seja ϕ ∈ HomA(M,M) não invert́ıvel. Como M tem comprimento

finito, M é Artiniano e Noetheriano. Assim podemos encontrar n > 1 tal que

In ⊕Nn = M com In = Im(ϕn) e Nn = Ker(ϕn).

Como M é indecompońıvel, In = {0} ou Nn = {0}.

Caso Nn = {0}, ϕ é epimorfismo e logo, pelo Lema 1.3.7, ϕ é monomorfismo.

Desta forma temos ϕ invert́ıvel, o que é absurdo.

Temos assim In = {0}. Ora, ϕn = 0, ou seja, ϕ é nilpotente.

Seja, agora, ϕ ∈ I e ψ ∈ HomA(M,M). Caso ϕψ seja invert́ıvel, teremos

(ϕψ)(ϕψ)−1 = IdM e então ψ(ϕψ)−1 será inversa à direita de ϕ, fazendo com que ϕ

seja epimorfismo. Pelo Lema 1.3.7, ϕ também será monomorfismo e assim invert́ıvel,

o que é absurdo. Logo ϕψ não é invert́ıvel.

Com racioćınio análogo provamos que ψϕ não é invert́ıvel.

Ora, HomA(M,M)I ⊂ I e IHomA(M,M) ⊂ I com a operação composição.

Nos resta mostrar que I é fechado para a soma.

Considere, então, ϕ e ψ ∈ I. Vamos supor que ω = ϕ + ψ é invert́ıvel. Com

isso, defina ϕ1 = ω−1ϕ e ψ1 = ω−1ψ. Assim, IdM = ω−1ω = ω−1(ϕ+ψ) = ϕ1 +ψ1.

Mostremos inicialmente que ϕ1 e ψ1 comutam:

ϕ1ψ1 = ω−1ϕω−1ψ

= ω−1(ω − ψ)ω−1(ω − ϕ)

= (ω−1ω − ω−1ψ)(ω−1ω − ω−1ϕ)

= (IdM − ω−1ψ)(IdM − ω−1ϕ)

= IdM − ω−1ψ − ω−1ϕ+ ω−1ψω−1ϕ

= IdM − ω−1(ψ + ϕ) + ω−1ψω−1ϕ

= ω−1ψω−1ϕ

= ψ1ϕ1
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Veja que ϕ e ψ estão em I e, assim, como mostramos anteriormente, ϕ1 e ψ1

também estão, ou seja, são não-invert́ıveis. Logo, ϕ1 e ψ1 são nilpotentes. Suponha

ϕn1 = 0 = ψn1 para algum n.

Como ψ1 e ϕ1 comutam, podemos aplicar o teorema do binômio:

IdM = Id2nM = (ϕ1 + ψ1)
2n =

2n∑
i=1

2n!

(2n− i)!i!
ϕi1ψ

2n−i
1 = 0

o que é absurdo.

Logo, ϕ+ ψ não é invert́ıvel. Assim, I é ideal bilateral.

Claramente I é o único ideal bilateral maximal pois, se J é ideal bilateral e

f ∈ J\I, então f é invert́ıvel. Assim, ff−1 ∈ J e temos J = HomA(M,M)

Teorema 1.3.11. (Krull-Schmidt) Seja M um A-módulo de comprimento finito.

Então:

(i) M é soma direta de módulos indecompońıveis.

(ii) Se M '
m⊕
i=1

Mi e M '
m′⊕
j=1

M ′
j com Mi e M ′

j todos indecompońıveis e não nulos

para todo i = 1, ...,m e j = 1, ...m′, então m = m′ e existe uma permutação σ tal

que Mi = M ′
σ(i).

Demonstração.

(i) Se M tem comprimento 1, então M não tem submódulos próprios, pois se M1 o

fosse, seria M = M0 ⊃ M1 ⊃ M2 = {0} inclusões estritas e o comprimento de M

seria maior que 1. Logo M é indecompońıvel.

Vamos, então, usar indução sobre o comprimento n de M . Suponha n > 1 e que

o resultado seja válido para módulos com comprimento menor do que n.

36



Ora, se M for indecompońıvel não há nada a se fazer. Se M é decompońıvel,

escreva M = M1 ⊕M2.

Veja que, se M1 ⊃ N1 ⊃ ... ⊃ Nl = {0} é uma sequência de composição de

M1 submódulo próprio de M , então M ⊃ M1 ⊃ N1 ⊃ ... ⊃ Nl = {0} é uma

sequência de M , que pode ser refinada a uma sequência de composição de M , ou

seja, l+ 1 ≤ n. Assim o comprimento de M1 deve ser estritamente menor do que o

comprimento de M . Análogo para M2.

Desta forma aplicamos a hipótese de indução para M1 e M2 e o resultado segue

trivialmente.

(ii) Considere pi : M −→ Mi e p′j : M −→ M ′
j projeções associadas às decom-

posições.

Assim, se x ∈M , x =
m∑
i=1

pi(x) =
m′∑
j=1

p′j(x).

Ora, IdM =
m∑
i=1

pi e então p′1 =
m∑
i=1

p′1pi. Ainda, p′1|M ′1 = IdM ′1 = IdM |M1 e temos

IdM ′1 =
m∑
i=1

p′1pi|M ′1 . Note que I descrito no Lema de Fitting é ideal e IdM ′1 /∈ I.

Assim, se todas as parcelas da soma estivessem em I, IdM ′1 estaria em I, o que é

absurdo. Logo existe k ∈ {1, ...,m} tal que p′1pk|M ′1 /∈ I, ou seja, p′1pk|M ′1 é invert́ıvel.

Vamos mostrar que M ′
1 'Mk.

Seja ϕ1 := IdM − p′1 − pkp
′
1 ∈ HomA(M,M). Devemos mostrar que ϕ1 é

isomorfismo.

Temos que ϕ1 é monomorfismo pois, se ϕ1(x) = 0, então 0 = p′1(ϕ1(x)) =

p′1(x) − p′1p
′
1(x) − p′1pkp

′
1(x). Desde que p′1 é projeção, p′1p

′
1(x) = p′1(x) e , sendo

assim, p′1pkp
′
1(x) = 0. Como p′1pk restrito a M ′

1 é bijeção, p′1(x) = 0. Logo 0 =

ϕ1(x) = IdM(x)− p′1(x)− pkp′1(x) = IdM(x) = x, ou seja, ϕ1 é injetora.

Como M tem comprimento finito, ou seja, é Artiniano e Noetheriano, pelo Lema
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1.3.7, ϕ1 é isomorfismo.

Repare que para j 6= 1, p′1p
′
j = 0. Logo ϕ1p

′
j = p′j − p′1p′j − pkp′1p′j = p′j. Desta

forma, ϕ1|M ′j = IdM ′j para j 6= 1.

Afirmação: ϕ1(M
′
1) = Mk:

Se x ∈M ′
1, ϕ1(x) = x− p′1(x)− pkp′1(x) = x− x− pk(x) = −pk(x) ∈Mk. Desta

forma ϕ1(M
′
1) ⊆Mk

Mas M = ϕ1(M) =
m′⊕
j=1

ϕ1(M
′
j) = ϕ1(M

′
1)⊕ (

m′⊕
j=2

M ′
j).

E, Mk = Mk ∩M = Mk ∩ [ϕ1(M
′
1)⊕ (

m′⊕
j=2

M ′
j)] = [Mk ∩ϕ1(M

′
1)]⊕ [Mk ∩

m′⊕
j=2

M ′
j].

Mas Mk é indecompońıvel e ϕ1(M
′
1) ⊂Mk.

Observe que ϕ1 é injetora e M ′
1 6= {0}, logo Mk ∩ ϕ1(M

′
1) = ϕ1(M

′
1) 6= {0}

Logo Mk ∩
m′⊕
j=2

M ′
j = {0} e assim Mk = ϕ1(M

′
1).

Assim a restrição de ϕ1 a M ′
1 é isomorfismo de M ′

1 em Mk, como queŕıamos.

Desta forma,
m⊕
j=2

Mj '

m⊕
j=1

Mj

M1

'
ϕ1(

m⊕
j=1

Mj)

ϕ1(M1)
'

m′⊕
j=1

M ′
j

M ′
k

'
m′⊕

i=1,i 6=k
M ′

i .

O resultado segue facilmente por indução.

1.4 Formas quadráticas

Ao longo desta seção estaremos supondo sempre que a caracteŕıstica de qualquer

corpo é distinta de 2. Todos os espaços vetoriais serão de dimensão finita. Para

uma melhor compreensão dos conceitos e demonstrações contidos nesta seção, são

recomendados os caṕıtulos 1 e 2 de [6].
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Definição 1.4.1. Seja F um corpo. Uma forma quadrática (n-ária) f sobre F é um

polinômio f(X1, ..., Xn) ∈ F [X1, ..., Xn] homogêneo de grau 2. Em outras palavras,

f(X1, ..., Xn) =
n∑

i,j=1

aijXiXj com aij ∈ F para todo i = 1, ..., n e j = 1, ..., n.

Repare que XiXj = XjXi para i ∈ {1, ..., n} e j = {1, ..., n}. Assim, podemos

reescrever a forma f(X1, ..., Xn) =
n∑

i,j=1

aijXiXj como f(X1, ..., Xn) =
n∑

i,j=1

a′ijXiXj

com coeficientes simétricos onde a′ij = 1
2
(aij + aji).

Note que f(X1, ..., Xn) determina unicamente uma matriz simétrica, denotada

por Mf , tal que, f(X) = X tMfX, onde X é o vetor coluna com entradas X1, .., Xn,

X t representa X como um vetor linha e a multiplicação é a usual de matrizes por

vetores.

Para facilitar a notação, escreveremos uma forma quadrática n-ária f como

f(X1, ..., Xn) = f(X).

Definição 1.4.2. Se f e g são duas formas quadráticas n-árias sobre F , dire-

mos que f é equivalente a g se existir um matriz invert́ıvel C ∈ Mn(F ) tal que

f(X) = g(CX). Denotaremos a equivalência de f e g por f ' g. Equivalente-

mente, podemos dizer que f ' g se Mf = CtMgC, pois g(CX) = (CX)tMgCX =

X t(CtMgC)X.

Dada uma forma quadrática n-ária f , vamos denotar por (f) a classe de todas

as formas quadráticas n-árias sobre F que são equivalentes a f

Considere V um F -espaço vetorial de dimensão n e q : V × V −→ F uma

aplicação F -bilinear. Suponha, ainda, que q seja simétrica, ou seja, q(u, v) = q(v, u)

∀ u, v ∈ V . Ao espaço (V, q) damos o nome de espaço quadrático. Veja que, se

{v1, ..., vn} é uma base de V , então temos a forma quadrática fq =
n∑

i,j=1

q(vi, vj)XiXj

sobre F . Mais ainda, (Mfq)ij = q(vi, vj) com i, j ∈ {1, ..., n}.

Note qua fq foi definida a partir de uma base de V , ou seja, ao mudarmos a
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base, mudamos a forma fq.

Entretanto, se supormos uma outra base {v′1, ..., v′n} de V , então obteremos uma

forma f ′q =
n∑

i,j=1

q(v′i, v
′
j)XiXj.

Seja v′i =
n∑
k=1

ckivk para todo i = 1, ..., n. Tome C = (cij).

Temos

(Mf ′q)ij = q(v′i, v
′
j) = q(

n∑
k=1

ckivk,
n∑
l=1

cljvl)

=
n∑

k,l=1

ckiq(vk, vl)clj = (CtMfqC)ij

ou seja, f ′q ' fq.

Logo, (V, q) determina unicamente uma classe de equivalência (fq). Observe

que, dada qualquer forma g ∈ (fq), tomando a matriz C tal que fq(X) = g(CX) e

fazendo-se {Cv1, ...., Cvn}, obtemos uma base de V que determina g.

Mais ainda, se f é uma forma quadrática n-ária qualquer, podemos considerar

o espaço vetorial F n com a aplicação bilinear simétrica q((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) =

(x1, ..., xn)tMf (y1, ..., yn). Ora, na base canônica de F n, f = fq.

Definição 1.4.3. Sejam (V, q) e (V ′, q′) dois espaços quadráticos. Diremos que

(V, q) e (V ′, q′) são isométricos (') se existir um isomorfismo τ : V −→ V ′ tal que

q′(τ(x), τ(y)) = q(x, y) para todo x, y ∈ V .

Proposição 1.4.4. Sejam (V, q) e (V ′, q′) dois espaços quadráticos de dimensão n.

Então (V, q) ' (V ′, q′) ⇔ (fq) = (fq′).

Demonstração. (⇒) Suponha que existe um isomorfismo τ : V −→ V ′ tal que

q′(τ(x), τ(y)) = q(x, y) ∀ x, y ∈ V . Considere {v1, ..., vn} uma base de V . Então,

para fq definida a partir desta base, Mfq = (q(vi, vj)). Como τ é um isomorfismo,

então {τ(v1), ..., τ(vn)} é uma base para V ′. E, para fq′ definida a partir desta base,

Mfq′
= (q(τ(vi), τ(vj))). Logo Mfq = Mfq′

= IdtnMfq′
Idn e, assim, fq ' fq′ .
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(⇐) Sejam {v1, ..., vn} base de V e {w1, ..., wn} base de V ′. Considere g e h

formas quadráticas definidas a partir destas bases e das aplicações bilineares q e q′.

Ora g ∈ (fq) e h ∈ (fq′). Como (fq′) = (fq), g ' h. Assim existe C = (cij) ∈Mn(F )

invert́ıvel tal que Mfq = CtMfq′
C.

Considere o conjunto {v′1, ..., v′n} tal que v′i =
n∑
k=1

ckiwk para todo i = 1, ..., n.

Veja que 0 =
n∑
l=1

alv
′
l =

n∑
l,k=1

alclkwk ⇔
n∑
l=1

alcli = 0 ∀ i ∈ {1, ..., n} ⇔ (a1, ..., an)

é solução de CX = 0
det(C)6=0⇔ ai = 0 ∀ i ∈ {1, ..., n}. Logo {v′1, ..., v′n} é base de V ′.

Defina τ : V −→ V ′ por τ(vi) = v′i ∀ i ∈ {1, ..., n}. Veja que τ é isomorfismo.

Mais ainda,

q(vi, vj) = (Mg)ij = (CtMhC)ij

=
n∑

k,l=1

ckiq
′(wi, wj)clj = q′(

n∑
k=1

ckiwk,
n∑
l=1

cljwl)

= q′(vi, vj) = q′(τ(vi), τ(vj))

Ora, se x e y são elementos de V , escreva x =
n∑
i=1

xivi e y =
n∑
j=1

yjvj.

Temos

q′(τ(x), τ(y)) = q′(τ(
n∑
i=1

xivi), τ(
n∑
j=1

yjvj)) =
n∑

i,j=1

xiyjq
′(τ(vi), τ(vj))

=
n∑

i,j=1

xiyjq(vi, vj) = q(x, y)

Assim, (V, q) ' (V ′, q′).

Logo, temos uma correspondência 1− 1 entre as classes de isometria de espaços

quadráticos sobre F e as classes de formas quadráticas sobre F .

Proposição 1.4.5. Sejam (V, q) um espaço quadrático (V não-nulo) e M uma

matriz associada a uma das formas na classe (fq). As seguintes afirmações são

equivalentes:
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(i) M é uma matriz não-singular, ou seja, det(M) 6= 0.

(ii) x 7→ q(·, x) define um isomorfismo V → V ∗, onde V ∗ é o espaço dual de V .

(iii) Se x ∈ V e q(x, y) = 0 ∀ y ∈ V , então x = 0.

A demonstração deste resultado decorre da álgebra linear básica e não será feita

neste trabalho.

Definição 1.4.6. Um espaço quadrático (V, q) será dito regular se qualquer uma

das condições acima se verificar. Uma forma quadrática é dita regular se um espaço

quadrático associado à sua classe for regular.

Note que o espaço nulo satisfaz (ii) e (iii), mas não satisfaz (i). Mesmo assim

o entenderemos como regular.

Chamaremos de M(F ) o conjunto das classes de equivalência de todas as formas

quadráticas regulares sobre F .

Tentaremos agora definir uma soma em M(F ). Para isso, introduziremos uma

soma no conjunto dos espaços quadráticos.

Sejam (V1, q1), (V2, q2) espaços quadráticos sobre um corpo F . Definiremos

a soma ortogonal entre estes espaços por (V1, q1) ⊥ (V2, q2) = (V, q) de forma

que V = V1 ⊕ V2 e q((x1, x2), (y1, y2)) = q1(x1, y1) + q2(x2, y2). Note que (V, q) é

trivialmente um espaço quadrático.

Repare que, se (V1, q1) ' (V2, q2) e (V3, q3) ' (V4, q4) são espaços quadráticos,

então (V1, q1) ⊥ (V3, q3) ' (V2, q2) ⊥ (V4, q4). Ou seja, esta soma é bem definida no

conjunto das classes de isometria de espaços quadráticos sobre F .

Se f e g são formas quadráticas associadas a espaços (V, q) e (V ′, q′) em relação

às bases {v1, ..., vn} e {v′1, ..., v′m} respectivamente, obteremos uma forma quadrática
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em relação à base {v1, ..., vn, v′1, ..., v′m} de V ⊕ V ′. Esta forma será denotada por

f ⊥ g.

Isto induz uma soma em M(F ) por (f) ⊥ (g) = (f ⊥ g).

Observação 1.4.7. O conjunto M(F ) com a soma ortogonal é um semigrupo co-

mutativo, ou seja, a soma ⊥ é associativa e comutativa.

Observação 1.4.8. Repare que, se f =
n∑

i,j=1

aijXiXj e g =
m∑

i,j=1

bijXiXj são duas

formas quadráticas, então f ⊥ g =
n∑

i,j=1

aijX
iXj +

n+m∑
i,j=n+1

bijX
iXj.

Isto pois

Mf⊥g =

 Mf 0n×m

0m×n Mg


nas bases acima referidas.

Para d ∈ F , denotaremos por < d >F a classe de isometria dos espaços

quadráticos associados à forma quadrática dX2. Quando não houver dúvidas quanto

ao corpo, escreveremos < d >F simplesmente como < d >. Veja que < d > é regular

se d 6= 0. Abreviaremos a soma < d1 >⊥ ... ⊥< dn > por < d1, ..., dn >.

Definição 1.4.9. Seja (V, q) um espaço quadrático. Dizemos que v ∈ V é isotrópico

se q(v, v) = 0. O espaço (V, q) (ou simplesmente V) é dito isotrópico se existe um

vetor v ∈ V que é isotrópico. Um espaço em que todo vetor é isotrópico é dito

totalmente isotrópico.

Observe que em um espaço totalmente isotrópico (V, q) temos q = 0 pois, como

a caracteŕıstica do corpo é distinta de 2,

q(u, v) =
1

2
q(u, u) + q(u, v) +

1

2
q(v, v) =

1

2
q(u+ v, u+ v) = 0

para quaisquer u, v ∈ V .
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Teorema 1.4.10. Seja (V, q) um espaço quadrático de dimensão 2 (dimFV = 2).

São equivalentes:

(i) V é regular e isotrópico.

(ii) V é isométrico a < 1,−1 >.

A demonstração deste resultado e outras equivalências, podem ser vistas em [6]

página 12.

Definição 1.4.11. Se (V, q) cumpre alguma das condições acima, então a classe

de isometria de (V, q) é chamada de plano hiperbólico sobre F . Denotaremos um

plano hiperbólico sobre F por HF , bem como a classe de formas associadas a (V, q).

A uma soma de n planos hiperbólicos (denotado por nHF ) damos o nome de

espaço hiperbólico.

Teorema 1.4.12. (Lei do cancelamento de Witt) Sejam (V, q), (V1, q1) e

(V2, q2) espaços quadráticos. Então, se (V, q) ⊥ (V1, q1) ' (V, q) ⊥ (V2, q2), então

(V1, q1) ' (V2, q2).

Para esta demonstração, consulte [6], página 15.

Caso o corpo F seja estendido a um corpo K, estudaremos a forma como po-

demos estender um espaço quadrático (V, q) sobre F a um espaço quadrático sobre

K.

Seja K/F extensão de corpos e (V, q) espaço quadrático sobre F . Note que

espaço VK = K ⊗F V torna-se um K-espaço vetorial de dimensão dimFV , com K

agindo no primeiro fator.

Assim, podemos construir o espaço quadrático (VK , qK) sobre K com qK(k ⊗F

v, k′ ⊗F v′) = kk′q(v, v′).
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Note ainda que, se (V, q) é regular, (VK , qK) também o é. Para isso, basta

observar que a matriz de fq em relação a uma base {v1, ..., vn} de V sobre F é igual

a matriz de fqK na base {1⊗ v1, ..., 1⊗ vn} de VK sobre K e, sendo (V, q) regular,

ambas têm o determinante não-nulo.

A partir de agora, sempre que nos referirmos a espaços quadráticos ou a formas

quadráticas estaremos nos referindo a espaços quadráticos e formas quadráticas

regulares.

Veja que a aplicação (V, q) 7→ (VK , qK) induz um homomorfismo de semigrupos

r : M(F ) −→ M(K)

(fq) −→ (fqk)

De fato, r é um homomorfismo de semigrupos pois:

(i) Se temos (fq) = (fq′) em M(F ), então (V, q) ' (V ′, q′). Claramente temos

(VK , qK) ' (V ′K , q
′
K). Assim (fqK ) = (fq′K ) e logo r é bem definido.

(ii) Sejam (fq) correspondente a (V, q) e (fq′) correspondente a (V ′, q′). Note que,

como já vimos, (fq) ⊥ (fq′) = (fq⊥q′). Assim, temos que r((fq) ⊥ (fq′)) corresponde

ao K-espaço quadrático (K⊗F (V ⊕V ′), (q ⊥ q′)K) ' (K⊗F V, qK) ⊥ (K⊗F V ′, q′K).

Ora, r((fq) ⊥ (fq′)) = (fqK ) ⊥ (fq′K ) = r((fq)) ⊥ r((fq′)).

Observação 1.4.13. Podemos ainda definir um produto entre espaços quadráticos.

De fato, considere (V1, q1) e (V2, q2) espaços quadráticos sobre F . Definiremos

(V1, q1)⊗F (V2, q2) = (V1 ⊗F V2, q1 ⊗ q2), onde V1 ⊗F V2 é o produto tensorial sobre

F de V1 por V2 e (q1 ⊗ q2)(v1 ⊗ v2, v′1 ⊗ v′2) = q1(v1, v
′
1)q1(v2, v

′
2).

Repare que (V1 ⊗F V2, q1 ⊗ q2) é um espaço quadrático e que tem dimensão

dimFV1dimFV2. Note ainda que, se (V1, q1) ' (V2, q2) e (V3, q3) ' (V4, q4) são

espaços quadráticos, então (V1, q1) ⊗F (V3, q3) ' (V2, q2) ⊗F (V4, q4). Desta forma,

temos um produto bem definido em M(F ) por (fq) ⊗F (fq′) = (fq ⊗F fq′), onde fq
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e fq′ são formas associadas a espaços (V, q) e (V ′, q′) e fq ⊗F fq′ é forma associada

a (V ⊗ V ′, q ⊗ q′).

Proposição 1.4.14. Se f é uma forma quadrática n-ária regular sobre F , então

(f ⊗F HF ) = (nHF )

Ver [6], página 24.

Como M(F ) é um semigrupo comutativo com a operação ⊥ e temos em M(F )

definido um produto comutativo, é natural tentarmos construir um anel a partir de

M(F ).

Para isso, usaremos a construção conhecida como Construção de Grothendieck.

Defina em M(F )×M(F ) a seguinte relação:

((f1), (f2)) ∼ ((g1), (g2))⇔ (f1) ⊥ (g2) = (g1) ⊥ (f2)

Repare que é imediato o fato de ((f1), (f2)) ∼ ((f1), (f2)) e ((f1), (f2)) ∼

((f2), (f1)).

Ainda, se ((f1), (f2)) ∼ ((g1), (g2)) e ((g1), (g2)) ∼ ((h1), (h2)), então (f1) ⊥

(g2) = (g1) ⊥ (f2) e (g1) ⊥ (h2) = (h1) ⊥ (g2). Logo (f1) ⊥ (f2) ⊥ (g1) ⊥ (h2) =

(f1) ⊥ (f2) ⊥ (h1) ⊥ (g2) = (f2) ⊥ (h1) ⊥ (f2) ⊥ (h2). Pela Lei do Cancelamento

de Witt, (f1) ⊥ (h2) = (h1) ⊥ (f2).

Assim ∼ é uma relação de equivalência. Denotaremos por Ŵ (F ) o conjunto

M(F )×M(F )
∼ e uma classe será simplesmente denotada por ((f), (g)). Mais ainda, em

Ŵ (F ) induzimos uma soma ((f), (g)) + ((f ′), (g′)) = ((f) ⊥ (f ′), (g) ⊥ (g′)).

Note que as classes ((f), (g)) e ((g), (f)) são inversas aditivas uma da outra.

Assim, Ŵ (F ) se torna um grupo abeliano.

A aplicação i : M(F )→ Ŵ (F ) definida por i((f)) = ((f), 0) é uma imersão de

M(F ) em Ŵ (F ) que será vista como uma inclusão, onde 0 é a classe de formas que
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representa o espaço nulo. Ou seja, (f) = ((f), 0).

Veja que ((f), (g)) pode ser visto como i((f))− i((g)) pois −((g), 0) = (0, (g)).

Logo, todo elemento ((f), (g)) de Ŵ (F ) pode ser escrito como (f)− (g), onde f e

g são formas quadráticas regulares.

Se G é um grupo abeliano, todo homomorfismo de semigrupos ρ : M(F ) → G

pode ser estendido unicamente a um homomorfismo de grupos ρ : Ŵ (F ) → G

através da regra ρ((f) − (g)) = ρ((f)) − ρ((g)). Esta propriedade é chamada de

Propriedade Universal de M(F ).

Podemos ainda induzir uma multiplicação comutativa em Ŵ (F ). De fato, se

((f), (g)) e ((f ′), (g′)) pertencem a Ŵ (F ), então definiremos

((f), (g))((f ′), (g′)) = ([(f)⊗F (f ′)] ⊥ [(g)⊗F (g′)], [(f ′)⊗F (g)] ⊥ [(f)⊗F (g′)])

o que torna Ŵ (F ) um anel comutativo.

A prinćıpio, este produto parece complicado. Entretanto, olhando-se cada par

((f), (g)) como (f)− (g), temos simplesmente a distributividade da multiplicação.

Definição 1.4.15. Ŵ (F ) é chamado de Anel de Witt-Grothendieck de formas

quadráticas sobre F .

Podemos, então, estender a aplicação r : M(F ) −→ Ŵ (K) ⊃ M(K) a r̂∗ :

Ŵ (F ) → Ŵ (K) homomorfismo de grupos de forma que r̂∗((f) − (g)) = r((f)) −

r((g)) pois Ŵ (K) é grupo abeliano.

Mais ainda, é fácil ver que r̂∗ é um homomorfismo de anéis.

Repare que se HF é um plano hiperbólico sobre F e HK é um plano hiperbólico

sobre K, r̂∗(HF ) = HK pois a HF está associado um F -espaço quadrático (V, q)

regular e isotrópico. Ora, (VK , qK) é regular e, se v é vetor isotrópico em (V, q),

então q(v, v) = 0 e qK(1K ⊗F v, 1K ⊗F v) = 1Kq(v, v) = 0. Logo (VK , qK) é regular

e isotrópico, ou seja, r̂∗(HF ) é o plano hiperbólico sobre K.
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Observação 1.4.16. r̂∗ não é necessariamente monomorfismo. Como exemplo cito

[6], página 190.

Agora vamos construir a aplicação transfer.

Seja K/F extensão finita e s : K −→ F um homomorfismo F -linear não-nulo.

Repare que s é trivialmente sobrejetor.

Então, se (U, q) é um K-espaço quadrático, fazendo-se sq : U ×U → F definido

por sq(u, u′) = s(q(u, u′)), temos o F -espaço quadrático (U, sq), pois sq é F -bilinear.

Proposição 1.4.17. Se (U, q) é K-espaço quadrático regular, então (U, sq) é F -

espaço quadrático regular.

Demonstração. Suponha que exista x0 ∈ U não nulo tal que sq(x0, y) = 0 ∀y ∈ U .

Como (U, q) é regular, existe y0 ∈ U tal que q(x0, y0) 6= 0.

Ora, ∀c ∈ K, q(x0,
c

q(x0,y0)
y0) = c

q(x0,y0)
q(x0, y0) = c

Assim s(c) = s(q(x0,
c

q(x0,y0)
y0)) = 0 para todo c em K. Temos s = 0, o que é

absurdo, uma vez que s é sobrejetor.

Logo não pode existir x0 ∈ U não nulo tal que sq(x0, y) = 0 ∀y ∈ U , ou seja,

(U, sq) é um espaço regular.

Vamos denotar o espaço (U, sq) descrito acima por s∗(U), o qual é chamado de

“transfer” de U .

Veja que dimF s∗(U) = [K : F ]dimKU .

Até o final desta seção, salvo menção em contrário, s sempre representará um

homomorfismo F -linear de K em F .

Lembre-se que r : M(F )→M(K) foi constrúıdo a partir da aplicação (V, q) 7→

(VK , qK) estendida às classes de isometria de formas quadráticas. Desta forma, abu-

saremos da notação e faremos r̂∗ agir tanto em Ŵ (F ) como em espaços quadráticos,
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ou seja, r̂∗((V, q)) = r̂∗((fq)). Para não sobrecarregar a demonstração, denotaremos

r∗((V, q)) simplesmente por r∗(V ).

Teorema 1.4.18. Sejam (V, q) um espaço quadrático sobre F e (U, p) um espaço

quadrático sobre K. Então existe uma F -isometria

s∗(r̂
∗(V )⊗K U) ' V ⊗F s∗(U)

Em particular, se U =< 1 >K, então s∗(r̂
∗(V )) ' V ⊗F s∗(< 1 >K).

Demonstração. Devido ao grande número de aplicações bilineares simétricas envol-

vidas na demonstração, vamos denotar de forma geral estas aplicações por <,>

tendo o espaço onde é definida como ı́ndice, por exemplo, q(v, v′) =< v, v′ >V

∀ v, v′ ∈ V .

Defina

ρ : s∗((K ⊗F V )⊗K U) −→ V ⊗F s∗(U)

(k ⊗F v)⊗K u −→ v ⊗F ku

(i) ρ é um isomorfismo:

Para isso apresentaremos uma inversa para ρ.

Defina

ϕ : V ⊗F s∗(U) −→ s∗((K ⊗F V )⊗K U)

v ⊗F u −→ (1⊗F v)⊗K u

Temos

ρϕ(v ⊗F u) = ρ((1⊗F v)⊗K u) = v ⊗F u

E

ϕρ((k ⊗F v)⊗K u) = ϕ(v ⊗F ku) = (1⊗F v)⊗K ku = (k ⊗F v)⊗K u

Logo ϕ é inversa de ρ e assim ρ é isomorfismo.
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(ii) ρ é uma isometria:

Sejam k, k′ ∈ K; vv′ ∈ V e uu′ ∈ U . Sejam a = (k ⊗F v) ⊗K u e a′ =

(k′ ⊗F v′)⊗K u′.

< ρ(a), ρ(a′) >V⊗F s∗(U) = < v ⊗F ku, v′ ⊗F k′u′ >V⊗F s∗(U)

= < v, v′ >V< ku, k′u′ >s∗(U)

= < v, v′ >V s(< ku, k′u′ >U)

= < v, v′ >V s(kk
′ < u, u′ >U)

= s(< v, v′ >V kk
′ < u, u′ >U)

= s(kk′ < v, v′ >V< u, u′ >U)

= s(< k ⊗F v, k′ ⊗F v′ >K⊗FV< u, u′ >U)

= s(< (k ⊗F v)⊗K u, (k′ ⊗F v′)⊗K u′ >(K⊗FV )⊗KU)

= < (k ⊗F v)⊗K u, (k′ ⊗F v′)⊗K u′ >s∗((K⊗FV )⊗KU)

= < a, a′ >s∗((K⊗FV )⊗KU)

Ou seja , ρ é isometria de F -espaços vetoriais (ou F -isometria).

Corolário 1.4.19. Se U é um espaço hiperbólico sobre K, então s∗(U) é um espaço

hiperbólico sobre F .

Demonstração. Note que, como observamos anteriormente, r̂∗(HF ) = HK .

Como um espaço hiperbólico em F é escrito na forma mHF com m ∈ N, po-

demos supor sem perda de generalidade que U = HK pois, da definição de soma

ortogonal, s∗(U1 ⊥ U2) = s∗(U1) ⊥ s∗(U2) e soma de espaços hiperbólicos é um

espaço hiperbólico.
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Logo,

s∗(U) = s∗(HK) = s∗(r̂
∗(HF ))

= s∗(r̂
∗(HF )⊗K < 1 >K) ' HF ⊗F s∗(< 1 >K)

1.4.14' dimF (s∗(< 1 >K)) HF = [K : F ] HF

Assim s∗(U) é hiperbólico.

Corolário 1.4.20. Valem:

(1) U 7→ s∗(U) induz um homomorfismo de grupos s∗ : Ŵ (K) −→ Ŵ (F ).

(2) A composição Ŵ (F )
r̂∗−→ Ŵ (K)

s∗−→ Ŵ (F ) coincide com a multiplicação por

s∗(< 1 >K).

(3) A imagem de s∗ : Ŵ (K) −→ Ŵ (F ) é ideal em Ŵ (F ).

Repare que em momento algum demos “cara” a s. Na verdade podemos mostrar

que, para qualquer homomorfismo t, s∗ e t∗ são iguais a menos de um automorfismo

de Ŵ (K), ou seja, s∗(Ŵ (K)) = t∗(Ŵ (K)). Veja [6], página 194.

Então, podemos escolher um s conveniente.

Teorema 1.4.21. (Scharlau) Seja K/F extensão simples finita com [K : F ] = n

ı́mpar. Suponha K = F (α) e s : K → F homomorfismo F -linear definido por

s(1) = 1 e s(αi) = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1. Então s∗(< 1 >K) ' mHF ⊥< 1 >F .

Demonstração. Suponha que n = 2m + 1. Pensaremos em s∗(< 1 >K) como o

F -espaço K com a forma (y, z) −→ s(yz) F -bilinear.

Temos os espaços F · 1 e
n−1∑
i=1

Fαi = K0 ortogonais pois, se y0 ∈ F e z0 ∈ K0,

s(y0z0) = y0s(z0) = y0s(
n−1∑
i=1

xiα
i) = y0

n−1∑
i=1

xis(α
i) = 0
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Desta forma, como F · 1 '< 1 >F , temos s∗(< 1 >K) '< 1 >F⊥ K0.

Note que o subespaço gerado por {α1, ..., αm} é totalmente isotrópico, assim

deve estar contido em um subespaço hiperbólico de K0 de dimensão 2m. Como

dimK0 = 2m, temos K0 hiperbólico e, assim, K0 isométrico a mHF .

Logo, s∗(< 1 >)K) =< 1 >F⊥ mHF .

Proposição 1.4.22. Seja K = F (α) extensão finita de grau ı́mpar. Então r̂∗ :

Ŵ (F ) −→ Ŵ (K) é um monomorfismo.

Demonstração. Suponhamos n = 2m + 1. Aqui, a dimensão de uma forma é a

demensão do espaço quadrático ao qual ela é associada. Veja que, pela propriedade

universal de M(F ), o homomorfismo dim : M(F ) → Z definido por dim((f)) =

dimF (V ), onde (V, q) é o F -espaço quadrático associado a (f), pode ser estendido

a um homomorfismo dim : Ŵ (F )→ Z.

Seja z ∈ Ŵ (F ) tal que r̂∗(z) = 0. Temos z = (f1)− (f2).

Ora, z ⊗ (mHF ⊥< 1 >F ) = s∗r̂
∗(z) = 0 em Ŵ (F )

Logo 0 = dim(z ⊗ (mHF ⊥< 1 >F )) = dim(z)dim(mHF ⊥< 1 >F ).

Desde que dim(mHF ⊥< 1 >F ) = 2m+ 1 6= 0, dim(z) = 0. Assim dim((f1)) =

dim((f2)) = t.

Temos (f1) ⊗ (mHF ⊥< 1 >F ) = (f2) ⊗ (mHF ⊥< 1 >F ) ⇒ tmHF ⊥ (f1) =

tmHF ⊥ (f2)⇒ (f1) = (f2). Logo z = 0 e, assim, r̂∗ é injetora.

Corolário 1.4.23. Seja K/F extensão de grau ı́mpar. Então r̂∗ é um monomor-

fismo.

Demonstração. Como K = F (α1, ..., αl), basta aplicar o resultado l vezes.
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Caṕıtulo 2

O Teorema da Base Normal

Este caṕıtulo nos dá um resultado fundamental para obtermos uma demonstração

simples do Teorema 3.1.1.

Desejamos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. Toda extensão L/K Galoisiana finita possui base normal.

Ao longo de todo o caṕıtulo apresentaremos resultados necessários para al-

cançarmos nosso objetivo. Este teorema é pouco abordado na literatura usual,

sendo quase sempre remetido ao caso em que o corpo K é infinito. Ao final deste

caṕıtulo será apresentado ao leitor a demonstração em sua totalidade, ou seja, tanto

para K infinito como para K finito.

Começaremos com o seguinte lema:

Lema 2.1.2. Uma matriz P ∈Mn(K[X]) é invert́ıvel se e somente se det(P ) é um

escalar não nulo em K.

Demonstração. (⇒) Se P é invert́ıvel, det(P )det(P−1) = det(PP−1) = det(In) = 1,

ou seja, det(P ) é invert́ıvel em K[X]. Como os únicos elementos invert́ıveis em

K[X] são elementos de K\{0}, então det(P ) ∈ K\{0}.
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(⇐) Lembre que a matriz adjunta a P , dada por P ′ = ((−1)i+jdet(P (j|i))),

onde P (j|i) é a matriz (n − 1) × (n − 1) obtida de P tirando-se a j-ésima linha

e a i-ésima coluna, é tal que PP ′ = det(P )I. Ora, se det(P ) ∈ K\{0}, então

P−1 = det(P )−1P ′ é a inversa de P .

O lema seguinte é de vital importância para a nossa construção. Entretanto op-

tamos por omitir sua demonstração a fim de não tornarmos o texto excessivamente

volumoso. Sua demonstração pode ser vista em [4], página 257, Teorema 9.

Lema 2.1.3. Seja M ∈ Mn(K[X]). Então existem d1(X), d2(X), ..., ds(X) não

nulos em K[X], com di(X)|dj(X) para 1 ≤ i ≤ j ≤ s tais que M é equivalente

a diag{1, ..., 1, d1(X), d2(X), ..., ds(X)}. Ou seja, existem P e Q invert́ıveis em

Mn(K[X]) tais que PMQ = diag{1, ..., 1, d1(X), d2(X), ..., ds(X)}

Repare que, como K é corpo, os polinômios d1(X), d2(X), ..., ds(X) podem ser

tomados mônicos sem perda de generalidade.

Definição 2.1.4. Seja A um anel. Um A-módulo livre é um módulo que possui

uma base, ou seja, um conjunto gerador linearmente independente sobre A.

Sejam K um corpo e V um K-espaço vetorial. Considere EndK(V ) a K - álgebra

de todos os operadores lineares T : V −→ V .

Teorema 2.1.5. Se V tem dimensão finita, então todo operador linear T : V −→ V

determina uma estrutura de K[X] - módulo sobre V e polinômios mônicos d1(X)

... ds(X) tais que:

(i) V ' K[X]
<d1(X)>

⊕ ...⊕ K[X]
<ds(X)>

como K[X]-módulos.

(ii) di(X)|dj(X) para 1 ≤ i ≤ j ≤ s.

(iii) d1(X)d2(X) . . . ds(X) é o polinômio caracteŕıstico de T .
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(iv) ds(X) é o polinômio minimal de T .

Demonstração. Seja

ϕ : K[X] −→ EndK(V )

f(X) −→ f(T ) (T fixo)
m∑
i=0

aiX
i −→ a0I +

m∑
i=1

aiT
i

trivialmente homomorfismo de K-álgebras.

Assim, T determina em V uma estrutura de K[X]-módulo da seguinte forma:

f(X)v = ϕ(f(X))(v) = a0v +
m∑
i=1

aiT
i(v) ∈ V,

com f(X) ∈ K[X] e v ∈ V .

Vamos denotar por A = [T ] a matriz quadrada que representa o operador T e

supor n = dimK(V ).

Usando o Lema 2.1.3, existem d1(X), ..., ds(X) ∈ K[X] tais que

XIn − A ∼ diag{1, ..., 1, d1(X), ...ds(X)}

Desta forma, obtemos matrizes P e Q com determinantes em K tais que

P (XIn − A)Q = diag{1, ..., 1, d1(X), ...ds(X)} (2.1)

Logo det(P )det(XIn−A)det(Q) = det(diag{1, ..., 1, d1(X), ...ds(X)}) e como os

polinômios det(XIn−A) e det(diag{1, ..., 1, d1(X), ...ds(X)}) são mônicos, devemos

ter det(P )det(Q) = 1. Assim

det(XIn − A) =
s∏
i=1

di(X)

valendo assim os ı́tens (ii) pelo Lema 2.1.3 e (iii).
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Antes de prosseguirmos na demonstração, precisamos de alguns resultados. Con-

sidere, então, {v1, ..., vn} base de V sobre K.

Logo

V = Kv1 ⊕ ...⊕Kvn ⊂ K[X]v1 + ...+K[X]vn ⊂ V

Desta forma V = K[X]v1 + ...+K[X]vn e logo {v1, ..., vn} gera V como K[X]-

módulo.

Fixemos para o que segue T (vi) =
n∑
j=1

aijvj de modo que a matriz de T nesta

base é dada por A = (aij).

Defina K[X]n = K[X]×K[X]× ...×K[X] e

ψ : K[X]n −→ V

aplicação K[X] - linear (V com a estrutura de K[X]-módulo determinada por T )

induzida por :

ei −→ vi∀ i = 1, ..., n

com ei o vetor em K[X]n que tem 1 na posição i e zero em todas as outras. Em

outras palavras, se z ∈ K[X]n, digamos z =
n∑
i=1

gi(X)ei, então ψ(z) =
n∑
i=1

gi(X)vi.

Lema 2.1.6. O conjunto β = {fi ∈ K[X]n | i = 1, ..., n} com fi = Xei −
n∑
j=1

aijej

é uma base para N = ker(ψ) sobre K[X].

Demonstração.

(I) fi ∈ N para todo i ∈ {1, ..., n} :

ψ(fi) = ψ(Xei −
n∑
j=1

aijej) = Xvi −
n∑
j=1

aijvj = T (vi)− T (vi) = 0.

Ou seja, fi ∈ N para todo i = 1, ..., n, como queŕıamos.

(II) β gera N sobre K[X]:
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Seja z ∈ N . Digamos z =
n∑
i=1

gi(X)ei e ψ(z) = 0.

Mas Xei = fi +
n∑
j=1

aijej, então existem hi(X) ∈ K[X] e bi ∈ K tais que

z =
n∑
i=1

gi(X)ei =
n∑
i=1

hi(X)fi +
n∑
i=1

biei

Assim 0 = ψ(z) =
n∑
i=1

hi(X)ψ(fi) + ψ(
n∑
i=1

biei) =
n∑
i=1

bivi

Mas, como {v1, ..., vn} é base de V sobre K, bi = 0 ∀ i = 1, ...n e assim temos

z =
n∑
i=1

hi(X)fi, valendo (II).

(III) β é um conjunto linearmente independente:

Se
n∑
i=1

gi(X)fi = 0, então
n∑
i=1

gi(X)Xei =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

gi(X)aij)ej =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

gj(X)aji)ei.

Pela independencia linear dos ei, gi(X)X =
n∑
j=1

gj(X)aji para todo i = 1, ..., n.

Suponha que exista gi(X) 6= 0 e considere r inteiro tal que 1 ≤ r ≤ n e

deg(gr(X)) ≥ deg(gi(X)) ∀ i = 1, ..., n.

Mas gr(X)X =
n∑
j=1

gj(X)ajr, logo

deg(gr(X)) + 1 = deg(gr(X)X)

= deg(
n∑
j=1

gj(X)ajr)

≤ maxi=1,...,n(deg(gi(X)))

= deg(gr(X))

o que é absurdo.

Logo gi(X) = 0 para todo i = 1, ..., n e consequentemente β é base de ker(ψ)

sobre K[X].

Agora podemos voltar ao Teorema 2.1.5.

57



Demonstração. Considere P e Q matrizes associadas a um operador T como em 2.1

e chame Q−1 = [qij] e P = [pij] as matrizes em Mn(K[X]).

Defina para todo i = 1, ..., n

v′i =
n∑
j=1

qijvj

e′i =
n∑
j=1

qijej

f ′i =
n∑
j=1

pijfj

Ora, temos
f ′1
...

f ′n

 = P


f1
...

fn

 = P (XIn − A)


e1
...

en

 = P (XIn − A)Q


e′1
...

e′n



= diag{1, ..., 1, d1(X), ..., ds(X)}


e′1
...

e′n


Logo

f ′1 = e′1

f ′2 = e′2
...

f ′n−s = e′n−s

f ′n−s+1 = d1(X)e′n−s+1

...

f ′n = ds(X)e′n

(2.2)

E,

ψ(e′i) = ψ(
n∑
j=1

qijej) =
n∑
j=1

qijvj = v′i (2.3)
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E assim conclúımos que

0 = ψ(f ′i) = ψ(e′i) = v′i ∀ 1 ≤ i ≤ n− s

0 = ψ(f ′n−s+i) = ψ(di(X)e′n−s+i) = di(X)v′n−s+i ∀ 1 ≤ i ≤ s
(2.4)

Mas


v1
...

vn

 = Q


v′1
...

v′n

 implica V = K[X]v′1 + ...+K[X]v′n.

Como v′1 = ... = v′n−s = 0, temos V = K[X]v′n−s+1 + ...+K[X]v′n. Para facilitar

escreva ui = v′n−s+i para 1 ≤ i ≤ s.

Mostremos que essa soma é direta.

Seja
s∑
i=1

hi(X)ui = 0.

Temos 0 =
s∑
i=1

hi(X)v′n−s+i
2.3
=

s∑
i=1

hi(X)ψ(e′n−s+i) = ψ(
s∑
i=1

hi(X)e′n−s+i).

Logo
s∑
i=1

hi(X)e′n−s+i ∈ N e, assim,

s∑
i=1

hi(X)e′n−s+i =
n∑
i=1

gi(X)f ′i
2.2
=

n−s∑
i=1

gi(X)e′i +
s∑
i=1

gn−s+i(X)di(X)e′n−s+i

Claramente o conjunto {e′i|1 ≤ i ≤ n} é linearmente independente sobre K[X]

pois {ei|1 ≤ i ≤ n} o é e Q é invert́ıvel.

Desta forma

gi(X) = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n− s

gn−s+i(X)di(X) = hn−s+i(X) ∀ 1 ≤ i ≤ s

Assim, para 1 ≤ i ≤ s

hn−s+i(X)ui = gn−s+i(X)di(X)ui = gn−s+i(X)di(X)v′n−s+i
2.4
= 0

Logo V = K[X]u1 ⊕ ...⊕K[X]us
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Repare agora que, para cada i, a aplicação

ρi : K[X] −→ K[X]ui

f(X) −→ f(X)ui = f(T )ui

é um K[X] - homomorfismo sobrejetor de anéis que tem como núcleo o conjunto

kerρi = {f(X)|f(T )ui = 0}.

Pelo Teorema do Isomorfismo, K[X]
kerρi

' K[X]ui.

Afirmação: kerρi =< di(X) >, onde < di(X) > é o gerado por di(X) sobre

K[X].

De fato: Por 2.4, 0 = di(X)v′n−s+i = di(X)ui, temos que ρi(g(X)di(X)) =

g(X)di(X)ui = 0 com gi(X) ∈ K[X].

Assim, kerρi ⊃< di(X) >

Reciprocamente, seja h(X) ∈ kerρi

Então 0 = ρih(X) = h(X)ui = h(X)v′n−s+i = ψ(h(X)e′n−s+i).

Segue que

h(X)e′n−s+i
2.1.6
=

n∑
j=1

gj(X)fj
2.2
=

n−s∑
j=1

gj(X)e′j +
s∑
j=1

gn−s+j(X)dj(X)e′n−s+j

Pela independência linear do conjunto {e′j|1 ≤ j ≤ n},

h(X) = gn−s+i(X)di(X) ∈< di(X) >

Logo kerρi ⊂< di(X) >, valendo então a igualdade.

Desta forma temos K[X]
<di(X)>

' K[X]ui para todo inteiro i tal que 1 ≤ i ≤ s.

Ou seja,

V ' K[X]

< d1(X) >
⊕ K[X]

< d2(X) >
⊕ ...⊕ K[X]

< ds(X) >

ficando assim demonstrado o ı́tem (i) do Teorema 2.1.5.
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Resta-nos somente mostar o ı́tem (iv).

Primeiramente mostremos que ds(T ) = 0.

Como di(X)|ds(X), então ds(X) = hi(X)di(X) com hi(X) ∈ K[X].

Logo ds(X)ui = hi(X)di(X)ui = hi(T )di(T )ui = 0 pois < di(X) >= kerρi.

E como u1, ..., un é base de V sobre K[X], ds(X)v = 0 para todo v ∈ V , sendo

assim ds(T ) = 0.

Seja, agora, g(X) ∈ K[X] mônico tal que g(T ) = 0. Temos g(T )v = 0 para

todo v ∈ V , em particular g(T )us = 0.

Assim g(X) ∈ kerρs =< ds(X) >. Desta forma existe h(X) ∈ K[X] tal que

g(X) = ds(X)h(X), o que nos diz que deg(g(X)) ≥ deg(ds(X)).

Se vale a desigualdade estrita nada se tem a fazer.

Se vale a igualdade, então h(X) é constante igual a 1 pois g(X) e ds(X) são

mônicos.

Logo g(X) = ds(X).

Ficando assim provado na ı́ntegra o Teorema 2.1.5.

Antes de introduzirmos o próximo teorema, faremos uma breve observação.

Observação 2.1.7. A aplicação

ϕ : Z −→ K

n 7−→ n · 1K

é claramente um homomorfismo de anéis.

Logo, como K é corpo, kerϕ é um ideal maximal em Z, ou seja, ker(ϕ) = 0

ou ker(ϕ) = pZ para algum p primo. Então, se a caracteŕıstica de K for zero,
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ker(ϕ) = 0 e K contém uma cópia de Q pois ϕ é injetora. Se a caracteŕıstica de

K for p, ker(ϕ) = p e K contém uma cópia de Fp = Z
pZ .

Agora podemos passar ao seguinte teorema:

Teorema 2.1.8. Seja K corpo finito, com c(K) = p e #K = pn. Então K é corpo

de ráızes de Xpn −X sobre Fp.

Demonstração. Sejam a0 = 0, ..., apn−1 todos os elementos de K. Então K∗ tem

ordem pn − 1, ou seja, ap
n−1
i = 1 implica ap

n

i = ai para todo i = 1, ..., pn − 1.

Claramente ap
n−1

0 = 0 = a0.

Assim temos pn ráızes distintas de Xpn −X, o qual tem, no máximo, pn ráızes.

Ora, todo elemento de K é raiz de Xpn −X e toda raiz de Xpn −X é elemento

de K. Em outras palavras, K é a menor extensão de Fp que contém todas as ráızes

de Xpn −X.

Temos então que K/Fp é extensão de Galois.

Definição 2.1.9. Uma extensão Galoisiana K/F é dita ćıclica se o grupo AutF (K)

é ćıclico.

Teorema 2.1.10. Seja K um corpo finito de caracteŕıstica p. Então K/Fp é uma

extensão ćıclica com AutFp(K) =< σ >, sendo

σ : K −→ K

x −→ xp

Demonstração. Estamos supondo c(K) = p. Repare que o polinômio Xpn − X é

separável. Como K é corpo de ráızes deste, temos K/Fp extensão Galoisiana. Desta

forma |AutFp(K)| = [K : Fp] = n.
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(I) σ : K −→ K é Fp - homomorfismo:

Veja que, pelo Teorema Binomial,

(x+ y)p = xp + yp +

p−1∑
i=1

(p
i
)
xiyp−i

Mostremos, então, que p divide
(p
i
)

= p!
i!(p−i)! para 1 < i < p.

De fato,
(p
i
)

= p!
i!(p−i)! = p (p−1)!

i!(p−i!) = p
p−i

(p−1)!
i!(p−1−i!) = p

p−i

(
p−1
i

)
. Como

(p
i
)

é inteiro

(pois os coeficiente binomiais são inteiros) e p é primo, p− i divide

(
p−1
i

)
.

Logo
(p
i
)

= pm , para algum m ∈ N e 1 < i < p.

Assim ficamos com (x+ y)p = xp + yp, pois c(K) = p.

Repare que 1p = 1 e (xy)p = xpyp trivialmente.

Desta forma fica demonstrado que σ é homomorfismo.

Como Fp tem p elementos, xp = x para todo x ∈ Fp.

Logo σ é Fp -homomorfismo.

(II) σ é isomorfismo:

Basta mostrar a injetividade pois K é um conjunto finito.

Se xp = yp, então (x− y)p = xp − yp = 0. Logo x− y = 0 e assim x = y.

Desta forma σ ∈ AutFp(K).

(III) AutFp(K) =< σ >:

Para isto basta mostrar que a ordem de σ é n, pois AutFp(K) ⊇< σ >.

Suponha então que m seja o menor inteiro tal que σm = IdK . Observe que m

existe pois, como AutFp(K) é grupo finito, σn+1 = σl para algum l entre 1 e n. Logo

σn+1−l = IdK .
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Mas σn(x) = xp
n

= x, ou seja, σn = IdK . Como estamos supondo m a ordem

de σ, então m ≤ n.

Veja que x = σm(x) = xp
m

para todo x em K. Sendo assim, todo elemento de

K é raiz do polinômio Xpm −X.

Assim Xpm−X tem no mı́nimo #(K) = pn ráızes, ou seja, deg(Xpm−X) ≥ pn.

Então pm = deg(Xpm −X) ≥ pn. Logo m ≥ n, valendo assim a igualdade.

Assim |AutFp(K)| = | < σ > | e portanto AutFp(K) =< σ >.

Para não sobrecarregar a escrita, no próximo teorema vamos entender uma

imersão de L em N como um K - homomorfismo injetor de L em N .

Teorema 2.1.11. Seja L/K extensão separável finita e N o fecho normal de L

sobre K. Então,

(i) O número de imersões de L em N é n = [L : K]

(ii) Sendo σ1 = IdL, σ2, ..., σn as n imersões, o conjunto {u1, ..., un} ⊂ L é base para

L/K se, e somente se,

u1 u2 ... un

σ2(u1) σ2(u2) ... σ2(un)

...
...

...

σn(u1) σn(u2) ... σn(un)

6= 0 .

Demonstração.

(i) Veja que N/K é Galois pois N é corpo de ráızes de um polinômio separável.

Como L/K é separável, [L : K]s = [L : K]. Do Teorema 1.2.2 temos que o número

de imersões de L em N é exatamente [L : K]s = [L : K].

(ii) (⇐) Suponha que {u1, ..., un} não seja base de L/K. Como n = [L : K], então

64



o conjunto é linearmente dependente.

Assim existem a1, ...an ∈ K não todos nulos tais que
n∑
i=1

aiui = 0.

Logo
n∑
i=1

aiσj(ui) = σj(
n∑
i=1

aiui) = σj(0) = 0 ∀ j = 1, ..., n.

Desta forma, o sistema 

n∑
i=1

xiui = 0

n∑
i=1

xiσ2(ui) = 0

...
n∑
i=1

xiσn(ui) = 0

tem a solução {a1, ..., an} não trivial.

Logo det((σj(ui))i,j) = 0. Por contraposição vale o resultado.

(⇒) Se det((σj(ui))i,j) = 0, então det((σi(uj))i,j) = 0.

Logo o sistema 

n∑
i=1

xiσi(u1) = 0

n∑
i=1

xiσi(u2) = 0

...
n∑
i=1

xiσi(un) = 0

tem solução não trivial, digamos {a1, ..., an}. Ou seja,
n∑
i=1

aiσi(uj) = 0 ∀ j = 1, ..., n.

Se {u1, ..., un} fosse base de L/K, dado u ∈ L teŕıamos u =
n∑
i=1

ciui, com ci ∈ K.

Logo
n∑
j=1

ajσj(u) =
n∑
i=1

n∑
j=1

ajciσj(ui) =
n∑
i=1

ci
n∑
j=1

ajσj(ui) =
n∑
i=1

ci0 = 0

Assim
n∑
i=1

aiσi = 0 com a1, ..., an não todos nulos, o que contradiz o Teorema

1.1.6.

Logo {u1, ..., un} não pode ser base de L/K. Por contraposição obtemos o
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resultado.

Teorema 2.1.12. Se K é um corpo infinito e p(X1, ..., Xr) é um polinômio não

nulo em K[X1, ..., Xr], então existem a1, ..., ar em K tais que p(a1, ..., ar) 6= 0.

Demonstração. Usaremos indução sobre r.

Se r = 1, p(X) possui deg(p(X)) < ∞ ráızes. Desde que K é corpo infinito,

existe a ∈ K tal que p(a) 6= 0.

Suponha r > 1 e que o resultado seja válido para r − 1.

Vamos escrever p(X1, ..., Xr) =
n∑
i=0

pi(X1, ..., Xr−1)X
i
r.

Como p(X1, ..., Xr) é um polinômio não-nulo, algum pj(X1, ..., Xr−1) é não nulo.

Segundo nossa hipótese de indução, existem a1, ..., ar−1 ∈ K de forma que

pj(a1, ..., ar−1) 6= 0.

Defina g(Xr) =
n∑
i=0

pi(a1, ..., ar−1)X
i
r ∈ K[Xr]. Veja que g(Xr) 6= 0 pois temos

pj(a1, ..., ar−1) 6= 0.

Como g(Xr) é em uma variável, existe ar ∈ K tal que g(ar) 6= 0.

Assim, p(a1, ..., ar) = g(ar) 6= 0, valendo o resultado.

Observação 2.1.13. Repare que, apesar da aparente trivialidade do teorema an-

terior, o fato de K ser infinito é fundamental. Por exemplo, se K for um corpo

finito tal que c(K) = p e #K = pe, o polinômio f(X) = Xpe −X é um polinômio

não-nulo em K[X] com f(a) = 0 para todo a ∈ K.

Definição 2.1.14. Sejam K e L corpos e σ1, ..., σn imersões de K em L. Dizemos

que essas imersões são algebricamente independentes sobre L se p(X1, ..., Xn) = 0
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é o único polinômio em L[X1, ..., Xn] que satisfaz p(σ1(u), ..., σn(u)) = 0 para todo

u ∈ K.

Teorema 2.1.15. Seja K corpo infinito, L/K extensão separável finita e N fecho

normal de L/K. Se σ1, σ2, ..., σn são as [L : K] = n K-imersões de L em N , então

os σi’s são algebricamente independentes sobre N .

Demonstração. Considere o polinômio p(X1, ..., Xn) ∈ N [X1, ..., Xn] de forma que

p(σ1(u), ..., σn(u)) = 0 para todo u ∈ L.

Tome {u1, ..., un} base de L/K.

Então para todo a1, ..., an ∈ K,

0 = p(σ1(
n∑
i=1

aiui), ..., σn(
n∑
i=1

aiui)) = p(
n∑
i=1

aiσ1(ui), ...,
n∑
i=1

aiσn(ui))

Defina g(X1, ..., Xn) ∈ N [X1, ..., Xn] da seguinte forma:

g(X1, ..., Xn) = p(
n∑
i=1

Xiσ1(ui), ...,
n∑
i=1

Xiσn(ui))

Ora, para todo a1, ..., an ∈ K, g(a1, ..., an) = 0.

Seja {v1, ..., vm} base de N/K. Temos g(X1, ..., Xn) =
m∑
j=1

gj(X1, ..., Xn)vj com

gj(X1, ..., Xn) ∈ K.

Assim, gj(a1, ..., an) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m e para todo a1, ..., an ∈ K pois

{v1, ..., vm} é base de N/K.

Mas K é infinito. Então, pelo Teorema 2.1.12, só podemos ter gj(X1, ..., Xn) =

0 ∀ 1 ≤ j ≤ m.

Logo g(X1, ..., Xn) = 0.

Pelo Teorema 2.1.11 (ii), det([σj(ui)ij]) 6= 0 pois {u1, ..., un} é base de L/K.

Considere, então, A a matriz inversa de [σj(ui)ij].
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Logo 0 = g(A


X1

...

Xn

) = p([σj(ui)i,j]A


X1

...

Xn

) = p(X1, ..., Xn).

Assim, σ1, ..., σn são algebricamente independentes sobre N .

Definição 2.1.16. Seja K um corpo. Dizemos que uma extensão finita L/K possui

base normal se existe u ∈ L tal que {σ(u)|σ ∈ AutK(L)} é base de L sobre K.

Agora temos ferramentas suficientes para demonstrar o Teorema 2.1.1, ou seja,

demonstraremos que toda extensão Galoisiana L/K finita tem base normal.

Demonstração. Vamos analisar separadamente os casos K finito e K infinito.

(I) Caso K finito:

Temos L corpo finito de mesma caracteŕıstica de K, digamos p.

Observe que as extensões L/Fp e K/Fp são Galois, como visto no Teorema 2.1.10.

Pelo mesmo Teorema, AutFp(L) é um grupo ćıclico.

Desde que Fp ⊂ K ⊂ L, temos claramente AutK(L) ⊂ AutFp(L). Desta forma

temos AutK(L) grupo ćıclico, suponha AutK(L) =< σ >.

Repare que da mesma forma como construimos a estrutura de K[X] - módulo

para K usando T , podemos construir uma estrutura de K[X] - módulo para L

usando σ.

Note que a ordem de σ é [L : K] que chamaremos de n.

Como σn = IdL, o polinômio g(X) = Xn − 1 ∈ Fp(X) é tal que g(σ) = 0.

Seja mσ(X) o polinômio minimal de σ. Chame s = deg(mσ(X)). Queremos

mostrar que s = m.
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Pela definição de polinômio minimal, s = deg(mσ(X)) ≤ deg(g(X)) = n.

Suponha por absurdo que s < n. Escreva mσ(X) = Xs+as−1X
s−1+...+a1X+a0

e, assim, σs + as−1σ
s−1 + ...+ a1σ

1 + a0σ
0 = 0. Repare que σi 6= σj para i 6= j com

1 ≤ i, j < n pois a ordem de σ é n.

Como o coeficiente de σs é não-nulo, conseguimos uma combinação linear nula

de automorfismos distintos, contrariando o Teorema 1.1.6. Logo s = n.

De modo análogo ao feito no Teorema 2.1.5 ı́tem (iv), temos mσ(X)|g(X).

Como são ambos mônicos e de mesmo grau, mσ(X) = g(X) = Xn − 1.

Seja h(X) ∈ K[X] o polinômio caracteŕıstico de σ, então mσ(X)|h(X) e o grau

deg(h(X)) = [L : K] = n = deg(mσ(X)).

Logo h(X) = mσ(X) = Xn − 1.

Pelo ı́tem (iii) do Teorema 2.1.5, h(X) = d1(X)d2(X)....ds−1(X)mσ(X), fazendo

com que di(X) = 1. Como < 1 >= K[X], K[X]
<di(X)>

= 0. Pelo ı́tem (i), L ' K[X]
<Xn−1>

como K[X] - módulos. Chamaremos este isomorfismo de ϕ.

Assim 1 = 1+ < Xn − 1 >. Desta forma todo elemento de K[X]
<Xn−1> é da forma

f(X)1 = f(X) com deg(f(X)) < n. Observe que se deg(f(X)) ≥ n podemos

dividir f(X) por Xn − 1 e obter a mesma classe com o polinômio resto.

Se x ∈ L⇒ ϕ(x) ∈ K[X]
<Xn−1> ⇒ ϕ(x) = f(X) para algum f(X) ∈ K[X].

Defina α = ϕ−1((1)).

Ora, ϕ(x) = f(X)1 = f(X)ϕ(α) = ϕ(f(X)α). Logo x = f(X)α = f(σ)α.

Como supomos deg(f(X)) < n, escreva f(X) =
n−1∑
i=1

aiX
i.

Assim, x = f(σ)α =
n−1∑
i=1

aiσ
i(α)

Ou seja, dado x ∈ L, existem a0, ..., an−1 ∈ K tais que x =
n−1∑
i=1

aiσ
i(α). Ora,
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{σ0(α), σ1(α), ..., σn−1(α)} gera L/K e tem [L : K] elementos, logo é uma base.

Como {σ0, ..., σn−1} são todos os elementos de AutK(L), a base acima é normal.

(II) Caso K infinito:

Seja AutK(L) = {σ1, ..., σn}. Como L/K é normal, L é seu próprio fecho normal

e, assim, pelo Teorema 2.1.15, σ1, ..., σn são algebricamente independentes sobre L.

Agora, para algum u ∈ L, {σ1(u), ..., σn(u)} é base de L/K se, e somente se,

det([σiσj(u)]i,j) 6= 0 pelo Teorema 2.1.11 parte (ii).

Mostremos, então, que existe u ∈ L com det([σiσj(u)]i,j) 6= 0.

Fixando-se i e variando j, temos que σiσj percorre AutK(L).

Assim, obtemos uma permutação j 7→ i(j) para todo i fixo com 1 ≤ i ≤ n.

Considere a matriz A = [Xi(j)]i,j e o polinômio d(X1, ..., Xn) := det(A). Observe

que A ∈Mn(L[X1, ..., Xn]).

Note que d(X1, ..., Xn) 6= 0 pois, como cada Xj aparece uma única vez em cada

linha de A, d(1, 0, ..., 0) = ±1.

Ora, σ1, ..., σn são algebricamente independentes e d(X1, ..., Xn) 6= 0, existe u

em L tal que

d(σ1(u), ..., σn(u)) 6= 0

Logo det([σiσj(u)]i,j) = det([σi(j)(u)]i,j) = d(σ1(u), ..., σn(u)) 6= 0.

Assim {σ1(u), ..., σn(u)} é base normal de L/K.
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Caṕıtulo 3

Estruturas de Módulos

Neste caṕıtulo aplicamos grande parte do tema abordado ao longo dos caṕıtulos

anteriores.

3.1 Estrutura de K[G]-módulo de uma extensão

finita de corpos

Seja L/K uma extensão finita e G um subgrupo finito de AutK(L). Considere o

conjunto K[G] = {
∑
σ∈G

aσσ|aσ ∈ K}. Observe que K[G] é um K-espaço vetorial com

base G. K[G] também é um anel com a multiplicação dada por (aσ)(bτ) = (ab)(στ)

e possui a unidade IdL. Note ainda que L tem uma estrutura de K[G]-módulo à

esquerda via a seguinte ação: se aσ ∈ K[G] e l ∈ L, aσ · l = aσ(l) ∈ L. A partir

de agora, quando falarmos em um A-módulo para algum anel A, estaremos nos

referindo a um A-módulo à esquerda.

Recorde que se G = AutK(L) e |G| = [L : K] = n, do Teorema 1.1.27 temos que

L/K é extensão de Galois. Pelo Teorema da Base Normal (2.1.1), existe w ∈ L tal

que {σ1(w), ..., σn(w)} é base de L sobre K e por conseguinte L é um K[G]-módulo
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livre com o gerador {w}.

Assim, se L/K é extensão Galoisiana finita e G = AutK(L), então L é um

K[G]-módulo livre com 1 gerador.

Mais geralmente temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Se L/K é uma extensão finita e G é subgrupo de AutK(L), então

L é um K[G]-módulo livre com [LG : K] geradores.

Demonstração. Veja queG = AutLG(L) poisG ⊂ AutLG(L) e, como LG = LAutLG (L)

então |G| = [L : LG] = [L : LAutLG (L)] = |AutLG(L)|. Assim L/LG é Galois.

Como vimos, L é um LG[G]-módulo livre com um gerador, digamos w.

Sejam β = {b1, ..., br} base de LG/K como espaço vetorial (r = [LG : K]) e

βw = {bi,w = biw|i = 1, ..., r} conjunto em L. Vamos mostrar que βw é base de L

sobre K[G]. De fato, mostremos primeiro que βw gera L sobre K[G]:

Como β ⊂ LG, temos que σ(bj) = bj para todo σ ∈ G e para todo j = 1, ..., r.

Seja x ∈ L. Ora, x = gw para algum g ∈ LG[G].

Suponha g =
m=|G|∑
i=1

aσiσi com aσi ∈ LG e σi ∈ G. Escreva aσi =
r∑
j=1

αijbj, com

αij ∈ K.

Assim:

x = gw =
m∑
i=1

aσiσi(w) =
m∑
i=1

r∑
j=1

αijbjσi(w) =
r∑
j=1

m∑
i=1

αijσi(bjw)

Defina gj =
m∑
i=1

αijσi ∈ K[G]. Logo x =
r∑
j=1

(
m∑
i=1

αijσi)bj,w =
r∑
j=1

gjbj,w.

Desde que x ∈ L é qualquer, βw gera L sobre K[G].

Agora mostremos que βw é um conjunto linearmente independente sobre K[G]:
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De fato, suponhamos
r∑
j=1

gjbj,w = 0 com gj =
m∑
i=1

aijσi ∈ K[G]. Então,

r∑
j=1

gjbj,w = 0⇔
m∑
i=1

r∑
j=1

aijσi(bjw) = 0⇔
m∑
i=1

r∑
j=1

aijbjσi(w) = 0

Como {w} é base de L sobre LG[G] e aijbj ∈ LG para todo i = 1, ...,m e

j = 1, ...r, então
m∑
i=i

r∑
j=1

aijbjσi = 0

Pelo Teorema 1.1.6,
r∑
j=1

aijbj = 0

para todo i = 1, ...,m.

Uma vez que {bj|j = 1, ..., r} é base de LG sobre K, temos que aij = 0 para

todo i = 1, ...,m e j = 1, ..., r.

Assim gj = 0 para todo j = 1, ...m. Ou seja, βw é linearmente independente

sobre K[G] e consequentemente base.

Como βw tem r = [LG : K] elementos, vale o teorema.

3.2 Outro olhar sobre o Teorema 3.1.1

Note que na demonstração do Teorema 3.1.1 foi de fundamental importância o

Teorema da Base Normal. Nesta seção daremos uma nova demonstração para este

mesmo teorema que será totalmente independente do Teorema da Base Normal.

Ao longo desta seção serão apresentados resultados que nos darão base tanto

para redemonstrarmos o Teorema 3.1.1 como para fundamentarmos os resultados

contidos no Caṕıtulo 4.
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Seja L/K uma extensão finita e consideremos K1 a maior extensão separável de

K contida em L, ou seja, K1 = Lsep.

Proposição 3.2.1. Os grupos AutK(K1) e AutK(L) são isomorfos.

Demonstração. Defina

f : AutK(L) −→ AutK(K1)

σ 7−→ σ|K1

que é claramente um homomorfismo de grupos.

Veja que se C(K) = 0, então L/K é separável e assim L = K1. Vamos supor,

então, C(K) = p.

(I) Mostremos que f é injetiva. De fato, se f(σ) = f(τ), então σ|K1 = τ |K1 . Seja

α ∈ L, como L/K1 é puramente inseparável, temos que existe e inteiro não negativo

tal que αp
e ∈ K1.

Logo σ(α)p
e

= σ(αp
e
) = τ(αp

e
) = τ(α)p

e

Assim, (σ(α) − τ(α))p
e

= σ(α)p
e − τ(α)p

e
= 0 o que implica σ(α) = τ(α) e,

desde que α é qualquer, σ = τ .

(II) Mostremos que f é sobrejetiva. De fato, seja ρ ∈ AutK(K1). Mostraremos que

ρ é a restrição de um K-automorfismo de L

Veja que L = K1(α1, ..., αn) e que, para algum n1 ∈ N, {1, α1, ..., α
n1
1 } é base de

K1(α1)/K1

Defina

σ1 : K1(α1) −→ K1(α1)
n1∑
i=1

xiα
i
1 −→

n1∑
i=1

ρ(xi)α
i
1

Claramente σ1(x+ y) = σ1(x) + σ1(y) para todo x, y ∈ K1(α1).
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Ainda, para todo x, y ∈ K1(α1)

σ1(xy) = σ1((
n1∑
i=1

xiα
i
1)(

n1∑
j=1

yjα
j
1)) = σ1(

n1∑
i=1

n1∑
j=1

xiyjα
i+j
1 )

=
n1∑
i=1

n1∑
j=1

ρ(xiyj)α
i+j
1 =

n1∑
i=1

n1∑
j=1

ρ(xi)ρ(yj)α
i+j
1

=
n1∑
i=1

ρ(xi)α
i
1

n1∑
j=1

ρ(yj)α
j
1 = σ1(x)σ1(y)

Ou seja, σ1 preserva as operações do corpo K1(α1).

Desde que {1, α1, ..., α
n1
1 } é base, σ1 é injetora e, como ρ é automorfismo de K1,

σ1 é sobrejetora.

Assim σ1 ∈ AutK(K1(α1)) e σ1|K1 = ρ.

Tome {1, α2, ..., α
n2
2 } base de K1(α1, α2)/K1(α1) e defina

σ2 : K1(α1, α2) −→ K1(α1, α2)
n2∑
i=1

xiα
i
2 −→

n2∑
i=1

σ1(xi)α
i
2

com xi ∈ K(α1).

De maneira análoga σ2 ∈ AutK(K1(α1, α2)) e σ2|K1 = ρ.

Podemos repetir esse processo e obter σn : L −→ L automorfismo com σn|K1 = ρ.

Ora, f(σn) = σn|K1 = ρ e, assim f é sobrejetora.

Logo f é isomorfismo entre AutK(K1) e AutK(L).

Em face da Proposição 3.2.1 podemos abusar da notação e escrever G do Teo-

rema 3.1.1 como subgrupo tanto de AutK(K1) quanto de AutK(L).

Lema 3.2.2. Sejam L/K extensão finita e G um subgrupo finito de AutK(L).

Existe uma base β = {α1, ..., αn} para L/K1 tal que αi ∈ LG para todo i = 1, ..., n.
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Demonstração. Primeiramente repare que, se uma extensão de corpos F ′′/F é pu-

ramente inseparável e existe um corpo F ′ tal que F ⊂ F ′ ⊂ F ′′, então F ′′/F ′ é

puramente inseparável.

De fato, se α ∈ F ′′, como F ′′/F é puramente inseparável, mα,F (X) = (X − α)n

é o minimal de α em F para algum n.

Então, o minimal de α em F ′, mα,F ′(X), divide mα,F (X). Assim temos que

(X − α)n = mα,F ′(X)p(X) para algum p(X) ∈ F ′[X].

Logo mα,F ′(X) = (X − α)m para algum m e, assim, como α é qualquer, F ′′/F ′

é puramente inseparável.

Com uma demonstração semelhante se conclui que se F ′′/F é uma extensão

separável e F ⊂ F ′ ⊂ F ′′, então F ′′/F ′ é separável.

Mostremos, então, que L = K1L
G

Repare que LG ⊂ K1L
G ⊂ L. Como L/LG é Galois, logo separável, então

L/K1L
G é separável.

Ainda, K1 ⊂ K1L
G ⊂ L. Como L/K1 é puramente inseparável, L/K1L

G é

puramente inseparável.

Então L/K1L
G é puramente inseparável e separável, ou seja, pelo Corolário

1.1.22 temos L = K1L
G.

Seja {α1, ..., αm} base de LG/K. Assim,

x ∈ L⇔ x =
r∑
i=1

kili =
r∑
i=1

ki(
m∑
j=1

lijαj) =
m∑
j=1

(
r∑
i=1

kilij)αj

com ki ∈ K1; li ∈ LG; lij ∈ K ∀i = 1, ..., r; j = 1, ...,m.

Como cj =
r∑
i=1

kilij ∈ K1 para todo j = 1, ...,m, temos que x ∈ L⇔ x =
m∑
j=1

cjαj,

ou seja, {α1, ..., αm} gera L sobre K1

Desde que {α1, ..., αm} ⊂ LG, basta reduzirmos este conjunto a uma base de
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L/K1.

Proposição 3.2.3. É suficiente mostrar o Teorema 3.1.1 para extensões separáveis.

Demonstração. Suponha que o Teorema 3.1.1 seja válido para extensões separáveis.

Considere uma extensão finita qualquer L/K e K1 = Lsep.

Como K1/K é separável, existe β̃ = {v1, ..., vs0} base para K1 como K[G]-

módulo livre com exatamente s0 = [KG
1 : K] elementos.

Seja β = {b1, ..., br0} base de L/K1 como no Lema 3.2.2.

Vamos mostrar que o conjunto B = {bv|b ∈ β; v ∈ β̃} é base para o K[G]-

módulo L e que tem exatamente [LG : K] elementos.

(I) B é linearmente independente sobre K[G]:

Suponha ∑
b∈β

∑
v∈β̃

(
∑
σ∈G

lσbvσ)bv = 0

com lσbv ∈ K para todo σ ∈ G, b ∈ β e v ∈ β̃.

Temos∑
b∈β

∑
v∈β̃

(
∑
σ∈G

lσbvσ)bv = 0 ⇔
∑
b∈β

∑
v∈β̃

(
∑
σ∈G

lσbvσ(bv)) = 0

⇔
∑
b∈β

∑
v∈β̃

(
∑
σ∈G

lσbvσ(b)σ(v)) = 0

b∈LG⇔
∑
b∈β

∑
v∈β̃

(
∑
σ∈G

lσbvbσ(v)) = 0

⇔
∑
b∈β

(
∑
v∈β̃

∑
σ∈G

lσbvσ(v))b = 0

β base de L/K1⇔
∑
v∈β̃

∑
σ∈G

lσbvσv = 0 ∀b ∈ β

β̃ base de K1/K[G]⇔
∑
σ∈G

lσbvσ = 0 ∀b ∈ β; v ∈ β̃

1.1.6⇔ lσbv = 0 ∀b ∈ β; v ∈ β̃;σ ∈ G
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Observe que, usamos acima que lσbvg(v) ∈ K1 pois, como mostramos na Pro-

posição 3.2.1, σ pode ser visto tanto como automorfismo de L quanto de K1 e,

como v ∈ K1, σ(v) ∈ K1.

Logo
∑
σ∈G

lσbvσ = 0 e portanto B é linearmente independente sobre K[G].

(II) B gera L sobre K[G]:

Seja x ∈ L. Temos x =
∑
b∈β

αbb com αb ∈ K1 para todo b ∈ β.

Ainda, αb =
∑
v∈β̃

(
∑
σ∈G

lσvbσ)v com lσvb ∈ K, pois β̃ é base de K1 como K[G]-

módulo.

Desde que σ(b) = b ∀b ∈ β, temos:

x =
∑
b∈β

(
∑
v∈β̃

(
∑
σ∈G

lσvbσ)v)b

=
∑
b∈β

∑
v∈β̃

∑
σ∈G

lσvbσ(v)σ(b)

=
∑
b∈β

∑
v∈β̃

∑
σ∈G

lσvbσ(bv)

=
∑
b∈β

∑
v∈β̃

(
∑
σ∈G

lσvbσ)bv

Ou seja, B gera L sobre K[G].

Assim, como B tem [L : K1][K
G
1 : K] elementos, L é um K[G]-módulo livre com

[L : K1][K1 : KG
1 ] geradores.

E,

[L : K1][K
G
1 : K] =

[L:K1][K1:KG
1 ][KG

1 :K]

[K1:KG
1 ]

= [L:K]
|G|

= [L:LG][LG:K]
|G|

= |G|[LG:K]
|G|

= [LG : K]

Logo L é um K[G]-módulo livre com [LG : K] geradores, ou seja, se o Teorema
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3.1.1 é válido para extensões finitas separáveis, então é válido para extensões finitas

quaisquer.

Observação 3.2.4. Note que
∑
b∈β

(
∑
v∈β̃

(
∑
g∈G

lgvbg)v)b não é simplesmente aplicar g

em vb, pois o que temos é um escalar em K1, a saber
∑
g∈G

lgvbgv , e não em K[G].

Por isso o fato de g(b) = b é fundamental para garantir que B seja um conjunto

gerador.

A partir de agora, salvo menção em contrário, L/K é uma extensão finita se-

parável e N o fecho normal de L sobre K.

Observação 3.2.5. Se X é um conjunto finito, definimos N [X] como o conjunto

das somas formais
∑
x∈X

nxx com nx ∈ N .

Ainda, se algum conjunto G age em X, então N [X] torna-se um N [G]-módulo

à esquerda através da seguinte ação: mσσ · nxx = (mσnx)(σ · x)

Considere o conjunto S = {s : L −→ N | s é K-imersão}. Vamos definir o

conjunto S−1 = {s−1|s ∈ S}.

Observe que S−1 não é o conjunto das inversas dos elementos de S, mas sim um

conjunto que está em bijeção com S via s 7→ s−1. Entretanto, para σ ∈ G, σ−1 é a

aplicação inversa de σ, ainda em G.

Vamos fazer σ ∈ G = AutK(L) agir em S−1 da seguinte forma:

σ · s−1 := (sσ−1)−1

Note que a ação de G em S−1 é bem definida pois como σ é K-automorfismo

de L, σ−1 também o é, assim sσ−1 é uma K-imersão de L em N . Desta forma

(sσ−1)−1 ∈ S−1. Vamos denotar a ação de σ em s−1 simplesmente por σs−1.
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Como G age em L, podemos induzir em L⊗KN uma estrutura de N [G]-módulo

considerando
∑
σ∈G

nσσ ∈ N [G] e definindo

(
∑
σ∈G

nσσ)(a⊗K b) =
∑
σ∈G

σ(a)⊗K nσb

Observação 3.2.6. Repare que definimos a ação de N [G] em L ⊗K N para um

elemento básico, entretanto deve-se entender esta ação como linear em um elemento

qualquer
∑
i

ai ⊗K bi de L⊗K N , ou seja:

(
∑
σ∈G

nσσ)(
∑
i

ai ⊗K bi) =
∑
σ∈G

∑
i

(σ(ai)⊗K nσbi)

Com isso todas as propriedades de módulos se satisfazem trivialmente.

Lema 3.2.7. Os N [G]-módulos à esquerda L⊗K N e N [S−1] são isomorfos.

Demonstração. Defina

ϕ : L⊗K N −→ N [S−1]∑
i

ai ⊗K bi −→
∑
s∈S

∑
i

s(ai)bis
−1

Veja que é imediato o fato de que ϕ é bem definida pela propriedade universal do

produto tensorial. Entretanto a propriedade universal não garante que ϕ é N -linear

mas sim K-linear.

(I) ϕ é N -linear:

Claro pois se n ∈ N ,

ϕ(n
∑
i

ai ⊗K bi) = ϕ(
∑
i

ai ⊗K nbi)

=
∑
s∈S

∑
i

s(ai)nbis
−1

= n
∑
s∈S

∑
i

s(ai)bis
−1

= nϕ(
∑
i

ai ⊗K bi)
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(II) ϕ respeita a ação de G:

Primeiramente repare que, ao variarmos s, para cada σ ∈ G fixo sσ percorre S,

ou seja, S = Sσ = {sσ|s ∈ S}.

De fato, s1σ = s2σ ⇒ s1 = s2 pois σ é automorfismo, assim #Sσ = #S. Como

Sσ ⊂ S, temos Sσ = S.

Se σ ∈ G, podemos olhar σ como elemento de N [G]. Ora

ϕ(σ(
∑
i

ai ⊗K bi)) = ϕ
∑
i

σ(ai)⊗K bi =
∑
s∈S

∑
i

s(σ(ai))bis
−1

Seja t := sσ ∈ S, logo σt−1 = (tσ−1)−1 = (sσσ−1)−1 = s−1. Logo, como Sσ = S,

sσ = t percorre S. Desta forma temos:

ϕ(σ(
∑
i

ai ⊗K bi)) =
∑
t∈S

∑
i

t(ai)biσt
−1

Por outro lado, como σ age em S−1:

σ(ϕ(
∑
i

ai ⊗K bi)) = σ(
∑
s∈S

∑
i

s(ai)bi︸ ︷︷ ︸
∈N

s−1) =
∑
s∈S

∑
i

s(ai)biσs
−1

Logo ϕ(σ(
∑
i

ai ⊗K bi)) = σ(ϕ(
∑
i

ai ⊗K bi)) como queŕıamos.

Em outra palavras, (I) e (II) nos dizem que ϕ é homomorfismo de N [G]-

módulos.

(III) ϕ é bijeção:

Repare que, olhando L⊗K N como N espaço vetorial, dimNL⊗K N = dimKL.

Mas dimKL = [L : K] = [L : K]s = #S = dimNN [S−1].

Assim dimNL⊗K N = dimNN [S−1]. Portanto basta mostrar ϕ injetiva.

Suponha, então, ϕ(x) = 0 para algum x ∈ L⊗K N .

Tome uma base {at ∈ L | t ∈ S} de L/K.
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Relembre que, do Teorema 1.2.2 temos que #S = [L : K]S = [L : K] = dimKL.

Assim existe um conjunto {nt ∈ N | t ∈ S} de forma que x =
∑
t∈S

at ⊗K nt.

De fato, como x ∈ L⊗K N então

x =
∑
i

ai ⊗K bi =
∑
i

(
∑
t∈S

αitat)⊗K bi (αit ∈ K)

=
∑
i

∑
t∈S

(αitat ⊗K bi) =
∑
i

∑
t∈S

(at ⊗K αitbi)

=
∑
t∈S

at ⊗K
∑
i

αitbi︸ ︷︷ ︸
nt

=
∑
t∈S

at ⊗K nt

Logo 0 = ϕ(x) = ϕ(
∑
t∈S

at ⊗K nt) =
∑
s∈S

∑
t∈S

s(at)nts
−1.

Desde que S−1 é base de N [S−1] sobre N , temos
∑
t∈S

s(at)nt = 0 para todo s ∈ S.

Mas pelo Teorema 2.1.11, a matriz (s(at))s,t é não singular. Logo o sistema∑
t∈S

s(at)Xt = 0 , s ∈ S tem única solução Xt = 0 para todo t ∈ S. Como Xt = nt

para todo t ∈ S é solução, devemos ter nt = 0 para todo t ∈ S.

Logo x =
∑
t∈S

at ⊗K 0 = 0L⊗KN , ficando assim provado o lema.

Note que podemos dar uma estrutura de K[G]-módulo para L⊕m =
m⊕
i=1

L =

L × L × ... × L e K[S−1]m simplesmente fazendo os escalares agirem em cada

coordenada.

Vamos ver mais alguns isomorfismos que nos ajudarão na demonstração do Te-

orema 3.1.1.

Proposição 3.2.8.

(i) L⊗K N ' L⊕[N :K] como K[G]-módulos

(ii) N [S−1] ' K[S−1][N :K] como K[G]-módulos
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Demonstração. Considere n = [N : K] e {v1, ..., vn} base de N/K

(i) Seja {w1, ..., wm} base de L/K.

Defina:

ϕ : L⊗K N −→ L⊕[N :K]

n∑
i=1

(
m∑
j=1

αijwj)⊗K vi −→ (
m∑
j=1

αijwj)
n
i=1

Note que ϕ é claramente homomorfismo bem definido K-espaços vetoriais pela

propriedade universal do produto tensorial.

Primeiramente, vejamos que ϕ é injetora:

Suponha ϕ(
n∑
i=1

(
m∑
j=1

αijwj)⊗K vi) = ϕ(
n∑
i=1

(
m∑
j=1

βijwj)⊗K vi). Assim temos que

(
m∑
j=1

αijwj)
n
i=1 = (

m∑
j=1

βijwj)
n
i=1

para todo i = 1, ..., n.

Logo
m∑
j=1

(αij − βij)wj = 0

para todo i = 1, ..., n.

Como {wj | 1 ≤ j ≤ m} é base de L sobre K, para todo i temos que αij = βij.

Assim, ϕ é injetora.

Mostraremos que ϕ é sobrejetora:

Seja x = (ai)
n
i=1 ∈ L⊕[N :K]. Escreva ai =

m∑
j=1

α′ijwj.

Logo ϕ(
n∑
i=1

(
m∑
j=1

α′ijwj) ⊗K vi) = (
m∑
j=1

α′ijwj)
n
i=1 = (ai)

n
i=1 = x, ou seja, ϕ é sobre-

jetora.

Ainda, ϕ respeita a ação de G.
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De fato, se σ ∈ G,

ϕ(σ(
n∑
i=1

(
m∑
j=1

αijwj)⊗K vi)) = ϕ(
n∑
i=1

(
m∑
j=1

αijσ(wj)⊗K vi))

= (
m∑
j=1

αijσ(wj))
n
i=1

= σ((
m∑
j=1

αijwj)
n
i=1)

= σ(ϕ(
n∑
i=1

(
m∑
j=1

αijwj)⊗K vi))

Desta forma ϕ respeita claramente a ação de K[G], ou seja, ϕ é isomorfismo de

K[G]-módulos.

(ii) Defina

ϕ : N [S−1] −→ K[S−1][N :K]∑
s∈S

n∑
i=1

αisvis
−1 −→ (

∑
s∈S

αiss
−1)ni=1 αis ∈ K

ϕ é claramente um homomorfismo bem definido de grupos.

Temos ϕ injetora pois se ϕ(
∑
s∈S

n∑
i=1

αisvis
−1) = ϕ(

∑
s∈S

n∑
i=1

βisvis
−1), temos para

todo i entre 1 e n ∑
s∈S

αiss
−1 =

∑
s∈S

βiss
−1

Desta forma, pela definição de K[S−1], temos que αis = βis para todo s ∈ S e

1 ≤ i ≤ n. Logo ϕ é injetora.

Ainda, tomando x = (
∑
s∈S

α′iss
−1)ni=1 ∈ K[S−1][N :K], então

ϕ(
∑
s∈S

n∑
i=1

α′isvis
−1) = x

ou seja, ϕ é sobrejetora.

Mais que isso, ϕ respeita a ação de G.

84



De fato, se σ ∈ G,

ϕ(σ(
∑
s∈S

n∑
i=1

αisvis
−1)) = ϕ(

∑
s∈S

n∑
i=1

αisviσs
−1)

= ϕ(
∑
s∈S

n∑
i=1

αisvi(sσ
−1)−1)

= (
∑
s∈S

αis(sσ
−1)−1)ni=1

= (
∑
s∈S

αisσs
−1)ni=1

= σ((
∑
s∈S

αiss
−1)ni=1)

= σ(ϕ(
∑
s∈S

n∑
i=1

αisvis
−1))

E assim claramente ϕ é um isomorfismo de K[G]-módulos.

Assim, os isomorfismos acima, juntamente com o Lema 3.2.7, nos dizem que

L⊕[N :K] ' K[S−1][N :K] como K[G]-módulos.

Definição 3.2.9. Uma ação de G em X é dita fiel se σ1 ·x = σ2 ·x implicar σ1 = σ2

para todo x ∈ X.

Proposição 3.2.10. A ação de G em S−1 é fiel. Ainda, as órbitas de S−1, definidas

por o(s−1) = {σs−1 | σ ∈ G}, são iguais ou disjuntas.

Demonstração. Suponha σ1s
−1 = σ2s

−1. Temos que (sσ−11 )−1 = (sσ−12 )−1 e, como

cada elemento de S−1 é associado a um único elemento de S, sσ−11 = sσ−12 .

Assim, para qualquer x ∈ L, sσ−11 (x) = sσ−12 (x). Como s é imersão, e portanto

injetora, temos σ−11 (x) = σ−12 (x) ∀ x ∈ L.

Mas σ1 e σ2 são automorfismos, logo σ1(x) = σ2(x) para todo x ∈ L. Desta

forma σ1 = σ2 e portanto a ação é fiel.

Mostraremos agora que as órbitas são disjuntas:
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Considere agora s−1 ∈ o(s−11 ) ∩ o(s−12 ) com s−11 , s−12 ∈ S−1.

Temos s−1 = σ1s
−1
1 para algum σ1 ∈ G e s−1 = σ2s

−1
2 para algum σ2 ∈ G.

Por conseguinte s−11 = σ−11 σ2s
−1
2 e logo s−11 ∈ o(s−12 ). Veja que desta maneira

obtemos o(s−11 ) ⊂ o(s−12 ).

Analogamente s−12 ∈ o(s−11 ) e portanto o(s−11 ) = o(s−12 ).

Logo duas órbitas são iguais ou disjuntas.

Como a ação é fiel, cada órbita tem exatamente |G| elementos, desta forma, o

número de órbitas de S−1 é #o(S−1) = #S
|G| .

Vamos escolher um elemento em cada uma das m = #o(S−1) órbitas de S−1 e

nomeá-los s−11 , ..., s−1m .

Repare que, independentemente da escolha dos elementos das órbitas, σ1(s
−1
i )

percorre o(s−1i ) quando σ1 percorre G pois σ1σ2 percorre G para σ2 fixo.

Proposição 3.2.11. K[S−1] ' K[G]m como K[G]-módulos.

Demonstração. Primeiramente note que podemos reescrever qualquer elemento da

forma
∑

s−1∈S−1

λs−1s−1 ∈ K[S−1] como
m∑
i=1

∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ1s
−1
i .

Defina então

ϕ : K[S−1] −→ K[G]m

m∑
i=1

∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ1s
−1
i −→ (

∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ1)

m
i=1

É imediato o fato de que ϕ é bem definido. Mostremos que ϕ é um isomorfismo

de grupos:

(I) ϕ é injetora:
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Suponha ϕ(
m∑
i=i

∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ1s
−1
i ) = ϕ(

m∑
i=i

∑
σ1∈G

ασ1s−1
i
σ1s
−1
i ).

Temos
∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ1 =

∑
σ1∈G

ασ1s−1
i
σ1 ∀ i = 1, ...,m.

Mas pelo Teorema 1.1.6 G é um conjunto linearmente independente sobre K,

logo λσ1s−1
i

= ασ1s−1
i
∀ i = 1, ...,m; σ1 ∈ G.

(II) ϕ é sobrejetora:

Considere β ∈ K[G]m. Ora, β = (
∑
σ1∈G

ασ1,iσ1)
m
i=1.

Defina α =
m∑
i=1

∑
σ1∈G

ασ1,iσ1s
−1
i ∈ K[S−1]. Claramente ϕ(α) = β.

(III) ϕ preserva a ação de G:

Seja σ2 ∈ G. Pensando σ2 como elemento de K[G] temos

ϕ(σ2
m∑
i=1

∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ1s
−1
i ) = ϕ(

m∑
i=1

∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ2σ1s

−1
i )

= (
∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ2σ1)

m
i=1

= σ2(
∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ1)

m
i=1

= σ2(ϕ(
m∑
i=1

∑
σ1∈G

λσ1s−1
i
σ1s
−1
i ))

Assim claramente ϕ respeita a ação de K[G]. Logo ϕ é um isomorfismo de

K[G]-módulos.

Podemos, agora, voltar à prova do Teorema 3.1.1

Demonstração. De 3.2.7 e 3.2.8 temos que L⊕[N :K] ' K[S−1][N :K] como K[G]-

módulos

Então, pelo Teorema 1.3.11 temos L ' K[S−1] como K[G]-módulos.

Ainda, pela proposição 3.2.11, temos que K[S−1] ' K[G]m como K[G]-módulos

com m = #o(S−1). Logo L ' K[G]m como K[G]-módulos.
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Mas m = #o(S−1) = #S
|G| = [L:K]s

[L:LG]

L/Ksep
= [L:K]

[L:LG]
= [L:LG][LG:K]

[L:LG]
= [LG : K].

Claramente K[G][L
G:K] é K[G]-módulo livre com [LG : K] geradores.

Desde que L ' K[G][L
G:K] como K[G]-módulos, vale o resultado.
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Caṕıtulo 4

Estrutura de Espaço Quadrático

Neste caṕıtulo ainda estamos supondo L/K uma extensão separável finita.

Toda maquinaria constrúıda ao longo deste trabalho induz um resultado que nos

dá uma estrutura de K-espaço quadrático a L usando o traço, descrito na Seção

2.2, quando o fecho normal N de L/K é tal que [N : K] é ı́mpar.

Veja que, como estamos supondo L/K separável, então [L : K]i = 1 e o traço

de x ∈ L é dado por trL/K(x) =
∑
s∈S

s(x) com S o conjunto das K-imersões de L

em seu fecho normal N .

Lembre-se que pelo Teorema 1.2.8, trL/K(L) ⊂ K. Desta forma, o traço induz

uma aplicação K-bilinear simétrica qL em L, quando este é visto como espaço

vetorial sobre K. Basta definir:

qL(x, y) = trL/K(xy)

Veja que se x ∈ L\{0}, então x tem inverso em L. Temos que qL(x, x−1) =

trL/K(xx−1) = trL/K(1) =
∑
s∈S

s(1) = [L : K] pois L/K é separável e, pelo Teorema

1.2.2, temos que S tem [L : K] elementos. Logo, se x 6= 0 então qL(x, x−1) 6= 0, ou

seja, x = 0 é o único elemento de L tal que qL(x, y) = 0 para todo y ∈ L. Por 1.4.5
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(iii), (V, qL) é regular. Em outra palavras, (fqL) ∈M(F ).

Para simplificarmos a escrita, a partir de agora quando (V, q) for um espaço

quadrático, q representará tanto a aplicação bilinear quanto a classe de formas

quadráticas (fq) associada a (V, q).

Vimos que, se N é uma extensão de K, então o K-espaço quadrático (L, qL) pode

ser estendido a um N -espaço quadrático (L⊗K N, qN), onde qN(l⊗K n, l′⊗K n′) =

nn′qL(l, l′).

Vamos definir uma aplicação bilinear pN em N [S−1] por pN(s−1, s−1) = 1

pN(s−1, s′−1) = 0 se s 6= s′

e estender cada variável por linearidade em N .

Lema 4.1.1. Os espaços quadráticos (L⊗K N, qN) e (N [S−1], pN) são isométricos.

Demonstração. Já sabemos que L⊗KN e N [S−1] são isomorfos como N [G]-módulos

pelo Lema 3.2.7. Vamos usar a mesma aplicação e mostrar que ela é isometria.

Relembrando, t́ınhamos a aplicação

ϕ : L⊗K N −→ N [S−1]∑
i

ai ⊗K bi −→
∑
s∈S

∑
i

s(ai)bis
−1

É suficiente mostrarmos que qN(a ⊗K b, a′ ⊗K b′) = pN(ϕ(a ⊗K b), ϕ(a′ ⊗K b′))

pois as aplicações são bilineares e ϕ é homomorfismo.

Ora,

qN(a⊗K b, a′ ⊗K b′) = qL(a, a′)bb′

=
∑
s∈S

s(aa′)bb′

=
∑
s∈S

s(a)s(a′)bb′

=
∑
s∈S

∑
s′∈S

s(a)s′(a′)bb′pN(s, s′)
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= pN(
∑
s∈S

s(a)bs,
∑
s′∈S

s′(a′)b′s′)

= pN(ϕ(a⊗K b), ϕ(a′ ⊗K b′))

Teorema 4.1.2. Seja L/K extensão separável finita e N fecho normal de L/K tal

que [N : K] tem grau ı́mpar e c(K) 6= 2. Considere p aplicação bilinear em K[S−1]

definida por p(s, s) = 1 e p(s, s′) = 0 se s 6= s′. Seja qL a aplicação bilinear induzida

pelo traço. Então (L, qL) ' (K[S−1], p).

Demonstração. Note que claramente (K[S−1], p) é um espaço regular.

Repare que a aplicação bilinear pN definida em K[S−1]⊗K N por:

pN(s⊗K n, s′ ⊗K n′) = nn′p(s, s′)

é exatamente a imagem de p pela aplicação r : M(K) −→M(N) descrita na Seção

1.4.

Claramente podemos ver que os espaços (K[S−1]⊗K N, pN) e (N [S−1], pN) são

isométricos, com τ : K[S−1]⊗K N → N [S−1] definida por τ(s−1⊗K n) = ns−1 e pN

trivialmente induzido para agir em N [S−1], ou seja, pN(ns−1, n′s′−1) = nn′p(s, s′−1).

Veja que pN é a mesma aplicação usada no Lema 4.1.1. Por este mesmo lema,

(L⊗K N, qN) ' (N [S−1], pN). Assim, em M(N) ⊂ Ŵ (N), qN = pN .

Agora, r̂∗ : W (K) −→ Ŵ (N) é tal que r̂∗(qL) = qN = pN = r̂∗(p) em Ŵ (N).

Mas mostramos que r̂∗ é injetiva se [N : K] for ı́mpar. Desta forma temos que

qL = p em M(K) ⊂ Ŵ (K).

Assim, pela Proposição 1.4.4, temos que (L, qL) ' (K[S−1], p).

Defina a aplicação q0 em K[G] por q0(g, g) = 1 e q0(g, g
′) = 0 se g 6= g′. Repare

que esta aplicação é bilinear simétrica e que o espaço (K[G], q0) é regular.
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Teorema 4.1.3. Sejam L/K extensão finita separável e G subgrupo de AutK(L).

Suponha que c(K) 6= 2 e L tem fecho normal N tal que [N : K] é ı́mpar, então

(L, qL) é isomorfo a uma soma ortogonal de [LG : K] cópias de (K[G], q0).

Demonstração. Tome m = [LG : K]. Denotaremos a soma ortogonal de m cópias

de (K[G], q0) por (K[G], q0)
m.

Defina:

σ : K[S−1] −→ K[G]m

m∑
i=1

∑
g∈G

λgs−1
i
gs−1i −→ (

∑
g∈G

λgs−1
i
g)mi=1

Com p a forma em K[S−1] definida acima e q a soma ortogonal de m vezes q0.

Já mostramos anteriormente que σ é um isomorfismo. Só precisamos mostrar

que σ é isometria, ou seja, q(σ(a), σ(b)) = p(a, b), com a, b ∈ K[S−1].

De fato, sejam a =
m∑
i=1

∑
g∈G

λgs−1
i
gs−1i e b =

m∑
i=1

∑
g∈G

αgs−1
i
gs−1i .

q(σ(a), σ(b)) = q(σ(
m∑
i=1

∑
g∈G

λgs−1
i
gs−1i ), σ(

m∑
i=1

∑
g∈G

αgs−1
i
gs−1i ))

= q((
∑
g∈G

λgs−1
i
g)mi=1, (

∑
g∈G

αgs−1
i
g)mi=1)

=
m∑
i=1

q0(
∑
g∈G

λgs−1
i
g,
∑
g∈G

αgs−1
i
g)

=
m∑
i=1

∑
g∈G

q0(λgs−1
i
g, αgs−1

i
g)

=
m∑
i=1

∑
g∈G

p(λgs−1
i
gs−1i , αgs−1

i
gs−1i )

= p(
m∑
i=1

∑
g∈G

λgs−1
i
gs−1i ,

m∑
i=1

∑
g∈G

αgs−1
i
gs−1i )

= p(a, b)

Logo (K[G], q0)
m ' (K[S−1], p) e, pelo Teorema 4.1.2, (K[S−1], p) ' (L, qL).

Ou seja, (L, qL) ' (K[G], q0)
m.
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