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Resumo

Mostraremos de duas maneiras diferentes (uma delas usando o Teorema da Base
Normal e a outra ndo) que se um corpo L é uma extensao finita um corpo K e G é um
subgrupo dos K-automorfismos de L, entdo L é um K[G]-médulo a esquerda livre
com exatamente [LY : K| geradores. Mais ainda, se ¢(K) # 2 e N é o fecho normal
de L/K com [N : K| impar, entdo conseguimos dar uma interessante estrutura de

espaco quadratico a L.

Esta dissertacao foi elaborada com base no artigo de P. Lundstrom: “Galois Mo-
dule Structure Of Fields Extensions”, International Eletronic Journal Of Algebra,

2007.



Abstract

We will show in two different ways (one using the Normal Basis Theorem and
the other not) that if a field L is a finite extension of a field K and G is a subgroup
of K-automorfisms of L, then L is a free left K[G]-module with exactly [L¢ : K]
generators. Moreover, if ¢(K) # 2 and N is the normal closure of L/ K with [N : K]

odd, then we can give an interesting structure of quadratic space to L.

The subject of this dissertation is based on P. Lundstrom’s paper: “Galois Mo-
dule Structure Of Fields Extensions”, International Eletronic Journal Of Algebra,

2007.
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Introducao

Neste trabalho mostraremos por dois métodos independentes que se L/K é uma
extensao finita de corpos e G é um subgrupo dos K-automorfismos de L, entao L é

um K|[G]-médulo & esquerda livre com exatamente [LE : K| geradores.

No primeiro método, feito na Se¢ao 3.1, usamos uma demonstracao relativa-
mente simples, que pode ser facilmente entendida por qualquer um que conheca o
Teorema da Base Normal, abordado no Capitulo 2. Este teorema é de vital im-
portancia para o método e é pouco abordado na literatura, sendo quase sempre
remetido ao caso em que o corpo é infinito. Aqui, faremos ambos os casos e este
capitulo depende apenas da Secao 1.1 e de um pequeno conhecimento sobre algebra

linear.

No segundo método usamos uma demonstracao mais elaborada, construida ao
longo de toda a Secao 3.2. Este método é totalmente independente do Teorema da
Base Normal, podendo-se entendé-lo apenas usando as Secoes 1.1 e 1.3 e resultados
basicos sobre o produto tensorial entre médulos. Para resultados importantes sobre

o produto tensorial de médulos, recomendamos a leitura de [11] ou [1].

Em decorréncia desta segunda demonstracao, no Capitulo 4 conseguimos dar a
L uma interessante estutura de K-espaco quadratico, usando a forma trago descrita

na Secao 1.2. E de grande importancia que o leitor compreenda o tema abordado



na Secao 1.4 que, juntamente com as Secoes 1.2 e 3.2 sao os alicerces para um total

entendimento do resultado final.

Optamos por colocar varios resultados da teoria de Galois para que o leitor se

familiarize com os conceitos, que serao usados ao longo de todo este trabalho.

As preliminares incluem resultados, com e sem demonstracoes, que sao ne-
cessarios para os capitulos seguintes. No intuito de nao tornar o texto excessi-
vamente volumoso, optamos por apresentar apenas aquelas demonstracoes que nao
exigissem uma quantidade muito grande de pré-requisitos. Para as demonstracoes

omitidas, o leitor é remetido a bibliografia.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo falaremos um pouco sobre Teoria de Galois, Teoria de Mddulos
e Formas Quadraticas. Isto nos dard um embasamento para entendermos mais

facilmente os capitulos seguintes.

1.1 Um pouco da Teoria de Galois

A teoria de Galois serd de fundamental importancia para o contexto geral deste
trabalho. Tentamos encaixar os resultados da melhor forma possivel para que o

leitor se familiarize com a teoria.

Dizemos que um corpo L é extensdo de um corpo K (ou que L estende K') se

K for um subcorpo de L. Vamos denotar essa extensao por L/K.
Vamos chamar de grau da extensdo L/K a dimensao de L como K-espago ve-

torial. Denotaremos este grau por [L : K].

Teorema 1.1.1. Se L é uma extensao de K e F ¢ uma extensdo de L, entdo

[F: K] =[F: L|[L: K|, mesmo quando alguma destas dimensdes é infinita.



Demonstracao. Sejam ayq, ..., a,, elementos de F' linearmente independentes sobre L

e by, ..., b, elementos de L linearmente independentes sobre K.

Suponha Y > ¢;ja;b; =0 com ¢;; € K, paratodoi=1,...,me j=1,..,n.

i=1j=1
n m n m n

Repare que ) ¢;ib; € L, logo como > ¢jab; = > (> ¢ijbj)a; = 0 e
j=1 i=1;5=1 =1 j=1

n

ai,...,an, sdo linearmente independentes sobre L, entao ) ¢;;b; = 0, para todo
j=1

ie{l,...,m}.

n
Como by, ..., b, sdo linearmente independentes sobre K e ) ¢;;b; = 0, para todo
j=1
iem {1,..,m}, entdo ¢;; =0 paratodoi =1,....me j=1,...,n.

Concluimos entao que o conjunto {a;b;|]1 <i <mnel < j <m} élinearmente

independente.

Isto nos diz que o teorema é valido mesmo quando [L : K] ou [F : L] sao

infinitos.

Suponha agora que [F': L] = m e [L : K| = n, {ai,...,a,,} é uma base de F
sobre L e {by,...,b,} é uma base de L sobre K.

m
Sed € F, entao d = ) ¢;a; com ¢; € L para todo i € {1,...,m}. Para qualquer
i=1

ie{l,...m}, ¢ = .Zldijbj com d;; € K, para todo i € {1,...,m} e j € {1,....,n}.
]:

LOgO d= Z Z d,-jaibj.

i=1j=1

Assim o conjunto {a;b; | i = 1,....,m e j = 1,..,n} é base de I' sobre K, ou

seja, [F': K| =[F : L|[L: K] O
Definicao 1.1.2. Uma extensio L/K ¢é dita finita se [L : K] € finito.

Considere L/K uma extensao de corpos.

Se U for um subconjunto de L, denotaremos por K(U) o menor corpo que

estende K e contém U. Se U for um conjunto finito, digamos U = {ay, ..., a,},



vamos denotar K (U) por K(ay, ..., an).
Veja que K (a) é exatamente o corpo {% | f(X),9(X) € K[X] eg(a)#0}.
Ainda, denotaremos por K[a] o anel {f(a) | f(X) € K[X]}.

Se L/K é uma extensao finita, entao existe uma base {a1, ..., a,} de L sobre K.

Logo L = K(ay, ..., ay).

Definicao 1.1.3. Se a € L e existe um polinomio p(X) em K[X] tal que p(a) =0,
dizemos que a € algébrico sobre K. L/K ¢é dita extensao algébrica se todo elemento

de L for algébrico sobre K.

Veja que toda extensao finita é algébrica pois, se L/K é uma extensao de grau
nea € L, entdao {1,a',...,a"' a"} é um conjunto linearmente dependente sobre

n
K. Desta forma, existem {c, ..., c,} nao todos nulos em K tais que »_ ¢;a' = 0.
i=0

Logo, p(X) =Y ;X" € K[X] e p(a) =0, ou seja, L/K é uma extensao algébrica.
i=0

Teorema 1.1.4. Sejam L/K uma extensao de corpos e a € L algébrico sobre K.

Valem:
(i) FEziste um unico polinémio monico irredutivel p(X) € K[X] tal que p(a) = 0.

(i1) Se g(x) é um polinomio em K|[X] tal que g(a) =0, entao p(X) divide g(X).

(iv) Todo elemento de K (a) € escrito unicamente na forma r(a) onde r(X) € K[X]

er(X) =0 oudeg(r(X)) < deg(p(X)).
(v) K(a)/K € uma extensao algébrica.

(vi) [K(a) : K] = deg(p(X)).

Demonstracao.



(i) Defina ¢ : K[X] — K]la] por ¥(f(X)) = f(a). E claro que ¢ é um homomor-

fismo bem definido de anéis. Repare que v é sobrejetor.

Como a ¢é algébrico sobre K, entao ker(y) # 0. Desta forma ker(y) é um
ideal de K[X]. Como todo ideal em K[X] é principal, existe p(X) € K[X] tal que
ker(y) =< p(X) >. Vamos supor sem perda de generalidade que p(X') seja monico.

K[X]

Pelo Teorema do Isomorfismo, (%)

= =~ K|[a] que é um dominio de integridade.
Logo < p(X) > é um ideal primo.

Desta maneira p(X) é irredutivel em K[X], pois se p(X) = g(X)h(X), entao
g(X) €< p(X) > ou h(X) €< p(X) > ou seja, g(X) = p(X) ou h(X) = p(X).

Se g(X) € K[X] é tal que g(a) = 0, entao g(X) € ker(y)) =< p(X) >. Logo

9(X) = p(X)h(X), para algum h(X) € K[X].

Assim, p(X) é o unico polindomio monico irredutivel que anula a.
(17) Imediato da demonstragao do item (7).

(#7¢) Como em um anel de polinémios sobre um corpo todo ideal primo nao nulo é

K[X]

0S¢ um corpo. Logo Kla] é um corpo e assim K (a) € Klal.

maximal, temos que
A inclusao contraria é imediata.
(iv) Se a € K(a) = K]lal, entao existe h(X) € K[X] tal que a = h(a).
Veja que dado h(X) € K[X] existem polinomios ¢(X) e 7(X) em K[X] tais que
WX) = ¢(X)p(X) +r(X) e r(X) = 0 ou deg(r(X)) < deg(p(X)).
Logo a = h(a) = q(a)p(a) + r(a) = r(a).

Mais ainda, se a = r/(a) para algum 7'(X) € K[X] e deg(r'(X)) < deg(p(X)),
entao ¢(X) = r(X) —r'(X) € K[X] tem grau menor do que p(X) e g(a) = 0, ou

seja, como g(X) €< p(X) > devemos ter g(X) = 0.

Desta forma temos que r(X) é o tnico polinémio em K[X] tal que o = r(a) e



deg(r(X)) < deg(p(X)) ou r(X) = 0.

(v) e (vi) Pelo ftem (iv) temos claramente que {1,a,a?...,a" '} é uma base de K (a)
sobre K com n = deg(p(X)). Logo K (a) é extensdo finita (e portanto algébrica) de
K e [K(a): K] =n.

]

Desta maneira, se p(X) for o polinémio moénico irredutivel em K[X] que anula

a, diremos que p(X) é o minimal de a em K[X].

Corolario 1.1.5. Se ay,...,a, sdo algébricos sobre K, entio K(ay,...,a,) € uma

extensao algébrica de K.

Demonstracdao. Basta ver que, se a; é algébrico sobre K, entao a; é algébrico sobre
K(ay,...,a;_1). Desta forma, a extensao K(ay,...,a;)/K(ay,...,a;_1) é finita para
todo i =2,....,7 e K(a;)/K é finita. Denote K(ay, ..., a;) por K;.

Entao, como [K, : K| = [K, : K, 1]...[Ks : Ki][K; : K|, K(aq,...,a,)/K é finita

e portanto algébrica. O

A partir de agora sempre que nos referirmos a uma extensao estaremos suben-

tendendo extensao algébrica de corpos, salvo menc¢ao em contrario.

Teorema 1.1.6. (Dedekind)Sejam K e L corpos e 01,03, ...,0, homomorfismos
de K em L distintos dois a dois. Suponha que exista {\i, Ao, ..., \n} C L tal que
Y Xio; =0. Entao \; =0, para todo i =1,2,....,n .

i=1
Demonstracdo. Usaremos inducao sobre o nimero de homomorfismos n.
Se n =1 e temos A\jo; = 0, em particular 0 = A\jo1(1g) = ;.
Suponha agora que n > 1 e que o resultado seja valido para todo 1 < m < n.

Agora mostraremos que nao podemos ter que \; # 0 para todo ¢ = 1, ..., n.



Vamos entao considerar \; # 0 para todo ¢ € {1,2,...,n}. Como os homomor-

fismos sao distintos, existe xy € K tal que o1(xg) # 0, (o).

Por hipétese, > \jo; = 0. Em particular, > A\oy(xzzg) = 0 e Y Noi(x) = 0,
i=1 i=1 i=1
para todo x € K.

Multiplicando o segundo por o,,(x¢) e fazendo a diferenca com o primeiro temos
Z )\Z'O'Z'(ajl’o) — O'n(l'o) Z )\10'1(1') =0Vzxe K
i=1 i=1

Assim,
n—1

> " Ni(oi(xo) — ou(@o))oi(x) =0V z € K

=1

e logo

i
L

Ai(oi(zo) — op(x0))o; =0

=1

Pela hipdtese de indugao temos \;(o;(xg) — on(x0)) =0 paral <i<n—1.

Em particular, parai = 1 temos A\ (01 (zg)—0,(z9)) = 0. Como oy (zg) # (o),

deve ser \; = 0, o que é absurdo pois supomos \; # 0 para todo i € {1,2,...,n}.
Logo nao pode ocorrer o caso \; # 0 para todo ¢ € {1,2,...,n}.

Desta forma, A; = 0 para algum j € {1,...,n} e, pela hipdtese de indugao, vale

o resultado.

O

Teorema 1.1.7. Sejam F e L corpos e {01,039, ...,0,} homomorfismos de F em
L distintos dois a dois. Seja, ainda, K = {a € Fl|oi(a) = ... = o,(a)}. Entdo
[F: K] >n.

Demonstragao. Seja r = [F : K]. Vamos supor por absurdo que r < n.

Tome = {ay, ..., a,} base de F sobre K e considere o sistema linear homogéneo



;

o1(ay)zy + og(ay)xe + ... + op(a)x, = 0

al(ag)xl -+ 02(a2)x2 + ...+ Un(ag)l'n =0

o1(ar)z1 + oo(ar)zs + ... + oplay )z, = 0

\

Como r < n e o sistema tem r equagoes e n variaveis, existe solucao nao trivial,

digamos {by,...,b,} C L.

A;ja; com

Desta forma, ) bjo;(a;) =0 paratodoi=1,....,r. Sea € F, a=
j=1 i=1
i € K, ou seja, 01(\;) = 02(N;) = ... = 0, (\;) para todo i =1, ..., 7.

T T

Assim, > bjoj(a) = > bjo; (D Niai) = > o1(N) Y bjos(a;) = 0 para todo
=1 j=1 i=1 j=1

j = i=1

a€F.

n
Ou seja, Y bjo; = 0. Isto é absurdo pois, pelo Teorema 1.1.6, cada b; deveria
j=1
ser zero, contrariando o fato de {by, ..., b} ser solugao nao trivial.

Logo [F: K| >n

]

Considere L/ K extensao de corpos e G subgrupo do grupo dos K-automorfismos

de L. Vamos definir LY = {z € L | o(z) = = Vo € G}.
Repare que esta definicao é um caso particular da hipotese do Teorema 1.1.7

pois Id;, € G.

Teorema 1.1.8. Sejam L/K extensio de corpos e G subgrupo finito de Auty(L).
Entao [L : L% = |G].
Demonstra¢ao. Suponha G = {0y = Idy, 03, ...,0,} com n = |G].

Temos do Teorema 1.1.7 que [L : L¢] > |G|. Vamos supor por absurdo que

seja estritamente maior. Desta forma existe um conjunto {ay, as, ..., ap, apy1} C L



linearmente independente sobre L¢.

O sistema
(
o1(ay)zy + o1(ag)zy + ... + o1(an)xy + 01(@pi1)Tnrr = 0
os(ar)xy + o9(az)xe + ... + 02(an) Ty + 02(Ans1) T = 0
\ on(a1)r1 + op(ag)rs + ... + op(an)Tn + on(ani1)Tni = 0

tem n+ 1 varidveis e n equagoes. Desta forma possui uma solucao {by,...,b, 41} C L

nao trivial.

Dentre todas as solucoes possiveis, escolha a que tem o menor niimero de termos
nao-nulos, o qual denotaremos por r. Para facilitar , vamos supor by, bo, ..., b, nao-
nulos e b,41 = b,19 = ... = b, 1 = 0, reordenando o sistema se necessario. Suponha

ainda b, = 1, multiplicando cada termo da solugao por b, ! se necessdrio.

n+1

Note que {b1,by,...,b,} ¢ LY pois caso o fosse, para o = Idp, > a;jb; = 0 e,
j=1

como {ay, ay, ..., n, any1} 6 linearmente independente sobre LY, seria todo bj=00

que é absurdo.

Desta forma existe 1 < m < r tal que b,, € LY e logo existe 1 < [ < n tal que
O'l(bm) 7& bm

Repare ainda que r > 1 pois se r = 1 deveria ser 0 = o1(a;)b; = a1b; e logo

a; = 0 o que é absurdo.

M-

Como ) bjo;(a;) =0, entdo 0 = oy( > bjoi(a;)) =
=1 i=1 i
1=1,2,...,n.

o1(b;)oi(0i(a;)) para todo

1

Mas G é grupo, entao o;0; varia em todo G quando ¢ varia de 1 a n, ou seja,

r

> o1(bj)ok(a;) = 0 para todo k = 1,2, ..., n.

Jj=1

Desta forma, como b, =1 e 0;(1) = 1,

Z_: (01(bj) — bj)oi(a;) = Zal(bj)ai(aj) - Z bjoi(a;) =0

10



para todo 7 =1,2,...,n.

Defina agora ¢; = oy(b;) — b;. Obtemos desta forma c,, # 0, ou seja, temos
{c1, ey Cmy -y 6,21, 0,0, ..., 0} uma solugao nao trivial com no méximo r—1 elementos

nao nulos, o que é absurdo pois contraria a minimalidade de r.

Logo [L : LY = |G|. O

Suponhamos que ¢ : F' — L seja isomorfismo de corpos. Vamos definir por

o* o isomorfismo de anéis entre F[X] e L[X] dado por o*(>_ a;X?) = 3 o(a;) X".
i=1 =1
Denotaremos por o*(f)(a) o polinomio o*(f(X)) aplicado a « € L.
Vamos dizer que um homomorfismo ¢ : K; — K5 pode ser prolongado a um

homomorfismo p: Ly — Ly se K1 C Ly, Ky C Ly e p|g, = 0.

Teorema 1.1.9. Sejam o : K1 — K5 isomorfismo de corpos e Ly e Ly extensoes
de K; e Ky respectivamente. Seja, ainda, 0 € Ly elemento algébrico sobre Ky com
mo i, (X) € Ki[X] seu minimal. Entdo o pode ser prolongado a um homomor-
fismo injetor p : K1(0) — Lo se, e somente se, o*(mg k, (X)) tem uma raiz em
Lo. Ainda, o niumero de prolongamentos € igual ao numero de raizes distintas de

o*(mgr, (X)) em Lo.

Demonstracao.
(=) Suponha mg i, (X) = > a; X" € Ki[X]. Se p: Ki(§) — Ly é um prolonga-
i=0
mento de o, entao p(f) é raiz de o*(my k, (X)).

n

De fato, o™ (mo .k, (p(0))) = >_ o(ai)p(0)".

= 0(35 ) = ploma, (6)
= p(O) =0

11



Como p(0) € Lo, 0*(mp k, (X)) tem uma raiz em Lo.

(<) Repare que 0*(myg k, (X)) é irredutivel em K[ X] pois myp k, (X) é irredutivel em
K,[X] e o é isomorfismo de corpos. Suponha que A € Ly seja raiz de o*(myg k, (X)).

Temos entao que o*(mg k, (X)) é o minimal de A em K[ X].

Mas Kl(e) = % e K2()\) — Ko [X]

<mg, 5, (X) <o*(mg,x; (X))>"

Podemos definir
ﬁ: Kl[X] — KQ()\)

f(X) — " (/)N

que ¢é claramente um homomorfismo bem definido de anéis.

Vamos supor que f(X) € ker(p), ou seja, o*(f)(A) = 0. Como o*(myg x, (X)) é
o minimal de A\ em K5, temos que o*(f(X)) = o*(mgx, (X))g*(X) com g*(X) €
K[ X].

Como o* é isomorfismo de anéis, ¢*(X) = 0*(g(X)) para algum g(X) € K;[X]
e logo, pelo mesmo motivo, f(X) = myg x, (X)g(X).

Desta forma, ker(p) C< mg i, (X) >.

Se f(X) €< myk, (X) >, entdo f(X) = mgr, (X)g(X) e consequentemente
temos que o*(f(X)) = 0*(mg k, (X)g(X)). Por conseguinte, o*(f)(\) = 0, obtendo-

se assim que ker(p) 2< mg g, (X) >.

Concluimos entao que ker(p) =< mg k, (X) >.

Pelo Teorema do Isomorfismo, existe um isomorfismo p entre K (6) = %
s 1
e K3(\) C Ly. Este isomorfismo claramente prolonga o.
A ultima parte é imediata. n

A partir de agora, sempre que falarmos que um polinémio p(X) se decompoe

sobre L[X], com L corpo, entenderemos que a decomposicao é em fatores lineares,

12



ou seja, p(X) tem todas as suas raizes em L.

Sejam K um corpo e p(X) € K[X]. Dizemos que um corpo L é corpo de decom-

posigao ou de raizes de p(X) se existirem aj, ..., ay, em L tais que L = K(ay, ..., )
n

ep(X)=1]] (X —a;)" em L[X], com r; # 0 para todo i = 1, ..., n.
i=1
Para assegurar a existéncia de um corpo de raizes de p(X) € K[X], ¢é suficiente
que se mostre a existéncia de um corpo que estenda K e contenha uma raiz de p(X),

pois p(X) tem grau finito. Suponha p(X) irredutivel (caso p(X) seja redutivel, faca

. . . . K[X] .
a construgao para um de seus fatores irredutiveis) e considere (oS due ¢ um

K[X]
<p(X)>

K[X]
<p(X)>"

corpo. Podemos fazer K C identificando a € K com a+ < p(X) >€
Veja que X+ < p(X) > é raiz de p(X). Neste corpo p(X) pode ser reduzido a um

polinémio de grau menor e assim repetir o processo finitas vezes.

Definigao 1.1.10. Um polinomio p(x) é dito separdvel sobre um corpo K se todos
0s seus fatores irredutiveis em K[X] so tiverem raizes simples em qualquer corpo

de raizes.

Teorema 1.1.11. Sejam o : K1 — K5 isomorfismo de corpos, f(X) € Ki[X] ndo-
constante, Ly corpo de raizes de f(X) sobre Ky, Ly corpo de raizes de o*(f(X))

sobre Ks. Entao valem:
(1) Eziste um isomorfismo p : Ly — Lo que prolonga o.

(17) Se f(X) for um polinomio separdvel, entdo exristem exatamente [Ly : K] iso-

morfismos de Ly em Ly que prolongam o

Demonstra¢ao. Em ambos os casos usaremos indugao sobre [L; : K;].

(i) De fato, se [Ly : K;] = 1, entdao f(X) se decompoe em K;[X]| = L;[X], ou seja,

f(X)=a, [[ (X —6;) com 6; € K;. Assim, o*(f(X)) = o(a,) [[ (X —o(6;)) com
i=1 =1

0(0;) € Ky. Ora, 0*(f(X)) se decompbe em Ky e entdo Ky = L.
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Suponha agora que [L; : K;] = n > 1 e que o resultado seja valido para todo

m € N tal que 1 <m < n.

Desta forma, f(X) nao se decompde em K, ou seja, existe ¢(X) fator irredutivel
de f(X) com deg(q(X)) > 1. Considere 0 raiz de q(X) em L;. Note que 6 ¢ K,

pois terfamos ¢(X) redutivel.

Temos, pelo Teorema 1.1.9, que o pode ser prolongado a um homomorfismo
injetor p' : K;1(#) — Ly. Podemos restringir a imagem de p’ para o corpo
P (K1(0)) C Ly e assim considerar p’' : K1(0) — p/(K7(0)) isomorfismo.

Ora, L; é corpo de raizes de f(X) sobre K;(6) e Ly é corpo de raizes de o*(f (X))
sobre p'(K1(9)).

Mas n = [Ll . Kl] = [Ll . Kl(Q)][Kl(e) . Kl] [§ [Kl(ﬁ) . Kl] > 1 pOiS 0 ¢ Kl-
Logo n > [L; : K1(0)]. Pela hipétese de indugdo, existe p : Ly — Lo isomorfismo

que prolonga p’ e logo o.

(i1) Se [Ly : Ki] = 1, entao f(X) se decompoe em K;[X] e logo o*(f(X)) se de-
compoe em K3[X], ou seja, Ly = Ky e Ly = K», valendo o resultado.

Seja, agora, [L1 : K1) = n > 1 e que o resultado seja valido para todo m € N

tal que 1 < m < n.

Tome p(X) fator irredutivel de f(X) com deg(p(X)) =d > 1 pois f(X) nao se

decompoe em K.

Desta forma, como f(X) é separavel, p(X) tem exatamente d raizes distintas em
Ly, digamos oy, ..., ag. Sejam [y, ..., By raizes de o*(p(X)) em Ly (note que também
sao distintas). Ora, existem d isomorfismos o; : K1(oy) — Ka(f;) com o;(a) = 5

e que prolongam o.
Encare L e Ly como corpos de raizes sobre K1(aq) e, Vi, K5(3;) respectivamente.

Logo [ = [Ll : Kl(al)] — [KEL(Zg}I}ﬁ] = [L1(:iKﬂ < [Ll : Kl] —n.
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LK) s omorfismos que pro-
d

Pela hipétese de inducao, existem exatamente [ =
longam o; para cada i¢. Como os o0; sao distintos, temos d% = [L; : K4

isomorfismos de L; em L, que prolongam o.

Desta forma temos o seguinte corolario:

Corolario 1.1.12. Quaisquer dois corpos de raizes de um mesmo polinomio sobre

um corpo K sao isomorfos.

Demonstracao. Basta tomar K1 = K = K5 no Teorema 1.1.11. O

Teorema 1.1.13. Sejam K um corpo, f(X) € K[X] um polinémio nao-constante
e I corpo de raizes de f(X) . Entdo se g(X) é um polinémio irredutivel em K|X]|

e g(X) tem uma raiz em F, entao g(X) se decompoe em F[X].

Demonstragao. Sendo F corpo de raizes de f(X) sobre K, entao F = K(aq, ..., i),

onde aq, ..., a,, sdo todas as raizes de f(X) em F.

Considere € F raiz de g(X). Como ¢g(X) € K[X]| C F[X], tome L corpo de
raizes de g(X) sobre F.

Temos L = F(f, ..., B,) com fy, ..., B, todas as raizes de g(X) em L. Seja ' € L
tal que 5 # G e g(f') = 0. Assim existe um K-isomorfismo 7 de K(f) em K(f'),

com 7() = [/, por uma simples aplicagao do Teorema 1.1.9.

Ora, podemos olhar F' como corpo de raizes de f(X) sobre K(f3) pois 5 € F' e
F(B") como corpo de raizes de f(X) sobre K ().

Além disso, 7*(f(X)) = f(X). Pelo Teorema 1.1.11 existe um isomorfismo p
de F em F(f') que prolonga 7. Note ainda que p(q;) sdo raizes de f(X), logo

p(a;) € F para todoi=1,2,...,m.

15



Mas p(8) = 7(8) = . Ainda, f € F = K(ay, ..., ), entao existe um po-
linémio h(Xy, ..., X;) € K[ X1, ..., X tal que h(aq, ..., o) = .

Logo, ' = p(8) = (ph)(p(ct)s s pletm)) = h(p(ar), -y plaim)) € F.

Assim ¢g(X) se decompde em F.
[l

Definigao 1.1.14. Uma extensio L/ K é dita normal se todo polinomio irredutivel

em K que tem uma raiz em L se decompoe em L.

Proposicao 1.1.15. Uma extensao L/K € normal e finita se, e somente se, L é

corpo de raizes de algum polinomio em K[X].

Demonstracao.

(=) Como L/K ¢ finita, L = K(aq,...,a,). Tome p(X) = ][] ma,x(X), com
i=1
Ma; 1 (X) 0 minimal de a; em K[X] para todo ¢ = 1,...,n. Claramente L é corpo

de raizes de p(X).

(<) Imediato do Teorema 1.1.13. L

Definigao 1.1.16. Sejam L/K uma extensdo e a € L. Dizemos que a € separdvel
sobre K se a € raiz simples de seu minimal em K[X]. A extensio L/K € dita

separdvel se todo elemento de L for separdvel sobre K.

Observe que toda extensao de um corpo K de caracteristica 0 é separavel pois,
se a € L, caso m, x(X) tenha a como raiz multipla, a derivada usual de mg (X))

serd tal que m;, x(a) = 0, contrariando o fato de m, x(X) ser o minimal.

Definicao 1.1.17. Sejam L/K uma extensdo e a € L. Dizemos que a € puramente
insepardvel sobre K se o minimal de a tiver a forma (X — a)™ para algum m € N.
A extensao L/K € dita puramente insepardvel se for finita e todo elemento de L

for puramente insepardvel sobre K.
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Usaremos ¢(K) para indicar a caracteristica de um corpo K.

Teorema 1.1.18. Sejam K um corpo com ¢(K) = p, L/K uma extensdo finita e
a € L puramente insepardvel sobre K. Se mq (X)) é o minimal de a em K, entao
existe r > 0 tal que o grau de mg, (X) € p". Ainda, a? € K mas a*" ¢ K para

todo 0 < s < r.

Demonstragao. Suponha que deg(m, k(X)) = np” tal que p ndo divide n.
Temos mg (X)) = (X —a)™ = (X" —a?" )"
Assim, (—1)""na?" ¢ o coeficiente do termo (XP )" de m, x(X) € K[X].
Ora, na? € K. Desde que p nao divide n, temos que a?” € K.
Como my i (X) ¢ irredutivel, devemos ter n = 1. Logo deg(mq k(X)) =p".

Mais ainda, se para algum s tal que 0 < s < r tivéssemos a?” € K, o polindémio
f(X) = XP" —aP" estaria em K[X], anularia a e teria grau menor do que o minimal,

o que é absurdo. n

Corolario 1.1.19. Se ¢(K) = p e L/K € uma extensdo finita e puramente inse-

pardvel, entao [L : K] = p" para algum r > 0.

Demonstrag¢ao. Temos que L = K(ay, ..., a,). Note que a; é puramente inseparavel
sobre K(ay,...,a;—1) = K;_1 para todo i = 1,...,n. Assim, pelo Teorema 1.1.18,

[K; : K;—1] = p" . O resultado se segue imediato. O

Teorema 1.1.20. Sejam K um corpo com ¢(K) = p, K = {a” | a € K} e
a € K\K?. Entdo, para todo inteiro nao-negativo n, temos que f(X) = X?" —a é

irredutivel em K[X].

Demonstragao. Seja g(X) um fator monico, ndo constante e irredutivel em K[X]
de f(X). Considere L = K (b) tal que g(b) = 0. Desta forma temos f(b) = 0, sendo
assim a = b*". Logo f(X) = (X —b)P" € L[X].
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Se q(X) é outro fator irredutivel, moénico e nao constante de f(X) em K[X],

entao, em L[X], g(X) é uma poténcia de (X — b). Temos assim ¢(b) = 0.

Mas pela nossa construgio, ¢g(X) é minimal de b em K[X], logo g(X) divide
q(X). Como ¢(X) é irredutivel e monico, g(X) = ¢(X).

Assim, f(X) = g(X)™. Mas deg(f(X)) = p", logo deg(g(X)) =p* em =p",

com7r+ s =n.
Resta-nos mostrar que m = 1.
Seja ¢ o termo constante de g(X). Entao a = (¢)’" € K*".

Note que se 7 # 0, a = (c)P" = (cprfl)p com ¢ € K. Logo a € KP, o que é

absurdo.
Logo r = 0. Temos entao m = 1 e f(X) = g(X) irredutivel em K[X]. O

Corolario 1.1.21. Sejam K um corpo com ¢(K) = p, L/ K uma extensao de corpos

ea € L. Se existe n > 0 tal que a?" € K, entdo a é puramente insepardvel sobre

K.

Demonstracdo. Suponha que n seja o menor inteiro nao negativo com essa propri-

edade. Caso n = (0 nada se tem a fazer.

Sen > 0, caso a?" € KP, temos a”" = WP paraalgum b € K. Logoa?"  =b e K,

contrariando o fato de n ser o menor inteiro nao negativo com essa propriedade.

Logo a*" ¢ KP. Pelo teorema acima temos que X?P" — a?" = (X — a)?" é

irredutivel, logo minimo de a € L.

Temos entao que a é puramente inseparavel sobre K. O

Corolario 1.1.22. Seja K um corpo de caracteristica p. Se a € puramente inse-

pardvel sobre K e a € separdvel sobre K, entdo a € K.
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Demonstragdo. Seja n o menor inteiro tal que a?” € K. Veja que a?” ¢ KP. Logo,
XP" — gP" = (X — a)P" é irredutivel, ou seja, ¢ minimo de a em K[X]. Como a é

separavel, p" = 1. Logo a € K. O

Teorema 1.1.23. Se L/K ¢€ separdvel e ¢(K) = p, entao KLP = L. Reciproca-

mente, se L/K € finita e KLP = L, entao L/K € separdvel.

Demonstra¢ao. Suponhamos primeiramente que L/K seja separavel. Note que
LP C KLP. Assim, se a € L, entao a? € LP C KLP. Logo a é puramente in-

separavel sobre K LP.

Temos entao que L/KLP é puramente insepardvel, por outro lado, como L/K
é separdavel e K C KLP C L, temos que L/KLP é separavel. Desta forma temos

L=KILP.

Reciprocamente, suponhamos que L/K é finita e KLP = L. Tome a € L e
considere mg r(X) o minimal de @ em K[X]. Suponhamos por absurdo que a nao é
separdvel sobre K. Temos entdo o polinomio mj, ;-(X) derivado de m, x(X) tal que
m,, (a) = 0. Desta forma mg x(X) divide m;, (X). Como o grau do polinémio

derivado ¢ estritamente menor do que o grau de m, k(X), temos que my, ,(X) = 0.

Assim, se bX™ é um dos termos de m, ;¢ (X), entao nbX™ ! é um dos termos de

my, 1 (X) = 0. Logo b= 0 ou p divide n.
I
Decorre que m, x(X) = > a,X?", com a; € K para todo t = 1,..., 1.
=0

Suponhamos sem perda de generalidade que a; # 0 (logo a; = 1). Como
l
max(a) = 0, temos > aa? = 0 e a; # 0. Ou seja, o conjunto {1,a?,...,a"} é
t=0
um conjunto linearmente dependente sobre K.

Entretanto, o conjunto {1,a,...,a'} é linearmente independente sobre K pois,

caso fosse linearmente dependente, existiriam by, ..., b; em K, nao simultaneamente
1 !

nulos, tais que »_ b;a" = 0. Assim o polinomio ¢(X) = > b, X' € K[X] seria tal
i=0

=0
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que g(a) =0 e deg(q(X)) =1 <lIp = deg(ma (X)), o que é absurdo.

Complete o conjunto {1,a,...,a'} a uma base de L/K, a qual chamaremos de
{bo, ..., by, ..., by s}, com b; = a' parai = 0, ...,1. Repare que assim estamos supondo

que dimg (L) =1+ s+ 1.

l+s l+s
Assim, se ¢ € L, ¢ = Y ¢;b;. Entédo, ¢ =5 &AL,
i=0 i=0

Desta forma, temos que {bf, ..., b/, ,} gera LP sobre KP.

l+s l+s
Mas por hipdtese L = K L? e, como visto acima, KL? = K(Y_ Kb') = > KU!.
i=0 i=0

l+s
Ora, L = ) KU}, ou scja, {bp,...,b;,,} gera L sobre K. Este conjunto tem
=0

[+ s+ 1 geradores em um espaco de dimensao [ + s + 1, logo deve ser uma base de

L sobre K e, assim, linearmente independente.

Em particular {b,07,...,b/'} é um conjunto linearmente independente sobre K.
Mas este conjunto é exatamente o conjunto {1,a”,...,a”'}, o qual sabfamos ser
linearmente dependente sobre K. Temos entao um absurdo, proveniente do fato de

supormos que a nao fosse separavel sobre K.
Logo L/K é separavel. ]

Coroldrio 1.1.24. Se K é um corpo com ¢(K) = p e a € separdvel sobre K, entao
K(a) = K(a?) e K(a) € separdvel sobre K. Por outro lado, se K(a) = K(aP),

entao a € separavel sobre K.

Demonstracao. Suponha primeiramente que a seja separavel sobre K. Entao a é

separavel sobre K (a?).
Mas a é puramente inseparavel sobre K (a?) pois a? € K (a?).
Logo a € K(a?). Ou seja, K(a) C K(a?). A inclusao contraria é imediata.

Por outro lado, se K (a) = K(a?) temos K[K(a)?] = KK?(a?) = K(a?) = K(a).

Logo, pelo Teorema 1.1.23, K(a) é separavel sobre K. O
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Corolario 1.1.25. Se L/F e F/K sao extensoes finitas separdveis, entio L/K ¢é

uma extensao finita separdvel.
Demonstracao. Se ¢(K) = p, KFP = F e FLP = L, entao L = KFPLP C KLP.
Trivialmente temos K LP C L.

Logo L = KL?, ou seja, L/K é separavel.

Se ¢(K) = 0, entao é imediato que L/K é separavel, pois toda extensao finita

de um corpo de caracteristica 0 é separavel. O

Corolario 1.1.26. Se ay,...,a, sdo separdveis sobre K, entao K(a,...,a,) € se-

paravel sobre K.

Demonstracao. Seja Ko =K e K; = K;_1(a;)
Note que a; é separavel sobre K;_; para todo i =1, ..., n.

O caso n = 1 ja foi demonstrado no Corolario 1.1.24. Seja n > 1 e suponha o

resultado valido para n — 1.

Ora, a, é separavel sobre K, _1, logo K, é separavel sobre K,_;. Mas, pela
hipétese de inducao, K, é separdvel sobre K. Logo K,, = K(a, ..., a,) é separavel

sobre K. O

Teorema 1.1.27. Sejam L/K extensao finita e G = Autg(L). As seguintes

afirmacoes sao equivalentes:
(i) [L: K] =G|
(ii) L¢ = K
(1ii) L € corpo de decomposicao de algum f(X) € K[X] separdvel.

(iv) L/K € normal e separdvel.
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Demonstragao. Inicialmente observe que L/K finito implica G finito.

(i) = (ii) Do Teorema 1.1.8 [L : L¢] = |G| e, por hipdtese, |G| = [L : K]. Logo
[L: LC[LY : K] =|L: K] =|G|=[L: L°]. Ora, [L® : K] =1 e assim L% = K.

(#7) = (i) Direto do Teorema 1.1.8.

(1ii) = (iv) Se {ay,...,a,} sdo as raizes de f, entdo L = L(ay,..,a,) e, como f(X)
é separavel, cada fator irredutivel de f(X) em K[X] s6 tem raizes simples. Assim
cada a; é separavel sobre L pois é raiz de algum destes polinomios. Logo L/K é

separavel pelo Corolario 1.1.26.

Ainda, desde que L é corpo de decomposi¢ao de um polinémio em K[X], L/K

¢ normal pela Proposicao 1.1.15.

(iv) = (i7d) Temos L/K finita, digamos L = K(ay, ...a,). Sendo mg, (X)) minimal

de a; em K[X], escolha f(X) = [] ma, x(X). Como L/K é normal, f(X) se
i=1

decompde em L e logo, como L/K é separavel cada mg, (X) s6 tem raizes simples,

ou seja, f(X) é separdvel. Claramente L é corpo de raizes de f(X).
(i73) = (i) Imediato do Teorema 1.1.11 item (i)

(i1) = () Seja a € L. Se o € K, entao ¢ claro que « é separavel sobre K. Assim,

s6 nos é interessante o caso a ¢ K.

Seja mq, x(X) o minimal de o em K[X]. Temos 0*(mg, k(X)) = mq x(X) para
qualquer o € G . Logo, mq k(0()) = 0*(max(a)) = 0. Ou seja, como my, x(X)

tem finitas raizes, o conjunto {o(«a)|o € G} é finito.

Sendo assim, considere aq, ..., «, todos os elementos, dois a dois distintos, do

conjunto {o(a)|oc € G}. Defina f(X) =[] (X — ay).
i=1
Veja que, se 0 € G, o(a;) = 0(a;) & o; = aj & i = j. Ainda, o(a;) = a; para

algum 1 < 7 <.
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Logo o*(f(X)) = f[ (X —o(ay)) = f[ (X — a;) = f(X), ou seja, os coeficientes

de f(X) sdo fixos por G e estdo em L. Assim f(X) € LY X] = K[X].

Considere ¢g(X) um fator irredutivel de f(X) em K[X]| e suponha ay raiz de

g(X). Para facilitar escreveremos a; = 0;(«) para todo i € {1,...,r}.

Logo, g(as) = g(oi(a)) = gloioy ' (an)).

Como ¢(X) € K[X], temos g(o;0; (o)) = (050, ")*(g(ax)) = 0. Desta forma
toda raiz de f(X) é raiz de g(X), ou seja, g(X) = f(X). Logo f(X) é irredutivel,
ou seja, f(X) é o minimal de todo o;(«), em particular de «, quando tomamos

o1 = ]dL

Como f(X) s6 tem raizes simples, « é separavel sobre K. Desta forma mostra-
mos que L é extensao separavel de K. Ainda, qualquer polinomio irredutivel em
K[X] que tiver uma raiz em L precisa ter todas as rafzes em L, pois mostramos

S
que este polinémio precisa ter a forma [] (X — a;) com a; € L.
i=1

Logo a extensao é normal e separavel.

O
Definigao 1.1.28. Uma extensio L/ K finita € de Galois se é normal e separdvel.

Proposicao 1.1.29. Considere L/K extensio finita e H subgrupo de Auty(L).
Nestas condi¢oes H = Autpu(L).

Demonstracao. Claramente H C Autpn(L).
Sejam o € Autpu(L) e H = HU{o}.

Ora, L = L% pois L' DO L™ e se a € L¥ temos que 7(a) = a V7 € H e

o(a) = a. Logo w(a) = a para todo w € H'. Entdo o € L' e assim L7 = L'

Logo, pelo Teorema 1.1.8, |H| = [L : L] = [L : L*'] = |H'| e como H C H',
temos H = H' e assim 0 € H, valendo H O Autyn(L). Logo H = Autpu(L). O
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Veja que na proposicao anterior bastaria que H fosse subgrupo finito, sem exigir

que L/K fosse finita.

Teorema 1.1.30. Considere L/K uma extensao de Galois. Seja L' corpo tal que

K C L' CL. Entao L/L' é extensdo de Galois.

Demonstragao. Trivialmente L/L' é separével. Ainda, L /L’ é normal pois L é corpo

de raizes de algum f(X) € K[X] C L'[X]. O

Teorema 1.1.31. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Sejam L/K
extensdo de Galois finita e G = Autg(L). Entao existe uma bijecdo entre os sub-

grupos de G e o0s subcorpos de L que contém K dada por:

{H | H é subgrupo de G} <«— {F | K CFCL}

H SLAN LH
Autp(L) & F

Demonstracao.
(1) ¢ é injetiva:
De fato, se L = L' entdo H = Autn(L) = Aut, (L) = H'.
(i7) @ é sobrejetiva:
Ora, sé precisamos mostrar que @ oy = Id.
Considere F' C L corpo que contém K.
Temos ¢ o Y(F) = p(Autp(L)) = LAwFEL),

Mas L/F ¢é Galois pois L/K o é. Logo, pelo Teorema 1.1.27, LA%r(E) = |,
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Definigao 1.1.32. Se L/K ¢é uma extensao, definiremos a parte separdvel de L

como Ly, ={a € L |a € separdvel sobre K}.

Note que K C L, e, se a ¢ b sdo elementos de Ly, entdo K(a,b) é uma
extensdo separdvel de K. Assim, a+b, ab e a~* sdo separdveis sobre K. Entao Ly,

é um corpo e estende K.

Teorema 1.1.33. Seja L/K extensao algébrica. Entio L)L, € puramente inse-

pardvel.

Demonstragao. De fato, se a caracteristica de K é zero, temos L = L, e nada

temos a fazer.

Suponha que a caracteristica de K é um p primo. Se o € L\ Ls,, entdo a nao
¢ raiz simples de seu minimal ¢(X), ou seja, ¢(X) = (X — «)®¢(X) em L[X] com
s > 1. Assim ¢'(a) = 0 e como gr(¢' (X)) < gr(q(X)) devemos ter ¢'(X) = 0.
Temos entao ¢(X) € K[XP?]. Podemos dizer ¢(X) = ¢ (X?). Note que ¢;(X) ¢
irredutivel em K[X] pois caso nao o fosse, terfamos ¢;(X) = ¢(X)r(X) (¢(X) e
r(X) € K[X]) e logo ¢(X) = q(XP)r(X?) = ¢1(X)r1(XP), contrariando o fato de

q(X) ser irredutivel em K[X]. Repare ainda que ¢;(X) é o minimal de o”.

Agora, ou o é separédvel sobre K ou ¢;(X) = ¢2(XP?) e g2(X) serd o minimal de

2
aof”. Vamos supor o segundo caso.

Desde que o minimal tem finitas raizes, continuando o processo acima obteremos
e inteiro nao negativo tal que ¢(X) = ¢.(X*"), com ¢.(X) o minimal de o e

q.(X) ¢ K[XP], ou seja, a*" é separdvel sobre K e assim o € Lg,.

Assim, a é puramente inseparavel sobre L., e sendo assim L/L,., ¢ puramente

inseparavel. O
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1.2 O Traco

Nesta secao, bem como na Secao 1.4, trataremos de elementos que nos ajudarao a
dar uma interessante estrutura ao K-espago vetorial L quando L/K é uma extensao

separavel finita de corpos e tivermos certas condicoes estabelecidas futuramente.

Definicao 1.2.1. Seja L/K uma extensdo finita. Definimos [L : K]s = [Lgsep : K]
e[L: Kl =[L: Ls).

Note que [L: K| =[L: K|;[L : K]s.

Teorema 1.2.2. Sejam L/K finita, N/K normal finita tal que K C L C N e
no = [L: K|s. Entdo existem exatamente ng K-isomorfismos de L em subcorpos de

N (ou seja, ng K-imersoes de L em N).

A demonstracao deste resultado se encontra em [8], pagina 18.

Defini¢ao 1.2.3. Dada uma extensao finita L/ K, vamos chamar de fecho normal

de L/K a menor extensao normal (a menos de isomorfismo) de K que contém L.

Note que se L = K(ay,...,a,), N é exatamente o corpo de raizes do polinomio
f(X) = ﬁ(mai,K(X)), onde my, k(X) é o polindmio minimal de a; sobre K para
todo 1 :Z:11, ...,n. Mais ainda, se L/K for separdvel, entdao cada mg, x(X) é um
polinémio separavel. Ora, N é corpo de decomposicao de um polinomio separavel.

Logo N/K é extensao de Galois.
Definigao 1.2.4. Sejam L/K extensao finita e N o fecho normal de L/ K. Consi-
dere S ={s: L — N|s é K-imersao }. Defina

tT’L/KZ L — N

r — [L:K|; ) s(x)

sES

tri ik (x) € dito trago de x.
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Proposicao 1.2.5. Sejam L/ K extensao finita, a € L e N/K normal finita tal que
K C K(a) C N. Sejam S = {oy,...,0,} asr = [K(a) : K|; K-imersoes de K(a)
em N. Seja mq (X) € K[X] o polinomio minimal de a. Entio o1(a),...,o0.(a)

s@o todas as raizes de mg (X), cada uma com multiplicidade [K (a) : K];.

Demonstragdo. Suponha mg x(X) = X"+ ¢, 1 X" '+ ... 4 ¢. Logo,se o € S

-1

Mk (0(a)) =o(a)" + cpmr0(a)" ™ ...+ co

E como o é K-imersao
Marc(o(a)) =o(a" +c,_1a™ ... +¢) =0a(0) =0

Logo o(a) é raiz de my x(X) Vo € S.

Agora, seja b raiz de my x(X). Entao existe um K-isomorfismo
p: K(a) — K(b)

tal que p(a) = b. Podemos ver p como K-imersao de K (a) em N, visto que K (b) é

subcorpo de N.

Como p € S, temos p = o; para algum j € {1,...,r}. Assim b = 0,(a). Logo

oi1(a),...,o0.(a) sao todas as raizes de m, i (X).

Desta forma

maxe(X) = [ (X~ oi(a)™

i=1
Suponhamos sem perda de generalidade que o1 é a K-imersao trivial de K(a)

em N, ou seja, 1(a) = a.

Ora,existe um K-isomorfismo ¢ : K(a) — K(oj(a)) com d(a) = o;(a) para
algum 1 < j < rfixo. Como N é normal, e logo é corpo de raizes de algum polinomio

p(X) € K[X], e 6*(p(X)) = p(X), N é corpo de raizes tanto de p(X) € K(a)[X]
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quanto de p(X) € K(o;(a))[X]. Pelo teorema 1.1.11, & pode ser estendido a um

K-automorfismo de N, digamos 7 : N — N.

Claramente temos 7*(mgq k(X)) = mqx(X) e, assim,

T

7 (e (X)) = [T (X = 7(oi(a)™

=1

E, como 7(01(a)) = 0;(a), pela fatoragao tnica do polinémio, m; = m;. Como

7 € qualquer, m =m; =mgy = ... = m,.

Assim,

Entao m = [K(a) : K]; e

r

M (X) = H (X — oi(a))E@EL

=1

ficando assim demostrado o resultado. O

Observagao 1.2.6. Repare que se L/ K ¢é uma extensao finita, a € L e o polinémio
minimal de a € dado por ma x(X) = X" 4+ ¢, 1 X"+ ...+ a1 X! + ¢, temos que
cno1 = —[K(a) : K|; 3, 0i(a). Logo:

<

tri/x(a) = [K(a) : K|; ) oi(a) € K

i=1
Proposicao 1.2.7. Sejam L/K uma extensdo finita e a € L. Entdo temos que

[L:Kl];=[L:K(a)s[K(a): K|s e[L: K|;=I[L:K(a);[K(a) : K];.

Demonstragao. Suponha N fecho normal de L/K.
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Pelo Teorema 1.2.2 existem [K(a) : K|s = rg K-imersoes de K(a) no fecho

normal de L/K N. Sejam {oy,...,0,,} essas imersoes.

Veja que para qualquer i = 1, ..., 79, 0; : K(a) — 0;(K(a)) é um K-isomorfismo
de corpos e, pelo Teorema 1.1.9, o; pode ser estendido a um K-automorfismo de NN,
o qual denotaremos por ¢. Note que nao estamos exigindo que a extensao de o;

seja Unica, mas sim fixando uma das possiveis extensoes.
Sejam {7,..., 75} as so = [L : K(a)]s; K(a)-imersoes de L em N.

Devemos mostrar que o conjunto {oN7; | i =1,...,r0, j =1, ..., S0} possui todas

as K-imersoes de L em N.

Primeiramente repare que, se n é uma K-imersao de L em N, a restricao de 7
a K(a) é uma K-imersao de K (a) em N, ou seja, para algum i € {1,...,79} temos

Nk = oi. Repare ainda que, (07V)™'n é uma K (a)-imersao de L em N. Logo,

para algum j € {1,...,80} temos (o)7'n = 7;. Assim n = (¢})7;, ou seja, toda
K-imersao de L em N estd no conjunto {o¥7; | i=1,....r9, j =1,..., 80}
Agora, se

N

_ N
Uil le - Uiz Tj2

entao
N _ N_
o, Tk = 05, T K ()

Mas desde que 7; é uma K (a)-imersao,
N _ N
Tiy K@) = Tiy | K@)

Logo, como 0| k() = 0; temos 0;, = 0, e assim i, = is. E, desde que o} é um

isomorfismo para todo i, j; = Js.

Assim, {o]¥7; | i=1,...,79, 1 =1,...,80} é o conjunto das K-imersoes de L em

N, e possui exatamente r¢sy elementos. Como pelo Teorema 1.2.2 existem [L : K|,
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K-imersoes de L em N, [L : K], = [L : K(a)|s[K(a) : K] e, consequentemente
[L:K|;=[L:K(a);[K(a): K];. O

Proposigao 1.2.8. Seja L/K estensdo finita, entdo trp k(L) C K.

Demonstracao. Sejam a € L e N fecho normal de L/K.

Considere {o¥7; | i = 1,...,79, j = 1,...,80} 0 conjunto das K-imersoes de L

em NN exatamente como construido na Proposigao 1.2.7.

Temos
To S0
triyi(a) = [L: K Y > olNri(a)
i=1 j=1
E como 7; é uma K (a)-imersao
To S0 70
trii(a) = [L: KDY Y of(a) =so[L: KJ; Y oia)
i=1 j=1 i=1

Mas [L : K]; = [L: K(a)];[K(a) : K];, entao

70

triji(a) = solL : K(a)li([K(a) : K; Y 0i(a))

i=1
Pela Proposigao 1.2.5, oy(a),...,0,,(a) sdo todas as raizes do minimal de a

ma x(X), cada uma com multiplicidade [K(a) : K];. Desta forma, temos pela

0
Observacao 1.2.6 que [K(a) : K|; Y 05(a) € K. Logo tryk(a) € K Va € L.

=1

1.3 Krull-Schmidt

Aqui faremos uma construcao do Teorema de Krull-Schmidt, que nos ajudaréd a

demonstrar o Teorema 3.1.1, de uma forma a evitar o Teorema da Base Normal.

Definicao 1.3.1. Considere M um A-mddulo. Vamos dizer que uma sequéncia

M = My D M D ..> M, = {0} de A-submddulos de M ¢é uma sequéncia de
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composicao se as inclusoes sao proprias e nao existe nenhum submodulo de M

entre cada M; e M;.1. Neste caso, diremos que esta sequéncia tem comprimento r.

Note que nesta definicdo nao exigimos que M possua uma sequéncia de com-

posicao.

Defini¢ao 1.3.2. Seja M um A-mddulo. Uma sequéncia My D M D ... D M. de
M ¢€ dita refinamento de uma outra sequéncia My D My D ... D M, de M se para

todo1=1,...,s existe j € 1,...,r tal que M] = M;.

O Teorema de Jordan-Holder (ver [9]) nos diz que, se M tem uma sequéncia
de composi¢ao, entao qualquer outra sequéncia de composi¢ao terda o mesmo com-
primento. Mais do que isso, qualquer sequéncia estrita de submoddulos pode ser

refinada a uma sequéncia de composicao de M.

Assim, diremos que M tem comprimento finito r se M admite uma sequéncia

de composicao de comprimento r.

Definicao 1.3.3. Um A-mddulo M ¢€ dito Artiniano se toda sequéncia infinita
decrescente de submddulos € estaciondria, ou seja, se My O My D M3 D ... é uma

sequéncia infinita de submodulos, entao existe n € N tal que M,, = M, ; para todo

i€ N.

Definicao 1.3.4. Um A-mdodulo M € dito Noetheriano se toda sequéncia infinita
crescente de submodulos € estaciondria, ou seja, se My C My C Mg C ... é uma

sequéncia infinita de submaodulos, entao existe n € N tal que M,, = M, ; para todo

1€ N.

Proposicao 1.3.5. Um A-mddulo M admite uma sequéncia de composicdo se e

somente se M ¢é Artiniano e Noetheriano.
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Demonstrac¢ao. (=) Imediato, visto que se negarmos que M seja Artiniano ou No-
etheriano conseguimos uma sequéncia de comprimento maior do que a sequéncia de

CcOMpOosicao.

(<) Basta tomarmos M; submédulo maximal de M = My, o qual existe pois M
¢ Noetheriano. Podemos seguir com essa operagao obtendo M; maximal de M;_;
se M;—1 # {0}. Como M é Artiniano, esta cadeia é estacionaria (e logo algum

M, = {0} ). Desta forma temos uma sequéncia de composigao.
L]

Lema 1.3.6. Seja M um A-mddulo, ¢ : M — M um homomorfismo e n > 0

inteiro. Chame I, = Im(¢™) e N, = Ker(¢"). Valem:
(i) Se Iy = Iy, entao I + Ny = M e se Ny = Ny, Iy N My = {0}.

(i7) Se M é Artiniano, existe ng € N tal que para todo n > ngy tem-se I, + N,, = M.

Se M ¢é Noetheriano, existe ny € N tal que para todo n > nj, I, N N,, = {0}.

Demonstracao.
(1) Se I} = I, dado = € M, existe y € M com p(x) = ¢*(y). Temos p(z—¢(y)) =0
e, assim, © — p(y) € Kerp = Ny.

Ora,

r=y)+r—0y)
—~—  N——
el €N,

Ou seja, M = I; + Nj.

Agora, suponhamos N; = Ny e tome x € I; N N;. Ora, ¢(x) = 0 pois x € Ny e

existe y € M tal que p(y) = = pois = € 1.

Como ¢?(y) = p(x) = 0, temos y € Ny = N;. Desta forma = = p(y) =0
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(i7) Se M é Artiniano, a cadeia descendente
L>L>...DI,D..

é estaciondria, ou seja, existe ng tal que I,, = I,,, Vn > ny.
Em particular, Iy, = I,,, = I,, Vn > ny.

Seja 1) = " para algum n > ny. Vamos indicar I; e N; por [, e N;, quando

nos referirmos a este homomorfismo.
Desta forma, I1 4 = Im(¢¥) = Im(¢™) = I, = Lo, = Im(p*") = Im(¢?) = Loy

Pela primeira parte do Lema, M = I, , + Ny = I, + N,,.

Agora, se M é Noetheriano, a cadeia ascendente
NiCNyC..CN,C..

, S . . , _ ,
¢ estacionaria, ou seja, existe ng tal que N, = Ny» Vn > ng,.

Defina ¢ = ¢" para algum n > nj. Ora, Ny = N,, = Ny, = Nay. Pela

primeira parte, {0} = I, N N1y = L, N N,,.

O

Particularmente, se M é um modulo Artiniano e Noetheriano, existe ng tal que

M=1,® N,, Vn>nyg.
Lema 1.3.7. Sejam M um A-mdodulo e ¢ : M — M homomorfismo de A-maédulos.
(1) Se M ¢é Artiniano e ¢ € monomorfismo, entdo ¢ € epimorfismo.

(i7) Se M é Noetheriano e ¢ € epimorfismo, entdo ¢ € monomorfismo.
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Demonstracao.

(i) Se M é Artiniano, pelo lema anterior temos que existe ng tal que M = I,, + N,
para n > ng, com I, = Im(p™) e N,, = Ker(¢").
Mas ¢ é monomorfismo, logo temos N; = N,, = {0}. Assim, M = I,.

Note que M D I D I, D ... D I, = M. Desta forma, M = I;. Logo ¢ é

epimorfismo.

(i1) Se M é Noetheriano, pelo lema anterior temos que existe ng tal que I,NN,, = {0}

para n > ng, com I, = Im(¢") e N, = Ker(¢").

Por hipé6tese, M = I, = I,,. Logo devemos ter N,, = {0}.

Note que {0} € N; C ... C N,, = {0} e assim N; = {0}. Logo ¢ é monomor-
fismo.

O

Definicao 1.3.8. Seja M um A-mddulo. Se existem submddulos proprios M e
My de M tais que M = My, & M,y, dizemos que M € decomponivel. M € dito

mdecomponivel se nao € decomponivel.

Repare que se M ¢é indecomponivel e M = My & My, entao My =0 ou My = 0.

Definigao 1.3.9. Um homomorfismo de A-modulos € dito nilpotente se existen € N

tal que " = 0.

Lema 1.3.10. (Fitting) Sejam M um A-mddulo e Hom (M, M) o conjunto dos
endomorfismos de M. Se M ¢é indecomponivel de comprimento finito, entao todo
elemento nao invertivel de Hom (M, M) € nilpotente. Ainda, Homa(M, M) tem
um dnico ideal bilateral mazimal dado por I = {p € Homa(M,M) | ¢ nao é

invertivel }.

34



Demonstracao. Seja ¢ € Homa(M, M) nao invertivel. Como M tem comprimento
finito, M é Artiniano e Noetheriano. Assim podemos encontrar n > 1 tal que
I, ® N, = M com I, = Im(¢") e N,, = Ker(¢").

Como M ¢ indecomponivel, I,, = {0} ou N,, = {0}.

Caso N,, = {0}, ¢ é epimorfismo e logo, pelo Lema 1.3.7, ¢ é monomorfismo.

Desta forma temos ¢ invertivel, o que é absurdo.
Temos assim I, = {0}. Ora, ¢" = 0, ou seja, ¢ é nilpotente.

Seja, agora, ¢ € I e p € Homa(M,M). Caso ¢y seja invertivel, teremos
(o) ()™t = Idys e entdo ¢ (pyp) ! serd inversa a direita de ¢, fazendo com que ¢
seja epimorfismo. Pelo Lema 1.3.7, ¢ também serd monomorfismo e assim invertivel,

o que é absurdo. Logo ¢ nao é invertivel.
Com raciocinio andlogo provamos que ¥ nao é invertivel.
Ora, Homa(M,M)I C I e IHoma(M,M) C I com a operagdo composicao.
Nos resta mostrar que I é fechado para a soma.

Considere, entao, ¢ e ¥» € I. Vamos supor que w = ¢ + ¢ é invertivel. Com

isso, defina ¢ = w™lp e Yy = w™lY. Assim, Idy = w™lw = w (@ +v) = p1 + .

Mostremos inicialmente que ¢; e 1); comutam:

o1 = wlpw Y
= wlw—P)wH(w-1y)
= (Ww—w P (wlw—wlp)
= (Idy —w ")(Idy —w™'p)
= Idy —w W —wlp+w Ywly
= Idy —w ' (Y + ) +w Yy
= wlw Ty
= iy
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Veja que ¢ e ¥ estao em [ e, assim, como mostramos anteriormente, ¢ e 1
também estao, ou seja, sao nao-invertiveis. Logo, ¢ e ¢ sao nilpotentes. Suponha

o] = 0 =7 para algum n.

Como ¥ e ¢; comutam, podemos aplicar o teorema do binomio:

2n

Idy = Id3 = (o1 491" =)

=1

2n! i 2n—i
Gn— v =0

o que é absurdo.
Logo, ¢ + ¥ nao é invertivel. Assim, I é ideal bilateral.

Claramente I é o tnico ideal bilateral maximal pois, se J é ideal bilateral e

f e J\I, entao f ¢ invertivel. Assim, ff~' € J e temos J = Hom(M, M)

]

Teorema 1.3.11. (Krull-Schmidt) Seja M um A-mddulo de comprimento finito.

Entao:

(i) M ¢ soma direta de mddulos indecomponiveis.

/

(i) Se M ~ @ M; e M ~ @ M; com M; e M; todos indecomponiveis e nao nulos
i=1 j=1

!/

para todo i = 1,....m e j = 1,..m/, entao m = m’ e existe uma permutacdio o tal

que M; = M(/;(i)'
Demonstracao.

(1) Se M tem comprimento 1, entdo M nao tem submédulos préprios, pois se M; o
fosse, seria M = My D M; D M, = {0} inclusdes estritas e o comprimento de M

seria maior que 1. Logo M ¢é indecomponivel.

Vamos, entao, usar inducao sobre o comprimento n de M. Suponhan > 1 e que

o resultado seja valido para moédulos com comprimento menor do que n.

36



Ora, se M for indecomponivel nao hé nada a se fazer. Se M é decomponivel,

escreva M = M, & Ms.

Veja que, se My D Ny D ... D N; = {0} é uma sequéncia de composi¢ao de
M, submédulo préprio de M, entdo M O M; D Ny D ... D N, = {0} é uma
sequencia de M, que pode ser refinada a uma sequéncia de composicao de M, ou
seja, [+ 1 < n. Assim o comprimento de M; deve ser estritamente menor do que o

comprimento de M. Anélogo para M.

Desta forma aplicamos a hipdtese de inducao para M; e Ms e o resultado segue

trivialmente.

(44) Considere p; : M — M; e p}; : M — M} projegoes associadas as decom-

posicoes.

m

Assim, se v € M, x = ) pi(z) = > pj(x).
: =

=1

Ora, Idy = i;pi e entdo pj = ;p’lpi. Ainda, pi|ay = Idyy = Idy|y, e temos

m

Idyy = ) pipilag. Note que I descrito no Lema de Fitting é ideal e Idyy ¢ 1.
i=1

Assim, se todas as parcelas da soma estivessem em I, Idyy estaria em I, o que ¢

absurdo. Logo existe k € {1,...,m} tal que pipr|ar ¢ I, ouseja, pipe|ar é invertivel.

Vamos mostrar que M| ~ M.

Seja w1 = Idy — py — pkpy € Homu(M, M). Devemos mostrar que ¢; é
isomorfismo.

Temos que ¢; é monomorfismo pois, se ¢i(x) = 0, entdao 0 = pi(p1(x)) =
pi(x) — pipi (x) — pipepy(2). Desde que p) é projecao, pip(z) = py(z) e , sendo
assim, piprp|(z) = 0. Como p)py restrito a M| é bijegdo, pj(x) = 0. Logo 0 =

o1(z) = Idy(x) — pl(x) — prepy(z) = Idy () = x, ou seja, @1 é injetora.

Como M tem comprimento finito, ou seja, é Artiniano e Noetheriano, pelo Lema
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1.3.7, 1 é isomorfismo.

Repare que para j # 1, pyp; = 0. Logo yp1p} = pj — pip} — pkpip; = pj. Desta

forma, g01|MJ/_ = Idyy para j # 1.

Afirmacgao: p1(M]) = Mj:

Sex € Mj, p1(x) = x — pi(z) — pepy(z) = . — x — pp(x) = —pi(z) € M}. Desta
forma ¢ (M7) C M

’

Mas M = (M) = @ 1)) = (M) & (@D M)

\ J
7j=2

3

!

) J
J

2 J:
Mas M, é indecomponivel e (M) C M.

3

Observe que g é injetora e M| # {0}, logo My N (M) = @1 (M) # {0}

Logo M), N @ M} = {0} e assim M), = ¢ (Mj).
=2

Assim a restricao de ¢; a M/ é isomorfismo de M| em M), como queriamos.
1 1 )

. 9N a@M) &M
Desta forma, @ M; ~ 2= e ~ = ~ M.
g ! My ¢1(M;) M;, i=1,i#k
O resultado segue facilmente por indugao. m

1.4 Formas quadraticas

Ao longo desta secao estaremos supondo sempre que a caracteristica de qualquer
corpo ¢ distinta de 2. Todos os espagos vetoriais serao de dimensao finita. Para
uma melhor compreensao dos conceitos e demonstragoes contidos nesta secao, sao

recomendados os capitulos 1 e 2 de [6].

38



Definigao 1.4.1. Seja F um corpo. Uma forma quadrdtica (n-dria) f sobre F' é um

polinomio f(Xy,...,X,) € F[Xy,...,X,] homogéneo de grau 2. Em outras palavras,

(X1, X)) = > a;; X; X, coma;; € F para todoi=1,...,nej=1,..n.
ij=1

Repare que X;X; = X;X; parai € {1,....,n} e j = {1,...,n}. Assim, podemos

reescrever a forma f(Xy, ..., Xy,) = > a;;X;X; como f(Xy,..,X,) = > aj; X; X
i,j=1 i,j=1

com coeficientes simétricos onde aj; = 3 (a;; + ;).

Note que f(Xj,...,X,) determina unicamente uma matriz simétrica, denotada
por My, tal que, f(X) = X'M;X, onde X é o vetor coluna com entradas X7, .., X,,,
X! representa X como um vetor linha e a multiplicacao ¢ a usual de matrizes por

vetores.

Para facilitar a notagao, escreveremos uma forma quadratica n-aria f como

f(Xla 7X'n) - f(X)

Definicao 1.4.2. Se f e g sao duas formas quadraticas n-drias sobre F', dire-
mos que f € equivalente a g se existir um matriz invertivel C € M, (F) tal que
f(X) = g(CX). Denotaremos a equivaléncia de f e g por f ~ g. FEquivalente-
mente, podemos dizer que f ~ g se My = C*M,C, pois g(CX) = (CX)'M,CX =
XHC'M,C)X.

Dada uma forma quadratica n-aria f, vamos denotar por (f) a classe de todas

as formas quadraticas n-arias sobre F' que sao equivalentes a f

Considere V' um F-espaco vetorial de dimensao n e ¢ : V x V — F uma
aplicagao F-bilinear. Suponha, ainda, que ¢ seja simétrica, ou seja, q(u,v) = q(v, u)
V u,v € V. Ao espago (V,q) damos o nome de espago quadratico. Veja que, se
{v1, ..., v, } é uma base de V, entdo temos a forma quadratica f, = i q(vi, v;) X; X

ig=1
sobre F. Mais ainda, (My,);; = q(vs,v;) com 4,5 € {1,...,n}.

Note qua f, foi definida a partir de uma base de V, ou seja, ao mudarmos a
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base, mudamos a forma f,.

Entretanto, se supormos uma outra base {v1, ..., v, } de V', entao obteremos uma

forma f; = 'Zlq(vg,v;)Xin.
i,j=

Seja v, = Y cpvg para todo i = 1,...,n. Tome C = (¢;5).
k=1

Temos
n

(Mp1)ig = q(vi,v5) = q( 32 crive, D cijvr)
=1

=1

Z CkiQ<UkaUl)Clj = (CthqC)ij

k=1

ou seja, fy = fq.
Logo, (V,q) determina unicamente uma classe de equivaléncia (f,). Observe

que, dada qualquer forma g € (f,), tomando a matriz C' tal que f,(X) = ¢g(CX) e

fazendo-se {Cvy, ...., Cv, }, obtemos uma base de V' que determina g.

Mais ainda, se f é uma forma quadratica n-aria qualquer, podemos considerar
o espago vetorial F com a aplicagao bilinear simétrica q((x1, ..., ), (Y1, .-, Yn)) =

(21, ey )" My (y1, ..., yn). Ora, na base canonica de F™, f = f,.

Definicao 1.4.3. Sejam (V,q) e (V',q') dois espagos quadrdaticos. Diremos que
(V,q) e (V',q') sao isométricos (=) se existir um isomorfismo 7 :V — V' tal que

¢ (1(x),7(y)) = q(z,y) para todo xz,y € V.

Proposicao 1.4.4. Sejam (V,q) e (V',¢') dois espagos quadrdticos de dimensdo n.
Entao (V,q) ~ (V',q¢') & (f,) = (fy)-

Demonstragao. (=) Suponha que existe um isomorfismo 7 : V. — V' tal que
¢ (1(z),7(y)) = q(z,y) ¥ x,y € V. Considere {vy,...,v,} uma base de V. Entao,
para f, definida a partir desta base, My = (¢(v;,v;)). Como 7 é um isomorfismo,
entao {7(v1), ..., 7(v,)} é uma base para V'. E, para f, definida a partir desta base,

My, = (q(7(vi), 7(vy))). Logo My, = My, = Id, My Id, e, assim, f, =~ fy.

q
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(<) Sejam {vq,...,v,} base de V' e {wy,...,w,} base de V'. Considere g e h
formas quadréticas definidas a partir destas bases e das aplicacoes bilineares ¢ e ¢'.
Orag e (f,) eh € (fy). Como (fy) = (f,), g = h. Assim existe C' = (¢;;) € M, (F)
invertivel tal que My, = C*M;,C.

n
Considere o conjunto {v], ..., v}, } tal que v, = Z ckiwy, para todo i =1,...,n

Veja que 0 = > av] = Z acppwy & Z aqe; =0Vie{l,..,n} & (a,...,a,)
=1 Lh=1

é solugdo de CX =0 A0 a; =0Vie{l,..n}. Logo {v],..,v,} ébase de V"
Defina 7: V. — V' por 7(v;) = v, Vi € {1,...,n}. Veja que 7 é isomorfismo.
Mais ainda,

q(vi,v;) = (My)i; = (C'MLC)y;
= i criq' (Wi, wy)cyy = (i ChiWk, i cijwi)

= q'(vi,v;) = ¢'(7(v3), 7(v;)

n
Ora, se x e y sao elementos de V', escreva x = Y x,0; ¢ y = > y;0;.
i=1 j=1

Temos

n

(@) 7)) =g (S o) 7(S ) = & s (r(0).7(1)

= ‘Zl ziy;q(vi, v;) = q(x,y)
i,j=

Assim, (V,q) ~ (V',¢').
O
Logo, temos uma correspondéncia 1 — 1 entre as classes de isometria de espagos
quadraticos sobre F' e as classes de formas quadréticas sobre F'.

Proposicao 1.4.5. Sejam (V,q) um espaco quadrdatico (V' ndo-nulo) e M uma
matriz associada a uma das formas na classe (f,). As sequintes afirmagoes sdo

equivalentes:

41



(i) M é uma matriz nao-singular, ou seja, det(M) # 0.
(i7) x> q(-,x) define um isomorfismo V- — V*, onde V* € o espaco dual de V.

(1ii) Sex eV eq(z,y) =0V y eV, entao x = 0.

A demonstracao deste resultado decorre da dlgebra linear bésica e nao sera feita

neste trabalho.

Definigao 1.4.6. Um espaco quadrdtico (V,q) serd dito reqular se qualquer uma
das condi¢oes acima se verificar. Uma forma quadrdtica é dita reqular se um espago

quadrdtico associado a sua classe for reqular.

Note que o espago nulo satisfaz (i7) e (iiz), mas ndo satisfaz (1). Mesmo assim

o entenderemos como regular.

Chamaremos de M (F) o conjunto das classes de equivaléncia de todas as formas

quadraticas regulares sobre F'.

Tentaremos agora definir uma soma em M (F'). Para isso, introduziremos uma

soma no conjunto dos espacos quadraticos.

Sejam (Vi,q1), (Va,q2) espagos quadréiticos sobre um corpo F. Definiremos
a soma ortogonal entre estes espacgos por (Vi,q1) L (Va,q2) = (V,q) de forma

que V=V, @ Vs e q((z1,22), (y1,%2)) = q1(x1,y1) + q2(x2,y2). Note que (V,q) é

trivialmente um espacgo quadratico.

Repare que, se (Vi,q1) =~ (Va,q2) e (V3,q3) ~ (V4, qu) sdo espacos quadréticos,
entdao (V1,q1) L (V3,q3) =~ (Va,q2) L (V4,qs). Ou seja, esta soma é bem definida no
conjunto das classes de isometria de espacos quadraticos sobre F.

Se f e g sao formas quadréticas associadas a espacos (V, q) e (V',¢') em relagao

as bases {vy, ..., v, } e {v], ..., v}, } respectivamente, obteremos uma forma quadratica

s Um
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em relacao a base {vy,...,v,,v],...,v, } de V@ V', Esta forma serd denotada por

fLg.

Isto induz uma soma em M (F) por (f) L (9) = (f L g).

Observagao 1.4.7. O conjunto M(F) com a soma ortogonal é um semigrupo co-

mutativo, ou seja, a soma L € associativa e comutativa.

Observagao 1.4.8. Repare que, se f = > a;;X;X; e g= > b;;X;X; sao duas
ij=1 ij=1
n n+m

formas quadrdticas, entio f L g= > a; X'X7+ >, b X" X7.
ij=1 ij=n+1
Isto pois
Mf Onxm
Myig=
Omxn Mg

nas bases acima referidas.

Para d € F, denotaremos por < d >p a classe de isometria dos espacos
quadréticos associados a forma quadrética dX?. Quando nao houver dividas quanto
a0 corpo, escreveremos < d >p simplesmente como < d >. Veja que < d > é regular

se d # 0. Abreviaremos a soma < d; >1 ... L < d, > por < dy,...,d, >.

Definigao 1.4.9. Seja (V,q) um espago quadrdtico. Dizemos que v € V € isotrdpico
se q(v,v) = 0. O espago (V,q) (ou simplesmente V) é dito isotrdpico se existe um
vetor v € V' que € isotropico. Um espaco em que todo vetor € isotropico € dito

totalmente isotropico.

Observe que em um espaco totalmente isotrépico (V, q) temos g = 0 pois, como

a caracteristica do corpo ¢ distinta de 2,
1 1 1
q(u,v) = §q(u,u) + q(u,v) + §q(v,v) = §q(u +v,u+v)=0

para quaisquer u,v € V.

43



Teorema 1.4.10. Seja (V,q) um espago quadrdtico de dimensao 2 (dimpV = 2).

Sao equivalentes:
(i) V' € regular e isotrépico.

(i1) V' € isométrico a < 1,—1 >.

A demonstracao deste resultado e outras equivaléncias, podem ser vistas em [6]

pagina 12.

Definicao 1.4.11. Se (V,q) cumpre alguma das condi¢des acima, entdo a classe
de isometria de (V,q) é chamada de plano hiperbdlico sobre F. Denotaremos um

plano hiperbélico sobre F' por Hp, bem como a classe de formas associadas a (V,q).

A uma soma de n planos hiperbolicos (denotado por nHpg) damos o nome de

espaco hiperbolico.

Teorema 1.4.12. (Lei do cancelamento de Witt) Sejam (V.q), (Vi,q1) e
(Va, q2) espacos quadrdticos. Entao, se (V,q) L (Vi,q1) ~ (V,q) L (Va,q), entdo
(‘/17Q1) = (‘/27(]2)

Para esta demonstracao, consulte [6], pagina 15.

Caso o corpo F' seja estendido a um corpo K, estudaremos a forma como po-
demos estender um espago quadrético (V, ¢) sobre F' a um espago quadratico sobre

K.

Seja K/F extensao de corpos e (V,q) espago quadrdtico sobre F. Note que
espaco Vg = K ®p V torna-se um K-espaco vetorial de dimensao dimpV, com K

agindo no primeiro fator.

Assim, podemos construir o espago quadratico (Vk, qx) sobre K com qx(k ®p

v, k' @p V') = kK q(v,v).
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Note ainda que, se (V,q) é regular, (Vk,qx) também o é. Para isso, basta
observar que a matriz de f, em relagdo a uma base {vy,...,v,} de V sobre F' ¢é igual
a matriz de f,, na base {1 ®vy,...,1 ® v,} de Vi sobre K e, sendo (V, ¢) regular,

ambas tém o determinante nao-nulo.

A partir de agora, sempre que nos referirmos a espacos quadraticos ou a formas
quadraticas estaremos nos referindo a espacos quadraticos e formas quadraticas

regulares.

Veja que a aplicacao (V,q) — (Vk, qx) induz um homomorfismo de semigrupos

r: M(F) — M(K)
(fo) — (fa)

De fato, r é um homomorfismo de semigrupos pois:

(1) Se temos (f,) = (fy) em M(F), entao (V,q) ~ (V',¢'). Claramente temos
Vi, ax) = (Vig, qi)- Assim (fy,) = (fy.) e logo r é bem definido.

(ii) Sejam (f,) correspondente a (V, q) e (f,) correspondente a (V’, ¢'). Note que,
como jé vimos, (f,) L (fy) = (f1q)- Assim, temos que 7((f,) L (fy)) corresponde
ao K-espaco quadrético (K@ (Ve V'), (¢ L k) ~ (KQrV,qx) L (K@pV', ¢y).
Ora, r((fg) L (fo)) = (fax) L (fg ) = r((fg)) L r((fe))-

Observacao 1.4.13. Podemos ainda definir um produto entre espacos quadrdticos.
De fato, considere (Vi,q1) e (Va,q2) espagos quadrdticos sobre F. Definiremos
Vi, q1) @r Vo, q2) = (V1 Qp Vo, 1 ® q2), onde Vi Qp Vo € o produto tensorial sobre
E de Vi por Va e (g1 ® g2)(v1 ® v2, 1) @ v3) = qi(v1,v7)q1 (v2, v5).

Repare que (Vi @p Va,q1 @ q2) € um espago quadrdtico e que tem dimensdo
dimpVidimpVy. Note ainda que, se (Vi,q1) ~ (Va,q2) e (V3,q3) =~ (Vi,qu) sao
espagos quadrdticos, entao (Vi,q1) ®r (V3,q3) ~ (Va,q2) @r (Vi4,q4). Desta forma,
temos um produto bem definido em M(F) por (f,) ®r (fy) = (fy ®F fy), onde f,
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e fy sao formas associadas a espagos (V,q) e (V',q') e fy @p fy € forma associada

a VeV ,qed).

Proposicao 1.4.14. Se f é uma forma quadrdtica n-aria regular sobre F', entdao

(f ®r Hp) = (nHp)

Ver [6], pagina 24.

Como M (F') é um semigrupo comutativo com a operagdo L e temos em M (F')
definido um produto comutativo, é natural tentarmos construir um anel a partir de

Para isso, usaremos a construgao conhecida como Construgao de Grothendieck.

Defina em M (F) x M(F) a seguinte relagao:
((f1), (£2)) ~ ((91): (92)) = (f1) L (92) = (1) L (fo)

Repare que é imediato o fato de ((f1),(f2)) ~ ((f1),(f2)) e ((f1),(f2)) ~
((f2), (f1))-

Ainda, se ((f1),(f2)) ~ ((g1),(g2)) e ((91),(g2)) ~ ((h1),(h2)), entao (f1) L
(92) = (91) L (f2) e (g1) L (h2) = (h1) L (g2). Logo (f1) L (f2) L (g1) L (he) =
(f1) L (fe) L (h1) L (g2) = (f2) L (h1) L (f2) L (h2). Pela Lei do Cancelamento

de Witt, (f1) L (he) = (h1) L (f2).

Assim ~ é uma relacdo de equivaléncia. Denotaremos por W (F') o conjunto

M(F)xM(F)

Y

e uma classe serd simplesmente denotada por ((f), (¢)). Mais ainda, em
W (F) induzimos uma soma ((f), (9)) + ((f'), (¢)) = ((f) L (), (9) L (¢).

Note que as classes ((f),(g)) e ((g9), (f)) s@o inversas aditivas uma da outra.

Assim, W (F) se torna um grupo abeliano.

A aplicacio i : M(F) — W (F) definida por i((f)) = ((f),0) é uma imersio de

M(F) em W(F) que serd vista como uma inclusiio, onde 0 é a classe de formas que
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representa o espaco nulo. Ou seja, (f) = ((f),0).

Veja que ((f), (9)) pode ser visto como i((f)) — i((g)) pois —((g),0) = (0, (9))-
Logo, todo elemento ((f), (g)) de W (F) pode ser escrito como (f) — (g), onde f e

g sao formas quadraticas regulares.

Se G é um grupo abeliano, todo homomorfismo de semigrupos p : M(F) — G
pode ser estendido unicamente a um homomorfismo de grupos p : W(F ) = G
através da regra p((f) — (g9)) = p((f)) — p((9)). Esta propriedade é chamada de
Propriedade Universal de M (F).

Podemos ainda induzir uma multiplicacao comutativa em W(F ). De fato, se

(), () e ((f), (") pertencem a W (F), entao definiremos

(), (), (9) = ([(F) @ (f)] L [(9) @r (9] [(f) @F (9)] L [(f) @r (9)])
0 que torna W (F) um anel comutativo.

A principio, este produto parece complicado. Entretanto, olhando-se cada par

((f),(g)) como (f) — (g), temos simplesmente a distributividade da multiplicagao.

Definicdo 1.4.15. W(F) ¢ chamado de Anel de Witt-Grothendieck de formas

quadrdticas sobre .

Podemos, entdo, estender a aplicacdo r : M(F) — W(K) D M(K) a #* :
W (F) — W(K) homomorfismo de grupos de forma que #*((f) — (9)) = r((f)) —
r((g)) pois W (K) é grupo abeliano.

Mais ainda, é facil ver que 7* é um homomorfismo de anéis.

Repare que se Hyr é um plano hiperbdlico sobre F e Hyg é um plano hiperbdlico
sobre K, 7*(Hp) = Hg pois a Hp estd associado um F-espago quadratico (Vq)
regular e isotropico. Ora, (Vi,qk) é regular e, se v é vetor isotrépico em (V) q),

entao q(v,v) =0 e gx(1xk ®p v, 1xk @pv) = 1gq(v,v) = 0. Logo (Vk, qx) é regular

e isotrépico, ou seja, 7*(Hpg) é o plano hiperbélico sobre K.
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Observacgao 1.4.16. 7* nao € necessariamente monomorfismo. Como exemplo cito

[6], pdgina 190.

Agora vamos construir a aplicacao transfer.

Seja K/F extensao finita e s : K — F um homomorfismo F-linear nao-nulo.

Repare que s é trivialmente sobrejetor.

Entao, se (U, q) é um K-espaco quadratico, fazendo-se sq : U x U — F' definido

por sq(u,u’) = s(q(u,u’)), temos o F-espago quadratico (U, sq), pois sq é F-bilinear.

Proposicao 1.4.17. Se (U,q) é K-espago quadrdtico regular, entao (U, sq) € F-

espaco quadrdtico reqular.

Demonstrag¢ao. Suponha que exista o € U nao nulo tal que sq(xg,y) =0 Vy € U.
Como (U, q) é regular, existe yo € U tal que q(xg,yo) # 0.

C

Ora, Ve € K, q(xy, myo) = m%xoayﬁ =c

Assim s(c) = s(q(zo, q(Tcyo)yo)) = 0 para todo ¢ em K. Temos s = 0, o que é

absurdo, uma vez que s é sobrejetor.

Logo nao pode existir zy € U nao nulo tal que sq(zg,y) = 0 Vy € U, ou seja,
(U, sq) é um espago regular. ]

Vamos denotar o espago (U, sq) descrito acima por s,(U), o qual é chamado de
“transfer” de U.

Veja que dimps.(U) = [K : FldimgU.

Até o final desta secdo, salvo mencao em contrario, s sempre representarda um
homomorfismo F-linear de K em F'.

Lembre-se que r : M(F) — M(K) foi construido a partir da aplicagao (V, q) —
(Vi, qi ) estendida as classes de isometria de formas quadréticas. Desta forma, abu-

saremos da notacao e faremos 7* agir tanto em W (F') como em espagos quadraticos,
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ou seja, 7 ((V,q)) = 7*((f,)). Para nao sobrecarregar a demonstragao, denotaremos

r*((V, q)) simplesmente por r*(V).

Teorema 1.4.18. Sejam (V,q) um espago quadrdtico sobre F' e (U,p) um espago

quadrdtico sobre K. Entao existe uma F-isometria
$(FF(V) @k U) =~V QF s,(U)
Em particular, se U =<1 >, entdo 5,(7*(V)) @V Qp s.(< 1 >k).

Demonstracao. Devido ao grande ntimero de aplicagoes bilineares simétricas envol-
vidas na demonstragao, vamos denotar de forma geral estas aplicacoes por <, >
tendo o espago onde é definida como indice, por exemplo, ¢(v,v") =< v,v" >y

Voo evV.

Defina
p: S(K@pV)eglU) — Vers(U)

(k®pv) @k u —  vQrku
(i) p é um isomorfismo:
Para isso apresentaremos uma inversa para p.

Defina
0: Vers(U) — s.(KxpV)®gU)

VROF U — (1®rpv) @k u

Temos

pp(v @Fu) = p((1 ®F v) Ok u) = v F u

ep((k ®@pv) @k u) = (v @F ku) = (1 ®p v) @k ku = (k @F v) Ok u

Logo ¢ é inversa de p e assim p é isomorfismo.
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(#7) p é uma isometria:

Sejam k. k' € K; v/ € V ewd € U. Sejam a = (k ®pv) Qg u ¢ ' =

(k‘l ®F U/) ®K Ul.

< pla),p(d) >veps. vy = <v®pku, v @p K'u' >vg,.q )
= <0, >y< ku, k' >, )
= <,V >y s(< ku, kK'v' >p)
= <,V >y s(kk' <u,u >p)
= s(<v,v >y kK <u,u >p)
= s(kk' < v,V >y<u,u >yp)
= $(<k®pv, K @pv >ggv<u,u >p)
= s(< (k®rv) @k u, (K ®p V') @k U >Kepr)oxU)
= < (k®rv)@gu, (K @pv) @kt >, (Kerv)oxl)

= <a,d s ((KRpV)®KU)

Ou seja , p é isometria de F-espagos vetoriais (ou F-isometria).

]

Coroléario 1.4.19. Se U € um espago hiperbdlico sobre K, entao s.(U) é um espago

hiperbolico sobre F'.

Demonstracao. Note que, como observamos anteriormente, #*(Hp) = Hp.

Como um espago hiperbdlico em F' é escrito na forma mHyr com m € N, po-
demos supor sem perda de generalidade que U = Hy pois, da definicao de soma
ortogonal, s.(U; L Us) = s.(Uy) L s,(Us) e soma de espagos hiperbélicos é um

espaco hiperbdlico.
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Logo,

5:(U) = s.(Hx) = s.(7"(Hr))

= S*(TA'*(HF)(@K <1 >K) ~Hr Qp S*(< 1 >K)
"2 dimp(s.(< 1 >x)) Hp = [K : F] Hp
Assim s,(U) é hiperbdlico.

Corolario 1.4.20. Valem:

(1) U+ 5,(U) induz um homomorfismo de grupos s, : W(K) —s W(F).

(2) A composi¢io W (F) AN W(K) =% W(F) coincide com a multiplicagio por
se(< 1 >k).

(3) A imagem de s, : W(K) —s W(F) € ideal em W (F).

Repare que em momento algum demos “cara” a s. Na verdade podemos mostrar
que, para qualquer homomorfismo t, s, e t, sao iguais a menos de um automorfismo
de W(K), ou seja, s,(W(K)) = t,(W(K)). Veja [6], pagina 194.

Entao, podemos escolher um s conveniente.

Teorema 1.4.21. (Scharlau) Seja K/F extensao simples finita com [K : F] =n

impar. Suponha K = F(«a) e s : K — F homomorfismo F-linear definido por

s(I)=1les(a)=0V1<i<n-—1. Entio s.(<1>g)~mHr L<1>p.

Demonstragao. Suponha que n = 2m + 1. Pensaremos em s,(< 1 >g) como o
F-espago K com a forma (y, z) — s(yz) F-bilinear.

n—1

Temos os espagos F'-1 e Y. Fa' = K, ortogonais pois, se yo € F e 2y € Ko,
i=1
n—1 )
s(yoz0) = yos(z0) = ?JOS(Z zi') =

n—1 )
Yo > xis(a’) =0
=1 =1
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Desta forma, como F - 1 ~< 1 >p, temos s,(< 1 >x) ~< 1 >pl K.

Note que o subespago gerado por {al,...,a™} é totalmente isotrépico, assim
deve estar contido em um subespaco hiperbdlico de Ky de dimensao 2m. Como
dimKy = 2m, temos Ky hiperbdlico e, assim, K isométrico a mHg.

Logo, s.(<1>)g) =<1>pLl mHpg.

[]

Proposicao 1.4.22. Seja K = F(«) extensdo finita de grau impar. Entdo 7 :
W (F) — W(K) ¢ um monomorfismo.

Demonstracao. Suponhamos n = 2m + 1. Aqui, a dimensao de uma forma é a
demensao do espaco quadratico ao qual ela é associada. Veja que, pela propriedade
universal de M (F'), o homomorfismo dim : M(F) — Z definido por dim((f)) =
dimp(V'), onde (V,q) é o F-espago quadratico associado a (f), pode ser estendido

a um homomorfismo dim : W(F) — Z.
Seja z € W(F) tal que #*(z) = 0. Temos z = (f;) — (f2).
Ora, 2 ® (mHp 1< 1 >p) = 5,7*(2) = 0 em W(F)
Logo 0 = dim(z @ (mHp L< 1 >p)) = dim(z)dim(mHp L< 1 >p).

Desde que dim(mHp L<1>p) =2m+1#0, dim(z) =0. Assim dim((f1)) =
dim((f2)) =t.

Temos (fl) &® (m]HIF 1<1 >F> = <f2) X (mHF 1<1 >F> = thF 1 (fl) =

tmHp L (f2) = (f1) = (f2). Logo z = 0 e, assim, 7* ¢ injetora.
[

Corolario 1.4.23. Seja K/F extensao de grau impar. Entdao 7* é um monomor-

fismo.

Demonstra¢ao. Como K = F(ay, ...,qq), basta aplicar o resultado [ vezes. O
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Capitulo 2

O Teorema da Base Normal

Este capitulo nos da um resultado fundamental para obtermos uma demonstracao

simples do Teorema 3.1.1.

Desejamos demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 2.1.1. Toda extensio L/K Galoisiana finita possui base normal.

Ao longo de todo o capitulo apresentaremos resultados necessarios para al-
cancarmos nosso objetivo. Este teorema é pouco abordado na literatura usual,
sendo quase sempre remetido ao caso em que o corpo K é infinito. Ao final deste

capitulo sera apresentado ao leitor a demonstracao em sua totalidade, ou seja, tanto

para K infinito como para K finito.
Comecaremos com o seguinte lema:

Lema 2.1.2. Uma matriz P € M,(K[X]) € invertivel se e somente se det(P) é um

escalar nao nulo em K.

Demonstragdio. (=) Se P é invertivel, det(P)det(P~') = det(PP~') = det(I,) = 1,
ou seja, det(P) ¢ invertivel em K[X]. Como os unicos elementos invertiveis em

K[X] sao elementos de K\{0}, entao det(P) € K\{0}.
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(<) Lembre que a matriz adjunta a P, dada por P’ = ((—1)"det(P(jli))),
onde P(j|i) é a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de P tirando-se a j-ésima linha
e a i-ésima coluna, é tal que PP' = det(P)I. Ora, se det(P) € K\{0}, entao
P! = det(P)"'P' é a inversa de P. O

O lema seguinte é de vital importancia para a nossa construcao. Entretanto op-
tamos por omitir sua demonstracao a fim de nao tornarmos o texto excessivamente

volumoso. Sua demonstragao pode ser vista em [4], pdgina 257, Teorema 9.

Lema 2.1.3. Seja M € M,(K[X]). Entao ezxistem dyi(X),ds(X),...,ds(X) nao
nulos em K[X], com d;(X)|d;(X) para 1 < i < j < s tais que M € equivalente
a diag{l,...,1,d1(X),d2(X),...,ds(X)}. Ou seja, existem P e Q invertiveis em
M, (K[X]) tais que PMQ = diag{1,...,1,d(X), ds(X), ...,ds(X)}

Repare que, como K é corpo, os polindomios d;(X), ds(X), ..., ds(X) podem ser

tomados monicos sem perda de generalidade.

Definigao 2.1.4. Seja A um anel. Um A-mddulo livre é um mddulo que possui

uma base, ou seja, um conjunto gerador linearmente independente sobre A.

Sejam K um corpo e V um K-espago vetorial. Considere Endg (V) a K - dlgebra

de todos os operadores lineares T': V. — V.

Teorema 2.1.5. Se V' tem dimensao finita, entao todo operador linearT : V — V'

determina uma estrutura de K[X] - mddulo sobre V' e polinémios monicos dy(X)

. ds(X) tais que:

(1) V ~ <jl(([§])> D..0 <CZ([§)> como K[X]-mdédulos.

(17) di(X)|d;(X) para 1 <i<j<s.

(131) d1(X)do(X)...ds(X) € o polinomio caracteristico de T.
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(iv) ds(X) € o polinomio minimal de T.

Demonstracao. Seja

o K[X] —  Endg(V)
fx)y  — f(T) (T" fixo)
i az»Xi —  apl + i CLiTi
1=0 =1

trivialmente homomorfismo de K-dlgebras.

Assim, T determina em V uma estrutura de K[X]-médulo da seguinte forma:
F(X)o = o(f(X))(v) = agv+ Y aT'(v) €V,
i=1

com f(X) e K[X]evelV.

Vamos denotar por A = [T] a matriz quadrada que representa o operador T e

supor n = dimg (V).

Usando o Lema 2.1.3, existem d;(X), ..., ds(X) € K[X] tais que
X1, — A~diag{l,...,1,d1(X),...ds(X)}
Desta forma, obtemos matrizes P e () com determinantes em K tais que
P(XI, - A)Q = diag{1, ...,1,d1(X),...ds(X)} (2.1)

Logo det(P)det(X I, — A)det(Q) = det(diag{1,...,1,d1(X),...ds(X)}) e como os
polinémios det(X I, — A) e det(diag{1,...,1,d;(X),...ds(X)}) sdo monicos, devemos
ter det(P)det(Q) = 1. Assim

det(XT, — A) = [ [ di(X)

valendo assim os {tens (i7) pelo Lema 2.1.3 e (iii). O
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Antes de prosseguirmos na demonstragao, precisamos de alguns resultados. Con-

sidere, entao, {vy,...,v,} base de V sobre K.
Logo

V=Kun&. &Kv CKXvy+..+K[X]v, CV

Desta forma V = K[X]v; + ... + K[X]v, e logo {v1,...,v,} gera V como K[X]-

modulo.

n
Fixemos para o que segue 1'(v;) = > a;ju; de modo que a matriz de 7" nesta
=1
base é dada por A = (a;;).

Defina K[X]" = K[X] x K[X] x ... x K[X] e
v KX — V

aplicagdo K[X] - linear (V' com a estrutura de K[X]-mddulo determinada por 7T')
induzida por :

e, — ’UZ'V 1= 1, e n
com e; o vetor em K[X]|" que tem 1 na posigao i e zero em todas as outras. Em

outras palavras, se z € K[X]", digamos z = Y ¢:(X)e;, entao ¥(z) = > g:(X)v;.
=1 i=1

Lema 2.1.6. O conjunto f ={f; € K[X]" | i=1,...,n} com fi = Xe; — > a;je;
i=1
¢ uma base para N = ker(y) sobre K[X].

Demonstracao.
(I) fi € N paratodoi€ {1,...n} :

U(fi) = v(Xe; — f aijej) = Xv; — Xn: aijv; = T(v;) = T(v;) = 0.
j=1 Jj=1

Ou seja, f; € N para todo 7 = 1,...,n, como queriamos.

(I1) /8 gera N sobre K[X]:
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Seja z € N. Digamos z = Y g:(X)e; e ¢¥(z) = 0.
i=1

Mas Xe; = fi + Y a;je;, entdo existem h;(X) € K[X] e b; € K tais que
=1

J]=

=1 =1 =1

n

mmmzwazzmuwmnwépngpw

=1

Mas, como {vy,...,v,} é base de V sobre K, b; =0V i =1,...n e assim temos

z=> hi(X)fi, valendo (II).
i=1

(III) £ é um conjunto linearmente independente:

> égi(X)fi = 0, entao i gi(X)Xe; = é(égi()()azj)@j = é(égj(){)aﬁ)ei-

=1

Pela independencia linear dos e;, ¢;(X)X = ) g;(X)aj; para todoi=1,...,n.
j=1

Suponha que exista ¢;(X) # 0 e considere r inteiro tal que 1 < r < n e

deg(g,(X)) > deg(g:( X)) Vi=1,..,n.

Mas g,(X)X = 3 g;(X)a;r, logo
j=1

deg(g,(X)) +1 = deg(g,(X)X)

= deg(9-(X))

o que é absurdo.

Logo ¢;(X) = 0 para todo i = 1,...,n e consequentemente /3 é base de ker(1)
sobre K|[X]. O

Agora podemos voltar ao Teorema 2.1.5.
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Demonstracao. Considere P e (Q matrizes associadas a um operador 7" como em 2.1

e chame Q! = [g;;] e P = [pi;] as matrizes em M, (K[X]).

Defina para todo i =1,...,n
V!
e
1!
Ora, temos
b fi
=P = P(XI, —
fa fa
= diag{1,...,1,d;(X), ...,
Logo
i
/3
/
/
n—s+1
fl
E,

-

—_

Il
i~
N
&

<. <
(1=
—
2
S
@
<

3

<

€1

€n
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E assim concluimos que

0 =o(f)) =) =v;VI<i<n—s (2.0
0 =¥(frsps) = V(di(X)ef o) = di(X)vp,_; V1I<i<s
vy vy
Mas : =Q| implica V' = K[X|v] + ... + K[X]v),.
Un, vl
Como v] = ... =wv,_, =0, temos V = K[X]v,__ , +...+ K[X]v,. Para facilitar

/

escreva u; = v, _

para 1l <1 < s.
Mostremos que essa soma é direta.

i=1

Temos 0= 3 h(X)0, ., 2 z B y) = B0 Ba(X)pr):

=1

Logo Y hi(X)el,_,,; € N e, assim,

i=1

n—s—+i

S hi(X)el i = g(X)FEY g(X)ei+ Y guosri( X)di(X)e,
=1 =1 =1 =1

Claramente o conjunto {e;|1 < i < n} é linearmente independente sobre K[X]

pois {e;]1 <i <n} o ée Q éinvertivel.

Desta forma

gi(X) = Vi<i<n-—s
Gn—s+i(X)di(X) = hp—s14(X) V1<i<s

Assim, para 1 <7 <s
P (Xt = Gt (X) i (X5 = Gr—ss (X)ds (X )0y 20

n—s+i

Logo V = K[X]u; @ ... ® K[X]us
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Repare agora que, para cada i, a aplicacao
pi o KIX] — K[X]u
f(X) — f(X)u; = f(T)u

é um K[X] - homomorfismo sobrejetor de anéis que tem como nicleo o conjunto

kerp = {f(X)|f(T)u; = 0}.

Pelo Teorema do Isomorfismo, kKe [:2 ~ K[X]u;.

Afirmagao: kerp; =< d;(X) >, onde < d;(X) > é o gerado por d;(X) sobre
K[X].

De fato: Por 2.4, 0 = d;(X)v,_,,;, = di(X)u;, temos que p;(9(X)d;(X)) =
g(X)d;(X)u; = 0 com g;(X) € K[X].

Assim, kerp; D< d;(X) >

Reciprocamente, seja h(X) € kerp;

Entao 0 = p;h(X) = h(X)u; = h(X)v! = (h(X)e! ).

n—s—+i n—s—+i

Segue que

WX)el o =) g (X0 E Y gi(X)els + ) gnoani (X)dy(X)el,
j=1 =1

J=1

Pela independéncia linear do conjunto {e’[1 < j < nj},

MX) = gn—s+i(X)di(X) €< di(X) >

Logo kerp; C< d;(X) >, valendo entao a igualdade.

Desta forma temos <§([§])> ~ K[X]u; para todo inteiro i tal que 1 <1i <'s.

Ou seja,
K[X] K[X] K[X]

Ve <di(X)> " <do(X) > GO < dy(X) >

ficando assim demonstrado o item (i) do Teorema 2.1.5.
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Resta-nos somente mostar o item (iv).

Primeiramente mostremos que dy(7") = 0.

Como d;(X)|ds(X), entao ds(X) = hi(X)d;(X) com h;y(X) € K[X].

Logo ds(X)u; = hi(X)d;(X)u; = hiy(T)d;(T)u; = 0 pois < d;(X) >= kerp;.

E como uy, ..., u, é base de V' sobre K[X], ds(X)v = 0 para todo v € V, sendo
assim dg(7T) = 0.

Seja, agora, g(X) € K[X]| monico tal que ¢g(T) = 0. Temos g(T)v = 0 para

todo v € V, em particular g(T)us = 0.

Assim g(X) € kerps =< dg(X) >. Desta forma existe h(X) € K[X] tal que
9(X) = ds(X)h(X), o que nos diz que deg(g(X)) > deg(ds(X)).

Se vale a desigualdade estrita nada se tem a fazer.

Se vale a igualdade, entdo h(X) é constante igual a 1 pois g(X) e ds(X) sao

monicos.
Logo g(X) = dy(X).

Ficando assim provado na integra o Teorema 2.1.5.

Antes de introduzirmos o proximo teorema, faremos uma breve observacao.

Observacao 2.1.7. A aplicacdo
v: Z — K
n — n-lg
¢ claramente um homomorfismo de anéis.

Logo, como K é corpo, keryp é um ideal maximal em Z, ou seja, ker(p) = 0

ou ker(yp) = pZ para algum p primo. Entdo, se a caracteristica de K for zero,
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ker(¢) = 0 e K contém uma cdpia de Q pois ¢ € injetora. Se a caracteristica de

K for p, ker(¢) =p e K contém uma copia de F, = z%‘

Agora podemos passar ao seguinte teorema:

Teorema 2.1.8. Seja K corpo finito, com ¢(K) =p e #K = p". Entao K € corpo
de raizes de XP" — X sobre F,.

Demonstragao. Sejam ag = 0, ...,a,n_1 todos os elementos de K. Entao K* tem
ordem p" — 1, ou seja, o’ ' = 1 implica a” = a; para todo i = 1,...,p" — 1.

T
-1
Claramente af ~— = 0 = ay.
. 7 . . s ’ . g
Assim temos p" raizes distintas de X?© — X, o qual tem, no méaximo, p"™ raizes.

Ora, todo elemento de K é raiz de X" — X e toda raiz de X?" — X ¢é elemento
de K. Em outras palavras, K ¢ a menor extensao de [F, que contém todas as raizes

de XP" — X.

Temos entao que K/F, ¢ extensao de Galois.

Definicao 2.1.9. Uma extensao Galoisiana K/F € dita ciclica se o grupo Autp(K)

e

¢ ciclico.

Teorema 2.1.10. Seja K um corpo finito de caracteristica p. Entao K/F, é uma

extensdo ciclica com Auty,(K) =< o >, sendo

c: K — K

r — aP

Demonstracio. Estamos supondo ¢(K) = p. Repare que o polinomio X?" — X é
separavel. Como K é corpo de raizes deste, temos K /F, extensao Galoisiana. Desta

forma |Auty, (K)| = [K : Fp] = n.
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(I) 0: K — K éF, - homomorfismo:

Veja que, pelo Teorema Binomial,
p—1

P . .
(I + y)p = P + yp + Z <Z> :L.lyp—z
i=1

P
Mostremos, entao, que p divide <z> = P _paral<i<p.

tl(p—i)!

-1
De fato, (1;) =2 pl-ll i 1! — i (pz’ > Como (1;) ¢ inteiro

(p—i)! il(p—i) M(p—1—il)
(pois os coeficiente binomiais sao inteiros) e p é primo, p — i divide (p;1>.
Logo (5) =pm ,paraalgum meNe 1l <i<p.
Assim ficamos com (x + y)? = 2P + yP, pois ¢(K) = p.
Repare que 17 = 1 e (zy)P = zPyP trivialmente.
Desta forma fica demonstrado que o é homomorfismo.

Como F, tem p elementos, 2 = x para todo = € [F),.

Logo o ¢ IF,, -homomorfismo.

(IT) o é isomorfismo:
Basta mostrar a injetividade pois K é um conjunto finito.
Se aP = yP entao (x —y)P = 2P —y? = 0. Logo x —y = 0 e assim = = y.

Desta forma o € Auty, (K).

(IIT) Autp,(K) =<0 >:
Para isto basta mostrar que a ordem de o é n, pois Auty,(K) 2< o >.

Suponha entao que m seja o menor inteiro tal que ¢™ = Idg. Observe que m

existe pois, como Autg,(K) é grupo finito, 0" = ¢! para algum [ entre 1 e n. Logo

1-1
O'n+ = ]d}(
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Mas o™(x) = 2P" = z, ou seja, 0™ = Idx. Como estamos supondo m a ordem

de o, entao m < n.

Veja que © = 0™(x) = 2P para todo # em K. Sendo assim, todo elemento de

K é raiz do polinomio X?" — X.
Assim XP" — X tem no minimo #(K) = p" raizes, ou seja, deg(X?" — X) > p".
Entdo p™ = deg(X?" — X) > p". Logo m > n, valendo assim a igualdade.
Assim |Autg,(K)| = | < 0 > | e portanto Autg, (K) =< o >.
0

Para nao sobrecarregar a escrita, no proximo teorema vamos entender uma

imersao de L em N como um K - homomorfismo injetor de L em N.

Teorema 2.1.11. Seja L/K extensao separdvel finita e N o fecho normal de L

sobre K. Entao,
(i) O nudmero de imersoes de L em N én = [L: K]

(17) Sendo oy = Idy, 09, ...,0, asn imersoes, o conjunto {uy,...,u,} C L € base para

Ul UQ Un
oa(wr) o9(u2) ... o2(uy
L/K se, e somente se, 2(_ 2 2<. 2 2(. ) #0.
on(uy) op(ug) ... op(uy)

Demonstracao.

(i) Veja que N/K é Galois pois N é corpo de raizes de um polinomio separavel.
Como L/K ¢é separavel, [L : K|s = [L : K]. Do Teorema 1.2.2 temos que o nimero

de imersoes de L em N ¢ exatamente [L : K|; = [L : K].

(#7) (<) Suponha que {uy, ..., u,} nao seja base de L/K. Como n = [L : K|, entdo
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o conjunto ¢é linearmente dependente.

n
Assim existem aq, ...a,, € K nao todos nulos tais que »_ a;u; = 0.
i=1

Logo Y a;o;(u;) = 0j(> au;) =0;(0) =0V j=1,....n.
i=1 i=1

Desta forma, o sistema

(

n
=1

ino—Q(ui) =0
i=1

n

ziop(u;)) = 0
\ ’L:1

tem a solugao {ay, ..., a,} nao trivial.
Logo det((oj(u;)): ;) = 0. Por contraposicao vale o resultado.
(=) Se det((o;(u;))i ;) =0, entao det((o;(u;))i ;) = 0.

Logo o sistema

( n
Zwiai(ul) = 0
i=1

Z xiai(UQ) =0
=1

S wxioi(u,) = 0
i=1

\

n
tem solucao nao trivial, digamos {as, ..., a,}. Ouseja, Y a;0;(u;) =0V j=1,... n.
i=1

n
Se {uy, ..., u,} fosse base de L/ K, dado u € L terfamos u = Y ¢;u;, com ¢; € K.
i=1

Logo 21 ajoi(u) =3, zlajciaj(ui) = Zl ci Zlajaj(ui) =>¢0=0
j= i=1 j—= =1 = ;

n
Assim ) a;0; = 0 com ay, ..., a, nao todos nulos, o que contradiz o Teorema
i=1

1.1.6.

Logo {uq,...,u,} nao pode ser base de L/K. Por contraposicdo obtemos o
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resultado.

]

Teorema 2.1.12. Se K é um corpo infinito e p(Xy,..., X,) € um polinémio nao

nulo em K[X, ..., X,], entao existem ay, ...,a, em K tais que p(ay, ...,a,) # 0.

Demonstracao. Usaremos inducao sobre 7.

Se r = 1, p(X) possui deg(p(X)) < oo raizes. Desde que K é corpo infinito,
existe a € K tal que p(a) # 0.

Suponha r > 1 e que o resultado seja valido para r — 1.

Vamos escrever p(Xy, ..., X,) = > pi( Xy, ..., X;1) XL
i=0

Como p(Xj, ..., X;) é um polinémio nao-nulo, algum p;(Xj, ..., X,_1) é ndo nulo.

Segundo nossa hipdtese de inducao, existem aq,...,a,_; € K de forma que

pj(ala ) &7“71) 7& 0.

Defina g(X,) = > pi(a,...,a,_1) X! € K[X,]. Veja que g(X,) # 0 pois temos

i=0

pj(al, ceuy ar,l) % 0.
Como g(X,) é em uma varidvel, existe a, € K tal que g(a,) # 0.
Assim, p(ay, ..., a,) = g(a,) # 0, valendo o resultado.

]

Observacao 2.1.13. Repare que, apesar da aparente trivialidade do teorema an-
terior, o fato de K ser infinito € fundamental. Por exemplo, se K for um corpo
finito tal que ¢(K) = p e #K = p°, o polinémio f(X) = XP" — X é um polinémio

ndao-nulo em K|[X]| com f(a) =0 para todo a € K.

Definicao 2.1.14. Sejam K e L corpos e oy, ..., 0, itmersoes de K em L. Dizemos

que essas imersoes sao algebricamente independentes sobre L se p(Xy, ..., X,) =0
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¢ o unico polinomio em L[X, ..., X,| que satisfaz p(o1(u), ...,0,(u)) = 0 para todo

u€e K.

Teorema 2.1.15. Seja K corpo infinito, L/ K extensao separdvel finita e N fecho
normal de L/ K. Se 01,039, ...,0, sao as [L : K] =n K-imersoes de L em N, entdo

0s 0;’s sao algebricamente independentes sobre N.

Demonstrag¢ao. Considere o polinémio p(Xy, ..., X,,) € N[Xy, ..., X,,] de forma que
p(o1(u),...,0n(u)) = 0 para todo u € L.

Tome {uy, ..., u,} base de L/K.

Entao para todo aq,...,a, € K,

- p(01<2 a/iui>7 cey Un(z aiui — Z a;0q uz . Z alan u'L
i=1 i=1
Defina g(Xj, ..., X;,) € N[Xq, ..., X,,] da seguinte forma:

9(X1, ..., X ZXal i), - ZXUn u;))

Ora, para todo ay,...,a, € K, g(ay,...,a,) = 0.

Seja {v1, ..., v, } base de N/K. Temos g(Xj,...,X,) = Z (X, ..., Xp)vj com
gj(Xl,-u;Xn) e K.

Assim, gj(a1, ..., a,) = 0 para todo 1 < j < m e para todo ay,...,a, € K pois

{v1, ..., v} é base de N/K.

Mas K ¢ infinito. Entao, pelo Teorema 2.1.12, s6 podemos ter g;(Xj, ..., X,,) =

0V 1<j<m.
Logo g(X1, ..., X,,) = 0.
Pelo Teorema 2.1.11 (it), det([o;(u;)5]) # 0 pois {uy, ..., u,} é base de L/K.

Considere, entao, A a matriz inversa de [o;(u;);;]-
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Xy X
Logo0=g(A| : [)=p(ojw)i]Al  |)=p(X, ..., X0).
X, X

Assim, o4, ..., 0, sao algebricamente independentes sobre N.
]

Definigao 2.1.16. Seja K um corpo. Dizemos que uma extensao finita L/ K possui

base normal se existe u € L tal que {o(u)|oc € Autx(L)} € base de L sobre K.

Agora temos ferramentas suficientes para demonstrar o Teorema 2.1.1, ou seja,

demonstraremos que toda extensao Galoisiana L/K finita tem base normal.

Demonstracao. Vamos analisar separadamente os casos K finito e K infinito.

(I) Caso K finito:
Temos L corpo finito de mesma caracteristica de K, digamos p.
Observe que as extensoes L/F, e K/IF, sao Galois, como visto no Teorema 2.1.10.
Pelo mesmo Teorema, Auty, (L) é um grupo ciclico.

Desde que F, C K C L, temos claramente Autg (L) C Autg,(L). Desta forma

temos Autg (L) grupo ciclico, suponha Autx (L) =< o >.

Repare que da mesma forma como construimos a estrutura de K[X] - médulo

para K usando 7', podemos construir uma estrutura de K[X] - médulo para L

usando o.
Note que a ordem de ¢ é [L : K] que chamaremos de n.
Como ¢" = Idy, o polinémio g(X) = X" —1 € F,(X) é tal que g(o) = 0.

Seja my(X) o polindmio minimal de . Chame s = deg(m,(X)). Queremos

mostrar que s = m.
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Pela definigao de polinomio minimal, s = deg(m, (X)) < deg(g9(X)) = n.

Suponha por absurdo que s < n. Escreva m,(X) = Xo4a, 1 X5+ 4+ X +ao
e, assim, 0° + a,_10°" 1 + ... + ayj0! + apo® = 0. Repare que o' # ¢ para i # j com

1 <i,j7 <n pois a ordem de o é n.

Como o coeficiente de ¢® é nao-nulo, conseguimos uma combinacao linear nula

de automorfismos distintos, contrariando o Teorema 1.1.6. Logo s = n.
De modo analogo ao feito no Teorema 2.1.5 item (iv), temos m,(X)|g(X).
Como s@o ambos monicos e de mesmo grau, m,(X) = g(X) = X" — 1.

Seja h(X) € K[X] o polinomio caracteristico de o, entao m,(X)|h(X) e o grau
deg(h(X)) = [L : K] =n = deg(m,(X)).

Logo h(X) =m,(X) = X" —1.

Pelo item (7iz) do Teorema 2.1.5, h(X) = d; (X )do(X)....ds_1(X)m,(X), fazendo

com que d;(X) = 1. Como < 1 >= K[X], % = 0. Pelo item (7), L ~ <§E]1>

como K[X] - médulos. Chamaremos este isomorfismo de .

K[X]

—~= ¢ da forma

Assim 1 = 1+ < X" — 1 >. Desta forma todo elemento de

f(X)T = f(X) com deg(f(X)) < n. Observe que se deg(f(X)) > n podemos
)

dividir f(X) por X™ — 1 e obter a mesma classe com o polinémio resto.

Sexe L= p(x)e = o) = f(X) para algum f(X) € K[X].

<Xn—1>

Defina o = ¢~ 1((1)).

Ora, p(z) = f(X)1 = f(X)p(e) = o(f(X)a). Logo x = f(X)a = f(0)a.

Como supomos deg(f(X)) < n, escreva f(X) = > a;X".

i=1
n—1

Assim, x = f(o)a = . a;0'(a)
i=1

n—1
Ou seja, dado = € L, existem ag, ..., a,_1 € K tais que x = ) a;0'(«). Ora,
i=1
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{o%a), ol (a),...,0" 1 (a)} gera L/K e tem [L : K| elementos, logo é uma base.
Como {0, ...,0™" 1} sao todos os elementos de Autx (L), a base acima é normal.
(IT) Caso K infinito:

Seja Autyg (L) = {01, ...,0,}. Como L/K é normal, L é seu préprio fecho normal

e, assim, pelo Teorema 2.1.15, o4, ..., 0, sao algebricamente independentes sobre L.

Agora, para algum u € L, {o1(u),...,0,(u)} é base de L/K se, e somente se,

det([o;0j(u)]i;) # 0 pelo Teorema 2.1.11 parte (i7).
Mostremos, entao, que existe u € L com det([o;0;(u)]; ;) # 0.
Fixando-se i e variando j, temos que 0;0; percorre Autg(L).
Assim, obtemos uma permutagao j +— i(j) para todo i fixo com 1 <17 < n.

Considere a matriz A = [X;;)]; ; e o polinomio d(Xy, ..., X,,) := det(A). Observe
que A € M, (L[X, ..., X,)).

Note que d(Xj, ..., X,,) # 0 pois, como cada X, aparece uma unica vez em cada

linha de A, d(1,0,...,0) = £1.

Ora, oy, ...,0, sao algebricamente independentes e d(Xy, ..., X,,) # 0, existe u

em L tal que

Logo det([o,0;(w):) = det([o0 (w):y) = d(01 (), .., 0, (u)) # 0.

Assim {o1(u),...,0,(u)} é base normal de L/K.
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Capitulo 3

Estruturas de Modulos

Neste capitulo aplicamos grande parte do tema abordado ao longo dos capitulos

anteriores.

3.1 Estrutura de K[G]-médulo de uma extensao

finita de corpos

Seja L/K uma extensao finita e G um subgrupo finito de Autx(L). Considere o
conjunto K[G] = {>_ a,0l|a, € K}. Observe que K|[G] é um K-espago vetorial com
base G. K[G] tamlj(éerfl ¢ um anel com a multiplicagao dada por (ac)(br) = (ab)(oT)
e possui a unidade Idy. Note ainda que L tem uma estrutura de K[G]-médulo a
esquerda via a seguinte agao: se ac € K[G] el € L, ac -1 = ac(l) € L. A partir

de agora, quando falarmos em um A-moddulo para algum anel A, estaremos nos

referindo a um A-mddulo a esquerda.

Recorde que se G = Autg(L) e |G| = [L : K| = n, do Teorema 1.1.27 temos que
L/K é extensao de Galois. Pelo Teorema da Base Normal (2.1.1), existe w € L tal

que {o1(w), ...,0n(w)} é base de L sobre K e por conseguinte L é um K [G]-mddulo
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livre com o gerador {w}.

Assim, se L/K ¢ extensao Galoisiana finita e G = Autg(L), entdo L é um

K[G]-médulo livre com 1 gerador.

Mais geralmente temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Se L/K ¢é uma extensao finita e G € subgrupo de Auty (L), entao

L é um K|[G]-médulo livre com [LY : K] geradores.

Demonstragio. Vejaque G = Aut;c(L) pois G C Autye(L) e, como L¢ = LA (L)
entdo |G| = [L: LY = [L : L6 (B)] = |Aut o (L)|. Assim L/LY é Galois.

Como vimos, L é um L¢[G]-médulo livre com um gerador, digamos w.

Sejam 3 = {b1,...,b,} base de LY/K como espaco vetorial (r = [LY : K]) e
Buw = {biw = bjw|i = 1,...,r} conjunto em L. Vamos mostrar que f3,, é base de L
sobre K[G]. De fato, mostremos primeiro que 3, gera L sobre K[G]:

Como 8 C LY, temos que o(b;) = b; para todo o € G e para todo j =1, ..., 7.

Seja o € L. Ora, v = gw para algum g € LY[G].

TTL:|G| r

Suponha g = > a,,0; com a,, € LY e 0; € G. Escreva a,, = Y a;;b;, com
i=1 j=1
Q4 € K.
Assim:
m m T T m
r = gw = E aaiai(w) = E E aijbjai(w) = E E aijoi(bjw)
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1

m

Defina g; = ) a4j0; € K[G]. Logo x = Y (D ®ijoi)bjw = Y gibjw.
= j=1 i=1 J=1

Desde que z € L é qualquer, 3, gera L sobre K[G].

Agora mostremos que 3, ¢ um conjunto linearmente independente sobre K|[G|:
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De fato, suponhamos ) g;b;., = 0 com g; = Y a;j0; € K[G]. Entao,
=1 i=1

Zgjbj’w =0«& Z Z aijai(bjw) =0«& Z Zaijbjai(w) =0
j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Como {w} é base de L sobre LY[G] e a;b; € LY para todo i = 1,...,m e

7 =1,...r, entao

i i aijbjai =0

i=i j=1

Pelo Teorema 1.1.6,

T

Z aijbj =0

Jj=1

para todo 7 =1, ..., m.

Uma vez que {b;|j = 1,...,r} é base de L® sobre K, temos que a;; = 0 para

todoi=1,...mej=1,..,r.

Assim g; = 0 para todo j = 1,..m. Ou seja, 3, é linearmente independente

sobre K[G] e consequentemente base.

Como f3,, tem 7 = [LY : K] elementos, vale o teorema.

3.2 Outro olhar sobre o Teorema 3.1.1

Note que na demonstracao do Teorema 3.1.1 foi de fundamental importancia o
Teorema da Base Normal. Nesta se¢ao daremos uma nova demonstragao para este

mesmo teorema que serd totalmente independente do Teorema da Base Normal.

Ao longo desta secao serao apresentados resultados que nos darao base tanto
para redemonstrarmos o Teorema 3.1.1 como para fundamentarmos os resultados

contidos no Capitulo 4.
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Seja L/ K uma extensao finita e consideremos K; a maior extensao separavel de

K contida em L, ou seja, K} = L.

Proposicao 3.2.1. Os grupos Autk(K;) e Auti (L) sao isomorfos.

Demonstracao. Defina

o — 0|k,
que ¢é claramente um homomorfismo de grupos.

Veja que se C(K) = 0, entao L/K é separédvel e assim L = K;. Vamos supor,
entao, C'(K) = p.

(I) Mostremos que f ¢é injetiva. De fato, se f(o) = f(7), entdo 0|k, = 7|k,. Seja
a € L, como L/K; é puramente inseparavel, temos que existe e inteiro nao negativo
tal que o € K.

€

Logo o(a)P” = o(a?") = 7(a?") = 7(a)?

Assim, (o(a) — 7(a))” = ()’ — 7(a)” = 0 o que implica o(a) = 7(a) e,

desde que « é qualquer, o = 7.
(11) Mostremos que f é sobrejetiva. De fato, seja p € Auty(K;). Mostraremos que
p é a restricao de um K-automorfismo de L

Veja que L = Ky(ay, ..., ) € que, para algum n; € N, {1, a1, ...,a]" } é base de

Kl(Oé1)/K1

Defina
o1 : K1<041) — Kl(Oél)

ni . n1 .
-21 iy —> 21 p(rs)as
1= 1=

Claramente oy (x 4+ y) = o1(x) + 01(y) para todo z,y € K;(ay).
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Ainda, para todo z,y € Ki(ay)

ni . ni . ny ni it
oi(zy) = 01((21 l’z'ai)(;yja{)) = 01(21 lez'yj%ﬂ)
m o J;+j o i+
= > plry;)ay” = p(xs)p(y;)ay
i=1j=1 i=1j=1

:ﬁmm%imw%:mmm@

Ou seja, oy preserva as operacoes do corpo Ki(ayq).
) s

Desde que {1, ay, ...,a]'} é base, o1 é injetora e, como p é automorfismo de K7,

o1 ¢ sobrejetora.
Assim 01 € Autg(Ki(aq)) e 01|k, = p.
Tome {1, @, ..., a5?} base de Ki(ay,as)/Ki(c1) e defina

o9 : Kl(Oél,OéQ) — Kl(Oél,OéQ)

n2 . n2 .

Yoy — Y o)y

i=1 i=1

com z; € K(ay).

De maneira andloga oo € Aut i (K1(aq,as)) € o3|k, = p.
Podemos repetir esse processo e obter o, : L — L automorfismo com o, |, = p.
Ora, f(0,) = ou|k, = p e, assim f é sobrejetora.

Logo f é isomorfismo entre Auty(K;) e Auty(L).

]

Em face da Proposicao 3.2.1 podemos abusar da notacao e escrever G do Teo-

rema 3.1.1 como subgrupo tanto de Autx(K;) quanto de Auty(L).

Lema 3.2.2. Sejam L/K extensio finita e G um subgrupo finito de Auty(L).

Existe uma base B = {ay,...,an} para L/K; tal que o; € LY para todo i = 1,...,n.
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Demonstra¢ao. Primeiramente repare que, se uma extensao de corpos F”/F é pu-

ramente inseparavel e existe um corpo F’ tal que F' C F' C F”, entdao F"/F' é
puramente inseparavel.

De fato, se a € F", como F"/F ¢é puramente inseparavel, m, p(X) = (X — a)”
¢ o minimal de o em F' para algum n.

Entao, o minimal de a em F', m, p(X), divide mq p(X)

. Assim temos que
(X — )" = mq pr(X)p(X) para algum p(X) € F'[X].

Logo mg m(X) = (X —

a)™ para algum m e, assim, como « é qualquer, F”/F’
¢ puramente inseparavel.

Com uma demonstragdo semelhante se conclui que se F”/F é uma extensao

separdvel e FF C F' C F", entao F"/F' é separével.

Mostremos, entao, que L = K;L¢

Repare que LY C KLY C L. Como L/L® é Galois, logo separavel, entio
LKLY é separdvel.

Ainda, K; € K;LY c L. Como L/K, é puramente inseparavel, L/K L% é
puramente inseparavel.

Entdao L/K,L% ¢é puramente insepardvel e separdvel, ou seja, pelo Coroldrio
1.1.22 temos L = K, LS.

Seja {ay, ..., } base de LE¢/K. Assim,

m s

' lijaj) = Z (O kilij)ay

=1 =1 = j=1 =1
com k; € Ky;l; € LG;lij eKVi=1,...,r;7=1,...,m.
Comoc; = Y kil;; € Ky paratodoj =1,...,m, temosquex € L & x = ) ¢jay,
i=1 ‘

J=1
ou seja, {aq, ..., any,} gera L sobre K

Desde que {ay,...,a,,} C L€, basta reduzirmos este conjunto a uma base de
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L/K;.

]

Proposicao 3.2.3. E suficiente mostrar o Teorema 3.1.1 para extensoes separdveis.

Demonstrag¢ao. Suponha que o Teorema 3.1.1 seja valido para extensoes separaveis.
Considere uma extensao finita qualquer L/K e K; = Lge,,.

Como Ki/K é separavel, existe 3 = {vy,...,05,} base para K; como K|[G]-

médulo livre com exatamente sy = [K : K] elementos.

Seja B = {by,...,b,, } base de L/K; como no Lema 3.2.2.

Vamos mostrar que o conjunto B = {bv|b € §; v € } é base para o K|[G]-
médulo L e que tem exatamente [L¢ : K] elementos.
(I) B ¢ linearmente independente sobre K[G]:

Suponha

Z Z (Z lobwo)bv =0

bep UEB ceG

com Iy, € K paratodo o € G, be Bev e p.

Temos
>0 (X lopo)bv =0 & >0 (X lopo(bv)) =0
beﬁveg oceG beﬁveg oceG
& > 2 (X lowo(D)a(v) =0
bEB’UEB oceG
iy > S (X Lowbo(v) =0
beB yep 0€G
<~ Z (Z Z lobva(v))b =0
bep UEBO—GG
fhase do LIRS sh s ou=0VYb e B
veB 0EG
g base d JOIRIGL s~y o =0Ybe Bive B
oelG
oy lyw =0VbE BveBioel
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Observe que, usamos acima que lopyg) € K71 pois, como mostramos na Pro-
posicao 3.2.1, ¢ pode ser visto tanto como automorfismo de L quanto de K e,

como v € Ky, o(v) € Kj.

Logo > lsp0 = 0 e portanto B é linearmente independente sobre K[G].
ceG

(IT) B gera L sobre K[G]:

Seja x € L. Temos z = > apb com «ay, € K7 para todo b € (5.
bep

Ainda, ap = > (Y. lywo)v com Iy € K, pois 3 é base de K; como K[G]-

’UGB ocelG
modulo.

Desde que a(b) = b Vb € 3, temos:

z o= 3 (2 (2 lowo)v)b

bep ’UEB ceG

= 220 2 lowo(v)a(b)

bEB yej oG

= Z Z Z lavba(bv)

bep UEB ceG

= > 2. (2 lowo)bv

bep ’UEB oceG

Ou seja, B gera L sobre K[G].

Assim, como B tem [L : K;][K¢ : K] elementos, L é um K[G]-médulo livre com
[L: Ky[K, : Kf] geradores.

E,

[L:K1][K1:KC][KE K]
[K1:KY]

[L: K|][KY: K] =
[L:K]

G
[L:LC)[LC: K]
o G|
|GI[LY:K]

|G

= [LY: K]

Logo L é um K[G]-médulo livre com [LY : K] geradores, ou seja, se o Teorema
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3.1.1 é valido para extensoes finitas separaveis, entao é valido para extensoes finitas

quaisquer.

O

Observagao 3.2.4. Note que > (> (> lag)v)b nao é simplesmente aplicar g
bep ’UGB geG
em vb, pois o que temos € um escalar em Ky, a saber ) lgpgv , e ndo em K[G].
geG
Por isso o fato de g(b) = b é fundamental para garantir que B seja um conjunto

gerador.

A partir de agora, salvo mengao em contrario, L/K é uma extensao finita se-

paravel e N o fecho normal de L sobre K.

Observagao 3.2.5. Se X € um conjunto finito, definimos N[X] como o conjunto

das somas formais Y n,x comn, € N.
reX

Ainda, se algum conjunto G age em X, entao N[X]| torna-se um N[G|-mddulo

a esquerda através da sequinte a¢ao: myo - nyx = (Myng)(o - )

Considere o conjunto S = {s : L — N | s é K-imersdo}. Vamos definir o

conjunto S~ = {s7!|s € S}.

Observe que S~! nao é o conjunto das inversas dos elementos de S, mas sim um
conjunt i, em bijeca S vi 1L E G,o71é
junto que esta em bijecao com O via s — s~ . Entretanto, paraoc € G, 07" € a

aplicacao inversa de o, ainda em G.

Vamos fazer o € G = Auty (L) agir em S™! da seguinte forma:

Note que a acdao de G em S~! é bem definida pois como ¢ ¢ K-automorfismo

1

de L, 07! também o é, assim so~! é uma K-imersdo de L em N. Desta forma

1 1

(so™1)~1 € §71. Vamos denotar a acdo de o em s~! simplesmente por s~ 1.
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Como G age em L, podemos induzir em L ®x N uma estrutura de N|[G]-mddulo

considerando ) n,o € N[G] e definindo

) neo)(a®k b) =Y ola) Dk ngb

o€l oeG
Observagao 3.2.6. Repare que definimos a a¢do de N|G| em L @k N para um
elemento bdsico, entretanto deve-se entender esta acao como linear em um elemento

qualquer Y a; @ b; de L @k N, ou seja:

ZTLU Za/z ®K ZZ az KK Mo z)

oeG ceG 1

Com isso todas as propriedades de modulos se satisfazem trivialmente.

Lema 3.2.7. Os N|G|-mddulos d esquerda L @ N e N[S™']| sdo isomorfos.

Demonstracao. Defina

Q. L®KN — N[S_l]
20 @b — ;; s(a;)bis

Veja que é imediato o fato de que ¢ é bem definida pela propriedade universal do
produto tensorial. Entretanto a propriedade universal nao garante que ¢ é N-linear

mas sim K-linear.

(I) ¢ é N-linear:

Claro pois se n € N,

p(n)ai®kbi) = ¢ ai @k nbi)
= > 3 s(a;)nbis™!

seS i

= n> > s(a;)bs™?

seS 1

= ngp(z a; Qg b;)
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(IT) ¢ respeita a agao de G:

Primeiramente repare que, ao variarmos s, para cada o € (G fixo so percorre S,

ou seja, S = So = {so|s € S}.

De fato, s;0 = s90 = s1 = s9 pois ¢ é automorfismo, assim #S0 = #S5. Como

So C S, temos So = 5.

Se 0 € G, podemos olhar ¢ como elemento de N[G]. Ora

P(0(>ai @k b)) = Z o(a) @x b= > s(o(a;))bs

) seS 1

Sejat :=so € S,logoot™! = (to™1)™! = (soo™1)"! = s7L. Logo, como So = S,

so =t percorre S. Desta forma temos:

SO(U(Z a; Qg b)) = Z Z t(a;)biot™!

tesS i

Por outro lado, como o age em S~

olp(Y a;®k b)) =0o( s(a;)b; s71) = s(a;)bjos™?
Ao ) =od D e =2 )

Logo p(c(D> ] a; ®k b)) = o(p(d_ a; ®k b;)) como querfamos.

Em outra palavras, (I) e (II) nos dizem que ¢ ¢é homomorfismo de N[G]-

modulos.
(I1I) ¢ é bijecao:
Repare que, olhando L ®x N como N espaco vetorial, dimyL ®x N = dimg L.
Mas dimxgL = [L: K] = [L: K]s = #S = dimyN[S™].
Assim dimyL @ N = dimyN[S™!]. Portanto basta mostrar ¢ injetiva.
Suponha, entdo, ¢(x) = 0 para algum = € L @ N.

Tome uma base {a, € L |t € S} de L/K.
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Relembre que, do Teorema 1.2.2 temos que #S = [L : K|s = [L : K| = dimgL.
Assim existe um conjunto {n; € N |t € S} de forma que z = ) a; ®k ny.
tes

De fato, como x € L ®x N entao

r = Zai QK b= (> aua) @k b (i € K)

i teS
= > > (aia; @k b)) = > > (ay @5 irhy)
i tes i tes
=Y a ®Kzaitbi = > a; Qg ny
tes - tes
——

ne

Logo 0= p(x) = (> a; @ ng) = > > s(ag)ms™ L.

tesS seStes

Desde que S™! é base de N[S™!] sobre N, temos > s(a;)n; = 0 para todo s € S.
tes

Mas pelo Teorema 2.1.11, a matriz (s(at))s: ¢ nao singular. Logo o sistema

> s(ag) Xy =0, s €S tem tnica solugao X; = 0 para todo t € S. Como X; = ny
tes
para todo t € S é solucao, devemos ter n, = 0 para todo t € S.

Logo x = > a; ®x 0 = Opg, v, ficando assim provado o lema.

tes

]

Note que podemos dar uma estrutura de K[G]-médulo para L®"™ = @@L =
i=1
L x L x..xLe K[ST'™ simplesmente fazendo os escalares agirem em cada

coordenada.

Vamos ver mais alguns isomorfismos que nos ajudarao na demonstracao do Te-

orema 3.1.1.
Proposicao 3.2.8.
(i) L ®g N ~ L¥WEL como K|[G)-mddulos

(i1) N[S7Y ~ K[STHNE] como K[G]-médulos
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Demonstragao. Considere n = [N : K| e {vy,...,v,} base de N/K

(1) Seja {ws,...,wy} base de L/K.

Defina:
P L®k N e LOWN:K]

m

Z(Z Qijwj) @ v; — (Zlaijwj)?:1
: J:

Note que ¢ ¢é claramente homomorfismo bem definido K-espagos vetoriais pela

propriedade universal do produto tensorial.

Primeiramente, vejamos que ¢ ¢é injetora:

m m

Suponha (3 (3 aijw;) @k vi) = 0(3- (22 Bijw;) ®x v;). Assim temos que

=1 j=1 i=1 j=1

m m
O aiwy)ic, = O Bijw;)iy
P =1

para todor=1,....,n

Logo

para todor=1,....,n

Como {w; | 1 < j <m} é base de L sobre K, para todo i temos que a;; = f;;

Assim, ¢ ¢ injetora.
Mostraremos que ¢ é sobrejetora:

m
Seja @ = (a;)i-; € L®WHE] Escreva a; = Y af;w;.

Logo <i<

i=1

TMS

;i) R vi) = (X ajw;)iny = (a;)ie; = o, ou seja, @ é sobre-
j=1

jetora.

Ainda, ¢ respeita a acao de G.
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De fato, se 0 € G,

n

Plo(X (3 agu) ©xw) = p(3 (3 ayolw,) @x v)

i=1 j

Desta forma ¢ respeita claramente a agao de K[G], ou seja, ¢ é isomorfismo de

K[G]-médulos.

(17) Defina
¢:  N[ST] — K[V
SN agvisTt — (DD auss T, s € K
seSi1=1 SES

@ é claramente um homomorfismo bem definido de grupos.

Temos ¢ injetora pois se (> > avis™!) = (> 3. Bisvss™h), temos para

seS i=1 seS i=1
todo 7 entre 1 e n
2 : -1 2 : -1
QsS = /BiSS
sES SES

Desta forma, pela defini¢io de K[S™!], temos que a;s = B;; para todo s € S e

1 < i <n. Logo ¢ é injetora.

Ainda, tomando z = (Y al,s7 )%, € K[STHWNE] entdo
seS

p(Y D aiuis) =a

seS i=1

ou seja, ¢ é sobrejetora.

Mais que isso, ¢ respeita a agao de G.
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De fato, se 0 € G,
plo(X Y aisvis™)) = @(X2 > aisvios™)

seSi=1 seSi=1
n

= (X > aivi(sa™h) )

seSi=1

= (X ais(so™) )i,

seS

= (X aisosT)i,

seS

= (X cis™)iL)

ses

=am§§%wﬁ>

E assim claramente ¢ é um isomorfismo de K[G]-médulos.

O

Assim, os isomorfismos acima, juntamente com o Lema 3.2.7, nos dizem que

LOIN:E] ~ K[S—l][N:K] como K[G]|-médulos.

Definicao 3.2.9. Uma acao de G em X € dita fiel se o1-x = 0o-x implicar o1 = 09

para todo x € X.

Proposicao 3.2.10. A acio de G em S~! € fiel. Ainda, as orbitas de S™, definidas

por o(s™) ={os™! | 0 € G}, sdo iguais ou disjuntas.

1

Demonstragdo. Suponha o571 = 957!, Temos que (so;!)™ = (s05,')~! e, como

cada elemento de S~! é associado a um tinico elemento de S, so; ' = so; .

Assim, para qualquer = € L, so; ' (x) = so, ' (x). Como s é imersdo, e portanto

injetora, temos oy ' (z) = 0, '(z) V x € L.

Mas o7 e 09 sdo automorfismos, logo o1(z) = o3(x) para todo x € L. Desta

forma o; = 05 e portanto a acgao é fiel.

Mostraremos agora que as Orbitas sao disjuntas:
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Considere agora s~ € o(s;') No(s;!) com s;t, 551 € 571

Temos s~! = o157 " para algum o, € G e 57! = 035, " para algum o, € G.

Por conseguinte s;' = o7 098, " e logo 57 € o(sy'). Veja que desta maneira

obtemos o(s;!) C o(sy?).
Analogamente s, € o(s;!) e portanto o(s; ') = o(s; ).
Logo duas o6rbitas sao iguais ou disjuntas.

]

Como a acao é fiel, cada dérbita tem exatamente |G| elementos, desta forma, o

_1):ﬁ

nimero de érbitas de S é #o(S =

Vamos escolher um elemento em cada uma das m = #0(S™!) érbitas de S™!

-1
m -

nomeé-los s;', ..., s
Repare que, independentemente da escolha dos elementos das érbitas, oy(s; )

percorre o(s; ) quando o, percorre G pois 0,09 percorre G para oy fixo.

Proposigao 3.2.11. K[S™7!] ~ K[G]™ como K[G]|-mddulos.

Demonstragao. Primeiramente note que podemos reescrever qualquer elemento da

forma Y A-i1s7!e€ K[S7! como Z SN, 710151-_1

s—les—1 i=101€G

Defina entao

©: KI[S™Y] — K[G]™
Z Z /\ 710‘18 — ( Z /\018'_—10'1)?;1
i=101€G o1€EG ‘

E imediato o fato de que © é bem definido. Mostremos que ¢ é um isomorfismo

de grupos:

(I) ¢ é injetora:
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Suponha (> > /\015;1015;1) =o(>° X aals;1015;1)~

i=101€G i=101€G

Temos >° A, -101= > a, o1 Vi=1.m.
0'1€G oG

Mas pelo Teorema 1.1.6 G é um conjunto linearmente independente sobre K,

logo A\, ;-1 =a, 1 Vi=1..,m; o €G.

(I1) ¢ é sobrejetora:

Considere § € K[G]™. Ora, = (>, ag,i01).

o1€G

Defina a =Y Y a,, 015" € K[S7!]. Claramente ¢(a) = S.

i=101€G

(I1I) ¢ preserva a agao de G:

Seja 09 € G. Pensando o5 como elemento de K[G] temos

0023 X Apiois) = (3 X A, 1000187 )

i=101€G i=101€G

= (X Agr0201)iy

o1€G

= 02( Z /\015;10'1)221

o1€G

= (X X Ayero1s)

i=101€G
Assim claramente ¢ respeita a agdo de K[G]. Logo ¢ é um isomorfismo de

K[G]-médulos.

Podemos, agora, voltar a prova do Teorema 3.1.1

Demonstracio. De 3.2.7 e 3.2.8 temos que L®WVHEl ~ K[STNE] como K[GI-
modulos

Entao, pelo Teorema 1.3.11 temos L ~ K[S™!] como K|G]-médulos.

Ainda, pela proposi¢ao 3.2.11, temos que K[S™!] ~ K[G]|™ como K[G]-médulos
com m = #0(S™!). Logo L ~ K[G]™ como K[G]-mddulos.
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_ S L:K], L/Ksep [L:K L:LO||LC:K .
MaS m = #0(5 1) — % frg {L:LC]'V} — [[LLC'J} e [ [L]EG] } = [LG : K]

Claramente K[G]*“*) é K[G]-médulo livre com [LE : K] geradores.

Desde que L ~ K[G]L“K] como K[G]-médulos, vale o resultado.
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Capitulo 4

Estrutura de Espaco Quadratico

Neste capitulo ainda estamos supondo L/K uma extensao separdvel finita.

Toda maquinaria construida ao longo deste trabalho induz um resultado que nos
da uma estrutura de K-espaco quadratico a L usando o trago, descrito na Secao

2.2, quando o fecho normal N de L/K ¢é tal que [N : K] é impar.

Veja que, como estamos supondo L/K separéavel, entao [L : K]; = 1 e o trago
de x € L é dado por trp/x(x) = ) s(x) com S o conjunto das K-imersoes de L

seS
em seu fecho normal N.

Lembre-se que pelo Teorema 1.2.8, tr/x(L) C K. Desta forma, o traco induz
uma aplicacao K-bilinear simétrica q; em L, quando este é visto como espaco

vetorial sobre K. Basta definir:
qr(z,y) = tryk(zy)

Veja que se z € L\{0}, entdo = tem inverso em L. Temos que qr(z,z7 ') =
troyr(zat) =trp k(1) = > s(1) = [L : K] pois L/K ¢ separével e, pelo Teorema
s€S

1.2.2, temos que S tem [L : K] elementos. Logo, se z # 0 entao qz(x,z~') # 0, ou

seja, © = 0 é o tnico elemento de L tal que ¢ (z,y) = 0 para todo y € L. Por 1.4.5
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(iii), (V. qr) é regular. Em outra palavras, (f,,) € M(F).

Para simplificarmos a escrita, a partir de agora quando (V,q) for um espago
quadratico, ¢ representara tanto a aplicagao bilinear quanto a classe de formas

quadraticas (f,) associada a (V, ¢q).

Vimos que, se N é uma extensao de K, entdo o K-espago quadratico (L, ¢ ) pode
ser estendido a um N-espago quadrético (L ®x N, qy), onde gn(l @k n, ' @ n') =
nn'qr(1,1).

Vamos definir uma aplicagao bilinear py em N[S™!] por

py(s7h s =1
py(s7h 8 )=0ses#s

e estender cada variavel por linearidade em N.

Lema 4.1.1. Os espagos quadrdticos (L@ N,qy) e (N[S™Y],pn) sdo isométricos.
Demonstragdo. J4 sabemos que L&x N e N[S™!] sao isomorfos como N[G]-médulos
pelo Lema 3.2.7. Vamos usar a mesma aplicacao e mostrar que ela é isometria.

Relembrando, tinhamos a aplicacao

v: Le®xgN — N[S™]
2lai®kx b — 30> s(ai)bis™
i seS i

E suficiente mostrarmos que qy(a ®x b, d’ @k V) = py(@(a @ b), p(a’ @ V)

pois as aplicacoes sao bilineares e ¢ é homomorfismo.

Ora,
gn(a @k byd @k V) = qr(a,ad)bt

= > s(ad" )bV’

seS

= > s(a)s(a’)bt

seSs

= > > s(a)s'(a)bb'pn(s,s)

seSs'eS
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= pn(D_ s(a)bs, Y §'(a')b's)

sesS s'esS

= pr(pla®k b),pla @K b))

[]

Teorema 4.1.2. Seja L/K extensao separdvel finita e N fecho normal de L/ K tal
que [N : K| tem grau impar e c¢(K) # 2. Considere p aplicagdo bilinear em K[S™!]
definida por p(s,s) =1 ep(s,s’) =0 ses # . Sejaqr a aplicagio bilinear induzida
pelo traco. Entao (L,qr) ~ (K[S7Y,p).

Demonstragao. Note que claramente (K[S™!],p) é um espaco regular.

Repare que a aplicagao bilinear py definida em K[S™!'] ®x N por:
pn(s @ n,s @ n') =nn'p(s,s)

é exatamente a imagem de p pela aplicacdo r : M (K) — M () descrita na Secao

1.4.

Claramente podemos ver que os espagos (K[S™! @k N,py) e (N[S7Y, px) sdo

isométricos, com 7 : K[S™' @ N — N[S™!] definida por 7(s™ ' ®@xn) =ns™' e py

trivialmente induzido para agir em N[S™!], ou seja, py(nst,n's'"™1) = nn'p(s, s 1).

Veja que py é a mesma aplicagao usada no Lema 4.1.1. Por este mesmo lema,

(L @k Noqn) = (NS, p). Assim, em M(N) C W(N), gn = py.
Agora, 7 : W(K) — W(N) 6 tal que #*(q1,) = qnv = pny = 7#*(p) em W (N).

Mas mostramos que 7* é injetiva se [N : K| for impar. Desta forma temos que

qr=pem M(K) C W(K).

Assim, pela Proposicao 1.4.4, temos que (L, qr) ~ (K[S™], p). m

Defina a aplicacao gy em K[G] por qo(g,9) =1 e qo(g,g") =0 se g # ¢'. Repare

que esta aplicagao é bilinear simétrica e que o espaco (K[G], q) é regular.
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Teorema 4.1.3. Sejam L/K extensdo finita separdvel e G subgrupo de Auty(L).
Suponha que ¢(K) # 2 e L tem fecho normal N tal que [N : K| € impar, entdo

(L,qr) € isomorfo a uma soma ortogonal de [L¢ : K| cdpias de (K[G], qo).

Demonstragcdo. Tome m = [L® : K]. Denotaremos a soma ortogonal de m cépias

de (K[G]a qO) por (K[G]7 QO)m

Defina:
o K[S™] — K[G]™
2 S = (2 bty

Com p a forma em K[S™!] definida acima e ¢ a soma ortogonal de m vezes qq.

J& mostramos anteriormente que ¢ é um isomorfismo. Sé precisamos mostrar

que o é isometria, ou seja, ¢(o(a), (b)) = p(a,b), com a,b € K[S71.

De fato, seJama—ZZ)\ eb—ZZa

i=1geG i=1geG

1(0(@),00) = qlo(X 5 Agrgsi).o(X S ag1gs )

i=1geG 1=1geG
= q((X /\ —1g)y, (2 agsglg)z‘:ﬂ
geG geG
= ZQO(Z)‘ 19’Za *19)
=1 geG geG
= Z Z qo()\gs,_lg7ags._1g)
z:lgeG 1 K2
= Z p()‘gs.lgsz ’ags 198; 1)
i=1geG !
= B3 T 1957 D0 Y g g5
i:lgEG 1=1ged
= pla,b

Logo (K[G],q)™ =~ (K[S™'],p) e, pelo Teorema 4.1.2, (K[S7'],p) ~ (L,qyr).
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