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RESUMO

Desde a antigiiidade a medigdo do escoamento dos fluidos tem sido uma marca de nossa
civilizagdo, ajudando a predizer a fertilidade das terras ¢ o consumo d’dgua em fontes e
aquedutos. Nos nossos dias, a drea de medicdo de fluxo estd bem estabelecida e ainda desperta
grande interesse nas linhas de pesquisa da mecanica dos fluidos experimental e computacional.
Em particular, o estudo da medicdo de fluxo com elementos intrusivos, tais como placas de
orificio, ¢ de grande interesse dado o pre¢o baixo do medidor, e sua boa precisdo quando
comparada a sua simplicidade de instalagdo e manutencdo. Esta dissertagdo tem como objetivo o
estudo da aplicacdo de elementos finitos aos escoamentos de fluidos viscosos - via aproximacao
classica de Galerkin e Galerkin/minimos-quadrados (GLS) — com particular énfase na
aproximacao das equagdes de Navier-Stokes incompressivel no escoamento newtoniano atraveés
de um canal obstruido por uma placa de orificio. Inicialmente, sdo apresentadas as dificuldades
do método de Galerkin classico na aproximacdo de escoamentos incompressiveis; ou seja,
através da simulag¢do de escoamentos viscosos bem conhecidos - como o escoamento no interior
de uma cavidade e através de uma expansao subita - fica evidenciada a restrigdo imposta pela
condicdo de BabuSka-Brezzi quando da escolha dos subespacos aproximantes do campo de
velocidade e pressd@o. Como alternativa as patologias do método de Galerkin classico, esta
dissertagdo emprega a metodologia de Galerkin/minimos-quadrados na simulagdo acima
mencionada da placa de orificio, a qual permite o uso de elementos de igual-ordem para
aproximar velocidade e pressdo e capturar de maneira estdvel escoamentos sujeitos a altos
numeros de Reynolds. Os testes computacionais realizados se apresentaram fisicamente realistas
quando comparados com a literatura e dados experimentais, sendo todos desenvolvidos no
Laboratério de Mecanica dos Fluidos Aplicada e Computacional (LAMAC) do Departamento de

Engenharia Mecanica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul.
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ABSTRACT

“Classic Galerkin and Galerkin/least-squares approximations for incompressible viscous flows:
application to flow measurement ”’

Since ancient times the measurement of fluid flow has been a mark of our civilization,
helping to predict the fertility of the land and the water consumption in fountains and aqueducts.
Nowadays, the area of fluid measurement is solidly established and still is of great interest to
experimental and computational research in fluid mechanics. In particular, the study of flow
measurement with intrusive elements, such as orifice plates, is of great interest due to its low
price versus its high accuracy when compared to its simple installation and maintenance. The
aim of this dissertation was concerned with the application of finite elements for viscous fluids —
via classical Galerkin and Galerkin/least-squares approximations (GLS — with particular
emphasis in the approximation of incompressible Navier-Stokes for the newtonian fluid through
a channel obstructed by an orifice plate. First, some Galerkin difficulties in the approximation of
incompressible flows; namely, due to simulation of well established viscous flows — such as the
flow within a square cavity and the one through a sudden divergent channel — it is plainly
marked the restriction imposed by the Babuska-Brezzi condition upon the choice of finite
subspace to approximate velocity and pressure fields. As an alternative to numerical Galerkin
pathologies, this dissertation introduces the Galerkin/least-squares methodology in order to
perform the simulation, mentioned above, of the flow through an orifice plate, which allows the
use of equal-order element to approximate velocity and pressure and to capture stably high
Reynolds flows. The performed computational tests were physically realistic, when compared to
the technical literature and experimental data, and they were all performed in the Laboratory of
Computational and Applied Fluid Mechanics (LAMAC) of the Mechanical Engineering
Department of Federal University of Rio Grande do Sul.
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1. INTRODUCAO

1.1. PRELIMINARES

A escolha de um medidor de vazao ¢ influenciada pela precisdo exigida, faixa de atuagdo,
custo, complexidade, facilidade de leitura ou de reducao de dados e o tempo de vida em servigo.
Via de regra, o dispositivo mais simples e barato que fornega a precisdo desejada deve ser o
escolhido.

Em aplicagdes especializadas, particularmente em utilizagdes a distdncia ou quando sdo
feitos registros, os medidores de deslocamento positivo podem ser especificados [White, 1999].
Exemplos comuns incluem as bombas medidoras de gasolina e os medidores de agua e gas
natural de consumo nas residéncias, que sdo calibrados para informarem diretamente a vazao
total e automaticamente calcularem o precgo.

O medidor de vazao intrusivo denominado placa de orificio ¢ uma placa metélica fina
com um pequeno orificio, a qual pode ser interposta entre flanges de tubulagdes. Como a sua
geometria ¢ simples, ¢ de baixo custo e de facil instalagdo e reposicao, além de oferecer uma boa
precisdo. As principais desvantagens da placa de orificio sdo a sua capacidade limitada e a
elevada perda de carga permanente, em funcdo da expansdo ndo-controlada a jusante do
elemento medidor. As placas de orificio também sdo uma fonte muito satisfatoria de comparacao
devido a quantia volumosa de dados disponiveis [ver, por exemplo, Ferreira and De Bortoli,
1996]. Seu comportamento de fluxo complexo, com regides de recirculagdes e camadas
cisalhantes, ¢ particularmente interessante para a simulagdo numérica, motivando, portanto, a

realizagdo deste trabalho.

1.2. CARACTERISTICAS DAS PLACAS DE ORIFICIO

Os medidores de vazao podem ser classificados em grupos que se baseiam em principios
de funcionamento semelhantes. Existe uma diversificagdo muito grande de realizacdes de
instrumentos destinados a medir fluxo ou quantidade de fluido. O elevado numero de principios
de funcionamento ¢ representativo dos esfor¢os e investimentos em pesquisas e desenvolvimento
das grandes companhias de instrumentagdo para produzir sistemas mais precisos, de
caracteristicas mais competitivas e de mais amplas possibilidades de aplicagdes.

As condi¢des de servigo dos medidores de vazdo sdo extremamente diversificadas. Os

fluidos medidos podem ser liquidos ou gasosos, as vezes viscosos, abrasivos, COrrosivos ou



carregados de impurezas. As pressOes e temperaturas podem corresponder a condigdes
criogénicas ou as de vapores superaquecidos. O fluxo a se medir pode ser de um vaso sangiiineo
ou o caudal de um rio. A cada caso corresponde um medidor adequado.

O conjunto de medi¢ao ¢é, via de regra, formado de duas partes: elemento primario e
elemento secundario. O elemento primdrio se encontra em contato com o fluido, resultando em
alguma forma de interacdo. Sua funcdo ¢ transformar a vazdo em outra grandeza fisica
facilmente mensuravel. Assim, uma placa de orificio transforma a vazdo em pressao diferencial,
um sensor ultrassdnico em freqiiéncia elétrica, e assim por diante. Os elementos secundarios, por
sua vez, transformam a grandeza obtida pelo elemento primario em informagao adequada para
leitura local ou transmissao a distancia do valor correspondente a vazao.

Para se efetuar o calculo de uma placa de orificio, ¢ necessario adotar determinadas
condi¢cdes de escoamento. Estas condicdes, chamadas de projeto, devem aproximar-se ou,
preferivelmente, devem ser iguais as condigdes de operagdo. Entretanto ¢ freqiiente proceder-se
ao calculo da placa antes de estar funcionando, ou mesmo de ter sido instalado o processo
industrial onde se fara a medicdo, e as vezes as condi¢des de calculo adotadas ndo sdo
exatamente as mesmas que as de operacdo efetiva. Nestes casos, tratando-se mais
especificamente de fluidos compreensiveis, sera necessario aplicar as corregdes que trazem as
condig¢des de operacao as de célculo, no intuito de interpretar corretamente os resultados.

Os elementos primarios geradores de depressdo sdo instrumentos que utilizam bases
tedricas cuja aplica¢do ¢ imediata. Sua interagdo com o fluido tem fundamentos fisicos diretos,

sem mecanismos intermedidrios. Sua fungdo ¢ criar uma diferenga de pressdo Ap que seja

relacionada a vazao Q, através de uma equagao do tipo:

0=K\Ap (1.1)

onde o valor de da constante K ¢ funcdo dos parametros caracteristicos do elemento
deprimogénio, da configuracdo fisica da instalagcdo e das propriedades do fluido medido [ISO
5167, 1980].

Os elementos secundarios da placa s3o projetados a converter esta pressdo diferencial em
informacao de uso direto ou em sinal de transmissdo. A instalacdo e a interligagdo destes
elementos secundarios com os primdrios sdo tratados detalhadamente em [Delmée, G.J., 1989].
O conhecimento destes aspectos praticos ¢ desejavel por parte do projetista, do instalador e do

usuario, para se conseguirem os melhores resultados.



1.2.1. PLACAS DE ORIFICIO CONCENTRICO

Apesar de numerosos inconvenientes — como, por exemplo, pequena de faixa de vazdo e
perda de carga residual ndo desprezivel - e da existéncia de instrumentos mais modernos, as
placas de orificio representam, em determinadas industrias, a base mais expressiva dos sistemas
de vazdo, sendo empregadas nas mais variadas fung¢des de medicdo e controle. Plantas
sidertirgicas as utilizam as centenas e complexos petroquimicos aos milhares. Esta mesma
simplicidade, entretanto, traz determinados problemas que sdo contornados pela possibilidade de
se usar alguns dos varios projetos ja desenvolvidos [Benedict, 1984].

O principio de funcionamento de uma placa de orificio consiste em introduzir uma
restricdo localizada na tubulacdo onde a medicdo deve ser feita. Esta restricdo, no caso, ¢
provocada por um orificio feito em uma placa de pouca espessura adequadamente colocada no
tubo, de maneira a obrigar o fluxo a mudar de velocidade e, em conseqiiéncia, provocar um
diferencial de pressdes que, devidamente medido e interpretado, € representativo da vazao.

Geralmente, o orificio da placa ¢ concéntrico e circular, porém, dependendo de
consideracdes acerca de impurezas no fluido medido e da possibilidade de acumulacido das

mesmas a montante da placa, sdo usados orificios excéntricos ou segmentais (ver Figura 1.1).

Figura 1.1 Placas de orificios concéntrico, excéntrico e segmental, respectivamente.

A 1 Lei da Termodindmica aplicada a uma corrente fluida mostra que as variagdes de
velocidades correspondem respectivas variacdes de pressoes [Landau et Lifchitz, 1971]. Logo, a
inser¢dao de uma placa de orificio numa linha provoca variagdes bruscas de secdo de passagem e

variagOes correspondentes de velocidade e pressao.



1.2.2. LOCACAO DAS TOMADAS DE PRESSAO

No sentido axial e relativamente as placas de orificio concéntrico, existem varios critérios
de colocagdo das tomadas de pressao [ISO 5167, 1980]. Esta falta de padronizacdo se justifica
parcialmente por consideracdes de praticidade de instalagdo, mas tem também um motivo criado
pela dispersdo inicial dos esfor¢os de pesquisa. A tabela 1.1 a mostra as 5 possibilidades de

colocacdo de tomada de pressao.

Tabela 1.1  Tipos de tomadas para placas de orificio concéntrico

Denomi- | Denomi- | Distiancia | Distincia
nagao nagao da da
na sugerida tomada tomada
literatura em a face a jusante
inglesa | portugués | montante K2
Kl
Tomadas
F:"”g" em ™ 1t
S flanges
. Tomadas
R:ulu.ls aDe D lf/[D
aps 12D (M)
Vena Tomadas | 2a Ver
contracte | oem vend 7—D tabela
tups contracte - HL1b
Corner | Tomadas Tisito —
lapy em canto n
Tomadas
Pipe tups qa 3'/1 D 3']3 D B8 D(M)
ed3 D

(M) = medido a partir da tace montante. (/) = medido @ partir da fuce jusante.



1.3. ELEMENTOS FINITOS EM FLUIDOS

O método de elementos finitos ¢ um método de aproximagdo numérica de equagdes
diferenciais o qual se baseia na idéia de que a solugdo de uma equacao diferencial pode ser
representada como uma combinagdao linear de graus-de-liberdade incégnitos e fungdes de
aproximacao propriamente selecionadas ao longo de todo o dominio do problema [ver, por
exemplo, Reddy and Gartling, 1994].

Quando da solu¢do de um problema pelo método de elementos finitos, o problema ¢
formulado em sua forma variacional, com seu dominio discretizado em um conjunto de
subdominios finitos ndo superpostos — os chamados de elementos finitos — os quais permitem a
formulagcdo de fungdes de aproximacdo ou de forma de forma simples, através da teoria de
interpolagdo. As fungdes de aproximagdo sdo substituidas na forma variacional das leis de
conservagao, juntamente com as funcgdes peso, gerando como resultado um conjunto de equagoes
algébricas [Johnson, 1987].

Assim descrito, 0 método de elementos finitos ndo inova em nada em relacdo aos
métodos variacionais classicos [Rektorys, 1975]. O que ha de novo e poderoso em elementos
finitos ¢ sua escolha das fungdes base: utiliza fungdes polinomiais (normalmente lineares-por-
partes) de suporte compacto, construidas de modo a valerem um nos pontos nodais a elas
associados e zero no restante do dominio. E esta importante caracteristica que faz com que a
matriz associada a formulacdo de Galerkin seja uma matriz banda, reduzindo assim

drasticamente os custos da solugdo numérica do sistema de equagdes algébricas.

1.3.1. METODOS ESTABILIZADOS

O método de elementos finitos mais comum ¢ o conhecido método de Galerkin, o qual
tem sido aplicado nas ultimas décadas a uma vasta classe de problemas. No entanto, quando da
extensdo do método para problemas de fendmenos de transporte, algumas patologias
indesejaveis foram detectadas em varias situagdes de interesse pratico. Constatou-se o
surgimento de oscilagdes esptirias sobre o todo o dominio computacional quando da aplicagao do
método de Galerkin a problemas envolvendo operadores ndo simétricos, fazendo divergir as
aproximagdes de problemas advectivo-dominados. O refinamento da malha surge como uma
primeira solugdo na tentativa de eliminar o problema, mesmo acarretando no aumento do custo

computacional em épocas ainda carentes de processadores velozes. Em seguida, sdo propostas



novas estratégias, tais como o desenvolvimento de novos elementos finitos e a aplicagdo de
regras de integragcdo ndo convencionais [ver, por exemplo, Malkus and Hughes, 1978; Crouzeix
and Raviart, 1973]. Alguns especialistas seguiram a linha da manuten¢do da formulacdo de
Galerkin estabilizada com aplicacdo de elementos ndo conformes, enquanto outros optaram pela
manutenc¢ao de fungdes de interpolacao usuais isoparamétricas com a alteracdo da formulagado de
Galerkin visando adicionar ao problema a requerida estabilidade. Esta ultima opcao gerou o que
atualmente ¢ conhecido como métodos estabilizados.

Especificamente na aproximacdo das equacdes de Navier-Stokes incompressivel via
método de Galerkin enfrenta duas grandes dificuldades. Primeiro, a necessidade de
compatibilizar os subespagos de velocidade e pressao, a satisfacdo da condigao de Babuska-
Brezzi [Babuska, 1973; Brezzi, 1974]. Segundo, a instabilidade inerente a esquemas de
discretizacdo centrais, seja através de formulagdo de Galerkin ou através de diferencas finitas
[por exemplo, Claeyssen et al., 2002], na aproximac¢do de escoamentos advectivo dominantes
[Brooks and Hughes, 1982; Patankar and Spalding, 1972; Patankar, 1980]. O tratamento
simétrico do termo de advecgdo pela formulacdo de Galerkin classica, na qual as fungdes teste e
peso pertencem ao mesmo espaco, ¢ identificada como a fonte das instabilidades numéricas nos
escoamentos de altos numeros de Reynolds.

Um grande passo no desenvolvimento de métodos estabilizados pode ser visto como a
contribuicdo dada pelos trabalhos de Brooks and Hughes, 1982, e Hughes and Brooks, 1982, nos
quais foi desenvolvido o método streamline-upwind/Petrov-Galerkin, ou, simplesmente, SUPG.
Este método consiste numa formulagdo Petrov-Galerkin com fung¢des peso descontinuas,
construidas através da adicdo de uma perturbacdo (streamline upwind), que atua somente na
direcdo das linhas de corrente, as fungdes classicas do método de Galerkin. O método SUPG
apresenta elevada precisdo, estabilidade e estimativas de erro 6timas ou quase-6timas [Johnson et
al., 1984] quando a solugdo exata é regular. Alguns autores [Hughes and Mallet, 1986; Dutra do
Carmo and Galedo, 1986; Galedao and Dutra do Carmo, 1988] sugeriram métodos mais eficientes
para contornar o problema das oscilagdes localizadas, sendo bastante eficiente o0 método CAU
(para consistent approximate upwind) desenvolvido por Galedao and Dutra do Carmo, 1988.

Evolugdes a partir do método SUPG surgiram através de algumas estratégias simples
para estabilizacdo do problema misto. Dentre estes novos métodos, destaca-se o método
Galerkin/minimos-quadrados, ou, simplesmente, GLS, introduzido por Hughes et al., 1986. Esta
metodologia consiste na adi¢do de termos dependentes da malha ao método classico de Galerkin.
Estes termos de perturbagdo, analogamente ao método SUPG, sdo projetados sem

comprometimento com a consisténcia e podem ser estendidos a diversas situagdes, com grande



flexibilidade, sendo construidos de forma a aumentar a estabilidade da formulacao de Galerkin
original sem prejudicar sua consisténcia, ja que a solug@o exata do problema satisfaz aos residuos
de Euler-Lagrange. A analise de erro e convergéncia estabeleceu um entendimento maior destes
métodos para problemas de fluidos, sendo destacaveis alguns trabalhos nos quais analisa-se
matematicamente a convergéncia e a estabilidade das formulagdes, assim como contribuicdes a
nivel de simulagdes computacionais [Hughes et al., 1986; Hughes and Shakib, 1988; Franca and
Dutra do Carmo, 1989; Franca and Hughes, 1988; Gresho, 1991; Franca et al., 1992; Franca and
Frey, 1992; Franceschini and Frey, 2003a; Franca and Hughes, 1993; Harari and Hughes, 1994].



2 EQUACOES DE CONSERVACAO DA DINAMICA DOS FLUIDOS

2.1 CINEMATICA DOS FLUIDOS

O escoamento dos fluidos ¢ um fenomeno fisico que pode ser representado por uma

transformagdo continua do espago euclidiano nele proprio (ver Figura 2.1), parametrizada pelo

tempo ¢ €[0,),

1O xR > & (2.1)

onde & denota um fluido qualquer, ¥ uma transformacdo de classe ¢ referida como seu

movimento e =0 um instante inicial arbitrario.

x(e1)
5 "

X('nrl)

x(':IN)

Figura 2.1. Representagdo da posi¢ao do fluido por uma transformagdo continua do

espaco euclidiano nele proprio

A fim de descrever esta transformacdo analiticamente introduzimos um sistema de
coordenadas fixo (xl,xz,x3) , tripla esta referida como posi¢do e denotada por x. Considere
agora um ponto #do fluido (uma particula) movendo-se com o escoamento. Em =0 esta

particula ocupa a posigdo de referéncia X = (X X, X 3) ; No instante genérico ¢ tera se movido



para a posi¢cdo Xz(xl,xz,x3). Podemos entdo representar a posicdo do fluido pela

transformagao

x=1(X,?) (2.2)

e variando o tempo £, i.e, X=yx(X,-), a eq.(2.2) representa a trajetoria da particula 7, ao passo
que para um tempo fixo ¢ a transformagdo 7 representa uma deformagdo do fluido 5,
x=y%(.1).

Da hipdtese que pontos distintos do fluido assim permanecem no decorrer de seu

escoamento, tira-se que a transformagao (2.2) admite inversa, ou seja,

X=y"(x,t) (2.3)

Apesar do escoamento ser completamente determinado por seu movimento % , ¢ também
importante analisar o estado do movimento numa dada posi¢do ao longo do tempo. Isto pode ser
feito utilizando-se campos espaciais, como por exemplo, sua distribui¢do espacial de massa
especifica p = p(X,f) e seu campo de velocidade u=u(x,f), os quais fornecem,
respectivamente, a densidade e a velocidade da particula que ocupa a posi¢do X no instante de
tempo ¢. As variaveis (X,?) empregadas nas descri¢des destes campos sdo conhecidas como
variaveis espaciais, enquanto as variaveis (X,7), as quais identificam as particulas do fluido, sdo
denominadas variaveis materiais. Gracas a transformacao (2.2), qualquer grandeza genérica

de um fluido fungdo de suas varidveis espaciais, também o serd de suas varidveis materiais

(X,1)

y(x,0) =y ((X1),t) , (2.4)

e vice-versa,

w(X,0) =y (" (x,0),0) (2.5)

Para as derivadas temporais de ¥ empregaremos a notagao usual:

oy _dy(x,1)

2.6
ot Ot 26)

' (_d_w]: dy(X,1)
1 P Y

X X
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onde 88_1,;/ e l// sdo conhecidas como derivada espacial e derivada material de ¥ . A derivada

material mede a variacdo de i seguindo uma particula, enquanto a derivada espacial, a taxa de

variagdo i/, segundo um observador fixo na posicdo X. Podemos pensar ainda na derivada

material de um campo espacial, ou seja, w(X,¢). Seu desenvolvimento, para o caso de um campo

vetorial, segue abaixo.

v v
o (x,1) = = (x(X,0),1)

X=y"(x,)

{W(X(X,t), )
21(X,1) aX(X’ t)

= %(X’ 0 +IV w011 (%,0),1)

v
== (x(X,1),1) (2.7)

Ot

P(x,r)

X

onde V(-) representa o operador gradiente espacial.

2.1.1 VELOCIDADE E ACELERACAO DE UM FLUIDO

A velocidade u de uma particula de fluido ¢ definida por

o = AX1)
oy

u (2.8)

Assim definida, ué uma fun¢ao das variaveis materiais do fluido. Na préatica, entretanto,

¢ mais vantajoso trabalhar com sua descri¢ao espacial,

u(x,?) =u(x(X,1),?) (2.9)

E interessante observar ainda que na maioria dos escoamentos dos fluidos ¢ suficiente
conhecer o campo de velocidade u(x,?) ao invés do movimento do fluido descrito pela eq. (2.1).

Aceleragao de uma particula ¢ definida como a taxa de variacao da velocidade; ou seja,

a=u(X,t)=1(X,7) (2.10)
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Novamente, ¢ conveniente expressarmos o campo de aceleracdo como funcdo da
descrigdo espacial do campo de velocidade u(x,?). Empregando a relagdo cinematica (2.7),

obteremos:

ou
a=—+(Vu)u 2.11
Py (Vu) (2.11)

2.1.2 O TEOREMA DE TRANSPORTE DE REYNOLDS

Seja QQ =C)(¢) um volume arbitrario de fluido e y(x,¢) uma fungdo - a valor escalar ou

vetorial - da posicdo X. Sua integral

JQI//(X,t)dQ

¢, portanto, uma fun¢do bem definida no tempo. Sua derivada material ¢ determinada pelo

Teorema de Reynolds, o qual enunciaremos a seguir para fungdes vetoriais.

Teorema de Reynolds. Seja ¥ um campo vetorial espacial suficientemente regular. Entao,

para qualquer volume €2 e tempo ¢,

d [ Oy
— Ql//dQ—'[QEdQ+J‘F1//u-ndF (2.12)

onde I denota a fronteira de Q.

Prova: Ver, por exemplo, Billington and Tate, 1981 ou Gurtin, 1981.

2.1.3 A EQUACAO DA CONTINUIDADE

Suponha agora que o fluido possua uma fungdo densidade p(X,?), a qual através da

relacao
M= jQ o(x,1)dQ (2.13)

¢ utilizada para determinar a massa .47 de fluido que ocupa a regido Q. A fungdo densidade é

naturalmente estritamente positiva e sua dimensao fisica ¢ massa por unidade de volume.
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Do significado fisico do conceito de massa, postula-se o chamado principio da
conservagdo de massa: a massa de um volume arbitrario de fluido QQ ndo varia ao longo de seu

escoamento [Billington and Tate, 1981]. Este principio pode ser expresso matematicamente por

- d
M= Efgp(x,t)dﬂ =0 (2.14)

Aplicando o Teorema de Transporte — eq.(2.12), obtemos que:

jQ ( o(x,1) + p(x,Hdivu(x, t)j dQ=0 (2.15)

Por ser QQ um volume arbitrario de fluido, o teorema de localizacao [Gurtin, 1981] fornece

o+ pdivu =0 (2.16)

Esta é a forma espacial - ou euclidiana - da equacdo da conservacao de massa, ou, como ¢é
mais conhecida, da equagdo da continuidade. Esta equacao ¢ condi¢ao necessaria e suficiente
para um escoamento preservar sua massa. Utilizando a relagdo cinematica (2.7), obtemos uma

forma alternativa para a eq.(2.16),

op

L +di u)=0 2.17
Py v(pu) (2.17)

2.2 DINAMICA DOS FLUIDOS: A EQUACAO DE MOVIMENTO

Analisaremos agora a dindmica do movimento dos fluidos objetivando derivar as
equagdes que governam a acao das forcas internas e externas atuantes no fluido. Inicialmente,
introduziremos o conceito de forca. Segundo Slattery, 1999, a forga ¢ um conceito primitivo e,
assim como a massa, ndo pode ser definida. Descreveremos entdo seus atributos numa série de

cinco axiomas.
Para cada corpo £, existe um conjunto distinto de corpos Z€ tal que a massa da unido

desses corpos é a massa do universo; este conjunto &€ ¢é definido como o exterior ou a

vizinhanga do corpo 45 .
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Um sistema de forcas ¢ uma fung¢ao a valor vetorial f( & ,C) de pares de corpos. O valor

de f( & ,C) é chamada de forga externa no corpo B proveniente do corpo C.

Para um especifico corpo B, f(C, £€) ¢é uma funcio aditiva definida sobre os subcorpos
Cde 5.

Reciprocamente, para um especifico corpo &, f( 5, C) ¢ uma fun¢do aditiva definida

sobre os subcorpos C de €.

Em qualquer problema particular, referimos as forgas exercidas em um corpo como sendo
dadas a priori para todos os observadores; todos os observadores assumiriam o mesmo
conjunto de for¢as em um dado problema. Prescrevendo essas forgas, especifica-se um
problema dindmico particular e, conseqiientemente, assumimos que todas as forgas sdo

independentes do observador,

" =Qf (2.18)

onde f e f* sdo o vetor forga observados por referenciais distintos e Q ¢ um tensor rotagdo

ortogonal.
Classicamente, em Mecanica, classificamos as for¢as em trés categorias distintas, a saber:

Forcas Externas: Surgem da parte exterior do corpo e atuam nas particulas do material no
qual o corpo ¢ composto. Como exemplo destaca-se a forga gravitacional e a forga
eletrostatica entre dois corpos carregados. Na figura 2.2 , /7 indica uma porgao do corpo 5 ;

tomando f, como sendo a for¢a externa por unidade de massa que as vizinhangas

€ exercem no corpo £, escrevemos,

jg of.dV (2.19)

5

Figura 2.2. O corpo B, no qual P ¢ uma por¢ao
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Forcas Mituas: Essas for¢cas surgem no interior do corpo e atuam em pares de suas
particulas de materiais. Como exemplo, imaginemos um corpo no qual existe uma
distribuicdo de carga eletrostatica; podemos classificar a forga eletrostatica entre uma regido
do corpo de carga positiva e alguma outra de carga negativa como sendo uma for¢a mutua.
Sendo f,, a forca mutua por unidade de massa que & — 7 exerce sobre 7 ; a forga total

mutua atuando sobre 7 deve ser representada como uma integral sobre o volume de 7 :

jg of dV (2.20)

Forcas de Contato: Essas for¢as ndo sdo representadas como fungdes de posicdo, € sim
supostas atuando sobre a superficie de contorno de uma por¢ao do material, de tal modo que
sejam equivalentes a for¢a exercida por uma por¢ao do material sobre outro — descontadas as
forcas mutuas. No ato da digitacdo em um teclado de computador, exerce-se uma forga de
contato sobre suas teclas. Uma crianca ao brincar com massa de deformar nas suas maos,
durante a deformacao da massa qualquer uma por¢ao da massa exercerd uma forca de contato
sobre o restante, nas suas fronteiras comuns. Seja t=t(x, 7 ) o vetor tensdo ou for¢a por
unidade de area que & —/7 exerce sobre a fronteira de 7 na posi¢do x. Essa forca por
unidade de area t ¢ usualmente denominada tensdo. A forga total de contato que &5 —7

exerce sobre 7 deve ser escrita como uma integral sobre a superficie de controle de 7 :

jr tdT (2.21)

O quinto axioma, o principio de tensdo, aos quais as for¢as mecanicas estdo submetidas,

especifica a natureza da carga de contato.

V.

Existe uma fungao valor-vetorial t ( x, n ) definida por todos os pontos x num corpo B e
por todos os vetores unitarios n tal que a tensdo que 4 - 7 exerce sobre qualquer porgao

P de £ ¢ dada por

t(x, 7) = t(x,n) (2.22)

onde o vetor n é a normal unitaria exterior com respeito a superficie de contorno fechada

de 7. O vetor espacial t = t(x,n) ¢ referido como o vetor tensdo na posi¢do x atuando
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sobre o elemento de superficie orientado com a normal n; n aponta para o material que

exerce a tensdo t sobre o elemento de superficie.
2.3 OS AXIOMAS DE EULER

As forgas aplicadas ao fluido sdo relacionadas ao seu movimento através dos axiomas

postulados por Euler [Truesdell and Toupin, 1960], como segue:

I. Principio da Conservacdo do Momentum Linear: 4 taxa de variagdo do momentum
linear num volume de fluido Q) é igual a for¢a total nele aplicada.

Este principio pode ser expresso matematicamente por:

%J.Q px,Hu(x,)dQ = IQ f(x,1)dQ +'[rt(n; X,1)dT (2.23)

II. Principio da Conservagdo do Momentum Angular: 4 taxa de variagao do momentum

angular num volume de fluido 2 é igual ao torque total nele aplicado.

Este principio pode ser expresso matematicamente por:

d
— jQ r(x) x p(x,f)u(x,£)dQ = jQ r(x) xf(x,£)dQ +J-Fr(x) x t(n; X, £)dT (2.24)
onde r € o vetor posi¢ao.

Por fim, enunciaremos o teorema central da mecéanica do continuo, o Teorema de

Cauchy, cuja principal assercao ¢ a linearidade de t(n).

Teorema de Cauchy: Seja (t,f) um sistema de for¢as de um corpo em movimento.

Entdo, a condi¢do necessaria e suficiente para que as leis de conservacdo de momentum
sejam satisfeitas ¢ a existéncia de um campo tensorial espacial T- chamado tensor de

Cauchy - tal que:

I. Para todo vetor unitario n,

t(n)=Tn

II. O tensor T é simétrico; T=T"
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III. O tensor tensao T satisfaz a equacao

pu=divT+f (2.25)

Prova: Ver Serrin, 1959 ou Billington and Tate, 1981, por exemplo.

A eq.(2.25) ¢ a equacdao de movimento proposta por Cauchy. Esta equacdo descreve o
movimento dos fluidos bem como o movimento de qualquer meio continuo.

Uma maneira alternativa de enunciarmos os axiomas de momentum ¢ através do Teorema
do Trabalho Virtual, ou, num contexto de energia, do Principio das Poténcias Virtuais — PPV
[Gurtin, 1981], o qual asserta: 4 poténcia despendida sobre um volume de fluido Q) pelas for¢as
de corpo e superficie é igual a taxa de variagdo da energia cinética mais a poténcia dos esfor¢os
internos (“‘stress power”).

Este importante principio regulador da conservagdo da energia mecanica de um fluido

pode ser descrito matematicamente pelo teorema a seguir:

Teorema do Principio das poténcias virtuais. Para todo volume fluido Q e qualquer

instante de tempo 7, temos que a conservacao de energia mecéanica no fluido ¢ dada por

d u-u
jrt(n).udnjgf-udgzer-D(u)dnEjQpTdQ (2.26)

onde

D(u) = %(Vu +Vu')

Prova: Tomando o produto interno da equacdo de movimento com uma velocidade virtual u do

fluido, integrando por partes e explorando que o tensor de Cauchy ¢ simétrico, teremos:
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0= LZ (p(x, t) l.l(X, t)—f(x,t)—divT(x, t)j -u(x,)dQ

u(x,?) u(x,7)
2

=[,p(x.0

- jgdiV(TT(x,t)u(x,t))dQ (2.27)

dQ— jg f(x,0)-u(x,t)dQ + jg T(x,1): Vu(x,1)dQ

- p(x,t)wam - [ fx0)-u(x,0d0

+ jQ T(x,7): D(u(x,))dQ — er(x, Hn(x)-n(x)dT

Aplicando a asser¢do do teorema de Cauchy t(n) =Tn, finalizamos a prova do teorema.

A maneira alternativa do Principio das Poténcias Virtuais enunciar os axiomas da
Dinamica traz a virtude de ndo dissociar os conceitos de Cinematica e Dindmica do movimento.
No PPV, o conceito de for¢a surge naturalmente associado ao conceito da poténcia despendida
pelas velocidades virtuais. Do ponto-de-vista numérico, tem ainda o PPV a grande vantagem de
formular problemas mecéanicos de maneira variacional, deixando assim bastante natural a
introducdo de métodos variacionais na Mecanica, em particular o Método dos Elementos Finitos,

conforme serd explorado no capitulo 4.
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3. COMPORTAMENTO DOS MATERIAIS

3.1 ALGUNS PRINCIPIOS GERAIS

Os principios da conservagdo de massa e da quantidade de movimento introduzidos no
capitulo anterior, sdo estabelecidos para todos os materiais mecanicos. Entretanto, a experiéncia
diaria nos mostra que em circunstincias semelhantes, ar e aco respondem a forcas de maneiras
drasticamente diferentes. Necessita-se, portanto, acrescentar a modelagem mecanica dos corpos
mecanicos hipoteses que descrevem sua resposta mecanica a diferentes solicitagdes — as
chamadas equagoes constitutivas.

De modo a confirmar a afirma¢do acima, suponha, sem perda de generalidade, que o
material ¢ incompressivel, de forma que sua massa especifica p seja uma constante conhecida;
assuma, também, que a descri¢ao do campo de forca externa f ¢ dada. Como incognitas, descritas
em um sistema de coordenadas arbitrario, tem-se as trés componentes do vetor de velocidade u e
os seis componentes do tensor de T. Como equacgdes, tem-se o diferencial do balango de massa e
as trés componentes da diferencial do balanco da quantidade de movimento. Isto significa que
existem quatro equagdes com nove incognitas. Ou seja, ha necessidade de acrescentarmos novas
equacdes ao modelo mecanico do material.

Supondo a natureza da for¢a externa conhecida e as forcas mutuas negligenciadas,
necessita-se caracterizar as forcas de contato que uma por¢do de um corpo exerce nas suas
porcdes vizinhas. Mais especificamente, deve ser descrito como o tensor de tensao T varia com o
movimento ¢ deformagdo do corpo.

Entretanto, antes de relacionar o tensor de tensdes ao movimento do corpo,
empregaremos experiéncia cotidiana na observacdo de materiais em deforma¢do ou movimento,
de modo a impor trés axiomas [Truesdell and Toupin, 1960] que governem essas relagdes

constitutivas.

O principio do determinismo : A4 tensdo em um corpo é determinada pela historia do
movimento que o corpo sofreu. Isto €, o que acontece com um corpo no futuro, ndo tem

influéncia, no presente, no campo do tensor de tensao.

O principio da ac¢do local : O movimento do material fora de uma pequena vizinhanga

arbitraria do ponto do material P deve ser ignorado na determina¢do da tensdo nesse ponto do
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material. A experimentacdo mecanica confirma que o movimento em uma por¢ao de um corpo

ndo tem necessariamente nenhum efeito no estado de tensao de outra por¢ao do corpo.

E por ultimo, espera-se que uma relagdo constitutiva dé a mesma resposta mecanica de

um corpo uma vez solicitado, quando observado por observadores distintos.

O principio da indiferenca de referencial: Descricoes do comportamento dos materiais devem

ser invariaveis a mudangas de referencial.

Se a descri¢ao do comportamento da tensdo-deformagao ¢ satisfeita por um processo no

qual o tensor tensdo e o movimento sdo dados por

T =T(X,?) (3.1)

x =y(X,1) (3.2)

entdo, deve-se também ser satisfeito, para qualquer processo equivalente descrito com respeito a
outro referencial. Em particular, a descricdo do comportamento do material deve ser satisfeito

por um processo no qual o tensor tensdo e 0 movimento sao dados por

T* = T*(X*,%) = Q()T(X,1)Q” (t) (3.3)
X =Xt =x, () + QN[ (X.t) — X, ] (3.4)

(]
t'=t-a (3.5)

onde Q representa uma transformacao ortogonal de rota¢do, a uma translacdo no tempo, X € X,
vetores posicdes e o simbolo * representa as grandezas mecanicas expressas noutro referencial
[Slattery, 1999].

Esses principios poderdo ser usados para ajudar na construcao de equagdes constitutivas
particulares para o tensor de tensdo. O tipo de argumento envolvido ¢ ilustrado nas segoes

seguintes.
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3.2 EQUACAO CONSTITUTIVA SIMPLES PARA TENSAO

Na se¢do anterior discutiu-se trés principios que toda descri¢do do comportamento da
tensao-deformacao deveria satisfazer. Nesta se¢do, propde-se uma relacdo tensao-deformacao
simples, a qual seja consistente com esses principios.

Pode-se satisfazer o principio do determinismo requerendo que a tensdo dependa apenas
de uma descricdo do presente estado de movimento do material. Tanto o principio do
determinismo quanto o principio da agdo local sdo satisfeitos se assumirmos que a tensdo em um
ponto ¢ uma fun¢do da velocidade, e o gradiente de velocidade nesse ponto [Truesdell and

Toupin, 1960]:

T=H(u,Vu) (3.6)

Entretanto, mostra-se [Slattery, 1999] que a aplicacdo do principio da indiferenca
material a relacao (3.6), a dependéncia do tensor tensdo T fica restrita apenas ao tensor taxa de

deformacao D. Logo a eq.(3.6) reduz-se a
T=G(D) (3.7
com a fungao tensorial G(D) sujeita a restrigao,

QG(D)Q" =G(QDQ") (3.8)
A forma mais geral que a eq.(3.7) pode assumir, levando em conta a restricdo imposta pela
eq.(3.8), ¢ equagdo obtida por Reiner, 1945, € Prager, 1945, para fungdes G(D) na forma de uma
série de poténcias tensoriais,
T =k, + kD + k,D’ (3.9)

onde
k, =k, (1,,11,,11,) (3.10)

com Ip, Ilp, e Illp representando os trés principais invariantes do tensor taxa de deformacao D,

I, =trD=divu (3.11)
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1 —
1, EE[UD)Z —I]D] (3.12)
onde I, = tr(Dz) (3.13)
1l =detD (3.14)

3.3 FLUIDOS NEWTONIANOS

Segue, de imediato, da eq.(3.9) que a mais geral relacdo linear entre o tensor de tensdes e
o tensor taxa de deformagdo - que ainda seja consistente com o principio da indiferenca de

imagem do material — ¢ dada por
T=(a+ldivu)l+2uD (3.15)

Segundo Truesdell and Toupin, 1960, essa equacdo se reduz, para os chamados fluidos

newtonianos, a

T:(—P+/1divu)l+2pD (3.16)
onde P ¢ a pressdo termodindmica, p >0 representa a viscosidade cisalhante do fluido e
2 . . . 2 :
Z>—§u. E geralmente estabelecido que a viscosidade bulk KE/1+§u=O, sendo isto

substanciado pelo comportamento dos gases monoatomicos de baixa densidade [Truesdell,
1952]. Na verdade, medi¢des experimentais indicam que A € positivo e que, para muitos fluidos,
tem ordem de grandeza maior que p [Karim and Rosenhead, 1952].

Outro caso especial de grande interesse da eq.(3.15) sdo os chamados fluidos

Newtonianos incompressiveis:

T =—pl+2uD (3.17)

A equacdo (3.17) ¢ as vezes descrita como um caso especial da eq.(3.16). Observe que a pressao
termodinamica P ndo ¢ definida para um fluido incompressivel. A quantidade p ¢ conhecida

como a pressdo media. Da eq.(3.17), vem que se pode tomar como defini¢ao que,
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1
=-JuT (3.18)

Quando se analisa o comportamento da tensdo-deformacdo de um fluido, ¢ comum falar

em termos da por¢do viscosa do tensor de tensoes,

S=T+PI (3.19)

Assim, a quantidade estritamente termodindmica P ¢ separada daqueles efeitos gerados pela

deformacgdo. Para fluidos incompressiveis, define-se a por¢do viscosa do tensor de tensdoes como

S=T+pl (3.20)

onde p ¢ a pressao média definida na (3.18).

Embora o fluido newtoniano (3.16) seja usado para descrever o comportamento dos gases
e liquidos de baixos pesos moleculares, ndo foi provado que um fluido qualquer requer um valor

ndo-nulo para o coeficiente x, ou uma dependéncia de x, em /I, na eq.(3.9). Entretanto, um

nimero de equagdes empiricas baseadas em formas limites da eq. (3.9) tem se mostrado de bom
valor nas aplicagdes de engenharia — os chamados fluidos newtonianos generalizados [Slattery,
1999]. Dentre os mais empregados, pode-se destacar o fluido power law, o fluido de Carreau € o

plastico Bingham.
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4. APROXIMACAO DE ELEMENTOS FINITOS

Os problemas abordados sio definidos em um dominio aberto limitado Q < R™“, sendo

nsd o nimero de dimensdes espaciais consideradas no problema, com fronteira I" poligonal,
A @)
I, Nr,=9 '

onde I'; é a parte da fronteira I' na qual sdo impostas condi¢des de contorno de Dirichlet
(essenciais) e I'; a regido na qual sdo prescritas as condi¢des de contorno de Neumann (naturais).

Sobre o dominio fechado Q realiza-se uma particio C;, de elementos finitos, na forma:

(4.2)

{@UM Qs

Q. NQ, =D, VK.K, e,

Assim, a aproximagio de uma variavel U por U", pertencente a discretizagdo Cj, é entio

representada como uma expansao na forma:
U'=>N,x)d, (4.3)
A=1

onde N, ¢ a funcdo de aproximagao do n6 global 4 da discretizagdo Cj.

Para os espacos polinomiais, adota-se a notagao:

P (K), seK um triangulo ou tetraedro,

R (K)= { (4.4)

0,(K), seK um quadrilatero ou hexaedro.

onde m > 0, sendo m o grau de interpolacdo dos elementos finitos dos tipos P, e O, [Ciarlet,
1978].

Por fim, (*, ") e|| " || representam o produto interno e a norma das fungdes de L° em Q ¢ (
“, “)ce | |l denotam o produto interno e a norma de L’ no dominio de cada elemento K,

respectivamente.
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Sobre os espacos de funcgdes, L*(Q) define o espaco de fungdes quadrado-integraveis
sobre Q, L;/(Q) o espago de fungdes quadrado-integraveis com média igual a zero sobre Q,
H'(Q) o espago de Sobolev de fungdes e primeiras derivadas quadrado-integraveis sobre Q e
Hy'(Q) o espago de Sobolev de fungdes e primeiras derivadas quadrado-integraveis sobre Q que
se tornam zero em I', [Rektorys, 1975].

Baseado nos principios de conservacdo de massa (eq.2.17) e momentum (eq.2.25)
para um fluido newtoniano incompressivel (eq.3.17) escoando em regime laminar, pode-se

montar o seguinte problema de valor inicial

@-F(Vll)ll—ldiVT—f:O em Qx(0,¢,) 4.5)
ot p
diva=0 em Qx(0,z,) (4.6)
u=u, sobre I', x(0,7,) @7
Tn=t, sobre I', x(0,z,) '
com o tensor tensdo se relacionando a deformagdo do fluido pela expressao
T+ pI-2uD(u)=0 em Qx(0,z,) (4.8)

O dominio do problema é chamado de Q e limitado pela fronteira I', contendo I';, e I',. Trata-

se de um problema transiente, dentro do dominio temporal (0, 7).
4.1 0 METODO DE GALERKIN

O método de aproximacdes de elementos finitos a ser utilizado nesta dissertacdo,
denominado método de Galerkin (também conhecido como Bubnov-Galerkin), consiste em
aproximar os espacos de dimensdo infinita utilizados na formulagdo fraca por subespagos de
dimensao finita convenientes. Logo, sendo P ¢ V os espagos funcionais dos campos de pressao e

velocidade, respectivamente, escrevemos

P cP (isto é, se p'"eP, entio p"eP) 49)
V,cV  (isto ¢ se v'eV,, entio v'eV) .
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TN . o~ ~ h h ~
As conseqiiéncias dessas definigdes sdo que seu” € S, e v' € V,, entdo

uh(‘,t)=ug sobre T',

(4.10)
vi(,0)=0 sobre T',

onde u, ¢ a condi¢do de contorno essencial (Dirichlet).
Na aproximagdo de elementos finitos das Egs.(4.5)-(4.8), emprega-se os subespacos

usuais V;, para a aproximagao do campo de velocidade, P, para a aproximacao do campo de

pressao [Babuska, 1973; Brezzi, 1974],

V, ={veH)(Q)"

V‘KeRk(K)'”d,KeCh} (4.11)
B, ={peC" QN LQ)|p, € R(K),KeC) (4.12)

VE={v(-,t)e H'(Q)",te[0,t,]

V‘KeRk(K)”Sd,KeCh,V(-,t)zugsobre I} (4.13)

onde R,, R, denotam, respectivamente, espagos polinomiais de grau k e / [Ciarlet, 1978]. A

aproximagao de Galerkin para o problema ¢ entdo dado por:

Achar a dupla (u”, p")e V,, x P tal que:

By (", p";v,)=F;(v,q), (V,q)€ V,xF, (4.14)
onde
B.(u, p;v, q):(aa_l; + [Vu] u,v)+(2uD(u),D(v)) - (divv, p)—(divu,q) (4.15)
e
Fo(v.q) =, v)+(t,,v), (4.16)

4.2 0 METODO DE GALERKIN/MINIMOS-QUADRADOS

Simulacdes numéricas das equagdes de Navier-Stokes incompressivel via método de

Galerkin enfrentam duas dificuldades numéricas principais [Johnson, 1987; Pirroneau, 1989].
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Primeiro, o método de elementos finitos precisa compatibilizar os subespacos da velocidade e
pressdo para satisfazer a condicdo matematica de Babuska-Brezzi [Babuska, 1973; Brezzi,
1974]. Segundo, a instabilidade inerente a esquemas de discretizagdo centrais, seja através de
formulagdo de Galerkin ou através de diferencas centrais, na aproximagdo de escoamentos
advectivos dominantes [Brooks and Hughes, 1982; Patankar, 1980].

Algumas metodologias foram propostas a fim de superar a maioria das limitagdes do
método de Galerkin aplicado a problemas de escoamentos de fluidos [Brooks and Hughes, 1982;
Franca and Frey, 1992; Hughes et al., 1986]. Estas metodologias, denominadas atualmente por
métodos estabilizados, consistem na adi¢do a formulacdo de Galerkin de termos malha-
dependentes residuos das equagdes de Euler-Lagrange do problema. Os termos de perturbagao
sdo construidos com a finalidade de aumentar a estabilidade da formulagdo de Galerkin original
sem prejudicar sua consisténcia, ja que a solu¢do exata do problema satisfaz aos residuos de
Euler-Lagrange [Hughes et al. , 1986].

Baseado nas defini¢cdes dos subespacos de pressao e velocidade, egs. (4.11) e (4.12),
respectivamente, podemos escrever uma formula¢do de Galerkin/Minimos-Quadrados para o
problema (4.5)-(4.8) como segue:

Achar o par (u”, ph) € V;, X Py, tal que:

Bos(u', p"iv,q)=Fg5(v.q),  (V.q)€ V, %P, (4.17)
com
B, s(w, p;v,q)= (2—‘; + [Vu] u,v)+ (2uD(u),D(v)) - (divv, p)—(divu,q)
+ Z (8_u +[Vulu+Vp-2udivD(u),t(Re, ) ([Vv]u—- Vg +2udivD(v))) .
. KeC,

Fops (V@) = (V) + (£, V), + 3 (1,1(Re J([VVIu—-Vg+2udivD(V),  (4.19)

KeC,
Percebe-se que o pardmetro t ja ¢ aqui colocado como uma fun¢do do nimero de
Reynolds de malha, ou local, Rekx. Para a formulagdo GLS do problema pressdo-velocidade
descrito pela Eq. (4.17), define-se o parametro de estabilidade 1, avaliado a nivel de elemento, da

seguinte forma:

Iy

©(Re,) = 2|u|
P

(4.18)

E(Rey) (4.20)



onde
Re.,0<Re, <1
Re, )={ =~ K
S(Rex) {I,ReKZI
m, |ul h
ReK:—k| |” a
o

m, = min{%@Ck}

O parametro C, vem da estimativa inversa [Ciarlet, 1978], dado por:

2

¢, Y B2|divD(v)| <

KeC,

2

D(vV)| ,veV,

0
0,K
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Os valores de C, sdo, para um elemento 2-D bilinear (Q1), C,= oo, e para um elemento

2-D biquadratico (Q2), C, = 1/24 [Harari and Hughes, 1992], o que da my-; =1/3 e my=» =1/12,

de acordo com a Eq. (4.23).
A norma p ¢ dada pela Eq. (4.25), se p =2 ¢ a norma Euclidiana.

nsd %)
z|u,.|pj L 1gp<m
-5

max
i=l,nsd

UAE p=x

Observacgoes.:

(4.25)

1. Fazendo t igual a zero em qualquer das formulacdo GLS (4.17)-(4.19), recupera-se a

aproximacao classica de Galerkin definida em (4.14)-(4.16);

2. Para elementos triangulares lineares, o termo de divergente do tensor D se anula, ¢ a

formulagcdo GLS fica idéntica a SUPG. Para elementos quadrilateros bilineares, no entanto,

este termo ndo se anula devido ao termo da derivada parcial cruzadas do tensor D;

3. A expressao usual do nimero de Reynolds de malha [Johnson, 1987] foi modificada com a

inclusdo do parametro my na Eq. (4.22), de modo a também considerar o grau de interpolagao

empregado. Com isto, as regides advectivo-dominadas do escoamento ficam caracterizadas

por Rex > 1 e as difusivo-dominadas por Rex < 1 , independente do elemento considerado
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[Franca and Frey, 1992]. Desta forma, so ¢ adicionada difusividade artificial a elementos que
apresentam comportamento localmente advectivo-dominado.

4. A discretizagdo da eq.(4.17)-(4.19) ¢ obtida expandindo as aproximagdes de elementos

finitos (u", ph) e (Vh,qh) em termos das suas fun¢des de forma, gerando, dessa maneira,

um sistema de equacdes semi-discretas. Nesta dissertacdo, generalizando o algoritmo de
integracdo introduzido em [Tezduyar and Hughes, 1982; Tezduyar et al., 1990] para o
contexto de problemas mistos, estas equagdes tempo-dependentes sdo integradas empregando
um algoritmo preditor/multi-corretor baseado no método preditor trapezoidal generalizado

[Hughes, 1987].
4.3 ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS I

Deseja-se definir as "funcdes de forma" de tal maneira que, ao se refinar a malha de
elementos finitos, a solugdo por aproximagdo de Galerkin possa convergir para a solugdo exata.
Mas que condig¢des as fungdes de forma devem satisfazer para que essa propriedade seja
garantida? Segundo Hudges, 1987, devemos nos contentar, a principio, em estabelecer condi¢des
suficientes para a convergéncia. Essas condigdes sdo asseguradas pelas mais importantes fungoes
de forma de elementos finitos. Entretanto, nota-se que elementos convergentes podem ser
construidos por fun¢des de forma que ndo satisfazem todos esses requerimentos. Todavia essas
condi¢des podem ser consideradas basicas, delas provéem os critérios mais simples para

assegurar convergéncia para uma larga classe de problemas.
As exigéncias de convergéncia basicas sdo que as fungdes de forma sejam

C1. Suaves (no minimo na classe C', isto &, possuir derivada primeira continua) em cada
interior de elemento, QF ,

C2. Continuas através dos contornos de cada elemento I'*, e

C3. Completas [Rektorys, 1975] (i.e, a aproximacdao de elementos finitos ¢ capaz

de representar exatamente um polinémio linear arbitrario, quando os graus de liberdade nodais

nen

sdo por ele expresso). Para u" (x) = ZNadj,
a=1

e e e e h
di=cy+exi+oyi+e,z = u'(x)=c +ex+e,y+cz (4.26)
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Observagoes:

1.

Condigdes C1 e C2 garantem que as primeiras derivadas das fun¢des de forma tém,
na pior das hipdteses, saltos finitos pelas interfaces de elemento. Isto assegura que
todas as integrais necessarias para a computacdo de ordens de elementos estdo bem
definidas, desde que no maximo primeiras derivadas das fungdes de forma aparecam

nos integrandos de rigidez. Observe-se ainda, que a condigdo C2 ¢ equivalente a
requerer que cada fun¢o u" € 5" seja continua sobre T'*.

Se os integrandos de rigidez envolvem derivadas de ordem m, a condi¢ao C1 deve ser
estendida para continuidade-C” em Q" e a condigdo C2 para continuidade-C"™

sobre T'“. Elementos finitos que satisfazem esta propriedade sio chamados de
elementos conformes, ao passo que elementos que violem esta propriedade sdo ditos

ndo conformes.
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4.3.1 ELEMENTO QUADRANGULAR BILINEAR

Este elemento ¢ atribuido a Taig, 1961, e Argyris and Kelsey, 1960. O dominio de um

elemento quadrilatero Q1 é definido pela localizagio de seus quatro pontos nodais x* , a = 1,...,

4 no plano R*>. Assume-se que os pontos nodais sdo numerados no sentido anti-horario (ver
Figura 4.1). Através de uma transformacao linear, pode-se relacionar o elemento global, cujas

coordenadas de um ponto sdo x={x;, x»}, com o elemento do ponto de vista local, um

-1,1) 1,11

1 2
(1,13 -1 x

Parent Domain ((x%) (F)

quadrilatero bi-unitério.
Figura 4.1 Dominio de elemento quadrilatero bilinear e ordenagdo nodal local.

O dominio do quadrilatero bi-unitirio ¢ denominado parent domain e ¢ representado

pelas coordenadas locais

=& (4.27)

em QF mapeando na forma

x(EM) =D N, En)x,
asl (4.28)

X, (Em) = Z N, (Em)x,,
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€ e m sdo denominadas coordenadas naturais. Vetorialmente, as formulas (4.27) e (4.28) sdo

escritas como

X&) = Z N,(@©)x;

(4.29)
Obtém-se as fungdes N, assumindo, inicialmente, as expansdes bilineares
x (&) =0, +o,E+o,m+0,En
x,(EM) =B, +BE+B.m+B:En (4.30)

onde a's e B's sdo coeficientes a serem determinados; em seguida, impondo que as eqs.(4.30)

anteriores satisfacam, respectivamente, as condi¢des

xl(iaam)lef 431)
% (E,.m,) =X,

onde &, e 1, sdo definidos na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Coordenadas locais no espaco &

a & M
1 -1 -1
21 -1
3011
4 -1 1

As eqs.(4.30)-(4.31) levam ao um problema matricial para a determinagdo dos a’s e B’s,

na forma:
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_ _ K
1 -1 -1 1 o, X
1 1 -1 -1« Xy
L=y (4.32)
1 1 1 1]/|a, X
_1 -1 1 —1_ o, xlf
_ _ K
I -1 -1 1B, X1
1 1 -1 -1 x5
Pl 2 (4.33)
1 1 1 1]|p, x,)
1 -1 1 —1](B, %X

Resolvendo-se os sistemas (4.32) e (4.33) para os a’s e B’s, respectivamente, obtém-se a

forma da fung¢do de forma bilinear N,(§):
1
N,(Em) :Z(l +&,8)(1+n,n) (4.34)

Observagao:
Esta forma ¢ igual ao produto das shape functions lineares unidimensionais nas diregdes &

e M, 0 que caracteriza o elemento Q1 como um elemento de baixa ordem.

Observacgoes:

1) Satisfacao da condicdo C1: Pode-se mostrar que as fungdes N, sdo fungdes suaves de x; e
X2, se 0 elemento no dominio global nio apresentar angulo maior que 180 entre duas arestas
adjacentes [Ciarlet, 1978]. Observe que, nas coordenadas naturais & e m, a funcdo N, ¢
sempre suave, satisfazendo a condi¢do Cl1.

2) Satisfacdo da condicdo C2: As fungdes bilineares N, tém a forma de um paraboloide
hiperbolico com valor 1 no n6 associado a e zero nos demais noés do elemento K.
Considerando a forma de N, nos quatro elementos adjacentes ao nd a, percebe-se que N, ¢
continua nas interfaces e tem forma de uma “tenda” em torno de a, satisfazendo assim a
condigao C2.

3) Satisfaciao da condicao C3: Prova-se que NV, bilinear satisfaz a C3 na forma
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nen

h _ h

u' = E N, d,
a=1

nen

K K
= ZNa (co +ox,, +6,x,, )

a=1
nen nen K nen K
= zNa CO+ ZNaxla cl+ ZNaXZa c2
a=1 a=1 a=1
nen
= ZNa Co T X,C +X,C,

a=1

(4.35)

onde [Z Naj deve ser igual a 1, o que ¢ facilmente provado expandindo o somatorio e

a=1

substituindo os valores das coordenadas em &,
4.3.2 ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

Elementos isoparamétricos sdo aqueles em que as shape functions que definem o
mapeamento global no parent domain sdo as mesmas funcdes de interpolacdo utilizadas para a

aproximacao das variaveis. Logo, para uma variavel u:

nen

u' = ZNa(a, nu! (4.36)

A importancia dos elementos isoparamétricos ¢ que as trés condi¢des basicas de
convergéncia sdo virtualmente automaticas [Hughes, 1987]. Os elementos isoparamétricos
podem ser construidos de forma conveniente para analises praticas e sdo de implementagao

computacional relativamente simples e concisa.

4.4 INTEGRACAO NUMERICA — QUADRATURA GAUSSIANA

O objetivo principal da integragdo numérica ¢ resolver integrais que sdo dificeis ou
impossiveis de serem calculadas de forma analitica. Entre os métodos mais conhecidos podem-se
citar a integragdo de Romberg, regra do trapézio e regra de Simpson e Quadratura Gaussiana.

Os esquemas de integracdo do tipo Gauss-Legendre requerem que a integral seja avaliada
sobre um dominio especifico. Na quadratura gaussiana, requer-se que a integral seja expressa

sobre uma regido quadrada de dimensdo 2 por 2, com respeito a um sistema de coordenadas
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(&m), tal que -1<En<+1. Assim, a transformagcdo de um elemento quadrilatero de forma
irregular qualquer para um elemento isoparamétrico Q1, por exemplo, ¢ vantajosa no que diz
respeito a permitir o calculo das integrais no dominio regular, ou seja, o parent domain.

A quadratura gaussiana faz uso de polindmios ortogonais que interpolam o integrando,
produzindo aproximagdes apropriadas. A grande vantagem deste método ¢ a obten¢do de uma
boa precisdo usando poucos pontos de integragdo, resultando em um menor custo computacional.

Em um dominio bidimensional, deseja-se integrar uma transformacao na forma:

[ Fx,x)dQ = [ [ Fx (& m),x,(&m)J (En)dedn

o (4.37)
= [ [ ee.mdedn
-1-1
onde J ¢ o determinante do jacobiano.
Para uma dimensio, tem-se a forma:
1
[ FOx)dQ= [ 2(@)de (4.38)
Qf -1
de onde se pode formular uma quadratura do tipo:
1 nint - nint -
[g@de=> eEW,+R=) g(-E)W, (4.39)
-1 =1 =1

onde nint ¢ o nimero de pontos de integracdo, &, ¢ a coordenada do /-ésimo ponto de integragao,

W é o peso do /-ésimo ponto de integragao e R o residuo.

Em duas dimensdes, a quadratura gaussiana ¢ dada por

nint

[ [g@mdedn=2 2E.a)W, (4.40)

-1-1

Diferentes polindmios ortogonais podem ser utilizados a fim de obter a quadratura de
Gauss, como polindmios de Jacobi, Legendre ou Hermite [Reddy and Gartling, 1994]. Aqui,
foram utilizados polindmios de Legendre para a quadratura realizada em 4 pontos de integragao,

dois em cada dire¢do. Neste caso, as regras assumem valores como na Tabela 4.2:



Tabela 4.2: Regras da quadratura gaussiana

W,

& n,
VARNAAR

1

—

2| V5| Ve
I AVAAR
AV AVAAR
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5. RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sera apresentada a aplicacdo do método de elementos finitos, com
aproximagdes de Galerkin/minimos-quadrados (GLS) das equacdes de Navier-Stokes, para o
escoamento laminar viscoso incompressivel através de um canal obstruido por um orificio
medidor de vazdo. De modo a ressaltar as dificuldades do método classico de Galerkin
(egs.(4.14)-(4.16)) em aproximar escoamentos incompressiveis, suas aproximacgdes foram
comparadas com o método Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)), no contexto linear
do problema de Stokes, este obtido tomando-se o numero de Reynolds tendendo a zero nas
eqgs.(4.5)-(4.8).

Todos os resultados computacionais foram realizados com o cddigo de elementos finitos
NFEM, para as equacdes de Navier-Stokes (eqs.(4.5)-(4.8)), e o cédigo FEM, para o problema
de Stokes - eqgs.(4.5)-(4.8), quando Reynolds tende a zero. Ambos os codigos estdo em
desenvolvimento, em linguagem FORTRANO90 - no Laboratério de Mecanica dos Fluidos
Aplicada e Computacional (LAMAC) do Departamento de Engenharia Mecanica da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Para o processamento e pds-processamento grafico

dos resultados, utilizou-se um processador Intel Pentium III 1.1GHz, com 1Gb de RAM.
5.1 PROBLEMA DE STOKES

Para o problema de Stokes [Landau et Lifchitz, 1971], no qual as forcas viscosas sao

completamente dominantes sobre as forcas de inércia, o nimero de Reynolds do escoamento

. ou N .
tende a zero, anulando os termos de aceleragdo local m e de aceleragdo advectiva (Vu)u nas
t

eqs.(4.5)-(4.8). Neste contexto linear de transporte de momento, serdo, a seguir, investigadas e
comparadas as aproximacdes classica de Galerkin (eqgs.(4.14)-(4.16)) e de Galerkin/minimos-
quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)) do regime permanente incompressivel newtoniano do escoamento

forgado em uma cavidade quadrada e do escoamento sobre um canal divergente em degrau.
5.1.1. ESCOAMENTO FORCADO EM CAVIDADE

Considere a cavidade quadrada mostrada na figura 5.1. O interior da cavidade ¢
totalmente preenchido com fluido. Inicialmente, tanto a tampa da cavidade como o fluido estao
em repouso. As paredes sdo solidas e impermedveis. No instante 7y a tampa da cavidade ¢

instantaneamente acelerada para uma velocidade positiva. Devido a tensdes viscosas, o
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movimento da tampa “puxa” o fluido que estd adjacente a ela, originando o escoamento. Este
benchmark ¢ um desafio pelo modo como as regides de recirculacdo que se criam no interior do
dominio causam mudangas rapidas na solucdo, e também pelas singularidades da pressdo nos

cantos superiores do dominio.

1"‘.;1 HJ:]
] 4, =0
\ — —-

Figura 5.1 Descri¢@o do problema da cavidade

Utilizou-se coordenadas cartesianas com a origem localizada no canto esquerdo inferior.

A velocidade prescrita na fronteira superior da cavidade (y =L ,0<x< L) ¢é u;=1 e u,=0, sendo

u=0 para as outras fronteiras com condi¢do de ndo deslizamento nas paredes. O comprimento
caracteristico ¢ L=1m. Para o problema de Stokes consideram-se nulas as for¢as de inércia em
relagdo as forgas viscosas (anulam-se os termos advectivos das eqgs.(4.5)-(4.8)), com o nimero de
Reynolds do escoamento tendendo a zero.

Nas figuras 5.2(a), 5.2(b) e 5.2(c) sdo mostradas as linhas de corrente e contorno de
pressdo para o problema da cavidade, com cada uma das formulagdes estudadas: o método
classico de Galerkin, e o método Galerkin/minimos-quadrados. Inicialmente, a figura 5.2(a)
ilustra a aplicacdo da formulacdo classica de Galerkin (eqgs.(4.14)-(4.16)), com uma malha de
256 elementos de igual-ordem lagrangeanos bilineares (Q1/Q1). Em seguida, na figura 5.2(b),
emprega-se o elemento de Taylor-Hood (1973) - o qual aproxima biquadraticamente e
bilinearmente (Q2/Q1) o par velocidade/pressao - em uma malha de 64 elementos. Tanto os
resultados dos elementos de igual-ordem (figura 5.2(a)) como dos elementos de Taylor-Hood

(figura 5.2(b)), foram comparados ao método Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)),
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com 256 elementos isoparamétricos lagrangeanos bilineares para aproximar o par
velocidade/pressao (Q1/Q1) — cf. figura 5.2(c). As trés malhas utilizadas sdo uniformes e

possuem 289 nos.

09 09

[1X-] [1X-]
07 07

06 06

=05 =05

04 04

03 03

02 02

=05

04

03

(c)
Figura 5.2  Linhas de corrente e contorno de pressao, (a) Galerkin Q1/Q1, (b) Galerkin
Q2/Q1, (c) GLS
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Conforme se pode observar nas figuras 5.2(b) e 5.2(c), a solugdo de Stokes do problema
—no qual ndo ha o transporte advectivo de momentum, fornece que a circulagdo do escoamento
principal estd localizada no centro da geometria, e as zonas de alta e baixa pressdo apresentam
simetria. Observa-se, ainda, um pico de pressdo positivo na parte direita superior da cavidade,
onde as particulas fluidas esbarram na parede com condi¢do de ndo deslizamento; por
conseqiiéncia, uma depressao no campo de pressao esta localizada na parte esquerda superior da
cavidade (Criando um falso gradiente adverso de pressdo no escoamento junto a parede
superior.). E importante salientar que ndo ¢ essa diferenca de pressdo que origina o escoamento,
mas, sim, a condi¢ao de contorno em velocidade na parede superior da cavidade.

Na figura 5.2(a), observa-se que a formulacdo classica de Galerkin (eqs.(4.14)-(4.16))
com elementos de igual-ordem lagrangeanos bilineares (Q1/Q1) para aproximar o par
velocidade/pressao mostrou resultados insatisfatorios, com oscilagdes ndo fisicas no campo de
pressdo, invalidando a solug¢do de elementos finitos. Isto se deve ao fato da combinacdo de
elementos de igual-ordem empregada (Q1/Q1) pelo método de Galerkin classico (eqs.(4.14)-
(4.16)) ndo satisfazer a condi¢do de Babuska-Brezzi [Babuska, 1973; Brezzi, 1974]. J4 a figura
5.2(b), com uma combinacdo de elementos satisfazendo esta condicdo - a saber, o elemento de
Taylor-Hood — o método de Galerkin classico (eqs.(4.14)-(4.16)) obteve resultados estaveis e
realistas para o problema, coerente com os resultados apresentados por Hudges et al., 1986.

A figura 5.2(c) mostra que a formulacdo GLS (eqs.(4.17)-(4.19)), mesmo utilizando
elementos isoparamétricos lagrangeanos bilineares de igual-ordem (Q1/Q1) para aproximar o par
velocidade/pressdo, gera resultados estaveis e concordantes com a literatura [Hudges et al.,

1986].

Figura 5.3 Linhas de corrente e contorno de pressao, Galerkin, 1600 elementos Q1/Q1
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Finalmente, a fim de comprovar que as oscilagdes numéricas verificadas na figura 5.2(a)
ndo se devem as dimensdes da malha empregada, mostra-se, figura 5.3, os resultados obtidos
pela formulagdo classica de Galerkin (eqgs.(4.14)-(4.16)) para um malha mais refinada com 1600
elementos lagrangeanos bilineares Q1/Q1. Como decorre da figura, o refino da malha nao
elimina as patologias numéricas da aproximacgao classica de Galerkin para escoamentos mistos

incompressiveis.

5.1.2. ESCOAMENTO NUM CANAL COM EXPANSAO EM DEGRAU

O escoamento sobre uma expansao em degrau (ver figura 5.4) pode ser descrito da
seguinte maneira: partindo de um campo de velocidade nulo no estante inicial ¢y, prescreve-se
uma velocidade média u,.,;,. na entrada do escoamento, condi¢gdo de ndo deslizamento nas
paredes (u=0) e, na saida do canal, condi¢do de contorno de tragdo livre (A condi¢do Tn = 0 s6
fica bem posta se estiver suficientemente distante da regido imediatamente a jusante do degrau;
ou seja, deve se garantir que a condi¢do seja imposta onde o escoamento ja esteja desenvolvido.).
A configuracdo geométrica do canal ¢ dada por L=13m, /=3.0m, H=1.0m; ¢ #=0.5m, com a
origem do sistema de coordenadas localizada no canto esquerdo inferior. O problema de Stokes

foi obtido, a partir das eqgs.(4.5)-(4.8), de maneira analoga a empregada no problema da cavidade

(§5.1.1).

| L
—
T h T
— H

Figura 5.4 Descri¢ao do problema do canal com expansao em degrau

Nas figuras 5.5(a) e 5.5(b) sdo mostradas linhas de corrente e contorno de pressdo para o
escoamento no canal com expansdo em degrau via aproximacgdes classicas de Galerkin
(eqs.(4.14)-(4.16)) para duas malhas de elementos finitos: na figura 5.5(a) para uma malha de
4600 elementos de igual-ordem lagrangeanos bilineares (Q1/Q1), e para uma malha de 520
elementos de Taylor-Hood (figura 5.5(b)) - o qual aproxima biquadraticamente e bilinearmente
(Q2/Q1), respectivamente, o par velocidade/pressdo. Na figura 5.5(c), os resultados das 5.5(a) e
5.5(b) foram comparados ao método Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)), para uma

malha de 4600 elementos isoparamétricos lagrangeanos bilineares de igual-ordem (Q1/Q1).
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(c)

Figura 5.5 Detalhe das linhas de corrente e contorno de pressdo, (a) Galerkin Q1/Q1, (b)
Galerkin Q2/Q1, (c) GLS
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Como para o problema de Stokes as forgas de inércia sao negligencidveis se comparadas
as forgas viscosas, o fluido escoa sem que haja recirculagdes secunddrias a jusante do degrau.
Apds uma regido de desenvolvimento a montante do degrau, observa-se nas figuras 5.5(b) e
5.5(c) uma queda de pressdo devido a desaceleracdo advectiva do escoamento, apds, a qual, o
campo de pressao volta a se recuperar.

Conforme se infere da figura 5.5(a), mais uma vez, a formulagdo classica de Galerkin
(egs.(4.14)-(4.16)) com elementos lagrangeanos bilineares de igual-ordem (Q1/Q1), apresentou
resultados irreais — fato esperado pela ndo satisfagdo da condicdo de Babuska-Brezzi pela
combinagdo de elementos adotada. J4 a formulagdo GLS (eqs.(4.17)-(4.19)) (figura 5.5(c)),
mesmo empregando elementos isoparamétricos lagrangeanos bilineares de igual-ordem para
aproximar o par velocidade/pressdo, apresenta resultados estdveis sem grandes esforgos

computacionais.

5.1.3. FUNDAMENTOS TEORICOS DOS RESULTADOS OBTIDOS

Os resultados de Babuska, 1973, e Brezzi, 1974, para as aproximagdes de elementos
finitos dos escoamentos incompressiveis mistos, vieram esclarecer a instabilidade associada a
compatibiliza¢dao dos espagos de elementos finitos para velocidade e pressao. Ficou provado que
estes espagos nao poderiam ser escolhidos arbitrariamente, mas sim que deveriam atender uma
condi¢do matematica do tipo inf-sup denominada condicdo de Babuska-Brezzi - sob pena de
gerar solucdes numéricas irreais. Esta condicdo restringe a escolha de elementos finitos a um
numero limitado de combinagdes e cria dificuldades computacionais, em particular, impedindo
que se aproximem os dois campos com o mesmo elemento (igual-ordem). Entretanto, ¢
importante salientar que, mesmo se utilizando uma combinagdo de elementos estaveis, o0 método
de Galerkin (eqs.(4.14)-(4.16)) ainda assim oscilara em situagdes advectivo-dominadas, devido a
natureza assimétrica do operador advectivo das eqs.(4.5)-(4.8). Do ponto de vista computacional,
o refinamento da malha aparece como uma primeira solugdo na tentativa de eliminar estes
problemas, porém pode restringir a execu¢dao do cddigo de elementos finitos a um grupo seleto
de maquinas (tais como supercomputadores).

Ja o método Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)), figuras 5.2(c) e 5.5(c),
valendo-se de termos estabilizados minimos quadrados das eqs.(4.5)-(4.8), permite empregar
combinac¢do de elementos que ndo satisfazem a condi¢do de Babuska-Brezzi, com os subespagos
de velocidade e pressdo com elementos isoparamétricos lagrangeanos bilineares de igual-ordem

(Q1/Q1) adotados nesta dissertacao [Brooks and Hudges, 1982; Franca and Frey, 1992].
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5.1.4. ESCOAMENTO EM PLACA DE ORIFICIO

Ainda no contexto linear do modelo de Stokes, utilizou-se agora o método
Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)) para a simulagdo numérica do escoamento
laminar incompressivel em um canal obstruido por um orificio medidor de vazdo. A
configuragdo da placa de orificio, segundo Norma ISO-5167, de 1980, apresenta orificio de Dy=
22 mm, sendo 50mm a altura total D; da placa. Partindo de um campo nulo de velocidades, as
condicdes de contorno sdo analogas as impostas na §5.1.2, o mesmo valendo para a localizacao
da origem do sistema de coordenadas adotado. Dada a simetria da geometria em relagdo a
direcdo axial, ilustrada na figura 5.6, foi discretizada apenas a parcela superior do dominio
computacional. Para simular numericamente essa simetria, impomos a seguinte condi¢cdo de

Ou,

oy

contorno sobre o vetor velocidade:

=0eu,=0(y=0,0<x<L).

Do mesmo modo que no escoamento sobre um canal com expansdo em degrau, a
condig¢do de tracao livre na saida s6 € bem posta se ela estiver suficientemente distante da regiao
imediatamente a jusante do orificio, num local onde o escoamento ja se apresente desenvolvido.
Analogamente, a regido de entrada do escoamento no canal também deve ser suficientemente
distante da regido imediatamente a montante do orificio. Dessa maneira, o comprimento da placa

para o problema de Stokes ficou em 4 D, antes do orificio e 5,6 D; depois do orificio.

G gt P P P

Figura5.6  Detalhe de uma placa de orificio
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As figuras 5.7(a) e 5.7(b) apresentam os resultados para a aproximagdo de
Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)) do problema de Stokes, com uma malha de
7020 elementos isoparamétricos lagrangeanos bilineares de igual-ordem (Q1/Q1). Pode-se

observar em detalhe as linhas de corrente e os contornos de pressdo, sem recirculagdes.
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Figura 5.7 Detalhe (a) das linhas de corrente com contorno de pressao, (b) da componente

axial do vetor velocidade

Conforme se observa na figura 5.7(a), os escoamentos a montante e a jusante da placa
estdo completamente desenvolvidos, suficientemente distantes do orificio. Pode-se observar
também, através do componente axial do vetor velocidade, a satisfagdo da condi¢do de ndo
deslizamento nas paredes da placa, apresentando um decréscimo da velocidade a medida que a
parede se aproxima. Observa-se também na figura 5.7(b) um aumento da velocidade na foz do

orificio, seguida de uma queda de pressao na parte superior a jusante do orificio (ver figura
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5.7(a)). Como o escoamento para o problema de Stokes ¢ completamente viscoso, ndo sao

apresentadas recirculagdes.

5.2. TRANSFERENCIA DE MOMENTUM NAO-LINEAR

Visando a simulagdo do escoamento nao linear incompressivel newtoniano em um canal
obstruido por um orificio medidor de vazdo, serdo inicialmente mostradas as aproximagdes
classica de Galerkin (eqs.(4.14)-(4.16)) e de Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)) das
equacdes de Navier-Stokes (eqs.(4.5)-(4.8)) para escoamento permanente incompressivel
newtoniano no interior de em uma cavidade quadrada. Conforme ficou constatado na §5.1, as
funcdes de interpolacdo para velocidade e pressdo ndo poderiam ser escolhidas arbitrariamente,
mas, sim, deveriam atender a condi¢do de Babuska-Brezzi - sob pena de gerar solugdes
numéricas irreais. Portanto, nesta secdo, o método de Galerkin classico (eqs.(4.14)-(4.16))
utilizard apenas o elemento de Taylor-Hood, no qual os campos de velocidade e pressdo sao

aproximados, respectivamente, com elementos lagrangeanos biquadraticos e bilineares (Q2/Q1).

5.2.1. ESCOAMENTO FORCADO EM CAVIDADE

Para o escoamento forcado em cavidade (ver figura 5.1), foi utilizada uma malha de 6400
elementos isoparamétricos lagrangeanos bilineares (Q1/Q1) para a formulacdo estabilizada GLS
(egs.(4.17)-(4.19)), e uma malha de 1600 elementos lagrangeanos biquadraticos e bilineares
(Q2/Q1) para aproximar, respectivamente, o par velocidade/pressdo para a formulagdo classica
de Galerkin (eqs.(4.14)-(4.16)). Ambas as malhas possuem 6561 nos. As condi¢des de contorno
e a localizagdo da origem do sistema de coordenadas sdo analogas as impostas na §5.1.1.
Partindo de um campo nulo de velocidades, foram analisados dois nimeros de Reynolds, 400 e

2000, calculados na forma:

Re=—% (5.1)

onde uy,, ¢ a velocidade na parede superior da cavidade.
Pode-se observar nas figuras 5.8(a) e 5.8(b) as linhas de corrente do escoamento e as
isobaricas para Re=400, obtidos utilizando-se (a) o método estabilizado GLS (eqs.(4.17)-(4.19))

com elementos lagrangeanos bilineares de igual-ordem (Q1/Q1), e (b) o método de Galerkin
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classico (eqs.(4.14)-(4.16)) com aproximagdes biquadraticas e bilineares para o par

velocidade/pressao (Q2/Q1).

(b)

Figura 5.8 Linhas de corrente e contorno de pressao, Re=400, (a) GLS, (b) Galerkin Q2/QI.

Nas figuras 5.8(a) e 5.8(b), verifica-se que ambas as formula¢des de elementos finitos
concordam com os resultados introduzidos em Ghia et al., 1982, com um deslocamento da
recirculacdo do escoamento principal para valores de x/L>0.5 e y/L>0.5. Ja nos cantos inferiores
da cavidade, ambas as formulagdes foram capazes de captar, de maneira inequivoca, o
deslocamento do escoamento principal e as conseqiientes recirculagdes secunddrias.

O mesmo padrdo de escoamento foi captado nas figuras 5.9(a) e 5.9(b) para Re=2000,
nas quais tanto a aproximagdo classica de Galerkin (eqs.(4.14)-(4.16)) como a de
Galerkin/minimos quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)), obtiveram novamente boa concordancia e

aderéncia a literatura especializada. Em detalhe, na figura 5.9(a) sdo ilustradas as linhas de



47

corrente e contorno de pressao para a aproximacao estabilizada GLS (eqs.(4.17)-(4.19)) com
elementos bilineares de igual-ordem (Q1/Q1), ao passo que na figura 5.9(a) os resultados do

método cléassico de Galerkin (eqs.(4.14)-(4.16)) com o elemento de Taylor-Hood (Q2/Q1).

Frwms 001 | 26 Mow 2003 |
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(b)

Figura 5.9 Linhas de corrente e contorno de pressao, Re=2000, (a) GLS, (b) Galerkin Q2/Q1

Observa-se, nesta figura, que a recirculagdo do escoamento principal se posiciona mais
ao centro da geometria, quando comparado as aproximagdes mostradas na figura 5.8 para o
mesmo escoamento, porém com Re=400. Nas aproximacdes ilustradas nas figuras 5.9(a) e
5.9(b), as forcas de inércia do escoamento sdo tdo elevadas quando comparadas as viscosas, que
conseguem transmitir vorticidade suficiente a regides distantes do contorno de velocidade
unitaria prescrita (/L =1). Tanto para Re=2000, assim como para Re=400, ambas as formulacdes
empregadas nas figuras 5.9 e 5.8, respectivamente, captaram recirculagdes secundarias que

caracterizam o escoamento na cavidade, conforme apresentado por Ghia et al., 1982.
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Finalmente, vale o comentario sobre o campo de pressao obtido pelas aproximagdes das
equacdes de Navier-Stokes (eqs.(4.5)-(4.8)) e do modelo linear de Stokes (idem, tomando Re
igual a zero). No primeiro (figuras 5.8 e 5.9), onde ha transporte advectivo de momentum, o
campo de pressao ndo mais apresenta a simetria do problema de Stokes (figuras 5.2(b) e 5.2(c)),
e apresenta valores cada vez mais altos a medida em que se aumenta o nimero de Reynolds do

escoamento.

5.2.2. ESCOAMENTO EM PLACA DE ORIFICIO

Nesta ultima sec¢do, serdo apresentados as aproximacdes das equagdes de Navier Stokes
incompressivel (eqs.(4.5)-(4.8)) para o regime permanente do escoamento VisCOSO
incompressivel através de um canal obstruido por um orificio medidor de vazao. Empregou-se a
a formulagdo Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)) com elementos isoparamétricos
lagrangeanos bilineares de igual-ordem (Q1/Q1). A escolha se justifica pela facilidade de
construcdo de malha com este elemento, da facilidade de interface com programas para
visualizacdo, das caracteristicas de estabilidade e convergéncia, e pelo fato de ndo se fazer
necessario nenhum tipo de pds processamento sobre o campo de pressdo com a finalidade de
suaviza-lo [Petry and Awruch, 2003], pratica comum na metodologia classica de Galerkin
(egs.(4.14)-(4.16)).

A configuracdo do canal obstruido por um orificio medidor de vazdo, bem como as
condi¢des de contorno e a localizagdo da origem do sistema de coordenadas, sdo andlogas as
impostas na §5.1.4. No caso ndo-linear das equacdes de Navier-Stokes (eqs.4.5-4.8), para a
correta imposicao da condigcdo natural de tracdo livre na saida do canal, foi necessario um
acréscimo no seu comprimento a jusante do orificio. Do mesmo modo, aumentou-se também seu
comprimento a montante do orificio, de modo a que o escoamento esteja completamente
desenvolvido em ambas as regides. Dessa maneira, o comprimento da placa passou de 4D; a
jusante do orificio e 5,6D; a seu montante no contexto linear de Stokes (§5.1.4), para 8D; e
12D, respectivamente, para as aproximagdes ndo-lineares das equagdes de Navier-Stokes
(egs.(4.5)-(4.8)).

Partindo de um campo nulo de velocidades como nas simulagdes anteriores, foram
testados trés nimeros de Reynolds, a saber Re=25, 50 e 100, com uma malha de 3484 elementos
isoparamétricos de igual-ordem bilineares Q1/Q1, sendo o nimero de Reynolds (eq. (5.1)) em
funcdo da velocidade média de entrada no canal wen,. A seguir, nas figuras 5.10 e 5.11, sdo

apresentadas as linhas de corrente, contorno de pressdo e a componente axial do vetor velocidade
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para a aproximacdo de Galerkin/minimos-quadrados (eqs.4.17-4.19) de um detalhe

compreendendo o orificio medidor.
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Figura 5.10  Detalhe das linhas de corrente e contorno de pressao, formulagao GLS, (a) Re=25,

(b) Re=50, e (c) Re=100
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Conforme se depreende das figuras 5.10(a), 5.10(b) e 5.10(c), a separagdo do escoamento

na borda viva da garganta do orificio provoca a formacdo de uma zona de recirculagcdo, como
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mostrado pelas linhas de corrente a jusante do orificio. A corrente principal do escoamento
continua a acelerar-se apds a garganta formando uma veia contraida e, em seguida, desacelera-se
para novamente o escoamento principal retornar a aderir as paredes do canal. White, 1999,
define a veia contraida em obstrucdes ¢ contragdes como sendo a minima se¢do transversal
alcancada pelo escoamento principal apods o fluido passar através do orificio. Nas figuras 5.10(a),
5.10(b) e 5.10(c), pode-se observar que as linhas de corrente na regido da veia contraida sao
marcadamente retilineas principalmente para os casos de maior numero de Reynolds, figuras
5.10(b) e 5.10(c).

Um detalhe do modulo da componente de velocidade axial para Re=50 — construindo a
parte inferior do canal através do rebatimento dos resultados obtidos em sua parte superior - pode

ser visto na figura 5.12:

Figura 5.12  Detalhe do modulo da componente de velocidade axial

para a altura D; da placa, Re=50

Sumarizando, acerca dos resultados obtidos nas figuras 5.10-5.12, observa-se que, o
campo de velocidade que estd desenvolvido a montante da regido do orificio, sofre uma
aceleragdo advectiva — visto estar se simulando o regime permanente do problema — quando da
passagem do fluido pelo orificio — com o ponto de velocidade maxima localizado na linha central
do escoamento segundo as condi¢des de contorno impostas (y =0 nas figuras 5.10 e 5.11). A
jusante do orificio, a velocidade no centro do canal se mantém alta até que o escoamento comece
a se desenvolver novamente, com a conseqiiente recuperagdo do campo de pressdo. Nas figuras
5.10(a), 5.10(b) e 5.10(c) observa-se a respectiva depressao no campo de pressao imediatamente
a jusante do orificio, devido a conservacao de energia mecanica. Observa-se no detalhe da figura
5.10(c), que a zona de recirculacdo do escoamento secundario se dd no sentindo reverso ao do
escoamento da veia contraida. Através da expansao ndo-controlada a jusante do orificio, verifica-
se, ainda na figura 5.10(c), o porqué da placa de orificio ser considerada, entre os medidores de
vazdo do tipo obstrucdo de Bernoulli - a saber, o bocal medidor e o tubo Venturi - a que gera
maior perda de carga localizada - ou seja, apresenta uma maior perda de energia mecanica por

unidade de massa de fluido em escoamento, devido ao atrito viscoso. J4 o medidor de vazdo do
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tipo bocal, com sua convergéncia de entrada suavemente arredondada, praticamente elimina a
veia contraida, fornecendo coeficientes de descarga baixos, apesar da perda irrecuperavel ainda
ser grande, pois, ao contrario do medidor Venturi, ndo ha difusor para uma expansao gradual do
escoamento.

Verifica-se também como o transporte advectivo da vorticidade gerada pelas equacdes de
Navier-Stokes ¢ afetado com o aumento do numero de Reynolds. No terceiro caso, figura
5.10(c), no qual o niimero de Reynolds ¢ mais alto, o transporte advectivo da vorticidade se torna
mais importante e as recirculagdes ocupam uma regido maior. Por isso tornou-se importante o
aumento do comprimento da malha do canal, ficando em torno de 8D; a montante do orificio e
12D, a jusante do mesmo. A fim de verificar se o escoamento desenvolveu-se completamente

antes e depois da regido de interesse, sdo mostrados nas figuras 5.13(a) e 5.13(b) isovalores de

pressao, acompanhados pelas linhas de corrente, caracterizando o escoamento para Re=100.
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Figura 5.13  Detalhe mostrando o escoamento completamente desenvolvido para Re=100,

(a) Regido de Entrada, (b) Regido de Saida

Na regido imediatamente de entrada o escoamento ¢ pouco viscoso, sendo que as
camadas-limite viscosas crescem a jusante dessa regido, retardando o escoamento axial préximo
a parede e, portanto, acelerando o escoamento na regido central para manter o requisito de
continuidade incompressivel. A uma regido finita da entrada, as camadas-limite fundem-se e o
nucleo nao-viscoso desaparece. O escoamento no canal fica inteiramente viscoso, e a velocidade
axial se ajusta levemente até que ndo muda mais com x, sendo chamada de totalmente

desenvolvida, conforme observa-se nas figuras 5.11(a) e 5.13(a) para o escoamento a montante
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do orificio. Constata-se também, figura 5.13(b), que o escoamento a jusante do orificio
desenvolveu-se completamente para Re=100. A partir do momento em que o escoamento se
torna completamente desenvolvido nas regides de entrada e saida do canal, com o perfil de
velocidades e a tensdo cisalhante constantes, observa-se nas figuras 5.13(a) e 5.13(b) que o
campo de pressdo cai linearmente com x. Segundo constatou-se nas figuras 5.9 e 5.10, quanto
maior o numero de Reynolds, mais adiante da regido imediatamente a jusante do orificio o
escoamento volta a se desenvolver. Da mesma maneira, quanto maior o nimero de Reynolds,
maior o espacgo necessario para o escoamento se tornar completamente desenvolvido na regido de
entrada do canal. Portanto, para os outros dois nimeros de Reynolds menores investigadas nas
figuras 5.10(a), 5.10(b), 5.11(a) e 5.11(b), o escoamento também se desenvolveu plenamente a

montante do orificio e a jusante da zona de recirculacdo secundaria.

5.2.3. VALIDACAO EXPERIMENTAL

Nas figuras 5.14(a) e 5.14(b) sdo feitas comparagdes entre os resultados obtidos por esta
dissertacdo (figura 5.14(b)) com os resultados experimentais de Van Der Laan, 2001 (figura
5.14(a)), o qual utilizou técnicas Intraframe de processamento digital de imagens (PIV) para
medicao de campos de velocidade em placas de orificio. A visualizacao foi obtida através de
uma programacdo de camera no modo entrelagado, onde a imagem ¢ capturada em dois campos
intercalados na velocidade de obturacdo desejada, obtendo-se uma imagem dupla capturada em
tempos diferentes, montada pelo campo impar e o campo par, entrelacado entre um e outro.

Pode-se observar que os resultados desta dissertacao, utilizando técnicas numéricas de
solucdo, mais precisamente o método de elementos finitos com aproximagdes de
Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)) das equacdes de Navier-Stokes (eqs.(4.5)-(4.8)),
mostram uma grande semelhanga com os resultados reais capturados por Van Der Lan, 2001,
através da técnica PIV. Em ambos os casos, verifica-se claramente a aceleracdo advectiva
oriunda da veia contraida a jusante do orificio da placa, conforme se observa na montagem de

imagens apresentadas na figura 5.14.
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(b)
Figura 5.14 Comparac¢do entre (a) imagens reais de escoamento [Van Der Laan, 2001] e (b) os

resultados desta dissertagdo, visualizacdo a montante e a jusante do orificio

Finalizando este capitulo de resultados, todos os casos simulados foram satisfatoriamente
estabilizados pelo método Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)), ndo apresentando
nenhum tipo de oscilagdo espuria a solucdo exata dos problema abordados, com especial énfase a
suavidade dos campos de pressdo gerados O critério de parada no algoritmo de integracdo das
eqs.4.17-4.19, quando das simulacdes da placa de orificio, foi de 10™'° para a aproximacdo do

campo de velocidades e 10™'% para a aproximagcio do campo de pressao.
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6. CONCLUSOES FINAIS E PERSPECTIVAS

O objetivo desta dissertacdo foi a aproximacdo de Galerkin/minimos-quadrados das
equacdes de Navier-Stokes incompressivel com especial énfase ao escoamento através do
medidor de vazdo do tipo placa de orificio. De modo a ressaltar as dificuldades do método
classico de Galerkin em aproximar escoamentos incompressiveis, suas aproximagdes foram
comparadas com o método Galerkin/minimos-quadrados (GLS), no contexto linear do problema
de Stokes. Em seguida, empregando o elemento de Taylor-Hood, verificou-se a necessidade do
método de Galerkin cldssico em satisfazer a condi¢do de Babuska-Brezzi para compatibilizar os
subespacos de velocidade e pressdo. Finalmente, empregando o método Galerkin/minimos-
quadrados, foi simulado com satisfatéria precisdo, e adesdo a resultados experimentais, o
escoamento laminar newtoniano incompressivel transiente através de um orificio medidor de
vazao.

Quanto a estrutura desta dissertacdo, seu capitulo 2 apresentou os postulados da
cinemadtica e dindmica dos fluidos, destacando as equagdes de conserva¢do de massa, momentum
linear e momentum angular. Este capitulo apresentou ainda esses principios conservativos de
forma variacional através da introdugdo do Principio das Poténcias Virtuais (PPV). No capitulo 3
introduziu-se o comportamento material dos corpos mecanicos, com especial énfase aos corpos
fluidos. Foram postulados os principios axiomdticos do determinismo, da agdo local, e da
indiferenca de referencial, além da introdu¢do da equacdo constitutiva simples relacionando
tensdo e deformagdo. Em seguida, o capitulo apresenta a equagdo de Reiner-Prager e seus casos
particulares de interesse como os liquidos newtonianos compressiveis e incompressiveis. O
capitulo 4 trata da aproximacgdo de elementos finitos do problema de Navier Stokes, introduzindo
os subespagos de elementos finitos para velocidade e pressdo, a formulagao classica de Galerkin
e de Galerkin/minimos-quadrados. Introduziu-se ainda, no capitulo, as bases de convergéncia
dos elementos isoparamétricos lagrangeanos bilineares, bem como as regras de integragdo da
quadratura Gaussiana, necessaria para sua implementagdo no codigo de elementos finitos
empregado. E finalmente no capitulo 5, devotado aos resultados numéricos obtidos, realizamos a
analise fisica das aproximagdes de Galerkin e de Galerkin/minimos-quadrados para os
escoamentos de Stokes e Navier-Stokes incompressivel dos benchmarks conhecidos como o
problema da cavidade e canal divergente em degrau, bem como a simulacdo do escoamento
através da placa de orificio acima mencionada — esta ultima comparada com os resultados
experimentais obtidos em Van Der Laan, 2001, através da técnica PIV(Particle Interference

Velocimetry).
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No que tange a andlise fisica dos resultados numéricos obtidos, bem como das
formulagdes de elementos finitos empregadas nesta dissertacdo, pode-se destacar alguns

comentarios finais:

1. A formulacdo classica de Galerkin definida nas eqs.(4.14)-(4.16) empregando elementos de
igual-ordem lagrangeanos bilineares (Q1/Q1) para aproximar o par velocidade-pressao gerou
resultados fisicamente irreais (oscilagdes numéricas) quando da aproximacao do problema de
Stokes — este, obtido, tomando-se Re tendendo a zero nas eqs.(4.5)-(4.8). Em seguida, foi
empregado uma combinacao de elementos finitos que satisfaz a condigdo de Babuska-Brezzi
[Babuska, 1973; Brezzi, 1974], a saber o elemento de Taylor-Hood [Taylor and Hood, 1973],
a qual aproxima biquadraticamente o campo de velocidade e bilinearmente o de pressdo
(Q2/Q1). Das simulagdes realizadas, observou-se que as aproximagdes de Galerkin
(egs.(4.14)-(4.16)), tanto o campo de velocidade como o de pressdo, mostraram-se estaveis e
realistas para o escoamento no interior de uma cavidade [Hughes et al., 1986] e através de
um canal divergente em degrau.

2. Ainda no contexto do problema de Stokes, verificou-se, da maneira acima, os espagos de
elementos finitos para aproximar os campos de velocidade e pressdo nao podem ser
escolhidos arbitrariamente (sob pena de gerar solu¢des numéricas irreais), mas, sim, sua
combinagdo deve satisfazer a condicdo de Babuska-Brezzi. Esta imposi¢cdo, além de
restringir em muito nossa escolha de combinagdes de elementos finitos, cria sérias
dificuldades computacionais, visto impedir o uso do mesmo elemento finito para aproximar
os campos de velocidade e pressao - os chamados elementos de igual-ordem.

3. Passando a aproximacao ainda de Galerkin (eqs.(4.14)-(4.16)) das eqs. de Navier-Stokes
incompressivel definido nas egs. (4.5)-(4.8), ¢ importante salientar que, mesmo utilizando
uma combinacdo de elementos que satisfagcam a condicdo de Babuska-Brezzi, ainda assim o
método de classico de Galerkin gerara patologias numéricas em situacdes advectivo-
dominadas. Isto se deve ao comportamento assimétrico do termo de aceleracdo advectiva das
forcas de inércia do modelo de Navier-Stokes (eqs.(4.5)-(4.8)), comportamento tal que um
esquema centrado como o de Galerkin ndo ¢ capaz de capturar com estabilidade. Nestes
casos, o refinamento da malha o qual aparece como uma primeira solu¢cdo de engenharia na
tentativa minimizar as oscilagdes numéricas, pode vir a restringir a execu¢do do codigo de
elementos finitos a um grupo seleto de maquinas, como os ainda escassos e caros

supercomputadores.
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4. As aproximagdes Galerkin/minimos-quadrados introduzidas em eqs.(4.17-4.19) para o
escoamento incompressivel de Navier-Stokes (eq.(4.5)-(4.8)) se mostraram capazes de
produzir resultados realistas mesmo de escoamentos sujeitos a altos nimeros de Reynolds.
Do ponto-de-vista computacional, permitiu a implementagdo de elementos isoparamétricos
lagrangeanos bilineares (Q1/Q1) na aproximacao do par velocidade e pressao, o que facilita
em muito sua implementagao no codigo de elementos finitos. Ainda cuidando o tempo de
execucdo do programa, ndo se faz necessario nenhum tipo de pds processamento sobre o
campo de pressdo com a finalidade de suaviza-lo, pratica tdo comum em algoritmos baseados
na metodologia de Galerkin classico [ver, por exemplo, Petry and Awruch, 2003].

5. A formulagao Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17-4.19)) pode lidar distintamente e
apropriadamente tanto regides difusivo-dominadas como advectivo-dominadas, através de
um adequado projeto de seu parametro de estabilidade t (eq.(4.20)-(4.25)) [Franca and Frey,
1992], funcdo do nuimero de Reynolds de malha Reg. Desta forma, s6 ¢ adicionada
difusividade artificial a elementos que apresentem comportamento localmente advectivo-
dominado.

6. O codigo de elementos finitos baseado na formulacdo eqs.(4.17)-(4.19), dado o carater
evolutivo deste sistema de equacdes, emprega um robusto algoritmo de integracdo temporal
preditor/multi-corretor. Este algoritmo, baseado na familia de preditores trapezoidal
generalizada, o qual lineariza o termo advectivo, a cada passo corretivo, através de sua
expansdo em série de Taylor, permite selecionar a predi¢do no tempo empregando os
esquemas de Euler progressivo, Crank-Nicolson, e regressivo.

7. Finalizando estas conclusdes, voltamos nossa atengdo para a simulagdo fim desta dissertacao,
a saber a aproximagdo Galerkin/minimos-quadrados (eqgs.(4.17)-(4.19)) do escoamento
transiente laminar newtoniano incompressivel através do medidor de vazdo do tipo placa de
orificio. Conforme andlise fisica das aproximagdes dos campos de velocidade, pressdo e
linhas de corrente apresentada no capitulo 5 desta dissertagdo, observou-se que as simulacgdes
computacionais realizadas foram capazes de capturar com clareza as sobre-velocidades
posicionadas a jusante do orificio e, pela conservacao de energia mecanica, uma a respectiva
depressdo no campo de pressdo. A titulo de validag¢do qualitativa das aproximagdes obtidas,
sdo mostrados ainda os resultados experimentais de Van Der Laan, 2001, com as simulagdes
nesta dissertagdo realizadas concordando distintamente tanto com a vena contracta do
escoamento principal, como com as regides de perdas de carga de recirculacao

imediatamente a jusante da placa.
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6.1 PERSPECTIVAS FUTURAS

Baseado na modelagem mecanica, aproximacdo numérica, ¢ simulacdes realizadas,

podemos destacar alguns topicos para sugestdes de continuacdo ou mesmo para trabalhos

posteriores a este:

1.

Podemos estender o método Galerkin/minimos-quadrados (eqs.(4.17)-(4.19)) liquidos de
comportamento constitutivo mais complexos que a relagdo linear newtoniana ora empregada,
sendo, assim, capazes de aproximar o comportamento de fluidos ndo-newtonianos puramente
cisalhantes [Franceschini and Frey, 2003b] e extensivos. Podemos, ainda, modelar o
problema de Navier-Stokes (eqs.(4.5)-(4.8))) em trés campos, a saber tensdo, velocidade e
pressdo. Além as vantagem imediata de ndo necessitar nenhum tipo de pds-processamento
para obtencao do campo de tensdo, capacita, ainda, a formulagdo GLS resultante, para lidar
com escoamentos viscoeldsticos ndo lineares para os quais a equagdo constitutiva
relacionando tensdo-deformagdo ¢ transcendental — como os liquidos viscoelasticos ndo
lineares de Maxwell e Olroyds-B [Ruas et al., 1993].

Ao contrario do método cléassico de Galerkin e correlatos — os quais necessitam atender a
condi¢do de Babuska-Brezzi e, portanto, ndo apresentam extensdes imediatas para situagdes
tri-dimensionais - o método Galerkin/minimos-quadrados definido pelas eqs.(4.17)-(4.19)
tém como trivial suas extensdes para escoamentos tridimensionais.. Trata-se, basicamente, de
um problema de memoria e complexidade de implementacao dos codigos computacionais.
Para trabalhos futuros, afim de aumentar o realismo das simulacOes realizadas através de
medidores de vazdo intrusivos, pode-se pensar na adicdo de um modelo de turbuléncia ao
sistema (4.5)-(4.8), a adog¢do de coordenadas axissimétricas para melhor captar a geometria
da placa e simular outros modelos de medidores de relevancia, como o tubo venturi e o bocal

medidor.
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