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RESUMO

Logicas modais tém sido amplamente utilizadas em Ciéncia da Computagéo e in-
teligéncia artificial. Além disso, aplicacfes de l6gicas modais na representacdo do con-
hecimento em sistemas distribuidos e, mais recentemente, em sistemas multiagentes, tém
apresentado resultados promissores. No entanto, outros sistemas de prova para estas 160g-
icas que ndo os sistemas axiomaticos a la Hilbert s&o raros na literatura. Este trabalho
tem como objetivo principal preencher esta lacuna existente na literatura, ao propor um
sistema de prova por deducéo natural rotulada para légicas do conhecimento.

Palavras-chave: Ldgicas modais, sistemas de deducéo rotulados, l6gicas ndo-classicas,
I6gicas do conhecimento.



Initial Definition of a Labelled Deductive System for L ogics of Knowledge

ABSTRACT

Modal logics have been widely used in Computing Science and Artificial Intelligence.
Moreover, applications of such logics for knowledge representation in distributed systems
and, more recently, in multi-agent systems have shown promising results. However, proof
systems for these logics other than axiomatic Hilbert-style systems are rare in the litera-
ture. This work aims at filling this gap by proposing a labelled natural deduction proof
system for a modal logic of knowledge.

Keywords: modal logics, labelled deductive systems, non-classical logics, logics of
knowledge.



1 INTRODUCAO

O desenvolvimento da Ciéncia da Computacéo tem sido, historicamente, associado ao
desenvolvimento de sistemas légicos. A relacdo entre ambos é tdo profunda que Manna
e Waldinger afirmam que a l6gica € o “céalculo” da computacdo [MAN90]. Os primeiros
estudos de Turing, Godel e Church (entre outros) sobre decidibilidade de sistemas l6gicos
conduziram ao desenvolvimento da nog¢éo de computabilidade no século XX [HAL2001].
Sistemas logicos sdo similares a sistemas de computagdo em muitos aspectos, pois pos-
suem uma linguagem para expressar os objetos da sintaxe, uma semantica e uma teoria de
provas, a qual esta intimamente relacionada a nocao de algoritmo em computacdo pois,
entre seus objetos de estudo, estdo procedimentos para enumerar as férmulas validas de
um sistema légico. Além disso, as técnicas da teoria de provas que incluem os sistemas de
provas aplicados a computacao sdo conhecidas em areas como prova automatica de teore-
mas e programacédo em légica, fundamentais em inteligéncia artificial [LLO87], [FIT96].

Tais sistemas permitem a derivacdo das formulas validas das diferentes l6gicas através
de mecanismos puramente sintaticos. Entretanto, a abordagem de Sistemas de Deducao
Rotulados (“Labelled Deductive Systems”) [GAB96] permite unir as férmulas rotulos
que contém informacdes adicionais de contelido semantico ou relativo ao préprio desen-
volvimento da prova. Esses rotulos podem ser elementos de uma algebra qualquer, outras
férmulas de um outro sistema ldgico, informacdes temporais, probabilidades, entre out-
ras rotulagdes. A idéia é simples, mas o impacto em sistemas logicos é profundo, pois
a semantica torna-se explicitamente parte integrante da teoria de provas. Devido a sua
uniformidade e capacidade de generalizacdo, esses Sistemas de Dedu¢do Rotulados tém
sido utilizados como uma abordagem unificadora de l6gicas ([GAB96], [BRO2004]) e
permitem que logicas de diferentes familias sejam apresentadas de maneira uniforme.
Isso significa que ldgicas distintas possuem regras de dedugéo unicas nesses sistemas de
prova, facilitando a derivacdo de formulas validas de maneira uniforme.

A metodologia de Sistemas Dedutivos Rotulados [GAB96] facilita a maneira de rep-
resentar muitos tipos de variagdes explicitamente internas as logicas, para permitir um
framework no qual logicas diferentes podem ter uma formalizagdo comum. As difer-
encas entre as diversas logicas, por exemplo légicas modais, sdo ditadas apenas pelas
propriedades diferentes das relacdes de acessibilidade. Isso é possivel pela unido das
informac0es logicas (isto é, formulas bem formadas), com os rétulos, que contém infor-
mac0Oes sobre algumas propriedades internas da linguagem objeto. Além da teoria logica,
é definida uma algebra de rotulacdo que representa as propriedades que diferenciam uma
I6gica de outra. As regras de inferéncia agem em ambos 0s componentes sintaticos, nas
férmulas légicas e nos rétulos, de acordo com as propriedades desejadas dos conetivos e
da algebra de rotulacéo.
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As ldgicas modais (incluindo I6gicas temporais [GAB94], epistémicas [FAG95], dina-
micas [HAR84] e multimodais [GAB2003]) tém sido intensamente utilizadas em diversas
areas da computacdo. Apenas para mencionar algumas dessas areas, podem ser citadas
especificacdo e verificacdo de programas, especificacdo e verificacdo de propriedades de
sistemas distribuidos, especificacdo de bancos de dados temporais, verificagcdo formal de
sistemas digitais, descricdo de propriedades de sistemas distribuidos. Essas aplicacfes
sdo mencionadas em [HC96], [CHA97], [KUP98], [FAG99] e [COP2001]. Este tra-
balho contempla as ldgicas epistémicas, ou Idgicas do conhecimento, que sdo estudadas
na Filosofia desde os anos 1950 com o objetivo de analisar as propriedades formais do
raciocinio sobre o conhecimento e a crenga. Nos anos 1960, houve grande interesse
da comunidade filosofica por essa area, através do desenvolvimento de axiomatizagédo
e de modelos, principalmente aqueles dados em termos de semantica de mundos pos-
siveis [KRI63]*. Varias aplicacBes importantes para essas logicas foram desenvolvidas
mais recentemente, envolvendo areas como Economia, Lingistica, Inteligéncia Acrtificial
e Ciéncia da Computacéo, entre outras. Na Ciéncia da Computacdo, o raciocinio sobre
0 conhecimento é Util no entendimento e no raciocinio sobre protocolos de sistemas dis-
tribuidos e multiagentes, pois as mensagens trocadas pelos agentes distribuidos podem ser
vistas como modificadoras do estado de conhecimento do sistema. Também é importante
na teoria da criptografia e na de bancos de dados.

Como exemplifica [FAG95], a utilizacdo de raciocinio sobre o conhecimento em uma
situacdo corriqueira de transagao comercial indica que um agente em um grupo deve levar
em conta ndo so6 fatos que sdo verdadeiros sobre 0 mundo, mas também o conhecimento
de outros agentes do grupo: em uma situacdo de comércio, o vendedor de um carro deve
considerar o que o comprador potencial sabe sobre o valor do carro. O comprador também
deve considerar o que o vendedor sabe sobre o que ele proprio sabe sobre o valor do carro,
e assim por diante.

O modelo dos mundos possiveis de Kripke e Hintikka é utilizado para modelar o
conhecimento. Sua idéia basica implicita é que, se um agente ndo tem conhecimento
completo sobre 0 mundo, ele vai considerar alguns mundos possiveis, 0s quais Sdo 0s
seus candidatos para representar o jeito como o0 mundo realmente é. Pode-se dizer que
0 agente sabe um fato ¢ se o vale em todos os mundos que 0 agente considera como
sendo possiveis [FAG95]. Se houver pelo menos um dos mundos possiveis em que ¢ nao
vale, diz-se que o agente ndo sabe o (porque ele tem dlvidas sobre a veracidade de ¢, ja
que considera — possivel em algum mundo). Se forem consideradas apenas estruturas
nas quais a relagdo de possibilidade é reflexiva, transitiva e simétrica (ou, equivalente-
mente, reflexiva, transitiva e Euclideana), a logica resultante é a l06gica modal S5 (também
chamada de K745 na literatura [FAG95]), que serd tratada neste trabalho.

Resumidamente, este trabalho tem como objetivo investigar e desenvolver um sistema
de prova rotulado para légicas modais do conhecimento (I6gicas epistémicas), utilizando
deducdo natural. Os sistemas axiomaticos atualmente existentes para ldgicas epistémicas
sdo de utilizagdo notoriamente dificil no desenvolvimento de aplicagdes?; ja os sistemas
de deducdo natural permitem melhor entendimento sobre o processo de desenvolvimento

'Embora mais conhecida como semantica dos mundos possiveis de Kripke, foi Hintikka quem primeiro
formalizou a semantica relacional para légicas modais [HIN62].

ZNegri e Von Plato afirmam que a teoria de provas foi baseada inicialmente em sistemas axiomaticos
com apenas uma ou duas regras de inferéncia. Esses sistemas podem ser Uteis nas representaces formais
do que pode ser provado, mas a real descoberta de provas em sistemas axiomaticos é, segundo eles, “quase
impossivel” [NVP2001].
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de aplicacdes das regras de deducdo. Entretanto, o objetivo deste trabalho ndo é o de
estudar a estrutura formal das provas aqui apresentadas. Tal estudo pertence a area de
Teoria de Provas [NVP2001]. A metodologia de sistemas de deducdo rotulados aplicada
é construida sobre aquela usualmente encontrada na literatura da area [FIT96], [GAB96].
Além disso, a técnica ou abordagem de apresentacdo de sistemas 16gicos que sera uti-
lizada (“Compiled Labelled Deductive Systems”) ja foi aplicada com sucesso no desen-
volvimento de sistemas de deducdo natural rotulados e tableaux rotulados para outros
sistemas l6gicos [BRO97a], [BRO2004], sendo também alvo do trabalho de pesquisa que
vem sendo desenvolvido em [BRO2002], [DAV2002], [BRO2004].

Também sdo estudadas algumas propriedades essenciais do sistema desenvolvido tais
como completude, correcdo e correspondéncia®, tendo em vista a apresentagdo rotulada
do sistema. O sistema apresentado aqui € uma aplicacdo dos Compiled Labelled Deduc-
tive Systems (Sistemas Dedutivos Rotulados Compilados) as logicas epistémicas. Além
disso, aplicacOes a problemas tipicos de estudo (toy-examples) da area de sistemas dis-
tribuidos e multiagentes devem servir para estudar a viabilidade da utilizacdo da técnica
desenvolvida.

O texto deste trabalho esta distribuido como segue: No capitulo 1, é apresentado o
modelo semantico formal, simples e poderoso [HM92], [FAG95], adotado para o conhe-
cimento (baseado na seméantica dos mundos possiveis de Kripke). Também sdo apresen-
tadas a sintaxe, a semantica e as propriedades das l6gicas do conhecimento formalizadas
por esse modelo. No capitulo 2, é definida a linguagem dedutiva rotulada e sua teoria
associada para o raciocinio sobre o conhecimento. O sistema de deducdo natural rotu-
lada aplicada a logicas epistémicas, tipicamente K745, é apresentado no capitulo 3, com
suas regras e a sua semantica, além de alguns exemplos de aplicacGes das regras as con-
figuracOes, através de provas de algumas propriedades do conhecimento enunciadas no
capitulo anterior. Também é descrita a semantica do sistema de deducédo, baseada no
método de traducdo das regras de deducdo para axiomas da l6gica classica. O capitulo
4 apresenta problemas tipicos da area de sistemas distribuidos (muddy children puzzle e
wise men puzzle), com o objetivo de estudar a viabilidade da utilizacdo dos sistemas de
prova desenvolvidos em tais aplicagcdes. Os resultados de correspondéncia, correcao e
completude do sistema de prova em relagcdo a sua semantica sdo descritos no capitulo 5.
No capitulo final, sdo estabelecidas conclus6es sobre a utilizacdo do sistema proposto em
aplicacdes tipicas na area e sdo apresentadas as perspectivas inspiradas pelo desenvolvi-
mento deste trabalho. Conforme o que se investigou a respeito, sistemas de prova para
l6gicas do conhecimento com as caracteristicas do sistema aqui proposto ndo haviam sido
desenvolvidos até 0 momento.

3Usamos aqui “completude” como tradugio para o termo completeness, do inglés; “corre¢do” para
soundness; e “correspondéncia” para correspondence.
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2 LOGICAS MODAIS DO CONHECIMENTO

Neste capitulo, sdo apresentadas l6gicas do conhecimento (l0gicas epistémicas) e 0
modelo dos mundos possiveis, além de uma formalizagdo da sintaxe e da semantica de
sua linguagem, juntamente com as principais propriedades que caracterizam o conheci-
mento. Essa apresentacao € feita com base na exposicdo de [HM92], [FAG95], [HAL95]
e [HUT2000].

O raciocinio sobre conhecimento € uma idéia que pode ser aplicada a diversas areas
como jogos, economia, criptografia e protocolos, e € implementada, por exemplo, em
sistemas multiagentes nos quais agentes diferentes tém conhecimentos diferentes sobre o
mundo e consideram tanto fatos da realidade como o0 conhecimento que eles proprios e
0s outros agentes tém sobre esses fatos [HUT2000]. Outras sentengas que envolvem o
conhecimento sobre o conhecimento de outros agentes podem tornar o raciocinio ainda
mais complicado, como no Exemplo 2.1, adaptado de [FAG95], e no Exemplo 2.2. No
entanto, esse é exatamente o tipo de raciocinio que € necessario quando se analisa 0
conhecimento de agentes em um grupo.

Exemplo 2.1 Dirceu ndo sabe se Luis sabe que Dirceu sabe que Waldomiro é corrupto.

Exemplo 2.2 O aluno e o orientador ndo sabem se o examinador sabe se o orientador
leu a dissertacao.

Os fil6sofos destacam as propriedades do conhecimento, abordando mais fregliente-
mente o0 caso de um sO agente. Porém grande parte das aplicacBes mais interessantes
envolvem multiplos agentes [HAL95], pois muitas situacdes que envolvem o conheci-
mento aparecem naturalmente nessas situacdes, embora possam nao aparecer no caso de
um dnico agente [FAG95]. Séo interessantes, por exemplo, as situacdes nas quais todos
no grupo sabem de um fato, pois, assim, torna-se importante considerar ndo somente o
gue um agente sabe sobre a “natureza”, mas também o que ele sabe sobre 0 que 0s outros
agentes sabem ou ndo sabem. Esse tipo de raciocinio é crucial nos negécios, na tomada
de decisOes econdmicas e na analise de protocolos em sistemas de computacéo distribuida
(nesse Ultimo contexto, os “agentes” sdo os processos do sistema) [HAL95]. O caso em
gue é necessario expressar que todos 0s agentes de um grupo sabem um determinado fato
ou ndo sabem um determinado fato é mostrado nos seguintes exemplos:

Exemplo 2.3 No grupo de Ana, Luis e Fabiano, ninguém sabe que Diego toca violéo
muito bem. Em outras palavras, todos nesse grupo nao sabem desse fato. Entretanto, no
grupo de Marcos, Virginia e Chico, todos sabem que Diego toca violao muito bem e todos
também sabem que nem todos no outro grupo sabem que Diego toca violdo muito bem.
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Exemplo 2.4 Todos os agentes do grupo “EJCSG™ sabem que € sua tarefa realizar uma
promocao beneficente, e todos nesse grupo também sabem que a promog¢ao deve ser um
jantar dancante ou uma rifa. Todos no grupo sabem que ninguém desse grupo sabe se
um jantar dancante beneficente é uma promocao lucrativa, mas todos nesse grupo sabem
que todos no grupo sabem que uma rifa beneficente € uma promocao lucrativa.

Essa situacdo de conhecimentos na qual todos sabem que todos sabem determinado
fato ndo representa um grau suficiente de profundidade do conhecimento para algumas
aplicagdes. Em alguns casos, também é preciso considerar o estado em que simultanea-
mente todos sabem um fato o, todos sabem que todos sabem ¢, todos sabem que todos
sabem que todos sabem ¢ e assim por diante. Nesse caso, diz-se que o grupo tem conhe-
cimento comum de .

Exemplo 2.5 [FAG95] Uma sociedade certamente quer que todos os motoristas saibam
que uma luz vermelha significa ““pare” e que uma luz verde significa ““siga”. Assumindo-
se que todos os motoristas na sociedade saibam desse fato e sigam as regras, pode-
se afirmar que, mesmo nessas condi¢Ges, um motorista ndo se sentiria seguro, a nao
ser gque esse motorista também soubesse que todos os outros sabem e estdo seguindo
as regras. Caso contrario, um motorista poderia considerar possivel que, embora ele
conheca as regras, algum outro motorista ndo as conheca, e que esse motorista possa
passar pelo sinal vermelho. Essa convencéo de que a luz verde significa *““siga” e a luz
vermelha significa “pare” presumivelmente é conhecimento comum entre 0s motoristas
dessa sociedade.

Essa nocdo-chave foi estudada primeiro no contexto das convengdes, ou da cultura
dos grupos, resultando na descoberta de que, para algo ser uma convencéo, deve, de fato,
ser conhecimento comum entre 0s membros de um grupo. Grosso modo, um grupo tem
conhecimento comum de um fato ¢ exatamente quando todos sabem que todos sabem que
todos sabem . .. que todos sabem que o é verdadeiro.

O conhecimento comum é um estado essencial para atingir acordos e agdes coorde-
nadas!. Por outro lado, o antincio pablico de um fato pode provocar que esse fato torne-se
conhecimento comum. Além disso, 0 conhecimento comum € intimamente relacionado
a simultaneidade [FAG95]. Por razdes semelhantes, o conhecimento comum também ex-
erce um papel importante no entendimento de discursos humanos (como mostrado em
[HM92]).

Além do conhecimento comum a um grupo de agentes, também € frequentemente de-
sejavel poder raciocinar sobre o conhecimento que esta distribuido em um grupo, isto é, o
conhecimento que teria alguém que pudesse combinar o conhecimento de todos os agentes
do grupo. A nocgédo do conhecimento distribuido surge quando se esta raciocinando sobre
quais séo os estados de conhecimento que um grupo pode atingir durante a comunicacao,
e portanto também é crucial quando se esta raciocinando sobre a eficacia de discursos e
sobre protocolos de comunicacao em sistemas distribuidos [HM92], [FAG95]. Em out-
ras palavras, é conhecimento distribuido em um grupo um fato que, embora ninguém no

Existe também uma forte ligagio entre o conhecimento comum e objetivos tais como concordancia
e acdo coordenada, o que mostra que o ataque coordenado exige 0 conhecimento comum para realmente
atingir a concordancia bizantina simultanea (aquela que envolve mensagens de um “general” para outro,
seguidas de respostas de confirmacdo, indicando o recebimento da Ultima mensagem, para a total con-
cordancia). Essa estratégia gera um ciclo infinito de mensagens [FAG95].
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grupo saiba, todos no grupo seriam capazes de descobrir (ficar sabendo) se trabalharem
juntos e combinarem as informacdes de cada um que estdo distribuidas entre eles. Ou
seja, um grupo tem conhecimento distribuido de um fato se o conhecimento combinado
dos agentes implica esse fato.

Exemplo 2.6 [FAG95] Se a Alice sabe que o Bob gosta da Carol ou da Susana, e 0
Carlos sabe que o Bob ndo gosta da Carol, entdo a Alice e o Carlos tém conhecimento
distribuido do fato de que o Bob gosta da Susana, embora nem a Alice, nem o Carlos
individualmente tenham esse conhecimento.

Algumas propriedades do conhecimento ainda vém sendo discutidas pelos fil6sofos.
Entre essas, estdo as que dizem “um agente sabe quais fatos ele sabe”, “um agente sabe
quais fatos ele ndo sabe” e “um agente sé sabe fatos que sdo verdadeiros”. A propriedade
da onisciéncia ldgica, por exemplo, diz que o conhecimento do agente é fechado sob a
conseqliéncia légica. Isso significa que o agente sabe todas as consequéncias de tudo o
que ele sabe, 0 que, claramente, representa um conhecimento idealizado, verdadeiro sé
para agentes idealizados, ndo para humanos, pois a maioria dos humanos néo satisfaz
essas propriedades [HUT2000].

2.1 Semantica dos Mundos Possiveis

Para raciocinar formalmente sobre o conhecimento, € necessario dispor de um bom
modelo seméntico. Neste trabalho, é usada a semantica dos mundos possiveis, que foi
formalizada primeiramente por Hintikka [HIN62] e € o modelo dito “classico” para o
conhecimento.

A idéia intuitiva nesse modelo, de acordo com [FAG95], € que existem estados de
conhecimento de cada agente, que correspondem ao estado-verdade dos fatos e também
aos outros estados, associados a esse agente, que o0 agente considera possiveis (ou que
considera que podem ser o mundo real), conforme o que o proprio agente pode determinar,
de acordo com o seu conhecimento, pois um agente geralmente ndo tem conhecimento
completo sobre 0 mundo.

Diz-se, entdo, que um agente sabe um fato ¢ exatamente se um fato o é verdadeiro
em todos os mundos que ele considera possiveis. Um mundo € considerado possivel
pelo agente no mundo atual se for acessivel a partir do mundo atual via a relacdo de
acessibilidade. O agente ndo sabe ¢ se existe pelo menos um mundo que ele considera
possivel no qual ¢ ndo vale [FAG95]. Tal situacdo pode ser ilustrada pelo Exemplo 2.7,
adaptado de [HAL95].

Exemplo 2.7 Um agente pode pensar que dois estados do mundo séo possiveis: em um,
esta fazendo sol em Londres, ao passo que, no outro, esta chovendo em Londres. Entre-
tanto, em ambos os estados, esta fazendo sol em Tramandai. Portanto, esse agente sabe
que esta fazendo sol em Tramandai, mas ndo sabe se esta fazendo sol em Londres.

A semantica de mundos possiveis oferece uma boa ferramenta formal para person-
alizar uma ldégica de maneira que, fazendo pequenas alteragdes na semantica, pode-se
capturar diferentes conjuntos de axiomas [HM92]. Impondo-se algumas condic¢Ges sobre
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essa relacdo de possibilidade, pode-se capturar muitos axiomas ou propriedades interes-
santes.

Uma das vantagens da semantica do estilo de Kripke apontadas por [HM92] e [FAG95]
é que, dada uma estrutura de Kripke, é possivel construir um grafo direcionado rotulado
correspondente, no qual os nés sdo os estados do modelo e existem arcos ligando um
nd a outro exatamente se um mundo € considerado possivel pelo agente a partir do seu
conhecimento no outro mundo.

Se for exigido que 0 mundo em que 0 agente se encontra € sempre um dos mundos que
ele considera possiveis (0 que significa dizer que a relacdo de possibilidade € reflexiva),
entdo segue que o agente ndo sabe fatos falsos. De maneira similar, pode-se mostrar que,
se a relacéo é transitiva, entdo um agente que sabe um dado fato sabe que sabe isso. Se
ndo sdo impostas restrigdes sobre a classe de estruturas, entdo a logica resultante € a l6gica
modal K. Se a atencdo for restringida a estruturas em que a relacdo de possibilidade é
reflexiva (respectivamente, reflexiva e transitiva; reflexiva, simétrica e transitiva), a 6gica
resultante serd a l6gica modal 7" (respectivamente, logicas S4 e S5).

Kripke [KRI163] apresentou as estruturas de Kripke como um modelo formal para uma
semantica de mundos possiveis para a l6gica modal da necessidade e da possibilidade.
Simplificadamente, pode-se dizer que uma estrutura de Kripke para multiplos agentes é
uma tupla composta por um conjunto de estados ou mundos possiveis, uma atribuicéo-
verdade para as proposi¢oes primitivas do conjunto de formulas validas da linguagem para
cada estado possivel, e um conjunto de relagdes binarias sobre os estados, uma para cada
agente do sistema, chamadas de relagdes de acessibilidade, pois capturam a relagdo de
possibilidade de acordo com o conhecimento do agente correspondente: um par qualquer
de mundos (x,y) esta na relagdo de acessibilidade de um agente se, no mundo = do
sistema em quest&o, 0 agente considera 0 mundo y como um mundo possivel.

2.2 Sintaxe

Para formalizar os tipos de raciocinio referentes ao conhecimento, assim como para
qualquer tipo de ldgica, é necessario definir uma linguagem. A linguagem considerada
aqui, com base em [FAG95], [HAL95], € uma linguagem modal proposicional para n
agentes. Deseja-se raciocinar sobre um mundo que consiste de uma realidade proposi-
cional (“natureza”) e sobre um conjunto A desses n agentes, denominados 1,2...,n.
Uma definicdo formal é dada a seguir.

Definicdo 2.1 (Linguagem para o conhecimento £ ;) Uma linguagem modal proposicio-
nal para o conhecimento £ é dada por um conjunto contavel nao-vazio de proposi¢des
primitivas ou letras proposicionais ® = {p,q,r,p1,q,71,- ..}, 0 conjunto de agentes
A = {1,2,...,n}, os conetivos ldgicos classicos —, A, V,— e «, e 0s operadores
epistémicos K; (para cada agente i € A) e Eg, Cq e D¢ (para cada conjunto de agentes
G C A).

Sendo assim, L é o menor conjunto de formulas que contenha o conjunto original
®, fechado sob negacéo (—), conjuncado (A), disjungéo (V), implicagdo (—), dupla impli-
cacéo («) e os operadores epistémicos K1, ..., K,, Eq, Cqa, D¢ para qualquer conjunto
ndo-vazio de agentes G C A. Cada proposi¢do atdbmica p é uma formula bem formada
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da linguagem L e expressa algum fato simples (que néo se refere a no¢bes de conheci-
mento). No que segue, ¢ e ¢ denotam férmulas da linguagem L k. Portanto, se ¢ e v sdo
formulas de L, entdo (—¢), (¢ A1), (e V), (p = ), (p = V) e Ki(p),i=1,...,n
(onde K;(y) é lida como “o agente i sabe ¢”), Eqyp, Cap e Dgyp para cada conjunto
G CA={1,2,...,n} de agentes e cada : € G, também sdo.

Escreve-se simplesmente £, C' e D sem subscritos caso se esteja fazendo referéncia a
E4, Cye Dy e seassume que as prioridades de ligacdo sdo as mesmas da I6gica modal
basica, se cada modalidade K;, Eq, C € D¢ for considerada como “box-like”. Como
usual, os parénteses desnecessarios sdo omitidos por questdo de legibilidade. Considera-
se T como uma abreviagdo para alguma formula valida, tal como p vV —p, e se abrevia
—T por L. Sobre os operadores E e Cg, denota-se ELp = Ego e define-se ELM p =
Eq(EEo) parak > 1.

Na linguagem, existem muitos operadores /&', um para cada agente 7 do conjunto A =
{1,2,...,n} de agentes. Eles sdo escritos como K; (para cada agente i € A); a letra K
serve para enfatizar a aplicacdo ao conhecimento (knowledge). Sendo as letras p, ¢, 7, . ..
designadoras de formulas atdbmicas, define-se que a formula K;p significa que o agente 7
sabe o fato p. Para expressar as “noc¢des de niveis maiores de conhecimento”, a linguagem
conta com os operadores modais Eg, Cq € D¢, onde G é qualquer subconjunto ndo-vazio
de A = {1,...,n}. Todos esses conetivos distribuem-se sobre A e nédo sobre V, e se
considera a possibilidade como o dual do conhecimento. Os correspondentes “diamond-
like” desses conetivos nédo estdo explicitos na linguagem, mas podem ser obtidos usando
negacoes (isto &, - K;—, " Eg—, ~Cg—, ~Dg—).

Como as logicas do conhecimento sdo l6gicas modais (da modalidade do conheci-
mento), sdo, também, como tais, extensdes da Idgica classica proposicional. Portanto,
todos os axiomas da Idgica classica proposicional continuam valendo nestas logicas.

Exemplo 2.8 .

e Aférmula K1p, vV Ky—p; significa que o agente 1 sabe que um fato p, é verdadeiro
ou um agente 2 sabe que um fato p; ndo é verdadeiro.

e Aformula K1 Ksp A Ky K Kyp significa que o agente 1 sabe que o agente 2 sabe
um fato p, mas o agente 2 ndo sabe gque o agente 1 sabe que o agente 2 sabe esse
fato p.

e A férmula —K;—¢ significa que o agente 1 considera o fato ¢ possivel, de acordo
com os seus conhecimentos.

o Aformula = K- (KK Kop) A ~K—~(=Ky Ky Kyp) significa que (se o agente 1 é
Luis e 0 agente 2 é Dirceu) “Luis ndo sabe se Dirceu sabe ou ndo que Luis sabe
que Dirceu sabe que p”.

A formula Egp significa que todos os agentes no grupo G sabem p, e, se G =
{1,2,3,...,n}, entdo Egp é equivalente a K1p A Kop A ... A K,p. Em relagdo a isso,
[HUT2000] comentam que ( pode ser ainda mais amplamente sabido do que todos no
grupo sabendo ¢. Pode ser o caso, por exemplo, que todos sabem ¢, mas todos podem
nédo saber que todos sabem . (Isso acontece quando todos no grupo sabem ¢, mas cada
um acredita que esta € uma informacéo secreta, que soO ele proprio sabe.) Entdo Eq Eqp
€ um estado de conhecimento “maior” do que Eqp, e EqFEqEqp € “maior ainda”.

Um exemplo de niveis de conhecimento crescentes que podem ser expressos pelo
operador “todo mundo no grupo sabe” (E¢), embora (ainda) ndo possam ser expressos
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pelo operador do conhecimento comum (C), é 0 seguinte: (Este exemplo foi adaptado de
[FAG95], no contexto do muddy children puzzle, que serad explicado melhor no Capitulo
4 deste trabalho.)

Exemplo 2.9 Imagine um grupo de criancas que ndo acreditam umas nas outras. Cada
crianca colocou secretamente um minimicrofone em cada uma das outras criancas. (Imag-
ine que as criancas passaram o ultimo verdo em um acampamento de treinamento da
CIA.) Se alguem (o pai delas, por exemplo) pega cada uma individualmente e diz “Pelo
menos um de vocés esta com barro na testa.”, entdo, gracas aos microfones escondidos,
todas as criangas sabem que cada uma das criancas sabe que o pai disse isso, mas elas
ainda ndo tém conhecimento comum.

A férmula Cgp significa que p € conhecimento comum entre os agentes do grupo G.
Portanto, pode-se produzir declaragcbes como Egp A ~Cgp: todos em G sabem p, mas
p ndo é conhecimento comum. Pode-se pensar em Csp como uma conjungéo infinita:
Eqo N EgEqp N EcEcEgp A .... Entretanto, como essa logica s6 tem conjuncdes
finitas, ndo se pode reduzir C; a algo que ja esta na logica; é necessario expressar o
aspecto infinito de C¢; via sua semantica e manté-lo como um conetivo modal adicional.

A férmula D¢ significa que o conhecimento de ¢ esta distribuido entre o grupo G.
Intuitivamente, isso significa que se um fato v € definido por uma conjuncéo de outros
fatos ¢, s, ..., 1, (OU Seja, v = 11 A ... A 1,) e essa conjuncdo de fatos implica
um outro fato ¢, e se cada um dos agentes sabe uma “parte” de «» (em particular, cada
agente 7 sabe ;), entdo juntos eles tém conhecimento distribuido de 1), e, portanto, tém
conhecimento distribuido de . Em outras palavras, o conhecimento distribuido significa
que, a partir de = (1 A ... Ah,) — ¢, pode-se inferir = (K A ... A Kutb,) —
D¢gp. O uso dessa linguagem multimodal para capturar propriedades de conhecimento é
considerado muito natural, conforme [HAL95] e [GAB2003].

2.3 Semantica

Esta secdo descreve um modelo formal adequado para determinar se uma dada for-
mula da l6gica L € verdadeira ou falsa. Pode-se dar semantica a essa légica usando a
idéeia dos mundos possiveis (ja descrita) e das estruturas de Kripke [KRI163]. Algumas
defini¢cBes fundamentais a respeito de relages séo dadas a seguir.

Uma relacéo binaria R sobre um conjunto IV é

reflexiva se (x,x) € Rparatodox € W

transitiva se paratodo z,y,z € W, se (z,y) € Re (y,z) € Rentdo (z,2) € R
simétrica se para todo x,y € W, sempre que (z,y) € Rentdo (y,z) € R
Euclideana se para todo x,y, z€ Wsgx,y) € Rz, z) € Rentddy, z) € R.

Uma relacdo que é reflexiva, simétrica e transitiva também é comumente chamada de
relagdo de equivaléncia. Para os propositos deste trabalho, assume-se a logica K745, e,
portanto, todas as relacdes R; sdo relagOes de equivaléncia (reflexivas, simétricas e tran-
sitivas — ou, equivalentemente — reflexivas, transitivas e Euclideanas), pois isso captura
a intuicdo de que um agente i considera 0 mundo y possivel a partir do mundo x se for
0 caso que esse agente 7 tenha as mesmas informacgdes sobre 0 mundo em z e em y, de
forma que os dois mundos sejam indistinguiveis para esse agente. Em outras palavras,
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considerando cada R; como sendo uma relacéo de equivaléncia, isso corresponde a situ-
acao em que, em um estado wy, 0 agente 7 considera w, possivel se ele tem a mesma infor-
macéao tanto em wy como em wy. Esse tipo de situacdo surge frequentemente em sistemas
distribuidos e em aplicacdes de economia. Entretanto, também é possivel considerar re-
lacGes de possibilidade com outras propriedades, por exemplo, reflexiva e transitiva, mas
n&o simétrica.

Formalmente, uma estrutura de Kripke M é uma tupla (W, (R;);ca,v), onde W é
um conjunto de estados ou mundos possiveis, v € uma interpretacdo que associa com
cada estado em 1/ um conjunto de proposi¢Oes primitivas que sejam verdadeiras naquele
estado. Isto €, v é uma funcdo do conjunto de estados ou mundos possiveis W para o
conjunto das partes do conjunto de proposi¢des primitivas ®, ou seja, v : W — P(®). E
R; € uma relacdo de equivaléncia sobre W, para cada agente i € A. O modelo seméntico
dado a seguir é definido em termos dessas estruturas de Kripke.

Defini¢do 2.2 (Modelo) Um modelo M = (W, (R;);ca, v) da logica multimodal £ 5 com
0 conjunto A de n agentes € uma tupla especificada por trés elementos: um conjunto W/
de mundos; um conjunto de relagdes de acessibilidade R; sobre W(R; C W x W), uma
paracada i € A; e uma fungdo de rotulacdo v : W — P(P).

Exemplo 2.10 Modelo de Kripke ilustrado na Figura 2.1, sem mostrar os lagos reflexivos
e 0s arcos transitivos:

M = (W = {w,ws, w3, wy, ws, ws },
Ry = {(w1,wa), (w1,ws), (w3, wa), (s, ws), (w1, w1), (wa, wa), (w3, w3),
(wa, wa), (w5, ws), (W2, w1), (W3, w1), (W2, wa), (W5, wa), }
Ry = {(w1,w3), (s, ws), (w1, w1), (w3, w3), (wa, ws), (W5, ws), (w3, w1), (ws, wa), }
R3 = {(w3,wa), (w5, ws), (wa, wa), (w3, ws), (ws,ws), (We, ws), (wa, w3), (we, ws), }
v = {(wh Q)v (w27p)7 (w27 Q)7 (w;»,,p), (w47 Q)7 (WG,p)}>

R:
p.q
2
' R3

q
1
R1, Rz R;
3
@\ R3 @6
1, R
5

o Ry, R
(O

Figura 2.1: Modelo para K745

No modelo do Exemplo 2.10, a relagdo R; captura a relacdo de possibilidade do
agente 1, isto €, intuitivamente, (x,y) € R; se 0 agente 7 ndo pode distinguir o estado = do
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estado y, conforme o seu conhecimento. Assim, se x € 0 estado atual do mundo, o agente
i consideraria y como um estado possivel do mundo, de acordo com a sua informacao
no mundo z. Conseqlientemente, pode-se dizer que R; define quais mundos o agente
i considera possiveis a partir de um mundo x. Como existe uma familia de relacbes
de acessibilidade, uma para cada agente de A, as ligacfes entre 0s mundos tém que ser
rotuladas com o nome da relagdo. Por exemplo, w; e wy estdo relacionados por R, a0
passo que w, e ws estdo relacionados tanto por R; como por R,. Como as relagdes
também sdo reflexivas, entdo deveria haver lagos em todos os mundos e para todas as
relacdes.

A seguir, sera definida formalmente a relagdo binaria = entre uma férmula e um par
(M, ) que consiste de uma estrutura M e um estado = de M. A expressdo (M, z) = ¢
é lida como “ e verdadeira no estado x da estrutura M, “(M, x) satisfaz ¢ ou “p vale
no estado x da estrutura M.

Definicdo 2.3 (Satisfatibilidade) Para um modelo M = (W, (R;);eca, v), define-se quando
uma férmula ¢ da légica L i € verdadeira em um mundo = € W via uma relagédo de sat-
isfacdo = = ¢ por inducdo na estrutura da formula :

1. (M,z) =p(parap € ®)ssep € v(x)

,x) = psse (M, z) E o

) EeApsse(Mx)f=pe (M) =y

) b= oV sse (M) = pou (M,z) o

) @ — ¢sse (M, x) |= ¢ sempre que (M, z) = ¢

) =@ > 1 sse (M, x) =1 seesomente se (M, z) = ¢

) = Kipsse, paracaday € W, R;(x,y) implica (M,y) = ¢
) = Eqyp sse, paratodososi € G, (M,x) = K;p

(M,z) = Cgpsse, paracada k = 1,2,...,vale (M, z) E ELy
onde EY significa EqEq . .. Eq (k vezes)

10. (M,z) = Dgy sse (M,y) = ¢ paratodos os y tais que (z,y) € (e R

(M
(M
(M
(M
(M
(M
(M

8 8 8 8 8 8

© o N o gD

A primeira clausula mostra como a atribuicdo-verdade v define a semantica das propo-
sicOes primitivas. As clausulas que definem a semantica dos conetivos —, A, V, — € «
sdo as clausulas padrdo da logica proposicional. A sétima clausula é destinada a capturar
a nocdo do conhecimento de cada agente, ou seja, a intuicdo de que o agente ¢ sabe
que o exatamente se ¢ é verdade em todos os mundos que i pensa que Sa0 possiveis.
Também é fato que —K;—p é verdadeira em um estado x exatamente se existe algum y
tal que (z,y) € R; e (M,y) = . Portanto, —K;—¢ € verdadeira em = se 0 agente ¢
pensa que existe algum mundo possivel onde ¢ é verdadeiro. A oitava clausula define
a semantica da idéia de que “todos no grupo G sabem um fato ", dada pelo conetivo
Ege, da maneira mais natural: Egp é valida se cada agente em G sabe que ¢, isto
é, se K;p vale para todo i € G. A nona clausula captura a definicdo “intuitiva” de
conhecimento comum, conforme ja explicado. E a ultima clausula captura a intuicao
por tras da definicdo de conhecimento distribuido, ou seja, se todos 0s agentes pudessem
“combinar seu conhecimento”, os unicos mundos que eles considerariam possiveis seriam
precisamente aqueles que estdo na intersec¢do dos conjuntos de mundos que cada um
deles individualmente considera possiveis a partir de um determinado mundo. Em outras
palavras [HM92], se algum agente sabe que um mundo = ndo é o mundo real, entdo
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alguém bem informado sobre tudo o que cada um dos agentes do grupo sabe saberia disso
também, e consideraria possiveis somente 0s mundos que todos o0s agentes consideram
possiveis a partir daquele mundo inicial.

Os operadores K;, Eq, Cq e D¢ sao conetivos “box-like”, no sentido de que quantifi-
cam universalmente certas relagdes de acessibilidade. Em relagéo a C'; e D¢, pode-se
definir as relages correspondentes a esses conetivos, R, € Rp., respectivamente, em
termos das relagbes R;. A relacdo Rp,(x,y) é uma relagéo de equivaléncia e é definida
como a intersecgdo das relagdes R; de todos 0s i € G, ou Seja, 0S termos x e y represen-
tam todos os pares de mundos possiveis que pertencem a essa interseccdo [HUT2000]. A
relacdo R, (x,y) € uma relacdo de equivaléncia e é definida como no Lema 2.1 a seguir,
ou seja, diz que y representa todo e qualquer mundo G-atingivel a partir de z.

No caso de um unico agente (isto é, n = 1), o conhecimento distribuido s6 reduz
0 conhecimento, ou seja, vale a propriedade Do = K;p. Se 0 conhecimento dis-
tribuido D¢ € considerado como o conhecimento que 0s agentes teriam juntando o seu
conhecimento individual, as propriedades que se auto-sugerem sdo K;po — Dgyp, para
ieG={1,....,n}; (DepNDg(p — 1)) — Dgip;eanpartirde = (¢ A...Ay,) — o,
infere-se - (K1¢y A ... A Ky1b,) — Dgop.

2.3.1 Definicao Alternativa de Conhecimento Comum

Uma definicdo de conhecimento comum que pode ser mais Gtil do que a mencionada
anteriormente é aquela que define um estado y como sendo alcancavel a partir de um
estado x em k passos (k > 1) se existem estados ¢, 1, ...,z taisque zo = x,xx =y €
existe um agente i; de G, tal que, para qualquer jtalque 0 < j < k—1, (z;, z;41) € Ry,.
Diz-se, entdo, que y é atingivel a partir de = se y € atingivel a partir de z em k passos
para algum numero de passos k& > 1.

Esta definicdo de conhecimento comum tem uma interpretacéo interessante da teoria
dos grafos: o estado y € atingivel a partir do estado x exatamente se existe um caminho
a partir de x até y no grafo que representa as relacdes de acessibilidade como arcos entre
0s mundos (vértices) de cada um dos agentes do grupo G.

Essa definicéo, formalizada pelo Lema 2.1 [HM92], oferece outra maneira de pensar
sobre o conhecimento comum, pois, supondo que foi definida a relagéo Rp, = R;U...U
R, e que se define R, como sendo o fecho transitivo de Rg,, entdo (M,z) F Eqp
sse (M,y) F  para todos os y tais que (z,y) € Rg, e (M,z) E Cgp sse (M,y) F
© para todos os y tais que (z,y) € Rc,. Portanto, as modalidades E. e C; podem
ser vistas como correspondentes ao conhecimento de dois individuos artificiais, segundo
[FAG95], cujas relagdes de possibilidade entre os mundos séo definidas por Rg,, e Rc,,
respectivamente.

Lema 2.1 [HM92], [FAGI5].
1. z | EL sse, para todos os y que sejam G-atingiveis a partir de = em k passos,
vale y = .
2. © = Cgp Sse, para todos os y que sejam G-atingiveis a partir de z, vale y = .

O Lema 2.1, provado em [HM92], é Gtil para responder questdes sobre formulas que
envolvem os operadores epistémicos Eg e Cg. Seja M = (W, (R;)ica,v) Um mod-
elo para Lx e x,y,wy, ws, ..., wx_1 € W. Diz-se que y é G—atingivel em £k passos
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a partir de = se ha z, wy,ws, ..., w,_1,y € W tais que, para todos os agentes i € G,
xRiwlRiwg ce. szk—ley

As propriedades mais importantes dos operadores modais E e Cg sdo capturadas
no Teorema 2.1. A primeira propriedade é, claramente, derivada diretamente da prépria
definicdo do operador episttmico E (“todo mundo no grupo G sabe um determinado
fato™). Ja a Gltima propriedade enunciada no teorema é a chamada Regra de Inducéo.

Teorema 2.1 Paratodas as formulas ¢, € L, estruturas M e conjuntos G C A, G =
{1,2,...,n}, vale:

1. ME Egp« (KipA...NKyp),
2. M E Cgp < Eg(p A Cap),
3.se MEF @ — Eg(Ayp)entdo M F ¢ — Ca.

As duas propriedades de C descritas no Teorema 2.1 sdo muito importantes na
pratica. O fato de que Cgp <« Eg(e N Cgyp) diz que Cp pode ser visto como uma
solucéo da equacéo de ponto fixo X < Eq(¢ A X), 0 que diz, intuitivamente, que o co-
nhecimento comum de  vale em uma situacdo em que todos no grupo sabem que ¢ vale
e que eles estdo nessa situagdo. Em termos praticos, considerar o conhecimento comum
como uma conjuncdo infinita ndo informa como o conhecimento comum surge, entdo
esse ponto de vista ajuda a explicar como o conhecimento comum de  pode surgir sem
que os agentes aprendam cada um dos fatos E}¢, EZ¢, ... um por um. De fato, Cayp
é a maior solucgdo dessa equacdo de ponto fixo, na qual ele esta implicado por todas as
outras solucdes [HM92]. Isso é mostrado pelo Teorema 2.1, que oferece uma definicdo
alternativa de conhecimento comum como o ponto fixo maximo de E¢ (¢ A z), definicéo
formalmente equivalente a definicdo de conhecimento comum como uma conjuncao in-
finita, porém mais natural. Outra vantagem dessa definicdo é o fato de que modificacdes
sutis nela fazem surgir estados de conhecimento correspondentes a formas Gteis de coor-
denacdo (ndo simultanea) [HM92].

Embora C seja um operador “infinitario”, as propriedades descritas no teorema ante-
rior sdo suficientes para caracteriza-lo completamente. Tambem se pode afirmar [FAG95]
que, mesmo quando o conhecimento comum n&o é atingivel, algumas aproximagdes do
conhecimento comum, mencionadas por [HM92], sdo atingiveis e podem ser substituidas
pelo conhecimento comum em situagdes praticas.

2.4 Propriedades

Uma maneira de caracterizar as propriedades da interpretagdo do conhecimento que é
interessante para o trabalho aqui descrito é caracterizar as formulas que sdo validas: aque-
las que sdo verdadeiras em qualquer estado de qualquer estrutura. Para tanto, definem-se
0s conceitos de validade e satisfatibilidade de formulas e, a seguir, sdo apresentadas as
principais propriedades que caracterizam o conhecimento, tendo por base a apresentagao
de [HM92] e [FAG95]. Também se discute a adequacdo dessas propriedades de acordo
com a abordagem adotada para este trabalho.

Definicdo 2.4 (Validade e satisfatibilidade) Dada uma estrutura ou modelo M = (W,
(R;)ica,v) para a logica do conhecimento L, diz-se que:
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e uma férmula ¢ dessa linguagem é vélida no modelo M (o0 que se escreve M |= ),
se (M, z) = ¢ para qualquer estado x € W (i.e. ¢ € verdadeira em cada mundo
possivel do modelo);

e uma formula ¢ é satisfativel no modelo M se (M, z) | ¢ para algum estado
zeW;

e um frame F' = (W, (R;);ca) baseado em M (i.e., cujos conjunto W de estados e
conjunto de rela¢bes R; sdo os mesmos do modelo M) satisfaz uma férmula ¢ (0
que se escreve F' = o) se, para cada fungdo de rotulagdo v e cada mundo = € W,
vale (M, x) | .

e uma formula ¢ é valida em um modelo M sse —p ndo é satisfativel em M.

A lbgica epistémica da linguagem Ly é a variante multimodal do sistema K745,
definida em [GAB2003], a qual contém as propriedades da onisciéncia légica, da con-
sisténcia do conhecimento, da introspecc¢do positiva e da introspeccdo negativa, que sao
formalizadas por axiomas ldgicos (K, T, 4 e 5, respectivamente). Para apresentar as pro-
priedades do conhecimento utilizadas nesta abordagem, assumem-se as relagfes de pos-
sibilidade R; (e, consequientemente, R, e Rp.) como sendo relagdes de equivalén-
cia, pois a semantica da ldgica K745 considera apenas relacbes com essa propriedade,
como ja discutido. Segundo [HM92], Kripke mostrou que, impondo essas condi¢fes sim-
ples sobre as relagdes de possibilidade R;, as formulas validas das estruturas resultantes
serdo exatamente as formulas provaveis de K7'45. Os axiomas de K745 realmente cap-
turam uma interpretacé@o interessante do conhecimento apropriado para raciocinar sobre
sistemas distribuidos [HM92]. Como o nome da légica indica, o sistema K745 e formado
pelos axiomas K, T, 4 e 5. Esses axiomas caracterizam algumas propriedades de interesse
para o raciocinio sobre o conhecimento, juntamente com as propriedades especificas dos
operadores epistémicos K;, Fq, Cq, D¢ € da propria relagdo de satisfatibilidade.

As propriedades que serdo consideradas — o Axioma da Distribuicdo, 0 Axioma do
Conhecimento, os Axiomas da Introspeccdo Positiva e Negativa e a Regra da Generali-
zacdo do Conhecimento — foram estudadas com certa profundidade na literatura e, por
razdes histdricas, o seu conjunto € chamado algumas vezes de S5 ou, fazendo referén-
cia aos nomes dos axiomas que as expressam, K745, como ja foi comentado. Essas
propriedades caracterizam completamente a definicdo de conhecimento utilizada neste
trabalho. Modificando-se as caracteristicas das relagbes R;, obtém-se no¢des de conhe-
cimento que satisfazem propriedades diferentes das que sé&o utilizadas para os objetivos
deste trabalho. Por exemplo, caso se considerem somente relagdes R; reflexivas e transi-
tivas, mas nao necessariamente simétricas, mantém-se as propriedades de consisténcia do
conhecimento e introspeccao positiva, mas ndo se mantém a propriedade de introspeccao
negativa. Cada uma das propriedades K745 é aqui enunciada e, a seguir, analisada con-
forme a sintaxe e a semantica da linguagem, que foram apresentadas nas se¢des anteriores.

24.1 Generalizagdo do Conhecimento

O seguinte teorema captura algumas das propriedades formais da relacéo de satisfati-
bilidade |-:

Teorema 2.2 [HM92] Para todas as formulas o, € L, estruturas M e agentes i =
1,...,n,
1. se ¢ é uma instancia de uma tautologia proposicional, entdo M ¢,
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2.se M l=peM ¢ — 1, entdo M E o,
3. se M = p,entdo M | K;p.

As partes (1) e (2) seguem imediatamente do fato de que a interpretacdo de A e de —
na definicdo de = é a mesma que no calculo proposicional. Para a parte (3), se M = ¢,
entdo (M, y) = ¢ para todos os estados y do modelo M. Em particular, para qualquer
estado x fixado de M, segue que (M, y) |= ¢ para todo y tal que (x,y) € R;. Portanto,
(M, x) = K;p paratodos os estados x em M, e portanto M = K;e. Mais formalmente,
se (M,x) = Ky, entdo, para todos os y tais que (z,y) € R;, vale (M,y) = ¢. Como
K, é reflexiva, segue que (z,z) € R;, entdo, em particular, (M, x) = ¢ [HM92].

Essas propriedades evidenciam que a definicdo de conhecimento adotada assume que
0s agentes sdo, de acordo com [FAG95], “pensadores poderosos”, pois sabem todas as
férmulas que séo validas em uma dada estrutura. Se ¢ é verdadeira em todos 0s mundos
possiveis de uma estrutura M, entdo ¢ deve ser verdadeira em todos os mundos que um
agente considera possiveis em qualquer mundo dado em M, e, portanto, € 0 caso que K ;¢
é verdadeira em todos os mundos possiveis de M [HM92].

A partir disso, pode-se deduzir que, se ¢ é vdlida, entdo K;p também é. Convém
observar que essa regra € muito diferente da formula ¢ — K;p, que diz que, se ¢ é
verdadeira (é uma férmula que expressa um fato verdadeiro), entdo o agente i sabe ¢ (sabe
desse fato). Um agente ndo necessariamente conhece todas as coisas que sdo verdadeiras.
Entretanto, os agentes realmente sabem todas as formulas validas. Intuitivamente, essas
sdo as férmulas que sdo necessariamente verdadeiras (ou seja, verdadeiras em qualquer
mundo possivel da estrutura), em oposicdo as formulas que s6 sdo verdadeiras em um
dado mundo.

2.4.2 Onisciéncia

Uma propriedade importante da definicdo de conhecimento utilizada neste trabalho é
que cada agente sabe todas as conseqléncias l6gicas do seu conhecimento. Esse fend-
meno é conhecido na literatura como onisciéncia logica.

(K) Ki(p — ) — (Kip — Kinb) ou
(Kilp =) N Kip) — K

Se um agente sabe ¢ e sabe que ¢ implica ¢, entdo tanto ¢ como ¢ — 1 s@o ver-
dadeiras em todos os mundos que ele considera possiveis. Entdo ) deve ser verdadeira
em todos os mundos que 0 agente considera possiveis, entdo ele também deve saber .
Segue que F (K;o A Ki(p — ) — K.

Mais formalmente, se (M, xz) E K;o A K;(p — 1), entdo, para todos os estados y tais
que (z,y) € R;, valem (M,y) F pe (M,y) F ¢ — 1. Pelalogica proposicional, segue
que (M, y) E « para todos o0s y nessas condi¢des, e portanto (M, z) E K.

Essa férmula vale para todas as relacdes de possibilidade, ndo importando suas carac-
teristicas, ou seja, € um axioma de qualquer légica modal definida, devido a essa carac-
teristica, como “l6gica modal normal”. Também vale para todos 0s conetivos epistémicos
K;,Eq,Cqe Dg,ondei € GeG C A, oque significa que todos os diferentes “niveis”
do conhecimento sdo fechados sob a consequéncia (ou implicacdo) logica.

Esse axioma € conhecido como K por ser valido em todas as estruturas de Kripke.
Também é chamado de Axioma da Distribuicdo, pois permite distribuir os operadores



24

epistémicos sobre a implicagdo. Todas as logicas epistémicas contém esse axioma para
qualquer agente e séo fechadas sob a regra de necessitagdo ¢/ K;yp, 0 que significa, em
particular, que os agentes sabem todas as tautologias da Idgica classica.

2.4.3 Consisténcia do Conhecimento

Outra propriedade importante € que tudo o que um agente sabe é verdadeiro. Embora
um agente possa nao saber fatos que sdo verdadeiros, acontece que, se um agente sabe
um fato, entdo esse fato é verdadeiro. Este fendmeno é conhecido na literatura como
consisténcia do conhecimento.

(T) Kip —p,i=1,....n

O axioma do conhecimento declara que somente fatos verdadeiros podem ser con-
hecidos, ou seja, diz que um agente sabe apenas coisas que sdo verdadeiras. Este € um
axioma do sistema logico 7', devido ao fato de representar a verdade (Truth) do que € con-
hecido. Vale para todos os conetivos epistémicos K;, Eqg,Cqa, Dg,onde: € Ge G C A,
0 que significa que todos os diferentes “niveis” do conhecimento tém a propriedade da
consisténcia ou verdade [FAG95].

Este axioma é valido em todas as estruturas em que a relacéo de possibilidade é reflex-
iva, ou, em um sentido mais preciso, este axioma segue do fato de que as relacbes R; (e,
conseqlientemente, R¢,, e Rp,) sdo reflexivas. Semanticamente, ha uma conexéo entre
este axioma e a reflexividade. Essa propriedade segue do fato de o mundo real ser sempre
um dos mundos que o agente considera possivel. Se K; vale em um mundo particular
x, entdo o é verdadeiro em todos os mundos que o agente 7 considera possiveis, entao,
em particular, é verdadeiro em z. Isto ¢, se x € um mundo em uma estrutura com todas as
relagdes de possibilidade sendo reflexivas, entdo o agente  deve considerar = como sendo
um dos seus mundos possiveis a partir do proprio mundo x. Portanto, se 0 agente 7 sabe
© em z, entdo ¢ deve ser verdadeiro em z; isto €, (M, z) = K;p — .

Assim, as relagdes R; (e Rc, € Rp,) devem ser reflexivas, ou seja, 0 mundo x poderia
ser 0 mundo atual de acordo com o conhecimento do agente « no mundo z. Em outras
palavras, 0 agente 7 ndo pode saber que as coisas sdo diferentes de como elas realmente
sdo — isto é, i ndo pode ter conhecimentos falsos. Essa é uma propriedade desejavel para
as relacbes R; (e Rc. e Rp.). Além disso, a mesma intuicéo (isto é, a impossibilidade de
se ter conhecimento falso) valida a férmula K; — . Por isso, a validade dessa formula
e a propriedade da reflexividade estdo estreitamente relacionadas.

Essa propriedade, chamada tanto de Axioma do Conhecimento como de Axioma da
Verdade (para o conhecimento), tem sido tomada pelos fildsofos como a maior distin¢ao
entre 0 conhecimento e a crenca. Assim, isto é considerado usualmente como a pro-
priedade essencial que distingue o conhecimento da crenca: um agente ndo pode saber
um fato que é falso, embora possa acreditar no mesmo fato.

2.4.4 |Introspeccao Positiva

Mais uma propriedade importante € a capacidade que um agente tem de saber quais
fatos ele proprio sabe. Este fendmeno é conhecido na literatura como introspec¢éo posi-
tiva.

4 Kip — K;K;p,parai=1,...,n
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O axioma da introspecc¢ao positiva declara que os agentes podem ter relacionada ao
seu conhecimento. Intuitivamente, ele declara que, se um agente sabe alguma coisa, ele
sabe que sabe isso. Segundo esse axioma, um agente € introspectivo no sentido de que
pode olhar para sua base de conhecimentos e saber quais fatos ele sabe.

Este axioma vale para os conetivos epistémicos K;,Cg e Dg,ondei € Ge G C A, 0
que significa que a propriedade de introspecgéo positiva é valida para todos esses “niveis”
do conhecimento. Intuitivamente, essa propriedade ndo vale para o conetivo F s, pois ndo
€ 0 caso que, se todos em um grupo sabem um fato, todos no grupo sabem que todos no
grupo sabem disso.

A Introspecgéo Positiva corresponde a caracteristica de transitividade das relagdes de
possibilidade entre os mundos. Este axioma é valido em todas as estruturas em que a
relacdo de possibilidade € transitiva.

Para apresentar a propriedade da Introspeccéo Positiva, as relagdes R; devem ser tran-
sitivas, ou seja, se um mundo y é um mundo possivel de acordo com o conhecimento de
um agente s em um mundo x, € um mundo z é possivel de acordo com o conhecimento
do agente no mundo y, entdo z é possivel de acordo com o conhecimento do agente em
x. 1sso parece ser verdade, mas supondo que ndo seja verdade, isto €, em x, i soube algo
que impede z de ser o mundo real. Entdo 7 saberia que sabe isso em x; portanto, saberia
algo em y que impede z de ser o mundo real; 0 que contradiz a premissa.

Mais formalmente, supondo que (M,z) | K;p, considera-se qualquer y tal que
(z,y) € R;equalquer z tal que (y, z) € R;. Como R; é transitiva, vale (z, z) € R;. Como
(M,x) = K;p, segue que (M, z) = . Portanto, para todo y tal que (x,y) € R;, vale
(M,y) &= K;p. Portanto (M, x) = K;K;p. Neste argumento, a base foi a introspec¢édo
positiva, isto é, a formula K;p — K;K;p. Como foi visto, existe uma correspondéncia
muito proxima entre a transitividade de R; e a validade dessa formula [FAG95].

245 Introspeccao Negativa

Outra propriedade importante é a capacidade que um agente tem de saber quais fatos
ele proprio ndo sabe. Este fendmeno é conhecido na literatura como introspecgdo nega-
tiva.

(5) Ko — K;~K;p,parai=1,....n

O axioma da introspeccao negativa também declara que os agentes podem ter intros-
peccéo relacionada ao seu conhecimento. Intuitivamente, ele declara que, se um agente
nao sabe alguma coisa, ele sabe que ndo sabe isso. Segundo esse axioma, um agente é
introspectivo no sentido de que pode olhar para sua base de conhecimentos e saber quais
fatos ele néo sabe.

Este axioma vale para os conetivos epistémicos K;,Cs e Dg,ondei € GeG C A, 0
que significa que a propriedade de introspecc¢do negativa é valida para todos esses “niveis”
do conhecimento. Intuitivamente, essa propriedade ndo vale para o conetivo F s, pois ndo
€ 0 caso que, se todos no grupo ndo sabem um fato (ou seja, ninguém no grupo sabe esse
fato), todos no grupo sabem que todos no grupo nao sabem disso.

A Introspecgdo Negativa (Axioma 5) corresponde a caracteristica de as relagdes de
possibilidade entre os mundos serem Euclideanas (ou simétricas e transitivas simultanea-
mente), pois este axioma é valido em todas as estruturas em que a relacédo de possibilidade
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é Euclideana, como mostra um raciocinio semelhante ao exibido para o Axioma da In-
trospeccéo Positiva [FAG95].

Supondo que (M, z) = —K;p, entdo, para algum z com (z,z) € R;, deve-se ter
(M,z) E —¢. Supondo que y é tal que (z,y) € R;, vale que, como R; é simétrica,
(y,x) € R;, e como R; é transitiva, deve-se ter também (y, z) € R,. Portanto, segue que
(M,y) = —K;p e, como isso é verdade para todos os y tais que (x,y) € R;, obtem-se

2.4.6 Conhecimento Comum

Como foi visto, 0s axiomas correspondentes ao Axioma do Conhecimento, ao Axi-
oma da Distribuicdo, ao Axioma da Introspeccdo Positiva e ao Axioma da Introspeccao
Negativa todos valem para o operador do conhecimento comum (C').

Além disso, 0 conhecimento comum entre um grupo de agentes implica conhecimento
comum entre qualquer de seus subgrupos, isto é, Cop — Carp se G C G'.

O axioma do ponto fixo Cgp < Eq(p A Cgp) diz que o conhecimento comum de ¢
é valido exatamente quando o grupo GG estd em uma situacéo particular na qual todos em
GG sabem que ¢ € valido e que o conhecimento comum de ¢ é valido. Segundo [FAG95],
esta é a propriedade-chave do conhecimento comum que o torna um pré-requisito para
concordancia e coordenagdo. Mais formalmente, o Axioma do Ponto Fixo diz que Cqp
pode ser visto como um ponto fixo da funcéo f(x) = E¢ (¢ Ax), que mapeia uma formula
x paraaformula Eq (¢ A z).

A regra que diz que “a partir de ¢ — Eg(¢ A1), infere-se ¢ — Cg1p”, ja enunciada,
oferece uma técnica para verificar que o conhecimento comum é véalido em uma certa
situacdo ou estrutura. Para todas as estruturas M, se M F ¢ — Eqg(¢ A ¢), entdo
M E ¢ — Cgv. Como foi comentado, essa regra é frequentemente chamada de Regra
de Inducdo. A razéo para 0 seu nome é que uma vez que se saiba que ¢ — Eg(p A1) é
valida, entdo é possivel mostrar, por indugdo sobre &, que ¢ — E&(p A1) é valida para
todo k, a partir do que se pode concluir que ¢ — Cg) é valida. A prova de que ela vale
mostra por qué: o antecedente apresenta a condicdo essencial para provar, por inducao
sobre k, que ¢ — E* (1 A ) é valida para todo k.

As provas formais de que essas propriedades realmente valem para esses sdo dadas
por [HM92] e [FAG95]. Essas propriedades do conhecimento comum caracterizam com-
pletamente todas as propriedades relevantes da nocdo de conhecimento comum adotada
neste trabalho.

2.4.7 Conhecimento Distribuido

O conhecimento distribuido também satisfaz todas as propriedades do conhecimento,
como Distribuicdo, Consisténcia, Introspeccdo Positiva e Introspeccdo Negativa, e tem
ainda duas outras propriedades.

O conhecimento distribuido de um grupo de tamanho um (isto €, n = 1, um conjunto
de apenas um agente) é o mesmo que o préprio conhecimento original, no sentido de que
o conhecimento distribuido so reduz o conhecimento. Ou seja, vale D¢ < K¢, para
1=1,...,n.

Quanto maior o subgrupo, maior o conhecimento distribuido daquele subgrupo, entédo
valeF Dgyp — Darpse G C G'.
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Foi visto anteriormente que uma regra de deducdo do conhecimento distribuido para
um sistema de deducéo axiomatico é: “a partir de - (3 A ... A ,) — ¢, infere-se
F (Klwl VANPIRAWAN ann) - D(;(,D”.

A prova de que todas essas propriedades do conhecimento distribuido sdo validas é
dada por [HM92] e [FAG95]. Essas propriedades do conhecimento distribuido carac-
terizam completamente todas as propriedades relevantes da nogéo de conhecimento dis-
tribuido adotada neste trabalho.

2.4.8 Comentarios sobre as Propriedades do Conhecimento

Nos livros e trabalhos sobre Filosofia, encontra-se grande quantidade de discussdes
sobre quais axiomas verdadeiramente caracterizam o conhecimento [HM92]. As apre-
sentacOes das propriedades do conhecimento feitas em [HM92] e em [FAG95] séo inter-
caladas por relatos dessas aparentemente interminaveis discussoes travadas por filésofos
sobre a adequacéo e a aplicabilidade de cada um dos axiomas a funcdo de modelar o
conhecimento de agentes, tendo como base o conhecimento humano.

Alguns autores ([HM92]) consideram até que ponto essas logicas epistémicas real-
mente capturam as no¢des comuns intuitivas sobre conhecimento, e concluem que ha
muitas no¢des Uteis sobre o conhecimento, sendo que algumas delas sdo capturadas por
essas logicas, e outras ndo. As investigacdes de [HAL95] e de muitos artigos da literatura
filosofica discutem a adequacdo dos axiomas dessas logicas e indicam que a nocao de co-
nhecimento baseada na abordagem dos mundos possiveis sugere uma visdo dos agentes
como “pensadores ou conhecedores ideais”. Estes sabem todas as formulas validas da
I6gica classica (I6gicas fechadas sob a regra de necessitacdo), assim como todas as con-
sequéncias légicas de seu conhecimento (Axioma do Conhecimento), e sdo capazes de
fazer introspecc¢ao positiva e negativa, embora isso seja rejeitado por muitos filésofos.

Essas propriedades sdo rejeitadas por nao corresponderem a um modelo realistico para
uma base de conhecimento que é limitada em termos de tempo de computacéo e espaco
em memdria que pode usar, nem para modelar agentes humanos, embora possa talvez ser
aceitavel como uma primeira (ou a melhor) aproximacéo possivel para muitos propdsitos
de modelagem do comportamento dos sistemas multiagentes. Por outro lado, os axiomas
de K'T'45 realmente capturam uma interpretacéo interessante do conhecimento apropriado
para raciocinar sobre sistemas distribuidos [FAG95], como é exemplificado a seguir.

Exemplo 2.11 [HM92] Considerando-se um processador em um dado sistema distribuido
que recebe um certo conjunto de mensagens (ou um robd que observa um certo conjunto
de eventos), percebe-se que existem varios estados globais do sistema (“mundos pos-
siveis™) que sdo consistentes com o fato de o processador ter recebido essas mensagens
(ou de o robo ter feito essas observacdes). Pode-se dizer que o processador sabe ¢ nesse
caso se € verdadeira em todos esses estados globais. Essa é uma interpretacdo ““ex-
terna” do conhecimento, que ndo exige que um processador faca qualquer raciocinio
para obter conhecimento, nem mesmo esteja “ciente” desse conhecimento. Essa inter-
pretacéo do conhecimento precisamente satisfaz os axiomas de K745 e se mostra muito
atil na pratica.
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3 LOGICA DEDUTIVA ROTULADA DO CONHECIMENTO

Este capitulo apresenta as nocGes basicas e a sintaxe de um sistema de deducéo rotu-
lado para logicas do conhecimento no estilo de deducéo natural. Além da teoria logica, é
definida uma algebra de rotulacdo, que representa as propriedades que diferenciam uma
I6gica da outra. Essas defini¢es sdo baseadas na proposta de [GAB96], [BRO2004] de
sistemas dedutivos rotulados uniformes.

Segundo [RUS95], [GAB96], [BRO2004], uma das limitagdes da formalizagdo chama-
da de implicita para l6gicas modais é o fato de que as hipoteses (e as teorias modais em
geral) sdo avaliadas em apenas um mundo, o0 mundo atual. O sistema de deducéo rotulado
modal proposto em [RUS95], [BRO2004] e aqui adaptado para as l6gicas do conheci-
mento K745 generaliza a nogdo de um mundo atual Unico. As formulas séo associadas
com roétulos que denotam explicitamente os mundos possiveis. Os rétulos sdo termos de
uma “linguagem de rotulacao”, e as formulas séo expressas em uma linguagem da logica
modal proposicional do conhecimento £ x definida anteriormente. Essas duas linguagens
juntas definem a linguagem de deducéo rotulada do conhecimento. As defini¢cdes apre-
sentadas neste capitulo sdo inspiradas no trabalho de [BRO2004] e adaptadas para o caso
particular da l6gica do conhecimento K7'45.

3.1 Linguagem

A linguagem de rotulacdo expressa as relacOes de acessibilidade entre os mundos pos-
siveis para o conjunto de agentes. A linguagem de rotulacédo é utilizada para incluir, por
meio de seus rotulos, os diversos estados ou mundos possiveis na linguagem da logica
para o raciocinio dedutivo rotulado sobre o conhecimento. Essa linguagem é definida
como uma combinacéo entre a linguagem de rotulacdo e a propria linguagem do conhe-
cimento Lg.

Definicdo 3.1 (Linguagem de rotulacédo £;) Considerando-se um conjunto de agentes
A={1,2,...,n}, umalinguagem £ é uma linguagem de primeira ordem composta de:
um conjunto contavel de simbolos constantes wg, w1, ..., w,,...; um conjunto contavel
de variaveis x, vy, z, x1, y1, 21, - - .; um simbolo binario predicativo R; para cada agente i
do sistema; conetivos logicos A, V, =, —, «; e quantificadores V, 3.

As constantes e as variaveis de £, s&o 0s termos rasos da linguagem. No que segue, se
A1 € A sdo termos rasos da linguagem, entdo os predicados binarios da forma R; (A1, A2)
sdo formulas de £,. Adicionalmente, se ¢ e v sdo férmulas da linguagem L, entdo

(=), (e AY), (0 V), (o — ), (¢ < ¥), VA1, A1 ¢ também sdo.
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As constantes e as variaveis de £, denotam os mundos possiveis, e o predicado binario
R; formaliza as relagfes de acessibilidade entre 0s mundos possiveis para cada agente
i € A. Uma formula R;(A1, \2) de £, é lida, segundo a ldgica K745 do conhecimento
tratada neste trabalho, como o agente i considera o mundo A, possivel a partir do conhe-
cimento que ele tem no mundo A;. O conjunto de todos os termos rasos (ground terms)
de L, define o conjunto de rétulos. Como eles denotam mundos atuais e acessiveis,
as expressdes “rotulos” e “mundos possiveis” serdo usadas de maneira intercambiavel.
Essa linguagem permite que as no¢bes semanticas de estruturas de mundos possiveis de
Kripke sejam expressas sintaticamente. Por outro lado, a informacdo ldgica é expressa
na linguagem modal do conhecimento £ definida anteriormente. A combinagéo dessas
duas linguagens resulta em uma linguagem de deducdo rotulada para as logicas do conhe-
cimento.

Definicdo 3.2 (Linguagem de deducgéo rotulada do conhecimento (LDK)) Dada a lin-
guagem de rotulagdo £, e a linguagem da l6gica modal do conhecimento £ x, uma lin-
guagem de deduc&o rotulada do conhecimento (LDK) é o par ordenado (L, Lk).

Por razes referentes a teoria das provas, a linguagem de rotulacédo é estendida com
mais conjuntos de termos, que serdo usados apenas nas derivacgdes. Especificamente, trés
conjuntos de simbolos de funcdes sdo definidos. A linguagem resultante é chamada de
linguagem de rotulagéo semi-estendida.

Definicdo 3.3 (Linguagem de rotulacio semi-estendida Func(Ly, L)) Seja L, a lin-
guagem de rotulagdo e L x a linguagem do conhecimento, ambas definidas anteriormente
neste trabalho. Seja ¢4, ..., y,,... 0 conjunto ordenado de todas as férmulas bem for-
madas da linguagem Ly, seja G = {1,2,...,n} qualquer subconjunto do conjunto A
de agentes, e i qualquer agente de A. A linguagem de primeira ordem Func(Ly, Lk) é
definida como a linguagem L ;, estendida com os conjuntos de simbolos de funcées

{kim""’kis%""} {CGm""’CGwn""} {dG(Pl’”"dG(Pn’“'}

Para tanto, assume-se uma ordenacdo candnica, cuja existéncia segue da defini¢do in-
dutiva normal de formula bem formada na linguagem L . Os termos da linguagem de ro-
tulagdo Flunc(Ly) construidos usando os simbolos funcionais ;, , cc, € dg,, exercem
papéis particulares: para cada mundo possivel \ e para cada formula modal cp, termos
dessas formas podem ser pensados como referentes a qualquer mundo arbitrario associ-
ado especificamente com . Esses termos serdo usados sempre que as nogdes semanticas
de Kripke da forma “para todos 0os mundos possiveis...” precisarem ser expressas. Es-
pecificamente:

e Otermo k;, (/\) refere-se a qualquer mundo (um mundo arbitrario) relacionado di-
retamente com 0 mundo atual A, ou seja, qualquer mundo com que \ esteja rela-
cionado via a relagdo R; do agente em quest&o.

e 0 termo cg,, (M) refere-se a qualquer mundo (mundos arbitrarios) relacionado ao
mundo A via a relagdo R¢,, ou seja, qualquer mundo G-acessivel a partir do mundo
A

e otermodg, (/\) refere-se a qualquer mundo (mundo arbitrario) relacionado a A via
a relacéo RDG, ou seja, qualquer mundo relacionado a A que esteja na interseccao
das relagbes R; dos agentes do conjunto G.
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Apesar desses usos especificos, formalmente, k;_(A),cq,(A) € dg, (M) sdo apenas
termos de Func(Ly) e, dentro de um modelo particular, podem referir-se a0 mesmo
mundo possivel. Por razdes de clareza, os indices 7 (agente) para k;,()), e G (conjunto
de agentes) para cq, (\) e para dg, () serdo omitidos quando forem claros a partir do
contexto. O conjunto de todos os termos rasos de Func(L, L) define o conjunto de
rétulos.

3.2 Algebra

As diferentes propriedades da relacdo de acessibilidade R; sdo formalizadas sintati-
camente em um sistema de deducéo rotulado por uma axiomatizagdo de primeira ordem
chamada de algebra de rotulacdo, a qual é escrita na linguagem de rotulacdo £, e €
denotada por A. A metodologia de Sistemas Dedutivos Rotulados (Labelled Deductive
Systems) desenvolvida por [GAB96], [BRO2004] permite que a nocao de algebra de rotu-
lacdo capture uma classe de estruturas de Kripke, o que permite a formalizacao de diversas
I6gicas, conforme a aplicacdo que se tem em vista. Essa caracteristica contribui para a
uniformidade dessa abordagem, pois 0 mesmo framework pode ser utilizado para outras
axiomatizacOes, bastando alterar a algebra de rotulacéo, incluindo ou excluindo axiomas.
Define-se aqui a algebra de rotulacdo que captura as propriedades semanticas basicas da
I6gica do conhecimento descrita no capitulo anterior.

Definicdo 3.4 (Algebra de rotulagdo .A) Uma algebra de rotulacio A para a ldgica do
conhecimento K'7'45 é uma teoria de primeira ordem, escrita na linguagem de rotulacéo
L1, dada pelos seguintes axiomas:

(T) Vz(Ri(z,x))

(4) Va,y, 2((Ri(x,y) A Ri(y, 2)) — Ri(z, 2))

() Va,y, 2((Ri(x,y) A Ri(z, z)) — Ri(y, z))

Os axiomas que compdem a algebra de rotulacéo definida para as Idgicas do conhe-
cimento correspondem as propriedades das relacBes de possibilidade entre os mundos
possiveis da estrutura semantica adotada neste trabalho para modelar o conhecimento.
Assim, as relacOes séo reflexivas (axioma T'), transitivas (axioma 4) e Euclideanas (axi-
oma 5). Exemplos de algumas das outras algebras de rotulacdo mais fregiientemente
referenciadas na literatura sdo dados na Tabela 3.1. (As relacdes R podem ser, no caso da
l6gica tratada neste trabalho, R;, Rc, ou Rp,,.)

Tabela 3.1: Exemplos de algebras de rotulacdo
Nomes | Algebras de Rotulacio
Ar {VzR(z,x)}
Aga {VzR(x,x),
vr,y, 2((R(z,y) A R(y, 2)) — R(x,2))}
Aka {VZL‘,y,Z((R(I‘,y)/\R(y,Z)) - R(ZL’, Z))}
Axp {VxIyR(z,y)}
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3.3 Sintaxe

A linguagem de deducéo rotulada do conhecimento (LDK) facilita a formalizagéo
de dois tipos de informac&o: o que é valido em mundos possiveis particulares; e quais
mundos estdo relacionados com quais outros e quais ndo estdo [BRO2004].

Duas entidades sintaticas diferentes sdo definidas para capturar esses dois aspectos da
linguagem. S&o chamadas, respectivamente, de unidades declarativas e R-literais. Uma
unidade declarativa € um par separado por dois-pontos da forma “férmula modal : ro-
tulo”, expressando que uma determinada formula modal é verdadeira em um determinado
mundo possivel. Em um sentido bastante geral, o simbolo “:” entre os dois componentes
pode ser considerado como uma espécie de predicado “E valida em”. (Essa interpre-
tacdo serd refletida na seméantica.) O componente rotulo é um termo raso da linguagem
Func(Lyp, Lk), e 0 componente formula modal € uma formula da linguagem da l6gica
modal do conhecimento L. Essa € a Unica entidade sintatica que combina as duas en-
tidades da linguagem de deducéo rotulada do conhecimento, e é formalmente definida
como segue.

Defini¢do 3.5 (Unidade declarativa) Dada a linguagem (L, L), uma unidade declara-
tiva é um par ¢ : A onde A é um termo raso de Func(Ly, Lk), e ¢ € uma formula de L.
As unidades declarativas séo pares de uma fungdo que mapeia rétulos (termos rasos da
linguagem Func(Ly, Lx)) para conjuntos de formulas da linguagem L x, que denotam
as formulas verdadeiras em cada rotulo, como sera formalizado adiante.

Uma unidade declarativa é dita atbmica se o componente férmula modal for uma
formula atdmica. No caso proposicional, considerado aqui, isso significa que a formula
¢ apenas uma letra proposicional (uma declaracdo que ndo envolve os conetivos 16gi-
cos, nem os operadores epistémicos da linguagem L ;). Exemplos de unidades atbmicas
proposicionais sdo ¢ : w; € p : ws. Unidades declarativas arbitrarias incluem formulas
bem formadas arbitrarias, por exemplo, K;q : ws € ¢ — 7 : ws.

Um R-literal é qualquer literal raso da linguagem Func(L, L) da forma R(Aq, A2)
ou = R(A1, A2), onde A\; e A\, séo rotulos. Férmulas dessas formas (cuja relacdo pode
ser R;, Ro., ou Rp,) expressam, respectivamente, que A\, € ou ndo e acessivel a partir
de A\;. Exemplos de R-literais sdo R(w;,ws), 7 R(ws,ws) 0U R(wp,ws). Para distinguir
um R-literal de seu oposto pelo sinal, a nocdo de conjugado de um R-literal também é
apresentada.

Definicdo 3.6 (R-literal) Dada a linguagem (L, Lk ), um R-literal € um literal da forma
R(\1, A2) oudaforma—R(Aq, A2), onde \; e Ao s@0 termos rasos da linguagem Func(L
Lx). O conjugado de um R-literal A, escrito A, é definido como —R(\1, \y) se A =
R(A1,\2); ecomo R(Aq, Ag) sSe A = = R(Aq, Ag).

A sintaxe do Sistema de Deducdo Rotulado para Logicas do Conhecimento (SDK)
permite que conjuntos arbitrarios de formulas sejam associados a (diferentes) rotulos, de-
screvendo ndo s6 um conjunto inicial de suposi¢fes locais, mas permitindo que varias
teorias iniciais locais (distintas) sejam especificadas. Com a adigdo de R-literais, essas
teorias locais podem ser declaradas ou como sendo independentes (usando R-literais neg-
ativos) ou como interagindo umas com as outras (usando R-literais positivos). 1sso gera
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Figura 3.1: Diagrama

uma definicdo de uma teoria de deducdo rotulada bastante genérica [BRO2004], aplicada,
neste caso, as logicas do conhecimento.

Quando uma configuracdo de um sistema de deducéo rotulado tem, em seu diagrama,
apenas um unico rétulo, ela corresponde a no¢do tradicional de teoria local, mas a intro-
ducéo de outros rotulos e R-literais generaliza a nogdo de teoria (como um conjunto de
suposicOes locais), pois permite efetivamente a existéncia de mais de um mundo atual.
Além disso, as suposi¢cdes globais podem ser incorporadas simplesmente pela inclusao
delas em uma funcéo F () para cada rétulo A da linguagem L.

Uma teoria de deducdo rotulada modal, chamada configuracéo, é composta por dois
conjuntos de informagdes: um conjunto de R-literais e um conjunto de unidades declara-
tivas. Os conjuntos de unidades declarativas que tém os mesmos rotulos denotam teorias
modais locais associadas aquele rétulo, enquanto unidades declarativas com rétulos di-
ferentes expressam férmulas que pertencem a mundos atuais locais (possivelmente) difer-
entes. O primeiro conjunto, consistindo de R-literais, € chamado de diagrama e oferece as
informagdes “estruturais” sobre uma teoria de dedugéo rotulada modal. Neste trabalho, o
enfoque é dado as modalidades do conhecimento definidas pelos operadores epistémicos.

Definicdo 3.7 (Diagrama) Dada a linguagem (L, Lk ), um diagrama D é um conjunto
de R-literais (termos rasos de Func(Ly, Lk)).

Por exemplo, o conjunto { Ry (wy, ws), Ra(wy,ws), "R (w2, ws)} € um diagrama que
pode ser representado graficamente parcialmente como na Figura 3.1. Esse tipo de di-
agrama (conjunto) nao nos diz, por exemplo, se w; € acessivel a partir de ws ou néo.
Também n&o inclui representacdes de R-literais da forma =R (w1, ws).

3

Figura 3.2: Configuracéo

Em geral, as informacdes completas ou incompletas sobre qualquer grafo direcionado
arbitrario podem ser formalizadas como um diagrama. Uma teoria local (o conjunto de
férmulas verdadeiras em um determinado mundo possivel) pode ser atribuida a cada né
do diagrama, adicionando-se as unidades declarativas apropriadas. Por exemplo, con-
siderando o conjunto

{Ki(p = q) :wi, Eoys i w1, 8 1wa,p— ¢t wa, S ws, T — §: ws}
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junto com o diagrama dado na Figura 3.1, a teoria resultante (configuracao) também pode
ser representada graficamente como na Figura 3.2. Uma definicdo formal do conceito de
configuracdo é dada a seguir.

Definicao 3.8 (Configuracdo) Dada uma linguagem dedutiva rotulada do conhecimento
(LDK), uma configuracéo C é uma tupla (D, F) onde D é um diagrama e F é uma funcéo
do conjunto de termos rasos de Func(Ly, Lx) para o conjunto P (L) de conjuntos de
formulas de L. Cada par dessa fungdo formaliza a defini¢do de unidades declarativas.

A funcdo F é uma funcdo total que atribui um conjunto vazio aos rétulos (mundos
possiveis) para os quais ndao ha informacéao (férmulas verdadeiras), e uma teoria local ndo-
vazia aos demais. A descricao formal da configuracdo descrita graficamente na Figura 3.2
é dada na Figura 3.3.

D= {Rl (wl, a)z), Rg(wl, w;g), _|R1 (WQ, w;g)}
F(r)= {Ki(p—q),Epngs}ses =w;
{S,p—> Q} SET = wy
{s,7 — s} sexr = w3
{ '}, caso contrario

Figura 3.3: Definicdo formal da configuragdo da Figura 3.2

Uma configuracdo pode ser uma teoria infinita quando o diagrama D ¢ infinito (isto &,
a configuragdo contém um namero infinito de R-literais), ou quando, para algum rétulo
A da linguagem Func(Ly, Lk), 0 valor de F(X) € um conjunto infinito de formulas de
L (isto é, a configuracdo contém um numero infinito de unidades declarativas referentes
a \), ou quando F(\) # () para um namero infinito de termos de Func(Ly, Lr). Para
expressar qual informacdo uma configuracdo contém, a seguinte notacao sera util.

Como foi mencionado anteriormente, os simbolos de func¢éo da linguagem Func(L,
L) foram apresentados por razdes referentes as provas. Por isso, qualquer teoria de
deducdo rotulada modal especificada pelo usuario (configuracéo inicial) conterd inicial-
mente apenas simbolos constantes de Frunc(L, L) como rétulos, ao passo que as con-
figuragdes que contém termos rasos gerais de Func(Ly, L) aparecerdo principalmente
em derivacdes de provas como configuracdes inferidas, como sera esclarecido mais adi-
ante neste trabalho.

Para dar uma definicdo completa de um sistema de deducao rotulado, é necessario
especificar um conjunto de regras de inferéncia junto com a linguagem e sua algebra
de rotulacdo particular. A definicdo abaixo permite perceber que, dado um conjunto de
regras, pode-se obter sistemas de deducao rotulados diferentes, considerando-se algebras
de rotulacdo diferentes. Isso é declarado formalmente como segue.

Definicao 3.9 (Sistema de deducéo rotulado do conhecimento) Dada uma linguagem de
deducao rotulada do conhecimento LDK = (L, Lk) (com unidades declarativas e R-
literais), um sistema de deduc&o rotulado do conhecimento (SDK) é uma tupla da forma
((Lr,Lk), A R)onde A é uma algebra de rotulagéo escrita em Func(Ly, L), € R é
um conjunto de regras de inferéncia que ““geram” uma configuracéo a partir de outra.

O préximo capitulo descrevera detalhadamente o Sistema de Dedu¢do Natural Rotu-
lada para Logicas Modais do Conhecimento que € proposto e desenvolvido neste trabalho.
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4 SISTEMA DE DEDUCAO NATURAL ROTULADA PARA
LOGICAS DO CONHECIMENTO

“Proof Theory was first based on axiomatic system with just one or two rules of infer-
ence. Such systems can be useful as formal representations of what is provable, but the
actual finding of proofs in axiomatic systems is next to impossible.”” [NVP2001]

Este capitulo descreve um sistema de prova de estilo de deducdo natural para l6gicas
modais proposicionais do conhecimento. O sistema é baseado na proposta de [GAB96],
[BRO2004] de sistemas dedutivos rotulados que s&o uniformes no sentido em que as re-
gras de deducdo natural individuais sdo independentes da algebra de rotulacéo particular.
As regras de inferéncia do sistema de deducéo agem sobre os dois componentes sintaticos
(férmulas logicas e rétulos), de acordo com as propriedades desejadas dos conetivos da
algebra de rotulacdo.

A abordagem de Sistemas Dedutivos Rotulados Modais (Modal Labelled Deductive
Systems) € inspirada pela pesquisa que Gabbay propde em [GAB96] e vem sendo desen-
volvida como um método de trabalho unificador e bastante geral de “Sistemas Dedutivos
Rotulados” (Labelled Deductive Systems), que podera ser usada para estudar as similar-
idades e as relacBes entre muitos estilos diferentes de logicas. A idéia da abordagem é
baseada na observacdo de que a maioria das l6gicas difere umas das outras apenas em as-
pectos “pequenos”, relacionados a variagdes simples em suas teorias de prova ou em sua
semantica, o que vale também para l6gicas modais, tais como a Idgica do conhecimento
tratada neste trabalho, pois suas diferencas séo ditadas apenas por propriedades diferentes
da relacdo de acessibilidade [BRO2004].

A metodologia de Sistemas facilita a maneira de representar esses tipos de vari-
acOes explicitamente dentro da l6gica, para permitir um framework basico e unificador
no qual logicas diferentes possam encontrar uma formalizacdo comum. Nesse sentido,
esse framework mostra que teorias modais mais simples, porém igualmente expressivas,
podem ser formalizadas pela combinacgéo de uma representacao relacional de primeira or-
dem da estrutura de mundos possiveis com a linguagem modal do conhecimento definida
anteriormente [BRO2004]. Esses sdo claramente sistemas hibridos de légica modal, com-
binando teorias relacionais de primeira ordem (algebras de rotulacdo) com uma linguagem
modal padrdo. Nessa abordagem, tanto os mundos possiveis como a relacdo de acessibi-
lidade séo representados declarativamente como parte da logica. 1sso é obtido, formando-
se pares de informacdes l6gicas com rotulos que “codificam” informacdes sobre as pro-
priedades “metanivel” explicitamente de dentro da linguagem objeto.

Segundo [BRO2004], resultados recentes mostram que essa abordagem realmente fa-
cilita o desenvolvimento de sistemas de prova por sua caracteristica de uniformidade. A
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escolha de uma abordagem semantica baseada em uma traducdo de primeira ordem para
a ldgica classica oferece outras vantagens. Primeiramente, a metodologia é facilmente
aplicavel a qualquer familia de I6gicas cuja semantica seja axiomatizavel em primeira
ordem. Isso deve facilitar também o desenvolvimento de uma semantica modelo-tedrica
para logicas “novas” resultantes da “combinacdo” de outras Idgicas existentes. Além
disso, a partir do ponto de vista da definicdo de um sistema de prova automatizado para 16-
gicas modais, a algebra estendida oferece uma opcdo alternativa. Provadores de teoremas
classicos poderiam ser desenvolvidos para raciocinar com a teoria da algebra estendida.
Sédo destacadas as caracteristicas principais do sistema de prova descrito [BRO2004]: usa
uma formalizacdo sintatica explicita da nocdo modal de verdade relativa a um “mundo
possivel” particular (as formulas séo rotuladas); estende a nocdo padrédo de teoria modal
a partir de um mundo atual Unico para uma configuracdo de mundos atuais locais; incor-
pora condic¢Oes diferentes na relacdo de acessibilidade de uma maneira uniforme; e tem
um estilo bastante natural [BRO2004].

Destaca-se que, embora existam trabalhos teoricos de provas axiomaticas relacionados
a logicas modais, ainda ndo existe um no qual todos esses aspectos co-existam [BRO2004].
Especificamente, em relacdo as logicas modais do conhecimento, objeto deste trabalho,
também ndo se encontraram sistemas com tais caracteristicas.

4.1 Definigdes Basicasdo Sistema de Deducéo

Uma importante diferenca entre os sistemas de deducdo modais rotulados e os sis-
temas de deducdo modais tradicionais é que, nos rotulados, as regras de inferéncia sdo
aplicadas ndo a formulas, mas a configuracdes. No sistema de inferéncia que sera apre-
sentado, o qual consiste em uma extensdo daquele definido em [RUS96a], [BRO2004],
todas as regras de inferéncia “geram” uma configuracdo nova a partir de uma configu-
racdo dada. Esta definicdo de regra de inferéncia tem a vantagem de ser aplicavel também
a regras que exigem subderiva¢Ges como antecedentes. Assim, uma regra de inferéncia
pode ser definida de maneira geral como segue:

Definicdo 4.1 (Regrade inferéncia) Uma regra de inferéncia Z € um conjunto de pares de
configuragdes, onde cada par é escrito como C/C;. Se C/C; € Z, entdo se diz que C é uma
configuracdo antecedente de Z, e que C; € uma configuracéo inferida (ou consequéncia)
de Z com respeito a C. Também se diz que Z gera C; a partir de C, e que Z infere C; a
partir de C.

Nesta secdo, € assumida a linguagem de deducdo rotulada para logicas do conhe-
cimento (LDK) (L, Lx). Definem-se as regras de inferéncia do sistema de deducéo
rotulado para l6gicas do conhecimento (SDK) SDK = ((L,Lk),.A, R) no estilo de
deducédo natural. As regras de Introducdo e de Eliminacdo serdo definidas para cada
conetivo cléssico e para cada operador epistémico da linguagem L . Assume-se também
que todos os rétulos referidos séo termos rasos de Func(Ly, L) e que todas as formulas
referidas sdo formulas bem formadas de L.

Definicdo 4.2 (Prova) Seja SDK = ((L1, Lk) ,.A, R) um sistema de deducéo rotulado
para logicas do conhecimento. Uma prova em SDK é um par (P, m), onde P é uma
sequéncia de configuragdes {Cy, . ..,C,} comn > 0, e m é um mapeamento do conjunto
{0,...,n-1} para R tal que, paracadai, 0 < i <n,C;/Ciy1 € m(i).
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Definicdo 4.3 (Derivabilidade) Seja SDK = ((L, Lk) ,.A, R) um sistema de deducio
rotulada para l6gicas do conhecimento e C e C; duas configuragdes de SDK. C; é de-
rivavel a partir de C, o que é escrito como C Fspx Cy, Se existe umaprova ({C,...,Cr}, m).

As seguintes notagOes serdo Uteis:

e Dada uma configuragdo C = (D, F), o R-literal A é dito membro de C, o que é
escrito A € C, se A € D; e uma unidade declarativa ¢ : A é dita membro de C, o
que é escrito ¢ : A € C, se ¢ € F(A).

e Dada uma configuracdo C, uma unidade declarativa ¢ : A, C Fspx ¢ : A se existe
uma configuracdo C; tal que C Fspx Cr e ¢ : A € C;. De maneira semelhante,
dado um R-literal A, C Fspx A se existe uma configuracdo C; tal que C Fspx Cr
e A € C;. Além disso, C Fspx L : A se existe um termo A e uma formula ¢ tal
queC Fspx @ A @t A

e C + [¢: A éaconfiguracdo (D, Fy), tal que F1(A) = F(A) U{p: A}, e Fi(A) =
F (A1) para cadatermoraso A\; € L, A\ # \.

e C[A] éaconfiguragdo (D;, F) tal que D; = DU {A}.

e A unido de configura¢des CUC; onde C = (D, F) e C, = (D;, F;) € definida como
a configuracdo (DUD;, F(A)UF;()\)) para cada termo raso A em Ly,.

e Dadas duas configuragdes C; = (D;, F1) e Cy = (Ds, F2), diz-se que C, contém C,
e escreve-se C; C Cy se: Dy C Dy; e Fi(A) € Fo(A) para cada termo raso A de
Func(Lyp, Lk).

4.2 Regrasde Deducao Natural

As regras de inferéncia de um sistema de deducédo rotulada para l6gicas do conheci-
mento sdo geralmente aplicadas a configuragdes para inferir configuracfes “novas”. A
questdo principal € como uma configuracéo inferida € gerada. Dada uma configuragédo
antecedente C, trés tipos de passos de raciocinio podem ocorrer.

Existem os passos de raciocinio “classicos”, que ocorrem dentro de qualquer teoria
modal local particular incluida em C, conforme as noc¢des padréo de inferéncia para cone-
tivos classicos. Ha também os passos de raciocinio “epistémicos”, que dizem respeito a
interacdo entre os fatos considerados nos diversos mundos possiveis, ou seja, teorias lo-
cais diferentes em C. Os tipos de passos de raciocinio classicos e epistémicos séo basea-
dos na informacao Idgica (classica e epistémica) (as formulas) incorporadas nas unidades
declarativas que pertencem a C. As configuracOes inferidas sdo principalmente “expan-
sbes logicas” (isto é, adicGes de unidades declarativas) das configuracdes antecedentes.
Finalmente, hd um tipo de passo de raciocinio que é relativo a informacéo do diagrama
de C e & “interacdo” entre o diagrama e as unidades declarativas. Nesse caso, as configu-
racdes inferidas sdo frequentemente “expansdes estruturais” (isto &, adi¢des de R-literais)
as configuracOes antecedentes.

Portanto, podem ser identificadas trés classes de regras de inferéncia, as quais cor-
respondem aos trés tipos de passos de raciocinio mencionados acima. Uma descrigdo
formal de cada classe é dada a seguir. Para cada regra de inferéncia, é dada uma represen-
tacdo gréfica, baseada na seguinte notacdo chave, que € utilizada também nas descricdes
formais das regras de inferéncia de SDK:
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Notacdo 4.1 Uma configuracédo inferida sempre é denotada por C;. A adi¢do “tem-
poraria” de uma suposi¢do 7 (onde 7 € uma unidade declarativa ou um R-literal que
precisam ser descarregados) a uma configuracéo C é representada graficamente usando-
se colchetes, como em C{[r]). Para qualquer configuragéo C e qualquer unidade declar-
ativa ou R-literal 7, a notacéo grafica C(r) significa que = € C.

4.2.1 Regraspara os Conetivos Classicos

Nesta secdo, é apresentado o conjunto das regras de introducdo e de eliminacdo para
cada um dos conetivos classicos incluidos na linguagem légica L x, assim como foram
definidas em [RUS96a]. Como estas regras néo definem rotulos novos, podem ser consid-
eradas “regras de deducgéo natural locais” para a logica proposicional. A Tabela 4.1 de-
screve esquematicamente essas regras, que a seguir sdo definidas individualmente. Con-
vém observar que, para a regra de introducao da disjuncdo (Z, ), a regra simétrica, na qual
a configuracéo inferida inclui v vV ¢ : A emvez de ¢ V¢ : A, é implicitamente assumida.

Tabela 4.1: Regras para 0s conetivos classicos

Cllp: Al C([¥: A
: : Clp: ) .
CloVip:A) C{y:A) C<73>\>I m v
Cr{y:A) "
CloN: ) . Clp: N\ A)
Cr{p: A\ N M Cr{op N : N
Cllp = A))
C(gp—w[;:A,gpu\)I
Gy " _win g
CI<<P—>¢ >\>
Clp: A)
C<ﬂw:A>I :
Crlp: N " C{L: A1) 7,
C]<—|g02)\>
Clep = 9:A) . Clo—=v: A —p:A)
Clo—=d:Mb—e: ) | Cloed:n

Definicdo 4.4 (Eliminacdo da A, Z,g) Para todas as configuracdes C, termos A e formu-
laspe,C/C+ [p: A eC/C + [¢ : A] sdo membros da regra de inferéncia Eliminagdo
da A (Zyg na Tabela 4.1 e adiante) se p A ) : A € C.

Definicdo 4.5 (Introdugdo da A, Z, ;) Para todas as configuragGes C, termos \ e formulas
pe,C/C+ [p A1 : A éum membro da regra de inferéncia Introducéo da A (Z,; na
Tabela4.leadiante)sep: AeCey: A el.
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Definicdo 4.6 (Eliminacédo da Vv, Z, ) Para todas as configuracdes C, termos A e formu-
las v,C/C + [y : A\] € membro da regra de inferéncia Eliminagdo da Vv (Z, z na Tabela 4.1
e adiante) se existirem formulas ¢ e ¢ tais que

e pVih:Ael
OC—F[QOZ)\]'_SDK’}/I)\
.C—F[Q/}I)\]'_SDK’}/Z)\

Definicdo 4.7 (Introducdo da Vv, Z, ;) Paratodas as configuracbes C, termos \ e formulas
pe,C/C+[pVi: N eC/C+[pVp : \] sdo membros da regra de inferéncia Introducao
da Vv (Z,; na Tabela 4.1 e adiante) se o : A € C.

Definicdo 4.8 (Eliminacéo da —, Z_, ) Para todas as configuragdes C, termos A e for-
mulas ¢,C/C + [¢» : \] é membro da regra de inferéncia Elimina¢do da — (Z_. g na
Tabela 4.1 e adiante) se, para alguma formula p, o — Y : A €Cep: X €.

Definicdo 4.9 (Introducédo da —, Z_,;) Paratodas as configuragdes C, termos A e formu-
las ¢ e ¢, C/C + [p — 1] é membro da regra de inferéncia Introdug¢do da — (Z_; na
Tabela 4.1 e adiante) se C + [p : A] Fspx ¥ : A

Definicdo 4.10 (Eliminacéo da —, Z_x) Para todas as configuracdes C, termos A e for-
mulas ¢, C/C + [¢ : A] € membro da regra de inferéncia Eliminacéo da — (Z_x na Tabela
4.1 e adiante) se =—p : A € C.

Definicdo 4.11 (Introducdo da —, Z-;) Para todas as configuragdes C, termos A e férmu-
las ¢, C/C + [=¢ : A] € membro da regra de inferéncia Introducéo da — (Z_; na Tabela
4.1 e adiante) se, para algumtermo A1, C + [¢ : A] Fspr L @ Aq.

Definicdo 4.12 (Eliminacéo da <, Z._, ) Para todas as configuracdes C, termos ) e for-
mulas pe,C/C+[p — ¥ : \JeC/C+ [ — ¢ : A] s&o membros da regra de inferéncia
Eliminacéo da < (Z._. g na Tabela 4.1 e adiante) se ¢ <> ¢ : A € C.

Definicdo 4.13 (Introducdo da <, Z..;) Para todas as configuracfes C, termos \ e for-
mulas ¢ e ¢, C/C + [¢ < 1 : \] € um membro da regra de inferéncia Introdugéo da <
(Z_rnaTabelad.leadiante)se p —p: AelCeyp — p: AeCl.

Cada uma das regras acima tem o efeito de expandir a configuracdo antecedente com
uma nova unidade declarativa. Com excec¢éo da regra Z_;, tanto as unidades declara-
tivas adicionadas como as unidades declarativas envolvidas na premissa referem-se ao
mesmo rétulo. 1sso mostra que o raciocinio permitido por essas regras acontece inteira-
mente dentro do escopo do mundo atual local sob consideracdo. Essa caracteristica é
semanticamente motivada pelo fato de que, como destacado anteriormente, o fragmento
classico da l6gica modal comporta-se como uma logica classica associada “localmente”
com qualquer mundo possivel particular.

Entretanto, para a regra Z_;, isso nem sempre acontece. De acordo com a interpre-
tacdo classica do conetivo —, a negacdo de uma formula geralmente pode ser provada,
mostrando-se que a suposicao de sua forma positiva leva a uma contradicdo. No raciocinio
modal, em especial no raciocinio referente as modalidades do conhecimento, as con-
tradicBes podem surgir em um mundo possivel que seja diferente do mundo atual.
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Exemplo 4.1 A semantica de um exemplo particular é discutida aqui. Considerando-se
uma linguagem modal composta apenas pela letra proposicional p, o conjunto de agentes
A = {1} eomodelo M = (W, Ry,v),onde W = {wy, w1}, R1 = {(wo,w1)} € v(wy) =
{p}. Paramostrar que (M,wq) = —K;—p, é suficiente provar que (M, wy) ¥ K;—p. 1ss0
é dado pelo fato de que (M,w;) | p (dado pela definicdo de v). Aqui, a contradigdo
surge em um mundo possivel (w;) diferente do mundo corrente (wy). Analogamente, na
regra Z_; dada acima, a subderivacao pode envolver raciocinio sobre mundos possiveis
diferentes do mundo atual X, nos quais as contradi¢6es podem surgir. Portanto, para
capturar esses casos, usa-se um meta-simbolo diferente, \;, que pode ser e pode nao ser
igual a \.

Uma abordagem semelhante foi adotada por Fitting [FIT83] em seu sistema de de-
ducéo natural “I-estilo”, no qual a prova de uma contradi¢do dentro de uma caixa estrita
(isto é, de um mundo possivel acessivel) causa o fechamento da caixa e a inferéncia da
inconsisténcia no mundo atual, permitindo que a regra [—I] seja aplicada. No caso da
regra Z_;, isso € equivalente a impor a restricdo de que A; € um mundo acessivel a partir
de \.

Entretanto, a regra Z_; cobre um caso mais geral, para o qual o rétulo )\, refere-se
a um mundo possivel diferente e possivelmente ndo acessivel a partir de A. Isso ocorre
porque, dado um tipo mais geral de teorias (configuracGes), a inconsisténcia também pode
surgir em mundos atuais locais que séo diferentes e néo estao relacionados com o mundo
possivel sob consideracdo. Nesse caso, Z_; reflete o principio classico “qualquer formula
pode ser inferida a partir de uma contradicdo”. Mais adiante, sera mostrado que 0 mesmo
principio é valido para inconsisténcias causadas por R-literais.

4.2.2 RegrasEstruturais

Para permitir o raciocinio sobre configuragdes arbitrarias, um conjunto de regras de
inferéncia chamadas estruturais, que séo relativas aos R-literais de uma configuragédo
[GABY96], € incluido como parte do sistema de deducéo rotulada para I6gicas do conheci-
mento proposto aqui. Essas regras facilitam o raciocinio sobre diagramas de uma config-
uracdo, usando a algebra de rotulacdo particular A sob consideracéo e inferem R-literais
e unidades declarativas que nao sdo implicadas pelas regras epistémicas.

Resumidamente, ha a regra da Afirmacéo da R (relagéo, que pode ser R;, R¢, ou
Rp, no caso tratado por este trabalho). Essa regra permite inferir novos R-literais de
acordo com a algebra de rotulacéo .A. Devido a sua modularidade, ndo é necessario dife-
renciar regras modais de acordo com a légica modal especifica que se quer representar
(neste caso, a légica do conhecimento K7'45), como é feito no sistema de deducdo natu-
ral modal de Fitting. A regra de Introducdo da R é equivalente a uma regra de Introducgao
da — (negacdo) para R-literais, que podem envolver as relagbes R;, R, ou R¢,,. A regra
de Introducdo da L (contradi¢do) permite inferir a falsidade (isto €, L : w) a qualquer
momento em que um R-literal e sua negacéo estiverem presentes em uma configuracéo.
Isso é necessario porque nenhuma férmula classica componente com R-literais pode ser
inferida em uma configuracdo. Com a regra de reducgéo da C, é possivel inferir qualquer
configuracdo contida em uma existente. As trés outras regras tratam do relacionamento
entre as relacdes que expressam o conhecimento de cada agente (relagcdo R;), o conhe-
cimento comum de um grupo G de agentes (relagdo R..) e 0 conhecimento distribuido
de um grupo G de agentes (relagédo Rp,.). Essas regras estéo representadas esquematica-
mente na Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Regras estruturais

C(AA)
Tra s€D, Atrpo A — 7
Cr(A) Crlp: A)
C + [A]
. C
C(J_)\> _ICR O’deGC[gC
Irr I
Cr(A)
C(Rpg (A1, A2)) C(Ri(M1, A2))
RpR; R;Rp
Cr(Ri(A1, \2)) CI<RDM(>\1, A2))
C(‘RCG()\l? )‘2»
Tror;
CI<Ri()\17 A2)>

Definicdo 4.14 (Afirmacdo da R, Zr4) Para todas as configuracbes C = (D, F) e R-
literais A, C/C + [A] é membro da regra de inferéncia Afirmacéo da R (Zr4 na Tabela
4.2 e adiante) se D, A F1po A, onde A é uma algebra de rotulacéo.

Anteriormente, foi enfatizado que algebras de rotulacdo diferentes definem sistemas
de deducéo rotulada diferentes. Em relacdo as provas, essas diferencas sdo impostas
pela regra Zr4. Essa regra facilita a inferéncia de novos R-literais de acordo com as
propriedades da relacdo de acessibilidade dada pela algebra de rotulacédo particular A.

Como para as outras regras estruturais geneéricas, o R-literal a ser inferido por meio
desta regra pode ser referente a relacéo de acessibilidade individual dos agentes, chamada
de R;, ou, eventualmente, podera ser referente a uma das relagdes derivadas R, ou
Rp,, as quais apresentam as mesmas propriedades que as R, individuais, no sentido
de que também sdo relacbes de equivaléncia, com a diferenga de que um R-literal da
forma R¢ (A1, A2) engloba quaisquer dois mundos acessiveis um a partir do outro, e um
R-literal da forma Rp_ (A1, A2) representa quaisquer pares de mundos que estejam na
interseccdo das relagdes individuais R; de todos os agentes do grupo . Assim, conforme
a relacdo a que se refere o R-literal que se pretende introduzir na derivagéo, esta regra
sera denominada Zy, 4, IRCGA ou IRDGA.

As duas regras seguintes formalizam outras interages entre R-literais e unidades
declarativas. A regra Z_; descrita anteriormente detecta informacdes inconsistentes (isto
é, L : )\) em configuracbes. Mas a questdo € como uma inconsisténcia pode surgir. Em
uma teoria modal padréo, uma contradicdo geralmente é devida a suposicdes (iniciais ou
temporarias) que se negam umas as outras. Em uma teoria do sistema de deducdo rotulada
para l6gicas do conhecimento, suposi¢des contraditorias podem ser tanto um R-literal e
seu conjugado como uma unidade declarativa e sua negacdo. (A negacdo de uma unidade
declarativa ¢ : A\ é uma unidade declarativa da forma —¢ : A.) As contradi¢fes entre
unidades declarativas sdo capturadas pela regra da Introducdo da — (negagdo). As con-
tradicdes entre R-literais sdo identificadas pela seguinte regra de Introducdo da L, que
novamente reflete o principio classico segundo o qual qualquer formula pode ser derivada
a partir de uma contradicao.
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Definicdo 4.15 (Introducdoda L, Z, ;) Paratodas as configuragdes C, qualquer R-literal
A e qualquer unidade declarativa ¢ : A\,C/C + [¢ : A] ¢ membro da regra de inferéncia
Introducéo da L (Z,; na Tabela 4.2 e adiante)se A € Ce A € C.

O exemplo seguinte mostra por que essa regra € incluida e como ela é usada.

Exemplo 4.2 Seja A a &lgebra de rotula¢do dada pelo conjunto {VxVy—R(z,y)}. Esse
conjunto formaliza a classe de estruturas na qual os mundos possiveis sdo independentes
uns dos outros — isto é, para cada mundo possivel, ndo ha qualquer mundo acessivel a
partir dele. Nessa classe de estruturas, qualquer unidade declarativa da forma K ;o : A €
provavel. E dada abaixo uma derivacéo grafica que mostra, em particular, que a unidade
declarativa K;p : wy (onde ¢ é qualquer formula arbitraria) é derivavel a partir da
configuragdo Cy = ({}, Fy(A) = {}) para qualquer termo A de Func(Ly, Li).

Co() (dados iniciais)
Ci([Ri(wo, ki, (wo))]) (hipotese, Cy4)
Co(—Ri(wo, ki, (wo))) (Zr,a)
Ca<80 : kw(%)) (Iu,CbCQ)

Ca (K = wy) (Zk,1,C1-Cs)

Unidades declarativas podem ser derivadas a partir de informacdes inconsistentes (us-
ando as regras de Introducdo da — e de Introducéo da L). Um tipo de raciocinio semel-
hante pode ser aplicado aos R-literais. Uma segunda forma de interacgéo entre R-literais e
unidades declarativas é capturada pela seguinte regra de inferéncia, na qual os R-literais
sdo derivados sempre que uma inconsisténcia ldgica surge dentro de uma configuracéo.

Definicdo 4.16 (Introducéo da R, Zg;) Para todas as configuragdes C, termos \ e R-
literais A, C/C + [A] é membro da regra de inferéncia Introducéo da R (Zg; na Tabela

4.2 e adiante) se, para algum termo \, C + [A| Fspr L : A

De maneira semelhante ao que ocorre com a regra Zr 4, conforme a relacdo a que se
refere o R-literal que se prentende introduzir na derivagéo, esta regra sera denominada
IRZ.[, IRCGI ou IRDGI'

As regras estruturais descritas acima, assim como as regras classicas apresentadas
anteriormente e regras modais do conhecimento mostradas a seguir, tém, todas, o efeito
de expandir suas configuragdes antecedentes. Tendo em vista a prova da completude do
sistema proposto, é incluida no sistema de deducdo aqui proposto a seguinte regra, que
simplesmente permite a derivacdo de qualquer configuracdo contida naquela antecedente.

Definicdo 4.17 (Redugéo da C, Z¢r) Paratodas as configuragdes C e Cy, C/C; € membro
da regra de inferéncia Reducgéo da C (Zor na Tabela 4.2 e adiante) se C; C C.

As regras seguintes tratam da equivaléncia entre as relacdes de acessibilidade que rep-
resentam o conhecimento individual dos agentes (R;) e suas derivadas. As duas primeiras
regras tratam da equivaléncia entre a relacéo de conhecimento distribuido entre um grupo
de um Unico agente, 0 que pode ser visto, conforme a defini¢do da relacéo e conforme a
definicdo do proprio conceito de conhecimento comum (Definicdo 2.3), como o conheci-
mento individual do proprio agente.

A regra I, g, permite derivar, a partir do fato de que um par de mundos esta na
relagcdo de conhecimento comum entre um grupo G de agentes, que aqueles mundos séo
acessiveis diretamente segundo o conhecimento individual de um agente qualquer i € G.
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Definicao 4.18 (Relacionamento entre as relacdes Rp, e R;, regra I, , ) Para to-
das as configuracdes C e Cy, todos os agentes i € A, todos 0s termos Ay, \a, C/Cy +
[R;(A1, \2)] € membro da regra de inferéncia Equivaléncia entre as Relagbes Rp,. e R;
(Zryp,,, Na Tabela 4.2 e adiante) se Rp, (A1, \2) € C.

Definicdo 4.19 (Relacionamento entre as relacbes R; e Rp,,,, regra IRiRD{,}) Para to-

das as configuracdes C e Cy, todos os agentes i € A, todos 0s termos Ay, \a, C/Cy +
[RD{i}()\l, A2)] € membro da regra de inferéncia Equivaléncia entre as Relagbes R; e
Rp, (IRZ.RD{,} na Tabela 4.2 e adiante) se R;(\1, A2) € C.

Definicdo 4.20 (Relacionamento entre as relagdes Rq € R;, regra The, r,) Para todas
as configuracdes C e C;, conjuntos de agentes G C A, agentes i € G, termos A, Ao,
C/Ci+[Ri(A1, A2)] € membro da regra de inferéncia Equivaléncia entre as Relagbes R,
e R; (Zrc,, r, Na Tabela 4.2 e adiante) se Rc, (M1, As) € C.

4.2.3 Regraspara os Operadores Epistémicos

Nesta secdo, é apresentado um conjunto de regras de deducdo natural para os opera-
dores epistémicos K;, Eq, Cq e D da linguagem L. Cada uma dessas regras descreve
como podem interagir os conjuntos de informacdes pertencentes aos diferentes mundos
possiveis que estdo relacionados uns com os outros, de acordo com o conhecimento do
agente em cada mundo. Essas regras de inferéncia para os operadores epistémicos en-
volvem algumas unidades declarativas com rotulos diferentes, expressando a interacdo
entre as teorias das modalidades do conhecimento que sdo locais e internas a uma con-
figuracdo. A Tabela 4.3 resume essas regras, mostrando a sua representacdo grafica. As
definigdes a seguir valem no sistema de deducéo S D K descrito anteriormente, para todas
as configuracdes C; termos A, A\; e \y; formula ; conjuntos de agentes G C A; agentes
i = {1,2,...,n} € G, relagbes de conhecimento individual R;, relacdes de conheci-
mento comum R¢, (Lema 2.1) e relagces de conhecimento distribuido R, (capitulo 1).
como sera enfatizado.

Definicdo 4.21 Zx,;  Para qualquer configuragéo C, qualquer termo A, qualquer for-
mula ¢ e qualquer agente i € A, define-se que C/C + [K;» : A] € membro da re-
gra de inferéncia Introducéo do K; (Zx,; na Tabela 4.3 e adiante) se e somente se
C + [RZ()\, kjlw()\))] I_SDK (Yol ka(p()\)

Esta regra captura a prépria definicdo da modalidade K do conhecimento de cada
agente 7.

Definicdo 4.22 Tg,; Para qualquer configuracdo C, qualquer termo \, qualquer for-
mula ¢, qualquer conjunto de agentes G C A e qualquer agente : € G, define-se que
C/C+[Ecp : A] € membro da regra de inferéncia Introdugdo do E¢ (Zg,; na Tabela 4.3 e
adiante) se e somente se K;p : A € C paratodososi € G (ouseja, Kip: A, ..., K,p: \
paraG = {1,2,...,n}).

Esta regra permite a introducdo do operador E¢ (que significa, informalmente, “todos
no grupo G sabem”) a partir da sua definicdo, que é a conjungdo dos “conhecimentos
individuais” dos agentes do grupo G.



Tabela 4.3: Regras para 0s operadores epistémicos

CU{[R, ki, ()T}

Cle k()

Cr{K;p: M\

Cr{Kip: A ..., Kpp: )
Cr(Eay : A)

€ U{[Reg (A o, )]}

Teq1

Cly : ca, (V)
C[<Cc;(,0 . )\, CGgO : CGw()\)>

€ U{[Rou (N, de, ()]}

IC@I

Clo : dg,(N)
CI<DG<P : >\>

D¢l

C{Cap : A)
C](EgEG LLrveses EG()O : )\>

ICGEG

C<K190 : )‘17 Ri()\lu )‘2)>

Cr{p: o)

C(Egp: A)
Cr{Kyp: A ..., Kpp: )

C(Cap : M, Reg (M, A2))

CI<<P CAL P /\2>

C<D(;(,D . )\1, RDg()\lu )\2))
Cr(p: A2)

K E

Ie.E

ICGE

IpsE
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Definicdo 4.23 Zc,1  Para qualquer configuracéo C, qualquer termo A, qualquer for-
mula ¢ e qualquer conjunto de agentes G C A, define-se que C/C + [Cqp : A] e
C/C + [Cay : cg,(N)] sdo membros da regra de inferéncia Introducéo do C¢ (Zcyr
na Tabela 4.3 e adiante) se e somente se C + [R¢,, (A, cq, ()] Fspr ¢ : ca,(N), para
todos 0s (A, cq,(A)) € Re,, onde Re, (A, ca,(A)) € definida como no Lema 2.1, ou seja,
“ca,(A) representa todo e qualquer mundo G-atingivel a partir de \”.

Esta regra utiliza a relagdo R, que define a modalidade C; do conhecimento comum
entre todos os agentes do grupo GG. A partir da suposicdo de que dois mundos possiveis
quaisquer sdo G-atingiveis um a partir do outro, obtém-se, por dedugdo, um fato, que
pode entdo ser considerado conhecimento comum entre os agentes de GG devido a essa
suposicdo inicial. O rotulo cq,(A) representa todos os mundos possiveis que sédo G-
atingiveis a partir do mundo “atual” rotulado com \. Assim, a regra de deducéo indica
que o conhecimento comum do fato vale tanto no mundo atual como em todos os mundos
G-atingiveis a partir dele.

Definicdo 4.24 Ip,1 Para qualquer configuracdo C, qualquer termo A, qualquer for-
mula ¢ e qualquer conjunto de agentes G C A, define-se que C/C + [Dgy : A] € membro
da regra de inferéncia Introducéo do D¢ (Zp,; na Tabela 4.3 e adiante) se e somente
se C + [Rpy (N da,(N)] Fspx ¢ : dg, (M) para todos os (), dg,(N) € Rp, onde
Rpg (A, dg, (X)) € definida como a interseccéo das relagGes R; de todos os i € G ou sgja,
0s termos \ e dg, (\) representam todos os pares de mundos possiveis que pertencem a
essa interseccdo, conforme a definicdo dada no capitulo 1.

Esta regra captura a definicdo da modalidade de “conhecimento distribuido” entre os
agentes de um grupo. A intuicdo € de que o conhecimento de um fato esta distribuido
entre os agentes de um grupo quando eles podem juntar os seus conhecimentos para de-
duzir esse fato. Se os agentes unirem o0s seus conhecimentos, poderdo eliminar as suas
“davidas”, ou seja, os fatos que eles ndo sabem. Portanto, eles podem eliminar alguns
mundos que individualmente consideravam possiveis, e assim poderdo garantir que 0s
fatos “reais” s@o apenas aqueles que forem conhecidos por todos, ou, em outras palavras,
o conhecimento que estiver distribuido nos mundos que estdo na interseccao dos mundos
possiveis de todos 0s agentes do grupo.

Definicdo 4.25 Ik,  Para qualquer configuragéo C, quaisquer termos A; e Ay, qual-
quer formula ¢ e qualquer agente i € A, define-se que C/C + [p : \2] € membro da
regra de inferéncia Eliminagéo do K; (Zx,r na Tabela 4.3 e adiante) se e somente se
KZQO M eCe Ri()\h )\2) eC.

Esta regra permite deduzir que um fato é verdadeiro em um mundo possivel quando
esse fato é conhecido no mundo “atual”. Captura exatamente a definicdo da modalidade
K do conhecimento individual de um agente.

Definicdo 4.26 g g Para qualquer configuracdo C, qualquer termo \, qualquer for-
mula ¢, qualquer conjunto de agentes G = {1,2,...,n} C A e qualquer agente i € G,
define-se que C/C + [K;p : A] (ouseja, C/C + [Ky1p : N e...eC/C+ [Knp : A])é
membro da regra de inferéncia Eliminacéo do E¢ (Zg.r na Tabela 4.3 e adiante) se e
somente se Egp : A € C.
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Esta regra permite afirmar que cada agente de um grupo G sabe de um determinado
fato se for o caso que “todo mundo no grupo G sabe” daquele fato. Captura a definigéo
do operador Ej.

Definicdo 4.27 Zc.g Para qualquer configuragao C, quaisquer termos A\, e Ay, qual-
quer formula o, qualquer G C A e qualquer (A1, A2) € R¢,,, define-se que C/C+[p : ]
e C/C+][p : A\y] s@o membros da regra de inferéncia Eliminacéo do C (Z¢r Na Tabela
4.3 e adiante) se e somente se Cop: A\ €C € Re, (A1,A2) €C.

Esta regra permite afirmar, para quaisquer mundos G-atingiveis um a partir do outro,
que determinado fato que é conhecimento comum no mundo atual é verdadeiro em todos
0s mundos G-atingiveis a partir deste, incluindo o mundo atual.

Definicdo 4.28 Ip g  Para qualquer configuragéo C, quaisquer termos A, € Ay, qual-
quer formula ¢, qualquer conjunto de agentes G C A e qualquer (A1, A\2) € Rp,,, define-
se que C/C + [p : o] € membro da regra de inferéncia Eliminac¢do do D¢ (Zp.r Na
Tabela 4.3 e adiante) se e somente se D : A\ € Ce Rp, (A1, \2) € C.

Esta regra captura a nogdo de que, se um determinado conhecimento esta distribuido
entre os agentes de um grupo, entdo esse fato € verdadeiro em qualquer mundo consider-
ado possivel por todos os agentes daquele grupo. Em outras palavras, esse fato pode ser
afirmado em qualquer mundo que esteja na interseccéo das relagdes de acessibilidade dos
agentes do grupo.

Definicdo 4.29 Zc k., Para qualquer configuragdo C, qualquer termo A, qualquer
formula o, qualquer conjunto de agentes G = {1,2,...,n} C A e qualquer n € N,
define-se que C/C+[EqEe ™% Egp : A] € membro da regra de inferéncia Eliminagéo
do C¢ via E¢ (Ze, k., Na Tabela 4.3 e adiante) se e somente se Cap : A € C.

Esta regra permite afirmar que, a partir do conhecimento comum de um fato por um
grupo de agentes, pode-se expressar a profundidade do conhecimento de todos os agentes
do grupo em relagdo ao conhecimento que eles proprios tém (“todos no grupo sabem?”),
construindo-se cadeias de declara¢Bes sobre o conhecimento de todos os agentes com
diversos niveis. Por exemplo, pode-se dizer que todos no grupo sabem que todos no
grupo sabem que todos no grupo sabem que todos no grupo sabem um determinado fato
(EqEqFEqFEqyp). Esta regra simplifica bastante algumas derivagdes, como sera mostrado
adiante neste capitulo.

4.3 Semantica

Um sistema de deducéo rotulada para logicas do conhecimento proposicional pode ser
considerado uma abordagem “semi-traduzida” para a l6gica modal, conforme a definicédo
de “semi-traducédo” dada por [NON93]: uma relacdo de acessibilidade como as de Kripke
é expressa sintaticamente, mas sem exigir a traducdo completa das formulas modais para
sentengas de primeira ordem [BRO2004].

Nesta secdo, um método de traducao de um sistema de deducdo rotulada para légicas
do conhecimento para uma légica de primeira ordem é definido, baseado na apresen-
tacdo do sistema dedutivo rotulado modal (Modal Labelled Deductive System) [RUS964a],
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[BRO2004]. A nocdo semantica de relacdo de consequéncia, ~spk, assim como a
definicdo de um modelo e da nocdo de satisfatibilidade de uma configuragédo, sédo dadas
em termos da seméntica cléssica.

As unidades declarativas ¢ : A\ podem ser interpretadas como “a formula ¢ € ver-
dadeira no mundo possivel A”. No que segue, essas no¢des semanticas de Kripke sao
expressas em termos de declaracBes de primeira ordem da forma [¢]()), onde [¢] € um
simbolo predicativo unario. Portanto, a linguagem de rotula¢do Func(Ly, L) é esten-
dida para incluir o simbolo predicativo [¢] para cada formula ¢ de L.

Definicdo 4.30 (Linguagem de rotulacéo estendida ext(Ly, L)) Seja Func(Ly, L)
uma linguagem de rotulagédo e seja ¢1,...,p,,... 0 conjunto ordenado de todas as
formulas de L. A linguagem de rotulacéo estendida ext(L, L) é definida como a
linguagem Func(Ly, L) estendida com o seguinte conjunto de simbolos predicativos

unérios: {[¢1], .-, [enl, -}

As relagdes entre os novos predicados séo restritas por um conjunto de esquemas de
axiomas de primeira ordem que capturam as condic¢des de satisfatibilidade (conforme a
Defini¢do 2.3) de cada tipo de formula ¢. (O tipo de uma férmula é dado pelo conetivo
principal da propria formula.) Esses esquemas de axiomas estendem a algebra de rotu-
lacdo A de um sistema de deducdo rotulada para logicas do conhecimento proposicional
para uma teoria de primeira ordem chamada de algebra estendida e denotada por A™.

Definicdo 4.31 (Algebra estendida) Dada uma linguagem de rotulagéo estendida ext (L 1,
L) e uma algebra de rotulacéo .4 escrita em Func(Ly, L), a lgebra estendida A" é
a teoria de primeira ordem escrita em ext(L, L), consistindo dos esquemas de axio-
mas (Ax1)-(Ax12) seguintes junto com os axiomas da algebra de rotulagéo .4 definida
anteriormente.

Para toda formula o e ¢ de L:

Va([p Al(x) < ([p](z) A [L](x))) (Ax1)
V([ (z) < —[p](x)) (Ax2)
V([ vV l(x) < ([p](z) V [¢](x))) (Ax3)
Vr(lp — Y](z) < ([¢l(x) — [¥)(x))) (Axd)
V([ = Y)(z) < ([p — P](z) A — ¢](2))) (Ax5)
Vo ((Ri(x, ki, (x) — [@](ki, () — [Kip](z)) (Ax6)
Va([Kip)(z) — (Yy(Ri(z,y) — [¢](v)))) (Az7)
Vr([Eap](r) « (Vi € G([Kip](y)))) (Ax8)
Vr((Rog (7, ca, () — [¢l(ca, () — ([Cavl(z) A [Capl(ca, (7)) (Ax9)
Va([Capl(z) — (Vy(Reog(z,y) — [](y)))) (Az10)
Va((Rpg (7, da, (7)) — [#](da, (7)) — [Dawl(x)) (Az11)
Va([Day)(z) — (Vy(Rpe(z,y) — [¢](y)))) (Az12)

Como a semantica para o sistema de deducdo rotulado para as ldgicas do conheci-
mento esta definida em termos de uma semantica de primeira ordem, as nogoes tradi-
cionais de um modelo de Kripke junto com as condicdes de satisfatibilidade associadas
sdo embutidas na axiomatizacao da algebra estendida .A*. Dessa maneira, uma estrutura
semantica do sistema de deducdo natural rotulada para légicas do conhecimento é dada
pelo modelo classico de A™ [RUS95], [BRO2004].
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Os quatro primeiros esquemas de axiomas expressam as propriedades distributivas
dos conectivos l6gicos entre os predicados monadicos de ext(L,Lr). Eles cobrem a
definicdo seméntica de Kripke de satisfatibilidade dos conetivos A, —, V e —, respectiva-
mente. E importante observar que a semantica do conetivo <, a que se refere o quinto
axioma, pode ser obtida a partir da semantica dos conetivos A e — juntos.

Os esquemas de axiomas (Az6)-(Ax12) cobrem as defini¢des semanticas de [HM92],
[FAG95] dos operadores epistémicos K;, Eq,Cq € Dg para qualquer agente © € A e
qualquer conjunto de agentes G C A. Eles confirmam semanticamente que as regras de
introducéo desses operadores funcionam corretamente. Os esquemas de axiomas (Ax6)
e (Az7) juntos cobrem a definicdo seméantica do operador K;, que captura a nogdo do
conhecimento individual dos agentes. Analogamente, os esquemas de axiomas (Ax9)
e (Az10) cobrem a definigdo seméntica do operador C, que captura a nogdo do co-
nhecimento comum entre um grupo G de agentes, e 0s esquemas de axiomas (Ax11) e
(Ax12) juntos cobrem a definicdo semantica do operador epistémico D (conhecimento
distribuido). O esquema de axiomas (Ax8), por sua vez, cobre a defini¢do seméantica do
operador E, que captura a nogdo do conhecimento de todo um grupo (informalmente,
“todos no grupo sabem”). Portanto, os esquemas de axiomas (Az1) a (Az12) de A"
refletem a definicdo semantica de satisfatibilidade das férmulas da linguagem légica do
conhecimento definida para este trabalho.

Um método de traducédo é definido a seguir, conforme [BRO2004]. Ele associa ex-
pressdes sintaticas da linguagem da l6gica do conhecimento £, com sentencas da lin-
guagem de primeira ordem ext(L, L), e portanto associa teorias (configuragdes) com
teorias de primeira ordem da linguagem ext(L, Lk ). Cada unidade declarativa ¢ : A
é traduzida para a sentenca []()), e os R-literais séo traduzidos para si mesmos. Por-
tanto, a traducdo de primeira ordem de uma configuracéo € uma teoria de primeira ordem
que inclui os R-literais, que estdo presentes no diagrama da configuracdo, e o conjunto
de formulas monéadicas [p](A) que correspondem as unidades declarativas presentes na
configuracdo. Uma definicdo formal é dada abaixo.

Definicdo 4.32 (Tradugao de primeira ordem para uma configuracéo) Seja C = (D, F)
uma configuracgdo. A traducdo de primeira ordem de C, escrita 7' PO(C) € a teoria escrita
em ext(Lr, L) e definida como: TPO(C) =D U {[¢](A)|p € F(A), A é termo raso da
linguagem Func(Ly,Lk)}.

Uma traducdo de uma configuragédo €, portanto, uma teoria de primeira ordem que
inclui os R-literais que estdo presentes no diagrama da configuracdo, e 0 conjunto de
formulas monédicas [p](A) que corresponde as unidades declarativas presentes na con-
figuragdo. Como os rotulos s podem ser termos rasos da linguagem Func(Lp, Lk), a
traducdo de primeira ordem de uma dada configuracéo € um conjunto de literais rasos da
linguagem ext (L, Lk ). As nogdes de modelos, satisfatibilidade e implicacdo semantica
séo dadas em termos da semaéntica classica usando as defini¢des a seguir.

Definicdo 4.33 (Estrutura semantica de um SDK) Dado um sistema de deducéo para as
I6gicas do conhecimento (SDK) e a algebra estendida associada .4 ", uma estrutura M é
uma estrutura semantica de SDK se M é um modelo (Definicédo 2.2) de A™.

Classes diferentes de estruturas semanticas podem ser obtidas considerando-se alge-
bras de rotulacdo subjacentes diferentes. Neste trabalho, sdo consideradas as estruturas
semanticas para a algebra de rotulacdo dada na Definicédo 3.4.
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O simbolo |=,po significa a nocéo cléssica padréo de satisfatibilidade, e a expressdo
M Erpo [p](N) significa que M é um modelo cléssico para a sentenca [p](A). A
Definicdo 4.34 estabelece o valor-verdade de cada uma das entidades sintaticas de um
sistema de deducdo rotulado para as l6gicas do conhecimento.

Definicdo 4.34 (Satisfatibilidade de unidades declarativas e de R-literais) Seja ¢ : A
uma unidade declarativa. ¢ : A é satisfativel (com respeito ao SDK) se existe uma estru-
tura seméantica M tal que M =rpo [p](A). Neste caso, diz-se que M satisfaz o : A e se
escreve M =spk o @ A Seja A um R-literal. A é satisfativel (com respeito a um sistema
SDK) se existe uma estrutura semantica M tal que M =.po A. Neste caso, diz-se que
M satisfaz A e se escreve M =spi A.

Definicdo 4.35 (Satisfatibilidade de uma configuracéo) Seja C uma configuragéo de um
sistema SDK. Uma estrutura semantica M satisfaz uma configuracgéo C, 0 que se escreve
M Espk C, se, para cada unidade declarativa ou R-literal = € C, vale que M |=gpk .

A definicdo de implicacdo semantica para um sistema de deducéo rotulado para 16gi-
cas do conhecimento é dada em termos da implicagdo semantica classica.

Definicdo 4.36 (Implicacdo semantica) Seja A" a algebra estendida de um sistema SDK,
sejam C = (D, F) e C; = (D4, Fy) duas configuragdes, e sejam T PO(C) e TPO(C,)
suas respectivas traducdes de primeira ordem. Diz-se que C implica semanticamente C,,
0 que é escrito C =gpk Cy Se:

e ATUTPO(C) E=Lpo A paracada A € D,
o ATUTPO(C) Erpo [¢](A) paracada [¢](A) € {[¢](A)]e € F(A)}

4.4 Exemplosde Derivacoes

Esta secdo exemplifica algumas derivagdes, usando a representacédo gréafica das regras
de deducdo natural definidas anteriormente.

No que segue, as configuracdes sdo indexadas em sequiéncia com um nimero natural.
Cada passo de derivacdo € rotulado com 0 nome da regra e da configuracdo antecedente
sobre a qual a regra ¢ aplicada. Para regras de introducdo, também se rotula o passo de
introducdo de uma nova hip6tese com o termo hipdtese e com o nome da configuracédo
que fecha a subderivacdo, que é onde essa hipoOtese temporaria é descarregada. Para as
regras que exigem subderivacgdes, destacando-se aquelas de introdugdo dos operadores
epistémicos K;, Eq, Cq e D¢, sdo anotados 0s passos de deducdo, compostos pelo nome
da regra mais a indicagédo da configuracdo em que se inicia a subderivacéo e pela configu-
racdo em que se conclui a subderivacao, separadas por um traco. Em algumas derivacoes,
sdo utilizados resultados provados em derivagdes anteriores apresentadas nesta mesma
secdo. Isso é indicado pela expressdo “Exemplo” seguida da sua numeracéo, no lugar do
nome da regra utilizada. Em alguns poucos casos, um passo de derivacdo resume uma se-
guéncia de derivacGes da logica classica proposicional. Nesses casos, esse fato é indicado
pela expressdo “PC”, e supde-se que 0s passos de derivacdo que ficaram ocultos sejam
facilmente identificaveis pelo leitor.
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4.4.1 DerivacOes para a Propriedade da Distribuicdo dos Operadores Epistémicos
sobre a Conjuncéo

Exemplo 4.3 Propriedade da distribuicdo do operador epistémico K; sobre o conetivo
A, para qualquer agente 7 e para qualquer mundo w, ou seja,

Ki(p A1) < (Kip N Ki)) + wo

Co() (dados iniciais)
L{[Ki(p A1) = wol) (hipétese, C11)
Co([Ri(wo, K, (wo))]) (hipotese, Cs)
Cs(@ A = ki (wo)) (Zx,E,C1,Co)
Calp : ki, (wo)) (Zng, Cs)
Cs (Kitp : wo) (Zr;1,Co-Ca)
Co([Ri(wo, ki, (wo))]) (hipdtese, Cy)
Crlo N 7% (wo)) (Zr,p, C1,Co)
Cs (¥ : ki, (wo)) (Zrg, Cr)
Co(Kit) : wo) (Zxk,1,C6-Cs)
Cio(Ki0 N Ki) = wy) (Zar,Cs, Co)
Ci(Ki(p AY) — Kip A Kt = wo) (Zar, C1-Cro)
Cr2{[Ksp N K1) = wyl) (hipotese, Cig)
Cis (I = wo, Kyt + wo) (Zng,Ci2)
Cra([Rk; (wo, ki, (w0))]) (hipdtese, Cy7)
Cis{p : ki, (wo), ¥ ki, (wo))  (Zk,p, Cis, Cra)

Cis{p NV = ki, (wo)) (Zr1,Cis5)
Cir(Ki(p A1) : wo) (Zxk.1,C14-Cis)
Cis((Kip AN Kih) — Kifp AP) two)  (Z1,Cra-Cir)
Cro(Ki(p NY) = (Ko AN Kith) s wo)  (Zar,Cix, Cig)

Exemplo 4.4 Propriedade de distribui¢do do operador “todos no grupo G sabem” (E )
sobre o conetivo A, em qualquer mundo wy, ou seja,
Eq(p A1) < Egp N Egt) : wg. Considera-se G = {1,2,...,n}.
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Co() (dados iniciais)
Ci([Ec(p A1) : wo)) (hipotese, Cr)
Co(K1(o ANY) two, .., Kp(@ A) - wp) (Zg.r,C1)
Cs(Kip AN K1Y = wy, ..., Ko A Kpth © wo) (Exemplo 4.3, C5)
Co(K1p :wo, Kqt s wo, . .., Kpip : wo, Kpt) @ wp) (Zrg,Cs)
C5<EG<P two, Bet w0> (IEGI, C4)
Cs(Ege N Egip : wo) (Zr1,C5)

Cr{Ec(p ANY) = (Egp A Egy) : wo) (Z-1,Ci-Co)
Cg<[EGg0 A Eqi w0]> (hipétese, 614)
Co(Egp : wo, Egth : wo) (Zrg,Cs)
Cro(K1p :woy .oy Kn : wo, K41 = wy, ..., Kb = wp) (ZegE,Co)
Cii{Kip AN Ky wo, ..., Knp A Kptb : wy) (Zar,Cho)
Cro(K1(p A1) s wo, .o, Ky(@ A1) = wy) (Exemplo 4.3, C11)
Cis(Ec(p A ) : wo) (Zegr,Cr2)

Cu((Ecp N Eq) — Ec(p AY) = wo) (Z-1,CsC13)

Cis(Ec(p ANY) < (Eap A Egy) : wo) (Zar,Cr,Cra)

Exemplo 4.5 Propriedade da distribui¢céo do operador epistémico C' (conhecimento co-
mum) sobre o conetivo A, em qualquer mundo wy, Ou Seja,

Calo ANY) « (Cap A Cat)) : wp.

Co() (dados iniciais)
Ci{[Ca(e A1) = wpl) (hipétese, C;)
Co([Rey (wo, ca, (wo))]) (hipotese, Cs)
Cs(p N cq,(wo)) (Zeye, Ci,Co)
Calep : ca, (wo)) (Zrg: Cs)
C5(Cap = wo) (Zcgr,CaCy)
Cs([Reg (wo, ca, (wo))]) (hipotese, Cy)
Cr{p N : el (wo)) (Zegr, Ci, Cs)
Cs( @ cq, (wo)) (Zng,Cr)
Co(Ct) : wy) (Zoer,CoCs)
C10{Cqp N Cat) = wy) (Zr1,C5,Cy)
C11{Ca(p ANY) = Cap A Cat = wp) (Zr1,C1-Cho)
Ci2([Cap A Cap + wy) (hipétese, Cis)
C13(Cqp : wo, Catb = wy) (Zrg; Cr2)
Cra{[Reg (wo, ca,y, (w0))]) (hipdtese, Cy7)
Cis{p: CGyny (wo), ¥ : CG yny (wo)) (ICGE,C13,C14)
Cis{p NV = ca,,, (wo)) (Zr1,Ci5)
C17(Ca(p A ) : wo) (Zowr, Cia-Crg)
Cm((CGgO AN ng) — Cg(go AN 1/}) . w0> (IH], 612'617)
Cl9<OG(<P A w) - (CGSO A OGw) : W0> (I/\h Ci1, Cls)

Exemplo 4.6 Propriedade da distribuicéo do operador do conhecimento distribuido (D)
sobre o0 conetivo A, em qualquer mundo wy, isto &,

Dg(p A1) < (Dge A Dgp) = wo.
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Co() (dados iniciais)
Ci{[Da(p A1) = wol) (hipotese, Cr)
Co([Rpg (wo, da, (wo))]) (hipotese, Cs)
Cs{w N da,(wo)) (Zpge,C1,Ca)
Cilp @ dg,(wo)) (Zng, Cs)
Cs(Dayp : wy) (Zper1,CoCy)
Cs([Rpe (wo, da,, (wo))]) (hipdtese, Cy)
Co{p AN = da, (wo)) (Zpgk,C1,Ce)
Cs(¢ : da, (wo)) (Zng, Cr)
Cg<DG¢ : Wo) (IDGI>CG'C8)
Cio(Dap N D) = wo) (Zr1,Cs,Co)
Cll<DG(<P A @Z)) — Dap N Dg w0> (I/\Ia Cl‘clo)
Cool[Dap A Datb - wo)) (hip6tese, Cys)
C13{Dgy : wo, Dy : wo) (Zrg, Ci2)
Cra([Rpg(wo, da,,,, (wo))]) (hipotese, Cy7)
Cis{p : da,,., (wo), ¥ : da,,, (wo)) (ZpeesCi13,C1a)
Cis{p NY = dg,,, (wo)) (Zr1,Ci5)
Ci7(Da(p A1) = wo) (Zper1,Cia=Cig)

Cis{(Dgp A Dgyp) = Da(p A¢) s wo)  (Z—1,Ci2-Cir)
Cio{Da(p A1) < (Do A Dgt) = wo) (Zn1,C1, Cig)

As derivacOes anteriores demonstraram que a propriedade da distribuicdo sobre o
conetivo A da logica classica vale para todos os operadores epistémicos K;, Fq, Cq €
D¢ da légica do conhecimento de que trata este trabalho. Isto confirma a idéia intuitiva
de que essa propriedade era valida visto que todos esses operadores sdo “box-like”.

4.4.2 DerivacgOespara osAxiomasda L ogica K145 sobre os Operadores Epistémi-
cos

A seguir, sdo mostradas derivacdes dos axiomas que caracterizam a logica do conheci-
mento K'T'45. Como eles sdo considerados teoremas dessa l0gica, inicia-se a derivacao a
partir de uma configuracédo vazia e tenta-se derivar uma configuragéo que inclua o proprio
axioma no mundo inicial wy. A derivacdo de R-literais nas configuraces é feita usando-
se 0s axiomas das propriedades reflexiva, transitiva e Euclideana da algebra de rotulacéo
A conforme a definicdo 3.4. Em algumas configuragdes, em vez de mostrar toda uma
derivacdo na logica proposicional — o que ndo € o foco deste trabalho —, resume-se a
justificativa para PC, que, a partir deste ponto no corpo das derivacdes, indicard uma in-
feréncia — ou seqliéncia de inferéncias — da ldgica proposicional, a qual ndo envolve,
portanto, 0s operadores epistémicos.

4421 Axioma K

Exemplo 4.7 Axioma K para o operador K;: Esta propriedade é denominada oniscién-
cia l6gica ou Axioma da Distribuicdo e corresponde ao axioma K, sendo valida para
qualquer relacao de acessibilidade (sem restricdes nem propriedades). Neste caso, é a
propriedade da distribuicdo do operador epistémico K; sobre a implicacéo, para qual-
quer agente ¢ e para qualquer mundo wy. Em simbolos:

Kip AN Ki(p — ) — Kb : wo.
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Co() (dados iniciais)
Cu{[Kip A Ki(p = 1) : wo)) (hipdtese, C7)
Co(Kip & wo, Ki(p — 1) : wo) (Zre, Cr)

Cs([Ri(wo, ki, (wo))]) (hipdtese, Cs)
Calp : ki, (wo), p — ¥t ki (wo)) (Zk,E,Cs,Cs)
Cs(t) : ki, (wo)) (Z-E,C4)
Co(Kit) : wo) (Zk,1,C3-Cs)
Co{(Kip A Ki(p — ) — K © wy) (Z-1,C1-Cs)

Exemplo 4.8 Axioma K para o operador E: propriedade denominada onisciéncia l6-
gica ou Axioma da Distribuicdo, correspondente ao axioma K e valida para qualquer
relacdo de acessibilidade (sem restricdes nem propriedades). Neste caso, distribuicéo
do operador epistémico E sobre a implicacdo, para qualquer grupo de agentes G =
{1,2,...,n} e para qualquer mundo wy, ou seja,

Egp N Eg(p — ) — Egi : wy.

() (dados iniciais)

Ci([Eap A Eo(e — ) : wy) (hipdtese, C7)
Co{Ec(p A (¢ — 1)) : wp) (Exemplo 4.4, C;)
Cs(Ki(p A (p = 9)) s wo, ..., Kn(p A (0 = 7))t wo) (Zegr, C2)
Co(KipNK1(p—1) two, ..., KnpNK(9—1) two)  (Exemplo 4.3, Cs)
Cs(K1v = wo, . .., Kpth : wo) (Exemplo 4.7 , Cy)
C6<Eg¢ : W) (Zes1,Cs)

Cr{(Ecp A Ece — ) — Eg : wo) (Z-.1,C1-Cs)

Exemplo 4.9 Axioma K para o operador C': propriedade da onisciéncia l6gica ou Axi-
oma da Distribuicdo, correspondente ao axioma K, e valendo para qualquer relacéo de
acessibilidade (sem restricdes nem propriedades). Neste caso, distribui¢cdo do operador
do conhecimento comum C sobre a implicagdo, para qualquer grupo de agentes GG e
para qualquer mundo wy, isto é, (Cap A Ca(p — V) — Cath : wy.

Co() (dados iniciais)
Ci{[Cap N Ca(p — 1) : wpl) (hipétese, Cr)
Co(Cap = wo, Cale — ) = wo) (Zrg,Ch)

Cs([Reg (wo, ey, (wo))]) (hipbtese, Cg)
Ca{p : cg,(wo),  — ¥t cg,(wo)) (Zooe, C2,C3)
Cs(v : e, (wo)) (Z-£,Cy)
Co(Cath : wp) (Zogr,C3-Cs)
Co{(Cap A Calp — ) — Cap = wy) (Z-1,C1-Cs)

Exemplo 4.10 Axioma K para o operador Dg: propriedade da onisciéncia ldgica ou
Axioma da Distribuicdo, que corresponde ao axioma K, sendo valida para qualquer
relacdo de acessibilidade (sem restrigdes nem propriedades). Neste caso, aplicada ao
operador do conhecimento distribuido D sobre a implicacéo, para qualquer grupo de
agentes G e para qualquer mundo wy, isto é,

(Dg A Da(e — 1)) — Da : wo.
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Co() (dados iniciais)
Ci{[Dap A Da(p — 9) : wo)) (hipotese, Cr)
Co(Dgp : wo, Da(p — ) : wo) (Zrg,C)

Cs([Rpe (wo, da,, (wo))]) (hipotese, Cg)
Ca{p 1 dg,(wo), ¢ — ¥ : dg, (wo)) (Zpge: Ca, Cs)
Cs (¥ : de (wo)) (Z_g,Cy)
Cs(Da1) : wo) (Zpe1,C3-Cs)
Co{(Day A Do — ) — Dgp = wo) (Z_.1,C1-Cs)

4422 AxiomaT

Exemplo 4.11 Axioma T para K;: esta propriedade é denominada consisténcia do co-
nhecimento e corresponde ao axioma 7, sendo valida para relagdes de acessibilidade
reflexivas. Este € 0 caso para o operador K; para qualquer agente i e para qualquer
mundo wqy: K;p — ¢ : wy.

Co() (dados iniciais)
Cu{[Kip : wo]) (hipotese, C,)
CQ< z(w07w0)> (IRiA reflexiva)
Ca{p:wo) (Zk,m,C1,Ca)

C4< Y — @ w0> (Ialacl'CS)

Exemplo 4.12 Axioma T para Eq: propriedade da consisténcia do conhecimento, cor-
respondente ao axioma 7', sendo valida para relacdes de acessibilidade reflexivas. Este
é 0 caso para o operador E¢ para qualquer conjunto de agentes G = {1,2,...,n} ndo-
vazio e para qualquer mundo wq. Aqui se utiliza apenas um dos agentes do grupo G (o
agente ““1”’) como um ““auxiliar’ genérico para a derivacdo. Essa estratégia é permi-
tida pela ressalva de que o conjunto G' em questdo deve ser ndo-vazio. Observa-se que
a prova desta propriedade so0 € permitida pela condicdo da relacéo de acessibilidade de
ser reflexiva, o que pode ser comprovado na derivagdo C,/Cs, em que é invocado, por
clareza e simplicidade, o Exemplo 4.11 desenvolvido logo acima (Axioma 7" para o0 op-
erador K;), o qual exige essa condi¢do para poder ser demonstrado. A férmula a ser
provada é Eqp — ¢ : wp.

Co() (dados iniciais)
" Ci{[Egyp : wo)) (hipdtese, Cy)
C2<K1<,0 : w0> (IEgE> C1)
Cs(yp : wo) (Exemplo 4.11 (axioma T'), Cz)
Ci(Egp — ¢ : wy) (Z_1,C-C3)

Exemplo 4.13 Axioma T para Cg: esta propriedade é denominada consisténcia do co-
nhecimento e corresponde ao axioma 7', sendo valida para relacdes de acessibilidade
reflexivas. Este é o caso para o operador C'¢ para qualquer conjunto de agentes G
(se G # 0) e para qualquer mundo wq, ou seja, Cgp — ¢ : wy. (Convém recordar
que a relacdo de acessibilidade R, dada no Lema 2.1 é uma relacdo de equivaléncia,
e, portanto, tema propriedade de ser reflexiva, o que permite o desenvolvimento desta
derivacgéo).
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Co() (dados iniciais)
Ci{[Cay : wol) (hipotese, Cy)
Co(Reg(wo,wo))  (Zre,a reflexiva)
Ca(p : wo) (Zege,C1,Co)

C4<CG<P — P Wo) (I—>I>C1'CB)

Uma derivacdo alternativa para esta propriedade, que utiliza a regra de eliminacéo do
operador do conhecimento comum C; via o operador do conhecimento individual K;,
seria:

Co() (dados iniciais)
Ci{[Ca = wo)) (hipotese, Cs)
Co{Ecy : wo) (ZcyEs,Ch)
C3<Ki<P : wo) (IEgE7 C»)
Cy{p = wo) (Exemplo 4.11 (axioma T), C3)

Cs(Cap — ¢ & wo) (Z-1,Ci-Cy)

Exemplo 4.14 Axioma T para Dg: esta propriedade & denominada consisténcia do co-
nhecimento e corresponde ao axioma 7, sendo valida para relagdes de acessibilidade
reflexivas. Este € o caso para o operador D para qualquer conjunto de agentes G e
para qualquer mundo wy, isto €, Dgy — ¢ : wy. (Convém recordar que a relagdo de
acessibilidade Rp ., dada no capitulo 1, € uma relacéo de equivaléncia, e, portanto, tem
a propriedade de ser reflexiva, o que permite o desenvolvimento desta derivacao).

Co() (dados iniciais)
Ci{[Dgy - wo)) (hipétese, Cy)
Co{Rpg(wo,wo))  (Zrpa reflexiva)
C3(yp : wo) (Zpge,C1,C2)
Ci{Dap — ¢ : wo) (Z-1,C1-C3)

4.4.2.3 Axioma4

Exemplo 4.15 Axioma 4 para K;: propriedade da introspeccdo positiva, que corre-
sponde a propriedade transitiva das relagdes de acessibilidade e ao axioma 4 da l6gica
do conhecimento tratada aqui. O caso para K; e para qualquer mundo w, € K;p —
KZKZ()O . Wo.

Co() (dados iniciais)
“CU[Kip : wo)) (hipGtese, Cs)
Co{[Ri(wo, ki, (wo0))]) (hipotese, Cr)
Cs([Ri(kiy. ,(wo), ki, (Kig, . (w0)))]) (hipotese, Co)
Ca(Ri(wo, ki, (Kiy . (w0)))) (Zg, a transitiva, Cs, Cs)
Cs(p : ki, (Kig,,(wo))) (Zr;p: C1, Ca)
Co(Kip : Kiye ,(wo)) (Zk,1,C3-Cs)
Cr(K;K;p : wo) (Zk;1,C2-Cg)
Cs(K;p — K;K;p : wp) (Z_1,C1-Cr)

A propriedade da introspeccdo positiva ndo é valida para o operador epistémico Eg
(*todo mundo no grupo G sabe”). Isso pode ser compreendido pela intui¢do de que essa
propriedade significaria que “se ‘todos no grupo GG sabem’ um fato, entéo todos no grupo
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(G sabem que todos no grupo G sabem esse fato”, o que € intuitivamente falso em qualquer
mundo wy.

Exemplo 4.16 Axioma 4 para Cq: propriedade da introspecgdo positiva, que corre-
sponde a propriedade transitiva das relagdes de acessibilidade e ao axioma 4 da logica
do conhecimento tratada aqui. O caso para C', operador do conhecimento comum, para
qualquer mundo wy, é Cop — CoCayp : wy. (Convém recordar que a relagdo de aces-
sibilidade R dada pelo Lema 2.1 é uma relagdo de equivaléncia, e, portanto, tem a
propriedade de ser transitiva, 0 que permite o desenvolvimento desta derivacao).

Co() (dados iniciais)
C{[Cayp & wi)) (hipétese, Cs)
Co([Rog (@0, oy, (w0))]) (hipétese, Cr)
Cal[Reg (Cang, @0): G (o, (o)) (hipdtese, Co)
Ci(Rog (wo, ca, (oo, (wn)))) (Zre,, 4 transitiva, Cz, Cs)
Cs{p : ca,(CGey, (Wo))) (Zogr: C1,Ca)
Co(Cap : Caey, (wo)) (Zegr, C3-Cs)
Cr(CaCqp : wy) (ICGD Cy-Cs)
Cs(Cap — CaCq : wo) (Z_1,C1-Cr)

Exemplo 4.17 Axioma 4 para Dg: propriedade da introspeccdo positiva, que corre-
sponde a propriedade transitiva das relacdes de acessibilidade e ao axioma 4 da l6gica
do conhecimento tratada aqui. O caso para D, para qualquer mundo w, € Dgy —
DeaDey = wo. (Convém recordar que a relagéo de acessibilidade R, dada no capitulo
1 é uma relacéo de equivaléncia, e, portanto, tem a propriedade de ser transitiva, o que
permite o desenvolvimento desta derivacao).

Co() (dados iniciais)
Ci{[Da : wo)) (hipotese, Cs)
Co([Rig (@0, dary,, (w0))]) (hipotese, Cx)
Cs{[Rpg(dep,, (wo), dag, (dap,,, (w0)))]) (hipdtese, C)
Ci(Rpg(wo, da, (dap, (w0)))) (Zrp,, a transitiva, Cs, C3)
Cs(p : da,(dap,,, (wo))) (Zpgk,Cr,Ca)
Co(Day : dap,,, (wo)) (Zpar1,C3-Cs)
C:(DeDgp = wo) (Zpgr,Ca=Ce)
C8<DG<P — DgDgy : wo) (Zﬂh C1'C7)

4424 Axiomabs

Exemplo 4.18 Axioma 5 para K;: propriedade da introspeccdo negativa, que corre-
sponde a propriedade Euclideana das relagdes de acessibilidade e ao axioma 5 da 16-
gica do conhecimento tratada aqui. Vale destacar que o simbolo L é uma abreviacdo
para qualquer formula da forma ¢ A —¢. O caso para K;, para qualquer mundo wy, €
~Kip — K=K @ wo.
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Co() (dados iniciais)
C{[~ K wol) (hipotese, Cy1)
CQ<[RZ‘(U)0,]€EKZ.W(WO))]> (hipotese, Cyp)
Cs([K;p : k?stN(wo)D (hipotese, Co)
C4([Rz~(w0,kw(kiﬁw(wo)))]) (hipotese, C;)
Cs(Ri(ki_r,, (wo), ki, (Ki_y ,(w0)))) (Zr.a Euclideana, Cs,Cy)
Co( : ki, (Ki_y,,(w0))) (Zk.p,Cs3,Cs5)
C7<Ki<P : wo) (IKila C4'C6)
Cs(L : wo) (Zr1,Cq,Cr)
Co(—=Kitp : ki, (wo)) (Z-1,C5-Cs)
ClO<Kz’_‘ iP - w0> (IKihCTCQ)
C11<_' i — K=K : W0> (I—J,Cl'cm)

A propriedade da introspec¢ao negativa também ndo é valida para o operador epistémi-
co E¢ (“todo mundo no grupo G sabe”). Isso pode ser compreendido pela intuigéo de que
essa propriedade significaria que “se ‘nem todo mundo no grupo G sabe’ um fato, entdo
todo mundo no grupo G sabe que nem todo mundo no grupo G sabe esse fato”, o que,
intuitivamente, € falso, para qualquer mundo wy.

Exemplo 4.19 Axioma 5 para Cq: propriedade da introspeccdo negativa, que corre-
sponde a propriedade Euclideana das relagdes de acessibilidade e ao axioma 5 da I6gica
do conhecimento tratada aqui. O caso para C¢, para qualquer mundo wg, é ~Cgp —
Ce—Cayp : wo (Convém recordar que a relagéo de acessibilidade R, dada pelo Lema
2.1 é uma relacdo de equivaléncia, e, portanto, tem a propriedade de ser Euclideana, o
que permite o desenvolvimento desta derivacdo. Além disso, o simbolo L é uma abrevi-
acao para qualquer férmula da forma ¢ A —).

Co() (dados iniciais)
C{[~Cap : wy)) (hipétese, C11)
Co{[Reg (wo, co_, (w0))]) (hipotese, Cio)
C3([Cay : gy, (W0)]) (hipdtese, Cy)
Ci{[Reg (wo, ca, (cGcy,, (w0)))]) (hipdtese, C;)
C5(Reg(co oy, (wo), e, (Caocy,(@0))))  (Zre,a Euclideana, Cs,Cy)
Colp : ca,(Cacy, (Wo))) (Zegr C3,Cs)
C:{Cgp : wp) (Zow1,CaCo)
Cs(L : wp) (Zrr,C1,Cr)
Co(~Cay : Ca g, (W) (Z-1,C3-Cs)
Clo<CG_'CG<P : w0> (IC(;Ia Cz'cg)
C11<_'CG80 — Cg=Cgyp: wo) (IHI, Cl'Cm)

Exemplo 4.20 Axioma 5 para Dg: propriedade da introspecgdo negativa, que corre-
sponde a propriedade Euclideana das relacGes de acessibilidade e ao axioma 5 da logica
do conhecimento tratada aqui. O caso para D¢, para qualquer mundo wq, € “Dgp —
Da—Dey = wy (Convém recordar que a relagao de acessibilidade R, dada no capitulo
1 é uma relacdo de equivaléncia, e, portanto, tem a propriedade de ser Euclideana, o que
permite o desenvolvimento desta derivacdo. Além disso, o simbolo L é uma abreviacéo
para qualquer formula da forma ¢ A —y).
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Co() (dados iniciais)
~Ci{[~Day : wy)) (hiptese, Cy1)
Co([Rpg (wo, da ., (w0))]) (hipdtese, Cyo)
C3{[Day : da_p,,, (wo)]) (hipotese, Cy)
Ca{[Rpg (wo, da, (da_p,,, (wo)))]) (hipotese, Cr)
C5(RDG(dgﬁDGw(w0) de(dGﬁDGw(WO))» (IRDGA Euclideana, C,,C,)
Co(p : da,(da_p,, (w0))) (Zper,Cs,Cs)
Cr(Dgyp : wo) (Zper, CaCs)
Cs(L : wp) (Zn1,C1,Cr)
Co(—Dagep : dGﬁDcw( wo)) (Z-r1, C3-Cs)
Clo<DG_'DG<P : w0> (IDGI,CQ Cg)
Ci1(—Dgp — De—Dgy : w) (Z—1,C1-Cyp)

4.4.3 Derivacgoes para Outras Propriedades dos Operadores Epistémicos

Exemplo 4.21 Esta derivacdo mostra a propria definicdo semantica do operador episté-
mico Eg (“todo mundo no grupo G sabe), considerando-se qualquer grupo de agentes
G ={1,2,...,n}, e qualquer mundo wy. A férmula correspondente é representada por
Eqyp <~ Ncq Kip, ou, em termos mais familiares a linguagem da logica epistémica
adotada neste trabalho, Eqp < Kio A Kop A ... AN K9 wp.

Co() (dados iniciais)
Ci([Ecy : wol) (hipotese, Cy)
Co( K1 : wo, Ko : w, ..., Kpp : wo) (Ze. e, Co)
Cs(Kip N Kop Ao . N Kpp it wy) (Zar,Cy)

Ci(Egp — Kip ANKap A ... N Kt wy) (Z_1,C1-C3)
Cs([K1p AN Kap N ... AN Kp : wol) (hipdtese, Cg)
Ce(K1p : wo, Ko : wo, ..., Kyt wp) (Zrg, Cs)
Co(Egyp : wo) (Zeer, Co)

Cs(K1p ANEKsp A... NKypp — Egp:wp) (Z_1,C5-C7)

Co(Egp < Kip N ... N K, : wo) (Znr,C4,Cs)

Exemplo 4.22 A seguinte derivacdo demonstra o teorema que define o conceito de co-
nhecimento comum como uma soluc¢éo de uma equacgao de ponto fixo [FAG95]: C'gp <«
Eq(e N\ Cap) : wo, para qualquer mundo wy.
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Co <>
[Cayp: wo])

G

(C,
Ca<EG<P wo)

(E
C5<EG<P/\EGCG90 Wo)

Co{Ec(p N Cayp) : wo)
C:(Cap — Eg(p A Caep) :

(dados iniciais)

(hipotese, C;)

(Exemplo 4.16 (axioma 4), Cy)
(ICGEG7 Cl)

(Zcgra, Co)

(Zn1,C3,Cy)

(Exemplo 4.4, C5)

WO> (I—Ja Cl -CG)

Cs([Ea(o N Cgp) @ w)
Cg<EGf(p A E(;O(;QD . w0>

(hipétese, Clz)
(Exemplo 4.4, Cs)

Cio(EcCayp : wo)

C11{Ca¢p : wo)
Ci2(Ec(o A Cap) — Cap : wo)
C13(Cap « Eg(e A Cgp) : wo)

(Zng,Cy)

(Exemplo 4.12 (axioma T'), Cy)
(Z_1,Cs-C11)

(I/\Ia C77 612)

Exemplo 4.23 A derivacgdo a seguir mostra que o conhecimento distribuido em um grupo
(conjunto) unitario de agentes € equivalente ao conhecimento individual desse Unico
agente do grupo. A prova esta fundamentada na definicdo da relacdo de acessibilidade
que define o conhecimento comum (Rp,.): essa relacdo ¢ a interseccéo das relacdes de
todos os agentes do grupo (conjunto) em questdo. Assim, no caso de um grupo unitario
(G = {i}), a interseccéo das relagbes dos agentes corresponde a propria relagéo de
acessibilidade individual do agente (relacdo R;). A propriedade pode ser enunciada
como Dy« K : wp, para todo mundo wy.

Co()
Ci{[Diye : wol)
Co([Ri(wo, K, (wo))])

(dados iniciais)
(hipotese, Cg)
(hipdtese, Cs)

Cs <RD{1’} (wo, ki, (wo))) (IRiRD{i} ,C2)
Ca(p : ki, (wo)) (Zper,Ci,Cs)
Cs(Kip - wo) (Zk,1,Ca-Cy)
Co(Dyiyyp — Kip : wo) (Z_1,C1-Cs)
Co([Kiwp = wol) (hipétese, Ci5)

Cs([Rp,, (wo, da, (wo))])
Co(Ri(wo, dg,(wo)))
Ciop : da,(wo))
Cui(Dyiyp : wo)
Ci2{Kip — Dy : wo)
013<D{Z}g0 — KZQO : w0>

(hipotese, C11)
(Zrp, 5, Cs)
(IKiEa C77 CQ)

(Zpe1,Cs-Cro)
(Z_1,C-C11)

(Znr, C7-Ci2)

Exemplo 4.24 A definicdo axiomatica [FAG95] [HM92] do conhecimento distribuido
diz que um grupo G = {1,2,...,n} tem conhecimento distribuido de um fato ¢ se cada
agente ¢ do grupo sabe de um fato qualquer ¢; e a conjuncéo desses fatos permite afirmar
o fato . Em outras palavras, se a conjuncéo de n fatos ; implica um fato ¢, entéo, se
cada agente 7 em um grupo G souber um desses n fatos ¢;, entdo isso implica que o grupo
G tem conhecimento distribuido do fato . Ou seja, no caso de um unico agente (isto é,
n = 1), 0 conhecimento distribuido so reduz o conhecimento, ou seja, vale D ;¢ < K.
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Em termos proposicionais, ((¢1...0,) — ¢) — (K11 ... Kypn) — Dgp) : wo,
considerando-se qualquer conjunto de agentes G = {1,2,...,n}. Convém recordar
que a relagéo de acessibilidade R, dada no capitulo 1 € uma rela¢do de equivaléncia,
e, portanto, tem a propriedade da reflexividade, o que permite o desenvolvimento desta
derivagéo.

Co() (dados iniciais)
Ci{l(pr Apa A o) = @ 2 wyl) (hipdtese, C11)
Co([K1po1 A Kopa A ... N Ko = wol) (hipdtese, Cyp)
Cs(K1p1 = wo, Kaws : wo, - -+, Knp + wo) (Zrg,Co)
Ca([Rpg(wo, da,(wo))]) (hipétese, Cy)

C5<R1 (wo,dcw (wo)),Rz (W()vdG¢, (wo)), B % (w()vdG¢, (w()))> (IRDG R;>» C4)
Co{p1 : da,(wo), 02 i da,(wo), - .., n : da,(wo)) (Zk,E,Cs3,Cs)

Cr{lort Npa A Nyt da, (wo)) (Zr1,Co)
Cs{p : dg,(wo)) (Z-5,C1,Cr)
Co(Dayp : wo) (Zpe1,Ca-Cs)
Cio{(K1p1 A Koo A ... N Kpp) — Da = wo) (Z_1,Cs-Cy)
Ci1i{(p1 A Apn)— @)= (K11 A . . AKpon) — Daw) :wo) (Z_1,C1-Cr0)

Exemplo 4.25 Uma propriedade que relaciona o conhecimento individual dos agentes
ao conhecimento comum de um grupo G em que 0 agente esteja inserido é a seguinte
[HUT2000]: K;Cqyp < Cap : wy, para qualquer mundo wy.

Co() (dados iniciais)
CU{[KiCayp - wo)) (hipétese, Cy)
Co(R;i(wo, wo)) (Zg, 4 reflexiva)
C3(Cayp : wo) (Zk,r,C1,C)
C4 <KZCG(P — CG(P : w0> (IH], 61'63)
Cs([Cayp : wo)) (hipbtese, Co)
Ce(CcCaqip : wp) (Exemplo 4.16 (axioma 4), Cs)
Cr(EgCayp : wy) (ZeyEa,Cs)
Cs(K;Cap : wy) (Zeer,Cr)
Co(Cap — K;Cap : wp) (Z_1,C5-Cy)
Cro(KiCayp < Cop : wo) (Zn1,C4,Co)

Exemplo 4.26 Outra propriedade que relaciona o conhecimento individual dos agentes
ao conhecimento comum de um grupo G em que 0 agente esteja inserido é a seguinte
[HUT2000]: CqK;p < Cap : wy, para qualquer mundo wy.
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Co() (dados iniciais)
T C{[CaKp : w)) (hipotese, Cg)
Co([Rey; (wo, ca, (wo))]) (hipotese, Cs)
C3(Kip : ca,(wo)) (Zegr, C1,Ca)
Ca(p : cq, (wo)) (Exemplo 4.11 (axioma T), Cs)
C5<CG90 : wo) (ICGI, 62'64)
CG <CgKZ(p — CG(P : w0> (Iﬂj, 61'65)
C{[Cay = wol) (hipdtese, Cy4)
Cs([Rey (wo, ca, (wo))]) (hip6tese, Ci3)
Co(CcCaqip : wp) (Exemplo 4.16 (axioma 4), Cr)
C10{Cqp G, (wo)) (Zcg e, Cs, Cy)
Cu(Egy : ca,(wo)) (Zew g6 Cro)
C12<Ki<P ‘Ca, (w0)> (IEGE, Cn)
613<OGKi<P : wo) (ICGL Cs-Ci2)
C14(Cap — CaK,p = wo) (Z_.1,C7-C13)
C15<CGKW — Cgyp: wo) (Zrr1,Cs, Cia)

Exemplo 4.27 Este € um exemplo de derivagdo aplicada apresentado em [HUT2000]:
C(pVq), K1(KspV Ky—p), K1—Keq F Kip : wp, para qualquer mundo wy. 1sso significa
que, se é conhecimento comum que p V ¢; e 0 agente 1 sabe que 0 agente 2 sabe se p €
verdade e também sabe que o0 agente 2 ndo sabe que ¢ é verdade; entdo o agente 1 sabe
que p é verdade.

Co(C(pV q) : wo, K1(Kap V Ky—p) : wo, K1—K5q : wp) (dados iniciais)
C1(CKs(pV q) : wo) (Exemplo 4.26, C)
Co(EK>(pV q) : wo) (Zeg e, Cr)
C3(K1K>(p V q) : wo) (ZegE,Ca)
Cal[ R (wo, Fr, ()] (hipétese, C1s)
C5<K2(p Vv q) ( ), KopV Ko—p : k1p (wo), —Kaq : k1p (wo)> (IK1E> CO, CB, C4)
Co ([ Kap : k:lp (wo)]) (hipotese, C17)
Cr(p : k1, (wo)) (Ex.4.7 (AX.T), C¢)
Cs([Fomp : k, (wo)]) (hipotese, C17)
Co([—p : k1, (wo)]) (hipdtese, Cy4)
Cio([Ra(k1,(wo), k2, (K1, (w0)))]) (hipotese, Ci3)
C11<ﬁp : qu(k1p(wo)),p Vaq: qu(klp(wo)))> (Zx, £, Cs,Cs,Cio)
Cia(q : ko, (K1, (wo))) (PC, Ci1)
C13<K2q : klp (w0)> (IKQI,C10'C12)
Cra(L : by, (wo)) (Znr,Cs,Cr3)
Cis(—p : k1, (wo)) (Z-1,C9-C14)
Cio(p : k1, (wo)) (Z-£,Ci5)
Cir(p ki, (wo)) (ZvEe, Cs,C6-Cr, Cs-Ci6)
618<K1p : wo) (IKlla C4'C17)
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5 APLICACAO DO SDK NA REPRESENTACAO DE CO-
NHECIMENTO

Neste capitulo, sdo apresentados alguns problemas tipicos da area de raciocinio sobre
conhecimento em sistemas distribuidos (multiagentes) com o objetivo de estudar a via-
bilidade da utilizacdo do sistema de deducéo natural rotulada para epistémicas proposto
para aplicacOes classicas da referida area de pesquisa. Cada problema selecionado € de-
scrito e analisado de acordo com as propriedades do conhecimento envolvidas em sua
formalizacdo, e tem sua solucédo provada, utilizando-se o sistema de dedugdo proposto
neste trabalho.

51 WiseMen Puzzle

Para 0 wise men puzzle, ou quebra-cabeca dos homens sabios, é apresentada uma de-
scricdo do problema, seguida da sua formalizacao e resolucdo, utilizando-se légicas para
representacdo do conhecimento. Tanto a descri¢do do problema, como a sua formalizacao
e sua solucdo, sdo baseadas na apresentacdo de [HUT2000].

e Existem trés homens sébios e um rei que tem trés chapéus vermelhos e dois chapéus
brancos. E conhecimento comum — sabido por todos e sabido ser sabido por todos,
etc. — que existem trés chapéus vermelhos e dois chapéus brancos. O rei coloca
um chapéu na cabeca de cada um dos trés sabios.

Cada um dos homens vé a cor dos chapéus dos outros dois homens, mas nao pode
ver 0 seu proprio chapéu. Entdo o rei pergunta a um de cada vez (em seqiiéncia) se
eles sabem a cor do chapéu gue esta na sua cabeca. Supde-se a situacdo em que o
primeiro sabio diz que nédo sabe; o segundo diz que ndo sabe; entdo o terceiro diz
que sabe.

Pergunta-se: Como o terceiro homem soube qual a cor do seu chapéu? Qual € a cor
do chapéu do terceiro sabio?

Uma explicacdo inicial é dada em termos relativamente informais, segundo a apre-
sentacdo de [HUT2000]: Para responder a essas questfes, sdo enumeradas as sete pos-
sibilidades existentes, usando V para denotar chapéu vermelho e B para denotar chapéu
branco:

sébio 1 \/ \
sébio 2 \/ \
sébio 3 \/ B

<m<L

V
B
B

<<w
W< w

B
B
\Y
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Por exemplo, V B B refere-se a situacdo em que o primeiro homem tem um chapeu
vermelho, o segundo tem um chapéu branco, e o terceiro também tem um chapéu branco.
A oitava possibilidade, B B B, é impossivel pelo fato de que existem apenas dois chapéus
brancos.

Para raciocinar sobre isso a partir dos pontos de vista do segundo e do terceiro homem,
sabe-se que, quando eles ouvem o primeiro homem falar, podem descartar a possibili-
dade de ser verdadeira a situagédo V B B, porque, se fosse o caso dessa situagédo, entdo
o0 primeiro homem, vendo que 0s outros estavam usando chapéus brancos e sabendo que
ha apenas dois chapéus brancos, teria concluido que o seu préprio chapéu teria que ser
vermelho. Como ele disse que ndo sabia, a situacdo verdadeira ndao pode ser V B B.
Destaca-se que o segundo e o terceiro homem devem ser inteligentes para fazer esse
raciocinio; e eles devem saber que o primeiro homem é inteligente e fala a verdade tam-
bém. No jogo, assume-se a honestidade, a inteligéncia e a percep¢do dos homens como
sendo conhecimento comum — sabido por todos e sabido ser sabido por todos, etc.

Quando o terceiro homem ouve o segundo homem falar, ele pode descartar a possi-
bilidade de a situacéo verdadeira ser B V B, por razdes parecidas: se esse fosse o caso, 0
segundo homem teria dito que ele sabia que a cor do seu chapéu é vermelha, mas ele ndo
disse isso. Além disso, o terceiro homem também pode descartar a situagdo V'V B quando
ele ouve a segunda resposta, pela seguinte razdo: se o segundo homem tivesse visto que
0 primeiro estava usando um chapéu vermelho, e o terceiro um chapéu branco, ele teria
sabido que a situacéo deveria ser V B B ou V V B; mas ele teria sabido, pela resposta do
primeiro homem, que a situacdo nao poderia ser V B B, entdo ele teria concluido que era
V'V B e que ele proprio estava usando um chapéu vermelho; mas ele n&o chegou a essa
concluséo, entdo, pensa o terceiro homem, a situagéo ndo pode ser V V B.

Tendo ouvido os dois primeiros homens falarem, o terceiro homem tinha eliminado
as situacbes VBB, BV B e V'V B, deixando apenasVVV,VBV,BVVeBBW
Em todos esses casos, ele préprio esta usando um chapéu vermelho, entdo ele conclui que
estd usando um chapéu vermelho.

O homem aprendeu muito ao ouvir os outros homens falarem. Deve ser enfatizada
novamente a importancia da suposicdo de que eles dizem a verdade sobre o seu conheci-
mento e sdo perspicazes e inteligentes o suficiente para chegar a conclusdes corretas. Por
isso, ndo é suficiente que os trés homens sejam verdadeiros, perspicazes e inteligentes;
eles devem saber que 0s outros o séo, e esse fato também deve ser sabido, etc. Portanto,
tudo isso é assumido como sendo conhecimento comum.

Para formalizar esse problema, especificamente a situacdo descrita, em que as re-
spostas sdo, na ordem, “ndo sei”, “nédo sei” e “sei: é vermelho”, [HUT2000] considera que
p; significa que o homem 4 tem um chapéu vermelho; entdo —p; significa que o homem i
tem um chapéu branco. Seja I" o conjunto de formulas

{C(p1 V2V ps3),
— Kopy), C(—p1 — Ky=p1),

(p1
(p1
(pQ — Kips),
(pQ

QA QQ

(p3s — Kips),
C(ps — Kaps), C(—ps — Kymps)}.

Isso corresponde a configuracdo inicial: € conhecimento comum (de todos) que um

dos chapéus tem que ser vermelho e que cada homem pode ver a cor dos chapéus dos
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outros dois homens. A declaracao de que o primeiro homem ndo sabe a cor do seu proprio
chapéu leva em conta a formula C'(—K;p; A =K;—p;) e ocorre de maneira semelhante
com o segundo homem.

Uma tentativa ingénua [HUT2000] de formalizar o problema dos homens sabios seria
simplesmente provar I', C'(=K1p; A =K1—p1), C(=Kaops A 7 Ko—ps) F K3ps, Assim, se
I é verdade, e as declaracGes sdo feitas, entdo o terceiro homem sabe que seu chapéu
é vermelho. Entretanto, isso falha por ndo capturar o fato de que o tempo passa entre
as declaracdes. O fato de que C—Kp; € verdadeiro depois da primeira declaragéo nédo
significa que seja verdadeiro depois de algumas declaragdes subseqiientes. Por exemplo,
se alguém anuncia py, entdo C'p, torna-se verdadeiro.

A razdo pela qual essa formalizagdo € incorreta, entdo, é que, embora o conhecimento
aumente com o tempo, a falta de conhecimento néo cresce com o tempo. Se alguém sabe
, entdo (assumindo que ¢ ndo muda) esse alguém sabera disso até o dltimo instante; mas
se alguém ndo sabe o, pode ser que saiba isso no préximo instante, pois pode adquirir
mais conhecimento.

Para formalizar corretamente o problema dos homens sabios, é necessario dividi-lo
em duas implicagdes, cada uma correspondendo a uma declaracdo. Quando o primeiro
homem declara que ndo sabe qual é a cor do seu proprio chapéu, uma certa formula ¢
positiva torna-se conhecimento comum. O raciocinio informal apresentado explicou que
todos os homens poderiam entdo descartar a situacdo V B B pois, dado p; V py V ps, 1SS0
os leva ao conhecimento comum de ps V ps. Portanto, ¢ é apenas ps V ps, € € necessario
provar a implicacéo

Implicagdo 1. T', C'(=K1py A ~K1=py) = C(p2 V p3).

Uma prova desse sequiente pode ser encontrada na Figura 5.1. As derivacgdes que estao
justificadas com a expressdo “PC” resumem em um s0 passo uma sequéncia de derivacoes
da légica proposicional, ndo envolvendo, portanto, operadores epistémicos. Como p, V p3
é uma formula positiva, ela persiste com o tempo e pode ser usada em conjuncdo com 0
segundo andncio para provar a conclusao desejada (Figura 5.2):

Implicagdo 2. I', C(p2 V p3), C(=Kapa A ~Ka=ps) = Ksps.

Esse método exige um pensamento cuidadoso: dada uma declaracdo de informacéo
negativa (tal como um homem declarando que néo sabe qual é a cor do seu chapéu),
é necessario descobrir quais férmulas de conhecimento positivo podem ser derivadas a
partir dessa, e tal conhecimento tem que ser suficiente para permitir prosseguir para a
proxima rodada (ou seja, fazer até mais progresso em direcdo a resolucdo do quebra-
cabeca).

Como py V p3 € uma férmula positiva, ela persiste com o tempo e pode ser usada
na conjungdo com a segunda sentenca para provar a conclusédo desejada: IT',C(ps V
p3), C(—~Kaps A = Ky=ps) = Ksps (Figura 5.2).

Na Figura 5.3, é mostrada uma formalizacdo para uma variante do wise men puzzle
conhecida como two wise men puzzle pelo fato 6bvio de envolver apenas dois homens
sabios na historia. A implicag&o correspondente é a sequinte: KoK (p; V p2), Ko(—p2 —
Ki—p2), Ko—Kip1 Fspi Kaopo. Esta prova segue a formalizagéo dada por [HUT2000] e
é visivelmente mais simples do que o problema original, o qual envolve, obrigatoriamente,
duas implicacdes.
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I C(=Kypy A —=Ki=p1) F C(p2 V p3)

Co(C(p1 V p2 V ps) : wo, C(pi — K;pi) : wo,

C(—p; — K;—p;i) : wo, C=K17py : wo, C—Kqpy : wy) (dados iniciais, i # j7)
Cl <[RCG (WO’ CpaVps (WO))D (hipétese, C15)
Co([—p2 A —p3 = wo)) (hipétese, C;3)
C3(p2 — Ki17p2 : Cpyvps (Wo), P3 — Ki17p3 & Cpyvps (W) (Zcw e, Co, Cr)
C4<_'p2 * Cpavps (WO)a TP3 - Cpavps (w0)> (I/\E> C2)
Cs (K 1y = wo, K173 © Cpyupy (wo)) (Z-£,C3,C4)
Ce(K1—p2 N K1—ps CpaVps (wo)) (Zn1,C5)
Cr{p1 VP2 V P3 : Cpavps(wo)) (Zegr: Co, C)
Cs (B (Cpyvps (Wo), Cpavps (wo))) (Zr, a reflexiva)
Co(p1 : Cpyvps (W0)) (PC, o, Cr)
Cio(K1p1 : wp) (Zk,1,Cs-Cy)
Ci1(—K1p1 : Cpyvps(wo)) (Zeg e, Co, Cr)
Cra{L : cpyvps(wo)) (Zn1,Ci0,C11)
Ci3(=(=p2 A —P3) © Cppvps (Wo)) (Z-1,Co-Cr2)
Cra(p2 V P3 : Cpyvps(wo)) (PC, C13)
C15(C'(p2 V p3) : wo) (Zce1,Ci-Cuy)

Figura 5.1: Implicacdo 1 do Wise Men Puzzle

I',C(p2 V ps), C(—Kaps AN —Ko—ps) F Ksps

Co(C(p1 V p2 Vp3) :wo,Cp2 V p3) : wo, C— Kz @ wy,

C(—p; — Kj=p;) : wo, C-Kaps : wo, C(pi — K;pi) : wo) (dados iniciais)
Ci(CKy(p2 V p3) : wo) (Exemplo 4.26, Cy)
Co(E(—ps — Ka=p3) : wo, E=Kaps : wo, EK2(p2 V p3) 1 wo) ZewEe,Co, C)
C3(K3(—p3 — Ka—p3) :wo, Kz~ Kaps:wo, K3Ka(p2Vps) :wo) Ze.Ee,Co)

Ca([R3(wo, ks, (wo))]) (hipdtese, Ci5)

C5(p3 — Ka=ps ks, (wo), 7 Kapa:ks,, (wo), K2(p2Vps3):ks,, (wo)) (Zks,Cs,Cy)

Co([—p3 : k3, (wo)]) (hipdtese, C13)

Cr (K3« ks, (wo)) (Z-£,C5,Co)

Cs([R2(ks,, (wo), ka,, (K3, (w0)))]) (hipotese, Cq1)
Co(—ps : ko, (k:«ng (wo)), P2V p3 : ka,, (k:«ng (w0))) (Zr,5:C5,C7,Cs)
C10<p2 : k2p2 (ksps (wo))> (PC, Cy)

Cri(Faps ks,, (wo)) (Zk,1,Cs~Cio)

Cra(L : k3, (wo)) (Zn1,Cs,C11)

Ciz3(—ps lf:sp3 (wo)) (Z-1,C6-C12)

Cra(ps : lf:sp3 (wo)) (Z-£,C13)
C15(K3ps3 : wo) (Zks1,C47C1a)

Figura 5.2: Implicacdo 2 do Wise Men Puzzle
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KyKi(p1 V pa), Ko(—pas — K17p2), KomKip1 Fspr Kapo

Co{[2 K1 (p1Vp2) :wo,Ka(—p2 — K1-p2) 1w, Ko~ K1py two) (dados iniciais)
C1([Ra(wo, k2, (wo))]) (hipdtese, C12)
Co(K1(p1Vp2): kzm (wo),—p2 — K1—p2 Ikzm (wo), ~K1p1 Ikzm (wo)) (IKQE, Co, Cl)
Cs([—p2 : K, (wo)]) (hipdtese, Cip)
Ca(K17p2 kg, (wo)) (Z-p,C2,C3)
Cs([R1(ka,, (wo), k1, (K2, (w0)))]) (hipotese, Cs)
Co(—p2 : k1, (K2, (w0)), p1 V P2 : k1, (K2, (w0))) (Zr,E,C2,C4,C5)
Cr(p1 : k1, (K2, (wo))) (PC, Cg)
Cs(K1p1 : ka,, (wo)) (ZTky1,C5-Cr)
Co(L : kg, (wo)) (Zaz1,C2,Cs)
Cio{——p2 : k2, (wo)) (C-1,C5-Co)
C11(p2 : ka,, (wo)) (Z-E,C10)

C12(Kap2 : wo) (Zrp1,C1-C12)

Figura 5.3: Two Wise Men Puzzle

5.2 Muddy Children Puzzle

Este problema é uma das muitas varia¢6es do quebra-cabeca dos homens sébios (wise
men puzzle, apresentado anteriormente); uma diferenca é que as perguntas sao respondi-
das em paralelo, ndo em seqiiéncia. Também é um bom exemplo da sutileza que surge nas
distingdes entre varios estados de conhecimento que podem estar envolvidos no raciocinio
sobre o conhecimento de um grupo.

Este problema sera descrito e analisado de acordo com as propriedades do conheci-
mento envolvidas em sua formalizacdo, com base em [FAG95] e [HUT2000]. A abor-
dagem de [HUT2000] é utilizada para a descri¢do do efetivo processo de formalizacédo
do muddy children puzzle, e a sua solucao é provada, utilizando-se o sistema de deducao
proposto neste trabalho.

e Ha um grupo de criangas brincando no jardim. Sua percepcédo, honestidade e in-
teligéncia s&o um conhecimento comum a todos, ou seja, isso é verdadeiro, sem
que se precise dizé-lo. Um certo nimero de criancas (por exemplo, k) ficou suja de
lama na testa.

A mée dessas criancas disse-lhes que, se ficassem sujas, haveria consequéncias
sérias. Entdo, é claro, cada crianca quer ficar limpa, mas também adoraria ver as
outras ficarem sujas. Durante a brincadeira, algumas das criangas, por exemplo,
k criancas, ficou com barro na testa. Cada crianca pode ver o barro na testa das
outras, mas ndo na sua propria testa. Portanto, evidentemente, ninguém diz nada
para ninguém.

Se k£ > 1, entdo cada crianca pode ver uma outra com lama na testa, entdo cada
uma sabe que pelo menos uma no grupo esta suja de lama. Séo considerados estes
dois cenérios:

Cenario 1. O pai das criangas chega e pergunta algumas vezes “Alguém de vocés
sabe se esta com lama na testa?”. Na primeira vez, todas elas vao dizer ndo; mas,
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diferente do exemplo dos homens sabios, elas ndo aprendem ao ouvir as outras
dizerem ndo, entdo prosseguem respondendo ndo as perguntas repetidas do pai.

Cenario 2. O pai anuncia primeiro que pelo menos uma delas esta suja de lama
(o que é algo que eles ja sabem) (se £ > 1); e entdo, como antes, ele pergunta
repetidamente “”Alguém de vocés sabe se estd com lama na testa?”.

Assumindo que todas as criancas sdo perspicazes, inteligentes, sinceras, e que re-
spondem simultaneamente, pergunta-se 0 que acontecera.

Na primeira vez, todos respondem ndo. Por isso, eles prosseguem respondendo nao
as primeiras k-1 repeticdes da mesma questdo; mas na k-ésima vez, a crianga que esta
com lama na testa pode responder sim.

O exemplo oferecido por este problema envolve a incerteza relacionada a utilizag&o da
semantica dos mundos possiveis de Kripke. Supde-se que Alice vé que Bob e Carlos tém
barro na testa e que todas as outras criangas ndo tém. 1sso permite a ela eliminar todos os
mundos possiveis menos dois: um em que ela, Bob e Carlos tém barro na testa, e nenhuma
outra criancga tem, e outro em que Bob e Carlos tém barro na testa, e ela e as outras criangas
ndo tém. Em todos os mundos que Alice considera possiveis (isto é, nesses dois mundos),
Bob e Carlos tém barro na testa e todas as criancas, exceto Bob, Carlos e ela prépria, ndo
tém. A incerteza de Alice refere-se somente a sua prépria testa; sua incerteza é refletida
no conjunto de mundos que ela considera possiveis. Como foi enunciado anteriormente,
deduz-se que, ao ouvir as criancgas responderem as duas primeiras perguntas do pai, Alice
sera capaz de eliminar um desses dois mundos possiveis e sabera se tem ou nao barro na
Ssua propria testa, e prova-se que, nas k-1 primeiras vezes que o pai fizer a pergunta, todas
as criancgas vao dizer “Nao”, mas entdo na k-ésima vez, as criancas que estiverem com
barro na testa vao responder “Sim”. Esta prova € mostrada na Figura 5.8.

A primeira vista, pode parecer estranho que os dois cenérios sejam diferentes, dado
que a unica diferenga nos eventos conduzidos entre eles esta em que, no segundo cenario,
0 pai anuncia algo que eles ja sabem. Seria errado, entretanto, concluir que as criangas ndo
aprenderam a partir dessa declaragdo. Embora todas soubessem o conteudo da declaracéo,
o fato de o pai dizer isso torna isso conhecimento comum entre todos, entdo agora todos
sabem que todos sabem disso, etc. Essa € a diferenca crucial entre os dois cenarios.

Para entender o cendrio 2, consideram-se alguns poucos casos de k. A “prova”
referida é dada por inducdo em k. Para k = 1, isto é, apenas uma crianca tem lama
na testa, o resultado é obvio: a Unica crianca que tem barro na testa vé que nenhuma outra
estd embarrada. Como ela sabe que existe pelo menos uma crianga com barro na testa,
ela conclui que deve ser ela propria. Essa crianca esta imediatamente apta a responder
sim, pois ela ouviu o pai falar e ndo vé nenhuma outra crianca suja de lama. Esta prova é
mostrada na Figura 5.7.

Porém, supondo que £ = 2, ha apenas duas criancas embarradas: a e b. Cada uma
delas responde “N&o” na primeira vez, por causa do barro na testa da outra. Mas, quando
b diz “Nao”, a se da conta de que deve estar embarrada, pois, caso contrario, b saberia
gue ela mesma era quem estava com barro na testa e responderia “Sim” na primeira vez.
Em outras palavras, nesse momento, a pensa: como b respondeu ndo na primeira vez, ela
deve ter visto alguém de nos sujo de lama. Bem, a Gnica pessoa que eu consigo ver com
lama é b, entdo se b v& mais alguém com lama, esse alguém devo ser eu mesma. Entéo a
responde sim na segunda vez. E b faz 0 mesmo raciocinio, ou seja, a crianca b raciocina
de maneira simétrica sobre a e também responde sim na segunda rodada.
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Supondo entdo que k& = 3, ha trés criancas embarradas: a, b e c. Todos respondem nao
nas duas primeiras vezes. A crianga a pensa como segue. Assumindo que eu ndo tenho
barro na minha testa, entdo, pelo raciocinio que eu fiz caso houvesse duas criangas com
lama na testa (k = 2), tanto b como ¢ responderiam “Sim” na segunda vez, isto é, se s b e
c estdo com lama, eles teriam respondido sim na segunda vez, conforme o argumento para
k = 2 acima. Quando eles nédo fizeram isso, a se da conta de que a hipotese era falsa, e
gue entdo deve haver uma terceira pessoa com lama; como a s6 pode ver b e ¢ com lama,
a terceira pessoa devo ser eu mesma (a). Entdo a responde sim na terceira vez. Por razdes
simétricas, b e ¢ fazem o mesmo. O argumento para o caso geral (para outros valores de
k) procede na mesma linha.

Seja o fato de que “pelo menos uma crianga tem barro na testa” denotado por p. Se
k > 1, isto é, mais de uma crianca tem barro na testa, entdo todas as criangas podem ver
pelo menos uma crianga que tem barro na testa, e, inicialmente, todas as criangas sabem
p. Portanto, poderia parecer que o pai ndo ofereceu as crianc¢as qualquer informacéo nova,
e portanto ele ndo deveria precisar dizer a elas que p vale quando k£ > 1. Mas isso é falso.
Se 0 pai ndo anunciar p (como € o caso no Cenario 1), as criangas que tém barro na testa
nunca poderiam concluir que a sua prépria testa estd com barro.

Eis um esbogo da prova: Prova-se, por inducdo em ¢, que, ndo importa qual seja
a situacdo, isto €, ndo importa quantas criangas tenham barro na testa, todas as criangas
respondem “N&o” as ¢ primeiras perguntas do pai. Claramente, ndo importa quais criancas
tenham barro na testa, todas respondem “N&o” a primeira pergunta do pai, pois uma
crianca ndo pode distinguir uma situacdo em que ela tem barro na testa de outra situacao
que € idéntica a essa em todos 0s aspectos, exceto que ela ndo tem barro na testa. O
passo de inducgéo é parecido: Pela hipotese de inducdo, as criangas respondem “Nao” as g
primeiras perguntas do pai. Portanto, quando o pai faz a sua pergunta pela (¢ + 1)-ésima
vez, a crianga ¢ ainda ndo pode distinguir uma situacdo em que tem barro na testa de outra
que € idéntica em todos os aspectos, exceto que ela ndo tem barro na testa, pois, pela
hipdtese de inducdo, as criangas vao responder “N&o” as ¢ primeiras perguntas do pai
tanto se a crianga ¢ tiver barro na testa como se néo tiver. Portanto, novamente, ela ndo
sabe se sua propria testa esta embarrada.

A situacdo é resumida por [FAG95], dizendo que o anuncio do pai deu as criancas
conhecimento comum de p (o fato de que pelo menos uma crianca estad com barro na
testa), embora o raciocinio feito pelas criangas supde que muitos outros fatos que eram
conhecimento comum a todos ja existiam no grupo, por exemplo, o pai sempre fala a
verdade; todas as criangas podem e realmente ouvem o pai; todas as criancas podem e
realmente véem quais das outras criancas alem delas préprias tém barro na testa; nenhuma
das criangas pode ver a sua propria testa; todas as criangas sempre falam a verdade; e todas
as criangas sdo (extremamente) inteligentes.

Um pouco mais de reflexdo revela que o conhecimento comum surge aqui por causa
da natureza puablica do anuncio do pai. Grosso modo, 0 andncio publico de p pelo pai
coloca as criangas em uma situacao especial, aquela com a propriedade de que todas as
criancas tanto sabem que p € verdade quanto sabem que elas estdo nessa situacao. Pode-se
mostrar que, sob tais circunstancias, p € conhecimento comum [FAG95].

Observa-se que 0 conhecimento comum n&do surge porque as criangas, de alguma
forma, deduziram cada um dos fatos E¥p um por um. Se isso fosse verdade, entdo,
provavelmente, seria necessaria uma quantidade de tempo infinita para se obter conheci-
mento comum. O conhecimento comum surge todo de uma s6 vez, como um resultado de
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as criancgas estarem em uma situacao especial como essa da declaragédo publica do pai.

5.2.1 Solugéo Baseada em Modelos

Uma caracteristica que facilita o entendimento da complicada rede de conhecimentos
envolvidos no problema é a representacdo grafica de cada situacdo por meio de uma es-
trutura de Kripke semelhante a um grafo. Essa técnica de solucdo, baseada nos modelos
de [FAG95] para esclarecer a do problema, permite a visualizacdo tanto dos estados do
conhecimento do grupo de criancas quanto da evolugédo desses estados.

Primeiro considera-se a situacdo antes de o pai falar. Supondo-se que existam n cri-

ancas juntas, sendo numeradas de 1,...,n. Algumas das criangas tém barro na testa, e
as outras ndao. Pode-se descrever uma situacdo possivel por uma n-upla de 0s e 1s da
forma (x4, ..., z,),onde z; = 1 se a crianga 7 tem barro na testa, e z; = 0 caso contrario.

Portanto, se n = 3, entdo uma tupla da forma (1,0, 1) diria que precisamente a crianga
1 e a crianca 3 tém barro na testa. Supde-se que a situacao real é descrita por essa tu-
pla e procura-se descobrir quais situacGes a crianca 1 considera possiveis antes de o pai
falar. Como a crianca 1 pode ver a testa de todas as criancas além dela prépria, sua Unica
duvida é sobre se ela propria tem barro na testa ou ndo. Portanto, a crianca 1 considera
duas situacdes possiveis: (1,0, 1) (a situagdo real) e (0,0, 1). De maneira semelhante, a
crianga 2 considera duas situagdes possiveis: (1,0,1) e (1,1,1). Em geral, uma crianga
i tem a mesma informacdo em dois mundos possiveis exatamente se essas informacoes
concordam em todos 0s componentes exceto possivelmente no ¢-ésimo componente.

Pode-se capturar a situacdo geral por uma estrutura de Kripke M que consiste de
2" estados, um para cada uma das n-uplas possiveis. Deve-se decidir primeiro quais
proposi¢des serdo incluidas na linguagem. Para raciocinar sobre se uma dada crianga tem
ou ndo barro na testa, adota-se o conjunto de proposi¢des primitivas ® = {p1, ..., pn, p},
onde p; significa “a criancga ¢ tem barro na testa”, e p significa “pelo menos uma crianca
tem barro na testa”. Portanto, define-se a satisfatibilidade de cada tupla no modelo como
(M, (xq,...,2,)) F p; se e somente se z; = 1, e (M, (z1,...,x,)) F p Se e somente se
x; = 1 para algum j. Evidentemente, p € equivalente a p; Vv ... V p,, portanto seu valor-
verdade pode ser determinado a partir do valor-verdade das outras proposi¢ées primitivas.
Nada impede de escolher uma linguagem na qual as proposicdes primitivas ndo sejam
independentes [FAG95]. E conveniente adicionar uma proposicao primitiva (neste caso,
p) que descreva a declaracdo do pai. Finalmente, definem-se as relagbes R;. Como a
crianga 7 considera um mundo possivel se ele concorda com todos 0s componentes exceto
possivelmente com o i-ésimo componente, considera-se (z,y) € R,; exatamente se x e y
concordam em todos 0s componentes exceto possivelmente no i-ésimo componente. Essa
definicdo torna R; uma relacdo de equivaléncia, e isso completa a descricdo do modelo
M.

Embora essa estrutura de Kripke possa parecer bastante complicada, ela realmente
tem uma representacdo grafica elegante. Ignorando-se os autolacos e os rétulos dos arcos
por um momento, obtém-se uma estrutura com 2™ nos, cada um representando um estado
do modelo M, ou seja, cada n6 (estado) é descrito por uma n-upla de 0s e 1s, tal que dois
nos sdo unidos por um arco exatamente se eles diferem em exatamente um componente.
Isso define um cubo n-dimensional. O caso n = 3 € ilustrado na Figura 5.4 (na qual os
autolacos e as setas nos arcos sdo omitidos).

Intuitivamente, cada crianca sabe quais das outras criancas tém barro na testa. Essa in-
tuicdo é surge a partir da defini¢do formal de conhecimento. Por exemplo, € facil ver que,
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(1,1,1)
2 3‘ 1
(1,1,0)

(1,0,1) (0,1,1)
3| 1 o <3|
(1,0,0) (0,1,0)
1 (07071) 2
3|
(0,0,0)

Figura 5.4: A estrutura de Kripke para o quebra-cabeca das criancas enlameadas

quando a situacéo real é (1,0,1), vale (M, (1,0,1)) F K;—p, pois, quando a situacéo
real é (1,0, 1), a crianga 2 ndo tem barro na testa nos dois mundos que a crianga 1 con-
sidera possiveis. De maneira parecida, vale (M, (1,0,1)) F K;ps: a crianca 1 sabe que a
crianga 3 tem barro na testa. Entretanto, (1, (1,0,1)) E —K;p;. A crianca 1 ndo sabe se
ela propria tem barro na testa, pois, no outro mundo que ela considera possivel — (0,0, 1)
— ela ndo tem barro na testa. De fato, & conhecimento comum que cada crianga sabe se
cada uma das outras tem barro na testa ou ndo. Portanto, por exemplo, uma férmula como
pa — Kipo, que diz que, se a crianca 2 tem barro na testa, entdo a crianga 1 sabe disso,
é conhecimento comum. Também o fato C'(p, — K;p2) é verdade em qualquer estado,
assim como C'(—py — Kj—p2), que ndo sdo demonstrados.

Considerando o que acontece depois de o pai falar p, 0 que, como ja foi mencionado,
ja é do conhecimento de todas as criancas se existem duas ou mais criangas com barro
na testa, o estado do conhecimento muda, mesmo se todas as criancas ja sabem p. Se
n = 3, no mundo (1,0, 1), a crian¢a 1 considera a situagéo (0,0,1). Nesse mundo, a
crianga 3 considera (0,0, 0) possivel. Portanto, no mundo (1,0, 1), antes de o pai falar,
embora todos saibam que pelo menos uma crianga tem barro na testa, a crianca 1 pensa
que é possivel que a crianca 3 pense que é possivel que nenhuma das criangas tenha
barro na testa. Depois de o pai falar, torna-se conhecimento comum que pelo menos uma
crianca tenha barro na testa. Pode-se representar a mudanca no estado do conhecimento
do grupo graficamente (no caso geral), simplesmente removendo o ponto (0,0,...,0)
do cubo, obtendo um cubo “truncado”. (Mais precisamente, 0 que acontece é que 0 nd
(0,0,...,0) permanece, mas todos os arcos entre (0,0,...,0) e 0s n6s com exatamente
um 1 desaparecem, pois € conhecimento comum que, mesmo Se apenas uma crianga tem
barro na testa, depois de o pai falar, essa crianga ndo vai considerar possivel que ninguém
tenha barro na testa.) A situacao é ilustrada na Figura 5.5

A cada vez que as criangas respondem a pergunta do pai com “Nao”, o estado do
conhecimento do grupo muda, e o cubo € mais truncado. Considerando o que acontece
depois de as criancas responderem “N&o” a primeira pergunta do pai, todos os nds com
exatamente um 1 podem ser eliminados. (Mais precisamente, 0s arcos para esses nos a
partir de nds com exatamente dois 1s desaparecerdo do grafo.) Os nds com um ou menos
1s ndo sdo mais atingiveis a partir de nds com dois ou mais 1s (Figura 5.6).

O raciocinio aqui é paralelo ao raciocinio da “prova” dada na historia. Se a situacao
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(0,0,1)

(0,0,0)

Figura 5.5: A estrutura de Kripke depois que o pai fala

(1, 1, 1)
/3 \
(1, 1,0)

(1,0,1) (0,1, 1)
(1,0,0) (0,1,0)
(0,0,1)

(0,0,0)

Figura 5.6: A estrutura de Kripke depois que o pai fala pela segunda vez
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real for descrita, por exemplo, pela tupla (1,0,...,0), entdo a crianca 1 consideraria
inicialmente duas situacdes possiveis: (1,0,...,0)e (0,0,...,0). Umavez que o pai fala,
é conhecimento comum que (0,0, ...,0) ndo é possivel, entdo ela saberia que a situagéo
é descrita por (1,0, ...,0), e portanto saberia que ela propria tem barro na testa. Uma vez
que todos respondem “N&o” a primeira pergunta do pai, € conhecimento comum que a
situacdo ndo pode ser (1,0, ...,0). Um raciocinio semelhante permite eliminar qualquer
situacdo com exatamente um 1, o que é ilustrado na Figura 5.6. Portanto, depois de todas
as criancas responderem “Nao” a primeira pergunta do pai, € conhecimento comum que
ha pelo menos duas criancas com barro na testa.

Outros argumentos semelhantes podem ser usados para mostrar que, depois que as
criangas respondem “N&o” k vezes, pode-se eliminar todos os nds com pelo menos & 1s
(ou, mais precisamente, desconecta-los do resto do grafo). Pode-se, entdo, ter uma se-
quéncia de estruturas de Kripke que descrevem o conhecimento das criancas a cada passo
do processo. Essencialmente, o que vale é que, se, em algum nd s, torna-se conhecimento
comum que um no ¢ é impossivel, entdo, para cada no « atingivel a partir de s, 0 arco de
u para t (se existir um) é eliminado.

Depois de k rodadas de perguntas, é conhecimento comum que pelo menos k + 1
criancas tém barro na testa. Se a situacdo verdadeira é descrita por uma tupla com exata-
mente k£ + 1 entradas de 1, entdo, antes de o pai fazer a pergunta pela (k + 1)-ésima vez,
aquelas criancas que tém barro na testa saberdo a situacdo exata, e em particular saberdo
que suas proprias testas tém barro, e conseqlientemente responderdo “Sim”. Observe que
elas ndo poderiam responder “Sim” em nenhum momento anterior, pois até esse ponto,
cada crianca que tem barro na testa considerava possivel que ndo tivesse barro na testa.
A definicdo dada aqui assume implicitamente que todos os pensadores sdo oniscientes
logicamente, isto &, eles s&o espertos o suficiente para computar todas as consequéncias
das informages que tém.

Considerando-se a situacdo em que o pai ndo diz p inicialmente (Cenério 1), o estado
do conhecimento das crian¢as nunca muda, ndo importa quantas vezes o pai faca a per-
gunta. Isso sempre pode ser descrito por um cubo n-dimensional. Depois de o pai falar,
a situacdo é descrita por um cubo n-dimensional. Quando o pai pergunta pela primeira
vez “Algum de vocés sabe se tem barro na propria testa?”, claramente todas as criancas
dizem “N&o”, ndo importa qual seja a situacao real, pois em todas as situacgdes, cada cri-
anca considera possivel uma situacdo na qual ela tem e outra em que nao tem barro na
testa. Como é conhecimento comum, antes de o pai perguntar, que a resposta sera “Nao”,
ndo se obtém nenhuma informacao a partir dessa resposta, e portanto a situacdo continua
podendo ser representada por um cubo n-dimensional. Agora uma inducdo direta sobre
m mostra que é conhecimento comum que a m-ésima pergunta do pai também é respon-
dida com “N&o” (pois, no ponto em que o pai faz essa pergunta, ndo importa qual seja
a situacdo, cada crianca considerara possivel outra situacdo na qual ela ndo tenha barro
na testa), e o estado do conhecimento depois que o pai faz a m-ésima pergunta ainda é
descrito pelo mesmo cubo.

5.2.2 Formalizacdo do Problema

A abordagem de [HUT2000] apresenta uma descricdo sucinta e se detém na formali-
zacdo do problema, que sera exposta aqui e adaptada para a utilizacdo do sistema dedutivo
rotulado para légicas epistémicas proposto neste trabalho.

Supde-se que existam n criangas e considera-se que p; significa que a i-ésima crianca
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tem lama em sua testa. Considera-se 0 Cenario 2, no qual o pai anuncia que uma das
criancas esta suja de lama. De maneira similar ao caso dos homens sabios (wise men
puzzle), € conhecimento comum que cada crianca pode ver as outras criangas, entao ela
sabe se as outras tém lama na testa ou ndo. Portanto, por exemplo, C(p; — Ksp,), 0 que
diz que é conhecimento comum que, se a crianca 1 esta suja de lama, entéo a crianca 2
sabe disso e também C'(—p; — Ky—p;). Seja I a colegdo de formulas:

C(p1 \/pg\/...\/pn)
/\z‘;éj C(P — K;p;)
/\z’;ﬁj C(=pi — K;=pi).

Destaca-se que A, 2j P.,j) € uma abreviatura para a conjuncao de todas as formulas
©@,5), onde ¢ € diferente de j. Seja G qualquer conjunto de criangas. Séo exigidas for-

mulas da forma a¢ = NicaPi N Nige —pin A formula a declara que € precisamente a
crianca do grupo GG que tem a testa enlameada. Supde-se, entdo, que k£ = 1, isto €, que
apenas uma crianca tenha lama na testa. E possivel mostrar que essa crianca sabe que é
essa uma, provando a seguinte implicacao.

Implicagdo 1. I', agy = Kip;.

Isso diz que, se a situacdo atual é aquela em que apenas uma crianca (crianca 7) tem
lama na testa, entdo esse agente saberad disso. Essa prova segue exatamente as mesmas
linhas da intuicdo: ¢ v& que nenhuma das outras criancas tem lama na testa, mas sabe
que pelo menos uma tem lama na testa, entdo sabe que deve ser ela propria quem tem a
testa suja. A prova ¢ dada na Figura 5.7. A expressao “PC” indica que uma seqiiéncia de
derivacOes da ldgica proposicional foi resumida para um Gnico passo.

Destaca-se que 0 comentario “para cada j # ¢” significa que esse argumento é forneci-
do para quaiquer j assim. Portanto, é possivel formar a conjuncdo de todas essas inferén-
cias que foram deixadas implicitas.

Supde-se agora que ndo € o caso de que existe apenas uma crianga com lama na testa.
Nesse caso, todas as criancas declaram na primeira rodada paralela que elas ndo sabem se
estdo enlameadas ou nédo, o que corresponde a férmula

de
S :f C(ﬁKlpl A _|K1_|p1) FANPA C(“ nPn A\ _'Kn_‘pn)-

No exemplo do wise men puzzle, € perigoso colocar o andncio S do pai ao lado das
premissas I", porque ndo se pode garantir que a verdade de S (que tem declaragcdes neg-
ativas sobre o conhecimento das criancas) persista com o tempo. Entdo, é usada alguma
férmula positiva que represente o que a crianga aprendeu ao ouvir o anincio. Como no
exemplo dos homens sabios (wise men puzzle), essa formula esta implicita no raciocinio
informal sobre as criangas sujas de lama; se € conhecimento comum que existam pelo
menos & criancgas sujas de lama, entéo, depois de uma declaracdo da forma S, serd conhe-
cimento comum que existam pelo menos k& + 1 criangas sujas de lama.

Portanto, depois da primeira declaracdo de S, 0 conjunto de premissas é

Lo Avcizn Covgiy-

Isso é T" junto com o conhecimento comum de que o conjunto de criancas sujas de
lama ndo é um conjunto unitario.

Depois da segunda declaragéo S, o conjunto de premissas torna-se
I Avcicn Cagiys Niyy Cagi gy, 0 que pode ser escrito como
r, /\|G\§2 C—-ag, usando a seguinte notacéo:
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I, Qg = Kip;

Co(mpr A =pa Ao o ADi Ao A =Pyt wo,
C(prLV ...V pa) i wo,
—p1 — K=y wo, p2 — K=y wy,

o, pim1 — KGmpiog t wo,

“Pir1 — Ki=pig1 two, ..., pp — Ki—p, 1 wo)  (dados iniciais: oy, I)
Ci(—p1 : wo, 72 Wo, - .., Pi—1 : W,

“Pit1 W0y -+, Pt Wo) (Zng, Co)
C2<Ki_‘p1 t wo, Ki=pe i wo, -+, Ki—pi1 t wo,
Ki=piv1 :wo, ..., K;—py - wo) (Z_g,Co,Cy)
Cg (E(p1 V... \/pn) . w0> (ICGEG7 Co)
Co(K;(p1 V...V py) s wo) (Ze.r.Cs)

Cs([Ri(wo, ki, (wo))]) (hipdtese, Cg)

Co(p1V ... Vpn ki, (wo), —p1 : ki, (wo),
P2 - k?z‘pi () R k?z‘pi (wo),

—piv1 ki, (W), -+, 7P ki, (wo)) (Zk.5:C5,C4,Cr)
C7<pz . k’zpz (w0)> (PC, CG)
Cs(Kip; = wo) (Zk,1,C5-C7)

Figura 5.7: Implicacdo 1 do Muddy Children Puzzle (k = 1)

ag 0 conjunto das criangas sujas de lama é precisamente o conjunto G.
- 0 conjunto das criangas sujas de lama é disjunto do conjunto G.

/\|G‘§k —ag  0tamanho do conjunto das criangas sujas de lama é maior que k. Esta
formula declara, literalmente, que para 0s agentes do conjunto G, das criangas “limpas”,
que tem tamanho menor do que &, ndo vale a formula «, que diz que as criangas estdo
sujas, ou seja, 0 numero de criancas do conjunto das que ndo estdo sujas de lama € menor
do que k.

A implicacdo correspondente a segunda rodada é:

I C(A\ <o mac), an B Ny Kipi, onde [H| = 3.

A implicacgéo correspondente a k-ésima rodada é:

Implicacdo 2. I', C(A\ /<, ), on b Nicy Kipi, onde [H| =k + 1.

Essa implicacdo esta dizendo “Se todas as coisas em I' sdo verdadeiras e se € conhe-
cimento comum que o conjunto de criancgas sujas de lama nédo é de tamanho menor ou
igual a £ e se, na realidade, ele é de tamanho & + 1, entdo cada uma dessas % + 1 criangas
pode deduzir que todas elas estdo enlameadas.” Isso se encaixa na nogao intuitiva. Para
provar a Implicacéo 2, considera-se qualquer i € H. E suficiente provar que

L, C(/\|G\§k —ag), an F Niey Kipi-

Usando a regra de Introducéo da conjuncao (Z,;) repetidamente sobre todos os valores
de 4, obtém-se uma prova da Implicacdo 2. Seja G igual a H — {i}; a prova de que
[, C(—aq), g F K;p; € mostrada na Figura 5.8, seguindo os passos tomados na prova
informal de [HUT2000].
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F7 C(/\‘G|§k _'OZG)a g = szz

Co(p1 A —p2 A ps : wo, C(p1 V pa V ps3) : wo,
C((p1 Ap2) V (p1 Ap3) V (p2 A p3)) = wo,
C(pi — K;pi) : wo, C(—pi — K;—p;i) : wo) (dados iniciais)

C1(p1 : wo, 7P2 : Wo, P3 : Wo) (Zng, Co)
Co(ps — Kips : wo, 7pa — K1—py : wo) (Zcg s Co)
C3(K1ps : wo, K1—py : wo) (Z-g,C1,Cy)
Ca(E((p1 Ap2) V (p1 Aps) V (p2 A ps)) : wo) (Zegea: Co)
Cs(K1((p1 A p2) V (p1 Aps) V (p2 Aps)) : wo) (ZeyE,C4)
Co([R1(wo, k1, (wo))]) (hipotese, Cq1)
Cr((p1 Ap2) V (p1 Ap3) V (P2 Aps) @ k1, (wo))  (Zk;E,Cs, Co)
Cs(ps : /ﬁpl (wo), —p2 : klpl (wo)) (Zk,E,C3,Co)
Co(p1 A ps : b, (wo)) (PC, C7,Cs)
Cro(pr : klm (wo)) (ZnE,Co)
Ci1 (K11 = wo) (Zx,E, Cs-Cio)

Figura 5.8: Implicacdo 2 do Muddy Children Puzzle paran =3e k =2
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6 PROPRIEDADES DE SISTEMAS DEDUTIVOS ROTU-
LADOS PARA LOGICAS DO CONHECIMENTO

No capitulo anterior, foram definidas as no¢6es de relacdes de conseqiiéncia sintatica
e semantica, compondo assim a descri¢do de um sistema dedutivo rotulado para as l6gicas
modais do conhecimento proposicionais como um framework. Neste capitulo, provam-se
as propriedades de correcdo, completude e correspondéncia relativas ao sistema proposto.

Neste capitulo, serd provado que o sistema de prova por deducdo natural SDK é
correto e completo com respeito a semantica baseada em um método de traducdo para
a légica classica descrita no capitulo anterior. Para demonstrar que as duas nocdes de
conseqliéncia sdo equivalentes, prova-se que a relacdo de derivabilidade Fgp é correta
e completa com respeito a implicagdo seméantica =spy-.

A propriedade da correspondéncia declara que qualquer teoria axiomatica modal tradi-
cional arbitraria pode ser traduzida para uma configuracdo de SD K equivalente, e essa
traducdo preserva tanto a derivabilidade quanto a implicacdo seméantica tradicional como
foi definido em termos da semantica de Kripke [BRO2004]. A propriedade de que o sis-
tema S DK proposto realmente é uma generalizagdo da légica do conhecimento K745
pode ser provada demonstrando-se que qualquer I6gica do conhecimento K745 é estrita-
mente tratada pelo SD K correspondente.

Algumas proposicdes, lemas e teoremas deste capitulo sdo provados através de racioci-
nio por casos. Provas para os conetivos classicos e para as regras estruturais também
podem ser encontradas em [RUS95] e [BRO2004]. Os SDK, por serem baseados na
metodologia de sistemas dedutivos rotulados (Labelled Deductive Systems) de [GAB96],
podem ser considerados mais gerais do que 0s sistemas axiomaticos no sentido de que a
traducdo inversa ndo pode ser aplicada a qualquer configuracao arbitréria.

6.1 Correcéo

A propriedade da correcdo declara que, sempre que existir uma prova por deducéo
natural de uma configuracdo C’ a partir de uma configuracdo C entdo C implica semanti-
camente C’. Em geral, este tipo de teorema é provado por inducdo no nimero de passos
de inferéncia da derivagdo assumida. A idéia basica da técnica adotada aqui é definir as
nocOes de comprimento de uma regra de inferéncia e de tamanho de uma prova, e aplicar
a inducdo sobre o tamanho da derivacdo assumida. Dessa maneira, ndo ha diferenca (ex-
ceto pelo comprimento) entre as regras de inferéncia que introduzem hip6teses novas e
aquelas que nédo introduzem hipédteses novas, o que facilita o desenvolvimento desse tipo
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de prova. No passo de inducéo, a consideragdo importante é o tamanho total da subprova
sob consideracgéo.

A prova apresentada aqui é adaptada de [BRO2004]. As proposic¢des e teoremas de
[BRO2004] séo adaptados e estendidos para o sistema SD K.

Notacéo 6.1 No sistema dedutivo rotulado do conhecimento (SDK), as regras de infer-
éncia podem ser classificadas em quatro categorias.
1. A primeira é o conjunto unitario Z%° = {Zsr}. Zcr € a Unica regra de inferén-
cia que ndo infere unidades declarativas novas, nem R-literais novos, e ndo usa
qualquer subderivacdo de SDK como condicéo.

2. A segunda categoria consiste de regras de inferéncia que inferem unidades decla-
rativas e/ou R-literais novos sem usar subderivagdes como condigdes:

IO = {:Z—VI7 I/\Eu :Z—/\I7 IHEH I<—>I7 I<—>E7 I‘\E? :Z—RA7 IJ.I?
IKZ'E7 IE@E7 IE@I7 ICGEu ID@E7 ICGEG? IRDGRi ) -’Z—RiRD{i} ) :Z—RCG R; }

3. A terceira categoria consiste daquelas regras de inferéncia que exigem uma sub-
derivagdo como condicdo: Z+ = {Z_;,Z-1, Zrs, Zr,1. Zogrs Lper }-
4. A quarta categoria refere-se a regra de inferéncia que usa duas derivacdes como
condigdes. Consiste no conjunto unitario: Z++ = {Z, g }.
Convém observar gque a unido dos conjuntos de todas as categorias forma o conjunto de
todas as regras de inferéncia do sistema: Z® UZ° UZT UZTT = R.

As nocdes de tamanho de um membro de uma regra de inferéncia e de tamanho de
uma derivacdo em um SDK sdo apresentadas a seguir [BRO2004] e serdo usadas no
Lema 6.1. Informalmente, dada uma prova de SD K, o tamanho de uma prova é a soma
do comprimento das regras de inferéncia usadas na prova. As regras de inferéncia de um
sistema SD K podem ser agrupadas nas quatro categorias mostradas na Notacdo 6.1. A
definicdo de comprimento de uma regra de inferéncia depende da categoria a qual a regra
pertence.

Definicdo 6.1 (Tamanho de um membro de uma regra de inferéncia) Seja um SDK ar-
bitrario, seja Z; € R uma regra de inferéncia e seja C/C’ € Z; uma derivagéo que utiliza
essa regra de inferéncia. O tamanho da derivagdo C/C’ em relagéo a regra de inferéncia
Z;, escrito length(C/C',Z;), é definido como segue.

Se Z;, € I%, entdo length(C/C', Z;) = 0): a Unica regra da categoria Z% tem com-
primento igual a zero.

Se 7, € I° entdo length(C/C',I;) = 1): as regras da categoria Z° tém comprimento
igual a 1.

SeZ;, € I+, entdo length(C/C',Z;) = 1+1;), onde [, é 0 menor dos comprimentos de
todas as subderivacOes (definidas abaixo) que podem ser usadas como uma condicao da
regra: o comprimento das regras da categoria Z+ é dado pelo menor dos comprimentos
de todas as subderivagdes que podem ser usadas como uma condicéo da regra, mais 1.

Se Z; € I, entdo length(C/C',Z;) = 1 + 11 + l3), onde I; é 0o menor dos com-
primentos de todas as subderivacfes que podem ser usadas como primeira condi¢cdo da
regra e [, € 0 menor dos comprimentos de todas as subderivacdes que podem ser usadas
como segunda condicdo da regra: a Unica regra da categoria Z*t+ tem comprimento dado
pela soma dos comprimentos da menor subderivacdo que pode ser usada como as duas
condicOes respectivas da regra, incrementada de 1.



77

1
Ctspr C' W) C Espr C'

(2) (4)

AYUTPO(C) Frro TPOC) BL AT UTPOC) - 1ro TPO(C)

Figura 6.1: Diagrama da Prova do Teorema da Correcao

Definicdo 6.2 (Tamanho de uma prova) Considerando um SDK arbitrario, define-se
o tamanho de uma prova ({Co,...,C,}, m), escrito length({({Cy,...,C,},m)), cOmo
segue: length({({Co, ..., Cn},m)) = 300 length(Cr/Cri1, m(k)).

O tamanho de uma prova é obtido com o somatorio dos tamanhos de todas as derivacfes
gue compdem aquela prova.

Como a semantica de um sistema SDK € baseada em um método de traducdo de
primeira ordem, a prova da propriedade de correcdo de Fgpx com respeito a =spi €
baseada na correcdo da relacdo de derivabilidade classica de primeira ordem k7 po. A
declaracdo formal do teorema é dada no Teorema 6.1, e uma representacdo diagramatica
da prova é dada na Figura 6.1. A declaracdo da correcdo, que corresponde a seta ro-
tulada com (1), é provada pela composicdo de trés passos principais: setas (2), (3) e
(4). O primeiro passo (seta (2)) prova que a hipétese, C Fspx C', implica que A* U
TPO(C) Frpo TPO(C') (Lema 6.1). Esse resultado implica, pela correcdo da logica
de primeira ordem, que A" U TPO(C) =rpo TPO(C’) (Proposicdo 6.1), o que da o se-
gundo passo da prova (seta (3)). O terceiro passo da prova (seta (4)) é dado pela definicéo
de implicacdo semantica entre configuracoes (Definicdo 4.36), o qual diretamente permite
afirmar que C =spx C'.

Proposicdo 6.1 (Correcdo classica) [BRO2004] Seja .A™ a algebra de um SDK C e C’
duas configuragdes. Se AT U TPO(C) Frpo TPO(C), entdo AT U TPO(C) E=rpo
TPO(C).

Prova Pela hip6tese, ATUT PO(C) deriva [¢](A) paracada [¢](A) € {[¢](N)|p € F(A)}
e AT UTPO(C) deriva A para cada A € D'. Pela corre¢éo da logica de primeira
ordem, A" U TPO(C) implica semanticamente ¢ : A e AT U TPO(C) implica
semanticamente A. Portanto, AT UTPO(C) E=rpo TPO(C').

Pela Proposicédo 6.1 e pela Definicdo 4.36, € suficiente provar que, se uma configura-
cao C’ é derivavel a partir de uma configuracéo C, entdo todas as formulas de sua tradugéo
de primeira ordem sdo derivaveis a partir da traducéo de primeira ordem de C, junto com
a dlgebra estendida .A™. Isso corresponde a seta (2) do diagrama da Figura 6.1.

Proposicdo 6.2 [BRO2004] Seja A* a algebra estendida de um sistema SDK e seja
{Co,...,C,...,Ch},m) umaprovaonde k > 0en > ke seja m(j) um mapeamento
de {0,...,n—1} paraZ tal que C;/C; 1 € Z. Sejam(j) = Zcr (a regra de inferéncia de
Reducéo da Configuragdo) paratodo k£ < j < neseja AT UTPO(Cy) Frpo TPO(Cy).
Entdo At U TPO(Cy) Frpo TPO(C,).
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Prova Como a regra da Reducéo da Configuragéo C (Z¢ ) pressupde que a sua conclusao
— uma configuracdo — esta contida na configuracdo inicial, vale que C,, C Cy; pela
reflexividade da relacéo F; o, obtem-se que AT U TPO(Cy) Frpo TPO(Cy) €
pela transitividade de -1, po, AT UTPO(Cy) Frpo TPO(C,).

A Proposicéo 6.2 permite, sem perda de generalidade, provar o Lema 6.1 para aquelas
derivacGes que ndo se aplicam a Z- i no ultimo passo da prova.

Lema6.1 (Correcdo com respeito a traducdes) Seja A™ a algebra estendida de um
SDK, sejam C e C' duas configuracBes e seja TPO(C) e TPO(C’) suas respectivas
traducoes de primeira ordem. Se C Fspx C' entdo AT U TPO(C) Frpo TPO(C).

Prova Dada uma derivagdo ({Co,...,C,},m), onde Co = C e C,, = C', procede-se
por inducdo no comprimento das menores deriva¢fes. Quando o comprimento da
derivagdo é zero, vale C,, C Cy e At UTPO(Co) Frpo TPO(C,). Agora, para o
passo de inducdo, supde-se que o comprimento da derivacéo length({{Co, ...,C,},
m)) = L, sendo que L > 0. Também se assume que m(n — 1) ndo é a regra da Re-
dugdo da Configuragdo (Z¢g). Quandon = 1,n—1 = 0elength(C,_1,...,C,,m)
= L. Paran > 1, vale que 0 < length({(Cph-1,...,Cpym(n —1))) < L e
0 < length({{Co,...,Ch—1},m'1)) < n onde m’(i) = m(:) para todo ¢ tal que
0 < i < n— 1. Portanto, A" UTPO(Cy) trpo AT UTPO(C,_1). Agora é
necessario mostrar que A" U TPO(C,_1) Frpo TPO(C,) para qualquer regra
m(n — 1) de R.

Esse resultado sera mostrado para 0s casos em que a regra m(n — 1) é uma regra
epistémica. Provas especificas para as regras dos conetivos classicos e para as regras
estruturais podem ser encontradas também em [RUS95], [BRO2004].

CasodaregradeEliminagdo do A (Zg).

Esta prova vale também, com as devidas adaptacdes, para as regras da categoria Z°
(Notacéo 6.1), ou seja, as regras {Zv;, Zrg, Zn1, Z—p, L1, Lo, 2oy Zra, L1 1, Ik, B
ZeopsZeor, Zogrs Iper, Zoses b Neste caso, C,—1/C, € Z,g. Portanto, existe uma
unidade declarativa da forma o A ¢ : = € C,_4, e C, também é igual a C,, 1 + [¢ :
xzj ouacC, 1+ [ : x]. Somente o primeiro caso é considerado, pois 0 argumento
para 0 segundo caso é anadlogo. Portanto, [¢ A ¢|(z) € TPO(C,_1) e TPO(C,) =
TPO(Cp—1) U{[p](x)}. Como AT UTPO(C,_1) Frrpo TPO(C,_1), resta mostrar que
AT UTPO(C,-1) Frpo [¢](x). Isso é provado, aplicando-se o esquema de axiomas
(Ax1), como mostrado na seguinte derivagao:

A-i— TPO(Cnfl)
(A1)l A](2) — ([gl(x) A J](x) o AYl(@)
[ol(z) A [Y](x)
[l ()

Casodaregradelntroducdo do K; (Zx,).
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Esta prova vale também, com as devidas adaptacGes, para as regras da categoria Z+
(Notacédo 6.1), ou seja, as regras de Introducéo dos operadores epistémicos C¢ (Z¢,.r)
e D¢ (Zp,.r) com suas respectivas relacdes de possibilidade (R¢. e Rp.). No presente
caso, C,—1/C, € Ik, Entéo existe um R-literal da forma R;(x, k;,(x)) e uma formula
o tal que C,,—y + [Ri(z, ki (2))] Fspr ¢ : ki (x) e C, €igual a C,,—y + [Kp : z]. Por-
tanto, TPO(C,) = TPO(C,_1) U {[K;¥](x)}. Como, pela reflexividade de -, p0, AT U
TPO(Cn-1) Frpo TPO(C,_1), resta mostrar que AT U TPO(C,-1) Frro [Kip](x).
Seja ({Co—1 + [Ri(, ki (x))],..., C},m), com ¢ : k; (z) € C, uma prova de tamanho
minimo de C,_; + [Ri(z,k;,(2))] Fspx ¢ : ki, (x). Pela hipotese do passo de in-
ducdo, 0 < length(C,-1/Cn,Tk,;) = 1+ 13 < L. Entdo 0 < I; = length({{C,—1 +
[Ri(x, ks (x))],...,C},m)) < L. Pela hipotese de indugéo, A" U TPO(C,—1) U {R;(x,
ki (x))} Frpo TPO(C) e, em particular, A* U TPO(Cn—1) U {Ri(x, ki (x))} Frpo
[¢](Ki,(x)). Pelo Teorema da Deducéo da l6gica de primeira ordem, A™ U TPO(C,—1)
Frpo Ri(x, ki (x)) — [@](ki,(z)). Entdo, pelo esquema de axiomas (Ax6), vale que
At
TPO(C,-1) Frpo [Kip](x) como é mostrado na seguinte derivacéo:

AJF AJF U TPO(Cnfl)

(Az6) ¥ (R, i, ()] (ki () —[Kigl(2)  Rala ki, ()~ [ i, ()
(K] ()

CasodaregradeEliminacdo do K; (Zk,g).

Esta prova vale também, com as devidas adaptaces, para as regras da categoria Z°
(Notacéo 6.1), ou seja, as regras de Eliminacéo dos operadores epistémicos C¢ (Ze,k)
e D¢ (Zp,e) com suas respectivas relagdes de possibilidade (R¢., € Rp..); as regras de
Introducdo e de Eliminagéo do operador epistémico E¢ (Zg,1 € Zr.r); € aregra de Elim-
inacéo do operador C¢; via o operador E¢ (Zc, k), além de valer também para as regras
dos conetivos classicos, tais como Ints Ine Lut, Top Lo Iras Lins Trp g, Lriko o
Zre,,r:» @8Sim como o caso da regra de Eliminacao do operador A apresentado anterior-
mente. Neste caso, C,,_1/C, € Zk,r. Entdo, existe uma unidade declarativa da forma
K;p : x € C,_1, e existe um R-literal da forma R;(z,y), e C, € igual a C,,_1 + [¢ :
y| + [Ri(z,y)]. Portanto, {[K;¢](x)} € TPO(C,-1) e TPO(C,) = TPO(C,-1) U
{Ri(z,y), [¢](y)}. Como AT, TPO(C,—1) Frpo TPO(C,—1), resta mostrar que A",
TPO(C,-1) Frro Ri(x,y) e AT, TPO(C,-1) Frro [¢](y). 1sso é provado, aplicando-
se 0 esquema de axiomas (Aaﬁ como é mostrado na seguinte derivagao:

: TPO(Cn_1)
(AzT)Va([Kpl(z) — (Vy(R(z,y) — [¢](y)))) :
([Kipl(z) A Ri(z,y)) — [¢)(y) [Kipl(x) A Ri(z,y)
[Pl (y)

Tendo demonstrado os trés passos da prova do teorema da corregéo (Figura 6.1), agora
0 teorema € enunciado e tem sua prova concluida, com base nas demonstracfes desses
passos.
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Teorema 6.1 (Corregdo) Se existe uma prova por deducdo natural de uma configuracao
C’ a partir de uma configuracéo C entdo C implica semanticamente C’, isto &, se C Fspx
C'entdo C Espi C'.

Prova Por hipétese, C Fspx C’; pelo Lema 6.1, A" U TPO(C) Frpo TPO(C). A
Proposi¢do 6.1 gera ATUT PO(C) =rpo TPO(C'), e pela defini¢do de implicagdo
semantica, vale C Espi C'.

6.2 Completude

Esta secdo mostra que a relacdo de derivabilidade Fspx € completa com respeito a
implicacdo semantica =spx. Em outras palavras, é provado que, dado um SDK, se
uma configuracdo C implica semanticamente uma configuragdo C’, entdo C’ é derivavel
a partir de C. A prova é baseada em uma metodologia do estilo de Henkin. Definicdes,
proposicdes e teoremas preliminares sdo dados e a no¢do de consisténcia é descrita, e
algumas propriedades Uteis associadas sdo mostradas, além de ser dada a construcdo de
uma configuracdo consistente maxima, e de serem provadas varias propriedades dessa
configuracdo particular. O lema principal (conhecido na literatura como lema da existén-
cia do modelo) do teorema da completude é provado junto com o proprio teorema. A
completude do sistema axiomatico definido por [FAG95], sobre cuja semantica baseia-se
a légica do conhecimento tratada neste trabalho, foi provada por esses autores.

A prova da completude € uma adaptacdo da técnica de prova classica de Linden-
baum/Henkin [HEN96] de construir conjuntos consistentes maximos, como foi aplicado
para provar a completude de légicas modais com respeito a modelos de Kripke e esten-
dida por Broda e Russo para l6gicas modais rotuladas em [RUS96b] e [BRO97b]. O
teorema da completude é provado por contraposicdo. Demonstra-se que, se C ¥ spx C’
entdo C Egpi C'. Para fazer isso, séo definidas configuragfes consistentes maximas, e
sdo mostradas as propriedades relevantes de tais configuracdes com respeito a unidades
declarativas e a R-literais.

Uma das no¢es basicas que dizem respeito a completude é a de teoria consistente. Na
l6gica modal padréo, uma teoria é consistente se nenhuma contradicdo pode ser derivada
a partir dela. Analogamente, em um S DK, uma configuracao é consistente se nenhuma
unidade declarativa da forma L : ) é derivavel a partir dela, para qualquer rétulo A da lin-
guagem Func(Ly, Lr). Uma definicdo formal é dada abaixo. Novamente, os resultados
apresentados em [BRO2004] séo estendidos para o sistema SD K.

Definicdo 6.3 (Configurac@o consistente) Seja C uma configuracdo de um SDK. C €
consistente se C ¥spx L : A para qualquer termo raso A de Func(Ly, Li). Diz-se que
C é inconsistente se ela ndo é consistente.

Definicdo 6.4 (Configuracéo consistente maxima) A configuracdo denotada por C,,.. é
uma configuracdo consistente maxima de S D K, se for consistente e se, para qualquer m,
onde = é uma unidade declarativa ou um R-literal que ndo estdo em C,,.., a configuracéo
Cimaz + [7] € inconsistente.

S&o provadas abaixo algumas propriedades da relacdo de derivabilidade Fspy, as
quais serdo usadas adiante para o teorema da completude. Em particular, € mostrado que
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Fspi satisfaz as propriedades padréo de uma relagéo de derivabilidade classica (isto é, re-
flexividade, monotonicidade e transitividade), bem como a propriedade da compacidade.

Proposicdo 6.3 (Monotonicidade) Sejam C, C’, C” trés configuracdes de um S D K tal que
C "5[)[( C'eC - C". Entdao C" I_SDK C.

Prova Seja ({Cy,...,C.},m) (onde C;, = C e C, = C') uma prova de C tspyx C'.
Por hipotese, C C (', entdo C”/C € Zcg. Seja m’ um mapeamento do conjunto
{0,...,n} para o conjunto R tal que m'(0) = Z¢g e, para cada i,1 < i <
n,m'(i) = m(i — 1). Entdo o par ({C",C,...,C'},m') € uma prova em SDK.
Portanto, C" Fgpx C'.

Proposicdo 6.4 (Reflexividade) Seja C uma configuragdo de um SDK arbitrario, entdo
C l_SDK C

Prova Pela defini¢do da regra de Redug&o da Configuracéo (Defini¢do 4.17), C/C € Z¢g.
Entdo seja m um mapeamento do conjunto {0} para o conjunto R tal que m(0) =
Zcr. Opar({C,C}, m) é umaprovaem SDK. Portanto, C Fspg C.

Proposicdo 6.5 (Transitividade) Sejam C,C’,C" trés configuracbes de um SDK arbi-
trariotal que C Fspx C' e C' Fopx C". Entdo C Fgpi C”.

Prova Seja o par ({Co,...,Cy},m) (onde Co = C eC, =C')umaprovade C Fspi C' €
opar ({C},...,C.},m') (onde C), = C’'eC,, = C")umaprovade C' Fspx C”. Seja
m um mapeamento do conjunto {0, ..., h+ k — 1} para o conjunto R tal que, para
cadai,0 < i < h—1,m(i) = m(i),eparacadai,h < i < h+k—1,m() =
m/(i — h). Entdo o par ({Cy,...,Cp,...,C.},m) é uma provaem SDK. Portanto,
Ctspx C".

As propriedades de monotonicidade, reflexividade e transitividade da relacdo de deriv-
abilidade s p -, devido ao fato de SDK ser uma variacgao dos sistemas dedutivos rotulados
modais (Modal Labelled Deductive Systems) de [RUS95], mantém-se validas para con-
figuraces tanto finitas como infinitas [BRO2004].

Anteriormente neste trabalho, foi apresentada uma notacdo para capturar a nogao
padrédo de umarelacdo de derivabilidade entre teorias (configuracdes) e formulas (unidades
singulares de informacéo). Isso foi expresso em termos da definicdo mais geral da relacdo
de derivabilidade entre duas configuracdes dada por Fspr. Uma caracterizacdo “vice-
versa” pode ser mostrada — uma configuracdo C’ é derivavel a partir de uma configura-
¢do C se cada unidade de informacdo de C’ for derivavel a partir de C. Esse resultado,
declarado no teorema da caracterizacdo da derivabilidade (Teorema 6.2) também oferece
uma caracterizacdo da ndo-derivabilidade de uma configuracdo a partir de outra, o que
sera usado na prova por contrapositivo do teorema da completude.

Lema 6.2 Considerando um SDK arbitrario, seja Z uma regra de inferéncia, e C,C’' e C”
trés configuragdes de SDK. Seja C/C’ € Z. Entdo (CUC”)/(C'UC") €.

Prova Isto segue diretamente a partir da Defini¢do 4.1 (definicdo de regra de inferéncia
7) e da Proposicao 6.3 (monotonicidade).
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O proximo teorema é uma caracterizacao da relagéo de derivabilidade. Ele expressa o
fato de que C’ é derivavel a partir de C se cada unidade declarativa ou R-literal seu pode
ser derivado a partir de C.

Teorema 6.2 (Caracterizacao de derivabilidade) Sejam C e C’ duas configuracGes de um
SDK arbitrario tal que a configuracdo C' — C (diferenca) € finita. C Fspx C’ se e
somente se, para cada = € C' — C, onde 7 € ou uma unidade declarativa ou um R-literal,
é verdade que C Fgpg .

Prova (Metade “somente se”:) Por hipotese, C Fspx C'. Sem € C' —C,entdo 7 € C'.
Portanto, pela notagdo adotada, paracadam € C' — C,C Fspk .

(Metade “se”:) Para provar que C Fspi C’, € necessario mostrar que existe uma
prova ({C,...,C'},m). Seja m,ms,ms,..., T, Uma enumeracdo (possivelmente
vazia) de todos os elementos (unidades declarativas e R-literais) da configuracéo
C' — C. A prova é por indugdo sobre n.

O caso base é quando n = 0 (enumeracéo vazia). Entdo C’ C C, o que implica
que C/C" € Zcg. Entdo, ({Co,C'}, m) é uma prova, onde C, = C,C" = C' e
m(0) = Z¢g. Portanto, C Fspg C'.

Passo de Indugao: Assume-se, por hlpotese de inducdo, que, para cada par de

configuragoes Ce(C, tal que C'-C = [7,..., T 1], € tal que, para cada 7 € C —
C C I_SDK T, entdo C |_SDK C/
Seja C a configuragdo C + [y, ..., m,_1] € seja C" = C + [m,], tal que, para cada

n € C —C,C Fgpr m. Pela hipotese de inducdo, C Fspx C e, portanto, C' C
C",C" Fspx C'. Portanto, pela propriedade da transitividade de -spx, para provar
que C Fspi C', é suficiente provar que C Fgpx C”. Pela hipotese orlgmal C Fspr
7,. Como C C C, pela propriedade de monotonicidade de Fspx, C Fspx 7.
Entdo, existe uma configuracdo C,., tal que C Fspx Cr, € T, € Cyr,. S€ja

({Co,...,Ch},m) (i)
uma prova de C Fspx Cs,, 0nde Cy = C e C, = C,,, @ m € um mapeamento do
conjunto {0, ..., (h — 1)} para o conjunto R. Uma prova correspondente

({Cos ... Cp},m) (i)

pode ser construida da seguinte maneira. Co=Coe, paracada 0 <i < (h—1),se
m(i) = Zcg, entéo Cis1 = C;, caso contrario, C;.q = C; UC;y1. Pelo Lema 6.2, (17)
€ uma prova. Além disso, como em qualquer regra de inferéncia diferente de Zcr,
a configuragdo inferida contém a configuragdo antecedente, segue que C, C Ch.
ComoCy, = Cem, € Cp, entdo C" C C,, entdo C” C C,,. Entdo Ch/C € Zcn.
Entdo, a partir da prova (ii), uma prova final pode ser construida

({Co,.-.,Ch,Cpur }, m) (iii)

onde C,,1; = C” e ™ é um mapeamento do conjunto {0, ..., h} para o conjunto
R tal que, para cada 4,0 < i < (h — 1), m(i) = m(i) e m(h) = Zcg. Portanto,
C Fspr C".

A proxima proposicdo e o proximo teorema sdo propriedades importantes das con-
figuracdes. A proposicdo que segue refere-se a uma propriedade importante das configu-
racdes, a consisténcia das subconfiguracdes. O teorema da finitude (Teorema 6.3) declara
a propriedade da compacidade para um sistema SD K.



83

Proposicdo 6.6 (Consisténcia de subconfiguracdes) Seja C uma configuragdo consistente
de SDK, e sejaw uma unidade declarativa ou um R-literal. Se C+[r] é uma configuracéo
consistente, entdo, para qualquer configuragéo C’, tal que C’ C C, a configuragédo C’ + [r]
também € consistente.

Prova A prova é por contradicdo. Suponha que C’ + [r| ndo é consistente. Entdo, pela
definicdo de inconsisténcia, C' + [r] Fsprx L : A, para algum termo raso A de
Func(Lyr, Lk). Como C’' C C, entdo C' + [r] C C + [n]. Assim, pela propriedade
da monotonicidade da relacéo de derivabilidade ¢ p g, vale que C+[r] Fspr L : A
Portanto, C + [r] é inconsistente, o que esta em contradi¢cdo com a hip6tese original.

A proposicdo da consisténcia de configuraces (Proposi¢do 6.6) mostra uma pro-
priedade da consisténcia de uma configuracdo C em relagdo ao conjunto de suas “sub-
configuragdes” C’ (tais que C’ C C). Nenhuma suposicéo é feita sobre a finitude da con-
figuracdo C’. Uma segunda propriedade de uma configuracdo consistente C, conhecida
como propriedade da compacidade, é provada no corolario da compacidade (Corolario
6.1) que mostra que uma configuracdo é consistente se toda subconfiguracéo finita é con-
sistente. Esse é um corolario direto do seguinte teorema da finitude, que declara que,
devido a finitude de uma prova no sistema SDK, apenas uma parte finita de uma dada
configuracdo (possivelmente finita) € usada dentro de uma derivacao.

Teorema 6.3 (Finitude) Seja C uma configuracdo de um SDK arbitrario. Seja = uma
unidade declarativa ou um R-literal. Se C Fgpi 7, entdo existe uma configuracéo C’ tal
que C' C CetalqueC’ Fspx m, sendo que C’ é finita.

Prova E necessario apenas provar o caso em que C ndo ¢é finita. Por hipétese, C Fspx
7. Entdo, pela notagdo adotada, existe uma configuracédo C tal que C Fgpx C €
7w € C. A prova é por inducdo sobre o menor tamanho das derivacGes da forma
{Co,...,C,},m),onde Cy = CeC, = C. No que segue, ({Co,...,C,},m) é uma
prova do menor tamanho.

O caso base é quando length({{Cy,...,C,},m)) = 0. Entdo C,, C C,. Como
m € C,, entdo w € C,.

e Se 7w é um R-literal, entdo seja C' = (D', F’), onde D’ = {r} e, para cada
termo raso A € Func(Ly, L), vale que F'(\) = {}.

e Se 7 € uma unidade declarativa ¢ : A, entdo seja C' = (D', F'), onde D’ =
{}, F/(\) = {¢} e, paracadatermoraso \; € Func(Ly, L), \1 # X, F'(\1)

Em ambos os casos, C’ é finita, e C' C Cy. Note que 7 € C' e C'/C’ € Z¢g. Entdo
({Cy,C1}, m') € uma prova, onde C), = C; = C' e m'(0) = Z¢g. Entdo C' Fspk C',
portanto C' Fgpg .

Passo de Inducgdo: Assume-se, por hipotese de inducdo, que, para qualquer con-
figuracdo C* e 7* tal que exista uma menor derivacdo ({C;,...,C}}, m*) (onde
C; =C*en* € Cr)detamanho length({({Cg,...,Ct}, m*)) < L, entdo existe uma
configuracao finita C; tal que C; CCye C; Fspr ™.
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Suponha que length{{Co,...,Cp,},m)) = L,L > 0. Assume-se, sem perda de
generalidade, que m(0) # Zcr € que m # Co. Entdo m € C, — Cy. Para todo
7,0 < j < n—1,eparatodo m(j) € R-Zcg, 0 simbolo [ |; = Cj41 — Cj, rep-
resenta a(s) nova(s) unidade(s) declarativa(s) e/ou R-literal(is) inferidos no passo
j da prova. Assume-se também, sem perda de generalidade, que n > 1. En-
tdo, 0 < length(Co/C',m(0)) < Le 0 < length({{C',...,C,},m’)) < L (onde
m'(i) = m(i) paratodo 1 < i < n —1). (Paran = 1, sempre é possivel es-
tender uma prova de tamanho minimo ({Co,C’}, m(0)), onde m(0) € R, para
uma prova do mesmo tamanho da forma ({C,,C’,C'}, m’), onde m/(0) = m(0)
e m/(1) = Z¢g.) Pela hipétese de indugdo, existe uma configuragdo finita C; C C’
tal que C| Fspx m. Vale C' = Cy + [ ]o. Entdo, se C; C C,, entdo o teorema esta
provado. Supde-se agora que C; ¢ Co. Entéo, pela propriedade da transitividade de
Fspk, resta mostrar que existe uma configuragéo finita C’ C Cy tal que C’ Fspx C.
Isso é provado através de casos sobre m(0).

CasodaEliminagdodo E¢; (Zg, k), valendo também para os casos de Zn g, Zar, Zyr,
I—>E7 I<—>Ia I<—>E7 I—\E7 Il[) IKiEy IEGI7 ICGE7 IDGE) ICGEG)
IRDGRi ) IR«;RD{Z.} ) IRCGRz"

Seja G = {1,2,...,n} um conjunto de agentes qualquer. Neste caso, a regra de
inferéncia m(0) = Zg.p. Entdo existe uma unidade declarativa da forma Egy :
A € Cy, e a configuragdo C’ é igual a Cy + [K1¢ : AJ ouigual a Cy + [Kap : A, ou
igual a ..., ouigual a Cy + [K,¢ : A, para todos os agentes do grupo GG. Somente
um caso é considerado, porque 0 argumento para 0s demais casos é analogo. [ ]o =
[K1p : A]. Pela hip6tese de inducéo, C; C (', e a configuracéo C; é finita. Por
suposicdo, C; ¢ Co. Entdo [Kj¢ : \] € Cy,, mas ndo é necessariamente o caso que
Egp : X € C}. Entéo, seja C’" a configuracéo (C; — [K1¢ : A]) + [Egy : A]. Entdo
C’ € uma configuragdo finita, e ({C’,C’ + [Ky¢ : A],C{}, ™) € uma prova, onde a
regra de inferéncia m(0) = Zg,p € a regra de inferéncia m(1) = Zg. Portanto,
C'Fspk Ci.

Caso para Afirmagéao da R (R; ou R¢, ou Rp,.):

Neste caso, a regra de inferéncia m(0) = Zr4. Seja a configuracéo inicial Cy =
(Dy, Fo). Entdo existe um R-literal A tal que Dy, A Frpo A. Seja a configuragéo
C' = Cy+[A]. SejaT" C D, o conjunto de suposi¢des R-literais usadas na derivagéo
de primeira ordem Dy, A F.po A. Como uma prova, em logica cléssica, € uma
sequéncia finita de regras de inferéncia, e cada regra de inferéncia usa um conjunto
finito de suposicdes, entdo I" é finito. Note agora que | |, = [A]. Pela hipotese
de indugéo, C; C (', e a configuragéo C; é finita. Por suposicéo, C; ¢ Co. Entdo
[A] € C;, mas ndo € necessariamente o caso que I' C C;. Seja a configuragdo C' =
(Cy — [A]) +T'. Entéo C’" é uma configuracdo finita, e ({C’,C" + [A],C} }, ) é uma
prova, onde a regra de inferéncia 7m(0) = Zr4 € a regra de inferéncia m (1) = Zor.
Portanto, C' Fgpk Cj.

Caso para Introducéo do K; (Zg,), valendo também para os casos de Z.y,
IpersZ-1,ZLrr-

Neste caso, a regra de inferéncia m(0) = Zg,;. Entdo existem unidades declar-
ativas da forma ¢ : k;_ (A) para todos os termos k;,()\) de R-literais da forma
Ri(\, ki (X)) de forma que a configuragéo Co + [R;(A, ki, (N))] Fspx ¢ © ki, (N)
e a configuragdo C' = Cy + [K;p = A. Entdo [ | = [K;» : A]. Pela hipdtese
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de indugdo, C; C (' e a configuragdo C; é finita. Além disso, por suposicéo,
Ci ¢ Co, entdo [K;p : A € Ci. Seja ({Co + [Ri(A\, ki,(\)],...,Cp}, ) para
todos os termos k;, () (com a unidade declarativa ¢ : k;_()\) € C,) uma prova de
tamanho minimo da derivagéo Cy + [R;(\, ki, ()\))] Fspr ¢ © ki, ()), para todos
0s termos k; () nessa situagdo. Por hipotese, 0 < length(C,/C',Ik,;) < L, en-
tao 0 < length(({Co + [Ri(\, ki,(N))],...,Cn},7)) < L. Entdo, pela hipdtese
de indugdo, existe uma configuragéo finita Cxo C Co + [Ri(A, ks, (A))] tal que
Cs Fspr ¢ : ki, (\) paratodos os termos k; (). Seja C’ a configuragéo (C] — [/ :
A U (C5 — [Ri(A, Ki,(M))]). Entéo C" € uma configuracdo finitae C" C C;. Como
Cy € C' + [Ri(\ ki (N))], por monotonicidade, C" + [R;(\, ki, (N))] Fspr [¢ :
ki, (M\)]. Entdo C'/C" + [Kip : A € Ik,;. Portanto, ({C',C" + [Kip : \|,C{}, )
é uma prova, onde a regra de inferéncia m(0) = Zk,; e a regra de inferéncia
m(1) = Z¢g. Portanto C' Fspi Cy.

Caso para a Eliminagdo do V:

Neste caso, a regra de inferéncia m(0) = Z, . Entéo existem unidades declarativas
daforma o : Ay : AoV : ey : AtalquepVy @ X e CoCo+ o :
A Fspr v i MCo+ [ 0 A Fspx v : AeC éigualaCy + [y : Al. Entdo
[Jo = [y : A]. Pela hipotese de inducéo, C; C C’ e C; é finita. Por suposicéo,
C) ¢ Co, entdo [y : A\ € C}. Seja ({Co + [¢ : A,...,C},m) (comy : X € C)
uma prova de tamanho minimo de Cy + [¢ : A] Fspx v : A. Analogamente seja
{Co+ ¥ : Al,...,C'},m’) (com ~ : A € ') uma prova do tamanho minimo de
Co+ [t : Al Fspr v = A. Como, por hipotese, 0 < length(Cy/C',Zyr) < L, pela
definicdo de tamanho de uma regra de inferéncia,

0 < length(({Co +[p: \],...,C},m)) < L
0 < length(({Co + [¢ : A],...,C'},m')) < L

Pela hipétese de indug#o, existem configuragdes C* C Co+ [¢ : A] e C* C Co+ [0 :
A tal que C* Fspx v: AeC* Fspi v : A Seja

C=(C—I: A +lpVve: AU —lp: AYUC* = [¢: A])

Entdo C’ é uma configuragdo finita, C' C Coe ¢ Vo : A € C'. Além disso, como
C* C C'+ [¢ : A, por monotonicidade, C' + [¢ : A\] Fspkx v : A. Analogamente,
como C* C C' + [ : A], pela monotonicidade, C' + [ : A] Fspx 7 : A. Entdo
C'/)C+[y: N €e€Zype ({C,C'+ [y: \,C},m) é uma prova, onde m(0) = Zy g
em(1l) = Zog. Portanto, C' Fspi Cy.

Corolério 6.1 (Compacidade) Seja C uma configuragdo de um S D K arbitrario. Se, para
qualquer configuracdo finita C’,C" C C,C’ é consistente, entdo C é consistente.

Prova A declaragdo contrapositiva é provada. Suponha que C é inconsistente. Pela
definigdo de inconsisténcia, C Fspx L : A paraalgumtermoraso A de Func(Ly, Lk).
Portanto, pelo teorema da finitude (Teorema 6.3), existe uma configuracao finita
C' CCtalque(C Fspg L : A eportanto C’ é inconsistente.

Até aqui, a nocao de consisténcia foi descrita junto com suas propriedades relevantes.
Esses resultados, que sdo validos para qualquer SDK arbitrario, formam a base para
provar a completude da relacdo de derivabilidade Fspx com respeito a relacdo de impli-
cagdo semantica Fspk-
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Agora, é mostrado que, dada uma configuragdo consistente C de um SD K, sempre €
possivel construir uma configuracdo consistente méxima C,,.,, que a contenha. Para fazé-
lo, € assumido que o conjunto de todas as unidades declarativas e R-literais de SDK é
ordenado de tal forma que é possivel falar sobre o primeiro, o segundo, o terceiro,. . ., 0 n-
ésimo elemento 7 de SDK (onde 7w € uma unidade declarativa ou um R-literal). Usando
essa suposicdo, na definicdo da construgdo de configuracdes méximas (Definicdo 6.5)
e na Proposicdo 6.7, descreve-se como expandir uma configuracdo consistente inicial C
para uma configuracao consistente maxima C,,.... Informalmente, a construcédo é baseada
no seguinte procedimento: iniciando a partir da configuracdo C, e percorrendo todos 0s
elementos 7; de SD K (onde 7; € uma unidade declarativa ou um R-literal), em uma certa
ordenacéo escolhida, um por vez € adicionado a C se e somente se isso puder ser feito de
maneira consistente. 1sso € formalmente definido como segue.

Definicéo 6.5 (Construcéo de C,,..) Considerando um SDK arbitrario, seja 7y, ..., m,
uma ordenacdo sobre o conjunto de todas as unidades declarativas e de todos os R-
literais de SD K. Seja C uma configuracéo consistente de SD K. Seja Cy = C. Considere
o0 primeiro elemento 7; na ordenagéo escolhida. Se Cy + [m;] é consistente, entdo seja
C, = Cy + [m], caso contrério, seja C; = Cy. Entdo tome o segundo elemento 7, da
ordenacdo escolhida. Se C; + [m,] € consistente, entdo seja Co = C; + [m2], caso contrario
seja Cy = C,. Entéo aplique 0 mesmo processo sobre cada elemento 7; de SDK, um de
cada vez, de acordo com a ordenacéo escolhida.

Seja Cy,Cy,Co,...,C,,... aseqléncia de configuracbes construidas acima. Entdo
Cmaz € @ configuracdo que contém todos os elementos 7; (unidades declarativas e R-
literais) que estdo em alguma configuracéo C;. (Em outros simbolos, a configuracéo
consistente maxima Cy,oe = ;50 Ci)-

Note que cada C; incluido em C,,... € consistente, por construcao e pela suposicéo de
que C, é consistente. Além disso, cada C; C C,,., € uma configuragdo consistente. Por-
tanto, é facil mostrar que, dada uma configuracdo consistente C e uma configuracao C,,..
construida como na definicdo da construcdo de uma configuracdo consistente maxima
(Definicdo 6.5), C,,... é consistente e méxima. Defini¢cGes formais sdo dadas a seguir.

Observacao 6.1 A seqliéncia de configuracdes Cy,Cy,Co, . ..,C,, . . ., descrita na definicéo
da construcdo de uma configuracéo consistente maxima (Defini¢do 6.5), é tal que, para
cada i > 0, a configuracéo C; C C,,.... Além disso, a configuracdo C, é consistente por
hipdtese (Cy = C), e, para cada i > 0, se C; e consistente, entdo, por “construcdo”, C;
também é consistente. Portanto, para cada i > 0, a configuragdo C; € consistente.

A seguinte proposi¢do mostra que a configuragéo C,,..., descrita na definicdo da con-
strugdo de uma configuragé@o consistente maxima (Definigéo 6.5), é realmente uma confi-
guracgéo consistente maxima.

Proposicdo 6.7 Seja SDK um SDK arbitrario, seja C uma configuracéo consistente, e
seja C,q @ configuracdo especificada na definicdo da construcdo de uma configuragdo
consistente maxima (Definicéo 6.5). Os dois enunciados seguintes séo validos: (1) Caz
é consistente; (2) Cq, € maxima.
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1. Prova por contradi¢do. SupOe-se que C,,.. nNdo é consistente. Entdo, pela
definicdo de configuracéo consistente (Definicdo 6.3), para algum termo \ €
Func(Lr, Lk), Cnar Fspr L+ A. Entéo, pelo teorema da finitude (Teorema
6.3), existe uma configuracao C, tal que C; é finita, C; C Car € C1 Fspr L :
A. Enumerando-se todos os elementos (unidades declarativas e R-literais) de
C; de acordo com a ordenagéo escolhida para construir C,,,.., € considerando
m,, 0 Ultimo elemento de C4, entdo C; C C,,. Pela monotonicidade, C,, Fspx
L : X o que esta em contradicdo com a Observacéo 6.1.

. Para provar que C,,.,. € uma configuracdo méaxima, é suficiente provar, usando

a definicdo de configuracdo consistente maxima (Definicdo 6.4), que, para
qualquer = de SDK (onde 7 é ou uma unidade declarativa ou um R-literal),
que é consistente com C,00, ™ € Cpae- S€ja m, uma unidade declarativa
ou um R-literal de SD K, na ordenacdo escolhida especificada para construir
Cimaz, tal que m, seja consistente com C,,,,. Como C,,., € uma configuracdo
consistente, pela Proposicéo 6.6, para qualquer configuracdo C; C C,az, C1 +
[7,] também é uma configuracdo consistente. Seja C,_; a configuracéo do
passo n da construcédo de C,,q., €ntdo C,,_1 C C,uaz, Pela Observacéo 6.1.
Portanto, C,,_; + [r,,] € uma configuragdo consistente. Portanto, como C,, 1 +
[Tn] = Cn, € Cr C Craz, ™n € Crnaa-

Até aqui, foi mostrado que, dada uma configuracao consistente C de um SD K, sem-
pre € possivel construir uma configuragdo consistente maxima C,,,,, relativaa SDK tal
que C C Cyuqz- Algumas propriedades de configuragBes consistentes maximas séo apre-
sentadas agora. As duas proposic¢des a seguir garantem que nenhuma informacao contra-
ditdria estd em uma configuracao consistente maxima.

Proposicdo 6.8 (Consisténcia em relagdo a unidades declarativas e a R-literais) Seja
SDK um SDK arbitrario e seja C,,... Uma configuracdo consistente maxima relativa a
SDK. Entdo

1. paratoda unidade declarativa ¢:\, o:A € —p:A ndo estdo ambas em C,,,q.;

2. paratodo R-literal A, A e =A n&o estdo ambos em C, 4.

Prova

1. A prova segue da definicdo da regra de Introdugdo da conjuncéo (Z ;).

2. A prova segue da definicdo da regra de Introducdo da contradi¢édo (Z, ;).

Proposicao 6.9 (Maximalidade de unidades declarativas e de R-literais) Seja C,,,, uma
configuragéo consistente maxima relativa a SDK. Para qualquer unidade declarativa
©:AO0UP:AE Craz OU—p : X € Cpae. Para qualquer R-literal A, ou A € C,,4 OU
—A € Craq.

Prova Em ambos os casos, a prova € por contradicao.

Unidades Declar ativas Mostrado em [BRO2004].
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R-literais Suponha que o R-literal A ¢ C,,.. € que o R-literal -A ¢ C,,,,.. Como
Cmaz € UMa configuracdo consistente maxima, C,u: + [A] € Crae + [74]
sdo configuracdes inconsistentes. Entdo C,,.. + [A] Fspx L : A1 € Crae +
[-A] Fspr L = Ag, para alguns termos rasos Ay, Ay de Func(Ly, Lk). Pelo
teorema da finitude (Teorema 6.3), existem duas configuragdes finitas C; C
Crnaz € Co C Craas tal que Ci + [A] Fospr LA e Co+ ["A] Fopr L 1 A
Seja C a configuracdo C; = C; U C,. Pela monotonicidade, C + [A] Fspx
1 : X\ Entdo C/C + [-A] € Zgr e ({C,C + [-A]}, m) é uma prova, onde
m(0) = Zg;. Entdo C Fgpx C + [-A]. Além disso, pela monotonicidade,
C + [-A] Fsprx L = Xg. entdo, pela transitividade, C Fsprx L @ Ay. Como
C C Cpnaz, pela monotonicidade, C,,... Fspx L : Ao. Portanto, C,,,, € incon-
sistente, 0 que estad em contradigdo com a hipdtese original.

Proposi¢cdo 6.10 (Propriedade para formulas) Seja C,,.. uma configuracao consistente
maxima. Entdo, para qualquer 7, onde 7 € uma unidade declarativa ou um R-literal, e
quaisquer formulas ¢ e v e quaisquer termos A, A\ € Func(Ly, Lk ), valem.

=

© O N s WD

10.
11.
12.

OAY:NECraz = P AE Craz €V : X € Cran

e : A E Craz OUY : X E Crpae €NtEO0 0 — Y 1 X\ € Crran
OVY:NECpaz > @ A E Crgz OUY 2 A\ € Cran

W :ANECnaz €@ =Y :XNECpae €Ntd0 Y : A € Craw

S :AE Chaz < U A E Crgz ENEA0 p = Y 1 X\ € Cpran

se R;(\, ki, (M) € Cruaw — @ 1 i, (N) € Crnaar €NE0 K0 1 A € Crriaa

se Kip: A € Craz € Ri(A, A1) € Croaz, NE0 0 1 Ay € Crian

Ecp  AN€Cpaw o VieGKip: NECpar€...e Kp: X\ € Cran

se Rog (A cq,(N) € Craz — ¢ & ca,(A) € Craaz, €NtE0 Cgp 1 A € Cran ©
Cap i e, () € Crax

se Cap : A € Craz © Rog (A, A1) € Craa, €N80 @ 2 Ay € Crign

se Rp, (A, da,(N) € Crae — ¢ 1 €, (A) € Cpaz,€N80 D : A € Crran
se Dgp : A € Craz © Rpe (A, A1) € Criaz, €NEE0 0 0 Ay € Crga

Nem todos os casos sdo provados aqui. As provas para 0s casos omitidos podem ser
encontradas em [BRO2004]. Os casos para (6) e (7) tratam do operador epistémico K;. O
caso (8) (operador E) é analogo ao caso (1), assim como os casos (2), (3), (4) e (5). Os
casos dos operadores do conhecimento comum ((9), (10)) e do conhecimento distribuido
((11) e (12)) séo analogos aos casos (6) e (7).

Prova para o caso da conjuncédo A (Metade “somente se”) A prova é por contradicao.

Assuma que ou ¢ : A & Cpax OU Y © A & Cpae. Apenas o primeiro caso é
considerado, pois o0 argumento para o segundo caso € analogo. Se ¢ : A ¢ Cynaz,
entdo, pela de unidades declarativas (Proposi¢éo 6.9), = : A\ € C,pae- ENt80 Cpoz
é inconsistente como mostrado na seguinte derivacdo. 1sso estd em contradicdo com
a hipotese original.

Crnaz (@ A 2 A, —p - A)  (dados iniciais)
M (I/\E7 Cma:v)
C2<J— : )‘> (I/\h Cmaz; Cl)
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(Metade "se™:) Por hipotese, ¢ : A € Cpaz € ¥ : A € Cpuae. Assumindo que
© A A ¢ Chraz, €ntdo, pela maximalidade de unidades declarativas (Proposicéo
6.9), (¢ A1) : A € Cpae- Portanto, C,... € inconsistente, como mostrado na
seguinte derivacdo, 0 que esta em contradi¢do com a hip6tese original.

Crnaz (7@ AY) : A, 2 Ajeb 2 ) (dados iniciais)

M (I/\Iv Cma:v)
C2<J— : )‘> (I/\h Cmaz; Cl)

Prova para o caso daimplicacdo — A prova é por contradigdo. Assuma que ¢ — v :
A ¢ Chae- Entdo, pela maximalidade de unidades declarativas (Proposicéo 6.9),
=(¢ — ) : A € Cpnas- Portanto, C,,.,. € inconsistente, como mostrado na seguinte

derivagao.
Crnaz(—(p — ¥) 1 A, —p : A)  (dados iniciais)
Ci{mp VA (Zv1, Cnaz)
Cofle = A]) (hipétese, C)
Cs([~¢ = A) (hipétese, Cs)
Ca{L = A) (Zve, Co)
Cs(~p 1 A) (Z-1,C3-Cy)
Co(t : \) (Z-g,Cs)
Cr{p =2 A) (Z-.1,C2-Ce)
Cs(L: ) (Zar, Crnaz» C7)

Agora suponha que v : A € Cpe. ASSuma, por contradicdo, que ¢ — o :
A ¢ Cpae. Entdo, pela maximalidade de unidades declarativas (Proposicéo 6.9),
—(¢ — ) : A € Cpnas- Portanto, C,,.,. € inconsistente, como mostrado na seguinte

derivagao.

Crnaz(—(p — ) : A\, 2 XYy (dados iniciais)
Ci(lp: A]) (hipotese, Cs)
Cy <1/1 : >\> (Zor, Cinaz)

Cs(p — 11 A) (Z_1,C1 —Cy)

C4 <J_ : )\> (I/\Ia Cmaxa CB)

A prova é por contradi¢do. Suponha que ¢ : A ¢ C,,,.. Entéo, pela maximalidade
de unidades declarativas (Proposicéo 6.9), = : A € C,,4s. Portanto, C,ae Fspi
L : A\, como mostrado na seguinte derivagéo.

Crnaz {0 : A\, — ¥ 2 A, —1p - A)  (dados iniciais)

Cl <w . )\> (IHEH Cma:v)

C2<J— : )‘> (I/\h Cmaz; Cl)

Prova para aintroducdo do operador K; — Zy,; (6) A provaé por contradicdo. Supo-
nha que ¢ : A\ ¢ Cnae- Entdo, pela maximalidade de unidades declarativas
(Proposigéo 6.9), ¢ : A1 € Cpase- ENt&0 Cror Fsprx L : A1 COMO mostrado
na seguinte derivacao.

Crnaz (K0 : A, R(A, A1), —¢ : Ay)  (dados iniciais)

Cl <()0 . >\17 V2R )\1> (IK¢E7Cma:):>
CQ(J_ : )\1) (I/\],Cl)
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Prova para a eliminagédo do operador K; — Zx,r (7) A prova é por contradi¢do. As-
suma que K;p : A ¢ Cnae- Entdo, pela maximalidade de unidades declarativas
(Proposigéo 6.9), = K;p : A € Cpaz, 0 Que implica, pelas restrigdes sobre as con-
figuragOes consistentes, que ¢ : A1 & Cpaz © " Ri(A, A1) € Cyuae- Portanto, pela
Proposicéo 6.9, —¢ : A1 € Cpnas €, pPela Proposicéo 6.9, R;(A, A1) € Crnaz-

As propriedades descritas acima sao validas para qualquer configuracdo consistente
méaxima relativa a algum SD K. Entretanto, na constru¢do de uma configuracéo consis-
tente méxima, conjuntos diferentes de R-literais sdo adicionados a algebra de rotulagéo
A sob consideracgdo. Portanto, para S DK, precisam ser provadas propriedades adicionais
sobre os R-literais contidos na configuracdo consistente maxima associada. Como a al-
gebra de rotulagéo .A é uma combinagdo dos axiomas bésicos 7', 4 e 5, é suficiente con-
siderar as propriedades associadas com esses axiomas individuais. As provas aqui sao
demonstradas para a relagao R;, mas valem para todas as relagdes R;, Rc, € Rp,.

Proposicdo 6.11 (Propriedade para algebras reflexivas) Sejaum SD K tal que {VxR;(z,
x)} C A. Seja C,,q,, uma configuracao consistente maxima relativa a SD K. Entdo, para
cada termo raso A de Func(L, L), e qualquer agente 7 do conjunto A de agentes do
sistema, os R-literais da forma R;(\, \) € Cpua-

Prova A prova é por contradicdo. Seja A; um termo raso de Func(Ly,Lk) tal que
Ri(A, M) ¢ Chae. EnNtdo, pela maximalidade de R-literais (Proposicéo 6.9),
“Ri(A,\) € Crae- ENt80 Cprow Fspr L : Ao, para algum termo raso A\, €
Func(Ly, L), como mostrado na seguinte derivagdo. Portanto, C,,.. € inconsis-
tente, 0 que esta em contradi¢do com a hip6tese original.

Crnaz(—Ri(A1,A1)) (dados iniciais)
Ci(R;(A1, A1) (Zra reflexiva)
C2 <J— . )\2> (IJ_[, Cmaxu Cl)

Proposicdo 6.12 (Propriedade para algebras transitivas) Sejaum SDK tal que {Vz,y, z
((Ri(z,y) A Ri(y,2)) — Ri(z,2))} € A. Seja Cpq Uma configuracdo consistente
maxima relativaa SD K. Sejam A1, Ao, A3 trés termos rasos da linguagem Func(Lp, Lk )
tal que R;(A1, A2) € Crnaz € Ri(A2, A3) € Crngs- ENtA0 R; (A1, A3) € Craa-

Prova A prova é por contradi¢cdo. Suponha que R;(A1, A\3) ¢ Cnae- ENtdo, pela maxi-
malidade de R-literais (Proposi¢do 6.9), =R;(A1, A3) € Ciae- ENtA0 Cproe Fspi
L : Ay, para algum termo raso A\; € Func(Ly, L), como mostrado na seguinte
derivacdo. Portanto, C,,.. é inconsistente.

Cmaz<_'Ri(/\17 Ag), Ri()\la )\2), RZ‘()\Q, )\3)) (dadOS iniCiaiS)
Cy <_|Ri()\1, )\3), Ri<)\17 )\3)) (IRA tranSitiva)
CQ<J_ . )\1) (ILD Cl)

Proposicdo 6.13 (Propriedade para algebras Euclideanas) Sejaum S DK tal que {Vz, v,
2((Ri(z,y) A Ri(z,2)) — Ri(y,2))} € A. Seja Cpae uma configuracdo consistente
maxima relativa a SDK. Sejam Ay, Ay € A3 trés termos rasos de Func(Ly, L) tal que
Ri(A1, X2) € Crnaz © Ri(A1,A3) € Crge. ENt8O R; (A2, A3) € Crnaa



91

Prova A prova é por contradi¢do. Suponha que R;(Ag, A\3) ¢ Cpae- Entéo, pela maxi-
malidade de R-literais (Proposi¢do 6.9), =R;(A2, A3) € Cpaz- ENt8O, Crruw Fspi
1 : Ay, para algum termo raso A\; € Func(Ly, L) como mostrado na seguinte
derivacdo. Portanto, C,,.. é inconsistente.

Cmaz <Rz(/\17 Ag), R’i(A17 Ag), _'Ri()\27 )\3)) (dadOS iniCiaiS)
Ci{oRi(A2, Az), Ri(Aa, A3)) (Zra Euclideana)
CQ(J_ . )\1) (Ilfa Cl)

Aqui é provado gque qualquer configuracdo consistente é satisfativel, mostrando-se que
é possivel construir, para cada S DK, uma estrutura semantica MC,,,. que satisfaz uma
configuracdo consistente maxima relativaa SD K.

Definicdo 6.6 (Interpretacdo candnica) Seja Criae = (Dimazs Fmaz) UMa configuracio
consistente méxima relativaa SDK, e seja T PO(Craz) = Dinaz U Ao ONde Ao =
{[e]A|¢ : A € Cpnaz } SUa tradugdo de primeira ordem. Seja o par MC, 0 = (HU, ICpnaz)
uma interpretacéo candnica, onde HU é o Universo de Herbrand da linguagem ezt (L,
L), ouseja, IC,,q. € afuncédo de interpretacéo sobre a linguagem ext(L 1., L), definida
COmo segue.

e [Cha:(N) = A, para cada termo raso A da linguagem de rotulacdo estendida
GZL't(EL,EK);

o [Craz(Ri) = {(As, \)|Ri(As, Ay) € TPO(Cyr0r)} para cada predicado binario
R; da linguagem de rotulagdo Func(Ly, Lx). TPO(Cpa.) contém apenas literais
rasos;

o ICr:([e]) = {Nillp](Ni) € TPO(Cpnax) } para cada predicado monédico [p]()\;) €
GZEt(,CL, ,CK)

Observacéo 6.2 Seja C,,.. uma configuracéo consistente maxima relativa a um SDK,
seja T PO(Cynaz) SUa traducdo de primeira ordem e seja MC,,,,. uma interpretagéo cand-
nica. Para qualquer formula atdmica rasa de ext(L, L) da forma R;(A;, Ay), MCpaa
ELro Ri(Az, Ay) se e somente se R;(\;, \,) € TPO(C.,,); analogamente para qual-
quer férmula atémica rasa de ext(L, L) da forma [o](N), MCyax Erpo [0](N) se €
somente se [p](A\) € TPO(Cpaz)-

Agora seja V' uma atribuicdo de varidvel a partir do conjunto de variéveis da lin-
guagem ext(Ly, L) para o Universo de Herbrand HU. O valor-verdade de qualquer
formula de ext(L ., Lk ) é definido como segue.

o (MCpuw,V) ErLpo Ri(z,y) se esomentese (V(z),V(y)) € ICha(R;)
o (MCpaz, V) Erpro [¢](x) se e somente se V() € ICya:([¢])

e para qualquer formula ¢ de ext(L, L), 0 valor verdade de ¢ em relagdo a
MCae

E necessario mostrar agora que, dada a C,,,, relativaa um SDK particular, a interpre-
tacdo canonica MC,,,, € uma estrutura semantica de SD K. Isso é feito em dois passos:

LUniverso de Herbrand é definido como o conjunto de termos rasos que s&o gerados a partir dos simbolos
de constantes e dos simbolos funcionais da linguagem.
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1. é mostrado que MC,,,, satisfaz todos os esquemas de axiomas (Ax1)-(Az12) da
algebra estendida associada A™;

2. € mostrado que MC,,.. satisfaz a algebra de rotulagao particular A.

Para qualquer atribuicdo de variavel V' e qualquer variavel x da linguagem estendida
ext(Lr, L), V(x) refere-se a algum termo raso no Universo de Herbrand HU. Portanto,
por simplicidade, V'(x) serd usado também para denotar um termo raso arbitrario nos
argumentos que seguem.

Teorema 6.4 (Existéncia de modelo para .4*-.A) Seja .A™ a algebra estendida associada
com o SDK, seja C,,.. uma configuragdo consistente maxima relativa a SDK e seja
TPO(Cpaz) Sua traducao de primeira ordem. Entéo, MC,,., € um modelo de A™-A.

Prova Sejam U,V atribuicOes de varidveis arbitrarias, e sejam ¢, 1) duas férmulas bem
formadas de L. A prova é através de casos sobre cada um dos esquemas (Ax1)-
(Az12). O caso para (Axz8) € analogo ao caso para (Axz1); os casos (Ax9), (Ax10),
(Az11) e (Ax12) sdo analogos aos casos para (Az6) e (Az7).

o (Ax1) V([ A ¢](x) < ([p)(x) A [](z))

E suficiente provar que MCp.., V Erpo [0 AY](V(z)) se e somente se MCypap U
V Erpo [0](V()) € Conaz, V ELPO [¥](V (2)).

(Metade "somente se":) Assumindo que MC s, V' Erpo [ A ¥](V(2)), entdo
[0 ANY|(V(z)) € TPO(Chaz). Entdo, o A ) @ V(2) € Cinaz, 0 que implica,
pela Proposicdo 6.10, que ¢ : V(z) € Char € ¥ : V(z) € Chrae. Portanto,
V(z) € IChax([p]) € V(z) € IChax([t0]). Portanto, MCnaz, V Erro [¢](V(2)) €
Mcmaam Vv ):LPO W](‘“@)

(Metade “se”:) Assumindo que MC,,az, V ErLpro [¢](V(x)) e que MCpuas, V ELPo
[¥](V (), entdo [p](V(x)) € TPO(Cias) € [Y](V (2)) € TPO (Cpaz), 0 que im-
plicaque ¢ : V(z) € Cpax € ¥ : V(x) € Cpqe. Portanto, pela Proposicéo 6.10,
e N V(x) € Craz. Portanto, MCuar, V- Erro [ AY](V(x)).

Para os casos de (Az2), (Ax3), (Az4) e (Axb5), a prova é analoga a do caso para
(Azx1) mostrada acima [BRO2004].

o (Ax6) Vr((Ri(z, ko(2)) = [pl(kp(2))) — [Kip](2)).

E suficiente provar que s&¢ MCpuz,V Erro —Ri(V(2),V(ky())) 0U MCpnas,
V Erro [¢l(ks(x)), entdo MCyap, V ErLpo [Kip](V (x)). A definicéo da funcéo
de interpretacdo IC,,., de uma interpretacdo candnica MC,,.. permite escrever
V(ky(z)) emvez de I1Cpuq(V (ky(2))).

Por suposicéo, ou —R;(V (z), V (ky(z))) € TPO(Cpaz) OU [@](V (ky(x))) € TPO
(Cnaz)- 1550 implica que ou —R;(V (), V(k,(2))) € Chasr OU @ : V(ky(z)) €
Cimaz- ENté0, pela Proposicao 6.10 (para o caso do operador epistémico K;), K;p :
V(z) € Cpas- Portanto, MCas, V Erpo [Kip](V(x)).

o (AXT) Vr([Kipl(z) — (Vy(Ri(z,y) — [¢](¥)))).
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Considere a formula equivalente VaVy (([K;¢](z) A Ri(z,v)) — [¢](y))).

E suficiente provar que, s€ MCyaz, V, U Erro [Kig](V(z)) € MChaz, V, U ELpPo
R;(V(z),U(y)), entdo MCyaz, V,U Erpo [¢](U(y)).

Por suposicao, [K;p|(V(z)) € TPO(Cpaz), € Ri(V(2),U(y)) € TPO (Crraa)-
Isso implica que K : V(z) € Chpaz € Ri(V(2), ( )) € Cpas- EnNtéo, pela
Proposigéo 6.10 (para o caso do operador epistémico K;), ¢ : U(y) € Cpaz. POI-
tanto, MCyaz, V, U =rLpo [©](U(y)).

Segundo passo: € mostrado que MC,,.. Satisfaz a algebra de rotulacdo de SDK A =
{T,4,5}.

Proposicao 6.14 (Satisfatibilidade de 7,4 e 5) Seja S D K um sistema dedutivo rotulado
modal cuja algebra de rotulacéo é A. Seja C,,.. uma configuracao consistente maxima
relativaa SDK e seja T'PO(Cynq:) Sua tradugdo de primeira ordem. Entéo:

T Se {VaR;(x,z)} C A, entdo MC,ar FErro VTR (2, ).

4 Se {Vr,y, 2((Ri(z,y) A Rily, 2)) — Ri(x,2))} € A,
entdo MCar Frro Vo, y, 2((Ri(z,y) A Ri(y, 2)) — Ri(x, 2)).

2
5 Se {Vz,y, z((Ri(z,y) A Ri(y, 2)) — Ri(y, 2))} € A,
entdo MCae Erro V2, y, 2(Ri(z,y) A Ri(y, 2)) — Ri(y, 2)).

ProvaparaT Seja V uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entdo, é suficiente provar
que MCpaz, V FErro Ri(V(x),V(z)). Pela propriedade para algebras reflexivas
(Proposicd0 6.11), R;(V (), V(z)) € Cpas € entdo R;(V (), V(z)) € TPO(Cnas)-
Portanto, (V(x), V(x)) € ICna(R;). Portanto, MCpur, V E=rpo Ri(V (z), V().

Provapara4 Seja V' uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entdo, é suficiente provar
que MCpaz, V' Frpo (Ri(V(2),V(y)) A Ri(V(y), V(2))) — Ri(V(x),V(2)).
Assume-se que MCez, V' FErro (Ri(V(2),V(y)) AN Ri(V(y),V(2))). Isso im-
plica que (V(x),V(y)) € Icmm( R;) e (V(y),V(z)) € ICpa:(R;). Portanto,
R,(V(x),V(y)) € TPO(Cpaz) € Ri(V(y),V(2)) € TPO(Cpnaz). Portanto,
R;(V(z),V(y)) € Craz € Ri(V(y),V(2)) € Cpnas- Pela propriedade para algebras
transitivas (Proposicéo 6.12), R;(V(x), ) € Crnar € entéo R;(V(x),V(2)) €
TPO(Cpaz) € portanto, MC,ar, V FErLPo
R;(V(x),V(z2)).

V(z)

Provapara5 Seja V' uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entdo, é suficiente provar que
MCpaz:V Erro (Ri(V(2), V() A Ri(V(y),V(2))) — Ri(V(y),V(2)). As-
suma que MCpaz, V FErpo (Ri(V(2),V(y)) A Ri(V(y), V(2))). Isso implica que
<V(l‘), V(y)> € [Cmax<Rz> € <V(y)7 V(’Z» € [Cmax(Rz> Entao RZ(V(.’L’), V(y)) €
TPO(CmaJ:) € RZ(V(y),V(Z)) S TPO(CmaJ:) LOgO, RZ(V(x),V(y)) S Cmaa: €
R:(V(y),V(z)) € Cnae- Pela propriedade para algebras Euclideanas (Proposi¢do
6.13), R;(V(y),V(2)) € Cinas € entdo R;(V(y),V(2)) € TPO(Cpas). Portanto,
MCpae,V FErro
Ri(V(y),V(2)).
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Lema 6.3 (Lema da Existéncia do Modelo) Seja um SDK arbitrario. Seja C,,,, uma
configuragdo consistente maxima relativa a SDK. Entdo, para algum 7 (onde = é
uma unidade declarativa ou um R-literal) de SDK, MC,0x Fspx m™Se © € Chas €
MCmam %SDK mSsem ¢ Cmaa:

Prova Ha dois casos a considerar, pois = pode ser uma unidade declarativa da forma
¢ : A ou pode ser um R-literal; nesse Gltimo caso, 7 pode ser da forma R;(\;, \;)
ou da forma = R;(\;, A;), onde A;, A; séo termos rasos de Func(Lr, Lk).

unidade declarativadaformay : A Se ¢ : A € Cpaz, €ntd0 [0](A) € TPO(Crrax)-
ENtdo, MCpae =rro [¢](A). Portanto, MCpaw Espx @ : A Se o : A ¢
Cinaz, €Nt80 [p](N) ¢ TPO(Cpas). Entdo, X ¢ IC,..([p]), € entdo, pela
Observacéo 6.2, MC,,a: ¥rro [¢](N). Portanto, MC,,oe Fspr © @ A

R-literal daforma R;(\;, Ay) Se R;(Az, Ay) € Cnaz, €NtAO R; (N, Ay) € TPO
(Crnaz)- ENtd0 MCyrow =rro Ri(Asy Ay). Portanto, MC,,q.
Esprx Ri(Az, Ay). S€ Ri(Az, Ay) & Cinag, €NEO R;(Ay, Ay) € TPO(Crrag)-
Entédo, MC,ux ¥rro Ri(As, Ay). Portanto, MCar Fspr Ri(Ass Ay).

R-literal daforma —R;(\;, A,) Se ~R;(As, Ay) € Cpaa, €ntdo, pela maximali-
dade de R-literais (Proposicdo 6.9), R;(A;, Ay) ¢ Cpae. ENtdo R;(A;, \,) ¢
TPO(Crasz). Entdo MCprow Frro Ri(As, Ay). Portanto, MCp.. FErro
“Ri(Ag, Ay). Portanto, MC,e FEspr “Ri(Ass Ay).

Corolério 6.2 Seja um SDK e seja C uma configuracao consistente de SDK. Entao,
MZC,,.. satisfaz C.

Prova A prova segue trivialmente do lema da existéncia do modelo (Lema 6.3) e do fato
de que C C Cpraz-

Proposicdo 6.15 Sejaum SDK e sejaC uma configuracédo de SD K. Sejaw uma unidade
declarativa ou um R-literal tal que = ¢ C'. Se C ¥ spx m, entdo C + [—x] é uma configu-
racao consistente.

Prova Ha dois casos a considerar: o0 caso em que 7 € uma unidade declarativa, e 0 caso
em que 7 € um R-literal:

unidade declarativadaformap : A O contrapositivo do enunciado da proposi-
¢éo estd provado. Assuma que C + [~ : A] ndo é consistente. Entdo C + [~ :
A Fspr L Aq, paraalgum termo raso \; de Func(Ly, Lk). SejaCy = C +
[-—¢ : A eCx = C; + [ : A]. O par de configuragdes C/C; € Z_;, e 0 par de
configuracbes C, /Cx € Z_ . Entéo ({C, Cy,Cx}, m) é umaprova, onde a regra
de inferénciam(0) =Z_;em(1) =Z_g. Como ¢ : A € Cx,C Fspr ¢ : A

R-literal A O contrapositivo do enunciado da proposicéo estd provado. Assuma
que C + [—A] ndo é consistente. C + [-A] Fspx L : Ay, para algum termo
raso A; de Func(Ly, L), e 0 par de configuragbes C/C + [A] € Zg;. Entdo
({C,C + [A]}, m) é uma prova, onde m(0) = Zg;. Portanto, C Fspx A.

O teorema da completude pode ser provado agora.
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C¥opr € D C Espx Cy
w (3)[
A+ UTPO(C) Fupo TPO(C)

Figura 6.2: Diagrama da Prova do Teorema da Completude

Teorema 6.5 (Completude) Seja S DK um SDK proposicional arbitrario. Sejam C e C,
duas configuracdes de SDK tal que a diferenca de configuragdes C; — C seja finita. Se
C ):SDK Cl entdo C l_SDK Cl

A condicdo de finitude de C; — C no enunciado acima ndo constitui uma restrigéo
significativa sobre a propriedade da completude de -sp . Pelo contrario, ela permite que
C e C; sejam infinitos, embora as derivagdes sejam finitas.

O teorema é provado por contraposi¢cdo como mostrado no diagrama dado na Figura
6.2. A prova é dada pela composicéo dos dois passos principais, as setas (2) e (3). A seta
(3) é dada diretamente pela definigdo de implicagdo seméntica (Definigdo 4.36), ao passo
que a seta (2) constitui a parte principal do teorema da completude.

Em particular, a suposi¢cdo C ¥spx C; implica que exista um = € C; — C (onde
7 € uma unidade declarativa ou um R-literal) tal que C ¥spx 7. 1sso ja foi provado
pelo teorema da caracterizacdo de derivabilidade (Teorema 6.2). Portanto, C + || é
uma configuragéo consistente (conforme a Proposicdo 6.15). Isso implica, pelo Lema da
Existéncia do Modelo, que a configuragdo C + [—| é satisfativel. Portanto, existe uma
estrutura semantica M de SD K que satisfaz C e que também satisfaz —=. Portanto, como
sera mostrado a seguir, essa estrutura semantica M nao satisfaz 7. Como = € Cy, pela
definicdo de satisfatibilidade de uma configuracdo, M nao satisfaz C; também. Portanto,
AT UTPO(C) ¥rpo TPO(Cy).

A descricdo informal acima mostra que a parte principal desta prova de completude
do estilo de Henkin é o lema da existéncia do modelo. Isso se liga as no¢des semanticas
de consisténcia e referentes a teoria das provas — isto €, qualquer teoria consistente é sat-
isfativel. Isto é provado nos dois passos seguintes. Primeiramente, € mostrado que, para
qualquer configuracdo consistente C, € possivel construir uma configuracéo consistente
maxima C,,.., que satisfaz propriedades (Proposi¢des 6.8 a 6.13) sobre as unidades de in-
formacéo = (unidades declarativas e R-literais) que pertencem a ela. Em segundo lugar,
é mostrado que é possivel construir uma estrutura semantica MC,,., que satisfaca C,,,q..
Como a configuragdo consistente méaxima contém a configuracdo consistente inicial C,
essa estrutura semantica MC,,,.. também satisfaz C.

Prova do teorema da completude (Teorema 6.5) A prova é por contrapositivo. Assuma
que C ¥spk Cy. Entdo, pelo teorema da caracterizagao de derivabilidade (Teorema
6.2), existe um © € C; — C, onde 7 é uma unidade declarativa ou um R-literal, tal
que C ¥spk m. Entdo, pela Proposi¢do 6.15, C + [—7]| é uma configuragdo consis-
tente. Pelo Corolario 6.2, M,,, = M (C,,.. + [—-n]) satisfaz a configuragéo C + [—].
Entéo, pela Defini¢do 4.35, M, Espx C, € M,, Espx —m. Ha dois casos a con-
siderar: o caso em que 7 é um R-literal e o caso em que 7 € uma unidade declarativa
daforma ¢ : A,
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R-literal Pela Definicdo de satisfatibilidade para unidades declarativas e R-literais,
M., =rpo —7. Entdo, pela condicéo de satisfatibilidade da l6gica de primeira
ordem, M,, ¥r.po w. Entdo, pela definicdo de estrutura semantica de um
SDK (Definigédo 4.33) e pela definicdo de satisfatibilidade de uma configu-
racdo (Definigdo 4.35), A" U TPO(C) ¥.po w. Portanto, pela defini¢do de
implicacdo semantica (Defini¢do 4.36), C Fspk C;.

unidade declarativa daforma ¢ : A\ Pela defini¢do de satisfatibilidade de unidades
declarativas (Defini¢do 4.34), M,, F=rpo TPO(—-m), onde TPO(-m) =
[—¢](A). Entdo M, =rpo [—¢](N). Entdo, pelo teorema da existéncia do
modelo (Teorema 6.4), M., Erro —[p](A). Entdo M, ¥rpo [¢]()), 0 que
significa que A", TPO(C) ELpo . Portanto, C Espx C;.

6.3 Correspondéncia

Foi mostrado que o sistema logico SD K € uma generalizacdo da légica do conheci-
mento K745 pois ele permite raciocinar sobre estruturas de mundos reais que podem ou
ndo ser pontos Unicos. Para mostrar isso, prova-se que, se forem impostas as restricdes
adequadas sobre as configuracdes iniciais, entdo havera uma correspondéncia entre a l6-
gica do conhecimento rotulada e a apresentacdo axiomatica correspondente do sistema
I6gico do conhecimento K'7T45. Essa generalizagdo é possivel devido ao fato de que a
correspondéncia entre a légica do conhecimento K745 existe se e somente se a confi-
guracdo inicial é vazia. Além disso, prova-se que a correspondéncia ndo vale se ndo for
imposta nenhuma restricéo.

Como 0 SDK é um caso particular dos sistemas dedutivos rotulados modais (Modal
Labelled Deductive Systems) proposicionais propostos por [RUS95], pode-se aproveitar
muitos dos resultados de correspondéncia provados nesse trabalho, visto que as alter-
acOes necessarias referem-se unicamente aos diferentes axiomas que descrevem as pro-
priedades da I6gica do conhecimento tratada aqui (K7'45) e aos axiomas que descrevem
a semantica de traducdo dos operadores epistémicos. No que se refere aos operadores
epistémicos K;, Eq, Ce e Dg, reafirma-se que eles sdo operadores do tipo conhecido
como box-like, ou seja, tém as mesmas caracteristicas e propriedades do operador box
(D) da logica modal tradicional. Assim, a prova de correspondéncia para cada um desses
casos € desenvolvida como para o caso do operador box, o que também foi demonstrado
por [BRO2004].

Em linhas gerais, sera descrito, segundo a abordagem de [RUS95] e [BRO2004] para
sistemas dedutivos rotulados modais, como é desenvolvida a prova da propriedade da
correspondéncia do SDK em relagdo ao sistema axiomatico proposto por [FAG95] que
fundamenta a semantica da l6gica do conhecimento tratada neste trabalho. A prova da
correspondéncia € desenvolvida por demonstracdo de que o enunciado contrapositivo é
valido. Conforme foi demonstrado, as duas relacdes de derivabilidade sdo ambas corretas
e completas com respeito a sua semantica, ou seja, a semantica axiomatica € completa
com respeito & seméantica de Kripke, e a semantica definida para o0 SDK é completa
com respeito a semantica definida neste trabalho nos capitulos anteriores. Foi criada uma
estrutura semantica para o0 SDK e observou-se que a algebra estendida .A™ do sistema
é dada pelo conjunto de esquemas de axiomas (Axz1)-(Az12) (Defini¢do 4.31) e pelo
conjunto de axiomas que definem a I6gica do conhecimento K745 (T,4 e 5) 0s quais
compdem a algebra de rotulacdo (Definicdo 3.4). A prova é através de casos sobre cada
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um desses axiomas e esquemas de axiomas.

Para provar que existe tal correspondéncia, impde-se uma restricdo essencial: é pre-
ciso identificar um simbolo constante particular, por exemplo wg, na linguagem de ro-
tulacdo £; e permitir apenas configuragdes iniciais da forma C; = ({}, F:), ou seja,
configuracdes com diagrama vazio (sem R-literais), nas quais, para qualquer termo raso
da linguagem de rotulacéo (para qualquer rotulo A € ext(L, Lx)) com \ # wy, é vazio
o valor da funcéo (F;(\) = 0).

Com essa restricdo, as Unicas suposicoes iniciais (se existirem) sdo formulas modais
associadas com o rétulo fixo wq. 1sso corresponde a nogdo tradicional de suposigdes locais
em logica modal. Como o diagrama D é um conjunto vazio, as Unicas suposi¢cdes no
comeco sdo férmulas da I6gica do conhecimento, e se pode provar que qualquer unidade
declarativa da forma ¢ : wy pode ser derivada a partir de uma configuracdo inicial (vazia)
da forma C; definida anteriormente, se e somente se sua formula ¢ € derivavel, dentro do
sistema axiomatico correto e completo para a logica do conhecimento K745 dada pela
Definicdo 2.1 (L), a partir do conjunto (vazio) de férmulas modais que aparecem em C,;.

Teorema 6.6 (Correspondéncia para ldgica K'T45) Sejaa tupla ( K'T'45 A, b r45) O SisS-
tema axiomatico correspondente a l6gica modal do conhecimento K745 utilizada neste
trabalho (L, dada na Definicdo 2.1). Seja SDK o sistema de deducéo rotulado cuja
algebra de rotulagédo é A* (Definicdo 4.31). Seja a configuracao inicial de SDK vazia
Co = ({}, Fp) na qual o valor da funcéo é vazio (Fy(\) = {}) para qualquer termo raso
A da linguagem de rotulacdo L. Seja ¢ uma férmula da linguagem do conhecimento
Lk. Entdo Exr45 S e somente se, para todos os termos rasos A da linguagem de
rotulagcdo L, vale Cy =spk ¢ : A

Prova A prova é dividida em duas partes. A primeira € a parte “se”, para a qual é
mostrada a declaracdo contrapositiva. Sabe-se que as rela¢des de derivabilidade,
F 745, do sistema axiomatico K745, e Fgpx, do sistema dedutivo rotulado para
l6gicas do conhecimento proposto neste trabalho, sdo ambas corretas e completas
com respeito a suas semanticas (semantica de Kripke e semantica definida neste
trabalho, respectivamente). Prova-se que, dada uma formula da l6gica do conheci-
mento (Defini¢do 2.1) ¢ € L, se elando pode ser provada pelo sistema axiomatico
K'T45 (ou seja, se ¥ k145 ), entdo, para algum termo raso A da linguagem de rotu-
lagdo ext(L, Lk ), a configuragdo inicial vazia Cy ndo satisfaz, no sistema SD K,
a formula ¢, ou seja, Cy ¥spr ¢ : A. Também é suficiente provar que, se a for-
mula ¢ ndo é valida no sistema modal K745 (¥ k745 ), €ntdo existe um termo
raso A da linguagem de rotulagédo ext(L ., Lx) no qual a formula ¢ nédo é valida,
pelo sistema SD K, para a configuracdo vazia Cy (Cy Fspx ¢ : A). Como a con-
figuracdo Cy € vazia, mostra-se que existe uma estrutura de modelo que satisfaz
- : A. Pela hipotese e pela validade seméantica, existe um modelo de Kripke
que satisfaz a formula —. Agora, seja M = (W' R! v') esse modelo. Entéo
existe um mundo possivel A € W’ tal que (M, \) Exr4s —¢@. Assume-se uma
ordenacdo canonica sobre o conjunto W’. Seja A, 0 primeiro elemento do con-
junto {\;|\; € W'e (M,)\) Exkras —p} de acordo com a ordenacéo candnica
de W'. Entdo (M, \.) Exr4s —. Seja I uma interpretacdo sobre a linguagem
ext(Lr, Lr), onde o seu universo de discurso W' é definido como segue.

1. Para constantes: \;: I(\;) = AL.
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2. Para cada predicado [¢], I([¢]) = {AN € W' e (M, \) Exras ¢}
3. Para cada predicado binario R;, I(R;) = R..
4. Para os simbolos de funcao:

(@) I(k,) =k, : W' — W' tal que, para cada A € W', define-se: se para
todos os A € W' ndo vale R;(\, \'), entdo k,(\) = \. Se, paracada \; €
{NIN € W AR; (A, X))} valeque (M, \;) Exras @, €Nta0 ky(X) = Ay,
onde X, é o primeiro elemento do conjunto {\'|\ € W/ AR;(\, X')} em
relagdo a ordenagdo de W’ assumida. Caso contrario, k,(A) = A, onde
A1, € 0 primeiro elemento do conjunto ndo-vazio {\'|\ € W’ R;(\, X)
e (M, )\) Exrss ~}, de acordo com a ordenacéo de W',

(b) I(ca,) = ca, : W' — W'tal que, para cada A € W', define-se como
feito para k,, considerando, porem, a relagdo de acessibilidade do oper-
ador do conhecimento comum R...

(©) I(dg,) = da, : W' — W' tal que, para cada A € W', define-se como
feito para k,, considerando, porém, a relagdo de acessibilidade do oper-
ador do conhecimento distribuido Rp,..

Para mostrar que a estrutura (W', R, _ , I) ¢ um modelo do SDK, segundo a Defini-

ticA) . B
¢do 4.33, prova-se que a estrutura (W', R} _ . I) € um modelo classico da algebra

de rotulacéo estendida .A™ (Definicdo 4.31. Procede-se por casos sobre cada um
dos axiomas dessa algebra.

S&o mostrados aqui 0s casos para os axiomas (Az6) e (Ax7), que, em conjunto,
definem completamente o operador epistémico K; e, devido a sua semelhanca com
os axiomas que definem os operadores C'; € D¢, oferecem uma nogéo bastante pre-
cisa, embora geral, do desenvolvimento das provas para 0s casos desses operadores
(axiomas (Az9)-(Ax12)). O caso do operador E (axioma (Az8)) assemelha-se,
por sua definigdo, ao caso para o conetivo cléassico A (axioma (Ax1)), e também
sera mostrado aqui.

o (Ax1) Vz([p AY](x) < ([¢](x) A [¢](2))

Seja A € W’ um elemento arbitrario (um mundo arbitrario do conjunto de
mundos possiveis). E suficiente provar que A € I([¢ A +]) (0 mundo \ esta
na interpretagdo I do predicado monadico [» A 1)]) se e somente se A € I([¢])
(o mundo X esté na interpretacéo 7 do predicado [¢]) e A € I([¢)]) (0 mundo
A também esta na interpretacdo do predicado [¢/]). 1sso segue diretamente da
definigdo da interpretacdo I sobre o predicado [¢ A 1], ou seja, I(¢ A ), e
da definicdo de satisfatibilidade seméantica para formulas que envolvem a con-
juncéo A. Os argumentos para os casos dos axiomas (Ax2) (negacéo), (Ax3)
(disjuncéo), (Az4) (implicacdo) e (Ax5) (dupla implicagdo) sdo andlogos aos
deste caso.

o (Ax6) Vz((R;(x, ky(x)) — [@l(ky(x))) — [Kig](z))
Seja A € W’ um elemento arbitrario do conjunto de mundos e ¢ um agente
qualquer. Para provar a correspondéncia para o caso da regra de introducéo
do operador K;, serd provada a formula equivalente ao axioma (Ax6), ou
seja, Vo ((—R;(z, ky(2)) V[¢](ky(2))) — [Kip](x)). Entdo, basta provar que,
se (A, ky(N)) ¢ I(R;) (ou seja, se o par de mundos (), k,(\)) ndo esta na



99

interpretacdo da relacéo R;) ou se k,(\) € I([¢]) (se 0 mundo k,(\) ndo
estd na interpretacdo do predicado monédico [p]), entdo A € I([K;¢p]) (ou
seja, entdo o mundo \ esta na interpretacdo do predicado [K;¢]). Supde-
se primeiro que a tupla (A, k,(\)) ¢ I(R;). Isso implica, pela defini¢éo de
I(K;), ou seja, da interpretacdo do operador K;, que, para todos os mundos
ky,(\) € W’ ndo vale R(\, k,(\)). Entdo, pela seméantica definida neste
trabalho para a satisfatibilidade do operador K;, vale (M, \) Exriss Kip,
ou seja, no mundo A do modelo M, vale a férmula K no sistema modal
KT45. Portanto, pela definicdo da funcéo de interpretacdo 7, 0 mundo \ esta
na interpretacdo da formula K;p, ou seja, A € I([K;p|). Supde-se entdo
que k,(X) € I([¢]), ou seja, que 0 mundo k., (\) esta na interpretacéo da
formula ¢. Entéo, pela definicéo da interpretagdo do mundo k., (), existem
dois subcasos a considerar:

1. Para todos os k() € W', ndo vale R;(\, k,(\)). Entéo, pela seméantica
definida neste trabalho para a satisfatibilidade do operador K, a férmula
K;p é satisfeita no mundo A do modelo M no sistema K745, ou seja,
(M, \) Ex K;p. Portanto, pela definicdo da fungéo de interpretacéo /, o
mundo )\ esté na interpretacdo de K, ou seja, A € I([K;¢]).

2. Para todos 0s k,(\) € W' tal que R;(\, ky(N)), vale (M, k,(N)) Exras
. Entdo, novamente pela definicdo semantica definida neste trabalho da
satisfatibilidade do operador K, vale (M, \) k745 Kig, OU seja, a for-
mula ¢ é valida no mundo A\ do modelo M no sistema K. Portanto, pela
definicdo da funcdo de interpretacdo 7, 0 mundo \ esta na interpretacédo
da formula K¢, ou seja, A € I([K;y)]).

Convém observar que 0s casos para as regras de introducdo dos operadores
epistémicos C¢ e Dg, referentes aos axiomas (Ax9) e (Az11), sdo andlogos
a este caso, adaptando-se as provas as relages Rq, € Rp,, € aos simbolos de
funcdo cq, (A) e de, (N) para algum termo raso genérico A de ext (L, Li).

(AXT) Va([Kip](x) — (Vy(R(z,y) — [£](y))))

Sejam A\, X € W’ dois elementos arbitrarios tais que A € I([K;¢]) (0 mundo
A esta na interpretacdo da formula K ) e tais que (A, \') € I(R;). Trabalha-
se, entdo, com a formula equivalente VaVy (([K;p](x) A R(z,y)) — [¢](y)).
Para provar a correspondéncia para o caso da regra de eliminacdo do operador
K;, basta provar, pela definicdo da funcdo de interpretacdo 7, que a formula
K vale no mundo A do modelo M no sistema K745, ou seja, (M, \) = k145
K;p, e que R;(A\, ') também vale. Pela semantica definida neste trabalho para
a satisfatibilidade do operador K;, a férmula ¢ vale no mundo A\’ do modelo
M no sistema K'T45, ou seja, (M, \') Exras . Portanto, pela definicéo da
funcdo de interpretacdo 7, também vale que o mundo )\’ esta na interpretacdo
da formula ¢, ou seja, A € I(y). Convém observar que 0s casos para as regras
de eliminagdo dos operadores epistémicos Eq, Cg € D (axiomas (Az8),
(Az10) e (Az12)), além da regra especial de eliminacéo do operador C; via
o0 operador E, sdo analogos a este caso.

(Ax8) Vz((Vi € G([Kipl(y))) < [Ecyl(x))
O operador E¢, conforme sua definicdo semantica, pode ser visto como uma
conjuncéo de operadores K;. As formulas E, portanto, sdo provadas como
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formulas A (conetivo da conjuncdo). Seja A € W’ um elemento arbitréario, ¢
uma férmula da linguagem L, e G = {1,2,...,n} um conjunto arbitréario
de agentes. Para demonstrar a correspondéncia para o caso do operador Eg,
basta provar que, para qualquer mundo A, vale que \ estd na interpretacao
da formula [Egy], ou seja, A € I([Eqy]) se e somente se, para qualquer A
tal que, para todos os i € G, vale que o mundo A estd na intepretacdo de
[K;p], ou seja, A € I([K;p]). Isso quer dizer, pela definicdo seméntica do
operador Eg, que A € I([K1¢]), A € I([Kap]), ...e X € I([Knp]). Isso
segue diretamente da definicdo de I([Eg¢)]) e da definicdo de satisfatibilidade
semantica para formulas que contém o operador epistémico F, as quais séo
baseadas nas mesmas definicdes para formulas A. Esta prova vale para as
regras de Introducéo (Zg,,) e de Eliminacdo (Zgx) do operador E¢, Visto
que sua definicdo é dada pelo axioma (Ax8). Convém observar que 0s casos
para -, V,— e <, além de A j& citado, sdo analogos a este caso.

Assim, prova-se que a tupla (W', R;, I) é um modelo da &lgebra estendida A™.
Foi suposto, para provar a declaragdo contrapositiva da correspondéncia, que a for-
mula —¢ ndo era valida no mundo \" do modelo A no sistema K745, ou seja,
(M, \) Exr4s —p. Isto quer dizer o mesmo que a expresséo (M, \') Ex ¢. Tam-
bém, pela definicdo da funcdo de interpretacdo I, a intepretacdo dos simbolos de
constantes da linguagem de rotulagéo £, diz que vale I()\;) = ', ou seja, que 0
mundo A\’ do modelo criado € a interpretacdo do mundo A; do sistema proposto. As-
sim, existe um termo raso w, que € igual ao mundo A’ (w = \") para algum valor de
i > 0 tal que a formula —¢ é vélida nesse mundo w no modelo criado (W', R}, I),
segundo a l6gica de primeira ordem, ou seja, (W', R, I) =rpo [~¢](w). Isso tam-
bém significa que o modelo criado ndo satisfaz a formula ¢ em determinado mundo,
aqui chamado w. Portanto, pela defini¢do da relacéo de satisfatibilidade do sistema
dedutivo proposto, ~spx, conclui-se que, a partir de uma configuracéo vazia Cy, a
férmula ¢ ndo é valida no mundo w do sistema dedutivo SD K aqui proposto, ou
seja, Cy Fspr p = w.

Até aqui, foi mostrada a parte “se” da prova. A seguir, sera descrita a parte “somente
se”.

Supde-se que o sistema axiomatico K'7'45 ndo consegue provar uma determinada
formula o, ou seja, Fx745 @, € Supbe-se que a menor derivacdo de » com tamanho
(nimero de passos) length > 1 é a seqiéncia de formulas ¢4, ..., ¢,,, onde o
indice m > 1, e a ultima formula ¢,, = . A prova de que, a partir de uma
configuracdo vazia Cyp, 0 sistema .S D K prova a formula o em um mundo ), ou seja,
Co Fsprx @ @ A, € por inducdo sobre o tamanho (numero de passos) length das
derivagdes.

O caso base é quando o nimero de passos de derivacdo length = 1. Nesse caso,
a formula ¢ é uma instanciacdo de um dos esquemas de axiomas do sistema ax-
iomatico K745 (KT454,). Mostra-se que, a partir de uma configuragdo vazia Cy,
o0 sistema SD K prova a formula o em um mundo )\, ou seja, Cyp Fspr ¢ : A. 1SS0
é feito através de casos, considerando-se um esquema de axiomas de K745 4, de
cada vez.

As provas para K, T, 4,5, para cada um dos operadores epistémicos K;, Eq, Cq €
D foram mostradas nos Exemplos 4.7 a 4.20. Nesses exemplos, pode-se observar
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a semelhanca entre as provas dos axiomas para os operadores K;, Cs e D¢, devido
ao fato de suas relagdes de acessibilidade (R;, Rc. € Rp,, respectivamente), terem
as mesmas propriedades reflexiva (axioma T'), transitiva (axioma 4) e Euclideana
(axioma 5) da relagdo R;, da qual as outras sdo derivadas.

Agora, trata-se do passo de inducdo. Assume-se, por hipotese de inducdo, que,
para qualquer formula ' tal que seja provada em qualquer modelo do sistema ax-
joméatico K'T454,, ou seja, para qualquer formula ¢’ tal que Fx745 ' € tal que
exista uma prova ¢'y, ..., ¢, onde a ultima formula ¢’,, = ¢’, com nimero de
passos n > 0, entdo, para qualquer termo raso \' € ext(Ly, Lk ), vale que, a partir
da configuracdo vazia Cy, prova-se a formula ¢’ no mundo )\’ no sistema SDK.
C(]) I_SDK (p/ . )\/.

Supde-se, entdo, que a formula ¢’ pode ser provada em qualquer modelo do sistema
axiomatico K745 4., ou seja, supbe-se que +xr45 ¢, COM uma prova de tamanho
minimo 1, . .., v,41, 0nde a Gltima formula ,, . ;1 = ¢, com ndmero de passos n >
0. Pelo teorema da caracterizacao da derivabilidade (Teorema 6.2), pelo teorema da
finitude (Teorema 6.3) e pela hipotese de indugéo, para qualquer rotulo arbitrario \’,
existe uma configuracdo C, tal que a formula ¢; vale no mundo A da configuracdo
Cy, OU seja, ¢; : X € Cy para todo valor i que esteja 1 < i < n e tal que possa
ser provada a partir da configuragdo vazia no sistema SD K, ou seja, Cy Fspx Cy -
Como o numero de passos da derivacdo n + 1 > 1, entdo a formula ¢ (que é igual
a ¢, 1) Ndo € uma instanciacdo de um esquema de axiomas de K745 4., entdo isso
somente pode ser obtido usando ou a regra M P ou a regra Nec. Portanto, ha dois
casos a considerar: ou a formula  é derivada por uma aplicagédo da regra M P, ou
a formula ¢ é derivada por uma aplicacéo da regra Nec.

1. Supondo que o ultimo passo da derivacédo e dado pela aplicacdo da regra [MP],
entdo existem duas formulas da forma ¢, e ¢, — ¢ na sequéncia 1, . . ., ©,.
Portanto, ambas as formulas estdo no mesmo mundo da configuracédo C,, ou
seja, pr : A € Cxe g — ¢ : A € Cy. Portanto, pela defini¢éo da regra
de Eliminacéo da Implicagéo (Z_. g) do sistema de dedugdo S D K, conclui-se
que, a partir da configuracdo C,, deriva-se, no sistema SD K, a formula ¢ no
mundo A, ou seja, C, Fspx ¢ : A. Portanto, pela transitividade da relacéo de
derivabilidade do sistema sk, pode-se afirmar que, a partir da configuracdo
inicial vazia, também se deriva a formula ¢ no mundo A do sistema SDK:

C(]) l_SDK (Yol A
2. Supondo que o ultimo passo € dado pela aplicacdo da regra [Nec], entdo a
férmula ¢ é da forma K¢y, onde ¢, € uma férmula da seqiiéncia ¢1, . . ., ©,.

Portanto, a formula ¢, vale no mundo £, () da configuracéo C;,(x), OU seja,
@i ky(N) € Ci,(n)- E também vale que, a partir da configuragéo inicial vazia,
deriva-se a configuragdo Cy,y) no sistema SDK, ou seja, Cyp Fspx Ci,(n)-
Pela reflexividade, a configuragéo Cy., () deriva a formula ¢, no mundo k()
pelo sistema SDK, ou seja, Ci_(n) Fspr @rk,(A) € portanto, por transitivi-
dade, incluindo-se o R-literal R;(\, k,())), isso continua valendo, ou seja,
Cr,00 + [Ri(A\ Eo(N)] Fspr wr @ kp(N). Isso implica, pela definicdo da
regra de inferéncia de Introdugéo do Operador K; (Zx, ), que, a partir da con-
figuragéo Cy, (), deriva-se, no sistema SD K, que a formula ¢, vale no mundo
A, ou seja, Cr, v Fsprx Kipr @ A. Portanto, pela transtividade da relagao de
derivabilidade de SD K, Fspxk, vale que, a partir de uma configuragéo inicial
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vazia Cy, € possivel derivar, no sistema SDK, que a formula K;p; é valida
no mundo A, ou seja, Cy Fsprx K;or : A. E importante lembrar que esta
prova também vale para férmulas que envolvem o operador do conhecimento
comum C¢ ou o operador do conhecimento distribuido D, respeitadas suas
respectivas relagdes R, e Rp,, € seus simbolos de fungéo cq, () e dq,, (N).

O teorema da correspondéncia (Teorema 6.6) mostrou como a definicdo semantica de
Kripke de validade de uma férmula ¢ da l6gica do conhecimento L (isto é, =xr45 ©)
pode ser reformulada em termos da semantica de SDK. Dentro do SDK, essa no¢ao
é equivalente, como demonstrado no Teorema 6.6, a condicdo que, para qualquer A €
ext(Lr, Lk ), aunidade declarativa o : X é satisfeita em todas as estruturas semanticas do
SDK (isto é, em todos os modelos da algebra de rotulacéo estendida .A™).

Recapitulando, essa prova trata os casos de cada axioma especifico das propriedades
do conhecimento, demonstrando que eles modelam algebras de rotulacdo que determinam
propriedades especificas para as relagdes de acessibilidade entre os agentes. Os casos que
se aplicam a este trabalho referem-se aos axiomas 7" (relacdes reflexivas), 4 (relagdes
transitivas) e 5 (relagdes Euclideanas). Quando todas essas restri¢cdes estdo presentes na
algebra de rotulacéo definida para a l6gica, pode-se afirmar que o sistema de prova SDK
descrito neste trabalho corresponde ao sistema de axiomas que define a semantica da
logica K'T'45.
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7 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo investigar a possibilidade do desenvolvimento de um
sistema de provas rotuladas segundo a metodologia de [GAB96] para l6gicas modais para
representacdo do conhecimento (logicas epistémicas). Esta pesquisa deu prosseguimento
aos trabalhos anteriores desenvolvidos, nos quais foram pesquisados os fundamentos de
sistemas l6gicos, I6gicas modais e suas aplicacGes a computacdo, sistemas de deducao
rotulados, e as metapropriedades de sistemas 16gicos, como correcdo e completude de
sistemas l6gicos [MAL2001], [MAL2002], [MAL2003].

Foi apresentada uma abordagem de sistemas de deducdo rotulada para uma logica
proposicional do conhecimento em estilo de deducdo natural. As abordagens explicitas
para légicas baseadas em semanticas de mundos possiveis tém como caracteristica expres-
sar explicitamente o que é verdadeiro nos mundos possiveis, aproveitando-se também da
uniformidade, isto €, as regras de deducdo natural sdo independentes da algebra de rotu-
lacdo particular. O sistema apresentado aqui é correto e completo em rela¢do ao modelo
semantico proposto, e esta formalizacao é baseada no framework geral Compiled Labelled
Deductive Systems (sistemas dedutivos rotulados compilados) de [BRO97a], [BRO2002],
[BRO2004] para sistemas logicos.

Foram apresentados o modelo semantico formal adotado para o conhecimento (baseado
na semantica dos mundos possiveis de Kripke e Hintikka), e foi definida, de forma geral, a
I6gica modal utilizada para representacdo do conhecimento (l6gica epistémica). Como ja
foi mencionado, a formula K é lida como “o agente 7 sabe que ¢”. Os K;s sdo chama-
dos de operadores epistémicos (relativos ao conhecimento), assim como os operadores
Eq,Cq e Dg. Sua sintaxe, sua semantica e suas propriedades foram formalizadas por
esse modelo, para a apresentacao do sistema de prova rotulado.

Essa abordagem para modelagem do conhecimento apresentada tem dois compo-
nentes. Ela usa estruturas de Kripke como um modelo relacional para situacfes que en-
volvem muitos agentes, e usa uma linguagem légica rotulada para fazer afirmac6es sobre
tais situacdes. Essa linguagem é baseada em um conjunto de proposicdes primitivas e é
fechada sob operadores l6gicos do conhecimento. Portanto, 0 conhecimento é expresso
sintaticamente, por operadores modais sobre formulas e rétulos. Essa € a abordagem
adotada por muitos pesquisadores na Filosofia, na Logica e na Inteligéncia Artificial.

Em seguida, foram definidas a linguagem dedutiva rotulada, sua teoria associada, o
sistema de deducdo natural rotulada aplicada a l6gicas epistémicas, apresentado com suas
regras e a sua semantica, além de alguns exemplos de aplicacdes das regras as configura-
cdes, através de provas de algumas propriedades do conhecimento. Também foi descrita a
semantica do sistema de deducéo, baseada no método de traducdo das regras de deducéo



104

para axiomas da logica classica.

A utilizacao do sistema de prova estudado foi ilustrada pela sua aplicagao a exemplos
classicos da area de sistemas distribuidos e raciocinio sobre o conhecimento de agentes:
muddy children puzzle (o0 quebra-cabeca das criancas sujas de lama) e o wise men puzzle
(o quebra-cabeca dos homens sabios). O desenvolvimento desses exemplos teve como
objetivo estudar a viabilidade da utilizacdo dos sistemas de prova desenvolvidos em tais
aplicacdes.

Também foram descritos os resultados de correcdo e completude do sistema de prova
em relacdo a sua semantica. As provas de correcdo e completude do sistema proposto
envolvem a relagdo “simples” R;, que expressa o relacionamento entre os mundos pos-
siveis segundo o conhecimento individual dos agentes. As provas referentes as relacoes
derivadas de R;, ou seja, Rc,, (a relagdo do conhecimento comum) e Rp,, (a relagéo
do conhecimento distribuido) séo analogas, devido a dois fatores. Um deles € o fato de
serem ambas relacdes de equivaléncia, como as rela¢fes individuais R;, e 0 outro é que
a dinamica dos operadores a que elas correspondem é a mesma dinamica do operador do
conhecimento individual, K;.

Apresentado o sistema de deducdo natural rotulada para l6gica modal do conheci-
mento, com sua sintaxe e sua semantica, pode-se concluir que os sistemas de dedugéo
natural permitem um adequado entendimento sobre o processo de desenvolvimento de
aplicacdes das regras de deducdo. A abordagem utilizada permite que Idgicas de difer-
entes familias sejam apresentadas de maneira uniforme em um unico framework. Relem-
brando a avaliacdo de [NVP2001]: a real descoberta de provas em sistemas axiomaticos
é quase impossivel. Em relacdo a esses sistemas axiomaticos, o sistema de provas aqui
apresentado permite a formalizacéo das provas de maneira mais natural.

Também foi possivel reforgar as conclusdes obtidas nos trabalhos anteriores [MAL2002],
[MAL2003] de que o sistema dedutivo rotulado proposto, construido sobre os sistemas
dedutivos rotulados modais de [BRO2004], tem a vantagem de ser uniforme e mais geral
(em mais do que um mundo atual inicial) do que os demais sistemas dedutivos para l6gica
modal anteriormente pesquisados [MAL2002].

As pesquisas realizadas para o desenvolvimento do sistema dedutivo rotulado para
l6gicas modais do conhecimento aqui descrito sugeriram alguns outros ramos de investi-
gacéo.

A correspondéncia entre o sistema de deducdo rotulado e uma formalizacdo tradi-
cional de logica epistémica parece garantir que as extensdes existentes das l6gicas do co-
nhecimento também possam ser formalizadas dentro do framework do sistema. Portanto,
considera-se interessante investigar, por exemplo, a formalizacéo de sistemas baseados no
tratamento do conhecimento e da crenga como um sistema dedutivo rotulado, modelando-
se também o aspecto temporal. Isso facilitaria a solucdo completa de problemas como o
muddy children puzzle, por exemplo, cuja resolucéo, para o caso geral da situacao exige a
representacdo da evolucéo do conhecimento ao longo do tempo.

Nesse sentido, segundo [HAL95], as trés areas seguintes parecem ser aquelas nas
quais as pesquisas mais avancadas levardo a progressos maiores: conexdes entre logicas
epistémicas e provas com conhecimento zero; raciocinio sobre conhecimento/crenga que
muda com o tempo; e programacédo baseada em conhecimento.

Algumas consideraces feitas por [HM92] sdo relativas a complexidade do raciocinio
sobre o conhecimento unido ao tempo, que € um dos ramos de investigacdo que des-
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pertaram maior interesse para a pesquisa futura. Em particular, caso se assuma que 0S
agentes nao esquecem fatos (uma hipétese frequentemente feita na literatura, por exemplo
em [MOQ80]), entdo a linguagem com conhecimento comum e tempo torna-se altamente
ndo-decidivel e ndo tem axiomatizacdo completa.

Por outro lado, o que freqlientemente é necessario na pratica ndo é a verificacdo da
validade, mas a verificacdo de modelo (model checking), isto €, verificar se uma dada
formula é verdadeira em um dado modelo, o que é freqientemente realizavel na préatica
(pelo menos, enquanto as estruturas nédo ficarem grandes demais) [HM92]. O impacto da
caracterizacdo de sistemas ldgicos através de sistemas dedutivos rotulados em relacdo ao
problema de model checking parece ser ainda um problema em aberto.

A légica modal K745 foi utilizada para representar o wise men puzzle e o muddy
children puzzle, e percebeu-se que a logica é simples demais para capturar todas as nu-
ances desses exemplos. Embora K745 tenha os conetivos K, £, C' e D para representar
os diferentes “tipos” de conhecimento de diferentes agentes, ela ndo envolve o aspecto
temporal, e assim ndo pode capturar diretamente a maneira na qual o conhecimento dos
agentes muda conforme o tempo passa.

Tendo em vista tais fatores, uma extensao do sistema, que una ldgicas epistémicas e
temporais para raciocinar sobre o conhecimento e o tempo juntos seria uma extensdo nat-
ural do trabalho aqui apresentado, assim como extensdes do sistema de deducéo para per-
mitir a adicdo de quantificadores em uma l6gica de primeira ordem no estilo de [FIT99].
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