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2.1 Relações e Multirrelações Binárias . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.1.1 Relação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.1.2 Relação Identidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1.3 Composição de Relações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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6.2 Autômatos Finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
6.3 Redes de Petri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
6.3.1 Rede de Petri como um grafo interno aMRel . . . . . . . . . . . . . 65
6.3.2 Rede de Petri como dois spans paralelos em Set . . . . . . . . . . . . 66
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14 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
14.1 Principais Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
14.2 Publicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
14.3 Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
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Figura 4.1: Relação Binária. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Figura 4.2: Spans equivalentes que expressam uma relação em Set. . . . . . . 51
Figura 4.3: Relação em Set. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Figura 4.4: Spans equivalentes que expressam uma relação em Pfn. . . . . . 51



Figura 4.5: Proposta de representação de uma relação binária em Pfn. . . . 52
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RESUMO

Um span em uma categoria é um par ordenado de morfismos dessa categoria,
ambos com origem num mesmo objeto. O destino do primeiro morfismo é a origem do
span e o destino do segundo morfismo é o destino do span. Spans, embora sejam uma
estrutura bastante simples numa categoria e tenham uma definição também bastante
simples, são versáteis, pois, com especializações sutis apresentadas aqui, são capazes
de representar outras estruturas, tais como as tratadas nesses trabalho: relações
binárias, multirrelações binárias, grafos e, em conjunto com um morfismo adicional,
sistemas de transições etiquetadas (LTS). Permitem ainda, como proposto nesse
trabalho, definir de forma também simples, redes de Petri como sendo um endospan
em uma categoria. Mostra-se que a composição de spans aplicada a essas estruturas
é capaz de expresar a composição de multirrelações — mas não de relações —, uma
composição de grafos cujo grafo resultante indica caminhos em que cada parte é
uma aresta de um dos grafos operados, uma composição de LTS cujo LTS resultante
apresenta transações que podem ser compostas por transições de diferentes LTS
e uma composição de redes de Petri cujo resultado também apresenta transações
compostas por transições que podem ser realizadas em redes de Petri distintas.
Mostra-se algumas propriedades dessas composições, bem como suas provas. Como
verificar propriedades de relações e de grafos através de spans também é proposto.

Palavras-chave: Spans, Grafos Internos, Multirrelações, Propriedades, Composição.





ABSTRACT

Internal Graphs and Multirrelations as Spans — Properties and
Composition

A span is a ordered pair of morphisms in a category, both with common source.
The target of the first is the source of the span and the target of the second is the
target of the span. Spans, a very simple structure with a very simple definition,
are powerful. They may, as we show, represent structures as the ones in this work:
binary relation, binary extended multirrelations, graphs and, with one more mor-
phism, labeled transition systems (LTS). May also, as we propose here, represent
Petri nets as an internal graph. We show the span composition applied to these
structures may represent composition of multirrelations, but not of relations. May
represent too a composition of graphs where each arc in the resulting graph repre-
sents a path composed by arcs of the operated graphs, a composition of LTS where
each transition of the resulting LTS is a transaction assembled with transitions of
the operated LTS and a composition of Petri nets where each transition in the re-
sulting Petri net represents a transaction of the transitions in the operated Petri
net. We also show some properties of these compositions, all with proofs. Here we
also propose how to verify properties of relations and graphs by spans.

Keywords: Spans, Internal Graphs, Multirrelations, Properties, Composition.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Spans

Um span em uma categoria é um par ordenado de morfismos dessa categoria,
ambos com origem num mesmo objeto. O destino do primeiro morfismo é a origem
do span e o destino do segundo morfismo é o destino do span.

Spans, embora sejam uma estrutura bastante simples numa categoria e tenham
uma definição também bastante simples, são versáteis, pois, com especializações
sutis, são capazes de representar estruturas algébricas comuns em Computação, tais
como as tratadas nesses trabalho: relações binárias, multirrelações binárias, grafos e,
em conjunto com um morfismo adicional, sistemas de transições etiquetadas (LTS)
e autômatos finitos. Permite ainda, como proposto nesse trabalho, definir de forma
também simples, redes de Petri como sendo um grafo interno a uma categoria.

Definições de span são encontradas em (BÉNABOU, 1967), (BRUNI; GAD-
DUCCI, 2001), (MILIUS, 2000), (STREET; CARBONI; KASANGIAN, 1984), en-
tre outros. Neste trabalho, segue-se aquela presente em (BÉNABOU, 1967) e em
(BRUNI; GADDUCCI, 2001). Um dos primeiros caṕıtulos deste trabalho, apresenta
tal definição, bem como algumas definições referentes a spans, como a equivalência de
spans. No mesmo caṕıtulo, apresenta-se exemplos de spans em algumas categorias.

Na categoria Set, se os morfismos de um span respeitam a caracteŕıstica chamada
“par mono” encontrada em (FREYD; SCEDROV, 1990), esse span passa a expressar
uma relação binária da teoria dos conjuntos, como é mostrado em (VIGNA, 2002).
Tirando-se essa restrição de par mono, um span em Set expressa uma multirrelação
binária que é uma generalização de relação.

Generalizando-se essa maneira de se expressar relações e multirrelações em Set,
define-se, através de spans, relações e multirrelações binárias em qualquer categoria.
Também são propostas maneiras de se representar diagramaticamente relações e
multirrelações em algumas categorias.

Tendo-se isso, propõe-se neste trabalho maneiras de se verificar propriedades de
endorrelações e de endomultirrelações nos spans que as expressam. As verificações
propostas são para spans em categorias genéricas, não apenas para Set. Algu-
mas dessas propriedades — reflexividade, simetria e transitividade — aparecem em
(BARR; WELLS, 1985), (LAWVERE; ROSEBRUGH, 2003) e em (ADÁMEK; RO-
SICKÝ, 2001), mas a maioria das propriedades cuja verificação é proposta aqui
não foram encontradas na literatura. Um exemplo é a anti-simetria com a qual,
juntamente com a reflexividade e com a transitividade, permite se testar se um
span expressa uma relação de ordem parcial. Além da anti-simetria, outras pro-
priedades cujas verificações são propostas aqui são irreflexividade, correflexividade,
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assimetria, conexividade, densidade e Euclideanidade. Além da verificação de pro-
priedades, uma nova propriedade é proposta — a monotransitividade — bem como
sua verificação.

Um tipo de relação binária importante na computação são as funções parciais
que são dadas por um span em Set cuja primeira projeção seja um monomorfismo. A
generalização desse conceito para qualquer categoria são os morfismos parciais, um
dos principais assuntos de estudo do grupo no qual estou inserido, principalmente
através da Mestre em Ciência da Computação Karina Girardi Roggia, com a qual
se desenvolveu um trabalho correlato. Como aparece em (BARBOSA, 2003), um
morfismo parcial é uma classe de equivalência de span equivalentes cuja primeira
projeção de cada span é mono. Como um dos morfismos é mono, os dois morfismos
do span formam um par mono e, portanto, expressam uma relação — uma relação
funcional.

Um grafo1 é definido como uma álgebra composta por dois conjuntos e duas
funções. Também pode ser definido por um endospan em Set. Grafo interno, como
em (MAC LANE, 1998) (chamado apenas de grafo) e em (MENEZES, 1997), é a
generalização de grafo para qualquer categoria. Pode portanto ser definido como
um endospan ne respectiva categoria.

A similaridade de grafos internos com endorrelações e endomultirrelações leva
à proposta de propriedades similares às propriedades de relações para grafos inter-
nos. Todas as propriedades mencionadas para endorrelações são propostas também
para grafos internos. Adicionalmente, devido a situações que não ocorrem com
endorrelações, são propostas também novas propriedades: monorreflexividade, isor-
reflexividade, pseudo-simetria e anti-simetria forte.

Tendo definido grafos através de span, aproveita-se esse fato para se definir LTS
(como em (HENNESSY, 1988) e em (MILNER, 1989)) o que exige um morfismo
adicional ao span. Aqui, a caracteŕıstica de par mono aparece novamente para
se verificar se um LTS é determińıstico. Essa definição é na categoria Set. Uma
simples transposição para a categoria F inset leva aos autômatos finitos, como em
(MENEZES, 2001), embora sem estados inicial nem finais.

Duas formas alternativas de se definir redes de Petri são propostas neste trabalho,
ambas usando spans. Uma delas define simplesmente como um grafo interno (um
endospan) à categoria MRel, sendo MRel a categoria de todos os conjuntos e
todas as multirrelações entre conjuntos. A outra define como dois spans paralelos
em Set, sendo que esta generaliza as redes de Petri, pois permite tratar quantidade
de tokens dadas por diferentes cardinais infinitos.

1.2 Composição de Spans

Na literatura, praticamente todos os locais que falam de spans, falam também
de composição de spans que é dada por um produto fibrado, e que, a menos de
equivalência de spans, é uma operação binária parcial. Algumas propriedades dessa
composição são demonstradas.

Neste trabalho, também se mostra como a composição de spans pode ser inter-
pretada nas diversas estruturas modeladas como spans.

1Neste trabalho, por “grafo” se entende o que, geralmente, em teoria dos grafos, é chamado de
“multigrafo dirigido (ou orientado) com loops” ou “multid́ıgrafo com loops”.
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Sobre relações e multirrelações, a composição de spans expressa a composição de
multirrelações, mas não a de relações.

Já com a composição de spans aplicada a grafos, define-se um tipo de composição
— Composição de Arestas de Grafos Internos — em que as arestas do grafo resul-
tante representam caminhos em que cada pedaço é uma aresta de um dos grafos
operados. Sobre essa composição, publicou-se o artigo (HOFF; ROGGIA; MENE-
ZES, 2004) que também trata de composição de sistemas.

Quando aplicada a sistemas, essa composição é capaz de representar transações
em que cada transição é realizada em um dos sistemas operados. Sobre essa com-
posição de sistemas, demonstra-se algumas propriedades como a associatividade e a
preservação de determinismo, entre outras.

A composição de arestas de grafos internos, quando aplicada às redes de Petri
(grafos internos aMRel), também é capaz de indicar um tipo de trasação realizada
com as transições das redes operadas.

1.3 Objetivos

O objetivo deste trabalho é explorar spans em algumas categorias e estabele-
cer como eles podem representar estruturas como relações binárias, multirrelações
binárias estendidas, grafos, LTS, LTS determińısticos e redes de Petri. Também, ex-
plorar a composição de spans e sua aplicação a spans que representam as estruturas
mencionadas.

Mais especificamente, os objetivos são:

• definir relação binária e multirrelação binária estendida em qualquer categoria
através de spans ;

• apresentar a definição de grafo interno como span;

• apresentar como LTS e LTS determińısticos podem ser definidos usando-se
spans em Set e como AF são vistos como LTS na categoria F inset;

• propor a definição de rede de Petri como um endospan na categoriaMRel;

• propor outra definição de rede de Petri através de spans em Set — sendo que
esta generaliza redes de Petri;

• estabelecer maneiras de se verificar diversas propriedades de endorrelações
expressas por spans ;

• propor propriedades de grafos internos e maneiras de as verificar;

• provar algumas propriedades da composição de spans ;

• mostrar que a composição de spans expressa a composição de multirrelações,
mas não de relações;

• definir uma composição de grafos internos que calcule caminhos de tamanhos
pré-estabelecidos, podendo esses terem pedaços em grafos diferentes, desde
que com mesmos vértices;
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• definir uma composição de LTS que calcule transações de tamanhos pré-
estabelecidos, podendo ser realizadas em LTS diferentes, desde que com mes-
mos estados, e provar algumas propriedades a respeito dessa composição;

• definir um tipo de transação capaz de ser calculado em redes de Petri através
da composição de grafos internos.

1.4 Como ler este trabalho

Há aqui duas sugestões de seqüências de caṕıtulos a serem seguidas para se ler
este trabalho.

1.4.1 Por Assunto

Esta é a seqüência em que o trabalho foi escrito. Separa os caṕıtulos em três
grupos principais: inicialmente aqueles referentes a spans e como estruturas podem
ser representadas por spans ; após, propriedades de estruturas vistas como spans ;
finalmente, composição de spans e aplicação dessa composição às outras estruturas.

A seqüência é:

1 Introdução

2 Conceitos Básicos

• Spans e estruturas vistas como spans

3 Span

4 Relações e Multirrelações como Spans

5 Grafos Internos como Spans

6 Modelos de Sistemas como Spans

• Propriedades

7 Propriedades de Endorrelações

8 Propriedades de Grafos Internos

• Composição

9 Composição de Spans

10 Composição de Multirrelações como Composição de Spans

11 Composição de Arestas de Grafos Internos

12 Composição de Sistemas

13 Composição de Redes de Petri

14 Conclusão
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1.4.2 Por Aplicação

Agrupa os caṕıtulos de acordo com seus temas: spans e composição; relações e
multirrelações, suas propriedades e composição; grafos internos, suas propriedades
e composição; finalmente, sistemas e composição de sistemas.

A seqüência é:

1 Introdução

2 Conceitos Básicos

• Spans

3 Span

9 Composição de Spans

• Relações e Multirrelações

4 Relações e Multirrelações como Spans

7 Propriedades de Endorrelações

10 Composição de Multirrelações como Composição de Spans

• Grafos Iternos

5 Grafos Internos como Spans

8 Propriedades de Grafos Internos

11 Composição de Arestas de Grafos Internos

• Sistemas

6 Modelos de Sistemas como Spans

12 Composição de Sistemas

13 Composição de Redes de Petri

14 Conclusão
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2 CONCEITOS BÁSICOS

Este caṕıtulo apresenta e padroniza conceitos básicos necessários ao longo deste
trabalho.

A seção 2.1 trata relações e multirrelações binárias, identidades e composições.

A seção 2.2 apresenta a definição de par mono e de famı́lia mono numa categoria.
Também enuncia e prova um teorema que não foi encontrado na literatura.

A seção 2.3 apresenta as definições informais das principas categorias utilizadas
neste trabalho, sendo uma delas proposta aqui. Também compara essa categoria
proposta com outra.

2.1 Relações e Multirrelações Binárias

Na teoria dos conjuntos, uma forma usual de se associar elementos de dois con-
juntos é através de relações binárias. Para dois conjuntos A e B, uma relação binária
R :A→B associa elementos de A a elementos de B. Quaisquer dois elementos, um
a ∈ A e um b ∈ B, podem ou não estar associados através de uma relação.

Diversas especializações podem ser feitas sobre relações binárias a fim de se
representar outras estruturas. Por exemplo, uma relação binária como acima, que
restrinja que cada elemento de A pode estar associado a, no máximo, um elemento
de B é uma função parcial. Restringindo-se ainda mais, se cada elemento de A está
associado a exatamente um elemento de B, essa relação é uma função (total).

Mesmo sendo um conceito bastante genérico, relações binárias possuem uma
restrição: elas não permitem multiplicidade na associação de elementos. Isto é, dois
elementos, um a ∈ A e um b ∈ B, podem ou não estar associados através de uma
relação, mas, se estão, estão associados apenas uma vez nessa relação.

Uma generalização de relação binária que admite multiplicidade nas associações
de elementos é o que se chama de multirrelação binária.

Esta seção faz uma breve introdução às relações binárias e às multirrelações
binárias.

Inicialmente, trata sobre relações:

• a própria definição;

• relação identidade;

• composição de relações;

• função caracteŕıstica de uma relação.
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Após, mostra que a função caracteŕıstica de uma relação pode ser interpretada
de uma forma que permite a generalização para multirrelações e, então, trata sobre
multirrelações:

• a própria definição;

• multirrelação identidade;

• composição de multirrelações;

• comparação com relações.

2.1.1 Relação

Definição 2.1 (Relação Binária) Sejam A e B conjuntos e R ⊆ A×B. Então
R : A→ B é uma relação binária com origem em A e destino em B, a qual se lê
“relação R de A em B”.

Para uma relação1 R :A→ B e para elementos a ∈ A e b ∈ B, o elemento
a está relacionado (ou associado) ao elemento b se e somente se 〈a, b〉 ∈ R e isso
também pode ser denotado da forma infixada aRb.

Se R : A→ B é uma relação e A e B são conjuntos finitos e não vazios com
cardinalidades cA e cB respectivamente, a relação R : A→ B pode ser vista como
uma matriz R de tipo cA×cB com valores no conjunto {0, 1} onde 0 significa falso
e 1 significa verdadeiro. As linhas da matriz são indexadas pelo conjunto A e as
colunas são indexadas pelo conjunto B. Cada posição rij da matriz R é preenchida
com o valor 1 (verdadeiro) se iRj e com o valor 0 (falso) se ¬iRj.

O diagrama interno de uma relação R :A→B é representado com os diagramas
de Venn dos conjuntos A e B e, para elementos a ∈ A e b ∈ B, representa-se uma
seta de a para b se e somente se aRb.

Exemplo 2.2 (Relação) A Figura 2.1 apresenta o diagrama interno de uma
relação R :A→B entre os conjuntos A = {a, b, c} e B = {0, 1, 2, 3}. Essa relação é
R = {〈a, 1〉, 〈c, 2〉, 〈c, 3〉}. A mesma Figura apresenta também a matriz da relação.

A

a

b
c

B

0
1
2
3

R

,,YYYYYYYYYYYYY

//
,,YYYYYYYYYYYYY

R 0 1 2 3
a 0 1 0 0
b 0 0 0 0
c 0 0 1 1

Figura 2.1: Relação.

Definição 2.3 (Endorrelação) Seja R :A→B uma relação. Essa relação é uma
endorrelação se e somente se A = B.

1Uma relação binária também pode ser chamada apenas relação.
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2.1.2 Relação Identidade

Definição 2.4 (Relação Identidade) Seja A um conjunto. A relação identidade
de A é idA :A→A, onde idA = {〈x, x〉 ∈ A×A | x ∈ A}.

Para qualquer conjunto, a relação identidade desse conjunto sempre existe e é
única.

Vista como uma matriz e considerando-se que a indexação das linhas pelo con-
junto A é a mesma indexação das colunas, a relação identidade é a matriz identidade
contendo 1 na diagonal principal e 0 no restante.

Exemplo 2.5 (Relação Identidade) A Figura 2.2 apresenta a relação identidade
do conjunto A = {a, b, c} bem como sua matriz.

A

a

b
c

A

a

b
c

idA

//

//

//

idA a b c
a 1 0 0
b 0 1 0
c 0 0 1

Figura 2.2: Relação identidade e Multirrelação identidade.

2.1.3 Composição de Relações

Definição 2.6 (Composição de relações) Sejam R :A→B e S :B→C relações.
A composição de R :A→B com S :B→C é a relação composta S◦R :A→C, onde
S◦R = {〈a, c〉 ∈ A×C | (∃b ∈ B)(aRb ∧ bSc)}.

A composição S ◦R :A→C é definida se e somente se o destino de R :A→B
coincide com a origem de S :B→C. Neste caso, a relação composta sempre existe
e é única.

As relações identidade atuam similarmente a elementos neutros na composição,
da seguinte forma: seja R :A→B uma relação qualquer, R◦idA = R e R = idB◦R.
Observa-se que não existe um elemento neutro para todas as relações, mas para cada
relação existe um “elemento neutro” à esquerda e um à direita.

A composição de relações é associativa, isto é, (T◦S)◦R = T◦(S◦R) para quaisquer
três relações R :A→ B, S :B→ C e T : C →D, podendo ser representada sem a
necessidade de parênteses: T ◦S◦R.

Exemplo 2.7 (Composição de Relações) A Figura 2.3 apresenta (esquerda) os
conjuntos A = {a, b, c}, B = {0, 1, 2, 3} e C = {p, q, r} e as duas relações R :A→B
e S :B→C. Na mesma Figura (direita) estão novamente os conjuntos A e C e a
relação composta S◦R :A→C.



32

A

a

b
c

B

0
1
2
3

C

p
q

r

R S

,,YYYYYYYYYYYYY

//
,,YYYYYYYYYYYYY

//

//

//22eeeeeeeeeeeee

A

a

b
c

C

p
q

r

S◦R

,,YYYYYYYYYYYYY

//

Figura 2.3: Composição de relações.

2.1.4 Função Caracteŕıstica de uma Relação

Toda relação R :A→B tem associada a si uma função a qual se chama função
caracteŕıstica da relação R e que se denota χR : A×B → {0, 1}, onde 0 e 1 são
considerados os valores lógicos falso e verdadeiro, respectivamente. Essa função
indica, para cada par do produto cartesiano A×B, se ele está ou não presente na
relação.

Definição 2.8 (Função Caracteŕıstica) A função caracteŕıstica de uma relação
R :A→B é a função total χR :A×B→{0, 1} definida, para todo a ∈ A e b ∈ B,
como

χ
R
(〈a, b〉) =

{
1 se aRb
0 se ¬aRb

A representação de uma relação R : A→ B como matriz, por exemplo, é sim-
plesmente uma maneira de se apresentar a função caracteŕıstica χR :A×B→{0, 1}
dispondo-se a imagem de cada elemento de A×B em um retângulo, indexando-se
linhas por A e colunas por B.

A função caracteŕıstica χR : A×B → {0, 1} de uma relação R : A→ B é uma
função e, portanto, também é uma relação, mas, no geral, são relações diferentes.

Para se trabalhar com identidade e composição de relações, prefere-se a notação
A→B à notação de função caracteŕıstica A×B→{0, 1}. Cita-se dois motivos para
esta preferência:

• a relação identidade de um conjunto A, que dá uma idéia de permanência
nesse conjunto, é do tipo A → A o que preserva essa idéia de permanência,
diferente de A×A→ {0, 1};

• a composição de uma relação A → B com uma relação B → C, que dá uma
idéia de seqüência, é do tipo A→ C que preserva a idéia de seqüência, diferente
da outra notação em que a composição de uma relação A×B → {0, 1} com
uma relação B×C → {0, 1} resulta numa relação A×C → {0, 1}.

2.1.5 Multirrelação

Embora seja uma construção poderosa, uma relação não admite multiplicidade
nas associações de elementos, isto é, um elemento a ∈ A pode estar relacionado a
um elemento b ∈ B no máximo uma vez.

Multirrelações são uma espécie de generalização de relações que permitem que
um elemento a ∈ A esteja associado a um elemento b ∈ B qualquer quantidade
finita n ∈ N de vezes.
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A idéia é inspirada nas funções caracteŕısticas de relações. Se R :A→B é uma
relação, a sua função caracteŕıstica é χ

R
:A×B→{0, 1}. Pode-se considerar agora,

que 0 e 1 são os valores naturais 0 (zero) e 1 (um) e que eles indicam “quantas vezes”
cada par está presente na relação.

Para multirrelações, pode-se imaginar uma função similar, mas com destino em
algum conjunto que admita que um par esteja na multirrelação mais de uma vez,
como m̂ :A×B→N que admite qualquer quantidade de vezes, desde que finita.

A seguinte definição de multirrelação é inspirada na literatura2.

Definição 2.9 (Multirrelação Binária) Sejam A e B conjuntos. Uma multir-
relação binária m :A→B, a qual se lê “multirrelação m de A em B”, é uma função
m̂ :A×B→N. A origem e o destino de m :A→B são A e B, respectivamente.

Neste trabalho, adota-se a covenção que, se um śımbolo α representa uma
multirrelação binária A→ B, então o mesmo śımbolo com uma espécie de acento
circunflexo α̂ refere-se à função A×B → N associada à mesma multirrelação3.
Assume-se também o converso.

Uma multirrelação m : A→ B trata-se de um multiconjunto de elementos de
A×B. Trata-se também de uma operação binária m̂ :A×B→N.

Uma multirrelação é uma função e portanto, também é uma relação. Assim como
para relações, para multirrelações prefere-se a notação A→B à notação A×B → N.
Os motivos são os mesmos.

Para uma multirrelaçãom :A→B e para elementos a ∈ A e b ∈ B, a quantidade
de vezes que a está relacionado a b através da multirrelação m é a imagem da função
m̂ aplicada ao par 〈a, b〉, ou seja, é m̂(〈a, b〉) (usando-se a notação de função pré-
fixada) ou am̂b (usando-se a notação de operação binária infixada).

Se m :A→B é uma multirrelação e A e B são conjuntos finitos e não vazios com
cardinalidades cA e cB respectivamente, a multirrelação m : A→B pode ser vista
como uma matriz M de tipo cA×cB com valores no conjunto N. As linhas da
matriz são indexadas pelo conjunto A e as colunas são indexadas pelo conjunto B.
Cada posição mij da matriz M é preenchida com o valor i m̂j.

O diagrama interno de uma multirrelação m : A→ B é representado de forma
similar ao de uma relação. Representa-se os diagramas de Venn dos conjuntos A
e B e, para elementos a ∈ A e b ∈ B, representa-se am̂b setas de a para b, o que
indica que a quantidade de vezes que a está associado a b é am̂b. Uma alternativa
a essa é, se am̂b > 1, representar-se apenas uma seta, mas etiquetada com o valor
am̂b. Setas repetidas são preferidas em casos de valores pequenos por serem mais
ilustrativas. Setas etiquetadas são preferidas para não gerarem um diagrama muito
polúıdo visualmente. Neste trabalho, usa-se as duas alternativas, inclusive podendo
aparecer juntas no mesmo diagrama.

Exemplo 2.10 (Multirrelação) A Figura 2.4 apresenta as duas alternativas para
o diagrama interno de uma multirrelação m :A→B entre os conjuntos A = {a, b, c}
e B = {0, 1, 2, 3}. O elemento a ∈ A está relacionado duas vezes com o elemento
1 ∈ B, portanto, am̂1 = 2. O elemento c ∈ A está relacionado uma vez com o

2Como aparece em (BRUNI; GADDUCCI, 2001), mas com duas diferenças: 1a) define-se mul-
tirrelação entre conjuntos quaisquer, não necessariamente contáveis; 2a) a quantidade de vezes que
dois elementos se relacionam numa multirrelação é sempre finita.

3Uma multirrelação binária também pode ser chamada apenas multirrelação.
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b
c

B
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1
2
3

m
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A

a

b
c

B

0
1
2
3

m

2
YYYYY

,,YYYYYYY

//
,,YYYYYYYYYYYYY

m 0 1 2 3
a 0 2 0 0
b 0 0 0 0
c 0 0 1 1

Figura 2.4: Multirrelação.

elemento 2 ∈ B e uma vez com o elemento 3 ∈ B, portanto, cm̂2 = 1 e cm̂3 = 1.
Todos os outros pares de elementos não estão relacionados — ou estão relacionados
zero vezes —, portanto, por exemplo, bm̂2 = 0. A mesma Figura apresenta também
a matriz da multirrelação.

Definição 2.11 (Endomultirrelação) Seja m :A→B uma multirrelação. Essa
multirrelação é uma endomultirrelação se e somente se A = B.

2.1.6 Multirrelação Identidade

A multirrelação identidade definida aqui atua como identidade para a composição
de multirrelações definida logo adiante.

Definição 2.12 (Multirrelação Identidade) Seja A um conjunto. A multir-

relação identidade de A é idA :A→A, onde a função îdA :A×A→N é definida, para
quaisquer x, y ∈ A, como

îdA(〈x, y〉) =

{
1 se x = y
0 se x 6= y

Para qualquer conjunto, a multirrelação identidade desse conjunto sempre existe
e é única.

Vista como uma matriz e considerando-se que a indexação das linhas pelo con-
junto A é a mesma indexação das colunas, a multirrelação identidade é a matriz
identidade contendo 1 na diagonal principal e 0 no restante.

Exemplo 2.13 (Multirrelação Identidade) A Figura 2.2 apresenta a multir-
relação identidade do conjunto A = {a, b, c} bem como sua matriz. Nota-se que,
tanto o diagrama interno quanto a matriz, são iguais aos da relação identidade.

2.1.7 Composição de Multirrelações

Definição 2.14 (Composição de Multirrelações) Sejam m :A→B e n :B→C
multirrelações. A composição dem :A→B com n :B→C é a multirrelação composta
n◦m :A→C, onde n̂◦m :A×C→N é definida, para quaisquer a ∈ A e c ∈ C, como

an̂◦mc =
∑

b∈B

((am̂b) · (bn̂c))

A composição n◦m :A→C é definida se e somente se o destino de m :A→B
coincide com a origem de n :B→C. Neste caso, a multirrelação composta sempre
existe e é única.
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As multirrelações identidade atuam similarmente a elementos neutros na com-
posição, da seguinte forma: seja m :A→B uma multirrelação qualquer, m◦idA = m
e m = idB◦m. Observa-se que não existe um elemento neutro para todas as mul-
tirrelações, mas para cada multirrelação existe um “elemento neutro” à esquerda e
um à direita.

A composição de multirrelações é associativa, isto é, (p◦n)◦m = p◦(n◦m)
para quaisquer três multirrelações m :A→B, n :B→C e p :C→D, podendo ser
representada sem a necessidade de parênteses: p◦n◦m.

Para multirrelações m : A → B e n : B → C vistas como matrizes M e N ,
respectivamente, considerando-se que a indexação das colunas de M pelo conjunto
B é a mesma indexação das linhas de N , a definição da composição n ◦m das
multirrelações equivale à multiplicação usual M×N das respectivas matrizes.

Exemplo 2.15 (Composição de Multirrelações) A Figura 2.5 apresenta (es-
querda) os conjuntos A = {a, b, c}, B = {0, 1, 2, 3} e C = {p, q, r} e as duas mul-
tirrelações m :A→B e n :B→C. Na mesma Figura (direita) estão novamente os
conjuntos A e C e a multirrelação composta n◦m :A→C. A Figura 2.6 apresenta as
matrizes das três multirrelações, respectivamente, e mostra a terceira como produto
das duas primeiras (a indexação das respectivas linhas e colunas é dada pela ordem
em que os elementos aparecem na denotação por extensão dos conjuntos A, B e C
na primeira sentença deste exemplo).

A
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c
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,,YYYYYYYYYYYYY
,,YYYYYYYYYYYYY

//
,,YYYYYYYYYYYYY

//

////

// 22eeeeeeeeeeeee

22eeeeeeeeeeeee

A

a

b
c

C

p
q

r

n◦m

,,YYYYYYYYYYYYY
,,YYYYYYYYYYYYY
,,YYYYYYYYYYYYY
,,YYYYYYYYYYYYY

//////

Figura 2.5: Composição de multirrelações.




0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1



 ·




1 0 0
0 2 0
0 0 1
0 0 2


 =




0 4 0
0 0 0
0 0 3





Figura 2.6: Composição de multirrelações como multiplicação de matrizes.

2.1.8 Relação × Multirrelação

Toda relação R :A→B pode ser vista como uma multirrelação m :A→B. Basta
tomar m̂ :A×B→N definida, para todo a ∈ A e b ∈ B, como

am̂b =

{
1 se aRb
0 se ¬aRb

No geral, uma multirrelação m :A→B pode ser vista como relação R :A→B se e
somente se (∀a ∈ A)(∀b ∈ B)(am̂b ≤ 1). Nesse caso, R = {〈a, b〉 ∈ A×B | am̂b = 1}.
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2.2 Par Mono e Famı́lia Mono

Em Teoria das Categorias, caracteriza-se morfismos ou coleções de morfismos por
algumas propriedades que eles apresentam quando comparados a outros morfismos
ou a outras entidades da categoria — objetos, coleções de morfismos, resultados de
cálculos, etc.

Uma dessas caracteŕısticas é chamada monomorfismo. Diz-se que um morfismo
é um monomorfismo (substantivo) ou é mono (adjetivo) se ele apresenta a carac-
teŕıstica de ser cancelável4 à esquerda na notação de composição. Para quaisquer
morfismos m, x e y, se m ◦ x = m ◦ y nem sempre se pode cancelar m à es-
querda e se obter x = y, mas se m for um monomorfismo5, então sim, ou seja,
m◦x = m◦y =⇒ x = y.

Nesta seção, apresenta-se o conceito de par mono — uma generalização de mo-
nomorfismo — e o conceito de famı́lia mono — uma generalização de par mono6.

Logo após, enuncia-se e prova-se um teorema sobre o equalizador dos morfismos
de um par mono. Esse teorema não foi encontrado na literatura.

2.2.1 Par Mono

Definição 2.16 (Par Mono) (Ver Figura 2.7, esquerda ou direita) Um par de
morfismos 〈f1, f2〉 onde f1 :X→A1 e f2 :X→A2 é um par mono se e somente se
para qualquer par de morfismos 〈h1, h2〉 onde h1 : Y →A1 e h2 : Y →A2 existe no
máximo um morfismo g :Y →X tal que f1◦g = h1 e f2◦g = h2.

X
f1

~~}}
}}

}}
}} f2

  A
AA

AA
AA

A

A1 A2

Y

h1

``AAAAAAAA h2

>>}}}}}}}}

g

OO X

f1 ��
f2

��
A1 A2

Y

g

EE

h1

JJ
h2

BB

Figura 2.7: Diagramas comutativos para definição 2.16.

A caracteŕıstica de ser um par mono só é aplicada a pares de morfismos que
tenham a mesma origem.

A definição de um par mono é bastante similar à definição de produto de dois
objetos. A única diferença é a existência de no máximo um morfismo que comute
o diagrama, enquanto que no produto é exigida a existênia de exatamente um mor-
fismo.

Um par mono de morfismos não é o mesmo que um par de monomorfismos. Em
um par mono, nenhum dos dois morfismos precisa ser mono. Entretanto, dado um
par de morfismos com mesma origem, se um deles for um monomorfismo, então o
par é mono. Isso é conseqüência imediata da definição de monomorfismo.

Um morfismo só pode ser cancelado (isoladamente) se ele for monomorfismo.
Entretanto, dados quaisquer morfismos m0, m1, x e y, se m0 ◦x = m0 ◦ y e
m1◦x = m1◦y, se m0 e m1 formarem um par mono, mesmo que nenhum deles seja

4Nesse contexto, um morfismo cancelável à esquerda também é chamado regular à esquerda.
5A noção dual, de ser cancelável à direita (ou regular à direita), é dada pelo epimorfismo.
6Ambos conceitos encontrados em (FREYD; SCEDROV, 1990).
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mono, pode-se cancelar os dois em conjunto e se obter x = y, ou seja, m0 ◦x =
m0◦y ∧m1◦x = m1◦y =⇒ x = y. Por esse motivo também se diz que os morfismos
m0 e m1 são “juntamente mono” ou “mono em conjunto” e podem ser “cancelados
em conjunto” à esquerda. Mas para isso, os morfismos compostos com m0 e com
m1 devem ser os mesmos. Por exemplo, em m0◦x = m0◦y ∧m1◦x = m1◦z, mesmo
m0 e m1 formando um par mono, não se pode concluir que x = y nem que x = z.

Esse cancelamento de morfismos que formam pares mono é freqüentemente usado
em provas ao longo deste trabalho. O seguinte, sobre cálculos usuais numa catego-
ria7, também:

• os dois morfismos de um equalizador formam um par mono, pois um deles
sempre é mono;

• as duas projeções de um produto binário formam um par mono; a demons-
tracão é imediata, pela própria definicão de produto binário;

• os dois morfismos que caracterizam um produto fibrado formam um par mono.
Prova: Os dois morfismos que caracterizam um produto fibrado

formam um par mono.

Sejam, como no diagrama da Figura 2.8, x e y o P.F. de f e g tais que
f ◦x = g◦y.
Considera-se um objeto qualquer T e dois morfismos quaisquer a : T → S e
b :T→S, tais que x◦a = x◦b e y◦a = y◦b. Compondo-se com f e com g,
quando posśıvel, obtém-se f ◦x◦a = f ◦x◦b e g◦y◦a = g◦y◦b. Como, pelo
P.F., f ◦x = g◦y, obtém-se f ◦x◦a = g◦y◦b e, portanto, x◦a e y◦b são um
pré-P.F. de f e g. Portanto, (∃!h :T→S)(f◦x◦h = f◦x◦a ∧ g◦y◦h = g◦y◦b).
Pelos fatos acima, tanto a quanto b se enquadram como um posśıvel h. Pela
unicidade de h, a = b. Conseqüentemente, x e y formam um par mono.
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Figura 2.8: Produto fibrado é um par mono.

2.2.2 Famı́lia Mono

A definição de par mono pode ser generalizada para qualquer quantidade de
morfismos, como abaixo.

7Fatos apenas mencionados em (FREYD; SCEDROV, 1990). A demonstração para o P.F. foi
desenvolvida aqui.
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Figura 2.9: Diagrama comutativo para definição 2.17.

Definição 2.17 (Famı́lia Mono) Seja I um conjunto de ı́ndices. (Ver Figura 2.9)
Sejam X um objeto e {fi :X→Ai}i∈I uma famı́lia de morfismos indexados por I,
todos com origem em X e cada um com destino num objeto Ai. Essa é uma famı́lia
mono se e somente se para qualquer objeto Y e para qualquer famı́lia de morfismos
{hi :Y →Ai}i∈I indexados por I existe no máximo um morfismo g :Y →X tal que
(∀i ∈ I)(fi◦g = hi).

O caso #I = 2 é um par mono. Quando #I = 3, diz-se tripla mono. Quando
#I = 1, essa definição equivale à definição de monomorfismo. O caso #I = 0 —
em que não há morfismos; apenas um objeto X — o objeto X, se houver, é um
subobjeto do objeto terminal da categoria.

Sejam X um objeto e {fi :X→Ai}i∈I uma famı́lia mono de morfismos indexados
por I, então uma famı́lia {fj :X→Aj}j∈J de morfismos indexados por J , tal que
I ⊆ J , também é uma famı́lia mono. Isso é conseqüência imediata da própria
definição.

2.2.3 Equalizador de par mono

Sabe-se que o morfismo que caracteriza um equalizador — como x no diagrama
da Figura 2.10 — sempre é mono. No geral, o segundo morfismo — como y na
mesma Figura — não é mono. A seguir, enuncia-se e prova-se um teorema sobre
esse segundo morfismo.

B A
f

oo
goo

_ _ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _ _

E
y

UU

x

OO

Figura 2.10: Equalizador de par mono.

Teorema 2.18 (Equalizador de Par Mono) Sejam, como na Figura 2.10, um
diagrama (dentro das linhas tracejadas) formado por dois morfismos paralelos f e g
e seu limite — um equalizador — constituido pelo objeto E e pelos morfismos x e
y, onde f ◦x = y e g◦x = y. Se os morfismos f e g formam um par mono, então
o morfismo y é um monomorfismo.

Prova. Considera-se um objeto qualquer K e dois morfismos paralelos quaisquer
p :K→E e q :K→E. A seguir, linha a linha, desenvolve-se a demonstração e, à
direita de cada implicação, há uma breve justificativa.
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y◦p = y◦q =⇒ como y = f ◦x e y = g◦x
(f ◦x)◦p = (f ◦x)◦q e (g◦x)◦p = (g◦x)◦q =⇒ associatividade
f ◦(x◦p) = f ◦(x◦q) e g◦(x◦p) = g◦(x◦q) =⇒ 〈f, g〉 é par mono
x◦p = x◦q =⇒ x é mono
p = q

Portanto, y é um monomorfismo.

�

2.3 Categorias

Nesta seção, apresenta-se a definição informal das principais categorias (grandes)
que aparecem neste trabalho8. A única entre essas categoria proposta aqui é a
categoria MRel. Ao longo do texto aparecem quatro categorias (pequenas), cuja
importância é meramente didática. Três delas têm nomes usuais: 2, Or e X or.

Após, mostra-se que Rel não é subcategoria de MRel como a intuição pode
fazer parecer.

2.3.1 Principais Categorias Grandes

• Set é uma categoria grande que possui a coleção de todos os conjuntos como
objetos e a coleção de todas as funções totais entre conjuntos como morfismos.
A identidade é dada pela função identidade de cada conjunto e a composição
é dada pela composição usual de funções totais.

• F inset é uma categoria grande que possui a coleção de todos os conjuntos
finitos como objetos e a coleção de todas as funções totais entre conjuntos
finitos como morfismos. A identidade é dada pela função identidade de cada
conjunto e a composição é dada pela composição usual de funções totais.

• Set⊥ é uma categoria grande que possui a coleção de todos os conjuntos apon-
tados como objetos e a coleção de todas as funções apontadas entre conjuntos
apontados como morfismos. A identidade é dada pela função apontada iden-
tidade de cada conjunto e a composição é dada pela composição de funções
apontadas.

• Pfn é uma categoria grande que possui a coleção de todos os conjuntos como
objetos e a coleção de todas as funções parciais como morfismos. A identidade
é dada pela função identidade de cada conjunto e a composição é dada pela
composição usual de funções parciais.

• Rel é uma categoria grande que possui a coleção de todos os conjuntos como
objetos e a coleção de todas as relações binárias como morfismos. A identidade
é dada pela relação identidade de cada conjunto e a composição é dada pela
composição usual de relações.

• MRel é uma categoria grande que possui a coleção de todos os conjuntos
como objetos e a coleção de todas as multirrelações9 binárias como morfis-

8Todas, excetoMRel, podem ser encontradas em (BARR; WELLS, 1995) ou em (MENEZES;
HAEUSLER, 2001).

9Como nas definições 2.9, 2.12 e 2.14, respectivamente.
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mos. A identidade é dada pela multirrelação identidade9 de cada conjunto e
a composição é dada pela composição de multirrelações9.

• Poset é uma categoria grande que possui a coleção de todos os conjuntos par-
cialmente ordenados como objetos e a coleção de todas as funções monotônicas
entre conjuntos parcialmente ordenados como morfismos. A identidade é dada
pela função (monotônica) identidade de cada conjunto e a composição é dada
pela composição de funções (monotônicas).

• Gr é uma categoria grande que possui a coleção de todos os grafos10 como
objetos e a coleção de todos os homomorfismos de grafos10 como morfismos.
A identidade é dada pelo homomorfismo identidade de cada grafo10 e a com-
posição é dada pela composição de homomorfismos de grafos10.

2.3.2 Rel × MRel

Embora toda relação possa ser vista como uma multirrelação, a categoria Rel
não é subcategoria da categoriaMRel, pois a “inclusão” não preserva composição,
como pode-se ver no exemplo 2.19.
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S◦R
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Figura 2.11: Composição de relações.
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Figura 2.12: Composição de multirrelações.

Exemplo 2.19 (Rel não é subcategoria de MRel) A Figura 2.11 apresenta
(esquerda) os conjuntos A = {a}, B = {0, 1} e C = {p} e as duas relações R :A→B
e S :B→C. Na mesma Figura (direita) estão novamente os conjuntos A e C e a
relação composta S◦R :A→C. Já a Figura 2.12 apresenta (esquerda) os mesmos
conjuntos A = {a}, B = {0, 1} e C = {p} e as mesmas duas relações, mas agora
consideradas como multirrelações m :A→B e n :B→C. Na mesma Figura (direita)
estão novamente os conjuntos A e C e a multirrelação composta n◦m : A → C.
Considerando-se como uma multirrelação o resultado da composição S◦R :A→C
e comparando-se com o resultado n◦m :A→ C, fica óbvio que são multirrelações
diferentes.

10Neste trabalho, por “grafo” se entende o que, geralmente, em teoria dos grafos, é chamado de
“multigrafo dirigido (ou orientado) com loops” ou “multid́ıgrafo com loops”.
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3 SPANS

Este caṕıtulo trata sobre spans1. Primeiramente, apresenta-se as definições de
span, span dual, spans paralelos, equivalência de spans e endospan, sempre com
exemplos. Também mostra-se que algumas construções usuais em categorias são
spans. Após, existe uma seção de exemplos que abrange diversas categorias.

3.1 Span

Definição 3.1 (Span) Sejam C uma categoria e A e B objetos de C. (Ver o
diagrama da Figura 3.1.) Um span d :A→B em C é uma tripla 〈d0 :D→A,D, d1 :
D → B〉, onde D é um objeto de C e d0 e d1 são morfismos de C, ambos com a
mesma origem D. Os destinos dos morfismos d0 e d1 são, respectivamente, a origem
e o destino do span d. O objeto D é o suporte do span e os morfismos d0 e d1 são
as projeções do span.

A B

D
d0

ffMMMMMMMMMMMMM d1

88qqqqqqqqqqqqq

Figura 3.1: Span.

Seja um span d = 〈d0 : D → A,D, d1 : D → B〉 : A→ B em uma categoria C,
as seguintes simplificações podem ser assumidas na sua notação se não causarem
prejúızo ao entendimento:

• suprimir a indicação de origem e destino das projeções
d = 〈d0, D, d1〉 :A→B;

• suprimir o suporte do span, denotando-se o mesmo por um par
d = 〈d0 :D→A, d1 :D→B〉 :A→B;

• suprimir a indicação de origem e destino do span

d = 〈d0 :D→A,D, d1 :D→B〉;

• quaisquer dos três acima simultaneamente
d = 〈d0, d1〉 :A→B ou d = 〈d0, d1〉.

1Como aparecem em (BÉNABOU, 1967).
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Neste trabalho, convenciona-se que, para spans desenhados horizontalmente, a
origem é à esquerda e o destino, à direita. Sempre que origem e destino não puderem
ser identificados pelo contexto, essa convenção deve ser considerada.

Algumas construções usuais em uma categoria são spans. A Figura 3.2 apresenta
dois diagramas (regiões internas às linhas tracejadas) e um pré-limite para cada,
como explicado abaixo:

• (esquerda) qualquer pré-produto de dois objetos quaisquer é um span;

• (direita) qualquer pré-equalizador de dois morfismos quaisquer é um span.

De fato, qualquer pré-limite de um diagrama com exatamente dois objetos e qualquer
quantidade de morfismos é um span.

A B

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
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_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

PP

YY EE A
//
// B

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

PE

YY EE

Figura 3.2: Pré-produto e pré-equalizador são spans.

3.2 Span Dual

Definição 3.2 (Span dual) O dual de um span d = 〈d0, d1〉 : A→ B em uma
categoria C sempre existe também em C e é o span dop = 〈d1, d0〉 :B→A.

Exemplo 3.3 (Dois spans duais) No diagrama da Figura 3.1 estão os spans

d = 〈d0, d1〉 :A→B (da esquerda para a direita) e dop = 〈d1, d0〉 :B→A (da direita
para esquerda).

3.3 Paralelismo de Spans

Definição 3.4 (Spans paralelos) Dois spans em uma categoria C são paralelos
se e somente se ambos têm a mesma origem e ambos têm o mesmo destino.

Exemplo 3.5 (Spans paralelos) No diagrama da Figura 3.3 estão os spans pa-
ralelos 〈d0, d1〉 :A→B e 〈e0, e1〉 :A→B.

E
e0

xxqqqqqqqqqqqqq
e1

&&NNNNNNNNNNNNN

A B

D
d0

ffMMMMMMMMMMMMM d1

88qqqqqqqqqqqqq

Figura 3.3: Spans paralelos.

A relação de paralelismo entre spans definida entre todos os spans em uma
categoria é uma relação de equivalência.
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3.4 Equivalência de Spans

Definição 3.6 (Equivalência de spans) (Ver o diagrama da Figura 3.4.) Dois
spans paralelos d= 〈d0, D, d1〉 :A→B e e= 〈e0, E, e1〉 :A→B em uma categoria
C são equivalentes se e somente se existe um isomorfismo h :E→D em C tal que
d0◦h= e0 e d1◦h= e1. Diz-se que e é equivalente a d via h. Diz-se, também, que
d e e são iguais a menos de equivalência de spans.

E
e0

xxqqqqqqqqqqqqq
e1

&&NNNNNNNNNNNNN

h

��

A B

D
d0

ffMMMMMMMMMMMMM d1

88qqqqqqqqqqqqq

Figura 3.4: Spans equilaventes.

A relação de equivalência de spans2 definida entre spans paralelos em uma cate-
goria é, de fato, uma relação de equivalência. Tal demonstração é omitida. Apenas
indicam-se fatos que justificam a afirmação:

• como toda identidade é um isomorfismo, essa relação é reflexiva;

• como todo isomorfismo é inverśıvel, essa relação é simétrica;

• como toda composição de isomorfismos resulta em isomorfismo, essa relação é
transitiva.

Definição 3.7 (Endospan) Seja s :A→B um span. Esse span é um endospan se
e somente se A = B.

Exemplo 3.8 (Endospan) A Figura 3.5 apresenta dois diagramas distintos para
o endospan 〈d0, d1〉 :A→A.

A A

D
d0

``@@@@@@@ d1

??~~~~~~~

A

D

d0

CC

d1

[[

Figura 3.5: Dois diagramas distintos para endospan.

3.5 Exemplos em Diversas Categorias

A seguir, são apresentados exemplos de algumas categorias pequenas genéricas e
todos os spans em cada uma delas. Após, exemplos de alguns spans nas categorias
Set, Pfn, Rel,MRel, Poset e Gr.

2No contexto de bicategorias, como em (BÉNABOU, 1967), a equivalência de dois spans A→B

em uma categoria C é dada por uma 2-cell entre esses dois spans que seja um isomorfismo na
bicategoria SpC.
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GFED@ABCA
a &&

x
//GFED@ABCB

bxx
obj. id.
A a
B b

◦ a x b
a a - -
x x - -
b - x b

Figura 3.6: Categoria 2.

GFED@ABCA
〈a,a〉 &&

〈a,x〉

33GFED@ABCB
〈b,b〉xx

〈x,x〉
ff

〈x,a〉
ss

Figura 3.7: Todos os spans na categoria 2.

〈a, a〉 :A→A 〈a, x〉 :A→B 〈x, a〉 :B→A 〈b, b〉 :B→B 〈x, x〉 :B→B

A A

A
a

__@@@@@ a

??~~~~~

A B

A
a

__@@@@@ x

>>~~~~~

B A

A
x

``@@@@@ a

??~~~~~

B B

B
b

``@@@@@
b

>>~~~~~

B B

A
x

``@@@@@ x

>>~~~~~

Figura 3.8: Cada um dos spans na categoria 2.

Exemplo 3.9 (Spans na categoria 2) A Figura 3.6 apresenta a categoria 2 que
representa a relação de ordem parcial (total) {〈A,A〉, 〈A,B〉, 〈B,B〉} no conjunto
{A,B}. A Figura 3.7 apresenta todos os cinco spans na categoria 2. Os spans 〈a, a〉,
〈b, b〉 e 〈x, x〉 são endospans. Além disso, os spans 〈b, b〉 e 〈x, x〉 são paralelos. Nesse
exemplo, qualquer span é equivalente somente a si próprio. A figura 3.8 detalha
cada um desses cinco spans. Observa-se que o dual do span 〈a, x〉 é o span 〈x, a〉 e
vica-versa. Entretanto, o dual do span 〈a, a〉 é ele próprio, o dual do span 〈b, b〉 é
ele próprio e o dual do span 〈x, x〉 também é ele próprio.

GFED@ABCor
0 && 1xx obj. id.

or 0

◦ 0 1
0 0 1
1 1 1

Figura 3.9: Categoria Or.

GFED@ABCor
〈0,0〉 && 〈0,1〉xx

〈1,0〉
88

〈1,1〉
ff

Figura 3.10: Todos os spans na categoria Or.

Exemplo 3.10 (Spans na categoria Or) A Figura 3.9 apresenta a categoria
Or que representa o monóide da operação binária interna “ou” (disjunção fraca)
no conjunto {0, 1} e onde 0 significa falso e 1 significa verdadeiro. A Figura 3.10
apresenta todos os quatro spans na categoria Or. Nesse exemplo, assim como no
anterior, qualquer span é equivalente somente a si próprio.
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GFED@ABCxor
0 && 1xx obj. id.

xor 0

◦ 0 1
0 0 1
1 1 0

Figura 3.11: Categoria X or.

GFED@ABCxor
〈0,0〉 && 〈0,1〉xx

〈1,0〉
88

〈1,1〉
ff

classes de equivalência:
equivalência de spans

{〈0, 0〉, 〈1, 1〉}
{〈0, 1〉, 〈1, 0〉}

Figura 3.12: Todos os spans na categoria X or.

Exemplo 3.11 (Spans na categoria X or) A Figura 3.11 apresenta a categoria
X or que representa o monóide — aqui, um grupo — da operação binária interna
“ou exclusivo” (disjunção forte) no conjunto {0, 1} e onde 0 significa falso e 1
significa verdadeiro. A Figura 3.12 apresenta todos os quatro spans na categoria
X or. Nesse exemplo, os dois spans 〈0, 0〉 e 〈1, 1〉 são equivalentes, via morfismo 1,
estando, portanto, na mesma classe de equivalência. Outra classe possui os spans

〈0, 1〉 e 〈1, 0〉 que também são equivalentes via morfismo 1. Aqui, existem apenas
essas duas classes de equivalência.
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Figura 3.13: Spans equivalentes em Set.
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Figura 3.14: Outros spans em Set.

Exemplo 3.12 (Spans em Set) Sejam os objetos A = {a, b, c} e B = {0, 1, 2, 3}
de Set. A Figura 3.13 apresenta os spans em Set 〈d0, D, d1〉 :A→B e 〈e0, E, e1〉 :
A→B que são equivalentes. A Figura 3.14 apresenta os spans em Set 〈d2, D, d1〉 :
A→B e 〈f0, F, f1〉 :A→B que não são equivalentes entre si e nenhum é equivalente
aos da Figura 3.13. Já a Figura 3.15 apresenta o endospan em Set 〈f2, F, f0〉 :A→A.
Na categoria Set, o span 〈∅,∅,∅〉 :X→Y sempre existe para quaisquer objetos X
e Y e, à exceção desses, qualquer span possui infinitos spans equivalentes a si.
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Figura 3.15: Endospan em Set.
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Figura 3.16: Spans em Pfn.

Exemplo 3.13 (Spans em Pfn) Sejam os objetos A = {a, b, c} e B = {0, 1} de
Pfn. A Figura 3.16 apresenta os spans em Pfn 〈d0, D, d1〉 :A→B e 〈e0, E, e1〉 :
A→A, este último, um endospan. Na categoria Pfn, assim como em Set, o span

〈∅,∅,∅〉 :X→Y sempre existe para quaisquer objetos X e Y e, à exceção desses,
qualquer span possui infinitos spans equivalentes a si.

Exemplo 3.14 (Outros spans em Set e Pfn) Todos os seguintes spans são em
Pfn. Desses, somente os do lado esquerdo são em Set.

〈∅,∅,∅〉 :∅→∅ 〈∅, {1},∅〉 :∅→∅
〈∅,∅,∅〉 :{1, 2}→{a} 〈∅, {x},∅〉 :{1, 2}→{a}
〈∅,∅,∅〉 :N→R 〈∅,Z,∅〉 :∅→∅
〈incN→֒R,N, idN〉 :R→N 〈idR,R, {〈x, x〉|x ∈ N}〉 :R→N
〈mod2,N, mod5〉 :{0, 1}→{0, 1, 2, 3, 4} 〈mod2,N, mod5〉 :{1}→{2, 3}
〈sin,R, cos〉 :R→R 〈sin,R, tan〉 :R→R
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Figura 3.17: Spans em Rel.

Exemplo 3.15 (Spans em Rel) Sejam os objetos A = {a, b, c} e B = {0, 1} de
Rel. A Figura 3.17 apresenta os spans em Rel 〈d0, D, d1〉 :A→B e 〈e0, E, e1〉 :
A→A, este último, um endospan. Na categoria Rel, assim como em Set e em Pfn,
o span 〈∅,∅,∅〉 :X→Y sempre existe para quaisquer objetos X e Y e, à exceção
desses, qualquer span possui infinitos spans equivalentes a si.
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Figura 3.18: Spans emMRel.

Exemplo 3.16 (Spans em MRel) Sejam os objetos A = {a, b, c} e B = {0, 1}
de MRel. A Figura 3.18 apresenta os spans em MRel 〈d0, D, d1〉 : A → B e
〈e0, E, e1〉 :A→A, este último, um endospan. Na categoria MRel, assim como em
Set, em Pfn e em Rel, o span 〈∅,∅,∅〉 : X → Y sempre existe para quaisquer
objetos X e Y e, à exceção desses, qualquer span possui infinitos spans equivalentes
a si.
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Figura 3.19: Span em Poset.

Exemplo 3.17 (Span em Poset) Sejam os objetos PA = 〈{1, 2, 3}, RA〉 e PB =
〈{a, b, c, d, e}, RB〉 de Poset, onde os diagramas de Hasse das relações RA e RB

estão na Figura 3.19. A mesma Figura apresenta um span PA → PB em Poset.
Na categoria Poset, o span 〈∅, 〈∅,∅〉,∅〉 :PX→PY sempre existe para quaisquer
objetos PX e PY e, à exceção desses, qualquer span possui infinitos spans equivalentes
a si.
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Exemplo 3.18 (Span em Gr) Seja o objeto GA = 〈VA, TA, δ0A, δ1A〉 de Gr
representado duas vezes na Figura 3.20. A mesma Figura apresenta um endospan
GA→GA em Gr. Na categoria Gr, o span 〈〈∅,∅〉, 〈∅,∅,∅,∅〉, 〈∅,∅〉〉 :GX→GY

sempre existe para quaisquer objetos GX e GY e, à exceção desses, qualquer span

possui infinitos spans equivalentes a si.
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4 RELAÇÕES E MULTIRRELAÇÕES COMO SPANS

Neste caṕıtulo, mostra-se como spans em Set podem expressar relações e mul-
tirrelações. Define-se então relações e multirrelações em categorias quaisquer. Jun-
tamente aos exemplos em Pfn e Poset, são propostas maneiras de se representar
essas estruturas de forma diagramática nessas categorias.

4.1 Relação Binária

Na teoria dos conjuntos, dados dois conjuntos A e B, uma relação binária R :
A→B é um subconjunto do produto cartesiano A×B.

Categorialmente, uma relação binária em Set pode ser expressa por um su-
bobjeto1 RA×B do produto de A e B como na Figura 4.1. A composição do
monomorfismo r com as projeções πA e πB do produto define o span 〈r0, r1〉. Afirma-
se2 que o morfismo r é um monomorfismo se e somente se os morfismos desse span

formam um par mono.

A A×B
πAks πB +3 B

R

OO

r

OO

r0

aaDDDDDDDDDDDDDDDDDD

r1

==zzzzzzzzzzzzzzzzzz

Figura 4.1: Relação Binária.

Se o objeto R é o próprio subconjunto R ⊆ A×B da relação e o monomorfismo r
é a função inclusão de R em A×B, então os morfismos r0 e r1 do span representam
as projeções πA e πB do produto A×B restritas, na origem, ao subconjunto R. Ou
seja, para cada elemento 〈x, y〉∈R, r0(〈x, y〉)=x e r1(〈x, y〉)=y. Por esse motivo,
os morfismos r0 e r1 são chamados projeções da relação R.

Entretanto, para cada span que expressa uma relação, podem existir vários —
até infinitos — spans equivalentes. Categorialmente, em Set, não apenas conjuntos
de pares expressam relações, mas quaisquer objetos isomorfos aos conjuntos de pares
em questão com suas respectivas projeções. Os elementos pertencentes ao conjunto
podem ser quaisquer. Os morfismos r0 e r1 é que realmente indicam quais elementos
estão-se relacionando. Assim, independentemente do objeto R ser um subconjunto

1Categorialmente, subobjeto é dado por um monomorfismo.
2Em (FREYD; SCEDROV, 1990).
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de A×B e independentemente do monomorfismo r ser uma função inclusão, os
morfismos r0 e r1 são chamados de projeções da relação.

Dessa forma, um conjunto qualquer R2 e duas funções r0 :R2→A e r1 :R2→B
que formem um par mono expressam uma relação R : A → B sendo que, para
quaisquer elementos a ∈ A e b ∈ B, aRb ←→ (∃x ∈ R2)(r0(x) = a ∧ r1(x) = b).
Por r0 e r1 formarem um par mono, se esse x existe, ele é único.

Isso motiva a seguinte definição categorial de relação binária entre objetos de
qualquer categoria3, não apenas entre objetos de Set.

Definição 4.1 (Relação Binária) Sejam C uma categoria e A e B objetos de C.
Um span R = 〈r0, r1〉 :A→B em C expressa uma relação binária A→B em C se e
somente se os morfismos r0 e r1 formam um par mono.

A partir de agora, se as projeções de um span formam um par mono, toma-se a
liberdade de se dizer que o span é um par mono. Entretanto, se um span é um par
mono, ele não é uma relação, mas ele expressa4 uma relação.

4.2 Exemplos

A seguir, são apresentados exemplos de spans que expressam relações em Set,
Pfn, Set⊥ e Poset. Uma relação em Set é representada de forma usual. Maneiras
de se representar relações em Pfn, Set⊥ e Poset são propostas nos próprios exem-
plos a seguir. Logo após, apresenta-se exemplos com todas as relações binárias nas
categorias 2, Or e X or.

Em Set, verifica-se facilmente que um span 〈r0, R, r1〉 é um par mono se e somente
se não existe em R elementos distintos x e y tais que r0(x) = r0(y) e r1(x) = r1(y).

Exemplo 4.2 (Relação Binária em Set) A Figura 4.2 apresenta dois spans que
são pares mono em Set. Os dois são equivalentes e expressam a relação binária
R = {〈a, 1〉, 〈c, 2〉, 〈c, 3〉} em Set apresentada na Figura 4.3. No span da esquerda
da Figura 4.2, o suporte R1 é o próprio subconjunto R ⊆ A×B e as projeções são as
próprias funções de projeção da relação. Já no span da direita da mesma Figura, o
suporte R2 é um conjunto cujos elementos, a prinćıpio, parecem não representar coisa
alguma referente à relação. Entretanto, não há qualquer perda, pois as informações
da relação podem ser totalmente recuperadas através das projeções. O elemento
x ∈ R2, por exemplo, indica que o elemento a ∈ A está relacionado ao elemento
1 ∈ B, pois r0(x) = a e r1(x) = 1.

Em Set, dois contra-exemplos de relações binárias estão nos dois spans da Figura
3.13. Embora sejam spans em Set, não são pares mono5, portanto, não expressam
relações.

3Inspirada na definição encontrada em (FREYD; SCEDROV, 1990) onde também se afirma
que, dessa forma, pode-se definir relações entre dois objetos mesmo que a categoria em questão
não possua produto desses dois objetos.

4Neste trabalho, o verbo “expressar” sempre é usado nessa situação. Em (FREYD; SCEDROV,
1990), uma relação é uma classe de equivalência de spans equivalentes, ou seja, que expressam a
mesma relação.

5Pois, por exemplo, no suporte do span do lado direito, os elementos ♦ e ♥ são distintos, mas
e0(♦) = e0(♥) e e1(♦) = e1(♥).
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Figura 4.2: Spans equivalentes que expressam uma relação em Set.
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Figura 4.3: Relação em Set.

Em Pfn, verifica-se facilmente que um span 〈r0, R, r1〉 é um par mono se e
somente se não existe em R elementos distintos x e y tais que r0(x) = r0(y) e
r1(x) = r1(y) e, adicionalmente, não existe em R um elemento w tal que r0(w) é
indefinido e r1(w) é indefinido.

Exemplo 4.3 (Relação Binária em Pfn) A Figura 4.4 apresenta dois spans

equivalentes que são pares mono em Pfn, expressando, portanto, uma relação
binária em Pfn. A Figura 4.5 apresenta uma proposta de como essa relação binária
em Pfn pode ser representada. Nesta proposta, uma relação binária em Pfn, assim
como em Set, é representada por setas com origem em elementos de A e destino
em elementos de B. Entretanto, diferentemente de Set, pode-se ter também “setas”
que tenham somente origem ou “setas” que tenham somente destino. Apenas não
é posśıvel ter-se “setas” simultaneamente sem origem e sem destino. É importante
ressaltar que “setas” somente com origem ou somente com destino são relevantes na
representação usada na Figura 4.5. Um elemento que é origem de uma “seta” sem
destino não significa o mesmo que um elemento que não é origem de seta alguma.
O mesmo vale para o destino. Para exemplificar melhor, a Figura 4.6 apresenta essa
representação das oito posśıveis relações binárias C→D em Pfn, onde C = {1} e
D = {3}. Todas essas relações são diferentes entre si.
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Figura 4.4: Spans equivalentes que expressam uma relação em Pfn.
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Figura 4.5: Proposta de representação de uma relação binária em Pfn.
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Figura 4.6: Representação proposta para todas as oito diferentes relações binárias
posśıveis {1}→{3} em Pfn.

Em Pfn, um contra-exemplo de relação binária é o span da esquerda na Figura
3.16 pois não é um par mono6.

Exemplo 4.4 (Relação Binária em Set⊥) A Figura 4.7 apresenta um span que
é um par mono em Set⊥, expressando, portanto, uma relação binária em Set⊥. A
Figura 4.8 apresenta uma posśıvel interpretação para essa relação binária. A re-
presentação de uma relação em Set⊥ é tal qual a de uma relação em Set. A única
restrição é que o elemento diferenciado ⊥ ∈ A deve, obrigatoriamente, estar relaci-
onado ao elemento diferenciado ⊥ ∈ B. As categorias Set⊥ e Pfn são isomorfas e
este exemplo foi construido com a relação e o span correspondentes, via isomorfismo
de categorias, à primeira relação e aos dois primeiros spans equivalentes, respecti-
vamente, do Exemplo 4.3.
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Figura 4.7: Span que expressa uma relação em Set⊥.

6Há duas justificativas. A primeira é que, no suporte do span, os elementos o e p são distintos,
mas d0(o) = d0(p) e d1(o) = d1(p). A segunda é que há, no suporte, um elemento s para o qual
ambas projeções são indefinidas.



53

A

a

b
c

⊥

B

0
1
2
3
⊥

R

,,ZZZZZZZZZZZZZZZ

$$J
JJJJJJJJJJJJJJJJJ

//
,,ZZZZZZZZZZZZZZZ 22ddddddddddddddd

,,ZZZZZZZZZZZZZZZ

Figura 4.8: Relação em Set⊥.

Exemplo 4.5 (Relação Binária em Poset) O span da Figura 4.9 é um par
mono em Poset, expressando, portanto, uma relação binária em Poset. A Fi-
gura 4.10 apresenta uma proposta de representação para essa relação binária. Uma
relação binária PA→PB em Poset, onde PA = 〈A,RA〉 e PB = 〈B,RB〉, é um par
〈S,RS〉, onde S :A→B é uma relação qualquer (em Set) e RS :S→S é uma relação
de ordem parcial (em Set). Observa-se que S :A→B é uma relação — não neces-
sariamente uma endorrelação — entre os conjuntos A e B e não precisa preservar
as ordens RA e RB. Na proposta de representação, a relação S é denotada pelas
setas (cont́ınuas) que vão de PA para PB. Entretanto, RS : S → S é uma relação
de ordem parcial definida entre os elementos da relação S e que precisa preservar
as ordens, tanto na origem, quanto no destino, isto é, sejam 〈p, r〉, 〈q, s〉 ∈ S, se
〈〈p, r〉, 〈q, s〉〉 ∈ RS, então 〈p, q〉 ∈ RA (origem) e 〈r, s〉 ∈ RB (destino). Na
proposta de representação, a relação RS é denotada, nesse caso, pela única seta
(pontilhada) entre as setas da relação S. Nessa representação, segue-se a idéia de
diagramas de Hasse, ou seja, representa-se apenas a redução reflexiva e transitiva
da relação de ordem parcial RS.
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Figura 4.9: Span que expressa uma relação em Poset.
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Exemplo 4.6 (Relações Binárias na Categoria 2) Todos os spans da catego-
ria 2 são pares mono, portanto, todos expressam relações binárias em 2. Ver exemplo
3.9.

Exemplo 4.7 (Relações Binárias na Categoria X or) Todos os spans da ca-
tegoria X or são pares mono, portanto, todos expressam relações binárias em X or.
Ver exemplo 3.11. Entretanto, existem apenas duas relações binárias na categoria
X or: uma expressa pelos spans equivalentes 〈0, 0〉 e 〈1, 1〉; outra expressa pelos
spans equivalentes 〈0, 1〉 e 〈1, 0〉.

Exemplo 4.8 (Relações Binárias na Categoria Or) A Figura 4.11 apresenta
todas as relações binárias em Or. Apenas três dos quatro spans da categoria Or
são pares mono, portanto, somente esses três expressam relações binárias em Or.
Comparar com exemplo 3.10.

GFED@ABCor
〈0,0〉 && 〈0,1〉xx

〈1,0〉
88

Figura 4.11: Todas relações binárias na categoria Or.

4.3 Multirrelação Binária

Em Set, um span 〈r0, R2, r1〉 :A→B que é um par mono é capaz de expressar
uma relação R :A→B sendo que para quaisquer a ∈ A e b ∈ B, aRb ←→ (∃x ∈
R2)(r0(x) = a ∧ r1(x) = b).

Numa relação R :A→B, um elemento a ∈ A está relacionado a um elemento
b ∈ B no máximo uma vez. Multirrelações generalizam relações no sentido que
permitem relacionar os mesmos elementos mais de uma vez.

Dados dois objetos A e B de Set, uma multirrelação binária m : A→ B é um
multiconjunto do produto cartesiano A×B, ou seja, uma função m̂ : A×B → N.
Dessa forma, um par do conjunto A×B pode estar presente na multirrelação tantas
vezes quanto desejado, desde que uma quantidade finita de vezes.

Spans em Set são capazes de expressar multirrelações binárias. Entretanto, spans

são ainda mais poderosos pois permitem expressar uma generalização de multir-
relação onde os pares podem aparecer em quantidades finitas ou infinitas (contáveis
ou não) de vezes. Neste trabalho, para essa generalização de multirrelação é proposto
o nome “multirrelação estendida”7.

Para expressar uma dessas multirrelações estendidas, basta retirar a restrição de
par mono da definição de relação binária. Dessa forma, um span 〈s0, S, rs〉 :A→B
qualquer é capaz de expressar uma multirrelação estendida m : A→ B sendo que
para quaisquer a ∈ A e b ∈ B, am̂b = #{x ∈ S | s0(x) = a ∧ s1(x) = b}.

7Na categoria Set — e posteriormente em outras —, pretende-se futuramente estudar maneiras
de se identificar se um span expressa uma multirrelação que não é uma multirrelação estendida.
Uma provável maneira pode ser uma correlação entre a definição de span e a definição de um
“objeto dos números naturais” presente em (LAWVERE; ROSEBRUGH, 2003) e em (BARR;
WELLS, 1995). Outra pode ser com a definição de um “conjunto (objeto) Dedekind-infinito”
também presente em (LAWVERE; ROSEBRUGH, 2003).



55

Isso motiva a seguinde definição de multirrelação estendida em qualquer catego-
ria.

Definição 4.9 (Multirrelação Binária Estendida) Sejam C uma categoria e A
e B objetos de C. Um span M = 〈m0, m1〉 :A→B em C expressa uma multirrelação
binária estendida m :A→B em C.

Essa definição permite definir-se multirrelações entre dois objetos, mesmo que na
categoria em questão não exista produto dos dois objetos e mesmo que não exista
um objeto similar a N ou de todos os cardinais8.

Na categoria F inset, uma multirrelação estendida expressa por um span qual-
quer é simplesmente uma multirrelação, pois o suporte é sempre um conjunto finito.

4.4 Exemplos

Exemplo 4.10 (Multirrelação Binária (Estendida) em Set) Os dois spans

da Figura 4.12 expressam a multirrelação da Figura 4.13. Este é um caso de multir-
relação que não precisa ser uma multirrelação estendida pois para quaisquer a ∈ A
e b ∈ B, am̂b é um valor finito.
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Figura 4.12: Spans equivalentes em Set que expressam uma multirrelação.
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Figura 4.13: Multirrelação em Set.

Exemplo 4.11 (Multirrelação Binária Estendida em Set) Sejam as funções
r :R→{q, i} e s :R→{n, z, p} definidas, para qualquer x ∈ R, como

r(x) =

{
q se x ∈ Q
i se x ∈ I

s(x) =






n se x < 0
z se x = 0
p se x > 0

O span 〈r,R, s〉 : {q, i} → {n, z, p}, expressa a multirrelação estendida cuja repre-
sentação proposta está na Figura 4.14, bem como a proposta de representação da
sua matriz. Etiquetação de setas é a única alternativa para quantidades infinitas.
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Figura 4.14: Proposta de representação de uma multirrelação estendida em Set.

Exemplo 4.12 (Multirrelação Binária (Estendida) em Pfn) O span da es-
querda da Figura 4.15 expressa a multirrelação cuja representação proposta está à
direita na mesma Figura. Uma multirrelação estendida em Pfn admite, assim como
uma relação em Pfn, setas com origem e destino, “setas” somente com origem e
“setas” somente com destino. Entretanto, diferentemente de uma relação, admite
também “setas” simultaneamente sem origem e sem destino. Além disso, assim
como uma multirrelação estendida em Set, uma multirrelação estendida em Pfn
admite multiplicidade. Essa multiplicidade pode ser em qualquer tipo de seta, como
na representação proposta na Figura 4.16.
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Figura 4.15: Span que representa uma multirrelação em Pfn e a proposta de repre-
sentação da respectiva multirrelação.
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Figura 4.16: Multirrelação em Pfn.

8O objeto de todos os cardinais não existe sequer em Set pois não é um conjunto.
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5 GRAFOS INTERNOS COMO SPANS

Neste trabalho, “grafo” significa o que, geralmente, em teoria dos grafos, se
conhece por “multigrafo dirigido (ou orientado) com loops” ou “multid́ıgrafo com
loops”. Basicamente, é um conjunto de vértices (também chamados nodos) e um
conjunto de arestas unidirecionais (também chamadas arestas dirigidas, arcos diri-
gidos ou arcos unidirecionais) entre vértices. Admite-se que uma aresta seja uma
endoaresta (também chamada endoarco ou loop), ou seja, com origem e destino no
mesmo vértice. Admite-se também que duas ou mais arestas sejam paralelas, ou
seja, com mesmas origens e com mesmos destinos.

Um grafo é definido como uma álgebra sendo composto por quatro componentes:
um conjunto V de vértices, um conjunto T de arestas, uma função δ0 :T→V que,
para cada aresta, indica o vértice origem e outra função δ1 :T →V que, para cada
aresta, indica o vértice destino. Essa álgebra costuma ser denotada por uma 4-upla
〈V, T, δ0, δ1〉 e representada por qualquer um dos diagramas na Figura 5.1.

V V

T
δ0

__@@@@@@@ δ1

??~~~~~~~

V

T

δ0

CC

δ1

[[

Figura 5.1: Diagramas de um Grafo.

As componentes T , δ0 e δ1 de um grafo são um endospan V →V em Set. Grafos
definidos por diagramas iguais aos da Figura 5.1, mas generalizados para quaisquer
categorias, são chamados de grafos internos à categoria em que estão definidos1.
Isso incentiva a seguinte definição de grafo interno através de spans em qualquer
categoria.

5.1 Grafo Interno

Definição 5.1 (Grafo Interno) Sejam C uma categoria e V um objeto de C. Um
grafo em V interno a C é um endospan 〈δ0, T, δ1〉 :V →V em C.

De fato, pode-se dizer que um grafo interno expressa uma endomultirrelação
estendida. Nesse caso, a matriz de adjacência do grafo2 é a própria matriz da
endomultirrelação.

1Em (MAC LANE, 1998) onde são chamados apenas de grafos e em (MENEZES, 1997).
2Lembra-se que é um multid́ıgrafo com loops e, portanto, a matriz de adjacência não é neces-

sariamente simétrica.
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Para grafos internos3, a relação de equivalência de spans denota isomorfismo de
grafos internos com mesmos vértices.

Pode-se omitir a categoria à qual o grafo é interno e o objeto que representa os
vértices, quando essa omissão não causar prejúızo ao entendimento.

5.2 Exemplos e Propostas de Diagramação

Exemplo 5.2 (Grafo interno a X or) O exemplo 3.11 mostra todos os spans na
categoria X or. Todos eles são endospans, portanto, todos eles são grafos internos
a X or. Devido à equivalência de spans, os grafos internos 〈0, 0〉 e 〈1, 1〉 são grafos
isomorfos. O mesmo vale para 〈0, 1〉 e 〈1, 0〉.

O segundo exemplo apresenta um endospan que é um grafo (interno a Set) e a
representação diagramática usual.

Exemplo 5.3 (Grafo interno a Set) A Figura 5.2 apresenta um endospan em
Set (direita) e a representação diagramática deste grafo interno (esquerda). Um
grafo interno a Set pode possuir qualquer quantidade (finita ou infinita; contável ou
não) de vértices e, para quaisquer dois vértices, pode possuir qualquer quantidade
(finita ou infinita; contável ou não) de arestas com origem em um desses vértices e
destino no outro, inclusive se forem o mesmo vértice. Usualmente, na representação
diagramática, vértices são representados por circunferências ou por pontos e arestas
são representadas por setas entre vértices. Qualquer aresta de um grafo interno a
Set possui exatamente um vértice origem e exatamente um vértice destino.

?>=<89:;b
o **

q




r

��

?>=<89:;a
p

jj

myy

n
ee

?>=<89:;c ?>=<89:;d
syy

V

a

b

c

d

V

a

b

c

d

T

m

n

o

p

q

r

s

ttiiiiiiiiiijjUUUUUUUUUU

yyrrrrrrrrrr

ttiiiiiiiiii

jjUUUUUUUUUU
eeLLLLLLLLLLL
jjUUUUUUUUUU

//

//

%%LLLLLLLLLL

**UUUUUUUUUU

//44iiiiiiiiii 44iiiiiiiiii

Figura 5.2: Grafo interno a Set.

Os próximos exemplos mostram grafos internos a outras categorias e propostas
de representações diagramáticas para esses grafos. No próprio texto de cada exemplo
está a explicação da representação diagramática proposta.

Exemplo 5.4 (Grafo interno a Pfn) A Figura 5.3 apresenta um endospan em
Pfn (direita) e uma proposta de representação diagramática desse grafo interno
(esquerda). Um grafo interno a Pfn, assim como a Set, pode possuir qualquer
quantidade de vértices e de arestas. Entretanto, cada aresta possui no máximo

3A partir de agora, toma-se a liberdade de se referir a um endospan diretamente por grafo
(interno) e vice-versa, sem a necessidade de se mencionar isso.
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um vértice origem e no máximo um vértice destino. Há, portanto, quatro tipos
de arestas: origem e destino definidos; somente origem definida; somente destino
definido e origem e destino indefinidos. Na Figura, as arestas desses quatro tipos
são agrupadas em {n, o, p, s}, {r}, {m, q} e {t, u}, respectivamente4.
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Figura 5.3: Grafo interno a Pfn.

Exemplo 5.5 (Grafo interno a Set⊥) A Figura 5.4 apresenta um endospan em
Set⊥ (direita) e a representação diagramática desse grafo interno (esquerda). Esse
exemplo apresenta o endospan e o grafo interno correspondentes, via isomorfismo de
categorias, aos do Exemplo 5.4. A representação diagramática de um grafo interno a
Set⊥ é tal qual a de um grafo interno a Set, mas precisa ter um vértice diferenciado
⊥ e uma aresta diferenciada ⊥ com origem e destino no vértice ⊥.
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Figura 5.4: Grafo interno a Set⊥.

Exemplo 5.6 (Grafo interno a Rel) A Figura 5.5 apresenta um endospan em
Rel (direita) e uma proposta de representação diagramática para esse grafo interno
(esquerda). Um grafo interno a Rel também pode possuir qualquer quantidade de
vértices e de arestas. Mas aqui não há restrições para as quantidades de origens ou de

4Chama-se a atenção que, geralmente, isso não é uma partição do conjunto de arestas.
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destinos das arestas, ou seja, cada aresta pode possuir zero ou mais vértices origem
e zero ou mais vértices destino. Por esse motivo, uma aresta é representada por
um retângulo. Os vértices origem de uma aresta são indicados pela origem de cada
uma das setas com destino no retângulo dessa aresta. De forma similar, os vértices
destino de uma aresta são indicados pelo destino de cada uma das setas com origem
no retângulo dessa aresta. Uma restrição é que, para cada circunferência (vértice)
e para cada retângulo (aresta), há no máximo uma seta em cada sentido entre eles.
Outra restrição é que não pode haver setas entre duas circunferências (vértices) nem
entre dois retângulos (arestas). Na Figura, a aresta t tem origem nos vértices a e c
e destino nos vértices b e d; a aresta v não tem origem nem destino; a aresta r tem
origem no vértice c e não tem destino.
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Figura 5.5: Grafo interno a Rel.

Exemplo 5.7 (Grafo interno a MRel) A Figura 5.6 apresenta um endospan
em MRel (direita) e uma proposta de representação diagramática para esse grafo
interno (esquerda). Um grafo interno a MRel, assim como a Rel, pode possuir
qualquer quantidade de vértices e de arestas e cada aresta pode possuir qualquer
quantidade de origens e de destinos. Adicionalmente, um vértice pode ser origem
de uma aresta mais de uma vez. O mesmo vale para destino. A representação
diagramática é similar à de grafos internos a Rel. A diferença é que aqui pode
haver mais de uma seta no mesmo sentido entre uma circunferência (vértice) e um
retângulo (aresta), ou vice-versa. Isso é devido à multiplicidade permitida pelas
multirrelações. Essa multiplicidade pode ser denotada por setas repetidas ou por
etiquetação de setas, tal qual na representação de multirrelações. Na Figura, há
cinco setas da aresta p para o vértice a, o que significa que a aresta p tem destino
no vértice a e este destino tem multiplicidade cinco. A única restrição que continua
é que não pode haver setas entre duas circunferências (vértices) nem entre dois
retângulos (arestas).

Exemplo 5.8 (Grafo interno a Poset) A Figura 5.7 apresenta um endospan em
Poset (direita) e uma proposta de representação diagramática para esse grafo in-
terno (esquerda). Neste grafo, setas cont́ınuas representam arestas, enquanto setas
pontilhadas representam a relação de ordem parcial, seja entre vértices, seja en-
tre arestas. A representação diagramática de um grafo interno a Poset é como a
de um grafo interno a Set, entretanto representa-se uma ordem parcial entre seus



61

p 5 // ?>=<89:;a

2
��

��

����
��

�� ��>
>>

>>
>>

>>
?>=<89:;b

��
q

��>
>>

>>
>>

> s

��

t

��>
>>

>>
>>

>>

@@���������
u

OO

��
r ?>=<89:;coo

3����

@@����

v ?>=<89:;d

OO

L

a

b

c

d

L

a

b

c

d

T

p
q

r
s

t
u
v

2 bbbbqqbbbb

qqdddddddddd
iiRRRRRRRRRR

eeJJJJJJJJJJJ3 TTTT

iiTTTT
jjUUUUUUUUUUoo

5
TTTT

))TTTT

))RRRRRRRRRR

11bbbbbbbbbb
00aaaaaaaaaa

++WWWWWWWWWW 44iiiiiiiiii //

Figura 5.6: Grafo interno aMRel.

vértices e outra ordem parcial entre suas arestas. As arestas podem ser entre quais-
quer vértices, mesmo que elas não preservem a ordem existente entre esses vértices,
como é o caso da aresta r. Já a ordem entre as arestas deve respeitar a ordem
entre os vértices, tanto na origem, quanto no destino. Neste exemplo, nenhum dos
pares 〈q, r〉 e 〈r, q〉 poderia fazer parte da relação de ordem entre arestas pois não
respeitaria a ordem dos vértices, fosse na origem, fosse no destino.
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Figura 5.7: Grafo interno a Poset.

Exemplo 5.9 (Grafos internos a 2) O exemplo 3.9 mostra todos os spans na
categoria 2. O endospan 〈a, a〉 é um grafo interno a 2 com vértices em A. Os
endospans 〈b, b〉 e 〈x, x〉 são grafos internos a 2 com vértices em B. Como esses dois
últimos não são spans equivalentes, são dois grafos internos não-isomorfos.

Exemplo 5.10 (Grafos internos a X or) O exemplo 3.11 mostra todos os spans

na categoria X or sendo que todos eles são grafos internos a essa categoria. Os grafos
internos 〈0, 0〉 e 〈1, 1〉 são isomorfos entre si, pois são spans equivalentes. Da mesma
forma, os grafos internos 〈0, 1〉 e 〈1, 0〉 são isomorfos entre si.

Exemplo 5.11 (Grafos internos a Or) O exemplo 3.10 mostra todos os spans

na categoria Or sendo que todos eles são grafos internos a essa categoria, dois a dois
não-isomorfos.
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6 MODELOS DE SISTEMAS COMO SPANS

Há diversas formas de se representar modelos de sistemas através de grafos.
Os sistemas de transições etiquetadas (labeled transition systems — LTS)1 por

exemplo, são representados por grafos (interno a Set) com etiquetação nas arestas,
onde os vértices são os estados e as arestas são as transições.

Já um grafo (também interno a Set) bipartido, pode representar uma rede de
Petri. Como o grafo é bipartido, há duas classes de vértices sendo que os vértices
de uma classe representam os lugares e os vértices da outra classe representam
as transições. As arestas deste grafo representam o consumo e a produção das
transições.

Neste caṕıtulo, propõe-se duas formas alternativas de se definir redes de Petri.
Na primeira dessas novas propostas, uma rede de Petri é simplesmente um grafo
interno a MRel, definição esta que é usada no caṕıtulo 13 onde se define uma
composição de redes de Petri que envolve transações. Na segunda proposta, uma
rede de Petri são dois spans paralelos em Set.

Antes disso, mostra-se como se pode definir LTS com spans. Exemplifica-se
também como se definir autômatos finitos.

6.1 LTS

Em (HENNESSY, 1988), um LTS é 〈P,A,_〉 onde P é um conjunto de processos,
A é um conjunto de ações e _⊆ P×A×P é a relação ternária de transição. Denota-se
〈p, a, q〉 ∈_ por p

a

_ q, o que significa que p evolui para q através da ação a.

Em (MILNER, 1989), um LTS é 〈S, T, {
t

_ | t ∈ T}〉 onde S é um conjunto de

estados, T é um conjunto de etiquetas de transições e, para cada t ∈ T ,
t

_⊆ S×S é
uma relação de transição. Denota-se 〈p, q〉 ∈

t

_ por p
t

_ q, o que significa que existe
uma transição etiquetada por t do estado p para o estado q.

Essas duas definições são equivalentes, considerando-se processos como estados
e ações como etiquetas.

Ambas podem ser representadas por três morfismos em Set, como em qualquer
um dos diagramas da Figura 6.1, ondeQ é um conjunto de estados e Σ é um conjunto
de etiquetas. O conjunto T passa a ser um conjunto de transições. A única restrição
é que esses três morfismos formem uma tripla mono. Isso se deve a, em qualquer
das duas definições, as relações de transição serem definidas como subconjuntos.

A parte superior de qualquer um dos diagramas da Figura 6.1 é um grafo e
a parte inferior simplesmente etiqueta cada aresta do grafo. Como os morfismos

1Como em (HENNESSY, 1988) e em (MILNER, 1989).
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Figura 6.1: Diagramas para um LTS.

formam uma tripla mono, não é permitido que haja arestas paralelas distintas com
a mesma etiqueta.

Entretanto, há situações2 em que arestas paralelas distintas com mesma etiqueta
são desejadas ou, pelo menos, não são proibidas e, portanto, neste trabalho, relaxa-se
a definição a fim de se permitir isso. Assim, a seguinte definição de LTS não restringe
os três morfismos a uma tripla mono. Se arestas paralelas com mesma etiqueta não
forem desejadas, basta adicionar a restrição de tripla mono a esta definição3.

Definição 6.1 (Sistema de Transições Etiquetadas) (Ver Figura 6.1) Um sis-
tema de transições etiquetadas (LTS — labeled transition system) é uma 4-upla
〈Σ, Q,G, l〉, onde Σ é um conjunto de etiquetas, Q é um conjunto de estados, G é
um endospan 〈t0, T, t1〉 :Q→Q e l :T→Σ é uma função.

Um LTS é dito determińıstico se e somente se não possui arestas distintas com
mesma etiqueta e com origem no mesmo vértice. Isso acontece se e somente se os
morfismos t0 e l formam um par mono.

Definição 6.2 (LTS Determińıstico) (Ver Figura 6.1) Um LTS 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉
é determińıstico se e somente se t0 e l formam um par mono.

Exemplo 6.3 (LTS) A Figura 6.2 mostra um LTS determińıstico 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉
com Σ = {a, b} e Q = {q0, q1, q2, q3}. O conjunto T possui seis arestas e, na Figura,
elas aparecem sem seus nomes, apenas com suas respectivas etiquetas.
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Figura 6.2: Um LTS determińıstico (também um AFD).

2Arestas paralelas com mesma etiqueta podem surgir de transações diferentes e, no caso de
reificação usando homomorfismos, como em (MENEZES, 1997), elas seriam necessárias.

3Entretanto, se essa restrição for considerada, deve-se observar que a composição de transições
de LTS definida no caṕıtulo 12 não necessariamente será fechada, como mostra o exemplo 12.3.
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6.2 Autômatos Finitos

Autômatos finitos (AF) determińısticos (AFD) ou não (AFN)4 são LTS onde
todos os conjuntos envolvidos são finitos e, adicionalmente, são enriquecidos com
estados inicial e finais, devido à sua importância no contexto de linguagens formais
e autômatos. Neste trabalho, não se usa estados inicial nem finais.

Um autômato finito não-determińıstico é como um LTS na definição 6.1 onde os
três conjuntos Σ, Q e T são finitos5. O conjunto finito de etiquetas Σ é chamado
alfabeto.

Já um autômato finito determińıstico é um LTS determińıstico como na definição
6.2 onde, novamente, os três conjuntos envolvidos são finitos.

Embora as definições 6.1 e 6.2 não sejam categoriais, pode-se considerá-las in-
ternas à categoria Set. Nesse caso, pode-se considerar que um AFN e um AFD são,
respectivamente, um LTS e um LTS determińıstico internos à categoria F inset.

Exemplo 6.4 (AFD) O LTS determińıstico da Figura 6.2 também é um AFD.

6.3 Redes de Petri

Tradicionalmente6, uma rede de Petri é uma função P : (L×T ) ⊎ (T×L)→N,
onde L e T são conjuntos quaisquer que representam os lugares e as transições,
respectivamente. Para l ∈ L e t ∈ T , P (〈l, t〉) indica o fluxo de entrada do lugar
l para a transição t, enquanto P (〈t, l〉) indica o fluxo de sáıda da transição t para o
lugar l.

Essa função P pode ser equivalentemente representada por duas funções ê :
T×L→N e ŝ :T×L→N. Para quaisquer l ∈ L e t ∈ T , ê(〈t, l〉) = P (〈l, t〉) e
ŝ(〈t, l〉) = P (〈t, l〉). Ou seja, ê representa o fluxo de entrada e ŝ representa o fluxo
de sáıda.

Propõe-se, agora, duas formas alternativas de se definir uma rede de Petri, ambas
através de spans.
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Figura 6.3: Diagramas para redes de Petri emMRel (esquerda) e em Set (direita).

6.3.1 Rede de Petri como um grafo interno a MRel

As funções ê : T×L→N e ŝ : T×L→N descritas acima são multirrelações7

e :T→L e s :T→L, respectivamente, o que incentiva a definição 6.5.

4Como definidos em (MENEZES, 2001).
5Novamente relaxa-se a definição para se permitir arestas paralelas com mesma etiqueta.
6Em (MESEGUER; MONTANARI, 1988).
7Como observado em (BEDNARCZYK; BORZYSZKOWSKI, 1999).
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Definição 6.5 (Rede de Petri) (Ver Figura 6.3 (esquerda)) Uma rede de Petri
é um grafo 〈e, T, s〉 :L→L interno aMRel.

Exemplo 6.6 (Rede de Petri como grafo interno em MRel) O grafo interno
aMRel no exemplo 5.7 pode ser interpretado como uma rede de Petri. Os vértices
do grafo (ćırculos) são os lugares da rede e as arestas do grafo (retângulos) são as
transições da rede.

Em uma rede de Petri definida dessa forma, as seguintes considerações se aplicam:

• permite infinitos lugares;

• permite infinitas transições;

• uma transição pode consumir infinitos tokens, mas apenas uma quantidade
finita de cada lugar;

• uma transição pode produzir infinitos tokens, mas apenas uma quantidade
finita em cada lugar.

A definição 6.5 é usada no caṕıtulo 13 onde se propõe um tipo de composição de
redes de Petri que é capaz de identificar um tipo de transação.

6.3.2 Rede de Petri como dois spans paralelos em Set

Como multirrelações são expressas por spans em Set, uma rede de Petri também
pode ser representada por um diagrama como o da Figura 6.3 (direita) na categoria
Set. Ou seja, uma rede de Petri são dois spans paralelos. Entretanto, dessa forma,
os fluxos de entrada e sáıda podem, eventualmente, ser multirrelações estendidas.

Definição 6.7 (Rede de Petri) (Ver Figura 6.3 (direita)) Uma rede de Petri é
〈L, T, e, s〉, onde e = 〈e0, E, e1〉 :T→L e s = 〈s0, S, s1〉 :T→L são spans paralelos
em Set.

Exemplo 6.8 (Rede de Petri como spans paralelos em Set) A Figura 6.4
(direita) apresenta dois spans paralelos 〈e0, E, e1〉 : T → L e 〈s0, S, s1〉 : T → L
em Set que representam a rede de Petri da mesma Figura (esquerda). Uma posśıvel
interpretação para os elementos dos conjunto E e S é o de canais pelos quais os
tokens passam quando vão de um lugar para uma transição (elementos de E) ou de
uma transição para um lugar (elementos de S).

Em uma rede de Petri definida dessa forma, as seguintes considerações se aplicam:

• permite infinitos lugares;

• permite infinitas transições;

• uma transição pode consumir infinitos tokens, inclusive infinitos de um mesmo
lugar;

• uma transição pode produzir infinitos tokens, inclusive infinitos em um mesmo
lugar.
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Figura 6.4: Rede de Petri como dois spans paralelos em Set.

Entretanto, se nessa mesma definição, substituir-se Set por F inset:

• permite quantidade finita de lugares;

• permite quantidade finita de transições;

• uma transição pode consumir apenas quantidades finitas de tokens ;

• uma transição pode produzir apenas quantidades finitas de tokens.

A definição 6.7 (com a categoria Set), por e e s se tratarem de multirrelações
estendidas, generaliza redes de Petri, pois permite consumo e produção de infinitos
tokens de ou em um mesmo lugar.
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7 PROPRIEDADES DE ENDORRELAÇÕES

Este caṕıtulo apresenta caracterizações categoriais para se verificar propriedades
de endorrelações nos endospans que as expressam. Algumas dessas caracterizações
são encontradas na literatura — reflexividade, simetria e transitividade — e outras
são propostas — correflexividade, irreflexividade, anti-simetria, assimetria, conexi-
vidade, densidade e Euclideanidade — pois não foram encontradas na literatura1.

Inicialmente, apresenta-se quais propriedades de endorrelações são consideradas
e relembra-se suas definições algébricas.

Logo após, para cada propriedade, faz-se um desenvolvimento categorial com
explicações centradas na categoria Set e apresenta-se a definição categorial formal
da propriedade em questão. Embora o racioćınio seja apresentado para a teoria dos
conjuntos, as definições independem da categoria em que se trabalha. Há, também,
a proposta de uma nova propriedade para endorrelações — a monotransitividade.

7.1 Definições Algébricas

As propriedades a seguir são consideradas sobre uma endorrelação R : A→ A.
Para algumas propriedades, apresenta-se mais de uma definição, uma por linha.
Entretanto, todas as definições de cada propriedade são equivalentes.

• reflexividade
(∀a ∈ A)(aRa)
(∀a, b ∈ A)(a = b −→ aRb)

• correflexividade
(∀a, b ∈ A)(aRb −→ a = b)

• irreflexividade
(∀a ∈ A)(¬aRa)
(∀a, b ∈ A)(a = b −→ ¬aRb)

• simetria
(∀a, b ∈ A)(aRb −→ bRa)

• anti-simetria
(∀a, b ∈ A)(aRb ∧ bRa −→ a = b)

1Incluindo (MAC LANE, 1998), (PIERCE, 1991), (LAWVERE; SCHANUEL, 1991), (BOR-
CEUX, 1994), (BARR; WELLS, 1995), entre outros.
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• assimetria
(∀a, b ∈ A)(aRb −→ ¬bRa)

• transitividade
(∀a, b, c ∈ A)(aRb ∧ bRc −→ aRc)

• conexividade
(∀a, b ∈ A)(aRb ∨ bRa ∨ a = b)
(∀a, b ∈ A)(a 6= b −→ aRb ∨ bRa)
(∀a, b ∈ A)(¬aRb ∧ ¬bRa −→ a = b)

• densidade
(∀a, b ∈ A)(aRb −→ (∃z ∈ A)(aRz ∧ zRb))

• Euclideanidade
(∀a, b, c ∈ A)(aRb ∧ aRc −→ bRc)

7.2 Caracterização Categorial

Essas propriedades são, agora, tratadas de forma categorial. Para todas elas,
considera-se o endospan 〈r0, R, r1〉 :A→A como sendo um par mono que expressa a
endorrelação R :A→A.

7.2.1 Reflexividade, Correflexividade e Irreflexividade

Encontra-se2 a definição 7.1 de reflexividade. A Figura 7.1 apresenta um dia-
grama comutativo para esta definição.

A
idA

��~~
~~

~~
~

idA

��@
@@

@@
@@

d

��
A Rr0

oo
r1

// A

Figura 7.1: Diagrama comutativo para a definição 7.1.

Definição 7.1 (Reflexividade) A endorrelação R : A → A expressa por um
endospan 〈r0, R, r1〉 :A→A é reflexiva se e somente se existe um morfismo d :A→R
tal que r0◦d = idA e r1◦d = idA.

Como r0 e r1 formam um par mono, se esse morfismo d existe, então ele é único.
Considerando-se A um conjunto e R um conjunto de pares de elementos de A,

significa que cada elemento de A é mapeado, via d, para um par em que ambas
projeções são o próprio elemento original em A.

Propõe-se aqui uma forma alternativa3 de se verificar a reflexividade. Trata-se do
cálculo 7.1 em conjunto com a definição 7.2. O cálculo 7.1 também permite verificar
a correflexividade e a irreflexividade. O cálculo em si necessita da existência de
equalizador. A verificação da irreflexividade necessita da existência de objeto inicial.

2Em (BARR; WELLS, 1985), (LAWVERE; ROSEBRUGH, 2003) e em (ADÁMEK; ROSICKÝ,
2001).

3Se existirem equalizadores, a verificação proposta é equivalente à verificação apresentada.
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Cálculo 7.1 Sejam, como na Figura 7.2, um diagrama (dentro das linhas traceja-
das) e o seu limite — um equalizador — constituido pelo objeto E e pelos morfismos
e0 e e1, onde e1 = r0◦e0 e e1 = r1◦e0.

A R
r0

oo
r1oo

_ _ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _ _

E
e1

UU
e0

OO

Figura 7.2: Cálculo para reflexividade, correflexividade e irreflexividade.

Sabe-se que e0 é um monomorfismo pois é o morfismo que caracteriza o equali-
zador. No geral, o segundo morfismo de um equalizador — nesse caso, o e1 — não
é mono. Entretanto, como r0 e r1 formam um par mono, pelo teorema 2.18, sabe-se
que e1 também é um monomorfismo.

Considerando-se E e e1 como subobjeto de A, então o objeto E pode ser inter-
pretado como um subconjunto de A. Este subconjunto E possui cada elemento de A
que está relacionado a si próprio. Se todos os elementos de A estiverem em E, então
a relação R é reflexiva. O fato de todos os elementos de A estarem em E é expresso
pela existência de uma função f :A→E tal que e1◦f = idA. Categorialmente, isso
significa que e1 é uma retração.

Por outro lado, considerando-se E e e0 como um subobjeto de R, então o objeto
E pode ser interpretado como um subconjunto de R. Este subconjunto possui todos
e somente aqueles pares de R que sejam da forma 〈x, x〉. Se todos os pares de
R estiverem em E, então a relação R é correflexiva. Como no caso anterior, se
todos os pares de R estão em E, existe uma função g :R→E tal que e0◦g = idR.
Categorialmente, isso significa que e0 é uma retração.

Em qualquer uma das duas considerações acima se E = ∅, o significado é o
mesmo: nenhum elemento de A relaciona-se consigo mesmo e, portanto, a relação
R é irreflexiva. Categorialmente, E é o objeto inicial da categoria.

Assim, propõe-se as definições dessas três propriedades de forma categorial.

Definição 7.2 (Reflexividade) A endorrelação R : A → A expressa por um
endospan 〈r0, R, r1〉 : A→ A é reflexiva se e somente se e1 é uma retração, onde
e1 é como no cálculo 7.1.

Definição 7.3 (Correflexividade) A endorrelação R : A→ A expressa por um
endospan 〈r0, R, r1〉 :A→A é correflexiva se e somente se e0 é uma retração, onde
e0 é como no cálculo 7.1.

Definição 7.4 (Irreflexividade) A endorrelação R : A → A expressa por um
endospan 〈r0, R, r1〉 :A→A é irreflexiva se e somente se E é um objeto inicial, onde
E é como no cálculo 7.1.

7.2.2 Simetria

Encontra-se4 as definições 7.5 e 7.6 de simetria. A Figura 7.3 apresenta um
diagrama comutativo para ambas definições.

4Em (ADÁMEK; ROSICKÝ, 2001) e em (BARR; WELLS, 1985), respectivamente.
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Figura 7.3: Diagrama comutativo para as definições 7.5 e 7.6.

Definição 7.5 (Simetria) A endorrelação R :A→A expressa por um endospan
〈r0, R, r1〉 :A→A é simétrica se e somente se 〈r0, R, r1〉 :A→A e 〈r1, R, r0〉 :A→A
expressam a mesma endorrelação.

Isso significa que a endorrelação R :A→A é igual à sua dual Rop :A→A. Embora
os spans 〈r0, r1〉 e 〈r1, r0〉 expressem a mesma endorrelação, os morfismos r0 e r1
não precisam ser necessariamente iguais. Mas os spans são equivalentes.

Definição 7.6 (Simetria) A endorrelação R :A→A expressa por um endospan
〈r0, R, r1〉 :A→A é simétrica se e somente se existe um morfismo x :R→R tal que
r1◦x = r0 e r0◦x = r1.

Aqui, se R for considerado um conjunto de pares, a existência de um morfismo
x :R→R que inverta as componentes de cada par, também inverte as projeções e
indica que a endorrelação é simétrica. Como r0 e r1 formam um par mono, se esse
morfismo x existe, necessariamente ele é um isomorfismo.
Prova. A demonstração é feita linha a linha, e, à direita de cada implicação, há
uma breve justificativa.
r1◦x = r0 e r0◦x = r1 =⇒ substituindo r0 e r1
(r0◦x)◦x = r0 e (r1◦x)◦x = r1 =⇒ associatividade
r0◦(x◦x) = r0 e r1◦(x◦x) = r1 =⇒ 〈r0, r1〉 é par mono
x◦x = idR =⇒ x é retração e x é seção
x é isomorfismo

�

Além disso, pelo mesmo motivo (par mono), se esse morfismo x existe, ele é único.

7.2.3 Anti-simetria e Assimetria

Aqui, é proposto um cálculo que permite a verificação da anti-simetria e da assi-
metria. O cálculo em si necessita da existência de limite para um diagrama espećıfico
apresentado na Figura 7.4. A verificação da assimetria necessita da existência de
objeto inicial.

Cálculo 7.2 Sejam, como na Figura 7.4, um diagrama (dentro das linhas traceja-
das) e o seu limite constituido pelo objeto P e pelos morfismos p0, p1, p2 e p3, onde
r0◦p0 = p2, r1◦p1 = p2, r1◦p0 = p3 e r0◦p1 = p3.

Para este limite, propõe-se o nome “produto fibrado duplo”. Ele é o melhor cone
— no sentido da propriedade universal — simultaneamente para dois diagramas de
produtos fibrados.

O objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares 〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉 onde
p0 e p1 são as projeções tais que p0(〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉) = 〈w, x〉 e p1(〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉) =
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Figura 7.4: Cálculo para anti-simetria e assimetria.

〈y, z〉. Os pares de P respeitam w = z, pois r0◦p0 = r1 ◦p1, e respeitam x = y,
pois r1◦p0 = r0◦p1. Assim, P tem somente pares do tipo 〈〈w, x〉, 〈x, w〉〉 e, para
cada elemento de P , p0 e p1 representam pares da endorrelação R simétricos um em
relação ao outro, enquanto p2 e p3 representam os elementos w e x que constituem
os pares 〈w, x〉 e 〈x, w〉.

Se p2 e p3 forem iguais, significa que w = x e então os únicos pares que aparecem
em P são do tipo 〈〈w,w〉, 〈w,w〉〉 e a endorrelação R é anti-simétrica.

Já se P = ∅, significa que não há pares simétricos na endorrelação R e, portanto,
a endorrelação é assimétrica.

Definição 7.7 (Anti-simetria) A endorrelação R : A → A expressa por um
endospan 〈r0, R, r1〉 : A→ A é anti-simétrica se e somente se p2 = p3, onde p2 e
p3 são como no cálculo 7.2.

Como r0 e r1 formam um par mono, p2 = p3 ←→ p0 = p1.
Prova. Que p0 = p1 −→ p2 = p3 é imediato, pela definição de p2 e p3.
A demonstração que p2 = p3 −→ p0 = p1 é feita a seguir, linha a linha, e, à direita
de cada implicação, há uma breve justificativa.
p2 = p3 =⇒ como p2 = r0◦p0, p3 = r0◦p1,

p2 = r1◦p1 e p3 = r1◦p0

r0◦p0 = r0◦p1 e r1◦p0 = r1◦p1 =⇒ como 〈r0, r1〉 é par mono
p0 = p1

�

E, portanto, na definição 7.7, o teste p2 = p3 pode ser substituido, sem qualquer
perda, por p0 = p1.

Definição 7.8 (Assimetria) A endorrelação R :A→A expressa por um endospan
〈r0, R, r1〉 : A→ A é assimétrica se e somente se P é um objeto inicial, onde P é
como no cálculo 7.2.

7.2.4 Conexividade

Propõe-se aqui um cálculo que permite a verificação da conexividade. Este
cálculo é constrúıdo sobre o cálculo 7.2 e necessita, adicionalmente, da existência de
soma amalgamada. A verificação da conexividade necessita da existência de todas
as endorrelações irreflexivas no mesmo objeto da endorrelação sendo testada.

Cálculo 7.3 Sejam p0 e p1 como no cálculo 7.2. Sejam ainda, como na Figura
7.5, um diagrama (dentro das linhas tracejadas) e o seu colimite — uma soma
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amalgamada — constituido pelo objeto S e pelos morfismos c0, c1 e c2, onde c0◦p0 =
c2 e c1◦p1 = c2. A Figura 7.6 repete o diagrama e o colimite anteriores (omitindo o
morfismo c2) e apresenta duas pré-somas amalgamadas5. Para cada uma, considera-
se o morfismo induzido pela soma amalgamada. Esses dois morfismos induzidos são
s0 e s1 e estão representados por setas pontilhadas.
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Figura 7.5: Cálculo para conexividade.
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Figura 7.6: Morfismos induzidos para a verificação da conexividade.

O objeto S pode ser interpretado como um conjunto que, para cada par da endor-
relação R, possui um elemento com as mesmas projeções desse par e também possui
um elemento (possivelmente o mesmo) com as projeções invertidas. Os morfismos
s0 e s1 indicam as projeções. Cabe ressaltar que s0 e s1 não formam necessariamente
um par mono.

A Figura 7.7 apresenta um diagrama comutativo para a definição 7.9.
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A Ss0
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Figura 7.7: Diagrama comutativo para a definição 7.9.

Definição 7.9 (Conexividade) A endorrelação R : A → A expressa por um
endospan 〈r0, R, r1〉 : A→ A é conexa se e somente se para qualquer endorrelação
irreflexiva — expressa por algum endospan 〈i0, I, i1〉 :A→A — existe um morfismo
t :I→S tal que s0◦t = i0 e s1◦t = i1, onde s0 e s1 são como no cálculo 7.3.

5Que são realmente pré-somas amalgamadas pode ser verificado por p0 e p1 fazerem parte do
limite no cálculo 7.2.
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Se a endorrelação R :A→A não é conexa, existem pelo menos dois elementos
distintos a, b ∈ A tais que ¬aRb e ¬bRa. Se isso acontecer, existe pelo menos uma
endorrelação irreflexiva I :A→A que não pode ser mapeada para o conjunto S de
forma que o diagrama da Figura 7.7 comute. Basta para isso que 〈a, b〉 ∈ I.

7.2.5 Transitividade, Monotransitividade e Densidade

Aqui, apresenta-se a verificação da transitividade presente na literatura6. O
cáculo utilizado necessita da existência de produto fibrado. Apresenta-se também a
verificação de uma nova propriedade a qual se propõe chamar “monotransitividade”.
Após, aproveitando-se o cálculo, propõe-se a verificação da densidade.

Cálculo 7.4 Sejam, como na Figura 7.8, um diagrama (dentro das linhas trace-
jadas) e o seu limite — um produto fibrado — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos p0, p1 e p2 onde r1◦p0 = p2 e r0◦p1 = p2.
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Figura 7.8: Cálculo para transitividade, monotransitividade e densidade.

A Figura 7.9 apresenta um diagrama comutativo para a definição 7.10.

A R
r0oo r1 // A

R

r0
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p1
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t

OO
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r1

OO

Figura 7.9: Diagrama comutativo para as definições 7.10 e 7.11.

Definição 7.10 (Transitividade) A endorrelação R : A → A expressa por um
endospan 〈r0, R, r1〉 :A→A é transitiva se e somente se existe um morfismo t :P→R
tal que r0◦p0 = r0◦t e r1◦p1 = r1◦t, onde p0 e p1 são como no cálculo 7.4.

O objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares 〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉 onde
p0 e p1 são as projeções tais que p0(〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉) = 〈w, x〉 e p1(〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉) =
〈y, z〉. Os pares de P respeitam x = y, pois r1◦p0 = r0◦p1. Assim, P tem somente
pares do tipo 〈〈w, x〉, 〈x, z〉〉.

Para a endorrelaçãoR ser transitiva, é necessário que para cada par 〈〈w, x〉, 〈x, z〉〉
de P , haja um par 〈w, z〉 em R ou seja, exista um morfismo t :P →R que mapeie
〈〈w, x〉, 〈x, z〉〉 em 〈w, z〉. Se esse morfismo t existe, ele é único, pois r0 e r1 formam
um par mono.

6Definição 7.10 presente em (BARR; WELLS, 1985) e em (ADÁMEK; ROSICKÝ, 2001).
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Se esse morfismo t for um monomorfismo, significa que se um par da endorrelação
é imagem de algum elemento de P , então ele é imagem de um único elemento de P . A
idéia aqui é que, numa endorrelação transitiva, se um par da endorrelação representa
alguma transitividade, então representa uma única transitividade. Propõe-se que
essa propriedade seja chamada “monotransitividade”.

Adicionalmente, se cada par 〈a, b〉 de R puder ser mapeado, através de um mor-
fismo u :R→P , para algum elemento 〈〈a, z〉, 〈z, b〉〉 de P , significa que a endorrelação
é densa.

Com isso, propõe-se as definições 7.11 de monotransitividade e 7.12 de densidade.
O diagrama da Figura 7.9 também serve para a definição 7.11.

Definição 7.11 (Monotransitividade) A endorrelação R :A→A expressa por
um endospan 〈r0, R, r1〉 :A→A é monotransitiva se e somente se existe um mono-
morfismo t :P→R tal que r0◦p0 = r0◦t e r1◦p1 = r1◦t, onde p0 e p1 são como no
cálculo 7.4.

A Figura 7.10 apresenta um diagrama comutativo para a definição 7.12.
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Figura 7.10: Diagrama comutativo para a definição 7.12.

Definição 7.12 (Densidade) A endorrelaçãoR :A→A expressa por um endospan
〈r0, R, r1〉 : A→ A é densa se e somente se existe um morfismo u : R→ P tal que
r0◦p0◦u = r0 e r1◦p1◦u = r1, onde p0 e p1 são como no cálculo 7.4.

7.2.6 Euclideanidade

Finalmente, propõe-se um cálculo que permite a verificação da Euclideanidade.
O cálculo necessita da existência de produto fibrado.

Cálculo 7.5 Sejam, como na Figura 7.11, um diagrama (dentro das linhas trace-
jadas) e o seu limite — um produto fibrado — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos p0, p1 e p2 onde r0◦p0 = p2 e r0◦p1 = p2.
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Figura 7.11: Cálculo para Euclideanidade.

Nesse caso, novamente, o objeto P pode ser interpretado como um conjunto de
pares 〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉 onde p0 e p1 são as projeções tais que p0(〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉) =
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〈w, x〉 e p1(〈〈w, x〉, 〈y, z〉〉) = 〈y, z〉. Os pares de P respeitam w = y, pois r0◦p0 =
r0◦p1. Assim, P tem somente pares do tipo 〈〈w, x〉, 〈w, z〉〉 e, para cada elemento
de P , p0 e p1 representam pares da relação R com origens coincidentes.

Para a relação R ser Euclideana, é necessário que, para cada par 〈〈w, x〉, 〈w, z〉〉
de P , haja em R um par 〈x, z〉, ou seja, exista um morfismo v :P→R que mapeie
〈〈w, x〉, 〈w, z〉〉 em 〈x, z〉.

Assim, tem-se a proposta da definição 7.13 de Euclideanidade. A Figura 7.12
apresenta um diagrama comutativo para essa definição.

A R
r0oo r1 // A

R

r1

OO

Pp0

oo
p1

//

v

OO

R

r1

OO

Figura 7.12: Diagrama comutativo para a definição 7.13.

Definição 7.13 (Euclideanidade) A endorrelação R : A→ A expressa por um
endospan 〈r0, R, r1〉 : A → A é Euclideana se e somente se existe um morfismo
v :P→R tal que r1◦p0 = r0◦v e r1◦p1 = r1◦v, onde p0 e p1 são como no cálculo
7.5.

7.3 Monotransitividade — Definição Algébrica

No ińıcio deste caṕıtulo, apresenta-se as definições algébricas das propriedades
tratadas categorialmente na seção anterior.

Como, categorialmente, uma nova propriedade é proposta — a monotransitivi-
dade, definição 7.11 —, apresenta-se aqui duas definições algébricas7 que são equi-
valentes.

• monotransitividade
(∀a, b1, b2, c ∈ A)(aRb1 ∧ b1Rc −→ aRc ∧ (aRb2 ∧ b2Rc −→ b2 = b1))
(∀a, b, c ∈ A)(aRb ∧ bRc −→ aRc ∧ (∀b2 ∈ A)(aRb2 ∧ b2Rc −→ b2 = b))

7.4 Dependência

Este caṕıtulo apresenta a caracterização de propriedades de endorrelações para
endospans que as expressam. Algumas são encontradas na literatura e outras são
propostas aqui. Uma nova propriedade também é proposta, tanto de forma catego-
rial quanto de forma algébrica.

As verificações das propriedades dependem de cálculos propostos e de construções
usuais8 na Teoria das Categorias. A Figura 7.13 (rotacionada) mostra uma espécie
de diagrama de Hasse da relação de dependência que pode ser estabelecida entre as
definições das propriedades, os cálculos e construções da Teoria das Categorias.

7Embora definições algébricas não façam parte do objetivo deste trabalho.
8O produto fibrado duplo, proposto aqui, é um limite, portanto é usual.
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8 PROPRIEDADES DE GRAFOS INTERNOS

Este caṕıtulo propõe generalizações das propriedades de endorrelações para gra-
fos internos. Todas elas são diretamente inspiradas nos cálculos e nas verificações
apresentados e propostos no caṕıtulo 7. Como, aqui, há situações que não aconte-
cem com as endorrelações, novas propriedades são propostas: monorreflexividade,
isorreflexividade, pseudo-simetria e anti-simetria forte.

No final deste caṕıtulo, também se propõe essas mesmas propriedades para en-
domultirrelações, mas de forma algébrica.

8.1 Caracterização Categorial

Nesta seção, todas as propriedades são consideradas sobre um endospan 〈d0, T, d1〉 :
A→A que é um grafo interno G = 〈A, T, d0, d1〉, onde A é um conjunto de vértices,
T é um conjunto de arestas e d0 e d1 representam origem e destino, respectivamente.
Todo o desenvolvimento do racioćınio é feito sobre um grafo interno a Set, mas as
definições das propriedades são independentes da categoria.

8.1.1 Reflexividade, Monorreflexividade, Isorreflexividade, Correflexi-
vidade e Irreflexividade

Inicialmente, apresenta-se o cálculo 8.1 equivalente ao cálculo 7.1 do caṕıtulo
anterior. Esse cálculo também necessita da existência de equalizador.

Cálculo 8.1 Sejam, como na Figura 8.1, um diagrama (dentro das linhas traceja-
das) e o seu limite — um equalizador — constituido pelo objeto E e pelos morfismos
e0 e e1, onde e1 = d0◦e0 e e1 = d1◦e0.

A T
d0

oo
d1oo

_ _ _ _ _ _ _�
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�
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_ _ _ _ _ _ _

E
e1

UU
e0

OO

Figura 8.1: Cálculo para reflexividade, monorreflexividade, isorreflexividade, corre-
flexividade e irreflexividade.

Sabe-se que e0 é um monomorfismo e então E e e0 são um subobjeto de T . Mas,
diferentemente do caso com endorrelações, e1 não necessariamente é mono, pois os
morfismos d0 e d1 não formam necessariamente um par mono.
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O objeto E pode ser interpretado como o subconjunto de arestas do grafo G que
possui somente as endoarestas e, assim, o endospan 〈e1, E, e1〉 :A→A é o grafo com
os mesmos vértices de G e somente com as endoarestas de G.

Se há um morfismo f :A→E tal que e1◦f = idA — ou seja, se o morfismo e1 é
uma retração —, significa que, no grafo G, cada vértice de A, possui pelo menos uma
endoaresta. Nesse caso, assim como para as endorrelações, o grafo G é reflexivo1.

Se o morfismo e1 é um monomorfismo, significa que, no grafo G, cada vértice
de A, possui no máximo uma endoaresta. Para esta situação, propõe-se dizer que o
grafo G é monorreflexivo.

Se e1 é simultaneamente uma retração e um monomorfismo, sabe-se que é também
um isomorfismo. Nesse caso, significa que, no grafo G, cada vértice de A, possui
exatamente uma endoaresta e propõe-se dizer que o grafo G é isorreflexivo.

O morfismo e0 é a inclusão de E em T . Como E possui somente as endoarestas
presentes em T , se e0 for uma retração, toda aresta em T está em E, ou seja, toda
aresta em T é uma endoaresta. Nesse caso, assim como para as endorrelações, o
grafo G é correflexivo.

Finalmente, se E = ∅, significa que nenhuma aresta do grafoG é uma endoaresta
e, assim, o grafo G é irreflexivo.

Propõe-se, então, as definições dessas cinco propriedades de forma categorial.

Definição 8.1 (Reflexividade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é reflexivo se
e somente se e1 é uma retração, onde e1 é como no cálculo 8.1.

Definição 8.2 (Monorreflexividade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é mo-
norreflexivo se e somente se e1 é um monomorfismo, onde e1 é como no cálculo
8.1.

Definição 8.3 (Isorreflexividade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é isorrefle-
xivo se e somente se e1 é um isomorfismo, onde e1 é como no cálculo 8.1.

Definição 8.4 (Correflexividade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é correfle-
xivo se e somente se e0 é uma retração, onde e0 é como no cálculo 8.1.

Definição 8.5 (Irreflexividade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é irreflexivo
se e somente se E é um objeto inicial, onde E é como no cálculo 8.1.

Aqui, propõe-se a generalização para grafos e endomultirrelações da definição
alternativa 7.1 de reflexividade para endorrelações. Esta generalização também não
necessita de equalizador. A Figura 8.2 apresenta um diagrama comutativo para a
definição.

Definição 8.6 (Reflexividade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é reflexivo se
e somente se existe um morfismo d :A→T tal que d0◦d = idA e d1◦d = idA.

Esse morfismo d não é necessariamente único, pois r0 e r1 não formam necessa-
riamente um par mono.

1Deve-se chamar a atenção que, aqui, a palavra “reflexivo” trata-se de uma propriedade de um
grafo qualquer. Não se deve confundir com Grafos Reflexivos que são definidos como uma 5-upla
onde uma das componentes indica a endoaresta diferenciada que existe para cada vértice. De fato,
cada Grafo Reflexivo, no sentido de uma 5-upla, quando visto como um grafo qualquer, respeita a
propriedade reflexiva como definida aqui.
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Figura 8.2: Diagrama comutativo para a definição 8.6.

8.1.2 Simetria e Pseudo-simetria

A definição 7.5 de simetria para endorrelações, se generalizada, não apresenta
detalhes suficiente para se definir as duas propriedades propostas abaixo. Por este
motivo, generaliza-se somente a definição 7.6.

A Figura 8.3 apresenta um diagrama comutativo para as definições 8.7 e 8.8.
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Figura 8.3: Diagrama comutativo para as definições 8.7 e 8.8.

No diagrama desta Figura, o morfismo x mapeia cada aresta numa aresta com
origem e destino invertidos. A existência de um morfismo x desse tipo, garante
que cada aresta possua pelo menos uma aresta no sentido contrário em que pode
ser mapeada via x. Mas isso permite que duas arestas num sentido possam ser
mapeadas, via x, na mesma aresta no outro sentido ou que uma aresta possa não
ser imagem, via x, de qualquer aresta no outro sentido.

Por este motivo, pode-se ter uma definição mais ŕıgida. Se o morfismo x é um
isomorfismo, significa que é posśıvel que, para cada aresta a, exista uma aresta b
no sentido contrário em que somente a seja mapeada em b, via x. Isso significa
que a quantidade de arestas nos dois sentidos é exatamente a mesma e o grafo G é
simétrico.

No caso menos ŕıgido em que um morfismo x existe, mas sem a necessidade de
ser isomorfismo, propõe-se dizer que o grafo G é pseudo-simétrico.

Em qualquer um dos casos, se o morfismo x existe, não necessariamente é único.

Definição 8.7 (Pseudo-simetria) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é pseudo-
simétrico se e somente se existe um morfismo x : T → T tal que d0 ◦x = d1 e
d1◦x = d0.

Definição 8.8 (Simetria) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 : A → A é simétrico se e
somente se existe um isomorfismo x :T→T tal que d0◦x = d1 e d1◦x = d0.

Se um grafo G = 〈A, T, d0, d1〉 é simétrico, então ele é isomorfo ao seu dual
Gop = 〈A, T, d1, d0〉.

8.1.3 Anti-simetria, Anti-simetria Forte e Assimetria

Aqui, é proposto um cálculo que permite a verificação da anti-simetria e da as-
simetria. Adicionalmente, propõe-se a anti-simetria forte. O cálculo em si necessita
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da existência de produto fibrado duplo2. A verificação da assimetria necessita da
existência de objeto inicial.

Cálculo 8.2 Sejam, como na Figura 8.4, um diagrama (dentro das linhas traceja-
das) e o seu limite — um produto fibrado duplo — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos p0, p1, p2 e p3, onde d0◦p0 = p2, d1◦p1 = p2, d1◦p0 = p3 e d0◦p1 = p3.
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Figura 8.4: Cálculo para anti-simetria, anti-simetria forte e assimetria.

O objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares de arestas de G
simétricas uma em relação à outra no sentido de origem e destino. Os morfismos p0

e p1 são as projeções desses pares e indicam arestas de “ida” e “volta”, respectiva-
mente. Os morfismos p2 e p3 indicam os vértices envolvidos na “ida” e na “volta”.

Se p2 e p3 forem iguais, significa que os únicos pares em T são formados por
endoarestas, ou seja, as únicas formas de se “ir e voltar” é através de endoarestas e,
portanto, o grafo G é anti-simétrico.

Mas a “ida e volta” pode se dar por duas endoarestas distintas no mesmo vértice.
Diferentemente do caso com endorrelações, aqui não necessariamente p2 = p3 −→
p0 = p1, pois r0 e r1 não necessariamente formam um par mono.

Então p0 = p1 é mais restrito que p2 = p3 e, nesse caso, a “ida e volta”, além de
ser por endoarestas, é obrigatoriamente pela mesma endoaresta. Propõe-se, nesse
caso, dizer que o grafo G é fortemente anti-simétrico.

Já se P = ∅, significa que não há arestas simétricas no grafo G e, portanto, o
grafo G é assimétrico.

Definição 8.9 (Anti-simetria) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é anti-simétrico
se e somente se p2 = p3, onde p2 e p3 são como no cálculo 8.2.

Definição 8.10 (Anti-simetria Forte) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é for-
temente anti-simétrico se e somente se p0 = p1, onde p0 e p1 são como no cálculo
8.2.

Definição 8.11 (Assimetria) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é assimétrico se
e somente se P é um objeto inicial, onde P é como no cálculo 8.2.

2Como definido no caṕıtulo anterior no cálculo 7.2, embora esse nome seja apenas mencionado
e não definido.
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8.1.4 Conexividade3

Propõe-se aqui um cálculo que permite a verificação da conexividade3. Este
cálculo é constrúıdo sobre o cálculo 8.2 e necessita, adicionalmente, da existência de
soma amalgamada. A verificação da conexividade3 necessita da existência de todas
as endorrelações irreflexivas4 no objeto que representa os vértices do grafo.

Cálculo 8.3 Sejam p0 e p1 como no cálculo 8.2. Sejam ainda, como na Figura
8.5, um diagrama (dentro das linhas tracejadas) e o seu colimite — uma soma
amalgamada — constituido pelo objeto S e pelos morfismos c0, c1 e c2, onde c0◦p0 =
c2 e c1◦p1 = c2. A Figura 8.6 repete o diagrama e o colimite anteriores (omitindo o
morfismo c2) e apresenta duas pré-somas amalgamadas5. Para cada uma, considera-
se o morfismo induzido pela soma amalgamada. Esses dois morfismos induzidos são
s0 e s1 e são denotados por setas pontilhadas.
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Figura 8.5: Cálculo para conexividade3.
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Figura 8.6: Morfismos induzidos para a verificação da conexividade3.

O objeto S pode ser interpretado como um conjunto que, para cada aresta do
grafo G, possui uma aresta com mesma origem e mesmo destino e também possui
uma aresta (possivelmente a mesma) com origem e destino invertidos. Os morfismos
s0 e s1 indicam as origem e destino, respectivamente.

A Figura 8.7 apresenta um diagrama comutativo para a definição 8.12.

3Deve-se chamar a atenção que, aqui, por se tratar de uma generalização da propriedade “cone-
xividade” de endorrelações, usa-se o mesmo nome. Entretanto, na teoria dos grafos, existe também
uma propriedade com este nome, mas as duas não são equivalentes.

4Pode-se usar os grafos irreflexivos, mas apenas as endorrelações irreflexivas são suficientes.
5Que são realmente pré-somas amalgamadas pode ser verificado por p0 e p1 fazerem parte do

limite no cálculo 8.2.
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Figura 8.7: Diagrama comutativo para a definição 8.12.

Definição 8.12 (Conexividade3) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é conexo3 se
e somente se para qualquer endorrelação irreflexiva4 — expressa por algum endospan
〈i0, I, i1〉 :A→A — existe um morfismo t : I→S tal que s0◦t = i0 e s1◦t = i1,
onde s0 e s1 são como no cálculo 8.3.

Se o grafo G não é conexo3, existem pelo menos dois vértices distintos a, b ∈ A
tais que não existe aresta de a para b nem de b para a. Se isso acontecer, existe
pelo menos uma endorrelação irreflexiva4 I :A→A que não pode ser mapeada para
o conjunto S de forma que o diagrama da Figura 8.7 comute. Basta para isso que
〈a, b〉 ∈ I.

8.1.5 Transitividade, Monotransitividade e Densidade

Aqui, propõe-se um cálculo que permite a verificação da transitividade, da mono-
transitividade e da densidade. O cáculo necessita da existência de produto fibrado.

Cálculo 8.4 Sejam, como na Figura 8.8, um diagrama (dentro das linhas trace-
jadas) e o seu limite — um produto fibrado — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos p0, p1 e p2 onde d1◦p0 = p2 e d0◦p1 = p2.
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Figura 8.8: Cálculo para transitividade, monotransitividade e densidade.

O objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares de arestas em que
o destino da primeira aresta coincide com a origem da segunda.

Se cada par de arestas em P puder ser mapeado, via um morfismo t para uma
aresta em T que preserve a origem da primeira aresta e o destino da segunda aresta,
propõe-se dizer que o grafo G é transitivo.

Se esse t for um monomorfismo, não há dois pares distintos de arestas sendo
mapeados na mesma aresta e propõe-se dizer que o grafo G é monotransitivo.

Adicionalmente, se cada aresta de G puder ser mapeada, através de um morfismo
u :T→P , para algum par em P cuja primeira componente preserve origem e segunda
componente preserve destino, significa que o grafo é denso.

A Figura 8.9 apresenta um diagrama comutativo para as definições 8.13 e 8.14.

Definição 8.13 (Transitividade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é transitivo
se e somente se existe um morfismo t :P→T tal que d0◦p0 = d0◦t e d1◦p1 = d1◦t,
onde p0 e p1 são como no cálculo 8.4.
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Figura 8.9: Diagrama comutativo para a definição 8.13.

Definição 8.14 (Monotransitividade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 :A→A é mo-
notransitivo se e somente se existe um monomorfismo t :P→T tal que d0◦p0 = d0◦t
e d1◦p1 = d1◦t, onde p0 e p1 são como no cálculo 8.4.

A Figura 8.10 apresenta um diagrama comutativo para a definição 8.15.
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Figura 8.10: Diagrama comutativo para a definição 8.15.

Definição 8.15 (Densidade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 : A → A é denso se e
somente se existe um morfismo u :T→P tal que d0◦p0◦u = d0 e d1◦p1◦u = d1,
onde p0 e p1 são como no cálculo 8.4.

8.1.6 Euclideanidade

Finalmente, propõe-se um cálculo que permite a verificação da Euclideanidade.
O cálculo necessita da existência de produto fibrado.

Cálculo 8.5 Sejam, como na Figura 8.11, um diagrama (dentro das linhas trace-
jadas) e o seu limite — um produto fibrado — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos p0, p1 e p2 onde d0◦p0 = p2 e d0◦p1 = p2.
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Figura 8.11: Cálculo para Euclideanidade.

Nesse caso, o objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares de
arestas com mesma origem.

Se cada um desses pares puder ser mapeado, via um morfismo v : P → T , para
uma aresta cuja origem seja o destino da primeira componente do par e cujo destino
seja o destino da segunda componente do par, então o grafo G é Euclideano.

A Figura 8.12 apresenta um diagrama comutativo para a definição 8.16.

Definição 8.16 (Euclideanidade) O grafo interno 〈d0, T, d1〉 : A→ A é Eucli-
deano se e somente se existe um morfismo v : P → T tal que d1 ◦p0 = d0 ◦v e
d1◦p1 = d1◦v, onde p0 e p1 são como no cálculo 8.5.
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Figura 8.12: Diagrama comutativo para a definição 8.16.

8.2 Resumo das Propriedades — Interpretações

Apresenta-se aqui um resumo das propriedades propostas para um grafo 〈δ0, T, δ1〉 :
V →V e posśıveis interpretações em Set.

• Reflexividade

– há pelo menos uma endoaresta por nodo;

• Monorreflexividade

– há no máximo uma endoaresta por nodo;

• Isorreflexividade

– há exatamente uma endoaresta por nodo;

• Correflexividade

– há somente endoarestas;

– toda aresta é endoaresta;

• Irreflexividade

– não há endoarestas;

• Pseudo-simetria

– para cada aresta num sentido, existe pelo menos uma no sentido oposto;

– com qualquer aresta com origem num nodo, é posśıvel criar pelo menos
um caminho de tamanho dois desse nodo para ele mesmo;

• Simetria

– entre dois nodos, a quantidade de arestas nos dois sentidos é a mesma;

• Anti-simetria

– entre dois nodos quaisquer, se há arestas nos dois sentidos, então os nodos
são o mesmo;

– entre dois nodos distintos, se há arestas, então são todas no mesmo sen-
tido;

– os únicos caminhos de tamanho dois de um nodo para ele mesmo, caso
existam, são constituidos somente por endoarestas;

• Anti-simetria forte
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– entre dois nodos quaisquer, se há arestas nos dois sentidos, então as ares-
tas são a mesma (e, conseqüentemente, os nodos também são o mesmo);

– o único caminho de tamanho dois de um nodo para ele mesmo, se existe,
é constituido por uma única endoaresta (em seqüência consigo mesma);

• Assimetria

– entre dois nodos quaisquer, se há aresta num sentido, então não há aresta
no sentido oposto;

• Conexividade

– entre dois nodos distintos existe pelo menos uma aresta em pelo menos
um sentido;

• Transitividade

– para cada caminho de tamanho dois, existe pelo menos uma aresta com
origem igual à do caminho e destino igual ao do caminho;

• Monotransitividade

– para cada caminho de tamanho dois, existe pelo menos uma aresta com
origem igual à do caminho e destino igual ao do caminho e há pelo menos
tantas arestas com essa origem e esse destino quantos são os caminhos
(de tamanho dois) com essa origem e com esse destino;

• Densidade

– para cada aresta, existe pelo menos um caminho de tamanho dois com
mesma origem dessa aresta e mesmo destino dessa aresta;

• Euclideanidade

– se existem duas arestas com mesma origem, então existem pelo menos
duas arestas entre seus destinos, uma em cada sentido.

8.3 Definições Algébricas — Multirrelações

Todas as propriedades de grafos propostas acima, são propostas algebricamente
aqui para uma endomultirrelação m :A→A. Novamente, quando houver mais de
uma definição, elas são equivalentes.

• reflexividade
(∀a ∈ A)(am̂a 6= 0)
(∀a, b ∈ A)(a = b −→ am̂b 6= 0)

• monorreflexividade
(∀a ∈ A)(am̂a ≤ 1)
(∀a, b ∈ A)(a = b −→ am̂b ≤ 1)
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• isorreflexividade
(∀a ∈ A)(am̂a = 1)
(∀a, b ∈ A)(a = b −→ am̂b = 1)

• correflexividade
(∀a, b ∈ A)(am̂b 6= 0 −→ a = b)

• irreflexividade
(∀a ∈ A)(am̂a = 0)
(∀a, b ∈ A)(a = b −→ am̂b = 0)

• pseudo-simetria
(∀a, b ∈ A)(am̂b 6= 0 −→ bm̂a 6= 0)

• simetria
(∀a, b ∈ A)(am̂b = bm̂a)

• anti-simetria
(∀a, b ∈ A)(am̂b 6= 0 ∧ bm̂a 6= 0 −→ a = b)

• anti-simetria forte
(∀a, b ∈ A)(am̂b 6= 0 ∧ bm̂a 6= 0 −→ a = b ∧ am̂a = 1)

• assimetria
(∀a, b ∈ A)(am̂b 6= 0 −→ bm̂a = 0)

• conexividade
(∀a, b ∈ A)(am̂b 6= 0 ∨ bm̂a 6= 0 ∨ a = b)
(∀a, b ∈ A)(a 6= b −→ am̂b 6= 0 ∨ bm̂a 6= 0)
(∀a, b ∈ A)(am̂b = 0 ∧ bm̂a = 0 −→ a = b)

• transitividade
(∀a, b, c ∈ A)(am̂b 6= 0 ∧ bm̂c 6= 0 −→ am̂c 6= 0)

• monotransitividade
(∀a, b1, b2, c ∈ A)

(am̂b1 6= 0 ∧ b1m̂c 6= 0 −→ am̂c 6= 0 ∧ (am̂b2 6= 0 ∧ b2m̂c 6= 0 −→ b2 = b1))
(∀a, b, c ∈ A)

(am̂b 6=0 ∧ bm̂c 6=0→ am̂c 6=0 ∧ (∀b2∈A)(am̂b2 6=0 ∧ b2m̂c 6=0→ b2 =b))

• densidade
(∀a, b ∈ A)(am̂b 6= 0 −→ (∃z ∈ A)(am̂z 6= 0 ∧ zm̂b 6= 0))

• Euclideanidade
(∀a, b, c ∈ A)(am̂b 6= 0 ∧ am̂c 6= 0 −→ bm̂c 6= 0)

8.4 Dependência

Este caṕıtulo propõe caracterizações de propriedades para grafos quando vistos
como endospans. Todas essas propriedades são diretamente inspiradas nas proprie-
dades de endorrelações apresentadas e propostas no caṕıtulo 7.
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Neste caṕıtulo, também se apresenta a relação de dependência que se pode esta-
belecer entre as definições das propriedades, os cálculos e as construções de Teoria
das Categorias. A Figura 8.13 (rotacionada) mostra essa relação. Nota-se que a
Conexividade depende da Irreflexividade. Pode-se usar a Irreflexividade (def. 8.5)
de grafos. Entretanto, usar a Irreflexividade (def. 7.4) de endorrelações é sufici-
ente. Isso pode ser vantajoso em algumas situações. Por exemplo, na categoria Set,
para um conjunto finito A, a quantidade de grafos neste conjunto é infinita, mas a
quantidade de endorrelações é finita. Na Figura, a seta tracejada indica que a Co-
nexividade (def. 8.12) pode depender da Irreflexividade (def. 7.4) de endorrelações,
que aparece na relação de dependência da Figura 7.13.
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Figura 8.13: Relação de Dependência.

aVer explicação em 8.4.



91

9 COMPOSIÇÃO DE SPANS

Neste caṕıtulo, apresenta-se o span identidade de cada objeto de uma catego-
ria, que é único a menos de equivalência de spans, e a operação de composição de
spans1 que, também a menos de equivalência de spans, é uma operação binária par-
cial entre spans em uma categoria. Também são apresentadas e provadas algumas
propriedades dessa composição, como, por exemplo, associatividade e existência de
identidade.

Embora não faça parte dos objetivos deste trabalho, apresenta-se também o
produto binário de spans, pois prova-se uma propriedade que envolve a composição
de spans e o produto binário de spans. Uma aplicação para essa propriedade é
apresentada no caṕıtulo 12.

9.1 Identidade

Definição 9.1 (Span Identidade) Seja A um objeto qualquer, o span identidade
de A é 〈idA, A, idA〉 :A→A.

O span identidade de A pode ser denotado também por idA. Assim, idA =
〈idA, A, idA〉 : A → A. Neste trabalho, usa-se idA tanto para morfismos, quanto
para spans, sem necessariamente se indicar se se trata de morfismo ou de span.
Geralmente isso pode ser entendido pelo contexto. Quando não pode, é indicado
explicitamente.

O span identidade é único a menos de equivalência de spans. Ou seja, qualquer
span equivalente a um span identidade do objeto A também pode ser considerado
um span identidade do objeto A.

Exemplo 9.2 (Span Identidade, a menos de equivalência) O exemplo 3.11
mostra a categoria X or e todos os spans nessa categoria. Tanto o span 〈0, 0〉 quanto
o span 〈1, 1〉 são identidade do objeto Xor, pois o morfismo 0 é identidade desse
objeto e ambos spans são equivalentes via morfismo 1.

9.2 Composição

Definição 9.3 (Composição de Spans) (Ver Figura 9.1) Sejam dois spans d =
〈d0, D, d1〉 : A→ B e e = 〈e0, E, e1〉 : B→ C. A composição de d com e é e◦d =
〈d0 ◦p0, P, e1 ◦p1〉 : A → C, onde P , p0 e p1 fazem parte do produto fibrado dos
morfismos d1 e e0 e são tais que d1◦p0 = e0◦p1.
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Figura 9.1: Composição de Spans.

A composição de spans somente é aplicada a dois spans cujo destino do primeiro
coincida com a origem do segundo.

O span resultante da composição pode ser diferente, caso se escolha um produto
fibrado diferente. Entretanto, como os produtos fibrados são isomorfos, os spans

resultantes são equivalentes. Por esse motivo, a composição de dois spans é única
a menos de equivalência de spans e pode, portanto, ser considerada uma operação
binária (parcial) entre spans.

Exemplo 9.4 (Composição de spans) A Figura 9.2 apresenta uma categoria
e a Figura 9.3 apresenta todos os oito spans nessa categoria. Por simplicidade,
um span 〈f, g〉 nessa Figura é representado simplesmente por fg. Nesse exemplo,
qualquer span é equivalente somente a si próprio. A Figura 9.3 também apresenta a
táboa de composições de todos esses spans. Nessa táboa, um h́ıfem (-) significa que
a composição não é definida pois os spans não são compońıveis (a origem do segundo
não coincide com o destino do primeiro) enquanto um dois-pontos (:) significa que,
embora os spans sejam compońıveis, sua composição não é definida pois não existe
o produto fibrado necessário — nesses quatro casos, não existe o produto fibrado do
morfismo z consigo mesmo na categoria da Figura 9.2.

GFED@ABCA
a &&

x
//GFED@ABCB

bxx

z

LL

obj. id.
A a
B b

◦ a x b z
a a - - -
x x - - -
b - x b z
z - x z z

Figura 9.2: Categoria.

Exemplo 9.5 (Composição de spans na categoria X or) O exemplo 3.11 apre-
senta a categoria X or e todos os spans nessa categoria. A Figura 9.4 (esquerda)
apresenta a táboa de composições de todos esses spans. Como, nessa categoria, o
span 〈0, 0〉 é equivalente ao span 〈1, 1〉, na táboa, qualquer ocorrência de um pode
ser substitúıda pelo outro. O mesmo vale para os spans equivalentes 〈0, 1〉 e 〈1, 0〉.
Observa-se, inclusive, que linhas de spans equivalentes são iguais a menos de equi-
valência de spans. O mesmo vale para colunas. Portanto, uma táboa de composições
de spans pode ser representada usando-se apenas um span representativo de cada
classe de equivalência, como feito na mesma Figura (direita).

1Como em (BÉNABOU, 1967).
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GFED@ABCA
aa &&

ax
33GFED@ABCB

bb

�� bzxx

zb

ll

zz

YY

xx

LL

xass

◦ aa ax xa xx bb bz zb zz
aa aa - xa - - - - -
ax ax - xx - - - - -
xa - aa - xa xa xa xa xa
xx - ax - xx xx xx xx xx
bb - ax - xx bb bz zb zz
bz - ax - xx bz bz zz zz
zb - ax - xx zb : zb :
zz - ax - xx zz : zz :

Figura 9.3: Todos os spans na categoria acima e a táboa de composições de spans.

◦ 〈0, 0〉 〈0, 1〉 〈1, 0〉 〈1, 1〉
〈0, 0〉 〈0, 0〉 〈0, 1〉 〈0, 1〉 〈0, 0〉
〈0, 1〉 〈0, 1〉 〈0, 0〉 〈0, 0〉 〈0, 1〉
〈1, 0〉 〈0, 1〉 〈0, 0〉 〈0, 0〉 〈0, 1〉
〈1, 1〉 〈0, 0〉 〈0, 1〉 〈0, 1〉 〈0, 0〉

◦ 〈0, 0〉 〈0, 1〉
〈0, 0〉 〈0, 0〉 〈0, 1〉
〈0, 1〉 〈0, 1〉 〈0, 0〉

Figura 9.4: Táboa de composições dos spans da categoria X or.

9.3 Propriedades da Composição de Spans

9.3.1 Não Fechada

A composição de spans não está necessariamente definida para quaisquer dois
spans cujo destino do primeiro coincida com a origem do segundo, pois depende da
existência de produto fibrado.

Exemplo 9.6 (Composição de spans não é fechada) O exemplo 9.4 mostra
uma categoria e todos os spans nessa categoria bem como a táboa de composições de
spans, que não é totalmente definida para todos os spans compońıveis e, portanto,
a operação não é fechada.

9.3.2 Associativa

Sejam três spans e = 〈e0, E, e1〉 :A→B, f = 〈f0, F, f1〉 :B→C e g = 〈g0, G, g1〉 :
C→D. A composição de spans, se existe, é associativa (a menos de equivalência
de spans), ou seja, (g◦f)◦e = g◦(f ◦e) e pode, portanto, ser representada sem a
necessidade de parênteses: g◦f ◦e. Isso porque o produto fibrado é associativo, a
menos de isomorfismo.

Prova: Produto fibrado é associativo a menos de isomorfismo.

Sejam, como na Figura 9.5,

(i) K, k0 e k1 o produto fibrado de e1 e f0 tais que e1◦k0 = f0◦k1;

(ii) L, l0 e l1 o produto fibrado de f1 e g0 tais que f1◦l0 = g0◦l1;

(iii) M , m0 e m1 o produto fibrado de f1◦k1 e g0 tais que (f1◦k1)◦m0 = g0◦m1;

(iv) N , n0 e n1 o produto fibrado de e1 e f0◦l0 tais que e1◦n0 = (f0◦l0)◦n1.
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Figura 9.5: Associatividade do produto fibrado e da composição de spans.

Mostra-se2 um isomorfismo x :N→M tal que k0◦m0◦x = n0 e m1◦x = l1◦n1.
A demonstração é feita a seguir. Nas tabelas, à direita de cada implicação, há uma
breve justificativa.
A partir de (iv),
e1◦n0 = f0◦l0◦n1 =⇒ induzido por (i)
(∃!r :N→K)
(k0◦r = n0 ∧ k1◦r = l0◦n1) Fato 1.

De forma similar, a partir de (iii), encontra-se
(∃!s :M→L)
(l0◦s = k1◦m0 ∧ l1◦s = m1) Fato 2.

A partir de (ii),
f1◦l0 = g0◦l1 =⇒ compondo n1

f1◦l0◦n1 = g0◦l1◦n1 =⇒ k1◦r = l0◦n1 (do fato 1)
f1◦k1◦r = g0◦l1◦n1 =⇒ induzido por (iii)
(∃!x :N→M)
(m0◦x = r ∧ m1◦x = l1◦n1) Fato 3.

De forma similar, a partir de (i), encontra-se
(∃!y :M→N)
(n0◦y = k0◦m0 ∧ n1◦y = s) Fato 4.

Agora, mostra-se que x é isomorfismo. Considera-se,
k0◦m0◦x◦y = k0◦m0◦x◦y =⇒ m0◦x = r (do fato 3)
k0◦m0◦x◦y = k0◦r◦y =⇒ k0◦r = n0 (do fato 1)
k0◦m0◦x◦y = n0◦y =⇒ n0◦y = k0◦m0 (do fato 4)
k0◦m0◦x◦y = k0◦m0 Fato 5.

e,
k1◦m0◦x◦y = k1◦m0◦x◦y =⇒ m0◦x = r (do fato 3)
k1◦m0◦x◦y = k1◦r◦y =⇒ k1◦r = l0◦n1 (do fato 1)
k1◦m0◦x◦y = l0◦n1◦y =⇒ n1◦y = s (do fato 4)
k1◦m0◦x◦y = l0◦s =⇒ l0◦s = k1◦m0 (do fato 2)
k1◦m0◦x◦y = k1◦m0 Fato 6.

2Inspirando-se na prova que a composição binária de arestas de grafos é associativa a menos
de isomorfismo presente em (HOFF; ROGGIA; MENEZES, 2004) que, por sua vez, é inspirada
na prova que composição de morfismos parciais é associativa a menos de isomorfismo presente em
(ROGGIA, 2001).
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Dos fatos 5 e 6,
k0◦m0◦x◦y = k0◦m0 ∧ k1◦m0◦x◦y = k1◦m0 =⇒ 〈k0, k1〉 é par mono
m0◦x◦y = m0 Fato 7.

Considera-se,
m1◦x◦y = m1◦x◦y =⇒ m1◦x = l1◦n1 (do fato 3)
m1◦x◦y = l1◦n1◦y =⇒ n1◦y = s (do fato 4)
m1◦x◦y = l1◦s =⇒ l1◦s = m1 (do fato 2)
m1◦x◦y = m1 Fato 8.

Dos fatos 7 e 8,
m0◦x◦y = m0 ∧ m1◦x◦y = m1 =⇒ 〈m0, m1〉 é par mono
x◦y = idM Fato 9.

De forma similar, encontra-se
y◦x = idN Fato 10.

Pelos fatos 9 e 10, como x é retração e x é seção, portanto x é isomorfismo.
Finalmente,
k0◦m0◦x = k0◦m0◦x e m0◦x = r (do fato 3)
m1◦x = m1◦x =⇒ m1◦x = l1◦n1 (do fato 3)
k0◦m0◦x = k0◦r e k0◦r = n0 (do fato 1)
m1◦x = l1◦n1 =⇒
k0◦m0◦x = n0 e
m1◦x = l1◦n1

E, portanto, o produto fibrado é associativo a menos de isomorfismo.

�

Com isso, é fácil verificar que os spans são equivalentes via esse isomorfismo x.

9.3.3 Identidade — Elemento Neutro

Os spans identidade atuam similarmente a elementos neutros na composição de
spans da seguinte forma: seja 〈e0, E, e1〉 :A→B um span, 〈e0, E, e1〉◦〈idA, A, idA〉 =
〈e0, E, e1〉 e 〈e0, E, e1〉 = 〈idB, B, idB〉◦〈e0, E, e1〉, ambas igualdades a menos de
equivalência de spans.

Apresenta-se, aqui, a prova que 〈e0, E, e1〉◦〈idA, A, idA〉 = 〈e0, E, e1〉.
Prova. Sejam, como na Figura 9.6, P , p0 e p1 o produto fibrado de idA e e0
tais que idA ◦p0 = e0 ◦p1. Como produto fibrado transfere isomorfismo, pode-se
considerar P = E, p1 = idE e p0 = e0. E o span resultante da composição é
〈idA◦e0, E, e1◦idE〉 = 〈e0, E, e1〉.

�

A A B

A
idA

__@@@@@@@ idA

??~~~~~~~
E

e0

__@@@@@@@ e1

>>~~~~~~~

P

p0

__@@@@@@@ p1

??~~~~~~~

Figura 9.6: Identidade na composição de spans.

A prova que 〈e0, E, e1〉 = 〈idB, B, idB〉◦〈e0, E, e1〉 é similar.
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Observa-se que não existe um elemento neutro para todas os spans, mas para
cada span existe um “elemento neutro” à esquerda e um à direita.

9.3.4 Nao Idempotente

No geral, a composição de spans não é idempotente, ou seja, dado um endospan
x = 〈x0, x1〉 :A→A, x◦x 6= x.

Exemplo 9.7 (Composição de spans não é idempotente) A Figura 9.7 (es-
querda) apresenta um endospan 〈x, x〉 :A→A em Set. A mesma Figura (direita)
apresenta a composição 〈x, x〉◦〈x, x〉 = 〈y, y〉 que não é equivalente a 〈x, x〉.
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// 33gggggggggg
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a

Y

00
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A
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77oooooooooo
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Figura 9.7: Composição de spans não é idempotente.

9.4 Autocomposição de Spans

O fato da composição de spans ser associativa e não ser idempotente, motiva
o uso da notação de potência para a composição de um endospan consigo mesmo:
x2 = x◦x, x3 = x◦x◦x e assim sucesivamente.

Definição 9.8 (Autocomposição de Spans) Sejam um endospan 〈x0, x1〉 :A→
A e n ∈ N.

〈x0, x1〉
n =

{
〈idA, idA〉 se n = 0
〈x0, x1〉◦〈x0, x1〉

n−1 se n > 0

9.5 Produto de Spans

Embora não faça parte dos objetivos deste trabalho, apresenta-se aqui o produto
binário de spans, pois prova-se uma propriedade deste produto em conjunto com a
composição de spans. Essa propriedade é aplicada a LTS no caṕıtulo 12.

Definição 9.9 (Produto Binário de Spans) (Ver Figura 9.8) Sejam dois spans

quaisquer d = 〈d0, D, d1〉 :A→B e p = 〈p0, P, p1〉 :M →N . O produto binário
dos spans d e p é d×p = 〈d0×p0, D×P, d1×p1〉 :A×M→B×N calculado com
os respectivos produtos dos objetos suporte, origem e destino e com os respectivos
produtos de morfismo das projeções.

Assim como a composição de spans, o produto binário de spans é uma operação
a menos de equivalência de spans.
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A A×M
πAoo πM //M

D

d0

OO

d1

��

D×P
πDoo πP //

d0×p0

OO

d1×p1

��

P

p0

OO

p1

��
B B×NπB

oo
πN

// N

Figura 9.8: Produto binário de spans.

9.6 Propriedades Envolvendo a Composição de Spans e o
Produto de Spans

9.6.1 Não Distributivo

No geral, o produto de spans não se distribui sobre a composição de spans, ou
seja, dados spans d :A→B, e :X→ Y e f : Y → Z, d×(f ◦e) 6= (d×f)◦(d×e) e
(f ◦e)×d 6= (f×d)◦(e×d).

Exemplo 9.10 (Produto não se distribui sobre a composição) A Figura 9.9
apresenta os dois spans em Set r = 〈r0, R, r1〉 :A→A e s = 〈s0, S, s1〉 :A→A. A
Figura 9.10 apresenta r×(s◦r) = 〈x0, X, x1〉 :A×A→A×A (esquerda) e (r×s)◦(r×r) =
〈∅,∅,∅〉 :A×A→A×A (direita), que não são equivalentes.
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oo
++WWWWWWWWWW

A

1
2

S

a

b

A
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s0 s1

oo

oo ++WWWWWWWWWW 33gggggggggg

Figura 9.9: Spans em Set.

A×A

11
12
21
22

X

z

A×A

11
12
21
22

x0 x1

ggOOOOOOOOOO
33ggggggggg

A×A
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12
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∅
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12
21
22

∅ ∅

Figura 9.10: Não distributividade.

Verificar se a composição de spans se distribui sobre o produto de spans não
é necessário pois, para spans x, y e z, no geral, em um dos lados da igualdade
x◦(y×z) = (x◦y)×(x◦z) ou da igualdade (y×z)◦x = (y◦x)×(z◦x), os spans não
são compońıveis.

9.6.2 Lei do Intercâmbio

Sejam quatro spans d = 〈d0, D, d1〉 : A→ B, e = 〈e0, E, e1〉 : B → C, v =
〈v0, V, v1〉 : X → Y e w = 〈w0,W,w1〉 : Y → Z. A lei do intercâmbio entre
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composição de spans e produto de spans vale, a menos de equivalência de spans, ou
seja, (e◦d)×(w◦v) = (e×w)◦(d×v).
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Figura 9.11: Lei do intercâmbio para produto fibrado e produto de morfismos e para
composição de spans e produto de spans.

Prova: Lei do intercâmbio entre composição de spans e produto

binário de spans.

Sejam, como na Figura 9.11,

(i) A×X, πA e πX são produto de A e X;

(ii) C×Z, πC e πZ são produto de C e Z;

(iii) F , f0 e f1 são produto fibrado de d1 e e0, tais que d1◦f0 = e0◦f1;

(iv) U , u0 e u1 são produto fibrado de v1 e w0, tais que v1◦u0 = w0◦u1;

(v) F×U , πF e πU são produto de F e U ;

(vi) i0 é produto de d0◦f0 e v0◦u0 e é tal que πA◦i0 = d0◦f0◦πF e πX◦i0 = v0◦u0◦πU ;

(vii) i1 é produto de e1◦f1 e w1◦u1 e é tal que πC◦i1 = e1◦f1◦πF e πZ◦i1 = w1◦u1◦πU ;

(viii) D×V , πD e πV são produto de D e V ;

(ix) E×W , πE e πW são produto de E e W ;

(x) B×Y , πB e πY são produto de B e Y ;
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(xi) j0 é produto de d0 e v0 e é tal que πA◦j0 = d0◦πD e πX ◦j0 = v0◦πV ;

(xii) j1 é produto de d1 e v1 e é tal que πB◦j1 = d1◦πD e πY ◦j1 = v1◦πV ;

(xiii) k0 é produto de e0 e w0 e é tal que πB◦k0 = e0◦πE e πY ◦k0 = w0◦πW ;

(xiv) k1 é produto de e1 e w1 e é tal que πC◦k1 = e1◦πE e πZ◦k1 = w1◦πW ;

(xv) M , m0 e m1 são produto fibrado de j1 e k0, tais que j1◦m0 = k0◦m1.

Mostra-se um isomorfismo η :M→F×U tal que i0◦η = j0◦m0 e i1◦η = k1◦m1.
A demonstração é feita a seguir. Nas tabelas, à direita de cada implicação, há uma
breve justificativa.
Considera-se,
f0◦πF e u0◦πU =⇒ induzido por (viii)
(∃!α :F×U→D×X)
(πD◦α = f0◦πF ∧ πV ◦α = u0◦πU) Fato 1.

De forma similar, encontra-se
(∃!β :F×U→E×W )
(πE◦β = f1◦πF ∧ πW ◦β = u1◦πU) Fato 2.
(∃!γ :F×U→B×Y )
(πB◦γ = d1◦f0◦πF ∧ πY ◦γ = v1◦u0◦πU) Fato 3.

Considera-se,
πB◦j1◦α = πB◦j1◦α e πB◦j1 = d1◦πD (de (xii))
πY ◦j1α = πY ◦j1◦α =⇒ πY ◦j1 = v1◦πV (de (xii))
πB◦j1◦α = d1◦πD◦α e πD◦α = f0◦πF (do fato 1)
πY ◦j1◦α = v1◦πV ◦α =⇒ πV ◦α = u0◦πU (do fato 1)
πB◦j1α = d1◦f0◦πF e πB◦γ = d1◦f0◦πF (do fato 3)
πY ◦j1α = v1◦u0◦πU =⇒ πY ◦γ = v1◦u0◦πU (do fato 3)
πB◦j1◦α = πB◦γ e 〈πB, πY 〉 é par mono
πY ◦j1◦α = πY ◦γ =⇒
j1◦α = γ Fato 4.

De forma similar, encontra-se
k0◦β = γ Fato 5.

Dos fatos 4 e 5,
j1◦α = k0◦β =⇒ induzido por (xv)
(∃!δ :F×U→M)
(m0◦δ = α ∧ m1◦δ = β) Fato 6.

Considera-se,
d1◦πD◦m0 = d1◦πD◦m0 =⇒ πB◦j1 = d1◦πD (de (xii))
d1◦πD◦m0 = πB◦j1◦m0 =⇒ j1◦m0 = k0◦m1 (de (xv))
d1◦πD◦m0 = πB◦k0◦m1 =⇒ πB◦k0 = e0◦πE (de (xiii))
d1◦πD◦m0 = e0◦πE◦m1 =⇒ induzido por (iii)
(∃!ǫ :M→F )
(f0◦ǫ = πD◦m0 ∧ f1◦ǫ = πE◦m1) Fato 7.

De forma similar, encontra-se
(∃!ζ :M→U)
(u0◦ζ = πV ◦m0 ∧ u1◦ζ = πW ◦m1) Fato 8.

Considera-se,
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ǫ e ζ =⇒ induzido por (v)
(∃!η :M→F×U)
(πF ◦η = ǫ ∧ πU ◦η = ζ) Fato 9.

Agora, mostra-se que η é isomorfismo. Considera-se,
f0◦πF ◦η◦δ = f0◦πF ◦η◦δ e πF ◦η = ǫ (do fato 9)
f1◦πF ◦η◦δ = f1◦πF ◦η◦δ =⇒
f0◦πF ◦η◦δ = f0◦ǫ◦δ e f0◦ǫ = πD◦m0 (do fato 7)
f1◦πF ◦η◦δ = f1◦ǫ◦δ =⇒ f1◦ǫ = πE◦m1 (do fato 7)
f0◦πF ◦η◦δ = πD◦m0◦δ e m0◦δ = α (do fato 6)
f1◦πF ◦η◦δ = πE◦m1◦δ =⇒ m1◦δ = β (do fato 6)
f0◦πF ◦η◦δ = πD◦α e πD◦α = f0◦πF (do fato 1)
f1◦πF ◦η◦δ = πE◦β =⇒ πE◦β = f1◦πF (do fato 2)
f0◦πF ◦η◦δ = f0◦πF e 〈f0, f1〉 é par mono
f1◦πF ◦η◦δ = f1◦πF =⇒
πF ◦η◦δ = πF Fato 10.

De forma similar,
πU ◦η◦δ = πU Fato 11.

Dos fatos 10 e 11,
πF ◦η◦δ = πF e πU ◦η◦δ = πU =⇒ 〈πF , πU 〉 é par mono
η◦δ = idF×U Fato 12.

Considera-se,
πD◦m0◦δ◦η = πD◦m0◦δ◦η e m0◦δ = α (do fato 6)
πV ◦m0◦δ◦η = πV ◦m0◦δ◦η =⇒
πD◦m0◦δ◦η = πD◦α◦η e πD◦α = f0◦πF (do fato 1)
πV ◦m0◦δ◦η = πV ◦α◦η =⇒ πV ◦α = u0◦πU (do fato 1)
πD◦m0◦δ◦η = f0◦πF ◦η e πF ◦η = ǫ (do fato 9)
πV ◦m0◦δ◦η = u0◦πU ◦η =⇒ πU ◦η = ζ (do fato 9)
πD◦m0◦δ◦η = f0◦ǫ e f0◦ǫ = πD◦m0 (do fato 7)
πV ◦m0◦δ◦η = u0◦ζ =⇒ u0◦ζ = πV ◦m0 (do fato 8)
πD◦m0◦δ◦η = πD◦m0 e 〈πD, πV 〉 é par mono
πV ◦m0◦δ◦η = πV ◦m0 =⇒
m0◦δ◦η = m0 Fato 13.

De forma similar, encontra-se
m1◦δ◦η = m1 Fato 14.

Dos fatos 13 e 14,
m0◦δ◦η = m0 e m1◦δ◦η = m1 =⇒ 〈m0, m1〉 é par mono
δ◦η = idM Fato 15.

Pelos fatos 12 e 15, como η é seção e η é retração, portanto η é isomorfismo.
Finalmente,
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πA◦i0◦η = πA◦i0◦η e πA◦i0 = d0◦f0◦πF (de (vi))
πX ◦i0◦η = πX ◦i0◦η =⇒ πX ◦i0 = v0◦u0◦πU (de (vi))
πA◦i0◦η = d0◦f0◦πF ◦η e πF ◦η = ǫ (do fato 9)
πX ◦i0◦η = v0◦u0◦πU ◦η =⇒ πU ◦η = ζ (do fato 9)
πA◦i0◦η = d0◦f0◦ǫ e f0◦ǫ = πD◦m0 (do fato 7)
πX ◦i0◦η = v0◦u0◦ζ =⇒ u0◦ζ = πV ◦m0 (do fato 8)
πA◦i0◦η = d0◦πD◦m0 e πA◦j0 = d0◦πD (de (xi))
πX ◦i0◦η = v0◦πV ◦m0 =⇒ πX ◦j0 = v0◦πV (de (xi))
πA◦i0◦η = πA◦j0◦m0 e 〈πA, πX〉 é par mono
πX ◦i0◦η = πX ◦j0◦m0 =⇒
i0◦η = j0◦m0 Fato 16.

De forma similar,
i1◦η = k1◦m1 Fato 17.

Com os fatos 16 e 17, vê-se que os resultados são isomorfos e, portanto, os spans

são equivalentes.

�
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10 COMPOSIÇÃO DE MULTIRRELAÇÕES COMO

COMPOSIÇÃO DE SPANS

10.1 A Composição de Spans expressa a Composição de
Multirrelações

Sejam 〈m0,M,m1〉 : A→ B e 〈n0, N, n1〉 : B → C dois spans em Set que
expressam multirrelações binárias compońıveis m : A → B e n : B → C. O
span composto 〈n0, N, n1〉◦〈m0,M,m1〉 :A→C expressa justamente a multirrelação
composta n◦m :A→C.

A B C

M

m0

``AAAAAAAA
m1

>>}}}}}}}}
N

n0

``AAAAAAA
n1

>>~~~~~~~

P

p0

``AAAAAAAA
p1

>>~~~~~~~~
p2

SS

p3

KK

Figura 10.1: Composição de spans que expressam multirrelações.

Prova: Composição de spans expressa composição de multirrelações.

Sejam, como na figura 10.1,

(i) 〈m0,M,m1〉 :A→B expressa a multirrelação m :A→B, ou seja, para quais-
quer a ∈ A e b ∈ B, am̂b = #{x ∈M | m0(x) = a ∧m1(x) = b};

(ii) 〈n0, N, n1〉 :B→C expressa a multirrelação n :B→C, ou seja, para quaisquer
b ∈ B e c ∈ C, bn̂c = #{y ∈ N | n0(y) = b ∧ n1(y) = c};

(iii) 〈p2, P, p3〉 : A→ C = 〈n0, N, n1〉◦〈m0,M,m1〉 : A→ C onde p2 = m0◦p0 e
p3 = n1◦p1, sendo P , p0 e p1 o P.F. de m1 e n0 tais que m1◦p0 = n0◦p1.

Para se mostrar que o span 〈p2, P, p3〉 :A→C realmente expressa a multirrelação
n◦m : A→ C, mostra-se que, para quaisquer a ∈ A e c ∈ C, a cardinalidade do
conjunto Pa,c = {z ∈ P | p2(z) = a ∧ p3(z) = c} é igual a an̂◦mc.
Como, em Set, o P.F. pode ser definido por um conjunto de pares1, cada z ∈ P é
um par z = 〈x, y〉 e, portanto, tem-se

Pa,c = {〈x, y〉 ∈ P | p2(〈x, y〉) = a ∧ p3(〈x, y〉) = c}

1Em Set, o P.F. de duas funções f : R→T e g : S→T é dados por Q, q0 : Q→R e q1 : Q→S,
onde Q = {〈i, j〉 ∈ R×S | f(i) = g(j)} e, para qualquer 〈i, j〉 ∈ Q, q0(〈i, j〉) = i e q1(〈i, j〉) = j.
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e, devido a todos os fatos presentes em (iii), tem-se

Pa,c = {〈x, y〉 ∈M×N | m0(x) = a ∧ n1(y) = c ∧ m1(x) = n0(y)}

Agora, para cada a ∈ A, b ∈ B e c ∈ C, considera-se o conjunto

Ka,b,c = {〈x, y〉 ∈M×N | m0(x) = a ∧m1(x) = b ∧ n0(y) = b ∧ n1(y) = c}

Fica claro que, para cada a ∈ A e c ∈ C,

Pa,c =
⋃

b∈B

Ka,b,c e, portanto, #Pa,c = #
⋃

b∈B

Ka,b,c

Também fica claro que, para quaisquer b, d ∈ B, se b 6= d, então Ka,b,c ∩Ka,d,c = ∅
sendo, assim, disjuntos2.
Como #Pa,c = #

⋃
b∈B Ka,b,c e como os conjuntos Ka,b,c são dois a dois disjuntos,

pela cardinalidade de conjuntos disjuntos,

#Pa,c =
∑

b∈B

#Ka,b,c

O conjunto Ka,b,c pode ser reescrito como um produto cartesiano e, assim,

#Pa,c =
∑

b∈B

#({x ∈M | m0(x) = a∧m1(x) = b}×{y ∈ N | n0(y) = b∧n1(y) = c})

e, pela cardinalidade do produto cartesiano,

#Pa,c =
∑

b∈B

(#{x ∈M | m0(x) = a∧m1(x) = b}·#{y ∈ N | n0(y) = b∧n1(y) = c})

Por fim, usando (i) e (ii),

#Pa,c =
∑

b∈B

((am̂b) · (bn̂c))

e, pela definição de composição de multirrelações,

#Pa,c = an̂◦mc

�

Exemplo 10.1 (Composição de spans e de multirrelações) Os spans em Set
〈m0,M,m1〉 :A→B e 〈n0, N, n1〉 :B→C da Figura 10.2 expressam respectivamente
as multirrelações m :A→B e n :B→C em Set da Figura 10.4. A Figura 10.3 mostra
o span resultante da composição dos spans 〈m0,M,m1〉 :A→B e 〈n0, N, n1〉 :B→C.
Esse span resultante expressa a multirrelação n◦m :A→C, também na Figura 10.4.

2Entretanto, pode ocorrer Ka,b,c = ∅ para algum b ∈ B e, portanto, não se pode dizer que
{Ka,b,c | a ∈ A ∧ c ∈ C} seja uma partição de Pa,c.
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Figura 10.2: Spans que expressam multirrelações em Set.
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Figura 10.3: Spans resultante da composição.
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Figura 10.4: Composição de multirrelações.

10.2 A Composição de Spans não expressa a Composição

de Relações

Como a composição de spans expressa a composição de multirrelações, pelo
exemplo 2.19, é imediato que a composição de spans não expressa a composição
de relações. Mesmo que dois spans expressem relações, eles também expressam mul-
tirrelações e sua composição expressa a multirrelação composta que, no geral, não é
igual à relação composta.

Há várias alternativas de soluções para este problema na literatura3. Entretanto,
neste trabalho, composição de relações através de composição de spans não é tratada.

3Por exemplo, em (FREYD; SCEDROV, 1990), define-se um tipo de morfismo chamado cover e,
após o P.F. da composição, deve-se achar um cover do objeto suporte para o suporte de outro span

que comute um determinado diagrama. Se existir tal cover, o span envolvido expressa a relação
composta procurada. Outro exemplo está em (MILIUS, 2000) onde define-se uma adjunção entre
a categoria das relações e a categoria dos spans. A imagem do span resultante da composição
através dos funtores da adjunção é a relação composta procurada.
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10.3 Composição de Multirrelações Estendidas

Em Set, nem todo span expressa uma multirrelação. Muitos expressam multir-
relações estentidas. Compondo-se spans que expressam multirrelações estendidas,
obtém-se outro span que também expressa uma multirrelação estendida.

Assumindo-se o axioma da escolha4, a composição de multirrelações estendidas
expressa pela composição de spans quaisquer pode ser definida algebricamente da
mesma forma que a composição de multirrelações, como na definição 2.14, entre-
tanto, as operações de multiplicação e adição devem ser definidas para a coleção de
todos os cardinais, da seguinte maneira5:

• a adição é definida, para quaisquer cardinais α e β, como






α + β se α ∈ N ∧ β ∈ N
α se α /∈ N ∧ α ≥ β
β se β /∈ N ∧ β ≥ α

• a multiplicação é definida, para quaisquer cardinais α e β, como






0 se α = 0 ∨ β = 0
α · β se α ∈ N− {0} ∧ β ∈ N− {0}
α se α /∈ N ∧ α ≥ β ∧ β 6= 0
β se β /∈ N ∧ β ≥ α ∧ α 6= 0

Não se assumindo o axioma da escolha, essa definição algébrica não é posśıvel
pois não se pode comparar quaisquer dois cardinais α e β infinitos.

4O que permite se comparar a cardinalidade de quaisquer dois conjuntos e, caso sejam diferentes,
permite se saber qual é maior.

5Aqui, definidas informalmente.
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11 COMPOSIÇÃO DE ARESTAS DE GRAFOS IN-

TERNOS

Neste caṕıtulo, mostra-se o span identidade e a composição de spans, bem como
suas propriedades, quando interpretados como grafos internos.

11.1 Identidade

Em Set, se V é um conjunto de vértices, o span identidade de V , que é o endospan
〈idV , V, idV 〉 :V → V , é um grafo cujas únicas arestas são endoarestas e que possui
uma e somente uma endoaresta em cada vértice. Este grafo é considerado o grafo
identidade do conjunto de vértices V . A menos de isomorfismo de grafos, ou seja, a
menos de equivalência de spans, ele é único.

Em qualquer categoria, dado um objeto V , o span identidade 〈idV , V, idV 〉 :V →V
é o grafo interno identidade do objeto V , também único, a menos de equivalência
de spans.

11.2 Composição

Dois grafos internos com mesmos vértices numa categoria são dois endospans pa-
ralelos. A composição desses dois endospans resulta num terceiro endospan paralelo
aos dois primeiros que é um terceiro grafo interno com os mesmos vértices dos dois
primeiros.

Na cateroria Set, dados dois grafos GA e GB, o grafo resultante da composição
GB ◦GA é um grafo em que cada aresta tem o significado de um (e somente um)
caminho de tamanho dois entre vértices, sendo que a primeira metade do caminho
é percorrida em alguma aresta do grafo GA e a segunda metade do caminho é
percorrida em alguma aresta do grafoGB que inicie no mesmo vértice em que termina
a primeira metade do percurso no grafo GA.

Por este motivo, a essa composição de spans, no caso espećıfico de endospans

— que são grafos internos —, dá-se o nome de Composição de Arestas de Grafos
Internos.

Para cada caminho de tamanho dois desse tipo posśıvel de se formar com os grafos
GA e GB, existe uma e somente uma aresta no grafo resultante cujo significado seja
o desse caminho. Como, em cada caminho, a primeira parte ocorre em GA e a
segunda parte ocorre em GB, propõe-se denotar GB ◦GA por GA⊲GB, que melhor
indica a noção da ordem em cada caminho.

A definição a seguir se aplica a qualquer categoria.
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Definição 11.1 (Composição de Arestas de Grafos Internos) Sejam uma ca-
tegoria C e dois grafos GA = 〈δ0A, TA, δ1A〉 :V →V e GB = 〈δ0B, TB, δ1B〉 :V →V
internos a C. A composição de arestas do grafo GA com o grafo GB é GA⊲GB =
GB◦GA.

Exemplo 11.2 (Composição de Arestas de Grafos em Set) Na Figura 11.1
está a composição de arestas de um grafo GA (esquerda) com um grafo GB (centro)
resultando num terceiro grafo GA⊲GB (direita), todos com os mesmos vértices. A
única aresta no resultado é a aresta 5 que representa o único caminho de tamanho
dois, como explicado acima, posśıvel de ser formado: o caminho de a para d, cuja
primeira metade é percorrida na aresta 1 do grafo GA e cuja segunda metade é
percorrida na aresta 4 do grafo GB.
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Figura 11.1: Composição de arestas de grafos em Set.

11.3 Propriedades

As propriedades são as mesmas da composição de spans. Em especial, enfatiza-se
as duas seguintes devido a interpretações interessantes a respeito de caminhos.

11.3.1 Identidade — Elemento Neutro

O grafo interno identidade de um objeto V atua como “elemento neutro” para
a composição de arestas de grafos internos, no mesmo sentido que para spans. No
caso de Set, pode-se considerar que as arestas do grafo identidade representam
caminhos de tamanho zero e, assim, as arestas do grafo resultante ainda representam
caminhos de tamanho um (e não dois) feitas nas arestas do grafo operado com o
grafo identidade.

11.3.2 Associatividade

Para três grafos GA, GB e GC , a composição (GA⊲GB)⊲GC é um grafo em que
cada aresta significa um caminho de tamanho dois cuja primeira metade é percorrida
em alguma aresta de GA⊲GB e cuja segunda metade é percorrida em alguma aresta
de GC . Mas a aresta de GA⊲GB já significa um caminho de tamanho dois.

Como a composição de spans é associativa, a menos de equivalência de spans,
a composição de arestas de grafos internos é associativa também, a menos de equi-
valência de spans, ou seja, a menos de isomorfismo de grafos. A composição de
arestas de grafos pode, portanto, ser denotada sem a necessidade de parênteses:
GA⊲GB⊲GC.

Dessa forma, cada aresta de GA⊲GB⊲GC significa um caminho de tamanho três
em que o primeiro terço é percorrido em alguma aresta de GA, o segundo terço é
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percorrido em alguma aresta de GB e o terceiro terço é percorrido em alguma aresta
de GC , sendo que todas as arestas a partir da segunda devem iniciar no vértice em
que a aresta anterior termina.

Exemplo 11.3 (Composição de Arestas de três grafos) A Figura 11.2 mos-
tra a composição de arestas de três grafos GA, GB e GC resultando no grafo
GA ⊲GB ⊲GC . A Figura 11.3 apresenta todos os posśıveis caminhos de tamanho
três e as respectivas arestas do grafo resultante.
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Figura 11.2: Composição de arestas de grafos em Set.
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x p x m
x q y n
y r z o

Figura 11.3: Significado das arestas.

Generalizando, para n ∈ N, com n > 0, a composição G1⊲G2⊲...⊲Gn é um grafo
em que cada aresta significa exatamente um caminho de tamanho n e onde, para
cada 0 < i ≤ n, o i-ésimo 1/n do caminho é percorrido em alguma aresta do i-ésimo
grafo e toda aresta a partir da segunda deve iniciar onde a anterior termina.

Para n, t ∈ N, com n > 0 e t ≤ n, a composição G1 ⊲G2 ⊲ ... ⊲Gn, em que o
grafo identidade ocorre t vezes, pode ser considerado um grafo em que cada aresta
significa um caminho de tamanho n− t.

11.4 Autocomposição

Assim como para endospans, pode-se usar uma notação de potência para um
grafo composto consigo mesmo n vezes. A mesma notacão Gn usada para endospans

pode ser usada aqui pois, tratando-se do mesmo grafo, tanto a notação com ◦ quanto
a notação com ⊲ são equivalentes1.

Exemplo 11.4 (Autocomposição) A Figura 11.4 mostra um grafoGA (esquerda),
GA

2 (centro) e GA
3 (direita). A Figura 11.5 mostra um grafo GB (esquerda), GB

2

(centro) e GB
3 (direita). Nas duas figuras, os próprios nomes das arestas nos grafos

resultantes indicam os respectivos caminhos no grafo original.

1Como, por exemplo: G3 = G◦G◦G = G⊲G⊲G = G3.
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Figura 11.4: Autocomposição de arestas de grafos.
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Figura 11.5: Autocomposição de arestas de grafos.

11.5 Exemplos em outras categorias

11.5.1 Pfn

Assim como em Set, para n ∈ N, com n > 0, a composição G1⊲G2⊲...⊲Gn em Pfn
é um grafo em que cada aresta significa um caminho, mas aqui, não necessariamente
entre vértices, pois há arestas sem origem ou sem destino e, portanto, os caminhos
também podem não ter origem ou não ter destino. As arestas do grafo resultante
representam caminhos em que, em cada grafo, se o local de onde se deve continuar
(ou iniciar) o percurso é um vértice, então necessariamente uma aresta com origem
nesse vértice deve ser percorrida; mas se esse local não é um vértice, pode-se per-
correr uma aresta sem origem ou pode-se “ficar parado”, não se percorrendo aresta
alguma. “Ficar parado” em todos os grafos não é considerado um caminho. Por-
tanto, cada caminho representado por alguma aresta do grafo G1⊲G2⊲...⊲Gn tem
tamanho t ∈ N com 0 < t ≤ n.

Exemplo 11.5 (Composição de Arestas de Grafos Internos a Pfn) A Fi-
gura 11.6 mostra a composição de arestas de um grafo GA (esquerda) com um grafo
GB (centro) resultando num terceiro grafo GA⊲GB (direita), todos grafos internos a
Pfn e com os mesmos vértices. Os nomes das arestas no grafo resultante indicam
quais arestas dos grafos operados formam os respectivos caminhos.
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Figura 11.6: Composição de arestas de grafos internos a Pfn.

11.5.2 MRel

A seguir, um exemplo da composição de arestas de grafos internos aMRel. Um
posśıvel significado das arestas do grafo resultante fica mais claro no caṕıtulo 13.

Exemplo 11.6 (Composição de Arestas de Grafos Internos a MRel) A Fi-
gura 11.7 está a composição de arestas de um grafo GA (esquerda) com um grafo
GB (centro) resultando num terceiro grafo GA⊲GB (direita), todos grafos internos
a MRel e com os mesmos vértices. A aresta X significa um “caminho” composto
pelas arestas 1 e 2 do grafo GA e pela aresta 6 do grafo GB.
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Figura 11.7: Composição de arestas de grafos internos aMRel.

11.5.3 Uma categoria pequena qualquer

Exemplo 11.7 (Composição de Arestas de Grafos Internos) O exemplo 9.4
mostra uma categoria, todos os spans nela e a táboa de composição desses spans.
Os spans bb, bz, zb, zz e xx são grafos internos, todos com vértices em B, portanto,
todos compońıveis. Na táboa, observa-se que, por exemplo, a composição de arestas
de grafos zb⊲bz = bz◦zb resulta no grafo zz. Observa-se também que bz⊲zb = zb◦bz
é indefinido, mesmo sendo grafos compońıveis.
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12 COMPOSIÇÃO DE TRANSIÇÕES DE LTS

Este caṕıtulo aplica a composição de arestas de grafos internos a LTS. Prova-se
aqui diversas propriedades da composição de span aplicadas a LTS.

12.1 Identidade

Dado um conjunto Q de estados, define-se o LTS identidade para esse conjunto
de estados.

Definição 12.1 (LTS Identidade) Seja Q um conjunto de estados. O LTS iden-
tidade para o conjunto de estados Q é 〈1, Q, 〈idQ, Q, idQ〉, q〉, onde 1 é um objeto
terminal e q é o único morfismo de Q para 1.

O objeto 1, em Set, é um conjunto unitário qualquer. É interessante considerá-lo
como o conjunto unitário {nop} cujo único elemento nop significa “no operation”,
assim, as únicas transições de um LTS identidade são nop. Um motivo para isso fica
claro logo adiante quando se mostra que esse LTS atua realmente como identidade
da composição.

12.2 Composição

Como LTS são grafos com arestas etiquetadas, pode-se aplicar a composição
de arestas de grafos internos a eles. A etiquetação das arestas resultantes é indu-
zida pelo produto e, assim, permite recuperar a componente de cada “pedaço” do
caminho que cada aresta significa.

A essa operação dá-se o nome de composição de transições de LTS. No LTS
resultante da composição de n LTS, um posśıvel significado para cada transição é o
de uma transação composta por uma seqüência de n transições, cada uma executada
em um dos LTS operados sendo que, a partir da segunda, cada transição inicia no
estado em que a anterior termina.

Definição 12.2 (Composição de transições de LTS) Sejam dois LTS quais-
quer SA = 〈ΣA, Q, 〈t0A, TA, t1A〉, lA〉 e SB = 〈ΣB, Q, 〈t0B, TB, t1B〉, lB〉, ambos com
mesmos estados Q. (Ver Figura 12.1) A composição de transições de SA com SB é
SA⊲SB = 〈ΣA×ΣB , Q, 〈t0, T, t1〉, l〉, onde ΣA×ΣB, πA e πB são o produto de ΣA e
ΣB, t0 = t0A◦p0 e t1 = t1B◦p1, onde T , p0 e p1 são o P.F. de t1A e t0B tais que
t1A◦p0 = t0B◦p1 e l é o morfismo único induzido pelo produto de ΣA e ΣB tal que
lA◦p0 = πA◦l e lB◦p1 = πB◦l.
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Figura 12.1: Diagrama para Composição de Transições de LTS.

A parte superior do diagrama da Figura 12.1 é uma composição de spans. A
parte inferior é um produto. O morfismo l é induzido.

Exemplo 12.3 (Composição de Transições de LTS) Seja um LTS qualquer
SA = 〈ΣA, Q, 〈t0A, TA, t1A〉, lA〉 como apresentado na Figura 12.2 (esquerda) — que
é um AFN —. A mesma Figura (direita) apresenta o LTS SA⊲SA — que também
é um AFN —, onde a etiqueta ab é considerada um elemento de ΣA×ΣA, cujas
primeira e segunda componentes são a e b, respectivamente. A semântica dessas
transições etiquetadas por ab pode ser interpretada justamente como a de uma
transação composta por duas transições em seqüência, a primeira etiquetada por a
e a segunda etiquetada por b. Observa-se que, se na definição 6.1 não se relaxasse a
condição de tripla mono, essa operação não seria fechada, pois, mesmo que os LTS
operados não possuam arestas paralelas com mesmas etiquetas, o resultado pode
possúı-las.
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Figura 12.2: Composição de transições de LTS.

Exemplo 12.4 (Composição de Transições de LTS diferentes) A Figura 12.3
apresenta dois LTS distintos (esquerda e centro) e o LTS resultante da respectiva
composição (direita).

12.3 Propriedades

12.3.1 Composição de Transições de LTS é Fechada

Como a categoria Set é completa, a composição de transições de LTS é uma
operção fechada.
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Figura 12.3: Composição de transições de LTS diferentes.

12.3.2 Composição de Transições de LTS Determińısticos é Fechada

Compondo-se transições de LTS determińısticos, o LTS resultante também é um
LTS determińıstico.

Prova: Seja a composição de dois LTS, como na Figura 12.1 e na definição
12.2. Se os LTS são determińısticos, sabe-se que 〈t0A, lA〉 e 〈t0B, lB〉 são pares mono.
Mostra-se que, dessa forma, 〈t0, l〉 também é um par mono. A demonstração segue
e, nas tabelas, como de costume, à direita de cada implicação há uma breve justifi-
cativa.
Considera-se um objeto qualquer Z e dois morfismos quaisquer x :Z→T e y :Z→T ,
tais que

(i) l◦x = l◦y;

(ii) t0◦x = t0◦y.

De (i), compondo-se com πA e também com πB,
πA◦l◦x = πA◦l◦y πA◦l = lA◦p0 (da def.)
πB◦l◦x = πB◦l◦y =⇒ πB◦l = lB◦p1 (da def.)
lA◦p0◦x = lA◦p0◦y Fato 1.
lB◦p1◦x = lB◦p1◦y Fato 2.

De (ii),
t0◦x = t0◦y =⇒ t0 = t0A◦p0 (da def.)
t0A◦p0◦x = t0A◦p0◦y Fato 3.

Dos fatos 1 e 3,
lA◦p0◦x = lA◦p0◦y e t0A◦p0◦x = t0A◦p0◦y =⇒ 〈t0A, lA〉 é par mono
p0◦x = p0◦y Fato 4.

Do fato 4, compondo-se com t1A,
t1A◦p0◦x = t1A◦p0◦y =⇒ t1A◦p0 = t0B◦p1 (da def.)
t0B◦p1◦x = t0B◦p1◦y Fato 5.

Dos fatos 2 e 5,
lB◦p1◦x = lB◦p1◦y e t0B◦p1◦x = t0B◦p1◦y =⇒ 〈t0B, lB〉 é par mono
p1◦x = p1◦y Fato 6.

Dos fatos 4 e 6,
p0◦x = p0◦y e p1◦x = p1◦y =⇒ 〈p0, p1〉 é par mono
x = y

E, portanto, 〈t0, l〉 é par mono e conclui-se que o LTS resultante também é deter-
mińıstico.

�

12.3.3 Identidade — Elemento Neutro

Os LTS identidades atuam similarmente a elementos neutros na composição de
transições de LTS da seguinte forma: seja um LTS 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉 com conjunto
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de estados Q, então 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉⊲〈1, Q, 〈idQ, Q, idQ〉, q〉 = 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉
e 〈1, Q, 〈idQ, Q, idQ〉, q〉⊲〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉 = 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉, ambas igualdades
a menos de isomorfismo.
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Figura 12.4: LTS Identidade atua como elemento neutro.

Prova-se aqui que 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉⊲〈1, Q, 〈idQ, Q, idQ〉, q〉= 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉.
Prova. Já se viu que o span identidade atua como elemento neutro na composição
de spans. Sejam, então, como no diagrama da Figura 12.4, T , idT e t1 o produto
fibrado de t1 e idQ, Σ×1, πΣ e π1 o produto de Σ e 1 e λ o morfismo induzido tal
que l◦idT = πΣ◦λ e q◦t1 = π1◦λ.
Seja σ o morfismo único de Σ para 1. Considera-se Σ, idΣ e σ como um pré-produto
de Σ e 1. Existe, então, um morfismo único h : Σ→Σ×1 tal que πΣ◦h = idΣ e
π1◦h = σ. Portanto, πΣ é uma retração.
Considera-se agora um objeto qualquer X e dois morfismos m : X → Σ× 1 e
n :X→Σ×1. Como 1 é objeto terminal, π1◦m = π1◦n. Com isso, se πΣ◦m = πΣ◦n,
como 〈πΣ, π1〉 é par mono, então m = n. Portanto πΣ é um monomorfismo.
Como πΣ é simultaneamente uma retração e um monomorfismo, então também é
um isomorfismo.

�

Se o conjunto 1 for considerado o conjunto unitário {nop}, para um LTS A, a
composição A⊲ID, onde ID é o LTS identidade será um LTS isomorfo a A e, para
qualquer transição x do LTS A, a correspondente transição em A⊲ID será algo
como 〈x, nop〉 cuja semântica pode ser interpretada como a mesma da transição x.
O mesmo vale para ID⊲A.

A prova que 〈1, Q, 〈idQ, Q, idQ〉, q〉 ⊲ 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉 = 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉, é
similar.

12.3.4 Associatividade

Como, a menos de equivalência de spans, a composição de spans é associativa e,
a menos de isomorfismo, o produto é associativo, a composição de LTS também é
associativa, a menos de isomorfismo, ou seja, para quaisquer três sistemas SA, SB e
SC , todos com mesmos estados, (SA⊲SB)⊲SC = SA⊲(SB⊲SC), a menos de isomorfismo,
e pode ser denotada sem parênteses: SA⊲SB⊲SC .

Para se provar isso, inicialmente prova-se que o produto de objetos é associativo,
a menos de isomorfismo.
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G
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Figura 12.5: Associatividade do produto de objetos.

Prova: Produto binário de objetos é associativo, a menos de iso-

morfismo.

Sejam os objetos ΣE , ΣF e ΣG e, como na Figura 12.5:

(v) ΣE×ΣF , πK
E e πK

F são o produto de ΣE e ΣF ;

(vi) ΣF×ΣG, πL
F e πL

G são o produto de ΣF e ΣG;

(vii) (ΣE×ΣF )×ΣG, πM
EF e πM

G são o produto de ΣE×ΣF e ΣG;

(viii) ΣE×(ΣF×ΣG), πN
E e πN

FG são o produto de ΣE e ΣF×ΣG.

Mostra-se que existe um isomorfismo ω : ΣE×(ΣF ×ΣG)→ (ΣE×ΣF )×ΣG tal que
πK

E ◦π
M
EF ◦ω = πN

E , πK
F ◦π

M
EF ◦ω = πL

F ◦π
N
FG e πM

G ◦ω = πL
G◦π

N
FG.

Considera-se,
πK

F ◦π
M
EF e πM

G =⇒ induzido por (vi)
(∃!ϕ : (ΣE×ΣF )×ΣG→ΣF×ΣG)
(πK

F ◦π
M
EF = πL

F ◦ϕ ∧ πM
G = πL

G◦ϕ) Fato P1.
De forma similar, encontra-se
(∃!χ :ΣE×(ΣF×ΣG)→ΣE×ΣF )
(πN

E = πK
E ◦χ ∧ πL

F ◦π
N
FG = πK

F ◦χ) Fato P2.
Considera-se,
πK

E ◦π
M
EF e ϕ =⇒ induzido por (viii)

(∃!ψ : (ΣE×ΣF )×ΣG→ΣE×(ΣF×ΣG))
(πK

E ◦π
M
EF = πN

E ◦ψ ∧ ϕ = πN
FG◦ψ) Fato P3.

De forma similar, encontra-se
(∃!ω :ΣE×(ΣF×ΣG)→(ΣE×ΣF )×ΣG)
(χ = πM

EF ◦ω ∧ πL
G◦π

N
FG = πM

G ◦ω) Fato P4.
Agora, mostra-se que ω é isomorfismo.
Considera-se
πK

E ◦π
M
EF ◦ω◦ψ = πK

E ◦π
M
EF ◦ω◦ψ =⇒ χ = πM

EF ◦ω (do fato P4)
πK

E ◦π
M
EF ◦ω◦ψ = πK

E ◦χ◦ψ =⇒ πN
E = πK

E ◦χ (do fato P2)
πK

E ◦π
M
EF ◦ω◦ψ = πN

E ◦ψ =⇒ πK
E ◦π

M
EF = πN

E ◦ψ (do fato P3)
πK

E ◦π
M
EF ◦ω◦ψ = πK

E ◦π
M
EF Fato P5.

De forma similar, encontra-se
πK

F ◦π
M
EF ◦ω◦ψ = πK

F ◦π
M
EF Fato P6.

Dos fatos P5 e P6,
πK

E ◦π
M
EF ◦ω◦ψ = πK

E ◦π
M
EF e 〈πK

E , π
K
F 〉 é par mono

πK
F ◦π

M
EF ◦ω◦ψ = πK

F ◦π
M
EF =⇒

πM
EF ◦ω◦ψ = πM

EF =⇒ Fato P7.
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Considera-se
πM

G ◦ω◦ψ = πM
G ◦ω◦ψ =⇒ πL

G◦π
N
FG = πM

G ◦ω (do fato P4)
πM

G ◦ω◦ψ = πL
G◦π

N
FG◦ψ =⇒ ϕ = πN

FG◦ψ (do fato P3)
πM

G ◦ω◦ψ = πL
G◦ϕ =⇒ πM

G = πL
G◦ϕ (do fato P1)

πM
G ◦ω◦ψ = πM

G Fato P8.
Dos fatos P7 e P8,
πM

EF ◦ω◦ψ = πM
EF e 〈πM

EF , π
M
G 〉 é par mono

πM
G ◦ω◦ψ = πM

G =⇒
ω◦ψ = id(ΣE×ΣF )×ΣG

Fato P9.
De forma similar, encontra-se
ψ◦ω = idΣE×(ΣF×ΣG) Fato P10.

Pelos fatos P9 e P10, como ω é retração e ω é seção, portanto ω é isomorfismo.
Finalmente,
πK

E ◦π
M
EF ◦ω = πK

E ◦π
M
EF ◦ω χ = πM

EF ◦ω (do fato P4)
πK

F ◦π
M
EF ◦ω = πK

F ◦π
M
EF ◦ω χ = πM

EF ◦ω (do fato P4)
πM

G ◦ω = πM
G ◦ω =⇒ πL

G◦π
N
FG = πM

G ◦ω (do fato P4)
πK

E ◦π
M
EF ◦ω = πK

E ◦χ πN
E = πK

E ◦χ (do fato P2)
πK

F ◦π
M
EF ◦ω = πK

F ◦χ πL
F ◦π

N
FG = πK

F ◦χ (do fato P2)
πM

G ◦ω = πL
G◦π

N
FG =⇒

πK
E ◦π

M
EF ◦ω = πN

E

πK
F ◦π

M
EF ◦ω = πL

F ◦π
N
FG

πM
G ◦ω = πL

G◦π
N
FG

�

Agora, com essa prova acima e com a prova em 9.3.2 que composição de spans

é associativa, a menos de equivalência de spans, prova-se que a composição de
transições de LTS é associativa, a menos de isomorfismo.

Prova: Composição de transições de LTS é associativa, a menos de

isomorfismo.

Sejam os morfismos λE :E→ΣE, λF :F→ΣF e λG :G→ΣG (do diagrama da Figura
9.5 para o diagrama da Figura 12.5).
Considera-se,
λE◦k0 e λF ◦k1 =⇒ induzido por (v)
(∃!λK :K→ΣE×ΣF )
(λE◦k0 = πK

E ◦λK ∧ λF ◦k1 = πK
F ◦λK) Fato P11.

De forma similar, encontra-se
(∃!λL :L→ΣF×ΣG)
(λF ◦l0 = πL

F ◦λL ∧ λG◦l1 = πL
G◦λL) Fato P12.

(∃!λM :M→(ΣE×ΣF )×ΣG)
(λK◦m0 = πM

EF ◦λM ∧ λG◦m1 = πM
G ◦λM) Fato P13.

(∃!λN :N→ΣE×(ΣF×ΣG))
(λE◦n0 = πN

E ◦λN ∧ λL◦n1 = πN
FG◦λN) Fato P14.

Já se tem suficientes isomorfismos para esta prova: os isomorfismos x e y da prova
em 9.3.2 e os isomorfismos ψ e ω da prova acima.
Basta agora se provar que ψ◦λM ◦x = λN e ω◦λN ◦y = λM .
Considera-se,
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πN
E ◦ψ◦λM ◦x = πN

E ◦ψ◦λM ◦x =⇒ πK
E ◦π

M
EF = πN

E ◦ψ (do fato P3)
πN

E ◦ψ◦λM ◦x = πK
E ◦π

M
EF ◦λM ◦x =⇒ λK◦m0 = πM

EF ◦λM (do fato P13)
πN

E ◦ψ◦λM ◦x = πK
E ◦λK◦m0◦x =⇒ m0◦x = r (do fato 3)

πN
E ◦ψ◦λM ◦x = πK

E ◦λK◦r =⇒ λE◦k0 = πK
E ◦λK (do fato P11)

πN
E ◦ψ◦λM ◦x = λE◦k0◦r =⇒ k0◦r = n0 (do fato 1)
πN

E ◦ψ◦λM ◦x = λE◦n0 =⇒ λE◦n0 = πN
E ◦λN (do fato P14)

πN
E ◦ψ◦λM ◦x = πN

E ◦λN Fato P15.
Considera-se,
πL

F ◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x = πL

F ◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x =⇒ ϕ = πN

FG◦ψ (fato P3)
πL

F ◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x = πL

F ◦ϕ◦λM◦x =⇒ πK
F ◦π

M
EF = πL

F ◦ϕ (fato P1)
πL

F ◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x = πK

F ◦π
M
EF ◦λM ◦x =⇒ λK◦m0 = πM

EF ◦λM (fato P13)
πL

F ◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x = πK

F ◦λK◦m0◦x =⇒ m0◦x = r (fato 3)
πL

F ◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x = πK

F ◦λK◦r =⇒ λF ◦k1 = πK
F ◦λK (fato P11)

πL
F ◦π

N
FG◦ψ◦λM ◦x = λF ◦k1◦r =⇒ k1◦r = l0◦n1 (fato 1)

πL
F ◦π

N
FG◦ψ◦λM ◦x = λF ◦l0◦n1 =⇒ λF ◦l0 = πL

F ◦λL (fato P12)
πL

F ◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x = πL

F ◦λL◦n1 =⇒ λL◦n1 = πN
FG◦λN (fato P14)

πL
F ◦π

N
FG◦ψ◦λM ◦x = πL

F ◦π
N
FG◦λN Fato P16.

De forma similar, encontra-se
πL

G◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x = πL

G◦π
N
FG◦λN Fato P17.

Dos fatos P16 e P17,
πL

F ◦π
N
FG◦ψ◦λM ◦x = πL

F ◦π
N
FG◦λN 〈πL

F , π
L
G〉 é par mono

πL
G◦π

N
FG◦ψ◦λM ◦x = πL

G◦π
N
FG◦λN =⇒

πN
FG◦ψ◦λM ◦x = πN

FG◦λN Fato P18.
Dos fatos P15 e P18,
πN

E ◦ψ◦λM ◦x = πN
E ◦λN 〈πN

E , π
N
FG〉 é par mono

πN
FG◦ψ◦λM ◦x = πN

FG◦λN =⇒
ψ◦λM ◦x = λN

De forma similar, mostra-se que ω◦λN ◦y = λM .
Portanto, a composição de transições de LTS é associativa, a menos de isomorfismo.

�

12.4 Autocomposição

Para se compor um LTS consigo mesmo n ∈ N vezes, usa-se, também, a notação
de potência.

Definição 12.5 (Autocomposição de transições de LTS) Sejam n ∈ N e S
= 〈Σ, Q, 〈t0, T, t1〉, l〉 um LTS qualquer.

Sn =

{
〈1, Q, 〈idQ, Q, idQ〉, q〉 se n = 0
S⊲Sn−1 se n > 0

onde 〈1, Q, 〈idQ, Q, idQ〉, q〉 é o LTS identidade de Q.

Novamente, considera-se o objeto 1 como o conjunto unitário {nop} cujo único
elemento nop significa “no operation”. Assim, para qualquer sistema S, S0 somente
possui endoarestas, uma por estado e todas elas são etiquetadas com nop.
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Exemplo 12.6 (Autocomposição de transições de LTS) Seja S o LTS apre-
sentado na Figura 12.6 (esquerda). A mesma Figura apresenta o LTS S2 (centro)
e S3 (direita). Todos eles são AFDs. Adicionando-se estados inicial e finais a es-
ses autômatos, considerando, por exemplo, que o estado inicial é q0 e o conjunto
de estados finais é {q3}, o AFD da esquerda reconhece a linguagem L ⊆ {a, b}∗

cujas palavras terminam imediatamente após a primeira ocorrência de aa ou de
bb. Com os mesmos estado inicial e estados finais, o AFD do centro reconhece a
linguagem {w ∈ L | |w| = 2k, k ∈ N} e o AFD da direita reconhece a linguagem
{w ∈ L | |w| = 3k, k ∈ N}, ambas sublinguagens de L. Generalizando-se, para
n ∈ N, Sn com mesmos estado inicial e estados finais, o AFD reconhece a linguagem
{w ∈ L | |w| = n · k, k ∈ N}.

GFED@ABCq0
a





b

��
GFED@ABCq1

b //

a ++

GFED@ABCq2
a

oo

bssGFED@ABCq3

?> =<

89 :;
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ba

xx
ab

&&
aa

��

bb

��

GFED@ABCq1

ba

��

bb ��
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ab

��

aa
��

GFED@ABCq3

?> =<

89 :;

GFED@ABCq0aba

��

bab

��
abb

��
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��

GFED@ABCq1
bab //

baa --

GFED@ABCq2
aba

oo

abbqqGFED@ABCq3

?> =<

89 :;

Figura 12.6: Autocomposição de LTS.

12.5 Combinação Śıncrona de LTS

A seguinte definição é inspirada na literatura1 onde o LTS resultante representa
todas as sincronizações posśıveis entre as transições dos LTS operados.

Definição 12.7 (Combinação Śıncrona de LTS) Sejam dois LTS quaisquer SA

= 〈ΣA, QA, 〈t0A, TA, t1A〉, lA〉 e SB = 〈ΣB, QB, 〈t0B, TB, t1B〉, lB〉. (Ver Figura 12.7)
A combinação śıncrona de SA com SB é SA×SB = 〈ΣA×ΣB , QA×QB , 〈t0A×t0B, TA×
TB, t1A×t1B〉, lA×lB〉, sendo todas componentes dadas por produto de objetos ou de
morfismos.

QA QA×QB

πQAoo
πQB // QB

TA

t0A

GG
t1A

WW

lA
��

TA×TB

t0A×t0B

GG
t1A×t1B

WW

lA×lB
��

πTAoo
πTB // TB

t0B

GG
t1B

WW

lB
��

ΣA ΣA×ΣB

πΣAoo
πΣB // ΣB

Figura 12.7: Diagrama para Combinação Śıncrona de LTS.

O resultado dessa operação é um LTS que combina cada estado do primeiro LTS
com cada estado do segundo LTS e também combina cada transição do primeiro LTS
com cada transição do segundo LTS, respeitando a combinação de estados tanto na
origem quanto no destino das transições.

1(MENEZES; HAEUSLER, 2001)
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12.6 Propriedades Envolvendo a Composição de Transições

de LTS e a Combinação Śıncrona de LTS

12.6.1 Lei do Intercâmbio

A lei do intercâmbio vale, a menos de isomorfismo, entre as operações de com-
posição de arestas de LTS e a combinação śıncrona de LTS, ou seja, para quaisquer
dois sistemas SD e SE com mesmos estados e para quaisquer dois sistemas SV e SW

também com mesmos estados, mas não necessariamente os mesmos estados dos dois
anteriores, vale (SD⊲SE)×(SV ⊲SW ) = (SD×SV )⊲(SE×SW ), a menos de isomorfismo,
como na Figura 12.8.

SD ⊲ SE
⊲ +3 SD⊲SE

× × ×

SV ⊲ SW
⊲ +3 SV ⊲SW

×

��
×

��
×

��
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⊲ +3

(SD⊲SE)×(SV ⊲SW )
=

(SD×SV )⊲(SE×SW )
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Figura 12.8: Lei do Intercâmbio para LTS.
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Figura 12.9: Diagrama para a prova da Lei do Intercâmbio para LTS.

Prova: Lei do Intercâmbio.

Sejam os objetos ΣD, ΣE , ΣV e ΣW e, como na Figura 12.9:
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(xvi) ΣF , πF
D e πF

E são o produto de ΣD e ΣE ;

(xvii) ΣU , πU
V e πU

W são o produto de ΣV e ΣW ;

(xviii) ΣFU , πFU
F e πFU

U são o produto de ΣF e ΣU ;

(xix) ΣDV , πDV
D e πDV

V são o produto de ΣD e ΣV ;

(xx) ΣEW , πEW
E e πEW

W são o produto de ΣE e ΣW ;

(xxi) ΣM , πM
DV e πM

EW são o produto de ΣDV e ΣEW .

Considera-se,
πDV

D ◦πM
DV e πEW

E ◦πM
EW =⇒ induzido por (xvi)

(∃!τ :ΣM→ΣF )
(πDV

D ◦πM
DV = πF

D◦τ ∧ πEW
E ◦πM

EW = πF
E ◦τ) Fato IL1.

De forma similar, encontra-se
(∃!υ :ΣM→ΣU)
(πDV

V ◦πM
DV = πU

V ◦υ ∧ πEW
W ◦πM

EW = πU
W ◦υ) Fato IL2.

(∃!ϕ :ΣM→ΣFU)
(τ = πFU

F ◦ϕ ∧ υ = πFU
U ◦ϕ) Fato IL3.

(∃!χ :ΣFU→ΣDV )
(πF

D◦π
FU
F = πDV

D ◦χ ∧ πU
V ◦π

FU
U = πDV

V ◦χ) Fato IL4.
(∃!ψ :ΣFU→ΣEW )
(πF

E ◦π
FU
F = πEW

E ◦ψ ∧ πU
W ◦π

FU
U = πEW

W ◦ψ) Fato IL5.
(∃!ω :ΣFU→ΣM )
(χ = πM

DV ◦ω ∧ ψ = πM
EW ◦ω) Fato IL6.

Considera-se,
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦ω = πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦ω τ = πFU

F ◦ϕ (do fato IL3)
πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ◦ω = πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ◦ω =⇒ τ = πFU

F ◦ϕ (do fato IL3)
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦ω = πF

D◦τ ◦ω πDV
D ◦π

M
DV = πF

D◦τ (do fato IL1)
πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ◦ω = πF

E ◦τ ◦ω =⇒ πEW
E ◦πM

EW = πF
E ◦τ (do fato IL1)

πF
D◦π

FU
F ◦ϕ◦ω = πDV

D ◦π
M
DV ◦ω χ = πM

DV ◦ω (do fato IL6)
πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ◦ω = πEW

E ◦πM
EW ◦ω =⇒ ψ = πM

EW ◦ω (do fato IL6)
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦ω = πDV

D ◦χ πF
D◦π

FU
F = πDV

D ◦χ (do fato IL4)
πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ◦ω = πEW

E ◦ψ =⇒ πF
E ◦π

FU
F = πEW

E ◦ψ (do fato IL5)
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦ω = πF

D◦π
FU
F 〈πF

D, π
F
E〉 é par mono

πF
E ◦π

FU
F ◦ϕ◦ω = πF

E ◦π
FU
F =⇒

πFU
F ◦ϕ◦ω = πFU

F Fato IL7.
De forma similar, encontra-se
πFU

U ◦ϕ◦ω = πFU
U Fato IL8.

Dos fatos IL7 e IL8,
πFU

F ◦ϕ◦ω = πFU
F e πFU

U ◦ϕ◦ω = πFU
U =⇒ 〈πFU

F , πFU
U 〉 é par mono

ϕ◦ω = idΣF U
Fato IL9.

De forma similar, encontra-se
ω◦ϕ = idΣM

Fato IL10.
Finalmente,
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πF
D◦π

FU
F ◦ϕ = πF

D◦π
FU
F ◦ϕ τ = πFU

F ◦ϕ (do fato IL3)
πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ = πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ =⇒ τ = πFU

F ◦ϕ (do fato IL3)
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ = πF

D◦τ πDV
D ◦π

M
DV = πF

D◦τ (do fato IL1)
πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ = πF

E ◦τ =⇒ πEW
E ◦πM

EW = πF
E ◦τ (do fato IL1)

πF
D◦π

FU
F ◦ϕ = πDV

D ◦π
M
DV

πF
E ◦π

FU
F ◦ϕ = πEW

E ◦πM
EW Fato IL11.

De forma similar, encontra-se
πU

V ◦π
FU
U ◦ϕ = πDV

V ◦π
M
DV

πU
W ◦π

FU
U ◦ϕ = πEW

W ◦πM
EW Fato IL12.

(portanto são isomorfos, considerando as projeções)
Sejam agora os morfismo λD :D→ΣD, λE :E→ΣE , λV :V →ΣV e λW :W→ΣW (do
diagrama da Figura 9.11 para o diagrama da Figura 12.9).
Considera-se
λD◦f0 e λE◦f1 =⇒ induzido por (xvi)
(∃!λF :F→ΣF )
(λD◦f0 = πF

D◦λF ∧ λE◦f1 = πF
E ◦λF ) Fato IL13.

De forma similar, encontra-se:
(∃!λU :U→ΣU)
(λV ◦u0 = πU

V ◦λU ∧ λW ◦u1 = πU
W ◦λU) Fato IL14.

(∃!λFU :F×U→ΣFU)
(λF ◦πF = πFU

F ◦λFU ∧ λU ◦πU = πFU
U ◦λFU) Fato IL15.

(∃!λDV :D×V →ΣDV )
(λD◦πD = πDV

D ◦λDV ∧ λV ◦πV = πDV
V ◦λDV ) Fato IL16.

(∃!λEW :E×W→ΣEW )
(λE◦πE = πEW

E ◦λEW ∧ λW ◦πW = πEW
W ◦λEW ) Fato IL17.

(∃!λM :M→ΣM)
(λDV ◦m0 = πM

DV ◦λM ∧ λEW ◦m1 = πM
EW ◦λM) Fato IL18.

Os isomorfismos ϕ e ω dos fatos IL3 e IL6, respectivamente, e os isomorfismos δ e η
dos fatos 6 e 9, respectivamente, são suficientes para esta demonstração.
Basta, agora, mostrar-se que λFU = ϕ◦λM ◦δ e λM = ω◦λFU ◦η.
Considera-se,
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦λM◦δ ⇒ τ = πFU

F ◦ϕ (fato IL3)
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πF

D◦τ ◦λM ◦δ ⇒ πDV
D ◦πM

DV = πF
D◦τ (fato IL1)

πF
D◦π

FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πDV

D ◦π
M
DV ◦λM ◦δ ⇒ λDV ◦m0 = πM

DV ◦λM (fato IL18)
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πDV

D ◦λDV ◦m0◦δ ⇒ m0◦δ = α (fato 6)
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πDV

D ◦λDV ◦α ⇒ λD◦πD = πDV
D ◦λDV (fato IL16)

πF
D◦π

FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = λD◦πD◦α ⇒ πD◦α = f0◦πF (fato 1)

πF
D◦π

FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = λD◦f0◦πF ⇒ λD◦f0 = πF

D◦λF (fato IL13)
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πF

D◦λF ◦πF ⇒ λF ◦πF = πFU
F ◦λFU (fato IL15)

πF
D◦π

FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πF

D◦π
FU
F ◦λFU Fato IL19.

De forma similar, encontra-se
πF

E ◦π
FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πF

E ◦π
FU
F ◦λFU Fato IL20.

Dos fatos IL19 e IL20,
πF

D◦π
FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πF

D◦π
FU
F ◦λFU 〈πF

D, π
F
E〉 é par mono

πF
E ◦π

FU
F ◦ϕ◦λM◦δ = πF

E ◦π
FU
F ◦λFU =⇒

πFU
F ◦ϕ◦λM ◦δ = πFU

F ◦λFU Fato IL21.
De forma similar, encontra-se
πFU

U ◦ϕ◦λM ◦δ = πFU
U ◦λFU Fato IL22.
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Dos fatos IL21 e IL22,
πFU

F ◦ϕ◦λM ◦δ = πFU
F ◦λFU 〈πFU

F , πFU
U 〉 é par mono

πFU
U ◦ϕ◦λM ◦δ = πFU

U ◦λFU =⇒
ϕ◦λM ◦δ = λFU Fato IL22.

De forma similar, encontra-se
ω◦λFU ◦η = λM Fato IL23.

�
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13 COMPOSIÇÃO DE REDES DE PETRI

Propõe-se aqui um tipo de composição de redes de Petri cujo resultado pode ser
interpretado como uma rede em que as transições representam um tipo de transação
— a qual se propõe chamar de “transação n tempos”, onde n é um número natural.

Neste caṕıtulo, considera-se redes de Petri como na definição 6.5, ou seja, um
grafo interno a MRel. A composição proposta é simplesmente a composição de
arestas de grafos internos a MRel: sendo R1 e R2 redes de Petri com mesmos
lugares, o resultado da composição R1⊲R2 também é uma rede de Petri.

13.1 Transições Dois Tempos

Para redes de Petri R1 e R2, as transições de R1⊲R2 representam o que aqui se
propõe chamar de “transações dois tempos” e que são como segue:

• uma transação dois tempos é realizada numa seqüência de exatamente dois
peŕıodos finitos de tempo;

• considera-se que cada lugar da rede R1 possui tantos tokens quantos ne-
cessários dispońıveis e são todos considerados “tokens limpos”;

• cada lugar da rede R2 é considerado vazio, isto é, sem tokens ;

• primeiro peŕıodo

– são realizadas apenas transições na rede R1 sem qualquer sincronismo;

– tokens produzidos por transições no primeiro peŕıodo são chamados “to-
kens sujos” e não podem ser consumidos por transições neste mesmo
peŕıodo;

– ao final do primeiro peŕıodo de tempo, os únicos “tokens sujos” presentes
na rede são aqueles produzidos por transições realizadas durante este
peŕıodo;

• todos e somente os “tokens sujos” na rede R1 são transferidos para os respec-
tivos lugares na rede R2 a qual não possui qualquer outro token;

• segundo peŕıodo

– são realizadas apenas transições na rede R2 sem qualquer sincronismo;

– as transições realizadas no segundo peŕıodo podem consumir apenas os
“tokens sujos” (produzidos no peŕıodo anterior);
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– tokens produzidos por transições neste peŕıodo de tempo são “limpos”;

– ao final do segundo peŕıodo de tempo, não pode sobrar qualquer “token
sujo” (não há reśıduo).

Cada transação, portanto, consome tokens limpos e produz tokens limpos sem
deixar reśıduos (tokens sujos).

Cada transação dois tempos desse tipo poderia ser vista como uma transição na
rede resultante. Entretanto, devido à propriedade universal do produto fibrado, as
transações representadas pelas transições da rede de Petri resultante são todas as
necessárias e somente as suficientes para se construir qualquer outra transação dois
tempos.

As transições da rede resultante representam então as transações dois tempos
atômicas e realizadas em um peŕıodo de tempo finito — a soma dos dois peŕıodos
de tempo descritos acima.

A Figura 13.1 esquematiza a idéia de uma transação dois tempos, representada
por uma transição da rede resultante da composição.
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�
�
�
�
�
�

tokens
limpos

transições
R1

((

transações
dois tempos

44
tokens
sujos

transições
R2

((
tokens
limpos

Figura 13.1: Transação dois tempos.

Exemplo 13.1 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.2 mostra a rede
de Petri R (esquerda) e a rede de Petri S (direita). A Figura 13.3 mostra R⊲S
(esquerda) e S⊲R (direita). Em S⊲R (direita), a transição “d” significa a transação
“b; a”, ou seja, no primeiro peŕıodo de tempo, a transição “b” ocorre na rede S
consumindo um token limpo do lugar 2 e produzindo um token sujo no lugar 1 e, no
segundo peŕıodo de tempo, esse token sujo é consumido pela transição “a” da rede
R que gera três tokens limpos no lugar 2. Já em R⊲S (esquerda), a transição “c”
significa a transação “a; (b|b|b)” ou “a; 3b”, ou seja, no primeiro peŕıodo de tempo, a
transição “a” ocorre na rede R consumindo um token limpo do lugar 1 e produzindo
três tokens sujos no lugar 2 e, no segundo peŕıodo de tempo, esses três tokens sujos
são consumidos pela transição “b” que é executada três vezes (sem sincronismo) na
rede S, cada execução gerando um token limpo no lugar 1, totalizando, assim, três
tokens limpos. Ainda em R⊲S (esquerda), uma transição que signifique a transação
“2a; 6b” não aparece pois ela pode ser construida como “2c”.
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?>=<89:;1 // a 3 // ?>=<89:;2 ?>=<89:;1 boo ?>=<89:;2oo

Figura 13.2: Redes R (esquerda) e S (direita).

?>=<89:;1
// c

3
oo ?>=<89:;2 ?>=<89:;1 d

3 // ?>=<89:;2oo

Figura 13.3: Redes R⊲S (esquerda) e S⊲R (direita).

O cálculo de S ⊲R está na Figura 13.4, onde 〈r0, TR, r1〉 : L→ L é a rede R,
〈s0, TS, s1〉 :L→L é a rede S, P , p0 e p1 são o P.F. de r1 e s0 e 〈r0◦p0, P, s1◦p1〉 :L→L
é a rede S⊲R.

L

1
2

L

1
2

L

1
2

TR

a

TS

b

c

P

r0 r1 s0 s1

p0 p1

qqcccccccccc 3

11cccccccccc
mm[[[[[[[[[[

--[[[[[[[[[[TT

3

II

Figura 13.4: Rede S⊲R.

A seguir, mostra-se um esboço de prova que P , p0 e p1 é realmente o P.F. de r1
e s0 em MRel.
É pré-P.F., pois comuta:
r̂1◦p0(〈c, 1〉) = ŝ0◦p1(〈c, 1〉) e r̂1◦p0(〈c, 2〉) = ŝ0◦p1(〈c, 2〉).
É P.F., pois, para qualquer outro pré-P.F. Q, q0 :Q→ TR e q1 :Q→ TS, existe um
único morfismo h :Q→P tal que p0◦h = q0 e p1◦h = q1, como a seguir.
Se é pré-P.F., comuta, ou seja, para qualquer x ∈ Q, r̂1◦q0(〈x, 1〉) = ŝ0◦q1(〈x, 1〉) e
r̂1◦q0(〈x, 2〉) = ŝ0◦q1(〈x, 2〉). Pela def. de composição de multirrelações: r̂1(〈a, 1〉) ·
q̂0(〈x, a〉) = ŝ0(〈b, 1〉) · q̂1(〈x, b〉) e r̂1(〈a, 2〉) · q̂0(〈x, a〉) = ŝ0(〈b, 2〉) · q̂1(〈x, b〉). E disso,
conclui-se que 3 · q̂0(〈x, a〉) = q̂1(〈x, b〉).

Basta se definir h :Q→P , para qualquer x ∈ Q, como ĥ(〈x, c〉) = q̂0(〈x, a〉).
Fica imediato que p0◦h = q0 e p1◦h = q1.
Tendo qualquer h2 :Q→ P tal que p0◦h2 = q0 e p1◦h2 = q1, é fácil mostrar que
h2 = h, portanto, h é única.

Esse esboço de prova foi feito para se exemplificar o cálculo do P.F. na categoria
MRel. O mesmo pode ser feito para os exemplos que seguem. Pretende-se, como
trabalho futuro, estabelecer uma definição algébrica para o P.F. nessa categoria.

A seguir, diversos outros exemplos de composição de redes de Petri.

Exemplo 13.2 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.5 mostra a rede
de Petri T (esquerda) e a rede de Petri U (direita). A Figura 13.6 mostra T⊲U , onde



128

a transição “d” significa “a; (b|b)” ou “a; 2b”, a transição “e” significa “a; (b|c)” ou
“a; (b+ c)”1 e a transição “f” significa “a; (c|c)” ou “a; 2c”.

?>=<89:;1 // a 2 // ?>=<89:;2

?>=<89:;3 ?>=<89:;4

?>=<89:;1 ?>=<89:;2

����
��

��
��

��
b

����
��

��
��

c

��
?>=<89:;3 ?>=<89:;4

Figura 13.5: Redes T (esquerda) e U (direita).

?>=<89:;1

�� ��<
<<

<<
<<

<<

&&NNNNNNNNNNNNNNN ?>=<89:;2

d

2
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e

����
��

��
��

�

��<
<<

<<
<<

<<
f

2
��

?>=<89:;3 ?>=<89:;4

Figura 13.6: Rede T ⊲U .

Exemplo 13.3 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.7 mostra a rede
de Petri V (esquerda) e a rede de Petri W (direita). A rede de Petri V⊲W é a própria
rede V , a menos de isomorfismo (equivalência de spans).

?>=<89:;1 // a 2 // ?>=<89:;2

b

OO

?>=<89:;3 ?>=<89:;4

?>=<89:;1
//
1oo 2

// ?>=<89:;2oo

?>=<89:;3
//
3oo 4

// ?>=<89:;4oo

Figura 13.7: Redes V (esquerda) e W (direita).

A rede W desse exemplo é o span identidade 〈idL, L, idL〉 : L→ L onde L =
{1, 2, 3, 4}. De fato, para qualquer conjunto de lugares L, a rede de Petri dada pelo
span identidade desse lugar atua como identidade na composição de redes de Petri.

Exemplo 13.4 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.8 mostra a rede
de Petri R1 (esquerda) e a rede de Petri R2 (direita). A Figura 13.9 mostra R1⊲R2,
onde a transição “z” significa “(x|x|x); (y|y|y|y|y)” ou “3x; 5y”.
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?>=<89:;1
7 // x 10 // ?>=<89:;2

?>=<89:;3

?>=<89:;1 ?>=<89:;2

6

��
y

4
��

?>=<89:;3

Figura 13.8: Redes R1 (esquerda) e R2 (direita).
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Figura 13.9: Rede R1⊲R2.
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Figura 13.10: Redes R3 (esquerda) e R4 (direita).
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Figura 13.11: Rede R3⊲R4.

?>=<89:;1 // x // ?>=<89:;2

y

@@��������

?>=<89:;3

@@�������� ?>=<89:;4

?>=<89:;1 ?>=<89:;2

2

��
z

��
?>=<89:;3 ?>=<89:;4

Figura 13.12: Redes R5 (esquerda) e R6 (direita).
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?>=<89:;1
2 //
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b

��=
==

==
==

=

?>=<89:;3
2

//
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c // ?>=<89:;4

Figura 13.13: Rede R5⊲R6.

Exemplo 13.5 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.10 mostra a rede
de Petri R3 (esquerda) e a rede de Petri R4 (direita). A Figura 13.11 mostra R3⊲R4,
onde a transição “d” significa “(a|a|b|b|b); (c|c)” ou “(2a+ 3b); 2c”.

Exemplo 13.6 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.12 mostra a rede
de Petri R5 (esquerda) e a rede de Petri R6 (direita). A Figura 13.13 mostra R5⊲R6,
onde “a” significa “2x; z”, “b” significa “(x+ y); z” e “c” significa “2y; z”.

?>=<89:;1

��;
;;

;;
;

?>=<89:;3

a

3
AA������

2

��;
;;

;;
;

?>=<89:;5

?>=<89:;2 // b // ?>=<89:;4

?>=<89:;1 ?>=<89:;3 //

��

c

d // ?>=<89:;5

?>=<89:;2 ?>=<89:;4

OO

Figura 13.14: Redes R7 (esquerda) e R8 (direita).

?>=<89:;1 //

��;
;;

;;
; e

2 &&MMMMMMMMMMMM ?>=<89:;3

f
3

// ?>=<89:;5

?>=<89:;2

AA������ ?>=<89:;4

Figura 13.15: Rede R7⊲R8.

Exemplo 13.7 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.14 mostra a rede
de Petri R7 (esquerda) e a rede de Petri R8 (direita). A Figura 13.15 mostra R7⊲R8,
onde “e” significa “a; (c+ 2d)” e “f” significa “(a+ b); 3d”.

Exemplo 13.8 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.16 mostra uma
rede de Petri T (esquerda) e as redes de Petri T 2 (centro) e T 3 (direita), onde “d”
significa “a; b”, “e” significa “b; c” e “f” significa “a; b; c”, esta última, uma transação
três tempos.

1Onde, “+” significa “soma monoidal”; não significa “não-determinismo”.
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?>=<89:;1 // a // ?>=<89:;2
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b
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?>=<89:;4 coo ?>=<89:;3oo
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Figura 13.16: Redes T (esquerda), T 2 (centro) e T 3 (direita).

?>=<89:;1
// a //oo ?>=<89:;2
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OO
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Figura 13.17: Redes P (esquerda) e P 2 (direita).

Exemplo 13.9 (Composição de Redes de Petri) A Figura 13.17 mostra uma
rede de Petri P (esquerda) e a rede de Petri P 2 (direita), onde “d” significa “a; (a+
b)”, “e” significa “c; a”, “f” significa “b;−” e “g” significa “−; c”, onde “−” significa
nenhuma transição.
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14 CONCLUSÃO

Este trabalho explorou spans e composição de spans em algumas categorias apre-
sentando diversos exemplos.

14.1 Principais Resultados

Os principais resultados obtidos foram:

• apresentou através de spans : como se definir relações binárias e multirrelações
binárias estendidas em qualquer categoria, grafos internos, LTS e LTS deter-
mińısticos;

• propôs duas definições alternativas de redes de Petri através de spans, sendo
que uma delas generaliza redes de Petri;

• estabeleceu maneiras de se verificar diversas propriedades de endorrelações
expressas por spans ;

• propôs propriedades de grafos internos e maneiras de as verificar;

• provou algumas propriedades da composição de spans ;

• mostrou que a composição de spans expressa a composição de multirrelações,
mas não de relações;

• definiu uma composição de grafos internos que calcula caminhos de tamanhos
pré-estabelecidos, podendo esses terem pedaços em grafos diferentes, desde
que com mesmos vértices;

• definiu uma composição de LTS que calcula transações de tamanhos pré-
estabelecidos, podendo ser realizadas em LTS diferentes, desde que com mes-
mos estados, e provou algumas propriedades a respeito dessa composição;

• definiu um tipo de transação capaz de ser calculado em redes de Petri através
da composição de grafos internos.

14.2 Publicações

• “Composition of Transformations: a Framework for Systems with
Dynamic Topology”. In: CASYS’2003: 6th International Conference on
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Computing Anticipatory Systems, 2003, Liège. Computing Anticipatory Sys-
tems: abstract book. Liège : CHAOS asbl, 2003. v. 1. p. 10-10. Marnes
Augusto Hoff (autor), Karina Girardi Roggia (co-autora), Paulo Blauth Me-
nezes (co-autor).

• “Composition of Transformations: a Framework for Systems with
Dynamic Topology”. International Journal Of Computing Anticipatory
Systems, Liège, v. 14, p. 259-270, 2004. Marnes Augusto Hoff (autor), Karina
Girardi Roggia (co-autora), Paulo Blauth Menezes (co-autor).

• “Computations of Partial Automata through Span Composition”.
In: EUROCAST’2005 - 10th International Workshop on Computer Aided Sys-
tems Theory, 2005, Las Palmas de Gran Canaria. Cast and Tools for Robotics,
Vehicular and Communication Systems, 2005. p. 5-6. Artigo completo em:
Lecture Notes in Computer Science. v. 3643. p. 15-20. Karina Girardi Roggia
(autora), Paulo Blauth Menezes (co-autor), Marnes Augusto Hoff (co-autor).

• “Bicompleteness in the Category of Partial Graphs with Total Ho-
momorhisms”. Electronic Journal on Mathematics of Computation, 2005.
Karina Girardi Roggia (autora), Paulo Blauth Menezes (co-autor), Marnes
Augusto Hoff (co-autor).

14.3 Trabalhos Futuros

• Estudar a noção dual de span — cospan —, bem como cografos e correlações;

• estudar as noções duais das propriedades de relações e de grafos;

• estudar bicategorias: Span(C) (ou Sp(C)), Cospan(C) e Rel(C);

• generalizar a composição de arestas de grafos internos para tratar grafos com
conjuntos de vértices diferentes;

• estabelecer a preservação de propriedades de grafos pela composição de arestas
de grafos internos;

• generalizar a composição de arestas de grafos internos para grafos reflexivos1

e categorias;

• generalizar a composição de redes de Petri para indicar transações quaisquer
e não apenas transações n-tempos;

• comparar as redes de Petri aqui definidas com as redes de Petri zero safe

(BRUNI; MONTANARI, 2001);

• incluir marcação na definição de redes de Petri;

• definir uma categoria de redes de Petri como definidas neste trabalho;

• aprofundar o estudo da categoriaMRel: identificar monomorfismos, epimor-
fismos, pares e famı́lias mono; definir produtos, equalizadores, P.F.;

1Cada grafo reflexivo é uma 5-upla e cada vértice possui uma aresta diferenciada.
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• investigar maneiras de se distingüir multirrelações de multirrelações estendidas
em qualquer categoria.
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