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Resumo

Sistemas ompostos por partíulas que interagem por meio de forças de longo al-

ane, omo sistemas gravitaionais ou oulombianos, apresentam omportamentos dis-

tintos daqueles ujas forças são de urto alane. No equilíbrio termodinâmio pode haver

inequivalênia entre ensembles, resultante da falta das propriedades de extensividade e adi-

tividade. Porém, antes mesmo de atingir o equilíbrio, esses sistemas relaxam para estados

estaionários ujas distribuições não são neessariamente de Maxwell-Boltzmann, em um

proesso evolutivo regido pela equação de Vlasov, ou equação de Boltzmann não-olisional.

A relaxação olisional para o equilíbrio oorre somente após um tempo que diverge om o

aumento do tamanho do sistema. Nesse trabalho, estudamos dois modelos ujas interações

são de longo alane: o modelo Hamiltonian Mean-Field, ou HMF, e o modelo HMF gen-

eralizado, ou gHMF. Nos dois asos, omparamos os resultados da meânia estatístia de

equilíbrio no ensemble miroan�nio e os estados estaionários de não-equilíbrio. Propo-

mos teorias fundamentadas na dinâmia de Vlasov para desrever os estados estaionários,

e orroboramos nossas previsões através da simulação omputaional da dinâmia de N

orpos.





Abstrat

Systems omposed of partiles that interat by means of long-range fores, suh as

gravitational or Coulomb systems, present behaviors that di�er from those with short-

range fores. In thermodynami equilibrium ensembles may be inequivalent due to their

lak of extensivity and additivity. However, even before reahing equilibrium, suh systems

beome trapped in out-of-equilibrium stationary states haraterized by distributions that

are not neessarily Maxwell-Boltzmann, through a proess whih is governed by the Vlasov,

or non-ollisional Boltzmann, equation. The ollisional relaxation that leads to equilibrium

only ours afterwards, after a period of time that diverges as the system size inreases.

In the present work, we study two models with long-range interations: the Hamiltonian

Mean Field (HMF) and the generalized HamiltonianMean-Field (gHMF) models. For both

ases, we ompare the results of equilibrium statistial mehanis in the miroanonial

ensemble with the out-of-equilibrium stationary states. We propose theories based on

Vlasov dynamis in order to desribe these non-equilibrium states, and orroborate our

results with numerial simulations of the N-body dynamis.
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Capítulo 1

Introdução

Entre os diversos fen�menos estudados pela meânia estatístia, uma quantidade signi-

�ativa envolve sistemas de muitos orpos ujos omponentes interagem por meio de forças

de longo alane. Tais forças são oriundas de poteniais do tipo U(r) ∼ 1/rα, om α < d e d

sendo a dimensão do sistema. Como exemplo, temos o potenial gravitaional e o oulom-

biano. Quando seu alane não é blindado, omo na blindagem de Debye em plasmas

neutros, é fundamental levar em onsideração a natureza de longo alane da interação.

Para enontrar a on�guração de equilíbrio de sistemas de muitas partíulas, é natural

usarmos a termodinâmia e meânia estatístia tradiionais. No entanto, ao apliá-las a

sistemas om interações de longo alane, deparamo-nos om algumas di�uldades.

A termodinâmia depende das propriedades de extensividade e de aditividade do sis-

tema estudado [1℄, nenhuma das quais é obedeida por sistemas de longo alane [2℄. Um

sistema de energia U(N), onde N é o número de partíulas, é extensivo se, ao multipliar-

mos N por uma onstante λ, a nova energia será λU(N). No entanto, se ada partíula

interagir om todas as outras, o potenial esalará om N2
, e a energia não será extensiva.

Essa propriedade pode ser adquirida através de um esalonamento do potenial om o

inverso do número de partíulas, um proesso onheido omo presrição de Ka [3℄. O

esalonamento, porém, não resolve o problema da não-aditividade. Em sistemas de urto

alane, omo a energia de interfae é desprezível frente à energia do bulk � esalam om

N2/3
e N , respetivamente � o sistema inteiro pode ser onsiderado omo um onjunto

de subsistemas isolados. Entretanto, om o alane maior da interação entre as partíulas,

essa onsideração perde a validade, pois o oneito de interfae já não é bem de�nido.

A falta de aditividade leva à possibilidade de alor espeí�o negativo no ensemble mi-

roan�nio, pois é justamente a aditividade que garante a onavidade da entropia. Por

sua vez, a existênia do alor espeí�o negativo não é possível no ensemble an�nio.
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Dessa forma, interações de longo alane podem levar a uma violação da equivalênia de

ensembles, um oneito fundamental da meânia estatístia tradiional [4, 5℄.

Outra questão ruial para o tratamento estatístio de sistemas de longo alane é sua

ergodiidade. A hipótese de Boltzmann da equiprobabilidade dos miroestados requer que

o sistema seja ergódio. Seja um espaço de fase de 2dN dimensões, onde N é o número

de partíulas e d é a dimensão do sistema; ada ponto nesse espaço representa uma pos-

sível on�guração (miroestado) do sistema. Um sistema, iniialmente em um ponto, deve

evoluir ao longo de uma superfíie de energia onstante nesse espaço de fase de aordo om

as leis de Hamilton. Em vez de onsiderar um únio sistema evoluindo ao longo de toda

a superfíie, pode-se pensar em in�nitos sistemas distribuídos ao longo dela. O ensemble

miroan�nio é esse onjunto, ou seja, sistemas em todos os possíveis miroestados orre-

spondentes a dadas variáveis marosópias, de mesma energia. No entanto, se não houver

ergodiidade � se houver regiões da superfíie de energia onstante que são inaessíveis

para o sistema a partir de uma determinada ondição iniial � essa orrespondênia entre

a evolução temporal de um únio sistema e uma distribuição de in�nitos sistemas não é

mais válida. Para sistemas de urto alane, a ergodiidade geralmente é observada, em-

bora não haja uma prova formal de sua existênia. Para sistemas de longo alane, há

indíios de quebra da ergodiidade [6, 7℄.

De fato, a relaxação de um sistema om interações de longo alane é diferente da re-

laxação para o equilíbrio de um sistema om interações de urto alane. No segundo aso,

a relaxação é olisional, om a função distribuição de uma partíula f(r,p,t) regida pela

equação de Boltzmann Df/Dt = (∂f/∂t)col, onde Df/Dt ≡ ∂f/∂t+v ·∇rf+(F/m) ·∇vf

é a derivada onvetiva de f e F = ṗ. No primeiro aso, a dependênia do termo olisional

da equação de Boltzmann om as orrelações entre partíulas, que esala om 1/N [2℄

devido à presrição de Ka desrita anteriormente, resulta que, no limite termodinâmio

N → ∞, as orrelações tornam-se totalmente desprezíveis. A evolução de f(r,p,t) passa

a ser desrita de forma exata pela equação de Vlasov [8℄, ou equação de Boltzmann não-

olisional, Df/Dt = 0. Enquanto a solução estaionária para a equação de Boltzmann é

a distribuição de Maxwell-Boltzmann, a equação de Vlasov possui in�nitas soluções esta-

ionárias. Na dinâmia de Vlasov, a partir de uma ondição iniial, a função f(r,p,t) evolui

in�nitamente, �lamentando-se em esalas de omprimento ada vez menores. Eventual-

mente, essa esala será tão pequena que a evolução mirosópia de f(r,p,t) não seria mais

observável em uma resolução �nita (a resolução aessível para experimentos ou simulações
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numérias). É nessa esala marosópia que f(r,p,t) atinge um estado estaionário. Sis-

temas om interações de longo alane, sob a dinâmia de Vlasov, relaxam rapidamente

para esses estados estaionários, que são soluções da equação de Vlasov [9, 10℄. Para

N �nito, as orrelações entre partíulas ontribuem para a dinâmia e eventualmente re-

laxam o sistema para o equilíbrio termodinâmio, de forma análoga à relaxação olisional

de sistemas de urto alane. Isso só oorre após um tempo que esala om Nγ
, onde γ

depende do tipo de interação [11℄. A relaxação de sistemas de longo alane, portanto,

oorre em duas etapas: a primeira, não-olisional, que leva a uma solução estaionária de

Vlasov, e a segunda, olisional

1

, em uma ordem de tempo muito maior que a primeira [2℄.

É importante ressaltar que tomando o limite N → ∞ antes do limite t→ ∞, essa segunda

relaxação nuna oorre, pois não há mais orrelações entre partíulas.

Resolver a equação de Vlasov para uma ondição iniial arbitrária não é trivial. No

entanto, a dinâmia de Vlasov é essenial para desrever os estados quasi-estaionários

2

nos quais sistemas de longo alane permaneem antes de relaxar para o equilíbrio. Por

isso, há uma demanda de teorias baseadas na dinâmia de Vlasov, apazes de prever e

desrever os estados quasi-estaionários sem resolver expliitamente a equação de Vlasov

nem simular a dinâmia moleular ompleta de N orpos. Algumas já existem, omo a

teoria de relaxação violenta de Lynden-Bell [12℄ que será desrita na seção 2.3.3; porém,

ainda não há um onsenso sobre sua validade, e ainda não existe uma teoria geral que sirva

para qualquer ondição iniial.

Uma motivação para o desenvolvimento de uma teoria geral de longo alane é a apli-

ação em sistemas reais. Em muitos sistemas astrofísios, por exemplo, o tempo de vida

dos estados quasi-estaionários é maior que a idade do universo, e a natureza de longo

alane das interações é determinante na dinâmia de galáxias, aglomerados globulares e

halos de matéria esura [13℄. Em relação ao potenial oulombiano, existem os asos de

plasmas não-neutros, magnetiamente on�nados [14, 15℄. Além disso, há exemplos na

hidrodinâmia [16℄ e na físia at�mia [17℄.

Uma teoria proposta por Levin et al. para plasmas não-neutros [14℄, baseada na

dinâmia de Vlasov e em ressonânias paramétrias, também foi apliada om suesso

a outros sistemas, omo gravitação em uma e duas dimensões [18, 11℄ e a um modelo XY

de ampo médio om energia inétia, onheido pelo nome Hamiltonian mean �eld model,

1

Apesar da relaxação ser devida a orrelações e não a olisões, a denominação "olisional"é usada em

analogia à relaxação de sistemas de interações de urto alane.

2

Também abreviadas omo qSS, de quasi-stationary states
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ou modelo HMF [19, 20℄. A teoria propõe que, quando há osilações oletivas no sistema,

partíulas ressonantes podem ganhar energia às ustas das osilações, formando um halo

difuso de alta energia ao redor de um núleo denso de baixa energia. Nesse aso, quando

as osilações são amorteidas, o sistema é preso na on�guração núleo-halo, tornando-o

não-ergódio. Estudamos esse efeito no modelo HMF, e desenvolvemos uma teoria que

determina para quais ondições essa formação oorrerá ou não, e onsequentemente para

quais ondições há quebra de ergodiidade [7℄. Também estudamos um modelo HMF gen-

eralizado (gHMF), om interações nemátias, que tem um diagrama de fase mais propíio

para omparar transições de fase de equilíbrio e de não-equilíbrio, devido a um parâmetro

a mais em relação ao modelo HMF.

Os próximos dois apítulos desrevem o trabalho realizado sobre esses dois modelos. No

apítulo 2, iniio apresentando a solução de equilíbrio no ensemble miroan�nio do mod-

elo HMF. Em seguida, desrevo os resultados de simulação numéria da dinâmia moleular

do modelo, que mostram os estados quasi-estaionários, e exponho a teoria analítia usada

para desrevê-los. O apítulo 3 trata do modelo HMF generalizado. Novamente, apresento

a solução de equilíbrio e omparo om o diagrama de fase da dinâmia moleular, além da

teoria analítia que desreve as transições de fase nos qSS. No �nal, o apítulo 4 resume

os oneitos e resultados apresentados em toda a dissertação.



Capítulo 2

Modelo HMF

No presente apítulo, será apresentado o modelo HMF (Hamiltonian mean �eld model).

Ele é um modelo XY tipo ampo médio, no qual todos os omponentes interagem entre

si. Apresentado por Antoni e Ru�o em 1995 (ver ref. [20℄), ele passou a ser um modelo

paradigmátio para o estudo de araterístias gerais de sistemas om interações de longo

alane. O apítulo é dividido em três seções, em que são desritos (1) o modelo, (2) a

solução de equilíbrio no ensemble miroan�nio e (3) os estados estaionários fora de

equilíbrio. .

2.1 O modelo

O modelo HMF é um sistema de N partíulas, desrito pelo hamiltoniano

H =
N
∑

i=1

p2i
2

+
γ

2N

N
∑

i,j=1

[1− cos(θi − θj)] , (2.1)

onde θi é a oordenada posição e pi o momentum onjugado da i-ésima partíula, e γ

é uma onstante referente à intensidade da interação. O sistema pode ser interpretado

omo um onjunto de spins XY sobre uma rede, onde θi seria a orientação do spin, ou

omo partíulas on�nadas em um anel de raio unitário, onde θi seria a posição sobre o

anel. O sinal de γ determina o sentido de aoplamento entre as partíulas: se γ > 0, a

interação é atrativa e o aoplamento é ferromagnétio; se γ < 0, a interação é repulsiva e

o aoplamento é antiferromagnétio.

O hamiltoniano (2.1) é uma simpli�ação de sistemas gravitaionais ou Coulombianos

em uma dimensão, om ondições de ontorno periódias. Seja um sistema formado por

N partíulas distribuídas sobre um anel de raio unitário, ou seja, om posição x ∈ [−π, π).
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A equação de Poisson é

∇2ψ(x) = ξ

N
∑

i=1

[

δ(x− xi)−
1

2π

]

(2.2)

onde ξ depende do sistema em onsideração. No aso gravitaional, ξ = 4πGm, onde G é

a onstante gravitaional, m = M/N é a densidade de massa e M a massa total. Para o

aso Coulombiano, ξ = −q/ε0, onde q = Q/N é a densidade de arga, Q a arga total e

ε0 é a permissividade do váuo. O termo 1/2π é neessário para manter a neutralidade de

arga do sistema total, devido às ondições de ontorno periódias.

Expressando a delta de Dira na representação de Fourier, δ(x− xi) =
∑

n exp[ in(x−
xi)]/2π e integrando a equação, o potenial tem a forma

ψ(x) = ξ

N
∑

i=1

∞
∑

n=1

[

1− cos(n(x− xi))

n2

]

. (2.3)

A onstante ξ foi somada para que o potenial seja nulo quando x = xi, ∀xi. Trunando a

série em n = 1, temos o potenial do modelo HMF.

Nesse trabalho, onsideramos o modelo HMF de interação ferromagnétia e normalizada

de forma que γ = 1. Voltando ao hamiltoniano dado pela equação (2.1), reesrevemos

cos(θi − θj),

H =
N
∑

i=1

p2i
2

+
1

2N

N
∑

i,j=1

(1− cos θi cos θj − senθi senθj) (2.4)

ou ainda

H =
N
∑

i=1

p2i
2

+
1

2
− 1

2N

(

N
∑

i=1

cos θi

)2

− 1

2N

(

N
∑

i=1

senθi

)2

. (2.5)

O parâmetro de ordem do sistema é a magnetização por partíula, M = (Mx,My), e

suas omponentes são de�nidas omo

Mx =〈cos θ〉 = 1

N

N
∑

i=1

cos θi (2.6)

e

My =〈senθ〉 = 1

N

N
∑

i=1

senθi. (2.7)

Podemos reonheer esse parâmetro nos somatórios de (2.5) e então esrever a energia

média por partíula, ε = H/N , omo

ε =
〈p2〉
2

+
1−M2

x −M2
y

2
. (2.8)
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Outra quantidade utilizada no trabalho é a energia individual de ada partíula,

ǫ(θi,pi) =
p2i
2

+ 1−Mx cos(θi)−My sin(θi). (2.9)

Por simetria, sempre podemos esolher uma distribuição iniial de partíulas tal que My =

0, pois senθ = −sen (−θ). No restante do trabalho, onsideraremos esse termo omo nulo.

2.2 Meânia Estatístia de Equilíbrio

O estado de equilíbrio do HMF pode ser resolvido exatamente usando a meânia es-

tatístia lássia. Essa seção é uma revisão da solução de equilíbrio apresentada na refer-

ênia [2℄. Não há inequivalênia entre ensembles para o HMF [2℄, portanto analisaremos

apenas o aso miroan�nio.

O ensemble miroan�nio é de�nido pela superfíie de energia E onstante no espaço

de estados 2Nd-dimensional, sendo d o número de graus de liberdade de ada partíula

(d = 1 para o HMF),

Ω(E,N) =

∫ π

−π

dθ

∫

∞

−∞

dp δ(H(p,θ)−E), (2.10)

onde θ e p são vetores N-dimensionais que representam as posições e veloidades de todas

as N partíulas do sistema: θ = (θ1, θ2, . . . , θN ) e p = (p1, p2, . . . , pN). Dessa forma,

também temos que dθ =
∏N

i=1 dθi e dp =
∏N

i=1 dpi.

Proedemos ao álulo da entropia, S = lnΩ. De�nimos K omo a energia inétia da

energia total E, e U(θ) omo o termo potenial do hamiltoniano H(θ,p), ou seja

U(θ) =
1

2N

N
∑

i,j=1

(1− cos θi cos θj). (2.11)

Dessa forma, o argumento da delta de Dira da equação (2.10) será nulo quando K =
∑N

i p
2
i /2 = |p|2/2 e E − K = U(θ). A integral da equação (2.10) pode ser expressa em

dois termos, um inétio e um potenial (ou on�guraional, pois depende da on�guração

dos omponentes de θ). Para tanto, preisamos também integrar sobre os possíveis valores

de K, para que todas as possíveis ombinações de energia inétia e energia potenial da

energia total E sejam inluídas. A equação (2.10) para a superfíie de energia onstante
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E é esrita omo

Ω(E,N) =

∫

∞

−∞

dp

∫

dK δ

(

K − |p|2
2

)
∫ π

−π

dθ δ(E −K − U(θ))

=

∫

dK Ωkin(K) Ωconf(E −K), (2.12)

onde

Ωkin(K) =

∫

∞

−∞

dp δ

(

K − |p|2
2

)

, (2.13)

Ωconf(E −K) =

∫ π

−π

dθ δ(E −K − U(θ)). (2.14)

No termo inétio, equação (2.13), o argumento da delta de Dira é nulo quando o módulo

quadrado de p é igual à 2K, ou seja, é a equação para uma esfera N-dimensional. Como

a integral depende apenas do módulo quadrado de p, podemos usar a simetria esféria

para realizar a integração. Em oordenadas esférias em três dimensões, uma integral

para uma função f(r2) teria a forma

∫

4πr2f(r2)dr =
∫

S3(r)f(r
2)dr, onde S3(r) é a

área da superfíie de uma esfera de raio r. Isso pode ser generalizado para N dimensões:

∫

drf(r2) =
∫

SN (r)f(r
2)dr, onde

SN(r) =
2πN/2

Γ(N
2
)
rN−1

(2.15)

é a área da superfíie de uma esfera N-dimensional. Então, esrevendo p = |p| e f(r2) =
δ(K − p2/2), temos

Ωkin(K) =

∫

∞

0

dp
2πN/2

Γ(N
2
)
pN−1δ

(

K − p2

2

)

. (2.16)

Usando as propriedades da delta de Dira

δ(ax) =
δ(x)

a

e

δ(f(x)) =
∑

i

δ(x− xi)

|f ′(xi)|
,

onde xi é a i-ésima raiz de f(x), �nalmente temos

Ωkin(K) =
2πN/2

Γ(N
2
)

1√
2K

∫

∞

0

dp pN−1δ
(

p−
√
2K
)

=
2πN/2

Γ(N
2
)
(2K)N/2−1. (2.17)
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Voltando à equação (2.12), troamos de variável, Nκ = K, e assim Ndκ. Reesrevemos

a equação (2.12) omo

Ω(N,ε) =

∫

dκ
(2πN)N/2

Γ(N
2
)

(κ)N/2−1Ωconf [N(ε − κ)]

=

∫

dκ exp

{

N

[

1

2
ln 2π +

1

2
lnN +

1

2
ln(κ)− 1

N
ln Γ

(

N

2

)

+
1

N
ln Ωconf(N(ε − κ))

]}

. (2.18)

A entropia espeí�a do sistema é s(ε) = S/N = limN→∞Ω(N,ε)/N . No limite ter-

modinâmio, a aproximação de Γ(z) para Re z → ∞, dada por

ln Γ(z) ≈
(

z − 1

2

)

ln z − z +
1

2
ln(2π), (2.19)

é válida [2℄, e substituímos limN→∞ ln Γ(N/2) ≈ (N/2− 1/2) ln(N/2)−N/2 + (1/2) ln 2π.

Nesse limite também podemos usar o método de ponto de sela para resolver a integral e

enontrar a entropia. A base desse método onsiste em expandir o argumento da expo-

nenial, Nf(κ), em torno de seu ponto máximo, pois omo N é muito grande, a maior

ontribuição à integral será da extremidade de f(κ). Denotando o valor de κ que maximiza

f(κ) omo κ⋆, o resultado até segunda ordem tem a forma

s(ε) =
1

N
ln

{

exp[Nf(κ⋆)]

∫

dκ exp

[

N

2
f ′′(κ⋆)(κ− κ⋆)2

]}

= f(κ⋆) +
1

N
ln

√

2π

N |f ′′(κ⋆)| , (2.20)

onde

f(κ) = (ln 2π + ln 2 + ln κ+ 1)/2 + (lnN/2 − ln 2π)/2N + sconf(ε− κ) (2.21)

e

sconf =
1

N
ln Ωconf .

O segundo termo da equação (2.20) é desprezível frente ao primeiro por ser da ordem de

1/N , assim omo o segundo termo de f(κ) (equação (2.21)). Dessa maneira, enontramos

uma expressão geral para a entropia,

s(ε) =
1

2
ln 2π +

1

2
ln 2 +

1

2
+ sup

κ

[

1

2
ln κ+ sconf(ε− κ)

]

. (2.22)
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Resta espei�ar a forma da ontribuição on�guraional, sconf . Esse termo depende de

ε − κ = u, a energia potenial média por partíula. Conforme a equação (2.8), u é uma

função de M , a magnetização por partíula; por isso, o subespaço Ωconf(Nu) deve ser

proporional ao subespaço Ωmag , dado por

Ωmag(M) =

π
∫

−π

N
∏

i=1

dθi δ

(

N
∑

i=1

cos θi −NM

)

δ

(

N
∑

i=1

sin θi

)

=
1

4π2

∞
∫

−∞

da

∞
∫

−∞

db

π
∫

−π

N
∏

i=1

dθi exp

[

i a

(

N
∑

i=1

cos θi −NM

)

+ i b

(

N
∑

i=1

sin θi

)]

=
1

4π2

∞
∫

−∞

da

∞
∫

−∞

db exp(−i aNM)





π
∫

−π

dθ exp(i a cos θ + i b sin θ)





N

. (2.23)

De�nindo

g(a,b) =

∫ π

−π

dθ exp ( i a cos θ + i b sin θ), (2.24)

podemos esrever a equação (2.23) omo

Ωmag(M) =
1

4π2

∞
∫

−∞

d a

∞
∫

−∞

d b exp [N(−i aM + ln g(a,b)] (2.25)

e usar o método de ponto de sela novamente. Assim omo na equação (2.20), expandimos

o expoente até segunda ordem em torno de seu ponto extremo. De�nindo λ = −i aM +

ln g(a,b), a integral será dada por

Ωmag(M) =
1

4π2
exp[Nλ(a⋆,b⋆)]

∞
∫

−∞

da

∞
∫

−∞

db exp

{

1

2

[

(a− a⋆)2
∂2f

∂a2

∣

∣

∣

∣

a⋆,b⋆

+ 2(a− a⋆)(b− b⋆)
∂2f

∂a∂b

∣

∣

∣

∣

a⋆,b⋆
+ (b− b⋆)2

∂2f

∂b2

∣

∣

∣

∣

a⋆,b⋆

]}

. (2.26)

Nossa intenção é usar essa integral para determinar a entropia on�guraional sconf ∼
ln Ωmag/N . As integrais envolvendo derivadas segundas resultarão em um fator de ordem

1/N , que pode ser oloado em um termo separado ao tomarmos o logaritmo, e, portanto,

desprezado. Por isso, interessamo-nos apenas em Ωmag(M) ∼ exp [Nλ(a⋆,b⋆)]. As derivadas

primeiras são nulas, pois se trata de uma extremidade, e levam às equações

1

g(a,b)

∂g(a,b)

∂a
= i aM (2.27)



Capítulo 2. Modelo HMF 11

e

1

g(a,b)

∂g(a,b)

∂b
= 0, (2.28)

que são satisfeitas por b⋆ = 0 e

I1(a
⋆)

I0(a⋆)
=M, (2.29)

onde a⋆ = i a e In(z) =
∫

dθ cosnθ exp(z cos θ) é a função de Bessel modi�ada de primeira

espéie. Substituindo no expoente, temos que

Ωmag(M) ∼ exp(−NMa⋆(M) +N ln I0(a
⋆)) (2.30)

onde a⋆ satisfaz a equação (2.29). Conforme foi omentado anteriormente, os outros ter-

mos que apareeriam na expressão (2.30) são inversamente proporionais à N e podemos

desprezá-los. Além disso, Ωmag e Ωconf diferem apenas por uma onstante de proporional-

idade, que pode ser ignorada na expressão da entropia, então podemos usar a equação

(2.30) em sconf . Agora resta apenas a maximização na equação (2.22). Ela pode ser feita

em relação à M em vez de κ, pois κ = ε− u = ε− (1−M2)/2, e assim temos

s(ε) =
1

2
(ln 4π + 1) + sup

M

[

1

2
ln

(

ε− 1−M2

2

)

−Ma⋆(M) + ln I0(a
⋆(M))

]

. (2.31)

A solução da maximização é

M = a⋆(M)(2ε − 1 +M2). (2.32)

As equações (2.32) e (2.29) determinam a magnetização de equilíbrio em função da

energia. Chegamos na expressão �nal da entropia em função da energia, dada por

s(ε) =
1

2
(ln 4π + 1) + sup

M

[

1

2
ln

(

ε− 1−M2

2

)

− M2

2ε− 1 +M2
+ ln I0

(

M

2ε− 1 +M2

)]

.

(2.33)

A urva s(ε) está exibida na �gura 2.1.

A �gura 2.2 mostra a magnetização de equilíbrio, dada pela solução das equações

(2.29) e (2.32), em função da energia ε. Em ε = 0, o estado de equilíbrio do modelo HMF

é totalmente magnetizado, omM = 1. A medida que ε aumenta, a magnetização derese

ontinuamente, até atingir M = 0 na energia rítia εc = 0,75.

A diminuição ontínua da magnetização india uma transição de segunda ordem, o que

é on�rmado ao plotarmos a temperatura termodinâmia β = 1/kBT = 〈p2〉 em função da

energia. A urva de β(ε) apresenta uma desontinuidade em sua derivada ∂β/∂ε ∼ ∂2s/∂ε2

em ε = 0,75, a energia rítia.
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Fig. 2.1: Entropia em função da energia.
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Fig. 2.2: Magnetização de equilíbrio M em função da energia ε (solução da equação

(2.32)).
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Fig. 2.3: A temperatura inversa β = 1/(2ε− 1 +M2) em função da energia. A deson-

tinuidade da derivada em ε = 0.75 india uma transição de segunda ordem.
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2.3 Não-Equilíbrio: Estado Estaionário

Os resultados da seção 2.2 foram derivados sob a suposição de que a meânia estatís-

tia de Boltzmann-Gibbs seja válida para sistemas om interações de longo alane omo

o modelo HMF. No entanto, esses sistemas relaxam primeiramente para estados quasi-

estaionários de não-equilíbrio, om distribuições que não são de Maxwell-Boltzmann.

Portanto, outra análise deve ser feita, usando simulações omputaionais para levar em

onsideração a dinâmia desses sistemas.

2.3.1 Dinâmia Moleular

Consideramos uma distribuição de um nível, onheida omo distribuição tipo water-

bag, uniforme sobre uma área retangular no espaço de fase, entrada em (θ,p) = (0,0),

f0(θ,p) = ηΘ(θm − |θ|)Θ(pm − |p|), (2.34)

ondeΘ(x) é a função degrau de Heaviside. As onstantes η (densidade), θm (θmáximo) e pm

(p máximo) são determinadas pela normalização da distribuição, magnetização iniial do

sistema e energia, respetivamente. As integrais sobre p e θ das funções degrau equivalem

a troar os limites de integração ∞ e π por pm e θm. Assim,

1 = η

∫ θm

−θm

dθ

∫ pm

−pm

dp, (2.35)

M = η

∫ θm

−θm

dθ

∫ pm

−pm

dp cos θ (2.36)

e

ε = η

∫ θm

−θm

dθ

∫ pm

−pm

dp
p2

2
+

1−M2

2
(2.37)

levam a

η =
1

4θm pm
, (2.38)

M =
sin θm
θm

(2.39)

e

pm =
√

3 ( 2ε− 1 +M2). (2.40)
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Dada a ondição iniial (M0, ε), as equações (2.39) e (2.40) determinam os limites da

distribuição water-bag no espaço de fase.

Na dinâmia moleular, para simular um sistema om N partíulas, utilizamos dois

vetores de dimensãoN/2, onde a i-ésima omponente do primeiro vetor representa o ângulo

θi da i-ésima partíula, e da mesma forma a i-ésima omponente do segundo vetor é o

momentum pi da respetiva partíula. Como ondição iniial, ada θi e pi assume um

valor aleatório nos intervalos −θm,θm e −pm,pm respetivamente. Para ada uma dessas

partíulas, onsideramos que existe uma partíula em posição simétria no espaço de fase:

θi+N/2 = −θi e pi+N/2 = −pi, o que garante a onservação de My = 0 e torna a simulação

mais rápida, pois a evolução é simétria e preisamos integrar o movimento de apenas

metade das partíulas.

Através das equações de Hamilton, ada partíula segue a equação de movimento θ̈i =

ṗi = −∂H/∂θi, ou

θ̈i = − 1

N
sin θi

N
∑

j=1

cos θj +
1

N
cos θi

N
∑

j=1

sin θj

= −Mx sin θi +My cos θi

ou, lembrando que My = 0 e M =Mx,

θ̈i = −M sin θi (2.41)

A integração numéria foi implementada usando um integrador simplétio de quarta

ordem [21℄, disponibilizado online por E. Hairer [22℄. Para ontrolar a preisão numéria,

onferimos o erro na onservação da energia média por partíula ε dada pela equação (2.8),

mantendo-o em torno de 10−8
.

A �gura 2.4 mostra exemplos de duas distribuições iniiais (painéis (a) e (c)) e as

respetivas distribuições após o relaxamento para o estado quasi-estaionário (painéis (b)

e (d)). As simulações foram feitas om N = 20000 partíulas. A magnetização iniial é

a mesma nas duas simulações (M0 = 0,8), o que equivale a ter o mesmo limite θm. Os

limites em p, no entanto, são diferentes, pois a energia média ε difere nos dois asos. A

energia da �leira superior é maior que a energia da simulação da �leira inferior (ε = 0,7

e ε = 0,45, respetivamente); portanto, o limite pm do painel (a) é maior que o limite pm

do painel (). As duas ondições iniiais levam à fases diferentes: a de maior energia leva
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a uma on�guração paramagnétia, homogênea em θ (painel (b)), enquanto a de menor

energia permanee magnetizada, na fase ferromagnétia (painel (d)). Ambos painéis (b) e

(d) orrespondem às distribuições no tempo de simulação t = 5000.

Fig. 2.4: Distribuições no espaço de fase da dinâmia moleular om N = 20000. Na

oluna esquerda, as distribuições iniiais, om ε = 0,7 (a) e ε = 0,45 (), e

M0 = 0,8 nos dois asos. A oluna direita mostra as duas possíveis fases do

estado quasi-estaionário: paramagnétio (b) e ferromagnétio (d).

A fase que o sistema atingirá depende não apenas da energia média ε omo também

da magnetização iniialM0. Essa dependênia é exempli�ada na �gura 2.5, que mostra a

evolução temporal da magnetização de dois sistemas de mesma energia e diferentes valores

de M0. Simulamos a dinâmia de dois sistemas de energia média ε = 0,62, ompostos por

N = 106 partíulas. Quando a magnetização iniia em M0 = 0,2, ela deai rapidamente e

osila em torno deM = 0, enquanto o sistema de magnetização iniial mais alta,M0 = 0,8,

permanee magnetizado. Nos dois asos, a magnetizaçãoM(t) osila em torno de seu valor

quasi-estaionárioMs, dado pelo valor médio deM(t) após a primeira relaxação do sistema.

No sistema de menor energia, Ms = 0 (fase paramagnétia), e no sistema de maior energia

Ms > 0 e a fase é ferromagnétia.
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Fig. 2.5: Magnetização em função do tempo da simulação numéria da dinâmia de N

orpos. Para uma mesma energia, ε = 0,62, magnetizações iniiais diferentes

resultam em fases diferentes (ferromagnétia para M0 = 0,8 e paramagnétia

para M0 = 0,2).

Realizando simulações para diferentes ondições iniiais, onstruímos um diagrama de

fase de não-equilíbrio do modelo HMF, exibido na �gura 2.6. No equilíbrio, a energia rítia

é a mesma para qualquer magnetização iniial, e a transição é representada por uma reta

de delividade nula no diagrama de fase em ε = 0,75. Por outro lado, a transição entre

fases ferromagnétia e paramagnétia dos estados quasi-estaionárias oorre em diferentes

valores de ε, dependendo da magnetização iniial. A linha rítia de equilíbrio e a de não-

equilíbrio são representadas no diagrama de fase por uma linha sólida e uma traejada-

pontilhada, respetivamente. A urva pontilhada mostra a menor energia possível dado

um valor deM0. ComoM0 determina a energia potenial iniial, a energia mínima é aquela

om energia inétia nula, ou seja, εmin = (1 −M2
0 )/2. O diagrama também mostra uma

região na qual a transição de não-equilíbrio não é bem de�nida: a larga linha sombreada em

torno da linha rítia paraM0 > 0,6, aproximadamente. Para esses valores deM0, existem

regiões da energia média ε, aima da linha rítia, para as quais o sistema permanee

magnetizado.

Os resultados da evolução da magnetização através da dinâmia moleular de N or-

pos nos indiam a existênia de estados quasi-estaionários. O diagrama de fase mostra
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Fig. 2.6: Diagrama de fase do modelo HMF. A linha sólida demara a transição de não-

equilíbrio, obtida através de simulações da dinâmia moleular de N orpos.

Em torno dessa linha, para M0 > 0,6 aproximadamente, a barra verde mostra

uma região na qual a linha de transição não é bem de�nida e existem reentrân-

ias (pequenas regiões ferromagnétias aima da linha rítia, dentro da região

paramagnétia). A transição de equilíbrio, dada por ε = 0,75 para qualquer

magnetização iniial, é representada pela linha azul traço-pontilhada. A linha

vermelha e pontilhada delimita a mínima energia neessária para ada valor de

M0.

a dependênia da energia rítia om a magnetização iniial, ontrariando a solução de

equilíbrio. A transição de não-equilíbrio oorre para energias menores que a energia rítia

de equilíbrio, embora as reentrânias de M0 ≈ 1 atinjam energias maiores que ε = 0,75.

Conforme disutido na introdução dessa dissertação, é a natureza de longo alane das in-

terações do potenial que determina o relaxamento para esses estados quasi-estaionários

fora de equilíbrio.

2.3.2 Limite termodinâmio e dinâmia de Vlasov

Ao ontrário da relaxação olisional para o equilíbrio de sistemas om interações de

urto alane, sistemas om interações de longo alane são araterizados por uma relax-
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ação não-olisional. O esalonamento do potenial om 1/N (presrição de Ka) torna as

orrelações entre partíulas desprezíveis frente à interação de ada partíula om o ampo

médio. Essas orrelações oupam o papel das olisões dos sistemas de urto alane, e

quando elas se tornam desprezíveis, o termo olisional da equação de Boltzmann também

é reduzido: ele esala om 1/N para sistemas om longo alane [2℄. Ao tomarmos o limite

termodinâmio, N → ∞, o termo olisional vai à zero e a dinâmia passa a ser regida pela

equação de Vlasov, ou equação de Boltzmann não-olisional, dada por

∂f

∂t
+ p

∂f

∂θ
+ F (θ)

∂f

∂p
= 0, (2.42)

onde F (θ) = p̈ e f(θ,p) é a função distribuição de uma partíula.

A função distribuição evolui omo um �uido inompressível no espaço de fase. Qual-

quer integral de um funional da forma C[h] =
∫

h[f(θ,p,t)] dp dθ é onservada por essa

dinâmia. Tais integrais são hamadas de invariantes de Casimir [23℄. Existe uma quanti-

dade in�nita de invariantes de Casimir, inlusive a entropia s =
∫

f(θ,p,t) ln f(θ,p,t) dp dθ.

Disretizando f(θ,p,t) em níveis de valor ηi, ada hipervolume

∫

δ(f(θ,p,t) − ηi) dp dθ é

preservado. A distribuição evolui in�nitamente no espaço de fase, �lamentando-se em es-

alas de omprimento ada vez menores, mas sempre preservando os hipervolumes. Em

algum momento, no entanto, a distribuição pareerá estaionária, pois a evolução estará

em uma esala de omprimento além da resolução disponível em experimentos ou simu-

lações numérias. Chamamos de marosópia a esala de observação em que a distribuição

paree estaionária e de mirosópia a que ela ainda evolui

1

. A distribuição marosópia,

denominada f̄ para difereniá-la da distribuição mirosópia f(θ,p,t), é a que desreve os

estados quasi-estaionários de sistemas om interações de longo alane.

Devido ao número in�nito de quantidades onservadas, existem in�nitas soluções esta-

ionárias da equação de Vlasov. A determinação da distribuição estaionária, para qual-

quer ondição iniial, é um problema para várias áreas da físia, omo físia de plasmas

e astrofísia. Foi no ontexto da última que uma das primeiras teorias estatístias para

tratar desse problema foi proposta.

1

Os termos marosópio e mirosópio orrespondem a oarse-grained e �ne-grained no inglês.
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2.3.3 Teoria de Lynden-Bell

Na astrofísia, em torno da metade do séulo XX, o problema de determinar as dis-

tribuições de massa de sistemas estelares após a relaxação não-olisional omeçou a ser

estudado intensivamente, por exemplo por Camm [24℄ e Lear [25℄, entre outros. Em 1967,

o astrofísio D. Lynden-Bell prop�s uma teoria estatístia baseada na dinâmia de Vlasov

para desrever essas distribuições, onheida omo a teoria da relaxação violenta [12℄. No

entanto, simulações numérias mostraram divergênias entre as distribuições resultantes

da dinâmia moleular e as previstas pela teoria de Lynden-Bell [26, 27℄. Apesar disso,

essa teoria gerou interesse na omunidade de sistemas de interações de longo alane, e

foi utilizada para estudar outros sistemas além do autogravitante, omo o modelo HMF

[28, 29, 23℄.

O prinípio por trás da teoria da relaxação violenta é a inompressibilidade da função

distribuição no espaço de fase sob a dinâmia de Vlasov, desrita na subseção anterior.

Em função das duas esalas de resolução da dinâmia, a marosópia e a mirosópia

(ver subseção 2.3.2), a abordagem de Lynden-Bell onsiste em disretizar o espaço de fase

em maroélulas de volume dθ dp, e ada maroélula em ν miroélulas de volume h.

Ele de�niu uma entropia marosópia, uja maximização determina a função distribuição

estaionária f̄ . A seguir, mostraremos a dedução da entropia de Lynden-Bell para uma

distribuição iniial tipo water-bag, dada pela equação (2.34), onforme a dedução apresen-

tada em seu trabalho de 1967. Além disso, onsideraremos apenas uma dimensão. Convém

informar que uma dedução mais geral pode ser feita, para outras distribuições iniiais e

em d dimensões, e pode ser enontrada nas referênias [30, 11℄.

Começamos om uma distribuição de N elementos de fase de densidade η, ada um

oupando uma miroélula. Devido à onservação do volume da função distribuição, a

densidade em ada miroélula poderá ter apenas dois valores: zero (miroélula desou-

pada) ou η (miroélula oupada). A i-ésima maroélula, por sua vez, tem densidade

f̄i = ηni/ν, onde ni é o número de miroélulas oupadas dentro da maroélula. O

maior valor possível de f̄i é η. Com essa on�guração, pode-se alular uma entropia

marosópia, fazendo uma ontagem do número de possíveis miroestados Ω,

Ω =

(

1

N !

)(

N !
∏

i ni!

)(

∏ ν!

(ν − ni)!

)

. (2.43)

O segundo termo na expressão (2.43) é o número de maneiras de dividir N elementos de

fase em grupos de quantidade ni, o termo à direita é o número de maneiras de distribuir
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ni elementos de fase entre ν miroélulas, e o primeiro termo 1/N ! é da ontagem orreta

de Boltzmann. A entropia é dada por

S = kB ln Ω = −kB
∑

i

ν

η
[f̄i ln f̄i + (1− f̄i) ln(1− f̄i)], (2.44)

onde kB é a onstante de Boltzmann e substituimos ni/ν = f̄i/η. Foi usada a aproximação

de Stirling, limN → ∞ lnN ! = N lnN − N . Finalmente, tomamos o limite in�nitesimal,

passando de um somatório sobre maroélulas para a integração sobre o espaço de fase.

Para tanto, observamos também que νh = dθ dp. Assim,

S = kB ln Ω = −kB
∫

dθ dp
1

hη
[f̄(θ,p) ln f̄(θ,p) + (1− f̄(θ,p) ln(1− f̄(θ,p))]. (2.45)

Para ahar f̄(θ,p), maximiza-se S om os vínulos de onservação de energia e nor-

malização, usando os multipliadores de Lagrange β/η0 e µ/η0. A distribuição resultante

é

f̄(θ,p) = η
e−β(ǫ(θ,p)−µ)

1 + e−β(ǫ(θ,p)−µ)
. (2.46)

Para o modelo HMF, ǫ(θ,p) é dado pela equação (2.9), e

f̄(θ,p) = η
e−β(p2/2+1−M [f̄ ] cos θ−µ)

1 + e−β(p2/2+1−M [f̄ ] cos θ−µ)
, (2.47)

onde M(f̄) =
∫

f̄ cos θ dp dθ. O termo η já é onheido pela equação (2.38). Os fatores

β e µ são determinados numeriamente por onservação de energia e norma, resolvendo o

sistema de equações

ε =
η

2

∫

p2
[

1 + exp(βp2/2− βM(f̄) cos θ + µ)
]

−1
dp dθ +

1−M(f̄)2

2
, (2.48)

1 = η

∫

[

1 + exp(βp2/2− βM(f̄) cos θ + µ)
]

−1
dp dθ (2.49)

e

M = η

∫

cos θ
[

1 + exp(βp2/2− βM(f̄) cos θ + µ)
]

−1
dp dθ. (2.50)

Assim, para qualquer ondição iniial (ε,M0), pode-se determinar a distribuição esta-

ionária f̄LB(θ,p). É importante observar que esse resultado depende da hipótese de boa

mistura da função distribuição no espaço de fase, ou seja, que f(θ,p) onsiga explorar todo

o espaço de fase. Se houver quebra de ergodiidade, o proesso de ontagem de miroes-

tados feito na dedução da entropia de Lynden-Bell não é apliável. Conforme disutido
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na introdução, isso pode oorrer quando o sistema desenvolver fortes osilações oletivas.

Por exemplo, os estados estaionários de plasmas não-neutros e sistemas autogravitantes

devem obedeer a ondição virial, dada por 2K = λU , onde K e U são a energia inétia e

potenial médias, respetivamente, e o potenial entre orpos é uma função homogênea de

ordem λ. Quando a ondição iniial não obedee à ondição virial, esses sistemas osilam

até atingir um estado em que a ela é satisfeita, e nesse proesso �am presos em um es-

tado tipo núleo-halo [30, 11℄. Usando resultados de dinâmia moleular, foi mostrado que

nesses asos a teoria de relaxação violenta não funiona, e só há uma boa onordânia

entre a distribuição f̄LB e simulações numérias quando o sistema omeça na ondição

virial e não desenvolve osilações[30, 11℄. No aso do modelo HMF, no entanto, não há

ondição virial, pois o potenial não é uma função homogênea. Assim, preisamos ahar

outro método para estudar as osilações do sistema: o método perturbativo da equação de

envelope.

2.3.4 Equação de envelope

Queremos desrever as osilações oletivas do sistema. De aordo om a equação (2.41),

o movimento das partíulas para o sistema HMF é determinado pela magnetização total do

sistema, que também depende do tempo. A magnetização é essenialmente uma medida

da aglomeração angular das partíulas. Supomos então que as osilações da magnetização

possam ser desritas pelas osilações de um envelope que desreve o limite em θ entre a

região oupada e a região desoupada do espaço de fase.

O envelope é de�nido omo

θe(t) =
√

3〈θ2(t)〉 (2.51)

onde o fator

√
3 é usado para que θe(t = 0) = θm. Derivando θe duas vezes em relação ao

tempo, obtemos a equação de movimento

θ̈e(t) =
3〈θ̇2(t)〉
θe(t)

+
3〈θθ̈(t)〉
θe(t)

− 9〈θ(t)θ̇(t)〉2
θ3e(t)

. (2.52)

No primeiro termo, a veloidade quadrátia média 〈θ̇2(t)〉 é 2ε−1+M2(t), devido a onser-

vação de energia. Para alular as outras médias, faremos a suposição de que a densidade

da função distribuição permanee uniforme no intervalo [−θe(t), θe(t)], uma aproximação

válida apenas para tempos urtos. Como as ressonânias determinam a dinâmia nas

primeiras osilações, a aproximação é razoável. Usando a distribuição uniforme dentro do
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envelope, o valor médio do segundo termo da equação (2.52) é dado por

〈θθ̈(t)〉 = −M(t)

2θe(t)

∫ θe(t)

−θe(t)

θ sin θdθ

=
M(t)

2θe(t)
[θ cos θ − sin θ]

θe(t)
−θe(t)

=
M(t)

2θe(t)
[2θe(t) cos θe(t)− 2 sin θe(t)]

=M(t) cos θe −M(t)
sin θe(t)

θe(t)
.

O último termo da equação (2.52) é nulo, desprezando orrelações entre θ e θ̇. Reunindo

todos os termos, a equação de movimento para o envelope é

θ̈e(t) =
3

θe
(2ε+Me(t) cos θe − 1) , (2.53)

onde usamos

Me(t) =
1

2θe(t)

∫ θe(t)

−θe(t)

cos θdθ

=
sin θe(t)

θe(t)
. (2.54)

A ondição análoga à ondição virial, ou seja, a ondição em que o sistema não osilará,

pode ser determinada igualando a equação (2.53) a zero. Nessa situação, o envelope será

estaionário e a magnetização permaneerá onstante: θe(t) = θm e Me(t) =M0. Obtemos

0 =
3

θm
(2ε+M0 cos θm − 1) , (2.55)

que denominamos urva virial generalizada (CVG) [7℄. Ela determina uma urva no espaço

de parâmetros (M0, ε), indiando as ondições iniiais para as quais o sistema não osilará.

A �gura 2.7 mostra a CVG no diagrama de fase de não-equilíbrio do modelo HMF. Os

pontos A, B e C e representam os estados iniiais de simulações de dinâmia moleular:

aima da CVG (M0, ε)A = (0,742, 0,55), na CVG (M0, ε)B = (0,742, 0,4) e abaixo da

CVG (M0, ε)C = (0,742, 0,25). As setas ao lado dos pontos A e C, apontando para a CVG,

indiam que os estados estaionários atingidos por esses dois sistemas são próximos à CVG,

ou seja, a magnetização estaionária tende ao valor de M prevista para a CVG para as

orrespondentes energias. O ponto B, que iniia sobre a CVG, permanee sobre ela. Os

diamantes representam a magnetização estaionária e energia de resultados de dinâmia

moleular om estados iniiais sobre a CVG.
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Fig. 2.7: Diagrama de fase do modelo HMF exibindo a urva virial generalizada (linha

vermelha e traejada). A ontinuação dessa linha, a linha azul e pontilhada em

M0 < 0,343, mostra uma solução instável da equação (2.55). Os triângulos rep-

resentam os valores da magnetização estaionáriaMs de sistemas om ondições

iniiais (M0, ε) sobre a CVG (o valor de ε permanee onstante, pois a ener-

gia é preservada). A magnetização estaionária foi determinada por dinâmia

moleular de N orpos. Os pontos A, B e C mostram o estado iniial dos sis-

temas referentes à �gura 2.9, e T e B à �gura 2.10. As setas ao lado de A e

C indiam que a magnetização estaionária orrespondentes a essas ondições

iniiais é próxima ao previsto pela CVG para as dadas energias.

Para quaisquer ondições iniiais fora da CVG, deverá haver osilação. Uma ompara-

ção entre as osilações da magnetização de envelopeMe(t) e a magnetização de um sistema

de N = 2 × 106 pode ser vista na �gura 2.8. A magnetização iniial e energia do sistema

são M0 = 0,75 e ε = 0,25, fora da CVG. Há uma onordânia razoável entre as duas mag-

netizações nas primeiras osilações. A magnetização de envelope osila om amplitude e

período onstante, pois não há amorteimento na equação de movimento do envelope. En-

quanto o período de osilação da magnetização do sistema de N orpos é muito semelhante

ao do envelope, a amplitude é iniialmente maior, e em seguida, é amorteida.
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Fig. 2.8: Comparação da magnetizaçãoM(t) =
∑

i cos θi/N da dinâmia moleular (linha

traejada) e da magnetização Me(t) = sin θe(t)/θe(t) do envelope (linha sólida).

A ondição iniial é (M0 = 0.74, ε = 0.25), fora da CVG.

2.3.5 Partíulas teste

Em plasmas não-neutros e sistemas autogravitantes, as osilações oletivas dos sistemas

não-virializados geram ressonânias que exitam algumas partíulas, transferindo energia

a elas às ustas das osilações, em um proesso de amorteimento de Landau não-linear

[30, 11℄. Para estudar as possíveis ressonânias na dinâmia do modelo HMF, usamos

um proedimento semelhante ao usado nas últimas referênias itadas: a dinâmia de

partíulas teste.

Consideramos um onjunto de partíulas, hamadas partíulas teste, posiionadas no

espaço de fase dentro da distribuição iniial dada pela equação (2.34). Sua dinâmia

é determinada pela equação de movimento do modelo HMF (equação (2.41)). Porém,

a magnetização dentro da equação de movimento é substituída por uma magnetização

aproximada, que independe da posição das partíulas teste. Ela atua, portanto, omo um

ampo externo.

Usamos a magnetização de envelope Me(t), dada pela equação (2.54), omo a magneti-

zação aproximada na equação de movimento das partíulas teste. Para tanto, integramos

numeriamente a equação de movimento do envelope (equação (2.53)) para determinar
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Me(t) e, simultaneamente, a equação de movimento de Np partíulas teste (equação (2.41)

om M(t) = Me(t)). O resultado dessa dinâmia possibilita uma omparação entre a

teoria perturbativa do envelope osilante e a dinâmia ompleta de N orpos, loalizando

ressonânias paramétrias.

2.3.6 Ressonânias paramétrias e quebra de ergodiidade

O objetivo de enontrar a ondição virial generalizada é poder determinar a natureza

do estado estaionário, dada uma ondição iniial (M0, ε). Quando o sistema enontra-se

iniialmente sobre a CVG, a ausênia de fortes osilações deve resultar em uma dinâmia

quasi-ergódia, sem ressonânias. Nesse aso, a ondição de mistura e ergodiidade da

função distribuição, neessária para a estatístia de Lynden-Bell, seria satisfeita. Na �gura

2.9, omparamos as distribuições em ângulo e em veloidade da estatístia de Lynden-

Bell om as obtidas por dinâmia moleular para três asos. Todos iniiam om a mesma

magnetização (M0 = 0,742), mas diferentes energias: abaixo da CVG (ε = 0,25), sobre a

CVG (ε = 0,4) e aima da CVG (ε = 0,55). As duas distribuições oinidem para o sistema

iniialmente sobre a CVG, enquanto as outras exibem divergênias, pois os resultados da

dinâmia de N partíulas indiam a formação de uma estrutura tipo núleo-halo que a

estatístia de Lynden-Bell não desreve.

A dinâmia iniial do sistema é fundamental para determinar o per�l da distribuição

estaionária, pois as osilações podem levar o sistema para um estado tipo núleo-halo

em que a ergodiidade é quebrada. O amorteimento das osilações de M(t) diminui a

transferênia de energia para as partíulas do halo, prendendo o sistema nessa on�guração.

Dessa forma as resonânias, que são possíveis apenas quando houver osilações, ausam

a quebra de ergodiidade: elas levam partíulas à regiões de alta energia � regiões que

seriam inaessíveis se não houvesse ressonânias � e após o amorteimento das osilações,

essas partíulas �am presas no halo, pois no limite termodinâmio não há mais omo

haver transferênia de energia entre elas e as partíulas que estão no núleo. Nesse ponto,

a função distribuição deixa de ser ergódia, pois halo e núleo não se misturam.

A relação entre ressonânia e halo é ilustrada na �gura 2.10. Ela mostra as seções de

Poinaré de partíulas teste para ondições iniiais na CVG e fora da CVG, ao lado dos

respetivos espaços de fase da dinâmia moleular de N orpos [7℄. No aso virial, a seção

de Poinaré não mostra ressonânias, apenas órbitas regulares, enquanto no aso não-virial,

há ilhas de ressonânia ao redor da região entral de órbitas regulares. Notamos que nos
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Fig. 2.9: Distribuições em ângulo na esquerda e em veloidade na direita dos estados

estaionários da dinâmia moleular de N orpos (quadrados) e da teoria de

relaxação violenta (linhas). Superior (a),(b): M0 = 0,742, ε = 0,25 (fora da

CVG). Meio (),(d): M0 = 0,742, ε = 0,4 (na CVG). Inferior (e),(f): M0 =

0,742, ε = 0,55 (fora da CVG).

espaços de fase, no primeiro aso, o halo é quase inexistente, enquanto no segundo ele é

bem demarado e sua loalização no espaço de fase ondiz om as regiões de ressonânia

na seção de Poinaré.
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Fig. 2.10: Esquerda: seções de Poinaré da dinâmia de partíulas teste. Direita: espaço

de fase da dinâmia moleular de N = 105 orpos. Superior: ondições iniiais

na CVG (M0 = 0,742, ε = 0,4) � ponto B da �gura 2.7. Inferior: ondições

iniiais fora da CVG (M0 = 0,742, ε = 0,44) � ponto T da �gura 2.7.

2.3.7 Distribuição núleo-halo

A dinâmia que onduz a distribuição à separar-se em duas regiões distintas, núleo

e halo, é araterizada por fortes osilações oletivas, que são amorteidas ao longo do

proesso de transferênia de energia do núleo para as partíulas ressonantes do halo.

Quando toda a energia livre do núleo é esgotada, as osilações essam. O núleo não

pode, no entanto, olapsar totalmente, pois ele obedee à dinâmia de Vlasov: o volume

da função distribuição é preservado. Nenhum ponto no espaço de fase pode ter densidade

maior que a densidade da distribuição iniial. Dessa forma, as partíulas devem oupar

as regiões menos energétias ainda disponíveis do espaço de fase, de maneira similar a um

gás de Fermi. Por isso, o per�l do núleo pode ser aproximado por uma distribuição de

Fermi om temperatura T = 0, de densidade η igual à densidade iniial da distribuição

water-bag, e delimitado pela energia de Fermi ǫF . O halo, por sua vez, também pode ser
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onsiderado omo tendo uma densidade onstante χ, pois a dinâmia aótia das partíulas

ressonantes que o populam deve resultar na oupação uniforme da região ǫF < ǫ < ǫh.

Assim, o estado tipo núleo-halo é aproximado por uma função distribuição de dois

níveis [11℄,

fNH(ǫ) = ηΘ(ǫF − ǫ) + χΘ(ǫ− ǫF )Θ(ǫh − ǫ), (2.56)

onde ǫF é a energia que separa núleo e halo, ǫh é a energia máxima do halo, e η e χ são

as densidades do núleo e do halo, respetivamente.

A energia ǫh é a maior energia atingida por uma partíula ressonante. No entanto, é

inonveniente realizar uma simulação ompleta de dinâmia moleular para determiná-la.

Obtivemos a energia do halo pela dinâmia das partíulas teste, desrita na subseção 2.3.5.

Ao fazer a simulação de seu movimento, aompanhamos suas energias individuais durante

algumas osilações e de�nimos omo energia do halo, ǫh, a maior energia atingida por uma

partíula teste.

Os parâmetros ǫF e χ são determinados através da onservação de energia e norma,

1 =

∫

fNH(θ, p) dp dθ (2.57)

e

ε =
1

2

∫

p2fNH(θ, p) dp dθ +
1

2
(1−M2

s ), (2.58)

e a magnetização estaionária, Ms, através de

Ms =

∫

cos θfNH(θ, p) dθ dp. (2.59)

Em 2011, Pakter e Levin [19℄, usaram esse método, mas om outra aproximação para

M(t) na equação de movimento das partíulas teste. Eles derivaram uma equação de

movimento para a magnetização, M̈(t) = M〈 sen 2θ〉 − 〈p2 cos θ〉 ≈ −M(2ε +M2 − 3
2
)/2,

onde usaram as aproximações 〈 sen 2θ〉 = 1/2 e 〈p2 cos θ〉 = 〈p2〉〈cos θ〉 = (2ε − 1 +

M2)M . Mostraram que, assim omo a dinâmia moleular, a teoria núleo-halo prevê uma

transição de primeira ordem em uma região onde a estatístia de Lynden-Bell determina

uma transição de segunda ordem [29℄.

Usando a equação de movimento do envelope e sua onsequente magnetização, também

enontramos uma transição de primeira ordem, onforme mostra a �gura 2.11. A �gura

mostra a magnetização estaionária prevista pela teoria núleo-halo (pontos pretos), resul-

tante de dinâmia moleular (quadrados azuis) e a prevista pela relaxação violenta (linha
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Fig. 2.11: Magnetização estaionária orrespondente à teoria núleo-halo (pontos pretos),

à simulação da dinâmia de N = 2×106 partíulas (quadrados azuis) e à teoria

de relaxação violenta (linha vermelha).

vermelha). Embora a teoria apresentada aqui reproduz a transição de primeira ordem, em

onordânia om os resultados da dinâmia moleular, a magnetização prevista por ela

é maior que esses mesmos resultados, que são desritos om maior preisão pela teoria de

Lynden-Bell.

Uma expliação para essa disordânia é a apliação da equação de envelope para en-

ergias mais altas, perto da transição de fase. Se a energia do sistema for alta o su�iente,

algumas partíulas podem esapar do potenial on�nador. Isso pode ser observado om-

parando os espaços de fase da �gura 2.10, por exemplo, e o da �gura 2.12. No primeiro,

as partíulas estão on�nadas em torno do núleo, enquanto que no segundo elas oupam

todo o espaço entre [−π,π). Da mesma forma, para energias altas o envelope ultrapassa o

limite de θe = π; porém, a equação de movimento do envelope não possui a periodiidade

do potenial e torna-se inadequada nessas ondições.

A distribuição núleo-halo, no entanto, oinide om a distribuição atingida por dinâmia

moleular. A �gura 2.12 mostra (a) o espaço de fase; (b) a energia por partíula, ǫ, em

função de θ; () a distribuição em θ e (d) a distribuição em p de uma simulação om

ondições iniiais (M0 = 0,8, ε = 0,55) e N = 4 × 104 partíulas. Utilizando para εh
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Fig. 2.12: Comparação de dinâmia moleular de N = 8× 105 partíulas e teoria núleo-

halo para (M0 = 0,8, ε = 0,55). No painel (a), espaço de fase e urvas ǫ = εf

(linha verde) e ǫ = εh (linha vermelha); em (b), energia de uma partíula ǫ em

função de θ, e as energias εh (linha vermelha) e εf (linha verde); distribuição

em θ e em p, nos painéis () e (d) respetivamente, da simulação omputaional

(quadrados) e da teoria núleo-halo (linhas). A energia εh foi esolhida para

representar o limite superior do halo.

um valor que representa o limite superior da distribuição de energia dessa simulação (linha

azul na �gura 2.12), determinamos as outras variáveis neessárias para a teoria núleo-halo

(εf , χ e Ms). As distribuições resultantes, também expostos na �gura 2.12, oinidem om

a simulação.

2.3.8 Relaxação para o equilíbrio

Para N �nito, a duração do estado estaionário também é �nita, e eventualmente uma

segunda relaxação oorre, devido às orrelações entre as partíulas. Essa segunda relaxação

deve levar o sistema a uma distribuição de Maxwell-Boltzmann, om a magnetização dada



Capítulo 2. Modelo HMF 32

pela solução de equilíbrio (ver equações (2.29) e (2.32)). A aproximação do equilíbrio é

ilustrada na �gura 2.13, que mostra a evolução da magnetização para diferentes valores de

N , em uma ondição iniial em que o estado estaionário é homogêneo (paramagnétio),

mas o estado de equilíbrio é ferromagnétio: M0 = 0,4 e ε = 0,65. Nessa energia, a magne-

tização de equilíbrio é dada por Meq = 0,397, representada por uma linha preta na �gura

2.13. A magnetização de sistemas om menos partíulas aproxima-se mais rapidamente

da magnetização de equilíbrio. Reesalando o tempo om Nγ
, om γ ≈ 1,5, as urvas o-

lapsam sobre uma só, orroborando a onstatação que os estados quasi-estaionários têm

duração de tempo que esala om Nγ
. O valor 1,5 é aproximado, pois usamos um número

pequeno de amostras (apenas quatro valores de N , e apenas uma simulação realizada para

ada um); mesmo assim, ele é próximo do valor enontrado em outros trabalhos para o

modelo HMF, γ = 1,7 [9℄.
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Fig. 2.13: Magnetização em função do tempo para diferentes valores de N : N = 2000

(vermelho), N = 10000 (verde), N = 40000 (azul) e N = 100000 (magenta).

Resultado de dinâmia moleular om ondição iniial: M0 = 0,4, ε = 0,65.

Para essa energia, o estado de equilíbrio é ferromagnétio, enquanto o qSS é

paramagnétio. A linha preta representa a magnetização de equilíbrio.

A �gura 2.14 mostra fMB(θ) =
∫

fMB(θ,p) dp e fMB(p) =
∫

fMB(θ, p) dθ para ε =

0,51 e ompara om as distribuições de dinâmia moleular para M0 = 0,0 e ε = 0,51.

A distribuição do estado estaionário (dinâmia moleular), em t = 105, é laramente

diferente da distribuição de equilíbrio. Para obter uma boa onordânia, a simulação foi
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Fig. 2.14: Distribuição em posição (esquerda) e veloidade (direita). Linhas represen-

tam distribuição de Maxwell-Boltzmann e quadrados representam resultado de

dinâmia moleular em t = 105 (superior) e t = 107 (inferior), N = 2× 105.

realizada por um período de tempo muito maior (na �gura, t = 107).

Desta maneira, a segunda relaxação exempli�ada nas �guras 2.13 e 2.14 deixa lara a

relação entre as teorias apresentadas nas duas últimas seções deste apítulo. Na seção 2.2,

apresentamos os resultados previstos pela meânia estatístia de equilíbrio para o modelo

HMF, no ensemble miroan�nio. Contudo, sabemos que sistemas om interações de longo

alane atingem iniialmente estados quasi-estaionário fora de equilíbrio � abordados na

seção subsequente, 2.3 � devido à predominânia da dinâmia não-olisional no limite

N → ∞. Em testes om simulação omputaional de dinâmia moleular, é impossível

atingir esse limite de N in�nito. Nesse aso, os efeitos de N �nito (orrelações entre as

partíulas) eventualmente ausam uma segunda relaxação, levando ao equilíbrio térmio,

em que os resultados obtidos na seção de meânia estatístia de equilíbrio tornam-se

apliáveis.
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No próximo apítulo, essas duas abordagens para sistemas om interações de longo

alane � estados de equilíbrio e estados fora de equilíbrio � serão analisadas em outro

sistema: o modelo HMF generalizado, ou gHMF. Ele é semelhante ao modelo HMF, porém

apresenta um novo aoplamento, além do aoplamento ferromagnétio visto no modelo

HMF.



Capítulo 3

Modelo gHMF

O segundo modelo estudado é uma generalização do modelo HMF para inluir, além

do aoplamento ferromagnétio, um termo de aoplamento do tipo nemátio, da forma

cos(q(θi−θj)), onde θi é o ângulo da i-ésima partíula, e q ∈ N. Essa adição no hamiltoniano

introduz um novo parâmetro que torna o diagrama de fase mais omplexo. Enquanto o

modelo HMF, no equilíbrio, apresenta uma transição de fase para um únio valor de energia,

o diagrama de fase de equilíbrio do novo modelo será bidimensional, proporionando mais

ondições para ompararmos as transições de equilíbrio e de não-equilíbrio. Chamamos esse

modelo de HMF generalizado (gHMF). Nesse apítulo, foaremos nas diferenças entre o

diagrama de fase de equilíbrio, previsto pela estatístia de Boltzmann-Gibbs, e o diagrama

de fase de não-equilíbrio, orrespondente ao estado quasi-estaionário que, no limite N →
∞, é o estado estaionário �nal do sistema.

3.1 O modelo

O hamiltoniano do modelo gHMF é dado por

H =
N
∑

i=1

p2i
2

+
1

2N

N
∑

i,j=1

[1−∆cos(θi − θj)− (1−∆) cos(qθi − qθj)] , (3.1)

onde q ∈ N e ∆ ∈ [0,1]. O modelo é uma versão de longo alane/ampo médio dos

modelos estudados nas referênias [31, 32℄. Considerando as partíulas omo um onjunto

de spins, o novo aoplamento nemátio introduzido, cos(qθi − qθj), favoree outros alin-

hamentos entre os spins, dependendo do valor de q. Por exemplo, para q = 2, favoree um

alinhamento antiparalelo, enquanto o aoplamento ferromagnétio do termo cos(θi − θj)

induz um alinhamento paralelo. O peso de ada aoplamento é ontrolado pelo parâmetro

∆ � quanto maior for o valor de ∆, mais peso terá o termo ferromagnétio, e vie-versa.
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Notamos que tanto para q = 1 quanto para ∆ = 1, o gHMF é igual ao modelo HMF.

Devido ao parâmetro ∆, o modelo gHMF tem um diagrama de fase mais omplexo que o

HMF, o que o torna ideal para estudar transições de fase de modelos om interações de

longo alane.

Os parâmetros de ordem são as magnetizações

M1 =
1

N

N
∑

i=1

cos θ (3.2)

e

Mq =
1

N

N
∑

i=1

cos(qθ). (3.3)

A de�nição das magnetizações tem apenas o termo de ossenos pois onsideramos dis-

tribuições simétrias em θ e um referenial onde 〈senθ〉 = 0.

Expandindo o hamiltoniano da equação (3.1) de maneira equivalente ao desrito na

seção 2.1 para o modelo HMF, temos

H =
N
∑

i=1

p2i
2

+
1

2
− 1

2N
∆

(

N
∑

i=1

cos θi

)2

− 1

2N
(1−∆)

(

N
∑

i=1

cos(qθi)

)2

,

a energia média por partíula,

ε =
〈p2〉
2

+
1−∆M2

1 − (1−∆)M2
q

2
, (3.4)

e a energia de uma partíula

ǫ(θ,p) =
p2

2
+ 1−∆M1 cos θ − (1−∆)Mq cos(qθ). (3.5)

3.2 Meânia Estatístia de Equilíbrio

O proedimento para obter as soluções de equilíbrio no ensemble miroan�nio é o

mesmo usado para o modelo HMF na seção 2.2. Partimos diretamente da equação (2.22),

válida para qualquer hamiltoniano no qual a energia inétia é da forma

∑

p2/2. Para

determinar a expressão ompleta da entropia, alulamos a ontribuição on�guraional,

sconf . Novamente substituímos sconf = lnΩconf/N por sconf = lnΩM/N , pois as on-

tribuições de ΩM e Ωconf para a entropia diferem apenas por uma onstante de propor-

ionalidade. Para o modelo gHMF, a superfíie ΩM é dada por

ΩM(M1,Mq) =

∫ π

−π

∏

dθi δ
(

∑

cos θi −NM1

)

δ
(

∑

cos qθi −NMq

)

, (3.6)
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ou, usando a representação de Fourier da delta de Dira,

ΩM(M1,Mq) =
1

(2π)2

∫

∞

−∞

dx

∫

∞

−∞

dy exp {N [−i xM1 − i yMq

+ ln

(
∫

dθ exp(i x cos θ + i y cos qθ

)]}

. (3.7)

Usando o método de ponto de sela e substituindo a = i x e b = i y, as ondições para o

ponto extremo (a,b) são

M1 =

∫

dθ cos θ exp [a cos θ + b cos qθ]
∫

dθ exp [a cos θ + b cos qθ]
(3.8)

e

Mq =

∫

dθ cos qθ exp [a cos θ + b cos qθ]
∫

dθ exp [a cos θ + b cos qθ]
. (3.9)

Então, a ontribuição on�guraional para a entropia, sconf = 1
N
ln ΩM(M1,Mq), é dada

por

sconf = −M1a(M1,Mq)−Mq b(M1,Mq)

+ ln

(
∫

dθ exp [a(M1,Mq) cos θ + b(M1,Mq) cos qθ]

)

,

(3.10)

e a entropia miroan�nia é

s(ε) =
1

2
ln 2π +

1

2
+ sup

M1,Mq

[

1

2
ln
(

2ε− 1 + ∆M2
1 + (1−∆)M2

q

)

−M1a(M1,Mq)

−Mq b(M1,Mq) + ln

(
∫

dθ exp[a(M1,Mq) cos θ + b(M1,Mq) cos qθ]

)]

. (3.11)

A maximização em (M1,Mq) leva à solução de equilíbrio para as magnetizações,

∆M⋆
1

2ε− 1 + ∆M⋆2
1 + (1−∆)M⋆2

q

= a(M⋆
1 ,M

⋆
q ) (3.12)

e

(1−∆)M⋆
q

2ε− 1 + ∆M⋆2
1 + (1−∆)M⋆2

q

= b(M⋆
1 ,M

⋆
q ). (3.13)

A solução do onjunto de equações (3.8),(3.9), (3.12) e (3.13) determina as magneti-

zações de equilíbrio, dados ε, q e ∆. Elas podem ser lassi�adas em três tipos, ou fases,

ilustradas na �gura 3.1 através das distribuições angulares f(θ): (a) a fase ferromagnétia
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Fig. 3.1: Distribuições angulares de equilíbrio (Maxwell-Boltzmann) das três fases do

modelo om q = 2: (a) ferromagnétia (|M1| > |M2| ≥ 0), (b) nemátia

(|M2| > |M1| ≥ 0) e () paramagnétia (M1 =M2 = 0).
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Fig. 3.2: Diagrama de fase de equilíbrio do ensemble miroan�nio para q = 2. As

transições são de segunda ordem (linhas traejadas), exeto numa pequena região

entral, entre dois pontos trirítios (írulos sólidos), na qual a transição é de

primeira ordem (linha sólida).

(|M1| > |Mq| ≥ 0), (b) a fase nemátia (|Mq| > |M1| ≥ 0) e () a fase paramagnétia

(M1 =Mq = 0).
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A �gura 3.2 mostra o diagrama de fase resultante dessas soluções para q = 2, que foi o

valor de q utilizado no presente trabalho. Todas as transições são de segunda ordem (linha

traejada), exeto por uma pequena região próxima a ∆ = 0,5, em que a transição é de

primeira ordem (linha sólida). Os per�s das magnetizações M1 (linha sólida) e M2 (linha

pontilhada) em função da energia, para quatro valores de ∆, são exibidos na �gura 3.3. Nos

painéis (a), (b) e (), que ilustram as transições nemátia-paramagnétia, ferromagnétia-

paramagnétia e ferromagnétia-nemátia, respetivamente, há apenas uma solução (M1,M2)

abaixo da energia rítia

1

. Entretanto, no painel (d), que também mostra uma transição

ferromagnétia-paramagnétia, existe um intervalo em torno da energia rítia em que

existem duas soluções, araterizando uma transição de primeira ordem. Nesse aso, a

energia rítia é determinada pelo ponto onde as entropias da solução ferromagnétia da

paramagnétia são iguais.
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Fig. 3.3: M1 (linha sólida) e M2 (linha pontilhada) de equilíbrio em função da ener-

gia média ε ao longo da transição (a) nemátia-paramagnétia (∆ = 0,2),

(b) ferromagnétia-paramagnétia de 2

a

ordem (∆ = 0,8), (c) ferromagnétia-

nemátia (∆ = 0,4) e (d) ferromagnétia-paramagnétia de 1

a

ordem (∆ = 0,5).

1

Além da paramagnétia, que é solução para qualquer valor de ε, porém estável apenas para energias

maiores que a rítia.
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3.3 Estados de não-equilíbrio

Conforme apresentado anteriormente na seção 2.3, a relaxação de sistemas de longo

alane oorre em duas etapas: primeiro, uma relaxação não-olisional para um estado

quasi-estaionário, no regime da dinâmia de Vlasov; depois, a relaxação para o equilíbrio

termodinâmio. Formalmente, este último oorre apenas se o limite t → ∞ for tomado

antes do limite N → ∞, ou se N for �nito. Caso ontrário, o tempo de duração do estado

quasi-estaionário divergirá, pois ele rese om Nγ
, onde γ depende do tipo de sistema

sendo onsiderado [9, 11℄.

Ao ontrário do estado de equilíbrio, o estado estaionário de não-equilíbrio depende

das ondições iniiais do sistema, omo a magnetização. Analisaremos o aso iniialmente

homogêneo em θ, ou seja, om magnetização iniial nula (M1 =M2 = 0).

3.3.1 Dinâmia moleular

Como distribuição iniial, foi usada uma distribuição tipo water-bag, homogênea em θ,

f0(θ,p) =
1

4πpm
Θ(π − |θ|)Θ(pm − |p|). (3.14)

Na simulação numéria, N partíulas são distribuídas no intervalo (−π,−pm) ≤ (θi, pi) ≤
(π, pm), onde (θi, pi) é a posição e o momentum da i-ésima partíula. A equação de movi-

mento de Hamilton é

θ̈i = −∂H
∂θi

= −∆M1(t)senθi − 2(1−∆)M2(t)sen (2θi). (3.15)

Os parâmetros de interesse nesse trabalho são a energia média, ε, e∆, que são �xos em ada

simulação. Para a distribuição dada pela equação (3.14), M1 =M2 = 0 e ε = 〈p2〉/2+1/2.

A última expressão é su�iente para determinar pm, pois 〈p2〉 = p2m/3 = 2ε − 1, e assim

temos que

pm =
√

3(2ε− 1). (3.16)

O integrador e a preisão numéria foram iguais aos usados no modelo HMF (para mais

detalhes, ver seção 2.3.1).

Simulando a dinâmia do sistema, ele rapidamente atinge um estado no qual M1 e M2

osilam em torno de seus valores estaionários. Assim omo no equilíbrio, esses valores

dependem dos parâmetros ε e ∆. Esolhemos alguns valores de ε e, para ada um de-

les, �zemos uma sequênia de simulações variando ∆ para determinar onde oorrem as
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Fig. 3.4: Transições de fase de não-equilíbrio no modelo gHMF. Os símbolos represen-

tam os valores das magnetizações estaionárias M1 (quadrados sólidos) e M2

(írulos) em função do parâmetro ∆, obtidos através de simulação omputa-

ional da dinâmia de N = 2 × 106 partíulas. Cada painel mostra um

tipo de transição: (a) paramagnétia-nemátia (ε = 0,56), (b) paramagnétia-

ferromagnétia (ε = 0,56) e (c) nemátia-ferromagnétia (ε = 0,54).

transições de fase. Três resultados estão ilustrados na �gura 3.4, que mostra os valores

estaionários de M1 e M2 em função de ∆. Cada painel apresenta uma das três pos-

síveis transições, todas de primeira ordem: (a) paramagnétia-nemátia, para a energia

ε = 0,56; (b) paramagnétia-ferromagnétia, om ε = 0,56; e () nemátia-ferromagnétia

em ε = 0,54. As duas primeiras têm mesma energia ε, porém oorrem em diferentes

intervalos de ∆. Todas oorrem em pontos diferentes daqueles previstos pela meânia

estatístia de equilíbrio. Como estamos tratando de um sistema de interações om longo

alane, os primeiros estados estaionários atingidos não são de equilíbrio termodinâmio,

e neessitamos de outra maneira para determinar as linhas de transição de fase.

3.3.2 Estabilidade do estado homogêneo

No limiteN → ∞, a dinâmia do sistema é desrita exatamente pela equação de Vlasov

(equação (2.42)) [8℄. O estado iniial que onsideramos � uma distribuição homogênea

em θ � é solução de Vlasov, pois omo M1(t = 0) = M2(t = 0) = 0, ela depende apenas

de p. Portanto, uma transição entre o estado homogêneo e um estado não-homogêneo, seja

nemátio ou ferromagnétio, depende do surgimento de uma instabilidade dinâmia.
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Usaremos um método perturbativo para estudar a estabilidade desse modelo. Ree-

srevemos o limite em p da distribuição, pm, omo

pm(t) = p0 +

∞
∑

k=0

Ak(t) cos(kθ), (3.17)

om p0 dado pela equação (3.16). De�nimos a magnetização generalizada omo

Mn(t) = η

∫

∞

−∞

dp

∫ π

−π

dθ cos(nθ)Θ(pm(t)− |p|)Θ(π − |θ|)

= 2η

∫ π

−π

dθpm(t) cos(nθ)

= 2η

∫ π

−π

dθp0 cos(nθ) + 2η

∞
∑

m=0

∫ π

−π

dθAm(t) cos(mθ) cos(nθ)

= 2πηAn(t)

=
An(t)

2p0
, (3.18)

onde usamos η = 1/4πp0. Derivando o termo 〈cos(nθ)〉 duas vezes em relação ao tempo,

obtemos a equação de movimento

M̈n(t) = −n〈F (θ)sen (nθ)〉 − n2〈p2 cos(nθ)〉. (3.19)

Os valores médios são alulados usando a função distribuição f(θ,p,t) = ηΘ(pm(t) −
|p|)Θ(π − |θ|). Sendo assim, a integral da expressão aima envolve uma série in�nita de

ossenos. Para nossa análise, onsideramos a série até k = 4, que mostrou-se su�iente

para determinarmos as transições de fase. Integrando, enontramos o sistema de equações

M̈1 +

(

12ε− 6−∆

2

)

M1 = f1(M1,M2,M3,M4) (3.20)

M̈2 + 2 (12ε+∆− 7)M2 = f2(M1,M2,M3,M4) (3.21)

M̈3 + 27(2ε− 1)M3 = f3(M1,M2,M3,M4) (3.22)

M̈4 + 48(2ε− 1)M4 = f4(M1,M2,M3,M4), (3.23)
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onde

f1 = M1M2

(

1− 3∆

2

)

+ (∆− 1)M2M3 − 3(2 ε− 1) {M3
1 +M2

1 M3+

M3 [M2 (2 +M2) + 2 (1 +M2)M4] + 2M1 [M2 +M2
2 +M2

3 +M2M4 +M2
4 ] }, (3.24)

f2 = ∆(M2
1 −M1M3 + 2M2M4)− 2M2M4 − 12 (2 ε− 1) [M3

2 +M2
3 M4+

2M1M3 (1 +M2 +M4) +M2
1 (1 + 2M2 +M4) + 2M2 (M

2
3 +M4 +M4

2 )], (3.25)

f3 =
3M1

2
[ (2−∆)M2 −∆M4 ]− 9 (2 ε− 1) {M3

1 + 6M2
1 M3 +

3M1 [M2 (2 +M2) + 2 (1 +M2)M4 ] + 3M3 [M
2
3 + 2 (M2

2 +M2M4 +M2
4 ) ] } (3.26)

e

f4 = 2∆M1M3 − 4 (∆− 1)M2
2 − 48 (2ε− 1) [ 2M1 (1 +M2)M3 +M2 (M2 +M2

3 ) +

2 (M2
2 +M2

3 )M4 +M3
4 +M2

1 (M2 + 2M4) ]. (3.27)

Essas equações estão esritas de forma a separar os termos lineares no lado esquerdo

e os não-lineares no lado direito da igualdade. Para determinarmos as energias rítias

das transições paramagnétia-ferromagnétia e paramagnétia-nemátia, primeiramente

analisamos a estabilidade linear das soluções para M1(t) e M2(t). Desonsiderando as

ontribuições não-lineares das equações (3.24)�(3.27), as equações (3.20) e (3.21) têm a

forma M̈1,2 = −κ1,2M1,2, uja solução é dada por termos proporionais à exp(±i√κ1,2M1,2)

e é estável apenas para κ1,2 ≥ 0. Caso ontrário (κ1,2 < 0), os expoentes serão reais e

haverá resimento exponenial. O estado paramagnétio M1 = 0,M2 = 0 deve ser estável

apenas para κ1 ≥ 0, κ2 ≥ 0; logo, as linhas rítias que separam a fase paramagnétia

das fases ferromagnétias e nemátias são determinadas pela ondição κ1 = 0 e κ2 = 0,

respetivamente. De aordo om as equações difereniais para M1(t) e M2(t), dadas por

(3.20) e (3.21), κ1 = (12ε− 6−∆)/2 e κ2 = 2(12ε+∆− 7) = 0. Dessa forma, temos que

εpfc (∆) =
6 + ∆

12
(3.28)

e

εpnc (∆) =
7−∆

12
, (3.29)

onde εpfc e εpnc são as energias rítias das transições paramagnétia-ferromagnétia e

paramagnétia-nemátia, respetivamente.

Para determinar a ordem da transição, não basta usar apenas a análise de instabilidade

linear. Todo o sistema de equações (3.20)�(3.23), inluindo os termos não-lineares dados
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Teoria Simulação

∆ M1 M2 M1 M2

< 0,5 0,0 0,459 0,0 0,450

0,6 0,5102 −0,1861 0,41 −0,10

1,0 0,5554 −0,1129 0,45 −0,07

Tab. 3.1: Valores obtidos pelos pontos �xos das equações (3.20)�(3.23) e por simulação

omputaional (dinâmia moleular) dos intervalos em M1 e M2 na transição

paramagnétia-nemátia (primeira �leira) e na paramagnétia-ferromagnétia

(segunda e tereira �leiras).

por (3.24)�(3.27), deve ser resolvido. Os pontos �xos do sistema são alulados igualando

os termos M̈n(t) = 0. Na transição paramagnétia-nemátia, o valor de M2 varia de

zero para aproximadamente 0,459 desontinuamente e M1 permanee nulo. Na transição

paramagnétia-ferromagnétia, as duas magnetizações passam de zero para um valor �nito

que depende de ∆. A tabela 3.1 mostra na segunda e tereira oluna os valores dos saltos

em M1 e M2 para ∆ < 0,5, onde oorre a transição para-nemátia, e para dois valores de

∆ > 0,5, nos quais há transição para-ferro. As duas olunas à direita exibem os valores

medidos através de dinâmia moleular de N = 106 partíulas. O valor deM2 da transição

para-nemátia obtido pela análise de instabilidade não-linear é muito próximo do resultado

da dinâmia moleular, sendo eles 0,459 e 0,450, respetivamente. Essa análise também

reproduz qualitativamente a natureza da transição para-ferro, de primeira ordem e sempre

om M1 e M2 de sinais opostos, embora os valores quantitativos não sejam tão próximos.

A transição nemátio-ferromagnétio é determinada pelas taxas de resimento (

√
κ) de

M1(t) e M2(t), pois ambas as soluções (nemátia e ferromagnétia) são possíveis. Quando

M1 reser mais rapidamente que M2, o sistema atingirá primeiro a fase ferromagnétia e

permaneerá nela, e se a taxa de resimento de M2 for maior que a de M1, a fase atingida

será a nemátia. Portanto, a transição oorre quando (12ε− 6−∆)/2 = 2(12ε− 7 + ∆),

ou seja, a energia rítia da transição nemátia-ferro é dada por

εnfc = (22− 5∆)/36. (3.30)

As equações (3.28), (3.29) e (3.30) determinam o diagrama de fase de todas as possíveis

transições entre estados homogêneos e não-homogêneos do sistema gHMF om q = 2.

Como pode ser visto na �gura 3.5, esse diagrama, previsto pelas instabilidades do estado
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Fig. 3.5: Diagrama de fase dos estados fora-de-equilíbrio do modelo gHMF (q = 2).

As linhas são as transições previstas pela teoria perturbativa. Os quadra-

dos e triângulos são resultados de dinâmia moleular e maram pontos de

transição paramagnétia-nemátia e paramagnétia-ferromagnétia, respetiva-

mente. Os írulos sólidos demaram os limites da região de transição nemátia-

ferromagnétia. A região listrada, entre os írulos, é uma região de instabil-

idade, onde as simulações numérias levaram tanto à fase nemátia quanto à

ferromagnétia. As três �guras internas mostram o espaço de fase da dinâmia

moleular, para ada fase.

homogêneo, oinide om o obtido pela dinâmia moleular desrita na subseção 3.3.1. A

�gura também mostra uma região onde as simulações omputaionais resultaram tanto

em estados nemátios quanto em ferromagnétios. Nessa região, em algumas simulações

observamos que o sistema relaxou iniialmente para uma on�guração nemátia, e após um

intervalo de tempo, as osilações das magnetizações aumentaram e o estado ferromagnétio

foi atingido. Mesmo om essa instabilidade, a linha de�nida pela equação (3.30) demara

bem o limite entre essa região e a região puramente ferromagnétia.

Assim omo no modelo HMF, se simularmos a evolução de um sistema por tempo su-

�iente, eventualmente ele relaxará para uma distribuição tipo Maxwell-Boltzmann. O

diagrama de fase resultante deverá ter a forma da �gura 3.2. Porém, no limite termod-



Capítulo 3. Modelo gHMF 46

inâmio N → ∞, essa relaxação nuna oorrerá, e o diagrama de fase do estado �nal do

sistema será o da �gura 3.5. Embora os dois diagramas sejam no plano (∆, ε), eles são

inequivalentes. Todas as transições de não-equilíbrio são de primeira ordem, enquanto as

de equilíbrio são majoritariamente de segunda ordem. As esalas de energia são difer-

entes: para energias aima de ε ∼ 0,583, os estados quasi-estaionários fora de equilíbrio

são paramagnétios para qualquer valor de ∆, enquanto no equilíbrio, a menor energia

possível para o estado paramagnétio é ε ∼ 0,63.

Para �nalizar este apítulo, notamos que a abordagem do modelo gHMF apresentada

aqui envolveu apenas uma possível on�guração deste modelo. Ainda há aspetos que

podem ser analisados em trabalhos futuros; por exemplo, outros valores de q podem resultar

em diagramas de fase mais rios, om outras fases. Além disso, o diagrama de fase deve

depender da magnetização iniial, omo oorre no modelo HMF. Outros estados iniiais,

além do estado homogêneo estudado aqui, podem aresentar ao estudo das transições

de fase fora de equilíbrio. Finalmente, no âmbito da meânia estatístia de equilíbrio, o

estudo de outros ensembles poderá mostrar inequivalênia entre ensembles nas regiões de

transição de fase.
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Conlusões

O trabalho apresentado nessa dissertação onsiste no estudo da relaxação para estados

estaionários de sistemas de partíulas que interagem por meio de forças de longo alane.

Na introdução, apresentei uma motivação para esse estudo, itando sistemas reais de longo

alane omo galáxias e plasmas não-neutros, além de expliar alguns oneitos que diferen-

iam esses sistemas de sistemas om interações de urto alane. Os dois apítulos seguintes

expuseram o estudo de dois modelos de longo alane: o HMF (Hamiltonian Mean Field),

um modelo paradigmátio da área, e o gHMF (generalized Hamiltonian Mean Field), uma

versão de longo alane do modelo estudado nas referênias [31, 32℄. No presente apítulo,

resumo os oneitos da introdução e os resultados expostos nos dois apítulos anteriores.

A relaxação em sistemas om interações de longo alane proede em duas etapas: a

primeira, não-olisional, regida pela equação de Vlasov, que leva a uma distribuição esta-

ionária que não é neessariamente a de Maxwell-Boltzmann, e a segunda, olisional, em

que as orrelações entre partíulas relaxam o sistema para o equilíbrio térmio (Maxwell-

Boltzmann). Devido ao esalonamento do potenial om o inverso do número de partíulas

N , a ontribuição das orrelações para a evolução da função distribuição também é inver-

samente proporional à N [2℄. Quanto mais próximo o sistema estiver do limite termod-

inâmio (N → ∞), maior o tempo neessário para que as orrelações levem a distribuição

ao equilíbrio. Em função disso, o tempo de vida dos estados quasi-estaionários diverge

om N . Esses estados, ao ontrário dos estados de equilíbrio termodinâmio, dependem

das ondições iniiais do sistema, pois a dinâmia iniial pode gerar ressonânias que de-

terminam a formação de estruturas tipo núleo-halo [7℄.

O primeiro modelo estudado durante meu mestrado foi o modelo HMF. Ele é ummodelo

simples, apresentado em 1995 por Antoni e Ru�o [20℄, e muito utilizado omo modelo

geral para estudar propriedades de sistemas de longo alane (por exemplo, nas referênias



Capítulo 4. Conlusões 48

[10, 33, 9, 34, 2℄, entre outras). Em 2011, Yan Levin e Renato Pakter apliaram uma teoria

desenvolvida por eles para outros sistemas de longo alane [14, 11℄, a teoria núleo-halo, ao

modelo HMF. Essa teoria é baseada na dinâmia de Vlasov e em ressonânias paramétrias,

fundamentada na ideia que a dinâmia iniial do sistema determina as araterístias da

distribuição estaionária �nal. Osilações transferem energia para partíulas ressonantes,

que por sua vez passam a oupar regiões de alta energia no espaço de fase. O amorteimento

das osilações suprime o meanismo de transferênia de energia, e o sistema permanee em

uma on�guração araterizada por um núleo denso de baixa energia erado por um halo

pouo denso de alta energia. Usando sua teoria, Levin e Pakter obtiveram boas previsões

a respeito da transição de fase do modelo HMF, inlusive mostrando uma transição de

primeira ordem onde anteriormente era prevista uma transição de segunda ordem [29℄.

A previsão da transição de segunda ordem foi obtida usando a teoria de relaxação vi-

olenta de Lynden-Bell [12℄. Ela é baseada em uma disretização do espaço de fase em

maro e miroélulas e, através de um proedimento ombinatório de ontagem das mi-

roélulas oupadas, de�ne uma entropia para a distribuição estaionária marosópia

(na esala das maroélulas). Essa teoria, no entanto, não leva em onsideração possíveis

ressonânias e não onsegue desrever a formação de halo. Pela natureza da entropia de

relaxação violenta, baseada em um proesso de ontagem, ela neessita que a distribuição

seja ergódia e que haja boa mistura no espaço de fase. Logo, ela só deve funionar quando

o sistema não apresentar osilações, pois quando houver, haverá separação de núleo e halo

e a ergodiidade será quebrada.

Para desrever as osilações oletivas do sistema, deduzimos uma equação de movimento

que retrata as osilações do envelope, de�nido omo o limite em θ da distribuição iniial tipo

water-bag. Usando o oneito de equação de envelope, desenvolvemos uma ondição para

determinar quando não haverá osilações e ressonânias. Essa ondição de�ne uma urva

no espaço de parâmetros (ε,M0), que hamamos de Curva Virial Generalizada (CVG), em

analogia om a ondição virial. Mostramos por omparação om simulações numérias que

ondições iniiais que obedeem a essa ondição levam à distribuições que são bem desritas

pela teoria de relaxação violenta, enquanto fora dela há formação de halo. Para loalizar as

ressonânias, usamos partíulas teste que interagem om a distribuição osilatória desrita

pela equação de envelope. As seções de Poinaré obtidas mostram ressonânias na mesma

região do espaço de fase onde há formação de halo na dinâmia moleular (para ondições

fora da CVG) e uma dinâmia regular, sem ressonânias, para ondições sobre a CVG.
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Assim, obtivemos uma teoria que é apaz de determinar qualitativamente as araterístias

da dinâmia, prevendo as ondições nas quais haverá ressonânia e quebra de ergodiidade,

sem preisar resolver expliitamente a equação de Vlasov nem simular a dinâmia ompleta

de N orpos. Fora da CVG, a teoria núleo-halo é mais adequada para desrever essas

mesmas distribuições; porém, devido à não-periodiidade da equação de envelope, ainda

não temos um método satisfatório para determinar a energia do halo.

O tereiro apítulo desreve o segundo modelo estudado, o modelo gHMF. É semelhante

ao modelo HMF, porém om aoplamento nemátio além do aoplamento ferromagnétio.

A pesquisa abordou os diagramas de fase de equilíbrio e de não-equilíbrio, que mostramos

serem inequivalentes. Usando simulação numéria, determinamos a fase (paramagnétia,

ferromagnétia ou nemátia) do estado quasi-estaionário para diferentes ondições ini-

iais, e assim onstruímos um diagrama de fase de dinâmia moleular. Em seguida,

apresentamos uma teoria baseada nas instabilidades do estado iniial homogêneo. Ela

prevê orretamente a ordem e a loalização das transições desse diagrama de fase de não-

equilíbrio, onde tanto a ordem quanto a loalização dessas transições diferem do diagrama

de fase de equilíbrio.

Esses dois trabalhos resultaram em dois artigos: o do modelo HMF, publiado em

abril de 2012 [7℄, e o do modelo gHMF, aeito em novembro de 2012 para publiação

[35℄. Esses artigos, no entanto, de forma alguma esgotaram os assuntos a serem abordadas

nos dois modelos. Ainda há áreas a serem exploradas, omo a evolução dos sistemas a

partir de outras distribuições iniiais além da water-bag e a desoberta de uma maneira

satisfatória de determinar todos os parâmetros neessários para a teoria núleo-halo mesmo

no aso do não-on�namento das partíulas dentro do potenial. Em relação ao equilíbrio

termodinâmio, também podemos aprofundar o estudo do modelo gHMF para inluir o

ensemble an�nio, analisando as possíveis inequivalênias entre ensembles. Essas questões

no momento permaneem omo perspetivas para futuros estudos na área da estatístia

de sistemas om interações de longo alane.
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