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Resumo

No presente trabalho, investigamos os efeitos de correlacoes eletrostaticas no calculo de
propriedades termodinamicas em suspensoes coloidais carregadas. Esse estudo tem por
objetivo estabelecer as causas dos desvios observados no calculo das compressibilidades
osméticas quando obtidos pela teoria de flutuagoes e pela equacao de estado do modelo
de Jellium renormalizado. Os efeitos das correlacoes ionicas sao analisados no contexto
da teoria de funcionais de densidade e da teoria de equagoes integrais no modelo primi-
tivo. Nossos resultados indicam que as discrepancias podem estar associadas a efeitos de

correlagoes ionicas ausentes na teoria de campo médio.



Abstract

In the present work we investigate the effects of electrostatic correlations on the calcu-
lation of thermodynamic properties in charged colloidal suspensions. This study has the
objective of establishing the causes of the observed deviations in the calculation of the
osmotic compressibility obtained by the fluctuation theory and by the equation of state
from the renormalized Jellium model. The effects of the ionic correlations are analyzed
under the context of the density functional theory and of the integral equations theory
in the primitive model. Our results indicate that the discrepancies may be associated to

ionic correlation effects absent in the mean field level.
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Capitulo 1
Introducao

Coldides sao particulas que possuem ordem de grandeza mesoscdpicas, caracterizadas por
dimensoes tipicas na faixa de 1pym a Inm. Em sua forma mais usual, essas particulas
encontram-se suspensas em um meio solvente (em geral, um meio aquoso), composto
por moléculas cujas dimensoes sao tipicamente muito menores que a dos coldides nele
suspensos. O sistema formado pelos coldides dispersos nesse meio solvente é denominado
suspensao coloidal, ou dispersao coloidal. Além das moléculas que compoem o solvente, ou-
tras particulas de menor dimensao, tais como fons provenientes de dissociagao, particulas
de sal ou ainda pequenas cadeias de polimeros podem também estar presentes nesses
sistemas. Embora geralmente encontradas na forma liquida, suspensoes coloidais podem
também formar uma grande variedade de estruturas cristalinas, nas quais os coldides
sao dispostos em arranjos periddicos caracteristicos de uma fase sélida, ou podem ainda
apresentar-se em uma forma suficientemente diluida, tipica de um gas. Além disso, sol-
vente e coldides podem coexistir em fases distintas, conferindo a esses sistemas uma vasta
gama de possiveis formas.

A palavra coléide se origina dos termos gregos koAAa (cola) e edoC (tipo), usados
para designar uma substancia com propriedades adesivas. Isso reflete o fato de que as
moléculas que compoem a cola e os materiais dela derivados sao particulas coloidais. Nao
apenas esses, mas uma variedade de outros materiais de origem industrial, farmacéutica e
bioldgica sao constituidos de coléides. Desde produtos alimenticios (leite, maionese, man-
teiga, sorvete) e sintéticos (tinta, shampoo, aeroséis), até o meio intracelular e o sangue
em nosso organismo sao exemplos da abundancia de sistemas compostos por suspensoes
coloidais, e de como esses sistemas estao presentes em varios aspectos de nosso cotidiano
[1]. Isso se deve a enorme diversidade de formas que podem assumir tanto o solvente
quanto as macromoléculas nele suspensas, conforme podemos visualizar na tabela 1. De
fato, a definicdo de uma particula coloidal diz respeito apenas a suas dimensoes tipicas,
de forma que essas particulas podem assumir formatos geométricas variadas. Essa diver-
sidade evidencia também a complexidade inerente a esses sistemas, bem como o crescente

interesse no estudo de suas propriedades quimicas e fisicas. Motivagao adicional para esses



estudos é encontrada em uma variedade de aplicacoes, tanto do ponto de vista biol6gico
— onde se faz necessario o conhecimento das propriedades quimicas e termodinamicas de
macromoléculas suspensas — quanto do ponto de vista industrial — na sintetizacao de novos

materiais e no controle da coagulacao e precipitacao de coldides.

Fase dispersa | Meio de dispersao | Nome Exemplos
Liquido Gas Aerosol liquido | Névoas, sprays liquidos
Solido Gas Aerosol sélido Fumacga, poeira
Gés Liquido Espuma Espumas em solugoes de

sabao, espumas de extin-

tores de incéndio

Liquido Liquido Emulsao Leite, maionese
Sélido Sélido Sol, Pasta Au coloidal, Sol de Agl,
pasta de dente
Gas Sélido Espuma sélida Poliestireno expandido
Liquido Sélido Emulsao sélida | Opala, pérola
Sélido Sélido Suspensao sélida | Plasticos pigmentados

Tabela 1.1: Classificacao de suspensoes coloidais quanto as fases coloidais e do meio

dispersivo.

Durante as tultimas décadas, o intenso estudo de sistemas coloidais proporcionou a
criagdo de um extenso ramo de pesquisa em fisica da matéria condensada mole (soft con-
densed matter physics) [2]. Uma vez que suspensoes coloidais sao geralmente encontradas
(sob condigbes usuais) em sua forma liquida, as teorias do estado sélido, baseadas em
grande parte em simetrias da rede cristalina, nao podem ser aplicadas para a descrigao
completa desses sistemas. Da mesma forma, teorias de perturbagao usualmente emprega-
das com sucesso no estudo de gases diluidos se mostram insuficientes quando aplicadas a
descrigao de sistemas liquidos. A teoria de liquidos, por sua vez, se concentra no cédlculo
de fungoes de correlagao baseado em relagoes integrais entre elas, as quais em geral nao
podem ser tratadas analiticamente [3]. Assim, foi apenas com o advento da fisica com-
putacional, na segunda metade do século passado, que o estudo de sistemas liquidos em
geral — e suspensoes coloidais em particular — passou a experimentar um intenso progresso
[4]. Simulagoes de Monte Carlo e Dindmica Molecular, bem como célculos computacio-
nais baseados na resolucao de equagcoes integrais e equagoes nao lineares de campo médio
formam hoje a base do estudo desses sistemas, e tém permitido expandir rapidamente

nosso conhecimento em fisica da matéria condensada mole [2, 5].



1.1 A estabilidade de suspensoes coloidais

Sob o ponto de vista pratico, é em geral necessario estabilizar suspensoes coloidais contra o
fenomeno de floculacao — a aglomeracgao de particulas coloidais e a consequente separagao
das componentes macroscopicas do sistema. Esse fendomeno pode ocorrer devido as fortes
interacoes atrativas do tipo van-der-Waals entre os coldides, ou ainda devido a agao de
uma forca externa (como a forga gravitacional) que atua mais intensamente sobre as
particulas de maior dimensao.

A maneira mais usual de estabilizar o sistema contra floculacao consiste em sinteti-
zar suspensoes coloidais em um meio polar. Como consequéncia, ocorre a dissociagao
dos grupos ionizaveis presentes nas superficies dos coldides, e a liberagao de ions na sus-
pensao. Esse fenomeno ocorre devido ao ganho entrépico resultante dessa dissociagao,
uma vez que os fons liberados possuem liberdade para explorar livremente o espaco de
configuracao. A fim de que o fendmeno ocorra espontaneamente, é necessario que esse
ganho entropico exceda o custo energético exigido para romper a barreira de potencial ele-
trostatico responsavel pela ligacao entre os ions. Esse é o motivo pelo qual esse fendmeno
é observado em meio polares, nos quais a alta constante dielétrica (e ~ 80) reduz a energia
de ligacao eletrostatica. Assim, os coldides adquirem carga liquida nao nula, passando
entao a repelir-se mutuamente. Ao mesmo tempo, a suspensao passa a conter, além de
particulas de solvente e coldides, ions de carga oposta a esses, denominados contraions.
Além disso, é usual também a introducao de particulas de sal no sistema. Assim como
os coldides, essas particulas se dissociam na presenca do solvente polar, liberando fons de
carga oposta e igual (esses chamados cofons) a dos coléides. A suspensao assim formada
por coldides carregados e seus contraions em um meio polar, bem como particulas de sal
dissociadas é um exemplo de suspensoes coloidais carregadas. O estudo desses sistemas no
contexto da fisica da matéria mole é de fundamental importancia, uma vez que o processo
de dissociagao é o principal mecanismo de controle usado na estabiliza¢ao do sistema [6].
E preciso ter em mente, no entanto, que esse mecanismo nao necessariamente estabiliza

o sistema quando uma forca externa atua sobre ele.

1.2 Modelo Primitivo

Embora o advento da fisica computacional tenha trazido novas e otimistas perspectivas ao
estudo de suspensoes coloidais, um estudo completo de todos os efeitos presentes nesses
sistemas é ainda intratdvel [7, 5, 8]. Uma abordagem na qual as interagoes entre as
moléculas de solvente sao explicitamente consideradas, por exemplo, é extremamente
custosa, mesmo em vista dos recursos computacionais modernos [8]. No caso mais comum
de um meio solvente como agua, as interagoes entre as moléculas de solvente ja sao

por si suficientemente complexas para conferir a ele um rico diagrama de fases. Além



dessas interagoes, estao presentes ainda interacoes entre solventes, fons de sal dissocia-
dos e/ou cadeias poliméricas e coléides. Em vista da complexidade dessas interagoes
— a qual é acentuada pela natural assimetria entre as componentes — torna-se essencial
o uso de aproximagoes na abordagem teodrica desses sistemas. Essas aproximacgoes em
geral se baseiam em uma simplificacao fornecida precisamente pela forte assimetria do
sistema. A estratégia consiste em considerar o efeito médio das interacoes de uma ou
mais componentes, as quais sao entao tratadas apenas de forma implicita. Formalmente,
isso é realizado através da integracao parcial dos graus de liberdade dessas componentes
na fungao de partigao do sistema [2, 9]. Este procedimento, conhecido como coarse grai-
ning, foi originalmente adaptado ao estudo de solugoes por McMiller e Miller, em seu
trabalho pioneiro de sistemas fluidos de muitas componentes [10]. No contexto dessa
teoria, o solvente é usualmente considerado como um fundo homogéneo no qual as demais
componentes estao imersas, e seu efeito médio é considerado através de suas varidveis
macroscépicas tais como temperatura, ph e constante dielétrica. As interacoes entre as
demais componentes sao entao parametrizadas por essas variaveis, sendo assim descritas
através de potenciais efetivos entre essas componentes.

No caso de suspensoes coloidais carregadas, o procedimento definido acima nem sempre
¢é por si suficiente para tornar o problema computacionalmente simples — embora repre-
sente ainda uma reducgao consideravel em sua complexidade — e novas aproximacoes devem
ser consideradas. Um nivel elementar de aproximacao adotado com frequéncia consiste
em considerar apenas as interacgoes de volume excluido (ou hard core) e Coulombianas
entre as componentes. Essa aproximacao define o chamado modelo primitivo, o qual vem
sendo aplicado com sucesso ao estudo de sistemas eletrdlitos em geral [5, 7]. Nesse nivel
de aproximagcao, a estrutura molecular do solvente é completamente ignorada, sendo este
tratado como um meio continuo com dada constante dielétrica (Fig. 1.1). Interagoes de
carga imagem, resultantes de descontinuidades existentes nas interfaces coléide-solvente e
solvente-ar, e as quais tém mostrado desempenhar papel fundamental no comportamento
de suspensoes coloidais [11, 12, 13], s@o desprezadas nesse nivel de aproximagao.

Mesmo no contexto simplificado fornecido pelo modelo primitivo, o estudo de sus-
pensoes coloidais carregadas apresenta ainda na pratica intmeras dificuldades. Nova-
mente, o problema esta relacionado a grande assimetria existente entre as componen-
tes [2]. Tipicamente, um coldide carregado em um meio aquoso pode liberar centenas
e até milhares de grupos ionizaveis de sua superficie, resultando em um sistema forte-
mente assimétrico em carga e tamanho. O enorme custo computacional exigido para
reproduzir essas assimetrias impede que as técnicas usuais aplicadas com sucesso no es-
tudo de eletrolitos e sistemas moleculares simples, tais como simulagoes de Monte Carlo e
Dinamica Molecular, sejam aplicadas de forma direta a suspensoes coloidais. As interacoes
Coulombianas de longo alcance dificultam ainda mais a implementagao dessas técnicas,

exigindo o uso de métodos mais elaborados, tais como as chamadas somas de Ewald para



Flgura 1.1: Representacdo de uma suspensao coloidal carregada. Coldides esféricos de carga —Zpqeq coexistem com
seus contrafons (pontos vermelhos) e cofons (pontos azuis). O sistema encontra-se imerso em um meio polar, o qual é

representado no modelo primitivo como um fundo homogéneo de constante dielétrica ¢ ~ 80.

a reprodugao de réplicas no método de Monte Carlo [14]. A teoria das equagoes integrais,
amplamente empregada no estudo de sistemas liquidos, nao apresenta solugoes conver-
gentes para grande parte das assimetrias reais observadas nesses sistemas [4, 15, 16, 17].
Um método alternativo consiste em considerar apenas um coldide, juntamente com seus
contrajons e particulas de sal, confinados em uma cela de Wigner-Seitz. Esse procedi-
mento define o chamado modelo de cela, largamente empregado no estudo de suspensoes
coloidais [18, 7, 19]. A grande vantagem deste modelo é que ele considera as interagoes
entre os diversos coldides apenas de forma implicita, supondo que estes se encontram dis-
postos em uma rede cristalina periddica. Isso evita as complicagoes inerentes ao sistema
de muitos corpos, ao mesmo tempo em que reduz drasticamente o custo computacional
do problema [20]. A limitagdo do modelo estda exatamente na suposigdo de que os ma-
crofons (coléides) apresentam uma estrutura cristalina, de modo que sua validade deve
ser questionada a baixas concentracoes coloidais, quando esses tipicamente formam uma

estrutura desordenada tipica de um estado liquido [7].

1.3 Propriedades experimentais

No que se refere ao carater experimental, a caracteristica mesoscépica das particulas co-
loidais confere a esses sistemas grandes vantagens, especialmente quando comparados a
sistemas atomicos [21]. Primeiramente, o tamanho tipico dos coléides é da ordem de gran-
deza do comprimento de onda da luz, o que permite que suas propriedades estruturais
sejam facilmente medidas através de experimentos de espalhamento de luz, os quais sao
mais simples e baratos do que as técnicas de espalhamento de néutrons utilizadas no es-
tudo de sistemas atomicos [22]. Além disso, o tamanho macroscépico dos coldides permite
até mesmo sua visualizacao em tempo real, através de técnicas como a video-microscopia.
Outra caracteristica importante é que as interagoes entre as particulas coloidais podem

ser controladas em laboratorio mediante o ajuste de parametros externos tais como a



qualidade do solvente, a adicao de particulas de sal, a espécie dos ions presentes no sis-
tema, a concentracao de coldides, temperatura, tamanho e forma das particulas, entre
outros. Esse aspecto é de particular importancia, pois faz com que suspensoes coloidais
apresentem uma rica e vasta fenomenologia, servindo assim de base para o estudo de
uma abrangente gama de propriedades termodinamicas e fisico-quimicas de sistemas re-
lacionados. O mesmo nao ocorre em sistemas atomicos, nos quais as interacoes entre as

particulas sdo mediadas em geral por fatores de origem eletronica, de dificil controle [2].

1.4 Modelo de uma componente

O fato de que as propriedades estruturais das particulas mesoscopicas sao de mais acessivel
visualizacao experimental sugere uma abordagem tedrica na qual apenas essas particulas
sejam explicitamente consideradas. No caso de suspensoes carregadas monodispersas
(apenas um tipo de col6ide), essa idéia se reflete no chamado modelo de uma componente,
derivado do inglés one component model (OCM). Nesse modelo, os efeitos provenientes
das componentes microscopicas (fons, solvente e particulas de sal) s@o tratados apenas
de forma implicita, e seu papel é o de produzir interacoes efetivas entre as particulas
mesoscopicas. O procedimento que conduz a essas interagoes é baseado no mesmo pro-
cesso de coarse-graining delineado acima: os graus de liberdade das particulas de menor
dimensao sao explicitamente integrados na fungao de partigao do sistema composto [23].
Assim, a mistura original é mapeada em um sistema de uma componente, o qual pode ser
estudado através das ferramentas tradicionais da teoria de liquidos simples [3]. Embora
represente uma simplificacao consideravel do ponto de vista conceitual, a complexidade
do sistema original esta ainda presente no modelo de uma componente. De fato, todos
os efeitos inerentes as componentes formalmente integradas devem estar ainda presentes
no sistema, ainda que de forma implicita. Uma consequéncia disso é que o potencial
efetivo resultante entre os coldides apresenta um carater multi-central, nao sendo repre-
sentado apenas por um potencial de pares [5, 9]. De maneira geral, o potencial efetivo
depende das coordenadas de todas as particulas mesoscopicas, e pode ser formalmente
escrito como uma expansao em termos do nimero de coordenadas envolvidos. A princi-
pal vantagem pratica do modelo de uma componente é que ele permite, como veremos,
introduzir aproximagoes simples de carater fenomenolégico, preservando ainda as carac-
teristicas essenciais do sistema multi-componente original.

Uma série de teorias podem ser aplicadas para se determinar o potencial efetivo no
modelo de uma componente, partindo-se do modelo primitivo. Exemplos comuns sao a
teoria de funcional de densidade [24, 25|, a teoria da resposta [2, 26, 27, 23| (em particular,
teoria da resposta linear), bem como a teoria das equagoes integrais [4]. Na pratica,
no entanto, todas essas teorias exigem um grau de aproximacao a fim de produzirem

modelos numericamente trataveis. Quando os ions presentes na solucao carregada sao



monovalentes, os efeitos das correlacoes entre eles podem ser desprezados, de modo que
a teoria de campo médio pode ser aplicada ao problema. Nesse contexto, a famosa teoria
de Poisson-Boltzmann (PB) vem sendo empregada com sucesso no estudo de solugoes
coloidais com fons monovalentes [7]. A teoria perde sua validade na presenca de fons
multivalentes, quando o forte acoplamento ionico inviabiliza o uso da aproximacao de
campo médio. Técnicas de campo médio baseadas no calculo do potencial eletrostatico
para configuragoes fixas de coldides podem também ser empregadas para determinar a
forca atuando em cada macroion. Quando acoplados a um algoritmo de dinamica mole-
cular, essas técnicas permitem o cédlculo de propriedades estruturais e termodinamicas no
modelo de uma componente [28]. A demanda computacional para tal procedimento é,
no entanto, comparavel as simula¢oes do modelo primitivo, embora permitam explorar

parametros de maior assimetria.

1.5 Potencial de DLVO

Uma segunda simplificacao adotada com frequéncia consiste em tratar as correlagoes en-
tre coldides e ions de maneira linear. Esse procedimento, além de produzir uma teoria
analiticamente tratavel, permite evidenciar de forma simples muitos dos aspectos fisicos
pertinentes ao sistema. E o caso da famosa teoria de Debye-Hiickel, formulada hé quase
um século no contexto de sistemas eletrélitos [7, 29]. Mesmo com o advento das técnicas
modernas da teoria de liquidos, a teoria de Debye-Hiickel representa ainda hoje uma ferra-
menta essencial no estudo de solugoes carregadas. Muitas variantes dessa teoria vém sendo
formuladas, todas porém preservando seus aspectos fundamentais [7, 30]. Basicamente,
a teoria pode ser formulada através da linearizagao da equagao de Poisson-Boltzmann,
a qual permite calcular a distribuigao de cargas ao redor de uma particula carregada na
aproximacao de campo médio. Segundo essa teoria, o potencial eletrostatico médio é blin-
dado pela nuvem ionica formada ao redor de cada fon, resultante das correlagoes entre
esses fons. No caso de suspensoes coloidais, a adocao de teorias lineares resulta em um
potencial efetivo composto de um termo chamado termo de volume [2, 24], acrescido de
um potencial de pares do tipo Yukawa, conhecido como potencial de Derjaguin-Landau-
Verwey-Overbeek [31, 32] (DLVO). Considerando uma suspensao coloidal formada por
coloides esféricos de carga —Zq, raio a, e concentracao média p, na presenca de fons de
cargas z;q e concentragoes médias p;, o potencial de pares de DLVO pode ser escrito na

forma:

m_— (1.1)

Zelﬁ?a 2 e*l’i’l"
1+ ka

Bu(r) = Ap (

onde A\ = ¢*/ekgT é o chamado comprimento de Bjerrum, sendo ¢ a carga elementar e
kp a constante de Boltzmann, e k = /4w \p ZZ piz? define o inverso do chamado compri-

mento de Debye, o qual representa uma medida do alcance das interacoes. Como podemos



ver, o principal efeito dos fons no potencial efetivo de pares é — pelo menos nesse nivel
de aproximacao — blindar as interacoes entre os coldides. Além disso, podemos verificar
que o acréscimo de particulas de sal tende a aumentar a blindagem, e consequentemente
tornar menos repulsivo o potencial efetivo entre os coldides.

Uma caracteristica peculiar do potencial de pares de DLVO ¢ que ele depende expli-
citamente do estado termodinamico do sistema, através do parametro de blindagem k.
Isso é uma consequéncia direta da integracao dos graus de liberdade parciais dos fons,
aliada a condicao de neutralidade global, a qual nesse caso pode ser expressa na forma
> pizi — pZ = 0. Além desse potencial, é necessario também considerar os termos de
volume mencionados acima, os quais também apresentam dependéncia no estado termo-
dinamico devido a essa condi¢ao de neutralidade global. Assim, embora os termos de
volume nao dependam explicitamente das coordenadas dos coléides — sendo assim irrele-
vantes ao cédlculo de propriedades estruturais — é razodvel supor que esses termos possam

desempenhar papel nao trivial no célculo de propriedades termodinamicas [2, 23].

1.6 A renormalizacao da carga coloidal

Uma vez que o potencial de DLVO se origina da equagao de campo médio de Poisson-
Boltzmann, sua validade é restrita ao caso de baixo acoplamento eletrostatico. Para a
situacao mais tipica de um solvente aquoso a temperatura ambiente, isso implica que o
potencial perde sua aplicabilidade na presenca de ions multivalentes. Outra deficiéncia
do potencial de DLVO resulta do fato de que este é baseado em uma teoria linear. Efeitos
nao lineares provenientes das fortes correlagoes entre fons e coldides sao completamente
desprezados nessa abordagem. Esses efeitos tornam-se relevantes quando a carga coloidal
¢ alta, Z > 1, o que é em geral verificado na grande maioria das situagoes. Uma vez
que os efeitos nao lineares sao presentes proximos as superficies dos coldides, é possivel
supor que em regioes afastadas da superficie coloidal a teoria linear é ainda aplicavel,
de modo que o potencial assintotico pode ser descrito pela forma funcional do potencial
de DLVO. A validade desse potencial pode entao ser estendida se os efeitos nao lineares
existentes na vizinhanca dos macroions, na regiao conhecida como dupla camada elétrica,
forem propriamente levados em conta. A maneira na qual esses efeitos sao considerados
parte de uma abordagem fenomenoldgica, conhecida como renormaliza¢ao de carga [19,
5, 33]. A idéia bésica é a de que os efeitos nao lineares se devem em grande parte a
forte atracao eletrostatica entre coldides e contraions presentes na dupla camada elétrica.
Como consequéncia, uma fracao desses contraions nao possuira energia térmica suficiente
para vencer a forte barreira de potencial eletrostatico nessa regiao, ficando esse contraions
“ligados” a superficie coloidal. Devido a influéncia desses contraions “condensados” na
superficie do coléide, o potencial em regices afastadas é similar ao potencial produzido

por um coléide de menor carga superficial. Isso permite que o coldide, juntamente com
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os contraions proximos a sua superficie, sejam interpretados como uma entidade tnica
de carga renormalizada. FEssa idéia simples permite assim a aplicacao de uma teoria
linear, contanto que a carga coloidal Z,,.. seja substituida por uma carga renormalizada
| Zerr| < |Zpare|. Concomitantemente, a concentragdo de fons é também renormalizada
por esse procedimento, de modo que apenas os contraions livres — aqueles que nao estao
fortemente acoplados a superficie coloidal — sao explicitamente considerados.

O conceito de renormalizacao de carga é de fundamental importancia na teoria de
sistemas coloidais carregados, nao apenas porque permite validar o potencial da Eq. 1.1
para o caso de coldides fortemente carregados com fons monovalentes, mas também pela
variedade de fenomenos que podem ser explicados de forma clara e intuitiva através desse
conceito. E o caso da chamada reversio de carga [8, 34, 35, 36, 37|, fenémeno que ocorre
na presenga de fons multivalentes (forte acoplamento). Nesse caso, a condensacao de
contraions ¢é tao grande que acaba por inverter a carga liquida do coldide, alterando sua
mobilidade eletroforética quando um campo elétrico é aplicado. O conceito de carga renor-
malizada no contexto de sistemas coloidais foi primeiro introduzido por Manning em seu
estudo de solugoes de polieletrélitos, sendo por vezes chamada condensacao de Manning
38]. E importante observar que fenémenos semelhantes ocorrem também em eletrélitos
assimétricos, onde a associacao de fons de cargas opostas pode levar a formacao de pares
dipolares, conhecidos como pares de Bjerrum [7]. Da mesma forma, a elaboragao desse
principio permite estender a validade da teoria linear de Debye-Hiickel para reproduzir
eletrolitos fortemente acoplados.

Uma vez conhecida a carga efetiva, propriedades estruturais de suspensoes coloidais
carregadas podem ser facilmente estudadas utilizando-se o potencial de DLVO. Na pratica,
a carga efetiva Z sy é usualmente “medida” usando-se o procedimento inverso: o fator de
estrutura obtido em laboratorio ou via simulagoes computacionais é ajustado com aquele
resultante da aplicagao do potencial 1.1 mediante a substituicao Zysre — Zesr. Por outro
lado, diversos modelos vém sendo elaborados a fim de se calcular a carga renormalizada
como fungao da carga estrutural do coldide, especialmente para o caso de suspensoes
coloidais com fons monovalentes. Nesse caso particular, o calculo da carga efetiva é
motivado por dois aspectos essenciais: primeiro, a presenca de ions monovalentes permite
o uso de teorias de campo médio, de facil implementacao, para uma regiao extensa de
parametros. Segundo, é possivel que efeitos nao lineares estabilizem esse sistema quanto
a existéncia de uma coexisténcia de fases a baixas concentragoes de sal monovalente [7].
E possivel que essa instabilidade, a qual é sugerida por algumas evidéncias experimentais
e prevista por teorias lineares, seja apenas um artificio da linearizagao, uma vez que
ela ocorre em regides de carga coloidal moderada [7]. Nessas regides, a renormalizagdo
pode atuar no sentido de reduzir consideravelmente a carga coloidal, levando assim a
estabilidade do sistema. Nesse sentido, tornam-se necessarios modelos suficientemente

precisos para o calculo da carga efetiva, visto que a instabilidade é sensivel ao valor
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da carga renormalizada e ocorre numa regiao restrita de parametros [7]. A precisdo de
determinado modelo depende por sua vez do grau no qual as correlagoes entre diferentes

componentes sao incorporadas [5].

1.7 Propriedades termodinamicas

O estudo de propriedades termodinamicas de suspensoes coloidais carregadas desempenha
papel fundamental na area da fisica da matéria condensada mole. Ainda assim, questoes
bésicas como a existéncia ou nao da instabilidade citada acima permanecem em aberto
até os dias atuais [8, 39, 40]. Motivacao adicional para esse estudo é proporcionada pela
questao da estabilidade de suspensoes coloidais contra coagulacao, quando na presenca do
campo gravitacional. Como vimos, a liberacao de grupos ionizaveis leva a repulsao entre
coldides, fator que pode estabilizar o sistema contra aglomeracao dessas macromoléculas.
Em situagoes reais, no entanto, suspensoes coloidais encontram-se sob influéncia do campo
gravitacional, o qual tende a precipitar as particulas coloidais, por serem essas mais mas-
sivas do que as demais componentes. A estabilidade nesse caso depende de um balanco
entre diferentes influéncias. Por um lado, a forca gravitacional tende a precipitar os
coldides. A forca de repulsao eletrostdtica, por sua vez, tem o efeito de afastar as macro-
moléculas umas das outras, evitando a precipitagao. Além disso, o movimento Browniano
das particulas atua no sentido de tornar o sistema homogéneo. Devido a separagao de
escalas resultante das fortes assimetrias, a aplicagao do modelo de uma componente surge
naturalmente na abordagem desse problema. Nesse caso, é necessario conhecer de que
maneira as interagoes efetivas entre os coldides se comportam com a variagao de determi-
nados parametros. Em principio, a precipitacao de coldides pode ser evitada através do
ajuste do potencial efetivo mediante a variacao de parametros tais como a concentragao
de sal e o tipo de espécie iOnica presente na solucao. O uso de contraions multivalentes,
por exemplo, pode até mesmo induzir uma atracao entre coldides de mesma carga, devido
as fortes correlagoes posicionais entre coldides e ions.

Apesar do potencial Coulombiano entre coléides ser de longo alcance, a interacao efetiva
entre essas particulas possui curto alcance, devido a influéncia da blindagem eletronica.
Isso permite o uso de uma aproximacao local no célculo do perfil de sedimentacao de
particulas coloidais. Basicamente, essa aproximacao estabelece que as inomogeneidades
provocadas pelo potencial externo ocorrem em uma escala muito maior do que a escala
tipica do alcance das interagoes [3]. Essa separagao de escalas permite entdo considerar
que cada ponto do fluido encontra-se no equilibrio termodinamico com sua vizinhanca
proxima. Segue dai que o perfil de sedimentacao segue a lei usual de equilibrio hidrostatico
macroscopico, sendo entao determinada unicamente pelas compressibilidades osméticas
do sistema [41]. A fim de se determinar os perfis de equilibrio de suspensoes coloidais

carregadas sob influéncia da gravidade — e assim controlar a estabilidade desses sistemas
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— é suficiente portanto conhecer suas propriedades termodinamicas. Assim, é preciso saber
nao apenas como o potencial efetivo responde a estimulos externos, mas também de que
forma esse potencial influencia o célculo de varidveis termodinamicas.

De que forma as propriedades termodinamicas de fluidos compostos devem ser extraidas
a partir de modelos efetivos baseados em potenciais dependentes do estado, como € o caso
do potencial ( 1.1), é uma questao debatida até os dias de hoje [42, 43, 44, 45, 2]. A
aplicagao direta da teoria de liquidos simples a esses sistemas pode levar a resultados
inconsistentes, e deve ser feita com muita cautela. A situacao é ainda mais sutil no caso
de sistemas carregados, onde os vinculos entre as componentes devem ser devidamente
levados em conta no cédlculo das funcoes termodinamicas. Um exemplo é a condicao de
neutralidade de carga, que como veremos desempenha papel fundamental nas propriedades
de equilibrio osmoético nesses sistemas. O calculo da compressibilidade com base na teoria
classica das flutuagoes de Kirkwood-Buff (KB) apresenta singularidades devido a natureza
de longo alcance das interagoes, e requer uma reformulacao da teoria. Outra questao
fundamental é até que ponto as funcoes termodinamicas podem ser determinadas com
base apenas nas propriedades estruturais do modelo efetivo. Nesse ponto, é importante
saber qual o papel desempenhado pelos termos de volume mencionados acima [23, 46, 2], os
quais sao irrelevantes para o calculo das propriedades estruturais de suspensoes coloidais.

Por se tratar de um sistema fortemente interagente, o uso de aproximacoes para des-
crever as diversas correlagdoes em suspensoes coloidais torna-se inevitavel. Assim, é im-
portante também determinar qual a relevancia das diferentes correlagoes no calculo da
equacgao de estado [47, 41, 30]. Mais ainda, devemos saber em que grau essas correlagoes
sao incorporadas nas diferentes maneiras de se obter essa equacao de estado. Nesse con-
texto, a consisténcia no calculo das fungoes termodinamicas mediante a aplicagao de
diferentes métodos representa um critério fundamental para avaliar a precisao de deter-
minado modelo [48, 49]. Como exemplo, podemos citar o cdlculo da compressibilidade
osmotica usando-se o método de virial ou as integrais de KB [50, 51]. Em geral, esses
dois métodos produzem resultados distintos dependendo das aproximagoes envolvidas no
calculo das correlagoes. Além desses, outras formas de se obter funcoes termodinamicas
envolvem o cdlculo explicito da energia livre por meio de calculos de funcionais ou métodos
perturbativos, o calculo da energia média de excesso, a aplicacao do teorema do valor de
contato [52, 18, 20, 53] ou ainda o cdlculo do tensor de stress (stress tensor). No caso
de fluidos compostos assimétricos, critérios de consisténcia devem exigir ainda que as
fungoes termodinamicas calculadas no contexto de modelos efetivos — como o modelo de
uma componente citado acima — coincidam com aquelas obtidas no formalismo do modelo
primitivo, onde todas as componentes sao explicitamente levadas em conta.

Mesmo com a relevancia desempenhada pelo calculo das funcoes termodinamicas no
estudo do equilibrio de fases e estabilidade de suspensoes coloidais carregadas, o com-

portamento dessas fungoes termodinamicas com a variacao dos diversos parametros do
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sistema nao é ainda suficientemente claro [8]. O principal motivo é que a alteragao de
parametros como a carga do coldide, a concentragao de sal, a valéncia dos fons ou o tipo
de solvente pode afetar drasticamente o efeito das correlacoes entre as diferentes compo-
nentes, podendo até mesmo levar a comportamentos qualitativamente distintos. Como
consequencia, o calculo da equacao de estado em uma regiao vasta de parametros passa a
ser extremamente dependente do particular modelo utilizado, bem como do caminho ado-
tado para o calculo das fungoes termodinamicas. Além disso, simulagoes de Monte Carlo
e Dinamica Molecular sao, devido aos problemas técnicos citados acima, extremamente
dificeis de serem implementados em uma regiao extensa de parametros, enquanto que sao

poucos os resultados experimentais para funcoes termodinamicas.

1.8 Estratégia de trabalho

Nosso objetivo nesse trabalho é estudar os efeitos das correlagdes no cédlculo das fungoes
termodinamicas em suspensoes coloidais na presenca de ions monovalentes. Mais pre-
cisamente, estudaremos a influéncia da adicao de sal na pressao e na compressibilidade
osmotica do sistema. Embora a teoria de campo médio seja suficiente para descrever
sistemas coloidais com ions monovalentes, mostraremos como dois modelos classicos ba-
seados na teoria de Poisson-Boltzmann — o modelo de Jellium Renormalizado e o modelo
de cela — produzem resultados distintos para as funcoes termodinamicas a medida em
que a concentracao de sal no sistema aumenta. Além disso, veremos que o modelo de
Jellium Renormalizado nesses casos prediz resultados inconsistentes para a compressibili-
dade osmotica, a qual difere totalmente quando calculada mediante aplicacao do teorema
do contato ou via teoria das flutuagoes de KB no modelo de uma componente. Como
visto acima, o cédlculo preciso da compressibilidade osmética nesse caso ¢ de fundamen-
tal importancia, pois permite determinar o perfil de sedimentagao desses sistemas. A
fim de averiguar os efeitos das correlagoes nesses casos, utilizaremos técnicas que permi-
tem ir além de campo médio, como equagoes integrais no modelo primitivo (na regiao
de parametros onde ha convergéncia) e teoria de funcionais de densidade. Os resultados
obtidos, tanto para as interacoes efetivas como para as funcoes termodinamicas serao,
sempre que possivel, comparadas com simulagoes de Monte Carlo.

O presente trabalho é dividido da seguinte forma. No capitulo 2, estudaremos algumas
das formas de obtencao da equacao de estado, em particular aquelas aplicadas direta-
mente em nosso estudo. Embora o enfoque seja geral, énfase serd dada para o caso de
sistemas assimétricos com portadores de carga. No capitulo 3, sera realizada uma sucinta
revisao dos dois modelos de renormalizacao aplicados nesse trabalho: o modelo de Jellium
renormalizado e a prescricao de Alexander para o modelo de cela. Uma breve descrigao
da teoria das equagoes integrais, e em particular sua aplicacao para sistemas coloidais

carregados serd abordada no capitulo 4, juntamente com uma revisao da teoria de funcio-
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nais de densidade. Resultados serao apresentados e discutidos no capitulo 5. Finalmente,

conclusoes e perspectivas para novos estudos serao delineados no capitulo 6.
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Capitulo 2

O calculo da equacao de estado

2.1 Introducao

Uma das questoes mais fundamentais da mecanica estatistica se refere a maneira pela
qual propriedades termodinamicas (macroscépicas) de um sistema microscépico podem
ser inferidas com base nas interagoes presentes nesse sistema. Formalmente, a conexao
entre essas grandezas ¢ realizada no limite termodinamico, e requer o célculo do traco
sobre todos os microestados acessiveis, sujeitos a determinados vinculos externos (e. g., a
funcao de parti¢ao). Com excecao de alguns raros casos, o cdlculo exato desse traco nao
pode ser realizado na pratica, fazendo-se necessario o emprego de outras abordagens para
o calculo das propriedades termodinamicas. Uma alternativa é o uso de aproximagoes, tais
como teorias de perturbacao, as quais permitem truncar as integrais envolvidas no céalculo
da funcao de particao até certa ordem. Métodos variacionais e expansoes em densidade sao
também largamente utilizados para o calculo da energia livre [3]. Uma segunda estratégia
baseia-se na adocao de métodos alternativos, que permitam determinar a equacao de
estado sem contudo recorrer ao calculo explicito da funcao de particao. Exemplos comuns
sdo as simulagoes de Monte Carlo e Dinamica Computacional [14], os quais permitem
estimar fungoes termodinamicas de uma larga classe de sistemas de forma quase exata.

No caso de sistemas fluidos, existem uma série de métodos que possibilitam encontrar
fungoes termodinamicas com base no célculo das chamadas funcoes de distribuicdo e
fungoes de correlagao. O significado fisico dessas grandezas é muito simples: a funcao de
distribuicdo p;(r) representa a probabilidade de encontrar uma particula da componente i
na posigao r, enquanto que a funcéo de correlac@o g;;(r,r’) é proporcional a probabilidade
de encontrar uma particula de componente j em r’, dado que existe uma particula de
componente ¢ em r. Por outro lado, um conjunto de ferramentas da teoria de liquidos
pode ser usado para determinar essas funcgoes, levando assim ao cédlculo da equacao de
estado para esses sistemas.

Como mencionado na introducao, o calculo preciso das fungoes termodinamicas em
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sistemas coloidais é fundamental para estudar a estabilidade desses sistemas. A presenca
de correlacoes eletrostaticas entre as componentes fortemente assimétricas, aliada aos
vinculos naturais do sistema, bem como a variedade de parametros que controlam as
interacoes, podem fazer com que as propriedades termodinamicas dependam do particular
método adotado. Assim, é necessario saber de que forma as diferentes correlagoes podem
ser levadas em conta em cada caso. Com base nisso, faremos agora uma descri¢ao deta-
lhada dos métodos que utilizaremos para o calculo da equacao de estado nesse trabalho:

o método de virial, o teorema do contato e a teoria de flutuacoes de Kirkwood-Buff.

2.2 Pressao de virial

Consideremos um sistema de N particulas classicas interagindo por meio de um Hamil-

toniano H da forma:

H({r}, {p}) =U(r1,...,r5) + K(p1, ..., Pn), (2.1)

onde {r} e {p} representam o conjunto de posi¢ao e momentum das particulas, U(ry, ..., ry)
¢é o potencial de interacao, o qual descreve as interagoes entre as particulas bem como a

possivel interagdo com um potencial externo, e K(py, ..., py) é o termo de energia cinética:

K(p1,....,pn) = Z P ; (2.2)

sendo m; a massa da particula i. A pressao P do sistema pode ser obtida através da

_ [OBF
(), 2

relacao termodinamica usual:

onde B = (kgT)™!, sendo kp a constante de Boltzmann e T a temperatura, e SF =
—log(Qx) a energia livre do sistema, cuja funcao de particdo ¢ dada por Qx = Tr(e #™).
Uma vez que a dependéncia da energia livre no volume se origina apenas das integrais
de configuracao (sobre as coordenadas das particulas) que definem a fungao de partigao,

podemos reescrever essa relagao na forma:

_ (Qlos(2n)) 1 (02x
BP = (T)N,T =z, ( B\ )N’T7 (2.4)

onde Zy é a fungao de particao de configuracao, definida como:

ZN = /drl...drNeXp(—BU(rl,...,rN)), (25)

onde as integrais sao realizadas sobre o volume V' no qual o sistema esta confinado. Assim,
a dependéncia de Zy em V é até aqui definida unicamente pelos limites de integracao nas

integrais acima.
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Assumiremos agora, por simplicidade, que o sistema se encontra confinado em um
cubo de aresta L. E importante observar que essa hipotese nao representa nenhuma
perda de generalidade, uma vez que no limite termodinamico a pressao do sistema é uma
funcao apenas de seu volume, e nao deve portanto depender de sua particular geometria.
Mediante a mudanga de variaveis t; = r;/L = V=13, os limites de integragao tornam-se
independentes do volume do sistema. Como consequéncia, a dependéncia em V' é agora
implicitamente contida no integrando da Eq. 2.5, visto que T; = ;(V'). Com isso, podemos

reescrever a Eq. 2.4 como:

)
BP = le 57 (VN/dfl...di exp(—BU(fl,...,fN))>. (2.6)

Uma vez que os limites da integral independem agora de V', podemos aplicar a derivada

diretamente no integrando. Definindo o operador V; = 0/0F;, podemos escrever:

A p(=BU(F)) = — 20> esp(~SUFN) Yo F- VU({E)), (2.7)

Essa relacao resulta do fato de que todas as componente do vetor r; dependem de V.

Deste modo podemos escrever a pressao no sistema como:

1 N

BP = VNAE,...dF N exp(—BU (T4, ..., T N)) (p—if{/

Zy F; ViU({f'})) . (2.8)

=1

onde p = N/V é a densidade média. Reescrevendo agora as integrais acima em termos

das varidveis originais r; = V1/3F;, obtemos:

ﬁ N
P =p+-— ri-F; ), (2.9)
(T

onde F; = —V,;U({r}) é a forca resultante sobre a i-ésima particula do sistema, e o
simbolo <> denota uma média de ensemble. Essa relacao define a chamada pressao de
virial. O primeiro termo do lado direito dessa equagao representa a pressao de gas ideal,
ao passo que o segundo termo se refere a contribuicao da pressao resultante das interacoes

entre as particulas, também chamada pressao de excesso.

2.2.1 Pressao de virial para um potencial de pares

Consideremos agora o caso em que as particulas interagem apenas por meio de um po-

tencial de pares aditivo. Assim, o potencial U pode ser escrito na forma:

U({r}) = Z Bu(r;, ;). (2.10)

1<J
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Nesse caso, a pressao de excesso P na Eq. 2.9 pode ser escrita na forma:

BP = Y <Zrz ViBu( Ty, Ty > - <Zrlj Vi fu I‘l,I‘])> (2.11)

onde r;; = 1; —r; e V;; = 0/0r;;. A segunda igualdade da relacdo acima segue da
simetria frente a troca de indices, juntamente com a aplicacao da terceira lei de Newton,
Vu(r;,r;) = —V,u(r;,rj). O valor esperado nessa relacao pode ser escrito de forma
simples em termos da funcao de distribuicao de pares. Para isso, definimos os operadores

densidade p(r):
N
= 253(r—ri), (2.12)
i=1

onde r; é a posigao da i-ésima particula em uma dada configuragao fiza {r}. A fungao de

distribui¢ao p(r) é definida como o valor médio dessa grandeza:

p(r) = (p(r)) = <Z 0%(r — r¢)> - (2.13)

Essa funcao pode ser facilmente interpretada como sendo a probabilidade de encontrar
uma particula na coordenada r. Para um sistema homogéneo, na auséncia de campo
externo, a funcdo de distribuigao é constante p(r) = p, pois a probabilidade de encontrar
uma particula em qualquer posicao do espaco é a mesma. De forma andloga, a funcao de
distribuicao de pares p(r;,r;) representa a probabilidade de encontrar simultaneamente

duas particulas quaisquer nas posicoes r; e r;, e é definida pela relagao:

plr.r') = (p(r)p(r)) — (p(x)) 8 (x — ). (2.14)

Usando essas defini¢oes, podemos reescrever o somatério em 2.11 na forma:
<Z rij - Viju(r;, rj)> = /drdr’(r —r') - Vu(r,r') {p(r)p(r') — 6°(r — r')p(r)), (2.15)
ij

onde o ultimo termo tem o papel de suprimir a contribuigao i = j em p(r)p(r’). Utilizando
agora a definicao da func¢ao de distribuicao de pares, Eq. 2.14, podemos usar a relagao

acima para reescrever a pressao de virial como:

BP =p— % drdr’p(r,r')(r — ') - Vu(r,1r'). (2.16)

Uma expressao equivalente pode ser obtida escrevendo-se a pressao de virial em termos

da chamada fungao de correlagao de pares g(r,r'), definida como:

g(r,r') = p(r—,r’)/ (2.17)



Como o nome sugere, a funcao de correlagao contém informacao acerca de quanto
correlacionadas sao as particulas do sistema, podendo ser interpretada como a proba-
bilidade de encontrar uma particula na posicao r, dado que existe uma particula na
posicao r’. Na situacao mais comum em que o potencial de interacdao tem a forma cen-
tral, u(r,r’) = u(|r — r'|), a funcdo de correlagdo depende apenas da diferenca |r — 1’|,
e representa uma medida da probabilidade de encontrar duas particulas separadas por
essa distancia. Além disso, na auséncia de potencial externo a distribuigao é uniforme, de
modo que p(r) = p = N/V. Neste caso, a primeira integral na Eq. 2.16 pode entao ser

realizada trivialmente, e a pressao de virial pode (no limite termodinamico) ser escrita na

P =p— 27;p2 /000 r3drdlzi§ﬂr)g(r). (2.18)

Assim, uma vez conhecidos o potencial de pares central e a funcao de correlagao em um

forma:

fluido homogéneo de N particulas idénticas, a expressao acima permite calcular de forma
exata sua equacao de estado. O problema de estudar o comportamento termodinamico do
sistema se resume entao no calculo da funcdo de correlacao g(r) para um dado potencial
de interagao. Como veremos, no entanto, esse calculo nao é simples, e envolve em geral
uma série de aproximagoes.

Uma vez que a fungao g(r) é por definigao nao negativa, a Eq. 2.18 permite concluir que
as componentes repulsivas do potencial de pares tendem a aumentar a pressao, ao passo
que as componentes atrativas atuam no sentido de reduzir a pressao total. Isso acontece
porque as forcas repulsivas tendem a afastar as particulas umas das outras, aumentando

o numero de colisoes dessas particulas com as paredes que confinam o sistema.

2.2.2 Pressao de virial para um sistema multi-componente

Embora a Eq. 2.9 para a pressao de virial tenha validade geral, a Eq. 2.18 ¢é restrita a
um sistema de uma componente, uma vez que todas as particulas interagem através do
mesmo potencial u(r). Para o caso mais geral de um sistema de m componentes, tanto
o potencial de interacao quanto as funcoes de distribuicao dependem das particulares
componentes envolvidas. O operador densidade da i-ésima componente é uma extensao
natural da Eq. 2.12:

pl) =Y 8- xy) (2.19)

onde a soma agora se restringe as N; particulas da componente 7. Da mesma forma,
a fungao de distribuigao p;(r) é definida como o valor médio de p;(r), ao passo que a
funcao de distribuicao de pares entre particulas de componentes 7 e j nas posicoes r e r’,

respectivamente, é uma extensao natural da Eq. 2.14:
pi(r,x') = (pi(r)p;(r')) — &°(r — 1')d;;p:(r). (2.20)
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De maneira similar, a fungao de correlacao g;;(r,r’) é definida como g;;(r,r") = p;(r,r’)/
pi(r)p;(r’). A generalizacao da Eq. 2.18 para o sistema de m componentes é dada por:
27 o du(r)
BP =p— 5 iszipj/o r dr#gij(r), (2.21)
onde p; = N;/V é a concentragao média da componente i, p = > ", p; ¢ a concen-

tragao total de particulas, e u;;(r) é o potencial (supostamente central) entre particulas

de componentes i e j separadas por uma distancia r.

2.2.3 Pressao de virial para um potencial efetivo

Como vimos na introducao, torna-se muitas vezes conveniente integrar os graus de li-
berdade de certa classe de componentes do sistema, descrevendo o sistema através de
interacoes efetivas no modelo de uma componente. E preciso ter cautela, no entanto,
ao aplicar diretamente a Eq. 2.18 para o calculo da equagao de estado no modelo de
uma componente. Isso porque o potencial efetivo resultante do procedimento de co-
arse graining passa a apresentar uma dependéncia explicita no estado termodinamico,
Ue (1) = Uesp(m; V. T). E necessério levar isso em conta ao realizar a derivacao na Eq. 2.6,
visto que agora a dependéncia de Zy em V nao se d& apenas através de r. Com isso,

podemos reescrever a Eq. 2.9 como:

N 8 Ue iy j;V
5P=p—%<2ri‘Ffﬁ>_<Z( d ffg/r )>NT>7 (2.22)

i=1 i<j

onde F¢ff e uess(r;,r;) representam a forga e o potencial de pares efetivos, respecti-
vamente. Essa tultima quantidade pode também ser escrita em termos da funcao de

correlagao no modelo de uma componente:

e 1 A ~ ~
St = 5 [ dvde (o)) = pe)5x - ), (2.23)
i<j
onde novamente a presenca do termo contendo a funcao delta de Dirac tem a finalidade
de compensar a contribuicao ¢ = j no somatério. Usando agora as defini¢oes 2.14 e 2.17,

podemos reescrever a relacao acima como:

1
St (ryry) = / drdr’p(x) p(x') g x, ¥ Yu(r, ). (2.24)
i<j
Assumindo agora um potencial efetivo central, e considerando p(r) = p (auséncia de
campo externo), a pressao de virial Eq. 2.18 no modelo de uma componente pode ser

escrita na forma:

2

P =p+ 2mp /000 drr?g(r) [ﬁueff(r; V) -3V <851§—{/f(7‘)) MT] : (2.25)

3
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A contribuicao do potencial efetivo a equacao de estado varia de acordo com a forma
especifica com a qual ele depende da concentracao de particulas. No caso em que essa
dependéncia ¢é fraca, du.rr/0V ~ 0, a relacao acima recai na Eq. 2.18. De forma geral, o
potencial efetivo depende de forma nao trivial na concentracao de particulas, de modo que
a nao inclusao do ultimo termo dessa expressao pode fazer com a equagao de estado no

modelo de uma componente seja bastante diferente daquela do modelo original, Eq. 2.21.

2.2.4 O teorema de virial

Veremos agora como a pressao de virial dada pela Eq. 2.9 esta intimamente relacionada
ao teorema de virial da mecanica classica. Para isso, reescrevemos a média de ensemble

nessa equacao como uma média temporal:

. m T d2]f'z'

Realizando uma integracao por partes na expressao acima, obtemos:
) , (2.27)

: T d*r; dz
}L%Z,J?/Odm'd; J:oo( Zrz pi —-Z/ 7

onde p; é o momentum da i-ésima partlcula e, por simplicidade, assumimos um fluido

de uma componente de massa m. O primeiro termo do lado direito da relacao acima
representa o momento angular total do sistema em relagao a origem. Uma vez que essa é
uma quantidade limitada para todo t, esse termo se anula no limite 7 — oo. O segundo
termo por sua vez pode ser identificado como 2 (K), onde K é a energia cinética do

sistema, Eq. 2.2. Usando o teorema da equiparticao de energia, podemos reescrever a
Eq. 2.26 como:

<Z F; - ri> = 3NkgT. (2.28)

Por outro lado, a forca total F; representa a forca resultante total, a qual pode ser
dividida entre forcas internas e as forcas exercidas pelas paredes que confinam o sistema.
Essas tltimas se relacionam de forma simples a pressao exercida pelo sistema, de modo
que <dFW(r)> = —Pdn, onde 0 é o vetor unitario normal & parede na posicao r. Dessa

forma, podemos escrever:

<Z FY . ri> = —P]{r CdA = —P/dr(V 1) = —3PV, (2.29)

onde dA = dAn, sendo dA o elemento de superficie na parede rigida. A tdltima igualdade
dessa relacao segue da aplicagao do teorema da divergéncia. Juntando esse resultando
com a Eq. 2.28, obtemos:

5P—p+£<;F§"-ri>, (2.30)
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onde Fi" sao as forgas internas. Obviamente, essa formulagao é equivalente a Eq. 2.9,
porém evidencia de maneira mais clara o fato de que as forcas exercidas pelas paredes, as
quais incluem as forcas de confinamento, nao devem ser levadas em conta no calculo da

pressao de virial.

2.3 O teorema do valor de contato

Quando as particulas de um sistema confinado colidem com as paredes que delimitam esse
sistema, ocorre uma constante transferéncia de momentum dessas particulas nas paredes.
Essa transferéncia de momentum é contrabalancada pela forca exercida pelas paredes
rigidas as particulas, sendo essas as forcas responsaveis pelo confinamento do sistema.
O valor médio do médulo da forca produzida pelas paredes, por unidade de area, define
a pressao exercida sobre o sistema. O teorema do wvalor de contato permite estabelecer
relagoes simples entre essa pressao e as concentracoes médias de particulas na regiao de
contato com as paredes [20, 5, 16, 18].

Embora seja possivel formular o teorema com base apenas no calculo da energia livre do
sistema, vamos aqui considerar um caso mais simples, no qual os principais resultados do
teorema podem ser extraidos de argumentos intuitivos de equilibrio de forcas. Para isso,
consideramos um fluido de m componentes confinado em uma regiao de comprimento
L entre duas paredes infinitas, conforme ilustra a fig.1. Pela simetria do problema, as
inomogeneidades estao presentes apenas na direcao x transversal as paredes. Assim,
definindo p(r) = ), p;(r) como a distribuigao total de particulas, podemos escrever p(r) =
p(x). Uma vez que a forga exercida pelas paredes rigidas impedem a penetragao de
particulas nas regioes x < 0 e x > L, podemos escrever os potenciais produzidos pelas

paredes na forma semelhante a um potencial de caroco duro:

w _ o0, (QJ S 0)
oY = { 0 >0, (2.31)

onde @} é o potencial referente & parede em x = 0. Analogamente, podemos escrever o
potencial exercido pela parede em x = L na forma:

w _ o0, (J} > L)
L= { 0, (z < L). (2:32)

A pressao no sistema pode ser calculada determinando-se o médulo da forca média por
unidade de area resultante dessas interacoes sobre todo o sistema, a qual pode ser escrita

na forma: . -
BP:/O d:cp(:c)ﬂT(x).

Por simetria, a forca média exercida pelas paredes em x = 0 e x = L tém mesmo modulo.

(2.33)

Assim, qualquer um dos dois potenciais, Eqs. 2.31 e 2.32, pode ser utilizado para o
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calculo da pressao. A fim de calcular a derivada na expressao acima, definimos a funcao
Yo(z) = exp(—=BPY (z)) = O(z), onde O(z) denota a funcao de Heaviside. Desse modo,

podemos escrever:

W Y
ddx — P (@) (%) — eﬂégv(x)(g(x)’ (2.34)

onde §(x) é a fungao delta de Dirac, e a fungao exp(8®{ (z)) é igual a 1 no interior do

sistema. Substituindo agora esse resultado na Eq. 2.33, encontramos:

z—0*t

L
BP = / dzp(z)e’® @§(z) = lim p(x)eﬁq’gv(x) = p(0). (2.35)
0
Da mesma forma, usando o potencial ®!¥ para o cdlculo da pressio, obtemos:
BP = p(L). (2.36)

Assim, concluimos que a equacao de estado em um sistema confinado por paredes
rigidas pode ser obtida, na auséncia de campo externo, calculando-se a concentragao
total média de particulas nas paredes que confinam o sistema. Além disso, a pressao no
sistema € escrita de forma analoga a pressao de gas ideal, onde a concentragao média
de cada componente (ou densidade no bulk) é substituida pela densidade no contato. D
preciso ressaltar que nenhuma hipotese foi feita acerca da forma especifica do potencial de
interacao, de modo que as Eqs. 2.35 e 2.36 tém carater geral para um sistema de particulas
confinadas na auséncia de forcas externas.

Embora a equacao de estado obtida pelo teorema de contato tenha uma forma similar
a equagao de gas ideal, é preciso ter em mente que a concentracao de particulas nas
paredes é em geral muito diferente da concentragao no bulk. Isso ocorre devido as fortes
correlagoes existentes préximo as fronteiras do sistemas, as quais geram uma deflexao das
particulas quando essas se aproximam das paredes. O fato das correlagoes se tornarem
mais importantes nessas regioes ocorre devido a forte assimetria espacial — a distribuicao
de particulas ao redor de uma dada particula localizada préxima as paredes do sistema
¢é extremamente inomogénea. O tamanho da regiao de deflexdo por sua vez depende do
alcance das correlacoes, e portanto do tipo de interagoes envolvidas. Assim, embora a
equacao de estado dada pela Eq. 2.36 tenha uma estrutura simples, essa simplicidade
aparente é apenas formal, visto o cédlculo da densidade de contato envolve efeitos de
correlagoes em um meio inomogeéneo. Embora a equacao de virial, Eq. 2.21 tenha uma
forma mais complexa, é importante observar que seu cédlculo envolve apenas fungoes de

correlacao no bulk.

2.3.1 Equilibrio de forcas: o caso de uma parede carregada

Quando a interacao das particulas com as paredes rigidas é descrita apenas por potenciais

de confinamento do tipo 2.31 e 2.32, argumentos de simetria permitem estabelecer que
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a densidade no contato das paredes é a mesma, p(0) = p(L). Obviamente, essa simetria
¢é quebrada quando a interacao com as paredes é distinta, e o calculo da pressao através
do teorema do contato deve ser devidamente adaptado a esse caso. A fim de estudar esse
problema, consideremos agora o caso especifico de um sistema formado de ions pontuais
de carga z;q, (onde ¢ é a carga do préton), confinados por paredes nas posi¢oes © = 0 e
x = L. Supomos ainda que a parede em x = 0 é negativamente carregada, com carga
superficial liquida —oq. Desse modo, as particulas do sistema interagem com essa parede
nio apenas por meio do potencial de confinamento ®}, mas também através de um
potencial eletrostdtico ®¢ = —4rz,0\pz, onde A\g = (¢?/e é o chamado comprimento
de Bjerrum, sendo € a permissividade do solvente e z; a valéncia da componente i. A

condi¢ao de neutralidade global de carga nesse sistema se traduz na forma:
L
—o+ Z/ dxpi(z)z = 0. (2.37)
i 0

Esse sistema ¢é de particular importancia no estudo de sistemas carregados assimétricos,
e vem sendo usado como modelo béasico para estudar os efeitos da chamada electric double
layer — a regiao de um eletrélito na vizinhanca de uma superficie fortemente carregada —
onde fenomenos como condensagao ionica podem ser facilmente observados. Em particu-
lar, a estrutura da regido préxima a superficie de um macroion esférico carregado (onde
efeitos de curvatura podem ser desprezados) pode ser descrita de forma suficientemente
satisfatéria através desse modelo [5].

A pressao no sistema pode ser determinada usando-se a Eq. 2.33 para a forca média

por unidade de area produzida pela parede em x = 0:

g Aoy do!
fP = Z/o dxpi(x)( 5da:0 + dxl ) (2.38)

O primeiro termo do lado direito dessa expressao representa a contribui¢ao do potencial

de confinamento que, como vimos, pode ser escrita como a densidade média total no

contato, p(0) = >, p;(0). O segundo termo pode ser trabalhado de forma trivial:

L d(I)d L
Z/o dxp;(x) dxz = —47r0/\32/0 dzpi(x)z; = —4mApo?, (2.39)

onde a condicao de neutralidade de carga, Eq 2.37 foi utilizada. Vemos assim que a pressao
pode agora ser relacionada nao apenas com a concentracao de particulas no contato, mas

também com a carga superficial associada a parede carregada:
BP = p(0) — 47 Apo? (2.40)

Embora essa relacao tenha sido primeiramente deduzida no contexto da equacao de
campo médio de Poisson-Boltzmann [18], ela apresenta cardter geral, e resulta do fato fi-

sicamente simples de que a forca eletrostatica exercida pela parede é contrabalancada pelas
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forcas de confinamento, resultantes das colisoes das particulas com as paredes. Podemos
ver isso de forma mais clara analisando a componente z (diregdo das inomogeneidades)

da forca média total exercida sobre as particulas do sistema:

= Z/o dzp;(x)Fp(z) = _Z/o dmpidqgix), (2.41)

onde w; é o chamado potencial de forca média da componente i, definido pela relagao

(Fi(r)) = —Vuw;(r), onde F;(r) é a forca média resultante em uma particula de compo-
nente ¢ na posicao r. E importante observar que esse potencial nao contem as contribuicoes
das forcas de confinamento exercidas pelas paredes. Nesse caso, pode ser facilmente mos-
trado que o potencial de forca média se relaciona de forma simples com a funcao de
distribuigao [9]:

pi(r) = piexp(—fwi(r)), (2.42)
onde p; é a concentracao média das particulas de componente i. Substituindo essa relagao
em 2.41, obtemos:

- kBTZ [ o) ot (243

Portanto:

(8F) 2 [ a8 1) o), (241

Assim, a for¢ga média total na dlregao da inomogeneidade ¢ igual a diferenca entre as
densidade de contato. No caso de paredes nao carregadas, essa forca média é descrita
apenas pelas interagoes mutuas entre as particulas, e deve portanto ser nula, de modo
que p(0) = p(L). No caso em questao de uma parede carregada, a forca total pode ainda
ser obtida calculando-se a forca média em cada ponto x, dada por:

di d el d Z
R Z [ @) Pl XD - (aa5)

onde PBu;;(r) = z;zjAp/r o potencial de interacao (coulombiano) entre duas particulas
separadas pela distancia r. A func@o de correlagao g;;(Jr — r'|) pode também ser escrita
na forma g;;(|r —r'|) = hy(|r — 1|) + 1, onde h;j(r) é a chamada fun¢do de correlagdo
total, a qual é responsavel pelas flutuagoes de densidade do sistema. Com isso, podemos

reescrever a equacao acima na forma:

dBw; d dfui
fute) _ vt +Z/drp] (e — o PEEZTD 5 46)

onde () é o potencial eletrostdtico médio no sistema. Na presente geometria, o potencial

médio pode ser escrito na forma:

)\BZ]

Bap(z) = 2rApox + Z/dr pi(z") —,| (2.47)
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O primeiro termo dessa relagao representa o potencial eletrostatico produzido pela pa-
rede carregada, ao passo que o segundo termo descreve o potencial eletrostatico médio
produzido pelas interacoes entre as particulas.

O segundo termo da Eq. 2.46 descreve a contribuicao ao potencial de forca média devido
as flutuagdes. Na auséncia de correlagoes, h;j(r) = 0, essa equagdo recai na aproximacao
de campo médio w;(r) = zqy(r), a qual identifica o potencial de forga média com o
potencial eletrostatico médio do sistema. Denotando por dwlf : /dx o segundo termo da

Eq.2.46, e usando a simetria do presente caso, podemos escrever esse termo de flutuacao

na forma: i ;
dw!'(z) & e du;(S)
—— = dx'p; (2’ 2rRAR)h;; “ 24
A Z/ Cos(e) [ erRaR)h($) ™, (2.48)
onde S = |r —1'| = \/(z — 2/)2 + R?, e R representa a coordenada radial do plano per-

pendicular ao eixo z. Usando as relagbes RAR = SdS e du;;(S)/dx = (| —2'|/S)du;;/dS,

podemos reescrever a tultima integral dessa expressao em termos da variavel S. Com isso,

obtemos: m
=Y [ il -y ()Gis(la — ), (2.49)
j=1"0
onde - dur(S
Gij(|:p—33'|):27r/ iy (9) 215 4. (2.50)
— as
Substituindo esse resultado na Eq. 2.46, resulta:
dﬁwz(x) dﬁqw(ﬂf) — /L ! ! ! /
= 2 _ : A — 2. 251
bt b0 M ALCEE L

Assim, a forca média total na direcao x pode ser obtida usando esse resultando na Eq. 2.42:

Z / dap ()5 o) + 3 / dupi(s / da'lo — o' |p;(a/) Gy (2 — o))

4,j=1
(2.52)
Para L finito, o segundo termo dessa expressao se anula, devido a simetria das integrais
frente a troca x — 2. Fisicamente, isso é uma consequéncia da Terceira Lei de Newton,
uma vez que esse termo representa o somatorio das forcas médias devidas as interacgoes
internas entre as particulas, as quais se cancelam aos pares. O primeiro termo pode ser
reescrito na forma:

— dﬂ(]l/) ) -1 / Epdp -1 (dy 2
d E ipi dx
/ v zipil dr  Am)p dx2 dr ~ 8mg \ dx

0

(2.53)

Na primeira igualdade da relacao acima usamos a equacao de Poisson, 3¢V?y) = —4n\p

> zipi- O tltimo termo envolve o médulo quadrado da componente do campo elétrico
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normal as paredes. Aplicando a lei de Gauss, juntamente com a condicao de eletroneu-
tralidade, segue que E(L) = 0, ao passo que o campo elétrico em = = 0 é proporcional
a densidade superficial de carga da parede carregada, E(0) = 4w Ago. Substituindo esse
resultado em (2.52), obtemos a forca média total por unidade de area perpendicular ao
eixo x:

1
(BF) = STz

Comparando essa expressao com a Eq. 2.44, recaimos na seguinte condicao para as con-

|E(0)]* = 27 Ao (2.54)

centracoes de contato:

p(L) — p(0) = 2w Apo’. (2.55)
Vemos assim que essa condi¢ao expressa o balanco de forcas no sistema: a forca elétrica
produzida pela parede carregada em um sistema com portadores de carga deve ser con-
trabalancada pelas forcas de confinamento promovidas pelas paredes. Em sua formulagao
mais geral, a condicao de balanco de forcas em sistemas com carga segue da igualdade en-
tre o tensor de stress de pressao com o chamado tensor de stress de Mazwell, responsavel

pelas contribuigoes eletrostaticas.

2.3.2 Balancgo de forcas em um sistema aberto

Até aqui, a formulacao do teorema de contato envolve a presenca de uma parede fisica
em z = L, responsavel pelo confinamento das particulas. Veremos agora como o teorema
deve ser reformulado para o caso de um sistema aberto, onde L — oo. Nesse caso, o
segundo termo da Eq. 2.52 nao necessariamente se anula, e esse limite deve ser considerado
explicitamente [53]. Para isso, rescrevemos esse termo na forma:
T o)
I;7 = lim dxpi(x)/ da'pi(a)|x — 2’ |Gy (|z — 2')), (2.56)

Tr1—00 0 z1

com G;j(|x — 2'|) dada pela Eq. 2.50. Fisicamente, essa integral representa a forga por
unidade de area exercida pelas particulas de componente j em x > x; sobre as particulas
de componente i localizadas em 0 < x < z7.

Como podemos ver pela Eq. 2.50, a funcao G;;(|x — 2'|) decai rapidamente para zero,
uma vez que o integrando em (2.50) é formando pelas func¢oes de curto alcance h;;(S) e
:
para a integral acima. Além disso, para 2’ > z; > 1, a concentracdo p;(z’) pode ser

ul;(S). Assim, apenas os valores de 2’ tais que 2’ ~ z contribuem de forma nao trivial

substituida por seu valor no bulk, p; — o mesmo portanto ocorrendo para p;(z). Com isso,

podemos reescrever a relacao acima na forma:

1 00
I;7 = 2mp;p; lim da:/ dr' (2" — )Gy (Jx — 2']). (2.57)
Tr1—00 0 1
Realizando agora a mudanga de varidveis t = 2’/ — x, podemos reescrever essa relagao
como: - -
r1—T
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Através de uma integracao por partes na variavel ¢, obtemos a seguinte expressao:

e 4
- / L Ec:,.j@f)dt) (2.59)

T1—T

PiPj . o T pdGult)
- _TJ z}gnoo/o o ((Il N x>2Gij(x1 - x) " /:m—a: t2 dt “

onde usamos o fato de que o limite superior no primeiro termo da segunda igualdade se

1 1
I;7 = pipj lim ; dx <§t2Gij(t)

T1—00

anula. Efetuando agora a troca de varidveis r = x — x na primeira integral, obtemos:

1 —00

> 1 0 -
I¥ = Pl iy dr (rQGij(r) + / t2 dc, dt> : (2.60)
2 0 T dt

O préximo passo agora consiste em realizar uma segunda integracao por partes, desta vez

na variavel r. Apos reagrupar alguns termos, encontramos:

3 1 3
- PiPj . r 2r° dGy; / dGU
I =— 1 —Gi| - dr———= dt : 2.61
g 2 mbnéoq?)G”]o /O 3 dr +{r Ldt (2:61)

Notamos agora que a derivada nos segundo e terceiro termos do lado direito dessa igual-

dade podem ser facilmente obtidas através da Eq. 2.50:

————= = —27h;; y 2.62
Com isso, a Eq. 2.61 pode ser reescrita, apds tomar os limites de integracao apropriados,
na forma:
w  2mpip; . 1 dPu;(r) o dBu;(r)
I = 3 J r}gnoo (/0 drr?)hij(r)d—; + 5 dr(z? — xlTQ)hij(r)d—; .

(2.63)
Finalmente, podemos agora tomar o limite x; — oo sem indefinigoes. Claramente, a

segunda integral do lado direito dessa expressao se anula nesse limite, resultando portanto:

oo _ 2mpip; [ dBui;(r )
Iy = TJ/O drr®hi;(r) d; (2.64)

Substituindo agora esse resultado na Eq. 2.52, e usando ainda as Egs. (2.53) e (2.54)
obtemos a forca média por unidade de area na direcao transversal a parede carregada, no

limite em que L — oc:

(9F) = 1B |2+_Z% [ amnn P 2o

Por outro lado, segue a relacdo (2.44) pode ser reescrita no limite L — oo na forma

(BF;) = p— p(0), onde p = > . p; é a concentragao total no bulk. Combinando esse
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resultado com a expressao obtida acima, podemos escrever a relacao de balanco de forcas

nesse limite como:

MO+ o BOF == 5 Som |t an @ 2
No segundo termo do lado direito dessa expressdo, substituimos a funcao h;;(r) por
gij(r) = hy;(r) + 1, o que se justifica pelo fato de que dfu;;/dr = —z;z;Ap/r?, aliado a
condi¢ao de neutralidade de carga, >, p;z; = 0. Comparando o lado direito dessa relagao
com a Eq. 2.21, vemos que essa quantidade representa a pressao do eletrolito no bulk.
Assim, a relacao de balanco de forgas no limite de um sistema aberto estabelece que a
forca por unidade de area exercida pela parede carregada é contrabalancada pela pressao
no bulk. Mais ainda, uma vez que o termo do lado esquerdo dessa relagao representa a
pressao total no sistema, vemos que o balanco de forcas no limite . — oo equivale a
condigao de que a pressao no sistema é igual a pressao no eletrélito do bulk, Py [53].
Concluimos dai que a pressao em um sistema de fons carregados na presenca de uma
parede carregada pode ser obtido calculando-se a pressao correspondente ao eletrolito no

bulk:
BP = BPyu, (L — 00) (2.67)

Como veremos mais adiante, esse resultado é particularmente 1til no caso de teorias
de campo médio (ou ainda em aproximacoes locais), as quais sdo incapazes de reproduzir
a deflexao sofrida pelas particulas na vizinhanca das paredes. Nesse caso, a relacao P =
Py pode ser utilizada para corrigir a auséncia de correlagoes, uma vez conhecidas as
concentracoes no bulk.

2.4 A teoria de flutuacoes de Kirkwood-Buff

Outra alternativa para o calculo da equagao de estado em sistemas multi-componentes
é o uso da chamada teoria de Kirkwood-Buff [50], a qual permite expressar fungoes res-
posta termodinamicas (tais como coeficientes osméticos e compressibilidades) em termos
de integrais das funcoes de correlacao. Uma vez que essas integrais sao diretamente
relacionadas as flutuagoes no niimero de particulas, a teoria é também chamada teoria
de flutuacoes. Diferentemente das teorias descritas nas secoes anteriores, a teoria de
flutuagoes de Kirkwood-Buff (KB) é formulada essencialmente com base no formalismo
grande-canonico, uma vez que envolve o calculo de flutuacoes no niimero de particulas.
Nosso foco aqui sera em utilizar a teoria para obter as compressibilidades osmoticas, as
quais apresentam papel fundamental tanto no calculo da equacao de estado, quanto no
estudo da estabilidade de suspensoes coloidais carregadas.

Consideremos um sistema homogéneo de m componentes interagindo por meio de um

dado potencial (ndo necessariamente de pares aditivo). Inicialmente, consideramos que
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todas as componentes sao tratadas da mesma forma, sendo descritas por meio de uma
funcao de particao grande canodnica, na qual o sistema pode trocar particulas com um
reservatorio. O estado de equilibrio do sistema é entao descrito pelo equilibrio osmético
através de uma membrana que permite o fluxo de particulas entre sistema e reservatorio,
e equivale a igualdade dos potenciais quimicos no sistema e no reservatério. O nimero

médio de particulas (V;) da componente i é dada por:

(N;) = (m) : (2.68)
a:uz ,u;,V,T

onde p; é o potencial quimico dessa componente, e 2 = —kgT'log ©® = —PV ¢é o potencial
grande-canonico, sendo © a funcao de particao grande-canonica. O simbolo p; indica
que a derivagao ¢ tomada mantendo-se constantes os potenciais quimicos das demais

componentes. A fungao grande-partigao © tem a forma:

OT. V(i) = Y- [T [ dewdpw, xp(-5). (2.69)

{Ni} @

onde H é o Hamiltoniano do sistema, dado pela Eq. 2.1, e o somatorio de estende so-
bre todas as configuragoes do nimero de particulas {N;}. As flutuagoes no nimero de
particulas sao obtidas nesse formalismo como segundas derivadas de © em relagao aos

potenciais quimicos. De fato, derivando a Eq. 2.68 em relacao a j;, obtemos:

ON; 0 (k;BT 00

B 0 O

op; N ou; > = B({N:Ny) — (Ni) (N;)) = B(6Nyj) - (2.70)

O lado direito dessa expressao pode ser facilmente relacionado as fungoes de distribuicao

através do operador p;(r) definido em (2.19):

o) = ([ arirpps)) = ( [ara ) ( [amanr). @

Usando o fato de que os valores médios podem ser tomados no interior das integrais,
bem como a definicao da funcao de distribuicao de pares, Eq. 2.20, podemos reescrever a

igualdade acima na forma:

(ONi;) = /drdr' (pij(r,x") = pi(r)p; (r')) + Nidy;. (2.72)

A funcao de distribuicao por sua vez se conecta com a funcao de correlacao de pares
gi;(r,1’) através da relacao p;;(r,r’) = p;(r)p;(r’)g;;(r,r’). Com isso, podemos reescrever

a relacao acima em termos de funcoes de correlagao:

<5NZJ> = /drdrpi(r)pj(r’)hij(r,r') + Niéij, (273)
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onde h;;(r,r') = g;;(r,r') — 1 é a funcdo de correlacdo total. Para o sistema homogéneo
em consideragao, a fungao de distribuicao é igual a concentracao de particulas do bulk,
pi(r) = p; = N;/V. Nesse caso, as Egs. (2.70) e (2.73) resultam na relagao:

Ipi
Hj ph TV

Essa é a relacdo bdsica da teoria de flutuagoes [50, 3]. A derivada do lado esquerdo

pode ser obtida para encontrar fungoes termodinamicas que se originam de derivadas de
segunda ordem da funcao de grande particao, ao passo que o lado direito dessa expressao
se origina das correlagoes microscopicas. Por outro lado, essa quantidade pode também
ser escrita em termos do chamado fator de estrutura S;;(k), o qual pode ser medido em
laboratério por meio de técnicas de espalhamento, e é proporcional a transformada de

Fourier da fungao de correlacao total:

Por ser proporcional a transformada de Fourier do valor médio dos operadores densidades
pi(r)p;(x’), o fator de estrutura pode ser escrito em termos do valor médio da superposicao
de ondas planas resultantes do processo de espalhamento. Em termos dessa grandeza, a

Eq. 2.74 assume a forma:

Op;
(ap ) = \/Pipjﬁsij(o)a (2-76)
Hj p,;.,V,T

onde 5;;(0) representa o limite de comprimento de onda infinito k — 0.
A partir da relagdo (2.74), podemos determinar a compressibilidade isotérmica total

xr do sistema de m componentes, definida pela relacao:

-1 <8V>
Xr=—| == . (2.77)
O inverso dessa grandeza pode ser escrita na forma:
oP - oP
—1
xr =—V (—) =D _pi ( ) (2.78)
! ov {(N;}VT =1 Opi pisT

Para escrever essa quantidade em termos de flutuagoes, partimos da relacao de Gibbs-

Duhem para esse sistema:

AP = —sdT + > pidp;, (2.79)
=1

onde s = S/V é a entropia por unidade de volume. Derivando ambos os lados dessa

igualdade em relagio a varidvel p; (mantendo 7' constante), encontramos:

ap) m (am)
L I N = (2.80)
(apj pz.,T Zz:; 8p.7 p;.,T
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Substituindo agora esse resultado na Eq. 2.78, podemos reescrever o inverso da compres-

Xr = szm (aﬂ’) . (2.81)

Ip;

sibilidade como:

O lado direito dessa relacao pode ser facﬂmente escrito em termos das flutuacoes através
das Eqgs. (2.74) e (2.76). Para isso, definimos a matriz B de elementos B;; = (0p;/0u;) =

/Pip;Sij(0). Vemos assim que as derivadas que aparecem no lado direito da relagao acima
sao elementos da matriz inversa de B. Em termos dos elementos dessa matriz, a Eq. 2.78

pode entao ser reescrita como:
_ oppP B|;
R C IR WICRIEDY oy Bl (282)
vV ) — Bl
{Nj}vT 1)

onde |B| é (a menos do fator —10+7) o determinante da matriz dos cofatores, resultante

da exclusao da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz original, e | B| é o determinante de
B. Uma forma mais simples de escrever a relacao acima é em termos da chamada func¢ao
de correlagdo direta c;j(r). Essas fungdes sao relacionadas as fungdes de correlagao total
por meio da chamada equacao de Ornstein-Zernike (OZ). Para o sistema homogéneo de

m componentes, essa equagao tem a forma:

hij(r) = c;(r +Z P / (r')ey;(x, ). (2.83)

Muitas vezes, a equagao de OZ é utilizada para definir a funcao de correlacao direta. Na
pratica, a solugao dessa equacao requer uma segunda relagao entre as funcoes de correlagao
total e direta, a qual é chamada relacao de clausura. No capitulo 4, discutiremos com mais
detalhes as técnicas de solugao dessas equagoes. A equagao de OZ assume uma forma mais
simples quando escrita no espaco reciproco, uma vez que a convolucao é diagonalizada.

Definimos a transformada de Fourier das funcoes de correlacao da seguinte forma:

Folk) = v [ dree ), (2.80)

onde f representa as funcoes de correlagao total ou direta. A partir dessa definicao, a

equacao de OZ pode ser escrita na seguinte forma matricial:
H=C+ CH, (2.85)

onde os elementos das matrizes H e C sao dados por izij(k) e ¢;;(k), respectivamente.
Segue dessa relacao que o fator de estrutura pode ser escrito na forma matricial como
S(0) =1+H(0) = (1 —C(0))7!, onde 1 é a matriz identidade. Definindo ainda a matriz
R de elementos R;; = /pid;;, podemos relacionar os elementos das matrizes pela seguinte

expressao:

B = RS(0)R = R(1 — C(0))"'R. (2.86)
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Invertendo agora a relacao acima, e notando que Ri_j1 = d;5//Pi, podemos agora escrever
explicitamente os elementos da matriz B~! em (2.82) em termos das fungoes de correlacio
direta:

5T PiP;

B! - (g’;) — L (5 —as(0)). (2.87)

Da mesma forma, podemos reescrever o inverso da compressibilidade em termos dessas

fungoes como:
L opP — R
Xr=—VI{gy )= > pit+ > o 0). (2.88)
i=1 i\j

O primeiro termo do lado direito dessa expressao ¢ a contribuicao de gés ideal, BP = . p;,
a0 passo que o segundo termo representa os efeitos das correlagoes entre as diversas com-
ponentes. Uma vez conhecidas essas correlagoes, a expressao acima permite determinar a

compressibilidade isotérmica total, a partir da qual a equacao de estado pode ser calcu-
lada.

2.4.1 Flutuagoes no modelo de uma componente

No caso de sistemas fortemente assimétricos, a descrigao natural do sistema se da através
do chamado ensemble semi-grande canonico, no qual as componentes de menor tamanho
sao explicitamente integradas no ensemble grande-canonico, ao passo que as demais com-
ponentes mantém fixos seus nimeros de particulas. Nesse caso, o sistema é separado de
seu reservatorio por meio de uma membrana semi-permeavel, a qual permite apenas o
fluxo das componentes de pequena escala, impedindo o fluxo das demais. No contexto do
formalismo semi-grande canonico, a funcao resposta relevante é a chamada compressibili-

dade osmdtica, definida pela relagao:

-1 <8V>
Xosm — 5 | =5 5 (289)
vV \or {rat.p} T

onde {y,} representa o subconjunto dos potenciais quimicos das componentes grande-
canonicas, os quais sao as variaveis naturais nessa descricao. Da mesma forma, a quanti-
dade termodinamica mais acessivel é nesse caso a chamada pressao osmética I, definida
como a diferenca de pressao entre sistema e reservatorio, II = P — P,.,.

Para o modelo de uma componente, é natural assumir que apenas uma componente
mantém fixo seu nimero de particulas, podendo as demais componentes trocar particulas
com o reservatorio. Essas componentes de menor dimensao sao entao explicitamente
integradas na fungao de particao semi-grande canonica, resultando em interagoes efetivas
para a componente restante. Nesse caso, o inverso da compressibilidade em (2.78) assume

uma forma particularmente simples:

_ 85P) (aﬁp)

1 2

Xr =p|(—— =0 | - : (2.90)
T < dp 1y T ap 1y T
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onde p e u se referem a concentracao e ao potencial quimico da componente canonica,
respectivamente, sendo f; os potenciais quimicos das demais componentes. Do mesmo
modo, as Eqs 2.82 e 2.87 no modelo de uma componente sao escritas em termos apenas
das funcgoes de correlagao dessa componente:

Bxz' = % = p(1 - &(0)). (2.91)

Vemos assim que a compressibilidade osmética (e portanto a equacao de estado) no modelo
de uma componente pode ser determinada apenas com base nas fungoes de correlacao
dessa componente. Dessa forma, as propriedades estruturais (representadas pela fungao
de correlagdo de pares) da componente mesoscépica sao suficientes para determinar o
comportamento termodinamico do sistema global. E preciso ter em mente, no entanto,
que as demais componentes contribuem — ainda que implicitamente — no calculo da funcao
de correlagao do modelo de uma componente. De fato, todas as correlagoes presentes no

sistema devem estar vinculadas por meio da equacao de OZ, Eq. 2.83.

2.4.2 Teoria das flutuacoes em sistemas carregados

Em sua formulagao original, a teoria de KB se limita a descrever sistemas na auséncia de
vinculos. Quando as concentracoes de particulas de componentes distintas sao vinculadas
de alguma forma (via coeficientes estequiométricos, por exemplo), as flutuagdes no nimero
de particulas deixam de ser independentes, e a teoria de KB deve ser reformulada para se
adequar a essa situacao.

No caso de sistemas carregados, o vinculo na concentracao de componentes se da por
meio da condicao de eletroneutralidade global, a qual é necessaria para que o limite termo-
dinamico seja estabelecido de forma apropriada. Como resultado, nao é possivel alterar
arbitrariamente o niimero de particulas /V; de uma dada componente de forma indepen-
dente das demais, visto que a condicdo ). p;z; = 0 deve ser satisfeita durante qualquer
processo termodinamico. Uma consequéncia disso é que as derivadas no lado direito da
Eq. 2.80 perdem se significado: nao é possivel alterar a concentracao de particulas da
componente j mantendo as demais concentragdes constantes [41]. Do ponto de vista ma-
tematico, isso se traduz na indefinicao da inversa da matriz B na Eq. 2.82. Para estudar
mais detalhadamente essa inconsisténcia, consideremos outros vinculos que resultam di-
retamente da condicao de eletroneutralidade em sistemas carregados: as regras de soma
de Stillinger-Lovett [54].

As regras de soma de Stillinger-Lovett, também conhecidas como condi¢coes de momento
de Stillinger-Lovett, relacionam de forma exata os momentos das func¢oes de correlagao no
espago reciproco. Por se tratar de relagoes exatas, essas condigoes sao muitas vezes empre-

gadas para testar a validade de calculos aproximados. Para o sistema de m componentes
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com carga, as condigoes de primeiro e segundo momento tém o seguinte formato:

i+ \ %Zjﬁij(o) = Z/drpjzjhij(r) =0, (2.92)
j=1 ¢ j=1

- 21\
1— 27\ Z 1/pipjzizjhgjz,) =1- 7T3 B Z/drpipjziijthj(r) =0, (2.93)
ij ij

72 — inLij
onde hy; = 5

a segunda relagao nao tenha uma interpretacgao fisica direta, a primeira condi¢ao de mo-

k=0 ¢ 0 segundo momento da expansao de h;; em poténcias de k. Embora

mento pode ser interpretada como uma condicao de eletroneutralidade local: a carga total
da nuvem ionica que blinda um determinado fon de carga z;q deve compensar exatamente
a carga desse fon.

A primeira condigao de momento implica na relagao matricial B-z = 0, onde z é o vetor
de componentes z;, ¢ = 1,--- ;m. Isso implica que os determinantes na Eq. 2.82 se anulam,
causando uma indeterminacao no céalculo da compressibilidade. De forma semelhante, o
célculo da matriz B~ por meio da Eq. 2.87 também resulta em dificuldades. Isso porque a
funcao de correlagao apresenta um comportamento assintético da forma ¢;;(r) ~ —Bu;(r),
onde u;;(r) é o potencial de pares. No caso de sistemas carregados, isso implica que ¢;;(r)
se comporta assintoticamente como ¢;;(r) ~ —Apz;z;/r. Como resultado, as integrais
que definem as funcoes ¢;;(0) sdo divergentes, uma caracteristica comum do potencial
coulombiano.

Embora calculo da compressibilidade via Eq. 2.82 apresente indeterminacoes, ¢ ainda
possivel determinar essa grandeza recorrendo-se a outros métodos que eliminam essa inde-
terminacao, permitindo o calculo da compressibilidade sem inconsisténcias. Uma maneira
simples e direta de se obter a compressibilidade total é utilizando a Eq. 2.88. Apesar das
fungoes ¢;;(0) no lado direito dessa expressao apresentarem divergéncias, podemos elimi-
nar facilmente essas divergéncias recorrendo a condi¢ao de neutralidade de carga. Para
isso, escrevemos as fungoes ¢;;(r) na forma:

cij(r) = ciy(r) — Zz‘zj)\TB- (2.94)
Uma vez que ¢;;(r) ~ —Apz;z;/r para valores grandes de 7, a funcao ¢f;(r) decai rapida-
mente para zero, de forma que as fungoes é?j(O) sao bem definidas. No espaco reciproco,

a relagao acima pode ser reescrita na forma:

. . A
cij(k) = C?j(k?) + 47Tvpipj2izjk—]23. (2.95)

Embora o segundo termo do lado direito dessa igualdade seja divergente no limite k& —
0, a condicao de neutralidade de carga garante que Eij pip;zizj = 0, de forma que

esse termo se anula quando aplicado na Eq. 2.88. Dessa forma, podemos reescrever a
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compressibilidade total para um sistema carregado como:
Bz =D pi+ > Jpipicsi(0). (2.96)
i=1 irj

E importante observar que, embora a compressibilidade total descrita pela Eq. 2.82 apre-
sente indeterminacoes, o mesmo nao ocorre no calculo das compressibilidades osmdticas.
Isso ocorre porque o célculo da compressibilidade osmética em (2.89) envolve apenas o
subespago da matriz B referente as componentes grande-canonicas.

Outra forma de eliminar divergéncias no célculo de fungdes termodinamicas em sistemas
carregados via flutuages consiste em estender a definicdo da matriz B em (2.82) para
valores arbitrarios de k [43]. As indeterminacoes sdo entdo eliminadas tomando-se o limite
k — 0 explicitamente, usando para isso as condigdes de momento (2.92) e (2.93). Em
particular, esse procedimento pode ser realizado para o caso de um sistema carregado de
duas componentes, o qual pode representar uma suspensao coloidal na auséncia de sal
adicionado (coléides+contraions). Nesse caso, a condigao de neutralidade faz com que o
sistema seja essencialmente de uma componente, uma vez que o nimero de contraions
¢ determinado pela concentracao de coldides. Dessa forma, a quantidade de relevancia
termodinamica é a compressibilidade total. Eliminando as indeterminacoes no limite
k — 0, podemos escrever o inverso da compressibilidade (2.82) para esse sistema na

forma [43]:
p

Scc<0>

onde S, e ¢.. sao o fator de estrutura e funcao de correlagao direta coldide-coldide. Vemos

Bxz' = = p(1 — ée(0)), (2.97)

assim que o calculo da compressibilidade total em uma suspensao coloidal na auséncia de
sal é analogo ao calculo da compressibilidade osmdtica no caso de sal adicionado, Eq. 2.91,

e é determinada apenas pela funcao de correlagao coldide-coldide.
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Capitulo 3

Modelos de Campo Médio

3.1 Introducao

Vimos no capitulo anterior como a equacao de estado de um fluido carregado pode ser
obtida uma vez conhecidas as fungoes de correlacao e funcoes de distribuicao adequadas.
Por outro lado, uma variedade de técnicas podem ser empregados para o calculo dessas
funcgoes, tais como teoria de funcionais de densidade, equagoes integrais ou simulacoes
computacionais. Embora essas teorias possibilitem encontrar fungoes de correlagao com
suficiente precisao, levando em conta as diferentes correlagoes de forma adequada, o em-
prego dessas teorias ao caso de suspensoes coloidais carregadas apresenta algumas difi-
culdades. A causa fundamentem tal dessas dificuldades é a forte assimetria em carga e
tamanho entre os coldides e os microions presentes na suspensao. Uma alternativa sim-
ples e eficiente é o uso de teorias de campo médio, as quais se baseiam na equacao de
Poisson-Boltzmman (PB). Embora essas teorias desprezem efeitos de correlages entre os
microions, elas permitem levar em conta de forma simples as fortes correlagoes nao lineares
existentes entre coldides e microions. Esses efeitos nao lineares sao extremamente relevan-
tes nesses sistemas, sendo eles os responsaveis pelo fenomeno da condensacao ionica nas
superficies dos coldides, resultando na renormalizacao da carga coloidal. Por se tratar de
uma teoria computacionalmente acessivel, a teoria de Poisson-Boltzmman vem sendo lar-
gamente empregada no estudo de fenomenos da camada dupla — eletrélitos na vizinhanca
de uma superficie carregada [7, 5]. O sucesso da teoria se deve exatamente ao fato dela
descrever de forma suficientemente precisa as interacoes entre coldides e contraions, as
quais sao dominantes em sistemas de baixo acoplamento.

A principal limitacao da teoria de campo médio é que esta perde sua validade no limite
de forte acoplamento, quando as correlacoes entre os microions tornam-se relevantes. Isso
em geral ocorre na presenca de fons multivalentes, quando entao a teoria de Poisson-
Boltzmann prevé um comportamento qualitativamente distinto do comportamento real

observado nesses sistemas [8]. Assim, a teoria é incapaz de descrever fenomenos relevantes
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como a sobrecarga coloidal — quando o niimero de contraions condensados excede a carga
estrutural do coldide [8, 7], fazendo com que esse adquira carga liquida oposta a sua
carga inicial. Ainda assim, a teoria vem sendo aplicada com sucesso na descricao de
suspensoes coloidais com microfons monovalentes e concentragoes baixas de cofons [7]. A
situacao ainda nao é suficientemente clara, entretanto, no caso de altas concentragoes de
coions, ou equivalentemente de altas concentracoes de sal do reservatério. Nesse caso, as
correlagoes entre coions e contraions — mesmo sendo esses monovalentes — podem levar
a desvios da teoria de campo médio. Isso ocorre porque as correlacoes posicionais entre
essas particulas podem se tornar relevantes quando a concentracao dessas particulas é
alta. Fisicamente, podemos imaginar que a distancia média entre os ions diminui nesse
limite, levando a um consequente aumento da interacao média entre os fons. A relativa
escassez de simulagoes no bulk para suspensoes coloidais no regime de altas concentragoes
de sal dificulta a avaliagao da validade das teorias de campo médio nesse regime.

Além das correlagoes coldide-ions, modelos baseadas na equagao de PB devem ainda
levar em conta, ainda que de maneira indireta, as correlacoes entre coldéides. Apresenta-
remos nesse capitulo duas teorias classicas que permitem incorporar correlagoes coloidais
na teoria de Poisson-Boltzmann de formas distintas: o modelo de Jellium Renormalizado
[55, 56, 57, 58] e o modelo de cela [18, 59]. Nosso objetivo é mostrar como esses modelos
podem ser aplicados para calcular de forma simples e direta as fungoes de distribuicao,
a equacgao de estado e a carga efetiva em suspensoes coloidais com fons monovalentes.
Enquanto o modelo de Jellium Renormalizado assume uma visao tipica de estado liquido,
na qual as correlagoes sao levadas em conta pela presenca de um background uniforme, no
modelo de cela as correlagoes sao incorporadas assumindo-se que os coldides sao dispos-
tos em uma estrutura periddica, tipica de estado sélido. Nesse sentido, os dois modelos
podem ser considerados como complementares um ao outro. Nesse capitulo, assim como
em todo o restante deste trabalho, assumiremos coldides esféricos na presenca de ions

monovalentes.

3.2 0O modelo de Jellium Renormalizado

A idéia basica do modelo de Jellium renormalizado consiste em usar o conceito de con-
densacao ionica para determinar a carga renormalizada de forma auto-consistente. A
palavra “Jellium” deriva do inglés jelly (gelatina), e foi primeiramente introduzida no
contexto de metais liquidos para denominar um fundo uniforme de elétrons. Em sus-
pensoes coloidais, o modelo de Jellium foi inicialmente usado no contexto das equacoes
integrais, onde as correlagoes entre os coldides sao entao representadas por uma dis-
tribuigao uniforme [60]. O modelo de Jellium Renormalizado assume que os coléides,
juntamente com os ions condensados em suas superficies, compoem uma entidade tnica

de carga efetiva —Z.;rq. O préximo passo consiste em considerar que essa entidade se
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distribui uniformemente ao redor de um dado coldide de carga nao normalizada — Zy,;eq,
formando um background uniforme de carga —Z.frqp, onde p é a concentracao média
de coldides na suspensao, conforme ilustrado na Fig. 3.1. A carga efetiva do coldide, a
qual ¢ determinada a partir do potencial médio assintético, deve ser igual a carga Z.s¢
do background. Esse procedimento permite entao determinar de forma univoca a carga
estrutural do coldide Zy,e.

Figura 3.1: Representagao esquemaética do modelo de Jellium Renormalizado. Um coldide de carga —Zpq,cq € raio a
é introduzido no centro da suspensao, sendo os demais coldides, juntamente com os ifons a eles associados, representados
por um background uniforme de carga —Z.yyp. Microions nao condensados movem-se livremente na suspensao, seguindo a
aproximacao de campo médio.

Sendo pi a concentragdo média de coions e contraions livres (ndo pertencentes ao
background) na suspensao, o modelo assume que distribuigao dessas particulas ao redor

de um coldide ¢é descrita pela aproximacao de campo médio:
p(r) = paeP), (3.1)

onde t(r) é o potencial eletrostatico médio na suspensao. Comparando essa expressao
com a Eq. 2.46, vemos que a aproximacao de campo médio é equivalente a aproximar o
potencial de for¢a média w;(r) pelo potencial eletrostatico médio z;q)(r). A condigao de

eletroneutralidade para esse sistema se traduz na forma:

ps—p-—Zegsp = 0. (3.2)

Dados valores para a carga efetiva Z.;s, a densidade de coléides p e a concentragao de
coions p_, a condicao de eletroneutralidade permite encontrar a concentracao de con-
traions py = p_ + Zes¢p, reduzindo o nimero de parametros livres do sistema. Uma vez
que a concentracao de coions provém da dissociagao de sal, essa concentracao é igual a
concentracao de sal no sistema.

A distribuicao de ions ao redor de um coldide pode ser determinada por meio do célculo

do potencial eletrostatico médio na suspensao. Acoplando a Eq. 3.1 para a distribuicao
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ionica com a equacao de Poisson para o potencial eletrostatico, resulta na seguinte equacao
de Poisson-Boltzmann-Jellium (PBJ):

V2(r) = —4rAp(pse ") — p_e?) — Zo55p), (33)

onde ¢(r) = Bqy(r), sendo ¥(r) o potencial eletrostatico médio. O tltimo termo do
lado direito dessa expressao representa a carga do background. Essa equacgao deve ser

suplementada com as seguintes condi¢oes de contorno:

d¢(’l“) o Zbare)\B

o . = a2 (3.4)
| _

dr r—o00 ,

onde a é o raio do coldide. A primeira condi¢ao segue da aplicagao da lei de Gauss na
superficie coloidal, ao passo que a segunda condicao estabelece que o campo elétrico deve
se anular para r — oo.

Para valores suficientemente grandes de r, o médulo do potencial elétrico em (3.3) é
pequeno !, |¢(r)| < 1, de modo que o comportamento assintGtico do potencial pode ser
obtido da linearizacao dessa equacao. Usando a condicao de eletroneutralidade, Eq. 3.2,

encontramos que o potencial assintético deve obedecer a seguinte equacao de Helmholtz:

voolr) = g (P9 ) = o) (35)

r2 dr dr

onde k = \/4mAp(p+ + p-) = 1/&p é o inverso do comprimento de Debye. A equacio
acima para o potencial assintético pode ser facilmente integrada com as condigoes de
contorno (3.4), resultando em um potencial blindado do tipo Yukawa. No entanto, a fim
de a solugdo da (3.5) reproduza corretamente a forma assintética da Eq. 3.3, é necessario
levar em conta os fortes efeitos nao lineares existentes préximos a superficie coloidal.
Uma vez que esses efeitos sao os responsaveis pela renormalizacao da carga coloidal, eles
podem ser devidamente considerados se a equagao linear (3.5) for resolvida substituindo-
se a carga estrutural Zy,,. pela carga efetiva Z ;s na condigao de contorno Eq. 3.4. Com

isso, o potencial assintético da Eq. 3.3 deve apresentar o seguinte formato:

KT

N _Zeff)\Be’“L e
(1+ka) r

Gas(T) , r>¢p. (3.6)

Uma vez encontrada a solugdo numérica da equacao nao linear (3.3) para dados valores
de Zpare, p € p—, podemos encontrar a carga efetiva do coldide central comparando sua
forma assintotica com a forma linear Eq. 3.6. O problema é que a carga efetiva extraida

desse procedimento nao corresponde, em geral, a carga efetiva designada ao background

INa prética, essa condicdo é satisfeita para valores de r tais que r > £p, onde £p é o comprimento
de Debye que caracteriza o alcance das interagoes blindadas.
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uniforme, Eq. 3.2, de modo que a solugao encontrada nao é consistente. Assim, duas es-
tratégias podem ser adotadas a fim de se encontrar a solugao auto-consistente da equagao
de PBJ. A primeira delas consiste em integrar numericamente a Eq. 3.3 sujeita as condigoes
de contorno (3.4) para um dado valor da carga de background Z.;r. Se a carga efetiva
encontrada a partir do comportamento assintético Eq. 3.6 nao corresponder a carga de-
signada ao background, essa tltima é modificada, e o processo ¢ iterado por meio de um
algoritmo do tipo Picard [61], até que a solugao auto-consistente seja atingida. A segunda
forma de satisfazer essa condigao de auto-consisténcia consiste em realizar um procedi-
mento inverso: define-se uma carga efetiva a priori, e entao encontra-se a carga coloidal
Zpare correspondente. Para uma dada carga do background Z.;y, isso é realizado através

de uma modificagao das condigoes de contorno (3.4), as quais agora assumem a forma:

O(R) = ¢us(R) = — Z<1f frifg 6; (3.7)
do(r)| . (1+rR)
ar | Gus(R) = —TCb(R),

onde R ¢é o limite superior de integracao da Eq. 3.3. Para R > &p, essas condic¢oes sao
suficientes para garantir que a solucao assintética de (3.3) serd da forma (3.6), com a
carga efetiva Z.;¢ previamente especificada. Dessa forma, a equacdo (3.3) é integrada
do raio R até a superficie coloidal, onde entao a carga do coldide é especificada pela Lei
de Gauss. Na pratica, entretanto, é desejavel encontrar a carga efetiva correspondente
a uma carga coloidal especificada Zp,... Esse procedimento pode entao ser facilmente
adaptado acoplando-se um algoritmo de Newton-Raphson que permita encontrar a carga
Zvare desejada. Por apresentar uma convergéncia mais rapida, esse segundo procedimento
de solugao da equacao de PBJ sera o realizado ao longo desse trabalho.

A principal vantagem no cédlculo de cargas efetivas se baseia na possibilidade de mapear
o sistema original (coléides+microions) em um sistema equivalente composto apenas por
coldides interagindo por meio de um potencial efetivo. Por conter grande parte dos efeitos
nao lineares originados das correlacoes coldide-ion, espera-se que o calculo cargas efetivas
justifique a consequente aplicacao de teorias lineares, das quais decorre o potencial de
DLVO, Eq. 1.1. Muitas vezes essa conexao ¢ estabelecida de forma ad hoc, nao havendo
uma relagao clara entre a carga renormalizada e o potencial de DLVO. Isso nao ocorre
no modelo de Jellium Renormalizado, uma vez que a forma assintética da qual a carga
efetiva é extraida (Eq. 3.6) tem exatamente a forma funcional andloga do potencial ( 1.1).
Assim, o potencial de pares efetivo no modelo de Jellium tem precisamente a forma do
potencial de DVLO. Isso permite que o modelo seja utilizado para extrair propriedades

estruturais e termodinamicas no modelo de uma componente.
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3.2.1 Equilibrio osmético no modelo de Jellium

Na descrigdo do modelo de Jellium realizada acima, a concentracao de cofons p_ (e por-
tanto a concentracao de sal) no sistema foi mantida fixa. Na prética, entretanto, essa
quantidade é desconhecida, e deve ser especificada pela condicao de equilibrio com um
reservatorio de sal. Uma vez que a concentracao de sal do reservatério, ps, é a quanti-
dade acessivel em laboratério, a concentracao de coions deve ser especificada em termos
dessa grandeza. De forma equivalente, podemos imaginar que o sistema interage com
um reservatorio de sal por meio de uma membrana semi-permeavel que controla o fluxo
de microions, impedindo a passagem de particulas coloidais. No equilibrio, o fluxo de
particulas através da membrana é nulo. Nessa condicao, dizemos que o sistema encontra-
se em equilibrio osmdtico com o reservatério [59)].

O equilibrio osmético em suspensoes coloidais deve obedecer a condicao de neutralidade
de carga. Assim, o equilibrio osmético nesses sistemas nao ocorre apenas devido a simples
difusao de particulas de um meio mais denso a um meio menos denso, mas também
ao vinculo de eletroneutralidade que deve ser satisfeito durante a troca de particulas.
Esse vinculo produz uma descontinuidade na concentracao de fons na interface sistema-
reservatorio, a qual é evidenciada pela presenca de uma diferenca de potencial entre
sistema e reservatorio. Essa diferenca de potencial é chamado potencial de Donnan, e a
condicao de equilibrio osmoético nesses sistemas ¢ conhecida como equilibrio de Donnan
[62]. Obviamente, a existéncia do potencial de Donnan tem papel fundamental no célculo
de propriedades termodinamicas e eletroquimicas em suspensoes coloidais carregadas [7,
59].

Veremos agora como a condicao de equilibrio osmoética surge de forma natural no
modelo de Jellium Renormalizado. Devido a condicao de neutralidade, a concentragao de
cations e anions no reservatério deve ser a mesma, pf = p® = p,. A condicao de equilibrio

exige a igualdade dos potenciais quimicos no sistema e reservatorio:

Bt = B, (3.8)

onde s ¢ o potencial quimico no reservatorio, e 4 sao os potenciais quimicos no bulk.
Assumindo um potencial quimico tipico de gés ideal, essa condi¢ao de equilibrio pode ser

reescrita na forma:
log(A’ps) + Bapp = log(A’ps). (3.9)
Nessa expressao, A = h/v/2mmkgT é o comprimento de onda térmico de de Broglie, e

¥p é o potencial de Donnan. Segue dai que as concentragoes do bulk podem ser escritas
como:
pi = pseToP, (3.10)

onde ¢p = Bqip. Na auséncia de um vinculo de neutralidade global, o potencial quimico

acima se anularia, e essa relacao reproduziria a igualdade das concentragoes no sistema

43



e reservatorio. O potencial de Donnan pode ser facilmente eliminado nessas expressoes,
resultando na relacao p_p, = p?. Substituindo entdo essa relagao na condigao de eletro-

neutralidade, Eq. 3.2, podemos escrever as concentragoes p+ na forma:

pr = % <\/(Zeff/’)2 + (2p)% £ Zeffp> (3.11)

Além da concentracao de sal do reservatorio, as concentracao de equilibrio no modelo de
Jellium dependem explicitamente da carga efetiva, a qual contém os efeitos nao lineares
proximos da superficie coloidal. A grande vantagem do modelo de Jellium é que ele
permite que essas grandezas sejam calculadas de forma auto-consistente. Podemos ver
que as concentragoes de microions sao sempre maiores no sistema do que no reservatorio,
P+ = Ps-

A condicao de equilibrio expressa acima pode ser usada para calcular de forma simples
a pressao no modelo de Jellium. Usando o teorema do contato, Eq. 2.36, concluimos que
a pressao nesse modelo pode ser expressa como a concentracao idnica na membrana que
separa o sistema de seu reservatério. Assim, de acordo com (3.11), a pressao no modelo

de Jellium ¢é dada por:

BP=p+pr+p-=p+ \/(Zeffp)2 + (2p5)%, (3.12)

onde o termo P = p representa a contribuicao de gas ideal dos coldides, proveniente da
presenca do background uniforme. Embora apresente uma estrutura simples, é importante
salientar que a pressao no modelo de Jellium leva em conta efeitos de correlagoes coldide-
fon através da carga efetiva em (3.12). Ainda assim, esse é um resultado essencialmente
de campo médio. Primeiro, porque a equacao de PB utilizada para obter os perfis de
densidade despreza as correlacoes entre os microions. Segundo, porque a condicao de
equilibrio osmotico que leva as concentracao pi, Eq. 3.9, contém apenas termos de gés
ideal e o potencial de Donnan responsavel pela neutralidade de carga, desprezando os
potenciais quimicos de excesso resultante das interagoes entre os microions.

Como consequéncia da diferenca de potencial decorrente da descontinuidade de cargas
na interface, é produzida uma diferenca de pressao na membrana que divide o sistema do
reservatorio. Decorre dai que a pressao osmoética II, definida como a diferenca de pressao
entre sistema e reservatério, é nao nula. De fato, a pressao osmoética nesse caso segue

diretamente da expressao (3.12):

Ze
51_[ =p+ \/(Zeffp)2 + (203)2 - st =p+ 2ps ( I+ (%) - 1) . (313>

Podemos interpretar essa diferenca de pressao como sendo responsavel por manter o ba-
lanco de cargas entre sistema e reservatorio. Outra quantidade termodinamica de extrema

importancia que pode ser facilmente obtida nesse modelo é a compressibilidade osmética
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Xosm- De fato, o inverso dessa quantidade segue diretamente de uma simples diferenciacao

da Eq. 3.12 com respeito a concentracao de coldides:

S _ (981 _ Zef[*p ( M)
W= (% ) e U w 314)

De forma anéloga, a compressibilidade osmoética pode ser também calculada usando-se a

Eq.2.91, uma vez que a funcao de correlacao de pares seja determinada no contexto do
modelo de uma componente. Como veremos, esse procedimento pode ser facilmente apli-
cado resolvendo-se a equagao de Ornstein-Zernike no modelo de uma componente. Para
finalizar, ¢ importante observar que o modelo de Jellium pode ser facilmente estendido
para contemplar efeitos de correlagoes entre coldides pela introducao de background nao
homogéneo [57], efeitos de correlagoes entre fons trivalentes condensados [58], bem como

interacoes em sistemas coloidais polidispersos.

3.3 O modelo de cela

Devido a dificuldade de se resolver a equacao de Poisson-Boltzmann para um sistema
de coldides, tornou-se necessario desenvolver métodos simples que permitam descrever
propriedades fundamentais de suspensoes coloidais apenas considerando-se o potencial ao
redor de um coléide. Nesse contexto, o modelo de cela vem sendo aplicado com sucesso
na descri¢ao de intimeras propriedades de sistemas coloidais carregados.

Basicamente, o modelo de cela assume que os coldides se distribuem em uma rede
periodica caracteristica de sélido. Uma vez que o potencial eletrostatico total deve re-
produzir a periodicidade da rede, basta considerarmos o calculo do potencial em uma
célula unitaria de Wigner-Seitz, contendo um coldide e seus contraions, juntamente com
possiveis particulas de sal adicionadas. Outra aproximagao tutil é considerar que a célula
de Wigner-Seitz apresenta geometria idéntica a das particulas coloidais. Assim, no caso
de particulas esféricas, consideramos um coldide confinado no centro de uma cela esférica
de raio R, conforme descreve a Fig. 3.2. Considera-se ainda que as celas possuem carga
liquida nula, de modo que nao ha interacao entre celas distintas, e portanto o campo
elétrico deve se anular na borda da cela, E(R) = 0. O raio R da cela unitéria é escolhido
de forma tal que a concentracao média de coldides na suspensao é igual a concentragao
média de coldides em cada cela, ou seja, p = 1/V,q, onde Vo = 47w R3/3. Assim, dada a
concentracio média de coldides p, o raio da cela é fixado pela relacio R = (3/4mp)!/>.

Para uma suspensao coloidal formada por coléides de carga —Z,..q, raio a e concen-
tragao p, na presenca de particulas de sal de contragao p_, a condigao de eletroneutralidade

na cela pode ser expressa na forma:

N. = N_ — Zyore, (3.15)
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Figura 3.2: Representacdo esquemadtica da cela esférica de Wigner-Seitz. Um coldide de carga —Zpgeq € introduzido
no centro da cela de raio R, ao redor do qual contrafons (esferas vermelhas) e cofons (esferas azuis) se movem livremente.
A carga liquida no interior da cela é nula. Devido a simetria da rede periédica, o potencial eletrostatico total pode ser

descrito por sucessivas réplicas do potencial na cela unitaria.

onde Ny = 47(R® — a®)p+/3 é o ntimero total de particulas no interior da cela. Os perfis

de densidade p4(r) na teoria de campo médio sdo proporcionais a fatores de Boltzmann:
pi(r) = paet) (3.16)

onde novamente ¢(r) = Bqi(r). Os coeficientes do fator de Boltzmann piL nao sado
conhecidos a priori, e devem ser determinados pelo nimero total de fons no interior da

cela: ”
/drpi(r) = 47r/ p(r)ridr = Ny. (3.17)

O potencial eletrostatico de campo médio ¢(r) = Bqi(r) deve portanto obedecer a
seguinte equacao:
V2o(r) = —dmAp(pre ") — pe?M), (3.18)

a qual deve ser resolvida mediante as seguintes condigoes de contorno:

d¢(T) o Zbare/\B

o o (3.19)
de(r) _

o 0. (3.20)

A primeira condi¢ao permite fixar o valor da carga na superficie coloidal, ao passo que
a segunda condicao estabelece a neutralidade de carga da cela. Basicamente, duas es-
tratégias podem ser utilizadas para a solu¢do numérica da equagao de PB (3.18). A
primeira delas consiste em transformar essa equacao em uma equacao integral para o
campo elétrico E(r) = —diy(r)/dr, o que pode ser facilmente obtido integrando-se os dois
lados da Eq. 3.18. A equacao é entao resolvida por meio de um processo iterativo, onde o

“chute” inicial para o campo elétrico deve satisfazer as condicoes de contorno. A segunda
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forma envolve a integracao direta de (3.18) por meio de um algoritmo de integracao do
tipo Runge-Kutta. Para isso, transformamos o problema de valor contorno definido em
(3.19) em um problema de valor inicial equivalente. Isso é feito substituindo-se a primeira
das condigoes em (3.19) pela condicao ¢(R) = ¢r, onde ¢r é o potencial na borda da
cela, a principio desconhecido. O potencial é entao integrado até a superficie coloidal,
onde entao a carga do coldide ¢é calculada. Para um dado valor de ¢g, o parametro p_
em (3.18) é ajustado até que as condigoes (3.17) sejam satisfeitas. O préximo passo entao
consiste em atualizar ¢r até encontrar a carga coloidal Zy,,.. desejada.

Assim como no modelo de Jellium, a concentragao de particulas de sal no interior p_
nao é conhecida a priori no modelo de cela, e deve ser estabelecida pela condicao de
equilibrio osmoético. No modelo de cela, o equilibrio pode ser representado pela presenca
de uma membrana que divide a cela unitaria de um reservatério de sal. Sendo ps a
concentracao de fons no reservatério, a condicao de equilibrio nesse caso é equivalente a
relacao:

p(r) = pye™0) (3.21)

Dessa forma, a equacao de PB escrita em termos da concentragao de fons do reservatério
assume a seguinte forma:

V2¢(r) = k2, sinh[é(r)], (3.22)

Tes

onde K,es = 8mAgps define o inverso do comprimento de Debye no reservatério. Dados
valores de pg, Zpare, @ € p €ssa equagao ¢ na pratica numericamente resolvida sujeita as

seguintes condicoes:

¢(R) = o¢r, (3.23)
= 0. (3.24)

r=R
O potencial na borda ¢(R) é entao ajustado até que a carga do coldide atinja o valor
desejado, ¢'(r = a) = Zpare/a?. Uma vez que a concentragao de fons no reservatério é p,,
segue da Eq. 3.21 que o potencial eletrostatico médio se anula no reservatoério. Existe,
portanto, uma descontinuidade no potencial eletrostatico na interface cela-reservatério, o
qual é responsavel pela diferenca nas concentragoes ionicas nessas regioes. A descontinui-
dade nas concentragoes tem origem no equilibrio osmético e na condicao de neutralidade
de carga, de modo que podemos associar a diferenga de potencial ¢ em (3.23) com o
potencial de Donnan. De fato, para uma dada carga coloidal Zy,.., o valor de ¢ é ajus-
tado até que a condicao de neutralidade na cela, Eq. 3.15, seja verificada. Essa é a
forma natural como o potencial de Donnan surge no formalismo modelo de cela: como
um multiplicador de Lagrange responséavel por satisfazer a condigao (3.15).

A equacao de estado no modelo pode ser facilmente determinada a partir da concen-

tracao ionica na borda da cela. De acordo com o teorema do contato, podemos escrever:
BP = pi(R) + p_(R) = 2ps cosh(or). (3.25)
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A pressao nesse caso depende explicitamente do potencial na borda da cela, o qual deve
ser determinado a partir da solugdo da equagao nao linear (3.22). Como veremos agora,
nao ha uma relagao explicita entre a pressao e carga renormalizada no modelo de cela,

diferentemente do que ocorre no modelo de Jellium (Eq. 3.12).

3.3.1 A prescricao de Alexander

Uma receita simples para se obter a carga efetiva como fungao do potencial na borda da
cela ¢r em uma suspensao coloidal com microions monovalentes se baseia na chamada
prescri¢ao de Alexander [63, 47]. Em linhas gerais, o método consiste em linearizar a
Eq. 3.22 no entorno da borda da cela, onde os efeitos nao lineares sao despreziveis. Esse
procedimento garante que os potenciais linear e nao linear coincidam na borda da cela,
de forma que a pressao (3.25) em ambos os casos seja aproximadamente a mesma. O
préximo passo consiste em extrapolar a solucao linear até a superficie coloidal, onde a
carga efetiva é calculada por meio da lei de Gauss. A grande vantagem desse método
¢ que ele permite encontrar uma relagao analitica simples entre a carga efetiva Z.s¢ e o
potencial na borda ¢g.

A fim de demonstrar como o procedimento funciona, consideremos a forma linearizada
da Eq. 3.22, obtida pela expansao em Taylor das concentracoes ionicas no entorno da
borda. Mediante a substituicdo ¢(r) — ¢(r) — ¢r, podemos escrever a equagao linear

associada como:
qub(r) ~ ﬁzes(sinh(qéR) + cosh(ogr)o(r)). (3.26)

Definindo agora a fungao d¢(r) = ¢(r) + tanh(¢r), podemos reescrever essa equagao na

forma familiar de uma equagao de Helmhotz:

V256(r) = 00(r), (321
onde £2, = k7., cosh(¢r) cuja solucao geral tem a forma simples:
6—Hpb'r' el{pr‘
So(r) = A"+ BE (3.28)

onde A e B sao constantes de integracao. As condigdes iniciais (3.23) devem assim ser

adaptadas na forma:

56(R) = tanh(¢p) (3.29)
déjy) = 0. (3.30)

As constantes A e B sao determinadas aplicando-se essas condicoes na solucao geral,
Eq. 3.28, da onde resulta:

R — 1)efw"

4= — 2K b>€ tanh(¢r) (3.31)
P

B = e %k (M) A= (Kpp I+ 1)e™ "t

/{pr -1

tanh(¢p) (3.32)

2 Rpb
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Com isso, podemos finalmente escrever a solugao linear associada a Eq. 3.22 como:

_ tanh(gbR)

o(r) s [kpp R cosh[kpp(R — 1)] — sinh[kp (R — )] — Kppr] - (3.33)

A equacao nao linear obtida acima é extrapolada ao intervalo nao linear, a < r < R,
onde entao a carga efetiva é definida pela aplicacao da lei da Gauss na superficie coloidal,
ZepiAp/a® = ¢'(r = a). Aplicando essa condigao, obtemos a seguinte expressao para a

carga efetiva como funcao do potencial ¢ na borda da cela:
[(k2,Ra — 1) sinh(kp(R — a)) — kpy(R — a) cosh(kp(R — a))] . (3.34)

A receita para se obter a carga efetiva no modelo de cela para microions monovalentes
consiste primeiramente em resolver numericamente a Eq. 3.22 sujeita as condigdes (3.23),
para valores dados de ps, Zpare, @ € p. O valor de ¢ correspondente a esse conjunto de
parametros é entao inserido na expressao (3.34), apds serem determinados os valores de
R = (4mp/3)71* e K2, = k2., cosh(¢r).

Embora a carga efetiva seja obtida de forma simples no modelo de cela, é preciso ter em
mente que sua conexao com o potencial de DLVO nao é direta como no caso do modelo
de Jellium, e deve ser assumida de forma ad hoc. Na verdade, até mesmo a existéncia
de um potencial de pares nao é bem definida no modelo de cela, uma vez que o modelo

assume a auséncia de interagao entre celas distintas.

3.4 A saturacao da carga efetiva

Tendo estudado os dois modelos tradicionais de campo médio que possibilitam o céalculo
da equagao de estado e cargas efetivas para microions monovalentes, vamos agora analisar
alguns aspectos gerais do comportamento das cargas efetivas na teoria de campo médio.

A Fig. 3.3 ilustra o comportamento tipico da carga efetiva Z.;; como funcao da carga
coloidal Zj4.. obtida nos dois modelos. Para valores baixos da carga coloidal, ambos os
modelos reproduzem o mesmo comportamento, Z.fs ~ Zpgre, como podemos ver pela
curva linear representada na figura. Essa tendéncia linear se deve ao fato de que, quando
a densidade de cargas na superficie coloidal é suficientemente pequena, as interacoes ele-
trostaticas nao sao fortes o bastante para que os contraions fiquem confinados na superficie
do coléide. Como consequéncia, a fracao de ions condensados é desprezivel, nao havendo
renormalizacao de carga. Nessa regiao, os efeitos nao lineares da equacao de PB sao fra-
cos o suficiente para validar as teorias lineares. No limite oposto de altas concentragoes
de carga superficial, podemos visualizar outro comportamento comum a ambos modelos.
Nesse caso, a carga efetiva atinge um valor de saturagao Zj}b;, a partir do qual passa a
ser insensitivo a variagoes da carga coloidal. Nessa chamada regido de saturacao, a con-

densagao de fons aumenta sempre proporcionalmente ao aumento da carga coloidal. Esse
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¢ um comportamento tipico de teorias de campo médio, onde as fortes correlagoes entre
os contraions condensados sao ignoradas. No caso de sistemas de forte acoplamento (e.g.,
com fons multivalentes), a carga efetiva apresenta um comportamento nao monoténico

em funcao da carga coloidal.

er ~Cell Model ]
Jellium Model
14 |
12t — ]
o 10} 7
L
,\]ﬁ 81 ps =50 mM |
6r J n=5% |
: a=30A
4 | 4
2 I 4
0 ‘ ‘ | |
’ 20 40 60 80 100
Zparehp/a

Figura 3.3: Carga efetiva Z.ssAp/a em fungdo da carga estrutural do coléide ZyqreAp/a para os modelos de Jellium
Renormalizado (curva vermelha) e modelo de cela (curva azul). Para valores baixos da carga coloidal, ambos modelos
recaem na aproximagdo linear Zos; ~ Zpqre (curva preta), ao passo que para valores suficientemente grandes de Zygre a
carga efetiva atinge um valor de saturagao Z ;J‘};, diferente em cada modelo. Os parametros especificos dessas curvas sdo:
1 =0.05, ps = 50 mM e a = 20A, onde 1 = 4wa3p/3 é a fracdo volumétrica de colSides.

50



Capitulo 4

Correlacoes ionicas em suspensoes

coloidais: além de campo médio

No capitulo anterior analisamos o calculo da equacao de estado em suspensoes coloidais por
meio de dois modelos tradicionais, baseados na aproximagao de campo médio. A grande
vantagem da teoria de campo médio é que ela permite obter quantidades relevantes de
forma simples e eficiente, bastando para isso encontrar solugoes adequadas da equagao
de PB. Ainda assim, modelos mais precisos exigem a inclusao de correlagoes entre os
microions, o que pode aumentar consideravelmente a complexidade computacional do
problema. Eo que acontece em sistemas com microions multivalentes, onde uma descri¢ao
confidvel exige que as fortes correlacoes idnicas sejam incorporadas de alguma forma. A
situacao nao parece clara, no entanto, em suspensoes coloidais na presenca de fons de sal
monovalente. Embora seja conhecido que a teoria de campo médio é precisa na descricao
de suspensdes coloidais com contraions monovalentes na auséncia de sal (em um meio
aquoso), o mesmo nao ocorre quando particulas de sal sdo adicionadas ao sistema. A
principal dificuldade em avaliar a validade da aproximagao de campo médio nesse caso se
deve a relativa escassez de resultados de simulagao no bulk para suspensoes na presenca
de sal. Essa limitacao se deve em grande parte ao niimero elevado de particulas necessério
para implementacgao de técnicas de simulagao nesse caso, o que torna o uso de simulagoes
extremamente custoso.

O parametro que melhor caracteriza a relevancia das correlagoes ionicas é o chamado
parametro de plasma, dado por I' = 32%¢*/ed = 2*\p/d, onde d é a distancia média entre
dois fons na suspensao. A grosso modo, o parametro de plasma pode ser interpretado como
a razao entre a energia eletrostatica média entre dois fons e sua energia térmica. Na regiao
de forte acoplamento I' > 1, as correlagoes eletrostaticas desempenham papel importante,
devendo ser levadas em conta de alguma forma. Na regiao oposta de baixo acoplamento,
I' < 1, as correlacoes tornam-se menos importantes, podendo ser desprezadas. Uma vez
que a imensa maioria dos sistemas coloidais de relevancia encontram-se naturalmente em

temperatura ambiente, podemos identificar basicamente dois parametros que controlam a
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relevancia das correlagoes ionicas: a permissividade do solvente € e a distancia média entre
os fons d. Essa ultima grandeza estd intimamente relacionada a concentracao ionica, uma
vez que a distancia média entre as particulas diminui com o aumento da densidade média
de fons. E natural portanto imaginarmos que os efeitos de correlagoes entre os fons devem
tornam-se progressivamente importantes a medida e que aumentamos a concentracao de
sal.

Com a finalidade de estudar a influéncia das correlagoes idnicas em suspensoes coloidais
com ions monovalentes, faremos agora uma breve descrigao de duas teorias que permitem
incluir correlacoes em um nivel de aproximagao arbitrario no modelo primitivo: a teoria
de funcionais de densidade [25] e teoria de equagoes integrais de Ornstein-Zernike [3] (OZ).
No formalismo da teoria de funcionais de densidade, correlagoes ionicas podem ser levadas
em conta através de aproximacoes adequadas para o potencial quimico de excesso devido a
interacao entre os microfons. Neste contexto, abordaremos dois métodos de aproximacao
usualmente empregados na teoria: as chamadas local density approzimation (LDA) e
weighted density approximation (WDA) [25, 2]. No que se refere as equagoes integrais,
uma série de aproximagoes denominadas relacoes de clausura podem ser aplicadas para o
estudo de diferentes correlagoes. A grande vantagem desse método é que ele permite incluir
nao apenas correlagoes entre microions, mas também as correlacoes entre coléides. De fato,
veremos que as classes de correlagoes existentes no sistema podem ser incluidas na teoria
de forma auto-consistente na solu¢ao da equagao de Ornstein-Zernike. Isso permite avaliar
também qual o papel desempenhado pelas correlagoes entre os macroions em suspensoes
coloidais com sal adicionado. Outro ponto importante é que a teoria pode ser igualmente
empregada no formalismo do modelo de uma componente. Essa conexao entre os modelos
primitivo e de uma componente é extremamente util para testar a consisténcia interna de
modelos tedricos, bem como para delimitar a validade de potenciais efetivos. A grande
deficiéncia da aplicacao da teoria das equagoes integrais a suspensoes coloidais é devida
a falha na convergéncia dessas equagoes no caso de grandes assimetrias, de modo que

apenas uma quantidade limitada de parametros pode ser analisada por essa teoria.

4.1 Teoria de funcionais de densidade

A teoria de funcionais de densidade (ou density functional theory) (DFT) é baseada em
um método variacional que permite encontrar as distribuicoes de equilibrio em um fluido
inomogéneo [64, 65, 66, 25]. Uma vez conhecidos os perfis de equilibrio, a teoria permite
ainda determinar o potencial de grande particao e a energia livre de Helmholtz, os quais
sao escritos como funcionais das densidades inomogeéneas. A eficiéncia da teoria depende
essencialmente em encontrar uma forma apropriada para esses funcionais, o que requer
conhecimento acerca das interagoes relevantes em cada situagao.

Para ilustrar o método, consideremos um sistema de particulas de m componentes
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sujeitas a influéncia de um potencial externo ®(r) da forma:
o)=Y [ dro o) (4.1)
i=1

onde p; = Y, 0°(r—r,) sdo os operadores densidades introduzidos na Eq. 2.19. De forma
analoga a Eq. 2.1, assumimos que o Hamiltoniano do sistema contém, além desse potencial

externo, um termo de energia cinética e um termo de interagao entre as particulas:
H=U+K+ . (4.2)

Dados o conjunto de potenciais quimicos {y;} e niimero de particulas {N;} desse sistema,

a quantidade basica da teoria de funcionais de densidade Q(f) é definida pela relagao:

Q(f) = Tr

/ <7'[ - Z Nip; + kBTIOg(f))] ) (4.3)

onde T'r representa o trago grande-canoénico (ver Eq. 2.69), e f é uma funcao de dis-
tribuicao normalizada, Tr[f] = 1. Quando essa distribuigao é igual a distribuicao de
equilibrio do ensemble grande-canonico f, = exp(—f(H — >, Nipi))/O, (onde © ¢é a

grande fungao de partigao), a fungao Q(f) coincide com o grande potencial do sistema 2:
Qfo) = —kpTlog® = Q. (4.4)

Na relagao acima, usamos a defini¢ao (A) P= Tr[fA] para qualquer fun¢ao A. O principio
fundamental da teoria de funcionais de densidade se baseia no fato de que a funcao
grande de partigao €(fy) representa um limite inferior para (f). Mais precisamente,

para qualquer distribuigao normalizada f, é vélida a desigualdade

Q(fo) < Q(f) (4.5)

Essa relacao pode ainda ser escrita de forma mais adequada em termos de perfis de

densidades p;(r), definidos da seguinte forma:

pi(r) = (pi(r)) (4.6)

Quando f = fy, esses perfis de densidade recaem nas distribuigoes de equilibrio definidas
pela Eq. 2.13. E possivel mostrar que a funcao Q(f) pode ser escrita de forma univoca
como um funcional das distribuigoes p;(r). Em termos dessas quantidades, a condigao (4.5)

pode ser convenientemente expressa em termos da seguinte relagao de Euler-Lagrange:

el (4.7)

pi(r) |00y

onde pY(r) é a distribuicao de equilibrio da componente i. E nessa relacio que se fun-

damenta a teoria de funcionais de densidade. Uma vez conhecida uma forma funcional
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apropriada para Q[{p;}], a condi¢do acima pode ser aplicada para determinar as distri-
buigoes de equilibrio, a partir das quais a fungao grande de partigao 2 = Q[p}(r)] pode
ser calculada.
Uma outra grandeza de fundamental importancia na teoria é o funcional F, definido
pela relacao:
F=Tr[f(H—®+kgTlog(f))]. (4.8)

Para um dado sistema, F depende apenas das interagoes entre as particulas, de modo
que tem a mesma forma para qualquer potencial externo ® aplicado. Assim como Q[{p;}],
esse funcional é determinado de forma univoca pelas fungoes de distribuigao p;(r). Usando
as definigoes (4.1), (4.3) e (4.6), podemos escrever Q[{p;}] em termos dessa quantidade

na forma:

Q{p()}] = Fl{pi(x) Z / dr(i(r) — po)pi(r). (4.9)

Da mesma forma que o funcional Q[p}(r)] estd conectado ao grande potencial termo-
dindmico na condigao de equilibrio, o funcional F[{p{(r)}] pode, nas concentragoes de
equilibrio, ser reconhecido como a energia livre de Helmholtz na auséncia de campo ex-
terno. Por essa razao, F[p}(r)] é chamada energia livre de Helmholtz intrinseca. Segue
da relagao acima que a energia livre total do sistema na presenca do campo externo é

dada por:

F{(x +Z / dre;(r)p0(x (4.10)

Uma vez que a forma geral de F independe do particular campo aplicado, torna-se conve-
niente reescrever a condi¢ao de equilibrio, Eq. 4.7, em termos dessa grandeza. Isso pode
ser realizado aplicando-se a derivada funcional em ambos os lados da Eq. 4.9. Com isso,

a condi¢ao de Euler-Lagrange assume a seguinte forma:

0F
0pi(r) | oy

= ¢i(r) — pi = vi(r). (4.11)

Dados valores para os potenciais quimicos {y;} em um reservatério, podemos interpretar
essa relagao como uma generalizacao da condicao de equilibrio quimico para o caso de um
fluido inomogéneo. Nesse sentido, a derivada funcional no lado esquerdo dessa expressao
pode ser encarada como um potencial quimico generalizado.

O funcional F pode ser escrito como a soma de uma contribuicao de gds ideal F% e
uma contribuicao de excesso, F*, sendo essa ultima responsavel pela interacao entre as

particulas. O termo de gas ideal pode ser escrito de forma exata como:

=3 [ dep oA ) — 1), w12
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A contribuicao de excesso, por sua vez, nao pode ser escrita de forma direta, e sua forma
especifica depende das interagoes entre as particulas [65]. Substituindo a rela¢ao acima

na condi¢ao de Euler-Lagrange, resulta:

dBF
log(A*pd(r)) + = Boi(r) — L. 4.13
(A7p; (r)) 5o | (r) (4.13)
Definido agora a funcio ¢;(r) = —6BF/6p)(r), podemos escrever a distribuigao de
equilibrio na forma:
pi(r) = piexp(ci(r) — By (r)), (4.14)

onde p; = e /A3, Uma vez que ¢;(r) depende de forma nao-trivial das distribuigoes
de equilibrio, essa relagao implica em um conjunto de m equacgoes, as quais devem ser
resolvidas de forma auto-consistente. A dificuldade maior consiste em encontrar as funcoes
¢;(r), as quais dependem das vdrias interagoes entre as componentes do sistema. Na
pratica, um conjunto de aproximacoes deve ser realizado a fim de se obter uma estimativa
da forma dessas fungoes. Na auséncia de interagdes, ¢;(r) = 0, e a igualdade acima recai
na bem conhecida lei barométrica, p(r) = p; exp(—LB¢;(r)).

As fungbes ¢;(r) introduzidas acima constituem as primeiras de uma hierarquia de
fungoes obtidas por derivadas funcionais sucessivas de F em relagao a p;(r). De particular
interesse é a segunda classe dessas funcoes, a qual reproduz as fungoes de correlacao total

¢;j(r,r’), definidas na equagdo de Ornstein-Zernike (2.83):
82BF
S0 g

Embora tenhamos definido a fungao de correlacao direta pela equagao de OZ, essas

cij(r,r') = (4.15)

funcoes sao muitas vezes definidas pela expressao acima. E necessdrio contudo ter em
mente que ambas definigoes sao absolutamente equivalentes. Pela propriedade de F[{p!}]
de produzir funcoes de correlacao direta, dizemos que esse funcional é um geratriz dessa
classe de fungbes com respeito a derivadas em relagdo as fungoes p;(r) [25]. De forma
equivalente, uma classe igualmente importante de fungoes pode ser associada ao funcional

Q[{pV}] com respeito a derivadas em relagao a v;(r). De fato, aplicando a derivada fun-
cional em ambos os lados da Eq. 4.9, e lembrando que ¢;(r) pode também ser encarado

com um funcional das fun¢oes de distribuicao de equilibrio, obtemos:

SQ{pf} _ OF [{pi}] i\ 9p4(r)
S ) —l—Z/dr (M—r’ . —vj(r)> : (4.16)

51)1' (I')
onde foi aplicada a regra da cadeia para derivadas funcionais, e as derivadas sao aplicadas

nos funcionais de equilibrio. As integrais do lado direito dessa expressao se anulam devido

a condi¢ao de equilibrio, Eq. 4.11. Resulta portanto:

SQ{p?}]

o = ) (4.17)
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Aplicando agora uma segunda diferenciagdo em relacao a v;(r') em ambos os lados da
|, com fy = exp(—fH —

expressao acima, e usando o fato de que p;(r) = Tr[fop:(r)
> Nipi)/©, obtemos:

P 0 (lw

ou; ()0 (r) — du;(r) \ ©

pi(r) exp <—ﬁ(K+ U)— Z/drlﬁl<r/)5w(r/>>]) )
- (4.18)

Lembrando que © é também um funcional de v;(r), o operador diferencial pode ser apli-

cado de forma simples, resultando na seguinte relagao:

2 0
S s = AU~ (5500) = B 6 45,5 ),

(4.19)
Na tltima igualdade dessa expressao, usamos a definicao de distribuicao de pares, Eq. 2.20,
juntamente com a definigdo da funcao de correlagdo direta h;;(r,r’) = p;;(r,r")/pi(r)p; (") —
1. A relacao obtida acima, bem como a Eq. 4.17, podem ser interpretadas como extensoes
funcionais das Eqgs. (2.70) e (2.68), respectivamente. Torna-se claro agora que derivadas
sucessivas do funcional Q[{p?}] em relacio & v;(r) = é(r) — p; produz uma classe de
funcoes de distribuicao de ordem correspondente. Assim como podemos associar o fun-
cional F[{p?}] a um gerador de fungdes de correlagio direta, o funcional Q[{p?}] pode
ser associado a um gerador de funcoes de distribuicao. Uma vez que essas fungoes sao
vinculadas via equacao de OZ, as defini¢oes acima permitem estabelecer uma conexao
entre a teoria de funcionais e a teoria das equagdes de OZ [2, 25], a qual discutiremos na

proxima secao.

4.1.1 Aplicagao a suspensoes coloidais

Tendo analisado de forma breve as idéias fundamentais da teoria de funcionais de den-
sidade, veremos agora como essas idéias podem ser aplicadas ao caso de uma suspensao
coloidal carregada. De maneira similar aos modelo de cela e Jellium Renormalizado abor-
dados no capitulo anterior, imaginamos que os fons da suspensao se movem livremente
sob a agdo do campo ¢ exercido por uma particula coloidal (ou ainda pela influéncia
de um background rigido, no caso do modelo de Jellium). A distribui¢ao inomogénea de
ions ao redor do coldide pode ser analisada através das relagoes de Euler-Lagrange cor-
respondentes, Eq. 4.11. O primeiro passo para aplicacao da teoria consiste portanto em
construir o funcional F adequado ao problema. Uma vez que a contribuicao de gés ideal
Fid ¢ conhecida exatamente, o problema se resume a encontrar o funcional de excesso,
Fe¥ devido as interacoes intermoleculares.

O funcional de excesso estd intimamente ligado a energia média de interacao entre
as particulas, (BU). No caso em questao em que essas interagoes sao descritas por um

potencial de pares aditivo, Su;;(r) = —Apz;z;/r, o termo de interagao U em (4.2) pode
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ser escrito na forma:
1 A AN A
U= 5 / drdr,uij (I‘, I‘,) (pi<r)pj(r/) — 51']'53(1' — r,)pi(r)), (4.20)

onde o ultimo termo do lado direito tem a finalidade de compensar o termo de auto-
interacao u;;(0). Tomando o valor médio em ambos os lados da igualdade, e usando a

definicao da funcao de distribuicao de pares, Eq. 2.20, obtemos:
1 1
(U) = 5Z/dralr/,oi(r)pj(I'/)ul-j(r,r’) +3 /drdr’pi(r)pj(r’)hij(r,r’)uij(r,r’), (4.21)
]

onde usamos ainda a definicdo da funcao de correlacao total h;j(r,r’). O primeiro termo
do lado direito pode ser reconhecido como o termo de interacao direta entre as particulas
de fluido inomogéneo, ao passo que o segundo termo contém as contribuicoes devidas as
correlagoes posicionais entre essas particulas, descritas através das funcoes h;;(r,r’). De
forma correspondente, podemos separar o funcional ¥ em uma contribuicao de interacao,
F acrescida de uma contribuicao devida as correlacoes entre as particulas, Fer.

No caso especifico de fons monovalentes (z; = £1) se movendo sob influéncia do campo
externo ¢ = —ZpreAp /1 exercido pelo coldide de carga Zp,,., 0 termo de interagao pode
ser escrito na forma:

B]:m[0+7 P—] _ )‘_B /drdr/(er(r) B p,(r)) <p+(I‘/) B p,(r/))' (422)

2 lr —r/|

Dada uma forma funcional para a energia livre intrinseca de correlagao, F°", po-
derfamos substituir o funcional F = F@ + F" + F na condicao de Euler-Lagrange
Eq. 4.11, e com isso obter as distribuigoes de equilibrio p.(r). No entanto, as derivadas
funcionais que definem a condicao de equilibrio nao podem ser aplicadas de forma direta
nessa situacdo. Isso ocorre porque as fungoes de distribuigao p+(r) ndo podem variar de
forma independente, uma vez que elas essas quantidades estao relacionadas pela condigao
de eletroneutralidade. De fato, para um valor dado Z;,,.. da carga coloidal, as fungoes de

distribuicao devem satisfazer a relacao

[ o 6) = p-0) = Zua. (4.23)

A maneira de aplicar a condigao de equilibrio (4.11), sem contudo violar essa relagao,
consiste em introduzir um multiplicador de Lagrange pp no processo de extremizacao.

Isso pode ser feito adicionando-se a F um termo F* da forma

52 = ([ (o) = p-6) = ) (1.2)

Esse procedimento permite que agora as funcoes p4(r) sejam tratadas de forma indepen-
dente. A condigao de equilibrio é entao calculada em termos do multiplicador up, o qual

deve ser determinado de forma a garantir que a condicao (4.23) seja verificada.
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Podemos agora escrever o funcional F|p,, p_] como

8Flpsp) = X [ dop(x)ogap ) — 1)+ 22 + [ arde2DPE) (o5

2 r —r/|
bap ( [ dwote) = Zun) 4+ Flprp ], (420

onde p(r) = p4(r) — p_(r) representa a carga liquida local. Nesse ponto, é conveniente

introduzir ainda um potencial quimico de correlagdo u+(r), definido pela relagao:

(Sfcor[era p*]
dp+(r)

o qual contém os efeitos de correlagao entre os ions. A condigao de equilibrio (4.11) pode

H(x) = (4.27)

agora ser escrita na forma:

log(A%pa. () + g (q: Gy | d,’*—>) B Fup - u(),  (428)

r—r|

onde ps = p4 € o potencial quimico no reservatério de sal. O termo entre parénteses pode
ser facilmente reconhecido como o potencial eletrostatico médio no sistema. Isso permite

que a condicao de equilibrio para as fungoes de distribuicao seja reescrita como

p=(r) = pr exp(FPAq(r) — p" (x)), (4.29)

onde py = etsFr0 /A3 Na auséncia de correlagoes, s = 0, e essa condi¢ao recai na
aproximacao de campo médio p+ ~ eT¥ que é a base da teoria de PB. De maneira geral,
essa condigao pode ser sempre utilizada em conjunto com a equacao de Poisson para obter
as distribuicoes de equilibrio, levando a modificacoes da equacao de Poisson-Boltzmann.
O multiplicador pup pode ser identificado com o potencial de Donnan estudado no capitulo
anterior, e pode em geral ser facilmente eliminado usando a condicao de eletroneutralidade
como condicao de contorno da equacao de Poisson. A maneira mais direta de se introduzir
efeitos de correlagoes ionicas via teoria de funcionais é por meio do calculo dos potenciais
quimicos de correlacoes definido pela Eq. 4.27. Na auséncia de sal, os efeitos de correlacao
ocorrem predominantemente na vizinhancga proxima da superficie coloidal, de maneira que
a funcao p(r) apresenta contribuigdo nao nula apenas nessa regiao. Esse fato pode ser

convenientemente utilizado para aproximar p®""

pelo potencial quimico de excesso de
um plasma bidimensional confinado na superficie do coléide. Nesse contexto, a Eq. 4.29
permite introduzir efeitos de correlacao entre os contraions condensados por meio de uma
simples adaptacao da condicao de contorno da equacao de PB na superficie coloidal.
Estudaremos agora duas aproximacoes que permitem o calculo dos potenciais quimicos
de correlacao de forma razoavelmente direta: a aproximacao local e a aproximacgao weigh-

ted density.
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4.1.2 Local Density Approximation

De forma geral, o funcional F"[py, p_] pode ser escrito como integrais das fungoes p(r)
com pesos apropriados. A premissa basica da aproximagao local é a de que F*"[p,,p_] é
um funcional local nas densidades, de modo que os“peso” sao representados por fungoes
delta de Dirac. Em outras palavras, podemos assumir que esse funcional tem a forma
andloga a de uma fungao escalar F(p_,p1), onde as densidades py s@o calculadas em
um ponto r. A idéia é entao associar a F" a forma de uma energia livre de excesso
conhecida para as particulas do fluido homogéneo correspondente, com concentragoes p.
A validade dessa aproximacao depende essencialmente do alcance das interagoes médias
frente ao alcance das inomogeneidades [67]. Em geral, se as fungdes pi(r) variam de
forma suave — e as interacoes sao de curto alcance — podemos assumir que cada ponto r
do sistema encontra-se em um equilibrio termodinamico local [25, 3].

A energia livre intrinseca de correlagao no contexto da Local Density Approzimation
(LDA) pode ser escrita na forma:

BF p (1), p_(r)] = / dr(py () + p- ()81 (04 (1), p_(x)), (4.30)

onde f*(py,p_) é a energia livre de excesso por particula para um eletrélito com concen-
tragoes homogéneas p., a qual contém as informagoes adequadas acerca das correlacoes
ionicas no sistema. Na aproximacao local, essa energia de excesso deve ser determinada
nos pontos p4(r). Uma aproximagcao razoavel para a energia livre de excesso pode ser
obtida no contexto da teoria linear de Debye-Hiickel aplicada a um eletrélito de concen-
tragoes pi. Para fons de mesmo tamanho, a energia livre de excesso por unidade de

particula pode nesse caso ser escrita na forma:

A 1

Bfoy = ?W <log(1 + ka;) — Ka; + </€62Li>2> , (4.31)

onde a; é o raio i6nico, e k = 4T Ag(py + p-).

Uma consequéncia imediata da defini¢ao (4.30) é que o potencial quimico de correlagao
definido pela Eq. 4.27 serd também um funcional local das densidades, tendo formato
idéntico ao potencial quimico de excesso correspondente ao eletrélito homogéneo:

B [p4(x), p-(r)] = Bus (p+, p-) (4.32)

px(r)

As relagbes acima podem ser aplicadas para o cédlculo das distribuicoes de equilibrio,
Eq 4.29. Acoplada a equacao de Poisson para o calculo do potencial eletrostatico médio,
essas relagoes produzem uma equacao de PB modificada, a qual deve ser resolvida em
um processo iterativo para encontrar a solugao auto-consistente. No capitulo seguinte,
discutiremos com mais detalhes a implementacao desse algoritmo no contexto do modelo

de cela.
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4.1.3 Weighted Density Approximation

A aplicagao da aproximacao linear se justifica quando os perfis de densidade nao apre-
sentam variagbes abruptas, de forma que pi(r) é aproximadamente constante em um
volume ao redor de r que delimita o alcance das correlagoes. Essa hipdtese nao se verifica,
entretanto, na vizinhanga de um coléide altamente carregado Zp,,.. > 1, onde as fortes
correlagoes coldide-ion levam a uma grande acumulacao de contraions nessa regiao, pro-
duzindo assim um perfil de densidades p, (r) que cresce rapidamente a medida em que
se aproxima da superficie coloidal. Uma consequéncia disso é que as solugoes da LDA
tornam-se instaveis no caso de coldides com altas cargas superficiais. Em regioes de altas
concentragoes ionicas, o potencial quimico de excesso na Eq. 4.32 torna-se maior, o que por
sua vez leva a um maior acimulo de fons nessa regiao. Isso faz com que as fungoes de dis-
tribuicao aumentem indefinidamente nessas regioes durante o processo iterativo utilizado
para se encontrar as distribuicoes de equilibrio.

Uma maneira simples de se evitar essa instabilidade produzida pela aproximacao local
— e ao mesmo tempo levar em conta efeitos nao locais — consiste em realizar um coarse
graining das funcoes de distribuicao utilizadas no calculo do potencial quimico de cor-
relacao, Eq. 4.32. Esse procedimento define a chamada Weighted Density Approximation
(WDA) [65, 68, 69]. As funcoes locais em (4.32) sdo substituidas por médias p(r) re-
alizadas no entorno proximo do ponto r. Na prética, isso é feito definindo-se funcoes
peso correspondentes, w(r), de tal forma que as esses valores médios sao escritos como

convolugoes das fungoes de distribuicao com essas fungoes peso:
pe) = [ drwe(le =~ ¥)pulr). (4.33)

As fungoes peso devem ser normalizadas, [drwy(r) = 1, e seu alcance deve corres-
ponder ao alcance das correlagoes ionicas. Isso garante que os efeitos nao locais sao
propriamente levados em conta através desse procedimento. Uma vez determinadas as
fungdes peso adequadas, os fungoes de distribui¢ao p4(r) sao simplesmente substituidas
em por suas médias correspondentes pi(r) em (4.32).

A principal dificuldade da teoria consiste em escolher funcoes peso adequadas a cada
situacao. Uma alternativa simples, que mostra-se suficiente para evitar a instabilidade
para cargas altas coloidais, consiste em tomar médias simples de p4(r) na regido corres-
pondente a um diametro ionico (alcance das correlagoes de exclusao), quando entao as

fungoes w (r) sado escritas da forma simples

1
 dmal

w(r) O(2a; —r), (4.34)

onde ©(2a; —r) é a func¢do degrau unitéria.
De forma mais geral, as fungoes apresentam uma forma mais complexa, podendo ainda

mesmo depender explicitamente das fungoes de distribuigao, wy = w4 (r; p+). O critério
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mais usualmente adotado para se obter as funcgoes peso estabelece que a funcao de cor-
relagao total do sistema inomogéneo, Eq. 4.15 deve se igualar aquela do sistema homogéneo
correspondente. Essa condi¢ao, a qual vem sendo aplicada com bastante sucesso a uma
variedade de sistemas, garante que a expansao funcional de F em termos das concen-
tragoes p+(r) coincide com a expansao corresponde do sistema homogéneo até segunda
ordem, aumentando a precisdo da teoria [69]. Para o caso de um plasma de uma compo-

nente na aproximacao linear, Groot utilizou esse critério para encontrar uma fungao peso

da forma [70]

wlr) = 5o (1 - ) O(Seor 7). (4.35)

cor r SCOT
onde S, representa o alcance tipico das correlagoes em um plasma de uma componente.
Essa funcao peso pode ser aplicada com boa precisao no caso em questao de um eletrolito
bindrio, w4 (r) ~ w(r), onde entdo o papel do background neutralizador do modelo de
uma componente é desempenhado pelos ions de carga oposta.

Para finalizar é importante observamos que, diferentemente das teorias local e de campo
médio, a WDA é capaz de descrever corretamente a deflexao sofrida pelos fons proximo
da fronteira que delimita o sistema, uma vez que a teoria descreve de forma nao-local os
efeitos de correlagao nessa regiao. Assim, a teoria deve reproduzir resultados mais precisos

para a equagao de estado, quando esta é obtida via teorema do contato, Eq 2.36.

4.2 Teoria das Equacoes Integrais

Uma segunda forma de explorar os efeitos de correlagoes ionicas baseia-se no método das
equacoes integrais [4, 71]. Esse método representa uma das ferramentais mais poderosas
da teoria de liquidos, e vem sendo aplicado com sucesso no estudo de uma variedade de
fluidos clédssicos. Basicamente, o método consiste no calculo das fungoes de correlagao
através de solugoes apropriadas da equacao de OZ. Uma vez obtidas essas funcoes de
correlagao, o formalismo da teoria de liquidos classicos pode ser aplicada para buscar
informacoes relevantes acerca do comportamento estrutural e termodinamico do sistema.
Uma grande vantagem da teoria é que ela permite, assim como o método de simulagoes
de Monte Carlo e Dinamica Computacional, incluir de forma ezplicita todas as interacoes
consideradas relevantes em determinada circunstancia. No entanto, ao contrario dessas
simulagoes computacionais — as quais exigem em geral um custo computacional elevado —
o método das equacoes integrais pode ser implementado de forma extremamente rapida
e eficiente. Esse aspecto é de particular importancia quando as propriedades do sistema
devem ser investigadas sob uma regiao extensa de parametros, como ocorre por exemplo
no estudo do diagrama de fases de sistemas fluidos. Uma desvantagem da teoria é a de que
esta se baseia em grande parte no uso de expansoes diagramaticas, as quais sao de dificil

controle. Como resultado, o uso dessas expansoes acaba muitas vezes por obscurecer quais
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sao os mecanismos fisicos relevantes em determinada aproximacao.

No contexto de suspensoes coloidais, a principal vantagem da teoria é de que a influéncia
de todas as correlacoes podem ser estudadas explicitamente. Isso nao ocorre em aborda-
gens baseadas nas aproximagoes de cela e Jellium, onde as correlagoes coldide-coldide sao
consideradas apenas de forma implicita. Além disso, a teoria permite introduzir diferentes
niveis de aproximacao entre diferentes correlacoes, o que é particularmente adequado em
fluidos com componentes assimétricas. Outra grande vantagem é que a teoria permite
definir de forma univoca e precisa um potencial de interacao de pares entre as componen-
tes assimétricas, levando em conta para isso efeitos de diferentes correlagoes. Por outro
lado, a teoria apresenta a desvantagem ja citada na limitacao de parametros nos quais
a equacao de OZ possui solugoes convergentes. Ainda assim, a teoria pode ser conveni-
entemente aplicada — ainda que em uma regiao restrita de parametros — para estimar a
relevancia de diferentes correlagoes nesses sistemas.

Faremos agora uma breve e sucinta introducao da teoria, aplicada ao caso especifico

de suspensoes coloidais carregadas.

4.2.1 Relacoes de clausura

No capitulo 2, introduzimos a equacao de OZ, Eqs. 2.83 e 2.85 no contexto da teoria
de flutuacoes, sem contudo detalhar os métodos de solucao dessa equacao. Citamos no
entanto que a solucao dessa equacao requer uma segunda relacao entre as funcoes de
correlagao total e direta, a qual é conhecida como relagao de clausura. Essas relagoes
sao aproximacoes obtidas de expansoes funcionais com base na definicao de correlagoes
diretas, Eq. 4.15, ou ainda por métodos de expansoes diagramaticas. Com base nesses
métodos, podemos escrever a seguinte forma geral para as relacoes de clausura em um

fluido com interagoes de pares aditivas:

9ij(r) = exp(hi;(r) — cij(r) — Bui;(r) + Bi;(r)), (4.36)

onde B;;(r) sao as chamadas bridge functions, as quais resultam da soma de uma classe
de diagramas chamados bridge diagrams. Embora a relacao acima seja exata, sua uti-
lidade é na pratica apenas formal, uma vez que nao ha uma maneira sistematica de se
encontrar as fungoes B;;(r). Expressoes uteis podem no entanto ser encontradas a partir
de aproximacoes adequadas para essas fungoes. A mais simples delas consiste em tomar

B,j(r) = 0, resultando na aproximacao conhecida como Hypernetted-Chain (HNC):

9i5(r) = exp(hij(r) — cij(r) — Bui;(r)) r > aij, (4.37)
gi;(r) =0 r < aij,

onde a;; = a; +a; ¢ a distancia de maxima aproximagcao entre duas particulas. Essa apro-

ximagao vem sendo aplicada com bastante sucesso em sistemas carregados, mostrando
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excelente concordancia com resultados de simulagao [4, 71, 72]. Duas outras aproximagoes
bem conhecidas podem ser geradas a partir de linearizacoes da relagao de HNC. A pri-
meira delas, conhecida como relagao de Percus-Yevick (PY) segue da linearizagao do fator

exp(h;j(r) — ¢;;(r)) na expressao acima [3]:

9i5(r) = (14 hij(r) — ci5(r)) exp(—PBui;(r)) T > g, (4.38)
9i5(r) =0 r < Q.

A aproximacao de PY é particularmente adequada para potenciais puramente repulsivos,
especialmente de curto alcance [3]. Para o caso de um sistema de esferas rigidas, essa
aproximacao leva a uma solucao analitica da equagao de OZ.

Uma linearizacao do fator exponencial na relacao HNC resulta na famosa aproximacao

Mean Spherical Approzimation (MSA):
cii(r) = —Bui;(r) T2 Qij, (4.39)
gij(r) =0 T < Q-

A aproximagao MSA leva em conta de forma linear os efeitos de correlacao além da
regiao de exclusdo (r > a;;), de modo similar a teoria de DH para eletrdlitos. A diferenca
fundamental entre as duas abordagens é a de que na relacao de MSA os efeitos de exclusao
sao considerados de forma auto-consistente, enquanto que na teoria de DH esses efeitos
nao influenciam a blindagem eletrostatica da forma correta. A relagado de MSA ¢ eficiente
em sistemas de potenciais suaves além da regiao de exclusao. A grande vantagem dessa
aproximacao € que ela leva a uma solucao analitica da equacgao de OZ para uma variedade
de sistemas, incluindo sistemas com cargas.

Uma série de aproximacoes analogas podem ainda ser obtidas por modificagoes simples
das relagoes de HNC, MSA e PY. Um exemplo ¢é a famosa relagdo Rescaled Mean Spherical
Approzimation (RMSA), na qual efeitos nao lineares sao introduzidos por uma reescala
no tamanho das componentes. Muitas vezes, as funcoes de correlagoes produzidas por
essas aproximagoes levam a resultados inconsistentes para as func¢oes termodinamicas,
dependendo do método utilizado para seu calculo. Essas inconsisténcias sao consequéncia
apenas da natureza aproximada das relacoes de clausura. Uma forma de aprimorar essas
relagoes consiste entao em introduzir parametros de ajuste, os quais sao escolhidos de
forma a satisfazer critérios de consisténcia termodinamica. Exemplo de tais clausuras
sao as relagoes de Rogers-Young (RY) [73], de Zerah-Hansen (ZH) e a conhecida Self-
Consistent Ornstein Zernike Approach (SCOZA) [74, 3]. A relagao de RY se adapta a
potenciais puramente repulsivos, e consiste em uma interpolacao entre as relacoes de PY
e HNC, a qual é ajustada de forma que as compressibilidades de virial (Eq. 2.18) e de
flutuagdes (Eq 2.91) produzam o mesmo resultado [73]. Explicitamente, a relagdo de
clausura de Rogers-Young tem a seguinte forma:

o(r) = exp(- () (14 LN =1 (1.40)
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onde f,(r) = 1 — e . No limite em que @ — 0, essa expressao recai na relacdo de
HNC, Eq. 4.37, ao passo que no limite oposto o« — o0 ela equivale a relacao de Percus-
Yevick, Eq. 4.38. O parametro «a é ajustado por meio de um algoritmo do tipo Newton-
Raphson até que a compressibilidades de virial e de flutuacoes sejam iguais. Dadas essas
relagoes de clausura, a equacao de OZ pode ser resolvida por um processo iterativo, como
descreveremos a seguir. Um passo importante nesse processo ¢ a solucao algébrica da
equacgao matricial Eq. 2.85 no espaco reciproco. No caso de um sistema esfericamente
simétrico, a transformada de Fourier definida na Eq. 2.84 se resume a uma transformada

seno:
kﬁ](k) = 47\ /pip; / drr fi;(r) sin(kr). (4.41)
0

Da mesma forma, a transformada inversa é obtida pela relacao reciproca:

rfij(r) = d/{:/{;fw ) sin(kr). (4.42)

\/png
Definidas essas relagoes, analisaremos agora em linhas gerais o procedimento de solucao
da equagao de OZ aplicada ao caso de sistemas carregados. Detalhes técnicos do algoritmo
numérico serao discutidos no Apéndice A. Por questoes de simplicidade, consideraremos
separadamente as solucoes para o modelo de uma componente e para o sistema multi-

componente.

4.2.2 Modelo de uma componente

Consideremos agora o método de solucao da equacao de OZ para o modelo de uma com-
ponente, onde particulas coloidais interagem por meio do potencial efetivo de DLVO,
Eq. 1.1. Para isso, assumimos conhecidos a carga efetiva Z.;; e o inverso do comprimento
de Debye k, os quais podem ser determinados no formalismo do modelo de Jellium. No
contexto do modelo de uma componente, a equagdo de OZ (2.85) pode ser escrita como
uma funcao escalar simples:

h(k) = é(k) + é(k)h(k), (4.43)

onde as fung¢oes no espaco reciproco sao definidas pela Eq. 4.41. Definindo a funcao

I'(r) = h(r) — c(r), podemos reescrever a equagao de OZ em termos dessa grandeza como:
¢
['(k)=—F= (4.44)

Consideremos a solugao dessa equacao com o auxilio da relacao de HNC para o modelo

de uma componente:

g(r) = exp(T'(r)) exp(=Bucss(r)) = exp(I'(r)) f(r), (4.45)
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onde f(r) = exp(—pPucss(r)) ¢ a funcdo de Mayer, e o potencial efetivo é descrito pelo

potencial de exclusao de caroco duro acrescido do potencial efetivo de DLVO:

Z ra 2 —RT
AB ( Sk ) ‘ r>a
Buess(r) = 1+ ka r’ - (4.46)

0 r<a.

Dada a concentracdo de coldides p, as Eqgs. (4.44) e (4.45) podem ser facilmente
resolvidas por um processo iterativo simples. Partindo-se de uma estimativa inicial para
a funcao de correlacao direta c(r) (em geral, c(r) = f(r)), aplicamos a transformada de
Fourier numericamente a fim de obter a ¢(k) correspondente. Com isso Eq. 4.44 permite
encontrar a fungao f(k) no espago reciproco. Uma transformada inversa é realizada sobre
essa fungao, e a fungao correlagao g(r) correspondente é calculada através da relacao de
HNC, Eq. 4.45. Isso permite encontrar uma nova estimativa para a funcao ¢(r), por meio
da relacao ¢(r) = g(r) —1—T(r). A nova funcao de correlagao obtida é entao usada como

entrada em uma nova iteragao, e o processo é repetido até que a condicao
oo
/ 1D () — V() |dr < € (4.47)
0

seja satisfeita, sendo c)(r) a funcdo de correlacio total resultante da [-ésima iteracdo,
e ¢ um parametro numérico escolhido de forma a satisfazer um critério de convergéencia
pré-estabelecido (e. g. € &~ 107%). Na prética, uma convergéncia é atingida de forma mais
eficaz usando-se uma combinacao adequada do resultante de iteracoes anteriores como
nova estimativa para c*1(r), da maneira detalhada no apéndice A.

Uma vez obtida a solugao da equagao de OZ para o potencial de pares (4.46), as fungoes
de correlagao assim calculadas podem ser usadas para se determinar a compressibilidade
osmotica via flutuagoes, Eq. 2.91. E importante observar que a Eq. 2.18 nao se aplica di-
retamente a esse caso, uma vez que o potencial efetivo depende do estado termodinamico.
Ainda assim, a Eq 2.25 pode ainda ser aplicada para dar uma estimativa do papel das

correlagoes coloidais no calculo da equacao de estado.

4.2.3 Sistema multi-componente

Analisaremos agora o caso do sistema composto por coldides e microions, no contexto
do modelo primitivo. Em linhas gerais, o método de solucao permanece essencialmente
o mesmo. Algumas ressalvas devem ser feitas devido a natureza de longo alcance do
potencial. De fato, no modelo primitivo as interagoes nao tém a forma do potencial
blindado analoga ao modelo de uma componente, e sao descritas, além da regiao de

exclusao, pelo potencial Coulombiano entre as componentes carregadas:
AB

—ZiZj—, T2

Buij(r) = r (4.48)

o0, < Q-
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Nesse caso, a aplicacao direta dos procedimentos descritos para o caso do modelo
de uma componente leva a sérias complicacoes numéricas, devido a natureza de longo
alcance do potencial. Esse problema pode ser convenientemente contornado definindo-se

um potencial de curto alcance pela relagao:

Bug (r) = Buy(r) — Buyy(r), (4.49)

l

onde o potencial de longo alcance u;;(r) tem a forma:

£ (—ay;
Buij(r) :Zz‘Zj/\B—er ( ajr)7 (4.50)

r

onde erf () é a conhecida fungao erro, e «;; sdo parametros de ajuste, os quais sao
selecionados de forma a otimizar o processo de convergéncia. Uma vez que a funcao
erf () tende a 1 rapidamente, o potencial v (r) decai rapidamente, podendo ser tratado
numericamente de forma muito mais simples [15, 17]. Esse procedimento de eliminar o
comportamento de longo alcance do potencial por meio de uma fungao apropriada é muito
semelhante ao empregado na técnica de somas de Ewald no contexto de simulagoes de
Monte Carlo [14]. A transformada de uéj(r) tem a forma de uma funcao gaussiana:
Ap

ﬁﬂi](k) = 47?7;1»2]-? exp(—k?/4a3;). (4.51)

De forma analoga, definimos ainda as funcoes ¢ (1) = ¢;;(r) + Sul;(r) e T57 (r) = Ty (r) —
y
que ¢ff — —Bug] (r), de modo que as fungdes assim definidas sio também de curto alcance.

uff (r) = hij — c;j(r). Uma vez que assintoticamente cy;(r) — —Bu;;(r) (Eq. 2.94), segue

Em termos dessas fungoes, a relagao de HNC (4.37) pode ser reescrita na forma:

9i5 (1) = exp(I'75 (r)) fi5 (r), (4.52)

onde fi7(r) = exp(—Buj(r). A solugao da equacio de OZ no espago reciproco para o
caso do sistema de 3 componentes envolve a inversao de uma matriz 3z3. Na pratica, isso
equivale a um conjunto de 6 equacoes algébricas relacionando os elementos das matrizes
H e C, uma vez que ambas sao matrizes simétricas. De fato, a equacao matricial de OZ,

H = C + CH pode ser escrita na forma:
H=S-C, (4.53)

onde S = (1 — C)~!. Subtraindo S em ambos os lados dessa igualdade, e usando o fato

de que S- (C — 1) = 1, podemos reescrever essa relagdo como:
H=1I+S. (4.54)

O célculo da matriz S = (1 — C)~! pode ser facilmente facilmente realizado de forma

explicita, resultando nas seguintes expressoes para as fungoes de correlacao total em ter-
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mos das correlacoes diretas no sistema:

hy = 1— %(1 — em)(1 — Ea9) — |eag? (4.55)
s = 1= (1= )1 ) — fensP
333 =1- %(1 - é11)(1 - é22) - ‘012’2
his = %(1 — C33)C12 + Co3Ca
313 = %(1 — Co2)C13 + C1aCa3 (4.56)
ha = ! (1 — ¢11)Co3 + Cralys,

A
onde A é o determinante da matriz (1 — C), o qual pode ser escrito explicitamente em
termos dos elementos de C:

A= (1 —611)(1 — éQQ)(l — 633) — (1 — 611)633 — (]_ —622)6%3 — (1 — 633)6%2 — 2612613623. (457)

Esse conjunto de equacoes algébricas, em conjunto com as relacoes de HNC, Eq. 4.52
podem agora ser resolvidas por um procedimento iterativo andlogo ao desenvolvido no
modelo de uma componente. Nesse caso, apés assumir uma forma inicial para o conjunto
de 6 correlagoes independentes cf;(r), tomamos a transformada numérica dessas fungoes
a fim de obter suas conjugadas ¢ (k), e portanto é;(k) = &7 (k) + fil;(k), onde al; (k) é
dado pela expressao (4.51). Usando entao as relagoes de OZ, descritas pelas Eqs. (4.55)
e (4.57), podemos usar as fungoes c;7 (k) para obter as funcoes de correlagao total hy;(k)
correspondentes. As funcoes ff;(k) sao entao obtidas a partir da relacao ff; = ilij — ¢
Finalmente, aplicamos a transformada de Fourier inversa nas fungoes ffj , a novas fungoes
de correlagao total sao entdo obtidas pela relagao ¢jj(r) = hy;(r) — 57 (r). Essas fungdes
sao usadas para se obter novas estimativas para ol (r), as quais sdo usadas em uma nova

iteragao. O processo é repetido até que a condigao
/ |cf;(l+1)(7“) — cf;(l) (r)|dr <e (4.58)
0

seja verificada. Novamente € ~ 107% é o pardmetro de convergéncia. E importante
1
ij
do método. Devido a introducao desse potencial, todas as transformadas de Fourier sao

observar a importancia do potencial de longo alcance u;;(r) na implementa¢ao numérica

aplicadas sobre fungoes de curto alcance, o que torna o problema numericamente tratével.

4.2.4 Potenciais efetivos na teoria das equacoes integrais

Uma das grandes vantagens da teoria das equacoes integrais esta no fato de que a teoria

permite estabelecer uma conexao formal entre o modelo de uma componente e o sistema
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multi-componente associado. O potencial de pares efetivo no modelo de uma componente
pode ser determinado de forma univoca em termos das correlacoes diretas obtidas no
modelo primitivo, como veremos agora.

Consideremos que o sistema é formado por um conjunto de a componentes mesoscopicas,
coexistindo com um conjunto de b particulas microscopicas. A idéia fundamental do pro-
cedimento de coarse graining ¢ o de mapear esse sistema em um sistema equivalente de
a componentes interagindo por meio de um potencial efetivo, o qual contém implicita-
mente os efeitos médios produzidos pelo conjunto de b componentes microscépicas. O
procedimento padrao [17, 75, 76] consiste em escrever as correlagbes entre as a compo-
nentes mesoscopicas através da equacao matricial de OZ no subespaco formado por essas
componentes:

H,, = Caa + Cab : Hba + Caa : Haaa (459>

onde H,, é a matriz resultante do produto de H pelo projetor 1,, no subespaco composto
das a componentes mesoscopicas, sendo as demais matrizes definidas de forma andloga. Da
mesma forma, as correlacoes entre as a espécies mesoscopicas e as b espécies microscopicas
tém a seguinte forma:

Hba - Cba + Cbb : Hba + Cba ' Haa~ (460)

Podemos usar essa expressao para eliminar as correlagoes cruzadas Hg, em (4.59), rees-
crevendo essa relacao em termos das correlacoes totais H,, entre as componentes me-

soscopicas apenas. Com isso, obtemos:
Haa = (Caa + Cab ' (1 - Cbb>_1 : Cba) : (]- + H(za) (461)

Comparando essa expressao com a equacao de OZ para o sistema original, H = (1 4+ C)-H,
podemos definir uma funcao de correlacao efetiva C.rs para as a componentes me-

soscopicas da seguinte forma:
Cepf =Caa+Ca - (1= Cpp) ™" - Ch. (4.62)

O primeiro termo do lado direito dessa igualdade representa as correlagoes explicitas
entre as particulas mesoscépicas, ao passo que o segundo termo representa as interagoes
mduzidas pelas b componentes microscopicas. Esse tltimo termo contém implicitamente
os efeitos dessas componentes de menor dimensao nas correlagoes entras as particulas
mesoscopicas [75]. Dada uma solu¢ao da equagao de OZ para o sistema completo de a+b
componentes, o calculo das correlacoes efetivas entre as a componentes de maior tamanho
se resume essencialmente ao cdlculo da matriz Sy, = (1 — Cbb)_l.

Para o caso especifico do sistema de trés componentes (coldides, contraions e cofons),
a Eq. 4.62 pode ser usada de forma simples para obter a seguinte funcao de correlagao

efetiva coldide-coldide. Designando as particulas coloidais como componente 1, sendo 2 o
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indice referente a contraions e 3 a componente referente aos coions, a correlacao efetiva

assume a forma .
Cepf = C11 + A_bb(é%z(l — C33) + E33(1 — é)), (4.63)

onde Ay, é o determinante da matriz (1 — Cy) !

Ay = (1 = é92)(1 — é33) — [eas|*. (4.64)

HNC (Z = 15) —
DLVO (Z=15) —
HNC (Z = 25) — |
DLVO (Z = 25) —
HNC (Z = 35) —
DLVO (z=35) — ||

20

n=5%
p_ =40 mM

B Ugs(r)

80

r[A]

Figura 4.1: Comparacgao do potencial de pares efetivo obtido pela teoria de HNC no modelo primitivo (linhas tracejadas)
com o potencial de DLVO (curvas continuas) para diferentes cargas do coléide. Em todos os casos, a fracdo de volume é
n = 0.05, e a concentracao de sal no sistema é dada por p— = 40mM. A medida em que a carga do coléide aumenta, desvios

entre as duas teorias podem ser observados, indicando a presenca de efeitos de condensacao idnica.

A hipétese que permite definir o potencial de pares efetivo a partir desse formalismo
é a de que a fungao de corregao g(r) obtida no modelo de uma componente deve coinci-
dir com a correlagao coldide-coléide gq11(r) resultante no sistema multi-componente. De

acordo com o teorema de Henderson!

, essa condicao garante que o potencial efetivo é
definido sem ambiguidades [76, 75]. Partindo-se dessa defini¢do, podemos determinar o
potencial de pares efetivo a partir de uma relacao de clausura apropriada no modelo de
uma componente. De acordo com a relagdo de HNC, o potencial de pares efetivo ues(r)

deve satisfazer a condicao

g11(r) = exp(ha1(r) — cepp(r) — Buesp(r)), (4.65)

onde usamos a condic@o h(r) = hy1(r), onde h(r) é a fungao de correlagao total no modelo
de uma componente. Assim, uma vez obtida a solucao da equagao de OZ na aproximacao
de HNC para o sistema multi-componente, Eqs. (4.52) e (4.55), o potencial de pares
efetivo coldide-coldide pode ser obtido da relacao

Buess(r) = hir(r) —log(hii(r) + 1) — ceps(r), (4.66)

onde c.¢¢(r) é obtido da transformada de Fourier da Eq. 4.62. Quando r > 2a, o termo

logaritmo nessa expressao pode ser linearizado, de forma que assintoticamente c.py —

!Esse teorema estabelece que a funcdo de correlacdo é um funcional univoco do potencial de pares.
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—fBucsr. Essa relacao pode ser usada para confrontar o potencial de DLVO Eq. 4.46
com aqueles obtidos na aproximacao de HNC. Uma vez que essa tultima leva em conta as
correlagoes fon-ion e coldide-ion de forma nao-linear, essa comparagao permite avaliar até
que ponto a teoria linear constitui uma boa aproximagao na descricao das correlagoes em
suspensoes coloidais. Na Fig. 4.1, mostramos tal comparacao para diferentes valores da
carga coloidal, em um caso especifico no qual a fracao de volume das particulas coloidais é
n = 4np®/3 = 5%, sendo p_ = 40 mM a concentragio de cofons no sistema. Claramente,
verificamos que a teoria de DLVO concorda com a aproximacao de HNC para valores
baixos da carga do coléide. A medida em que esse valor aumenta, no entanto, podemos
observar grandes desvios entre as duas teorias. Esses desvios indicam que a teoria linear
de DLVO perde sua validade nesse regime, de forma que efeitos de correlagoes nao lineares

devem ser incluidos na teoria [33, 19].
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Capitulo 5

Resultados

5.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, estudamos os métodos que podem ser empregados para o calculo
das propriedades termodinamicas em suspensoes coloidais carregadas. Em particular,
mostramos como essas propriedades podem ser obtidas na aproximacao de campo médio —
mais precisamente nos modelos de cela e Jellium renormalizado — bem como em teorias que
permitem incluir efeitos de correlagoes além de campo médio, como a teoria de funcionais
de densidade e as equagoes de Ornstein-Zernike. Nosso objetivo agora é o de aplicar os
métodos estudados com a finalidade de confrontar os resultados obtidos no contexto dessas
diferentes teorias. Com isso, esperamos estabelecer o limite de validade das aproximacoes
empregadas, além de avaliar qual método é mais eficaz para o céalculo de propriedades
termodinamicas em dadas circunstancias.

Como discutido na introducao desse trabalho, o calculo da compressibilidade osmética
¢é essencial ao estudo da estabilidade de suspensoes coloidais sujeitas a acao do campo
gravitacional. Veremos agora que essa quantidade mostra-se extremamente sensivel ao
método utilizado para seu calculo, no contexto da teoria de campo médio. A fim de
se analisar a estabilidade de suspensoes coloidais torna-se portanto necessario primeiro
compreender as causas dessa inconsisténcia termodinamica, e entao julgar qual método
¢ 0 mais seguro para o calculo da compressibilidade osmoética nesses sistemas. E essa a
principal motivacao para o estudo que faremos agora, aplicando as ferramentas desenvol-
vidas nos capitulos precedentes para analisar os efeitos das varias correlagoes no calculo

da equacao de estado.

5.2 A compressibilidade osmoética

Vimos no capitulo 3 que a compressibilidade osmédtica em uma suspensao coloidal com

ions monovalentes pode ser obtida facilmente no formalismo do modelo de Jellium re-
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normalizado, Eq. 3.14. Para isso, basta calcularmos a carga efetiva Z.;; para uma dada
concentracao de sal no reservatério py e fragao de volume 7. Por outro lado, vimos também
que o céalculo dessas grandezas permite determinar o potencial de pares efetivo, o qual
tem a forma do potencial de DLVO, Eq. 4.46, com a carga renormalizada contendo os
efeitos nao lineares das correlagoes coldide-ion. A partir desse potencial, a funcao de
correlagao coldide-coléide g(r) é obtida facilmente no contexto da teoria das equagoes in-
tegrais no modelo de uma componente, discutida no capitulo 4. Finalmente, podemos usar
essa funcao de correlagao para determinar a compressibilidade osmotica via flutuacoes,
Eq. 2.91. Assim, o calculo da carga efetiva no modelo de Jellium renormalizado permite
obter a compressibilidade osmotica Y,s, de forma simples por dois caminhos distintos:
um deles baseado na equacao de estado resultante da aplicagao do teorema do contato,
Eq. 3.12, e outro baseado na teoria de flutuacoes, Eq. 2.91. O que se verifica desse pro-
cedimento é que os dois caminhos resultam em valores completamente distintos para a
compressibilidade osmotica, conforme podemos ver pela Fig. 5.1. Nessa figura, a com-
pressibilidade osmética reduzida 5x/p é mostrada como func¢ao da concentragao de sal no
reservatorio p, para diferentes valores da fracao de volume coloidal 7, nos contextos da
equagao de estado do modelo de Jelluim (curvas pretas) e da teoria de flutuagoes (curvas
vermelhas). O cédlculo da funcao de correlagao é realizado utilizando-se a aproximacao de
HNC no modelo de uma componente. Observamos desvios nas predi¢oes dos dois diferen-
tes métodos em todos os casos. Embora esse desvio seja toleravel para fragoes coloidais
baixas, observa-se um aumento gradual da diferenga nos resultados a medida em que a
fracao volumétrica aumenta. Em alguns casos, observa-se que o desvio relativo entre as
duas teorias é igual ou superior a 100%. Além disso, é observado que o desvio é maior
em uma regiao que abrange de concentracoes moderadas a altas de sal no reservatério,
reduzindo-se a medida em que a concentracao de coions no sistema torna-se baixa.

Na Fig. 5.1, podemos visualizar o comportamento das compressibilidades como funcao
da fracao volumétrica, para diferentes valores da concentragoes de sal p,, da carga co-
loidal Zp,.. e do raio do coldide a. Essas curvas evidenciam dois aspectos importantes.
Primeiro, os desvios observados entre resultados de flutuagoes de KB (curvas vermelhas)
e da equagao de estado do modelo Jellium (curvas pretas) sdo sempre mais evidenciados
em regioes intermediarias da fracao de volume, tornando-se menores a medida em que
a concentracao coloidal diminui. O segundo aspecto interessante é que os desvios sao
encontrados mesmo em casos onde a carga superficial do coldide é relativamente baixa,
longe ainda da regiao de saturacao da carga efetiva. Esse fato em particular indica que
dificilmente as diferencas observadas podem ser associadas a efeitos de renormalizacao
de carga, uma vez que eles podem também ser observados em regioes onde efeitos de
correlagbes i6nicas sao pouco importantes (curva linear da Fig. 3.3).

De maneira geral, inconsisténcias termodinamicas surgem naturalmente como uma

consequencia do uso de aproximagoes em determinadas teorias. No entanto, as fortes dis-
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Figura 5.1: Compressibilidade reduzida Bx/p = (08P/0p)~! como fungio da concentragio de sal do reservatério ps
em uma suspensao coloidal formada por coléides de carga Zpq,. = 100 e raio a = 20A. As curvas vermelhas sio resultados
da teoria de flutuacdo, e as curvas pretas sdo obtidas via equagdo de estado do modelo de Jellium. As fragdes de volume
n = 4wap/3 sdo dadas por: n = 0.01 (a), n = 0.001 (b), e n = 0.0001 (c). A medida em que a concentragio aumenta, o

desvio entre os dois métodos torna-se mais pronunciado.

crepancias observadas nas Figs. (5.1) e (5.2) parecem nao resultar apenas das imprecisoes
fatalmente originadas do uso de aproximacoes. Mais que isso, esses resultados parecem
indicar que alguma contribuicao importante nao esta sendo devidamente levada em conta
no calculo da compressibilidade osmotica. Para verificar essa hipdtese, testamos uma
modificacao simples da relacao de Rogers-Young discutida no capitulo 4. Nesse caso,
o parametro a na Eq. 4.40 é determinado pela imposicao de que a compressibilidade
osmética calculada via flutuagoes coincida com a obtida pela equagao de estado do mo-
delo de Jellium, Eq. 3.14. Embora esse procedimento produza resultados satisfatérios na
regiao de baixa concentracao de sal —onde o desvio nas compressibilidades é relativamente
baixo — a relacao de Rogers-Young com esse critério modificado de consisténcia rapida-

mente falha ao convergir a medida em que sal é adicionado ao sistema. Esse resultado
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Figura 5.2: Compressibilidade reduzida 8x/p como fungao da concentragio da fragio de volume n = 4wa3/p. As curvas
vermelhas sdo resultados da teoria de flutuagdo, ao passo que as curvas pretas sdo obtidas via equagao de estado do modelo
de Jellium. Os parametros utilizados em cada um dos casos sdo: ps = 100 mM, Z = 1000 e a = 20A(a), ps = 40 mM,
Z =100 e a = 30A(b) e ps = 40 mM, Z = 50 e a = 20A(c). Em todos os casos, observamos grandes desvios nas duas

teorias, especialmente em regioes de concentragao coloidal moderada.

pode ser observado na Fig. 5.3, a qual mostra a compressibilidade obtida via flutuagoes
como funcao do parametro « para dois casos onde ps = 0 mM e p, = 30 mM. Em ambos
0s casos, a curva horizontal é a compressibilidade resultante da equacao de Jellium, a
qual independe de a. Claramente, nao hé interseccao do grafico com a reta horizontal
em p; = 30 mM, indicando a auséncia de solugoes nesse caso. O mesmo comportamento
é observado em uma extensa regiao de parametros onde ps é nao nulo. E importante
observar que a abordagem padrao da aproximacao de RY — onde o critério de consisténcia
envolve as compressibilidades de virial e flutuagoes — nao se aplica nesse caso, uma vez
que a pressao de virial contém apenas contribuicoes das interacgoes efetivas entre coldides
a equacao de estado.

A auséncia de convergéncia da relagao de RY para concentragao moderadas de sal in-
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Figura 5.3: Compressibilidades px/f na aproximagdo de Rogers-Young, como func¢do do parametro de ajuste . Em
ambos os casos, a carga coloidal tem valor Z = 200, a fragdo de volume é dada por 5%, e o raio do coléide é a = 30A.
Embora a condigdo de auto-consisténcia tenha solugdo no caso ps = 0 mM (a), ndo hd solugdo para ps = 30 mM, o mesmo
acontecendo para outras concentracoes de sal ndao nulas.

dica que os desvios observados nao podem ser atribuidos apenas a simples diferencas nas
aproximacoes adotadas para o calculo das fungoes de correlacao, sugerindo que as causas
das discrepancias tém origem mais fundamental. Uma anélise detalhada das causas desses
enormes desvios requer por sua vez um estudo da relevancia das diferentes contribuicoes
existentes para o calculo de propriedades termodinamicas. Tendo isso em mente, investi-
garemos agora trés aspectos que podem ser responsaveis pelos desvios aqui apresentados:

o calculo das funcoes de correlagao, as correlagoes coloidais e as correlagoes ionicas.

5.3 Funcoes de correlacao

O calculo da compressibilidade via flutuagoes no contexto do modelo de Jellium é rea-
lizado com base no modelo de uma componente, onde o potencial de pares efetivo tem
supostamente a forma do potencial blindado de DLVO, Eq. 1.1, com parametros efetivos
obtidos na aproximacao de campo médio. A medida em que a concentracao de ions au-
menta, as correlagoes entre essas particulas devem se tornar mais relevantes. Uma vez
que essas correlagoes sao desprezadas na teoria de campo médio na qual o formalismo
de Jellium se baseia, é possivel que as cargas efetivas obtidas no modelo sejam incapa-
zes de reproduzir corretamente as funcgoes de correlacao no modelo de uma componente.
Mais que isso, é possivel que as correlacoes ionicas produzam desvios na forma funcional
do potencial de pares, o qual nao necessariamente pode ser ajustado por um potencial
blindado do tipo DLVO quando efeitos de correlagoes sao nao despreziveis. Todos esses
fatos podem fazer com que as correlagoes coldide-coldide g(r) obtidas no modelo de uma
componente sejam diferentes das correlagoes reais do sistema, comprometendo assim o
calculo da compressibilidade por meio das flutuacoes.

Uma vez que as discrepancias no calculo das compressibilidades ocorrem também em
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regioes de cargas coloidais relativamente baixas, podemos aplicar a teoria das equagoes in-
tegrais no modelo primitivo para estudar o problema. Nessas regioes de baixa assimetria,
a equacao de OZ na aproximacao de HNC para o modelo primitivo apresenta solugoes con-
vergentes, as quais podem ser encontradas numericamente através dos métodos discutidos
no apéndice A. A fim de testar a validade das fungoes de correlacao calculadas no modelo
de uma componente, fazemos entao uma comparacao entre essas fungoes e aquelas obtidas
pela solucao da equacao de OZ no modelo primitivo, Eqgs. 4.55. No caso do modelo de
uma componente, a interagao efetiva é descrita pelo potencial de DLVO com parametros
efetivos calculados no modelo de Jellium. A fim de realizar essa comparacao, devemos
fixar a concentracao de sal no sistema, a qual coincide com a concentracao de coions na
suspensao p_. Isso deve ser feito porque as variaveis naturais no formalismo das equacoes
integrais no modelo de uma componente sao as concentragoes médias de particulas no
sistema. No entanto, a compressibilidade osmética no modelo de Jellium, Eq. 3.14, deve
ser calculada fixando-se a concentragao no sal no reservatorio ps. A estratégia adotada
para relacionar essas grandezas consiste em primeiro resolver a equacao de Jellium no
ensemble canodnico via Eq. 3.3, onde as concentracoes p+ no sistema sao mantidas fixas.
Uma vez obtida a carga efetiva, a concentracao de sal no reservatério ps é determinada
a partir da condicao de equilibrio de Donnan, Eq. 3.11. E preciso ter em mente que esse
procedimento nao é auto-consistente, uma vez que nessa equagao de equilibrio quimico as

correlagoes entre os ions sao completamente desprezadas.
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Figura 5.4: Fungoes de correlagdo coléide-coldide g(r) obtidas pela equagdo de OZ no modelo primitivo (curvas
continuas) e no modelo de uma componente (curvas tracejadas). A carga do coléide é Z = 50, sendo seu raio a = 304,
e p— = 40mM a concentragdo de cofons no sistema. As fragdes de volume nos trés casos sdo dadas por n = 10% (curvas
pretas), n = 1% (linhas vermelhas) e n = 0.1% (linhas azuis).

Na Fig. 5.4, mostramos o resultado da comparacao entre as funcoes de correlacao
obtidas no modelo de uma componente (OCM) e no formalismo do modelo primitivo (PM),
para o caso de uma suspenséo coloidal com carga Z = 50, raio a = 30A e concentracéo de
sal no sistema p_ = 40mM. Em altas concentracoes coloidais, verificamos desvios nos duas

abordagens, sendo que no modelo primitivo a funcao de correlacao é tipica de um sistema
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mais estruturado. Esses desvios podem ser atribuidos a forma na qual as correlagoes entre
coldides sao introduzidas no modelo de Jellium. Como discutido no capitulo 3, o modelo
assume que os coldides se distribuem de modo a formar um background homogéneo, tipico
de um sistema desestruturado. Obviamente, essa hipdtese é violada a altas concentracoes
coloidais, quando os coldides se estruturam de maneira ordenada, tipica de um estado
solido. Quando a fracao de volume diminui, os desvios entre os modelos primitivos e
de uma componente tornam-se menores, de modo que a apresentarem uma concordancia
excelente ja em n = 1%.

Embora a funcao de correlagao obtida no modelo de Jellium apresente desvios com
relacao aquela calculada no modelo primitivo — onde todos os efeitos de correlacao sao ex-
plicitamente considerados — esses desvios nao sao suficientes para explicar a discrepancia
observada no calculo das compressibilidades. Isso porque os desvios observados no calculo
das fungoes de correlacao ocorrem em regioes de altas concentragoes coloidais, onde as
discrepancias no calculo das compressibilidades sao pequenas, conforme mostra a Fig. 5.2.
Em regioes de concentragao coloidal moderada — nas quais as compressibilidades apresen-
tam desvio mais pronunciado — as fungoes de correlacao obtidas no modelo primitivo com
parametros efetivos do modelo de Jellium apresentam boa concordancia com as obtidas no
modelo primitivo na aproximacao de HNC. Como consequéncia, as compressibilidades de
flutuacao calculadas nos dois formalismos apresentam desvios toleraveis uma em relagao
a outra, conforme podemos ver na Fig. 5.5. Nessa figura, comparamos as compressibili-
dades osméticas calculadas via flutua¢oes no modelo primitivo (curvas pretas) com suas
equivalentes obtidas no modelo de Jellium (curvas vermelhas), bem como aquelas obtidas
por meio da equagao de estado de Jellium, Eq. 3.14, (linhas azuis). As cargas coloidais
utilizadas sao Z = 40 e Z = 50, sendo as fragoes volumétricas n = 0.05 e n = 0.01, res-
pectivamente. No primeiro caso, observamos algum desvio entre os célculos de flutuacoes.
Para n = 0.01, entretanto, esses desvios sao despreziveis. Em ambos os casos, observamos
uma grande discrepancia entre os calculos via flutuagoes e via equacao de estado.

Todas essas observagoes permitem concluir que, embora existam divergéncias no calculo
das fungoes de correlagao para os modelos efetivo (de uma componente) e primitivo em
altas concentragoes coloidais, essas sao insuficientes para justificar a grande inconsisténcia

termodinamica observada no modelo de Jellium.

5.4 Correlacoes coloidais

Uma possivel explicagao para a falta de consisténcia no calculo das compressibilidades
pode ser a auséncia dos efeitos diretos das correlagoes coloidais no calculo da equacgao
de estado [41, 77]. De fato, o calculo da equacao de estado no modelo de Jellium é
baseado no teorema do contato, o qual contém apenas as contribuigoes do eletrélito que

colide com as paredes confinantes. Ao introduzirmos uma correcao de gas ideal 5P = p

7



0.8 T T 1.2 T T
@) HNC - PM —— () HNC - PM ———
HNC - Jellium —— HNC - Jellium ——
JEOS —— 1r JEOS ——
0.6 -
Q Q
X 04r = 1
[saB [soN
0.4 1
02t n=1%
02 Z=50 1
a=30A
O 1 1 1 1 1 O 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 40 60 80 100 120 140 160
o_ [mM] p- [mM]

Figura 5.5: Compressibilidades px/8 calculadas via flutuagdes no modelo primitivo (linhas pretas), no modelo de uma
componente (linhas vermelhas) e por meio da equagéo de estado do modelo de Jellium (linhas azuis). Em ambos os casos,
o raio do coldide é dado por a = 30A. A carga do coldide e a fracio de volume sio fixados em: 1 = 0.05 e Z = 40 (a), e
n=0.01e Z =50 (b).

a essa equacao de estado, assumimos que os efeitos das interagoes entre os coldides sao
irrelevantes ao calculo da equacao de estado. Essa hipdtese é corroborada por simulagoes
de Monte Carlo em sistemas deionizados [28, 78, 79]. Essas simulag¢bes mostram que a
contribuicao dos contraions é a dominante para o célculo da equacao de estado, sendo que
as interagoes entre os col6ides desempenham, em geral, um papel secundario [28]. Essa
situacao nao ¢é clara, entretanto, no caso onde o sistema encontra-se em equilibrio com
um reservatorio de sal. Nesse caso, a quantidade termodinamica de maior relevancia é
a pressao osmotica II. Para sistemas dominados por particulas de sal, ou seja, sistemas
nos quais a concentracao de sal excede em muito a concentragao de contraions livres
provenientes da dissociacio, pZ.sr/2ps < 1, a pressao osmotica é em geral pequena, uma
vez que a pressao exercida nos dois lados da membrana semi-permeavel sao praticamente
iguais. Nesse contexto, é possivel argumentar que a contribuicao dos coldides passe a
desempenhar papel importante no calculo de propriedades osmoticas. Por outro lado, a
teoria de flutuagoes naturalmente leva em conta os efeitos de correlagao entre coldides.
Mesmo no contexto do modelo de uma componente, as correlacoes coloidais sao levadas
em conta de forma nao linear através do céalculo da funcao de correlacao na aproximagao
de HNC.

A maneira mais simples de comparar os efeitos de correlagoes entre coldides no calculo
da equacao de estado consiste em comparar a pressao osmética SII com a pressao de ex-
cesso obtida no modelo de uma componente. Essa ultima quantidade pode ser facilmente
obtida no modelo de Jellium no qual, como vimos, o potencial de DLVO surge natural-
mente como potencial de pares efetivo. Assim, uma vez obtida a funcao de correlagao na

aproximacao de HNC, a contribuicao das interacoes efetivas coloidais a equagao de estado
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podem ser facilmente obtida calculando-se a pressao virial de excesso no modelo de uma
componente. Nesse caso, cuidado especial deve ser tomado para se levar em conta de
forma adequada a dependéncia do potencial no estado termodinamico, Sucrs = Buesr(p)-
Substituindo o potencial efetivo de DLVO Eq. 1.1 na equagao de virial para um potencial

dependente do estado, Eq. 2.22, podemos escrever a pressao de excesso na forma:

27 p?

Pe.’,E —
& 3

0 1+ ka)
(5.1)

[ a4 [ g o)ae) (o - (2(—>) 7

onde fSu.rr ¢ o potencial de DLVO.

Na Fig. 5.6, podemos visualizar o comportamento da pressao de excesso como fungao da
fracao de volume, bem como o comportamento correspondente da pressao osmotica obtida
pela equacao de estado do modelo de Jellium. Além da pressao de excesso, mostramos
também a pressao resultante das interacoes de exclusao dos coldides, a qual pode ser

calculada de forma quase exata pela equacao de estado de Carnahan e Starling (CS) [80]:
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Figura 5.6: Pressio como funcdo da fracdo de volume para o sistema caracterizado pelos parametros a = 30A,

ps = 40mM e Z = 100. Em (a), a pressio reduzida de excesso 4wApa?BP* é calculada usando-se a equagio de virial
(curva preta) e a equagdo de estado para esferas duras (curva vermelha). O resultado correspondente para a pressdo osmética
reduzida 47 ga?BII é mostrada em (b). Exceto no caso de altas concentragdes coloidais, a condigao |P®*| < TI é verificada.

A diferenca de escala nos dois graficos da Fig. 5.6 evidencia o fato de que as contri-
buigoes devidas as interagoes coloidais sao — salvo em regioes de altas fragoes volumétricas
— pequenas frente a pressao osmotica resultante do equilibrio de Donnan. De fato, a
pressao de excesso dos coldides tende a diminuir ainda mais com o aumento da concen-
tracao de sal, de forma a se aproximar da pressio de esferas rigidas P#* no limite de siste-
mas dominados por particulas de sal. Isso ocorre porque as interagoes eletrostaticas entre

os coldides tornam-se mais blindadas a medida em que a concentracao de sal aumenta.
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Esse efeito pode ser facilmente visualizado com base no potencial de DLVO, uma vez que

o comprimento de Debye x~!

responsavel pela blindagem eletrostatica decresce a medida
em que aumentamos p,, fazendo com que o alcance das interagoes eletrostaticas decaia
rapidamente. Tendo em vista esses aspectos, torna-se dificil associar as discrepancias ob-
servadas no cédlculo das compressibilidades osméticas a efeitos de correlacoes entre coldides

no calculo da equacao de estado.

5.5 Correlacoes ionicas

Como ja mencionamos, os efeitos de correlagoes ionicas tendem a se tornar mais impor-
tantes com o aumento da concentracao de sal, o que pode levar a desvios na teoria de
campo médio. Na verdade, é fato bem estabelecido que correlacoes entre microions sao
essenciais na descricao de suspensoes coloidais na presenca de fons multivalentes, inva-
lidando a aproximacao de campo médio nesses casos. Da mesma forma, é possivel que
contribuicoes dessa natureza venham a desempenhar papel nao trivial no calculo de pro-
priedades termodinamicas em sistemas com altas concentragoes idonicas, mesmo no caso
de fons monovalentes.

Infelizmente, a inclusao de correlacoes ionicas no contexto do modelo de Jellium re-
normalizado nao é simples, uma vez que a formulacao do modelo exige que o potencial
assintotico tenha a forma linear descrita pela Eq. 3.6. A inclusao de correlagoes entre os
microions leva a desvios nessa forma linear, gerando ambiguidades na definigao da carga
efetiva. Por outro lado, uma reformulacao do modelo no sentido de contemplar efeitos
de correlacoes ionicas na forma do potencial assintético faria com que a teoria perdesse
sua conexao com o potencial de DLVO, o qual é também baseado na forma assintética
linear da Eq. 3.6. Apesar dessa dificuldade em incluir-se efeitos além de campo médio no
modelo de Jellium, é possivel introduzir correcoes adequadas na equagao de estado dessa
teoria. A maneira mais direta de se adicionar essas correcoes consiste em simplesmente
incluir na equacgao de estado, Eq. 3.12 um termo referente a pressao de excesso devida as

interacoes entre os microions:
BP = p+py +p-+ PP = p+ 8Py, (5.3)

onde Py, € a pressao do eletrélito no bulk. Essa equacao de estado esta de acordo com
a expressao obtida pelo teorema de contato em um sistema infinito, Eq. 2.67. A pressao

ionica de excesso pode ser aproximada pela pressao de um eletrolito binario na teoria de
Debye-Hiickel [29]:

1 (ka;)?
Pgy = —— (log(1 + Ka;) — ka; + = |, 4
P = (og< + hai) — ka +2<1+mi)) (5.4)

(2

onde a; é o raio i6nico ex? = ATAg\/(Zessp)? + (2p5)2. E necessario ter em mente que a

adicao dessa contribuicao nao é por si suficiente para contemplar os efeitos de correlacao,

80



uma vez que os parametros efetivos sao ainda obtidos no contexto da aproximacao de

campo médio. Uma forma de se incorporar efeitos de correlacoes ionicas de forma auto-
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Figura 5.7: Pressio reduzida como funcao da fragdo de volume para um sistema de coléides de carga Z = 250, raio
a = 30A e concentracdo de sal ps = 50mM. O raio dos fons tem valor a; = 2.5A. Em (a), comparamos a equagao de Jellium
usual, Eq. 3.12, (curva preta) com a equagao de estado modificada pela inclusao de correlagdes via Eq. 5.4 (curva vermelha).
Na parte (b), comparamos os resultados do modelo de cela na aproximagdo de campo médio (curva preta) com aqueles
obtidos nas aproximagdes de LDA (curva vermelha) e WDA (curva azul).

consistente consiste em adotar a teoria de funcionais de densidade discutida no capitulo
4 no contexto do modelo de cela. Embora esse modelo nao permita obter o potencial de
pares efetivo de forma direta, a inclusao de correlagoes por meio de equagoes modificadas
de PB pode ser facilmente implementada [69, 81]. No Apéndice B, discutimos detalhes da
implementagao das aproximagoes LDA e WDA no modelo de cela. Assim como no modelo
de Jellium, o célculo da equagao de estado na aproximacao LDA requer a introdugao da
correcao BPgh na equagao de estado [82]. Nesse caso, a pressao de excesso é calculada
de forma local na parede em r = R. A introducao desse fator de correcao se justifica
pelo fato de que a aproximacao local falha ao descrever a deflexao sofrida pelos microions
proximos a parede de confinamento. Na Fig. 5.7, mostramos os efeitos de correlacoes
i6nicas no célculo da equacdo de estado para um sistema com Z = 250, a = 30A e
ps = H0mM. No gréfico (a), comparamos os efeitos da inclusao de correlagoes via Eq. 5.4
no célculo da equacao de estado do modelo de Jellium renormalizado. Embora esses
efeitos sejam importantes para valores moderados da fracao de volume, vemos que eles
se tornam menos relevantes a medida em que aumentamos a concentracao de coldides.
Comportamento similar é observado no caso das aproximagoes LDA e WDA no modelo

de cela, conforme podemos observar na parte (b) dessa figura.
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Figura 5.8: Pressio reduzida )\%BP como fungao do volume reduzido da cela de Wigner-Seitz V/)\SB para coléides de
carga Z = 50 e raio a = 20A. A concentracio de sal no reservatério tem valor ps = 40mM, e o raio iénico é dado por
a; = 2A. A curva vermelha representa resultados do modelo Jellium, a curva preta descreve resultados da WDA, enquanto
que a curva azul descreve os resultados da LDA, sendo os resultados de simulagdo descritos pela curva verde.

Embora possamos observar desvios razoaveis em valores intermediarios da fracao de
volume, os efeitos de correlagoes ionicas tornam-se irrelevantes a medida em que a concen-
tracao de coldoides aumenta. Esse comportamento contradiz os resultados de simulacoes
na cela, segundo os quais os efeitos de correlagoes i0nicas sao relevantes em todas as fai-
xas de concentragoes coloidais, especialmente para valores grandes dessas concentragoes.
Esse resultado pode ser visualizado na Fig. 5.8, na qual os resultados obtidos através das
teorias de Jellium, LDA e WDA sao comparadas com a equacao de estado obtida por
meio de simulagao de MC em uma cela de Wigner-Seitz. Claramente, os resultados de
simulagoes parecem indicar que os efeitos de correlagoes ionicas sao de fato relevantes ao

calculo da equacao de estado.
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Capitulo 6
Conclusoes

O presente trabalho representa a parte final de uma pesquisa realizada durante um periodo
de 4 anos no IF-UFRGS, sob orientacao do Prof. Yan Levin e colaboracao de Alexan-
dre P. dos Santos. Durante esse periodo, trabalhamos para a extensao do modelo de
Jellium renormalizado, o qual mostra-se mais eficaz que o tradicional modelo de cela
por ser absolutamente consistente com o potencial efetivo de DLVO. Entre as extensoes
realizadas, incluimos efeitos de correlagoes coloidais e correlagoes entre contraions triva-
lentes no célculo da carga efetiva [57, 58]. Ao tentar aplicar o modelo ao célculo do perfil
de sedimentacao de suspensoes coloidais, nos deparamos com graves inconsisténcias no
calculo das compressibilidades osmoticas, o que demandou um estudo mais aprofundado
do célculo da equagao de estado nesses sistemas. Até entao, essas inconsisténcias haviam
sido atribuidas a efeitos de correlagoes coloidais inexistentes na equacao de estado dos
modelos de campo médio. Nossos estudos indicaram que esse nao é o efeito dominante,
e que as correlagoes ionicas podem também ser relevantes, mesmo no caso de suspensoes
coloidais com fons monovalentes [83].

Inconsisténcias termodinamicas surgem naturalmente quando métodos distintos sao
aplicados para o cédlculo da equacao de estado. Um exemplo comum € o calculo da com-
pressibilidade para um eletrolito simples no contexto da teoria de Debye-Hiickel, mesmo
no caso simples de fons pontuais [9]. Enquanto que a teoria de flutuagdes prevé um
comportamento tipico de gas ideal, a teoria de virial permite obter correcoes a esse com-
portamento, da ordem p*?2. Obviamente, essas contribuicées podem ser relevantes em
regioes de concentracoes moderadas. Nesse caso, o carater analitico da teoria permite
avaliar de forma simples qual é o método mais preciso para o cdlculo da equacao de es-
tado. Essa condicao nao se verifica em sistemas fortemente correlacionados, quando efeitos
de correlagoes devem ser estudadas por meio de teorias mais sofisticadas que lidam de
forma nao linear com essas correlacoes. Nessas situacoes, o uso de técnicas de simulagao
computacional é particularmente 1util para avaliar quais os métodos mais precisos para o
calculo de propriedades termodinamicas. Infelizmente, a auséncia de simulagoes no bulk

para o caso de sistemas coloidais com concentracoes altas de sal adicionado dificulta a
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avaliagao no caso em questao.

A fim de julgar qual a forma mais adequada de se calcular a equagao de estado, aban-
donamos a descricao de campo médio para introduzir de forma consistente as varias
correlagoes presentes no sistema. Para isso, adotamos o uso de teorias mais elaboradas,
como as equacoes integrais no modelo primitivo, e a teoria de funcionais de densidade nas
aproximagoes LDA e WDA. Embora nossos resultados nao tenham sido conclusivos no
sentido de apontar de forma definitiva a causa das discrepancias observadas, eles ainda as-
sim permitem estabelecer algumas conclusoes importantes. Primeiro, mostramos que nas
regioes onde as discrepancias sao mais criticas, as funcoes de correlagao obtidas pelo mo-
delo de Jellium concordam bem com resultados de equacoes integrais no modelo primitivo,
de forma que ambas teorias preveem comportamentos similares para as compressibilida-
des osmoticas. Assim, as cargas efetivas calculadas no modelo de Jellium reproduzem
corretamente as propriedades estruturais nessas regioes. O segundo ponto importante
foi mostrar que, ao contréario do sugerido em trabalhos anteriores [41, 47], as correlagoes
entre os coléides nao representam a contribuicao dominante para o calculo da equacao de
estado em sistemas com muito sal adicionado. Pelo contrario, os efeitos das interagoes
ionicas representam papel nao trivial nesses casos.

Apesar do modelo de Jellium nao ser facilmente estendido para contemplar de maneira
consistente as correlagoes ionicas, vimos que as teorias LDA e WDA apresentam boa
concordancia com resultados de simulacao na cela. Para o caso de altas concentragoes de
coldides, essas teorias preveem uma diminuicao dos efeitos de correlacoes entre os fons,
de modo a coincidir com resultados de campo médio nessa regiao. Esse comportamento
contrasta severamente com os resultados de simulagao. Essa discrepancia entre teoria e
simulacao pode ser consequéncia de efeitos de exclusao entre os fons, os quais tornam-
se mais relevantes em sistemas mais confinados. E possivel que o uso de fungoes peso
mais adequadas na aproximagao de WDA, ou ainda de uma pressao de excesso que leve
em conta de forma mais consistente efeitos de exclusoes ionicas na aproximagao de LDA
venham a restaurar a boa concordancia entre teoria e simulagao observada em regioces de
menor fragado volumétrica.

Para finalizar, é importante observar que as técnicas aqui empregadas podem ser
também aplicadas no estudo de uma variedade de sistemas fortemente acoplados, como
suspensoes coloidais com ions multivalentes, possibilitando uma vasta extensao desse es-
tudo.
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Capitulo 7

Apeéendice A

Vamos agora analisar alguns aspectos importantes da implementagao numérica utilizada
para solugao da equacgao de Ornstein-Zernike. Como vimos no capitulo 4, o método
de solucao se baseia em um processo iterativo, no qual a equacao de OZ é resolvida
algebricamente no espaco de Fourier em cada passo da iteracao. As transformadas de
Fourier sdo obtidas numericamente por uma discretizacao das Eqgs. (4.41) e (4.42) em um
grid de N pontos igualmente espagados:

N-1

fij(mok) = 4\ /pip; 0T Z £ (167) sin(mndrok), (7.1)

1=0

onde f(k) = kf(k) e 0r e 0k sao as larguras em cada grid nos espacos r e k, respectiva-
mente. Embora essa integracao possa ser realizada através do método de trapézio usual, o
custo computacional exigido para essa operacao escala com ~ N2, o que torna o processo
extremamente lento. Uma alternativa é o uso do algoritmo da transformada rapida de
Fourier (FFT), a qual permite realizar a mesma opera¢ao com um custo computacional
da ordem Nlog,(IN) [61]. Basicamente, a transformada rapida de Fourier utiliza uma

forma de recursao para calcular o somatoério

N—1
fm =) fre?mmN, (7.2)
1=0

Em linhas gerais, o algoritmo consiste em dividir o vetor f; em suas componentes pares
e impares, definindo dois vetores equivalentes de N/2 componentes. O resultado equivale
a tomar duas transformadas discretas de Fourier de tamanho N/2. Novamente, cada
vetor pode ser subdividido em dois novos vetores, formados por suas componentes pares
e Tmpares. O processo é repetido até que cada transformada se reduza a um tnico termo.
Associando as divisdes em termos pares o algarismo 0 e aos termos fmpares o algarismo
1, as transformadas resultantes podem ser encontradas por um procedimento numeérico
conhecido como reversdo de bits [61, 84]. Para que esse procedimento seja realizado, é

necessario que o tamanho do vetor f submetido a transformada seja uma poténcia de 2,
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N = 2™, Além disso, a ortogonalidade das funcoes seno exige que os espacamentos no
grid satisfagam a condigao 0kdr = w/N.

Uma vez que as fungoes r¢;;(r) submetidas a transformada de Fourier variam de forma
abrupta na vizinhanca do ponto r = a;;, o espacamento no espago real 6r deve ser pequeno
o suficiente para descrever de forma precisa o comportamento nessa regiao. Por outro lado,
esse valor nao pode ser tao pequeno de forma a tornar imprecisas as funcoes no espaco
reciproco (visto que 0k ~ 1/6r). Nesse trabalho, usamos o valor ér = 0.005. Além
disso, o tamanho do grid deve ser grande o suficiente para evitar o efeito conhecido como
aliasing no dominio de frequéncias [61, 15]. Esse efeito resulta em imprecisoes no célculo
da transformada de Fourier em valores de alta frequéncia [15, 85]. De fato, para valores
grandes de k = mdk, a exponencial na Eq. 7.2 oscila de forma violenta, resultando em
imprecisoes numéricas no calculo de f (k) para valores grandes k. Duas estratégias podem
ser aplicadas para amenizar esses efeitos. A primeira consiste simplesmente em tomar um
valor suficientemente grande para o tamanho do grid numérico, resultando em maior custo
computacional. A segunda alternativa consiste em realizar interpolagoes da func¢ao f(r)
em cada intervalo do grid. A vantagem desse método é que ele permite obter resultados
precisos com um grid razoavelmente pequeno (~ 2'%), aumentando a performance do
algoritmo [61, 85]. No presente trabalho, optamos pela primeira alternativa, usando um
grid numérico de tamanho N = 26,

Uma vez incorporada no algoritmo uma subrotina apropriada para o célculo da trans-
formada rapida de Fourier, o algoritmo para solucao segue o procedimento delineado no
capitulo 4. Em geral, o procedimento de iteracao direta resulta em um nimero elevado
de iteracoes necessarias para equilibrar a solucao, especialmente em casos onde a carga
coloidal é alta. Para aprimorar a performance do algoritmo, evitando um ntmero exces-
sivo de iteragoes, utilizamos duas estratégias de otimizacao. O primeiro método se baseia
em encontrar a solugao para um conjunto de parametros para os quais a solucao de OZ
é resolvida de forma razoavelmente simples (em geral, uma carga coloidal baixa). Esses
parametros sao entao gradualmente alterados até que atinjam um valor desejado, usando
sempre a solugao anterior como estimativa inicial para o préximo conjunto de parametros.
O segundo método consiste em atualizar as fungoes em cada passo da iteragao de modo
que as estimativas sejam obtidas como combinacgoes adequadas das estimativas usadas
em passos anteriores. Para isso, adotamos aqui um método adaptativo conhecido como

método de Ng [86], o qual descreveremos a seguir.

7.1 O método de Ng

O processo iterativo adotado na solucao da equagao de OZ pode ser descrito por uma
relacdo da forma A(f) = f, onde A é um operador funcional nao linear, e f é um vetor

em um espago de fungoes reais. Em sua forma mais simples, o processo é resolvido usando-
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se atualizagoes para as fungoes f da forma f,.1 = A(f,), onde f, é a fungao resultante
do n-ésimo passo iterativo.
Uma forma mais geral de atualizar as funcoes entradas f,; consiste em considerar

solugoes formadas por superposicoes lineares de [ passos antecedentes:

l l l
fn+1 = Zaifn—i + (1 - Zaz> fn = fn + Zai(fn—i - fn)? (7?))
i=1 i=1 i=1

onde «; sao coeficientes determinados de forma a acelerar o processo de convergéncia.
O caso mais usual em que [ = 1 reproduz a mistura simples f,11 = af,_1 + (1 — @) f,
geralmente adotada em processos iterativos. Em casos onde a solucao é de dificil con-
vergéncia, como ocorre na equacgao de OZ, torna-se necessario utilizar um ntimero maior
de coeficientes [ > 1. A questao de otimizagdo nesse caso se resume a encontrar o con-
junto de coeficientes {«a;}, (i = 1,--- ,l) que produzem a estimativa f,; na Eq. 7.3 mais
proxima da solucao real do problema. Mais precisamente, queremos encontrar os coefi-
cientes que minimizam a quantidade A = |A(f,41) — A(fns1)|. Essa grandeza pode ser
escrita de forma simples em termos dos coeficientes {a;} se assumirmos que o operador A
¢ linear. Embora esse nao seja o caso, podemos aproximar esse operador por um operador
linear na vizinhanga proxima do ponto f,,, na n-ésima iteragdo. Assim, definindo o vetor
d; = A(fi) — fi, e usando a relagao (7.3), podemos aproximar a grandeza A(f,) — f, pela

relagao:
!
A(fos1) = fagy1 = 0n + Z i (0n—i — 0n). (7.4)
i=1

A fungao a ser otimizada em termos do conjunto {«;} pode entao ser escrita na forma

!
On + Z a;00i
i=1

onde dy; = 8,,_; — §,,. Podemos agora aplicar a condicio de extremizacao 0A?/ Oa; = 0,

2

A? = : (7.5)

da qual resultam as relagoes:

ON?
80@

l
= 2(0n, do;) + 2 Zai(%i, doj) = 0, (7.6)
i=1
onde o produto escalar (f,g) de duas fungoes reais é definido da forma usual:

(f.g) = / " def(2)g(a). (7.7)

Definindo os vetores a de componentes «;, bem como o vetor x de componentes x; =

—(8n, d0:), podemos reescrever a Eq. 7.6 na seguinte forma matricial:
M:a=x, (7.8)
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onde M é a matriz de elementos M;; = (d;, doj). Apés encontrar a solugao algébrica dessa

equacao, podemos estimar como entrada para o novo passo iterativo o vetor
1
vt = A(fa) + D @il A(fas) = A(fa)). (7.9)
i=1

E importante observar que usamos as fungoes A(f;) no lugar das fungoes f; no lado direito
dessa expressao. Isso é feito a fim de que a nova estimativa pertenca ao subespago gerado
pelas imagens do operador A.

Na pratica, implementamos o método da seguinte forma. Em cada passo de iteracao,
armazenamos as entradas e saidas c’(r) da equagao de OZ. Essas fungoes sio chamadas
por uma subrotina que a cada passo de iteracao atualiza os elementos da matriz M e do
vetor x,e em seguida resolve a equacao matricial Eq. 7.8 a fim de obter os coeficientes «;.
Em geral, foram usados [ = 6 coeficientes para determinar a préxima estimativa °(r).

No caso da equagao de OZ para o sistema multicomponente, a aplicacao direta do
método em cada uma das seis funcoes de entrada c?j (r) ndo otimiza o processo de con-
vergéncia. Isso ocorre porque o operador A depende nesse caso parametricamente das
seis correlacoes. Como alternativa, definimos o vetor f, em cada iteracao como o pro-
duto externo dos seis vetores de entrada c?j. Em geral, o método é extremamente eficaz,
reduzindo por um fator da ordem de 10 o nimero total de iteragoes necessarias para a

convergéncia da solugao.
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Capitulo 8

Apeéendice B

Discutiremos agora com algum detalhe o método de solucao das equacoes de Poisson-
Boltzmann modificadas resultantes da aplicagao dos métodos LDA e WDA, discutidos no
capitulo 4.

Sendo p, a concentragao de sal no reservatério, a distribuicao de fons no interior da

cela é dada por:
px(r) = psexp(FP(r) — Bug (r) + Bug*(ps))- (8.1)
O potencial quimico de excesso no sistema p(r) é um funcional das densidades pL(r),

e sua forma explicita pode ser aproximada pelo potencial quimico obtido no contexto da

teoria de Debye-Hiickel para um eletrolito simples:

Bluslpe ) (1) = 5, 82)

onde a; é o raio i6nico, e k(r) é o inverso do comprimento de Debye para o eletrdlito, o

qual é nesse caso um funcional de p(r):

K2 (1), p-(r)] = 47 Ap(p+(r) + p-(7)). (8.3)

O calculo do potencial quimico de excesso do reservatério pt® é realizado da mesma
forma, substituindo-se as concentragoes p4(r) pela concentragao de sal ps. Como discutido
no capitulo 4, essa dependéncia local de Sus(r) com relacao as distribuigoes p.(r) é
vélida apenas na aproximagao local (LDA). No formalismo da WDA | as fungoes p4 (r) na
Eq. 8.3 devem ser substituidas por médias pi(r) convenientemente escolhidas, de modo
que [Bu4(r) torna-se um funcional nao local nas distribuigoes. A equagao de PB para o
potencial eletrostatico médio no interior da cela segue direto da Eq. 8.1:
2

V3(r) = —% [exp(—1(r) = 0BuE (r)) — exp(¥(r) — 68U (r))] | (8.4)

onde 0fu4(r) = Bust(r) — pus”. Assim como na equacao de campo médio, essa equagao
deve ser resolvida sob as condigoes de neutralidade da cela, ¢'(R) = 0, e aplicacao da lei

de Gauss na superficie coloidal, ¥'(a) = ZyereAp/a’.

89



As Egs. (8.2), (8.3) e (8.4) sao resolvidas de forma auto-consistente por meio de um
processo iterativo, onde as concentragoes p4(r) sdo ajustadas até satisfazer um critério
de convergéncia estabelecido. Primeiro, tomamos como estimativas iniciais as fungoes
constantes pp, (1) = ps. Isso equivale a considerar éuy(r) = 0 na Eq. 8.4, de modo que
essa primeira iteracao reproduz as distribuicoes de campo médio pi¥(r). As distribuicoes
obtidas sdo entao introduzidas nas Eqs. (8.2) e (8.3), permitindo assim obter novas
estimativas para os potenciais quimico dpu(r). O préximo passo consiste em substituir
essas funcoes na Eq. 8.4, a qual é integrada numericamente a fim de produzir novas
distribui¢oes p+(r) = exp(FY(r) — dux(r)). A integragdo numérica dessa equagao é
realizada usando-se um integrador de Runge-Kutta de quarta ordem, com um passo de
tamanho ér = 1073, Terminado esse processo, as distribuicoes assim obtidas sao usadas
para se determinar novos potenciais quimicos, e o procedimento é repetido até que o
critério de convergéncia

R
/ P ) — )0 () dr < e, (8.5)

a

seja satisfeito. Nessa relacao, p(il) representa as distribuicoes resultantes da [-ésima iteracgao,
e € é o parametro que estabelece a precisao numérica da convergéncia. Ao longo de nosso
trabalho, adotamos o valor ¢ = 107%. A convergéncia pode ser atingida de forma mais
rapida se utilizarmos como nova estimativa uma combinacao apropriada das fungoes de
distribuicdo obtidas nas iteracdes anteriores, pt+t = oz,oi) + (1 - oz)p(il_l), onde o é um
valor determinado de forma a otimizar a convergéncia (0 < o < 1). Em geral, o critério
de convergéncia (8.5) é verificado apés um intervalo entre 10 a 20 iteragoes, de forma
que a implementagao de métodos de otimizagao (tais como o método de Ng descrito no
apéndice A) torna-se desnecessdria nesse caso.

No caso em que a WDA ¢ utilizada, torna-se ainda necessario o calculo das funcgoes
p+(r) durante cada iteragao, de acordo com a Eq. 4.33. Para isso, utilizamos a simetria

esférica do problema para escrever essas fungoes em termos apenas da coordenada radial:

) = [ s o) =25 [C1putran’ [Cwsacoss, (59

onde z = |r—1'| = /12 + 12 — 2rr’ cos(f). Realizando a mudanga de varidveis cos(f) — x

na ultima integral, resulta a expressao:

_27T

pan) == [ s () /| " (@), (8.7)

r r—r|
Ao longo desse trabalho, utilizamos como func¢ao peso a (4.35), onde aproximamos o

raio de exclusao S, pelo diametro idnico o; = 2a; do eletrélito binario. Substituindo

a fungao peso na expressdo acima, podemos escrever as distribuigoes médias pL(r) na

pal) === | s / " (1 - i) 6(0; — ). (8.5)

o;r | r 0

forma:
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A integracao na variavel x pode ser realizada de forma simples, resultando na expressao:

pe(r) = % /aR r'pe(r') <0i —lr=r+ TLQ(U? —(r— 7")2)) O(oi — [r —r'|)dr'. (8.9)

Devido a presenca da funcao degrau no lado esquerdo dessa expressao, a integragao é
realizada apenas no intervalo r—o; < r’ < r+o;. Definindo as vardveis r; = min[r—o, r—al|
e ro = min[r + 0,7 + R|, onde min indica a varidvel de menor valor, podemos reescrever

essa expressao na forma:

) = o [ s) (o =rl4 gl = =) (s10)

o;r

Em cada ponto r, o potencial quimico dSu(r) é calculado nos valores p.(r), os quais
sao obtidos realizando-se a integracao acima. A integracao é realizada por uma subrotina,
a qual é chamada a cada passo de integracao. Obviamente, o custo computacional desse
procedimento é ordens de grandeza mais elevado do que o célculo correspondente na
aproximagao LDA.
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