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RESUMO

ANALISE ESTATICA E DINAMICA DE PLACAS E CASCAS DE MATERIAIS
COMPOSITOS LAMINADOS USANDO ELEMENTOS FINITOS HEXAEDRICOS
DE OITO NOS COM INTEGRACAO REDUZIDA

Neste trabalho implementou-se o elemento hexaédrico com um ponto de
integracdo para andlise estatica e dindmica de placas e cascas de materiais compdsitos
laminados com ou sem enrijecedores. O elemento estd livre de travamento volumétrico
e travamento de cisalhamento, ndo apresentando modos espurios. Sdo também incluidos
problemas com néo-linearidade geométrica

A matriz de rigidez e de massa sdo dadas de forma explicita, reduzindo o tempo
computacional, especialmente na andlise ndo-linear. Para evitar o travamento de
cisalhamento as componentes de deformagdes sdo referidas a um sistema co-rotacional.
O travamento volumétrico é também eliminado, ja que a parte dilatacional (esférica) da
matriz gradiente é avaliada apenas no ponto central do elemento.

Para a solugdo das equacdes de equilibrio na andlise estatica, utilizam-se um
método direto baseado na eliminacdo de Gauss ou um método iterativo de gradientes
conjugados com precondicionamento executado através da eliminacdo incompleta de
Choleski. Para a andlise dinamica, as equacdes de equilibrio sdo integradas através do
método explicito ou implicito de Taylor-Galerkin ou do método implicito de Newmark.
Para andlise ndo-linear utiliza-se o Método Generalizado de Controle dos
Deslocamentos.

Através de exemplos numéricos demonstra-se a eficiéncia e o potencial do
elemento tridimensional na andlise linear e ndo-linear de placas e cascas de materiais
laminados. Os resultados sdo comparados com trabalhos que utilizam diferentes

elementos de placas e cascas.
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ABSTRACT

STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF PLATES AND SHELLS OF
LAMINATED COMPOSITE MATERIALS USING EIGTH-NODES HEXAEDRAL
FINITE ELEMENTS WITH REDUCED INTEGRATION

An hexahedral element with eight-node, using one-point quadrature, for the
static and dynamic analysis of plates and shells of laminated composite materials with
stiffeners or without stiffeners is implemented in this work. The element is free of
volumetric locking and shear locking and spurious modes are not detected.
Geometrically non linear problems are also included.

Stiffness and mass matrices are given in an explict form saving computer
memory and CPU time, specially in non-linear analysis. Shear locking are avoided
using a corotational system for strain components. Volumetric locking are also
eliminated using one-point quadrature for the dilatational (or spherical) part of the
gradient matrix.

To solve the equilibrium equations in static analysis, a direct method based in
Gauss elimination or an iterative method based in the conjugate gradient, where
preconditioning is performed using an incomplete Choleski factorization were
implemented. For the dynamic analysis, equilibrium equations are integrated using the
explicit or implicit Taylor-Galerkin scheme or the implicit Newmark method. For non-
linear analysis the Generalized Displacement Control method is employed.

The efficiency and potentiality of this 3-D element for the linear and non-linear
analysis of plates and shells of laminated composite materials are shown solving several
numerical examples. Results are compared with works using different plates and shells

elements.
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1 INTRODUCAO

1.1 PRELIMINARES

O uso de materiais compdsitos no projeto de estruturas tem ganhado
popularidade ao longo das trés ultimas décadas, devido a muitas vantagens que estes
materiais oferecem se comparados aos materiais estruturais convencionais, tal como o
aco e aluminio. Materiais compdsitos, como o Grafite/Ep6xi e o Vidro/Epdxi tem baixa
densidade em relacdo aos materiais metdlicos (sendo, por exemplo a densidade do
aluminio quase o dobro dos materiais citados anteriormente). Além disso, alguns
materiais compdsitos possuem melhores propriedades de rigidez e resisténcia, sendo
também conhecidos por sua melhor performance se comparados a materiais metdlicos
quando atuam sobre carregamentos ciclicos, devido a sua boa resisténcia a fadiga.

A crescente utilizagdo do Método dos Elementos Finitos, associado ao grande
avanco tecnolégico dos equipamentos de computacio, permitiu que se impulsionassem
estudos do comportamento mais real das estruturas, analisando-as no espago 3-D e
considerando a ndo-linearidade fisica e geométrica. O surgimento de novos materiais
mais leves e mais resistentes — seja através do reforco por fibras, da utilizagdo de
diferentes materiais por camadas, ou ainda de particulas de um material na matriz de
outro (que sdo exemplos tipicos de materiais compdsitos) — resultou num avango
significativo no campo do projeto estrutural.

Nos ultimos anos, o uso destes materiais nas estruturas aeroespaciais e
automotivas cresceu consideravelmente e seu campo de aplicacdo vem aumentando a
medida que o conhecimento técnico, tanto para andlise como para execugdo, vai sendo
dominado e difundido. Materiais compdsitos ja estdo sendo utilizados na medicina, em
equipamentos de esporte, equipamentos eletronicos, entre outros.

A andlise ndo-linear de placas e cascas ¢ ainda um dos assuntos que mais t€ém
atraido a atencd@o dos pesquisadores. Inimeros elementos t€ém sido desenvolvidos, sendo
que em sua maioria, as matrizes dos elementos sdo obtidas através de integracdo
numérica. Porém, sabe-se que para a andlise ndo-linear o custo computacional é, em
grande parte, determinado pela eficiéncia do elemento empregado. Por isto, ao longo
dos ultimos anos, a Tecnologia do Elemento tem se concentrado no desenvolvimento de

elementos mais rdpidos e confidveis através da integragdo reduzida, destacando-se os



elementos em que as matrizes sdo dadas de forma explicita, pois permitem poupar
tempo de processamento e permitem também um adequado aproveitamento dos
processadores vetoriais e/ou paralelos em problemas que exijam computacio de grande
porte.

O uso de elementos finitos com integracdo completa, IC, em geral garante a
convergéncia e a estabilidade da solucdo a medida que se refina a malha. Entretanto, o
uso destes elementos, principalmente em problemas tridimensionais, requer muitas
operagdes computacionais para avaliar a matriz de rigidez do elemento e o vetor de
forgas internas, além de apresentarem travamento volumétrico (locking volumétrico)
para materiais incompressiveis, ou aproximadamente incompressiveis, e travamento de
cisalhamento (locking de cisalhamento) em estruturas finas sujeitas a flexdo.

Por isso, os elementos finitos com integracdo reduzida uniforme, IR,
principalmente com um ponto de integracdo, sdo os elementos mais eficientes
computacionalmente. Entretanto, os resultados obtidos através destes elementos podem
ser insatisfatérios ou sem significado fisico quando modos espurios sdo excitados. Estes
modos correspondem a deformacdes ndo constantes no interior do elemento e sdo
conhecidos como instabilidades de malha, modos cineméaticos, modos de energia nula,
modos espurios, ou ainda hourglass, conduzindo a singularidade da matriz de rigidez
global. Desta forma, o uso de elementos com integracdo reduzida requer um eficiente
esquema de estabiliza¢do numérica para suprimir tais modos de deformacao.

Nesse contexto, o objetivo do presente trabalho € a andlise estitica e dindmica
(com nao-linearidade geométrica) de placas e cascas de materiais compdsitos laminados
com ou sem enrijecedores usando elementos hexaédricos isoparamétricos tri-lineares
com um ponto de integracdo. A teoria e formulacdo empregada sdo descritas ao longo
do trabalho e alguns resultados obtidos sdo apresentados e comparados com resultados

encontrados na bibliografia especializada.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Numerosos sdo os trabalhos relativos a andlise de placas e cascas usando
diversos tipos de elementos finitos (sendo baseados na teoria de Reissner-Mindlin ou na
teoria de Kirchoff), de forma que resulta dificil fazer uma referéncia aos mesmos sem

omitir alguns trabalhos importantes. A mesma afirmacdo pode fazer-se em relagdo a



aplicagdes do método dos elementos finitos para a andlise de placas e cascas de
materiais laminados.

Por esta razdo decidiu-se limitar esta revisao as seguintes referéncias:

a) Textos nos quais é tratada a questdo de materiais compdsitos e a andlise e
projeto de estruturas com estes materiais;

b) Trabalhos sobre andlise de estruturas de materiais compdsitos com elementos
finitos realizados no PPGEC/UFRGS;

c) Trabalhos que realmente serviram de base ao presente trabalho.

Entre os textos de materiais compdsitos mais destacados, podem-se mencionar
os livros de Jones (1999) e Zefer, Haftka e Hajela (1999), sendo que este tltimo aborda
o tema de otimizacdo de estruturas de materiais compdsitos. Um manual muito
interessante de materiais compdsitos foi editado por Schwartz (1984) e um livro sobre
aplicagbes a estruturas aeronduticas foi editado por Middleton (1990). Os livros de
Vinson e Sierakowski (1987) e de Vinson (1993) também constituem um material de
estudo importante na area.

A andlise estdtica e dinamica de placas e cascas de materiais compdsitos com
elementos finitos degenerados incluindo a ndo-linearidade fisica e geométrica foi
desenvolvida por D. Marques (1994) na sua tese de doutorado. Efeitos higrotérmicos,
viscoelasticos e falhas progressivas foram abordados por S. Marques (1994) e Oliveira
(2004) nas suas teses de doutorado.

A primeira tentativa na UFRGS de usar elementos finitos 3-D com integracio
reduzida (empregando elementos tri-quadriticos) para a andlise de placas e cascas de
materiais laminados, incluindo a ndo-linearidade geométrica, foi desenvolvida por Lens
(1994) na sua dissertacdo de mestrado. Schultz (1997) desenvolveu na sua dissertacao
de mestrado um elemento hexaédrico de 8 nds com 4 pontos de integracio e controle de
modos espurios para materiais isotrépicos e incluindo ndo-linearidade geométrica.
Duarte Filho (2002) usou o mesmo tipo de elemento, porém com um ponto de
integracdo na sua dissertacdo de mestrado. Ambos (Schultz e Duarte Filho) utilizaram
uma formulagdo co-rotacional e o tensor de taxas de tensdo de Truesdell. Fakhye (2002)
estendeu o trabalho de Schultz para estruturas com materiais laminados.

Masud et al (2000) propuseram uma formulagdo co-rotacional para andlise ndo-
linear geométrica. No desenvolvimento da teoria, observa-se que sdo necessdrias duas
rotacdes na matriz constitutiva, a primeira girando dos eixos das fibras para o eixo do

laminado e, posteriormente, deste para 0os eixos co-rotacionais.



No campo dos elementos finitos, Liu et al. (1994) desenvolveram uma
formulagdo utilizando 4 pontos de integragdo para o hexaedro de 8 nds. A mesma néo
requer pardmetros definidos pelo usudrio como outros elementos (veja a revisdo
apresentada por Schultz, 1997) e a matriz B, a qual independe do material, ¢ dada de
forma explicita. Para evitar o travamento de cisalhamento, o vetor de deformacdes
generalizado ¢é desenvolvido em um sistema co-rotacional e certos termos ndo
constantes nas componentes de deformacdo de cisalhamento sdo omitidos. O
travamento volumétrico é resolvido fazendo-se com que a parte dilatacional (esférica)
da matriz gradiente seja sub-integrada e avaliada apenas no ponto central do elemento
(&M,0). Justifica-se o emprego de 4 pontos de integra¢do para melhorar a precisdo com
relacdo aos elementos que adotam apenas um ponto de integragdo e para poder capturar
frentes plasticas na malha durante carga e descarga na andlise elasto-pldstica. E
mostrado que estes elementos fornecem bons resultados em cascas finas fletidas. Porém,
por serem mais caros computacionalmente que os elementos que adotam apenas um
ponto de integracdo, seu emprego ndo se justifica para andlises com material eldstico
linear.

Hu e Nagy (1997) propuseram um elemento hexaédrico com um ponto de
integracdo baseado na formulagdo de Liu et al. (1994). Os vetores de deformacdes e
tensdes sdo primeiramente expandidos em uma série de Taylor no centro do elemento
até termos bi-lineares. Os termos constantes sdo usados para computar o vetor de forgas
internas do elemento e os termos lineares e bi-lineares sdo usados para formar o vetor de
forgas de estabilizacdo dos modos esptirios. Um tratamento especial é também aplicado
para a matriz gradiente (deformagdo-deslocamento), removendo-se de forma seletiva
aqueles modos associados com o travamento volumétrico e de cisalhamento, sem afetar
a estabilidade do elemento (mesmo procedimento utilizado por Liu et al., 1994). Além
disso, adotam-se os vetores gradientes uniformes propostos por Belytschko e Bindeman
(1981) ao invés dos avaliados no ponto central do elemento.

Esta formulacdo apresentada por Hu e Nagy (1997) foi utilizada no presente
trabalho com o intuito de obter um cédigo computacional para andlise nao-linear
geométrica, estdtica e dindmica, e que trabalha com expressdes explicitas dos vetores e

matrizes a nivel de elemento.



1.3 OBJETIVO E CONTEUDO DO TRABALHO

O objetivo principal desta pesquisa € a de estender o trabalho de Duarte Filho
(2001) para a analise de placas e cascas de materiais compoésitos laminados. Como na
referéncia acima, sdo abordados problemas estdticos e dindmicos lineares e com ndo
linearidade geométrica.

Preserva-se do trabalho de Duarte Filho (2001) o Método de Controle dos
Deslocamentos Generalizados para a analise estdtica ndo linear e os métodos implicito
de Newmark e explicito de Taylor-Galerkin para a andlise dindmica, sendo que o
sistema de equacdes algébricas pode ser resolvido, alternativamente, utilizando o
Método dos Gradientes Conjugados (empregando a Factorizagdo Incompleta de
Cholesky para precondicionar o sistema) ou o Método de Eliminacao de Gauss cléssico.

Nesta dissertagdo inclui-se uma alternativa adicional para a analise dindmica de
estruturas, que ¢ o método implicito de Taylor-Galerkin. Este método contém as
velocidades ou taxas de deslocamentos como incégnitas, tornando-se importante para a
andlise de problemas de interacdo fluido-estrutura.

Utilizam-se elementos hexaédricos trilineares com apenas um ponto de
integracao (Duarte Filho, 2001) que:

(a) Sejam capazes de resolver os “benchmark tests” em andlises com ndo-linearidade
geométrica;

(b) Possuam matrizes dadas em forma explicita;

(c) Apresentem adequado controle dos modos espurios associados ao processo de
integracdo reduzida;

(d) Nao sofram travamento volumétrico, mesmo quando o material se torne
praticamente incompressivel;

(e) Fornecam resultados satisfatérios em problemas de flexdo pura (caso critico para
travamento de cisalhamento);

(f) Apresentem desempenho satisfatério, mesmo com malha grosseira e elementos

distorcidos.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

O texto deste trabalho é composto por 8 capitulos. No capitulo 2 sdo

apresentados de forma breve aspectos relacionados aos materiais compdsitos laminados,



mostrando-se a matriz constitutiva das ldminas e a importancia da rotacdo da mesma.
No capitulo 3 sdo discutidas algumas definicdes importantes para entendimento do tema
abordado. No capitulo 4, apresenta-se a formulagdo do elemento, detalhando a teoria do
Método dos Elementos Finitos. No capitulo 5, destaca-se a formulacdo para a andlise
nao-linear geométrica. No capitulo 6, estdo relacionados os algoritmos para andlise
dindmica linear e nao-linear, através dos métodos de Newmark e Taylor-Galerkin nas
suas versdes explicita e implicita. No capitulo 7, apresentam-se os exemplos testados e

no capitulo 8 sdo feitas as conclusdes finais e sugestdes para futuros trabalhos.



2  MATERIAIS COMPOSITOS

2.1 INTRODUCAO

A defini¢do mais geral de um material compoésito pode ser achada em um
diciondrio, significando “formado de diferentes partes ou materiais”. Materiais
compdsitos sdo confeccionados a partir de dois ou mais materiais, comumente referidos
como constituintes. Dependendo da forma como se arranjam os constituintes, o
compdsito resultante pode ter caracteristicas combinadas ou substancialmente diferentes
destes. Algumas vezes, certas propriedades do compdsito podem até serem melhores
que as dos seus constituintes individualmente.

A eficiéncia dos materiais compdsitos e as inimeras vantagens que podem ser
obtidas, como por exemplo, suas altas razdes rigidez/peso e resisténcia/peso, excelente
resisténcia a corrosao, baixa expansao térmica, bom desempenho em fadiga e tolerancia
a dano, facilidade de transporte e manuseio, baixo consumo de energia na fabricagdao do
material e da estrutura em si, t€tm difundido seu uso e dai a necessidade de analisar-se
de forma adequada seu complexo comportamento.

A classificagdo mais tradicional para os materiais compdsitos cita quatro tipos:
os compdsitos particulados, os compdsitos floculados, os compdsitos reforgados por
fibras e os compdsitos laminados. A idltima forma de compdsito, os laminados, sdo
formados pela unido de laminas finas — compostas por um material denominado matriz,
geralmente menos resistente — embebida por fibras, mais resistentes. Este tipo de
compdsito é o mais usado em estruturas de alto desempenho, sendo o material utilizado
nas andlises que se seguem, por isso serd abordado diretamente, deixando os demais de

lado.

2.2 COMPOSITOS LAMINADOS

A evolugdo tecnoldgica de materiais estruturais tem sido governada pela
pesquisa direcionada para obter um material que tenha uma alta relacdo resisténcia-
peso, um custo de fabricacdo baixo e uma melhor durabilidade. Estruturas mais
elaboradas, tais como aquelas usadas em espagonaves, aeronaves de alta velocidade e

veiculos navais, necessitam destas caracteristicas na forma mais avangada possivel. Nos



anos recentes, diferentes tipos de materiais compdsitos t€m sido desenvolvidos por
processos especificos para obter bom desempenho quanto a rigidez e resisténcia,
excelente tolerdncia ao dano e resposta a fadiga com caracteristicas muito elevadas.
Compdsitos laminados tém demanda crescente, j4 que podem suprir quase todos estes
requerimentos particulares.

Laminado é um tipo de material compdsito formado a partir da unido de vérias
laminas, que por sua vez, originam-se da imersdo de fibras resistentes numa matriz,
geralmente menos resistente. Estes materiais estdo encontrando um nimero grande de
aplicacdes no projeto de estruturas, especialmente aquelas que exigem pouco peso e
requerimentos rigorosos quanto a rigidez e resisténcia. Pode-se comparar o Mdédulo
Elastico do Grafite/Epdxi, que é aproximadamente E = 70 GPa, com o Mddulo do
Aluminio, que € de 73 GPa. Entretanto, o peso especifico do Grafite/Epdoxi &
aproximadamente de 15 kN/m3 e o do Aluminio de 26 kN/m3, chegando numa relagdo
entre E/p para o compésito de 4,7 x 10°e para o Aluminio de 2,8 x 10°, mostrando que
0 composito tem esta relagdo 1,7 vezes maior; ou seja, quando se avalia resisténcia
acoplada ao peso, os laminados ficam ainda mais atraentes.

As propriedades das ldminas dos materiais laminados (resisténcia, rigidez,
condutibilidade térmica, umidade, fadiga) dependem da forma dos reforcos nos
mesmos. A inclinacido das fibras num laminado introduz uma dependéncia direcional
para a maioria das propriedades e materiais que possuem esta dependéncia sdo
chamados de anisotrépicos. Um caso especial de anisotropia é a existéncia de dois
planos de simetria mutuamente perpendiculares, sendo que tais materiais sdo chamados
de ortotrdpicos, e suas propriedades sao definidas no plano da lamina em duas direcdes

— ao longo das fibras e na direc@o perpendicular a orientagdo das mesmas.
2.3 LAMINA ORTOTROPICA

Um exemplo tipico de material ortotrépico sdo os compdsitos com fibras
reforgcadas, onde a por¢do que caracteriza a matriz do material e que engloba as fibras é
geralmente, isotropica. Para andlises praticas, as fibras que tem muito mais rigidez do
que a matriz, também sdo isotrépicas. Entretanto, ambas sdo combinadas, ficando as
propriedades do compdsito ndo isotropicas.

Na Figura 2.1, é mostrada uma lamina isoladamente (reforcada por fibras), que

pode ser carregada ao longo das fibras (X;) ou na dire¢do transversal as fibras (X3). Se o



mesmo carregamento aplicado na direcdo X; primeiramente, for depois aplicado na
dire¢do X, observa-se que a deformag@o ao longo das fibras é menor do que a
deformacdo na direcdo perpendicular as fibras. As propriedades de rigidez de um
laminado na direcdo da fibra sdo muito mais préximas da rigidez da fibra (E, G¢, Vy), ja
a rigidez na direcdo perpendicular as fibras é governada pela rigidez da matriz (E,, Gn,
Vi), sendo E, G e V 0 mddulo de elasticidade longitudinal, médulo de elasticidade ao

cisalhamento e a fracdo de volume, respectivamente.

3 4 E3
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Figura 2.1 — Propriedades elésticas de uma lamina de compdsito.

Uma das maneiras para estimar as propriedades de um material composito €
através da soma das propriedades de seus constituintes ponderado por seus respectivos
volumes. Este método é comumente chamado de Regra das Misturas (Rule of Mixtures),
e emprega a fracdo de volume dos constituintes para estimar as propriedades do
compdsito. Por exemplo, um laminado reforcado com fibras, que tem uma fragdo de
volume de fibras (Vy) e uma fracdo de volume da matriz (Vy,), deve cumprir a seguinte
expressdo, admitindo-se que nao ha vazios, dada por Jones (1999):

Vf +V, =1 (2.1)

z

Baseado na regra das misturas, a massa especifica p € estimada das

propriedades dos constituintes, p, e p,,, dada por Jones (1999):

pP= pfvf +pmvm = pfvf +pm(1_vf)= pm +‘/f(pf _p’”) (22)
O Moddulo de Elasticidade longitudinal E; do compdsito pode ser calculado

também através dos Modulos de seus constituintes E, e E, , usando a mesma regra:

m?

E =EV,+E)Y, =E,+V,(E, -E,) (2.3)

m- - m



Como se pode observar, para as propriedades longitudinais (ao longo das fibras),

este procedimento € equivalente ao de duas molas conectadas em paralelo, sendo que a
deformacio total (§) do compésito é igual para as fibras quanto para a matriz.

6=06,=9, 2.4)

J4 para as propriedades perpendiculares a direc¢do das fibras, o célculo requer um

modelo mais sofisticado. Entretanto, boas estimativas para o Mddulo de Elasticidade

Transversal E, sdo obtidas pelo modelamento das fibras e da matriz como duas molas

conectadas em série, dada por Jones (1999):

(2.5)

2.4 SEQUENCIA DE LAMINAS

Anteriormente foi discutido o comportamento de cada ladmina separadamente,
mas o objetivo principal do estudo € a andlise das 1aminas unidas (stacking sequence). A
orientacdo das fibras na seqiiéncia de laminas € medida em relacdo ao eixo de referéncia
do laminado. Quando a orientagdo segue o sentido hordrio é denominada positiva. Uma
listagem da seqiiéncia de orientagdes padrdo para um laminado come¢a da lamina
superior para a ldmina inferior. Tendo um laminado com #n ldminas, cada uma feita do
mesmo material compdsito e com a mesma espessura ¢, come¢cando com a lamina do
topo com a orientagcdo @,, o laminado € representado por:

[6,/6,1---16,] (2.6)

A espessura total do laminado é:

h=n-t (2.7)

Quando a orientacdo de uma lamina coincide com a dos eixos de referéncia do
laminado, € =0° ou € =90°, estas laminas sdo chamadas de ldminas orientadas
segundo os eixos do laminado (on-axis layer).

Quando vdrias laminas com a mesma orientacdo estdo juntas dentro de um
laminado, é comum que este grupo seja representado pelo seu angulo particular
juntamente com o numero de repeticdes subscrito a ele. Por exemplo, o laminado
[02,45 4,—452] tem no topo duas laminas orientadas ao longo do seu eixo, seguidas por
quatro orientadas a 45° (horédrio) e mais duas com orientacdo de —45° (anti-hordrio).

Quando se tem um grupo de laminas repetidas, o niimero de repeticdes € subscrito a este

10



grupo colocado entre parénteses. Para o laminado [02 /(02/ 45,/ 90)3/ 02], t€m-se
inserido entre as duas laminas do topo e as duas da base (inclinagdo 0°), o grupo
0, /45, /90 repetido trés vezes.

Um laminado € dito simétrico se a orientacdo das fibras nas ldminas da metade
inferior € uma imagem espelho em relagcdo as laminas do meio superior, por exemplo,
[-45/30/0/45/45/0/30/-45], (o sub-indice T foi usado para designar que foi
escrito toda a seqiiéncia de laminas do laminado), € como este laminado € simétrico,
pode-se representar sé a parte superior com [— 45/30/0/ 45] S-

Laminados que tem orientacdes alternando com 0° e 90° sdo chamados de
laminados com fibras em cruz seguindo os eixos (cross-ply). Por exemplo, [902 /O]S é
um cross-ply embora as primeiras duas laminas ndo alternarem, sendo da mesma
orientacdo (90°). Um outro caso especial, € quando tem-se todas as ldminas do laminado
com o mesmo 4ngulo, somente mudando o sinal (8 = ), sendo chamado de laminado
com fibras formando um angulo entre 0 e 90 (angle-ply). Por exemplo, um laminado
simétrico com angle-ply 30°, pode ser representado por [30/— 30/- 30/30]5 ou
[+30,],.

A Tabela 2.1 mostra as propriedades mecénicas de compdsitos laminados,

normalmente utilizados em estruturas, tendo também a fracdo do volume que é ocupado

por fibras (Vy).

Tabela 2.1 — Propriedades mecénicas de laminas de compdsitos laminados (Jones,

1999).

El E2 G12

Material Constituintes Viz Vs
(GPa) (GPa) (GPa)
T300/5208 Grafite/Epoxi 181 10,30 7,17 0,28 0,70
AS4/3501 Grafite/Epoxi 138 8,96 7,10 0,30 0,66
B(4)/5505 Baro/Epoxi 204 18,50 5,59 0,23 0,50
Kevlar49/Ep Aramida/Ep6xi 76 5,50 2,30 0,34 0,60
Scotchply1002  Vidro/Epdxi 38,6 8,27 4,14 0,26 0,45
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2.5 RELACOES DE TENSAO-DEFORMACAO

Para uma lamina ortotrdpica, as relacdes de tensdo-deformacio (0' =C 8) nas

direcdes principais do material é dada pela seguinte equagdo matricial com nove

constantes independentes:

O-l _Cll C12 Cl3 0 0 0 81
0-2 C21 C22 C23 0 0 0 82
0-3 — C3l C32 C33 0 0 0 83 (28)
T, 0 0 o ¢, O 0 ||7
T3 0 0 0 0 Cs O ||7;
T,) |0 0 0 0 0 Cgll7

As expressoes para as constantes C;; em termos das constantes ortotropicas, E,
Ea, Es, G2, Go3, G31, V12, V21, Vi3, V31, V23 € V32, S30 as seguintes:
El (1 —VaVs )

E, (V21 +‘/23‘/31) E, (V31 +‘/23‘/32)

C, = A L Cp ==, G = A (2.9-2.11)
E + E (1- E +
C21 — 2(V12 AV13V32)’ sz _ 2( Avwval) ’ C23 2(V32 AV12V31) (2.12-2.14)
C31 — E3 (V13 +V12V23) , C32 — E3 (V23 +V13v21), C33 — E3 (l_vlzvzl) (2‘15_2.17)
A A A

onde

A= 1_‘/12‘/21 Vi VsV = ViVosVa = ViV Vs, (2-18)
(&

C, =G,,Cy=G,, C, =G, (2.19-2.21)

Pode-se observar que existem trés Mddulos Eldsticos, trés Mddulos de Corte e
seis Coeficientes de Poisson, dando um total de doze constantes. Entretanto, somente
nove sdo independentes. Trés relacdes adicionais sdo dadas abaixo, mostrando a
dependéncia entre os coeficientes de Poisson:

V21 V12 V31 V13 V23 V32
E_2 = E , E_3 = E , E_2 = E_3 (2.22-2.24)
Como foi comentado anteriormente, estas relagdes s@o vdlidas para as direcdes

principais da ldmina em questdo, sendo que para ter estas relacdes na direcdo dos eixos
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do laminado deve-se fazer uma rotagio da matriz C (que é um tensor de quarta ordem),

através da seguinte equacao:

C'=T'CT
onde

_ c? s2 0 cs

s? ¢t 0 —cs

T 0 0 1 0

—2¢s 2¢s 0 c¢*—s

0 0 0 0

| 0 0 O 0

o O O O

©

(2.25)

(2.26)

sendo, ¢ =cosd, s=sen@d e & o dngulo que as fibras formam com o eixo do laminado.

Depois de efetuar as operagdes necessdrias, obtém-se os termos da matriz C’,

que vem dado por:

S O O O

C'ss
C'es

oS O O O

C'se

Cle |

(2.27)

Expressando cada um dos termos ndo-nulos acima, em func¢do da matriz

constitutiva inicial C e dos co-senos e senos (c e s), obtém-se:
C' =c*C, +5*C,, +c*s*(C, +C, +4C,,)
C',=c'C, +5*C, +cs*(C,, +C,, —4C,,)
C's=c’C, +5°C,,
Cy=c's(C, =€ —2C, ) +e5*(Cyy = €y +2C,,)
C',, =c'C, +s*C, +c2s2(C11 +C,, —4C44)
C',=c'Cy +5'C +c757(C, + Cyy +4C,,)
C',=c’C, +s°Cy,
C'=cs(C, —Cyy +2C,, ) +es’(C, —C, —2C,,)
C', =c’C, +5°Cy,

[N 2
C,=c"Cy,, +5°Cy,

(2.28)
(2.29)
(2.30)
2.31)
(2.32)
(2.33)
(2.34)

(2.35)
(2.36)

(2.37)
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C'y=Cy (2.38)

C'y=cs(C; = Cyy) (2.39)

c, =c’s(c,-C, -2C,)+cs’(C, - C,, +2C,,) (2.40)
c,=cs(c,-cC,+2C,)+cs’(C,, -C, -2C,,) (2.41)
C',=cs(C,—-Cy) (2.42)
C',=c’s*(C,-Cy-C,+C,,—2C,,)+c*C,, +5*C,, (2.43)
C'=c’Cy+5°C, (2.44)
C,=cs(Cys—Cy) (2.45)
C'=cs(Cy—Cy) (2.46)

C'e=C*Cy +5°Css (2.47)

Esta matriz constitutiva (C’) € utilizada para o calculo da matriz de rigidez por
elemento dentro das andlises linear e ndo-linear, como serd visto nos capitulos que se

seguem.
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3 REVISAO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1 INTRODUCAO

Elementos com um melhor desempenho, particularmente para calculos em larga
escala, tem sido uma busca crescente nos estudos atuais, sobretudo, aqueles que
utilizam integracao reduzida para tornar o processo mais rapido. Sabe-se que € possivel
desenvolver elementos significativamente mais velozes através desta técnica, entretanto
deve-se garantir a estabilizacdo do elemento através de um método confiavel.

Outro desafio na busca de elementos mais eficientes tem sido eliminar as
dificuldades associadas com o tratamento de materiais incompressiveis. Elementos de
baixa ordem de integracdo, quando aplicados a materiais incompressiveis, tendem a
exibir travamento volumétrico. Isto ocorre em materiais isotrOpicos eldsticos lineares
com coeficiente de Poisson 0,5 e em materiais hiper-eldsticos (borracha). Por estas
razdes, o desenvolvimento de elementos mais velozes ndo € uma tarefa facil,

especialmente para elementos de baixa ordem.

3.2 DESEMPENHO DOS ELEMENTOS

Em se tratando da geracdo da malha, os elementos tetraédricos sdo mais atrativos
porque, além de se ajustarem facilmente a geometrias complexas, os mais poderosos
geradores de malha de hoje em dia possuem esquemas eficientes para gerar estes
elementos. Geradores de malha para elementos hexaédricos tendem a ser menos
robustos e mais demorados para gerar e nem sempre € fécil ajustar este tipo de elemento
a qualquer dominio. Portanto, elementos tetraédricos sdo preferiveis quando todas as
outras caracterfsticas de performance sdo as mesmas para o propdsito geral da andlise.

Os elementos de baixa ordem mais freqiientemente usados sdo o tetraedro de
quatro nés e o hexaedro de oito nés. Como € sabido da teoria de elementos finitos
lineares, o campo de deslocamentos do tetraedro € linear, enquanto que o campo de
deslocamento do hexaedro € tri-linear. Com isso fica assegurado que o elemento
converge em andlise linear, e fornece uma boa garantia para um comportamento
convergente em problemas nao-lineares, embora ndo existam provas tedricas para esta

afirmacdo.
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O tetraedro de quatro ndés ndo apresenta bom desempenho para materiais
incompressiveis, pois manifesta severo travamento volumétrico. Na verdade, até pode-
se evitar este fendmeno em tetraedros fazendo-se um arranjo especial na geragdo da
malha, sendo que desta forma, perde-se as vantagens do uso deste elemento, pois a
malha € similar a que é obtida com hexaedros (Belytschko, 1996).

Quando a integragdo completa é empregada, o hexaedro apresenta travamento
volumétrico para materiais incompressiveis. Para estes elementos, o travamento
volumétrico pode ser eliminado utilizando-se integracdo reduzida, adotando-se apenas
um ponto de integracao.

Podia-se utilizar ainda o tetraedro de 10 nds ou o hexaedro de 20 e 27 nds, mas
segundo Belytschko (1996) em problemas ndo-lineares com grandes deslocamentos e
grandes rotagdes, o desempenho destes elementos diminui quando os nés no meio dos
lados movem-se substancialmente, j4 que a taxa de convergéncia decresce
significativamente quando eles estdo distorcidos, e ainda, procedimentos de solucdo
freqiientemente falham quando a distor¢do € excessiva.

Devido as constatagdes citadas quanto ao desempenho dos elementos, pode-se
considerar o hexaedro de 8 nés com integragdo reduzida (quadratura de Gauss 1x1x1) e
controle dos modos espurios como uma alternativa interessante para a andlise ndo-linear

com grandes deslocamentos e grandes rotacoes.

3.3 MODOS ESPURIOS

Quando se utiliza integracdo reduzida, podem-se desenvolver mecanismos
internos associados a modos de deformacio nula (modos espurios). Estes mecanismos
se formam quando o campo de deslocamentos nodais gera outro campo de deformacdes
que se anula nos pontos de integracdo numérica (Ofate, 1995).

Este € o caso dos mecanismos que ocorrem nos elementos planos com
integracdo reduzida. Como mostra a Fig. 3.1b, os elementos diferenciais de drea nos
pontos de integracdo de Gauss giram sem se deformarem, enquanto que os elementos

diferenciais de drea na Fig. 3.1a nem sequer sofrem qualquer movimento rigido.
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Figura 3.1 — Modos de energia nula em elementos planos.

FONTE: Onate, 1995.

Estes modos esptirios sdo também chamados de modos de energia nula, e sdo
assim conhecidos pelo fato de ndo gerarem deformagdes nos pontos nos quais os
elementos sdo avaliados. Desta forma, eles ndo realizam trabalho.

Em andlise estrutural, modos espirios aparecem quando hd redundancia
insuficiente, isto é, o nimero de membros estruturais € insuficiente para impedir
movimentos de corpo rigido de parte da estrutura. Tais modos freqiientemente ocorrem
em estruturas de treli¢as tridimensionais e sdo chamados de modos cinematicos. Para
discretizacdes em elementos finitos, modos esplrios parece ser o termo mais
apropriado, por isso este termo serd utilizado ao longo do trabalho.

A condi¢do a qual leva a existéncia de modo espurios € a deficiéncia de posto
(“rank”) da matriz de rigidez do elemento. Quando elementos com posto deficiente sdo
usados, a matriz de rigidez do sistema freqiilentemente serd singular ou
aproximadamente singular. Por isso, em métodos matriciais, os modos espurios podem
ser detectados pela presencga de zeros ou valores muito préximos de zero na diagonal da
matriz de rigidez global. Caso apresente valores bastante pequenos, a matriz de rigidez
serd praticamente singular e a solucéo para os deslocamentos serd oscilatéria no espaco,
ou seja, eles exibirdo modos espurios. Em sistemas de solucdo iterativos, a presenca de
modos espurios freqlientemente levard a divergéncia da solugao.

A maioria dos processos de estabilizacdo propostos sugerem adicionar uma
matriz de corregio ,K“"* | a matriz de rigidez obtida com a integracio reduzida, K%

a fim de se obter a matriz “exata” ou “correta” (com posto suficiente). Entdo:

K exata _ K IR + K corre¢do (3. 1)
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3.4 SELECAO DA ORDEM DE INTEGRACAO

Seleciona-se o numero de pontos de integracdo de acordo com o grau dos

(€N

polindmios que aparecem nas integrais dos elementos. Quando o elemento
isoparamétrico, estas integrais contém fungdes racionais e a integracdo exata ndo €
possivel. Neste caso, escolhe-se uma quadratura que integre exatamente a matriz (ou
vetor) de um elemento retangular andlogo de lados retos em que, por ser o Jacobiano
constante, as integrais s6 contenham fun¢des polinomiais.

Conforme Ofiate (1995) estd comprovado que, neste dltimo caso, basta que a
quadratura selecionada integre exatamente os termos de Kij(E) correspondentes ao
polindmio completo contido nas fungdes de forma, pois, de fato, estes sdo os Unicos
termos que contribuem significativamente para a aproximacdo e convergéncia da
solugdo.

Esta ordem de integracdo recebe o nome de quadratura minima para manter a
convergéncia. Na prdtica, a quadratura minima é a mais recomendada ji que,
obviamente, € a mais econdmica em nimero de operacoes. E interessante constatar que,
em certas ocasides, a integracdo minima proporciona inclusive melhores resultados
devido & maior flexibilidade que confere ao elemento, o que cancela, em parte, os erros
por excesso de rigidez inerentes a discretizagdo e ao campo de deslocamentos suposto.

Alguns autores associam o nome de quadratura minima a aquela que garante que
o elemento possa reproduzir um estado de deformacdo constante. Isto implica que a
quadratura escolhida deve avaliar corretamente o volume do elemento V,, o que em

coordenadas naturais representa exatamente calcular a seguinte integral:
j HV dédndé (3.2)

Porém, em elementos hexaedros de oito nds esta condi¢do é muito fraca, pois

J€

exige apenas uma quadratura de um sé ponto (Fig. 3.2), o que geralmente viola a
exigéncia minima para garantir a convergéncia e pode dar origem a mecanismos
internos associados a modos de energia nula (j& comentado). Portanto, para adotar a
quadratura minima deve-se promover uma eficiente estabilizagdo para a matriz de

rigidez e vetores de forga interna dos elementos.
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Figura 3.2 — Quadraturas minima e exata para integragao de hexaedros de 8 nds.

FONTE: Oiiate, 1995.

3.5 TRAVAMENTO VOLUMETRICO

A discretizacdo em elementos finitos de materiais incompressiveis pode
conduzir a uma anomalia de origem numérica denominada de travamento volumétrico
(volumetric locking).

Este tipo de fendbmeno ocorre apenas em problemas em que haja restricio de
deformacdo. Em problemas de estado plano de tensdo, por exemplo, nos quais se admite
uma componente de tensdo nula na direcdo normal ao plano considerado, como existe
dilatacdo livre nesta dire¢do, ndo ocorrerd o fendmeno do travamento volumétrico.

Caso o material seja incompressivel, os outros dois lados do elemento ndo
poderdo modificar seu comprimento ou movimentar-se devido a invaridncia de volume.
Portanto, o elemento correspondente estard totalmente fixo ou trancado,
independentemente da carga aplicada, e este travamento volumétrico se propagara por
toda a malha.

Uma alternativa que € considerada muito eficaz em eliminar o travamento
volumétrico € o uso de integracdo reduzida. Como a energia volumétrica é zero apenas
no ponto central do elemento, este procedimento consiste em avaliar as tensdes

volumétricas apenas neste ponto.

3.6 TRAVAMENTO DE CISALHAMENTO (SHEAR LOCKING)

As deformagdes espurias devido ao travamento de cisalhamento sdo diferentes

daquelas geradas pelo travamento volumétrico. Segundo Belytschko (1996), se ha
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travamento volumétrico os resultados ndo convergem; jd no caso de modos espurios
excitados devido ao travamento de cisalhamento a solu¢cdo converge, mas de forma
muito mais lenta.

Para problemas de flexdo pura, o esfor¢co de cisalhamento deve desaparecer.
Entretanto, a taxa de cisalhamento é diferente de zero ao longo de todo o dominio do
elemento, quando se utiliza o campo de deformagdes de cisalhamento completo em
elementos de baixa ordem. Desta forma, esquemas com integracio completa causam
uma rigidez adicional associada a energia de cisalhamento ndo esperada, e o resultado
disto € uma péssima convergéncia. Por isso, o travamento de cisalhamento deve ser
eliminado suprimindo-se a parte ndo constante do campo de deformacdo de

cisalhamento (Liu et al, 1994).
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4 REVISAO DO ELEMENTO EMPREGADO

4.1 ANALISE ESTATICA LINEAR

Em uma representa¢do em elementos finitos, usando o Principio dos Trabalhos
Virtuais e sabendo que ¢ pode ser representado por um vetor com as componentes do
tensor de tensdes do elemento e 8¢ pode ser representado por um vetor com as
componentes do tensor de deformacdes virtuais devido a du, tem-se:

e=B U 4.1
onde B é a matriz gradiente, que contém as derivadas das funcdes de forma (N) do

elemento. Empregando-se as expressdes:

u=NU" (4.2)
i = NU"“ (4.3)
S = VN (44
e a relacdo constitutiva:
6=Ce (4.5)

(sendo neste caso C a matriz constitutiva), tem-se a seguinte expressdo matricial,

considerando a equagdo dindmica, ja que a equacdo estética € uma simplificagdo desta:

MU +CU+KU =P (4.6)
onde:

M=3 [pN'Ndv @.7)

ey,
K=Y [B'CBav (4.8)

ey
c=Y [x N'Nav (4.9)

e,
P=) [N'bdv+) [N'pds (4.10)

e, e s,

sendo M € a matriz de massa do sistema, C a matriz de amortecimento, K a matriz de

rigidez, P o vetor de forcas externas, p € a massa especifica do elemento, ¥ ¢ um

coeficiente de amortecimento, b € o vetor de forcas de corpo atuantes no elemento e p
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¢é vetor de cargas aplicadas sobre S, que é a superficie que rodeia o volume V. do

elemento.
4.2 FORMULACAO DO ELEMENTO HEXAEDRICO DE 8 NOS

Considerando-se o elemento hexaédrico tri-linear isoparamétrico indicado na
Fig. 4.1, as coordenadas espaciais x; e as componentes de deslocamentos u; sdo
aproximadas pela combinagdo linear entre os valores nodais x;, € u;, , utilizando-se as

mesmas fungdes de interpolacido N, (£,m,¢), dadas por Duarte Filho (2002):

%=ZM% @.11)
m=iNmm (4.12)

Sendo: 7
N, (En )= (1+£) 1+nm) 1+£,) @13)

onde, o sub-indice i denota o eixo do sistema coordenado global, x, y, z, variando
portanto de 1 a 3, e o sub-indice a refere-se ao n6 do elemento, variando de 1 a 8. As

coordenadas referenciais & 7€ ¢'do né a sdo denotadas por &, 77, € {,, respectivamente.

¢
/ 7
8, 7
5f———6
P ¢
<4 3
1 2
GEOMETRIA REAL GEOMETRIA NORMALIZADA
(Defini¢ao das coordenadas) (Célculo de integrais)

Figura 4.1 — Elemento hexaédrico de 8 nds.

Para apresentacdo da formulacido empregada para o controle dos modos espurios
deste elemento, quando se utiliza integracdo reduzida, definem-se os seguintes vetores

para as coordenadas nodais no sistema global e no sistema referencial:

Xi:X’:[xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7,xg] 4.14)
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Xy =Y = [V Vs Vas Vs Vso Vs Voo Vs | 4.15)

ngzr:[leZ25Z3’Z4’ZS’Z6’Z7’ZS] (4,16)
& =[-L+1+L-1-1+1+1-1] 4.17)
N =[-L-1+L+1L-1-1+1+1] (4.18)
¢ =[-L-L-L-L+1+1+1+1] (4.19)
4.3 CONTROLE DOS MODOS ESPURIOS

Com o objetivo de identificar os padrdes dos modos espurios, resultantes de
deformacdes ndo constantes devido ao emprego de integracdo reduzida, define-se as
sub-matrizes gradiente, B,(0), avaliadas no ponto central (£= 7= {=0), e os vetores

h,, , onde o varia de 1 a 4, segundo Duarte Filho (2002):

9N, (0)]
ox b, b,

oN (0 ‘
B,(0)= % =|b, |=|b,, | ,(coma=12,..8) (4.20)

aN_(0)| LPs] [bs

L dz
h! = [+ L-L+1-1+1-1+1-1] 4.21)
h) = [+ 1,-1,-1,+1,-1+1+1-1] (4.22)
h! = [+ L+1-1~ 11— 1+1,+1] (4.23)
h = [-1+1-1+1+1-1+1-1] (4.24)

A Fig. 4.2 mostra os 12 modos de energia nula associados ao elemento com um
ponto de integragdo apenas e caracterizados por {h;,0,0}, {O,h;,()} e {0,0,h;}, com o
variando de 1 a 4.
A matriz Jacobiana avaliada no ponto central (= 7= {'=0) é dada por:
[|Ex &y &7
JO)=2in'x My n'z (4.25)
8 t t t
Cx Gy (=

e o determinante (Jacobiano) é dado por:
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gx Ey &z
jo = i0)=det JO)| = imx my na @.26)
x Gy Gz
O determinante da matriz Jacobiana, segundo Duarte (2002), pode também ser
escrito como sendo a oitava parte do volume do elemento:
.1
J, = gV (4.27)

onde V € o volume do elemento.

(a)

(®)

Figura 4.2 — Modos espurios em 3D. (a) seis modos de flexdo; (b) trés modos de tor¢ao;

(c) trés modos nao-fisicos.

FONTE: Zhu e Cescotto, 1996.
O uso da quadratura de Gauss (2x2x2) para a integracdo do trabalho virtual

interno resulta em travamento volumétrico. Para evitar este fendmeno, utiliza-se

integracio reduzida. Entdo, a matriz gradiente B(&,7,¢ ) € decomposta na forma,
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B(£.7.0)=B(0)+B(.n.{) (4.28)
sendo ﬁ(()) a matriz gradiente correspondente a parte dilatacional do vetor de

deformacdes, avaliada apenas no centro do elemento, e ﬁ({,‘, n,¢ ) a matriz gradiente

correspondente a parte desviadora do vetor de deformacoes.
Expandindo-se o vetor de deformag¢des em uma série de Taylor no centro do

elemento até termos bi-lineares, tem-se:

e§.7.0)=e(0)+e (0) +e,(0)n+€ (0)S +
2e ., (0)¢n +2¢ . (0)1¢ +2e ., (0)¢C

onde o primeiro termo € o vetor de deformacdes constante avaliado no centro do

(4.29)

elemento e os demais sdo termos lineares e bi-lineares. Na Eq. (4.29), as notacdes

€, (0) e €5 (0) representam:

0¢(0) 0%¢(0)

€ 0)=—— e € ,(0)= 4.30
«(0) s (0)=2-2 5 (4.30)
Como a parte volumétrica do vetor de deformacdes é avaliada no centro do
elemento, os termos lineares e bi-lineares da Eq. (4.29) correspondem apenas a parte

desviadora. Entdo, pode-se escrever:

el&.n.{)=¢€(0)+&,(0)5+¢,(0)p+&,(0)S +

. . . 4.31)
28 ., (0)¢n+2¢ . (0)n¢ +2¢ ., (0)&¢
ou, em termos da matriz gradiente:
B(£.7.{)=B(0)+B (0)5+B,,(0)7+B (0) +
(4.32)

2B ., (0)¢7 + 2B, (0)7¢ +2B . (0)&¢

onde as primeiras e segundas derivadas da matriz gradiente B no centro do elemento
podem ser encontradas em Duarte Filho (2002).
O vetor de tensdes é também aproximado através de uma expansdo em série de

Taylor, como feito para o vetor de deformagdes:
o(£.7.£)=0(0)+6,(0)5+6,(0)7+6,(0) +

(4.33)
26, (0)n+26,, (01 +26 (00
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4.4 MATRIZ DE RIGIDEZ DE ESTABILIZACAO

Como a avaliacdo das tensdes e deformacdes € feita apenas no ponto central, o

vetor de forcas internas do elemento pode ser escrito como:

f<=B'(0)c(0)V, (4.34)
e a equagdo constitutiva para um laminado qualquer é dada por:
6(0)=C'€(0) (4.35)
O vetor de forgas internas do elemento pode também ser escrito como:
f°=KU (4.36)
onde K é a matriz de rigidez do elemento, dada por:
K =B'(0)C'B(0)V, (4.37)

Chega-se aos 12 modos espurios (conforme indicado na Fig. 4.2), pela subtragio
aos 24 graus de liberdade do elemento das 6 componentes do tensor de deformacdes e
dos 6 modos de corpo rigido (desta forma tem-se 24 — 6 — 6 = 12).
Para eliminar esses modos esptirios, adicionam-se forgas resistentes aos modos
esprios (f") no vetor de forcas internas do elemento (Hu e Nagy, 1997). Entio:
£ =fC+f£", (4.38)
Observando-se as equagdes (4.32), (4.34), (4.37) e (4.39), pode-se definir f " da

seguinte forma:

g :[ LB 0)6,0)+18,0)6,0)+ LB, 06 0)+

(4.39)

Se a primeira e segunda derivada do vetor de tensdes podem ser obtidas a partir
da equacdo constitutiva do material, pode-se também definir a matriz rigidez de
estabilizacido do elemento como:

£ =K"U (4.40)

Esta matriz € adicionada a matriz de rigidez do elemento, K, para compensar a
instabilidade gerada pela adocdo de integracdo reduzida. Entdo, a matriz de rigidez
resultante vem dada por:

K =K +K* (4.41)

Para facilitar a determinacdo de K da Eq. (4.41) ou (4.42), e levando em conta

que derivar as relagdes entre a primeira e segunda derivada do vetor de tensdes e o vetor
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de deslocamentos nodais pode ser uma tarefa tediosa para alguns materiais, Hu e Nagy
(1997) propuseram uma técnica sistemadtica para derivar a matriz de estabilizag¢@o para a
matriz de rigidez.
Considera-se uma “matriz constitutiva de estabiliza¢dao” E, que satisfaz as
seguintes relacdes constitutivas:
6.-Eé¢,, 6,-E¢,, 6,-E¢,
(4.42)
6;,=E€; .6, =E€, .6, =E&,
Substituindo-se as equacdes da expressdo (4.43) na Eq. (4.40), obtém-se a matriz

rigidez de estabilizacdo na seguinte forma:

A

sta 15 D t B La B
K 1’:{ng(O)EB,§(0)+§BJ7(0)EB,n(o)"‘gB,;(o)EB,§(0)+
(4.43)

1 D! D! 1 D/ D! 1 D! D!
aB,@(O)EB,§”(0)+§BM(0)EB,n§(0)+§B,¢§(0)EB,§§(0)}Vﬁ

portanto, precisa-se escolher uma matriz E apropriada para que todos os modos espurios
de K° sejam suprimidos, conforme serd discutido na pr6xima seg¢@o.

Para solucionar os modos associados com o travamento de cisalhamento em
flexdo e também problemas causados quando os elementos sdo bastante distorcidos, Hu
e Nagy (1997) utilizaram os mesmos procedimentos apresentados por Liu ef al. (1994),
que consiste em adotar um sistema de coordenadas co-rotacional que gira com o
elemento e realizar as seguintes modificagdes:

(a) substituir os vetores gradientes b;, avaliados no centro do elemento, e definidos na
Eq. (4.20), por vetores gradientes uniformes f)i, definidos por Flanagan e Belytschko

(1981):

-
b, ZV—EJN,i(f,U,éV)dV- (4.44)

Entdo, a matriz gradiente passa a ser:

Na,x(o) i;1 Ela
B,(0)=|N,, (0)|=|b, |=|b, (4.45)
Na,z(o) b3 3a

(b) Cada componente de deformacdo de cisalhamento € interpolada linearmente em
apenas uma dire¢do no sistema de coordenadas referencial; desta forma, removem-se os

modos responsaveis pelo travamento de cisalhamento da Eq. (4.31), obtendo-se:
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e, (&n.¢)=¢(0)+& ,(0) (4.46)
e,.(&n¢)=¢ (0)+& _.(0)¢ (4.47)
e.(&n.¢)=¢.(0)+¢_,(0)7 (4.48)

Nas Eqgs. (4.47)-(4.49), cada componente de deformacdo de cisalhamento
consiste em um termo constante € apenas um termo nio constante. Os modos de
deformacdo associados com o travamento de cisalhamento, os quais estio embutidos
nos termos lineares e bi-lineares, sdo removidos. Os termos constantes e todos os nao
constantes sdo mantidos para as componentes de deformag¢do normal. Como é sabido
que os vetores de estabilizagdo, definidos na Eq. (4.33) e requeridos para suprimir os
modos espurios estdo incluidos nas matrizes gradiente, dadas na Eq. (4.32), a matriz de

rigidez do elemento resultante serd adequada.

4.5 A MATRIZ CONSTITUTIVA DE ESTABILIZACAO “E”

Nos itens anteriores obteve-se a matriz de rigidez e o vetor de forcas internas
para o elemento com um esquema de integragdo 1x1x1. A estabilizagdo € alcangada
adicionando-se a matriz de rigidez de estabilizacdo e o vetor de forcas resistentes aos
modos espurios a matriz de rigidez original e ao vetor de forcas internas avaliado no
centro do elemento, respectivamente. Entretanto, a performance do elemento depende
da matriz constitutiva de estabilizacdo E, a qual é utilizada para calcular as tensdes
resistentes aos modos espurios. A matriz desejada, E deve eliminar o travamento
volumétrico e o travamento de cisalhamento.

Entdo, adotando-se E como uma matriz diagonal, dependente apenas da
constante de Lamé p do material, estes requisitos sdo cumpridos e obtém-se a forma

mais simples possivel para esta matriz e que é dada por (Hu e Nagy, 1997):

e3x3 0 ]
E .= , (4.49)
0 e3x3_
onde:
20 0 0]
e=| 0 2u 0. (4.50)
0 0 2uj

28



Como a matriz de estabilizacdo E ndo depende da outra constante de Lamé, A, o
elemento desenvolvido ndo apresentard travamento volumétrico quando o material

torna-se incompressivel.

4.6 A MATRIZ DE ROTACAO

Conforme ja foi mencionado, para cada elemento deve ser definido um sistema
de coordenadas co-rotacional. Para tanto, utiliza-se um tensor R que transforma uma
matriz do sistema global x, y e z, ao sistema co-rotacional, x,y e Z, sendo que os
vetores co-rotacionais de base devem estar alinhados com os eixos de referéncia do
elemento, & 77 e ¢ Segundo Belytschko e Bindeman (1993), quando os lados do
elemento ndo permanecem paralelos apds a deformacao, a rotagdo pode ser feita apenas
de forma aproximada.

Definem-se vetores no sistema de coordenadas global, r; e r;, que coincidam
com os eixos de referéncia £e 7 do elemento, ou seja:

t i=12,3. (4.51)
L =EMX,;
Adiciona-se um termo de correcdo r. a r, de forma que o produto escalar de r; e

I, corrigido seja nulo. Entdo tem-se que:

r,(r,+r,)=0, (4.52)
0 que se consegue quando:
rr
r,=——2r,. (4.53)
rr

Obtém-se uma base ortogonal fazendo-se o seguinte produto vetorial:
r,=r,x(r, +r,). (4.54)

Normalizando-se os vetores de base, encontra-se os elementos da matriz de

rotacdo R:
Ut
1 ||r ) (4.55)
1
_ r2i + rci
2 || r2 +rc 9 (4.56)
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r.
_ 3i
Ry =

|,

: (4.57)

parai=1,2¢3.

4.7 CALCULO DAS TENSOES NODAIS

O cadlculo das tensdes nodais foi realizado de duas formas: empregando os
pontos correspondentes a integracdo completa (2x2x2) e empregando apenas o ponto
central do elemento (1x1x1), sendo que estas tensdes ndo foram comparadas nos
exemplos mostrados no capitulo 7, devido a ndo fornecimento pelas referéncias de iso-
tensdes, mas estando pronto para futuros trabalhos onde este aspecto for importante.

Para o primeiro caso, utilizaram-se as matrizes de extrapolacdo de tensdes no
sistema local, conforme o trabalho de Schulz (1997), ou seja, para cada elemento e tem-

S¢:

¢'” =W¥e¢”, (4.58)

e
onde 6’ sdo as componentes de tensdo nos oito pontos de integragdo calculadas a partir

dos deslocamentos e usando a matriz gradiente B avaliada nesses pontos de integragdo.

A matriz ¥ vem dada por:

A A A T A
O A T A R AR 2
2 A T A A 2

A A IR @59
2 A A A R A
S A R R A R 2
N A A L A T
K2 70 A A A A A A

4
4
&

g
I
a

g
I

5433 ~1-

onde ¥, = 1 Y, = 1

4
As componentes de tensdo a nivel de cada elemento e, dadas pela Eq. (4.58)

devem ser levadas do sistema co-rotacional ao sistema global, fazendo:
(6 :as )globul = T(G ZOS )lacal ’ (460)

onde T vem dada por:
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Rlzl R122 Rlz"i 216111621 216121622 2R13R23

R221 R222 R22"€ 2’IQZIRTH 2R22R32 2R23R33

— R"izl R"§22 R32"€ 2R31R“ 2’R32R12 2’R33R13
R11R12 R12R13 R13Rll R11R22 + R21R12 R12R23 + R22R13 R13R21 + R23Rll
R21R22 R22R23 R23R21 R21R32 + R31R22 R22R33 + R32R23 R23R31 + R33R21
R31R32 R32R33 R33R3l R31R12 + R11R32 R32R13 + R12R33 R33Rll + R13R31

' (4.61)

As componentes de tensdo em cada nd N a partir dos valores nodais obtidos para

cada elemento e podem ser obtidos com:

M
) Z [(O-;(W )e ]global '
@37, = , (4.62)

M
2V
e=1

onde M ¢é o niimero de elementos que contém o ndé N e V, o volume do elemento e.

e

Para a segunda opg¢do, empregou-se uma fun¢do para a suavizacio das tensoes,
pois estas sdo constantes no dominio do elemento e variam de forma abrupta de
elemento a elemento. As componentes de tensdo no né N referidas ao sistema global

vém entdo dadas por Duarte Filho (2002):

M
Z Vg % (O_ij )flobal

(o, i =2 , i=1,2,3 (4.63)

onde M é o nimero de elementos que contém o nd N, V, o volume do elemento e e

)glahal

(O'ij sdo as componentes de tensdo no centro do elemento e referidas aos eixos
e

globais.
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5 REVISAO SOBRE ANALISE NAO-LINEAR GEOMETRICA

5.1 INTRODUCAO

No capitulo anterior, considerou-se deslocamentos infinitesimais. Com esta
hipdtese, os deslocamentos U sdo funcdo linear do vetor de cargas aplicadas P.
Entretanto, quando a andlise envolve ndo-linearidade geométrica, a relacdo de U com P
deve ser satisfeita para todo o intervalo de tempo através de procedimentos incrementais
do tipo passo-a-passo.

Entdo, o problema bésico da andlise nao-linear € encontrar o estado de equilibrio
de um corpo submetido a determinado incremento de carregamento. Para esta andlise
incremental, considera-se que a solu¢do para um tempo discreto ¢ é conhecida e que a
solugdo para o tempo discreto ¢+ At € requerida. Desta forma, a condicdo de equilibrio

em elementos finitos é dada por (Bathe, 1996):

t+AtP_ t+Atfim =0 , (51)
onde " P € o vetor das forgas externas aplicadas em 7+Ar e "f_ € o vetor de

forcas internas em ¢ + At .

Utilizando-se a matriz de rigidez K, chega-se a seguinte expressao:

'KAU=""P-'f, , 5.2)
e calculando AU, tem-se uma aproximagao para os deslocamentos em ¢ + Az,
“YU="U+AU. (5.3)

Entretanto, esse procedimento € apenas uma aproximagdo para os deslocamentos
em t+ Ar. Tal solucdo estd sujeita a erros significativos e, dependendo do tamanho do
passo de carga, pode até tornar-se instdvel. Na pratica, € necessdrio iterar até que a
solugdo da Eq. (5.1) seja obtida com suficiente precisao.

No presente estudo, para a solugdo estitica ndo-linear, empregou-se como
algoritmo para o processo incremental/iterativo o Método do Controle por
Deslocamentos Generalizados, proposto por Yang e Shieh (1990) e descrito na secdo
54.
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5.2 ABORDAGEM CORROTACIONAL

Conforme mencionado no capitulo 4, para a eliminagdo do travamento de
cisalhamento € necessario trabalhar no sistema de coordenadas locais do elemento para
remover alguns termos nao-constantes responsaveis pelo travamento.

Para problemas com pequenas deformagdes e grandes deslocamentos, a
formulag@o co-rotacional pode ser mais precisa e apresentar melhor convergéncia,
sendo que seu uso pode ser eficiente para a andlise ndo-linear.

O sistema co-rotacional € definido como um sistema de coordenadas cartesianas,
que giram com o elemento; desta forma, as tensdes definidas no sistema co-rotacional
ndo mudam com a rotacdo ou translagdo do corpo e, por isso, sdo consideradas
objetivas. Por esta razdo, utilizam-se as tensdes de Cauchy no sistema co-rotacional,
(denominada tensdes de Cauchy co-rotacionais), como medida de tensdo.

A taxa de deformacdo (ou velocidade de deformacdo), também definida no
sistema co-rotacional, é usada como medida da taxa de deformacdo (Liu et al. 1998) e

vem dada por

o 1] o af‘\,deft
g=d=—| " —+ 54
5 %) 54

onde v

¢ a parcela do vetor de velocidades referente a deformacdo (descontada a
rotacdo de corpo rigido) no sistema co-rotacional x. Quando a deformacdo inicial

é(X,O) € dada, o tensor de deformac@o pode ser expresso como (Liu et al. 1998):
&(X,1)=8(X,0)+[d(X,7)dz (5.5)

O incremento de deformagdo é dado por:

List A def A~ def !
A& = J.(Aldfil JAd +(8AAH J
; oxX

2| 9% 60

n+l/2 n+l/2

def

onde Au™ ¢é a parcela de deformacao do incremento dos deslocamentos no sistema co-

rotacional, referenciado a configura¢do no ponto médio do intervalo [? .z, ,,], ou seja
Xpsir2 -
O incremento de deformagéo em (5.6) € uma aproximacao de segunda ordem da

integracdo exata do tensor velocidade de deformacdo, dado em (5.4), de ¢, até 7,,.;, 0 que

significa assumir que a velocidade € constante dentro do intervalo de tempo.
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Para a formulacdo de tensdes e deformagdes atualizadas, assume-se que todas as
varidveis no passo de tempo anterior #, sdo conhecidas. Como as medidas de tensoes e
deformacdes definidas anteriormente sdo objetivas no sistema co-rotacional, necessita-
se calcular apenas o incremento de deformag@o correspondente ao incremento de tempo
[tn,tn+]]-

Todas as varidveis cinematicas devem ser referenciadas na configuracdo do
ultimo passo de tempo, Q em ¢ = t,, € na configuragcdo atual, Q ., em f = f,,;.
Denotando as coordenadas espaciais destas duas configuracdes como X, € X,,; ho
sistema de coordenadas cartesiano fixo Ox, pode-se obter as coordenadas nos

correspondentes sistemas co-rotacionais, Ox, e OX,,, , através das transformagdes:

n+l 2

%, =R,x, (5.7

X, =R,X,, (5.8)

onde R, e R, , sdo matrizes ortogonais que rotam as coordenadas globais para os
correspondentes sistemas de coordenadas co-rotacionais.

Como o incremento de deformacdo estd referenciado a configuragio em

t=t,,,,tem-se:

1
Xn+l/2 = 5 (Xn + XIH—I ) (59)

e a transformacdo para o sistema co-rotacional associado com esta configuragdo, Q ,,,,
€ dado por:
X2 =RonX, (5.10)
O incremento de deslocamentos de deformagdo no sistema de coordenadas co-

rotacional O%,,,,,, desenvolvido por Liu et al. (1998), ¢ dado por:

AD =R, ,Au® =%  —% (5.11)

ntl ~ An
Calculando o incremento de deformag@o pela Eq. (5.6), o incremento de tensao,

também referenciado a configuracdo intermedidria Q _, ,, pode ser determinado por:

n+l/
A6 = C A& (5.12)

e a deformac@o e tensdo total podem ser atualizadas da seguinte forma:
g, =€ +AE (5.13)
6, =6,+A6 (5.14)
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Observa-se que os tensores de tensdes e deformacdes estdo referenciados a
configuragcdo atual e definidos no sistema de coordenadas co-rotacional. As
componentes de tensdo e deformacdo no sistema global podem ser determinadas por

simples transformacdo de tensores.

5.3 EQUACOES CONSTITUTIVAS

v TR
O tensor taxa de tensdes de Truesdell (6 ) vem dado por:

v TR
6 =6-Lo-oL' +out (5.15)

sendo L o gradiente espacial de velocidade, que pode ser decomposto em:
L=¢+a (5.16)

onde € € o tensor velocidade de deformacgdo (parte simétrica de L) e @ é o tensor
velocidade de rotagdo ou spin (parte anti-simétrica de L). Em forma indicial, a Eq.
(5.15) pode ser escrita como:

d,.j = C‘W &, + 0,6, +0,0, + aikéjk + O-jkéik _O-ijékk (5.17)

onde (i, J.k,l= 1,2,3), C i € um tensor de quarta ordem contendo as constantes eldsticas

do material e as componentes da taxa de deformagdo vem dadas por:

1 ov. v, ) 1 dv, Ov,
= _l_l__] = —4——L ‘,.:1,2,3, .
R [ERE

sendo que em (5.17) e (5.18) o ponto indica derivacido em relacdo ao tempo.

Segundo Hughes e Winget (1980), a expressdo (5.17) também pode ser escrita

na forma:
6, =(CtC e, + Wi, (i jiki=123) (5.19)
com
A 1
Cijkl = _O-ij6k1 + 5 (O-il 5jk +0, 5ik +0, 5,‘/ 0, 51'1) (5.20)
€
L )
Wx'jk/ = 3 O-ilé‘jk + O-jlé‘ik _O-iké‘jl - O-jk5i1 (5.21)

onde os &, sdo deltas de Kroenecker.

Em forma matricial as equagdes constitutivas vém dadas por:
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A — 4 €
s=(Cct€)e+ wo=[C+¢) w]{m} (5.22)
Desprezando-se o termo 0, da Eq. (5.17), o que significa eliminar o primeiro

termo da Eq. (5.20), a matriz C torna-se simétrica e é expressa por:

20, 0 0 o, 0 o,
20, 0 O, 0y 0
20—33 0 0-23 0-13
~ O-ll + 0-22 0-13 0-23
C= Y :
> > 2 (5.23)
. o,, +0. O
simétrica 2733 12
2 2
0-33 + O-ll
L 2
e a matriz W € dada por:
0-12 0 0-13
—0p 053 0
0 0-23 0-13
0, — 0y O3 Oy
W=|—F7—" . -5 .
) > > (5.24)
_0i 0370y O
2 2 2
Oy _ & 0, — 03
L 2 2 2 i

sendo que estas correspondem ao seguinte ordenamento dos vetores de taxas de

deformagdes e rotacdes:

.0 }={8,.6,.6,.28,.26,,2¢, 200, 20,20, } (5.25)

Neste caso, a Eq. (5.22), com C e W dados pelas Egs. (5.23) e (5.24),

V L
representam o tensor de taxas de tensdes de Lie (G ), ou a derivada de Lie do tensor de

tensdes de Kirchhoff. Entdo, o trabalho interno especifico vem dado por:

LA 1
{5{-:’ 86)’} (C +C)6x6 Ewﬁﬁ {Ag}

1x9 1 —

5 Wi C,

=0¢8' T(c) A&
rof,. (o) (5.26)

com
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0, 10, _ Oy Oy
2 2 2
= 0, +0 (o2
C - 2 33 _0Op
2 2
e . O,, +0
simétrica %

(5.27)

A matriz T(G), que relaciona incrementos de tensdes com incrementos de

deformacdes especificas e rotagdes, pode também ser escrita como:

T(c):[c'm Oﬂﬂ(c)

03x6

03x3

onde T(o) é a matriz de tensdes iniciais e é dada por:

20'11 0 0 oy 0

209 0 %2 03

20'33 0 03

%11%t%2 93
2 2

9221933
. 2
To)=
simétrica

5.4

i3 01512 0 ~0y5/2 |
0 —0'12/2 0'23/2 0
o3 0 —0'23/2 0'13/2
%3 92791 %13 93
2 4 4 4
%12 %13 9337%2 %12
2 4 4 4
933+%11 923 %12 9117933
2 4 4 4
%11t% %3 93
4 4 4
%2793 %12
4 4
9337911
4

(5.28)

(5.29)

METODO DO CONTROLE POR DESLOCAMENTOS GENERALIZADOS

Dentre os métodos que poderiam ser utilizados para a solucdo de problemas nao-

lineares, o Método do Controle por Deslocamentos Generalizados (MCDG), proposto

por Yang e Shieh (1990), mostra-se bastante eficiente e é o método utilizado na preente

formulag@o.

O comportamento da estrutura pode ser de amolecimento (softening) ou

enrijecimento (stiffning), o caminho de equilibrio pode ser estivel ou instdvel, e a

estrutura pode estar em carga ou descarga. Todos estes fendmenos sdo identificados

pela ocorréncia de pontos criticos (ver Fig. 5.1), tais como pontos limites e pontos na

curva carga-deflexdo onde a reta tangente é 90° (snap-back).
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Um método ndo-linear deve satisfazer a trés critérios, para conseguir solucionar
os problemas numéricos associados com cada tipo de comportamento:
a) Deve se auto-adaptar as mudancas da direcdo do carregamento nos pontos limites;
b) Deve manter uma estabilidade numérica, para as iteracdes, em todas as regides,
incluindo aquelas préximas aos pontos criticos;
c) Ajustes no tamanho dos passos de carga devem ser feitos automaticamente para

refletir o comportamento de amolecimento ou enrijecimento da estrutura.

A AO, DE: em carga
ponto limite AD: em descarga
carga A
i E
' B pontos
i snap back
|
|
v\ EC <«— stiffening
softening i
|
! I
i b :'\ ponto limite
[}
0 ' : P deslocamento
-
estavel instével estdvel

Figura 5.1 - Caracteristicas de um sistema nao-linear.

FONTE: Yang e Shieh, 1990

Em geral, na solu¢@o incremental/iterativa de problemas estruturais nao-lineares
o fator de incremento de carga de cada passo iterativo pode ser considerado como uma
incognita adicional. Assim, assumindo-se que o carregamento possa ser dividido em

vdrias partes, ou seja:

Iy A
P ; ,

P(A)=1"1=2 P? =AP (5.30)
P, P,

pode-se escrever a equacdo de equilibrio, no incremento i, na forma:

K'_ AU =AX P +s' (5.31)
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onde A/iij define o incremento do fator de carga na iteracdo j, P* é o vetor de cargas

nodais de referéncia e s;_l representa um vetor de forgas desequilibradas na iteracdo j-1,
dado por:

s"j_1 = ZZ_IP* —f;_l (5.32)
onde /1"1._1 representa o fator de carga na iteracdo j, e f ;_1 ¢ o vetor de forcas internas na
mesma iteracao.

Entdo, o vetor de incremento de deslocamentos pode ser expresso pela seguinte

soma de vetores:

AU, = AL u,; +uy) (5.33)
onde os vetores uzij e u2; sao obtidos como solu¢do dos sistemas de equacdes
seguintes:

i i
K ju, =P (5.34)
, P
K uy;=s, (5.35)
Adicionalmente a estas equagdes, outras equacdes especificas sdo estabelecidas
pelos diferentes métodos existentes para o calculo da incognita adicional A/%ij .

No MCDG, usa-se um Pardmetro Geral de Rigidez referido como “General
Stiffness Parameter” (GSP) para obter o incremento do fator de carga da primeira

iteracdo do i-ésimo passo incremental, o qual € definido por:

fu )
) )

onde a operacdo{. H.} significa produto interno de vetores.

GSP (5.36)

Assim, na primeira iteracdo do passo i, o incremento do fator de carga € dado

por:
A% =+ AA(|Gsp|)"? (5.37)
na qual A4, representa o incremento inicial do fator de carga (primeiro passo e primeira

iteracdo de cdlculo). Para as iteragdes subseqiientes (j > 1) do mesmo passo, tem-se:

i-1 i
AL = M (5.38)

R
0 .

sendo que para i=1, {ul }1 é feito igual a {ul }i .
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O sinal da Eq. (5.37) € definido de forma simples e automatica pela variagao do
préprio parametro GSP, uma vez que este apresenta a peculiaridade de passar de sinal
positivo para negativo em todo ponto limite, permitindo assim que tais pontos sejam
identificados. Cada vez que isto acontece, o sentido do crescimento do carregamento da
estrutura deve ser revertido.

Pode-se observar que o pardmetro GSP considera o produto interno entre dois
vetores tangentes de incrementos consecutivos; sendo assim, seu sinal representard o
sinal do cosseno entre os dois vetores, e, como pode ser visto na Fig. 5.2, o angulo entre

0s vetores serd obtuso apenas quando passar por pontos limites.

carga

U= {u,}"
v V= {u,};
deslocamento

Figura 5.2 - Sinal do coseno entre vetores tangentes de incrementos consecutivos.

Na Tabela 5.1 é apresentado o algoritmo usado para resolver sistemas de

equacdes ndo-lineares neste trabalho.

Tabela 5.1 — Algoritmo de solugdo das equacdes ndo-lineares (Duarte Filho, 2002).

Cdlculos iniciais:

1. Leitura de dados referentes ao MCDG (A4, A tol);

max

2. Inicializar varidveis: 4, =0 ; A4, =A4 e i=0.

Andlise incremental / iterativa:

ENQUANTO (A< A4, ) FACA:

max

i=i+1 (contador do niimero de passos de carga);
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j=0 (contador do nimero de iteracdes);
ENQUANTO ( tol_res > tol ) FACA:
j=Jj+1 (contador do nimero de iteracoes);
Montar a matriz de rigidez global K"j_1 ;
SE (j=1) ENTAO: (primeira iteracio)
Calcular: K’ u' =P ¢ u, =0;
SE (i# 1) ENTAO :
A% =+ AL (| GsP|)"”
SE (GSP ‘< 0e GSP "/ > 0) ENTAO:
AZ, = - AZ, (mudar direcdo do carregamento);

FIM DO SE
FIM DO SE;
SENAO: (casodej# 1)

o o T T
Calcular: K u, =P ; K’ u,, =r,, ¢ Af = _{ul }li-'l{uz}x—.’
1J1 1J;

FIM DO SE

Calcular o incremento de deslocamentos: AU;. = A/lij u’t+u,;

Calcular o incremento de deformagoes Ae; ;

Atualizar as coordenadas;

Calcular o incremento do vetor de forgas internas Af j’ ;
Atualizar o fator de carga A, =4, +A1;

Calcular o vetor residuo: sij = /1ijP* —f; ;

Calcular: rol_res = || s; WA /1'le* Il

FIM DO ENQUANTO (continua-se o lago caso fol_res > tol);
FIM DO ENQUANTO (continua-se o laco caso A< 4

max )

Fim do processo incremental / iterativo.
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6 REVISAO SOBRE ANALISE DINAMICA LINEAR E NAO-LINEAR

6.1 INTRODUCAO

A equacdo de equilibrio dinamico em termos dos deslocamentos representa um
sistema de equacdes diferenciais lineares de segunda ordem. No presente trabalho esta
equacdo € resolvida por métodos de integracdo direta, gerando a resposta dinamica
linear de um problema em elementos finitos. Nos métodos de integracdo direta, as
equacdes sdo integradas através de procedimentos numéricos do tipo passo-a-passo, sem
necessitar cdlculo prévio das caracteristicas dindmicas da estrutura, como freqiiéncias e
modos de vibragdo. A equacio de equilibrio dindmico vem dada por:

MU+CU+KU=P (6.1)
onde M € a matriz de massa, C a matriz de amortecimento, K a matriz de rigidez, P o
vetor de forcas externas e U, U e U sdo os vetores de deslocamentos, velocidades e
aceleracdes, respectivamente.

O presente estudo utiliza tanto o método implicito de Newmark, onde a obtencdo
do estado no instante t+ At requer a solucdo de um sistema de equagdes, como o
método explicito de Taylor-Galerkin, onde o estado do sistema no instante t+ At pode
ser expresso em termos do estado no instante . Apesar das restrigdes em relacdo ao
intervalo de tempo dos métodos explicitos, estes t€m a vantagem de consumirem pouca
memoria e serem mais rapidos para executar um intervalo de tempo.

Além dos dois métodos citados acima, trabalhou-se também com o método de

Taylor-Galerkin num esquema implicito, onde as varidveis do problema, ao invés dos

deslocamentos, sdo as componentes da quantidade de movimento (pv,). Com isso,

torna-se a solugcdo mais atrativa para problemas de interacdo fluido-estrutura. Deve-se
observar que, com esse método pode-se também chegar aos deslocamentos e

aceleragdes, s6 que agora a partir das velocidades.

6.2 METODO DE NEWMARK

O método de Newmark parte da hipétese de que a aceleragdo entre os intervalos

t e t+At varia linearmente, sendo assim, possivel obter uma série de equacdes que
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vinculam os vetores de deslocamentos com os de velocidade e aceleragdo. Desta forma,

tem-se:

H="U+[(1-6) U+ “U) Ar (6.2)
HAU="U+ ’UAH[G—aj U+a ”A’I"J} At? (6.3)

onde d e a sdo pardmetros que podem ser determinados de forma a obter precisio e
estabilidade na integragcdo. Na sua proposta original, como método incondicionalmente
estdvel para problemas lineares, Newmark adotou os valores 0=Y2¢ o= .
A equagdo do movimento, Eq. (6.1), no instante t+ At resulta:
M “U+C"™U+K "U=""P (6.4)
Da Eq. (6.3) se obtém " U em termos de " U e, substituindo esta expressio

resultante na Eq. (6.2), tem-se U em termos de "“*U. Introduzindo estas duas

equacdes na Eq. (6.4), obtém-se uma equagdo na forma:
K AN = r+Atf) (65)

na qual os coeficientes de K sdo constantes e "' P depende apenas das forcas externas
em t+At e do sistema (deslocamento, velocidade e aceleragdo) no instante t. Através
de um procedimento implicito, ja que para cada intervalo de tempo € necessario resolver
a Eq. (6.5), obtém-se o vetor de deslocamentos em t+ At.

O algoritmo completo do esquema de integracio de Newmark, adaptado de

Bathe (1996), é dado na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Solugdo passo-a-passo usando o método de integracio de Newmark

(Duarte Filho, 2002).

A. Cdlculos iniciais:

1. Formar a matriz de rigidez K e a matriz de massa M.

2. Determinar °U em fungio de °U e °U (valores iniciais de deslocamento e
velocidade) .

3. Escolher At e pardmetros ae dtal que:
62050; a=025(0.5+6);

4. Calcular as seguintes constantes:
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a4:g—1; a5=%(§—2); 06:At(l_5); a; =6Ar.

5. Calcular a matriz K : K =K +a,M +4,C.

6. Triangularizar K : K =LDL.

B. Para cada intervalo de tempo:
1. Calcular o vetor de cargas efetivas no tempo t+ At:
= ’+A’P+M(aO’U+a2’U+a3’ﬁ)+C (a1’U+a4’U+a5’ﬂ)
2. Resolver por retro-substitui¢do no tempo t+ At:
LDL" "~U=""*P
3. Calcular as aceleragdes e velocidades no tempo t+ At:

t+AtI"J:ao(t+AtU_tU)_a2tU_a3tI"J

r+ArU: tU+a6rﬁ_a7t+ArI"J

6.3 METODO DE TAYLOR-GALERKIN EXPLICITO

Parte-se da equagdo de equilibrio dindmico, que é dada por:

0 0 -
_(pvz)__o-lj+ 1(pvz)_bz =0 (l,]:15253)emv (66)
ot ox; P
com as condi¢des de contorno:
v,=v, (i=1,23)emsS, 6.7)
on, =t (i,j=123)emS, (6.8)
e as condigdes iniciais:
u,=u' (i=123)emV (6.9)
v,=v! (i=123)emV (6.10)

2 . ~ 0 e
onde u; é a componente do vetor deslocamento U na dire¢do x;, sendo u;” o valor inicial
L . Co 0
desta componente; v; € a componente do vetor velocidade v na dire¢do x; e v;" o valor

inicial desta componente; 0; sd0 as componentes do tensor de tensdes; b; sdo as

componentes do vetor de for¢as de volume; p é a massa especifica; ¥ € um coeficiente

de amortecimento; ¢ € a varidvel temporal; V é o dominio em estudo; v, sdo os valores

prescritos das componentes de velocidade na parte S, do contorno; 7, é a componente
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do vetor de forcas de superficie na parte S, do contorno, cuja normal dirigida para fora
do dominio num ponto genérico forma com os eixos globais angulos cujos cossenos de
dire¢do sdo dados por n;: e, por dltimo, S, U S5 = S, onde S € o contorno total do
dominio V.

Depois de se fazer a discretizag@o no tempo e no espaco realizado por Schulz
(1997), chega-se a seguinte equagao:

At

AMpV)"'=——M,H (6.11)
78
onde M, € a matriz de massa diagonal e
XAt
=T —+l=y+l 6.12
V=" Y (6.12)
sendo:
_ w2 27 n ntl/2

H =, (U™ -2M, (p V) +P (6.13)

Depois de montar, aplicar as condicdes de contorno e resolver a Eq. (6.11),

pode-se calcular:

n+ 1 n n+
vit=_llo vy valpvy] (6.14)
U”:W+%W”+W) (6.15)
Para preservar a estabilidade numérica, pode-se utilizar a condicao:
Ar < At zai, com <1

eri % (6.16)

onde Ax é uma dimensfo caracteristica do elemento, £ e p sio moédulo de

elasticidade e massa especifica, respectivamente, e & ¢ um coeficiente de seguranga. O

algoritmo completo é apresentado na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 — Algoritmo de Taylor-Galerkin explicito para casos lineares (Duarte Filho,

2002).

a) Calcular 7 =(n+1)Ar (ciclo de tempo);

b) Montar as matrizes M, e os vetores P;

c) Calcular: U™ =U"+ %V" ;

45



d) Calcular o vetor de forgas internas em ¢ + % Cf

int ’

e) Calcular: H=f, (U)"+1/2 _2A_7;MD (p V)” iy T

f) Calcular:  A(p V)™ = —%MDI H;

2) Calcular o vetor velocidades em ¢+ At: V™' = 1 [(p V) +A(p V)"H],
0

e aplicar as condigdes de contorno correspondentes.

h) Calcular o vetor de deslocamentos em 7+ Ar: U™ =U" + % (V G ),

e aplicar as condi¢gdes de contorno correspondentes.

1) Se r(t retornar ao passo (a), em caso contrario ir ao passo (j)

total °

) Fim do processo.

6.4 METODO DE TAYLOR-GALERKIN IMPLICITO

Partindo novamente da Eq. (6.6), chega-se numa expressdo equivalente a Eq.

(6.5), que é expressa da seguinte forma:
K HA[A(pV) — t+At1’5 , (617)
onde p € a massa especifica, V é a velocidade e A(pV) representa a incognita da

equacgdo a cada passo.
Na Tabela 6.3 é apresentado o algoritmo para o método de Taylor-Galerkin

implicito.

Tabela 6.3 — Solugio passo-a-passo usando o método de Taylor-Galerkin implicito.

B. Cdlculos iniciais:

1. Formar a matriz de rigidez K e a matriz de massa M.

2. Determinar °U em funcdo de °U e °U (valores iniciais de deslocamento e
velocidade) .

3. Escolher At, e para 0=1/2 e a=1/4, calcular as constantes:
4 2 4

—a,=—;a,=—
AT AT At

a, =
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4. Calcular a matriz K : K=K +a,M +a,C.

5. Triangularizar K : K=LDL .

B. Para cada intervalo de tempo:

1. Calcular o vetor de cargas efetivas no tempo t+ At:
A ZA—’) [~ p+P-K(2'U+ArT)-2C"U]
t
2. Resolver por retro-substitui¢do no tempo t+ At:

LDLT HAtA(pV) — t+At13
3. Calcular os deslocamentos e aceleragdes no tempo t+ At:
t+Ar
H—AIV: IV+ A(p‘i)
P

t+ArU — tU+%(tV+t+ArV)

t+ArI"J :ao(r+Ar U_rU)_aer_rU ou t+ArV :ao(t+Ar U_rU)_azrV_tV

6.5 ANALISE DINAMICA NAO-LINEAR

A determinagdo da resposta dinamica ndo-linear pode ser interpretada como a
unido das consideracgdes feitas sobre ndo-linearidade geométrica, com os procedimentos
da andlise dinamica linear.

Em muitos sistemas estruturais a ndo-linearidade geométrica resulta numa
diminuicdo de rigidez, isto é, numa reducio das freqii€ncias instantdneas com o tempo.
Nestes casos, quando as condi¢des de estabilidade sdo satisfeitas com relagdo ao sistema
linearizado, a estabilidade da integracdo no sistema nao-linear é automaticamente
assegurada. Porém, deve-se ter muita ateng@o para casos em que ocorre o contrario, ou
seja, quando a ndo-linearidade implica em aumento de rigidez do sistema (caso de
placas finas devido ao efeito de membrana, ou de vigas em balanco).

Da mesma forma que na andlise dindmica linear, trabalhou-se com o método de
Newmark e o método de Taylor-Galerkin explicito e implicito para integracdo no
tempo.

Na Tabela 6.4, mostra-se o algoritmo implementado por Duarte Filho (2002)

para solucdo das equagdes dinamicas pelo método de Newmark:
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Tabela 6.4 — Solucdo passo-a-passo do sistema ndo-linear através de Newmark (Duarte

Filho, 2002).

A. Cdlculos iniciais:
1. Determinar °U em fungdo dos vetores de deslocamento e velocidade iniciais °U e
°U

2. Escolher At, TOL, pardmetros e de calcular as constantes:

— 1 . — 5 . a—_l
O an?’ N aAr’ 2 aAt’
1 o o
a, =—; a, =—; a,,=At| —-1
Y 2a ol " (20{ j

B. Para cada intervalo de tempo:

1. Calcular a matriz ‘K : ‘K="K +a,M + a,C .

2. Triangularizar K : K =LDL’.

3. Calcular o vetor de cargas efetivas no tempo t+ At:

’+A’f’:t(’U,’+A’P)+M(a2’U+ aS’U)+C(a9’U+ alO’U)
onde: t(uP)="*P-{M U+C U+t ("U)}

nt

4. Resolver por retro-substituicao no tempo t+ At :
LDL' AU = "*P
5. Atualizar as aceleragdes, velocidades e deslocamentos em t + At :
“U="U-a,'U-a,'U+a,AU
“U="U-a,'U-aq,,'U+aAU
“MU="U+AU
6. Calcular o vetor de carga residual:

E(H-AIU’H—AIP): t+AtP_{M t+AtI"J+C t+AtU+f_ (t+AtU)}

nt

(*~u)=tf_("U)+aAf,, (AU).

nt

onde: f.

nt

t+At P

7. Checar convergéncia: se ” t H/ ‘ <TOL, ndo precisa iteracdes, repetir passos de

1 a 7 para o préximo passo de tempo. Caso contrario, proceder como indicado no item C.

Aqui, || . || denota a norma Euclidiana.

C. Para cada iteracdo k dentro do intervalo de tempo:
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1. Se desejado, atualizar a matriz K e triangularizar (passos 1 a 3 do item B).
2. Calcular: LDL" 8U =t
3. Atualizar as aceleracdes, velocidades e deslocamentos:
HNUkH = HAIUk +a,0U
t+AtUk+l — t+AtUk +éIJ

4. Calcular o vetor de carga residual como no passo 7 do item B.

t+At P

5. Checar convergéncia: se ” t H/ ‘ <TOL, ir para o préximo passo de tempo, caso

contrdrio, ir para a proxima iteracao k (passo 1 do item C).

O algoritmo do método de Taylor-Galerkin explicito para andlise ndo-linear é

apresentado na Tabela 6.5.

Tabela 6.5 — Algoritmo de Taylor-Galerkin explicito para casos ndo-lineares (Duarte

Filho, 2002)..

a) Calcular 7 =(n+1)Ar (ciclo de tempo);
b) Montar as matrizes M, e os vetores P;
At

c) Calcular:  U™? =U" +7V" ;

d) Calcular o incremento de deformagdes, tensdes e forgas internas:

n+l/2 n+l/2 n+l/2
Ae"™'", Ac e Af, 7

e) Calcular: £, """ =f_" +Af, """,

f) Calcular: H=f, """ —%MD (p V) +Pm2;
t

) Calcular:  A(p V)™ =— Ar M H;

h) Calcular o vetor de velocidades em ¢+ At: V"' = 1 [(,0 V) +A(p V)™ ],
P

e aplicar as condi¢gdes de contorno correspondentes;

i) Calcular o vetor de deslocamentos em 7+ Az: U™ =U" + %(V"+1 +V”" ),
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e aplicar as condi¢gdes de contorno correspondentes;
7) Calcular: AU =U"" -U";

k) Calcular: Ae™, Ac™"' e Af,"";

n+l

D Atualizar o vetor de deformacdes: €' =g" + Ae"" ;
m) Atualizar o vetor de tensdes: 6" = 6" + Ac"";

n) Atualizar o vetor de forcas internas: f, "' =f, " +Af, "

nt nt

0) Se t(t retornar ao passo (a), em caso contrdrio ir ao passo (p);

total °

p) Fim do processo.

O grande inconveniente dos esquemas explicitos € a severa restricdo em relacdo

ao intervalo de tempo. Conforme mencionado, para determinar o Af_, do método de

Taylor-Galerkin utiliza-se a Eq. (6.16).
Na Tabela 6.6, tem-se o algoritmo do método de Taylor-Galerkin implicito para

analise ndo-linear.

Tabela 6.6 — Solucdo passo-a-passo do sistema ndo-linear através de Taylor-Galerkin

implicito.

A. Cdlculos iniciais:
1. Determinar °U em funcdo dos vetores de deslocamento e velocidade iniciais °U e
°U.
2. Escolher At, TOL, e calcular as constantes (para 0=1/2 ¢ a=1/4):
4 2 4

a, = 4 =——5 4,

At? At T A

B.Para cada intervalo de tempo:
1. Calcular a matriz ‘K : 'K='K + a,M + a,C .
2. Triangularizar K : K =LDL.
3. Calcular o vetor de cargas efetivas no tempo t+ At:
v p o g [P T+ C U+, (U]t a, MV - 2K (V)
4. Resolver por retro-substituicao no tempo t+ At:

LDL’ AU = “~P
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5. Atualizar as aceleragdes, velocidades e deslocamentos em t + At :

t+Ar
t+AtV: IV+ A(p‘z)

P
t+AtU — IU+%(IV+I+AtV)
t+AtI'j :aO(HAt U_tU)_aztU_tU ou t+AtV :aO(HAt U_tU)_ath_tV
6. Calcular o vetor de carga residual:

E(H-AIU’H-AIP):alp[H-AIP_{M IU_'_C rU+fint(tU)}]

onde: f.

nt

(**u)=t,(U)+at,

nt

(AU).

t+At P

7. Checar convergéncia: se ” t H/ ‘ <TOL, ndo precisa iteragdes, repetir passos de

1 a 7 para o préximo passo de tempo. Caso contrario, proceder como indicado no item C.

Aqui, || . || denota a norma Euclidiana.

C. Para cada iteracdo k dentro do intervalo de tempo:
1. Se desejado, atualizar a matriz K e triangularizar (passos 1 a 3 do item B).
2. Calcular: LDL' 8U =t

3. Atualizar as aceleracdes, velocidades e deslocamentos:

t+At
t+AtV — IV + A(pv)
P
t+At
r+AtU — rU+£{ A(pV)J
2 p

t+AtI"J :aO(HAt U_tU)_aztU_tI"J ou t+AtV :aO(HAt U_tU)_ath_tV
4. Calcular o vetor de carga residual como no passo 7 do item B.

t+At P

5. Checar convergéncia: se ” t H/ ‘ <TOL, ir para o préximo passo de tempo, caso

contrdrio, ir para a proxima iteracdo k (passo 1 do item C).
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7 APLICACOES NUMERICAS

7.1 INTRODUCAO

Como o elemento finito empregado foi desenvolvido para evitar travamento de
cisalhamento e volumétrico, testou-se uma série de problemas tipo (benchmark tests)
envolvendo flexdo de placas e cascas finas. Para demonstrar a aplicabilidade do
elemento estudado no campo ndo-linear, este foi comparado com resultados de
publicacdes que empregam diferentes tipos de elementos de casca.

O pré e pos-processamento dos exemplos analisados foram realizados usando o
software GiD®. Sio apresentados primeiro exemplos estdticos lineares e ndo-lineares.
Na seqiiéncia, mostram-se os exemplos dindmicos lineares e ndo-lineares. Além dos
exemplos abaixo, outros também foram resolvidos para se ter uma melhor

confiabilidade na teoria empregada.
7.2 EXEMPLOS ESTATICOS LINEARES
7.2.1 Viga engastada livre [45,-45]s

A presente simulag@o € a de uma viga laminada engastada livre representada na
Figura 7.1. As propriedades do material e a geometria sdo dadas na Tabela 7.1. Para a
solu¢do do problema foi gerado uma malha de 160 elementos, tendo 40 elementos ao
longo do comprimento e 4 elementos ao longo da espessura (20x2x4).

Como o laminado tem quatro laminas ao longo da espessura, a malha
apresentada divide exatamente na unido das laminas, visto que os angulos das fibras

variam de lamina para lamina.
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Figura 7.1 — Viga laminada engastada-livre.

Tabela 7.1 — Propriedades do material, geometria e carregamento para a viga laminada

engastada livre.

E, 1,379 x 10° kN/m?
Modulos de Elasticidade g

E,, E; 1,448 x 10° kN/m?
Médulos de Corte Gns, G31, Giz 5,86 x 10" kKN/m?
Coeficientes de Poisson  va3, V31, V12 0,21
Comprimento L 10 m
Largura B I m
Espessura h 0,1479 m

O grifico da carga-deslocamento no extremo livre da viga é apresentado na
Figura 7.2, a diferenca em relag@o aos resultados de Masud et al (2000) ficou em torno
de 3%, que também trabalhou com uma malha de 20x2x4 elementos hexaédricos 3-D,

que foram formulados por Liu et al (1998).
7.2.2  Placa ortotrépica simplesmente apoiada [0,90,0,90]

A Figura 7.3 apresenta uma placa simplesmente apoiada com duas malhas, a
primeira com elementos regulares e a segunda com elementos distorcidos. A placa é

formada por quatro laminas e submetida a uma pressdo uniforme. Devido a simetria,

somente um quarto da mesma foi modelada.
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Na Tabela 7.2, sdo apresentados os dados geométricos, bem como as

propriedades do material.

160

—e&— Presente trabalho-linear
—#— Masud 2000-linear

120 -

80

Carga (kN)

40 -

o771

0 2 4 6 8 10 12
Deslocamento (m)

Figura 7.2 — Diagrama carga-deslocamento no extremo livre da viga engastada.

A | %@ﬁ%
- - HHiRE

a a
Malha Regular Malha Irregular

Figura 7.3 — Placa ortotropica simplesmente apoiada.
As duas malhas sdo de 8x8x4 elementos hexaédricos, sendo que os resultados
sdo comparados com os de Liao e Reddy (1987), que modelaram com elementos

degenerados de casca com nove nds. Pode-se observar na figura 7.4 uma boa correlagio

entre os resultados, ficando as diferencas inferiores a 5%.
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Tabela 7.2 — Propriedades do material e dados geométricos para a placa ortotrépica

simplesmente apoiada.

E, 2,07 x 10* MPa
Modulos de Elasticidade 3

E,, E3 8,83 x 10° MPa
Modulos de Corte Gi2, Gi3, Gos 2,55 x 10° MPa
Coeficientes de Poisson  va3, Vi3, Vi2 0,32
Comprimento a 0,305 m
Espessura h 0,0035 m

15,0 1 _o_Presente Trabalho (malha regular)
| —=—Reddy (1987)
| —a—Presente Trabalho (malha irregular)
;a ,
= 10,0 1
S ,
o 4
e
-ko 7
18 b
g 5,0
x ,
0,0 T T T T T T T T T T T 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

Deslocamento central*100 (m)

Figura 7.4 — Diagrama pressdo-deslocamento central na placa simplesmente apoiada

submetida a uma pressdo uniforme.
7.2.3  Casca cilindrica laminada com extremos livres [0,90]

Esta simulacdo consiste de uma casca cilindrica, submetida a duas cargas
pontuais com sentido oposto, como é esquematizado na Figura 7.5. O laminado é

formado por duas laminas alinhadas em [0/90], com relacdo aos eixos do cilindro. As

propriedades do material encontram-se na Tabela 7.3.
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Figura 7.5 — Cilindro laminado com extremos livres.

Aproveitando-se da simetria do problema, foi modelado apenas um oitavo da
casca, sendo utilizada uma malha de 16x8x2 elementos. Os resultados obtidos foram
comparados com a solucdo de Masud et al (2000), que utilizou a mesma malha

(16x8x2) e o elemento formulado por Liu et al (1998), ver Figura 7.6.

Tabela 7.3 — Propriedades do material e dados geométricos da casca cilindrica laminada

com extremos livres.

E, 3,05 x 10" kN/m?
Modulos de Elasticidade 4

Ez, E3 1,05 x 10" kKN/m?
Moédulos de Corte G, G135, Gz 4,00 x 10° kKN/m?
Coeficientes de Poisson  va3, Vi3, Vi2 0,3125
Raio R 4,953 m
Comprimento L 10,35 m
Espessura h 0,094 m

7.2.4  Placa engastada sob pressdo uniforme [0/90/90/0]

Neste exemplo tem-se uma placa engastada nos quatro cantos (Figura 7.7),
possuindo uma laminacdo “cross-ply” [0/90/90/0], submetida a uma pressao uniforme.
Devido a simetria, apenas um quarto da mesma foi analisada com uma malha de
10x10x4 elementos hexaédricos. Os dados geométricos, bem como as propriedades do

material sdo apresentados na Tabela 7.4.
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14,0 -

12,0 ’ —e— Presente Trabalho

10.0 { —=—Masud, Tham e Liu (2000)

8,0 -

Carga (kN)

6,0
4,0 -

2,0 1

0,0 =

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0

Deslocamento no ponto de aplicacao de P (m)

14,0

livres.

Figura 7.6 — Diagrama carga-deslocamento para o cilindro laminado com extremos

Neste exemplo observa-se o comportamento dos resultados para Mddulos de

ficando a diferenca entre os resultados de aproximadamente 2%.

Y
A

Figura 7.7 — Placa com laminag¢@o “cross-ply” engastada.

Elasticidade quase iguais e uma espessura bem pequena, sendo comparada (Figura 7.8)

com a solu¢do de Reddy (1987), que resolveu com elementos degenerados de casca,
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Tabela 7.4 — Propriedades do material e dados geométricos para a placa engastada.

E, 1,260 x 10* MPa
Modulos de Elasticidade .

E,, E; 1,263 x 10° MPa
Modulos de Corte G2, Gis, Gz 2,551 x 10> MPa
Coeficientes de Poisson  va3, Vi3, Vi2 0,32
Comprimento a 0,305 m
Espessura h 0,00244 m

15,00 -

—e— Presente Trabalho
—=— Reddy 1988

_.

o

o

S
L

Pressao*1000 (MPa)

5,00 -

o001 —— — ‘
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

Deslocamento central*100 (m)

Figura 7.8 — Diagrama pressdo-deslocamento central da placa engastada sob pressdo

uniforme.
Observa-se que a comparacdo dos resultados sdo bastante proximos, com

diferencas pequenas, constatando-se, que para a andlise estdtica linear, a teoria

empregada estd bem adaptada.

58



7.3 EXEMPLOS ESTATICOS NAO-LINEARES

7.3.1 Cilindro isotropico com extremos livres

A Figura 7.9 apresenta um cilindro tracionado por um par de forcas radiais P.

Devido a simetria, um oitavo da casca € analisado. As propriedades do material sao
apresentadas na Tabela 7.5. Para 0 MCDG empregou-se A4} =0,001 e 4, =1.

Este exemplo, embora seja constituido por um material isotrépico, é testado em
funcdo de que no trabalho de Duarte Filho (2001) ndo foram obtidos resultados
totalmente satisfatérios. Além disso, constitui um caso adequado para verificar a
potencialidade do esquema de andlise estdtica com nao-linearidade geométrica.

Na Figura 7.10 é apresentada a configuracdo deformada, para uma carga de

P=40200, sendo representado um oitavo da casca analisada.

Tabela 7.5 — Propriedades do material e dados geométricos para a casca cilindrica

isotropica tracionada (Foram utilizados os mesmos valores da referéncia, sem unidades).

Moddulo de Elasticidade E 1,05 x 10
Coeficiente de Poisson Y 0,3125
Comprimento L 10,35
Espessura h 0,094
Raio R 4,953

_
<S>
SN
SISO
S N E N e e e uE T
S St g u e e s u L
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= “““““‘

Figura 7.9 — Geometria da casca cilindrica isotrdpica.
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Figura 7.10 — Configuragdes deformadas reais do cilindro para P=40200.

Na Figura 7.11 € mostrada a configuracio deformada do cilindro para uma carga
de 59600 retirada de Jiang e Chernuka (1994). Segundo Jiang e Chernuka (1994), pode-
se dividir a resposta da estrutura em duas fases: fase inicial caracterizada por grandes
deslocamentos e grandes rotagdes associados com a rigidez a flexdo; fase final
caracterizada por uma resposta extremamente rigida associada com a rigidez de
membrana da casca. Na transicdo entre estas duas fases ocorre uma flambagem

localizada, representada pela pequena descontinuidade na curva para o ponto A.

Figura 7.11 — Configurag@o deformada de todo o cilindro para P=59600.
FONTE: Jiang e Chernuka, 1994.

Foi utilizada uma malha de 16x24x4 elementos para o presente trabalho. Na
Figura 7.12 sdo mostradas as curvas carga-deslocamento nos pontos A e B e na Figura

7.13, as mesmas curvas, para o ponto C. Os resultados foram comparados com a
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solugdo de Sze, Liu e Lo (2004), que utilizou uma malha de 16x32x2 elementos de

casca, sendo que a maior diferencga registrada entre as curvas é em torno de 1%.

e
(¢}

—e— Presente Trabalho - ponto A
—=&— Sze, Liu e Lo (2004) - ponto A
—4— Presente Trabalho - ponto B

—»—Sze, Liu e Lo (2004) - ponto B

Forca P*10000
— — N N w w S
o » o » o wu o

o
o

o
o

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
Deslocamentos nos pontos Ae B

Figura 7.12 — Curvas carga-deslocamento nos pontos A e B da casca cilindrica.

45
40 T Presente Trabalho
- —=—Sze, Liue Lo (2004)

35 |
30 &
25 |

20

Forca P*10000

15+
10

05 |

0,0 .- = e e
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
Deslocamento no ponto C

Figura 7.13 — Curvas carga-deslocamento no ponto C da casca cilindrica.
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7.3.2  Viga do exemplo 7.2.1

Depois da andlise linear, este problema serd resolvido considerando a nao-
linearidade geométrica. As propriedades do material e a geometria sdo as mesmas do
Exemplo 7.2.1. A malha utilizada também € a mesma (20x2x4), tanto para o presente
trabalho, como para Massud et al (2000).

Para uma melhor visualizagdo € plotada, na Figura 7.14, a andlise linear
juntamente com as curva ndo lineares. Neste grafico, o eixo das ordenadas aparece
%Pmax, que significa a relacdo entre uma carga P e a carga méaxima de 288 kN.

Observa-se uma diferenca minima entre os resultados. Para o MCDG empregou-se

AL =0le A =1.

0,6 -

0,5 1 —e— Presente Trabalho
—&— Massud et al (2000)

0.4 7 —a— Andlise Linear

0,3 ~

%Pmax

0,2 ~

0,1

0,0

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0
Deslocamento (m)

Figura 7.14 — Diagrama porcentagem de carga-deslocamento no extremo livre da viga.
7.3.3  Casca laminada em forma de um semi-cilindro
A Figura 7.15 mostra uma casca semi-cilindrica submetida a uma forca no

extremo médio do perimetro livre. O outro lado curvo estd totalmente engastado. Ao

longo dos lados retilineos, o deslocamento vertical € restringido.
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Figura 7.15 — Casca semi-cilindrica submetida a carga pontual no extremo.

As propriedades do material, bem como as caracteristicas geométricas estdo
contidas na Tabela 7.6.
Os laminados analisados possuem as seguintes seqii€éncias de laminas: [0/90/0] e

[90/0/90], tendo todas as laminas igual espessura. Um angulo € de 0° se as fibras sdo
paralelas a dire¢do longitudinal da casca. Para o MCDG empregou-se A4 = 0,01 e

Ao =1.

max

Tabela 7.6 — Propriedades do material e dados geométricos para a casca semi-cilindrica
submetida a uma carga pontual no extremo livre (Foram utilizados os mesmos valores

da referéncia, sem unidades).

E, 2,07x10°
Modulos de Elasticidade 5

E,, E; 5,171x10
Moddulos de Corte G12, G13, G23 7,956X102
Coeficientes de Poisson  va3, Vi3, Vi2 0,30
Comprimento L 304,8
Espessura h 3,0
Raio R 100,1

Devido a simetria, somente metade da casca é modelada, com uma malha de
20x20x3 elementos hexaédricos. Os resultados obtidos s@o comparados (Fig. 7.16) com
os de Sze, Liu e Lo (2004), que elaboraram sua teoria com elementos degenerados de

casca com quatro nds e utilizaram uma malha de 16x24x1. A maior diferenca registrada
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entre as curvas € em torno de 1%. Na Figura 7.17 € mostrado a configuracao deformada

para a casca com laminacao [0,90,0] sob uma carga de 199.

2,0 1 —e— Presente trabalho - [0/90/0]
—&— Presente trabalho - [90/0/90]
—&— Sze, Liu e Lo (2004) - [0/90/0]

Carga pontual P*100

o0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22
Deslocamento no ponto A*100

Figura 7.16 — Curvas carga-deslocamento para a casca semi-cilindrica com duas

diferentes laminagdes.

Figura 7.17 — Configuracdo deformada para a casca [0,90,0] e carga P de 199.
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7.3.4  Placa do exemplo 7.2.4

A placa engastada com laminagéo [0,90,90,0] do exemplo 7.2.4 € resolvida neste
exemplo com ndo-linearidade geométrica. As propriedades do material sdo as mesmas

da Tabela 7.4 e a geometria encontra-se na Figura 7.7. Para o MCDG empregou-se
A4 =01 e A, =1,5.Foi utilizada uma malha de 8x8x4 elementos hexaédricos.

Na Figura 7.18, além dos resultados linear e ndo-linear, que sdo comparados
com Reddy (1987), que utilizou uma malha 9 elementos degenerados de casca,
encontra-se também um resultado experimental provindo da mesma referéncia.

Observa-se que o resultado do presente estudo aproxima-se mais do resultado

experimental.

15,0 1 —e—Presente Trabalho (ndo-
linear)

1 —=—Reddy (1987)

| —&— Resultado experimental

10,0

5,0 -

Pressao uniforme*103 (MPa)

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Deslocamento central*10 (mm)

Figura 7.18 — Curvas pressao-deslocamento central para a placa do exemplo 7.2.4.

7.3.5 Casca em forma de telha sobre carga concentrada no centro

Esta aplicac@o consiste em uma casca cilindrica articulada nos extremos retos e
com os extremos curvos totalmente livres (Figura 7.19). Sdo considerados os laminados
[0/90/0] e [90/0/90] com duas espessuras diferentes (6,35 e 12,7) para cada laminagao.
Para ressaltar, com um angulo de 0° t€ém-se as fibras orientadas na direcao longitudinal
da casca. Todas as laminas tém a mesma espessura dentro de cada laminado. Uma carga

concentrada atua no centro da placa.
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Devido a simetria, foi analisado somente um quarto da casca. As propriedades

do material encontram-se na Tabela 7.7. Para 0 MCDG empregou-se A/, =0,005 e

X

Figura 7.19 — Casca em forma de telha submetida a uma carga pontual no centro.

Este problema é bem popular devido ao seu comportamento com mudanca de
rigidez bastante acentuado. Em alguns estados intermedidrios, a matriz de rigidez torna-

se singular.

Tabela 7.7 — Propriedades do material e dados geométricos da casca em forma de telha

(Foram utilizados os mesmos valores da referéncia, sem unidades).

Médulos de Elasticidade 3’3“02
Eo, Es 1,1x10
Médulos de Corte G2, Gi3, Gos  6,6x10°
Coeficientes de Poisson  va3, Vi3, Vi2 0,25
Raio R 2540
Angulo 0 0,1 rad
Comprimento L 254
Espessura h 12,7 e 6,35

Para a modelagem foi utilizada uma malha de 10x10x6 elementos. Na figura
7.20, apresenta-se os resultados para a espessura de 12,7, representando as duas

laminagdes. Nas figuras 7.22 e 7.24, sdo apresentadas as configuracdes deformadas para
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as cascas com espessura de 12,7 e 6,35, respectivamente, ambas com laminacdo
[0,90,0]. Os resultados foram comparados com Sze et al (2004), que utilizou uma malha
de 16x16x1 elementos de casca.

Devido a dificuldade de visualizacdo, as curvas com as duas laminag¢des, para a
espessura de 6,35, foram colocadas em graficos diferentes, como € mostrado nas figuras

7.21 e 7.23. A maior diferenca registrada entre as curvas € em torno de 1%.

3,50 1

, —a— Presente trabalho - [0,90,0]
300+  _, Sze, Liue Lo (2004) - [0,90,0]
2,50 I —e— Presente trabalho - [90,0,90]

| —x—Sze, Liu e Lo (2004) - [90,0,90]

2,00 |

1,50 |

Carga P*1000

1,00 |
0,50 1

0,00 &

050

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5

Deslocamento central*10

Figura 7.20 — Curvas carga-deslocamento para a casca de espessura de 12,7, para duas

laminagdes diferentes.
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Figura 7.21 — Curvas carga-deslocamento para a casca de 6,35, laminacao [90,0,90].
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Figura 7.22 — Configuragdo deformada para a casca com laminagédo [0,90,0], espessura

de 12,7 e carga P de 3190.

3,5
—&— Presente Trabalho - [0,90,0]

307 _a—sze, Liu e Lo (2004) - [0,90,0]

2,5
2,0

1,5

Carga P*1000

1,0

0,5

'0,5 T T T T T T T T 1
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5

Deslocamento central*10

Figura 7.23 — Curvas carga-deslocamento para a casca de 6,35, laminacéo [0,90,0].
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Figura 7.24 — Configuragdo deformada para a casca com laminagdo [0,90,0], espessura

de 6,35 e carga P de 3060.
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Observou-se dos resultados deste exemplo, um bom desempenho do Método do
Controle de Deslocamentos Generalizados e demais procedimentos empregados em
modelar o comportamento fortemente ndo-linear desta estrutura. Os fendmenos de
“snap-back” (Figura 5.1) e de uma possivel flambagem apresentados por esta estrutura,
foram detectados bem pelo programa precisando em alguns pontos um nimero maior de
iteracdes para se chegar na convergéncia.

Apesar de o problema ter um alto grau de ndo-linearidade, os deslocamentos
maximos atingidos sdo bem menores do que as dimensdes da telha. A solugdo

apresentada teve boa concordancia com a referéncia em questao.

7.3.6 Casca cilindrica laminada com extremos livres [0,90]

O problema em questdo ji foi analisado considerando linearidade geométrica
(Figura 7.5), sendo as propriedades do material e os dados geométricos sdo 0s mesmos
que estdo contidos na Tabela 7.3.

Aproveitando-se a simetria do problema, foi modelado apenas um oitavo da

casca. Para verificar a validade da formulag@o foi executada uma malha de 16x8x2
elementos. Para 0o MCDG empregou-se A4, =01 e 4, =15.

Foi modelado apenas um oitavo da casca, sendo utilizada uma malha de 16x8x2
elementos. Os resultados obtidos foram comparados com a solugdo de Masud et al
(2000), que utilizou a mesma malha, 16x8x2 elementos hexaédricos, que sdo
apresentados na Figura 7.25, colocando-se a resposta linear junto para ver que a
semelhanca acontece apenas no trecho inicial das curvas, sendo que na medida em que
se aumenta o carregamento ocorre uma diferenca bastante acentuada.

Na Figura 7.26 ¢ mostrado a configuragdo deformada para um oitavo da casca

cilindrica analisada sob uma carga de 22,96 kN.
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200 ] —8— Masud, Tham e Liu (2000)
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Figura 7.25 — Curvas carga-deslocamento linear e nio-linear para o cilindro.

Figura 7.26 — Configuracdo deformada da casca cilindrica para carga de 22,96 kN.
7.3.7 Painel cilindrico sob carga pontual
Como ¢ mostrado na Figura 7.27, um painel cilindrico é submetido a uma carga

pontual no centro. As condi¢des de contorno sdo tais que, os lados curvos estdo livres,

enquanto os lados retos, numa primeira andlise, sdo articulados e, posteriormente, sdo
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engastados. As propriedades do material e os dados geométricos sdo dados na Tabela

7.8. Para 0 MCDG empregou-se AL =01le A, =1.

A

WV

Figura 7.27 — Painel cilindrico submetido a carga pontual.

Trés diferentes laminagdes foram testadas:
. Cross-ply [0/90/0] — 3 1aminas,
. Cross-ply [90/0/90] — 3 laminas,
. Angle-ply [45/-45] — 2 1aminas.

Tabela 7.8 — Propriedades do material e dados geométricos para o painel cilindrico.

Mdulos de Elasticidade 3% 10: Mba
Es, E; 1,1 x 10" MPa
Moddulos de Corte G2, G13, Gy 6,6 X 10° MPa
Coeficientes de Poisson V23, Vi3, Vi2 0,25
Raio R 2,54 m
Angulo B 0,2 rad
Comprimento L L=R*p
Espessura h 0,0126 m

Nas Figuras 7.28 e 7.29 s@o apresentadas os resultados para as trés situacdes
acima descritas para o painel articulado, e nas Figuras 7.30 e 7.31 para o mesmo painel,
agora engastado, sendo comparados com a solucdo de Yeom e Lee (1989), que

utilizaram 9 elementos degenerados de casca com nove nds cada.
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0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5

Deslocamento central*100 (m)

Figura 7.28 — Curvas carga-deslocamento para o painel articulado [90,0,90] e [0,90,0].

Carga pontual P (kN)

3,0 -

2,5 1

1 —e— Presente trabalho - [45,-45]
1 —#—Yeom e Lee (1989) - [45,-45]

Deslocamento central*100 (m)

Figura 7.29 — Curvas carga-deslocamento para o painel articulado [45,-45].
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Figura 7.30 — Curvas carga-deslocamento para o painel engastado [90,0,90] e [0,90,0].

8,0

7,0 1 —e—Presente Trabalho - [45,-45]
6,0 , —=&—Yeom e Lee (1989) - [45,-45]

Forca P no ponto central (kN)

0Lo0————————————————

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5
Deslocamento central*100 (m)

Figura 7.31 — Curvas carga-deslocamento central para o painel engastado [45,-45].
7.3.8 Placa quadrada simplesmente apoiada enrijecida [0,90]
Neste exemplo € analisada uma placa quadrada com enrijecedores simplesmente

apoiada com duas 1aminas [0,90] (cross-ply), ver Figura 7.32, submetida a uma carga
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distribuida uniforme. As propriedades do material sdo apresentadas na Tabela 7.9.

Devido a simetria, foi modelado somente um quarto da placa.

Y
A

2 cm

90\@

90—, 0—[—{n[ ‘
| | n]
< > 0 90— n]
X 0

a

Figura 7.32 — Placa simplesmente apoiada enrijecida.

Pode-se observar que se trata de uma placa bastante fina, a relacdo entre o lado
da placa com sua espessura € aproximadamente 384. Na solu¢do do problema,
empregaram-se duas malhas, a primeira sendo 10x10x4 e outra de 20x20x4 elementos.

Ambas as malhas geraram resultados quase idénticos

Tabela 7.9 — Propriedades do material e dados geométricos da placa simplesmente

apoiada com enrijecedores.

E, 1,758 x 10° MPa
Moddulos de Elasticidade 3

E,, Es 7,031 x 10° MPa

G2, Gis 3,5155 x 10° MPa
Moédulos de Corte 3

Gy3 1,4062 x 10° MPa
Coeficientes de Poisson  v»3,Vi3, Vi2 0,25
Comprimento a 2,438 m
Espessura h 0,00635 m

O enrijecedor foi modelado também com elementos hexaédricos, ndo sendo feita

nenhuma hipétese de viga ou algo semelhante, sendo a estrutura inteira analisada com a

mesma teoria. Para 0 MCDG empregou-se A4 =0,01e A =1.
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Na figura 7.33 sdo apresentados os diagramas pressdo-deslocamento no ponto
central da placa, para a condicdo ndo-enrijecida e enrijecida, respectivamente. Para a
primeira condi¢do foram realizadas duas malhas (10x10x4 e 20x20x4). Como a soluc¢do
foi muito parecida, ndo houve necessidade de um refinamento para a placa enrijecida.

Pode-se observar que os resultados obtidos s3o compardaveis a solucdo
apresentada por Liao e Reddy (1987), que trabalharam com elementos degenerados de

casca. Na Figura 7.34 é mostrado a configuracdo deformada para um quarto da placa

enrijecida sob uma pressao de 190 N/m?2.

2,0
1+ —e—Presente trabalho - ndo enr. (10x10x4)
| —m—Presente trabalho - ndo enr. (20x20x4)
1 —a&—Liao e Reddy(1987) - nao enrijecido
E 1.5 | —x—Presente trabalho - enrijecido
= 1 —%—Liao e Reddy(1987) - enrijecido
s
[=}
S 1,0 -
S |
[]
T 7
[/)] 4
[7)]
2 4
a 0,5
0,0 ;K T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
Deslocamento central*100 (m)

Figura 7.33 — Curvas pressdo-deslocamento central para a placa com e sem enrijecedor.

Figura 7.34 — Configuracao deformada para 4 da placa enrijecida sob uma pressdo de

190 N/m?2.
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7.3.9 Placa quadrada laminada sobre pressdo uniforme

Uma placa quadrada com laminagdo [90,0] sobre carga distribuida uniforme é
analisada neste exemplo (Figura 7.35). As propriedades do material (grafite/epdxi)

encontram-se na Tabela 7.10.

a

Figura 7.35 — Placa com laminacdo “cross-ply” [90,0].

Tabela 7.10 — Propriedades do material e dados geométricos para a placa laminada.

E, 1,38 x 10° MPa
Moédulos de Elasticidade 3

E,, E; 9,65 x 10° MPa

G2, Gi3 4,83 x 10 MPa
Modulos de Corte 3

Go3 3,45 x 10° MPa
Coeficientes de Poisson  v»3, Vi3, Vi2 0,30
Comprimento a 0,23 m
Espessura h 0,001 m

Duas condicdes de contorno diferentes foram consideradas: simplesmente
apoiada e engastada. Devido a simetria da geometria e do carregamento, somente um

quarto da placa foi modelada com uma malha de 10x10x4 elementos. Para o MCDG
empregou-se AL =0,01e 4 =1.
Na Figura 7.36 € apresentado os resultados para o deslocamento central na placa,

segundo as duas condi¢des de contorno, sendo comparados com a solucdo de Yeom e
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Lee (1989), que trabalhou com uma malha de 9 elementos degenerados de casca.

Observa-se que as curvas apresentam caracteristicas bastante semelhantes.

10,0 4 —e— Presente Trabalho - s. apoiada

] —a—Yeom e Lee (1989) - s. apoiada

9,0 -

1 —=— Presente Trabalho - engastada
< 8,01 ——Yeom e Lee (1989) - engastada
a ]

S 70
o ]
o ]
2 60
o 1
E 50
2 1
S 4,0
9 1
D 3,0 -
(%) ]
o ]
o 2,0 b
10
0,0 > T T T T T T T 1
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Deslocamento central*100 (m)

Figura 7.36 — Curvas pressido-deslocamento para a placa simplesmente apoiada e

engastada.
7.4 EXEMPLOS DINAMICOS LINEARES
7.4.1 Placa laminada sob duas condicoes de contorno [0,90]
Uma placa com duas laminas (0,90) estd sob a agdo de uma carga distribuida
uniforme de 0,025 MPa, que foi aplicada subitamente (Figura 7.37), sob duas

condicdes: engastada e simplesmente apoiada. Foi utilizada uma malha de 10x10x4

elementos hexaédricos para as duas condi¢des de contorno.
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Figura 7.37 — Placa laminada simplesmente apoiada e engastada.

ndo é considerado.

As propriedades do material, bem como os incrementos de tempo para o método

de Newmark e de Taylor-Galerkin explicito sdo dados na Tabela 7.11. O amortecimento

Tabela 7.11 — Propriedades do material, dados geométricos e intervalos de tempo.

Moédulos de Elasticidade

Es, Es
Moédulos de Corte Gi2, Gi3, G3
Coeficientes de Poisson Va3, Vi3, Vi2
Densidade p
Comprimento a
Espessura h

At (Newmark)

Incrementos de tempo
At (T.G. explicito)

5,25 x 10° MPa
2,1 x 10" MPa
8,4 x 10° MPa
0,25

8,0 x 10* Ns?/m*
0,25 m

0,05 m
5x10°s
5x107s
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As Figuras 7.38 e 7.39 apresentam os resultados obtidos para cada condicdo de
contorno. Na situagdo em que a placa encontra-se engastada, foram utilizados os
algoritmos de Newmark e Taylor-Galerkin explicito, ficando os resultados bastante
semelhantes aos de Mukhopadhyay e Goswami (1996), que utilizou uma malha de 9
elementos degenerados de casca. J4 na condi¢do apoiada, observou-se uma diferencga
um pouco mais acentuada nas curvas deslocamento por tempo em relagdo a referéncia
utilizada, sendo que esses resultados s@o provenientes do método de Newmark e Taylor-

Galerkin implicito.

7.4.2  Casca cilindrica laminada enrijecida

A presente formulacdo foi também verificada na resolugdo do problema de uma
casca cilindrica enrijecida como ¢ mostrado na Figura 7.40. A orientacdo da casca é de
[90,0,0,90] e a do enrijecedor é [0,0]. A condi¢do de contorno para o problema é
considerada como simplesmente apoiado em todos os lados e o passo de tempo

escolhido foi de 2,5 ps. As propriedades do material encontram-se na Tabela 7.12.

0,7 1 —=&— Presente Trabalho - Newmark
] —e— Presente Trabalho - Taylor-Galerkin explicito
—— Mukhopadhyay e Goswami (1996)

0,6 1

Deslocamento central*10A5 (m)

Tempo (us)

Figura 7.38 — Curva deslocamento central - tempo para a placa engastada.
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0,7

—=— Presente Trabalho - Newmark e T.G. implicito
—e— Mukhopadhyay e Goswami (1996)

0,6

0,5

0,4

Deslocamento central*10/5 (cm)
o
w

0,2
0,1
0,0 T T T T T T T T T T T T T T T T T
50 100 150 200 250
-0,1
’ Tempo (us)

Figura 7.39 — Curva deslocamento central - tempo para a placa simplesmente apoiada.

Figura 7.40 — Casca enrijecida laminada

Este exemplo é de grande importincia, j4 que é analisada a presenca de um
enrijecedor incorporado a casca, que auxilia na diminuicdo das vibracdes. Este, por sua
vez, foi também analisado com elementos hexaédricos, ndo utilizando qualquer outra
teoria extra para modelé-lo.

O carregamento que foi considerado na andlise é de uma pressdao uniforme de

intensidade 0,10 MPa, aplicada repentinamente e o amortecimento nédo foi considerado.
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Tabela 7.12 — Propriedades do material, geometria da casca cilindrica laminada

enrijecida.

Modulos de Flasticidade S 10j MPa
Es, E; 2,1 x 10" MPa

Médulos de Corte Gi2, Gi3, Gos 1,05 x 10* MPa

Coeficientes de Poisson  va3,Vi3, Vi2 0,25

Comprimento a 0,1 m

Espessura h 0,001 m

Raio R 1,0 m

Densidade p 8,0 x 10* Ns?/m*

A Figura 7.41 mostra a variacdo com o tempo do deslocamento central da casca
cilindrica. Este problema foi comparado com o trabalho de Mukhopadhyay e Goswami
(1996), que utilizou 16 elementos de casca de nove nés. Observa-se que houve uma boa

concordancia de resultados com a referéncia.

5,0 —e— Mukhopadhyay e Goswami (1996)
—a— Presente Trabalho

4,5
4,0
3,5
3,0
2,5
2,0
1,5
1,0
0,5
0,0

Deslocamento central*100 (m)

0 50 100 150 200 250 300

Tempo (ms)

Figura 7.41 — Curva deslocamento central - tempo para a casca.

7.4.3  Placa isotropica simplesmente apoiada

No presente exemplo é modelada uma placa isotropica simplesmente apoiada

sobre pressdo uniforme, cuja geometria encontra-se na Figura 7.37, as propriedades do
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material sdo apresentadas na Tabela 7.13. O carregamento € de 0,025 MPa, aplicado

subitamente. O amortecimento ndo € considerado. Para a presente formulagcdo foi

utilizada uma malha de 8x8x2 elementos hexaédricos.

Tabela 7.13 — Propriedades do material, geometria e carregamento para a placa

isotrépica.
Moddulo de Elasticidade E; 2,1x 10" MPa
Coeficientes de Poisson  va3, Vi3, Vi2 0,25
Comprimento a 0,25 m
Espessura h 0,05 cm
Densidade p 8,0 x 10? Ns2/m*

At (Newmark) 5x10-6s
Incrementos de tempo

At (Galerkin) 5x109s

Na Figura 7.42 encontra-se os resultados obtidos com o método de Newmark e

de Taylor-Galerkin explicito, sendo comparados com a formulacdo de Liao e Reddy

(1987), que trabalharam com 4 elementos degenerados de casca. Observa-se uma boa

correlagdo entre as curvas apresentadas.

2,0 -

2,5 —e— Presente Trabalho (Newmark)
—&— Presente Trabalho (Taylor-Galerkin explicito)
—a&— Liao e Reddy (1987)

Deslocamento central x 103 (cm)

240 320

Tempo (us)

400 480 560

Figura 7.42 — Curva deslocamento central - tempo para a placa isotrépica.
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7.5 EXEMPLOS DINAMICOS NAO-LINEARES
7.5.1 Placa laminada enrijecida (exemplo 7.3.7)

A placa da Figura 7.27 foi analisada pelos métodos dinamicos de Newmark,
Taylor-Galerkin implicito e Taylor-Galerkin explicito, sendo os incrementos de tempo
para os métodos implicitos de 0,002 segundos e 107 segundos para o método explicito,
densidade de 2,547x10% Ns?/m* e a pressdo de 5x10° MPa, aplicado repentinamente. O
amortecimento nao foi considerado.

Como ja foi mencionado no Exemplo 7.3.7, a placa estd simplesmente apoiada,
sendo considerado apenas um quarto da mesma para anélise, devido a simetria. Foram
utilizadas duas malhas (20x20x4 e 10x10x4).

Resultados para a placa enrijecida e ndo-enrijecida sdo mostrados nas figuras
7.43 e 7.44. Obteram-se exatamente as mesmas curvas tanto para o método de Taylor-

Galerkin implicito quanto para o método de Newmark, sendo plotadas apenas uma vez.

1,0 4 —®—Presente Trabalho - Newmark e T.G. implicito (20x20x4)
i —A— Presente Trabalho - Taylor-Galerkin explicito (20x20x4)

E Presente Trabalho - Taylor-Galerkin explicito (10x10x4)

0,8 ] —*—Presente Trabalho - Newmark e T.G. implicito (10x10x4)

1 —e—Liao e Reddy (1987)

Presente Trabalho - Andlise estatica nao-linear

Deslocamento Central*100 (m)

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0

Tempo*100 (s)

Figura 7.43 — Diagrama deslocamento central-tempo para a placa enrijecida.
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1,0 5 —B— Presente Trabalho - Newmark e T.G. implicito (10x10x4)
0,9 ] —%— Presente Trabalho Taylor-Galerkin explicito (10x10x4)
—a&— Liao e Reddy (1987)

0,8 -
] —— Presente Trabalho - Andlise Estatica nao-linear

Deslocamento central*100 (m)

2,0 3,0 4,0 5,0 6,0
Tempo*100 (s)

Figura 7.44 — Diagrama deslocamento central-tempo para a placa ndo-enrijecida.

A presente formulagdo foi comparada com o trabalho de Liao e Reddy (1987),
que utilizaram 9 elementos degenerados de casca. Nota-se uma boa concordancia de

resultados, sendo que as diferengas sdo pouco significativas.
7.5.2  Casca cilindrica laminada sob pressdo uniforme

Uma casca cilindrica com bordas engastadas constituida por duas laminas de
material composto é analisada neste exemplo. A geometria da casca encontra-se

representada na Figura 7.45 e um esquema de laminagdo tipo “angle-ply” [-45,45] foi

adotado. As propriedades eldsticas do material sdo apresentadas na Tabela 7.14.
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pressdo = 1 MPa

277777
L7 77774077
L7 AR

V4
LLTT 777
LI77 777
L7 77772 7ALT
L7 LLTTFAL
.'.'.'.".’é,zz'.'}:z‘,"z‘;
22277502742
AL
5
Z

Figura 7.45 — Casca cilindrica laminada.

Um quarto da casca foi modelada com uma malha de 10x10x4 elementos
hexaédricos. Admitiu-se atuando sobre a estrutura uma pressdo interna de 1,0 MPa.
Adotou-se um incremento de tempo 0,05s e a densidade de 8x10° Ns¥m‘ O
amortecimento ndo foi considerado.

Os resultados obtidos sdo comparados aos resultados de Reddy e
Chandrashekhara (1984), na Figura 7.46, que resolveram o problema com elementos

degenerados de casca.

Tabela 7.14 — Propriedades do material, geometria e carregamento da casca cilindrica

laminada.

E, 2,5x 10’ MPa
Modulos de Elasticidade 6

E,, E; 1,0 x 10° MPa

G2, Gis 5,0 x 10° MPa
Modulos de Corte s

Ga3 2,0 x 10° MPa
Coeficientes de Poisson  v»3,Vi3, Vi2 0,25
Comprimento L 0,254 m
Espessura h 0,00254 m
Raio R 2,54 m
Angulo 0 0,1 rad
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2,0
1,8
1,6
1,4
1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
00 v v :
02 50 100 150 200 250 300 350 400

—e— Presente Trabalho - Newmark
—=— Reddy e Chandrashekhara (1984)

Deslocamento central W*10/A5 (m)

Tempo (ms)

Figura 7.46 — Diagrama deslocamento central-tempo para a casca cilindrica laminada.

7.5.3  Placa isotropica simplesmente apoiada

Este exemplo corresponde a uma placa isotrépica, onde se deseja determinar o
deslocamento central, ao longo do tempo, sujeita a uma carga pulso uniformemente
distribuida q,=0,10 MPa. As propriedades do material estdo apresentadas na Tabela
7.15.

A motivagdo deste caso, embora ndo se trate de um material laminado, foi o de
testar o esquema de Taylor-Galerkin implicito.

A geometria é mostrada na Figura 7.37, sendo o intervalo de tempo empregado

de 10 ps e a densidade de 8x10” Nsm*. O amortecimento nio foi considerado

Tabela 7.15 — Propriedades do material e dados geométricos da placa isotrpica

simplesmente apoiada.

Mobédulo de Elasticidade E 2,1x 10* MPa
Coeficiente de Poisson V23, V13, V12 0,25
Comprimento A 0,25 m
Espessura H 0,05 m
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Na figura 7.47 s@o mostrados os resultados obtidos, sendo comparados com a
formulagcdo de Liao e Reddy (1987), que trabalhou com elementos degenerados de

casca.

18 1 —eo— Presente Trabalho - Newmark
—&— Liao e Reddy (1987)

Deslocamento central W*10A5 (m)

0,0www\\w\\w\\www\wwww\ww\w\\\wwwww\ww\w\
-0,2 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo (us)

Figura 7.47 — Diagrama deslocamento central-tempo para a placa ndo enrijecida.
7.5.4 Casca esférica laminada sob pressdo externa

Analisa-se uma casca esférica simplesmente apoiada constituida por duas
laminas de material composto (Figura 7.48), adotando-se um esquema de laminacdo
[0,90]. As propriedades do material sao mostradas na Tabela 7.16.

Considera-se que p =10° Ns* / m*, At=10"s para o método de Newmark e de
Taylor-Galerkin implicito e uma pressdo externa de 0,01 MPa foi admitida atuando
sobre a estrutura. Ndo foi levado em conta o amortecimento, sendo utilizada uma malha

de 8x8x4 elementos.
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Figura 7.48 — Casca esférica laminada

Tabela 7.16 — Propriedades do material, geometria e carregamento da casca esférica

laminada.

E, 2,5 x 10° MPa
Modulos de Elasticidade 4

E,, E3 1,0 x 10* MPa

G2, Gi3 5,0 x 10° MPa
Moédulos de Corte 3

Ga3 2,0 x 10° MPa
Coeficientes de Poisson  va3, Vi3, Vi2 0,25
Comprimento a 0,50 m
Espessura h 0,01 m
Raio R 10 m

Os resultados obtidos no presente estudo sdo confrontados com a solucdo
apresentada por Reddy e Chandrashekhara (1984) na Figura 7.49, que trabalharam com
9 elementos degenerados de casca. Os métodos de Taylor-Galerkin implicito e de
Newmark deram os mesmos resultados para os deslocamentos ao longo do tempo,

sendo plotado apenas uma vez.
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N
o

—e— Presente Trabalho - Newmark e Taylor-Galerkin implicito
—=— Reddy e Chandrashekhara (1984)

n
o

—_
(&)l
I T T T O S I

Deslocamento central (mm)

0,0 L B LA B R
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0
Tempo (s)

Figura 7.49 — Diagrama deslocamento central-tempo para a casca esférica laminada.
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8 CONCLUSOES E SUGESTOES

Apresentou-se no presente trabalho um modelo numérico para anélise estdtica e
dindmica de placas e cascas de materiais compdsitos laminados. Os procedimentos
utilizados foram testados através de um numero considerdvel de exemplos divulgados
na literatura, sempre buscando aferir a implementacdo computacional do modelo
proposto e em alguns casos mostrar a influéncia de efeitos que naqueles exemplos nio
foram considerados.

Nos trabalhos mais recentemente publicados, observa-se a procura por
elementos mais rapidos e nesse contexto a integracdo reduzida com controle dos modos
esptrios € bastante difundida.

Materiais laminados t€m ganhado grande importincia nas dltimas décadas, ja
que normalmente sdo utilizados em estruturas que necessitam de um comportamento
mais eficiente, onde sdo levados em conta, conjuntamente, aspectos de resisténcia e
peso.

Nas andlises foram testados vérios problemas que envolviam grandes
deslocamentos e grandes rotagdes e reproduziram-se diversos resultados obtidos através
do emprego de elementos de casca cldssicos, o que demonstra a enorme aplicabilidade
do elemento tridimensional estudado.

Na analise dindmica, a coincidéncia dos resultados entre os métodos e a
comparagdo com demais trabalhos indicam que, tanto o método implicito de Newmark,
quanto o método explicito de Taylor-Galerkin foram adequadamente implementados.

Em geral o modelo numérico apresentou um bom desempenho, como sejam boas
caracteristicas de convergéncia e respostas em razodvel concordancia com outras
divulgadas na literatura.

Assim, é possivel afirmar que os objetivos do trabalho foram alcangados,
deixando as seguintes sugestdes para a continuagdo da pesquisa,

e inclusdo da ndo-linearidade fisica ou de um modelo de dano continuo;
e utilizagcdo do programa dindmico para problemas de iteracao fluido-estrutura;
e andlise de vibracgdes livres e flambagem:;

e andlise de falhas (delaminacdo);
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e otimizacdo (respeito ao peso, nimero de laminas, etc...).
Sendo que as dreas descritas sdo praticamente independentes, as sugestdes

podem ser abordadas em seqii€ncia para uma anélise especifica.
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