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Resumo

Neste trabalho analisamos a hipotese de diferenciabilidade da funcéo valor-6timo em
uma classe de problemas de otimizacdo dindmica. A classe de problemas analisada é calculo
variacional com horizonte infinito. O artigo de Benveniste e Scheinkman (1979) ¢é
apresentado de forma detalhada, além disso, seu lema fundamental & generalizado ao
excluirmos a hipotese de concavidade sobre a funcdo auxiliar. Finalmente, aplicamos alguns
resultados estabelecidos por Milgrom e Segal (2002), a fim de obtermos a diferenciabilidade
da funcdo valor-6timo para a mesma classe de problemas, mas de uma nova maneira,

ampliando a analise sobre o tema.



Abstract

In this dissertation we analyzed the differentiability assumption on the valuation
function in a class of dynamic optimization problems. The class of problems is the infinite
horizon calculus of variations problems. The Benveniste and Scheinkman (1979) article is
presented in a detailed way and we generalized its fundamental lemma by exclude the
concavity assumption on auxiliary function. Finally, we apply some results established by
Milgrom and Segal (2002) to obtain the differentiability of the valuation function in the same
class of problems but in another way, amplifying this subject analysis.
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INTRODUCAO:

Decisdes presentes afetam eventos futuros. Entdo é plausivel pensar que os agentes
econdmicos, racionais por hipdtese, estejam, por exemplo, interessados em maximizar o seu
bem-estar atual, mas levando-se em consideracdo as conseqiiéncias de suas escolhas feitas
hoje sobre o seu préprio bem-estar no futuro. Esse tipo de problema é conhecido como
escolha intertemporal. A teoria de Controle Otimo é uma técnica utilizada para se estudar
problemas envolvendo esse tipo de decisdo. Em Economia, as primeiras aplicacdes
envolvendo a teoria de Controle Otimo, mais especificamente, envolvendo a teoria de Célculo
Variacional foram elaboradas por Ramsey (1928) e Hotelling (1931).

Um teorema muito importante e Gtil na andlise de problemas de otimizagdo
intertemporal € o Teorema do Envelope. Este teorema € uma ferramenta poderosa em analise
de estatica comparativa — tdo presente em Economia e fundamentada por Samuelson (1947,
1960) e Silberberg (1971, 1974, 1978) — pois o Teorema do Envelope descreve condicGes
suficientes para que a funcdo valor-6timo de um problema de otimizacdo parametrizada seja
diferenciavel no parametro e ainda fornece uma férmula para essa derivada. Ou seja,
podemos, via Teorema do Envelope, analisar os efeitos de mudangas marginais no parametro
sobre a funcdo objetivo de um problema de otimizagéo intertemporal no ponto étimo.

Em Economia, quando se trabalha com modelos dindmicos, muitos autores fazem uso
da hipotese de diferenciabilidade sobre a funcdo valor-6timo. Sdo exemplos deste tipo de
trabalho os artigos de Oniki (1973), Epstein (1978), Caputo (1990), LaFrance e Barney
(1991). Entretanto, essa hipdtese de diferebciabilidade da funcdo valor-6timo impde,
implicitamente, restricdes ao modelo. Alguns trabalhos estudando condicbes sob as quais a
funcdo valor-6timo é diferencidvel sdo Benveniste e Scheinkman (1979), Taesung (1993), Sah
e Zhao (1998) e Milgrom e Segal (2002).

No presente trabalho analisaremos dois destes artigos. Mais especificamente
apresentaremos o trabalho elaborado por Benveniste e Scheinkman (1979). O qual estabelece
0 conjunto de hipoteses necessario para se garantir a diferenciabilidade da funcéo valor-6timo
na classe de problemas de Calculo Variacional com horizonte infinito. Entretanto, vamos
reescrever 0 lema fundamental desse trabalho com hipdteses menos restritivas e resultados

mais abrangentes e, a partir desse novo lema, estabelecer, seguindo o formato elaborado no



trabalho original, a diferenciabilidade da funcéo valor-6timo na referida classe de problemas.
O segundo artigo a ser analisado é aquele elaborado por Milgrom e Segal (2002). Vamos
apresentar parte desse trabalho, a fim de empregéa-la na obtencédo dos resultados estabelecidos
por Benveniste e Scheinkman (1979). Ou seja, vamos utilizar parte dos resultados alcangados
por Milgrom e Segal (2002), a fim de reescrevermos o problema analisado por Benveniste e
Scheinkman (1979) em um formato mais acessivel e tratavel sem, contudo, deixar de alcancar
0S mesmos resultados.

Esta dissertacdo é constituida de quatro capitulos além desta introdugdo e de sua
conclusdo. O primeiro capitulo trata da apresentacdo de trés formas inter-relacionadas de se
descrever um problema de Otimizacdo Dindmica: Controle Otimo, Célculo Variacional e
Programacdo Dindmica; além disso, conceituamos variavel de estado e estabelecemos a
funcdo valor-6timo nessa classe de problemas. Por fim, apresentamos o Teorema do Envelope
para 0s casos estatico e dindmico, ressaltando sua relevancia em andlise de estatica
comparativa. No segundo capitulo, apresentamos o conceito de correspondéncias e a nocao de
hemicontinuidade para as mesmas. Além disso, estabelecemos alguns importantes lemas
sobre funcgdes coOncavas, 0s quais serdo amplamente utilizados nas derivagdes presentes nos
dois capitulos finais. O terceiro capitulo trata da apresentacdo do trabalho publicado por
Benveniste e Scheinkman (1979). Neste capitulo apresentaremos a nova versao para o lema
fundamental daquele trabalho e em seguida, vamos estabelecer a diferenciabilidade da funcéo
valor-6timo na classe de problemas de Caélculo Variacional com horizonte infinito para os
casos de tempo discreto e tempo continuo, seguindo o formato adotado no trabalho original.
Finalmente, no quarto capitulo, vamos apresentar parte do trabalho elaborado por Milgrom e
Segal (2002) e utiliza-la para estabelecer a diferenciabilidade da funcdo valor-6timo na
mesma classe de problemas que Benveniste e Scheinkman (1979), entretanto, ap0s reescrever
o referido problema de forma mais acessivel, tornando mais clara a aplicabilidade do Teorema

do Envelope.
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CAPITULO 1 CALCULO VARIACIONAL E TEOREMAS DE
ENVELOPE:

INTRODUCAO:

Neste capitulo apresentaremos a classe de problemas que € objeto de estudo deste
trabalho, ou seja, problemas de otimizacdo dindmica. O enfoque dado ao referido assunto,
neste primeiro capitulo, visa apresentar e esclarecer as idéias basicas que estdo por tras dessa
classe de problemas. Além disso, um dos objetivos deste capitulo é apresentar, de forma
genérica, o amplamente utilizado teorema do envelope. Neste primeiro momento, a
preocupacao é definir e explicitar as vantagens e 0s motivos que levam ao interesse por esse
teorema como, por exemplo, sua importancia na analise de estatica comparativa, tdo presente
em Economia. Entretanto, ndo serdo discutidas ainda as condi¢cdes necessarias e suficientes
que garantam a aplicabilidade do referido teorema.

O presente capitulo esta dividido, além desta introdugdo e da conclusdo, em trés
secOes: a primeira traz a apresentacdo de trés tipos de problemas inter-relacionados de
otimizacdo dinamica, sdo eles: controle 6timo, célculo variacional e programacdo dinamica.
Sendo que programacado dinamica sera abordada em tempo discreto, calculo variacional em
tempo continuo e controle 6timo em ambas as formas. A segunda secéo visa melhor explicar e
conceituar variaveis de estado e, consequentemente, estabelecer a funcéo valor-6timo, sobre a
qual aplicaremos posteriormente o teorema de envelope. Na ultima secao serdo apresentados
os teoremas de envelope para 0s casos estatico e dindmico, ressaltando sua importancia e

aplicabilidade em anélise de estatica comparativa.

1.1 OTIMIZACAO DINAMICA:

Esta secdo baseia-se fortemente em Van Long e Leonard (1992) e em Kamien e
Schwartz (1993). E, como dito anteriormente, visa esclarecer a classe de problemas de

otimizacdo dinamica.
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1.1.1 Controle Otimo:

Comecemos considerando um sistema dinamico, por exemplo, uma economia
qualquer. Algumas variaveis podem ser identificadas por descrever o estado desse sistema em
cada instante do tempo: sdo chamadas de variaveis de estado — por exemplo, o estoque de
bens presente nessa economia em um dado instante. A taxa de variacdo ao longo do tempo no
valor de uma varidvel de estado pode depender do valor da propria variavel, (do préprio
tempo), ou de alguma outra variavel, a qual pode ser controlada em qualquer periodo pelo
operador do sistema. Esse tipo de variavel é chamado varidvel de controle — por exemplo, 0
fluxo de bens consumidos em um dado instante. As equacdes que descrevem a taxa de
variacdo das variaveis de estado sdo geralmente equacbes diferenciais. Logo, temos um
sistema dindmico, pois a partir do momento em que séo escolhidos os valores das varidveis de
controle em cada data, as taxas de variagdo nos valores das variaveis de estado sdo entdo
determinadas para cada periodo, e conseqiientemente — a partir de seus valores iniciais dados
— sdo determinados todos os valores futuros das varidveis de estado. Por exemplo, o padrao
de consumo da economia determina o investimento liquido e, portanto, a acumulacdo de
estoque de capital ao longo do tempo. Note que o objeto controlado em um sistema
geralmente contribui com um dado objetivo. Por exemplo, os valores de consumo, estoque de
capital, e tempo determinam o bem-estar da comunidade em cada instante do tempo, € 0
objetivo é maximizar o bem-estar total ao longo de um horizonte temporal fixo, dados valores
especificos de estoque no inicio e no fim do periodo.

Vamos agora definir formalmente um problema de controle 6timo simples. Para todo t

encontre c(t) que maximiza:

V = [ v(s(t),c(t). tydt (1.1)
s.a. $= f(s(t),c(t),t) (1.2)
$(0) = 5,:5(T) = . (L3)

onde s(t) é a variavel de estado, $(t) € a taxa de variacdo da variavel de estado em relacao

ao tempo, c(t) € a variavel de controle, e t denota a data; o intervalo [0,T] é o horizonte de

planejamento, S e St s80 0s valores que a variavel de estado deve assumir nos limites desse
horizonte. Os valores de T, so e St séo especificados exogenamente.

Podemos ainda apresentar um problema de controle 6timo em tempo discreto. Nesse

caso, 0 horizonte consiste de T periodos, t = 1, 2, ..., T, ao invés de um intervalo continuo.
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Desse modo, temos um problema de maximizagao com restricdo que apresenta uma estrutura

recursiva especial. Escrito de outra forma: ache c(1), ¢(2), ..., ¢(T) que maximiza:

V= iv(s(t),c(t),t) (1.4)
s.a. s_(t+1)—s(t) = f(s(t),c(t),t); t=1,2,...,T (1.5)
s(D) =s;;s(T+1) =5, (1.6)

Este é o problema discreto analogo ao formulado em (1.1) — (1.3). A equacdo em
diferencga (1.5), que descreve como a variavel de estado varia de um periodo para o proximo,
substitui a equacdo diferencial (1.2), que descreve a variacdo a cada instante. Os simbolos s(t)
e c(t) denotam, respectivamente, os valores da variavel de estado e variavel de controle no
inicio do periodo t. Logo, especificar um valor para s(T+1) é 0 mesmo que requerer que a
variavel de estado assuma este valor no fim do periodo T. Somos livres para escolher
quaisquer valores para c(t) e s(t) que maximizem (1.4) desde que as restricbes (1.5) e (1.6)

sejam satisfeitas.

1.1.2 Calculo Variacional:

Na subsecgéo precedente estudamos o problema de encontrar (s(t) e c(t)) que maximiza:

V= jOT v(s(t), c(t), t)dt (1.7)
sa. $(t) = f(s(t),c(t),t) (1.8)
$(0) =s;:8(T) =54 (1.9); (1.10)

Supondo que possamos explicitar c(t) em funcdo de s(t),s(t) et, temos:

c(t) = a(s(t),s(t),t) (1.11)

Substituindo (1.11) em v(s, c, t) obtemos:

v(s(t),c(t), 1) = v(s(t), #(s(t). 5(t). 1), 1) (1.12)
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O lado direito de (1.12) é uma funcdo de s(t), s(t) e t. Daremos a essa fun¢do um
nome, F(s(t),s(t),t). Entdo o problema (1.7) torna-se: achar s(t) e também $(t) que

maximiza:

jOT F(s(t), $(t), t)dt (1.13)
s.a.s(0)=s,;8(T)=s; (1.14)

Este problema esta escrito no formato de Calculo Variacional, no qual a variavel de
escolha € a taxa de variacio da variavel de estado. Note que um problema de Controle Otimo
é mais geral que um problema de Célculo Variacional, pois todo problema variacional da
forma de (1.13) sujeito a (1.14) pode ser escrito como um problema de Controle Otimo. Basta

fazermos $(t) =c(t). Enquanto que um problema de Controle Otimo poderé ser escrito na

forma de um problema variacional, apenas quando for possivel reescrever a restri¢do (1.8) de

modo a explicitar c(t) em funcdo de s(t),s(t) et.

1.1.3 Programagéo Dinamica:

Na subsecdo 1.1.1, introduzimos um problema de otimizacdo em tempo discreto. Um
método alternativo de resolver este tipo de problema é através de programacdo dinamica, a
qual explora a natureza recursiva do problema (1.4). Para mostrar isso, vamos primeiramente
reescrever (1.4) e (1.5) em um formato mais conveniente para 0 nosso atual interesse. O

problema é encontrar ¢(1), c(2), ..., ¢(T) que maximiza:

V= ivt (s(t),c(t)) (1.15)
s.a. s_(t+1): h(s(t),c(t)); t=12,..T (1.16)
s@) =s;s(T+1) =5 (1.17)

onde s; e S sdo fixados exogenamente.

A terminologia usual de programacdo dindmica é como se segue: Em (1.15),
V,(s(t),c(t)) e o beneficio liquido no tempo t. A equagdo (1.16) é chamada de funcéo de

transicdo em t. O subscrito t em v; e h; indica que estas fungdes podem depender de t.
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O problema (1.15), sujeito a (1.16) e (1.17), € uma versdo discreta de um problema de
controle e tal qual possui duas propriedades fundamentais de separabilidade e aditividade ao
longo dos periodos de tempo. Mais precisamente,

1) para qualquer t, as funcbes v; e h; dependem de t e dos valores correntes das
variaveis de estado e de controle, mas ndo dos seus valores passados ou futuros;

i) 0 maximizante V é a soma das funcdes de beneficio liquido.

Essas propriedades tornam possivel a solugdo do problema por inducgéo retroativa. Este
método consiste em resolver o problema para o Gltimo periodo, tomando como dado o valor
da variavel de estado e resolvendo para tras até o primeiro periodo, quando de fato sabemos o
valor da variavel de estado. Obtemos entdo a solucdo 6tima ao remontar 0s passos a partir da

origem, empregando o valor inicial da variavel de estado.

1.2 VARIAVEIS DE ESTADO E A FUNCAO VALOR-OTIMO:

Nesta secdo vamos esclarecer o0 que vem a ser uma variavel de estado em um problema
de otimizacgdo intertemporal e como essa variavel é utilizada na constituicdo da funcédo valor-
6timo. Escrito dessa maneira, um problema de otimizacdo dindmica estara expresso em

funcéo de uma Unica variavel ou um subconjunto de variaveis.

1.2.1 Variaveis de estado e variaveis de escolha:

Ainda que um sistema econdmico consista de varias variaveis (por exemplo, capital,
trabalho, produto, salarios, taxas de juros), um subconjunto dessas varidveis geralmente
resume satisfatoriamente o estado do sistema em qualquer ponto do tempo, no qual o
comportamento de todas as outras variaveis pode ser derivada a partir do comportamento
desse subconjunto. Por exemplo, no modelo de crescimento de Solow com dois fatores,
retornos constantes a escala na funcdo de producdo implica que salarios, taxas de juros, o
produto per capita sdo todos funcdes de k, ou seja, a relacdo capital-trabalho (ou o estoque de
capital per capita, quando trabalho é igual & populacdo). Se a forca de trabalho cresce
exogenamente, produto total e capital total sdo imediatamente obtidos a partir de seus valores
per capita. O comportamento dindmico de todas as variaveis pode entdo pode ser facilmente

derivado a partir do comportamento de uma Unica variavel, k. Desse modo, a relacéo capital-
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trabalho, k, determina inteiramente o estado da economia em cada ponto do tempo.
Chamamos k uma variavel de estado para 0 modelo de crescimento.

De forma mais geral, uma variavel de estado € uma variavel (ou um conjunto de
variaveis) cujo valor em um ponto do tempo determina inteiramente (juntamente com o valor
das outras variaveis do estado) o estado do sistema, isto &, os valores de todas as variaveis
relevantes do sistema. Para cada variavel de nédo-estado, deveriamos ter uma equacao
comportamental relacionando seu valor em t aos valores das varidveis de estado em t (por

exemplo, produto per capita y, = f(k,)). (Aquelas variaveis que séo constantes ao longo do

tempo ndo sdo consideradas varidveis de estado). A vantagem de se definir variaveis de estado
é a reducdo do numero de varidveis que precisamos trabalhar, reduzindo assim a
complexidade do sistema.

Variaveis de estado s@o mais comumente usadas em sistemas dindmicos, pois a
evolucdo dessas varidveis ao longo do tempo determina a evolucdo do sistema. Mais
precisamente precisamos de uma equacgéo de transi¢do para cada uma dessas variaveis, a fim
de descrever seu comportamento dindmico (e, desse modo, 0 comportamento dindmico do
sistema). No tempo discreto, uma equacdo de transicdo da o valor da variavel de estado no
tempo t + 1 como uma funcéo de todas as variaveis de estado no tempo t.

Para resumir, a equacdo comportamental para uma variavel relacionando seu valor em

um ponto do tempo as variaveis de estado na mesma data (por exemplo, y, = f(k,)),

combinada com as equacfes de transi¢cdo e com um valor inicial para as varidveis de estado,
implica que a sequiéncia completa de variaveis a partir do tempo zero até o ultimo periodo é
uma funcao das variaveis de estado no tempo 0.

Em um modelo de comportamento otimizador freqientemente distinguimos variaveis
de estado das variaveis de escolha, estas sdo escolhidas pelo agente otimizador, enquanto que
uma funcdo da varidvel de estado descreve o estado no inicio do periodo no qual a escolha é
feita. Grosso modo, distinguimos aquelas variaveis cujo valor é “transferido a frente”
daquelas escolhidas dentro do periodo. Por exemplo, no problema de crescimento 6timo,
consumo em t é uma funcdo do capital em t. Note que a variavel de estado em t + 1 pode ser a

variavel de escolha em t.



16

1.2.2 A Funcéo Valor-6timo:

O conceito de funcédo valor-6timo pode ser visto como desdobramento do conceito de
uma variavel de estado. Conceitualmente, o que significa uma funcédo valor-6timo? Significa
que o valor presente descontado maximo da fungédo objetivo, a partir de um ponto do tempo,
pode ser expresso como uma funcéo das variaveis de estado naquela data. Isto é, a utilidade
méaxima obtenivel a partir do tempo zero é uma funcdo do estado do sistema em zero e a
funcao valor-6timo é a funcdo que resume esta relagéo.

Para ficar claro, sejamos mais especificos. Sejam as varidveis de estado em um ponto
no tempo variaveis que determinam todas as demais varidveis no tempo corrente (via
equacOes de transicdo) e nas datas futuras, incluindo aquelas que entram na funcao objetivo;
elas determinam o valor maximo obtenivel desta funcdo. Por exemplo, no problema de
crescimento, k; determina ki1, 0 qual determina kup, et cetera. ki conseqiientemente,
determina o valor maximizante da utilidade de ¢, Ci+1, Cr+2, €t cetera, e este valor maximo
obtenivel & simplesmente V(k;). N&o precisamos saber quais sdo esses valores para

compreender que ha um maximo o qual é inteiramente determinado por k.

1.3 TEOREMAS DE ENVELOPE:

Nesta secdo vamos apresentar o Teorema de Envelope para 0s casos estatico e
dindmico, ressaltando a importancia desse teorema em andlise de estatica comparativa, tdo

presente em modelos de Teoria Econdmica.

1.3.1 Teoremas de Envelope Estaticos:

Teoremas de envelope sdo empregados para obter resultados de estatica comparativa.
A identidade de Roy, equagdo de Slutsky, lema de Shepard, lema de Hotelling s&o
estabelecidos via teoremas de envelope. Estes teoremas sdo importantes para a analise de
sensibilidade da funcdo valor-6timo em relacdo as perturbagGes na funcdo-objetivo e na
restricdo e sdo empregados em teoria dos jogos, desenho de mecanismos e analise de erro,

além dos usos mais conhecidos em Microeconomia.
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Um teorema de envelope € um resultado que estabelece condicGes através das quais a

funcdo de valor-6timo sup f(x,y)=V(y) é diferenciavel e obtém uma expressdo para a
xeF (y)

diferencial desta funcéo.
Os mais conhecidos envelopes usados em estatica comparativa estdo expostos abaixo.

SeintF(y)=¢paratodoyeY e

argmax(y) ={xe F(x)/ f(x,y) =V (y)} < int F(y) # ¢.

Caso f seja diferenciavel em arg max(y) = x*(y) entdo

oV of 0 0

L) =S (09, )+ A O (Y): (X (), Y) ot Ay (V). 2 (65(), )
oy oy oy oy

onde A, (x*(y)),..., 4, (x*(y)) séo correpondentes multiplicadores de Langrange.

O reconhecimento da importancia destes teoremas para a analise econémica se deve a
Samuelson: “para que a andlise seja util ela tem que fornecer informacgdes do modo em que
nossas quantidades de equilibrio irdo variar como resultado das variagfes dos parametros
tomados como dados independentes”. Samuelson define equilibrio como “... os valores das
variaveis determinados por um conjunto de condi¢es...”, ou seja, genericamente equilibrio é

0 conjunto de pontos X = (X, ... ,Xn) de um sistema de equagoes
f1 (X X, ) =0,i=1...,K

O conjunto de condicdes é representado pelas equacdes f' = 0, ou seja, os equilibrios
sdo os valores de uma multifuncdo. Mas Samuelson acrescenta: “Dificilmente bastaria,
contudo mostrar que em certas condigfes podemos indicar relacbes (equacdes) suficientes
para determinar o valor de nossas incognitas. E importante que nossa analise se desenvolva de
forma a nos auxiliar a determinar como nossas variaveis se modificam qualitativamente ou
guantitativamente em face da ocorréncia de mudancas nos dados explicitos. Assim
introduzimos explicitamente em nosso sistema certos dados sob a forma de parametros, que,
ao mudar, provocam variagdes em nossas relagdes funcionais”. Traduzindo matematicamente:

tomamos um sistema de n equacoes,
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fl (Xp e Xy @) =0, =10

Em n + m incognitas. O conjunto de equilibrio, ou seja, o conjunto dos pontos

(x,) el ™™ pode, sob algumas condicGes, ser localmente representado por n funcgdes

9'(a) = g' (x,(@),..., X, (r)) pelo teorema da funcdo implicita. As variagbes das quantidades

e . . ax, . .
de equilibrio em funcéo dos parametros, o sdo obtidas resolvendo os sistemas:
(04

of * dx1+ +6f1 dx of *
0%, da; X, da, oa .

n J J

of " dler +af” dx of "
0%, da; o x, da oa

n i ]

paraj=1,..,m.

Em economia, usualmente, o equilibrio é obtido através das condi¢es de primeira ordem
para extremos de alguma fungdo, como por exemplo, L(x,a,1)= f(x,a)+A9(X, @), 0S

equilibrios sdo dados pelas equacoes:

L a) = e ) 4499 e @) =01 =1,
0X, oX; dx.

Respeitadas certas condi¢Bes, obtemos os equilibrios x*(«) via teorema da funcéo

implicita. Na década de sessenta, Samuelson amplia a analise iniciada em *“Foundations”
introduzindo o que posteriormente Silberberg chamou de metodologia primal-dual.

Suponhamos que o parametro « < (a,b) . Samuelson troca o problema

V() =max f(x,a)
sa.xeF(a)

pelo problema primal-dual



19

max f (x,a) -V (a)
sa.xeF(a)eae(ab)

Se x*(«) é solucdo do problema acima entéo,

f(x*(a),a)-V(ax) =0
f(x,a)-V(a)<0,Vx e F(a).

Logo, fixado x*(a), a funcdo z(x,a)= f(X,a)—-V(a) tem um maximo em «, e

este € um problema sem restricdo em « . Portanto,

;sz(x*(a),a)=%(X*(a),a)—%(a)=0,

que é o teorema do envelope.
Consideremos o problema com restricao:

V(a) =max f (x,a)
sa.g,(x,a)=0,..,9,(x,a)=0

O problema primal-dual é

I’(TQ%))( Z2(X,a)=f(x,a)-V(a)

sa.g,(x,a)=0,.,9,(x,a)=0

Se x*(a) € um méximo de z(x,a) com as restricbes ¢,(x,«)=0,.,9,(X,a)=0.

Definindo o lagrangeano

L*(X,a)=f(X,a)-V(a)+ 4, -9, (X, @) +...+ 4, - 9, (X, ),

Obtemos,

*
A" x @)y =2 @) a) -2 (@) + 42O (xa) o+ 2D () =0,
Gaj 8aj 805j oa, oa,

] ]
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que € o teorema do envelope.

1.3.2 Teoremas de Envelope Dinamicos:

Derivadas da funcéo valor-6timo em célculo das variacfes aparentemente surgem na

década de 1970. Hadley e Kemp (1971), obtém expressdes para as derivadas parciais de

J(a, B.a,b) =max [ £ (t, x(t), %(O)dt
s.a. X(to) =X X(t1) =X,

ao considerar as curvas solugdes x*(t) que passam pelos pontos («,a) e (f5,b). Oniki (1973)
sugere uma formula para a derivada da funcdo valor-6timo em relacdo aos pardmetros
exdgenos num problema de controle 6timo. O mesmo faz Epstein (1978), calculando as
derivadas de primeira e segunda ordens para a funcdo valor-6timo em relacdo as variaveis
exogenas num problema de controle 6timo.

Nos textos de macroeconomia implicitamente se faz uso de teoremas de envelope
dindmicos quando se analisa a alteracdo nas trajetdrias causadas por variacdo de algum

parametro exogeno. Por exemplo, no modelo de crescimento neoclassico,

V (k,) = max B- j:o e t-U (c(t))dt

sak(t) = f (k(t) —c(t)—b-k(t),
K(t,) =k,, c(t) >0, k(t)>0.

Queremos saber como V responde ao parametro ko. Este problema pode ser

transformado no problema variacional

V (k) =maxB- [ “e .U (f (k(t) ~b-k() -K(t))dt
s.a. k(ty) =k, k(t)>0.

Em outras palavras, estamos interessados em saber se V é diferenciavel com relacdo ao

parametro k no ponto k. E ainda qual a expressdo para essa derivada.
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CONCLUSAO:

Portanto, neste primeiro capitulo apresentamos as principais formas de se descrever
um problema de Otimizacdo Dinamica; destacamos a importancia das variaveis de estado
nessa classe de problemas, além de sua importancia na formulagéo da funcéo valor-6timo. Por
fim, apresentamos as mais conhecidas formas de se estabelecer o teorema de envelope,
abordando os casos estatico e dindmico. A apresentacdo destes conceitos € importante neste
trabalho, pois estamos interessados na aplicabilidade do teorema de envelope sobre uma
determinada funcdo valor-6timo, a qual descreve um problema de Calculo Variacional com

horizonte infinito.
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CAPITULO 2 DEFINICOES BASICAS:

INTRODUCAO:

Um conceito importante em problemas de otimizacdo parametrizada € o conceito de
correspondéncias. Por exemplo, preferéncias sdo correspondéncias. Estas surgem
inevitavelmente em teoria econdmica porque o problema bésico é a analise da escolha, através
de algum critério, de pontos em determinados conjuntos. Este critério geralmente nao
determina um Unico ponto. Sdo exemplos: a maximizacdo da utilidade dentro do conjunto de
possibilidades de consumo do agente sujeito a uma restricdo orgcamentaria e a minimizacao da
funcdo perda social dentro de um conjunto de possibilidades de trajetdria para a inflagdo
esperada. Em todos esses problemas o subconjunto das escolhas 6timas ndo € necessariamente
formado por um ponto ou trajetdria. As escolhas 6timas podem ser muitas ou ndo existirem.

Também muito importante em problemas de otimizacdo em Economia sdo as funcdes
concavas. Estas possuem propriedades interessantes para modelos econdmicos. Por exemplo,
0s pontos criticos de uma funcdo cdncava sdo maximos globais; a soma ponderada de funcGes
concavas € uma funcdo concava; e 0s conjuntos de nivel de uma funcdo céncava possuem o
formato apropriado para as teorias de consumo e producao.

Dividiremos, portanto, o presente capitulo em duas se¢des além desta introdugdo. Na
primeira se¢do abordaremos o0 conceito de correspondéncias e estabeleceremos a
hemicontinuidade para correspondéncias. Além disso, vamos estabelecer a concavidade da
funcao valor-6timo em um problema de maximizacdo em que a funcdo objetivo é concava e a
correspondéncia sobre a qual se maximiza é convexa. Na segunda secdo apresentaremos
alguns resultados sobre funcbes cbncavas e suas derivadas direcionais, 0s quais serdo

utilizados no desenvolvimento dos capitulos posteriores.

2.1 CORRESPONDENCIAS:

Em problemas de otimizacgdo, pontos 6timos podem ndo ser Gnicos. Para cada conjunto

de valores dos parametros podemos ter inumeras solucdes e, portanto, a relacdo que associa 0s
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parametros aos pontos pode ndo ser uma funcdo. Correspondéncias aparecem na literatura

matematica e econdmica com designacdes diferentes: set-valued functions, multivalued

functions, multifunctions, point-to-set maps séo algumas das expressées empregadas.
Formalmente, uma correspondéncia F: X — Y, do conjunto X no conjunto Y, é uma

parte do plano cartesiano X xY , isto €, FcXxY. Além disso, pode ser definida como: dados
os conjuntos X,Y <™, uma correspondéncia F:X —Y é uma regra que designa um
conjunto F(x)cY para cada xeX . Note que fungbes f:X—Y sdo um tipo particular de
correspondéncia de X em Y tais que a cada xeX existe apenas um yeY associado, isto &, se
(X, y).(xy)ef=y=y".

Dada uma correspondéncia F:X—Y , definimos dois tipos diferentes de imagens

inversas de BcY:
F(B) = {xeX /| F(x)nB#g};

F 7 (B) = {xeX /F(x)cB).

F~(B), F™(B) sdo ditas imagens inversas inferior e superior, respectivamente.

Na década de 1930, Boulingand, Kuratowski e Blanc (Aubin, 1990 e Rockafellar,
1998) estenderam o conceito de continuidade de fungGes para correspondéncias. Os principais
conceitos de continuidade para correspondéncias sdo os de hemicontinuidade inferior e

superior. Intuitivamente, o significado da hemicontinuidade inferior num ponto x, é que em
torno de x, os conjuntos F(x) ndo podem ser muito “menores” que o conjunto F(x,). O
significado da hemicontinuidade superior num ponto x, € que em torno de X, 0S conjuntos
F(x) ndo podem ser muito “maiores” que o conjunto F(X,). Dito de outra forma,

hemicontinuidade superior é compativel com descontinuidades que aparecem como
“explosdes” de conjuntos, enquanto hemicontinuidade inferior € compativel somente com
“implosdes” de conjuntos.

Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que F é hemicontinua superior (uhc) em

X, € X se para toda a vizinhanga aberta V <Y de F(X,), existe vizinhanga aberta U < X de
X, tal que se xeU entdo F(x) <V, isto é, as imagens inversas superiores de vizinhangas
abertas de F(x,) sdo vizinhangas abertas de x,. De maneira similar, dizemos que F é

hemicontinua inferior (Ihc) em X, se para todo aberto V Y tal que F(x,)NV #¢ existe
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vizinhanga aberta U X de x, tal que se xeU entdo F(x)n\V=¢. Em outra palavras, as
imagens inversas inferiores de abertos que interceptam F(x,) sdo vizinhancas abertas de X, .
Se diz que F € hemicontinua (hc) (continua) em X, se for uhc e Incem x,.

Dizemos que F é hemicontinua superior em X se for hemicontinua superior em todos
os pontos de X. Igualmente, se diz que F é hemicontinua inferior em X se for hemicontinua

inferior em todos os seus pontos. Neste caso, podemos caracterizar a hemicontinuidade

superior dizendo que F é hemicontinua superior se a imagem inversa superior F*(G) de todo

aberto G de Y é aberto de X e F é hemicontinua inferior se a imagem inversa inferior F~(G)
de todo aberto G de Y € aberto de X.

Se F(x) for um conjunto fechado ou compacto para todo xeX , dizemos que F é
valor-fechado ou valor-compacto. Se Y for um espaco vetorial e F(x) for convexo para todo
xeX , dizemos que F é valor-convexo.

Se o grafico de F,
graf (F)=F ={(x,y) e XxY [y e F(x)},

é um subconjunto fechado de X xY dizemos que F é fechado. Se X e Y s8o espacos vetoriais

e F for convexo dizemos que F é convexa.

Caso as topologias de X e Y satisfacam o primeiro axioma da enumerabilidade, isto é,
cada ponto do espaco tenha uma base de vizinhancas enumeravel, entdo podemos caracterizar
a hemicontinuidade inferior e superior através de sequéncias. Este € 0 caso de espacos

métricos, por exemplo. Em termos de sequiéncias, temos:

Definicdo 2.1: Uma correspondéncia T': X — Y € hemicontinua inferior (Ihc) em x se

I'(x) é ndo-vazia e se, para todo yeTI'(x) e toda seqliéncia x, — X, existe N>1 e uma

sequéncia {yn} . talque y, > yey, el(x,), paratodo n>N.

o0
n=

Definicdo 2.2: Uma correspondéncia valor-compacta I': X —Y € hemicontinua

superior (uhc) em x se I'(x) e ndo-vazia e se, para toda sequéncia x, — X, e toda seqiiéncia
{y,} tal que y, eI'(x,), para todo n, existe uma subseqiiéncia convergente de {y,}, cujo

ponto limite y esta em T'(x) .
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Os préximos dois resultados provéem condicBes sobre graf (F) que séo suficientes

para garantir as hemicontinuidades superior e inferior respectivamente de T'.

Teorema 2.1: Seja I': X —Y uma correspondéncia ndo-vazia, seja A o grafico de T.
Suponha que A seja fechado e que para qualquer conjunto limitado XcX,o0 conjunto F()Z)

é limitado. Entdo I" é valor-compacto e uhc.

O préximo teorema diz respeito & hemicontinuidade inferior. Para qualquer x<' e

qualquer &>0, seja B(x,e) uma bola fechada de raio & centrada em Xx:

B(x,&)={X"e X :|x—x < ¢&}.

Teorema 2.2: Seja T': X =Y uma correspondéncia ndo-vazia, seja A o gréafico de T.
Suponha que A seja convexo e que para qualquer conjunto limitado X < X, ha um conjunto

YV tal que F(x)m\f # ¢, paratodo xe X: e que paratodo x e X , existe algum & >0 tal

gue o conjunto B(x,&) X é fechado e convexo. Entdo I' é Ihc.

2.1.1 Correspondéncias Convexas e a Concavidade da Funcdo Valor Otimo:

Vamos agora estabelecer a concavidade da funcdo valor-6timo num problema de
maximizacdo de uma funcdo objetivo cbncava sobre uma correspondéncia convexa.

Comecemos pela seguinte definicao:

Definicéo 2.3: Dizemos que g: X —Y € uma correspondéncia convexa se X, X, € X

tal que y, €g(x) e y, € g(x,) implica [1-A)y, +AY,] € g((1-A)x + 1X,);0< A <1.
Dada essa defini¢do, vamos apresentar um lema que estabelece a concavidade da V:

Lema 2.1: Seja o seguinte problema de maximizacdo, supondo que este possua

y*(x) € g(x) que soluciona:
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V(x) =max f(x,y)
sa.yeg(x)

onde f : X xY — [ e" uma fungdo concava
g: X —Y e uma correspondéncia convexa

Entdo, podemos afirmar que V(x) é uma fungdo céncava.

Prova:

V(A-2)% +A%) = F (L= 2)x +2%,); y* (1= )% + AX,))

Como g(.) é convexa entdo:

A=A y*() +Ay* (%) € g((L-2)x +1x,) e
V(A-2)% +A%) 2 F(A-A)% +A%,); 1= 2)y* (%) + 1y *(X,))

Devido a concavidade da f:

V(- 2)% +A%,) = (1= 2) f (%, y1) + AT (%, ¥3)

Entdo: V(A-A)x +4X%,) = 1-A)V (X)) + AV (X,)

Logo V é concava.

2.2 FUNCOES CONCAVAS E SUAS DERIVADAS DIRECIONAIS:

Nesta secdo vamos desenvolver e mostrar alguns resultados referentes a funcdes
cdncavas e o comportamento de suas derivadas direcionais. Esses resultados nos auxiliardo na
demonstracéo e posterior modificagdo do lema proposto por Benveniste e Scheinkman (1979).

Vamos considerar uma fungdo concava. Tomemos trés pontos distintos pertencentes a

essa curva. Construamos (tracemos) entdo cordas abaixo dessa funcéo ligando os trés pontos



27

tomados dois a dois. O objetivo é extrair relacdes entre as inclinacdes das referidas retas. Um

resultado conhecido sobre func¢Ges cbncavas na reta nos diz que:

Lema 2.2:
@ Intervaloc — . ¢ €' cOncava <
P(X5) = 9(X,) < P(X;) — (%) < P(X,) —o(x)
X3 =%, X3 =X X; =%
para todo X,, X,, X, tal que x, = (1-A)X, + AX%,;; 41 <€(0,1)

Este resultado podemos generalizar para fungdes concavas definidas em convexos do

D n
Lema 2.3:
f:D*™° 0" -0, f e concava < f e’ concava quando
restrita aos segmentos de reta que unem os pontos de D.
Temos que:

F%) - f(x)

fFOXT) - (X)) o (X - f(x)
X, =X -

>
X —% X,,_XO”

Essas relacdes surgem naturalmente da observacao das inclinagdes das retas que ligam os trés

pontos escolhidos. Juntamente com o lema 2.3 podemos estabelecer o seguinte resultado:

Lema 2.4:

f . Daberto,convexo

c R; fconcava <

FOXT)-106)  FOXD) - () _ %) F(X)
X”—XO” - X”—X’ ||XO _ X’

para todo X', X,, X tal que X, = (1-A4)X+Ax"; 1€ (0,1)

Prova:

Se f é cbncava entdo f € concava quando restrita aos segmentos de reta contidos no seu

dominio, isto é,w (t) = f (1-t)X+tx") e’ concava; se X, X e D.
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De modo que:
w1 =1(x")
w(4) = f(A-2)X+AX7) = f(X,)
w(0) = f(X)
Logo:
y()-y (0 vy -y y@)-y(A) 2.1)
A 1 1-1
Mas:
X, =([L-A)X+AxX" X, — X =1-A)X-1- )X~
X, = X+A(X"=X) X, — X =1-A)(X—X")
X = X=A(X"~X) %o =% = @-A)x=x"
o —x1=21x~1 0y o1
,_-x] ]
[x“=x]

Substituindo w(t), A e 1-A em (2.1) temos:

)= F0) | ¢ XY= (%)

=I5 £ () - £ (x) 2 L0

o] ]
x| =]

Multiplicando-se cada termos por }ﬂx" , temos:

X

f ()= F0O)  FOO=F(4) | F ()= 1(x)
%=X [x"~] X"

Da mesma maneira, se y/(.) e’ concava sobre cada linha = f e’ concava .

Como vimos /(t) é cdncava sobre cada linha, pois:
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yD)-yO0)  yO-vO  vB-w()
A1 1-2

O que, como foi mostrado, implica f concava.

Outro conceito importante para os problemas que estamos tratando € o conceito de
derivadas direcionais. Em funcdes concavas, as derivadas direcionais pela direita ndo podem

ser menores que aquelas pela esquerda. Esse resultado esta resumido no seguinte lema:

Lema 2.5:

f ; Detoconvexo — N _y [+ £ concava.
entao:

I) existem as derivadas direcionais %(xg) e %(XO)
u U

.. Of of

i) —(x)<—(x;

) aa( 0) au( 0)
Prova:

Por definicdo:

def

6_1:()(;) i lim f(x, +td)— f(x,)
ou t—>0"

onde U e’ um vetor e t € um escalar.

Recordemos a selecdo de pontos para a funcéo f e escrevamos esses pontos da seguinte

maneira;
X'=%,+tU
Xy = X%
X'=x%,+tU

E importante notar que os vetores em x'e X~ tém sentidos opostos e aqui

convencionamos, sem perda de generalidade, que t'<0 e t”> 0. Podemos entdo escrever:
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rr—

(%o +170) =%, || =

rr—

tu

t'u

=t
=t

al

||(x0 +10) - x0|| =

al
Pela concavidade da f, usando o lema 2.4:

f (X +t70U)— f(X,) < f(x, +t7U)— f(x, +t'0) < f(x)— (X +t0)
t]|d - (") ]| - —t|d|

Entdo para t<0<t":

(% +ET) = £ (%) _ f (% +0)— F (%)
)] ]
(% +170)— (%) _ f (% +1D)— (%)

t t

Por outro lado, usando também o lema 2.3:

(% +t0)— F0%) o Flx+70) - f(x).

— — ; parat<t”
td] t]al

Logo:

lim f(XOHUt)_ %) ayiste! = %{(xg):sup{f(x"ﬂut)_ f(X‘)); t>0}
iy

t—0*

Ja para o caso da derivada direcional pela esquerda, temos:

def () —
g_]i(xo) = lim f (X, +t0)— (%)
u

t—0"

Usando o mesmo raciocinio, mas escolhendo um x qualquer entre x’e X, podemos

escrever.

! Pode ser +oo caso estejamos num ponto de fronteira do dominio. No nosso caso o dominio é aberto. Logo as
derivadas sdo sempre limitadas.
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—f (X, +th)+ f(X,) < —f(x,+tU)+ f(x).

— S T, ; parat >t
~t|a ~td]
f(x, +tu) - F(X,) < f(x, +tU)— (%)
tal ta]

Logo:

i £ O +0) = (%)

t—0"

: of
existe = —(x;).
au( o)

Vamos utilizar o fato de que f é cdncava e que as derivadas direcionais existem. Seja

Xo fixo e seja 0 mesmo conjunto de pontos escolhidos, como anteriormente. E usando

<0<t
f(x,+t70) = f(x) < f(x, +tU)— f(x)
tli - t/
N y o e e o OF O
Entéo fazendo t'—> 0" et”"— 0" entdo: —(X;) <—=(X;)-
ou ou
CONCLUSAO:

Neste capitulo definimos conceitos e estabelecemos resultados que serdo importantes
no desenvolvimento dos capitulos posteriores. Mostramos a concavidade de uma funcéo
valor-6timo em um problema de maximizacdo em que a funcdo objetivo é cdncava e a
correspondéncia sobre a qual se maximiza € convexa. Além disso, mostramos que as
derivadas direcionais de uma funcdo céncava existem e que essas derivadas pela direita ndo

sdo menores que aquelas pela esquerda.



32

CAPITULO 3 APRESENTANDO BENVENISTE & SCHEINKMAN
(1979).

INTRODUCAO:

Neste capitulo serd apresentado o trabalho elaborado por Benveniste e Scheinkman
(1979). Ou seja, mostraremos sob quais condi¢cBes torna-se possivel estabelecer a
diferenciabilidade da funcgdo valor-6timo na classe de problemas de Célculo Variacional com
horizonte infinito. Os autores daquele trabalho utilizam um importante lema sobre a
diferenciabilidade da funcdo valor-6timo, o qual sera fundamental para se alcancar o0s
resultados estabelecidos no artigo. Entretanto, vamos aqui reescrever esse lema de modo a
torna-lo mais geral e ainda com resultados mais poderosos. Feito isso, apresentaremos as
hipdteses que nos permitirdo a aplicacdo do lema modificado a fim de se encontrar ou definir
uma expressdo para a derivada da funcdo valor-6timo. Os desdobramentos necessarios para
alcancarmos os resultados propostos, bem como as demonstracdes dos teoremas serdo
apresentadas em ambos os casos: tempo discreto e tempo continuo.

Este capitulo esta dividido em duas secdes além desta introdugdo. Na primeira se¢ao
apresentaremos uma nova versdo para o lema de Benveniste e Scheinkman (1979). Na
segunda secdo apresentaremos as hipdteses e o0 desenvolvimento necessarios para se
estabelecer a diferenciabilidade da funcéo valor-6timo em problemas de Calculo Variacional

com horizonte infinito em tempo discreto e em tempo continuo.

3.1 OUTRA VERSAO PARA O LEMA DE BENVENISTE E SCHEINKMAN (1979):

Nesta secdo vamos utilizar alguns resultados estabelecidos no capitulo 2, a fim de
modificarmos um importante lema exposto originalmente no trabalho de Benveniste e
Scheinkman (1979). Este lema sobre a diferenciabilidade de uma funcdo concava foi a
principal ferramenta utilizada no referido trabalho. Na nova versdo aqui proposta,

descartamos uma hipdtese sobre uma funcéo auxiliar W(.) e ainda estabelecemos um resultado
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mais poderoso no que diz respeito ao valor da derivada de uma funcdo concava V(.) em
relacdo a funcdo auxiliar W(.) no ponto xo. A nova versao para o0 lema encontra-se logo

abaixo:

Lema 3.1: Seja V uma funcéo concava valor real definida sobre um conjunto convexo
D c " Se W é uma funcdo diferenciavel na vizinhanca N de xo em D com a propriedade que
W(xg) = V(xo) e W(X)<V(x) para todo x em N, entdo V é diferenciavel em x, e

V’(Xo) :W’(Xo)-

Antes de demonstra-lo relembremos que:

e R, (X=X,)
f é diferenciavel em xo < f (x) = f(X,)(X—X,) + R, (x—X,) €mque lim ” ” =0. Isto
X—Xo X_XO
o TOO— (%)) (x—x
6 lim T FO)(x-%) ¢
o x=xo]
Prova:
Seja X~ livre e vamos escolher X" tal que Xo seja o ponto médio entre X" e x'":
X+X~ P .
X = > Logo: 2X, = X+X = X, = X=X"=X,.

Da concavidade da V e de acordo com o lema 2.4, apresentado no capitulo 2, sabemos

que:

V() =V (%) _V(X)=V(X) V(%) -V (X)
X [x~x] % =]

Como W(Xo) = V(Xo) e W(x) <V (X) podemos escrever:

W (X ) =W () =W (X )X %) _V(X) =V (%) =W (% )(X=%,)
X~ X"~

Esse resultado associado ao fato da V ser concava implica (note que x, —X'=X"—X,):
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WI(XT) =W (%) =W (%) (X"=%,) _ V(X7) =V (%) ~W'(%)(X"=%,)

[x“=x| X" =x|
V (%) =V (X) =W (%) (X"=X%,) < W (%) =W (X) —=W'(X,) (% — X)] _
[x“=x| . ¥ =]
_ W (X) =W (%) =W (%) (X' =X,)]
=]

Note que quando X "— X, entdo X — X, . Logo, fazendo X"— X, temos para o resto da

fungdo W que:
!}im Rw(,),(”_xo) < !jm V(X”) _V(XO)”_W,(XO)(X”_XO) < ,I,im R(),(,_Xo)
o )] X"~ o x|

0< fim YOV 006) “WG)0Cx0) g
e X"
Logo:

fim V)=V 06) “W G0 %) _
e X",

Entdo V é diferenciavel em xg e V' (x,) =W"(X,).

Uma demonstracdo para um caso mais simples desse lema pode ser mais facilmente

alcancado quando definimos as funcdes V,W :[J —[1 . Pelo lema 2.5 sobre derivadas

direcionais em fungdes concavas sabemos que:

V é cOncava, logo:
i) V'(x,)eV’(x,)existem;

i) V' (x¢ ) <V (xg).

Sejam x < xg e W(x) <V (x) com W(xo) = V(Xo), logo:
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W () =W (X,) SV () =V (%,)
W () =W (%) V(9 =V (,)
X=X, X=X

Fazendo x — x, temos: W’(x,)>V"(x,).

Sejam x > xg e W(X) <V (x) com W(Xo) = V(Xo), logo:

W () =W (X,) SV () =V (x,)
W (X) =W (%) _V () -V (x,)
X=X, X=X

Fazendo x — X, temos: W’(X,) <V'(X,).
Como W ¢, por hipotese, diferencidvel em xo W'(x,) =W"(X,) =W"(X,). Além disso,
V(%) SW(X,)<V'(X,). Mas como V'(x,)<V'(x,) podemos concluir que

Vi(X) =V (Xg) e V'(Xo) =W"(Xp).

Essa nova demonstracdo nos permitiu modificar o lema original de uma forma
bastante interessante. Além de utilizarmos conceitos mais simples em sua demonstracdo ndo
fizemos uso da hipdtese de concavidade da W e, além disso, ainda garantimos que as
derivadas da funcéo V e da fungdo W séo iguais no ponto Xo.

3.2 SOBRE A DIFERENCIABILIDADE DA FUNCAO VALOR-OTIMO EM
MODELOS DINAMICOS:

O lema apresentado na secdo anterior sera utilizado a partir de agora para
encontrarmos um formato para a derivada da funcéo valor-6timo no ponto X, em uma classe
especifica de modelos dindmicos, tendo por base o trabalho de Benveniste e Scheinkman
(1979). A classe de problemas tratada diz respeito ao Célculo de Variacbes em horizonte
infinito e abordaremos 0s casos para tempo discreto e tempo continuo. Primeiramente, vamos

definir o problema a ser analisado:
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(D) No tempo discreto, dado um conjunto de tecnologia T <[] *" ache a seqiiéncia

(%), t=0,...,o0, a qual soluciona:

s Xeupo €
Max ;‘,u(xt X101)
sa.(x, %) T, Vtex, fixo

(C) No tempo continuo, dado o conjunto de tecnologia T —[]*"ache a trajetoria

absolutamente continua (x(t)), a qual soluciona:

Max Tu(x(t), x'(t),t)dt

s.a.(x(t),x'(t)) eT, Vvt e x(0) fixo.

Dado um estado inicial X, com um padrao de solugédo associado a y(t, xo) as funcdes de

valor-6timo sao definidas para os casos discreto (D) e continuo (C) como:

0) V() = Y u(y(t.%). Y(t+1. ).

(C) V(xo) = Tu(y(t, X)) Y '(t, %), t)dt

3.2.1 Tempo Discreto:

Scheinkman e Benveniste (1979) apresentam um conjunto de hipo6teses que nos
permite, com o auxilio do lema 3.1, encontrar V'(Xo). Essas hipoteses sdo suficientes para se
estabelecer a diferenciabilidade para a funcdo de valor-6timo do problema (D) e estdo listadas

a sequir:
Hip. 1: T é convexo e T » 1/
Hip. 2: Paracadat, u(., ., t): T —> [ é cdncava e diferenciavel.

Hip. 3: Uma solucdo étima (ndo necessariamente Unica) {y(t,xo)} existe para (D)

t=1
em Xo, e V(xX) é bem definida para x em alguma vizinhanca de Xo.

Hip. 4: (Xo, Y(1, X0)) e'lo' .
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A hipétese 1 é uma hipétese padrdo de convexidade em que T # ¢ significa que o

conjunto dos pontos interiores de T ndo é vazio, a hipGtese 2 € uma condicdo de
amortecimento em u, a qual é claramente necessaria para a diferenciabilidade de V. A
hip6tese 3 estabelece que a funcdo de valor seja bem definida na vizinhanca de xo; enquanto
que a hipotese 4 exige que o0 padrdo 6timo de X, seja inicialmente interior. Como mostraremos
a seguir, essas hipoteses sdo suficientes para se estabelecer a diferenciabilidade da V para o
caso em que o tempo é discreto.

Para um problema de maximizagéo, se g(x,)=T“"°,Vx, € uma correspondéncia

convexa e u é uma funcdo concava entdo podemos usar o lema 2.3 para concluir que V(Xo) é

concava. A fim de encontrarmos V" (Xo) vamos construir W(x) da seguinte maneira:

W (X) = u(x, Y(L %), 0) + S u(y(t, o), Y(t +1,%).1)

t=1

Note que W (x) <V (x) pois o x escolhido em W(x) para o primeiro periodo ndo é

necessariamente o x que maximiza, claro que V (x,) =W (x,). Além disso, se lembrarmos que

y(t,x,) é a trajetoria que maximiza e que V(Xo) = Zu(y(t,xo),y(t+l,xo),t) podemos
t=0

escrever essa funcdo W(x) da seguinte forma:
W (x) =u(X, y(, %,),0) +V (X,) —u(Xy, y(L, %;),0)
Por hipdtese W(.) ¢ diferenciavel em X, logo:
. ou
W (Xo) = &(XO! y(l’ Xo):o)

Pelo lema 3.1, V é diferenciavel em xo, logo:

V(%) =W'(xo)=‘2—§(xo,y(1,xo),0)
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Portanto, encontramos de acordo com Benveniste e Scheinkman (1979) uma expressao
para V’(xo). Esse resultado esta estabelecido no seguinte teorema:

Teorema 3.1:

Sob as hipdteses 1, 2, 3 e 4, V é uma funcdo diferenciavel em xo com:

Vi(xo) = %u(xo, Y@ %,).0)

3.2.2 Tempo Continuo:

Agora apresentaremos um conjunto de hipoteses para o caso continuo, a fim de
garantir a diferenciabilidade da V em xg, assim como fizemos para o0 caso discreto. O novo
conjunto de hipdteses consiste em mantermos as hipdteses 1 e 3 do caso discreto e

substituirmos as hipdteses 2 e 4 pelas seguintes:

Hip. 2’ u:Tx0 —0 ¢é uma funcdo continuamente diferenciavel em Tx0 , €
u(,.,t):T —0 écbncava..

Hip. 4’: Uma solucdo otima {y(t, Xo)} existe para o estado inicial xp, € esta solucéo é
interior no seguinte sentido: existe h>0, ¢ >0 e M>0 tal que para 0<t<h:

y(t, %), Y, %) < M
ese (z,2") el *" satisfaz:

Oy(t %), y(t, %) —(z,2) (< ¢ paraalgum t[0,h] entdo (z,z)eT.

Com esse novo conjunto de hipdteses, é apresentado o0 seguinte teorema para 0 caso

continuo.

Teorema 3.2: Sob as hipoteses 1, 2’, 3 e 4’, V é continuamente diferenciavel em Xo

com:

V) = lim== [, (vt 1), 9., Dc
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Onde u; é o vetor de derivadas parciais de u com respeito as suas primeiras n
coordenadas do [ *" e u, é o vetor de derivadas parciais de u com respeito as suas segundas n

coordenadas do [J *". Ou seja,

ou ou
u, —(a—el(.),...,a(.)J

_|_ou _ou_
uz_(ae (v (.)j

n+l n+n

Antes de apresentarmos a prova do Teorema 3.2, faz-se necessario destacar alguns

resultados interessantes.

Lema 3.2: Para |x— x| < &((h/(1+h))"* =7, a trajetdria v(t,X) originando em x com:

X, — X

v(t, x) = y(t, X,) +

€ uma trajetoria tecnicamente factivel para t €[0,h]ev(h,x) = y(h, X,).

Prova:

Por definigéo:

Xy — X
h

2
:E x —x|* < &
h 0

(vt %), ¥t %)) = (vt x) vt )| <% = x| +

consequientemente, pela hipotese 4°, a trajetdria v(t, X); 0 <t <h é factivel. Pela segunda parte

desse lema, temos:

v(h,x) = x+ [ vt X)dt = x+ [ §(t, x)dt + X, ~

v(h,x) = %, +j0“ y(t, x)dt = y(h, x,)

Lema 3.3: A fungdo w, 1N, (%) = dadapor:  w,(x) =_[Ohu(v(t,x),\'/(t,x),t)dt é

bem definida.
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Prova: Para ver isto, pode-se observar que se yezeN, (X,), entdo

v(t,ay + pz) = av(t, y) + Av(t,z) onde a + =1 e do mesmo modo para as derivadas. Logo,
é bem definida pelo lema 3.2.

Lema 3.4: wy, é diferencidvel em xq com:

W, 06) = [ U (Yt %), Yt %), ) (1—%} dt—[" U, (¥(t, %), Yt %).1) [%] dt

Prova:

Pela definicdo de w.
(%) =2 ["u(v(t, X)v(t, X), H)dt em x = 3.1
W (%) = - [, U(V(£,),V(E, ), Dt em x =X, (31)

Pela hipotese 4", o conjunto {v(x,t),v(x,t),t):0<t<h,xeN, (x,)} tem fecho

compacto em T. Logo, visto que u é C', podemos trocar a diferenciacéo e a integracdo em
(3.1) e obter:

W, (%) = johgu(v(t,x),\'/(t,x),t)dt

W, (%) = Ioh Uy (Y (%), Y(t, %), 1) (1—%) dt —joh U, (Y(t, %), Y(t, %), 1) (%j dt

Temos que Vv(t,X) = y(t, X,) + X — X, + (X — x)%. Logo, w; (X,) existe.

Vamos, a partir desses lemas, desenvolver um raciocinio a fim de provar o Teorema
3.2. Observemos primeiramente o seguinte:

Seja,

; comv(0,x) =X

V(t, X) = Yt %) + x—th

X_
h

Podemos escrever: I;V(S, x)ds = I; y(s,%,)ds + I; " ds
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X, — X

Entdo: v(t, x) —v(0,x) = y(t, x,) — (0, x,) + -

(t-0)
Temos que: v(0,x) =x e y(0,x,), logo:

V(t, X) = y(t, X)) + X=X, + (X, — x)%

v(t, X) = y(t,x0)+(x—xo)(1—%j; para h fixo

Pelo lema 3.2 v(t, x) é factivel com as hipdteses 17, 2, 3 e 4". A partir disso, vamos

encontrar u(v(t, x),V(t, x),t), definida no lema 3.3:

V(t, X) = y(t, Xo) + (1_%j(x - Xo)
Pode ser escrita como:

V(t, X) = (Y (E %), Y2t %o ) eoer Y (1, X)) +(1—%](x1 =X, X2 =Xy X" = X7)
vmm=(ww&w(rﬁk%—%xfw&w(rﬁy%—%»wwm&w{L%}W—@ﬂ

v(t, X) :(%l—l(xl—xé),ai%—l(x2 —xz),...,ayn —l(xn - X J

h h 77" a8t h

Substituindo as relagdes acima em u(v(t, x), v(t, x),t) , temos:

Sy 1 I R PR n LR n.a_yl_l 1\
uan—{ym%w{lhyx &»mym&w{ihyx 0 L L ).,

" 1oy
ot h(x X°)’tj
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E importante notar que cada variavel que compde u(v(t, x),V(t, x),t) corresponde a

uma coordenada dessa funcgo. Isso significa que y*(t,X,) +(1—%j(xl —X,) corresponde a

VL)

coordenada 1, y"(t,x,)+ (1—%)(x” — X, ) corresponde & coordenada n, *h

corresponde a coordenada n+1 e assim sucessivamente. Entdo, podemos escrever:

_0ude  au 6en+l_6u(1 tj au( lj

ou, .
—Wt)=——+ — —— ——
0%, oe, OX° oOe oe, .,

Lo e U h h

CTPEE T AN Ny
0X, ok, h) oe h

n+2

6_u(v,v-,t):0_U(1_L)+6_U(_1j
oX, oe h) oe,., h

n

De acordo com o lema 3.4, temos:
h ou . h ou .
W, (X) = [ jo a—Xl(v,v,t)dt,..., jo a—xn(v,v,t)dtj

Substituindo nesta equacéo o que foi mostrado logo acima:

s ={ [ 21 o 2 [[ 21 Lo 2 (2]
0| oe h) oe,.,\ h 0| de, h) oe,,\ h

v, (9= [ 6—”(1—1}...,8—“(1-1) dt—— | 2 2 o
0| oe h oe, h h’\{oe,, oe,.,

Reescrevendo esta equacdo na notacdo definida no inicio desta secao:

1

vw, 00 = [ (y, y,t)(l—%jdt——

<[y, 3,00t (32)

Vamos neste ponto fazer uma observacdo importante. Essa observacdo diz respeito a

como localizar uma funcgéo:
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Lema 3.5:

A(h) — A(0)

1, 1
= jo a()dt=—(A(n) - A0) = -

onde A" =«

Além disso, se « € uma funcgdo absolutamente continua e derivavel em 0, entdo:

AD=AO) - w0)=a(0)

.1 ¢n ]
i Jp Ot =i
lim 2 (" a/(t)dt = (0
im0 a0

Aplicando este resultado na equacéo (3.2) temos:

Ihif(]%joh u, (Y(t, %), Y(t, %), t)tdt = u, (v(0, x),v(0, x),0).0=0

. 1¢h ) .
lim-- [ U2 (Yt %), Y6 %), 01t =, (¥(0,%), ¥(0,X),0)
De acordo com a definicao de V(Xo):

V(%) = [ u(y(t, %), it %) et
V() = [} UCy(t %), ¥t %), Dt + [ u(y(t, %), yit, %) bt

Note que j:u(y(t,xo),y(t,xo),t)dt ¢ constante pois se trata da trajetoria que

maximiza. Entdo podemos escrever:
h
V(%) 2 L u(v(t, x),v(t, x),t)dt + Constante

Pelo lema 3.3:
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V (X,) 2w, (x) + Constante

De acordo com os lemas 3.3 e 3.4 podemos afirmar que w,(x)<V emN, (X,)

e W, (X,) =V (x,) . Isso nos permite aplicar o lema 3.1. O qual garante que V é derivavel em Xo

e que:

VV (%) = VW, (X,)

h ) t 1¢h .
TV 06) = [ 50 0000 1 o= [ 050,96 k) )
Tomando o limite quando h — 0:
: h . t 1,h )
WV (%) =lim| [ (y(t %), 9t %), 0| 1= fdt = [ u ({8 x,), Y6 %), et
De acordo com o lema 3.5:
. 1¢h .
WV () = lim——- | Tu, (y (6, %,), Y6, %,),

Quando o controle 6timo é uma funcdo piecewise continua do tempo, a hipétese 4’ ira

valer para algum h>0 proveniente de (x,, ¥(0,X,)) eT. Além disso, neste caso temos:
. Logn : .
WV (%) =lim—= 0, (¥ (€ %), Y8, %), Dt = =, (4, Y(0,%,),0)
O que nos permite estabelecer o seguinte coroléario:

Corolario 3.1: Sob as hipoteses 1, 2" e 3, se (x,, ¥(0,X,)) eT e se o controle 6timo é

uma fungéo piecewise continua do tempo, entdo V é C'em xg e V'(X,) = —u, (X,, ¥(0,X,),0) .
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CONCLUSAO:

Portanto, neste capitulo reescrevemos o lema fundamental do trabalho de Benveniste e
Scheinkman (1979) de forma mais geral e ainda com resultados mais fortes; apresentamos
uma demonstragdo nova e baseada em conceitos mais simples que aqueles encontrados no
trabalho original. Além disso, apresentamos o trabalho de Benveniste e Scheinkman (1979),
ou seja, estabelecemos o conjunto de hipoteses necessarias por tras de um modelo de Calculo
Variacional com horizonte infinito, a fim de garantir a hipotese de diferenciabilidade da

funcéo valor-6timo em tempo discreto e tempo continuo.
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CAPITULO 4 A DIFERENCIABILIDADE DA FUNCAO VALOR:

INTRODUCAO:

O trabalho de Milgrom e Segal (2002) estabelece a diferenciabilidade da funcdo valor-
Otimo e, consequentemente, a aplicabilidade de teoremas do envelope em problemas de
otimizacdo em que estdo presentes conjuntos de escolha arbitrarios. Ou seja, 0 conjunto de

escolha ndo tem estrutura e é usado meramente como um conjunto de indices para identificar

elementos de uma familia de fun¢des no conjunto [0,1] de valores possiveis de parametros.

Esta alteracdo de ponto de vista é bastante radical, pois normalmente os parametros tém
menos estrutura que os conjuntos de escolha. Neste capitulo apresentaremos uma parte desse
trabalho; mais especificamente o seu primeiro teorema e um dos corolarios decorrentes deste.
O objetivo é utilizar esses resultados a fim de se reescrever e generalizar o trabalho de
Benveniste e Scheinkman (1979), apresentado no capitulo anterior. Essa aplicacdo foi
sugerida no trabalho de Milgrom e Segal (2002), entretanto ndo foi proposta nenhuma forma
de realiza-la. Dai surge o principal objetivo deste capitulo, isto €, propor uma nova forma de
se escrever o problema abordado no capitulo anterior, generalizando seus resultados. Faremos
iSSO para 0s casos de tempo continuo e de tempo discreto.

O presente capitulo é constituido de trés secdes além desta introducdo. A primeira
delas trata da apresentacdo da referida parte do trabalho de Milgrom e Segal (2002). Na
segunda secdo reescreveremos o problema abordado por Benveniste e Scheinkman (1979) e
estabeleceremos a diferenciabilidade da funcdo valor-6timo utilizando os resultados
alcancados por Milgrom e Segal (2002). E a terceira secao traz uma sugestdo de aplicacdo dos
resultados encontrados para a teoria de alocacdo intertemporal 6tima nos casos de tempo

discreto e continuo.

4.1 O TRABALHO DE MILGROM E SEGAL (2002):

Nesta secdo vamos apresentar parte do trabalho elaborado por Milgrom e Segal
(2002). Este consiste em estabelecer a aplicabilidade de teoremas do envelope sobre as
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funcbes valor-6timo em modelos de otimizagdo dindmica como conjuntos de escolha
arbitrarios. O tipo de problema analisado por Milgrom e Segal (2002) esta estabelecido da

seguinte forma:

X denota o conjunto de escolha e suponhamos relevante o parametro t e [0,1]. Tem-se

f:X x[O,l] —[1 denotando a funcdo objetivo parametrizada. Assim a fungédo valor V e a

correspondéncia de escolha étima X* sdo dadas por:

1) V(1) = sup,x f(x1)
2) X*(t)={xeX:f(xt)=V ()}

O primeiro resultado relaciona as derivadas da funcdo valor com a derivada parcial

fi(x, t) da funcdo objetivo com respeito ao parametro:

Teorema 4.1: Suponha que te[0,1] e x*e X *(t), e suponha que fi(x*, t) existe. Se
t>0 e V é diferenciavel a esquerda em t, entdo V '(t—) < f,(x*,t) . Se t<1 e V é diferenciavel a
direita em t, entdo V'(t+)> f(x*t). Se te(0,1) e V é diferenciavel em t, entdo

VI(t) = f,(x*1).

Prova:

Usando (1) e (2), pode-se notar que para qualquer t'[0,1],
fOex )= s t) V() -V (t).
Tomando t'e (t,1), dividindo ambos os lados por t'—t>0, e tomando seus limites
quando t'—t", tem-se f, (x*,t)<V’(t") se esta derivada existe.
Tomando ainda t'e(0,t), dividindo ambos os lados por t—t>0, e tomando seus
limites quando t'—t~, tem-se f,(x*,t)>V’(t") se esta derivada existe.

Logo, quando V é diferenciavel em t € (0,1), tem-se V' (t) =V (t") =V (") = f, (x*,1).
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Através da incorporacdo de um requerimento de que a funcdo objetivo seja concava
em ambos a variavel de escolha e o parametro, um corolario apresentado por Milgrom e Segal

(2002) proveniente do teorema 4.1 nos diz que:

Corolério 4.1: Suponha que X é um conjunto convexo e f:Xx[0,1] >0 é uma
funcdo cbncava. Também suponha que t, € (0,1) e que ha algum x*e X *(t,), de modo que

fi(x*, to) exista. Entdo V e diferenciavel emtge V '(t,) = f,(x*,t,) .

Prova:

Tomemos t,t7,4<[0,1]. Pela convexidade de X e pela concavidade da f, para
qualquer X', X"e X podemos escrever:
fFAX+A- )X AU+Q-AN) 2 A (X)) +(1-2) (X7, 1)
Tomando o supremo de ambos os lados em X, X e X e usando a convexidade de X,
obtemos:
VAT+QL-D)) 2 AV () + Q- AV (),
e, portanto, V é cdncava. Isto implica que V é direcionalmente diferenciavel em cada t € (0,1)

e V'(t") >V’(t"). Por outro lado, pelo teorema 4.1, V'(t,) < f,(x*,t,) <V'(t,).

Milgrom e Segal (2002) sugerem como aplicacdo de seus resultados uma nova
maneira de demonstrar o teorema exposto no trabalho de Benveniste e Scheinkman (1979).

Entretanto ndo desenvolvem esta idéia.

42 APLICANDO OS RESULTADOS DE MILGROM E SEGAL (2002) EM
BENVENISTE E SCHEIKMAN (1979):

O objetivo principal desta se¢do é aplicar os resultados alcancados por Milgrom e
Segal (2002) a fim de obtermos o Teorema do Envelope proposto por Benveniste e
Scheinkman (1979), entretanto, propondo uma nova forma de se ver o problema analisado. A
idéia que propomos consiste em alterarmos 0 modo de se descrever as trajetdrias possiveis, de
modo que a dotacdo inicial se torne um parametro exdgeno da funcdo objetivo na classe de

problemas analisada por Benveniste e Scheinkman (1979). Consequentemente, essa funcéo
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objetivo possuird duas varidveis: uma proveniente do conjunto de escolha, dado pela
tecnologia e outra determinada pelo conjunto de possiveis valores para 0 parametro exogeno.
Construido dessa forma, poderemos aplicar os resultados obtidos por Milgrom e Segal (2002)
sobre o problema de alocagdo intertemporal abordado e obtermos uma expressdo para a
derivada da func¢do valor-6timo correspondente. Vamos comecar pelo caso no qual o tempo é

continuo.

4.2.1 Tempo Continuo:

O problema a ser analisado no tempo continuo é aquele definido no capitulo anterior,
ou seja, dado o conjunto de tecnologia T <[] *"ache a trajetdria absolutamente continua (x(t)),

a qual soluciona:

Max Tu(x(t), %(t), t)dt

s.a.(x(t),x(t)) e T, Vvt e x(0) fixo.

O que propomos € um artificio que consiste primeiramente em reescrevermos as
trajetérias de modo que estas possam se iniciar a partir de qualquer ponto x pertencente ao

conjunto de escolha. As equagdes que descrevem essas trajetdrias para o caso continuo s&o:

y(t,xo)+(x—x0)(l—%j; 0<t<h
y(t,x,); t=h

. (X=Xg)
V=y——-+
y h

V(t y(t %), X) =

Da interpretagdo dessas equagdes temos que y(t,X,) € uma trajetoria qualquer
comegando em Xo. V(t, y(t, %,), X) é uma trajetoria comegando em um x qualquer do conjunto

de escolha. Sendo que, portanto, se uma determinada trajetéria comeca em X, entdo

v(t, y(t, %), X) = y(t, X,) . Além disso, da forma como definimos, uma trajetdria que néo tenha

se iniciado em X atingira e se igualara a trajetoria y(t,x,) a partir do instante t=h.
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A consequéncia desse modo de se descrever as trajetorias possiveis € podermos
reescrever a funcéo objetivo de forma que o ponto inicial ndo dependa do caminho escolhido

e seja, portanto, um parametro exdgeno nesta funcdo, como mostrado a seguir:

fwaQOﬁ:ﬁhwmom

(Y %)) = [ U v idt+ [ uy, 7,0t

O supremo do conjunto das trajetorias que se iniciam em X, define a trajetdria 6tima
gue maximiza a funcdo objetivo. E, portanto, supondo que a solucéo exista, 0s caminhos que
comecam em X, acabam por determinar as trajetorias que maximizam a fungdo de valor-

6timo, definida como se segue:

V(Xo) =sup f (y(t! Xo)’ Xo)

xeX

onde y é o caminho e x, é o parametro exdgeno

Suponha que y * (t, x,) seja 0 caminho 6timo, entéo:

V) = [T u(y* (%), % (6 %), 0dt = £ (y*(t, %), %)

Por essa equacdo fica claro o modo como estamos reescrevendo o problema exposto
anteriormente por Benveniste e Scheinkman (1979). Estamos escrevendo o problema
tornando Xo parametro real exdgeno.

Porém, antes de enunciarmos o resultado obtido a partir dessa nova forma de se
escrever o problema analisado, vamos fazer uma observacdo referente a diferenciabilidade da
funcdo u(.). Vamos definir o que vem a ser uma funcéo localmente lipschitziana e apresentar
dois teoremas que dizem que uma funcdo céncava é localmente lipschitziana e que uma
funcdo localmente lipschitziana é diferencidvel quase sempre. O que é suficiente para
garantirmos que essa funcdo seja diferenciavel dentro de uma integral. Iniciemos pela

seguinte definicéo:
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Defini¢do 4.1: Uma funcdo ¢:A—[ ¢é dita localmente Lipschitz se para cada
compacto KcA existe uma constante Ck tal que,

lp(X)—@(y)| <Cy |x—y|, paratodox,y € K.

Seja 0 seguinte teorema:

Teorema 4.2: Seja ¢:[1" — [ uma funcdo céncava. Entdo ¢ é localmente Lipschitz

no(".

Um resultado interessante esta estabelecido no Teorema de Rademacher, enunciado

logo abaixo:

Teorema 4.3: (Rademacher) Seja ¢:00" -0 ™ uma funcdo localmente Lipschitz.

Entdo ¢ é diferenciavel quase sempre.

Entdo, pelo teorema 4.2 temos que a funcdo u(.) do nosso problema é localmente
Lipschitz por ser concava. O que implica, pelo Teorema de Rademacher, que a funcéo u(.) é
diferenciavel quase sempre. Logo a funcdo u(.) pode ser derivada dentro da integral.
Adicionando a hipdtese de que as derivadas da funcdo u(.) sejam integraveis, podemos

estabelecer um teorema resultante da nova forma de se descrever o problema analisado:

Teorema 4.4:

of Chou, Lo, t S IPAPENRER I §
Lot =L | Lo g1 o[- Doy fi o

Prova:

F(Y (6. %), %)~ F(Y* (%), %) = [ [u(v, v.0) - u(y*, y*, b)) dt

Aplicando Taylor em u(v,v,t) em torno de y*, temos:
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. . ou . ou . S
U(V,V,t) —U(y*, y*l t) = a_(y*! y*,t) (V_ y*) +_.(y*! y*,t)(V— y*) +R
X OX
Substituindo esta equacdo na equacao que a precede:

(Y™ (%))~ F (Y (6. %,), %) = Jj[j—j(y*, 75,0 (v-y4)+ S (% 71000 y*)}du [ Rty

Da definicdo das equagdes que descrevem as trajetorias podemos escrever:

FOY™(t, %), X) = Y™ (6 %), %) _ (" (2l I ot _OU ke | h&
X—X, _L{ax(y B 't)(l hj+( ax(y Y ’t)jh}dHJ.O X — X, a
*)

Torna-se necessario olhar o comportamento do resto quando x — x, . Sabemos por

Taylor que:

lim— <)

———=0.
el \ AR\ A

Ou seja, dado & >0 existe 6 >0 tal que:

R

—_—<
vy -y

V=y|+N-y|]<s—>

Mas: |v—y|+V- y|:|x—xo|(l—%]+|x—xo|%

Entdo, existe 5> 0 tal que: |x—X,| <& —>[v-y|+N-y|<s

Além disso,



53

R®)| R (“1 tj

x=x] -yl+p-y\""h b

h h
jh RW) dt:jh RO (1+1—ljdt
0 [x =X, 0 jv—y|+-y]| h h

hmdt<g_[h(1+l—£]dt
0 [x=X,| ol h h

2
Ihmdt<g h+1—l-h—
O [X—X,| h 2

h—d|R(t)| t < g(l+nj
0 X = X,| 2

Logo, se [x—x,|<5'= joh%dt <g(1+gj.
0

Entdo, lim hmdt =0.

X=X ¢ 0 |X—X0|

Voltando a equacéo (*) e fazendo X — X, :

lim f(y*(t’XO)’X)_f(y*(LXO)’XO)}:|imIh[@(.)(l—£j+(_£(.)jl}dt+Iim " RO 4
X=X X=X, x=>% 90| OX h oX h X% 90 X — X

of * h ou * \rk t ou d ke 1
&(y (t,xo),xo)=jO {&(y Y ,t)(l—ﬁj{—&(y Y ’t)jﬂdt

Agora vamos demonstrar a diferenciabilidade da fungdo V em Xx. Iniciaremos

estabelecendo a concavidade da fungéo f:

Sejam v, (t,x,) ey,(t,%,) duas trajetorias quaisquer iniciadas em X,; e x, e X, dois

pontos quaisquer do conjunto de escolha.
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Devido a linearidade das equacbes que descrevem as trajetorias nas variaveis

y(t,x,) e x, temos:

V(t: (1_l)y1(t1 Xo) +ﬂ~y2 (t1 Xo)1 (1_4))(1 +/1X2) = (1_1)V(t: yl(t1 Xo)’ Xi) +1V(t, Y> (t1 Xo)1 Xz)

Por definicdo:

F(A-A)y (t, %)+ AY,(t, %), - A)x + AX,,1) = jooou((l—}t)vl + AV,, (L— )V, + Av, t)dt
Devido a concavidade da u(.):

j:u(a—z)vl + AV, (L= AV, + AV, t)dt > j: (L= 2)u(v,, vy, t) + Au(v,, v, £))dt
Entdo: f(L-A)y,(t, X))+ AY,(t, %), A=) + A%, t) = L= A) F(y,, X))+ AT (Y,,X%,)

Logo f é concava.

Do fato de f ser concava concluimos, de acordo com o lema 2.1, que V é cdncava, pois

maximizamos a funcdo f sobre uma correspondéncia convexa. Logo, pelo lema 2.5, as

derivadas V'(x,) e V'(x,) existem. Por definigdo, V (x) > f (x,t) paratodo x € X , entéo:

FOH) = (0 VI=V(X).

; para x> X,
X — X, X— X,
. f —f . V(x)-V
i TG0 = F000 _ V9=V (%)
x5 X — X, % X=X,

< of . ot
entao &(x0 1) <SVI(Xg)

Por outro lado,



55

F(60) = F0,0) L V0=V ().

; parax<x,
X— X, X— X,

lim f(x,t)— f(x,1t) S lim V(X) -V (%)

X% X=X, x>x X=X,

~ of o
entao &(x0 ) <V I(%)

V é concava, entdo pelo lema 2.5: V' (%, ) <V(X,).

Logo:

of . - by Of _

&(y*(t.xo),xo)sv (%) <V7(x) S&(y*(t,xo),xo)
Podemos entdo aplicar o teorema 4.1, o qual estabelece que:

of W of o of

&(y*(t’xo)’xo):&(y (taxo)’xo):&(y (t,XO),XO),

0 que implica que V é derivavel em xo e V'(X,) = Z—f(y*(t, Xo)s Xg) -
X

Unindo os resultados dos teoremas 4.1 e 4.4, temos:

V(%) =lim joh {%(y*y Y*,t)[l—%j{—%(y*, Y*,t)jﬂ dt

4.2.2 Tempo Discreto:

A derivacdo para o caso de tempo discreto ndo difere essencialmente daquela

apresentada para o caso continuo. Novamente o problema a ser analisado é aquele definido no
capitulo anterior, ou seja, dado um conjunto de tecnologia T <1 *" ache a sequiéncia (x,), t =

0,...,c0a qual soluciona:
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o0

zu(xt’xtﬂ’t)

Max =
sa.(x, %) €T, Vtex, fixo

Assim como no caso continuo, vamos reescrever as trajetdrias possiveis de modo que
y(t,%,) seja uma trajetoria qualquer comegcando em Xo. V(t,Y(t,X,),X) é uma trajetoria
comecgando em um x qualquer do conjunto de escolha. Logo, se uma determinada trajetoria

comega em Xo, entdo V(t, y(t, X,), %,) = Y(t, X,) . Além disso, uma trajetoria que néo tenha se
iniciado em X, atingira e se igualara a trajetoria y(t, x,) no instante t = 1, por hipotese. Desse

modo definimos as equacdes que descrevem as trajetorias:

[y(0,%) + (x=x%,); t=0
V) _{y(t,xo); t>1

Vt 1= yt +1

Reescrevendo a funcdo objetivo de modo que Xo seja um parametro exdgeno nessa

funcao temos:

def

f(y(t, %), x) = ZU(v(t, y(t, %), X), v(t+1, y(t+1,%,), X),t)

t=0

Y (%), %) E u(x, y(% %), 0) +iU(Y(t, %), Y(t+1,%),1)

t=1

Ambas equacdes descrevem a mesma situacdo, apenas destacamos o periodo t =0 no
somatorio a fim de ressaltar o instante a partir do qual as trajetérias possiveis se encontram
com a trajetdria 6tima.

A funcdo valor-6timo é definida pelo supremo do conjunto das trajetorias que
comegam em Xo:

\Y (Xo) =sup f (y(t' Xo)v Xo)

xeX

onde y é o caminho e X, € 0 parametro exdgeno

De forma analoga, vamos supor que a trajetoria que maximiza exista. Seja y * (t, X,)

esse caminho 6timo, logo:
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V06) = Y% (0% 5) = Uy (L %)y (41 5).0)

Assim como no caso continuo, estamos tornando xo parametro real exégeno. Podemos

entdo estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 4.5:

(6 00)5) =2 (%, Y0 %,).0)
Prova:

FLy*(t, %), x) = £y (t, %)), %) =u(X, y(, %), 0) —u(X;, Y(1, %), 0)
Aplicando Taylor em u(x, y(1, X,),0) em torno de xo, temos:

u(x, y(,%,),0) —u(X,, YL %,),0) =%(xo, y(1,X%,),0)(x—=%,)+R
Substituindo esta equagdo na equacao que a precede:

FLy(t %), x) = £y (t, %), %) ZZ_:I((Xo! YL %), 0)(x=%)+R

Logo,

PO t6). )= Pt %) %) U vq g,
X— %, OX

0

Fazendo x — X, :

tim T (%)) = F(y* (8, %), %) _

lim a—u(xo, y(1,%,),0)+ lim
X—>Xo X=X, X=X OX X—Xg

X—X,
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O resto vai a zero quando X — X, . Logo:

o, . _au
2 YT (0%).%0) = — 0%, ¥(1,%,).0)

Ja mostramos a diferenciabilidade da V em x. Logo podemos aplicar o teorema 4.1 e

estabelecer o seguinte resultado para o caso discreto:

V(%) =Z—j(xo,y(1,xo),0)

Nesta secdo formalizamos o que foi proposto no trabalho de Benveniste e Scheinkman
(1979), pois estes autores ao estabelecerem a diferenciabilidade da funcdo valor-6timo na
classe de problemas de consumo com horizonte infinito com uma dotagdo inicial
parametrizada, j& estavam olhando para o pardmetro exdgeno. Naquele cenério, X é o
conjunto de trajetorias de consumo tecnicamente factiveis e a funcédo objetivo é a utilidade
intertemporal do consumidor, isto é, f(x,t)=u(x, +t)+255u(xs). Contudo, se em adicdo a

s=1
restricdo tecnoldgica encontrada em X h& uma restricdo sobre a factibilidade do consumo

X, +t no primeiro periodo (ex. X, +t>0), entdo a analise presente se aplica na vizinhanga do

conjunto de parametros, no qual a restricdo de consumo esta inativa.

4.3 APLICACOES A TEORIA DE ALOCACAO INTERTEMPORAL OTIMA:

Nesta secdo vamos sugerir duas aplicacdes para os resultados encontrados nas segdes
anteriores deste capitulo. Vamos apresentar o problema de otimizagéo intertemporal para cada
um dos casos de tempo discreto e tempo continuo. Sobre cada qual valem os conjuntos de
hipbteses apresentados no capitulo 3, o que garante a aplicabilidade dos referidos resultados.

Em seguida interpretaremos os resultados sem, contudo, desenvolver a aplicacao.
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4.3.1 Tempo Discreto:

Para 0 caso em que o tempo é discreto vamos nos basear em uma aplicagdo presente
em Dutta e Mitra (1989), a qual trata de um problema de alocagdo intertemporal 6tima. E
possivel, com os resultados encontrados neste capitulo, mostrar que a funcéo valor-6timo
associada a esse problema é diferenciavel.

Uma estrutura padrdo de alocacdo intertemporal 6tima pode ser descrita da seguinte
forma: A economia E consiste de um trio (Q,u,5), onde Qcl0"x0T é o conjunto

tecnologico, u:Q — [ ¢ a fungdo utilidade e 0 <6 <1 é um fator de desconto. As hipoteses

feitas para a economia E sdo aquelas expostas no capitulo 3, para o caso discreto.
Um programa a partir de kemOT ¢é uma sequéncia {k(t)}., tal que
k(0) =k e (k(t),k(t+1)) estd em Q parat>0. Um programa {k*(t)};, a partir de k é um

programa 6timo a partir de k se:

S Su(k(t) k(t +1) <3 Suk* (1), k* (t+1)

para qualquer programa {k(t)}, a partir de k.

Definimos a fungdo valor-6timo, V :0J 7 —[J como:

V (k) =Max 3 stu(k(t). k(t +1))

s.a. {k(t)}, e um programa iniciado em k.

Entéo supondo que exista {k *(t)},_,, um programa 6timo a partir de k, temos:

V (k) =Max 3 8u(k*(t),k* (t +1))
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De acordo com o que foi mostrado nas secOes anteriores deste capitulo, podemos

estabelecer a diferenciabilidade da funcéo valor-6timo com relacdo a variavel de escolha no

ponto k . Isto é:
_ ou —
Vik)=—(k,k(L
(k) ak( @)

Esse resultado nos fornece uma importante caracterizacdo econémica de pregos
sombra, que emerge do Célculo Variacional. Segue da equagdo acima que 0s pre¢os sombra
do Calculo Variacional representam a valoracdo marginal do capital. (Este resultado tem
implicacdes sobre a necessidade de condi¢fes de transversalidade para tais problemas). Além
disso, Dutta e Mitra (1989) tratando o mesmo problema estabeleceram a continuidade da
funcdo valor-6timo, enquanto que, aplicando os resultados alcangados no presente trabalho,
estabelecemos a diferenciabilidade da funcdo V.

4.3.2 Tempo Continuo:

Para o caso continuo, vamos considerar o classico problema de poupanca Otima
formulado originalmente por Ramsey (1928). Entretanto, vamos nos basear na formulacédo
deste problema exposta em Blanchard e Fischer (1989). Consideremos uma economia que
produz um Unico bem, que pode ser tanto investido quanto consumido. A quantidade
consumida traz utilidade imediata para o tomador de decisdo, o planejador social. A
guantidade investida aumenta o estoque de capital, o que faz crescer a possibilidade de
producdo no futuro. Dito de outra forma, podemos ver o problema como alguém
maximizando uma funcdo (utilidade total) de infinitas variaveis (consumo e estoque de capital
em cada data), sujeito as restricdes impostas pela tecnologia. Supomos validas aqui o conjunto
de hipoteses apresentado para o caso continuo no capitulo 3.

As preferéncias da familia por consumo ao longo do tempo sdo representadas pela
seguinte integral:

U, = [ u(c)e " dt

O bem estar da familia no tempo s, Us, € a soma descontada de utilidades instantaneas
u(cy). A funcdo u(.) € uma funcéo de utilidade instantanea ou “felicidade”. O parametro 6 é a

taxa de impaciéncia, estritamente positiva.
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A funcdo de producdo, que descreve a restricdo tecnoldgica, € dada em termos per

capita por:
dk
f(k)=c, +d—tt+ nk,

Onde: k é a relacdo capital-trabalho e n é a forca de trabalho empregada na producao.

Vamos assumir também que a economia comega com algum capital, de modo que é
possivel iniciar uma producao, ko>0.

Suponha que o planejador central queira no tempo t = 0, maximizar o bem-estar da
familia representativa. A Unica escolha que deve ser feita a cada momento do tempo é quanto
essa familia deve consumir e quanto deve incorporar ao estoque de capital, a fim de prover o

consumo futuro. Logo, o problema de otimizacdo intertemporal vem a ser:

maxU, = J-:e"”‘u(c(t))dt
dk(t)

sa. f (k(0)) = c(t) + —2 + nk(t)

k, dado; k(t),c(t) >0 para todo t

Podemos definir a funcdo valor-6timo para este problema como:

V (k) = max j: e U (K (), K(t))dt

sa. 0<k(t) < f(k(t)),t>0
k, >0 dado.

De acordo com o que foi mostrado nas se¢des anteriores deste capitulo, podemos
estabelecer a diferenciabilidade da funcdo valor-6timo com relacdo a variavel de escolha no

ponto ko. Isto é:
ouU -
V'(k,) = ——(k(0),k(0
(ko) 8k(() (0))

Assim como na aplicacdo para o caso discreto, segue da equacgdo acima que 0S pregos-

sombra do Calculo Variacional representam a valoracdo marginal do capital. Ou seja, 0 preco
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em termos de bens de consumo de uma unidade de capital instalada no ponto de 6timo, dada a

dotacdo inicial do capital.

CONCLUSAO:

Neste capitulo reescrevemos o problema analisado no trabalho de Benveniste e
Scheinkman (1979) a partir de um artificio que consiste em mudar a forma de se descrever as
trajetdrias resultantes da solucdo do problema de otimizacdo dindmica analisado, o que nos
permitiu introduzir o valor inicial da variavel de estado, na forma de parametro exdgeno, na
funcdo objetivo. Isso tornou possivel, a partir da aplicacdo dos resultados obtidos por
Milgrom e Segal (2002), a obtencéo dos resultados alcancados por Benveniste e Scheinkman
(1979) de forma mais simples e em um formato que facilitou a aplicacdo do teorema de

envelope.
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CONCLUSAO:

Neste trabalho analisamos a diferenciabilidade da fungdo valor-6timo em problemas
de Otimizacdo Dinadmica. Reescrevemos o lema fundamental do trabalho de Benveniste e
Scheinkman (1979) de forma mais geral e ainda com resultados mais fortes; apresentamos
uma demonstracdo nova e baseada em conceitos mais simples que aqueles encontrados no
trabalho original. Além disso, apresentamos o trabalho de Benveniste e Scheinkman (1979),
ou seja, estabelecemos o conjunto de hipoteses necessarias por tras de um modelo de Calculo
Variacional com horizonte infinito, a fim de garantir a hipotese de diferenciabilidade da
funcdo valor-6timo em tempo discreto e tempo continuo. Além disso, reescrevemos o
problema analisado no referido trabalho a partir de um artificio que consiste em mudar a
forma de se descrever as trajetorias resultantes da solugdo do problema de otimizacédo
dindmica analisado, 0 que nos permitiu introduzir o valor inicial da variavel de estado, na
forma de pardmetro exdgeno, na fungdo objetivo. Isso tornou possivel, a partir da aplicacdo
dos resultados obtidos por Milgrom e Segal (2002), a obtencéo dos resultados alcancados por
Benveniste e Scheinkman (1979) de forma mais simples e em um formato que facilitou a

obtencdo da expressdo para a derivada da funcéo valor-6timo correspondente.
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