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Resumo

Nesta tese conseguimos obter uma extensão para a fórmula do volume de tubos

de H. Weyl para o caso hiperbólico e obter estimativas para o raio de injetividade

em termos de invariantes geométricos/topológicos. Provamos, também, que se M é

mı́nima, compacta e mergulhada em S3, e se Λ é uma das componentes conexas de

Λ então, obtivemos uma estimativa por baixo para o vol (Λ) em termos da topologia

e da geometria intŕınsica de M .
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Abstract

In this work we obtain an extension of Weysl’s tube formula to the hiperbolic

space and estimatives of the radius of injectivity in terms of geometric and topologi-

cal invariants. We also prove that if M is a minimal surface, compact and embedded

in S3, and if Λ is the connected component of Λ, then obtain a below estimatives

for vol (Λ) in terms of the topology and intrinsic geometry of M.
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Introdução

Dada M uma subvariedade mergulhada (possivelmente com fronteira) em uma

variedade Riemanniana N , e dado t > 0, o tubo TN
t (M) de raio t ao redor de M é

definido por

TN
t (M) = {p ∈ N | d(p,M) ≤ t},

sendo d a distância riemanniana em M.

Em 1939 H. Weyl [WH] obteve a seguinte fórmula para o volume de um

tubo TR
n

t (M) de raio pequeno t (t é menor do que a distância de M a seu mais

próximo ponto focal em Rn) ao redor de uma subvariedade M com fecho compacto

de dimensão ν no espaço euclidiano Rn:

VolR
n

M (t) = Ωm

∑
e

tm+e

(m + 2) (m + 4) · ... · (m + e)
ke, e par, 0 ≤ e ≤ ν, (1)

onde m = n − ν, Ωm é o volume da bola euclidiana de raio 1 em Rm, e ke são

invariantes integrais sobre M que dependem unicamente da métrica de M induzida

por Rn. No mesmo trabalho, Weyl tambem obteve a seguinte fórmula similar a (1)

para um tubo TS
n

t (M) em torno de M ⊂ Sn:

VolS
n

M (t) = mΩm

∑
e

Je(t)

(m + 2) (m + 4) · ... · (m + e− 2)
ke, e par, 0 ≤ e ≤ ν, (2)

onde

Je(t) =

∫ t

0

(sen ρ)m+e−1(cos ρ)ν−edρ.

Em 1982, A. Gray obteve uma generalização da fórmula (1) para M, compacta,
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isometricamente mergulhada em uma variedade riemanniana completa Nn. Esta

generalização é feita no sentido que se a curvatura seccional KN satisfaz KN ≥ 0

e, denotando por Γ(n, ν, t) a expressão do membro direito de (1), então VolNM (t) ≤
Γ(n, ν, t) e, se KN ≤ 0, então VolNM (t) ≥ Γ(n, ν, t) ([GA], [GA1]).

Este resultado de Gray pode ser visto como uma generalização parcial do teo-

rema de comparação do volume de bolas geodésicas de Bishop (veja, por exemplo,

Caṕıtulo I do [SY]), do qual decorre, em particular, que se a curvatura de Ricci

(não normalizada) RicM de M satisfaz RicM ≥ (n− 1)K0, n = dim M, então, dados

x ∈ M e t > 0, vale

Vol(Bx(t)) ≤ Vol(K0, t),

sendo Vol(K0, t) o volume da bola de raio t em um espaço de curvatura constante

K0.

Nesta tese, obtemos extensões parciais e combinadas dos resultados de Weyl e

Gray quando dim N = 3 e dim M = 2, M compacta e mergulhada em N dividindo

N em duas componentes conexas. Conseguimos, então, estimativas para volumes

de espessamentos (termo usado para tubos quando a codimensão do tubo é 1) de M

usando cotas superior e inferior para a curvatura seccional de N. Tiramos também

diversas conseqüências geométricas e topológicas das estimativas obtidas.

Neste ponto é interessante comentar que, apesar do caso abordado na tese ser

bastante particular quando comparado aos casos mencionados acima, o problema de

se estimar o volume de uma das componentes conexas de N\M, no caso em que N

é compacto, é um problema não trivial, mesmo no caso por exemplo em que N = S3

e ainda com a hipótese de M ser mı́nima. Neste sentido, é interessante mencionar a

conjectura de Blaine Lawson, que revelou-se finalmente falsa, afirmando que sendo

M minima (compacta e mergulhada) em S3 então M divide S3 em duas componentes

conexas de mesmo volume3. De fato, a motivação inicial para este trabalho foi a de

obter, tendo em vista a falsidade da conjectura de Lawson, alguma estimativa do

volume de uma das componentes conexas de S3\M. Abaixo, ainda nesta introdução,

apresentamos o que conseguimos nesta direção (estimativa (7)).

Denotemos por VolNM+(t) o volume de uma das componentes conexas de TN
t (M)\M.

3Contra-exemplos constrúıdos por Karcher e colaboradores (veja [HK1])
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Dadas constantes K1 e K0, provamos que se K1 ≥ KN ≥ K0 > 0, então

4K1 VolNM+(t) ≥ 4πχ (M) t−
∫

M

Hσ

−
{(

λ2

√
K0

+
√

K0

)
sen 2

√
K0t + 2 |λ|+ 4 |λ| cos2

√
K0t

}
A (M) ,

onde χ (M) é a caracteŕıtica de Euler de M, σ a forma área de M, H a curvatura

média de M em relação ao vetor normal apontando para o interior da componente

de TN
t (M)\M considerada, λ o supremo das curvaturas principais de M com relação

a este mesmo vetor normal e A(M) a área de M . Por outro lado, se

0 > K1 ≥ KN ≥ K0,

então

4(−K1) VolN
3

M+(t) ≤ −4πχ (M) t +

∫

M

H0σ

+

{(
λ2 (M)√−K0

+
√
−K0

)
senh 2

√
−K0t + 2 |λ (M)|

}
A (M) .

Obtemos também uma extensão parcial da fórmula de Weyl (2) para o caso em

que N é o espaço hiperbólico e uma fórmula explicita para VolS
3

M+(t) (que não decorre

de (2)), bem como de VolS
3

M(t), a saber:

VolS
3

M+(t) = πχ (M) (t− sen t cos t) + sen t cos tA (M)− sen2 t

2

∫

M

Hσ. (3)

Como a curvatura média troca de sinal ao trocarmos de componente conexa de

S3\M, obtemos de (3)

VolS
3

M(t) = VolS
3

M+(t) + VolS
3

M−(t) = 2πχ (M) t + 2(A (M)− πχ(M)) sen t cos t. (4)

Denote por H3 o espaço hiperbólico de curvatura seccional constante −1. Supondo

agora que M ⊂ H3 (compacta, mergulhada), provamos:

VolH
3

M+(t) = πχ (M) (senh t cosh t− t) + senh t cosh tA (M)− senh2 t

2

∫

M

Hσ (5)
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do que decorre, como no caso esférico:

VolH
3

M (t) = 2πχ (M) (senh t cosh t− t) + 2 senh t cosh tA (M) . (6)

É posśıvel que estas fórmulas sejam conhecidas, porém não as encontramos na

literatura e nem por indagação direta a diversos matemáticos que trabalham com

geometria integral.

Denotando por Kmax = maxM K, onde K denota a curvatura seccional de M, re-

lacionado à conjectura de Lawson acima mencionada, provamos que se M é mı́nima,

compacta e mergulhada em S3, e se Λ é uma das componentes conexas de S3\M,

então vale a seguinte desigualdade

Vol(Λ) ≥ πχ(M)

(
arccot

√
1−Kmax −

√
1−Kmax

2−Kmax

)
+

√
1−Kmax

2−Kmax

A(M), (7)

que dá uma estimativa por baixo de Vol(Λ) em termos da topologia e da geometria

intŕınsica de M (Note que decorre da equação de Gauss que a curvatura seccional

de qualquer superficie mı́nima em S3 é menor ou igual a 1). Observe que segue de

imediato de (7) uma estimativa por cima para a área de M em termos da topologia

e da curvatura de M .

Um problema bastante investigado em Geometria Diferencial é o de obter esti-

mativas para o raio de injetividade inj(M) de M em N em termos de invariante

geométricos/topológicos de M e de N (veja a definição de inj(M) no ińıcio do

Caṕıtulo 2). Sendo M compacta, mergulhada em S3, de genus g, provamos usando

(4) que se g = 0 então

inj(M) ≤ 1

2
arcsin

2π2

A(M)
(8)

e se g ≥ 1, então

inj(M) ≤ 1

2
arcsin

(
2π2g

A (M) + 2π(g − 1)

)
. (9)

Observe que decorre de (8), por exemplo, que se M é homeomorfa a uma esfera e

A(M) ≥ 2π2 então inj(M) ≤ π/4. A estimativa (9) é “sharp” pois o toro de Clifford

em S3 tem área 2π2 e inj(M) = π/4. Não deixa de ser surpreendente a existência
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de uma estimativa para inj(M) que do ponto de vista geométrico dependa apenas

da área de M , já que área é um invariante geométrico muito “fraco”.

Note que decorre de (4), pondo V(t) = VolS
3

M(t) ou V(t) = VolH
3

M (t), a seguinte

fórmula interessante para a terceira variação infinitesimal de volume de M :

V′′′(0) = A (M)− πχ(M).

Para provarmos os resultados da tese usamos técnicas diferentes das utilizadas

por Weyl e Gray. Os resultados fundamentais que utilizamos são a fórmula de

Reilly e a generalização do Teorema de Rauch, obtida por Warner para estimativas

do módulo de campos de Jacobi. A fórmula da co-área é também utilizada para

reduzir as estimativas de volume a integrais sobre M.

A tese está organizada da seguinte forma: nos Caṕıtulos 1 e 2 fixamos as notações

e introduzimos fatos básicos de Geometria Riemanniana sobre hipersuperf́ıcies pa-

ralelas, que serão usados no decorrer da tese. No Caṕıtulo 3 provamos diversos

lemas auxiliares estimando a curvatura média de superf́ıcies paralelas. No Caṕıtulo

4 provamos os resultados principais da tese, enunciados nesta introdução.
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Caṕıtulo 1

Preliminares Gerais

Neste caṕıtulo introduziremos algumas definições e provaremos resultados que

serão usados como ferramentas para provar diversos outros resultados da tese.

Indicamos por Nn uma variedade riemanniana completa de dimensão n e por

χ (N) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em N . Usamos também a

notação Nn(k) para indicar um espaço simplesmente conexo, completo, n−dimensional,

de curvatura seccional constante k ∈ R. Vamos relembrar a seguir as definições de

algumas noções bastante comuns da Geometria Riemanniana.

Dada f : N → R diferenciável, o Hessiano de f é a forma bilinear

Hess f : χ (N)× χ (N) → R

Hess f (X,Y ) =
〈∇X (grad f) , Y

〉
.

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de Nn.

Note que Hess f é um tensor, isto é, Hess f (X, Y ) (p) , só depende do valor dos

campos X e Y no ponto p ∈ N , ou seja, dados X ′, Y ′ ∈ χ (N) tais que X ′ (p) = X (p)

e Y ′ (p) = Y (p) temos que Hess f (X, Y ) (p) = Hess f (X ′, Y ′) (p); além disso, Hess

é simétrico, ou sejam Hess f (X,Y ) = Hess f(Y, X) para todo X, Y ∈ χ (N) .

Seja p um ponto qualquer de N e seja {Ei} uma base ortonormal de TpN. O

Laplaciano de f é a função ∆f ∈ C∞(M) definida por

∆f(p) =
n∑

i=1

Hess f (Ei, Ei) (p).
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A norma |Hess f |2 do hessiano de f em p é

|Hess f |2 =
n∑

i=1

∣∣∇Ei
(grad f)

∣∣2 =
n∑

i=1

〈∇Ei
(grad f) ,∇Ei

(grad f)
〉
.

A curvatura R de N é a correspondência que associa a cada par X, Y ∈ χ (N)

uma aplicação

R (X, Y ) : χ (N) → χ (N)

dada por

R (X, Y ) Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, Z ∈ χ (N)

A curvatura de Ricci em p ∈ N, denotado por Ric (X, Y ) é definido por

Ric (X, Y ) =
n∑

i=1

〈R (X, Ei) Ei, Y 〉 .

Se M é uma hipersuperf́ıcie de N e η um campo de vetores unitário e normal à

M, definimos a segunda forma fundamental B de M em N com relação à η em um

ponto p ∈ M por

Bp (u, v) =
〈∇uη, v

〉
, u, v ∈ TpM.

Neste trabalho, consideramos a curvatura média não normalizada de M , definida

como segue: para cada p ∈ M a curvatura média H de M em p com relação à η é

H = −
n−1∑
i=1

Bp (Ei, Ei) = −
n−1∑
i=1

〈∇Ei
η, Ei

〉

onde {E1, E2, ..., En−1} é uma base ortonormal qualquer de TpM .

Feitas as definições iniciais, provamos o seguinte lema:

Lema 1.1 (Weitzenböck) Seja N uma variedade Riemanniana e f ∈ C3(N).

Então:

1

2
∆

(|grad f |2) = |Hess (f)|2 + 〈grad ∆f, grad f〉+ Ric (grad f, grad f)

7



Demonstração. Fixe um ponto p ∈ N. Escolha um referencial geodésico orto-

normal {Ei} em torno de p. Em particular, neste referencial ∇Ei
Ej (p) = 0 para

i, j. Calculando em p temos:

∆f =
∑

i

Ei (Ei (f)) e grad f =
∑

i

Ei (f) Ei.

Logo,

∆f =
∑

i

Ei 〈grad f, Ei〉 =
∑

i

(〈∇Ei
grad f, Ei〉) .

Portanto,

1

2
∆

(|grad f |2) =
1

2

∑
i

EiEi 〈grad f, grad f〉 =
∑

i

Ei 〈∇Ei
grad f, grad f〉

=
∑

i

〈∇Ei
∇Ei

grad f, grad f〉+
∑

i

〈∇Ei
grad f,∇Ei

grad f〉 .

O primeiro termo é

〈∇Ei
∇Ei

grad f, grad f〉 =

〈
∇Ei

∇Ei
grad f,

∑
j

Ej (f) Ej

〉
=

=
∑

j

Ej (f) 〈∇Ei
∇Ei

grad f, Ej〉 =

=
∑

j

〈grad f, Ej〉 〈∇Ei
∇Ei

grad f, Ej〉 .

Porém ∇Ei
Ej (p) = 0, logo em p

〈∇Ei
∇Ei

grad f, Ej〉 = Ei 〈∇Ei
grad f, Ej〉 = Ei (Hess (f) (Ei, Ej)) .

Como Hess (f) é uma forma bilinear simétrica, ou seja,

Hess (f) (Ei, Ej) = Hess (f) (Ej, Ei)

tem-se

〈∇Ei
∇Ei

grad f, Ej〉 = Ei (Hess (f) (Ei, Ej)) = Ei (Hess (f) (Ej, Ei)) =

8



= Ei

(〈∇Ej
grad f, Ei

〉)
=

〈∇Ei
∇Ej

grad f, Ei

〉

Pelo definição de tensor de curvatura tem-se

〈R (Ej,Ei) grad f, Ei〉 =
〈∇Ei

∇Ej
grad f −∇Ej

∇Ei
grad f +∇[Ej ,Ei] grad f, Ei

〉
,

mas no ponto p [Ej, Ei] ≡ 0, logo

〈∇Ei
∇Ej

grad f, Ei

〉
= 〈R (Ej,Ei) grad f, Ei〉+

〈∇Ei
∇Ej

grad f, Ei

〉
.

Então

1

2
∆

(|grad f |2) =
∑
i,j

〈grad f, Ej〉 〈∇Ei
∇Ei

grad f, Ej〉+
∑

i

〈∇Ei
grad f,∇Ei

grad f〉 =

=
∑
i,j

〈grad f, Ej〉
(〈R (Ej,Ei) grad f, Ei〉+

〈∇Ei
∇Ej

grad f, Ei

〉)

+
∑

i

〈∇Ei
grad f,∇Ei

grad f〉 .

O primeiro termo é por definição Ric (grad f, grad f) ; O segundo termo é

∑
i

(grad f) (〈∇Ei
grad f, Ei〉−〈∇Ei

grad f,∇grad fEi〉) = (grad f)
∑

i

〈∇Ei
grad f, Ei〉

(1.1)

pois

〈∇Ei
grad f,∇grad fEi〉 = 0 em p.

Portanto, a expressão (1.1) fica

(grad f)
∑

i

〈∇Ei
grad f, Ei〉 = (grad f) (∆f) = 〈grad f, grad (∆f)〉 ,

e o terceiro termo é por definição ‖Hess (f)‖2.

O poder da fórmula acima é que temos a liberdade da escolha para a função

f . Muitos dos resultados de comparação em geometria usam a fórmula acima e são

obtidos escolhendo-se funções f adequadas, tais como: função distância, autofunções

do laplaciano, além de outras.

9



Podemos, agora, provar a fórmula de Reilly, considerando ainda as seguintes

hipóteses e convenções como em [CW].

Nn é uma variedade de dimensão n, compacta, orientável e com bordo ∂N = M.

Orientamos M com um vetor normal unitário η apontando para o exterior de M.

Seja f uma função definida em N diferenciável em N e em M . Denotemos

z = f |M e u =
∂f

∂n
a derivada da função f na direção do vetor normal exterior η.

Então

Lema 1.2 (Reilly)

∫

N

(
∆f

)2−|Hess (f)|2−Ric (grad f, grad f) ω =

∫

M

(2∆z −Hu) u+B (grad z, grad z) σ

onde ω é a forma volume de N , σ a forma volume de M, sendo B e H a segunda

forma fundamental e a curvatura média de M com relação à η respectivamente.

Demonstração. Integrando a fórmula de Weitzenböck dada pelo Lema 1.1

tem-se

∫

N

1

2
∆

(|grad f |2) ω =

∫

N

|Hess (f)|2 +
〈
grad ∆f, grad f

〉
+ Ric (grad f, grad f) ω

(1.2)

usando o Teorema da Divergência ([CI] pág. 143) no lado esquerdo da igualdade

(1.2) se obtém:

∫

N

1

2
∆

(|grad f |2) ω =
1

2

∫

M

〈(
grad

(|grad f |2))|M , En

〉
σ

onde En = η.

Mas
1

2

〈(
grad

(|grad f |2))|M , En

〉
=

1

2
En

(|grad f |2) =

=
1

2
En 〈grad f, grad f〉 =

〈∇En grad f, grad f
〉

=

=

〈
∇En grad f,

n∑
i=1

〈grad f, Ei〉Ei

〉
=

n∑
i=1

〈grad f, Ei〉
〈∇En grad f, Ei

〉

10



onde {E1, E2, ..., En−1} é uma base ortonormal qualquer de TpM.

Portanto ∫

N

1

2
∆

(|grad f |2) ω =

∫

M

(
fnfnn +

n−1∑
i=1

fifin

)
σ (1.3)

onde fi e fij são dadas por

fi = 〈grad f, Ei〉

fij = Hess f (Ei, Ej) =
〈∇Ej

grad f, Ei

〉

Agora, usando o Teorema de Stokes ([CI] pág. 144) para a segunda parcela do lado

direito de (1.2) vem:

∫

N

〈
grad ∆f, grad f

〉
= −

∫

N

(
∆f

)2
+

∫

M

(
∆f

)
|M

∂f

∂En

=

= −
∫

N

(
∆f

)2
+

∫

M

(
∆f

)
|M 〈grad f, En〉 =

= −
∫

N

(
∆f

)2
+

∫

M

fn

(
fnn +

n−1∑
i=1

fii

)
. (1.4)

Então, subtraindo (1.3) e (1.4) segue que

∫

N

1

2
∆

(|grad f |2)−
∫

N

〈
grad ∆f, grad f

〉
=

=

∫

M

(
fnfnn +

n−1∑
i=1

fifin

)
−

∫

M

fn

(
fnn +

n−1∑
i=1

fii

)
+

∫

N

(
∆f

)2
=

=

∫

M

fnfnn +

∫

M

n−1∑
i=1

fifin −
∫

M

fnfnn −
∫

M

fn

n−1∑
i=1

fii +

∫

N

(
∆f

)2
=

=

∫

M

n−1∑
i=1

fifin −
∫

M

fn

n−1∑
i=1

fii +

∫

N

(
∆f

)2
. (1.5)
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Mas observe que para 1 ≤ i ≤ n− 1

fin =
〈∇Ei

grad f, En

〉
= Ei 〈grad f, En〉 −

〈
(grad f)|M ,∇Ei

En

〉
=

= ui −
〈
grad z + En (f) En,∇Ei

En

〉
= ui −

〈
grad z,∇Ei

En

〉− En (f)
〈
En,∇Ei

En

〉
=

= ui −
〈
grad z,∇Ei

En

〉

pois
〈
En,∇Ei

En

〉
= 0. Além disso

fin = ui −
〈

n−1∑
j=1

〈grad z, Ej〉Ej,∇Ei
En

〉
= ui −

n−1∑
j=1

zj

〈
Ej,∇Ei

En

〉
= ui −

n−1∑
j=1

zjhij

onde hij = B (Ei, Ej). Portanto

n−1∑
i=1

fifin =
n−1∑
i=1

fi

(
ui −

n−1∑
j=1

zjhij

)
=

=
n−1∑
i=1

〈grad f, Ei〉Ei 〈grad f, En〉 −
n−1∑
i=1

〈grad f, Ei〉
n−1∑
j=1

zjhij =

=
n−1∑
i=1

〈
(grad f)|M , Ei

〉
Ei 〈grad f, En〉 −

n−1∑
i=1

〈
(grad f)|M , Ei

〉 n−1∑
j=1

zjhij =

=
n−1∑
i=1

〈
grad

(
f|M

)
, Ei

〉
Ei 〈grad f, En〉 −

n−1∑
i=1

〈
grad

(
f|M

)
, Ei

〉 n−1∑
j=1

zjhij =

=
n−1∑
i=1

〈grad z, Ei〉Ei 〈grad f, En〉 −
n−1∑
i=1

〈grad z, Ei〉
n−1∑
j=1

zjhij =

=
n−1∑
i=1

〈grad z, Ei〉Ei 〈grad f, En〉 −
n−1∑
i,j=1

zizjhij =

=
n−1∑
i=1

〈grad z, Ei〉 〈grad (〈grad f, En〉) , Ei〉 − B (grad z, grad z) =

=

〈
grad (〈grad f, En〉) ,

n−1∑
i=1

〈grad z, Ei〉Ei

〉
−B (grad z, grad z) =

= 〈grad (〈grad f, En〉) , grad z〉 −B (grad z, grad z) =

= 〈grad u, grad z〉 −B (grad z, grad z) . (1.6)
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Agora

n−1∑
i=1

fii =
n−1∑
i=1

〈∇Ei
grad f, Ei

〉
=

n−1∑
i=1

(
Ei 〈grad f, Ei〉 −

〈
grad f,∇Ei

Ei

〉)
=

=
n−1∑
i=1

(Ei 〈grad f, Ei〉 − 〈grad f,∇Ei
Ei〉+ 〈grad f,∇Ei

Ei〉 −
〈
grad f,∇Ei

Ei

〉
) =

=
n−1∑
i=1

(Ei 〈grad f, Ei〉 − 〈grad f,∇Ei
Ei〉 −

〈
grad f,∇Ei

Ei −∇Ei
Ei

〉
) =

=
n−1∑
i=1

〈∇Ei
grad f, Ei〉 −

n−1∑
i=1

n∑
j=1

〈grad f, Ej〉
〈
Ej,∇Ei

Ei −∇Ei
Ei

〉
= (1.7)

= ∆z −
n−1∑
i=1

〈grad f, En〉
〈
En,∇Ei

Ei

〉
= ∆z + 〈grad f, En〉

n−1∑
i=1

〈∇Ei
En, Ei

〉
=

= ∆z −Hu (1.8)

Observe que em (1.7) usamos a definição de ∆z e o fato de que ∇ é a projeção

ortogonal de ∇ em M. Agora fazendo a substituição de (1.6) e (1.8) em (1.5)

teremos:

∫

N

1

2
∆

(|grad f |2) ω −
∫

N

〈
grad ∆f, grad f

〉
ω =

∫

M

〈grad u, grad z〉 −B (grad z, grad z)− u (∆z −Hu) σ +

∫

N

(
∆f

)2
ω. (1.9)

Agora substituindo (1.9) em (1.2) segue então:

∫

N

(
∆f

)2 − |Hess f |2 −Ric (grad f, grad f) ω =

=

∫

M

(∆z −Hu) u− 〈grad u, grad z〉+ B (grad z, grad z) σ.

Usando novamente o Teorema de Stokes e o fato de M ser compacta, segue o dese-

jado.
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Usaremos as notações

Sk (t) =

{
1√
k

sen
√

kt, k > 0
1√−k

senh
√−kt, k < 0

e

Ck (t) = S ′k (t) =
dSk (t)

dt
.

Note que

C ′
k = −kSk. (1.10)

Lema 1.3 Sejam N(k) uma variedade de curvatura constante k 6= 0 e γ : [0, a] →
N(k) uma geodésica parametrizada por comprimento de arco. Seja λ ∈ R. Então,

todo campo de Jacobi Jk,λ ao longo de γ e ortogonal à γ, satisfazendo as condições

iniciais

Jk,λ (0) = E, J ′k,λ (0) = λE,

é dado por

Jk,λ (t) = (Ck (t) + λSk (t)) E (t) ,

onde E (t) é o campo de vetores paralelos ao longo de γ tal que E(0) = E.

Demonstração. Ver [CI] página 73.

Teorema 1.4 (Warner) Seja N uma variedade Riemanniana completa, de di-

mensão n, cujas curvaturas seccionais são limitadas inferiormente por k, com k 6= 0,

de maneira uniforme. Seja M uma hipersuperf́ıcie de N admitindo um campo

unitário normal η. Dado p ∈ M, defina

λ(p) = sup{〈∇vv, η
〉 | v ∈ TpM, |v| = 1}

e

λ = max
p∈M

λ(p).

Seja βk,λ ∈ (0,∞) o primeiro zero de Jk,λ(t), quando este existe, caso contrário

ponha βk,λ = ∞.

Temos: se γ : [0, a] → N é uma geodésica normalizada tal que γ(0) ∈ M e

γ′(0) = η(γ(0)), então M tem um ponto focal ao longo de γ a uma distância β ≤ βk,λ.
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Além disso, sendo J (t) um campo de Jacobi ao longo de γ, ortogonal a γ, então

|J (t)| ≤ (Ck (t) + λSk (t)) |J (0)|

para todo t ∈ [0, β] .

Demonstração. Sejam p ∈ M e γ : [0, a] → N é uma geodésica normalizada

tal que γ(0) ∈ M e γ′(0) = η(p). Fixe t ∈ (0, β). A forma ı́ndice (veja [CI] pág.

130) de γ é a forma quadrática dada por

It (X,X) =
〈∇X(0)X(0), η

〉
+

∫ t

0

{
|X ′ (s)|2 − 〈R (γ′ (s) , X (s) γ′ (s) , X (s))〉

}
ds,

onde X é um campo de vetores qualquer ao longo de γ. No caso em que X = J é

um campo de Jacobi, é fácil ver que

It (J, J) = 〈J(t), J ′(t)〉 .

Como os campos de Jacobi minimizam a forma ı́ndice para qualquer campo X tal

que X (t) = J (t) tem-se então que

〈J(t), J ′(t)〉 ≤ 〈∇X(0)X(0), η
〉

+

∫ t

0

{
|X ′ (s)|2 − 〈R (γ′ (s) , X (s) γ′ (s) , X (s))〉

}
ds

≤ λ |X (0)|2 +

∫ t

0

{
|X ′ (s)|2 − k |X (s)|2

}
ds

Na última desigualdade usamos a hipótese de que todas as curvaturas seccionais ao

longo de γ são limitadas por baixo por k. Tomemos agora o campo especifico X

dado por:

X (s) =
(Ck + λSk) (s)

(Ck + λSk) (t)
τs−tJ (t) , s ∈ [0, t] .

onde τ indica o transporte paralelo ao longo de γ. Segue-se que:

λ |X (0)|2 +

∫ t

0

{
|X ′ (s)|2 − k |X (s)|2

}
ds = 〈X(t), X ′(t)〉

=
(Ck + λSk)

′ (t)
(Ck + λSk) (t)

|J (t)|2 .
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Portanto tem-se que

〈J(t), J ′(t)〉 ≤ (Ck + λSk)
′ (t)

(Ck + λSk) (t)
|J (t)|2 . (1.11)

Que implica no teorema, pois isto é equivalente à desigualdade

{ |J (t)|
(Ck + λSk) (t)

}′
≤ 0,

ou seja, a função

g (t) =
|J (t)|

(Ck + λSk) (t)

é não crescente e portanto

g (t) ≤ g (0) .

Que é a desigualdade que queŕıamos provar.

Corolário 1.5 ((da prova do Teorema 1.4)) Com as mesma hipóteses do Teo-

rema 1.4, tem-se, para todo t ∈ [0, β),

〈J(t), J ′(t)〉 ≤ λCk(t)− kSk(t)

Ck(t) + λSk (t)
|J(t)|2,

onde J é qualquer campo de Jacobi ao longo e ortogonal a uma geodésica γ : [0, β) →
N com γ(0) ∈ M, γ′(0) = η(γ(0)).

Demonstração. Decorre de (1.11) e de (1.10).
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Caṕıtulo 2

Preliminares Sobre

Hipersuperf́ıcies Paralelas

Suponha agora que M seja uma hipersuperf́ıcie mergulhada, compacta, em Nn,

tal que N\M é desconexa e consiste de duas componentes conexas. Denote por A

uma destas componentes. Seja η um campo de vetores unitários normais a M que

aponte na direção de A. Seja r > 0 tal que

φ : M × (−r, r) → N

dada por

φ(p, t) = expp tη(p), p ∈ M, t ∈ (−r, r)

seja um difeomorfismo sobre sua imagem. O maior r com esta propriedade é dito

raio de injetividade de M, sendo denotado por inj(M).

Dado t ∈ [0, inj(M)), ϕt(p) = φ(p, t), p ∈ M, é um difeo de M sobre Mt :=

φ(M, t). Defina também

Ωt (M) = {φ(p, s) | p ∈ M, s ∈ [0, t]} (2.1)

e

Ω(M) =
⋃

t∈[0,inj(M))

Ωt (M) . (2.2)

Seja f : N → R a função distância à M, a saber, f(x) = d(x,M), onde d é a
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distância riemanniana de N.

Mostramos no que segue que |grad f | = 1 em Ω(M).

Dado x ∈ Ω(M), existe p ∈ M tal que

f (x) = t = d (x, p) .

Assim, a geodésica

γ(s) = expp sη(p), s ∈ [0, inj(M))

é tal que x = γ(t). Além disso, vale

γ′ (t) = grad f (x) .

De fato: seja {E1, ..., En} uma base ortonormal de TxN tal que En (x) = γ′ (t) .

Então

grad f (x) =
n∑

i=1

〈grad f (x) , Ei〉Ei

A mostrar: 〈grad f (x) , Ei〉 = 0 para i = 1, ..., n− 1. Temos

〈grad f (x) , Ei〉 = dfx (Ei) =
d

ds
f (α (s)) |s=0

onde α é uma curva tal que α (0) = x e α′ (0) = Ei. Como Ei ⊥ En, podemos escolher

uma curva α na hipersuperf́ıcie paralela Mt, pois Ei é tangente a esta hipersuperf́ıcie

em x. Então,

f (α (s)) = t

logo,

0 =
d

ds
f (α (s))s=0 = 〈grad f (x) , Ei〉 , i = 1, ..., n− 1.

Assim,

grad f (x) =
n∑

i=1

〈grad f (x) , Ei〉Ei = 〈grad f (x) , En〉En = dfx (En) En,
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mas

dfx (En) =
d

ds
f (γ (s)) =

d

ds
(s) = 1.

Portanto,

grad f (x) = En = γ′ (t) .

Segue-se que |grad f (x)| = 1 para todo x ∈ Ω (M). Ressaltamos que grad f (x)

é ortogonal a Mf(x) e aponta para o exterior de Ωx (M) se x /∈ M . Se x ∈ M então,

grad f (x) aponta para o interior de Ω(M). Usaremos a notação

ηt = grad(f)|Mt , t ∈ [0, inj(M)). (2.3)

Definição 2.1 Definimos a função H : Ω(M) → R requerendo que H(x) seja a

curvatura média da hipersuperf́ıcie Mf(x) no ponto x com relação à normal η =

grad f. Usaremos a notação Ht = H|Mt , para t ∈ [0, inj(M)).

Lema 2.2 Com as notações dadas acima, tem-se que

∆f (x) = −H (x)

∀x ∈ Ω (M), onde ∆ é o laplaciano em N.

Demonstração. Seja x ∈ Ω(M). Tome {E1, ..., En−1,η = grad f} uma base

ortonormal de TxN . Assim

∆f (x) =
n∑

i=1

〈∇Ei
grad f, Ei

〉
= −H(x).

Lema 2.3 Nas mesma notações anteriores, tem-se:

|Hess(f)|2 = H2 − 2σ2 = H2 + 2
∑
i<j

K (Ei, Ej)− 2
∑
i<j

K (Ei, Ej)

onde K é a curvatura seccional em N e K é a curvatura seccional da hipersuperf́ıcie

paralela.
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Demonstração. Seja x ∈ Ω(M) e seja {E1, E2, ..., En−1, En} uma base orto-

normal de TxN tal que En = grad f(x) e tal que {E1, E2, ..., En−1} diagonaliza a

segunda forma fundamental de Mf(x). Escreva:

∇Ei
ηt = −λiEi, t = f(x), ηt = grad f |Mt .

Temos

|Hess(f)|2 =
n∑

i,j=1

〈∇Ei
grad f, Ej

〉2
=

n∑
i,j=1

〈∇Ei
ηt, Ej

〉2

=
n−1∑
i=1

λ2
i =

(
n−1∑
i=1

λi

)2

− 2
∑
i<j

λiλj

= H2 − 2
∑
i<j

λiλj.

Da equação de Gauss tem-se

K (Ei, Ej)−K (Ei, Ej) = λiλj,

de modo que

|Hess(f)|2 = H2 + 2
∑
i<j

K (Ei, Ej)− 2
∑
i<j

K (Ei, Ej) .

Corolário 2.4 Se dim N = 3, então tem-se a seguinte relação

|Hess(f)|2 = 2K − 2K + H2.
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Caṕıtulo 3

Estimativas Para a Integral da

Curvatura Média de

Hipersuperf́ıcies Paralelas

Observamos que no que segue estaremos considerando as notações e hipóteses

descritas no ińıcio do Caṕıtulo 2.

Definição 3.1 Dados t ∈ [0, inj(M)), p ∈ Mt, definimos

St(v) = − (∇vηt

)T
, v ∈ TpMt,

onde ηt está definido em (2.3, p.15). St é a segunda forma fundamental da superf́ıcie

paralela Mt com relação ao normal ηt. Denotamos também S0 = S.

Lema 3.2 Seja p ∈ M. Dado t ∈ [0, inj(M)), a curvatura média de Mt no ponto

x = ϕt(p) em relação à ηt satisfaz a seguinte desigualdade

−Ht (x) ≤ (n− 1) sup
J∈J

〈J (t) , J ′ (t)〉
‖J (t)‖2

onde J é o conjunto de todos os campos de Jacobi J não nulos ao longo da geodésica

γ : [0, inj(M)) → N,

γ(s) = ϕs(p) = expp sη(p),
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tais que J(0) ∈ TpM, |J(0)| = 1 e J ′(0) + S(J(0)) ∈ TpM
⊥, S = S0.

Demonstração. Temos

−Ht (x) =
n−1∑
i=1

− 〈Ei, St (Ei)〉

onde {E1, ..., En−1} é uma base ortonormal qualquer de TxMt. Basta então mostrar-

mos que

−〈E, StE〉 ≤ sup
J∈J

〈J (t) , J ′ (t)〉
‖J (t)‖2 ,

onde E é um vetor unitário qualquer em TxMt. Fixemos um tal vetor E. Como

a exponencial normal é um difeomorfismo de M sobre Mt, existe um campo de

Jacobi J0 ao longo de γ, satisfazendo as condições acima especificadas (a saber,

J0(0) ∈ TpM, |J0(0)| = 1 e J ′0(0) + S(J0(0)) ∈ TpM
⊥) tal que J0(t)/|J0(t)| = E. É

fácil de provar que J ′0 (t) + St (J0 (t)) ∈ (TxMt)
⊥ (veja Lema 4.1 do [DC]). Dáı,

〈J0 (t) , J ′0 (t) + St (J0 (t))〉 = 0

ou seja,

−〈E, St (E)〉 =
〈J0 (t) , J ′0 (t)〉

|J0(t)|2
de modo que

−〈E, St (E)〉 ≤ sup
J∈J

〈J (t) , J ′ (t)〉
‖J (t)‖2

o que prova o lema.

Lembramos que Nn(k) denota uma variedade riemanniana completa, simples-

mente conexa, de curvatura seccional constante k de dimensão n.

Lema 3.3 Suponha Mn−1 ⊂ Nn(k). Sejam λ1, ..., λn−1 as curvaturas principais de

M em relação à normal η = η0. Então a curvatura média Ht de Mt em x = ϕt(p),

p ∈ M, com relação à normal ηt é dada por

Ht (x) =
n−1∑
i=1

kSk(t) + λi(p)Ck(t)

Ck(t)− λi(p)Sk(t)
(3.1)
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Demonstração. Sejam E1, ..., En ∈ TpM as direções principais de M em p em

relação à η. Assim

S(Ei) = λiEi.

Seja Ei(t) o transporte paralelo de Ei ao longo da geodésica γ(s) = expp sη(p),

i = 1, ..., n, s ∈ [0, inj(M)). Assim {E1(t), ..., En−1(t)} é uma base ortonormal de

Tγ(t)Mt, de modo que

Ht (x) =
n−1∑
i=1

〈Ei, St (Ei)〉 (3.2)

Pelo Lema 1.3 sabemos que o campo de Jacobi Ji ao longo de γ satisfazendo as

condições iniciais Ji(0) = Ei e J ′i(0) = −λiEi, sendo, como é o caso, γ uma geodésica

de um espaço simplesmente conexo, completo e de curvatura seccional constante k,

é dado por

Ji (t) = (Ck (t)− λiSk (t)) Ei (t) ,

donde obtemos

Ei(t) =
Ji (t)

‖Ji (t)‖ . (3.3)

Substituindo (3.3) em (3.2), observando que

〈Ji (t) , St (Ji (t))〉 = −〈Ji (t) , J ′i (t)〉

tem-se

Ht (x) =
n−1∑
i=1

〈
Ji (t)

‖Ji (t)‖ , St

(
Ji (t)

‖Ji (t)‖
)〉

= −
n−1∑
i=1

1

‖Ji (t)‖2 〈Ji (t) , St (Ji (t))〉

= −
n−1∑
i=1

1

‖Ji (t)‖2 〈Ji (t) , J ′i (t)〉

= −
n−1∑
i=1

1

(Ck (t)− λiSk (t))2

〈
(Ck (t)− λiSk (t)) Ei (t) , (Ck (t)− λiSk (t))′ Ei (t)

〉
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Como cada Ei é unitário tem-se então,

Ht (x) = −
n−1∑
i=1

(Ck (t)− λiSk (t))′

Ck (t)− λiSk (t)

=
n−1∑
i=1

kSk(t) + λi(p)Ck(t)

Ck(t) + λi(p)Sk(t)

Corolário 3.4 Suponha M2 ⊂ S3 (1). Então,

Ht (x) =
H(p) (cos2 t− sen2 t) + 2 sen t cos t (2−K(p))

(cos t− λ1 (p) sen t) (cos t− λ2 (p) sen t)
(3.4)

onde λi (p) são as curvaturas principais em p ∈ M, x = ϕt(p), H = H0.

Demonstração. Decorre de (3.1) considerando que C1(t) = cos t e S1(t) = sen t

e usando a equação de Gauss K = 1− λ1λ2.

Teorema 3.5 Suponha Mn−1 ⊂ Nn (k), k 6= 0. Então,

∫

Mt

Htσt =
n−1∑
i=0

Cn−1−i
k (t) Si

k (t)

∫

M

fn−1−i,i (λ1, ..., λn−1) σ

onde σt é a forma área da hipersuperf́ıcie paralela Mt, λ1, λ2, ..., λn−1 as curvaturas

principais de M e fn−1,j são funções polinomiais definidas pela igualdade polinomial

trigonométrica em Ck(t) e Sk(t):

n−1∑
i=0

[fn−1−i,i (λ1, ..., λn−1)] C
n−1−i
k (t) Si

k (t) =
n−1∑
i=1

n−1∏

j=1, j 6=i

(Ck(t)− λjSk(t)) (λiCk(t) + kSk(t)) .

Demonstração. Vamos usar o difeomorfismo ϕt : M → Mt para transformar

∫

Mt

Htσt
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em uma integral sobre M . Seja wt = ϕ∗t (σt) , isto é,

wt (p) (v1, v2, ..., vn−1) = σt (ϕt (p))
(
d (ϕt)p (v1) , ..., d (ϕt)p (vn−1)

)

com p ∈ M, v1, v2, ..., vn−1 ∈ TpM. Então, por Fubini

∫

Mt

Htσt =

∫

M

(Ht ◦ ϕt) wt.

Porém existe δ : M → R tal que wt = δσ, onde σ é a forma volume de M, de forma

que ∫

Mt

Htσt =

∫

M

(Ht ◦ ϕt) δσ. (3.5)

Mostremos que

δ (p) =
n−1∏
i=1

|(Ck(t)− λi(p)Sk(t))| , p ∈ M. (3.6)

Fixe p ∈ M. Sejam E1, ..., En−1 as direções principais de M em p. Temos

σ (p) (E1, ..., En−1) = 1,

de modo que

δ (p) = wt (p) (E1, E2, ..., En−1) .

Logo,

δ (p) = wt (p) (E1, E2, ..., En−1) =

= σt (ϕt (p))
(
d (ϕt)p (E1) , ..., d (ϕt)p (En−1)

)

= σt (ϕt (p)) (J1(t), ..., Jn−1(t))

=
√

det 〈Ji(t), Jk(t)〉 (3.7)

onde Ji(t) = d(φt)p(Ei) é o campo de Jacobi ao longo da geodésica γ(s) = expp(sη(p)),

s ∈ [0, t] satisfazendo as condições iniciais Ji(0) = Ei e J ′i(0) = −λi(p)Ei. Como N

é um espaço forma de curvatura constante k, pelo Lema 1.3 tem-se

Ji (s) = (Ck(s)− λi(p)Sk(s)) Ei(s), i = 1, .., n− 1,
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onde Ei(s) é o transporte paralelo de Ei ao longo de γ. Dáı e de (3.7) decorre (3.6).

Aplicando em (3.5) a fórmula (3.1) e (3.6) ficamos com

∫

Mt

Htσt =
n−1∑
i=1

∫

M

n−1∏

j=1, j 6=i

(Ck − λjSk(t)) (kSk(t) + λi(p)Ck(t)) σ

Efetuando todos os produtos e fazendo o somatório, conclui-se então que:

∫

Mt

Htσt =
n−1∑
i=0

Cn−1−i
k (t) Si

k (t)

∫

M

fn−1−i,i (λ1, λ2, ..., λn−1) σ

Observação 3.6 Diversos cálculos nos levam a conjecturar que as funções polino-

miais fij têm a seguinte fórmula geral: para i 6= n− 1,

fn−1−i,i (λ1, ..., λn−1) = (−1)i


(i + 1)

n−1∑
j1<...<ji+1

λj1 ...λji+1
− k (n− i)

n−1∑
j1<...<ji−1

λj1 ...λji−1




e

f0,n−1 (λ1, ..., λn−1) = (−1)i+1
n−1∑

j1<j2<...<jn−2

λj1 ...λjn−2 .

Podemos verificar que estas fórmulas são válidas até n = 6. Para este valor de

n, as funções fn−1−i,i são dadas por:

f5,0 =
5∑

i=1

λi = H0

f4,1 = −
(

2
5∑

i<j

λiλj − 5k

)

f3,2 = 3
5∑

i<j<k

λiλjλk − 4kH0

f2,3 = −
(

4
5∑

i<j<k<l

λiλjλkλl − 3k
5∑

i<j

λiλj

)
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f1,4 = 5λ1λ2λ3λ4λ5 − 2k
5∑

i<j<k

λiλjλk

f0,5 = k

5∑

i<j<k<l

λiλjλkλl

Corolário 3.7 Suponha M2 ⊂ S3 (1) . Então

∫

Mt

Htσt =
(
cos2 t− sen2 t

) ∫

M

H0σ + 4 sen t cos tA (M)

− 4πχ (M) sen t cos t

Demonstração. Decorre do Teorema (3.5), pois como k = 1, tem-se que

C1 (t) = cos t e S1 (t) = sen t. Logo

∫

Mt

Htσt =
2∑

i=0

cos2−i (t) seni (t)

∫

M

f2−i,i (λ1, λ2) . (3.8)

Além disso, temos

f2,0 = H0

f1,1 = − (2λ1λ2 − 2)

f0,2 = −H0

Substituindo em (3.8) vem

∫

Mt

Htσt =
(
cos2 t− sen2 t

) ∫

M

H0 + 2 cos t sen t

∫

M

(1− λ1λ2) ,

mas por Gauss temos

K − 1 = λ1λ2,

ou seja,

∫

Mt

Htσt =
(
cos2 t− sen2 t

) ∫

M

H0σ + 4 sen t cos t

(
A (M)− 1

2

∫

M

K (p) σ

)
.
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Como ∫

M

Kσ = 2πχ (M) ,

segue o desejado.

Lema 3.8 Seja M uma superf́ıcie compacta, mergulhada em uma variedade rie-

manniana completa N de dimensão 3 tal que KN ≥ K0 > 0. Defina, para cada

p ∈ M,

λ(p) = max{〈∇vv, η
〉 | v ∈ TpM, |v| = 1},

e

λ = max
p∈M

λ(p).

Então, dado t ∈ [0, inj(M)), tem-se

−
∫

Mt

Htσt ≤
{(

λ2

√
K0

+

√
K0

)
sen 2

√
K0t− 2 |λ|+ 4 |λ| cos2

√
K0t

}
A (M) .

(3.9)

Demonstração. Para estimar

−
∫

Mt

Htσt

vamos estimar por cima a área A(Mt) de Mt e Ht em um ponto qualquer x ∈ Mt.

Seja p ∈ M tal que a geodésica γ(s) = expp sη(p) satisfaz x = γ(t). Do Lema 3.2

obtemos

−Ht(x) ≤ (n− 1) sup
J∈J

〈
J (t) , J

′
(t)

〉

‖J (t)‖2 ,
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onde, lembramos, J é o espaço dos campos de Jacobi ao longo de γ descritos no

Lema 3.2. Do Corolário 1.5 tem-se

〈
J (t) , J

′
(t)

〉

‖J (t)‖2 ≤ −√K0 sen
(√

K0t
)

+ λ cos
(√

K0t
)

cos
(√

K0t
)

+
λ√
K0

sen
(√

K0t
)

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣

−√K0 sen
(√

K0t
)

+ λ cos
(√

K0t
)

cos
(√

K0t
)

+
λ√
K0

sin
(√

K0t
)

∣∣∣∣∣∣∣∣

≤
√

K0 sen
(√

K0t
)

+ |λ| cos
(√

K0t
)

cos
(√

K0t
)

+
|λ|√
K0

sin
(√

K0t
) .

de modo que

−
∫

Mt

Htσt ≤ (n− 1)

√
K0 sen

√
K0t + |λ| cos

√
K0t

cos
√

K0t +
|λ|√
K0

sen
√

K0t

∫

Mt

σt

= (n− 1)

√
K0 sen

√
K0t + |λ| cos

√
K0t

cos
√

K0t +
|λ|√
K0

sen
√

K0t

A(Mt)

sendo A(Mt) área de Mt. Podemos estimar A(Mt) usando a mesma técnica do Teo-

rema 3.5. De fato: temos, usando a mesma notação deste teorema,

A(Mt) =

∫

Mt

σt =

∫

M

δσ.

Em cada ponto p de M e para certos campos de Jacobi ao longo da geodésica normal

a M em p:

δ(p) =
√

det 〈Ji(t), Jk(t)〉 ≤ |J1(t)||J2(t)|.

Podemos, então, usar o Teorema 1.4 para obter

|Ji(t)| ≤ cos
√

K0t +
|λ|√
K0

sen
√

K0t, i = 1, 2,
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o que nos dá

A(Mt) ≤
(

cos
√

K0t +
|λ|√
K0

sen
√

K0t

)2

A(M).

Juntando com a desigualdade anterior, obtemos (3.9).

Lema 3.9 Suponha que dim N = 3 e que

0 > K ≥ K0.

Então, dado t ∈ [0, inj(M)),

−
∫

Mt

Htσt ≤
{(

λ2

√
−K0

+

√
−K0

)
senh 2

√
−K0t + 2 |λ|

}
A (M) (3.10)

Demonstração. É a mesma prova anterior, usando também o Teorema 1.4,

porém substituindo os cossenos e senos trigonométricos por cossenos e senos hi-

perbólicos.
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Caṕıtulo 4

Volume de Ωt (M) ⊂ Nn

Novamente observe que seguimos adotando as notações introduzidas no Caṕıtulo 2.

Proposição 4.1 A fórmula de Reilly para a função f(x) = d(x,M) na região

Ωt(M), t ∈ (0, inj(M)), é dada por

∫

Ωt(M)

((
∆f

)2 − |Hess (f)|2 − Ric (grad f, grad f)
)

ω =

∫

M

H0σ −
∫

Mt

Htσt. (4.1)

Demonstração. Note que a fronteira de Ωt (M) é composta por duas superf́ıcies

de ńıvel M0 e Mt, ou seja, ∂Ωt (M) = M0 ∪Mt. Além disso, convém observar que

a função distância f restrita a cada superf́ıcie de ńıvel é constante. De fato, temos

f |M = 0 e f |Mt = t. Assim, tem-se grad (f |M) = 0 = grad (f |Mt) e ∆ (f |M) =

∆ (f |Mt) = 0. Outro fato é que

(
∂f

∂η

)2

= (〈grad f, η〉)2 = (〈η, η〉)2 = 1.

Aplicando estas igualdades na fórmula de Reilly (Lema 1.2) segue o desejado ob-

servando o seguinte fato importante sobre as orientações consideradas: na integral

sobre M, a normal a ser utilizada, de acordo com a fórmula de Reilly, é a normal

exterior, a saber, η0 = − grad f. Por esta razão, aparece trocado o sinal de H0 na

integral sobre M em (4.1) em relação ao sinal do Lema 1.2 , já que como convencio-

namos anteriormente Ht é a curvatura média de Mt em relação à normal ηt = grad f

.
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Teorema 4.2 Suponha Mn−1 ⊂ Nn (k) k 6= 0 divida N em duas componentes

conexas . Dado t ∈ [0, inj(M)), tem-se

(n− 1) k Vol
N(k)

M+ (t) = 2

∫

Ωt(M)

σ2ω −
∫

M

H0σ +
n−1∑
i=0

Cn−1−i
k (t) Si

k (t)

∫

M

fn−1−i,iσ

(4.2)

Demonstração. Considere a função f(x) = d(x,M) na região Ωt(M). Pelos

Lemas 2.2 e 2.3 e o fato de Ric (Ωt(M)) = (n− 1) k a fórmula (4.1) fica

(n− 1) k Vol
N(k)

M+ (t) = 2

∫

Ωt(M)

σ2ω −
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt.

A igualdade (4.2) decorre então do Teorema 3.5.

Corolário 4.3 Suponha M ⊂ S3 (1) divida S3 (1) em duas componentes conexas.

Seja t ∈ [0, inj(M)). Então

VolS
3

M+(t) = πχ (M) (t− sen t cos t) + sen t cos tA (M)− sen2 t

2

∫

M

H0σ (4.3)

onde χ(M) a caracteŕıstica de Euler de M e A(M) a área de M .

Demonstração. Usando os Corolário 2.4, Lema 2.2 e o fato que Ricc (S3 (1)) =

2 a fórmula (4.1) fica

2

∫

Ωt(M)

Kω − 2

∫

Ωt(M)

Kω = 2 VolS
3

M+(t) +

∫

M

H0σ −
∫

Mt

Htσt.

Como K = 1 a fórmula acima passa a ser

4 VolS
3

M+(t) = 2

∫

Ωt(M)

Kω −
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt.

Usando a fórmula da coárea para calcular a primeira integral sobre as superf́ıcies

paralelas Mt = f−1(t), como | grad f | = 1, obtemos

4 VolS
3

M+(t) = 2

∫ t

0

∫

Mt

Kσtdt−
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt.

32



Como ∫

Mt

Kσt = 2πχ (Mt) = 2πχ (M)

segue então que

4 VolS
3

M+(t) = 4πχ (M) t−
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt (4.4)

Na ultima integral do lado direito usando o Corolário 3.7 temos

4 VolS
3

M+(t) = 4πχ (M) t−
∫

M

H0σ + 4 sen t cos tA (M)

− 4πχ (M) sen t cos t +
(
cos2 t− sen2 t

) ∫

M

H0σ

= 4πχ (M) t + 4 sen t cos tA (M)− 4πχ (M) sen t cos t− 2 sen2 t

∫

M

H0σ.

Logo

VolS
3

M+(t) = πχ (M) t + sen t cos tA (M)− πχ (M) sen t cos t− sen2 t

2

∫

M

H0σ

= πχ (M) (t− sen t cos t) + sen t cos tA (M)− sen2 t

2

∫

M

H0σ. (4.5)

O que foi feito para o caso M ⊂ S3 (1) pode ser feito para o caso M ⊂ H3 onde

então, tem-se:

Corolário 4.4 Seja M ⊂ H3 compacta, mergulhada e seja t ∈ [0, inj(M)). Então,

VolH
3

M+(t) = πχ (M) (senh t cosh t− t) + senh t cosh tA (M)− senh2 t

2

∫

M

H0σ.

Demonstração. A prova é inteiramente análoga a anterior, considerando ape-

nas o fato de que, neste caso,

∫

Mt

Htσt =
(
senh2 t + cosh2 t

) ∫

M

H0σ− 4 senh t cosh tA (M)− 4πχ (M) senh t cosh t

e Ricc (H3) = −2.
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Corolário 4.5 Seja M ⊂ S3 (1), compacta, mergulhada, mı́nima com genus g. Seja

t ∈ [0, inj (M)). Então:

VolS
3

M+(t) ≤ 2π (t− g) + sen t cos t (10πg + 6π) (4.6)

Demonstração. Considerando que

χ (M) = 2− 2g

e, pelo Corolário 5 de [CW]

A (M) ≤ 8π (g + 1) ,

substituindo na equação (4.5) o resultado segue.

Corolário 4.6 Seja M compacta, mergulhada, de genus g em S3. Se

a) g = 0 então

inj(M) ≤ 1

2
arcsin

(
2π2

A (M)

)
(4.7)

b) g ≥ 1 então

inj(M) ≤ 1

2
arcsin

(
2π2g

A (M) + 2π(g − 1)

)
.

Demonstração. Consideremos a fórmula (4.3), a saber

VolS
3

M+(t) = πχ (M) t +
sin 2t

2
(A (M)− πχ (M))− sen2 t

2

∫

M

H0σ. (4.8)

Então:

VolS
3

M(t) = VolS
3

M+(t) + VolS
3

M−(t) = 2πχ (M) t + 2(A (M)− πχ(M)) sen t cos t.

Fazendo t → r = inj(M), obtemos:

VolS
3

M(r) = 2πχ (M) r + 2(A (M)− πχ(M)) sen r cos r.
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Temos então,

2πχ (M) r + 2(A (M)− πχ(M)) sen r cos r ≤ Vol(S3) = 2π2,

ou seja,

πχ (M) r + (A (M)− πχ(M)) sen r cos r ≤ π2. (4.9)

Se χ(M) > 0, isto é, χ(M) = 2, então, como

1

2
sin(2r) = sin r cos r ≤ r,

obtemos

2π sin(2r) + (A (M)− 2π) sin(2r) ≤ 2π2,

ou seja,

A (M) sin(2r) ≤ 2π2

o que nos dá

inj(M) ≤ 1

2
arcsin

2π2

A(M)
.

Suponhamos agora χ(M) ≤ 0. De (4.9), como r ≤ π/2, obtemos

(A (M)− πχ(M)) sen r cos r ≤ π2 − π2χ(M)

2
= π2

(
1− χ(M)

2

)

= π2

(
2− χ(M)

2

)
= π2g,

ou seja,

(A (M)− πχ(M))
sin(2r)

2
≤ π2g

onde resulta

sin(2r) ≤ 2π2g

A (M)− π(2− 2g)
=

2π2g

A (M) + 2π(g − 1)
.

Portanto

r ≤ 1

2
arcsin

(
2π2g

A (M) + 2π(g − 1)

)
, g ≥ 1.
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Note que decorre de (4.7) que se M é homeomorfa a uma esfera e A(M) ≥ 2π2

então inj(M) ≤ π/4.

Corolário 4.7 Seja M mı́nima, compacta e mergulhada em S3, e seja Λ uma das

componentes conexas de S3\M. Seja Kmax = maxM K, onde K denota a curvatura

seccional de M. Então

Vol(Λ) ≥ πχ(M)

(
arccot

√
1−Kmax −

√
1−Kmax

2−Kmax

)
+

√
1−Kmax

2−Kmax

A(M). (4.10)

Demonstração. Sendo r = inj(M), fazendo t → r em (4.8) obtemos

Vol(Λ) ≥ VolS
3

M+(r) = πχ (M) r +
sin 2r

2
(A (M)− πχ (M)). (4.11)

Agora, usando as notações e a demonstração do Teorema 3.5, decorre de (3.6),

considerando que nas hipóteses presentes temos λ1 = −λ2, e denotando λ = λ1,

ϕ∗r (σr) = δσ =
(
cos2 r − λ2 sin2 r

)
σ =

(
cos2 r + (K − 1) sin2 r

)
σ,

onde usamos a equação de Gauss K = 1−λ2. Como r = inj(M), deve existir p ∈ M

tal que

cos2 r + (K(p)− 1) sin2 r = 0.

Além disso, como

r = inf{t | existe q ∈ M tal que cos2 t + (K(q)− 1) sin2 t = 0},

tem-se

K(p) = max
M

K = Kmax.

Isolando r, sin r, cos r de

cos2 r + (Kmax − 1) sin2 r = 0

e substituindo em (4.11) segue (4.10).
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Teorema 4.8 Suponha que dim N = 3 e que

0 < K0 ≤ KN ≤ K1

onde K1 e K0 são constantes e KN a curvatura seccional de N, então

4K1 VolN
3

M+(t) ≥ 4πχ (M) t−
∫

M

H0σ

−
{(

λ2 (M)√
K0

+
√

K0

)
sen 2

√
K0t− 2 |λ (M)|+ 4 |λ (M)| cos2

√
K0t

}
A (M)

Demonstração. Decorre do Lema 2.2, Corolário 2.4 e que Ricc (N3) ≤ 2K1

aplicados na fórmula (4.1) que

2K1 VolN
3

M+(t) ≥ 2

∫

Ωt(M)

(
K −KN

)
ω −

∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt.

Logo

2K1 VolN
3

M+(t) ≥ 2

∫

Ωt(M)

(
K −KN

)
ω −

∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt

≥ 2

∫ t

0

∫

Mt

Kσtdt− 2K1 Vol (Ωt (M))−
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt.

Usando a fórmula da coárea para a primeira integral do lado direito vem

4K1 VolN
3

M+(t) ≥ 4πχ (M) t−
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt.

Basta agora substituir a estimativa do Lema 3.8 na última parcela do lado direito

que teremos o desejado.

Teorema 4.9 Suponha que dim N = 3 e que

0 > K1 ≥ KN ≥ K0
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onde, K1 e K0 são constantes, então

−4K1 VolN
3

M+(t) ≤ −4πχ (M) t +

∫

M

H0σ

+

{(
λ2 (M)√−K0

+
√
−K0

)
senh 2

√
−K0t + 2 |λ (M)|

}
A (M)

Demonstração. Usando a Proposição 4.1 temos que

∫

Ωt(M)

Ric (grad f, grad f) ω =

∫

Ωt(M)

(
∆f

)2 − |Hess (f)|2 ω +

∫

M

H0σ −
∫

Mt

Htσt.

Para ter uma limitação por baixo do volume devemos ter Ric (N3) ≤ 2K1, mas isso

ocorre devido a hipótese de que a curvatura seccional é limitada por cima por K1.

Além disso, usando o Corolário 2.4 e o Lema 2.2 segue que

2K1 VolN
3

M+(t) ≥ 2

∫

Ωt(M)

(
K −KN

)−
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt

2K1 VolN
3

M+(t) ≥ 2

∫

Ωt(M)

K − 2

∫

Ωt(M)

KN −
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt.

Note que temos KN ≤ K1 logo,

−2

∫

Ωt(M)

KN ≥ −2

∫

Ωt(M)

K1.

E para a primeira integral do lado direito usamos a formula da coárea. Segue então

4K1 VolN
3

M+(t) ≥ 4πχ (M) t−
∫

M

H0σ +

∫

Mt

Htσt.

Para concluir a prova usamos o Lema 3.9
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