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i

Resumo

Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e semissimples sobre um corpo k e A
um H-módulo álgebra parcial. Neste trabalho estudamos a questão da semiprimitividade
e da semiprimalidade do produto smash parcial, por meio do estudo do H-radical primo e
do H-radical de Jacobson de A e suas relações com o radical primo e o radical de Jacobson
de A#H, respectivamente. Em particular, mostramos que se A é H-semiprimitivo, então
A#H é semiprimitivo quando, todo A-módulo à direita simples tem dimensão �nita, ou
A é PI-álgebra que é a�m sobre k e k é perfeito, ou A é localmente �nito. Além disso,
demonstramos também que A#H é semiprimo quando A é uma PI-álgebra H-semiprima,
generalizando os principais resultados de [18] e [17].
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Abstract

Let H be a �nite-dimensional semisimple Hopf algebra over a �eld k and A a partial
H-module algebra. In this work we discuss the semiprimitivity and the semiprimality of
the partial smash product problem, studing the H-prime and the H-Jacobson radicals of
A and its relations with the prime and the Jacobson radicals of A#H, respectively. In
particular, we prove that if A is H-semiprimitive, then A#H is semiprimitive provided
that all irreducible right representations of A are �nite-dimensional, or A is a PI-algebra
that is a�ne over k and k is a perfect �eld, or A is locally �nite. Moreover, we prove that
A#H is semiprime provided that A is an H-semiprime PI-algebra, generalizing the main
results of [18] and [17].
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Introdução

Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita sobre um corpo k e A um H-módulo

álgebra. Uma questão importante na teoria de ações de álgebras de Hopf é saber quando

o produto smash A#H é semiprimo. Se A é semimprimo, então é conhecido que A#H

é semiprimo nos seguintes casos: se H � kG e |G|�1 P k [12], ou se H � pkGq� [6]. Em
ambos os casos H é semissimples. Isto sugere a seguinte questão (proposta por Cohen e

Fishman em [5]):

Questão 1. Se H é uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e semissimples e A é um

H-módulo álgebra semiprimo, então A#H é semiprimo?

Observamos que a hipótese de semissimplicidade na questão acima é necessária, como

mostra o Exemplo 4.12. Algumas respostas positivas foram dadas para esta questão,

assumindo certas hipóteses adicionais em H ou em A (ver por exemplo [19], [18] e [17]).

Uma outra questão relacionada com esta, e que exige hipóteses mais fracas sobre A,

foi tratada por Linchenko, Montgomery e Small em [18] e, posteriormente, por Linchenko

e Montgomery em [17]:

Questão 2. Se H é uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e semissimples sobre um

corpo k e A é um H-módulo álgebra H-semiprimo, então A#H é semiprimo?

Estes últimos autores referidos atacaram a questão acima estudando a estabilidade

do radical de Jacobson. Naturalmente, surge assim, a questão similar em relação a semi-

primitividade do produto smash:

Questão 3. Se H é uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e semissimples sobre um

corpo k e A é um H-módulo álgebra H-semiprimitivo, então A#H é semiprimitivo?

Utilizando o estudo da estabilidade do radical de Jacobson, os autores em [18] res-

pondem positivamente a Questão 3 quando k tem característica 0 e, A é uma PI-álgebra

que é a�m ou algébrica sobre k, ou todos os A-módulos simples tem dimensão �nita,

ou A é localmente �nito; se k tem característica positiva, então hipóteses adicionais são
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assumidas. Em [17] os autores mostram que a resposta da Questão 2 é `sim', desde que

A seja uma PI-álgebra.

As ações parciais de grupos foram introduzidas na teoria de álgebras de operadores, no

estudo de C�-álgebras geradas por isometrias parciais em um espaço de Hilbert [10]. Em

[8] ações parciais de grupos são de�nidas axiomaticamente e em [4] os autores estendem

essas de�nições para o contexto de ações parciais de álgebras de Hopf. Desde então

muitos trabalhos tem sido publicados nesta área e as ações parciais se tornaram um tema

de interresse independente na teoria de anéis. Vários avanços foram conseguidos neste

assunto, como por exemplo teoria de Galois (ver por exemplo [9] e [4]), teoria de Morita

(ver por exemplo [2] e [1]) e representações parciais (ver por exemplo [8] e [3]).

No presente trabalho generalizamos os principais resultados de [18] e [17] para o

contexto de ações parciais de álgebras de Hopf. Mais precisamente, consideramos uma

álgebra de Hopf de dimensão �nita e semissimples H sobre um corpo k e A um H-módulo

álgebra parcial. Mostramos que se A é H-semiprimitivo, então A#H é semiprimitivo

quando: todo A-módulo à direita simples tem dimensão �nita (Teorema 4.2); ou A é PI-

álgebra que é a�m sobre k e k é perfeito (Teorema 4.4); ou A é localmente �nito (Teorema

4.7). Diferente de [18], não assumimos hipótese adicionais quando k tem caracterísica

positiva, com excessão do segundo caso. Também mostramos que A#H é semiprimo

quando A é H-semiprimo e satisfaz uma identidade polinomial (Teorema 4.10). Para esta

�nalidade, estudamos os conceitos de H-radical primo e H-radical de Jacobson de um

H-módulo álgebra parcial.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 1 tratamos dos pré-

requisitos minimamente necessários para o entendimento do texto. Referências para um

aprofundamento em cada assunto são dadas oportunamente.

No Capítulo 2 tratamos dos conceitos de ideais H-estáveis e pA,Hq-módulos parciais.

Estes conceitos são adaptações, para o caso de ações parciais, dos conceitos de ideais

H-estáveis e pA,Hq-módulos estudados, por exemplo, em [11], [24] e [26] no caso de ações

globais.

No Capítulo 3 tratamos dos conceitos de H-radical primo e H-radical de Jacobson.

Estes conceitos são generalizações dos conceitos de radical primo e radical de Jacobson e

aparecem naturalmente no estudo de ideais H-estáveis e pA,Hq-módulos parcias.

No Capítulo 4 aplicamos os resultados estabelecidos nos Capítulos 2 e 3 ao estudo da

simiprimitividade e da semiprimalidade do produto smash parcial.
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No Capítulo 5 apresentamos um resultado sobre a relação entre o radical de Jacobson

de umH-módulo álgebra parcial e o radical de Jacobson do produto smash parcial, quando

H é pontuada. Este é uma generalização, para o caso de ações parciais, de um resultado

apresentado em [21] para o produto cruzado global.
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1 Pré-requisitos

Neste capítulo apresentamos algumas de�nições e resultados já conhecidos que se-

rão úteis no desenvolvimento do trabalho. Na primeira seção descrevemos o conceito de

coálgebras por meio da dualização da de�nição de álgebras. Da mesma forma, apresenta-

mos o conceito de comódulos, homomor�smo de coálgebras, homomor�smo de comódulos,

cossemissimplicidade, entre outros. Na segunda seção descrevemos os conceitos e algu-

mas propriedades das álgebras de Hopf e de produtos smash parciais, estruturas sobre

as quais trabalheremos no texto. Na terceira seção fazemos uma breve apresentação das

PI-álgebras, dando ênfase a certos resultados sobre estas estruturas, as quais serão úteis

no desenvolvimento deste trabalho.

1.1 (Co)álgebras e (co)módulos

Seja k um corpo. Uma álgebra sobre k (ou uma k-álgebra, ou simplesmente uma

álgebra) é um k-espaço vetorial que é também um anel (associativo) tal que estas duas

estruturas são compatíveis. A compatibilidade signi�ca que (a soma de A como anel é a

mesma como k-espaço vetorial e) para quaisquer a, b P A e λ P k

λpabq � pλaqb � apλbq.

Em particular, se A tem unidade 1A podemos identi�car k com o subanel k1A � A.

Observação 1.1.1. Neste trabalho, a menos que seja mencionado o contrário, toda álge-

bra tem unidade.

Isso é o mesmo que dizer que existem duas aplicações k-lineares, chamadas de mul-

tiplicação m : Abk A Ñ A e unidade u : k Ñ A, tais que os seguintes diagramas são
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comutativos:

a) associatividade b) unidade

Ab Ab A

idAbm

��

m b idA // Ab A

m

��

Ab A

m

��

kb A

u b idA
99

�
%%

Ab k

idAb u
ee

�
yy

Ab A m
// A A

Esta de�nição de álgebra, utilizando diagramas, torna natural a de�nição de coálgebra

por meio da dualização.

De�nição 1.1.2. Uma coálgebra sobre k (ou uma k-coálgebra, ou simplesmente uma

coálgebra) é um k-espaço vetorial C junto com duas aplicações k-lineares, chamadas de

comultiplicação ∆ : C Ñ C bk C e counidade ε : C Ñ k, tais que os seguintes diagramas

são comutativos

a) coassociatividade b) counidade

C

∆

��

∆ // C b C

∆b idC

��

C
�

yy
∆

��

�

%%
kb C C b k

C b C
idC b∆

// C b C b C C b C
εb idC

ee

idC b ε

99

Como de costume, faremos uso da notação sigma: para c P C denotaremos ∆pcq �°
pcq c1 b c2, ou simplesmente ∆pcq � °

c1 b c2. Assim, a coassociatividade signi�ca que,

para todo c P C, temos

pp∆b idCq �∆qpcq �
¸

c11 b c12 b c2 �
¸

c1 b c21 b c22 � ppidC b∆q �∆qpcq.

Tal elemento é então escrito como ∆2pcq � °
c1 b c2 b c3. Analogamente, a propriedade

da counidade signi�ca que ¸
εpc1qc2 � c �

¸
c1εpc2q

para todo c P C. Mais detalhes sobre a notação sigma pode ser encontrada em [7].

Exemplo 1.1.3. Seja γ : kb k Ñ k o isomor�smo natural. Então pk, γ, idkq é uma
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álgebra e pk, γ�1, idkq é uma coálgebra.

Sejam pA,mA, uAq e pB,mB, uBq álgebras (sobre k). Uma aplicação k-linear f : AÑ B

é chamada homomor�smo de álgebras se preserva a unidade e a multiplicação, ou seja, se

fp1Aq � 1B e fpxyq � fpxqfpyq, para quaisquer x, y P A. Isso é o mesmo que dizer que

os seguintes diagramas são comutativos:

Ab A

mA

��

f b f // B bB

mB

��

A
f // B

A
f

// B k

uA

XX

uB

FF

De�nição 1.1.4. Sejam pC,∆C , εCq e pD,∆D, εDq coálgebras (sobre k). Uma aplicação

k-linear f : C Ñ D é chamada homomor�smo de coálgebras se os seguintes diagramas

são comutativos:

C

∆C

��

f // D

∆D

��

C

εC

��

f // D

εD

��
C b C

f b f
// D bD k

Ou seja,

pf b fqp∆Cpcqq �
¸
pcq

fpc1q b fpc2q �
¸
pfpcqq

fpcq1 b fpcq2 � ∆Dpfpcqq

e

εDpfpcqq � εCpcq

para qualquer c P C.

Quando um k-espaço vetorial H tem uma estrutura de álgebra e uma estrutura de

coálgebra, e estas estruturas são compatíveis (no sentido de 1.1.5), dizemos que H é uma

biálgebra.

Mais precisamente, se A e B são k-álgebras, então AbkB tem uma estrutura natural

de k-álgebra com multiplicação

pab bqpa1 b b1q � paa1q b pbb1q
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para a, a1 P A e b, b1 P B, e unidade 1A b 1B.

Analogamente, se pC,∆C , εCq e pD,∆D, εDq são k-coálgebras, então CbkD tem uma

estrutura natural de k-coálgebra, com comultiplicação ∆CbD � pidCbτbidDq�p∆Cb∆Dq
e counidade εCbD � γ � pεC b εDq, onde a função twist τ : C bD Ñ D b C é dada por

τpcb dq � db c, para c P C e d P D, e γ : kb kÑ k é o isomor�smo natural. Ou seja,

∆CbDpcb dq �
¸
pcq,pdq

c1 b d1 b c2 b d2

e

εCbDpcb dq � εCpcqεDpdq

para c P C e d P D (ver [7, Proposition 1.4.20]).

Proposição-De�nição 1.1.5. (ver [7, Proposition 4.1.1]) Seja H um k-espaço vetorial

tal que pH,m , uq é uma k-álgebra e pH,∆, εq é uma k-coálgebra. Então são equivalentes:

(1) ∆ e ε são homomor�smos de k-álgebras.

(2) m e u são homomor�smos de k-coálgebras.

Nesse caso dizemos que pH,m , u,∆, εq é uma biálgebra (ou simplesmente que H é uma

biálgebra).

Exemplo 1.1.6. (ver [7, Example 4.1.5])

(1) Seja γ : kb kÑ k o isomor�smo natural. Então pk, γ, idk, γ�1, idkq é uma biálge-

bra.

(2) Seja G um grupo (multiplicativo). Então a álgebra de grupo kG é uma biálgebra via

∆pgq � g b g e εpgq � 1, para g P G.

De�nição 1.1.7. Sejam H e L biálgebras (sobre k). Uma aplicação k-linear f : H Ñ L

é chamada homomor�smo de biálgebras, se é homomor�smo de álgebras e homomor�smo

de coálgebras.

Como de costume, se V é um k-espaço vetorial, denotaremos V � � HomkpV,kq o
espaço dual. Se W é outro k-espaço vetorial, então cada aplicação k-linear φ : V Ñ W

induz uma aplicação k-linear φ� : W � Ñ V � dada por

φ�pψqpvq � ψpφpvqq
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para ψ P W � e v P V .

Também temos uma aplicação k-linear natural Ψ : V � bW � Ñ pV bW q� dada por

Ψpϕb ψqpv b wq � ϕpvqψpwq

para ϕ P V �, ψ P W �, v P V e w P W (estendida por linearidade). Em geral Ψ é

somente injetiva. Porém, se V e W têm dimensão �nita então Ψ é um isomor�smo (ver

[7, Corollary 1.3.5]).

Em particular, quando C � V � W é uma coálgebra, ∆ induz uma multiplicação em

C� via restrição de ∆� ao subespaço C� b C� � ΨpC� b C�q � pC b Cq�. Temos

∆�pΨpϕb ψqqpcq � Ψpϕb ψqp∆pcqq �
¸

ϕpc1qψpc2q

para ϕ, ψ P C� e c P C, e pC�,∆� �Ψ, ε�q é uma álgebra (ver [7, Proposition 1.3.6]).

Analogamente, se A � V � W é uma álgebra de dimensão �nita então m� induz uma

comultiplicação Ψ�1 � m� : A� Ñ A� b A�, e pA�,Ψ�1 � m�, u�q é uma coálgebra (ver [7,

Proposition 1.3.9]).

Além disso, vale também o seguinte resultado.

Proposição 1.1.8. (ver [7, Propositions 1.3.12 e 4.1.6])

(1) Se pH,m , u,∆, εq é uma biálgebra de dimensão �nita, então

pH�,∆� �Ψ, ε�,Ψ�1 � m�, u�q é uma biálgebra.

(2) Se f : H Ñ L é um homomor�smo de biálgebras, então f � : L� Ñ H� é um

homomor�smo de biálgebras.

Outra observação importante é que se V tem dimensão �nita então existe um isomor-

�smo natural

ΦV : V Ñ V ��

v ÞÑ v̂

onde v̂pϕq :� ϕpvq, para v P V e ϕ P V �.

Proposição 1.1.9. (ver [7, Proposition 1.3.14]) Se H é uma biálgebra de dimensão �nita,

então ΦH é um isomor�smo de biálgebras.
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Seja A uma k-álgebra. Um A-módulo à esquerda é um k-espaço vetorial M junto

com uma aplicação k-linear

ζ : AbkM Ñ M

abm ÞÑ am

tal que 1Am � m e pabqm � apbmq, para quaisquer a, b P A e m P M . Isso é equivalente

a comutatividade dos seguintes diagramas:

Ab AbM

idAb ζ

��

m b idM // AbM

ζ

��

kbM
u b idM //

�

##

AbM

ζ

��
AbM

ζ
//M M

De�nição 1.1.10. Seja C uma k-coálgebra. Um C-comódulo à direita é um k-espaço

vetorial M junto com uma aplicação k-linear ρ : M Ñ M bk C, tal que os seguintes

diagramas comutam:

M

ρ

��

ρ //M b C

ρb idC

��

M
ρ //

�

""

M b C

idM b ε

��
M b C

idM b∆
//M b C b C M b k

Na notação sigma (ρpmq � °
m0 bm1, para m P M) a comutatividade do primeiro

diagrama signi�ca que, para todo m PM ,

ppρb idCq � ρqpmq �
¸

m00 bm01 bm1 �
¸

m0 bm11 bm12 � ppidM b∆q � ρqpmq.

Tal elemento é então escrito
°
m0 bm1 bm2. Já a comutatividade do segundo diagrama

signi�ca que, para todo m PM ,

¸
m0εpm1q � m.

As de�nições de A-módulo à direita e C-comódulo à esquerda são análogas.

Proposição 1.1.11. (ver [23, Lemma 1.6.4]) Sejam A uma álgebra de dimensão �nita e

C uma coálgebra.
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(1) Se M é um C-comódulo à direita (resp. à esquerda), então M é um C�-módulo à

esquerda (resp. à direita).

(2) Se M um A-módulo à esquerda (resp. à direita), então M é um A�-comódulo à

direita (resp. à esquerda).

Lembrando que se H é uma biálgebra de dimensão �nita, então H � H�� como

biálgebra, segue imediatamente o seguinte resultado.

Corolário 1.1.12. Seja H uma biálgebra de dimensão �nita. Então,M é um H-comódulo

à direita (resp. à esquerda) se e somente se M é um H�-módulo à esquerda (resp. à

direita).

Sejam pM, ζMq e pN, ζNq A-módulos à esquerda. Uma aplicação k-linear f : M Ñ N

é chamada homomor�smo de A-módulos se

fpamq � afpmq

para quaiquer a P A e m PM . Isso signi�ca que o seguinte diagrama comuta

AbM

ζM

��

idAbf // AbN

ζN

��
M

f
// N

Dualizando o diagrama acima, temos naturalmente a seguinte de�nição.

De�nição 1.1.13. Sejam pM,ρMq e pN, ρNq C-comódulos à direita. Uma aplicação k-

linear f : M Ñ N é chamada homomor�smo de C-comódulos se o seguinte diagrama

comuta

M

ρM

��

f // N

ρN

��
M b C

fbidC
// N b C

Ou seja,

pf b idCqpρMpmqq �
¸
pmq

fpm0q bm1 �
¸

pfpmqq

fpmq0 b fpmq1 � ρNpfpmqq,
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para todo m PM .

Sejam A uma álgebra e M um A-módulo (à direita ou à esquerda). A é chamada

simples se não possui ideais (bilaterais) próprios (ou seja, diferente de 0 e A) e M é cha-

mado simples (ou irredutível) quando M � 0 e não tem submódulos próprios. Ainda, M

é chamado semissimples (ou completamente redutível) quando é soma direta de submó-

dulos simples (ou equivalentemente, todo submódulo de M é um somando direto) e A é

chamada semissimples se é semissimples como A-módulo (à direita ou à esquerda).

No caso de coálgebras temos a seguinte de�nição.

De�nição 1.1.14. Sejam C uma coálgebra e M um C-comódulo.

(1a) C é chamada simples se não possui subcoálgebra própria.

(1b) C é chamada cossemissimples se é soma direta de subcoálgebras simples.

(2a) M é chamado simples (ou irredutível) se M � 0 e não possui subcomódulo próprio.

(2b) M é chamado cossemissimples (ou completamente redutível) se é soma direta de

subcomódulos simples.

É conhecido que A é semissimples se e somente se todo A-módulo à esquerda (ou à

direita) é semissimples (ver [16, Theorem 2.5]). Vale o resultado dual.

Proposição 1.1.15. (ver [23, Lemma 2.4.3]) Seja C uma coálgebra. Então C é cosse-

missimples se e somente se todo C-comódulo à direita (ou à esquerda) é cossemissimples.

Combinando este resultado com a Proposição 1.1.12 obtemos o seguinte.

Corolário 1.1.16. Seja H uma biálgebra de dimensão �nita. Então H é semissimples se

e somente se H� é cossemissimples.

Finalizamos a seção descrevendo alguns resultados que envolvem o radical primo P pAq
e o radical de Jacobson JpAq de uma k-álgebra A.

Assumiremos conhecido as de�nições e caracterizações de P pAq e JpAq, bem como

os conceitos mais básicos envolvidos nesse assunto: ideais primos, ideais semiprimos,

ideais primitivos, etc. O leitor que não estiver familiarizado com tais conceitos pode
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consultar [16], páginas 53 a 56, 165 a 169, 182 e 183, ou outra referência pertinente. Em

particular, diremos que A é semiprimo se P pAq � 0, e que A é semiprimitivo se JpAq � 0.

Também assumiremos familiaridade com o conceito de artinianidade (ver, por exemplo,

[16], páginas 20 a 22).

Proposição 1.1.17. (ver [16, Theorems 4.14 e 10.24]) Uma álgebra é semissimples se

e somente se é semiprimitiva e artiniana à esquerda (ou à direita), se e somente se é

semiprima e artiniana à esquerda (ou à direita).

Proposição 1.1.18. (ver [16, Theorem 4.12]) Se A é artiniana à esquerda ou à direita

(em particular se A tem dimensão �nita), então JpAq é nilpotente.

Seja A uma k-álgebra. Dizemos que um elemento a P A é algébrico de grau n, quando

existem α0, . . . , αn�1 P k tais que an�αn�1a
n�1� . . .�α0 � 0. Dizemos que A é algébrica,

quando todo elemento de A é algébrico.

Uma k-álgebra A é chamada localmente �nita, se toda subálgebra de A gerada por

uma quantidade �nita de elementos tem dimensão �nita. Em particular, toda k-álgebra

localmente �nita é algébrica. De fato, se x P A está contido numa subálgebra de dimensão

n, então os elementos x, x2, . . . , xn�1 são linearmente dependentes, o que implica que x é

algébrico, como se vê facilmente.

Proposição 1.1.19. (ver [16, Corollary 4.19]) Se a k-álgebra A é algébrica (em particular

se A é localmente �nita), então JpAq é o maior ideal nil de A.

Proposição 1.1.20. (ver [16, Theorems 5.10 e 10.18]) Seja Arts o anel de polinômios em

uma variável sobre a álgebra A.

(1) Seja N � AX JpArtsq. Então N é um ideal nil de A e JpArtsq � N rts.

(2) Arts é primo (respectivamente semiprimo) se e somente se A é primo (respectiva-

mente semiprimo).

Seja k um corpo. Um polinômio irredutível de krts é dito separável sobre k se ele

não tem raízes múltiplas no seu corpo de raízes. Um polinômio arbitrário de krts é dito

separável sobre k se todos os seus fatores irredutíveis em krts são separáveis sobre k. Se

k � F é uma extensão de corpos, então um elemento α P F é dito separável sobre k se ele
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for raiz de algum polinômio separável de krts. Uma extensão algébrica de corpos k � F

é dita separável se todo α P F é separável sobre k.

Proposição 1.1.21. (ver [16, Theorems 5.14 e 5.17]) Seja A uma k-álgebra. Para qual-

quer extensão de corpos k � F tem-se AX JpAbk Fq � JpAq. Se k � F é uma extensão

algébrica então A X JpA bk Fq � JpAq. Se k � F é uma extensão algébrica e separável

então JpAbk Fq � JpAq bk F.

Uma álgebra A é dita um produto subdireto das álgebras tAλuλPΛ quando valem as

seguintes condições:

(i) A é uma subálgebra do produto cartesiano
±

λAλ;

(ii) πλpAq � Aλ, para toda projeção canônica πλ :
±

λAλ Ñ Aλ.

Proposição 1.1.22. (ver [13, Theorem 1.1.5]) Uma álgebra A é (isomorfa a) um produto

subdireto das álgebras tAλuλPΛ se e somente se existe uma família de ideais tIλuλPΛ em

A, tais que
�
Iλ � 0 e Aλ � A{Iλ.

Proposição 1.1.23. (ver [13, Proposition 2.3.4]) Um produto subdireto de álgebras semi-

primitivas é semiprimitiva.

1.2 Álgebras de Hopf e produto smash parcial

Nesta seção apresentamos um pouco da teoria de álgebras de Hopf, ações e coações

parciais e produto smash parcial. Também apresentamos alguns resultados já conhecidos

sobre o assunto. Como na seção anterior, k denotará um corpo.

Sejam A uma k-álgebra e C uma k-coálgebra. O espaço vetorial HomkpC,Aq tem
uma estrutura de k-álgebra, com multiplicação dada pelo produto convolução:

pϕ � ψqpcq :�
¸

ϕpc1qψpc2q

para c P C e ϕ, ψ P HomkpC,Aq. A unidade da álgebra HomkpC,Aq é o elemento u � ε,
onde u é a unidade de A e ε é a counidade de C (ver [7, pg 151]).
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Em particular, quando A � C � H é uma biálgebra, faz sentido indagar se existe

S P HomkpH,Hq que seja inversa da aplicação identidade idH , com respeito ao produto

convolução. No caso a�rmativo chamamos S de antípoda de H.

De�nição 1.2.1. Uma álgebra de Hopf é uma biálgebra que possui antípoda.

Na notação sigma, S � idH � u � ε � idH � S signi�ca que

¸
Sph1qh2 � εphq1H �

¸
h1Sph2q

para todo h P H.

Exemplo 1.2.2. (ver [7, pg 158]) Seja G um grupo. Já mencionamos no Exemplo 1.1.6

que H � kG é uma biálgebra. Se considerarmos a aplicação S : H Ñ H, de�nida por

Spgq � g�1, estendida por linearidade, vemos facilmente que S é uma antípoda de H. Em

particular, se G � teu tem apenas o elemento neutro, então kG � k é uma álgebra de

Hopf com antípoda S � idk.

Na Seção anterior, já observamos que se H uma biálgebra de dimensão �nita então

H� tem uma estrutura de biálgebra (Proposição 1.1.8). A proposição seguinte amplia esse

resultado para álgebras de Hopf.

Proposição 1.2.3. (ver [7, Proposition 4.2.11]) Se H é uma álgebra de Hopf de dimensão

�nita com antípoda S, então H� é uma álgebra de Hopf com antípoda S�.

Exemplo 1.2.4. (ver [7, pg 159]) Seja G um grupo �nito e seja H � kG. Segue do

Exemplo 1.2.2 e da Proposição 1.2.3 que H� é uma álgebra de Hopf. Se tpxuxPG � H� é

a base dual de G, então, para quaisquer g � h em G,

p 2
g � pg , pgph � 0 e 1H� �

¸
xPG

px.

A estrutura de coálgebra de H� é dada por

∆ppgq �
¸
xPG

px b px�1g �
¸
xPG

pgx�1 b px e εppgq � δ1,g,

para g P G, e a antípoda de H� é dada por Sppgq � pg�1, para g P G.
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Se H é uma k-álgebra de Hopf e k � F é uma extensão de corpos, então H :� HbkF
tem uma estrutura de F-álgebra de Hopf. Por de�nição, a multiplicação em H é dada por

phbk αqpg bk βq � phgq bk pαβq, @ h, g P H, @ α, β P F ,

e, consequentemente, a unidade é 1H � 1H bk 1F. A comultiplicação é dada por

∆Hphbkαq �
¸
ph1bkαqbF ph2bk1Fq �

¸
ph1bk1FqbF ph2bkαq, @ h P H, @ α P F ,

e a counidade por

εHphbk αq � εHphqα, @ h P H, @ α P F.

A antípoda de H é dada por

SHphbk αq � SHphq bk α, @ h P H, @ α P F,

onde SH é a antípoda de H (ver [7, Exercise 4.2.17]).

Proposição 1.2.5. (ver [23, Corollary 2.2.2]) Seja H uma k-álgebra de Hopf de dimensão

�nita e seja k � F uma extensão de corpos. Se H é semissimples, então H bk F é uma

F-álgebra de Hopf semissimples.

Apresentamos agora o conceito de H-módulo álgebra parcial, uma generalização do

conceito de H-módulo álgebra, e que foi introduzido na literatura por Caenepeel e Janssen

em [4].

De�nição 1.2.6. Uma ação parcial (à esquerda) de uma álgebra de Hopf H sobre uma

álgebra A é uma aplicação k-linear

ξ : H b A Ñ A

hb a ÞÑ h � a

que satisfaz as seguintes condições:

(i) 1H � a � a

(ii) h � papg � bqq � °ph1 � aqpph2gq � bq

para quaisquer a, b P A e h, g P H. Neste caso, dizemos que A é um H-módulo álgebra

parcial (à esquerda).
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Como estamos supondo que A tem unidade, a condição (ii) da De�nição 1.2.6 pode

ser substituida pelas condições (a) e (b) abaixo:

(a) h � pabq � °ph1 � aqph2 � bq

(b) h � pg � bq � °ph1 � 1Aqpph2gq � bq

para quaisquer a, b P A e h, g P H. Claramente vale (ii) se e somente se valem (a) e (b).

Notemos que se A é um H-módulo álgebra parcial, então

h � 1A � εphq1A , @h P H ðñ h � pg � aq � phgq � a , @ a P A, @h, g P H.

De fato, se vale a igualdade da esquerda, então a condição (b) acima implica que, para

a P A e h, g P H,

h � pg � bq �
¸
ph1 � 1Aqpph2gq � bq �

¸
1Appεph1qh2gq � bq � phgq � b.

Reciprocamente, se vale a igualdade da direita, então a condição (a) acima implica que,

para todo h P H,

h � 1A �
¸
ph1 � 1Aqpεph2q � 1Aq

�
¸
ph1 � 1Aqpph2Sph3qq � 1Aq

�
¸
ph1 � 1Aqph2 � pSph3q � 1Aqq

�
¸

h1 � p1ApSph2q � 1Aqq
�

¸
h1 � pSph2q � 1Aq

�
¸
ph1Sph2qq � 1A

� εphq1A.

Neste caso A é um H-módulo álgebra (conforme [7, De�nition 6.1.1]), e dizemos que ξ

é uma ação global, ou que H age globalmente em A. Por outro lado, essas igualdades

deixam claro que todo H-módulo álgebra é um H-módulo álgebra parcial.

SeH uma k-álgebra de Hopf e A é umH-módulo álgebra parcial, então, para qualquer

extensão de corpos k � F, A :� AbkF tem uma estrutura natural de H-módulo álgebra

parcial, onde H :� H bk F. Por de�nição, a ação parcial de H em A é dada por

ph bαq � pa b βq :� ph � aq b pαβq

para α, β P F, a P A e h P H.
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Exemplo 1.2.7. Consideremos a álgebra de Hopf H � k (Exemplo 1.2.2). Então toda k-

álgebra A é um H-módulo álgebra (ação global), com ação de H em A dada pela estrutura

de k-espaço vetorial de A.

Exemplo 1.2.8. [3, Proposition 1] Seja B um H-módulo álgebra (ação global), e seja A

um ideal à direita de B com unidade 1A. Então, A torna-se um H-módulo álgebra parcial

via

h � a � 1Aph � aq,

para a P A e h P H, onde � indica a ação de H em B.

Exemplo 1.2.9. [2, pg 5] Como caso particular do Exemplo 1.2.8, consideremos um

grupo �nito G e a álgebra de Hopf H � pkGq� como no Exemplo 1.2.4. Então, B � kG

é um H-módulo álgebra (ação global) via

pg � h � δg,hh , @ g, h P G.

Seja N um subgrupo normal de G, N � t1Gu, tal que chark � |N |, e seja eN P B o

idempotente central

eN � 1

|N |
¸
nPN

n.

Para quaisquer g, x P G, temos

pg � peNxq �
¸
hPG

ppgh�1 � eNqpph � xq

�
¸
hPG

ppgh�1 � eNqδh,xx

� ppgx�1 � eNqx
� 1

|N |
¸
nPN

ppgx�1 � nqx.

Assim, o ideal A � eNB é uma k-álgebra com unidade 1A � eN , e a ação induzida de H

em A é tal que, para g P N ,

pg � eN � eNppg � eNq � p1{|N |qg � δ1,geN � εppgqeN .

Em particular, a ação parcial de H em A não é global.

Exemplo 1.2.10. [9, Example 6.1] Seja B uma k-álgebra qualquer e seja

A � B �B �B � Be1 `Be2 `Be3,
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onde e1 � p1B, 0, 0q, e2 � p0, 1B, 0q e e3 � p0, 0, 1Bq. Se G � t1G, g, g2, g3u é o grupo

cíclico de ordem 4, então H � kG age parcialmente em A via

g � e1 � 0 , g � e2 � e1 , g � e3 � e2,

g2 � e1 � e3 , g2 � e2 � 0 , g2 � e3 � e1,

g3 � e1 � e2 , g3 � e2 � e3 , g3 � e3 � 0.

No estudo de H-módulos álgebra parciais, uma subálgebra importante é a subálgebra

dos elementos invariantes pela ação de H.

De�nição 1.2.11. Seja A um H-módulo álgebra parcial. De�nimos a subálgebra dos

elementos invariantes por

AH � ta P A ; h � a � aph � 1Aq, @h P Hu .

A demonstração de que AH é uma subálgebra é imediata: para a, b P A e h P H

h � pabq �
¸
ph1 � aqph2 � bq �

¸
aph1 � 1Aqph2 � bq � aph � bq � abph � 1Aq,

e

h � 1A � 1Aph � 1Aq.

Quando A é H-módulo álgebra (ação global), nós denotamos a subálgebra dos inva-

riantes por AH . Nesse caso

AH � ta P A ; h � a � εphqa, @h P Hu

conforme [7, De�nition 6.1.5].

Mais adiante vamos precisar do seguinte resultado, para o qual não encontramos

nenhuma referência na literatura.

Proposição 1.2.12. Seja A um H-módulo álgebra parcial. Se a P AH é invertível em A,

então a�1 P AH .
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Demonstração. Para todo h P H

h � a�1 � a�1aph � p1Aa�1qq
� a�1

¸
aph1 � 1Aqph2 � a�1q

� a�1
¸
ph1 � aqph2 � a�1q

� a�1ph � paa�1qq
� a�1ph � 1Aq.

Dualizando a de�nição de H-módulo álgebra parcial temos a de�nição de H-comódulo

álgebra parcial.

De�nição 1.2.13. Uma coação parcial (à direita) de uma álgebra de Hopf H sobre uma

álgebra R é uma aplicação k-linear ρ : RÑ R bH que satisfaz as seguintes condições

(i) pidR b εqpρpxqq � x

(ii) ρpxyq � ρpxqρpyq

(iii) ρ2pxq :� pρb idHqpρpxqq � rρp1Rq b 1HsrpidR b∆qpρpxqqs

para quaisquer x, y P R. Neste caso dizemos que R é um H-comódulo álgebra parcial (à

direita).

Na notação sigma, as condições acima signi�cam que

(i)
°
x0εpx1q � x

(ii)
°pxyq0 b pxyq1 � °

x0y0 b x1y1

(iii)
°
x00 b x01 b x1 �

°
10x0 b 11x11 b x12

para quaisquer x, y P R.

Analogamente ao caso de ações parciais, notamos que se, além das condições acima,

também vale

ρp1Rq � 1R b 1H ,
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então R é um H-comódulo álgebra (conforme [7, De�nition 6.2.1]). De fato, aplicando

esta condição em (iii), obtemos imediatamente que pρ b idHq � ρ � pidR b ∆q � ρ. Neste

caso dizemos que ρ é uma coação global. Por outro lado, é imediato veri�car que todo

H-comódulo álgebra é um H-comódulo álgebra parcial.

De�nição 1.2.14. Seja R um H-comódulo álgebra parcial. De�nimos a subálgebra dos

elementos coinvariantes por

RcoH �
!
x P R ; ρpxq � pxb 1Hqρp1Rq �

¸
x10 b 11

)
.

O fato que RcoH é uma subálgebra de R é consequência imediata de (ii): para x, y P
RcoH

ρpxyq � ρpxqρpyq � pxb 1Hqρp1Rqρpyq � pxb 1Hqρpyq
� pxb 1Hqpy b 1Hqρp1Rq � ppxyq b 1Hqρp1Rq,

e, além disso,

ρp1Rq � p1R b 1Hqρp1Rq.

Quando R é H-comódulo álgebra (coação global), nós denotamos a subálgebra dos

elementos coinvariantes de R por RcoH . Nesse caso

RcoH � tx P R ; ρpxq � pxb 1Hqu

conforme [7, De�nition 6.2.3].

Analogamente ao que foi feito na Proposição 1.2.12, podemos mostrar o seguinte.

Proposição 1.2.15. Seja R um H-comódulo álgebra parcial. Se x P RcoH é invertível em

R, então x�1 P RcoH .

Demonstração. Temos

ρpx�1q � p1R b 1Hqρp1Rx�1q
� px�1 b 1Hqpxb 1Hqρp1Rqρpx�1q
� px�1 b 1Hqρpxqρpx�1q
� px�1 b 1Hqρpxx�1q
� px�1 b 1Hqρp1Rq.
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Finalizamos esta seção considerando o produto smash parcial. Este conceito, junta-

mente com o conceito de ações parciais de álgebras de Hopf, foi introduzido na literatura

por Caenepeel e Janssen em [4]. Seja A um H-módulo álgebra parcial. No espaço vetorial

AbH, de�nimos a seguinte multiplicação:

pab hqpbb gq �
¸

aph1 � bq b h2g

para a, b P A e h, g P H. Essa multiplicação é associativa e distributiva em relação a soma

usual de AbH, introduzindo assim uma estrutura de �álgebra� em AbH. Denotaremos

essa estrutura por A#H e seus elementos (geradores) por a#h em vez de abh. Em geral

A#H não tem unidade, a menos que a ação de H em A seja uma ação global (ver [7,

Proposition 6.1.7]). Por isso consideramos o seguinte subespaço de A#H:

A#H � pA#Hqp1A#1Hq,

gerado pelos elementos da forma

a#h :� pa#hqp1A#1Hq �
¸

aph1 � 1Aq#h2.

Como se vê facilmente, a multiplicação descrita acima, restrita ao subespaço A#H, o

torna uma k-álgebra com unidade 1A#1H � 1A#1H .

De�nição 1.2.16. Seja A um H-módulo álgebra parcial. O produto smash parcial de A

por H é a k-álgebra

A#H � pA#Hqp1A#1Hq.

Claramente, se A é um H-módulo álgebra (ação global) então A#H � A#H.

Observamos ainda que temos um monomor�smo natural de álgebra

f : A Ñ A#H � A#H

a ÞÑ a#1H � a#1H .

Assim, podemos identi�car A com a subálgebra fpAq � A#1H � A#1H de A#H.

Em [20], o autor já observa que o produto smash parcial A#H é um H-comódulo

álgebra. Abaixo descrevemos como isso acontece.

O espaço vetorial A#H � AbH torna-se um H-comódulo à direita via ρ � idA b∆
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(ver [7, Example 2.1.6]):

ρ : A#H Ñ A#H bH

a#h ÞÑ a#h1 b h2.

Esta aplicação é multiplicativa: para a, b P A e h, g P H,

ρppa#hqpb#gqq � ρ
�¸

aph1 � bq#h2g
	

�
¸

aph1 � bq#h2g1 b h3g2

�
¸
pa#h1qpb#g1q b h2g2

�
¸
pa#h1 b h2qpb#g1 b g2q

� ρpa#hqρpb#gq.

Em particular, isso implica que A#H é um H-subcomódulo de A#H: para a P A e h P H,

ρ
�
a#h

� � ρppa#hqp1A#1Hqq
� ρpa#hqρp1A#1Hq
�

¸
pa#h1 b h2qp1A#1H b 1Hq

�
¸
pa#h1qp1A#1Hq b h2

�
¸

a#h1 b h2 P A#H bH.

Como ρp1A#1Hq � 1A#1H b 1H segue que A#H é um H-comódulo álgebra (coação

global) via restrição ρ|A#H .

Provemos agora que pA#HqcoH � A. A inclusão A � pA#HqcoH é imediata da

de�nição de ρ. Por outro lado, seja u P pA#HqcoH � A#H. Então u � °
i ai#hi, para

certos ai P A e hi P H, e

¸
i

ai#hi b 1H � ub 1H � ρpuq �
¸
i

¸
phiq

ai#hi1 b hi2.

Podemos supor ainda que taiu é um conjunto linearmente independente, o que implica°
phiq

hi1 b hi2 � hi b 1H , para todo i. Aplicando ε b idH nesta igualdade obtemos, para

todo i,

hi �
¸
phiq

εphi1qhi2 � εphiq1H .

Portanto u � °
i ai#hi �

°
i εphiqai#1H P A.

Se H tem dimensão �nita, então a estrutura de H-comódulo álgebra (à direita),
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descrita acima, induz uma estrutura de H�-módulo álgebra (à esquerda) em A#H, com

ação dada por

ϕá pa#hq :�
¸

a#h1ϕph2q,

para a P A, h P H e ϕ P H�. Além disso, pA#HqH� � pA#HqcoH � A (ver [7, Proposition

6.2.4]).

1.3 PI álgebras

Nesta seção faremos uma breve discussão sobre PI-álgebras. Essas estruturas são os

principais objetos das aplicações dos estudos feitos aqui. Abaixo listamos alguns exemplos

e algumas propriedades que serão importantes para o desenvolvimento do trabalho. O

leitor interessado em mais detalhes sobre o assunto pode consultar [14], [15], [22] ou [25].

Seja A uma k-álgebra. Dizemos que um polinômio 0 � fpxi1 , . . . , xinq P k xx1, x2, . . .y
é uma identidade polinomial para A, ou que A satisfaz a identidade polinomial f , quando,

para quaisquer a1, . . . , an P A, fpa1, . . . , anq � 0.

De�nição 1.3.1. Uma PI-álgebra é uma álgebra que satisfaz uma identidade polinomial.

Exemplos 1.3.2. (1) Toda álgebra comutativa satisfaz a identidade polinomial

rx1, x2s :� x1x2 � x2x1.

(2) (ver [25, pg 10]) A álgebra exterior (ou álgebra de Grassman) satisfaz a identidade

polinomial

rrx1, x2s, x3s � px1x2 � x2x1qx3 � x3px1x2 � x2x1q.

Proposição 1.3.3. (ver [22, Corollary 13.4.9]) Sejam A � B uma extensão de álgebras

tal que B é �nitamente gerado como A-módulo. Se A é PI-álgebra, então B também é

PI-álgebra.

Como consequência da Proposição 1.3.3 e do Exemplo 1.3.2, toda álgebra �nitamente

gerada sobre seu centro (em particular, toda álgebra de dimensão �nita) é uma PI-álgebra.

Proposição 1.3.4. (ver [25, Theorem 6.1.1]) O produto tensorial de PI-álgebras é PI-

álgebra.
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Em particular, se a k-álgebra A é uma PI-álgebra, então o anel de polinômios em uma

variável Arts � Abk krts é PI-álgebra (pois krts é comutativo).

Exemplo 1.3.5. (ver [25, pg 9]) Dizemos que uma álgebra A é algébrica de grau limitado,

quando existe um inteiro n ¥ 1, tal que todo elemento de A é algébrico de grau ¤ n. Toda

álgebra algébrica de grau limitado é uma PI-álgebra.

Proposição 1.3.6. (ver [14, Theorem 6.4.3]) Toda PI-álgebra algébrica é localmente �-

nita.

Proposição 1.3.7. (ver [22, Corollary 13.2.6]) O radical primo de uma PI-álgebra é seu

maior ideal à direita nil.

Uma k-álgebra A é chamada a�m se é �nitamente gerada (como k-álgebra), ou seja,

se existem a1, . . . , an P A tais que A � k xa1, . . . , any.

Proposição 1.3.8. (ver [25, Corollary 4.4.6], [16, Corollary 4.19] e [15, Theorem 3, pg

36]) Seja A uma PI-álgebra que é a�m ou algébrica sobre k. Então JpAq é localmente

nilpotente. Em particular, JpAq � P pAq.

Proposição 1.3.9. (ver [18, Lemma 3.7]) Seja k um corpo algebricamente fechado. Se A

é uma k-álgebra a�m que satisfaz uma identidade polinomial de grau d então, para todo

A-módulo simples V , tem-se dimk V ¤ d{2.

Encerramos a seção descrevendo um resultado, devido a V. Linchenko e S. Montgo-

mery, sobre H-módulos álgebra que satisfazem uma identidade polinomial. Dele decorre

um fato sobre H-módulos álgebra localmente �nitos (Lema 4.6), útil no estudo da semi-

primitividade do produto smash parcial como veremos no Capítulo 4.

Proposição 1.3.10. [17, Corollary 3.2] Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita

cossemissimples e seja A um H-módulo álgebra (ação global) satisfazendo uma identidade

polinomial. Se I é um ideal nil de A, então

H � I :�
!¸

hi � xi ; hi P H, xi P I
)
� JpAq.

Como toda álgebra A de dimensão �nita é uma PI-álgebra e JpAq é nilpotente (Pro-
posição 1.1.18), segue imediatamente o seguinte resultado.
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Corolário 1.3.11. Seja H uma álgebra de Hopf cossemissimples e A um H-módulo ál-

gebra (ação global). Se A e H têm dimensão �nita, então H � JpAq � JpAq.
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2 Ideais H-estáveis e

pA,Hq-módulos parciais

Sejam H uma álgebra de Hopf sobre um corpo k e A um H-módulo álgebra parcial.

Em [11] e [26], os autores exploram os conceitos de ideais H-estáveis de A e pA,Hq-
módulos no estudo de �H-radicais�, quando a ação de H em A é global. Tais conceitos

podem ser adaptados para o caso de ações parciais. Nos Capítulos 2 e 3, exploramos

esses conceitos no estudo do H-radical primo e do H-radical de Jacobson de A (quando

a ação de H em A é parcial). O principal objetivo destes dois capítulos é estabelecer

uma relação entre o H-radical primo de A e o H�-radical primo de A#H e uma relação

entre o H-radical de Jacobson de A e o H�-radical de Jacobson de A#H, quando H tem

dimensão �nita.

Em todo este capítulo H denotará uma álgebra de Hopf sobre um corpo k e A um

H-módulo álgebra parcial.

2.1 Ideais H-estáveis

Nosso objetivo, nesta seção, é estabelecer alguns fatos sobre ideais H-estáveis de A.

O mais importante deles é a relação entre os ideais H-estáveis de A e os ideais de A#H

que são H-subcomódulos (Teorema 2.1.6), os quais, no caso de H ter dimensão �nita, são

os ideais H�-estáveis de A#H (Corolário 2.1.7).

De�nição 2.1.1. Seja A um H-módulo álgebra parcial. Um ideal à direita (resp. à

esquerda) I de A é chamado H-estável quando H � I � I.

Já observamos na Seção 1.2 que, quando a ação de H em A é global, A é um H-

módulo. Claramente, nesse caso, os ideais (à direita ou à esquerda) H-estáveis de A são

exatamente aqueles que são H-submódulos de A.
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Exemplo 2.1.2. Seja A uma k-álgebra e seja H � k. Já mencionamos no Exemplo 1.2.7

que A é um H-módulo álgebra. Claramente, todos os ideais (à esquerda ou à direita) de A

são H-estáveis. Assim, o conceito de ideal H-estável é, de certa forma, uma generalização

do conceito de ideal de uma álgebra qualquer.

Seja I um ideal H-estável de A. Então a ação de H em A induz uma ação de H no

quociente A{I, dada por

h � pa� Iq :� ph � aq � I

para h P H e a P A. Claramente esta ação de�ne uma estrutura de H-módulo álgebra

parcial em A{I. Além disso, temos o seguinte isomor�smo:

�
A#H

�{�I#H
� � pA{Iq#H ,

onde I#H :�  °
xi#hi ; xi P I, hi P H

(
. Para ver isto, consideremos a projeção natural

π : A#H Ñ pA{Iq#H
a#h ÞÑ ā#h

Esta aplicação preserva a multiplicação: para a, b P A e h, g P H

πppa#hqpb#gqq � π p°aph1 � bq#h2gq
�

¸
aph1 � bq#h2g

�
¸

aph1 � bq#h2g

� pa#hqpb#gq
� πpa#hqπpb#gq.

Considemos agora a restrição π|A#H . Temos

π
�
a#h

� � π p°aph1 � 1Aq#h2q
�

¸
aph1 � 1Aq#h2

�
¸

aph1 � 1Aq#h2

� a#h P pA{Iq#H

para quaisquer a P A e h P H, portanto está bem de�nida a projeção

π̄ : A#H Ñ A{I#H.

a#h ÞÑ ā#h
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Por ser uma restrição de π, a aplicação π também preserva a multiplicação, donde segue

que π é um homomor�smo de álgebras.

Claramente π é sobrejetiva. Provemos que

kerπ � pkerπq X pA#Hq � I#H.

A inclusão I#H � kerpπq é evidente. Por outro lado, seja u P kerπ � A#H. Temos

u � °
xi#hi para certos txiu � A e thiu � H. Podemos supor que thiu é um conjunto

linearmente independente, então
°
x̄i#hi � πpuq � π̄puq � 0 implica xi P I, para todo

i. Como u P A#H, segue que u � up1A#1Hq �
°
xi#hi P I#H. Isso prova que

kerπ � I#H, e portanto pA#Hq{pI#Hq � pA{Iq#H como tínhamos a�rmado.

Uma das consequências desse isomor�smo é o seguinte resultado.

Proposição 2.1.3. Se o H-módulo álgebra parcial A é um produto subdireto de H-módulos

álgebra parciais Aα � A{Iα, onde tIαu é uma família de ideais H-estáveis de A tal que�
Iα � 0, então R :� A#H é (isomorfo a) o produto subdireto das álgebras Rα :� Aα#H.

Demonstração. Conforme observado acima, para cada α temos um isomor�smo natural

R{pIα#Hq � Rα. Pela Proposição 1.1.22, basta então provar que
�pIα#Hq � 0. Mas

como

Iα#H �
¸

IαpH � 1Aq#H � Iα#H

para todo α, é su�ciente demonstrar que
�pIα#Hq � 0.

Para isso tomemos u P �pIα#Hq � A#H e escrevamos u � °
xi#hi, com txiu � A e

thiu � H. Podemos supor que thiu é linearmente independente, o que implica xi P Iα para
todo i e todo α. Então, cada xi P

�
Iα � 0 e portanto u � 0. Logo

�pIα#Hq � 0.

Conforme veremos no Capítulo 4, esta proposição será útil no estudo da semiprimitivi-

dade do produto smash parcial pelo fato do produto subdireto de álgebras semiprimitivas

ser semiprimitiva.

Dado um subespaço vetorial X � A, denotaremos

pX : Hq � tx P X ; h � x P X, @h P Hu .

Proposição 2.1.4. Seja I um ideal de A. Então pI : Hq é o maior ideal H-estável de A

contido em I. Em particular, I é H-estável se e somente se pI : Hq � I.
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Demonstração. Para quaisquer x P pI : Hq, a P A e h P H temos

h � paxq �
¸
ph1 � aqph2 � xq P AI � I

e

h � pxaq �
¸
ph1 � xqph2 � aq P IA � I

portanto ax, xa P pI : Hq. Isso mostra que pI : Hq é um ideal. Para obter aH-estabilidade

de pI : Hq, consideremos x P pI : Hq e g P H. Então, para qualquer h P H,

h � pg � xq �
¸
ph1 � 1Aqpph2gq � xq P AI � I,

portanto g � x P pI : Hq. Como x e g são arbitrários, segue que H � pI : Hq � pI : Hq, ou
seja, pI : Hq é H-estável.

Suponhamos agora que J é um ideal H-estável contido em I. Então H � J � J � I,

o que implica J � pI : Hq. Logo pI : Hq é o maior ideal H-estável contido em I.

Se I é um ideal à esquerda, a mesma demontração dada acima (ou parte dela) serve

para concluir que, também nesse caso, pI : Hq é o maior ideal à esquerdaH-estável contido

em I. Porém, se I é ideal à direita mas não à esquerda, então a demonstração acima serve

apenas para concluir que pI : Hq é um ideal à direita (contido em I), mas não podemos

garantir a H-estabilidade de pI : Hq pela igualdade h � pg � xq � °ph1 � 1Aqpph2gq � xq. No
entanto, vale ressaltar que se I é um ideal à direita, sempre existe o maior ideal à direita

H-estável contido em I (pois soma de ideais à direita H-estáveis ainda é ideal à direita

H-estável). Tal ideal, evidentemente, deve estar contido em pI : Hq.

Em alguns trabalhos, como por exemplo em [2], os autores assumem a seguinte �con-

dição de simetria�:

h � pg � aq �
¸
pph1gq � aqph2 � 1Aq , @ a P A, @h, g P H.

Nesse caso, seguindo passos análogos aos da demonstração da Proposição 2.1.4, vê-se

facilmente que, se I é um ideal à direita de A, então pI : Hq é o maior ideal à direita

H-estável de A contido em I.

Proposição 2.1.5. Se I é um ideal de A#H, então I X A é um ideal H-estável de A.

Demonstração. O fato de I X A ser um ideal de A segue imediatamente do fato de I
ser ideal de A#H e A � A#1H ser uma subálgebra de A#H. Quanto a H-estabilidade,
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observemos que, para quaisquer x P I X A e h P H, temos

h � x#1H �
¸

h1 � x#εph2q1H
�

¸
ph1 � xqph2 � 1Aq#h3Sph4q

�
¸
ph1 � x#h2qp1A#Sph3qq

�
¸
p1A#h1qpx#1Hqp1A#Sph2qq P I,

portanto, h � x P I X A. Logo I X A é ideal H-estável de A.

Demonstramos agora o principal resultado dessa seção. Ele generaliza, para o caso de

ações parciais, um resultado já conhecido sobre ações globais (isso segue de [24, Lemma

1.3], pois se a ação de H em A é global, então a extensão A � A#H é H-Galois �elmente

plana). Lembremos da Seção 1.2, que a estrutura de H-comódulo álgebra (coação global)

de A#H é dada por

A#H Ñ A#H bH

a#h ÞÑ a#h1 b h2.

Teorema 2.1.6. Sejam H uma álgebra de Hopf e A um H-módulo álgebra parcial. Exis-

tem bijeções

tIdeais H-estáveis de Au Φ //tIdeais de A#H que são H-subcomódulosu
Ψ
oo

dadas por ΦpIq � I#H e ΨpIq � I X A, tais que Ψ � Φ�1. Estas funções preservam

inclusão, soma, produto (�nito) e interseção.

Demonstração. Denotaremos R � A#H. Sejam I um ideal H-estável de A e I um ideal

de R que é um H-subcomódulo. Para quaisquer a, b P A, x P I e h, g, k P H, temos

pa#hqpx#gqpb#kq �
¸

aph1 � xqpph2g1q � bq#h3g2k P pApH � IqAq#H � I#H.

Assim, RpI#HqR � I#H, donde I#H é ideal de R. Além disso, é claro que I#H é

H-subcomódulo de R, portanto Φ está bem de�nida. Por outro lado, I X A é um ideal

H-estável de A pela Proposição 2.1.5. Assim, Ψ também está bem de�nida.

Provemos que I � I#H X A � ΨpΦpIqq. A inclusão I � I#H X A é evidente.

Para ver que I#H X A � I, �xemos uma base thiu de H que contenha 1H , e tomemos



2.1 Ideais H-estáveis 31

arbitrariamente um elemento

u P I#H X A � pI#Hq X A � A#H.

Então u se escreve de maneira única como u � °
i xi#hi, com txiu � A. O fato de

thiu ser uma base de H implica que txiu � I, e o fato de 1H pertencer a essa base e

u P A � A#1H , implica que xi � 0 se hi � 1H . Portanto u P I.

Agora provemos que I � pI X Aq#H � ΦpΨpIqq. A inclusão pI X Aq#H � I é

trivial. Por outro lado, para
°
i xi#hi P I, temos

¸
i

xi#hi �
¸
i

¸
phiq

¸
phi1q

pxi#hi11qp1A#Sphi12qqp1A#hi2q.

Como I é um H-subcomódulo de R, temos

¸
i

¸
phiq

¸
phi1q

xi#hi11 b hi12 b hi2 P I bH bH

assim, podemos assumir que
°
i xi#hi11 P I, donde segue que

¸
i

xiphi1 � 1Aq#1H �
¸
i

¸
phi1q

pxi#hi11qp1A#Sphi12qq P I X A

e portanto

¸
i

xi#hi �
¸
i

¸
phiq

pxiphi1 � 1Aq#1Hqp1A#hi2q P pI X AqpA#Hq � pI X Aq#H.

Isso mostra que Φ e Ψ são inversa uma da outra. Provemos agora que ambas preservam

inclusão, soma, produto (�nito) e interseção. Notemos que soma, produto e interseção

de ideais H-estáveis de A (resp. H-subcomódulos de A#H) é ideal H-estável (resp. H-

subcomódulo). A respeito da inclusão, a a�rmação é clara da própria de�nição de Φ e Ψ.

Quanto a soma, produto e interseção, �xemos uma família tIαuαPΛ de ideais H-estáveis

de A e uma família tIβuβPΓ de ideais de A#H que são H-subcomódulos.

A igualdade

Φ
�¸

Iα

	
� p°Iαq#H �

¸
Iα#H �

¸
ΦpIαq

é evidente. Como consequência, temos também

Ψ
�¸

Iβ
	
� Ψ

�¸
ΦpΨpIβqq

	
� Ψ

�
Φ
�¸

ΨpIβq
		

�
¸

ΨpIβq.

Logo Φ e Ψ preservam somas.



2.1 Ideais H-estáveis 32

Quanto ao produto, observemos primeiro que, se I é um ideal H-estável de A, então

I#H � IR (em particular, IR é ideal de R). Isso segue imediatamente do fato de que,

para quaisquer a P A, x P I e h P H,

px#1Hqpa#hq � xa#h P IA#H � I#H

e

x#h � px#1Hqp1A#hq P IR.

Assim, �xados α1, α2 P Λ, temos

ΦpIα1Iα2q � pIα1Iα2q#H � pIα1Iα2qR � Iα1pIα2Rq � Iα1pRIα2Rq
� pIα1RqpIα2Rq � pIα1#HqpIα2#Hq � ΦpIα1qΦpIα2q

(onde a quarta igualdade segue do fato de Iα2R ser ideal de R). Com isso obtemos também

que, para β1, β2 P Γ,

ΨpIβ1Iβ2q � Ψ
�

Φ
�
ΨpIβ1q

�
Φ
�
ΨpIβ2q

�	 � Ψ
�

Φ
�
ΨpIβ1qΨpIβ2q

�	 � ΨpIβ1qΨpIβ2q.

Claramente, por indução, esse resultado se estende ao produto de uma quantidade �nita

qualquer de ideais H-estáveis (resp. H-subcomódulos).

Finalmente mostremos que Φ e Ψ preservam interseção. Claramente

Ψ
�£

Iβ
	
�
�£

Iβ
	
X A �

£
pIβ X Aq �

£
ΨpIβq,

e disso segue que

Φ
�£

Iα

	
� Φ

�£
ΨpΦpIαqq

	
� Φ

�
Ψ
�£

ΦpIαq
		

�
£

ΦpIαq.

Isso completa a demonstração.

Pelo Corolário 1.1.12, se H tem dimensão �nita, um subespaço vetorial de A#H é um

H-subcomódulo se e somente é um H�-submódulo. Como a ação de H� em A#H é uma

ação global, segue imediatamente da observação feita após a De�nição 2.1.1 o seguinte

resultado.

Corolário 2.1.7. Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e A um H-módulo

álgebra parcial. Existem bijeções

tIdeais H-estáveis de Au Φ //tIdeais H�-estáveis de A#Hu
Ψ
oo
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dadas por ΦpIq � I#H e ΨpIq � I X A, tais que Ψ � Φ�1. Estas funções preservam

inclusão, soma, produto (�nito) e interseção.

2.2 pA,Hq-módulos parciais

Como na seção anterior, H denotará uma álgebra de Hopf sobre um corpo k e A

um H-módulo álgebra parcial. Nesta seção apresentamos o conceito de pA,Hq-módulo

parcial. Este conceito é, num certo sentido, uma generalização do conceito de A-módulo

(ver Exemplo 2.2.2) e permite entender um pouco melhor a relação entre A e A#H

como veremos mais adiante. A De�nição 2.2.1, assim como a Proposição 2.2.4, nos foram

apresentados por A. Paques e A. Sant'Ana (comunicação oral).

De�nição 2.2.1. Seja M um A-módulo à direita (resp. à esquerda). Dizemos que M é

um pA,Hq-módulo parcial à direita (resp. à esquerda), se existe uma aplicação k-linear

M bH Ñ M , dada por m bh ÞÑ m � h (resp. H bM Ñ M , dada por h bm ÞÑ h �m),

que satisfaz as seguintes condições:

(i) m � 1H � m presp. 1H �m � mq

(ii) ppm�hqaq�g � °pmph1 �aqq�ph2gq presp. h�papg �mqq � °ph1 �aqpph2gq�mqq.

para quaisquer m PM , a P A e h, g P H.

Claramente vale a propriedade (ii) se e somente se valem (a) e (b) abaixo:

(a) pm � hqa � °pmph1 � aqq � h2 presp. h � pamqq � °ph1 � aqph2 �mqq

(b) pm � hq � g � °pmph1 � 1Aqq � ph2gq presp. h � pg �mq � °ph1 � 1Aqpph2gq �mqq.

para quaisquer m PM , a P A e h, g P H.

A Proposição 2.2.4 justi�ca nosso interesse nessas estruturas.

Exemplo 2.2.2. Seja A uma k-álgebra e seja H � k. Já mencionamos no Exemplo

1.2.7 que A é um H-módulo álgebra. Claramente, todos os A-módulos (à direita ou à

esquerda) são pA,Hq-módulos parciais. Assim, o conceito de pA,Hq-módulo parcial é, de

certa forma, uma generalização do conceito de módulo sobre uma álgebra qualquer.
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Se A é um H-módulo álgebra parcial, então o próprio A é um pA,Hq-módulo parcial

à esquerda. Mais geralmente, se I é um ideal à esquerda H-estável de A, então I e A{I
são pA,Hq-módulos parciais à esquerda. A Proposição 2.2.4 fornece exemplos de pA,Hq-
módulos parciais à direita. Também, na Seção 3.2 veremos como podemos construir

pA,Hq-módulos parciais à direita a partir de um A-módulo à direita dado.

Como de costume, se M é um A-módulo (em particular, um pA,Hq-módulo parcial),

denotaremos por p0 : MqA, ou simplesmente p0 : Mq, o anulador de M em A. Ou seja,

p0 : Mq � ta P A ; Ma � 0u presp. p0 : Mq � ta P A ; aM � 0uq

para M um A-módulo à direita (resp. à esquerda). Quando p0 : Mq � 0 diremos que M

é �el.

Proposição 2.2.3. Se M é um pA,Hq-módulo parcial (à direita ou à esquerda), então

p0 : Mq é um ideal H-estável de A.

Demonstração. Já sabemos da teoria de módulos que p0 : Mq é um ideal de A. Provemos

que p0 : Mq é H-estável. Para quaisquer m PM , x P p0 : Mq e h P H, temos

mph � xq �
¸
pmph1 � xqq � pεph2q1Hq

�
¸
pmph1 � xqq � ph2Sph3qq

�
¸
ppm � h1qxq � Sph2q P pMxq �H � 0

se M é pA,Hq-módulo parcial à direita e

ph � xqm �
¸
ph1 � xqppεph2q1Hq �mq

�
¸
ph1 � xqpph2Sph3qq �mq

�
¸

h1 � pxpSph2q �mqq P H � pxMq � 0

se M é pA,Hq-módulo parcial à esquerda. Logo H � p0 : Mq � p0 : Mq, e portanto p0 : Mq
é H-estável.

Sejam M um pA,Hq-módulo parcial à direita (resp. à esquerda) e I � A um ideal

H-estável tal que I � p0 : Mq. Então M tem uma estrutura natural de pA{I,Hq-módulo

parcial à direita (resp. à esquerda).

A próxima proposição demonstra que todo pA,Hq-módulo parcial tem uma estru-

tura natural de A#H-módulo e, reciprocamente, todo A#H-módulo tem uma estrutura
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natural de pA,Hq-módulo parcial.

Proposição 2.2.4. Se M é um pA,Hq-módulo parcial à direita (resp. à esquerda) então

M é um A#H-módulo à direita (resp. à esquerda), com ação dada por

mpa#hq :� pmaq � h presp. pa#hqm :� aph �mqq

para m P M , a P A e h P H. Reciprocamente, se M é um A#H-módulo à direita (resp.

à esquerda) então M é um pA,Hq-módulo parcial à direita (resp. à esquerda) com ações

dadas por

ma :� mpa#1Hq presp. am :� pa#1Hqmq

m � h :� mp1A#hq presp. h �m :� p1A#hqmq

para m PM , a P A e h P H. Em qualquer caso tem-se

p0 : MqA � p0 : MqA#H X A.

Demonstração. Suponhamos que M é um pA,Hq-módulo parcial à direita. Observamos

primeiro que a aplicação

ζ : M b A#H Ñ M

m b a#h ÞÑ pmaq � h

está bem de�nida (e é k-linear). De fato, a regra m b a#h ÞÑ pmaq � h é exatamente a

composta das aplicações k-lineares

κ : M b A#H �M b AbH
ς b idHÝÝÝÝÑM bH

ξÝÑM

onde ς e ξ são as ações de A e H em M , respectivamente. Assim, κ é uma aplicação

k-linear bem de�nida. Considerando a restrição de κ ao subespaço M b A#H, temos

κ
�
m b a#h

� � κ pm b
°
aph1 � 1Aq#h2q �

¸
pmaph1 � 1Aqq �h2 � ppmaq �hq1A � pmaq �h,

para quaisquerm PM , a P A e h P H. Assim, ζ é a restrição de κ ao subespaçoMbA#H,

e portanto é uma aplicação k-linear bem de�nida.

Provemos agora que ζ de�ne uma estrutura de A#H-módulo à direita em M . De

fato, para quaisquer m PM , a, b P A e h, g P H, temos

mp1A#1Hq � pm1Aq � 1H � m
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e

�
mpa#hq�pb#gq � pppmaq � hqbq � g

�
¸
pmaph1 � bqq � ph2gq

� m
�¸

aph1 � bq#h2g
	

� m
�pa#hqpb#gq�.

Logo M é um A#H-módulo à direita.

Suponhamos agora que M é A#H-módulo à direita. Também nesse caso temos que

mostrar que as aplicações

M b A Ñ M

m b a ÞÑ mpa#1Hq

e

M bH Ñ M

m bh ÞÑ mp1A#hq

estão bem de�nidas (e são k-lineares). A primeira delas é trivial via identi�cação de A

com a subálgebra A#1H � A#H. Em particular, tal aplicação de�ne uma estrutura de

A-módulo à direita em M . Já a segunda é a composta das aplicações

M bH ÝÑ M b AbH
idM bπÝÝÝÝÑM b A#H

ζÝÑM

m bh ÞÑ m b 1A bh

onde π : AbH Ñ A#H é a projeção canônica πpa bhq � pa#hqp1A#1Hq � a#h e ζ é a

ação de A#H em M . As propriedades (i) e (ii) da De�nição 2.2.1 seguem facilmente do

fato de M ser um A#H-módulo:

m � 1H � mp1A#1Hq � m

e

�pm � hqa� � g �
��
mp1A#hq�pa#1Hq

	
p1A#gq

� m
�p1A#hqpa#1Hqp1A#gq�

� m
�¸

h1 � a#h2g
	

�
¸�

mph1 � aq
�
� ph2gq



2.2 pA,Hq-módulos parciais 37

para quaisquer m PM , a P A e h, g P H. Logo M é um pA,Hq-módulo parcial à direita.

Analogamente, se M é um pA,Hq-módulo parcial à esquerda, então a aplicação

A#H bM Ñ M

a#hbm ÞÑ aph �mq

de�ne uma estrutura de A#H-módulo à esquerda emM : para quaisquer m PM , a, b P A
e h, g P H

p1A#1Hqm � 1Ap1H �mq � m

e

pa#hq�pb#gqm� � aph � pbpg �mqqq
�

¸
aph � bq�ph2gq �m

�
�

�¸
aph1 � bq#h2g

	
m

� �pa#hqpb#gq�m.
Também, se M é A#H-módulo à esquerda, então as aplicações

AbM Ñ M

abm ÞÑ pa#1Hqm

e

H bM Ñ M

hbm ÞÑ p1A#hqm

de�nem uma estrutura de pA,Hq-módulo parcial à esquerda: para quaisquer m P M ,

a, b P A e h, g P H
1Am � 1H �m � p1A#1Hqm � m,

apbmq � pa#1Hq
�pb#1Hqm

� � �pa#1Hqpb#1Hq
�
m � pab#1Hqm � pabqm,

e

h � papg �mqq � p1A#hq
�
pa#1Hq

�p1A#gqm�	
� �p1A#hqpa#1Hqp1A#gq�m
�

�¸
h1 � a#h2g

	
m

� ph1 � aqpph2gq �mq.
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A igualdade p0 : MqA � p0 : MqA#H X A é trivial.

Notemos que a Proposição 2.2.3 é também consequência da Proposição 2.1.5 e da

igualdade p0 : MqA � p0 : MqA#H X A.
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3 O H-radical primo e o H-radical

de Jacobson

Sejam H uma álgebra de Hopf sobre um corpo k e A um H-módulo álgebra parcial.

Estudamos neste capítulo os conceitos de H-radical primo e H-radical de Jacobson de

A. Estes conceitos são análogos aos conceitos de radical primo e radical de Jacobson de

uma álgebra qualquer, e servem algumas vezes para obter propriedades do produto smash

parcial, como veremos no Capítulo 4. Nosso principal objetivo neste capítulo é estabelecer

relações entre o H-radical primo de A e o H�-radical primo de A#H e relações entre o

H-radical de Jacobson de A e o H�-radical de Jacobson de A#H, quando H tem dimensão

�nita.

Seguindo a notação do capítulo anterior, em todo este capítulo H denotará uma

álgebra de Hopf sobre um corpo k e A um H-módulo álgebra parcial.

3.1 Ideais H-primos, ideais H-semiprimos e o H-radical
primo

Em [24] podemos encontrar as de�nições de ideal H-primo e ideal H-semiprimo de

um H-módulo álgebra A. Tal de�nição pode ser considerada também quando a ação de

H em A é parcial. Nesta seção estudamos estes conceitos e, a partir deles, de�nimos o

H-radical primo de A. Nosso objetivo é obter uma relação entre o H-radical primo de A

e o H�-radical primo de A#H, quando H tem dimensão �nita. Para isso, estabelecemos

alguns resultados sobre ideais H-primos e ideais H-semiprimos, análogos aos resultados de

[16], Seção 10.1, páginas 165 a 169, sobre ideais primos e ideais semiprimos. Em particular

assumiremos familiaridade com os conceitos de m-sistema e n-sistema.

Começamos com a de�nição de ideal H-primo.

De�nição 3.1.1. Um ideal H-estável p � A é chamado H-primo se p � A e, para
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quaisquer ideais H-estáveis I, J � A,

IJ � p ñ I � p ou J � p.

Um exemplo de ideal H-primo é um ideal H-estável maximal m � A (cuja existência

é assegurada pelo Lema de Zorn). De fato, se I e J são ideais H-estáveis que não estão

contidos em m, então a maximalidade de m implica que m� I � A � m� J . Daí

A � pm� Iqpm� Jq � m� IJ ,

e portanto IJ � m.

Proposição 3.1.2. Para um ideal H-estável p � A, são equivalentes:

(1) p é H-primo;

(2) Para quaisquer a, b P A,

ApH � aqApH � bqA � p ñ a P p ou b P p ;

(3) Para quaisquer a, b P A,

ApH � aqApH � bq � p ñ a P p ou b P p ;

(4) Para quaisquer a, b P A,

pH � aqApH � bq � p ñ a P p ou b P p ;

(5) Para quaisquer ideais à esquerda H-estáveis I, J � A

IJ � p ñ I � p ou J � p ;

(5') Para quaisquer ideais à direita H-estáveis I, J � A

IJ � p ñ I � p ou J � p.

Demonstração. (1) ñ (2) Claramente os ideais I :� ApH � aqA e J :� ApH � bqA são

H-estáveis. Como p é H-primo,

IJ � ApH � aqApH � bqA � p ñ a P I � p ou b P J � p.
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As implicações (2) ñ (3) e (3) ñ (4) são claras, das inclusões pH � aqApH � bq � ApH �
aqApH � bq � ApH � aqApH � bqA.

Provemos agora que (4) ñ (5). Para isso, sejam I, J � A ideais à esquerda H-estáveis

tais que IJ � p. Se I � p, �xemos a P Izp. Então, para todo b P J , temos

pH � aqApH � bq � IpAJq � IJ � p.

Como a R p, a condição (4) implica que b P p, para todo b P J , ou seja, J � p. A

implicação (4) ñ (5') é análoga, e as implicações (5) ñ (1) e (5') ñ (1) são triviais.

Chamaremos um subconjunto M � A de Hm-sistema, se M � H e, para quaisquer

a, b P M , tem-se

ApH � aqApH � bq X M � H.

Observamos que em [26] o autor usa a nomenclatura H-m-sequência para ações globais,

mas com signi�cado levemente diferente. A nossa escolha da nomenclatura está baseada

em [16].

A partir dessa de�nição podemos acrescentar outra caracterização de ideal H-primo,

a qual segue imediatamente da condição (3) da Proposição 3.1.2.

Proposição 3.1.3. Um ideal H-estável p � A é H-primo se e somente se Azp é um

Hm-sistema.

Vale ainda uma espécie de �recíproca� desta proposição.

Proposição 3.1.4. Seja M � A um Hm-sistema. Se p � A é um ideal H-estável

maximal com respeito a propriedade pX M � H, então p é H-primo.

Demonstração. Sejam a, b P Azp, e sejam I :� ApH � aqA e J :� ApH � bqA. Como p� I

e p� J são ideais H-estáveis, segue da maximalidade de p, que existem x, y P A, tais que

x P M X pp� Iq e y P M X pp� Jq.

Sendo M um Hm-sistema, existem ci, di P A e hi, gi P H, i � 1, ..., n, tais que

ņ

i�1

ciphi � xqdipgi � yq P M .



3.1 Ideais H-primos, ideais H-semiprimos e o H-radical primo 42

Por outro lado, temos também

ņ

i�1

ciphi � xqdipgi � yq P A
�
H � pp� Iq�A�H � pp� Jq�

� pp� Iqpp� Jq
� p� IJ

Como
°
ciphi � xqdipgi � yq R p (pois pX M � H) segue que

ApH � aqApH � bqA � IJ � p.

Pelo item (2) da Proposição 3.1.2, segue que p é H-primo.

De�nimos agora o H-radical de um ideal H-estável.

De�nição 3.1.5. Seja I � A um ideal H-estável. Chamaremos H-radical de I o conjunto

H
?
I :� tx P A ; todo Hm-sistema que contém x intersecta Iu .

No caso particular em que I � 0, chamaremos PHpAq :� H
?

0 de H-radical primo de A.

Claramente I � H
?
I, para todo ideal H-estável I � A. O que não �ca claro da

De�nição 3.1.5, é que H
?
I é também um ideal H-estável de A. Isso segue da seguinte

proposição.

Proposição 3.1.6. Seja I � A um ideal H-estável. Então H
?
I é a interseção de todos

os ideais H-primos de A que contêm I. Em particular H
?
I é um ideal H-estável de A.

Demonstração. Se p � A um ideal H-primo que contém I, então o conjunto Azp é um

Hm-sistema (Proposição 3.1.3) que não intersecta I. Daí

x P H
?
I ñ x R Azp ñ x P p.

Logo, H
?
I está contido na interseção de todos os ideais H-primos que contêm I.

Por outro lado, se x R H
?
I, então existe um Hm-sistema M � A tal que x P M e

M X I � H. Pelo Lema de Zorn, existe um ideal H-estável p � A contendo I, maximal

com respeito a propriedade pX M � H. Então p é um ideal H-primo (Proposição 3.1.4)

que contém I mas que não contém x. Em particular, x não pertence a interseção dos

ideais H-primos que comtêm I. Logo, a interseção dos ideais H-primos que contêm I está

contida em H
?
I.
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De�nimos agora ideal H-semiprimo.

De�nição 3.1.7. Um ideal H-estável s � A é chamado H-semiprimo se s � A e, para

qualquer ideal H-estável I � A,

I2 � s ñ I � s.

Claramente todo ideal H-primo é H-semiprimo. Além disso, toda interseção de ideais

H-semiprimos é H-semiprimo. Mostraremos agora que vale uma caracterização análoga

a Proposição 3.1.2 para ideais H-semiprimos.

Proposição 3.1.8. Para um ideal H-estável s � A, são equivalentes:

(1) s é H-semiprimo;

(2) Para qualquer a P A,

ApH � aqApH � aqA � s ñ a P s ;

(3) Para qualquer a P A,

ApH � aqApH � aq � s ñ a P s ;

(4) Para qualquer a P A,

pH � aqApH � aq � s ñ a P s ;

(5) Para qualquer ideal à esquerda H-estável I � A

I2 � s ñ I � s ;

(5') Para qualquer ideal à direita H-estável I � A

I2 � s ñ I � s.

Demonstração. A demonstração desta proposição é análoga a demonstração da Proposi-

ção 3.1.2. (1) ñ (2) O ideal I :� ApH � aqA é H-estável. Como s é H-semiprimo,

I2 � ApH � aqApH � aqA � s ñ a P I � s.
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As implicações (2) ñ (3) e (3) ñ (4) são claras, das inclusões pH � aqApH � aq � ApH �
aqApH � aq � ApH � aqApH � aqA.

Provemos agora que (4) ñ (5). Para isso, seja I � A ideal à esquerda H-estável tal

que I2 � s. Para todo a P I, temos

pH � aqApH � aq � IpAIq � I2 � s.

A condição (4) então implica que a P s, para todo a P I, ou seja, I � s. A implicação

(4) ñ (5') é análoga, e as implicações (5) ñ (1) e (5') ñ (1) são triviais.

Chamaremos um subconjunto N � A de Hn-sistema, se N � H e, para qualquer

a P N , tem-se

ApH � aqApH � aq X N � H.

De maneira análoga a caracterização de ideal H-primo a partir de Hm-sistemas, obtemos

uma caracterização de ideal H-semiprimo a partir de Hn-sistemas. A proposição abaixo

segue imediatamente da condição (3) da Proposição 3.1.8.

Proposição 3.1.9. Um ideal H-estável s � A é H-semiprimo se e somente se Azs é um

Hn-sistema.

Proposição 3.1.10. Seja N � A um Hn-sistema e seja s � A um ideal H-estável

maximal com respeito a propriedade sX N � H. Então s é H-semiprimo.

Demonstração. Seja a P Azs e seja I :� ApH � aqA. Como s � I é ideal H-estável, segue

da maximalidade de s, que existe x P A, tal que

x P N X ps� Iq.

Sendo N um Hn-sistema, existem ci, di P A e hi, gi P H, i � 1, ..., n, tais que

ņ

i�1

ciphi � xqdipgi � xq P N .

Por outro lado, temos também

ņ

i�1

ciphi � xqdipgi � xq P A
�
H � ps� Iq�A�H � ps� Iq�

� ps� Iqps� Iq
� s� I2



3.1 Ideais H-primos, ideais H-semiprimos e o H-radical primo 45

Como
°
ciphi � xqdipgi � xq R s (pois sX N � H) segue que

ApH � aqApH � aqA � I2 � s.

Pelo item (2) de 3.1.8, segue que s é H-semiprimo.

A seguinte proposição estabelece uma relação entre Hm-sistema e Hn-sistema.

Proposição 3.1.11. Seja N � A um Hn-sistema. Então, para cada a P N , existe

um Hm-sistema M � N , tal que a P M . Em outras palavras, N é igual a união dos

Hm-sistemas contidos em N .

Demonstração. Seja a P N . De�nimos M � ta1, a2, ...u por indução. Tomamos a1 � a.

Agora, para i ¥ 1, se ai P N então, existem ci,l, di,l P A e hi,l, gi,l P H, l � 1, ..., ni, tais

que

ai�1 :�
ni̧

l�1

ci,lphi,l � aiqdi,lpgi,l � aiq P N .

Provemos que M é um Hm-sistema. Para isso, observemos primerio que, para todo t ¥ 1,

temos

H � at�1 � H � �ApH � atqApH � atq
� � ApH � atq,

o que implica

H � at1 � ApH � atq,

sempre que t ¤ t1. Disso segue que, para quaisquer i, j ¥ 1,

aj�1 P ApH � ajqApH � ajq � ApH � aiqApH � ajq se i ¤ j

ai�1 P ApH � aiqApH � aiq � ApH � aiqApH � ajq se i ¥ j

em particular,

ApH � aiqApH � ajq X M � H.

Logo, M é um Hm-sistema, tal que a P M � N .

Por meio desta relação entre Hm-sistemas e Hn-sistemas, obtemos que os ideais H-

semiprimos de um H-módulo álgebra parcial são exatamente aqueles ideais H-estáveis

que são H-radicais.

Proposição 3.1.12. Para um ideal H-estável s � A, são equivalentes:

(1) s é H-semiprimo;
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(2) s é uma intersecção de ideais H-primos;

(3) s � H
?
s.

Demonstração. A implicação (3) ñ (2) é imediata da Proposição 3.1.6 e a implicação

(2) ñ (1) é imediata das de�nições de ideais H-primo e H-semiprimo, conforme obser-

vação após a De�nição 3.1.7. Provemos que (1) ñ (3). É claro da de�nição de H
?
s

que s � H
?
s. Por outro lado, se a R s, então, como s é H-semiprimo, Azs é um Hn-

sistema (Proposição 3.1.9) que contém a. Pela Proposição 3.1.11, existe um Hm-sistema

M � Azs, tal que a P M . Como M X s � H, segue da de�nição de H
?
s, que a R H

?
s.

O seguinte corolário é imediato das Proposições 3.1.6 e 3.1.12.

Corolário 3.1.13. Seja I � A um ideal H-estável. Então H
?
I é o menor ideal H-

semiprimo de A que contém I. Em particular
H
a

H
?
I � H

?
I.

De�nição 3.1.14. Um H-módulo álgebra parcial é dito H-primo (resp. H-semiprimo)

quando 0 é ideal H-primo (resp. H-semiprimo).

Proposição 3.1.15. Para um H-módulo álgebra parcial A, são equivalentes:

(1) A é H-semiprimo;

(2) PHpAq � 0;

(3) A não tem ideal H-estável nilpotente não nulo;

(4) A não tem ideal à esquerda H-estável nilpotente não nulo;

(4') A não tem ideal à direita H-estável nilpotente não nulo;

Demonstração. A equivalência (1) ô (2) é imediata do Corolário 3.1.13. Provemos que

(1) ñ (4). Seja I � A um ideal à esquerda H-estável nilpotente, e seja n ¥ 1 o menor

inteiro positivo tal que In � 0. Se fosse n ¥ 2, teríamos pIn�1q2 � I2n�2 � In � 0, o que

implicaria In�1 � 0 (pois 0 é H-semiprimo por hipótese), contrariando a minimalidade de

n. Logo deve ser n � 1, ou seja, I � 0. A implicação (1) ñ (4') é análoga e as implicações

(4) ñ (3) e (4') ñ (3) são triviais. Já a implicação (3) ñ (1) é imedita da de�nição de

ideal H-semiprimo.
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As próximas duas proposições estabelecem relações entre ideais primos e H-primos e

entre ideais semiprimos e H-semiprimos. Como em [16], utilizaremos a notação
?
I para

indicar o radical do ideal I � A, o qual é a interseção dos ideais primos de A que contêm

I. No caso de ser I � 0, denotaremos P pAq � ?
0 o radical primo de A.

Proposição 3.1.16. Se p � A é um ideal primo (resp. semiprimo), então pp : Hq é um

ideal H-primo (resp. H-semiprimo).

Demonstração. Suponhamos que p é ideal primo. Se I, J � A são ideais H-estáveis, então

IJ � pp : Hq � p ñ I � p ou J � p ñ I � pp : Hq ou J � pp : Hq,

pois pp : Hq é o maior ideal H-estável contido em p. Logo pp : Hq é H-primo. A

demonstração da outra a�rmação é análoga, basta tomar J � I.

A próxima proposição demonstra que, quando H tem dimensão �nita, vale a recíproca

da proposição acima para ideais H-semiprimos: todo ideal H-semiprimo de A é da forma

ps : Hq, para algum ideal semiprimo de s � A.

Proposição 3.1.17. Suponhamos que H tem dimensão �nita. Então, para um ideal

H-estável I � A, temos
H
?
I � p

?
I : Hq.

Em particular, PHpAq � pP pAq : Hq e A é H-semiprimo se e somente pP pAq : Hq � 0.

Demonstração. Como I é H-estável e está contido em
?
I, segue da Proposição 3.1.16

que p?I : Hq é um ideal H-semiprimo que contém I. A inclusão H
?
I � p?I : Hq segue

então do Corolário 3.1.13.

Provemos agora que H
?
I é o maior ideal H-estável contido em

?
I, ou seja, que se

J � A é um ideal H-estável, tal que H
?
I � J , então J � ?

I. Para isso, começamos

construindo uma sequência de ideais H-estáveis

J0 � J1 � J2 � ...

tais que, para todo i ¥ 0, Ji�1 � J2
i e Ji � H

?
I. Faremos isso por indução, da seguinte

maneira. Tomamos J0 � J , e para i ¥ 0, suponhamos que Ji é um ideal H-estável

tal que Ji � H
?
I. Então J2

i � H
?
I, pois H

?
I é H-semiprimo. Tomando um elemento

0 � ai�1 P J2
i z H
?
I e de�nindo Ji�1 � ApH � ai�1qA, temos que Ji�1 é um ideal H-estável

contido em J2
i , tal que Ji�1 � H

?
I.
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Fixemos agora uma base thtu1¤t¤n de H sobre k, e consideremos a seguinte familia

de ideais:

F :� tK E A ; I � K e Ji � K, @ i ¥ 1u.

Temos F � H, pois I P F . Além disso, se tKλuλPΛ � F é uma cadeia, então K :� �
Kλ é

uma cota superior para esta cadeia. De fato, se existisse i ¥ 1, tal que Ji � K, então, como

Ji � ApH � aiqA � °
tApht � aiqA, tomando λ1, ..., λn, tais que ht � ai P Kλt , 1 ¤ t ¤ n,

teríamos Ji �
°
tKλt . Mas tKλuλ é uma cadeia, e portanto existiria λ0 P Λ, tal que

Kλ1 , . . . , Kλn � Kλ0 , o que implicaria Ji � Kλ0 , uma contradição. Logo (K é um ideal tal

que I � K e) Ji � K, para todo i ¥ 1. Assim K P F é uma cota superior para a cadeia

tKλuλPΛ.

Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal p P F . Provemos que p é ideal primo.

De fato, dados a, b P Azp, pela maximalidade de p, existem i1, i2 tais que Ji1 � p � AaA

e Ji2 � p� AbA. Podemos supor, sem perda de generalidade, que i1 ¥ i2. Temos então

Ji1�1 � J2
i1
� Ji1Ji2 � pp� AaAqpp� AbAq � p� AaAbA.

Como Ji1�1 � p (pois p P F), segue que AaAbA � p. Logo p é ideal primo de A.

Como p é um ideal primo que contém I e J � J0 � p (pois J0 � J1 e J1 � p), segue

que J � ?
I. Isso demonstra que H

?
I � p?I : Hq.

Finalizamos a seção estabelecendo uma relação entre os ideais H-primos (resp. H-

semiprimos) de A e os ideais H�-primos (resp. H�-semiprimos) de A#H, quando H tem

dimensão �nita. Em particular, obtemos uma relação entre o H-radical primo de A e o

H�-radical primo de A#H, nesse caso.

Teorema 3.1.18. Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e A um H-módulo

álgebra parcial. Então as restrições das funções Φ e Ψ, de�nidas no Corolário 2.1.7, são

bijeções entre o conjunto dos ideais H-primos (resp. H-semiprimos) de A e o conjunto

dos ideais H�-primos (resp. H�-semiprimos) de A#H. Em particular

PHpAq � PH�pA#Hq X A e PH�pA#Hq � PHpAq#H.

e A é H-semiprimo se e somente se A#H é H�-semiprimo.

Demonstração. Denotaremos R � A#H. Basta provar que, para qualquer ideal H-primo

(resp. H-semiprimo) p � A, a imagem Φppq é ideal H�-primo (resp. H�-semiprimo) de

R e, para qualquer ideal H�-primo (resp. H�-semiprimo) P � R, a imagem ΨpPq é ideal
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H-primo (resp. H-semiprimo) de A. Isso segue facilmente do fato de Φ e Ψ preservarem

inclusão e produto.

De fato, se p � A é ideal H-primo e I,J � R são ideais H�-estáveis tais que IJ �
Φppq, então ΨpIq e ΨpJ q são ideais H-estáveis de A tais que ΨpIqΨpJ q � ΨpIJ q �
ΨpΦppqq � p. Como p éH-primo, segue que ΨpIq � p, o que implica I � ΦpΨpIqq � Φppq,
ou ΨpJ q � p, o que implica J � ΦpΨpJ qq � Φppq. Logo Φppq é H�-primo.

No caso de p ser H-semiprimo, demonstra-se a H�-semiprimitividade de Φppq da

mesma maneira, apenas tomando I � J . Quanto as a�rmações sobre Ψ, a demonstração

é análoga. Com isso, as igualdades

PHpAq � PH�pRq X A e PH�pRq � PHpAq#H

seguem do fato de PHpAq ser a interseção dos ideais H-primos de A, PH�pRq ser a inter-

seção dos ideais H�-semiprimos de R e Φ e Ψ preservarem interseções.

3.2 pA,Hq-módulos parciais simples,
ideais H-primitivos e H-radical de Jacobson

Nesta seção estudamos os conceitos de pA,Hq-módulo parcial simples e ideal H-

primitivo. Tais conceitos tornam natural a de�nição de H-radical de Jacobson. Nosso

principal objetivo é estudar a relação entre o H-radical de Jacobson de A e o H�-radical

de Jacobson de A#H, quando H tem dimensão �nita.

De�nição 3.2.1. Seja M um pA,Hq-módulo parcial.

(1) M é chamado simples (ou irredutível) seM � 0 e não tem pA,Hq-submódulo parcial

próprio.

(2) M é chamado semissimples (ou completamente redutível) se é soma direta de pA,Hq-
submódulos parciais simples.

A proposição seguinte segue imediatamente da Proposição 2.2.4.

Proposição 3.2.2. Um k-espaço vetorial M é um pA,Hq-módulo parcial simples (resp.

semissimples) se e somente se é um A#H-módulo simples (resp. semissimples).
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O conceito de pA,Hq-módulo parcial simples nos leva naturalmente ao conceito de

ideais H-primitivos de A.

De�nição 3.2.3. Seja A um H-módulo álgebra parcial.

(i) A é chamado H-primitivo à direita (resp. à esquerda) se existe um pA,Hq-módulo

parcial à direita (resp. à esquerda) simples e �el.

(ii) Um ideal H-estável P � A é chamado H-primitivo à direita (resp. à esquerda) se

A{P é um H-módulo álgebra parcial H-primitivo à direita (resp. à esquerda), ou

seja, se P é o anulador de um pA,Hq-módulo parcial à direita (resp. à esquerda)

simples.

A seguinte proposição segue imediatamente das Proposições 2.2.4 e 3.2.2.

Proposição 3.2.4. Um ideal H-estável P � A é H-primitivo à direita (resp. à esquerda)

se e somente se P � P X A para algum ideal primitivo à direita (resp. à esquerda)

P � A#H.

Proposição 3.2.5. Seja X a família dos ideais H-primitivos à direita e Y a família dos

ideais H-primitivos à esquerda de A. Então

£
PPX

P � JpA#Hq X A �
£

Q PY
Q .

Demonstração. Seja Z a família dos ideais primitivos à direita de A#H. Pela proposição

3.2.4, temos que P P X se e somente se P � P X A, para algum P P Z. Assim

£
PPX

P �
£
PPZ

pP X Aq �
�£

PPZ
P

�
X A � JpA#Hq X A.

A outra igualdade se prova de maneira análoga.

A partir desse resultado podemos de�nir o H-radical de Jacobson de A como a inter-

seção dos ideais H-primitivos de A.

De�nição 3.2.6. Seja A um H-módulo álgebra parcial. Chamaremos H-radical de Ja-

cobson de A o ideal H-estável

JHpAq �
£
α

Pα �
£
β

Qβ,
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onde tPαu é a família dos ideais H-primitivos à direita e tQβu é a família dos ideais

H-primitivos à esquerda de A.

A seguinte de�nição é, então, natural.

De�nição 3.2.7. Um H-módulo álgebra parcial A é chamado H-semiprimitivo quando

JHpAq � 0.

Assim, A é H-semiprimitivo se e somente se existe um pA,Hq-módulo parcial à direita

semissimples �el se e somente se existe um pA,Hq-módulo parcial à esquerda semissimples

�el. De fato, se tMλu é a família dos pA,Hq-módulos parciais à direita (resp. à esquerda)

simples, então JHpAq é o anulador do pA,Hq-módulo parcial à direita (resp. à esquerda)

semissimples
À

λMλ.

O próximo resultado no qual estamos interessados a�rma que, se P � A é ideal

primitivo à direita, então pP : Hq é ideal H-primitivo à direita (Proposição 3.2.9). Este

resultado é análogo ao obtido para ideais H-primos e ideais H-semiprimos na Proposição

3.1.16.

Para demonstrar isto, precisaremos da seguinte construção de um pA,Hq-módulo

parcial à direita W a partir de um A-módulo à direita V , de modo que V seja (isomorfo

a) um A-submódulo de W e, além disso, V gere W como pA,Hq-módulo parcial.

Tomamos W o subespaço vetorial de V bk H gerado pelos elementos da forma

¸
vpk1 � xq b k2,

com v P V , x P A e k P H. De�nimos a ação de A em W da seguinte meneira: para

v P V , x, a P A e k P H,

�¸
vpk1 � xq b k2

	
a :�

¸
vpk1 � xqpk2 � aq b k3

�
¸

vpk1 � pxaqq b k2.

É fácil perceber que esta ação de�ne uma estrutura de A-módulo em W . Além disso,

temos V � V bk 1H � W como A-módulos, pois, para quaisquer v P V e a P A,

pv b 1Hqa � pvp1H � 1Aq b 1Hqa � vp1H � 1Aqp1H � aq b 1H � vp1H � aq b 1H � vab 1H .

De�nimos agora a ação de H em W , da seguinte maneira: para v P V , x P A e
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k, h P H, pomos

�¸
vpk1 � xq b k2

	
� h :�

¸
vpk1 � xqppk2h1q � 1Aq b k3h2

�
¸

vpk1 � pxph1 � 1Aqq b k2h2.

É claro que w�1H � w, para qualquer w P W . Além disso, para quaisquer v P V , x, a P A
e k, h, g P H, temos

���¸
vpk1 � xq b k2

	
� h

	
a
	
� g �

��¸
vpk1 � xq

�pk2h1q � 1A
�b k3h2

	
a
	
� g

�
�¸

vpk1 � xq
�pk2h1q � a

�b k3h2

	
� g

�
¸

vpk1 � xq
�pk2h1q � a

��pk3h2g1q � 1A
�b k4h3g2

�
¸

v
�
k1 �

�
xph1 � aq

�	�pk2h2g1q � 1A
�b k3h3g2

�
�¸

v
�
k1 �

�
xph1 � aq

�	b k2

	
� ph2gq

�
��¸

vpk1 � xq b k2

	
ph1 � aq

	
� ph2gq.

Disso segue então que W é um pA,Hq-módulo parcial à direita, que contém V como

A-submódulo. Como W é gerado (como k-espaço vetorial) por elementos da forma

¸
vpk1 � xq b k2 :�

¸
vpk1 � xqpk2 � 1Aq b k3

�
¸
pvpk1 � xq b 1Hq � k2

�
¸�pv b 1Hqpk1 � xq

�
� k2 P pV Aq �H � V �H,

v P V , x P A e k P H, �ca claro que V gera W como pA,Hq-módulo parcial.

Estamos interessados no caso em que V é A-módulo simples.

Proposição 3.2.8. Seja V é um A-módulo à direita simples. Então existe um pA,Hq-
módulo parcial à direita simples M , tal que V é (isomorfo a) um A-submódulo de M .

Além disso, se H e V têm dimensão �nita, então M também tem dimensão �nita e vale

dimkpMq ¤ pdimkpHqqpdimkpV qq.

Demonstração. Seja W um pA,Hq-módulo parcial à direita, tal que V é (isomorfo a)

um A-submódulo de W e V gera W como pA,Hq-módulo parcial, ou seja, tal que W �
pV Aq � H � V � H. Como V é A-módulo simples, para qualquer 0 � u P V temos

V � uA, e portanto W � puAq � H. Assim, qualquer elemento não nulo de V gera W

como pA,Hq-módulo parcial.
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Consideremos a seguinte familia de pA,Hq-submódulos parciais de W :

F � tT � W ; T é pA,Hq-submódulo parcial e T X V � 0u .

O conjunto F � H pois 0 P F . Uma aplicação simples do Lema de Zorn demonstra que

existe U P F maximal. Seja M � W {U . Como U é pA,Hq-submódulo parcial de W , M

tem uma estrutura natural de pA,Hq-módulo parcial à direita, com ações de A e H em

M dadas, respectivamente, por

pw � Uqa � wa� U

e

pw � Uq � h � pw � hq � U

para w P W , a P A e h P H. Além disso, como U X V � 0, temos uma inclusão natural

de A-módulos

V ãÑ M � W {U
v ÞÑ v � v � U

Só nos falta mostrar queM é simples (como pA,Hq-módulo parcial). De fato, qualquer

pA,Hq-submódulo parcial 0 � N � M é da forma T {U , para algum pA,Hq-submódulo

parcial T � W , tal que U � T . Pela maximalidade de U , devemos ter T X V � 0. Então,

tomando 0 � u P T X V , temos W � puAq �H, conforme observado acima. Isso implica

que

M � puAq �H � N �H � N.

Logo M é pA,Hq-módulo parcial à direita simples, tal que V é (isomorfo a) um A-

submódulo de M .

Como W � V �H, temos também M � V �H, donde segue imediatamente a última

a�rmação.

Como consequência temos o seguinte resultado.

Proposição 3.2.9. Se P � A é um ideal primitivo à direita, então pP : Hq é um ideal

H-primitivo à direita.

Demonstração. Como P é ideal primitivo à direita, existe um A-módulo à direita simples

V , tal que P � p0 : V q. Pela Proposição 3.2.8, existe um pA,Hq-módulo parcial à direita
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simples M , tal que V é (isomorfo a) um A-submódulo de M . Então, basta provar que

I :� pP : Hq � p0 : Mq. Ora, para quaisquer v P V , x P I e h P H, temos

pv � hqx �
¸
pvph1 � xqq � h2 P pV pH � Iqq �H � pV P q �H � 0,

portanto pV � HqI � 0. Mas, pela (demonstração da) Proposição 3.2.8, M � V � H,

donde pP : Hq � I � p0 : Mq. Por outro lado, sendo p0 : Mq um ideal H-estável de A

(Proposição 2.2.3), o qual está contido em P pois V � M , concluimos que também vale

p0 : Mq � pP : Hq. Logo pP : Hq � p0 : Mq é um ideal H-primitivo à direita de A.

No restante da seção nos restringimos ao caso em que H tem dimensão �nita. Esta

hipótese permite obter mais detalhes sobre o H-radical de Jacobson de A. O primeiro

resultado, conteúdo da próxima proposição, demonstra que, nesse caso, JHpAq é o maior

ideal H-estável contido em JpAq. Este resultado é análogo ao obtido na Próposição 3.1.17
para o H-radical primo de A.

Proposição 3.2.10. Suponhamos que H tem dimensão �nita. Então

JHpAq � pJpAq : Hq.

Em particular, A é H-semiprimitivo se e somente se pJpAq : Hq � 0.

Demonstração. Denotaremos R � A#H. Provemos primeiro que JHpAq � pJpAq : Hq.
De fato, dado x P JHpAq, temos x P JpRq, pela Proposição 3.2.5. Então, para quaisquer

y, z P A, o elemento 1A � yxz é invertível em R, o que implica 1A � yxz invertível

em RH� � RcoH � A, pela Proposição 1.2.12. Portanto x P JpAq. Isso mostra que

JHpAq � JpAq. Sendo JHpAq um ideal H-estável, segue que JHpAq � pJpAq : Hq.

Quanto a inclusão pJpAq : Hq � JHpAq, mostraremos que J :� pJpAq : Hq � p0 : Mq,
para todo pA,Hq-módulo parcial à esquerda simples M . Para isso, dado um pA,Hq-
módulo parcial à esquerda simples M , �xemos 0 � m P M . Então ApH � mq é um

pA,Hq-submódulo parcial não nulo de M , o que implica ApH � mq � M (pois M é

pA,Hq-simples). Sendo H de dimensão �nita, segue que M é �nitamente gerado como

A-módulo (por exemplo, se thiu1¤i¤n é uma base de H, então M � ApH �mq � °
iAmi,

com mi :� hi �m). Como J � JpAq, segue do Lema de Nakayama que JM � M . Por

outro lado, sendo J ideal H-estável, segue que JM é um pA,Hq-submódulo parcial de M .

Portanto JM � 0 (pois M é pA,Hq-simples), ou seja, pJpAq : Hq � J � p0 : Mq.



3.2 pA,Hq-módulos parciais simples,ideais H-primitivos e H-radical de Jacobson 55

Observamos que, seH tem dimensão �nita e age globalmente emA, então a Proposição

3.2.10, combinada com a De�nição 3.2.7, reobtem [18, Corollary 2.6 (2)].

A partir das Proposições 3.2.9 e 3.2.10 podemos demonstrar que, quando H tem

dimensão �nita, para obter JHpAq basta considerar a interseção dos ideais H-primitivos

à direita de A da forma pP : Hq, com P � A ideal primitivo à direita. Este é o conteúdo

da próxima proposição.

Proposição 3.2.11. Seja X a família dos ideais primitivos à direita de A. Se H tem

dimensão �nita, então

JHpAq �
£

PPX

pP : Hq.

Demonstração. Seja X a família dos ideais H-primitivos à direita de A. Pela Proposição

3.2.9, para cada P P X, temos pP : Hq P X . Disso segue que

JHpAq �
£

Q PX
Q �

£
PPX

pP : Hq.

Por outro lado, é claro que
�

PPXpP : Hq � �
PPX P � JpAq. Como interseção de ideais

H-estáveis é H-estável, segue que

£
PPX

pP : Hq � pJpAq : Hq � JHpAq

pela Proposição 3.2.10.

Finalizamos a seção etabelecendo uma relação entre o H-radical de Jacobson de A e

o H�-radical de Jacobson de A#H, quando H tem dimensão �nita.

Teorema 3.2.12. Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e A um H-módulo

álgebra parcial. Então

JHpAq � JH�pA#Hq X A e JH�pA#Hq � JHpAq#H.

Em particular A é H-semiprimitivo se e somente se A#H é H�-semiprimitivo.

Demonstração. Denotaremos R � A#H. Sejam Φ e Ψ como no Corolário 2.1.7. Como

JH�pRq é H�-estável, temos

JH�pRq � ΦpΨpJH�pRqqq � pJH�pRq X Aq#H



3.2 pA,Hq-módulos parciais simples,ideais H-primitivos e H-radical de Jacobson 56

Sendo JH�pRq � JpRq, segue então da Proposição 3.2.5 que

JH�pRq � pJpRq X Aq#H � JHpAq#H.

Por outro lado, também pela Proposição 3.2.5, JHpAq � JpRq, donde segue que

JHpAq#H � JHpAqR � JpRqR � JpRq.

Sendo JHpAq#H um ideal H�-estável e H� de dimensão �nita, segue da Proposição 3.2.10

que

JHpAq#H � pJpRq : H�q � JH�pRq.

Isso mostra a segunda igualdade. A primeira igualdade segue então facilmente:

JHpAq � ΨpΦpJHpAqqq � JHpAq#H X A � JH�pRq X A.
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4 Sobre a semiprimitividade e a

semiprimalidade do produto

smash parcial

Sejam H uma álgebra de Hopf sobre um corpo k e A um H-módulo álgebra parcial.

Neste capítulo aplicamos os resultados dos Capítulos 2 e 3 no estudo da semiprimitivi-

dade e da semiprimalidade do produto smash parcial. A maioria dos resultados abaixo

generalizam, para o caso de ações parciais, os resultados sobre semiprimitividade do pro-

duto smash (global) de [18, Section 4], melhorando-os no caso da característica de k ser

positiva. Também apresentamos um resultado sobre a semiprimalidade do produto smash

parcial (Teorema 4.10) que generaliza [17, Theorem 3.4], para ações parciais.

Observação 4.1. Nos principais resultados deste capítulo assumimos que H é uma álge-

bra de Hopf semissimples. Isso implica, em particular, que H tem dimenção �nita (ver

[7, Lemma 5.3.1]).

Teorema 4.2. Sejam H uma álgebra de Hopf semissimples e A um H-módulo álgebra par-

cial, tal que todo A-módulo à direita simples tem dimensão �nita. Se A é H-semiprimitivo,

então R � A#H é semiprimitivo.

Demonstração. Seja tVαuαPΛ a família dos A-módulos à direita simples. Pela Proposição

3.2.8, para cada α P Λ, existe um pA,Hq-módulo parcial à direita simples Mα, tal que

Vα é (isomorfo a) um A-submódulo de Mα. Para cada α P Λ, denotemos Pα :� p0 : Vαq,
Iα :� p0 : Mαq � pPα : Hq (conforme demonstração da Proposição 3.2.9) e Aα :� A{Iα.
Pela Proposição 3.2.11, temos

£
αPΛ

Iα � JHpAq � 0,

pois A é H-semiprimitivo. Assim, A é (isomorfo a) o produto subdireto dos H-módulos

álgebra parciais Aα (Proposição 1.1.22). Pela Proposição 2.1.3, R � A#H é (isomorfo
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a) o produto subdireto das álgebras Rα :� Aα#H. Assim, basta provar que cada Rα é

semiprimitivo (Proposição 1.1.23).

Como cada Vα tem dimensão �nita, segue da Proposição 3.2.8 que cada Mα também

tem dimensão �nita. Isso implica que cada Aα também tem dimensão �nita (pois, sendo

Iα � p0 : Mαq, temos uma inclusão natural de álgebras Aα � A{Iα � EndkpMαq, e assim
dimkpAαq ¤ pdimkpMαqq2).

Como cada Aα é H-primitivo (portanto H-semiprimitivo), segue do Teorema 3.2.12

que cada Rα é H�-semiprimitivo. Por outro lado, H� é cossemissimples (Proposição

1.1.16) e cada Rα tem dimensão �nita (pois Aα e H têm dimensão �nita). Segue então

do Corolário 1.3.11, que JpRαq é H�-estável. Assim, para cada α,

JpRαq � pJpRαq : Hq � JH�pRαq � 0

e portanto Rα é semiprimitivo.

Para o próximo teorema precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.3. Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita sobre um corpo k e A um

H-módulo álgebra parcial. Se k � F é uma extensão de corpos algébrica e separável, então

JHbkFpAbk Fq � JHpAq bk F.

Em particular, A é H-semiprimitivo se e somente se Ab F é H b F-semiprimitivo.

Demonstração. Denotaremos H � H bk F e A � Abk F. Pela Proposição 1.1.21, temos

JpAq � JpAq bk F. Assim, para quaisquer x P JHpAq, h P H e α, β P F,

phb αq � pxb βq � ph � xq b pαβq P JpAq bk F � JpAq,

o que implica JHpAq bk F � pJpAq : Hq � JHpAq (Proposição 3.2.10).

Por outro lado, se u P JHpAq � JpAq � JpAq bk F, então existem xi P JpAq e βi P F,
com tβiu linearmente independente sobre k, tais que u � °

xibβi. Assim, para qualquer

h P H, ¸
ph � xiq b βi � phb 1Fq � u P JHpAq � JpAq bk F

(pois JHpAq é H-estável). Como tβiu é linearmente independente sobre k, segue que

cada h � xi P JpAq. Isso mostra que xi P pJpAq : Hq � JHpAq, para todo i, e portanto

u P JHpAq bk F. Logo, também vale a inclusão JHpAq � JHpAq bk F.
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Teorema 4.4. Sejam H uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo k e A um

H-módulo álgebra parcial H-semiprimo que satisfaz uma identidade polinomial. Se k é

perfeito e A é a�m sobre k, então R � A#H é semiprimitivo.

Demonstração. Nas hipóteses sobre A, temos JpAq igual ao radical primo de A (Propo-

sição 1.3.8). Assim A é, na realidade, H-semiprimitivo. Como k é perfeito, se k é o

fecho algébrico de k, então a extensão k � k̄ é separável. Tomando F � k no Lema

4.3, temos que A é H-semiprimitivo, onde H � H bk k e A � A bk k. Além disso, A

é PI-álgebra (Proposição 1.3.4) e A é a�m sobre k̄ (por exemplo, se A � k xa1, . . . , any,
então A � k xa1 b 1, . . . , an b 1y).

Pela Proposição 1.3.9, todo A-módulo à direita simples tem dimensão �nita. Segue

então do Teorema 4.2 (e da Proposição 1.2.5), que Rbk k̄ � Ā#H̄ é semiprimitivo. Logo

R é semiprimitivo (Proposição 1.1.21).

Para o próximo resultado, precisaremos dos dois lemas seguintes.

Lema 4.5. Sejam H uma álgebra de Hopf e A um H-módulo álgebra parcial. Se I é um

ideal à direita de A, então H � I também é um ideal à direita.

Demonstração. Para quaisquer h P H, x P I e a P A,

ph � xqa �
¸
ph1 � xqph2 � 1Aqpph3Sph4qq � aq

�
¸
ph1 � xqph2 � pSph3q � aqq

�
¸

h1 � pxpSph2q � aqq P H � pIAq � H � I.

Logo pH � IqA � H � I, o que implica que H � I é ideal à direita.

Lema 4.6. Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita e A um H-módulo álgebra

(ação global). Se H é cossemissimples e A é localmente �nito, então JpAq é H-estável.

Demonstração. Fixemos y P H �JpAq. Então y � °
i hi �xi, para certos x1, . . . , xn P JpAq

e h1, . . . , hn P H. Como o subespaço vetorial
°
iH � xi tem dimensão �nita, ele gera

uma subálgebra B � A de dimensão �nita. Claramente H � B � B, e portanto B é um

H-módulo álgebra.

Sendo A localmente �nito, JpAq é um ideal nil de A (Proposição 1.1.19), donde segue

que cada BxiB � JpAq é um ideal nil de B, e portanto está em JpBq. Em particular,
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cada xi P JpBq. Como B tem dimensão �nita, temos H � JpBq � JpBq (Corolário 1.3.11).

Assim, y � °
i hi � xi P JpBq, e portanto y é nilpotente (Proposição 1.1.18).

Como y P H � JpAq é arbitrário, concluímos que H � JpAq é um ideal à direita (Lema

4.5) nil de A, e portanto está contido em JpAq, ou seja, JpAq é H-estável.

Teorema 4.7. Sejam H uma álgebra de Hopf semissimples e A um H-módulo álgebra

parcial H-semiprimitivo. Se A é localmente �nito, então A#H é semiprimitivo.

Demonstração. Pelo Teorema 3.2.12, A#H é um H�-módulo álgebra H�-semiprimitivo.

Além disso, H� é cossemissimples (Proposição 1.1.16) e A#H é localmente �nito (se

x1, ..., xn P A#H e cada xi �
°
j aij#hj, então existe uma subálgebra B � A de dimensão

�nita H-estável gerada por pH � 1AqpH � aijq, donde x1, ..., xn pertencem a subálgebra de

dimensão �nita B#H � A#H). Pelo Lema 4.6, JpA#Hq é H�-estável. Logo

JpA#Hq � pJpA#Hq : H�q � JH�pA#Hq � 0

(Proposição 3.2.10) e A#H é semiprimitivo.

Teorema 4.8. Sejam H uma k-álgebra de Hopf semissimples e A um H-módulo álgebra

parcial H-semiprimo que satisfaz uma identidade polinomial. Se A é algébrica sobre k,

então A#H é semiprimitivo.

Demonstração. Pela Proposição 1.3.8 temos JpAq � P pAq, portanto A é, na realidade,

H-semiprimitivo. Além disso, A é localmente �nito pela Proposição 1.3.6, portanto o

resultado segue imediatamente do Teorema 4.7.

Corolário 4.9. Sejam H uma k-álgebra de Hopf semissimples e A um H-módulo álgebra

parcial. Se

(1) todo A-módulo à direita simples tem dimensão �nita, ou

(2) k é perfeito e A é uma PI-álgebra que é a�m sobre k, ou

(3) A é localmente �nito (em particular, se A é uma PI-álgebra que é algébrica sobre

k),

então JpA#Hq � JHpAq#H.
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Demonstração. Pelo Teorema 3.2.12, JHpAq#H � JH�pA#Hq � JpA#Hq. Por outro

lado, A{JHpAq é H-semiprimitivo (e portanto H-semiprimo). Segue então dos Teoremas

4.2, 4.4 e 4.7, que

pA#Hq{pJHpAq#Hq � pA{JHpAqq#H

é semiprimitivo, o que implica JpA#Hq � JHpAq#H.

O próximo teorema generaliza [17, Theorem 3.4]. A demonstração segue praticamente

os mesmos passos.

Teorema 4.10. Sejam H uma álgebra de Hopf semissimples e A um H-módulo álgebra

parcial que satisfaz uma identidade polinomial. Se A é H-semiprimo, então A#H é

semiprimo.

Demonstração. Como A é PI-álgebra, se I é um ideal nil de A então I � P pAq pela

Proposição 1.3.7. Assim pI : Hq � pP pAq : Hq � PHpAq � 0 pois A é H-semiprimo.

Claramente o anel de polinômios Arts torna-se um H-módulo álgebra parcial exten-

dendo a ação de H por h � t :� ph � 1Aqt. Além disso, para qualquer ideal I de A,

pIrts : Hq � pI : Hqrts. De fato, para pptq � °
ait

i P pIrts : Hq temos ApH �pptqqA � Irts,
o que implica ApH � aiqA � I, para cada i. Como cada ApH � aiqA é ideal H-estável de

A, segue que cada ai P ApH � aiqA � pI : Hq, e portanto pptq P pI : Hqrts. Isso mostra

a inclusão pIrts : Hq � pI : Hqrts. A inclusão pI : Hqrts � pIrts : Hq é clara pois, pela

de�nição da ação de H em t, pI : Hqrts é um ideal H-estável contido em Irts.

Pela Proposição 1.1.20, JpArtsq � N rts para algum ideal nil N de A. Assim,

JHpArtsq � pJpArtsq : Hq � pN rts : Hq � pN : Hqrts � 0

pela observação acima, e portanto Arts � A bk krts é um H-módulo álgebra parcial

H-semiprimitivo que satisfaz uma identidade polinomial.

Pelo Teorema 3.2.12, o produto smash parcial R :� Arts#H é H�-semiprimitivo.

Além disso, H� é cossemissimples (Corolário 1.1.16) e R é PI-álgebra pois é �nitamente

gerado sobre Arts (Proposição 1.3.3). Pela Proposição 1.3.10, se I é um ideal nilpotente

de R então H� � I � JpRq, o que implica I � pJpRq : H�q � JH�pRq � 0 (pois R é

H�-semiprimitivo). Isso mostra que R � Arts#H � A#Hrts é semiprimo, logo A#H é

semiprimo (Proposição 1.1.20).
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Corolário 4.11. Sejam H uma álgebra de Hopf semissimples e A um H-módulo álgebra

parcial que satisfaz uma identidade polinomial. Então

P pA#Hq � PHpAq#H.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1.18, PHpAq#H � PH�pA#Hq � P pA#Hq. Por outro

lado, A{PHpAq é H-semiprimo (e satisfaz uma identidade polinomial). Segue então do

Teorema 4.10, que

pA#Hq{pPHpAq#Hq � pA{PHpAqq#H

é semiprimo, o que implica P pA#Hq � PHpAq#H.

As hipóteses de H-semiprimitividade ou H-semiprimalidade sobre A nos teoremas

acima são essenciais. De fato, pela Proposição 3.2.5 sempre temos JHpAq � JpA#Hq, e
portanto A#H não será semiprimitivo se A não for H-semiprimitivo. Analogamente, se A

não for H-semiprimo, então existirá um ideal H-estável nilpotente não nulo I � A, e daí

I#H será um ideal nilpotente não nulo de A#H. Em particular, A#H não será semiprimo

nesse caso. O exemplo abaixo ilustra que também a hipótese da semissimplicidade de H

é necessária.

Exemplo 4.12. Toda álgebra de Hopf H é, ela mesma, um H-módulo álgebra (ação

global) via ação adjunta à esquerda:

h � k �
¸

h1kSph2q

para h, k P H (ver [23, De�nition 3.4.1, Example 4.1.9]). Consideremos o caso particular

em que H é a álgebra de Sweedler:

H � k x1, g, x, gx | g2 � 1, x2 � 0, xg � �gxy,

onde a comultiplicação é dada por ∆pgq � g b g, ∆pxq � x b 1 � g bx, ∆pgxq � gx b g �
1 b gx, a counidade é dada por εpgq � 1, εpxq � 0, εpgxq � 0, e a antípoda é dada por

Spgq � g, Spxq � �gx � xg, Spgxq � x. Esta é uma álgebra de Hopf de dimensão 4 e os

elementos 1, g, x, gx formam uma base de H sobre k.

Não é difícil de ver que I � k xx, gxy é um ideal nilpotente e H-estável (onde H age

em H via ação adjunta à esquerda). Além disso, 1 e g são invertíveis, o que implica

I � P pAq � JpAq. Assim, a ação induzida de H torna A � H{I um H-módulo álgebra

semiprimitivo (e portanto semiprimo). Porém, como H não é semissimples (ver [23,
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Example 2.1.2 3), Corollary 2.2.4]), os Teoremas 4.2 e 4.10 não se aplicam. De fato,

temos

A#H � k x1#1, 1#g, 1#x, 1#gx, g#1, g#g, g#x, g#gxy.

Um cálculo simples mostra que I � k x1#x, 1#gx, g#x, g#gxy é um ideal nilpotente de

A#H. Em particular, A#H não é semiprimo (e portanto, também não é semiprimitivo).

Exemplo 4.13. Sejam B, A e G como no Exemplo 1.2.10. Se B é uma álgebra semi-

primitiva de dimensão �nita, então A também é semiprimitiva de dimensão �nita. Em

particular, todo A-módulo simples tem dimensão �nita. Segue então do Teorema 4.2 que

o produto smash parcial A#H é semiprimitivo. (Nesse caso o Teorema 4.10 também se

aplica, já que em dimensão �nita o radical de Jacobson e o radical primo coincidem.)
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5 Resultados adicionais

Sejam H uma álgebra de Hopf pontuada de dimensão �nita e A um H-módulo álgebra

parcial. No decorrer dos estudos realizados para conclusão deste trabalho obtemos, em

paralelo, a seguinte relação entre os radicais de Jacobson de A e de A#H:

JpA#HqdimkH � JpAq#H.

Como este resultado não contribuiu para os propósitos da pesquisa, resolvemos colocá-lo

neste capítulo em separado. Os resultados apresentados neste capítulo são análogos para

o produto smash parcial, aos principais resultados apresentados em [21, Section 1] para o

produto cruzado global.

No que segue, H denotará uma álgebra de Hopf sobre um corpo k e A denotará um

H-módulo álgebra parcial. Também denotaremos por T � A#H e R � A#H.

Proposição 5.1. Para qualquer A-módulo à direita V , o anulador annRpV bA Rq é o

maior ideal de R contido em annApV qR.

Demonstração. Seja teiu uma base de H sobre k, e seja x P annRpV bA Rq � R � T ,

com x � °
ai#ei. Dado v P V , temos

0 � pv b p1A#1Hqqx � v b
¸

ai#ei �
¸

vai b 1A#ei ,

e portanto vai � 0, para todo i (pois t1A#eiu é l.i.). Como isso vale para todo v P V ,
segue que ai P annApV q, para todo i, e portanto

x � xp1A#1Hq �
¸

aip1A#eiqp1A#1Hq P annApV qR.

Por outro lado, se I é um ideal de R contido em annApV qR então

pV bA RqI � V bA I � V bA annApV qR � V annApV q bA R � 0

e portanto I � annRpV bA Rq.
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De�nição 5.2. Dados uma álgebra B e um B-módulo à direita M , o comprimento de

Loewy de M é o menor inteiro t tal que MJpBqt � 0, ou 8 se tal inteiro não existe.

Proposição 5.3. Se existe um limite superior �nito d para os comprimentos de Loewy de

todos os R-módulos V bAR, com V um A-módulo à direita simples, então JpRqd � JpAqR.

Demonstração. Se V é um A-módulo à direita simples, então JpRqd � annRpV bARq por
hipótese, e annRpV bA Rq � annApV qR pela Proposição 5.1. Assim, se teiu é uma base

de H sobre k, então

JpRqd �
£
V

pannApV qRq �
£
V

pannApV qT q

�
£
V

�
annApV q

à
i

Ap1A#eiq
�
�
£
V

�à
i

annApV qp1A#eiq
�

� à
i

�£
V

annApV q
�
p1A#eiq �

à
i

JpAqp1A#eiq

� JpAqà
i

Ap1A#eiq � JpAqT

onde V percorre todos os A-módulos à direita simples. Portanto

JpRqd � JpRqdp1A#1Hq � JpAqT p1A#1Hq � JpAqR.

Lembremos que um elemento não nulo x P H é chamado group-like se ∆pxq � xb x.

O conjunto dos elementos group-like de H é denotado por GpHq.

Dizemos que H é pontuada se toda subcoálgebra simples de H tem dimensão igual a

1, ou equivalentemente, se o coradical de H é igual a GpHq (ver [23, De�nition 5.1.5]).

Dado um A-módulo à direita M , denotaremos por `pMq o comprimento de uma serie

de composição de M (se tal serie não existe, então `pMq � 8 por de�nição).

Teorema 5.4. Sejam H uma álgebra de Hopf pontuada de dimensão �nita e A um H-

módulo álgebra parcial, tal que GpHq � 1A � ZpAq. Então, para qualquer A-módulo à

direita V , `ppV bA RqAq ¤ `pV q dimkH. Consequentemente

`ppV bA RqRq ¤ `pV q dimkH.
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Demonstração. Seja H�1 � 0 � H0 � H1 � ... � Ht � H a �ltração coradical de H.

Para cada 0 ¤ n ¤ t, ∆pHnq �
°n
i�0HibHn�i, o que implica que cada subespaço vetorial

A#Hn é um (A,A)-subbimódulo de R � A#H � A#H. Assim, podemos de�nir uma

cadeia de A-submódulos Wn � pV bA RqA por Wn :� V bA A#Hn, n � �1, 0, ..., t.

Sejam Wn :� Wn{Wn�1 e Hn :� Hn{Hn�1, para cada 0 ¤ n ¤ t. Pelo Teorema de

Taft-Wilson (ver [23, Theorem 5.4.1]), todo h P Hn pode ser escrito na forma h � °
xPG hx

com

hx P Hn , ∆phxq � xb hx mod pHn bHn�1q.

Assim, thxuhPHn,xPG é um conjunto de geradores de Hn como k-espaço vetorial e portanto

t1A#hxuhPHn,xPG é um conjunto de geradores do k-espaço vetorial

1A#Hn � p1A#Hnqp1A#1Hq.

Consideremos um subconjunto β � thxuhPHn,xPG cujas imagens no quociente

p1A#Hnq{p1A#Hn�1q

formam uma base desse k-espaço vetorial. Para cada hx P β, consideremos Vhx a imagem

de

V bA A#hx � V bA 1A#hx

em Wn. Então Wn �
À

hxPβ
Vhx como k-espaço vetorial.

Seja V um A-módulo à direita. Para cada x P GpHq, denotemos por 1x :� x � 1A.

Então, cada Dx :� x � A � 1xA � A1x é um ideal de A gerado pelo idempotente central

1x. Assim, para cada x P GpHq, temos uma estrutura de A-módulo em Vx :� V Dx � V 1x

dada por v1x à a :� vpx � aq. Além disso, sempre que V é simples, Vx é simples ou zero,

portanto `pVxq ¤ `pV q em geral. Ainda, para cada v P V e a P A, como ∆phxq � x b hx

mod pHn bHn�1q

v b 1A#hx � v b x � 1A#hx mod pWn�1q
� v1x b 1A#hx mod pWn�1q

e

pv1x b 1A#hxqa � v1x b x � a#hx mod pWn�1q
� vpx � 1Aqpx � aq b 1A#hx mod pWn�1q
� vpx � aq b 1A#hx mod pWn�1q
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Assim, cada Vhx � Vx como A-módulo e por isso

`pWnq �
¸
hxPβ

`pVhxq ¤ `pV q dimkHn.

Logo `ppV bA RqAq �
°t
n�0 `pWnq ¤ `pV q dimkH.

Corolário 5.5. Sejam H uma álgebra de Hopf pontuada de dimensão �nita e A um

H-módulo álgebra parcial, tal que GpHq � 1A � ZpAq. Então

JpA#HqdimkH � JpAq#H.

Demonstração. Se V é um A-módulo à direita simples, então `ppV bA RqRq ¤ dimkH,

pelo Teorema 5.4. Por outro lado, é evidente que `ppV bARqRq é um limite superior para

o comprimento de Loewy desse módulo. Assim o resultado segue da Proposição 5.3.
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