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Abstract

In case R is a right nonsingular ring and Q is its right maximal quotients ring,

there is a theorem that gives equivalent conditions for the injective hull of a right

ideal of R to be a Q-bimodule ([8]). This theorem is proved using the orthogo-

nality of a family of ideals.

In this thesis we extended the orthogonality of a family of ideals to a family of mo-

dules over semiprime and right nonsingular rings. With this notion we extend the

result of [8] to centralizing bimodules over semiprime and right nonsingular rings.

Resumo da Tese

Se R é um anel não-singular à direita e Q é o seu anel maximal de quocientes

à direita, existe um teorema que estabelece condições equivalentes para que a

envoltória injetiva de um ideal à direita de R seja um Q-bimódulo ([8]). Este

teorema é provado usando a ortogonalidade de uma famı́lia de ideais.

Nesta tese estendemos a ortogonalidade de uma famı́lia de ideais para uma famı́lia

de módulos sobre anéis semiprimos e não-singulares à direita. Com esta noção

estendemos o resultado de [8] acima mencionado, para bimódulos centralizantes

sobre anéis semiprimos e não-singulares à direita.
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Introdução

Submódulos fechados de bimódulos centralizantes sobre anéis primos e se-
miprimos têm sido estudados nos últimos anos, como podemos encontrar nas
referências [1] e [2]. Em particular, se R é um anel semiprimo e M é um R-
bimódulo centralizante existe M∗, a extensão canônica livre de torção de M , que
é um Qσ-bimódulo centralizante, onde Qσ é o anel de quocientes simétrico de
R. E existe uma correspondência biuńıvoca entre os R-sub-bimódulos fechados
à direita de M e os Qσ-sub-bimódulos fechados à direita de M∗, como foi pro-
vado em [2]. Recentemente tal correspondência biuńıvoca foi estabelecida por
Miguel Ferrero em [4], para bimódulos normalizantes sobre anéis semiprimos, e
esta generaliza as situações anteriores mencionadas.

Em [8], se R é um anel não-singular à direita e Q = Qr
max(R) é o seu anel

maximal de quocientes à direita é provado um teorema que estabelece condições
equivalentes para que a envoltória injetiva E(IR) de um ideal à direita I de R,
em Q, seja um Q-bimódulo usando a ortogonalidade de uma famı́lia de ideais à
direita de R (ver Teorema 3.1.10).

Os resultados desta tese estão relacionados com as questões acima mencio-
nadas e são obtidos usando uma noção de ortogonalidade de uma famı́lia de
módulos, que aqui desenvolvemos e, que estende a noção de ortogonalidade de
uma famı́lia de ideais.

Primeiramente R é considerado um anel semiprimo e Qσ é o seu anel de
quocientes simétrico.

Se L é um R-bimódulo livre centralizante, com base em [2], construimos L∗, a
extensão canônica livre de torção de L, e estendemos a noção de ortogonalidade
de uma famı́lia de ideais à direita de R para uma famı́lia de submódulos à direita
de L.

Se M é um R-bimódulo centralizante, usando as idéias de [2] e a ortogona-
lidade de módulos, acima mencionada, provamos, de modo distinto ao obtido
em [2], o teorema que estabelece uma correspondência biuńıvoca entre os R-sub-
bimódulos fechados de M e os Qσ-sub-bimódulos fechados de M∗. Também no
caso em que M , além de centralizante, é livre de torção como um R-módulo à
direita estendemos a noção de ortogonalidade e provamos um resultado similar
ao de [8], anteriormente mencionado, estabelecendo condições equivalentes para
que o fecho essencial de um submódulo à direita de M em M∗, seja um Qσ-sub-
bimódulo de M∗.

Como uma aplicação, assim como em [8], estudamos uma nova dimensão de
módulos, que é uma espécie de dimensão h́ıbrida entre as dimensões uniformes
unilateral e bilateral.
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Uma questão importante no desenvolvimento dos resultados desta tese é a
passagem da essencialidade bilateral para a essencialidade unilateral, que ocorre
sem problemas para sub-bimódulos de um módulo centralizante e livre de torção,
no caso em que o anel considerado é semiprimo. Outra, é a propriedade do anel
de quocientes simétrico, que o define. Tais não se verificam, em geral, se R é um
anel não-singular à direita e Q é o seu anel maximal de quocientes à direita.

Suponhamos, agora, que R é um anel não-singular à direita e que Q =
Qr

max(R) é o seu anel maximal de quocientes à direita.

Se M é um R-módulo à direita definimos a extensão canônica livre de torção
M∗ de M , e provamos a sua existência sempre que M é não-singular à direita.

Se L é um R-bimódulo livre centralizante e L∗ é a sua extensão canônica livre
de torção provamos resultados similares aos de [8] e que antes provamos para
módulos centralizantes sobre anéis semiprimos. Como conseqüência obtivemos
extensões do resultado de [8], inicialmente citado. Mais precisamente, no caso
em que L tem uma base centralizante finita, se N é um submódulo à direita de
L, estabelecemos condições equivalentes para que a envoltória injetiva E(NR) de
N , seja um Q-bimódulo. O mesmo resultado obtivemos no caso em que R foi
considerado um anel semiprimo e Noetheriano à direita e, em particular, não-
singular à direita, e L um R-bimódulo livre centralizante qualquer.

Também estendemos os resultados de [8], que provamos para módulos cen-
tralizantes sobre anéis semiprimos, para o caso de módulos centralizantes e não-
singulares sobre anéis não-singulares à direita e esquerda com os seus anéis ma-
ximais de quocientes à direita e esquerda iguais.

Para finalizar, como uma aplicação, estendemos um Teorema de estrutura
obtido em [8]. Provamos que se R é um anel semiprimo, Qσ é o seu anel de
quocientes simétrico, M é um R-bimódulo centralizante e livre de torção como
um R-módulo à direita e M∗ é a sua extensão canônica livre de torção, então para
certos submódulos N de M , o estudo de somas diretas arbitrárias de submódulos
de N que são essenciais à direita em N , corresponde, exatamente, ao estudo do
fecho essencial à direita de N em M∗ como um Qσ-sub-bimódulo de M∗, que
é isomorfo a um Qσ-sub-bimódulo essencial à direita de um produto direto de
Qσ-bimódulos, com soma direta essencial à direita.

No mesmo contexto, também relacionamos a dimensão h́ıbrida, a dimensão de
Goldie e módulos primos com o fecho essencial à direita de um módulo à direita,
quando esse fecho é isomorfo a um submódulo de um produto direto de módulos.
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CAPITULO 1

Pré-Requisitos

1.1 Noções Gerais

Seja R um anel qualquer.

Se M é um R-módulo, entendemos que M pode ser tanto um R-bimódulo
como um R-módulo à direita ou à esquerda. Os submódulos de M serão sempre
considerados submódulos da mesma natureza.

Se N é um submódulo de um R-módulo (R-bimódulo) M , escrevemos N ⊆ M
(N ⊆ RMR). Se N é um submódulo à direita de um R-bimódulo (R-módulo à
direita) M , escrevemos N ⊆ MR. Se N é um submódulo à esquerda de um
R-bimódulo (R-módulo à esquerda) M , escrevemos N ⊆ RM .

Se nos referirmos a N como um R-módulo à direita (à esquerda), as vezes
escreveremos NR (RN).

Se I é um ideal bilateral de R, se não houver ambigüidade de interpretação,
diremos apenas que I é um ideal de R. Nesse caso, se I é um ideal (ideal à direita,
ideal à esquerda) de R, escrevemos I � R, (I � RR, I � RR).

Segue a mesma convenção para os homomorfismos de módulos.

Lembramos os conceitos de módulos livres e módulos centralizantes:

Um R-módulo à direita livre é um R-módulo à direita L tal que existe
S ⊆ L, dito ser uma base de elementos de L, tal que todo l ∈ L pode ser
escrito na forma

l =
∑
s∈S

srs,

onde os elementos rs ∈ R são nulos a menos de um número finito e são univoca-
mente determinados.

Seja M um R-bimódulo. Uma famı́lia X = (xi)i∈Ω de elementos de M é dita
ser um sistema de geradores R-centralizantes de M , se M =

∑
i∈Ω Rxi e

rxi = xir, para cada r ∈ R e cada i ∈ Ω. Dizemos que M é um R-bimódulo
centralizante , se possui um sistema de geradores R-centralizantes.
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Um R-bimódulo livre centralizante é um R-módulo à direita livre com
uma base de elementos R-centralizantes.

Segundo a definição dos módulos subgerados desenvolvida em [15], se M e N
são dois R-módulos, N é dito ser M -gerado se existem um conjunto de ı́ndices
Λ e um homomorfismo sobrejetivo Φ : MΛ → N de R-módulos. Neste contexto,
observemos que um R-bimódulo centralizante M é um R-módulo que é R-gerado
como um R-bimódulo e L é um R-módulo à direita livre se, e somente se, L é
um R-módulo à direita e existem um conjunto de ı́ndices Λ e um isomorfismo
de R-módulos à direita Φ : RΛ → L. Se para cada i ∈ Λ, ei = (δij)j∈Λ, onde
δij = 1 para i = j e δij = 0 para i �= j, se si = Φ(ei) para cada i ∈ Λ, temos que
S = (si)i∈Λ é uma base de L.

Da mesma forma, L é um R-módulo livre centralizante se, e somente se, L
é um R-bimódulo R-gerado e Φ : RΛ → L, como acima, é um isomorfismo de
R-bimódulos. No caso, se si = Φ(ei) para cada i ∈ Λ, temos que S = (si)i∈Λ é
uma base de elementos R-centralizantes de L.

Em [2] encontramos os seguintes exemplos: se R é um anel qualquer e se G é
um grupo ou até um semigrupo, o anel de grupo ou semigrupo RG é um exemplo
de R-bimódulo centralizante. Em particular assim o é um anel de polinômios com
coeficientes em R, em qualquer conjunto de indeterminadas, comutativas ou não.
Também um anel de matrizes sobre R e um produto tensorial S = R⊗L K, onde
L é um corpo e R e K são L-álgebras. Estes são todos, exemplos de extensões
centralizantes de um anel R e são exemplos de bimódulos centralizantes sobre
R. Por outro lado, novamente como em [2], cada módulo M sobre um anel
comutativo R é um bimódulo centralizante e se S é uma álgebra sobre R, então
S ⊗R M é um bimódulo centralizante sobre S. Finalmente, um anel de matrizes
infinitas sobre R tal que cada matriz tem apenas um número finito de entradas
não-nulas é também um bimódulo centralizante sobre R.

1.2 Extensões essenciais e envoltórias injetivas

Os resultados que enunciaremos não serão provados aqui e podem ser encon-
trados em [6] e em [13].

No que segue R é um anel qualquer.

1.2.1 Definição (a) Sejam A ⊆ B dois R-módulos. Dizemos que A é um
submódulo essencial de B se para cada submódulo não-nulo C de B,
se verifica que C ∩ A �= 0. Escrevemos A ⊆e B.

(b) Mais geralmente, se A é um R-módulo, definimos uma extensão essencial
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de A como sendo qualquer monomorfismo de R-módulos f : A → B, tal que
f(A) ⊆e B. Neste caso dizemos que f é um monomorfismo essencial.

1.2.2 Proposição (a) Se A ⊆ B ⊆ C são R-módulos, então A ⊆e C se, e
somente se, A ⊆e B e B ⊆e C.

(b) Se A, A
′
, B, B

′
e C são R-módulos tais que A ⊆e B ⊆ C e A

′ ⊆e B
′ ⊆ C,

então A ∩ A
′ ⊆e B ∩ B

′
.

(c) Se f : B → C é um homomorfismo de R-módulos e A ⊆e C, então
f−1(A) ⊆e B.

(d) Se (Aα)α e (Bα)α são duas famı́lias de R-módulos tais que (Aα)α é uma
famı́lia independente de submódulos de C e Aα ⊆e Bα ⊆ C para cada α,
então (Bα)α é uma famı́lia independente de submódulos de C e

∑⊕Aα ⊆e∑⊕Bα.

1.2.3 Definição Sejam A ⊆ B dois R-módulos à direita. Dizemos que A é
denso à direita em B, se para cada x, y ∈ B tal que x �= 0, existe r ∈ R tal
que xr �= 0 e yr ∈ A. Escrevemos A ⊆d B.

1.2.4 Proposição Sejam A e B dois R-módulos à direita. Se A ⊆d B, então
A ⊆e B.

Observemos que a rećıproca da Proposição 1.2.4, em geral, não é verdadeira.
Por exemplo, se tomamos A = 2Z/4Z e B = Z/4Z, que são dois Z-módulos à
direita, é fácil verificar que A ⊆e B mas A não é denso à direita em B.

1.2.5 Definição (a) Um R-módulo I é injetivo, se para qualquer monomor-
fismo de R-módulos f : A → B e cada homomorfismo de R-módulos
g : A → I, existe um homomorfismo de R-módulos h : B → I tal que
h ◦ f = g.

(b) Dizemos que R é um anel auto-injetivo se RR é injetivo.

1.2.6 Proposição Sejam A e E dois R-módulos e f : A → E um monomorfismo
de R-módulos onde E é injetivo. Se B é um R-módulo e A ⊆e B, então f se
estende a um monomorfismo f : B → E.
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A Proposição que enunciaremos a seguir é conhecida como o Critério de
Baer .

1.2.7 Proposição Um R-módulo à direita I é injetivo se, e somente se, para
cada ideal à direita J de R, se verifica que cada homomorfismo f : J → I se
estende a um homomorfismo f : R → I.

A Proposição 1.2.6 mostra que, se A e E são dois R-módulos onde E é
injetivo e f : A → E é um monomorfismo de R-módulos, então o módulo injetivo
E contém cópias isomorfas de todas as extensões essenciais de A, o que sugere
que olhemos, em E, para a extensão essencial maximal de A ou para o supremo
das extensões essenciais de A.

1.2.8 Proposição Seja E um R-módulo. Então E é injetivo se, e somente se,
E não tem extensão essencial própria.

1.2.9 Teorema Seja A um R-módulo. Então existe um R-módulo E contendo
A tal que:

(i) E é extensão essencial maximal de A no sentido que A ⊆e E e sempre que
A ⊆e B, a inclusão i : A → E se estende a um monomorfismo f : B → E.

(ii) E é extensão injetiva minimal de A no sentido que E é injetivo e cada mo-
nomorfismo f : A → E

′
onde E

′
é injetivo, se estende a um monomorfismo

f : E → E
′
.

1.2.10 Definição Seja A um R-módulo. Qualquer R-módulo E que satisfaz a
condição (ii) do Teorema 1.2.9, se chama uma envoltória injetiva de A.

Dado um R-módulo A, duas envoltórias injetivas E e E
′
de A podem ser dis-

tintas como conjuntos, mas, como veremos na proposição seguinte, serão sempre
isomorfas.

Escrevemos E(A) para representar qualquer envoltória injetiva de A e B =
E(A) quando queremos nos referir a uma determinada envoltória injetiva B de
A.

1.2.11 Proposição Seja A um R-módulo. Então:
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(i) Se E é um R-módulo injetivo e E ⊇ A, então E é uma envoltória injetiva
de A se, e somente se, A ⊆e E.

(ii) Se F é um R-módulo injetivo e F ⊇ A, então F contém ao menos uma
envoltória injetiva de A.

(iii) Se E e E
′
são R-módulos que são envoltórias injetivas de A, então a inclusão

i : A → E se estende a um isomorfismo f : E
′ → E.

1.3 Anéis semiprimos

1.3.1 Definição Dizemos que um anel R é um anel semiprimo, se para cada
ideal I de R tal que I2 = 0, se verifica que I = 0.

A seguir revizaremos as noções de ideal denso à direita e ideal essencial de um
anel R qualquer e veremos que no caso em que R é um anel semiprimo, esses
conceitos se equivalem.

Pelas definições 1.2.1 e 1.2.3:

Dizemos que um ideal (ideal à direita) I de R é essencial em R, se I (IR)
é essencial em R como um submódulo de R (RR).

Dizemos que um ideal I de R é essencial à direita em R, se IR é essencial
em R como um submódulo de RR. Denotamos: ε = {I � R | I �e RR}.

Dizemos que um ideal (ideal à direita) I de R é denso à direita em R,
se IR é denso à direita em R como um submódulo de RR. Escrevemos I �d R
(I �d RR).

Os resultados seguintes são clássicos e não serão provados aqui. Citamos [6]
como uma referência.

1.3.2 Proposição Sejam R um anel semiprimo e I � R.

(a) As seguintes condições são equivalentes:

(i) I é um ideal denso à direita em R.

(ii) I é um ideal essencial de R.

(iii) I é um ideal essencial à direita de R.
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(b) Annr(I) = {a ∈ R | Ia = 0} = {a ∈ R | aI = 0} = Annl(I) e denotamos
tais anuladores por Ann(I). Além disso, I é um ideal essencial de R se, e somente
se, Ann(I) = 0.

(c) I + Ann(I) = I ⊕ Ann(I) é um ideal essencial de R.

1.3.3 Proposição Sejam R um anel semiprimo e I � R. As seguintes condições
são equivalentes:

(i) J = Ann(I).

(ii) J é maximal, como um ideal de R, tal que I ∩ J = 0.

(iii) J é um complemento essencial de I como um ideal à direita de R, isto é,
I ⊕ J ⊆e RR.

1.3.4 Proposição Seja R um anel semiprimo. Se I é um ideal anulador de R,
então I = Ann(Ann(I)).

1.4 Submódulos singulares

Se R é um anel qualquer, denotamos por ξ(R) o seguinte conjunto:

ξ(R) = {I � RR | I �e RR}.

Facilmente podemos provar que ξ(R), como um subconjunto do conjunto dos
ideais à direita de R, é um filtro, isto é, ∅ /∈ ξ(R), R ∈ ξ(R), se I, J � RR, I ⊆ J
e I ∈ ξ(R), então J ∈ ξ(R) e, se I, J ∈ ξ(R), então I ∩ J ∈ ξ(R). Também, se
I ∈ ξ(R) e r ∈ R, então r−1I := {x ∈ R | rx ∈ I} ∈ ξ(R).

Quando não houver ambigüidade à respeito do anel R considerado escrevere-
mos apenas ξ, em vez de ξ(R).

1.4.1 Definição Sejam R um anel e A um R-módulo à direita. O submódulo à
direita

ZR(AR) = {x ∈ A | xI = 0 para algum I ∈ ξ}
de A, se chama um submódulo singular à direita de A.

É fácil ver que ZR(AR) = {x ∈ A | Annr(x) ∈ ξ}.
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Se A é um R-módulo à direita e não houver ambigüidade à respeito de A ou
de R, escrevemos apenas Z(AR) ou Z(A), em vez de ZR(AR). Para módulos à
esquerda temos as mesmas definições e convenções.

Temos que Z(RR) é um ideal de R, chamado o ideal singular à direita
de R, e o denotamos por Zr(R). De forma análoga definimos o ideal singular à
esquerda Zl(R) de R, o qual, em geral, é tal que Zr(R) �= Zl(R).

1.4.2 Definição Sejam R um anel e A um R-módulo. Dizemos que A é um
módulo singular se Z(A) = A e que A é um módulo não-singular se Z(A) =
0.

Dizemos que R é um anel não-singular à direita (à esquerda) se
Zr(R) = 0 (Zl(R) = 0).

As provas dos seguintes resultados podem ser encontradas em 1.20, 1.21, 1.22
e 1.23 de [6].

1.4.3 Proposição Um R-módulo B é não-singular se, e somente se, para cada R-
módulo singular A, se verifica que todo homomorfismo de R-módulos f : A → B
é nulo.

1.4.4 Proposição Sejam B um R-módulo não-singular e A um submódulo de
B. Então B/A é singular se, e somente se, A ⊆e B.

1.4.5 Proposição (i) A classe de todos os R-módulos não-singulares é fe-
chada quanto a submódulos, produtos diretos e extensões essenciais.

(ii) A classe de todos os R-módulos singulares é fechada quanto a submódulos,
módulo fator e somas diretas.

No que segue R é um anel não-singular à direita. Enunciaremos algumas pro-
priedades e, se A é um R-módulo à direita, definiremos o R-módulo não-singular
à direita S0A que usaremos na seção seguinte. Tais resultados são clássicos e
podem ser encontrados em [6].

1.4.6 Proposição (i) Z(A/Z(A)) = 0, para todo R-módulo à direita A.
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(ii) Um R-módulo A é singular se, e somente se, para todo R-módulo não-
singular B, se verifica que todo homomorfismo de R-módulos f : A → B é
nulo.

(iii) A classe de todos os R módulos singulares à direita é fechada quanto a
extensões essenciais.

(iv) ξ = {I � RR | I �e RR} é fechado quanto a produtos finitos.

1.4.7 Definição Seja A um R-módulo à direita. Definimos S0A := E(A/Z(A)),
como sendo uma particular envoltória injetiva de (A/Z(A))R.

1.4.8 Observação Pelas proposições 1.4.5 e 1.4.6 temos que S0A é um R-módulo
à direita, não-singular à direita e injetivo.

Pelo fato que R é um anel não-singular à direita podemos considerar que
R ⊆ S0R. Pelo fato que S0R é um R-módulo à direita temos produtos em S0R
da forma xr, onde x ∈ S0R e r ∈ R. Se existe uma estrutura de anel, (S0R, +, .),
onde (S0R, +) é exatamente o grupo aditivo abeliano herdado da estrutura de R-
módulo à direita de S0R e a operação de multiplicação em S0R é uma extensão da
operação de multiplicação definida acima, de S0R como um R-módulo à direita,
dizemos que esta estrutura de anel definida em S0R é compat́ıvel com a estrutura
de R-módulo à direita de S0R. De forma semelhante, cada estrutura de S0R-
módulo sobre S0A onde A é um R-módulo, a qual usa a adição do R-módulo A e
estende a sua multiplicação é dita ser uma estrutura compat́ıvel com a estrututra
de R-módulo definida em A.

1.4.9 Teorema (a) S0R tem uma única estrutura de anel compat́ıvel com a
sua estrutura de R-módulo à direita. Em particular, R é um subanel de
S0R tal que R ⊆e (S0R)R e S0R também é um anel não-singular à direita.

(b) S0A tem uma única estrutura de S0R-módulo à direita compat́ıvel com a
sua estrutura de R-módulo à direita, para cada R-módulo à direita A.

1.4.10 Proposição Seja Q = S0R. Então:

(a) ξ(Q) = {I � QQ | I ∩ R ∈ ξ(R)} e ξ(R) = {J � RR | JQ ∈ ξ(Q)}.
(b) ZQ(A) = Zr(A) para todo A que é um Q-módulo à direita.
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(c) Zr(Q) = 0.

1.4.11 Proposição Sejam R e Q dois anéis quaiquer tais que RR �e QR. Então
as seguintes condições são equivalentes:

(i) Q é um anel von Neumann regular (v.N.r.), isto é, para cada x ∈ Q, existe
y ∈ Q tal que xyx = x e auto-injetivo.

(ii) Zr(R) = 0 e QQ é injetivo.

(iii) Zr(R) = 0 e Q = S0(R).

Dos resultados anteriores segue que

1.4.12 Corolário Seja R um anel não-singular à direita. Então R é um subanel
do anel Q = S0R e, em particular, RR �e QR e Q é um anel não-singular à
direita, auto-injetivo, v.N.r. e tal que QR é injetivo.

1.5 Anéis de quocientes

Nesta seção vamos fazer uma revisão à respeito de anéis de quocientes e
citamos [6], [9], [10], [12] e [14], como referências. Esses anéis foram introduzidos
em [10], como uma ferramenta para estudar anéis satisfazendo uma identidade
polinomial, no caso unilateral e, em [12], para o caso simétrico. Esta teoria pode
ser vista como uma generalização da localização, na teoria dos anéis comutativos.

1.5.1 Definição Seja R um anel qualquer. Um anel de quocientes à direita
de R é um anel Q que contém R como um subanel, tal que R ⊆d QR.

Lembramos da Seção 1.2 que, se R é um anel qualquer e A ⊆ B são dois
R-módulos à direita, então A ⊆d B implica que A ⊆e B mas a rećıproca, em
geral, não é verdadeira.

1.5.2 Lema Sejam R um anel qualquer e A ⊆ B dois R-módulos à direita. Se
B é não-singular à direita e A ⊆e B, então A ⊆d B.
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1.5.3 Proposição Seja R um subanel de um anel Q. Se R é não-singular à
direita, então Q é um anel de quocientes à direita de R se, e somente se, R ⊆e QR.

1.5.4 Proposição Sejam R um subanel de um anel T , que é um subanel de um
anel Q.

(a) Se R ⊆d TR, então T ⊆d QR se, e somente se, T ⊆d QT .

(b) Q é um anel de quocientes à direita de R se, e somente se, Q é um anel de
quocientes à direita de T e T é um anel de quocientes à direita de R.

1.5.5 Definição Seja R um anel qualquer. Um anel maximal de quocientes
à direita de R é um anel de quocientes à direita Q tal que, sempre que T é
um anel de quocientes à direita de R, a inclusão i : R → Q se estende a um
monomorfismo f : T → Q.

No que segue veremos que se R é um anel qualquer, então R tem um anel
maximal de quocientes à direita e que este é único a menos de um isomorfismo de
anéis. Os resultados que enunciaremos são clássicos e não serão provados aqui.

Seja D = {H � RR | H �d RR} e observemos que D, como um subconjunto
do conjunto dos ideais à direita de R, é um filtro multiplicativamente fechado.
Se H ∈ D denotemos por HomR(H,RR), o conjunto de todos os homomorfismos
de R-módulos à direita de H em R. É fácil verificar que se H ∈ D, então H �= 0
e que se f ∈ HomR(H,RR) e J ∈ D, então f−1(J) ∈ D.

Seja � o conjunto de todos os pares (H, f) onde H ∈ D e f ∈ HomR(H,RR).
Em � definimos a seguinte relação ∼ :

se (H, f), (K, g) ∈ � dizemos que (H, f) ∼ (K, g), se existe J ∈ D tal que
J ⊆ H ∩ K e f � J = g � J .

É fácil verificar que ∼ é uma relação de equivalência em � e que pode, equi-
valentemente, ser definida assim:

(H, f) ∼ (K, g) se, e somente se, f � H ∩ K = g � H ∩ K.

Denotamos por QD, o conjunto quociente �/∼ e por [H, f ], a classe de equi-
valência de (H, f), onde (H, f) ∈ �.

É fácil definir em QD uma estrutura de anel de modo que R seja um subanel
de QD.

Definimos a soma e o produto em QD de modo que se [H, f ] e [K, g] são dois
elementos de QD, então:
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(i) [H, f ] + [K, g] := [H ∩ K, f + g], onde f + g : H ∩ K → R é tal que a cada
a ∈ H ∩ K associa f(a) + g(a).

(ii) [H, f ].[K, g] := [g−1(H), f ◦ g], onde f ◦ g : g−1(H) → R é tal que a cada
a ∈ g−1(H) associa f ◦ g(a) = f(g(a)) (bem definida já que g−1(H) ∈ D).

É fácil verificar que essas operações estão bem definidas e provar o seguinte:

1.5.6 Teorema (QD, +, .) é um anel com unidade que tem R como um subanel,
no sentido que R é isomorfo a um subanel de QD.

Lembramos que para cada a ∈ R, se al : R → R é a multiplicação à esquerda
por a e consideramos [R, al], que é um elemento de QD, definimos o homomorfismo
de anéis Φ : R → QD, tal que Φ(a) = [R, al] para cada a ∈ R. Temos que Φ é
um monomorfismo de anéis e R é isomorfo a Φ(R).

1.5.7 Definição Um anel de quocientes à direita próprio de R é um anel
de quocientes à direita Q de R tal que R é um subanel próprio de Q.

É claro que se q = [H, f ] ∈ QD, então qr ∈ R, para cada r ∈ H. Além disso,
se q1, . . . , qn ∈ QD, então existe H ∈ D tal que qiH ⊆ R, para cada i = 1, . . . , n.

É também evidente que se q ∈ QD e H ∈ D, então qH = 0 implica q = 0.

1.5.8 Teorema (a) Um anel de quocientes à direita T de R é um anel maxi-
mal de quocientes à direita de R se, e somente se, T não tem um anel de
quocientes à direita próprio.

(b) Se Q e Q
′

são dois anéis maximais de quocientes à direita de R, então a
identidade i : R → R se estende a um isomorfismo de Q sobre Q

′
.

1.5.9 Teorema QD é um anel maximal de quocientes à direita de R e é único,
a menos de um isomorfismo de anéis.

Pelo Teorema 1.5.8 nos referiremos a QD como o anel maximal de quocientes
à direita de R e, muitas vezes, o denotaremos por Qr

max(R).
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De forma semelhante podemos definir e provar a existência do anel maximal
de quocientes à esquerda de R, Ql

max(R). Este tem as propriedades análogas às
de Qr

max(R) e também é único a menos de um isomorfismo de anéis. Podemos
provar que, em geral, Qr

max(R) �= Ql
max(R).

A seguir enunciaremos algumas propriedades que usaremos nos caṕıtulos se-
guintes desta tese. Lembramos que um anel R é dito ser um anel primo, se
para cada I, J � R tais que IJ = 0, se verifica que I = 0 ou J = 0.

1.5.10 Proposição Se R é um anel primo (semiprimo), então todo anel de quo-
cientes à direita de R também é um anel primo (semiprimo).

1.5.11 Definição (a) VQD(R) = {q ∈ QD | qr = rq, para cada r ∈ R} é
denominado o centralizador de R em QD.

(b) C = {q ∈ QD | qq′
= q

′
q, para cada q

′ ∈ QD} é denominado o centro de
QD.

Temos que os elementos de QD são obtidos de R-homomorfismos à direita
definidos em elementos H ∈ D. Agora faremos uma descrição dos elementos de C
como sendo, precisamente, os elementos de QD que são obtidos de homomorfismos
de R-bimódulos, definidos em ideais de R que pertencem a D.

1.5.12 Proposição Seja q = [H, f ] ∈ QD. Então as seguintes condições são
equivalentes:

(i) q ∈ C.

(ii) Existem um ideal K de R tal que K ∈ D e H ⊆ K e f ∗ : K → R
um homomorfismo de R-bimódulos, tal que f ∗, quando restrita a H, é um
homomorfismo de R-módulos à direita que coincide com f .

(iii) q ∈ VQD(R).

Além disso, se uma das condições acima se verificar, então f ∗, como em (ii),
é definida por f ∗(a) = qa, para cada a ∈ K.

1.5.13 Proposição (a) Se R é um anel primo, então C é um corpo.

(b) Se R é um anel semiprimo, então C é um anel v.N.r..
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1.5.14 Observação Seja R um anel semiprimo.

Um exemplo de anel de quocientes à direita de R é o Anel de Martindale ,
definido por QMART = {q = [H, f ] ∈ QD | H � R e H �d RR}. Lembramos da
Seção 1.3 que ε = {H � R | H �e RR} e, então, pela Proposição 1.3.2, temos
que QMART = {q ∈ QD | ∃H ∈ ε tal que qH ⊆ R}. Denotamos QMART = Qε que
também será chamado de anel de quocientes à direita de R, com respeito à ε. Da
Proposição 1.5.12 temos que o centro de Qε coincide com o centro C de QD.

Podemos provar que Qσ := {q ∈ Qε | ∃H ∈ ε tal que Hq ⊆ R} é um subanel
de Qε que contém R como um subanel. Qσ é chamado de anel de quocientes
simétrico de R.

A construção de Qε pode ser feita de maneira semelhante à de QD, indepen-
dentemente.

No que segue R é um anel semiprimo. Vamos caracterizar os elementos idem-
potentes de C, o centro de Qε. A prova de tal resultado pode ser encontrada em
([3], Section 1).

1.5.15 Proposição Um elemento c ∈ C é idempotente se, e somente se, exis-
tem um ideal não-nulo H de R e um homomorfismo de R-bimódulos α : H ⊕
Ann(H) → R que é a projeção sobre H, tais que c = cH := [H ⊕ Ann(H), α].
Ademais, c = cH = 1 se, e somente se, H ∈ ε.

1.5.16 Observação Seja R um anel não-singular à direita.

Se ξ = {H � RR | H �e RR}, pelo Lema 1.5.2 temos que ξ = D e denotamos
Qr

max(R) = Qξ que também será chamado de anel de quocientes de R, com
respeito a ξ.

O teorema que agora vamos enunciar segue como uma conseqüência dos re-
sultados anteriores.

1.5.17 Teorema Se R é um anel não-singular à direita, então Qξ é um anel
não-singular à direita, v.N.r, auto-injetivo e tal que (Qξ)R é injetivo.
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CAPITULO 2

Submódulos fechados

O objetivo deste caṕıtulo é estudar os submódulos fechados de um módulo
centralizante sobre um anel semiprimo.

Sejam R um anel semiprimo e Qσ o seu anel de quocientes simétrico. Em [2]
Miguel Ferrero provou que se M é um R-bimódulo centralizante, então existe
a extensão canônica livre de torção de M a um Qσ-bimódulo centralizante,
M∗. Também provou que existe uma correspondência biuńıvoca entre os R-
submódulos fechados à direita de M e os Qσ-submódulos fechados à direita de
M∗, que é o principal resultado de [2], e que vamos chamar de Teorema da cor-
respondência biuńıvoca.

Vamos definir a noção de ortogonalidade de uma famı́lia de submódulos à
direita de um R-bimódulo livre centralizante, que estende a ortogonalidade de
uma famı́lia de ideais à direita de R e, com esta noção, provar, de modo distinto,
o Teorema da correspondência biuńıvoca. Estes resultados serão utilizados no
caṕıtulo seguinte.

Através deste caṕıtulo R é um anel semiprimo e usaremos as mesmas notações
especificadas no Caṕıtulo 1, para ε e Qσ. Lembramos que submódulo de um
bimódulo significa sub-bimódulo deste bimódulo.

2.1 Resultados básicos

Sejam M um R-bimódulo e N ⊆ P dois R-submódulos de M . Observemos
que [N ]P := {x ∈ P | ∃H ∈ ε tal que xH ⊆ N} é um submódulo de M tal que
N ⊆ [N ]P ⊆ P .

2.1.1 Definição Sejam M um R-bimódulo e N ⊆ P dois submódulos de M .

(a) Definimos o fecho à direita de N em P, por

[N ]P := {x ∈ P | ∃H ∈ ε tal que xH ⊆ N}.

(b) Dizemos que N é um submódulo fechado à direita de P, se [N ]P = N .
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(c) Dizemos que N é um submódulo denso à direita de P, se [N ]P = P .

(d) Os elementos de [0]M são chamados de elementos de torção de M.
Dizemos que M é livre de torção como um R-módulo à direita, se
[0]M = 0.

(e) Se P
′
é um R-módulo à direita, dizemos que é livre de torção, se x ∈ P

′

e H ∈ ε são tais que xH = 0, então x = 0.

Facilmente podemos verificar os seguintes exemplos: se Z é o domı́nio dos
inteiros e Q é o corpo dos racionais, temos que Z é um anel semiprimo, é um
Z-submódulo de Q e é tal que [Z]Q = Q e [0]Q = 0. Se R = M2(Z) é o anel
das matrizes de ordem dois sobre o domı́nio dos inteiros e consideramos o ideal

bilateral I =

(
nZ nZ
nZ nZ

)
de R, onde n é um número inteiro qualquer, como R é

um anel semisimples, em particular temos que R é um anel semiprimo e [I]R = I,
de modo que I é um ideal fechado à direita de R.

Notemos que esta definição de densidade em 2.1.1, em geral, não é a mesma
que aquela dada na Definição 1.2.3 do Caṕıtulo 1, como podemos ver no exemplo
que segue. Adiante veremos que estão relacionadas.

2.1.2 Exemplo O seguinte exemplo mostra que, caso M não seja livre de torção
como um R-módulo à direita, o fato de termos N ⊆ P ⊆ M e N ser denso à
direita em P não implica que, para m1,m2 ∈ P , existe r ∈ R tal que 0 �= m1r e
m2r ∈ N , embora se tenha que N é essencial à direita em P . De fato, tomemos
o anel R = Z que é semiprimo. Consideremos os R-bimódulos P = Z/4Z e
N = 2Z/4Z, e notemos que P não é livre de torção. Temos que N é denso à
direita em P e tomando 0 �= p1 = 2 ∈ P e p2 = 1 ∈ P , temos que não existe
r ∈ R tal que p1r �= 0 e p2r ∈ N .

Lembramos que se P é um R-bimódulo qualquer, um submódulo (respecti-
vamente à direita, à esquerda) N de P é dito ser um complemento em P , se
existe um submódulo (respectivamente à direita, à esquerda) T de P , tal que N
é maximal com respeito à condição N ∩ T = 0.

O seguinte resultado foi provado em ([3], Theorem 2.1).

2.1.3 Teorema Sejam M um R-bimódulo centralizante e N um submódulo de
M tais que N ⊇ [0]M . Então as seguintes condições são equivalentes:
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(i) N é um submódulo fechado à direita de M .

(ii) Se P é um submódulo à direita de M tal que P ⊃ N , então existe 0 �= x ∈ P
tal que RxR ∩ N = 0.

(iii) N é um complemento no reticulado dos submódulos à direita de M .

A seguir enunciaremos um resultado importante provado por Miguel Ferrero
em [2] e que usaremos no que segue.

2.1.4 Proposição Sejam N ⊆ P dois submódulos de um bimódulo centralizante
sobre um anel semiprimo. Então [N ]P = {x ∈ P |∃H ∈ εtal queHx ⊆ N}. Além
disso, [N ]P é um submódulo fechado à direita de P .

Pela Proposição 2.1.4, naquelas condições, diremos que [N ]P é o fecho de N
em P em vez de dizer que é o fecho à direita de N em P . Da mesma forma, se
um submódulo de P é fechado à direita em P , diremos que é apenas fechado em
P .

Vamos provar agora uma conseqüência do Teorema 2.1.3.

2.1.5 Corolário Sejam M um R-bimódulo centralizante livre de torção como
um R-módulo à direita e N ⊆ P ⊆ P

′
submódulos de M , tais que N ⊆e PR.

Então [N ]P ′ = [P ]P ′ .

Prova: É imediato que [N ]P ′ ⊆ [P ]P ′ e suponhamos que [N ]P ′ ⊂ [P ]P ′ . Então
temos que [[N ]P ′ ]M ⊂ [[P ]P ′ ]M . Pelo Teorema 2.1.3 e pela Proposição 2.1.4,
existe 0 �= x ∈ [[P ]P ′ ]M tal que RxR ∩ [[N ]P ′ ]M = 0, o que é uma contradição,
já que sendo M livre de torção como um R-módulo à direita, N ⊆e PR implica
[[N ]P ′ ]M ⊆e ([[P ]P ′ ]M)R. ♦

Relacionamos agora a densidade, a essencialidade e a noção de densidade da
Definição 1.2.3, do Caṕıtulo 1.

2.1.6 Lema Sejam M um R-bimódulo livre de torção como um R-módulo à
direita e N ⊆ P , dois submódulos de M . Se N é um submódulo denso à direita
de P , então para cada m1,m2 ∈ P tal que m1 �= 0, existe r ∈ R tal que m1r �= 0
e m2r ∈ N .
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Prova: Sejam m1,m2 ∈ P tal que m1 �= 0. Sejam H,K ∈ ε tais que m1H ⊆ N
e m2K ⊆ N . Temos que m1(H ∩K) �= 0, uma vez que H ∩K ∈ ε, 0 �= m1 ∈ P e
[0]M = 0. Então existe 0 �= r ∈ H ∩ K tal que m1r �= 0 e m2r ∈ m2(H∩K) ⊆ N ,
o que completa a prova. ♦

2.1.7 Proposição Sejam M e N ⊆ P como no Lema 2.1.6. Se N é denso à
direita em P , então N é essencial à direita em P .

Prova: Seja 0 �= x ∈ P . Segue pelo Lema 2.1.6 que existe r ∈ R tal que xr �= 0
e xr ∈ N . Logo 0 �= xr ∈ xR ∩ N . ♦

Em particular, se I é um ideal de R, pelo Lema 2.1.6, as condições (i) e (ii)
abaixo são equivalentes:

(i) [I]R = R

(ii) Para cada a1, a2 ∈ R onde a1 �= 0, existe r ∈ R tal que a1r �= 0 e a2r ∈ I.

Segue dáı que se I é um ideal de R, então I é um ideal denso à direita em R
se, e somente se, I é um ideal essencial à direita em R.

O exemplo dado em 2.1.2 mostra que, caso M não seja livre de torção como
um R-módulo à direita, o fato de termos N ⊆ P ⊆ M e N ser denso à direita
em P , não implica que N é denso à direita em P segundo a Definição 1.2.3 do
Caṕıtulo 1, embora se tenha que N é essencial à direita em P .

O seguinte exemplo mostra que, caso M não seja livre de torção como um
R-módulo à direita, o fato de N ⊆ M ser denso à direita em M não implica que N
seja essencial à direita em M . De fato, tomemos o anel semiprimo R = Z e os R-
módulos M = Z/6Z e N = 4Z/6Z. Temos que N é denso à direita em M mas não
é essencial à direita em M já que 0 �= 3 ∈ M é tal que 3Z∩N = {0, 3}∩N = (0).

No caso em que R é um anel semiprimo temos que R é livre de torção como
um R-módulo à direita e, se I é um ideal de R, temos que I é essencial à direita
em R se, e somente se, I é essencial em R. A seguir, como uma consequência do
Teorema 2.1.3, segue uma generalização deste resultado, importante para o que
segue.

2.1.8 Corolário Seja M um R-bimódulo centralizante tal que M é livre de
torção como um R-módulo à direita. Sejam N ⊆ P dois submódulos de M .
Então as seguintes condicões são equivalentes:
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(i) N é essencial à direita em P .

(ii) N é essencial em P .

Prova: Basta provar que (ii) ⇒ (i).

Como M é livre de torção como um R-módulo à direita, temos que N ⊆e

([N ]P )R e, portanto, N ⊆e [N ]P ⊆e P . A partir deste fato, pelo Corolário 2.1.5
temos que [[N ]P ]M = [P ]M . Suponhamos que N não é essencial à direita em P .
Então [N ]P ⊂ P e, portanto, [[N ]P ]M ⊂ [P ]M , o que é uma contradição. ♦

2.1.9 Corolário Seja M como no Corolário 2.1.8. Sejam N ⊆ P dois submódulos
de M . Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) [N ]P = P .

(ii) Para cada m1,m2 ∈ P onde m1 �= 0, existe r ∈ R tal que m1r �= 0 e
m2r ∈ N .

Prova: (i) ⇒ (ii) Segue do Lema 2.1.6.

(ii) ⇒ (i) Como M é livre de torção como um R-módulo à direita, temos que
N ⊆e ([N ]P )R. De (ii) temos que N ⊆e PR e, portanto, N ⊆e ([N ]P )R ⊆e PR.
Então, pelo Corolário 2.1.5, segue que [N ]P = P . ♦

2.2 Ortogonalidade de módulos, extensão canônica e o
Teorema da correspondência biuńıvoca

A seguinte definição foi dada por Miguel Ferrero em ([2], Definition 4.2).

2.2.1 Definição Seja M um R-bimódulo centralizante. Um par (M∗, j), onde
M∗ é um Qσ-bimódulo centralizante livre de torção como um R-módulo à direita
e j : M → M∗ é um homomorfismo de R-bimódulos é dito ser uma extensão
canônica livre de torção de M, se para cada Qσ-módulo à direita P o qual é
livre de torção como um R-módulo à direita e cada homomorfismo de R-módulos
à direita f : M → P , existe e é único um homomorfismo de Qσ-módulos à direita
f ∗ : M∗ → P , tal que f ∗ ◦ j = f .

Seguem alguns exemplos, de fácil verificação, de extensões canônicas livres de
torção de bimódulos centralizantes sobre anéis semiprimos.
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Sejam R um anel semiprimo e Qσ o seu anel de quocientes simétrico.

Seja G um grupo ou semigrupo. O anel de grupo ou semigrupo M = RG é
um R-bimódulo centralizante e sua extensão canônica livre de torção é (M∗, j),
onde M∗ é o anel de grupo ou semigrupo QσG e j : M → M∗ é a inclusão.
Em particular, um anel de polinômios com coeficientes em R sobre um conjunto
qualquer de indeterminadas, que comutam ou não, é um R-bimódulo centralizante
M que tem extensão canônica livre de torção (M∗, j), onde M∗ é o anel de
polinômios com coeficientes em Qσ, sobre o mesmo conjunto de indeterminadas
que define M , e j : M → M∗ é a inclusão.

Se M = Mn(R) é o anel das matrizes de ordem n sobre R, temos que M é
um R-bimódulo centralizante e sua extensão canônica livre de torção é (M∗, j),
onde M∗ = Mn(Qσ) é o anel das matrizes de ordem n sobre Qσ e j : M → M∗

é a inclusão. Também se M é o anel das matrizes infinitas sobre R tal que cada
matriz tem apenas um número finito de entradas não-nulas, temos que M é um
R-bimódulo centralizante e sua extensão canônica livre de torção é (M∗, j), onde
M∗ é o anel das matrizes infinitas sobre Qσ tal que cada matriz tem apenas um
número finito de entradas não-nulas e j : M → M∗ é a inclusão.

Seja L um R-bimódulo livre com uma base B = (vi)i∈Ω, de elementos centra-
lizantes.

Definimos L∗ =
∑

i∈Ω ⊕Qσvi como sendo o Qσ-bimódulo livre com a mesma
base B de L, de elementos centralizantes sobre Qσ. Podemos considerar L ⊆ L∗

e a inclusão i : L → L∗, que é um homomorfismo de R-bimódulos. Veremos que
(L∗, i) é uma extensão canônica livre de torção de L. Este exemplo é importante
para o que segue.

Se K é um submódulo de L, lembramos que [K]L∗ representa o seu fecho como
um R-submódulo de L∗. Se K é um submódulo de L∗, denotamos por [K] o seu
fecho como um Qσ-submódulo de L∗.

2.2.2 Lema Sejam N e P dois R-submódulos de L∗ tais que N é denso à direita
em P . Então existe uma correspondência biuńıvoca entre o conjunto de todos
os submódulos fechados de P e o conjunto de todos os submódulos fechados de
N . Ademais, esta correspondência associa o submódulo fechado K de P com o
submódulo fechado I de N , se I = K ∩ N (equivalentemente, K = [I]P ).

Prova: Se I é um submódulo fechado de N , a I associamos K = [I]P que é
um submódulo fechado de P . Além disso, temos que K ∩ N = I. Se K é
um submódulo fechado de P , a K associamos I = K ∩ N . Temos que I é um
submódulo fechado de N , já que [I]N = [K ∩ N ]N = [K]P ∩ N = K ∩ N = I.
Além disso [I]P = K, já que I = K ∩ N , K é um submódulo fechado de P e N
é denso em P . ♦
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2.2.3 Lema L é denso à direita em L∗. Em particular, L ⊆e (L∗)R. Ademais,
existe uma correspondência biuńıvoca entre o conjunto de todos os submódulos
fechados de L e o conjunto de todos os R-submódulos fechados de L∗, como no
Lema 2.2.2.

Prova: A prova é evidente. ♦

2.2.4 Proposição (L∗, i) é uma extensão canônica livre de torção de L e é única
a menos de um isomorfismo de Qσ-bimódulos.

Prova: A prova é evidente. ♦

A partir da Proposição 2.2.4 diremos que (L∗, i) é a extensão canônica livre
de torção de L.

Vamos definir a ortogonalidade de uma famı́lia de submódulos à direita de
L, que estende a noção de ortogonalidade de uma famı́lia de ideais à direita de
R. Esta noção vai permitir estudar uma condição para que o fecho [N ]L∗ de um
submódulo N de L, em L∗, seja um Qσ-submódulo de L∗. Resultado semelhante é
abordado em ([8], Proposition 3.3) para ideais à direita de um anel não-singular à
direita R, considerando o anel de quocientes de R como sendo o seu anel maximal
de quocientes à direita.

Lembramos que uma famı́lia (Iλ)λ∈Λ de ideais à direita de um anel qualquer
é dita ser uma famı́lia de ideais à direita mutuamente ortogonais, se Iλ1 .Iλ2 = 0
para cada λ1 �= λ2.

2.2.5 Definição Uma famı́lia (Nλ)λ∈Λ de submódulos à direita de L é dita ser
uma famı́lia de submódulos à direita mutuamente ortogonais de L, se∑

λ∈Λ QσNλ =
∑

λ∈Λ ⊕QσNλ, em L∗.

Observemos que a Definição 2.2.5 estende a definição de ortogonalidade de
uma famı́lia de ideais à direita de R. De fato, seja (Iλ)λ uma famı́lia de ideais
à direita de R tais que Iλ1Iλ2 = 0, para cada λ1 �= λ2. Se para algum n e para

algum k = 1, . . . , n temos que QσIλk
∩ (QσIλ1 + · · · + Q̂σIλk

+ · · · + QσIλn) �= 0,

então J = RIλk
∩ (RIλ1 + · · · + R̂Iλk

+ · · · + RIλn) �= 0. Mas J2 = 0 de modo
que J = 0, o que é uma contradição.
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Por outro lado, seja (Iλ)λ uma famı́lia de ideais à direita de R, mutua-
mente ortogonais segundo a Definição 2.2.5. Temos para λ1 �= λ2 que, Iλ1 .Iλ2 ⊆
(RIλ1).(RIλ2) ⊆ RIλ1 ∩ RIλ2 ⊆ QσIλ1 ∩ QσIλ2 = 0. Portanto, Iλ1Iλ2 = 0.

Quando temos dois módulos que são mutuamente ortogonais, diremos apenas
que são ortogonais.

Lembramos que se P é um módulo à direita sobre um anel qualquer, uma
famı́lia (Nλ)λ de submódulos à direita de P é dita ser uma famı́lia independente
se

∑
λ
Nλ =

∑
λ
⊕Nλ.

Veremos que para uma famı́lia de sub-bimódulos de L, as propriedades de
independência e ortogonalidade se equivalem.

2.2.6 Proposição (Nλ)λ∈Λ é uma famı́lia independente de sub-bimódulos de L
se, e somente se, (Nλ)λ∈Λ é uma famı́lia de sub-bimódulos de L mutuamente
ortogonais.

Prova: Seja (Nλ)λ∈Λ uma famı́lia independente de sub-bimódulos de L e su-

ponhamos que QσNλk
∩ (QσNλ1 + · · · + Q̂σNλk

+ · · · + QσNλn) �= 0, para al-
gum n e para algum k = 1, . . . , n. Como para 0 �= q ∈ Qσ, existe H ∈ ε
tal que 0 �= Hq ⊆ R, segue que Nλk

∩ (Nλ1 + · · · + N̂λk + · · · + Nλn) =

RNλk
∩ (RNλ1 + · · · + R̂Nλk

+ · · · + RNλn) �= 0, o que é uma contradição. A
rećıproca é evidente. ♦

2.2.7 Lema Se N é um submódulo de L, então [N ]L∗ = [N ]L∗Qσ. Em particular,
[N ]L∗ é um (R,Qσ)-submódulo de L∗.

Prova: Temos que [N ]L∗Qσ é um R-submódulo à direita de L∗. Além disso,
N ⊆e ([N ]L∗Qσ)R. De fato, seja 0 �= x ∈ [N ]L∗Qσ e escrevamos x = l1q1+· · ·+lrqr

onde li ∈ [N ]L∗ e qi ∈ Qσ, para cada i = 1, . . . , r. Temos que existe H ∈ ε tal
que 0 �= qiH ⊆ R, para cada i = 1, . . . , r. Como L∗

R é livre de torção, segue
que 0 �= xH ⊆ [N ]L∗ e, portanto, [N ]L∗ ⊆e ([N ]L∗Qσ)R. Logo N ⊆e ([N ]L∗)R ⊆e

([N ]L∗Qσ)R e dáı, pelo Teorema 2.1.3, obtemos que [N ]L∗ = [N ]L∗Qσ, o que
completa a prova. ♦

2.2.8 Proposição Seja N um submódulo de L. Se N ⊆e (QσN)R, então QσN ⊆e

([N ]L∗)R. Em particular, neste caso, [N ]L∗ = [QσN ]L∗ é um Qσ-submódulo de
L∗.
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Prova: QσN é um R-submódulo de L∗ e consideremos [QσN ]L∗ , o seu fecho à
direita em L∗. Temos que N ⊆e (QσN)R ⊆e [QσN ]L∗ e, portanto, [N ]L∗ ⊆e

([QσN ]L∗)R. Logo, pelo Teorema 2.1.3, segue que [N ]L∗ = [QσN ]L∗ . ♦

2.2.9 Proposição Se (Lk)k é uma famı́lia qualquer de submódulos de L mutua-
mente ortogonais tais que

∑
k ⊕Lk ⊆e LR, então Lk ⊆e (QσLk)R, para cada k.

Em particular, [Lk]L∗ = [QσLk]L∗ é um Qσ-submódulo de L∗, QσLk ⊆e ([Lk]L∗)R,
para cada k e se N é um submódulo qualquer de L, então [N ]L∗ é um Qσ-
submódulo de L∗.

Prova: Seja 0 �= x ∈ QσLk. Como
∑

i ⊕Li ⊆e LR ⊆e L∗
R temos que xR ∩∑

i ⊕Li �= 0 e, então, existem um número inteiro n e r ∈ R tais que 0 �= xr =
l1 + · · ·+ ln onde li ∈ Li, para cada i. Se cada i �= k, obtemos que QσLk∩(QσL1 +
· · · + QσLn) �= 0, o que é uma contradição. Então existe algum i = 1, . . . , n, tal

que i = k. Segue que xr− lk = l1 + · · ·+ l̂k + · · ·+ ln, donde xr = lk, já que (Lk)k é
uma famı́lia de submódulos de L mutuamente ortogonais. A conclusão da prova
segue pela aplicação da Proposição 2.2.8 e do fato que se N é um submódulo
qualquer de L, então existe um submódulo maximal N

′
de L tal que N ∩N

′
= 0,

donde N ⊕ N
′ ⊆e RLR e, portanto, N ⊕ N

′ ⊆e LR. ♦

Observemos que se (Lk)k é como na Proposição 2.2.9, então é fácil verificar
que

∑
k [Lk]L∗ =

∑
k ⊕[Lk]L∗ e

∑
k ⊕[Lk]L∗ ⊆e [

∑
k ⊕Lk]L∗ = L∗.

O seguinte teorema foi provado em ([2], Theorem 3.18). Faremos aqui uma
prova distinta.

2.2.10 Teorema Existe uma correspondência biuńıvoca entre o conjunto de to-
dos os R-submódulos fechados de L e o conjunto de todos os Qσ-submódulos
fechados de L∗. Ademais, essa correspondência associa um R-submódulo fechado
à direita N de L com [N ]L∗ , onde N = [N ]L∗ ∩ L.

Prova: Pelo Lema 2.2.3 temos que L é denso à direita em L∗ e existe uma
correspondência biuńıvoca entre o conjunto de todos os R-submódulos fechados
de L e o conjunto de todos os R-submódulos fechados de L∗. Além disso, se
N é um submódulo fechado de L, tal correspondência associa a N o seu fecho
[N ]L∗ , em L∗. Resta provar que [N ]L∗ é um Qσ-submódulo fechado de L∗. Pela
Proposição 2.2.9 temos que [N ]L∗ é um Qσ-submódulo de L∗. Resta mostrar que
é um Qσ-submódulo fechado de L∗. Sejam [[N ]L∗ ], o seu fecho como um Qσ-
submódulo de L∗, e x ∈ [[N ]L∗ ]. Então, existe H ∈ ε(Qσ) tal que xH ⊆ [N ]L∗ e
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temos que H ∩ R ∈ ε é tal que x(H ∩ R) ⊆ [N ]L∗ . Portanto x ∈ [N ]L∗ , o que
completa a prova. ♦

A seguir vamos enunciar o Teorema da existência da extensão canônica li-
vre de torção para bimódulos centralizantes e o Teorema da correspondência
biuńıvoca, no caso geral. Tais teoremas foram provados por Miguel Ferrero em
([2], Theorems 4.3, 4.4) e salientamos que em ambas as provas é usado fortemente
o resultado do Teorema 2.2.10, motivo pelo qual, na introdução deste caṕıtulo,
mencionamos que provaŕıamos o Teorema da correspondência biuńıvoca, sem ex-
plicitar, embora aqui o tenhamos provado apenas para o caso livre.

2.2.11 Teorema Existe uma extensão canônica livre de torção (M∗, j) de M e
esta é única, a menos de um isomorfismo de Qσ-bimódulos.

2.2.12 Observação Como em [2], se M é livre de torção como um R-módulo à
direita, a aplicação j : M → M∗ é um monomorfismo. Então, no sentido de M
estar imerso em M∗ através de j, podemos considerar que M ⊆ M∗. Além disso,
também como em [2], (j(xi))i∈Ω é um sistema de geradores Qσ-centralizantes de
M∗ e no caso em que M é livre de torção como um R-módulo à direita, através
do monomorfismo j, passaremos a identificar j(xi) com xi, para cada i e diremos
que X = (xi)i∈Ω é um sistema de geradores Qσ-centralizantes de M∗.

Através do Teorema 2.2.11, pela questão da unicidade, diremos que (M∗, j) é
a extensão canônica livre de torção de M .

2.2.13 Teorema Seja (M∗, j) a extensão canônica livre de torção de M . Então
existe uma correspondência biuńıvoca entre o conjunto de todos os R-submódulos
fechados de M e o conjunto de todos os Qσ-submódulos fechados de M∗. Ade-
mais, esta correspondência associa um submódulo fechado N de M com o Qσ-
submódulo fechado N∗ de M∗, tal que j−1(N∗) = N .
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CAPITULO 3

Sobre fechos essenciais

Em [8] um dos principais teoremas estabelece condições equivalentes para que
a envoltória injetiva em Q de um ideal à direita de um anel não-singular à direita
R seja um Q-bimódulo, onde Q é o anel maximal de quocientes à direita de R.
Tal resultado é obtido usando a ortogonalidade de uma famı́lia de ideais à direita
de R.

Neste caṕıtulo, no caso em que R é um anel não-singular à direita e Q =
Qr

max(R) é o seu anel maximal de quocientes à direita, se M é um R-módulo à
direita, definimos (M∗, j), a extensão canônica livre de torção de M , e provamos
a sua existência sempre que M é não-singular.

Desenvolvemos uma noção de ortogonalidade de uma famı́lia de módulos so-
bre anéis semiprimos e não-singulares à direita e, com esta noção, abordamos o
resultado de [8], acima mencionado, para fechos essenciais de submódulos à di-
reita de módulos livres centralizantes, na sua extensão canônica livre de torção.
Ademais , obtemos uma generalização deste resultado de [8].

Também com esta noção de ortogonalidade, se R é um anel não-singular tal
que os seus anéis maximais de quocientes à direita e esquerda coincidem, prova-
mos o resultado acima para fechos essenciais à direita de submódulos à direita de
um R-bimódulo centralizante e não-singular M , na sua extensão canônica livre
de torção, M∗.

Como uma aplicação destes resultados estendemos de [8] para módulos, des-
crições equivalentes de uma nova dimensão que é uma espécie de dimensão h́ıbrida
entre as dimensões uniformes bilateral e unilateral.

Na primeira seção deste caṕıtulo desenvolvemos os resultados acima para o
caso em que o anel R é semiprimo e o seu anel de quocientes é o de quocien-
tes simétrico. Tais resultados foram necessários para a obtenção dos principais
resultados posteriores.
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3.1 Caso semiprimo

Usaremos as mesmas notações e convenções dos caṕıtulos anteriores. Nesta
seção R é um anel semiprimo e Qσ é o seu anel de quocientes simétrico, com
respeito a ε = {H � R | H �e RR}. Ainda, M é um R-bimódulo centralizante
com um sistema de geradores centralizantes X = (xi)i∈Ω, livre de torção como
um R-módulo à direita e (M∗, j) é a sua extensão canônica livre de torção.

Observemos que sendo R um anel semiprimo e M um R-bimódulo centrali-
zante, M é livre de torção como um R-módulo à direita equivale a que M seja
não-singular à direita. De fato, se M é não-singular à direita, então M é livre
de torção como um R-módulo à direita já que todo ideal bilateral de R que é
essencial à direita em R é um ideal à direita de R que é essencial à direita em
R. Reciprocamente, seja Zr(M) = {x ∈ M | ∃H ⊆e RR tal que xH = 0} o
submódulo singular à direita de M , que é um R-submódulo de M . Como Zr(M)
é R-singular, ou seja, é singular na categoria σ(R) dos bimódulos subgerados por
R ([5], Page 178), então de ([5], Proposition 4.1) segue que Zr(M) = [0]M = 0.

Sejam N ⊆ P dois submódulos à direita de M . Pelo Lema de Zorn existe um
submódulo à direita N

′
de P , maximal tal que N ⊆e N

′
R. Veremos a seguir que

N
′
é único.

3.1.1 Proposição Sejam N ⊆ P dois submódulos à direita de M e seja N
′ ⊆ P

um submódulo à direita, maximal tal que N ⊆e N
′
. Então N

′
= {x ∈ P | ∃H ⊆e

RR tal que xH ⊆ N} := N c
P .

Prova: N c
P é um submódulo à direita de P tal que N ⊆e N c

P , uma vez que
M é não-singular à direita. Por outro lado, como N

′
é não-singular à direita

e N ⊆e N
′
, temos que N

′
/N é um R-módulo à direita, singular à direita e,

portanto, para cada x ∈ N
′
temos que Annr(x) ⊆e RR, onde x = x+N ∈ N

′
/N .

Então basta tomar H = Annr(x). ♦

3.1.2 Definição Sejam N ⊆ P dois submódulos à direita de M . O submódulo

N c
P = {x ∈ P | ∃ H ⊆e RR tal que xH ⊆ N}

de P é chamado de fecho essencial à direita de N em P .

A seguir veremos que se N ⊆ P são dois submódulos de M , então o fecho de
N em P e o fecho essencial à direita de N em P coincidem.
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3.1.3 Proposição Se N ⊆ P são dois submódulos de M , então [N ]P = N c
P .

Prova: Temos que [N ]P ⊆ N c
P e suponhamos que [N ]P ⊂ N c

P . Como N é um
submódulo de P , é fácil verificar que N c

P também o é. Então podemos considerar
o seu fecho em M e segue que [[N ]P ]M ⊂ [N c

P ]M . Como [[N ]P ]M é um submódulo
fechado de M tal que [[N ]P ]M ⊇ [0]M , pelo Teorema 2.1.3, existe 0 �= x ∈ [N c

P ]M
tal que RxR ∩ [[N ]P ]M = 0 e, portanto, [[N ]P ]M não é essencial à direita em
[N c

P ]M , o que é uma contradição já que N ⊆e (N c
P )R ⊆e ([N c

P ]M)R uma vez que
M é livre de torção como um R-módulo à direita e, equivalentemente, não-singular
à direita. ♦

Se N é um submódulo à direita de M , vamos estudar condições equivalentes
para que o fecho essencial à direita N c

M∗ de N , em M∗, seja um Qσ-submódulo
de M∗.

3.1.4 Lema M ⊆e M∗
R. Ademais, M∗

R é não-singular à direita.

Prova: Seja 0 �= x =
∑n

i=1 xiqi ∈ M∗ onde X = (xi)i∈Ω é o sistema de geradores
Qσ-centralizantes de M∗ e qi ∈ Qσ, para cada i. Existe H ∈ ε tal que qiH ⊆ R
para cada i e temos que xH ⊆ M . Além disso, como M é livre de torção como
um R-módulo à direita, temos que xH �= 0. Logo M ⊆e M∗

R.

O resto da prova é evidente, pela aplicação da Proposição 1.4.5. ♦

A seguinte definição é uma extensão daquela dada no Caṕıtulo 2, para o caso
livre.

3.1.5 Definição Dizemos que (Mα)α é uma famı́lia de submódulos à direita de
M mutuamente ortogonais se

∑
α QσMα =

∑
α ⊕QσMα, em M∗.

Como em 2.2.6, temos que as propriedades de independência e ortogonalidade
se equivalem quando se trata de uma famı́lia de submódulos de M .

3.1.6 Lema Se N ⊆ MR, então N c
M∗ é um Qσ-módulo à direita. Ademais, se N

é um submódulo de M , então N c
M∗ é um (R,Qσ)-submódulo de M∗.
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Prova: Sejam x ∈ N c
M∗ e q ∈ Qσ. Seja H ⊆e RR tal que xH ⊆ N . Temos

que H ⊆e RR ⊆e (Qσ)R e, portanto, Hc
Qσ

= Qσ. Então existe K ⊆e RR tal que
qK ⊆ H e segue que xqK ⊆ xH ⊆ N , de modo que xq ∈ N c

M∗ . O resto da prova
é evidente. ♦

3.1.7 Proposição Seja N ⊆ MR. Se N ⊆e (QσN)R, então QσN ⊆e (N c
M∗)R.

Em particular, neste caso, N c
M∗ = (QσN)c

M∗ = [QσN ]M∗ é um Qσ-submódulo de
M∗.

Prova: Temos que N ⊆e (QσN)R ⊆e ((QσN)c
M∗)R e, então, como N c

M∗ ⊆
(QσN)c

M∗ , segue que N c
M∗ = (QσN)c

M∗ . Além disso, como QσN é um R-sub-
bimódulo de M∗, segue que N c

M∗ = (QσN)c
M∗ = [QσN ]M∗ , o que completa a

prova. ♦

A seguinte proposição caracteriza famı́lias de módulos mutuamente ortogo-
nais.

3.1.8 Proposição Seja (Mk)k uma famı́lia de submódulos à direita de M tais
que

∑
k ⊕Mk ⊆e MR. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) Mk ⊆e (QσMk)R, para cada k.

(ii) QσMk ⊆e ((Mk)
c
M∗)R, para cada k.

(iii)
∑

k QσMk =
∑

k ⊕QσMk, isto é, (Mk)k é uma famı́lia de submódulos à
direita de M mutuamente ortogonais.

Prova: (i) ⇒ (ii) É imediato pela Proposição 3.1.7.

(ii) ⇒ (iii) Suponhamos que para algum n e para algum k = 1, . . . , n, temos

que QσMk ∩ (QσM1 + · · · + Q̂σMk + · · · + QσMn) �= 0. Então existe 0 �= x ∈
QσMk∩(QσM1+· · ·+Q̂σMk+· · ·+QσMn) e escrevemos x = x1+· · ·+x̂k+· · ·+xn,
onde xi ∈ QσMi ⊆ (Mi)

c
M∗ para cada i. Usando a hipótese, existem Hi ⊆e RR tais

que xiHi ⊆ Mi, para cada i �= k e xHk ⊆ Mk. Tomando F =
⋂n

i=1 Hi, obtemos
que F ⊆e RR e, portanto, existe r ∈ F tal que 0 �= xr = x1r+· · ·+x̂kr+· · ·+xnr,
o que é uma contradição.

(iii) ⇒ (i) Seja 0 �= x ∈ QσMk. Como
∑

i ⊕Mi ⊆e MR ⊆e M∗
R, segue que

existe r ∈ R tal que 0 �= xr ∈ QσMk ∩ (
∑

i ⊕Mi), donde para algum n, 0 �= xr =
m1+· · ·+mn, onde mi ∈ Mi para cada i = 1, . . . , n. Dáı, para algum i = 1, . . . , n
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temos que i = k e (xr−mk) ∈ QσMk ∩ (QσM1 + · · ·+ Q̂σMk + · · ·+ QσMn) = 0,
de modo que 0 �= xr = mk. Logo Mk ⊆e QσMk. ♦

A seguinte proposição é evidente de 3.1.7 e 3.1.8.

3.1.9 Proposição Seja (Mk)k, como na Proposição 3.1.8. Se (Mk)k é uma
famı́lia de submódulos à direita de M mutuamente ortogonais, então (Mk)

c
M∗

é um Qσ-submódulo de M∗, para cada k e
∑

k (Mk)
c
M∗ =

∑
k ⊕(Mk)

c
M∗ ⊆e M∗

R.

Mesmo na situação particular em que R é um anel semiprimo, Qσ é o seu
anel de quocientes simétrico e I é um ideal à direita de R, pode ocorrer que Ic

Qσ

não seja um ideal de Qσ. Por exemplo, sejam R = M2(Q) o anel das matrizes de
ordem dois com elementos em Q, o corpo dos números racionais, Qσ o anel de

quocientes simétrico de R e I =

(
Q Q
0 0

)
. Neste caso temos que R é semiprimo

e Qσ = R. Como Q é um corpo, temos que R é um anel semisimples e, portanto,
Qσ = R também o é. Então I, que é um ideal à direita de Qσ, é um somando
direto e, portanto, Ic

Qσ
= I é um ideal à direita e não é um ideal à esquerda de

Qσ.

A seguir se N ⊆ MR, vamos estudar condições equivalentes para que N c
M∗ seja

um Qσ-bimódulo. Este teorema que provaremos é uma extensão de ([8], Theorem
3.5), que primeiramente vamos transcrever.

3.1.10 Teorema Sejam R um anel não-singular à direita, Q = Qr
max(R), o seu

anel maximal de quocientes à direita e I um ideal à direita de R. Seja E(I) uma
envoltória injetiva de I. Então as seguintes condicões são equivalentes:

(i) E(I) é um ideal de Q.

(ii) E(I) = eQ, onde e é um idempotente central de Q.

(iii) Existe um ideal à direita P
′
de Q ortogonal com E(I), tal que E(I)⊕P

′
=

Q.

(iv) Existe um ideal à direita P
′
de Q ortogonal com E(I), tal que E(I)⊕P

′ ⊆e

QR.

(v) Existe um ideal à direita J de R ortogonal com I, tal que I ⊕ J ⊆e RR.

(vi) Existe um ideal P de Q, tal que I ⊆e PR.
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Agora provaremos o teorema, que estende o Teorema 3.1.10 para módulos
sobre anéis semiprimos.

3.1.11 Teorema Se N ⊆ MR, então as seguintes condições são equivalentes:

(i) N c
M∗ é um Qσ-submódulo de M∗.

(ii) Existem um Qσ-submódulo K de M∗ tal que K ⊆e M∗
R e f : K → K um

endomorfismo idempotente de Qσ-bimódulos, tais que N c
M∗ = f(K).

(iii) Existe U ⊆ M∗
Qσ

ortogonal com N c
M∗ , tal que N c

M∗ ⊕ U ⊆e M∗
R.

(iv) Existe N
′ ⊆ MR ortogonal com N , tal que N ⊕ N

′ ⊆e MR.

(v) Existe um Qσ-submódulo P de M∗, tal que N ⊆e PR.

Prova: (i) ⇒ (v) Basta tomar P = N c
M∗ .

(v) ⇒ (iv) Suponhamos que exista um Qσ-submódulo P de M∗, tal que
N ⊆e PR. Temos que P ∩ M é um R-submódulo de M e, portanto, existe
um R-submódulo N

′
de M , maximal tal que (P ∩ M) ∩ N

′
= 0. Segue que

(P∩M)⊕N
′ ⊆e M e, então, pelo Corolário 2.1.8, temos que (P∩M)⊕N

′ ⊆e MR.
Como N ⊆e (P ∩ M)R, obtemos que N ⊕ N

′ ⊆e (P ∩ M) ⊕ N
′ ⊆e MR. Ainda,

N e N
′
são ortogonais já que P ∩ M e N

′
o são.

(iv) ⇒ (i) Pela Proposição 3.1.9 temos que N c
M∗ é um Qσ-submódulo de M∗.

(iv) ⇒ (ii) Seja N
′ ⊆e MR ortogonal com N , tal que N ⊕ N

′ ⊆e MR.
Conseqüentemente, temos que N c

M∗ e (N
′
)c
M∗ são Qσ-submódulos de M∗ e N c

M∗ ⊕
(N

′
)c
M∗ ⊆e M∗

R. Então tomamos K = N c
M∗ ⊕ (N

′
)c
M∗ e f : K → K, a projeção

sobre N c
M∗ .

(ii) ⇒ (iii) Sejam K e f como na hipótese (ii). Tomemos (1 − f) : K → K,
que é um endomorfismo idempotente de Qσ-bimódulos e U = (1 − f)(K), que é
um Qσ-submódulo de M∗. Facilmente verificamos que U satisfaz (iii).

(iii) ⇒ (iv) Sejam U ⊆ M∗
Qσ

ortogonal com N c
M∗ tal que N c

M∗ ⊕ U ⊆e M∗
R e

N
′
= U ∩M . Temos que N

′ ⊆ MR, N e N
′
são ortogonais e N ⊕N

′ ⊆e MR. De
fato, QσN ∩ QσN

′
= QσN ∩ Qσ(U ∩ M) ⊆ Qσ(N c

M∗) ∩ QσU = 0. Ainda, como
M ⊆e M∗

R, obtemos que N
′
= U ∩ M ⊆e UR. Então N ⊕ N

′ ⊆e (N c
M∗ ⊕ U)R ⊆e

M∗
R. Como N ⊕ N

′ ⊆ MR, segue que N ⊕ N
′ ⊆e MR. ♦

Se no Teorema 3.1.11 tivermos N como um submódulo de M ao invés de
N ser um submódulo à direita de M , neste, podemos acrescentar a condição
equivalente:
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(iv
′
) Existe N

′′
um submódulo de M ortogonal com N , tal que N⊕N

′′ ⊆e MR.

De fato, basta provar que (iv) ⇒ (iv
′
). Mas sendo N

′ ⊆ MR ortogonal com
N tal que N ⊕ N

′ ⊆e MR, basta tomar N
′′

= RN
′
.

Em [8], quando R é um anel não-singular à direita e Q = Qr
max(R) é o seu anel

maximal de quocientes à direita, é introduzida uma nova dimensão de módulos
que é uma espécie de dimensão h́ıbrida entre as dimensões uniformes unilateral e
bilateral. Como uma aplicação são obtidas novas descrições para tal dimensão, de
certos ideais de R. Vamos estender estes resultados para módulos, inicialmente
sobre anéis semiprimos.

Lembramos que se S e T são dois anéis e P é um (S, T )-bimódulo, definimos
a dimensão uniforme bilateral do (S, T )-bimódulo P , μdim(SP T ), como sendo o
supremo do conjunto dos números inteiros n para os quais P contém uma soma
direta de n (S, T )-submódulos não-nulos. De forma análoga definimos a dimensão
uniforme à direita (esquerda) de um T -módulo à direita (S-módulo à esquerda)
P , denotando-a por μdim(PT ) (μdim(SP )).

3.1.12 Definição Sejam S e T dois anéis e P um (S, T )-bimódulo. Definimos
a dimensão d(P ) de P como sendo o supremo do conjunto dos números naturais
n, para os quais existe uma soma direta de n (S, T )-submódulos N =

∑n
k=1 ⊕Pk

de P , tais que N ⊆e PT .

É fácil verificar que d(P ) ≤ μdim(SP T ) ≤ min{μdim(PT ), μdim(SP )}.
Pelos resultados de [8] parece não haver maneira de d(P ) ser interpretada

como uma dimensão uniforme sobre um anel particular. A partir desse fato fica
dif́ıcil obter uma informação geral sobre d na total categoria dos (S, T )-bimódulos.
Algumas propriedades usuais da dimensão uniforme, definitivamente, não valem
para d, outras, no entanto, são preservadas. Por exemplo, como podemos ver em
([8], Section 3), é posśıvel apresentar exemplos de bimódulos N ⊆ P tais que
d(P ) < ∞ e d(N) = ∞.

Se pode constatar que d tem um bom comportamento nos ideais I de um anel
semiprimo ou não-singular à direita T , para os quais existe um ideal bilateral I

′

de T tal que I ⊕ I
′ ⊆e TT .

Dentre as equivalências dadas no Teorema 3.1.11 podemos notar a (iv), no
aspecto que envolve somente o módulo M e não a sua extensão M∗. Isso sugere
a seguinte formulação geral:
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Se S e T são dois anéis e P é um (S, T )-bimódulo, definimos

F(SP T ) = {N ⊆ SP T | ∃N
′ ⊆ SP T tal que N ⊕ N

′ ⊆e PT}.

Em particular:

(a) Se T é um anel, temos que F(T ) := F(T T T ) = {I � T |∃J � T tal queI⊕
J ⊆e TT}.

Observemos que para um anel semiprimo R, temos que F(R) = {I | I � R}.
(b) Se R é um anel semiprimo e M é um R-bimódulo centralizante e livre de

torção como um R-módulo à direita, então F(M) := F(RMR) = {N ⊆ M |∃N
′ ⊆

M tal que N ⊕N
′ ⊆e MR} = {N ⊆ M | ∃N

′ ⊆ M ortogonal com N, tal que N ⊕
N

′ ⊆e MR} e os elementos de F(M) são caracterizados por qualquer uma das
condições equivalentes do Teorema 3.1.11.

3.1.13 Lema F(M) é fechado quanto à soma direta arbitrária e quanto à inter-
secção finita.

Prova: A prova é evidente, usando o Teorema 3.1.11.

3.1.14 Proposição Seja N ∈ F(M). Sejam m ≤ ∞ o supremo dos números
n ∈ N para os quais existem N1, . . . , Nn ⊆ NR mutuamente ortogonais, tais que
N1 ⊕ · · · ⊕ Nn ⊆e NR e m

′
o supremo dos números k ∈ N para os quais existem

M1, . . . ,Mk ⊆ N , tais que M1, . . . ,Mk ∈ F(M) e M1 ⊕ · · · ⊕ Mk ⊆ N . Então
d(N) = m = m

′
.

Prova: (i) m
′ ≤ d(N)

Seja k ∈ N tal que existem M1, . . . ,Mk submódulos de N , tais que Mi ∈
F(M) para cada i = 1, . . . , k e M

′
= M1 ⊕ · · · ⊕ Mk ⊆ N . Pelo Lema 3.1.13,

temos que M
′ ∈ F(M) e, então, existe N

′
um submódulo de M ortogonal com

M
′
, tal que M

′ ⊕N
′ ⊆e MR. Assim, M

′ ⊕ (N
′ ∩N) ⊆e NR. Logo, M1, . . . ,Mk e

N
′ ∩ N são submódulos de N tais que M1 ⊕ . . .⊕Mk−1 ⊕ (Mk ⊕N

′ ∩ N) ⊆e NR.
Portanto, k ∈ N é tal que existem N1, . . . , Nk ⊆ N tais que N1 ⊕ · · ·⊕Nk ⊆e NR

e, então, m
′ ≤ d(N).

(ii) m ≤ m
′

Seja n ∈ N tal que existem N1, . . . , Nn ⊆ N mutuamente ortogonais, tais que∑n
k=1 ⊕Nk ⊆e NR. Consideremos os R-submódulos RN1, . . . , RNn de M . Como

N1, . . . , Nn são mutuamente ortogonais, temos que QσNk∩(QσN1 + · · ·+Q̂σNk +
· · · + QσNn) = 0 e, então, (RNk)

n
k=1 é uma famı́lia independente de submódulos

de M tais que
∑n

k=1 ⊕RNk ⊆ NR. Resta mostrar que Mk := RNk ∈ F(M), para
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cada k = 1, . . . , n. Como N ∈ F(M), existe N
′ ⊆ M ortogonal com N tal que

N⊕N
′ ⊆e MR. Portanto, como

∑n
k=1 ⊕Nk ⊆e NR, segue que

∑n
k=1 ⊕RNk ⊆e NR

e, então, (RN1⊕· · ·⊕R̂Nk⊕· · ·⊕RNn)∩N
′
= 0. Tomemos Mk

′
:= (RN1⊕· · ·⊕

R̂Nk ⊕ · · · ⊕ RNn) ⊕ N
′
e temos que Mk

′ ⊆ M e Mk ⊕ Mk
′ ⊆e N ⊕ N

′ ⊆e MR.
Logo Mk := RNk ∈ F(M), para cada k = 1, . . . , n.

(iii) d(N) ≤ m

Sejam n ∈ N e N1, . . . , Nn sub-bimódulos de N tais que
∑n

k=1 ⊕Nk ⊆e NR.
Temos que N1, . . . , Nn são mutuamente ortogonais, o que completa a prova. ♦

3.1.15 Proposição Se N ∈ F(M), então d(N) é o supremo do conjunto dos
números r ∈ N para os quais existe uma cadeia

(0) ⊆ B1 ⊂ B2 . . . ⊂ Br ⊆ N

tais que Bi ∈ F(M) e Bi não é essencial à direita em (Bi+1), para cada i.

Prova: Seja m
′′

o supremo do conjunto dos números r ∈ N, do enunciado.

(i) d(N) = m
′ ≤ m′′

Para cada k ∈ N tal que existem M1, . . . ,Mk ∈ F(M) tais que
∑k

i=1 ⊕Mi ⊆
N , temos que

∑k
i=1 ⊕Mi ∈ F(M). Tomando B1 := M1, B2 := M1 ⊕ M2, . . . ,

Bk := M1 ⊕ · · · ⊕ Mk, temos que (0) ⊆ B1 ⊂ . . . ⊂ Bk ⊆ N e Bi não é essencial
à direita em Bi+1, para cada i = 1, . . . , k.

(ii) m
′′ ≤ m

′
= d(N)

Sejam r ∈ N e (0) ⊆ B1 ⊂ . . . ⊂ Br ⊆ N tais que Bi ∈ F(M) e Bi não é
essencial à direita em Bi+1, para cada i. Portanto Bi não é essencial em Bi+1,
para cada i.

Como B1 não é essencial em B2, existe A2 um submódulo de B2, maximal tal
que A2∩B1 = 0. Pela escolha de A2, B1 ⊕ A2 ⊆e (B2)R e sendo que B2 ∈ F(M),
existe B2

′ ∈ F(M) tal que B2 ⊕ B2
′ ⊆e MR. Então temos que B1 ⊕ A2 ⊕ B2

′ ⊆e

B2 ⊕ B2
′ ⊆e MR. Segue que A2 ⊕ B2

′ ∈ F(M) e sendo que N ∈ F(M), temos
que (A2 ⊕ B2

′
) ∩ N ∈ F(M). Então, tomando M1 = B1 e M2 = (A2 ⊕ B2

′
) ∩ N

temos que M1,M2 ∈ F(M) e M1 ⊕ M2 ⊆ N .

Repetindo o racioćınio é facil obter M3, . . . ,Mr ∈ F(M) tais que
∑r

k=1 ⊕Mk ⊆
N , o que completa a prova. ♦
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3.2 Caso não-singular

Existem anéis não-singulares à direita que não são semiprimos, tais como
os anéis não-singulares à direita e que têm ideais nilpotentes não-nulos. Como

exemplo podemos citar R =

(
F 0
F F

)
onde F é um corpo, que é um anel não-

singular à direita e que tem o ideal nilpotente não-nulo I =

(
0 0
F 0

)
. Também

existem anéis semiprimos que não são não-singulares à direita tais como os anéis
semiprimos R, tais que RR têm dimensão finita e que não têm condição de cadeia
ascendente sobre os ideais anuladores à direita ([6], Corollary 3.32). Mas existem
muitos anéis semiprimos que são também não-singulares à direita, tais como os
anéis comutativos, simples, semisimples, regulares, anéis semiprimos R tais que
socle(R) é essencial à direita em R, semiprimos que possuem condição de cadeia
ascendente sobre os anuladores à direta e, em particular, os anéis semiprimos e
Noetherianos à direita, etc. Então é natural estender resultados que são válidos
para anéis semiprimos, aos anéis não-singulares à direita.

No que segue R é um anel não-singular à direita, Q = Qr
max(R) é o seu anel

maximal de quocientes à direita e ξ = {H � RR | H �e RR}. Lembramos que
Q = Qξ é o anel de quocientes à direita de R, com respeito a ξ.

Sejam N ⊆ P dois R-módulos à direita. Pelo Lema de Zorn existe um
submódulo N

′
de P , maximal tal que N ⊆e N

′
.

Como na seção anterior, se N ⊆ P são dois R-módulos à direita, um submódulo
à direita N

′
de P maximal tal que N ⊆e N

′
é denominado um fecho essencial

à direita de N em P . Dizemos que N é essencialmente fechado à direita
em P , se N não possui uma extensão essencial à direita própria em P .

Se N ⊆ P são dois R-módulos à direita e P é não-singular à direita, é fácil
verificar que N tem um único fecho essencial à direita em P que denotaremos
por N c

P . Além disso, N c
P = {x ∈ P | ∃ H ⊆e RR tal que xH ⊆ N}.

Extensão canônica livre de torção

3.2.1 Definição Seja M um R-módulo à direita. Um par (M∗, j) onde M∗ é
um Q-módulo à direita e j : M → M∗ é um homomorfismo de R-módulos à
direita é dito ser uma extensão canônica livre de torção de M, se para
cada Q-módulo à direita P o qual é não-singular à direita como um R-módulo à
direita e cada homomorfismo de R-módulos à direita f : M → P , existe e é único
um homomorfismo de Q-módulos à direita f ∗ : M∗ → P , tal que f ∗ ◦ j = f .
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Exemplos de extensões canônicas livres de torção neste caso em que R é um
anel não-singular à direita e Q = Qr

max(R) é o seu anel maximal de quocientes à
direita são similares aos da Seção 2.2.

No que segue L é um R-módulo à direita livre com uma base B = (vi)i∈Ω e
definimos L∗ =

∑
i∈Ω ⊕viQ, como sendo o Q-módulo à direita livre, com a mesma

base B de L. Podemos considerar L ⊆ L∗, ou seja, a inclusão i : L → L∗, que é
um homomorfismo de R-módulos à direita, como uma identificação. Temos que
(L∗, i) é uma extensão canônica livre de torção de L, como é fácil de verificar.

3.2.2 Lema L é não-singular à direita e L ⊆e L∗
R. Ademais, L∗

R é não-singular
à direita.

Prova: A prova segue facilmente do fato que L e L∗ são livres e de que R é
não-singular à direita. ♦

Observemos que se N ⊆ P são dois R-módulos à direita e P é não-singular
à direita, então N também é não-singular à direita e, portanto, cada submódulo
de N tem um único fecho essencial à direita em N .

O seguinte lema foi provado em ([5], Section 3). Escreveremos a prova para
uma melhor compreensão do que segue.

3.2.3 Lema Sejam N ⊆e P dois R-módulos à direita tais que P é não-singular
à direita. Então existe uma correspondência biuńıvoca entre o conjunto de todos
os submódulos essencialmente fechados à direita de N e o conjunto de todos os
submódulos essencialmente fechados à direita de P . Ademais, tal correspondência
associa um submódulo essencialmente fechado à direita U de N , com o submódulo
essencialmente fechado à direita U c

P de P e U c
P ∩ N = U .

Prova: Se U é um submódulo essencialmente fechado à direita de N , temos que
U c

P é um submódulo essencialmente fechado à direita de P e U c
P ∩N = U c

N = U .

Por outro lado, se V é um submódulo essencialmente fechado à direita de P ,
temos que V = V c

P e, portanto, V ∩ N = V c
P ∩ N = (V ∩ N)c

N é um submódulo
essencialmente fechado à direita de N e ((V ∩ N)c

N)c
P = (V ∩ N)c

P = V c
P = V . ♦

3.2.4 Lema Se J ⊆ LR, então J c
L∗ = J c

L∗Q, ou seja, J c
L∗ é um Q-submódulo à

direita de L∗.
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Prova: Já que J c
L∗Q é um R-submódulo à direita de L∗, basta mostrarmos que

J c
L∗ ⊆e (J c

L∗Q)R. Seja 0 �= x = z1q1 + · · · + znqn ∈ J c
L∗Q, onde zi ∈ J c

L∗ e qi ∈ Q,
para cada i = 1, . . . , n. Temos que existe H ∈ ξ tal que 0 �= qiH ⊆ R, para cada
i = 1, . . . , n. Então H ⊆e RR e 0 �= xH ⊆ J c

L∗ , o que completa a prova. ♦

3.2.5 Teorema Se M é um R-módulo à direita não-singular, então existe uma
extensão canônica livre de torção (M∗, j) de M . Ademais, M∗ é não-singular à
direita como um R-módulo à direita, M ⊆e M∗

R e (M∗, j) é única a menos de um
isomorfismo de Q-módulos à direita.

Prova: Seja X = (xi)i∈Ω um sistema de geradores de M . Sejam L um R-módulo
à direita livre, com uma base B = (vi)i∈Ω, e φ : L → M o homomorfismo de R-
módulos à direita definido por φ(vi) = xi, para cada i ∈ Ω. Seja L∗ =

∑
i∈Ω ⊕viQ

o Q-módulo à direita livre, com a mesma base B sobre Q. Consideremos a
inclusão i : L → L∗, que é um homomorfismo de R-módulos à direita, como uma
identificação. Assim L ⊆ L∗, como antes.

Temos que (0) é um submódulo essencialmente fechado à direita de M . Como
φ : L → M é um epimorfismo de R-módulos à direita segue que I = φ−1(0) é um
submódulo essencialmente fechado à direita de L, como é fácil de verificar. Temos
que L e L∗ são R-módulos à direita que são não-singulares à direita tais que L ⊆e

L∗ e, então, pelo Lema 3.2.3, existe um R-submódulo à direita, essencialmente
fechado à direita I∗ de L∗, tal que I∗ ∩ L = I. Pelo Lema 3.2.4 temos que I∗

é um Q-submódulo à direita de L∗ e definimos M∗ = L∗/I∗, que é então um
Q-módulo à direita. Seja π : L∗ → M∗ = L∗/I∗ a projeção canônica, que é um
homomorfismo de Q-módulos à direita.

Mostremos que M∗
R é não-singular à direita. Sejam x ∈ M∗ e H ⊆e RR tal

que xH = 0 e escrevemos x = l = π(l) onde l ∈ L∗. Temos que xH = 0 implica
que π(lH) = 0, ou seja, que lH ⊆ I∗. Segue que l ∈ (I∗)c

L∗ = I∗ e, portanto,
x = l = π(l) = 0.

É fácil verificar que se definirmos j : M → M∗ tal que j(
∑n

i=1 xiri) =∑n
i=1 π(vi)ri, temos que j é um homomorfismo (bem definido) de R-módulos

à direita. Além disso, temos que ker(j) = (0). De fato, seja x ∈ ker(j) e escre-
vemos x =

∑n
i=1 xiri. Então π(

∑n
i=1 viri) =

∑n
i=1 π(viri) = j(x) = 0 e, portanto,∑n

i=1 viri ∈ I∗ ∩ L = I = φ−1(0). Segue que x =
∑n

i=1 xiri = φ(
∑n

i=1 viri) = 0.
Então M ↪→ M∗, e neste sentido, podemos considerar que M ⊆ M∗. Como
M∗ é não-singular à direita como um R-módulo à direita, é facil verificar que
M ⊆e M∗

R.

Agora a prova se completa, de maneira canônica, como em ([2], Theorem 4.3).
♦
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A partir do Teorema 3.2.5, devido à unicidade da extensão canônica livre de
torção de M a menos de um isomorfismo de Q-módulos à direita, passamos a nos
referir à extensão canônica livre de torção (M∗, j) de M .

Da prova acima, temos que (j(xi))i∈Ω é um sistema de geradores de M∗ como
um Q-módulo à direita e, da identificação dos elementos de M com os elementos
de M∗ através de j, passaremos a considerar que X = (xi)i∈Ω é um sistema de
geradores de M∗ como um Q-módulo à direita.

Se M é um R-bimódulo centralizante com um sistema de geradores centra-
lizantes X = (xi)i∈Ω, segue da prova do Teorema 3.2.5 que M∗ é um (R,Q)-
bimódulo que é R-centralizante e não-singular como um R-módulo à direita.

Caso livre

No que segue vamos generalizar o resultado de ([8], Theorem 3.5). Primei-
ramente, vamos estabelecer condições equivalentes para que o fecho essencial à
direita de um R-submódulo à direita de um R-bimódulo livre centralizante, na
sua extensão canônica livre de torção, seja um Q-bimódulo. Após, obteremos
condições equivalentes para que a envoltória injetiva de um submódulo à direita
de um módulo livre com uma base centralizante finita seja um Q-bimódulo e
uma generalização de ([8], Theorem 3.5), para o caso livre, onde R é um anel
não-singular à direita do tipo semiprimo e Noetheriano à direita.

Sejam L um R-bimódulo livre com base B = (vi)i∈Ω de elementos centrali-
zantes e L∗ =

∑
i∈Ω ⊕Qvi, o Q-bimódulo livre centralizante com a mesma base B

sobre Q. Como antes (L∗, i), onde i : L → L∗ é a inclusão, é a extensão canônica
livre de torção de L.

Assim como no Lema 3.2.4, se N ⊆ LR, então N c
L∗ é um Q-módulo à direita.

Ademais, se N é um submódulo de L, então N c
L∗ é um (R,Q)-submódulo de L∗.

Agora temos a seguinte extensão da Proposição 3.1.7.

3.2.6 Proposição Seja N ⊆ LR. Se N ⊆e (QN)R, então QN ⊆e (N c
L∗)R. Em

particular, neste caso, N c
L∗ = (QN)c

L∗ é um Q-submódulo de L∗.

Prova: Temos que QN ⊆ RL∗
R e consideremos o seu fecho essencial à direita

(QN)c
L∗ , em L∗. Segue que N ⊆e (QN)R ⊆e ((QN)c

L∗)R e, portanto, N c
L∗ ⊆e

((QN)c
L∗)R. Logo, N c

L∗ = (QN)c
L∗ . ♦
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3.2.7 Observação Neste caso não-singular definimos a ortogonalidade de uma
famı́lia (Lk)k, de submódulos à direita de L, como no caso semiprimo. Temos
que esta definição estende a definição de ortogonalidade de uma famı́lia (Ik)

n
k=1 de

ideais à direita de R, que são tais que existe J ⊆ RR tal que
∑n

k=1 ⊕Ik ⊕ J ⊆e RR

e IkJ = JIk = 0, para cada k. De fato, seja (Ik)
n
k=1 como acima. Então são

equivalentes:

(i) IjIk = IkIj = 0, para cada j, k = 1, . . . , n, tal que j �= k.

(ii) QIk ∩ (QI1 + · · · + Q̂Ik + · · · + QIn) = 0, para cada k = 1, . . . , n.

(i) ⇒ (ii) Suponhamos que a famı́lia (Ik)
n
k=1 é de ideais à direita de R mu-

tuamente ortogonais. Então de ([8], Proposition 3.3), temos que cada envoltória
injetiva E((Ik)R) de Ik e E(JR) de J , (formadas em Q), são Q-bimódulos e∑n

k=1 ⊕E((IK)R) ⊕ E(JR) = Q. Então QIk ⊆ E((Ik)R) para cada k, QJ ⊆
E(JR) e

∑n
k=1 QIk =

∑n
k=1 ⊕QIk.

(ii) ⇒ (i) Sejam j, k = 1, . . . , n, tais que j �= k. Temos que IjIk ⊆ RIjRIk ⊆
RIj ∩ RIk ⊆ QIj ∩ QIk = 0.

Assim como em 3.1.8, a seguinte proposição caracteriza famı́lias de módulos
mutuamente ortogonais.

3.2.8 Proposição Seja (Lk)k uma famı́lia de submódulos à direita de L tal que∑
k ⊕Lk ⊆e LR. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) Lk ⊆e (QLk)R, para cada k.

(ii) QLk ⊆e (Lk)
c
L∗ , para cada k.

(iii)
∑

k QLk =
∑

k ⊕QLk, isto é, (Lk)k é uma famı́lia de submódulos à direita
de L mutuamente ortogonais.

Prova: É como a prova da Proposição 3.1.8. ♦

3.2.9 Proposição Seja (Lk)k como na Proposição 3.2.8. Se a famı́lia (Lk)k é
de submódulos à direita de L mutuamente ortogonais, então (Lk)

c
L∗ é um Q-

submódulo de L∗, para cada k e
∑

k (Lk)
c
L∗ =

∑
k ⊕(Lk)

c
L∗ ⊆e L∗

R.

Prova: É como a prova da Proposição 3.1.9. ♦
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A seguir provaremos, independentemente da Proposição 1.5.4, que Q =
Qr

max(R) = Qr
max(Q).

3.2.10 Lema Sejam A e B dois anéis tais que A é um subanel de B, B como
um A-módulo à direita é não-singular e para cada b ∈ B existe um ideal à direita
denso I de A, tal que bI ⊆ A. Então:

(a) Existe um único homomorfismo g : B → Qr
max(A) de A-módulos à direita

tal que g ◦ i = f , onde i : A → B é a inclusão e f : A → Qr
max(A) é o

homomorfismo canônico (de A-módulos à direita que a cada a ∈ A associa
[A, al] ∈ Qr

max(A), sendo que al é a multiplicação à esquerda por a definida
em A). Além disso, este homomorfismo g é um monomorfismo de anéis.
Em particular, B é um anel de quocientes à direita de A.

(b) B é o anel maximal de quocientes à direita de A se, e somente se, para cada
ideal à direita denso I de A e cada homomorfismo de A-módulos à direita
α : I → A, existe b ∈ B tal que α(a) = ba para cada a ∈ I.

Prova: Temos que B é um A-bimódulo e A é um A-submódulo de B. Sejam
D = {I � AA |I �d AA}, QD como no Teorema 1.5.9 e temos que Qr

max(A) = QD.

(a) Seja b ∈ B e seja I um ideal à direita denso de A, tal que bI ⊆ A.
Definimos g(b) = [I, bl] ∈ Qr

max(A) onde bl : I → A é a multiplicação à esquerda
por b definida em I. É fácil verificar que g : B → Qr

max(A) está bem definida e
é um homomorfismo de A-módulos à direita. Também, usando o fato que BA é
não-singular à direita, é fácil verificar que g é um monomorfismo de A-módulos
à direita e é único satisfazendo as propriedades do item (a). Finalmente, como I
é um ideal à direita denso de A, temos que [A]B = B. Como BA é não-singular
à direita segue que A ⊆d BA e, portanto, B é um anel de quocientes à direita de
A.

(b) A condição suficiente é uma conseqüencia óbvia da definição de Qr
max(A).

A condição necessária segue do fato que g : B → Qr
max(A), definida como na

prova do item (a), é um isomorfismo de anéis. ♦

3.2.11 Lema Q = Qr
max(R) = Qr

max(Q).

Prova: Como Q = Qr
max(R) e R é um anel não-singular à direita, temos que Q

é um anel von Neumann regular e auto-injetivo à direita. Em particular, temos
que Q é um anel semiprimo e, portanto, se I é um ideal de Q, então I é denso
à direita em Q se, e somente se, I ⊆e QQ. Pelo Teorema 1.5.17 temos que Q é
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um anel não-singular à direita. Além disso, se I é um ideal de Q denso à direita
e α : IQ → QQ é um homomorfismo de Q-módulos à direita, como QQ é um
Q-módulo à direita que é injetivo, temos que α se estende a um homomorfismo
de Q-módulos à direita, α : QQ → QQ. Tomamos b := α(1) e temos que para
cada q ∈ Q, α(q) = α(1q) = α(1)q = bq. Em particular, α(a) = α(a) = ba, para
cada a ∈ I. Logo, pelo (Lema 3.2.10, (b)), segue facilmente que Q = Qr

max(Q).
♦

No que segue usaremos que ε(Q) = {H � Q |H �e QQ} e que Qσ(Q) é o anel
de quocientes simétrico de Q, com respeito à ε(Q).

3.2.12 Lema Q = Qr
max(Q) = Qσ(Q) é o anel de quocientes simétrico de Q,

com respeito a ε(Q).

Prova: Evidente, pois Q = Qr
max(Q) e Q ⊆ Qσ(Q) ⊆ Qr

max(Q). ♦

3.2.13 Observação Note que usando o Lema 3.2.12 obtemos que (L∗, i), onde
i : L∗ → L∗ é a inclusão, é a extensão canônica livre de torção de L∗, como é fácil
de verificar.

Provamos agora o resultado correspondente ao Teorema 3.1.11.

3.2.14 Teorema Se N ⊆ LR, então as seguintes condições são equivalentes:

(i) N c
L∗ é um Q-submódulo de L∗.

(ii) Existem um Q-submódulo K de L∗ e f : K → K um endomorfismo idem-
potente de Q-bimódulos, tais que K ⊆e L∗

R e N c
L∗ = f(K).

(iii) Existe U ⊆ L∗
Q ortogonal com N c

L∗ , tal que N c
L∗ ⊕ U ⊆e L∗

R.

(iv) Existe N
′ ⊆ LR ortogonal com N , tal que N ⊕ N

′ ⊆e LR.

(v) Existe um Q-submódulo P de L∗, tal que N ⊆e PR.

Prova: (i) ⇒ (iii) Temos que Q é um anel semiprimo e, pelo Lema 3.2.12,
Q = Qr

max(Q) = Qσ(Q). L∗ é um Q-bimódulo centralizante e é tal que L∗
Q é

não-singular à direita, já que L∗
R é não-singular à direita. Além disso, (L∗, i) é a
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extensão canônica livre de torção de L∗. Temos que N c
L∗ ⊆ L∗

Q e (N c
L∗)c

L∗ = N c
L∗

é um Q-submódulo de L∗. Então, pelo Teorema 3.1.11, existe U ⊆ L∗
Q ortogonal

com N c
L∗ , tal que N c

L∗ ⊕ U ⊆e L∗
Q. Segue que N c

L∗ ⊕ U ⊆e L∗
R.

(iii) ⇒ (iv) É como a prova de (iii) ⇒ (iv), do Teorema 3.1.11.

(iv) ⇒ (i) Segue pela Proposição 3.2.9.

(i) ⇒ (ii) Como (i) equivale a (iv), seja N
′ ⊆ LR ortogonal com N tal

que N ⊕ N
′ ⊆e LR. Então, pela Proposição 3.2.9, N c

L∗ e (N
′
)c
L∗ são dois Q-

submódulos de L∗ tais que N c
L∗ ⊕ (N

′
)c
L∗ ⊆e L∗

R. Tomemos K = N c
L∗ ⊕ (N

′
)c
L∗ e

f : K → K a projeção sobre N c
L∗ e assim concluimos (ii).

(v) ⇒ (i) Suponhamos que P seja um Q-submódulo de L∗, tal que N ⊆e PR.
Temos, como é fácil de verificar, que N c

L∗ ⊆e (P c
L∗)R já que N ⊆e PR. Logo

N c
L∗ = P c

L∗ . Ainda, como P é um Q-submódulo de L∗, pela aplicação do Teorema
3.1.11 e do Lema 3.2.12, segue que P c

L∗ é um Q-submódulo de L∗, o que completa
esta prova.

(ii) ⇒ (iii) Sejam K e f , como na hipótese (ii). Tomemos (1 − f) : K → K,
que é um endomorfismo idempotente de Q-bimódulos, e U = (1 − f)(K), que é
um Q-submódulo de L∗. Facilmente verificamos que U satisfaz (iii). ♦

Assim como no caso semiprimo podemos ampliar o resultado do Teorema
3.2.14 acrescentando a condição equivalente:

(iii
′
) Existe U ⊆ L∗

R ortogonal com N c
L∗ , tal que N c

L∗ ⊕ U ⊆e L∗
R.

Da mesma forma, se no Teorema 3.2.14 tivermos que N ⊆ RLR ao invés de
N ⊆ LR, podemos acrescentar a condição equivalente:

(v
′
) Existe N

′ ⊆ RLR ortogonal com N , tal que N ⊕ N
′ ⊆e LR.

O teorema seguinte é uma conseqüência do Teorema 3.2.14 e generaliza o
resultado de ([8], Theorem 3.5).

3.2.15 Teorema Suponhamos que a base centralizante de L seja finita. Sejam
N ⊆ LR e a envoltória injetiva E(NR) de N . Então as seguintes condições são
equivalentes:

(i) E(NR) é um Q-submódulo de L∗.

(ii) Existem um Q-submódulo K de L∗ e um endomorfismo idempotente de
Q-bimódulos f : K → K, tais que K ⊆e L∗

R e E(NR) = f(K).

(iii) Existe U ⊆ L∗
Q ortogonal com E(NR), tal que E(NR) ⊕ U ⊆e L∗

R.
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(iv) Existe N
′ ⊆ LR ortogonal com N , tal que N ⊕ N

′ ⊆e LR.

(v) Existe um Q-submódulo P de L∗, tal que N ⊆e PR.

Prova: Seja B = (vi)
n
i=1 a base de elementos R-centralizantes de L e de elementos

Q-centralizantes de L∗. Se Qi = Q, para cada i = 1, . . . , n, temos que o produto
direto Πn

i=1Qi é injetivo como um R-módulo à direita, já que QR é injetivo. Como
L∗

R é isomorfo a (Πn
i=1Qi)R, segue que L∗

R é injetivo. Deste fato decorre que se
N ⊆ LR, então a envoltória injetiva E(NR) de N se forma em L∗

R e, portanto,
E(NR) = N c

L∗ . Então o resultado é conseqüência imediata do Teorema 3.2.14. ♦

Observemos que os anéis semiprimos e Noetherianos à direita são também
anéis não-singulares à direita. Consequentemente temos:

3.2.16 Corolário Suponhamos que R é um anel semiprimo e Noetheriano à
direita. Sejam N ⊆ LR e E(NR) a envoltória injetiva de N . Então as condições
(i) a (v) do Teorema 3.2.15 são equivalentes.

Prova: Sendo R um anel Noetheriano à direita, então
∑

i∈Ω ⊕Qi, onde Qi = Q
para cada i, é injetivo como um R-módulo à direita já que QR é injetivo ([6],
Page 10). Como L∗

R é isomorfo a (
∑

i∈Ω ⊕Qi)R, então L∗ é injetivo e a conclusão
segue como no Teorema 3.2.15. ♦

Caso geral

Na tentativa de estender o Teorema 3.2.14 para o caso geral em que R é um
anel não-singular à direita, Q = Qr

max(R) é o seu anel maximal de quocientes à
direita e M é um R-bimódulo centralizante não-singular à direita, encontramos
duas dificuldades. A primeira e maior consistiu no fato de o anel maximal de
quocientes à direita de R não possuir, como no caso em que R é semiprimo, a
propriedade que define o anel de quocientes simétrico de R. A segunda consis-
tiu em não termos, neste caso, a equivalência das essencialidades, unilateral e
bilateral, para submódulos de módulos centralizantes, como no caso semiprimo.

Com estas dificuldades, embora tenhamos conseguido provar a existência
da extensão canônica livre de torção M∗ de M , como um (R,Q)-bimódulo R-
centralizante, não conseguimos provar que M∗ fosse um Q-bimódulo centrali-
zante. Se esta condição tivesse sido alcançada podeŕıamos tratar este caso geral
com as mesmas idéias do caso livre.
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É posśıvel provar uma extensão do Teorema 3.2.14 trabalhando sobre anéis
de Utumi bilaterais, que são identificados como os anéis não-singulares que têm
os seus anéis maximais de quocientes à direita e esquerda iguais. Passaremos a
definir tais anéis e, antes, enunciaremos alguns resultados que não serão provados
aqui e que podem ser encontrados em ([14], Page 251).

3.2.17 Proposição Se T é um anel qualquer, então Ic
T ⊆ Annr(Annl(I)), para

cada I � TT .

3.2.18 Proposição Seja T um anel não-singular à direita e Qr
max(T ) o seu anel

maximal de quocientes à direita. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) Cada I � TT que é essencialmente fechado à direita, é um ideal anulador à
direita.

(ii) Para cada I � TT , se verifica que Ic
T = Annr(Annl(I)).

(iii) Para cada I � TT tal que I não é essencial à direita em T , se verifica que
Annl(I) �= 0.

(iv) Para cada ideal à esquerda não-nulo J de Qr
max(T ), se verifica que J ∩ T �=

0.

3.2.19 Definição Um anel T é dito ser um anel de Utumi à direita, se T é
um anel não-singular à direita e satisfaz qualquer uma das condições equivalentes
da Proposição 3.2.18.

Observemos que, de forma similar à Definição 3.2.19, definimos um anel de
Utumi à esquerda e dizemos que T é um anel de Utumi bilateral , se for
um anel de Utumi à direita e à esquerda.

3.2.20 Proposição Seja T um anel não-singular. Então Qr
max(T ) = Ql

max(T )
se, e somente se, T é um anel de Utumi bilateral.

Sejam R um anel de Utumi bilateral e Q o seu anel maximal de quocientes à
direita, que é tal que Q = Qr

max(R) = Ql
max(R). Seja M um R-bimódulo centrali-

zante e não-singular, isto é, M é não-singular à direita e não-singular à esquerda.
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Como no caso livre podemos provar a existência da extensão canônica livre de
torção (M∗, j) de M , que será um (R,Q)-bimódulo R-centralizante, não-singular
tal que M ⊆e M∗

R e, usando o fato que Q = Ql
max(R) = Qr

max(R), também pode-
mos provar que M∗ é um Q-bimódulo centralizante. Como na Observação 3.2.7
definimos uma famı́lia de submódulos à direita de M mutuamente ortogonais e,
com provas semelhantes, obtemos extensões dos resultados 3.2.4, 3.2.6, 3.2.8 e
3.2.9 e, também, do Teorema 3.2.14. As observações e os resultados que seguem
o Teorema 3.1.11 também valem neste caso. Em particular podemos definir a
dimensão h́ıbrida (3.1.12) e provar os resultados 3.1.13 e 3.1.14.

As seguintes observações e exemplos surgiram das dificuldades em resolver no
caso não-singular, os problemas que aqui abordamos para o caso semiprimo.

3.2.21 Observação Sejam T um anel não-singular à direita, Q(T ) = Qr
max(T )

o seu anel maximal de quocientes à direita e P um T -bimódulo centralizante e
não-singular à direita. Seja N ⊆ T PT .

(a) As condições (i) e (ii) abaixo são equivalentes:

(i) N é essencialmente fechado à direita em P .

(ii) Se N ⊂ UT ⊆ PT , então existe 0 �= x ∈ U tal que xT ∩ N = 0.

(b) As condições (iii) e (iv) abaixo não são equivalentes:

(iii) Se N ⊂ UT ⊆ PT , então existe 0 �= x ∈ U tal que xT ∩ N = 0.

(iv) Se N ⊂ UT , então existe 0 �= x ∈ U tal que TxT ∩ N = 0.

De fato, o item (a) é evidente. Para mostrar o item (b), sejam T =

(
F 0
F F

)
onde F é um corpo e N =

(
0 0
F F

)
, que é um ideal de T . Temos que T é até

um anel de Utumi bilateral e tomando U = P = T , segue que N satisfaz (iii) e
não satisfaz (iv). Vejamos:

T é um anel não-singular à esquerda porque, como é fácil de verificar, temos

que os únicos ideais à esquerda de T são: (0), T ,

(
0 0
F 0

)
,

(
0 0
0 F

)
,

(
0 0
F F

)
e

(
F 0
F 0

)
e, portanto, os únicos ideais à esquerda de T que são essenciais à
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esquerda em T são T e N . Além disso, se T ou N são anuladores à esquerda de
um elemento x ∈ T , é claro que x = 0. Da mesma forma, facilmente verificamos

que T é um anel não-singular à direita. Como Qr
max(T ) =

(
F F
F F

)
= Ql

max(T ),

segue que T é um anel de Utumi bilateral.

N é essencialmente fechado à direita em T porque, se existe um ideal à direita
N

′
de T tal que N ⊂e N

′
, temos que N

′
= T e, portanto, tomando 0 �= a ∈ F ,

segue que 0 �= x =

(
a 0
0 0

)
∈ N

′
e xT ∩ N �= 0, o que é uma contradição. Logo

N satisfaz (iii). Para finalizar, N não satisfaz (iv) porque N ⊆e T TT , já que
N ⊆e T T .

3.2.22 Observação O exemplo da Observação 3.2.21 mostra que mesmo num
anel de Utumi bilateral, o fecho à direita de um submódulo não precisa coincidir
com o seu fecho à esquerda. De fato, T e N , como em 3.2.21, são tais que T é
um anel de Utumi bilateral e o submódulo N de T é tal que N c

T �= c
T N , já que

N c
T = N e c

T N = T .

3.2.23 Observação O exemplo da Observação 3.2.21 também mostra a existência
de um anel de Utumi bilateral T com anel maximal de quocientes à direita Q(T )
e que possui um ideal bilateral N tal que N c

Q(T ) é um ideal à direita e não é um

ideal à esquerda de Q(T ), já que N c
Q(T ) = N .
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CAPITULO 4

Teorema de estrutura

Se R é um anel não-singular à direita, o anel maximal de quocientes à direita
Q = Qr

max(R) de R é um anel von Neumann regular e auto-injetivo à direita. A
teoria de decomposição de um tal anel Q em um produto (possivelmente infinito)
de anéis primos é analisado em [7]. Em [8], usando a notação do Caṕıtulo 3, é
provado que para cada I ∈ F(R), o estudo da soma direta arbitrária

∑
i∈C ⊕Ii

de ideais de R essencial à direita em I corresponde exatamente ao estudo da
decomposição em produto direto arbitrário de anéis da envoltória injetiva E(IR)
de I, que é um anel von Neumann regular e auto-injetivo à direita associado à I.

No que segue, como uma aplicação dos resultados do Caṕıtulo 3, vamos es-
tudar estas questões para módulos, na situação em que R é um anel semiprimo
e Q = Qσ é o seu anel de quocientes simétrico, com respeito à ε, como na Seção
3.1 do Caṕıtulo 3.

Para o que segue é importante registrar a existência de anéis que admitem
famı́lias de bimódulos, (Mλ)λ∈Ω, tais que

∑
λ∈Ω ⊕Mλ ⊆e (Πλ∈ΩMλ)R. Inicial-

mente abordaremos esta questão.

4.1 Produto direto com soma direta essencial

Seja R um anel qualquer. Se (Mλ)λ∈Ω é uma famı́lia independente qualquer
de R-bimódulos, nem sempre se verifica que

∑
λ∈Ω ⊕Mλ ⊆e (Πλ∈ΩMλ)R. De fato,

por exemplo, se R = Z e Mn = 2nZ para n ∈ N, é fácil verificar que
∑

n∈N ⊕Mn

não é essencial à direita em (Πn∈NMn)Z.

4.1.1 Definição Sejam R um anel e (Mλ)λ∈Ω uma famı́lia de R-bimódulos. Di-
zemos que o R-bimódulo M = Πλ∈ΩMλ é um produto direto de R-bimódulos
com soma direta essencial, se

∑
λ∈Ω ⊕Mλ ⊆e (Πλ∈ΩMλ)R.

4.1.2 Exemplo Na notação da Definição 4.1.1, se Ω é um conjunto finito de
ı́ndices, temos que

∑
λ∈Ω ⊕Mλ = Πλ∈ΩMλ e, portanto,

∑
λ∈Ω ⊕Mλ ⊆e (Πλ∈ΩMλ)R.
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4.1.3 Exemplo Para cada n ∈ N seja Rn = Z, e consideremos o anel semiprimo
R = Πn∈NRn.

Para cada m ∈ N seja Mm = Πi∈NXi, onde Xi = (0), se i �= m e Xi = Xm =
2mZ, se i = m. Temos que Mm é um R-bimódulo, definido com as operações
naturais, para cada m ∈ N. Ademais, como é fácil verificar, M = Πm∈NMm é um
produto direto com soma direta essencial.

4.1.4 Exemplo Seja R um anel não-nulo qualquer. Para cada 0 �= a ∈ R, seja
Ma um ideal maximal de R relativo à propriedade que a /∈ Ma. Consideremos o
anel R = Π0�=a∈R(R/Ma). Podemos construir R-bimódulos M que são produtos
diretos com soma direta essencial à direita, da seguinte forma:

Para cada 0 �= a ∈ R tomamos Ma um R/Ma-bimódulo e fazemos a identi-
ficação: Ma = Π0�=b∈R(Xb), onde Xb = (0) se b �= a e Xa = Ma. Temos que Ma

é um R-bimódulo com as operações naturais, para cada 0 �= a ∈ R e, da mesma
forma, M = Π0�=a∈R(Ma). Ainda, M é um produto direto da famı́lia (Ma)0�=a∈R

com soma direta essencial à direita.

4.1.5 Exemplo Seja R um anel não-singular à direita e suponhamos que RR é
de dimensão finita, isto é, que R não tem uma famı́lia independente infinita de
R-submódulos à direita.

Se (Aα)α∈Ω, onde Ω é um conjunto infinito de ı́ndices, é uma famı́lia de
R-módulos à direita independentes que são não-singulares à direita, temos que
Πα∈ΩAα/

∑
α∈Ω ⊕Aα é não-singular à direita e, então, não teremos que

∑
α∈Ω ⊕Aα

é essencial à direita em Πα∈ΩAα.

4.1.6 Exemplo Seja R um anel tal que R/J(R) é um anel semisimples, onde
J(R) é o radical de Jacobson de R. Seja (Mλ)λ∈Ω uma famı́lia infinita de R-
bimódulos semisimples. Então M = Πλ∈ΩMλ é um R-bimódulo semisimples,
logo não tem submódulo essencial à direita não trivial. Dáı

∑
λ∈Ω ⊕Mλ não é

essencial à direita em Πλ∈ΩMλ.

4.2 Teorema de estrutura

Lembramos que se R é um anel qualquer, um R-bimódulo K é dito ser primo
como um R-módulo à direita se (0) é um submódulo primo como um R-
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submódulo à direita de K, no sentido que cada submódulo à direita não-nulo de
K tem o mesmo anulador à direita que é igual ao anulador à direita de K.

Vamos provar agora o último resultado deste trabalho, que estende ([8], Theo-
rem 4.1)

4.2.1 Teorema Sejam R um anel semiprimo, Q = Qσ o seu anel de quocientes
simétrico e M um R-bimódulo centralizante, tal que M é livre de torção como
um R-módulo à direita. Sejam (M∗, j) a extensão canônica livre de torção de M ,
N ∈ F(M) e C um conjunto qualquer de ı́ndices. Então:

(i) Se N c
M∗ = Πi∈CPi é um produto direto com soma direta essencial à direita

de Q-submódulos Pi de M∗, então Ni := Pi ∩ N ⊆ RMR para cada i ∈ C e∑
i∈C ⊕Ni ⊆e NR.

(ii) Suponhamos que N contém uma famı́lia (Ni)i∈C de submódulos à direita de
M mutuamente ortogonais, tais que

∑
i∈C ⊕Ni ⊆e NR. Se Πi∈C(Ni)

c
M∗ é um

produto direto com soma direta essencial à direita, então N c
M∗ é isomorfo,

como um Q-submódulo de M∗, a um submódulo P de Πi∈C(Ni)
c
M∗ tal que

P ⊆e (Πi∈C(Ni)
c
M∗)R.

(iii) Se (Ni)i∈C é uma famı́lia de submódulos de M que tem as mesmas proprie-
dades que a famı́lia dada em (ii), então para cada i ∈ C se verifica,

d(Ni) = 1 se, e somente se, dG((Ni)
c
M∗) = 1,

onde dG((Ni)
c
M∗) é a dimensão de Goldie bilateral de (Ni)

c
M∗ e além disso,

neste caso, (Ni)
c
M∗ é um módulo primo como um Q-módulo à direita.

(iv) As afirmações (a) e (b) abaixo são equivalentes:

(a) N c
M∗ é isomorfo, como um Q-submódulo de M∗, a um submódulo P de

um produto direto com soma direta essencial à direita de Q-submódulos de
M∗, Πi∈CPi, tal que P ⊆e (Πi∈CPi)R e dG(Pi) = 1, para cada i ∈ C.

(b) Para cada i ∈ C existe Ni ⊆ RNR, tal que d(Ni) = 1 e tal que∑
i∈C ⊕Ni ⊆e NR e Πi∈C(Ni)

c
M∗ é um produto direto de Q-submódulos

de M∗, com soma direta essencial à direita.

Prova: (i) Temos que Ni := Pi ∩ N ⊆e (Pi ∩ N c
M∗)R = (Pi)R. Portanto,∑

i∈C ⊕Ni =
∑

i∈C ⊕(Pi ∩ N) ⊆e (
∑

i∈C ⊕Pi)R ⊆e (Πi∈CPi)R = N c
M∗ .

(ii) Como N ∈ F(M), seja N
′ ⊆ MR ortogonal com N tal que N ⊕ N

′ ⊆e MR

e, temos que N c
M∗ e (N

′
)c
M∗ são ortogonais e N c

M∗ ⊕ (N
′
)c
M∗ ⊆e M∗

R. Sejam
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K = N c
M∗ ⊕ (N

′
)c
M∗ e f : K → K a projeção de K sobre N c

M∗ . Temos que
N c

M∗ = f(K) e f é um homomorfismo idempotente de Q-bimódulos.

Suponhamos que (Ni)i∈C seja uma famı́lia de submódulos à direita de M
mutuamente ortogonais tal que

∑
i∈C ⊕Ni ⊆e NR e consideremos (Ni)

c
M∗ , para

cada i ∈ C. Temos que Ni ⊕ (N
′ ⊕ ∑

i�=j ⊕Nj) ⊆e MR e, ainda, são ortogonais.

Além disso, N e N
′
, assim como Ni e

∑
j �=i ⊕Nj, são, respectivamente, ortogonais

para cada i ∈ C, como é fácil de verificar. Como Ni ⊕ (N
′ ⊕ ∑

j �=i ⊕Nj) ⊆e MR

para cada i ∈ C, segue pelo Teorema 3.1.11 que (Ni)
c
M∗ ⊆ Q(M∗)Q e (Ni)

c
M∗ =

fi(K) onde K = N c
M∗ ⊕ (N

′
)c
M∗ = (Ni)

c
M∗ ⊕ (N

′ ⊕ ∑
j �=i ⊕Nj)

c
M∗) e fi : K → K

é a projeção de K sobre (Ni)
c
M∗ , que é um homomorfismo idempotente de Q-

bimódulos para cada i ∈ C.

Definimos Φ : N c
M∗ → Πi∈C(Ni)

c
M∗ , que a x ∈ N c

M∗ associa (fi(x))i∈C , e
mostremos que é um monomorfismo de Q-bimódulos. É evidente que Φ é um
homomorfismo de Q-bimódulos. Seja x ∈ N c

M∗ tal que Φ(x) = 0. Então fi(x) = 0,
para cada i ∈ C e, portanto, x ∈ ker(fi) = (N

′ ⊕∑
j �=i ⊕Nj)

c
M∗ , para cada i ∈ C,

ou seja, x ∈ (N
′
)c
M∗ . Logo x = 0, o que prova que Φ é injetiva.

Notemos que
∑

i∈C ⊕(Ni)
c
M∗ ⊆e (N c

M∗)R, já que
∑

i∈C ⊕Ni ⊆e NR ⊆e (N c
M∗)R.

Seja P = Φ(N c
M∗) e temos que P é um Q-submódulo de Πi∈C(Ni)

c
M∗ . Resta provar

que P ⊆e Πi∈C(Ni)
c
M∗ . Como

∑
i∈C ⊕Ni ⊆e NR, temos que

∑
i∈C ⊕(Ni)

c
M∗ ⊆e

(N c
M∗)R = P . Então, como

∑
i∈C ⊕(Ni)

c
M∗ ⊆e Πi∈C(Ni)

c
M∗ , segue que P ⊆e

Πi∈C(Ni)
c
M∗ .

(iii) Suponhamos que d(Ni) = 1. Se dG((Ni)
c
M∗) > 1, existem dois Q-

submódulos X1 e X2 não-nulos de (Ni)
c
M∗ que são independentes. Então X1 ∩Ni

e X2 ∩ Ni são dois submódulos não-nulos e independentes de Ni. Segue que
existe X3 ⊆ R(Ni)R não nulo, maximal tal que X3 ∩ (X1 ∩ Ni) = (0), e te-
mos que (X1 ∩ Ni) ⊕ X3 ⊆e R(Ni)R. Como R é um anel semiprimo segue que
(X1 ∩ Ni) ⊕ X3 ⊆e (Ni)R, o que contradiz o fato de que d(Ni) = 1. Logo,
dG((Ni)

c
M∗) = 1.

Reciprocamente, suponhamos que dG((Ni)
c
M∗) = 1. Se d(Ni) > 1, existem

dois submódulos não-nulos X e Y de Ni, tais que X ⊕ Y ⊆e (Ni)R. Como
X e Y são ortogonais, segue que Xc

M∗ e Y c
M∗ são dois Q-submódulos de M∗.

Ademais, Xc
M∗ e Y c

M∗ são não-nulos e independentes, o que contradiz o fato de
que dG((Ni)

c
M∗) = 1. Logo, d(Ni) = 1.

Resta provar que, no caso em que dG((Ni)
c
M∗) = 1, então (Ni)

c
M∗ , que é um

Q-submódulo de M∗, é um módulo primo como um Q-módulo à direita. Seja
S ⊆ ((Ni)

c
M∗)Q e mostremos que Annr

Q(S) = Annr
Q((Ni)

c
M∗). Consideremos

QS, que é um Q-submódulo de (Ni)
c
M∗ . Seja S

′ ⊆ Q(N c
M∗)Q maximal tal que

QS ∩ S
′
= (0) e, como Q é semiprimo, temos que QS ⊕ S

′ ⊆e ((Ni)
c
M∗)Q. Como

dG((Ni)
c
M∗) = 1 segue que S

′
= 0 e, portanto, que QS ⊆e ((Ni)

c
M∗)Q. Seja a ∈ Q
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tal que QSa = 0. Como QS ⊆e ((Ni)
c
M∗)Q, segue que [QS], o fecho de QS em

M∗ como um Q-bimódulo, é tal que [QS] = (Ni)
c
M∗ . Então, se x ∈ (Ni)

c
M∗ segue

que existe K ⊆e QQ tal que Kx ⊆ QS e, portanto, Kxa = 0. Logo xa = 0 e
temos mostrado que a ∈ Annr

Q((Ni)
c
M∗). Segue que Annr

Q(S) = Annr
Q(QS) =

Annr
Q((Ni)

c
M∗).

(iv) (a) ⇒ (b) Suponhamos que N c
M∗ seja isomorfo a um submódulo P de

um produto direto com soma direta essencial à direita de Q-submódulos de M∗,
Πi∈CPi, tal que P ⊆e (Πi∈CPi)R e dG(Pi) = 1, para cada i. Definimos Ni := Pi∩N
e temos, pelo item (i), que

∑
i∈C ⊕Ni ⊆e NR e, pelo item (iii), que d(Ni) = 1,

para cada i ∈ C.

(b) ⇒ (a) Suponhamos que para cada i ∈ C exista Ni ⊆ RNR tal que
d(Ni) = 1,

∑
i∈C ⊕Ni ⊆e NR e tal que Πi∈C(Ni)

c
M∗ seja um produto direto

de Q-submódulos de M∗, com soma direta essencial à direita. Observemos que
(Ni)i∈C é uma famı́lia de submódulos de N mutuamente ortogonais e, portanto,
a conclusão segue de (ii) e (iii) definindo-se Pi := (Ni)

c
M∗ , para cada i ∈ C. ♦

4.2.2 Corolário Sejam R, Q = Qσ, M e (M∗, j) como no Teorema 4.2.1. Seja
N ∈ F(M). Então:

(i) Se N c
M∗ =

∑n
i=1 ⊕Pi onde Pi é um Q-submódulo de M∗ para cada i, então

Ni := Pi ∩ N ⊆ RMR para cada i, e
∑n

i=1 ⊕Ni ⊆e NR.

(ii) Suponhamos que (Ni)
n
i=1 é uma famı́lia de submódulos à direita de M mu-

tuamente ortogonais, tais que
∑n

i=1 ⊕Ni ⊆e NR. Então cada (Ni)
c
M∗ é um

Q-submódulo de M∗ e N c
M∗ =

∑n
i=1 ⊕(Ni)

c
M∗ .

(iii) As afirmações (a) e (b) abaixo são equivalentes:

(a) Existe um número natural n tal que N c
M∗ =

∑n
i=1 ⊕Pi, onde cada Pi é

um Q-submódulo de M∗ tal que dG(Pi) = 1.

(b) Existe um número natural n tal que para cada i = 1, . . . , n, existe
Ni ⊆ RNR, onde d(Ni) = 1,

∑n
i=1 ⊕Ni ⊆e NR, ((Ni)

c
M∗)n

i=1 é uma famı́lia
independente de Q-submódulos de M∗, onde cada (Ni)

c
M∗ é um módulo

primo como um Q-módulo à direita e N c
M∗ =

∑n
i=1 ⊕(Ni)

c
M∗ .

Ademais, vale o Teorema 4.2.1 quando N = M e, em particular, quando
N = M e dG(RMR) < ∞, temos os resultados deste corolário para M∗.
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