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ResumoMateriais granulares, quando submetidos a vibrações, apresentam o fen�meno deompatação lenta, durante o qual o volume livre disponível aos grãos diminui, esua mobilidade deai a zero. Nesta situação espera-se o fen�meno de aging, o queé on�rmado em diversas simulações numérias. Foi sugerido que neste regimeo material granular deve se omportar omo um líquido muito visoso ou umvidro. Desrevemos um estudo analítio e numério de um modelo de difusão nãolinear o qual analisa a relaxação da densidade de partíulas em um meio granulardenso sob a ação da gravidade e de fraas vibrações (térmias), omparando omresultados de simulação pelo método de Monte Carlo para um gás de rede soba ação do ampo gravitaional. A equação dinâmia pode ser onsiderada omouma teoria funional da densidade loal para uma lasse de gases de rede usadospara modelar a relaxação lenta de materiais vitrosos e granulares. A teoria predizuma linha de transição de jamming entre uma fase �uida de baixas densidades eum regime vitroso de altas densidades, araterizado pela divergênia do tempode relaxação e ompatação logarítmia ou do tipo lei de potênia de aordo oma forma espeí�a do oe�iente de difusão. Outro fen�meno presente quandoeste tipo de material é submetido à agitação é o de segregação, durante o qualos diferentes tipos de partíulas se separam. Este fen�meno é observado em umagrande quantidade de experimentos e simulações numérias. Para modelá-lo,o modelo de difusão não linear foi generalizado para um onjunto de equaçõesde difusão não lineares aopladas. Apesar da termodinâmia do sistema nãoprever uma fase segregada, a dinâmia exibe tanto a segregação normal (ondeas partíulas maiores estão no topo do reipiente) quanto a reversa (partíulasmenores no topo) dependendo dos valores de alguns parâmetros do sistema (omopor exemplo, a massa das diferentes espéies de partíulas presentes no sistema).
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AbstratGranular materials under gentle shaking present slow ompation phenomena,during whih the free volume available to grains dereases, and the mobilitysteeply falls to zero, hene aging phenomena are expeted to our, as is on�rmedin several numerial simulations. It has been suggested that in this regime agranular material should resemble a highly visous liquid or a glass. We desribean analytial and numerial study of a nonlinear di�usion model whih desribesdensity relaxation of densely paked partiles under gravity and weak random(thermal) vibration, and ompare the results with Monte Carlo simulations of alattie gas under gravity. The dynamial equation an be thought of as a loaldensity funtional theory for a lass of lattie gases used to model slow relaxationof glassy and granular materials. The theory predits a jamming transition linebetween a low density �uid phase and a high density glassy regime, haraterizedby diverging relaxation time and logarithmi or power-law ompation aordingto the spei� form of the di�usion oe�ient. Other phenomena present ingranular materials under shaking is segregation, during whih di�erent kinds ofpartiles demixe. This phenomena an been seen in a large number of experimentsand numerial simulation. To take it into aount, we generalize the nonlineardi�usion model to a set of oupled nonlinear di�usion equations. Although thethermodynamis of the model predits no segregated phase at all, the dynamisexhibits normal segregation (large partiles on top) and reverse segregation (smallpartiles on top) depending on several parameters of the systems (as, for example,the mass of speies present in the system).
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Capítulo 1IntroduçãoMateriais granulares são omuns tanto em proessos industriais quanto no diaa dia 1. A produção mundial de grão e de vários tipos de agregados é enorme,hegando a aproximadamente 10 bilhões de toneladas, enquanto que o proessa-mento destes materiais onsome era de 10% da energia produzida no planeta.Esta lasse de materiais �a somente atrás da água na esala de prioridades deatividades humanas. Então, avanços no entendimento da físia de materiais gra-nulares ertamente tem um enorme impato eon�mio.A tenologia industrial usada no tratamento destes materiais envolve váriosproessos. Primeiramente, existe a parte referente à extração de minérios, areia,asalho, et. que normalmente são feitos através de dragagem. Depois vêmos proessos que onsistem na quebra e em moer estes materiais, seguidos doproesso de separação. A maioria destes proessos é utilizada em materiais ompequeno valor agregado. Como a obtenção dos materiais brutos representa erade 85% do usto total, é fáil de entender porque pouo esforço foi empreendidona melhoria das tenologias básias. Pouos foram otimizados, apesar do fato quemétodos de transporte (leitos �uidizados, esteiras), de armazenamento (silos) ede mistura (por exemplo, tambor de imento) estão em todos os estágios doproessamento industrial de agregados.A físia de meios granulares seos, nos quais estamos interessados, envolveobjetos que tipiamente têm mais de 100 �m em tamanho. Na ausênia de forçasoesivas, estes objetos são mantidos juntos somente pela gravidade. Estes mate-1Na referênia [1℄ são dados vários exemplos de apliações e proessos que utilizam materiaisgranulares. 1



riais são desritos pela meânia lássia e os prinipais meanismos de dissipaçãode energia são o atrito e as olisões inelástias entre as partíulas e entre estas eo reipiente onde estão ontidas. As leis físias que governam o omportamentodos meios granulares se apliam a objetos ujas dimensões obrem pelo menosdoze ordens de magnitude em tamanhos, desde grãos om algumas entenas demírons ada, até os anéis de Saturno (onstituídos de partíulas de gelo de maisou menos 1 m de largura distribuídas em uma banda de aproximadamente 1Km de espessura). O fato de que as partíulas que ompõe estes sistemas pare-em obedeer leis universais apliáveis sobre um grande domínio de dimensõese de outras araterístias (por exemplo, oe�ientes de atrito e de reestituiçãoelástia) é um forte inentivo para estudos de oneitos fundamentais nesta área.Uma vez que estes sistemas são ompostos por muitas partíulas interagentes,surge uma questão importante sobre a apliabilidade dos métodos da meâniaestatístia para a desrição destes sistemas. Primeiramente é interessante exami-nar o efeito da temperatura num sistema granular. A energia inétia Ek de umapartíula esferoidal de vidro, para veloidades de translação típias da ordem de1 m/s, é Ek = mv2 =2 � 10�12 J. Se a energia inétia fosse inteiramente devidaà agitação térmia (Ek � kBT ), ela orresponderia a uma temperatura da ordemde 1011 K. Além do mais, a variação de energia potenial �Ep experimentada portal partíula, ao deser uma altura igual ao seu próprio diâmetro d, é dada por�Ep = mgd. Enontramos que �Ep é aproximadamente igual à Ek. É interes-sante alular qual deveria ser o diâmetro de uma partíula deste mesmo materialpara que alguma agitação térmia signi�ativa oorra a temperaturas normais. Oresultado obtido é em torno de 1 �m, o qual é era de duas ordens de grandezamenor do que a menor partíula de interesse aqui. Estas observações mostram oaráter atérmio destes sistema e onstituem um sério obstáulo para a modeliza-ção de suas propriedades por variáveis térmias ou hidrodinâmias onvenionais.Logo, algum outro meanismo responsável pela geração de �utuações é neessáriopara que o sistema explore on�gurações no espaço de fase. Como veremos, umpossível meanismo é a vibração do sistema.A fenomenologia de sistemas granulares é bastante partiular e difere emvários aspetos dos demais estados usuais da matéria. Neste apítulo vamosanalisar em detalhe algumas destas propriedades, em partiular ompatação esegregação, e os resultados experimentais que tentaremos modelar nos próximos2



apítulos.1.1 CompataçãoO fen�meno de ompatação de materiais granulares é um problema de funda-mental importânia em vários proessos industriais, estando presente na própriaprodução, no empaotamento, armazenamento e transporte de inúmeros produ-tos. Isto aontee porque quando um sistema granular é submetido a agitação (oque é pratiamente inevitável num proesso industrial), este tende a ompatar.A maneira omo um sistema não térmio e desordenado quando perturbadorelaxa ao seu estado de equilíbrio pode ser um proesso lento e ompliado. Aprimeira di�uldade é justamente a de�nição de um estado de equilíbrio e o dopróprio oneito de temperatura. No aso de um sistema omposto por partíu-las esférias oloadas em uma aixa, pode-se variar a densidade do sistema de� � 0:55, que representa a on�guração meaniamente estável de menor densi-dade 2, até � � 0:64 que representa o limite de ompatação do sistema. Comojá foi dito, a temperatura do ambiente não é su�iente para gerar as �utuaçõesneessárias e então é preiso que sejam apliadas exitações externas não térmi-as ao sistema, omo por exemplo agitar o reipiente onde as esferas (materialgranular) se enontram.1.1.1 Evolução temporal da densidadeA experiênia, desrita em maiores detalhes na referênia [3℄, onsiste em agitarvertialmente um reipiente preenhido om esferas de vidro de 2mm e monito-rar a densidade de partíulas por meio de um método não invasivo, medindo aapaitânia entre as duas plaas, que depende da onstante dielétria do meio.O valor iniial medido da densidade foi �0 � 0:577, onde o proedimentousado para preparar o estado iniial é failmente repetido (a forma de preparoda amostra é muito importante em uma experiênia om meios granulares, verseção 1.3). O proesso de agitação do reipiente foi feito através de uma sériede �tapas�, uja vantagem é permitir a realização das medidas entre duas per-turbações onseutivas sem que haja a superposição dos efeitos destas durante a2Na referênia [2℄ são disutidos os estados de pilhas de esferas duras, inluindo os estadosrandom loose paked e random lose paked que serão utilizados neste trabalho.3



medida.

Figura 1.1: Densidade na parte inferior do sistema omo uma função do logaritmodo número de tapas t para � = 1:4(�), 1.8(Æ), 2.3(4), 2.7(�), 3.1(r), 4.5(}),5.4(+). As linhas sólidas são o ajuste logaritmio, eq. (1.1). Da ref. [3℄.A �gura 1.1 mostra a densidade próxima a parte inferior do sistema omouma função do número de tapas t para diferentes aelerações impostas ao sis-tema, � = a=g = A!2=g, entre 1.4 e 5.4 (onde a é a aeleração do tubo, A é aamplitude e ! é a frequênia de vibração, e g é a aeleração da gravidade). Cadaurva representa a média sobre ino realizações do experimento. Para a menoraeleração, � = 1:4, uma relaxação signi�ativa só é observada depois de umlongo tempo. Para � = 1:8, o omportamento é diferente: a densidade omeça aaumentar imediatamente e ontinua até t = 200, onde satura. Para � = 2:3 o sis-tema não mostra saturação até mesmo para o tempo máximo t = 10000. Quandoas aelerações são maiores do que � = 2:7, os dados obtidos pareem estar todosem uma mesma urva. Para a maior aeleração, � = 5:4, as �utuações ao redordeste valor omum de densidade omeçam a ser observadas.A �gura 1.2 mostra mais laramente a transição no omportamento da om-patação do sistema em torno de � = 1:8. Nesta �gura é mostrada a mudançana densidade depois de 10000 tapas, ��(t = 104) = �(t = 104) � �0, ontraa aeleração �. Pode-se pereber um rápido aumento oorrendo na aeleração4



Figura 1.2: ��(t = 10 4), a variação na densidade de ompatação depois de10000 tapas, é mostrada omo função da aeleração �. Tanto a densidade total(ver omentários na ref. [3℄) da oluna (�) quanto a densidade na parte inferiordo sistema (4) são mostradas.araterístia � � 1:8. Aima de � � 2:7, o aumento de ��(t = 104) é pouopronuniado. O experimento se mostra onlusivo para o regime de baixas inten-sidades de vibração, onde a gravidade e as forças internas de atrito são as forçasimportantes e o movimento onvetivo pode ser ontrolado. Quando � � �existe uma ompetição entre a riação e a destruição de defeitos em ada tapa eé esperado que ��(t = 104) diminua à medida que a aeleração ontinue sendoaumentada.Vários tipos de ajustes foram propostos (ver �gura 4 da referênia [3℄), masum que se mostra satisfatório em todo o intervalo de tempo, apesar de possuirquatro parâmetros livres, é do tipo�(t) = �1 � ��11 +B ln �1 + t� � ; (1.1)onde �1, ��1, B e � são onstantes que dependem somente da aeleração �.Esta forma de ajuste é motivada pela observação de que para tempos longos osistema relaxa de forma logaritmiamente lenta, seguido de um estado assintótiopara tempos maiores. É importante enfatizar que este proesso de relaxação é5



muito lento. As linhas na �gura 1.1 são o resultado desta forma de ajuste. Paratempos longos, outras formas de ajuste são possíveis, omo por exemplo, usandoleis de potênia, omo disutiremos nos próximos apítulos.1.1.2 Reversibilidade e IrreversibilidadeA �gura 1.3 mostra o resultado obtido em uma experiênia [4℄ onde a amplitudede vibração � varia om uma taxa lenta. O sistema foi preparado em um estadode baixa densidade e, omo pode ser visto na �gura 1.3, ela aumenta à medida quea vibração rese até hegar em um valor máximo, onde a aeleração imposta aosistema é algumas vezes a aeleração da gravidade. Entretanto, para aeleraçõesmuito altas oorre o oposto, a densidade diminui quando a aeleração rese aindamais. Isto oorre pois a vibração tem dois efeitos: ela destrói defeitos estruturaisno material mas ao mesmo tempo também pode riar novos. No aso em quea vibração é bastante forte, pode ainda destruir qualquer ordem já existenteno sistema e fazer om que este se torne menos denso om o passar do tempo.Quando o sistema é submetido à uma diminuição da vibração, a densidade nãoaompanha a urva anterior (ramo irreversível) mas ontinua a reser mesmopara pequenos valores da aeleração. Este segundo ramo é reversível e pode servisto na parte superior da �gura 1.3.1.2 SegregaçãoPratiamente todos os estágios de operação industrial estão sujeitos aos efeitosda segregação, proesso que tende a separar os omponentes de uma mistura quesupostamente deveria ser o mais homogênea possível. Este é um problema per-sistente, por exemplo, na indústria de polímeros, a qual seguidamente lida omreações entre granulares seos que primeiramente devem ser misturados ou fundi-dos o mais homogeneamente possível. Na indústria da agriultura, a segregaçãotambém é um problema, já que este tipo de indústria tenta produzir misturasaltamente ontroladas de vários grãos e outras proteínas na forma granular. In-dústrias que lidam om materiais de pequeno valor agregado, omo omida paraanimais, não podendo arar om tenologias so�stiadas que adiionem um ustoexessivo aos seus produtos, mantêm ténias rústias e pouo efetivas. Assim,um melhor entendimento do meanismo do fen�meno da segregação em meios6



Figura 1.3: Dependênia de � da história de vibração. O sistema foi preparadoem um estado iniial de baixa densidade e então a amplitude de vibração � foiaumentada lentamente (símbolos sólidos) e depois diminuída (símbolos abertos).Para ada valor de � o sistema foi submetido à 105 tapas e então sua densidadeera medida e � era aumentado de �� � 0:5. O ramo superior tem as densidadesmais altas e é reversível à mudanças em � (símbolos quadrados). O ramo inferioré irreversível. Da ref. [4℄.granulares é de grande importânia não só do ponto de vista oneitual mastambém por razões eon�mias.Este fen�meno é fonte de frustação na indústria, já que quando uma misturagranular é submetida a �uxo, vibrações ou forças de isalhamento, os omponetesdesta tendem a se separar parialmente.Em materiais granulares, o movimento Browniano pode ser ompletamentedesonsiderado, devido ao fato de que a agitação térmia por si só não tem aapaidade riar �utuações que permitam o sistema explorar o espaço de on�-gurações. Isto está em ontraste om o que oorre em líquidos onde as partíulasestão sujeitas a este movimento, o qual somente pela agitação térmia onseguefazer om que o sistema misture, �ando mais homogêneo. Devido a este fato,materiais granulares são difíeis de misturar homogeneamente. Dois materiais7



granulares que tenham diferenças em suas densidade, formas, tamanhos, ou atémesmo em suas propriedades miromeânias (omo oe�iente de reestituiçãoelástia e de atrito) tem propensão à segregação. Esta é uma das araterístiasdo omportamento destes materiais que não se assemalha a de nenhum outroestado da matéria.O aso mais estudado é o de segregação por diferença de tamanho entre osomponetes do sistema granular em questão. Experimentos mostram que aspartíulas maiores tendem a separar das menores indo para a parte superior dapilha do material. Este é um fen�meno ontra-intuitivo já que a prinípio éesperado que as partíulas maiores e mais pesadas desessem para que a energiapotenial do sistema fosse minimizada.Os asos disutidos neste trabalho sobre segregação limitam-se a apliação devibrações vertiais aos sistemas que ontém o material granular.Muitos meanismos possíveis para o proesso de segregação foram propos-tos e estudados nos últimos anos. Vamos agora explorar alguns dos prinipaismeanismos.1.2.1 Segregação por perolaçãoO experimento [5℄ onsiste em agitar vertialmente um reipiente aproximada-mente bidimensional preenhido om um material granular, o qual é ompostode um únio �intruso� (partíula de tamanho diferente das demais) imerso emum ambiente homogêneo (matriz monodispersa). O intruso é araterizado pelarazão entre o seu raio e o das partíulas da matriz, � = R=r.Podemos ver na �gura 1.4 que um intruso de grande tamanho não neessa-riamente repousa sobre uma linha da matriz (ordenada) do sistema. Ao invésdisto, pode ser sustentado aima de tais linhas por partíulas laterais, desde quea linha que une estas partíulas de apoio se enontre abaixo do entro de gravi-dade do intruso. Este efeito é semelhante ao que oorre em aros de atedrais, osquais estão apoiados em pedras que transmitem seu peso para as olunas laterais.Baseado nesta semelhança, este fen�meno será referido omo efeito de aro.Na referênia [5℄ o seguinte meanismo é proposto para a asenção do intrusodevido aos efeitos de aro nesta matriz monodispersa: a medida que o reipienteé agitado, um intruso que esteja apoiado em uma estrutura do tipo aro tem apossibilidade de subir um pouo e om isto as partíulas que estavam lhe servindo8



Figura 1.4: Diferentes on�gurações de pilhas bidimensionais não homogêneas, daref. [5℄. As �guras (b) e (d) são estruturas geradas om o omputador, enquantoque (a) e () são estruturas fotografadas em um experimento. Nota-se que ointruso pode �ar em uma posição estável sem preisar estar em ontato om aspartíulas imediatamente abaixo (efeito de aro).de apoio e eventualmente algumas outras (dependendo de quanto o intruso fordesloado, o que dependerá da amplitude de vibração) aiam no espaço dispo-nível abaixo da partíula intrusa; após este movimento o intruso permaneerána sua próxima posição estável que poderá ser sobre a matriz, ou apoiado pornovas partíulas laterais formando um novo aro. Um modelo analítio, tambémproposto em [5℄, usa este meanismo e, dependendo do tamanho do intruso, épossível que este tenha uma asenção ontínua ou intermitente através da ma-triz. Como onseqüênia, disos grandes (� > �2D = 12:9 e � > �3D = 2:78)têm seu movimento de asenção ontínuo em baixas amplitudes de exitação (oque em experimentos reais deve orresponder a um limite de agitação um pouomaior do que a aeleração gravitaional), enquanto que os pequenos neessitam9



de maiores amplitudes de exitação ou devem esperar que oorra uma �utuaçãomaior na sua altura para que om isso possam enontar uma posição estável maisaima; então é esperado que estes últimos apresentem um movimento de asençãointermitente.Um experimento realizado para a omprovação deste modelo analítio foi avisualização direta das trajetórias das esferas pequenas e do diso grande. Aqui aaeleração é mantida onstante em � = 1:25 e são utilizados intrusos de diversostamanhos. Este experimento registra as alturas, h(t), dos diferentes intrusos emfunção do tempo, omo mostrado na �gura 1.5. A �gura 1.6 mostra a asenção dedois disos de diferentes tamanhos. Nela pode ser observado que o intruso grande�gura (a) tem uma asenção pratiamente ontínua enquanto que o menor (b)tem seu movimento de asenção marado por uma série de plat�s e degraus.

Figura 1.5: Posição h(t) dos intrusos de vários tamanhos imersos em uma matrizde partíulas de 1.5 mm de diâmetro. Quanto maior o tamanho do intruso, maisrápida é a sua asenção. Da ref. [6℄.Os resultados da �g. 1.5 demonstram laramente um proesso de segregaçãopor tamanho onsistente om o modelo analítio de segregação por efeito dearos. Intrusos pequenos (� < 12:9) experimentam um movimento de asençãodesontínuo marado por uma série de degraus e plat�s (por exemplo, a urvaquando � = 5:3). Quanto maior é o tamanho do intruso, menos disontínuo10



Figura 1.6: Observações experimentais do movimento de um intruso. O diagrama(a) orresponde à asenção ontínua (� = 16 e � = 1:2), enquanto que (b) mostrasuessivos plat�s (� = 2 e � = 1:4). A linha pontilhada nos dois diagramas éum artefato devido à ténia de proessamento de imagem. A esala horizontalorresponde à uma hora de experimento. Da ref. [5℄.é seu movimento de asenção (por exemplo, � = 16:3), o que também está deaordo om o modelo. Para intrusos su�ientemente pequenos (araterizadospor � < 3), o movimento de asenção não oorre, ao menos para esta aeleraçãoem partiular e durante toda a duração do experimento (em torno de 1 hora).Os resultados obtidos para as veloidades de asenção dos diferentes disos sãomostrados na �gura 1.7, e pode ser notada a existênia de um diâmetro limiteabaixo do qual qualquer movimento de asenção é inibido. Notamos que paraaelerações pequenas, as �utuações Æh na posição do intruso podem ser menoresdo que o neessário para que oorram saltos desontínuos entre as suessivasposições estáveis.Finalmente, a dependênia da veloidade de asenção do intruso om o seutamamnho pode ser útil em apliações industriais, dado que esta dependêniapermite um meio de separar partíulas que estejam imersas num meio granular.Pode-se ver uma possibilidade de separar os omponentes de diversos tamanhosdesde que se esolha adequadamente a aeleração que será imposta à élula.
11



Figura 1.7: Veloidade de asenção medida da �gura 1.5 omo uma função darazão �. Da ref. [6℄.1.2.2 Segregação por onveçãoExperimentos em duas [6℄ e três dimensões [7℄ mostram que quando a vibração ésu�ientemente intensa, as partíulas experimentam um fen�meno de onveção.Tais experimentos onsistem em vibrar vertialmete reipientes ilíndrios,om ou sem a presença de um intruso. Os resultados mostram a existênia demovimentos onvetivos na oluna de material granular quando sujeita à tapas.Após ada um destes impulsos, se permite que o sistema relaxe.Para visualizar o ilo de onveção, oloamos uma únia esfera grande (ointruso) juntamente om uma amada de esferas menores maradas entre outrasesferas idêntias a estas últimas, porém não maradas. As �guras 1.8a - 1.8 sãoesquemas que ilustram o movimento das esferas omo é observado experimental-mente. Estes desenhos são seções, já que o padrão real exibe simetria ilíndriaem torno do eixo vertial da oluna. A �gura 1.8a mostra a on�guração iniialdo experimento antes do primeiro tapa. Imediatamente após o omeço do pro-esso, um anel de partíulas maradas se move ao longo das paredes na direçãoda parte inferior do ilíndro (�g. 1.8b). Ao longo do tempo, partíulas individu-ais destes anéis externos, se movem na direção da parte inferior, sendo que estemovimento oorre ao longo das paredes do reipiente. As esferas ao atingirema parte inferior do ilindro, viram para dentro e passam a se mover para imana região entral do tubo (�g. 1.8). Enquanto isto, a região entral interna daamada marada, juntamente om o intruso (se este estiver presente), viaja nadireção da superfíie (�g. 1.8b). Após hegar ao topo, as pequenas esferas da12



matriz se movem na direção das paredes e passam a deser da mesma forma quea porção externa da amada iniial o fazia. Foi veri�ado que este proesso éindependente da presença do intruso; a onveção segue oorrendo mesmo quetodas as partíulas sejam do mesmo tamanho.

Figura 1.8: Desrição esquemátia de um experimento tridimensional para a se-gregação de um intruso. O diagrama (a) mostra a on�guração iniial. Em (b) ointruso omeçou o seu proesso de subida, enquanto que algumas partíulas pe-quenas maradas omeçaram a deser ao longo das paredes laterais. O diagrama() mostra a situação do experimento um tempo depois, quando a onveção re-irula as partíulas maradas trazidas para baixo ao longo das laterais, enquantoque um �uxo onvetivo entral empurra o intruso para o topo. Da ref. [7℄.A �gura 1.9 mostra o resultado obtido neste experimento, onde foi registrada aprofundidade� abaixo da superfíie superior de uma únia esfera grande oloadaem uma matriz de esferas menores e vibrada em uma aeleração de a = 7g (g éa aeleração gravitaional). Esferas grandes tendo a razão de seu diâmetro emrelação ao das menores de � = 9:5 e � = 3 foram estudadas e o resultado émostrado na �g. 1.9. A profundidade � é medida do topo do intruso até a alturada oluna, hf , e � é o número de tapas medido em relação ao tempo que o intrusoleva para emergir na superfíie superior (este instante é de�nido omo sendo� = 0). Para omparação também é mostrado � para uma partíula típia damatriz. A �gura 1.9 mostra que, independentemente do tamanho do intruso, seumovimento de asenção proede na mesma veloidade que o �uxo onvetivo da13



Figura 1.9: Posições suessivas de diferentes intrusos mostrada ontra o númerode tapas apliados ao reipiente. A razão � é igual à 9.5 (ruzes), 6 (írulos)e 1 (quadrados), respetivamente. Note que os intrusos maiores �am presosna superfíie enquanto que os menores são arrastados de volta para baixo pelaonveção. Da ref. [7℄.matriz. Por razões puramente geométrias, intrusos grandes não podem retornarpara baixo ao longo das paredes da mesma forma que a maioria da populaçãode partíulas o faz. Com esta observação, podemos onluir que estamos lidandoaqui om um fen�meno de segregação por pura onveção.Segregação por onveção aontee tanto em duas quanto em três dimensões.É muito importante relembrar que omo é a onveção que guia o proesso,a veloidade de asenção do intruso não depende do seu tamanho, em notávelontraste om o meanismo por efeito de aros.Outro fato importante deve ser ressaltado em relação às ondições experimen-tais em que oorrem a segregação por efeito de aros e por onveção. Elas nãooorrem na mesma região de aelerações: para que oorra o regime onvetivosão neessários altos valores de aeleração (por exemplo, no experimento desritoaima, a = 7g) e a forma e as propriedades de atrito do reipiente são importan-tes (ver disussão na ref. [7℄), enquanto que nas experiênias que demonstram oefeito por aros, as aelerações são bem mais baixas (por exemplo, a = 1:25g) esão tomados uidados quanto ao atrito das partíulas om o reipiente [6℄.14



1.2.3 Outros meanismos de segregaçãoReentemente foi proposto ummeanismo para segregação baseado nos resultadosde simulações de dinâmia moleular [8℄ para sistema om dois tipos de esferas(as quais são araterizadas pela sua massa e por seu diâmetro). O meanismoonsiste em oloar o sistema em uma temperatura tal que um tipo de esfera on-dense no fundo enquanto que o outro não. Este meanismo ainda é ontroverso,tanto teoriamente [9℄ quanto experimentalmente [10℄. Mas ele apresenta um re-sultado muito interessante, que é o fato de ser possível �reverter� a segregação, ouseja, ao invés das partíulas maiores subirem, omo o que normalmente aontee,estas se desloariam para a parte inferior do sistema. Na ref. [8℄ é mostrado umdiagrama de fase para estas situações.Existem outros �tipos� de segregação. Um destes é o que oorre em expe-rimentos realizados em tambores giratórios, onde são observados os fen�menosde segregação axial e radial [11℄. Também oorre segregação quando um meiogranular é submetido a uma força de isalhamento, do tipo um trator passandopor um terreno rohoso.1.3 Semelhanças om vidros e vidros de spinEm regimes de altas densidades, as interações devidas ao volume exluído são im-portantes na formação de estruturas desordenadas e amorfas de meios granulares.A analogia entre a ompatação lenta de materiais granulares e outros sistemasdesordenados omo vidros foi reonheida há algum tempo [12, 13℄.Sistemas granulares e vitrosos ompartilham a importante araterístia deapresentarem um número exponenialmente grande (em relação ao tamanho dosistema) de diferentes estruturas meaniamente estáveis. Mirosopiamente,esta propriedade pode ser pensada omo sendo gerada por frustração geométriaou por vínulos inétios. Isto leva, em regimes de altas densidades, a umamobilidade nula a qual é uma lara manifestação marosópia da relaxação lentae da transição de jamming.Entre as semelhanças entre sistemas vitrosos e meios granulares se destaam arelaxação lenta [14℄, ilos reversíveis-irreversíveis [15℄, omo já foram apontadosna seção sobre ompatação, efeito gaiola (age e�et) [16℄ na mobilidade daspartíulas e efeitos de memória. 15



Para mostrar efeitos de memória o sistema é agitado om três diferentes am-plitudes (por exemplo, fraa, moderada e forte) durante um tempo su�ientepara que ada um dos sistemas atinja uma mesma densidade pré-determinada.Numa segunda fase desta experiênia, a amplitude de vibração é esolhida omoa `moderada' para os três sistemas. Se o estado do sistema é desrito apenaspela sua densidade, a evolução destas para os três sistemas deveria ser a mesmaapós esta mudança e deveriam seguir a urva `moderada', a qual foi tomada omoreferênia. É observado que isto não oorre. O sistema fraamente agitado deveprimeiro dilatar antes de prosseguir om a ompatação, enquanto que o sistemaque foi fortemente agitado, ompata mais rápido do que o sistema de referên-ia. Este experimento india que alguns outro observáveis são neessários para sepossa desrever a evolução do sistema. Novamente, este mesmo tipo de fen�menotambém é observado em vidros.Algumas funções de relaxação em líquidos super resfriados apresentam umomportamento ompliado, sendo neessário a de�nição de vários tempos de re-laxação. Por exemplo, a relaxação das orrelações de densidade oorre em doisestágios. O deaimento iniial oorre até um plat� de valor não nulo. Fisia-mente, esta relaxação � orresponde ao movimento loalizado das partíulas emgaiolas estruturais (ages) formadas pelas suas vizinhas; o tempo de relaxaçãoorrespondente, ��, normalmente aumenta omo um função de Arrhenius à me-dida que a temperatura é diminuída. Em esalas de tempo bem maiores, ��, afunção de relaxação deai deste plat� para zero, e apenas o omportamento paratempo longos da relaxação � é desrito por uma exponenial estiada.
Devido a estas várias semelhanças, reentemente vários modelos para sistemasvitrosos foram adaptados om o objetivo de desrever as propriedades dos meiosgranulares [14, 17, 18, 19, 20, 21, 22℄.
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A dissertação está organizada da seguinte forma: o próximo apítulo desreveo modelo de Kob e Andersen (KA) [16℄ e suas generalizações [14, 23℄, sendotambém apresentados os resultados das simulações om este modelo para o asoom gravidade, onde os fen�menos de ompatação e segregação granular estãopresentes; no tereiro apítulo é usada uma abordagem do tipo ampo médio viaum modelo de difusão não linear para o modelo KA, om e sem a presença de umampo gravitaional; no quarto apítulo, motivado pelos resultados destes doisanteriores é proposto um modelo também via difusão não linear om o intuito deexpliar alguns aspetos da segregação granular; no quinto e último são mostradasas onlusões e perspetivas do trabalho.
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Capítulo 2O Modelo de Kob e AndersenUma visão importante para a transição vitrosa vem de modelos inétios, ao evi-deniar que terrenos omplexos de energia não são um ingrediente neessário paraque se obtenha a fenomenologia vitrosa. O proesso de vitri�ação foi enontradoem modelos simples em redes om vínulos inétios. Estes tipos de modelos têma vantagem de apresentar um estado de equilíbrio trivial, o qual pode failmenteser araterizado analitiamente e então permite que seja feita uma omparaçãolara entre as propriedades estátias e dinâmias do sistema.Um destes modelos é o proposto por Kob e Andersen (KA) [16℄, o qual mostrouum bloqueamento estrutural aima de uma densidade limite. A fenomenologia domodelo também foi omparada om a teoria de modos aoplados (mode ouplingtheory) [24℄, que propõe uma visão intrinsiamente inétia da transição vitrosa,estando qualitativamente de aordo.O modelo KA também foi usado reentemente omo um modelo para a tran-sição de jamming em sistemas granulares [14℄.2.1 O ModeloNa versão original, o sistema é omposto de N partíulas numa rede úbia sim-ples de lado L (volume L3), om ondições periódias de ontorno. Em ada sítio,pode haver no máximo uma partíula e, além deste vínulo de aroço duro, nãohá nenhuma outra forma de interação entre as partíulas, ou seja, o hamiltonianodo sistema é H = 0: (2.1)18



Em ada passo de tempo, uma partíula e um dos seus sítios vizinhos são esolhi-dos aleatoriamente. É permitido que uma partíula se mova para o sítio vizinhoquando as seguintes ondições são satisfeitas:� o sítio vizinho esolhido está vazio;� a partíula tem menos do que � primeiros vizinhos oupados;� a partíula terá menos do que � primeiros vizinhos oupados depois de semover.Esta regra inétia é temporalmente reversível e o balanço detalhado é satisfeito.As on�gurações têm o mesmo peso estatístio o que faz om que o sistema estejasempre termalizado. Resultados interessantes são obtidos quando o valor de �não é nem muito grande (o que reproduziria um simples gás de rede) nem muitopequeno (onde o sistema estaria pratiamente bloqueado). Por exemplo, parauma rede úbia simples onde o número de primeiros vizinhos é 6, o valor esolhidode � é 4. Os vínulos inétios impedem que uma partíula se mova quando temmuitos vizinhos oupados; ao passo que a ondição de balanço detalhado garanteque a partíula não se moverá aso tenha muitos vizinhos após o movimento.Por �m, as ondições de ontorno preisam ser espei�adas. Na versão ori-ginal do modelo [16℄, o sistema é fehado, ou seja, o número de partíulas éonstante. Outra possibilidade, onsiderada em [23℄ é permitir a troa de partí-ulas om um reservatório uja densidade é �R. O reservatório é implementadode forma a permitir a riação/destruição de partíulas em uma únia amada dosistema: se um sítio desta amada, esolhido aleatoriamente, estiver vazio, umanova partíula é aresentada nesse lugar; aso ontrário (sítio oupado), a partí-ula é removida om uma probabilidade e�� (onde � é o potenial químio). Esteproesso de troa é utilizado juntamente om o proesso difusivo normal. Nestaversão grand-an�nia do modelo, o número de partíulas (que faz o papel daenergia) não é mais �xo e o parâmetro externo de ontrole é o potenial químio�. Dado que muitas das propriedades dinâmias de vidros estruturais e de meiosgranulares densos são ditadas por restrições geométrias similares, pode-se gene-ralizar o modelo KA para o aso de sistemas granulares inluíndo-se um ampogravitaional [14℄. Assumimos iniialmente que todas as partíulas têm a mesma19



massa m e interajam om o ampo gravitaional além de respeitarem as regras i-nétias do modelo original. As partíulas estão on�nadas numa aixa (de alturaH e L2=2 sítios por amada) fehada na parte inferior (z = 0) e om ondiçõesperiódias de ontorno na direção horizontal. O topo da aixa, z = H, pode es-tar tanto fehado omo em ontato om um reservatório de partíulas. O vínuloinétio é � = 5 e o tipo de rede utilizado é uma rede úbia de orpo entrado(BCC). O hamiltoniano então passa a ser a energia potenial gravitaional dosistema �H = Xi zini (2.2)onde ni = 0; 1 é a variável de oupação do i-ésimo sítio, o qual tem altura zi, = mg=kBT é o omprimento gravitaional inverso, que representa a razão entrea variação de energia potenial gravitaional ao passar uma partíula de umaaltura z para z+1 e a energia térmia, e g é a aeleração gravitaional onstanteque atua na direção �z.É importante ressaltar, omo já foi dito na introdução, que a energia térmiados grãos é desprezível. Portanto, T não é a temperatura físia do banho tér-mio nem a �temperatura granular� usualmente assoiada om a energia inétiamédia das partíulas, mas sim uma função da intensidade de vibração externaimposta ao sistema. Nos sistemas reais, devido ao aráter inelástio das olisões,a energia que é injetada na parte inferior vai se dissipando à medida que é trans-ferida vertialmente. Por outro lado, aqui se assume que o movimento difusivoaleatório dos �grãos� produzido pelas vibrações meânias da aixa pode ser mo-delado omo um banho térmio de temperatura T . As partíulas que satisfazemo vínulo inétio podem se mover de aordo om a regra de Metropolis omprobabilidade min[1; x��h℄, onde �h = �1 é o possível desloamento vertiale x = exp(�) representa a �amplitude de vibração�. Ou seja, movimentos nadireção do ampo gravitaional são sempre permitidos enquanto que na direçãoontrária eles oorrem om uma probabilidade que depende da vibração.2.2 TermodinâmiaAntes de onsiderar o regime fora do equilíbrio, é importante estudar as proprie-dades de equilíbrio do modelo KA que são aquelas de um gás de rede de partíulas20



não interagentes. Na versão grand-an�nia, o hamiltoniano éH = �� NXi=1 ni (2.3)onde � é o potenial químio. A função de partição do sistema pode ser fatoradajá que as partíulas são não interagentes e tem a seguinte formaZ = (1 + e��)V (2.4)É possível nos onvenermos de que as regras inétias permitem que uma redeiniialmente vazia, a qual vai sendo progressivamente preenhida, deixa apenasO(1=L) sítios vazios por unidade de volume [23℄. Então, o proesso gerado peladinâmia de evolução do modelo é markoviano e as propriedades estátias sãodesritas orretamente pela função de partição, eq. (2.4). Com isto, a energialivre do sistema é 
 = �kBT ln Z = �V� ln �1 + e��� (2.5)a partir da qual se pode alular a oupação média dos sítios e a entropiahNi = �� 
�� (2.6)S = �� 
�T : (2.7)A densidade de partíulas, �, e de entropia, s, são de�nidas omo� = hNiV (2.8)s = SV : (2.9)Em partiular, a equação de estado e a entropia são dadas respetivamente por� = 11 + e��� (2.10)s = �� ln �� (1� �) ln(1� �): (2.11)
21



As �guras 2.1 e 2.2 mostram o omportamento destas funções. Conheendo-se aentropia, é possível esrever a energia livre de Helmholtz do sistema,F = E � TS; (2.12)e omo as partíulas do sistema são não interagentes (E = 0), temos a seguinteexpressão para a energia livre:� f = � FV = � ln �+ (1� �) ln(1� �) : (2.13)
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Como as propriedades estátias do sistema são funções regulares (ver as �gu-ras 2.1 e 2.2) da densidade ou do potenial químio, não há uma transição de fasetermodinâmia e o omportamento vitroso é somente onseqüênia da transiçãodinâmia, ou seja, é um efeito puramente inétio.Na presença do ampo gravitaional, a densidade de partíulas passa a seruma função da variável vertial z, ou seja, � = �(z). Como no aso anterior osistema segue sendo um gás de rede omposto de partíulas não interagentes, masagora, estas interagem om o ampo gravitaional. Logo, deve ser aresentadoà energia livre de Helmholtz um termo igual à E = mg z, o qual orresponde àenergia potenial gravitaional de uma partíula de massa m a uma altura z,�F [�(z; t)℄ = Z H0 dz [ (1� �) ln(1� �) + � ln �+ z  � ℄ : (2.14)O proesso de Markov gerado pelas regras inétias no aso om gravidadetambém é irredutível no espaço total de on�gurações, e om isto, as propriedadesestátias podem ser obtidas a partir da energia livre do sistema, eq. (2.14). Porexemplo, a oupação média de ada nível é:�(z) = 11 + ez+� (2.15)onde o multipliador de Lagrange � é determinado pelas ondições de ontornodo sistema em questão (densidade total onstante ou sistema em ontato omum reservatório), dependendo do ensemble estatístio em questão (an�nio ougrand-an�nio). A �gura 2.3 mostra a omparação entre a eq. 2.15, no aso ondeo número de partíulas é �xo, e os resultados da simulação para o modelo de KAnão vinulado (� = 8).2.3 Simulações Numérias2.3.1 Sistema fehadoA altas densidades, a dinâmia �a mais lenta devido ao reduzido volume livre,o que faz om que se torne mais difíil para uma partíula satisfazer o vínuloinétio. Assim, existirá uma densidade rítia � aima da qual não há maisrearranjamentos estruturais marosópios e a mobilidade se anula. Uma maneira23
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No regime de altas densidades, se observa que a mobilidade das partíulas vaia zero à medida que o sistema se aproxima da densidade rítia �. Com base emalguns estudos teórios [24, 26, 27℄, tenta-se um ajuste do tipo lei de potênia natentativa de desrever esta observação. A lei de potênia utilizada é da formaD(�) � (� � �)�: (2.18)A �gura 2.5 mostra o resultado deste ajuste nos dados obtidos na simulaçãonuméria do modelo KA numa rede BCC om � = 5. Os parâmetros de ajustesobtidos foram: � ' 0:84 e � ' 3:1. No artigo original ref. [16℄ foram obtidos,para uma rede úbia simples, � ' 0:88 e � ' 3:1.
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uma rede úbia de fae entrada (FCC) e úbia de orpo entrado (BCC) [29℄.Rede z � � �SC 6 4 0.881 3.1BCC 8 5 0.84 3.1FCC 12 4 0.647 3.1FCC 12 6 0.806 3.1FCC 12 7 0.876 3.09Tabela 2.1: Resultados para a densidade rítia, �, e para o expoente, �, emdiferentes tipos de redes e vários valores de �. Dados obtidos a partir das refe-rênias [15, 16, 28℄.
2.3.2 Sistema em ontato om um reservatório de partíu-lasNeste aso, o per�l de equilíbrio é sempre plano om � = �R. Quando �R � �, osistema onsegue atingir o equilíbrio rapidamente (relaxação exponenial). Mas,quando a densidade do reservatório se aproxima da densidade rítia, o sistemanão onsegue mais equilibrar rapidamente e passa a apresentar propriedades forado equilíbrio. Neste aso, quando o tempo rese a densidade se aproxima dovalor rítio omo uma lei de potênia [23℄� � �(t) � t�1=� (2.19)omo pode ser visto na �gura 2.6.A inapaidade de atingir o equilíbrio é devida ao fato que a altas densidades,o número de aminhos que levam às on�gurações de equilíbrio é muito menordo que os que levam a qualquer outro lugar do espaço de on�gurações. Por-tanto, mesmo que em prinípio a dinâmia sempre permita que se atinja umaon�guração de equilíbrio, as on�gurações onde � � � não são efetivamenteaessíveis.Como o sistema não se enontra mais em equilíbrio, não há invariânia frentea translações temporais. Em partiular, R2(t) depende agora expliitamente de 2tempos, R2(t; tw), onde t é medido a partir de um erto tempo de espera tw. Estapropriedade, bastante omum em sistemas vitrosos, é onheida omo aging [30℄27
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Figura 2.7: Desloamento quadrátio médio vs. tempo. Os tempos de esperasão tw = 10; 102; 103; 104; 105 (de ima para baixo). A densidade da on�guraçãoiniial é 0:75. Da ref. [31℄.por unidade de tempo, suas trajetórias podem interferir, o que irá impedir osistema de atingir o estado de mais alta densidade. Este proesso de oloaçãooletiva das partíulas pode ser implementado de diversas formas. Por exemplo,na referênia [14℄, todas as partíulas são oloadas simultaneamente na metadesuperior da aixa e liberadas para que aiam sob a ação do ampo gravitaional,até que seja alançado um estado onde nenhuma partíula possa mais deser.Neste aso, a densidade média nas amadas inferiores é �rlp = 0:707, aproxima-damente orrespondente a um estado random loose paked. Outra possibilidade éo uso de um reservatório de partíulas, o qual pode ser deixado sempre aberto oupode ser fehado após um erto número de partíulas terem entrado no sistema.Esta outra forma oletiva de oloar as partíulas no sistema tem a vantagemde que o �uxo iniial de partíulas pode ser ontrolado, sendo om isso umaforma intermediária entre uma partíula entrando por vez e o aso onde todassão oloadas simultaneamente. Portanto, o sistema é menos vinulado do quequando todas as partíulas aem juntas, o que permite que o sistema atinja umamaior densidade iniial e que este per�l seja mais próximo ao estaionário. Umavez preparado o sistema, a vibração é mantida em uma amplitude �xa x. Na�gura 2.8 mostramos os per�s, para tempos longos, para um sistema aberto e um29



fehado.
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omo as osilações presentes na base do sistema.
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tados da simulação. Devido a limitada janela de tempo, não é possível esolherentre a lei logarítmia ou uma lei de potênia para a ompatação, on�rmandoque esta limitada janela de tempo não permite distinguir entre os diferentes regi-mes de relaxação lenta [33℄. A �gura 2.10b mostra que o ajuste da lei logarítmiaé bom para baixos valores da amplitude de vibração (x < 0:3), enquanto quepara valores mais altos já se pode notar desvios desta lei de ompatação. A�gura 2.11 mostra que um ajuste do tipo lei de potênia é bastante bom paratempos longos. Pode-se notar nesta �gura que para valores altos de x, todas asurvas são ompatíveis om o mesmo expoente, o qual por sua vez é ompatívelom os resultados teórios do modelo de difusão não linear do próximo apítulo.Para valores pequenos de x, os expoentes pareem ser diferentes. Este pode serum artefato da relaxação muito lenta neste aso, que impede que o sistema atinjao regime assintótio.Finalmente, onsideramos o omportamento de uma mistura om diferentesvínulos inétios. Na verdade, o fen�meno de segregação por massa e por tama-nho é outro omportamento intrigante exibido pelos meios granulares, e diferentesmeanismos foram propostos [7, 34, 35, 36℄ omo vimos na introdução. O obje-tivo aqui é mostrar, na sua forma mais simples, que o fen�meno de segregaçãotambém aparee no presente modelo e motivar o tratamento teório que será feitono apítulo 4. Para manter as oisas da forma mais simples possível, onsidera-sesomente o aso de uma mistura binária om partíulas de massas idêntias. Aúnia diferença entre os dois omponentes é puramente inétia: um tipo de par-tíula é vinulada enquanto que a outra não o é; estas últimas podem, entretanto,bloquear as primeiras. Isto oorre devido as partíula não vinuladas terem umamaior mobilidade do que as vinuladas em uma dada região do sistema, o quefaz om que as partíulas não vinuladas possam ser pensadas omo se fossem aspartíulas pequenas que normalmente são usadas nos experimentos, enquanto queas vinuladas devido à sua mobilidade menor, seriam as grandes. O hamiltonianodo sistema é o mesmo de antes, e a reversibilidade mirosópia ainda é satisfeita.Na �gura 2.12, é mostrada a evolução temporal dos per�s de densidades de umamistura binária a partir de uma distribuição iniial homogênea de partíulas.Apesar de fração de ompatação de ada um dos omponentes aumentar, o sis-tema passa, ao mesmo tempo, por uma separação espontânea om as partíulasvinuladas segregadas no topo da mistura. Este segue sendo o aso mesmo que32



a massa das partíulas vinuladas seja maior do que a das não vinuladas, pelomenos em um erto domínio da razão entre as massas dos dois omponentes. Talefeito pode ser expliado em termos de diferentes mobilidades: durante o pro-esso de agitação, as partíulas não vinuladas �menores� failmente preenhemo espaço entre as partíulas vinuladas �maiores� sempre que estas sobem; istodiminui a probabilidade de que uma partíula vinulada, mais lenta, desça. Estemeanismo é semelhante a perolação, disutido na seção 1.1.1. No nosso aso,isto laramente não é relaionado om uma transição de equilíbrio, dado que ohamiltoniano é indiferente aos vínulos inétios.
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Capítulo 3Equação de difusão não linearComo foi visto no apítulo anterior, o modelo de Kob e Andersen (KA) [16℄desreve várias propriedades de sistemas vitrosos e, na presença de ampo gravi-taional, de meios granulares. Neste último aso, em partiular, foram estudadosem maior detalhe os fen�menos de ompatação e segregação.Estas propriedades são puramente dinâmias e não são apturadas pela ter-modinâmia do modelo. Então é interessante obter uma desrição da dinâmia,apaz de reproduzir o omportamento observado nas simulações. Neste apí-tulo será feita uma abordagem baseada em equações de transporte marosópias(equações de difusão não lineares) na tentativa de desrever as propriedades tantode equilíbrio quanto fora de equilíbrio do modelo KA.3.1 A EquaçãoA densidade em uma região do sistema muda om o tempo devido ao �uxo departíulas que entram e saem desta região. A ausênia de fontes e sumidouros departíulas no interior do sistema leva à equação da ontinuidade��t �(r; t) = �r � J(r; t); (3.1)onde J(r; t) é a orrente de partíulas no ponto r no instante t.Para derivar esta equação, onsidera-se um volume arbitrário V dentro dosistema (ver �gura 3.1). O número total de partíulas dentro deste volume é37



PSfrag replaements J(r; t)Volume V
dSFigura 3.1: Região do espaço om uma forma arbitrária, de volume V e superfíieS. NV = ZV �(r; t) dV: (3.2)Como o �uxo de massa é o únio meanismo para alterar NV , tem-se quedd tNV = � ZS dS � J(r; t) = � ZV dV r � J(r; t); (3.3)onde a primeira integral é sobre a superfíie S que delimita o volume V , e o sinalde menos é devido a J:dS ser positivo quando o �uxo é para fora do sistema (verna �gura 3.1 a direção dos vetores). Temos também quedd tNV = ZV dV ��t�(r; t) : (3.4)Então, ZV dV � ��t �(r; t) +r � J(r; t) � = 0 (3.5)Como esta equação é válida para um volume arbitrário V , o integrando deve sernulo para todos os valores de r, obtendo-se assim a equação da ontinuidade.No aso onde o sistema não é homogêneo somente na direção z, a densidadevolumétria �(r; t) passa a ser uma densidade linear �(z; t) e os operadores gra-dientes passam a ser derivadas pariais em relação à oordenada z, ou seja, a eq.de ontinuidade se simpli�a:��t �(z; t) + ��z J(z; t) = 0: (3.6)O meanismo termodinâmio marosópio para o �uxo de massa (orrente de38



partíulas) é a presença de um gradiente de potenial químio. Então, umarelação fenomenológia razoável éJ(z; t) = ��(�) ��z�(z; t); (3.7)onde �(�) é a mobilidade de Onsager e o potenial químio loal é obtido a partirda energia livre F omo �(z; t) = ÆF=Æ�. A relação aima, quando �(�) = D(onde D é a onstante de difusão), é onheida omo Lei de Fik.Para alular o potenial químio, utilizamos a energia livre do sistema, ob-tida na seção 2.2, assumindo que a únia interação entre as partíulas é do tiporepulsão de aroço duro [37℄�F [�(z; t)℄ = Z H0 dz [ (1� �) ln(1� �) + � ln �+ z  � ℄ ; (3.8)onde H é a altura da aixa onde o gás está on�nado e � e  foram de�nidos naseção 2.2. Os dois primeiros termos do integrando representam a entropia de umgás de rede, eq. 2.10, enquanto que o último é a energia potenial gravitaionaldo sistema.Como vimos no apítulo anterior, no modelo KA a difusividade das partíulasse anula omo uma lei de potênia. Além disto, para sistemas de esferas durasaltamente ompatados, estudos teórios e experimentais também sugerem esteomportamento tipo lei de potênia [24, 26, 27℄. Como estamos efetivamenteinteressados no regime de altas densidades e baseando-se nestes estudos prévios,assumimos que a mobilidade �(�) se omporta omo�(�) = �0 � �(� � �) �1� ���� : (3.9)Esta forma nos garante que nos limites �! 0 e �! � a mobilidade se anula, eontinua sendo zero para densidades maiores do que a densidade rítia (� > �).. Deve-se notar que esta forma funional para a mobilidade tem uma dependêniaimplíita da altura (isto também oorre para a energia livre do sistema), dadoque o per�l de densidade é tipiamente não homogêneo, � = �(z), devido à forçaexterna (ampo gravitaional) e às ondições de ontorno do problema.
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Podemos então alular o potenial químio e a orrente:�(z; t) = ÆFÆ� = kBT �ln� �1� �� + z�J(z; t) = ��(�)kBT �1� ���z + 11� � ����z� + � :Substituindo a orrente de partíulas J na equação da ontinuidade, obtém-sea equação de difusão não linear que desreve a evolução temporal do sistema��(z; t)�t = ��z ��(�) �1� ���z + 11� � ����z�+ ��que pode ser reesrita omo��(z; t)�t = ��z (�1� ���� � 11� � ����z� +  ��) (3.10)onde agora o tempo é medido em unidades de 1=�0kBT .É neessário ainda que as ondições de ontorno sejam espei�adas paraompletar o problema. Serão disutidos dois asos, um orrespondente a umsistema aberto e o outro a um fehado. Nas duas situações, uma das ondiçõesde ontorno requer que a orrente seja nula na amada inferior z = 0: J(0; t) = 0para todos os tempos. Se a amada superior, z = H, estiver em ontato om umreservatório de partíulas de densidade �R (sistema aberto), a outra ondição deontorno será �(H; t) = �R para todos os tempos; enquanto que para um sistemafehado no qual o número total de partíulas é mantido onstante, a segundaondição de ontorno será uma orrente também nula em z = H: J(H; t) = 0,para todos os tempos.Na próxima seção será estudado o aso onde não há ampo gravitaional, ouseja,  = 0. Para este aso a equação de difusão não linear servirá omo umaespéie de teoria de ampo médio para o modelo KA. Na seção seguinte serãoestudados os per�s assintótios do modelo na presença do ampo gravitaional.
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3.2 Dinâmia na ausênia de gravidadeNesta seção analisaremos a eq. (3.10) no aso em que os efeitos da gravidade sãodesprezíveis quando omparados aos de vibração, ou seja  = 0. Neste aso émais onveniente esrever a difusividade, eq. (3.9), omo�(�) = �0 � (1� �) (1 + �) �(� � �) (� � �)� (3.11)sem que a essênia do problema seja alterada. Substituindo �(�) na eq. 3.10���t = �0 (1 + �) ��z "�1� ���� ���z# ; (3.12)om as ondições de ontorno �(0) = �(H) = �R � �, e onde �(z; t) � �R para0 < z < H e para todos os tempos t. Fazendo uma troa de variáveis paray(z; t) = � � �(z; t), obtém-se a equação�y�t = �0 (1 + �) "� y��1��y�z�2 + y� �2y�z2# : (3.13)Na fase de baixa densidade, �R � �, espera-se que as não linearidades da equa-ção (3.13) sejam irrelevantes e que a relaxação para a distribuição de equilíbrioseja exponenial. Linearizando a equação (3.13) em torno do estado de equilíbrio,�eq(z; t) = �R, aha-se que o tempo araterístio de relaxação é�(�R) � (� � �R)�� (3.14)o qual é esperado que apresente uma divergênia quando �R ! �, araterizadapor um expoente �.Na fase de alta densidade, �R = �, as densidades das amadas vizinhas àborda se aproximam do valor rítio, e então os fen�menos de relaxação lentae aging são esperados. Resolvendo-se a equação om uma solução da forma
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y(z; t) = f(z)g(t) (método da separação das variáveis), obtém-sef(z) _g(t) = � (f(z)g(t))��1 h _f(z)g(t)i2 + [f(z)g(t)℄� �f(z)g(t)= � f��1 _f 2 g�+1 + f� �f g�+1_gg�+1 = � f��2 _f 2 + f��1 �fe para satisfazer essa equação, é neessário que ambos os lados sejam iguais auma mesma onstante. Com isto, a parte temporal da equação �a_g g���1 = kOu seja, g(t) � t� 1� (3.15)o que mostra que a densidade relaxa omo uma lei de potênia om um expo-ente 1=�, o que está de aordo om os resultados obtidos nas simulações (ver�gura 2.6).A parte espaial da equação de difusão é obtida da integração numéria daeq. 3.12, omo é mostrado na �gura 3.2. A omparação om a simulação mostraque o modelo de difusão não linear reproduz muito bem toda a distribuiçãoespaial do per�l de densidade. Os desvios observados próximos às bordas sãopossivelmente efeitos da disretização ou do tamanho �nito do sistema.3.3 Transição de jamming e per�s de densidade3.3.1 Sistema AbertoO estado estaionário (t ! 1) da equação de difusão que rege a dinâmia éobtido quando ���t = 0, o que implia que a orrente é nula em todo o sistema:J(z;1) = �1� ���� � 11� � ����z� +  �� = 0 (3.16)para todo z (uma vez que J(0;1) = 0). Impondo a ondição do regime estaio-nário, dependendo do valor de , dois tipos distintos de per�s estaionários sãoobservados. Para valores baixos de  o sistema está equilibrado e o per�l oinide42
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A transição de jamming orresponde ao lugar geométrio no espaço de parâmetros(; �R), no qual a densidade da amada z = 0 atinge a densidade rítia, isto é,�(0;1) = �. Isto aontee quando(�R) = 1H ln �(1� �R)�R(1� �) : (3.21)Quando  � (�R) a densidade na parte inferior da aixa é próxima à rítiae a dinâmia se torna lenta. Por outro lado, aima da temperatura rítia  <(�R), todas as amadas têm densidades menores do que �, e o sistema atinge oequilíbrio failmente. Na �gura 3.3 é mostrado o diagrama de fases no espaço deparâmetros ( vs: �R). Para o aso sem gravidade ( = 0), o per�l estaionário éplano, �1 = �R e a transição só oorre quando �R = �. É importante notar quepara  > (�R) os per�s estaionários não são equivalentes aos de equilíbrio jáque estes não minimizam o funional de energia livre de Helmholtz. Isto oorreporque o sistema não é apaz de atingir, dinamiamente, densidades maiores doque �.
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Carlo do modelo KA na presença do ampo gravitaional numa rede BCC paratempos longos. Como pode ser visto, é enontrada uma boa onordânia semnenhum parâmetro de ajuste.
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enquanto que o lugar geométrio da transição satisfaz a equação implíita = � 1�H ln �1� � + �e�H� (3.25)que se simpli�a no limite quando H é muito grande = � 1�H ln (1� �) : (3.26)A linha que de�ne a transição é mostrada na �gura 3.5 em função de densidademédia do sistema �, enquanto que um exemplo de per�l estaionário é mostrado
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46



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

0 H/2 H

ρ(
z,

t)

z

γ > γc

γ < γc

Figura 3.6: Exemplos de per�s de densidades aima e abaixo da linha rítia paraum sistema fehado depois que sua densidade hegou à � = 0:5. A amplitude devibração na fase vitrosa é  = 0:4, enquanto que na fase �uida ela é  = 0:03;a altura do sistema é H = 80. Note que para  >  o per�l da simulação paratempos �nitos (106 MCS neste aso) ainda não é estaionário, entretando a partesuperior é indistinguível da solução assintótia. Da ref. [15℄.3.4 Dinâmia da ompatação3.4.1 Fase de baixa densidadeNo regime de vibrações altas,  < (�R), espera-se uma relaxação exponenialaté a distribuição de equilíbrio, �(z; t) � �1(z)+g(z)e�t=� , o que é de fato obtidoresolvendo-se a eq. (3.10) para qualquer  < (�R) (ver �gura 3.7). No aso ondea gravidade é zero [31℄,  = 0, as partíulas difundem livremente do reservatórioaté que o sistema atinja a densidade de equilíbrio, a qual é uniforme, �1(z) = �R.O tempo araterístio em que isto aontee é [29℄��1 = �24H2(1� �R) �1� �R� �� ;Como esperado, o tempo de relaxação diverge quando �R ! � e o expoente quearateriza esta divergênia é �.Na presença do ampo gravitaional enontrado-se, a partir da integraçãonuméria da equação (3.10), que à medida que  ! (�R), a densidade da47
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os quais a mobilidade se anula omo uma lei tipo Vogel-Fulher [38℄�(�) = �0 � exp� a��� �� : (3.32)Boutreux e de Gennes [39℄ argumentaram que a ompatação logarítmia estáintimamente ligada a lei de Vogel-Fulher. Uma onlusão semelhante pode serobtida na nossa abordagem. Neste aso a evolução da densidade loal de partí-ulas é governada pela equação���t = ��z �exp� a��� ��� 11� � ���z +  ��� : (3.33)Como na seção anterior, mantendo apenas os termos de ordem mais baixa em�(z; t) � 1 � �(z; t)=�, enontra-se para as amadas inferiores z < z0 (verapêndie A) ��(z; t)�t = � ��z exp �� a�(z; t)� : (3.34)Novamente, tenta-se uma função de esala omo solução e, para tempos longos,enontramos �(z; t) = aln(t=z) ; (3.35)a qual está de aordo om a solução numéria da equação de difusão. Esta re-laxação é semelhante a lei de ompatação logarítmia, eq. (1.1), disutida naintrodução e utilizada para �tar os dados de ompatação obtidos nos experi-mentos [3℄.Por outro lado, nas amadas aima de z0, embora a evolução temporal aindaseja lenta, segue uma lei de potênia. Proedendo omo antes, obtém-se�(z;1)� �(z; t) � t�1 : (3.36)Enquanto que a dinâmia de ompatação da região inferior é logaritmiamentelenta, a das amadas superiores é governada por uma lei de potênia om expoente-1.
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Capítulo 4SegregaçãoInspirado no modelo do apítulo anterior que se mostrou bem suedido no enten-dimento do fen�meno de ompatação de meios granulares, apresentaremos aquiuma generalização para o aso onde há mais de um tipo de partíula presente.Nas simulações os diferentes tipos de partíulas são araterizados por diferen-tes valores de �, omo foi usado na seção 2.3.3, o que terá omo onseqüêniapossíveis diferensas nas densidades rítias e expoentes para os dois tipos de par-tíulas presentes. A termodinâmia de equilíbrio não é afetada por estes valorese, do ponto de vista estátio, espera-se que o estado do sistema seja homogêneo.Porém, omo foi menionado nos apítulos anteriores, o sistema se apresenta se-gregado, om as partíulas mais vinuladas indo para a parte superior enquantoque as menos vinuladas tendem a ir para a parte inferior.4.1 Equações de difusão não linearesNovamente o nosso modelo onsidera um gás de rede, mas agora, este é ompostode dois tipos de partíulas não interagentes, om massasm1 em2 respetivamente.O sistema enontra-se numa aixa de altura H e seção transversal L2=2 (ondeL é lado da aixa). O sistema está sob a ação do ampo gravitaional, o qualatua na direção �z. A únia interação entre as partíulas é do tipo repulsão dearoço duro. O hamiltoniano para este sistema, que nada mais é do que a energiapotenial gravitaional, pode ser esrito omoH = gXj mjhjnj (4.1)52



onde nj = 0; 1 é a variável de oupação e mj é a massa da j-ésima partíula, aqual enontra-se a uma altura hj.O funional energia livre de Helmholtz pode ser esrito de forma exata paraum gás de rede om partíulas do tipo 1 e 2 omo [40℄�F [�(z; t)℄ = Z H0 dz "(1� �1 � �2) ln(1� �1 � �2) + �1 ln �1 + �2 ln �2 + z 2Xi=1 i�i# ;(4.2)onde i = mig=kBT é o omprimento gravitaional inverso para a partíula i, H éa altura da aixa e � = kBT . Os primeiros termos podem ser reonheidos omoa entropia do gás de rede om duas espéies de partíulas e o último representaa energia de interação dos sítios oupados om o ampo gravitaional.Para obter as equações que ontrolam a difusão para os diferentes tipos departíulas, onsideramos que ada densidade loal é governada por uma equaçãoda ontinuidade ��t�i(z; t) + ��z Ji(z; t) = 0 (4.3)om a orrente dada pela Lei de FikJi(z; t) = ��(�i) ��z�i(z; t) (4.4)onde �i(�i) é a mobilidade de Onsager.Entre as várias possibilidades para dependênia funional da mobilidade deum sistema homogêneo (ou seja, sem gravidade), de partiular interesse são aque-las que se anulam em uma dada densidade rítia �. Em analogia ao apítuloanterior, tomamos uma mobilidade que se anula omo uma lei de potênia, masgeneralizada para o aso onde dois tipos de partíulas estão presentes�(�i) = �0 �i �(�i � �i) �1� �1 + �2�i ��i : (4.5)É importante notar que a mobilidade de uma espéie de partíula é afetadapela densidade de partíulas da outra espéie, e a mobilidade se anula quandoa densidade total em uma erta altura z é igual ou maior do que �. Quando�1 = �2 = � e �1 = �2 = � é reuperado o modelo do apítulo anterior, oaso monodisperso, enquanto que se �i = 1, �i = 1 a partíula do tipo i é não53



vinulada. Embora existam muitos modos de onsiderar partíulas diferentes,vamos nos deter aqui no aso em que �i = � e a diferença entre as partíulasserá araterizada pelos expoentes �i. Esta esolha é mais simples de implementarnumeriamente.A partir da energia livre do sistema, é possível alular o potenial químioloal, o qual é dado por�i(z; t) = ÆFÆ�i = kBT �ln� �i1� �1 � �2�+ iz� : (4.6)Do qual podemos obter a orrenteJi(z; t) = ��i(z; t)��i(z; t)�z= ��i(z; t)kBT � 1�i ��i�z + 11� �1 � �2 ���1�z + ��2�z �+ i� :Como a densidade total é a soma das densidades dos dois tipos de partíulas,� = �1 + �2, podemos ver que o segundo termo da orrente (em termos de �), é(1� �)�1 ��=�z que é igual ao termo existente no aso monodisperso. Por outrolado o primeiro termo que antes dependia de �, agora depende de �i, uma vezque é a orrente destas partíulas que está sendo alulada.Substituindo a orrente na equação da ontinuidade, obtém-se o seguinte sis-tema de equações de difusão não lineares aopladas, as quais desrevem a dinâ-mia das partíulas,��i(z; t)�t = kBT ��z ��i(�i) � 1�i ��i�z + 11� �1 � �2 ���1�z + ��2�z � + i�� : (4.7)Para ompletar a desrição do problema, as ondições de ontorno devem serespei�adas. Como antes, o sistema é fehado na parte inferior, Ji(0; t) = 0, eenquanto que a amada superior pode tanto estar em ontato om reservatóriosde partíulas (ujas densidades são �iR) quanto estar fehados, Ji(H; t) = 0, asoem que o sistema apresenta um número �xo de partíulas (�1 e �2).
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4.2 Per�s de equilíbrioOs estados de equiíbrio são araterizadoss pelos poteniais químios onstantes,�1 e �2, que podem ser obtidos a partir da energia livre de Hlemholtz.�1 = ÆFÆ�1= � ln(1� �1 � �2) + ln �1 + z1�2 = ÆFÆ�2= � ln(1� �1 � �2) + ln �2 + z2onde �1 e �2 são onstantes determinadas pelas ondições de ontorno, seja peladensidade total ou pelo potenial químio de ada tipo de partíula, dependendode qual ensemble estatístio está em questão. Com isto são obtidas as seguintesequações para os per�s de densidades�1(z) = 1� �2(z)e1z+�1 + 1�2(z) = 1� �1(z)e2z+�2 + 1ou, equivalentemente,�1(z) = e2z+�2(e1z+�1 + 1) (e2z+�2 + 1)� 1 (4.8)�2(z) = e1z+�1(e1z+�1 + 1) (e2z+�2 + 1)� 1 (4.9)onde �1 e �2 devem ser determinados pelas ondições de ontorno do problema,seja pela densidade total ou pelo potenial químio de ada tipo de partíula,dependendo de qual ensemble estatístio está em questão. Deve ser notado queos per�s de equilíbrio para ada um dos tipos de partíula dependem também dosparâmetros que araterizam a outra partíula ('s e �'s). Na próxima seção serãoapresentados dois asos, um onde o sistema está em ontato om um reservatóriode partíula (ensemble gran-an�nio) e outro onde o número total de ada tipode partíula é mantido onstante (ensemble an�nio).55



4.2.1 Sistema onetado a um reservatório de partíulasNeste aso é permitido que o sistema troque partíulas om reservatórios departíulas, os quais são araterizados pelas suas densidades �R1 e �R2 . As ondiçõesde ontorno neste aso são as seguintes:�1(H) = �R1 (4.10)�2(H) = �R2 (4.11)o que leva às seguintes expressões para �1 e �2�1 = ln �1� (�R1 + �R2 )�R1 �� 1H (4.12)�2 = ln �1� (�R1 + �R2 )�R2 �� 2H (4.13)A �gura 4.1 mostra um exemplo de per�l quando 1 = 2 = 0:2 e �R1 = 2�R2 =0:2. Pode-se notar que o sistema, devido a gravidade, é mais denso na amadasinferiores, mas não há o ruzamento dos per�s de densidade, o que indiaria umaon�guração de segregação.
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Figura 4.1: Per�s de densidade para 1 = 2 = 0:2 e �R1 = 2�R2 = 0:2, nestaon�guração o sistema não apresenta segregação.56



A transição de jamming orresponde ao ponto no espaço de parâmetros (1; 2;�R1 ; �R2 ), no qual uma amada om a densidade rítia min(�1; �2) aparee na parteinferior do sistema. No aso partiular em que �1 = �2 = �, a ondição pode seresrita omo �1(0;1) + �2(0;1) = � (4.14)o que resulta na seguinte expressão para 2 para um dado 12(1) = 1H ln ��[1� (�R1 + �R2 )℄(1� �)�R2 � �R1�R2 e1H� (4.15)Um exemplo de per�l quando a densidade total do sistema na amada in-ferior é igual à densidade rítia é mostrado na �gura 4.2. Pode-se notar quediferentemente da �gura 4.1, aqui há o ruzamento dos per�s de densidade, o queindia que na região inferior do sistema um tipo de partíula é predominante (asmais pesadas, ver legenda da �g. 4.2) enquanto que o outro tipo (as mais leves)é o dominante na parte superior. Aqui este fen�meno é trivial e oorre somentepelo fato de que a densidade do reservatório das partíulas mais leves é maiordo que a do outro tipo, aso isto não oorresse (�R1 = �R2 , ver �gura 4.4) esteruzamento não aonteeria, omo será visto na próxima seção. Então esta não éuma on�guração de interesse já que se muitas partíulas não fossem �oloadas�no sistema próximo a um dos reservatórios, não oorreria esta on�guração desegregação.Esta linha, 2(1), separa um regime onde a dinâmia é (exponenialmente)rápida e o per�l estaionário é o de equilíbrio (que foi obtido om a minimizaçãoda energia livre), ver por exemplo a �g 4.1, e outro regime onde, para amplitudesde vibração mais baixas, a dinâmia é lenta e os per�s de equilíbrio e estaionáriosnão mais oinidem. Uma vez que o sistema tenha entrado neste último regime,ele �a fora do equilíbrio e o per�l de densidade assintótio é lentamente atingido,semelhante ao aso do fen�meno de ompatação. Deve-se notar que, assim omono aso monodisperso, a linha rítia entre estes dois regimes não depende dosexpoentes �i, mas apenas das densidades rítias e dos reservatórios. Isto érazoável, já que os �i só alteram as mobilidades das partíulas, enquanto queas densidades rítias determinam quando estas são nulas. Então os expoentesserão relevantes para a dinâmia enquanto que as densidades rítias o são paraas propriedades estátias do sistema em estudo.57
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diferentes partíulas. O padrão de segregação normal aontee quando as partí-ulas mais vinuladas, no aso as partíulas do tipo 1, enontram-se na porçãosuperior do sistema (�h = h1m � h2m > 0). Pode-se notar que para 1=2 � 4o valor de �h muda de sinal, indiando que agora o entro de massa do per�ldas partíulas do tipo 2 está mais aima, ou seja, as partíula menores (menosvinuladas) estão na parte superior do sistema.
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Capítulo 5ConlusõesAs várias semelhanças entre meios granulares e sistemas vitrosos (relaxação lenta,ilos reversíveis-irreversíveis, efeitos de memória, aging, et.), �zeram om quemodelos destes últimos fossem usado na tentativa de desrição dos primeiros [14,17, 18, 19, 20, 21, 22℄.Em partiular, apresentamos (ap 2) algumas propriedades estátias e dinâ-mias do modelo de Kob e Andersen [16℄. O ingrediente have destes modelosé a restrição do volume livre implementada através de um vínulo inétio. Aspartíulas do sistema são não interagentes, mas respeitam a ondição de repulsãode aroço duro. Isto faz om que a termodinâmia do sistema seja trivial e quetodos os aspetos interessantes sejam puramente dinâmios. No aso homogêneo(isto é, sem gravidade) e om um número �xo de partíulas, pode-se estudar adifusividade em função da densidade do sistema. Esta se anula omo uma lei depotênia à medida que a densidade se aproxima de um valor rítio, �, de aordoom as predições teórias [24℄. O modelo KA pode ser generalizado de forma ainluir o ampo gravitaional [14℄, também bem desrevendo as propriedades deompatação de um meio granular. Os resultados estão de aordo om a lei deompatação logarítmia proposta na ref. [3℄ a partir de dados obtidos experi-mentalmente. Além disso, quando há dois tipos de partíulas no sistema (om amesma massa e vínulos inétios diferentes) a diferença de mobilidade entre es-tas faz om que o sistema apresente o fen�meno de segregação, onde as partíulasmaiores (mais vinuladas) estão na parte superior do sistema, enquanto que asmenores (menos vinuladas) preferem a porção inferior.A difusividade, omo função da densidade, serve de ingrediente para uma65



equação de transporte marosópia (ap. 3), permitindo a predição da loaliza-ção espeí�a da transição de jamming e a análise do omportamento do sistemana sua vizinhança. Esta equação foi obtida usando-se a aproximação de densi-dade loal e a evolução temporal da densidade de partíulas no gás de rede napresença do ampo gravitaional (e também na sua ausênia) é ompletamenteontrolada pela mobilidade das partíulas no modelo orrespondente sem gra-vidade. Os resultados indiam um bom aordo entre os per�s obtidos om assimulações e os obtidos analitiamente. Também foi mostrado que para umamobilidade do tipo lei de potênia, a densidade do bulk relaxa também omouma lei de potênia. Por outro lado, quando a mobilidade segue uma lei do tipoVogel-Fulher, é enontrada uma ompatação logaritmiamente lenta. Devido àjanela de tempo �nita, os dados obtidos om a simulação de Monte Carlo [14℄,bem omo os experimentos [3℄, são onsistentes tanto om a relaxação do tipo leide potênia quanto om a do tipo logarítmia.Por �m, baseados nos resultados prefedentes, o modelo foi generalizado paraonsiderar um gás de rede omposto de dois tipos de partíulas. A partir do fun-ional da energia livre de Helmholtz, obteve-se um sistema de equações de difusãonão lineares aopladas, que, quando ntegrado numeriamente, bem desreve osfen�menos de segregação normal e reversa em um sistema granular agitado verti-almente. O meanismo de segregação estudado é puramente dinâmio e baseadona diferença entre as mobilidades das partíulas. Este meanismo é similar aode perolação [5℄, visto na introdução, onde as partíulas menores, sendo maismóveis, tem uma failidade maior para deser do que as maiores (segregação nor-mal). Foi mostrado que quando a massa das partíulas maiores é aumentada,oorre o fen�meno inverso, no qual estas se apresentam na parte inferior, o queestá de aordo om o diagrama de fase proposto na ref. [8℄.A abordagem analítia desenvolvida neste trabalho apresenta algumas limi-tações. Entre as propriedades vistas na simulação que não são devidamentedesritas pelas teoria, estão: existênia de uma amada mais densa entre o bulk ea interfae e as osilações dependentes do estado iniial na parte inferior do sis-tema. Isto pode ser uma onseqüênia da aproximação de densidade loal que foiutilizada para a mobilidade. Uma aproximação do tipos densidade ponderadaspode ser apaz de dar onta destes aspetos.Em sistemas reais que são vibrados vertialmente, a energia é injetada na66



parte inferior do sistema, enquanto que no nosso aso, ela é reebida de uma formaanáloga a um banho térmio. Nos sistemas reias, esta energia é dissipada devidoàs olisões inelástias entre as partíulas à medida que o seu �uxo sobe. Entãoestabelee-se um gradiente de temperatura no sistema. Entretanto, em sistemasgranulares densos as frustrações geométrias são muito mais importantes do quea dissipação de energia, o que permite reproduzir resultados de ompataçãoe segregação simplesmente ignorando os meanismos de dissipação e injeção deenergia no sistema.Alguns pontos do trabalho ainda preisam ser explorados, omo por exemplo,a obtenção do diagrama de fase para o aso onde o sistema é fehado. Além disso,é importante determinar qual o parâmetro que ontrola a natureza da segregação(reversa ou normal). Resultados preliminares indiam que não é simplesmentea razão entre os i. É também neessário que se explore mais a dinâmia dasegregação, por exemplo, determinando os expoentes om os quais as densidadeatingem seus valores assintótios nas diferentes regiões do sistema (ver �g. 4.7) edo espaço de fase.É importante ressaltar que existem outro modos de difereniar os dois tiposde partíulas no nosso modelo. Uma possibilidade é usando as densidades rítiasdiferentes, apesar das ompliações numérias envolvidas. Neste ponto é interes-sante realizar uma série de simulações detalhadas om o modelo KA om doistipos de partíulas, no aso sem gravidade, para a obtenção de uma forma maispreisa para as mobilidades e om isto omparar os métodos aqui desenvolvidosom os resultados de simulação no aso onde a gravidade está presente.Experimentos reentes [41℄ mostram que a presença do fen�meno de segrega-ção reversa é inibido quando a altura de preenhimento do reipiente é muito alta.Por outro lado, o diagrama de fase proposto por Hong et al [8℄ não depende destaaltura de preenhimento e uma análise do que aontee nestas irunstânias nomodelo aqui desrito seria interessante.Outro ponto interessante é obtenção de um funional de energia livre deHelmholtz que leve em onta o tamanho das partíulas ao invés de onsiderarque estas oupam apenas um sítio da rede.Como onlusão, a equação não linear de difusão e os modelos inetiamentevinulados, apesar de sua simpliidade, pareem apturar os prinipais aspetosda dinâmia de materiais granulares densos e om isto, provêem ferramentas de67



trabalho nas quais o fen�meno da relaxação lenta pode ser entendido.
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Apêndie ADinâmia da ompatação
A.1 Coe�iente de difusão do tipo lei de potêniaA equação de difusão não linear que governa a dinâmia do sistema é���t = ��z � �(�)1� � ���z +  �(�) � � (A.1)onde o oe�iente de difusão é dado pela lei de potênia�(�) = �1� ���� : (A.2)Fazemos a seguinte troa de variáveis�(z; t) = 1� �(z; t)� (A.3)e, om isto, � = � � � � (A.4)���z = � 1� ���z (A.5)���t = � 1� ���t (A.6)�(�) = ��(z; t) (A.7)
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substituindo estas expressões na equação de difusão, obtemos�����t = ��z � ��1� � ������z � + �� � ������t = ��z � ��1 + ��� � ������z � + �� (��� �)����t ' ��z �O������z �+O���+1���z �+O ���+1�+O ���� �onde foi usado que 11� � = 11� � + �� (A.8)= 11� � 11 + ��1�� (A.9)= 11� � �1� ��1� �� (A.10)Fiando apenas om os termos de menor ordem em �, O ����,� � ���t = ��z �  ��� � (A.11)���t = �  ��z ��� � (A.12)Usando a solução de esala proposta no ap. 3�(z; t) = f � zt�� (A.13)om u = zt� e substituindo na eq. (A.12)�� f 0(u) zt�+1 = �  � f��1(u) f 0(u) 1t� (A.14)�� zt�+1 = �  � f��1(u) 1t� (A.15)� z � t = f��1 � zt� � : (A.16)
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Se � = 1, a relação aima é satisfeitaf �zt� = � 1 �� 1��1 �zt� 1��1 (A.17)E retornando à expressão om as densidades� = � � � �(z; t) (A.18)�(z; t) = � � � � 1 �� 1��1 �zt � 1��1 (A.19)A.2 Coe�iente de difusão do tipo lei de Vogel-FulherPara um oe�iente de difusão do tipo�(�) = e� a��� ; (A.20)obtém-se �(z; t) = 1� �(z; t)� (A.21)�(�) = exp � a� 11� �� ! (A.22)�(�) = exp�� a� �� (A.23)� = � � ��: (A.24)Como na seção anterior:�����t = ��z "e� a� �1� � ��� ���z �+ e� a� ��# (A.25)���t ' ��z "e� a� �1� � �1� ��1� ������z �� e� a� ��(1��)#(A.26)
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mantendo apenas os termos de ordem � e desonsiderando os termos proporio-nais à derivada ��=�z ���t = �  ��z � exp�� a� ��� (A.27)= �  ��z � exp�� b��� (A.28)onde b = a=�. Usando novamente uma função de esala do tipo�(z; t) = f � zt�� (A.29)e substituindo na equação aima�� f 0 zt�+1 = � ��z h e� bf i (A.30)= �  e� bf � bf 2 � f 0 1t� (A.31)� zt =  e� bf bf 2 : (A.32)Para que este resultado seja uma função da razão z=t�, � deve ser igual à 1. Ouseja: zt =  bf 2 e� bf (A.33)ln� zt � = ln  + ln b� 2 ln f � bf (A.34)em primeira ordem, �o apenas om o último termo,� = � bln � zt � (A.35)reesrevendo em termos da densidade e substituindo b, obtenho a lei de ompa-tação logarítmia � = � + � bln � zt � (A.36)� = � � aln � tz � : (A.37)72
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