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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar a unicidade de soluções positivas

para o problema  ∆u+ f(u) = 0 em BR e u > 0

u = 0 em ∂BR

(1)

onde BR é uma bola de raio R em Rn, n > 2 e f(u) = up + uq com 1 < q <

p <
n+ 2

n− 2
e
p− 1

q + 1
≤ 2

n
.

Assim sendo, temos por finalidade demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 0.1. Para f(u) = up + uq e 1 < q < p <
n+ 2

n− 2
, o problema (1)

possui uma única solução, se
p− 1

q + 1
≤ 2

n
.
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Abstract

In this work we study the uniqueness of positive solutions of the problem ∆u+ f(u) = 0 in BR and u > 0

u = 0 in ∂BR

(2)

where BR is a ball with radius R in Rn, n > 2, f(u) = up + uq, 1 < q < p <

n+ 2

n− 2
, and

p− 1

q + 1
≤ 2

n
.

Our final goal is to prove the following theorem:

Teorema 0.2. For f(u) = up + uq and 1 < q < p <
n+ 2

n− 2
, the problem (2)

has a unique positive solution, if
p− 1

q + 1
≤ 2

n
.

v
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Introdução

O problema (1) tem sido objeto de estudo de vários autores e a unicidade

de solução positiva para o caso geral ainda é um problema em aberto. Para

o caso f(u) = up + u, com 1 < p <
n+ 2

n− 2
, a unicidade de solução positiva foi

provada recentemente por Zhang e também por Kwong e Li. Em alguns casos

a unicidade não ocorre. Como ilustração podemos citar o caso f(u) = λup+u5

e 1 < q < 3 e n = 3, onde Atkinson e Peletier [1] provam que (1) possui

no mı́nimo duas soluções positivas para λ > λ0. Outro resultado de não

unicidade é dado em [5].

Neste trabalho, mostramos a unicidade de solução positiva para o caso

f(u) = up +uq, onde
p− 1

q + 1
≤ 2

n
e 1 < q < p <

n+ 2

n− 2
, conforme os resultados

estabelecidos por Zhang em [8].

No primeiro capitulo são introduzidas algumas definições e enunciados

alguns teoremas que serão pré-requisitos as técnicas aplicadas.

No caṕıtulo 2, mostramos que a solução de (1) é uma função de classe C∞

e que esta é uma função radial e, portanto, basta mostrar que a solução do

problema u′′ +
n− 1

r
u′ + f(u) = 0 em (0, R) e u > 0

u′(0) = 0 e u(R) = 0
(3)

é única para f(u) = up + uq fazendo certas suposições sobre p e q .
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No caṕıtulo 3 são utilizadas algumas técnicas do cálculo variacional e

provados alguns lemas auxiliares que tem por objetivo a demonstração do

teorema (0.1).
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Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

O objetivo deste caṕıtulo é introduzir definições e resultados que são uti-

lizados no decorrer deste trabalho.

Definição 1.1. Definimos o espaço Lp(Ω) como sendo:

Lp(Ω) = {u|u é mensurável em Ω e

∫
Ω

|u|pdx <∞}.

Proposição 1.2. O espaço Lp, munido da norma

‖u‖Lp =

[∫
Ω

|u|pdx
] 1

p

é um espaço de Banach.

Observação 1.3. Caso Ω = B1(0) e u seja uma função radial,

‖u‖Lp =

[∫ 1

0

|u|prn−1dr

] 1
p

.

Proposição 1.4. (Desigualdade de Interpolação) Seja u ∈ Lr ∩ Lp, então

‖u‖q ≤ ‖u‖λ
p‖u‖1−λ

r ,

onde p ≤ q ≤ r e
1

q
=
λ

p
+

1− λ

r
.
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Definição 1.5. Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que uma sequência

(xn) ⊂ H converge fracamente a um elemento x0 ∈ H se para todo funcional

f ∈ H∗ temos

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

Teorema 1.6. Toda sequência limitada em um espaço de Hilbert possui uma

subseqûencia fracamente convergente.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [4], pg. 85.

Definição 1.7. Seja α = (α1, α2, α3, α4, ...., αn) ∈ Nn. Diremos que α é um

multi-́ındice de ordem |α|, onde |α| = α1 + α2 + α3 + α4 + ....+ αn.

Definição 1.8. Seja U ⊂ Rn um aberto. Uma expressão da forma

F (Dku(x), Dk−1u(x), ...., D1u(x) = 0, u(x), x) = 0 onde x ∈ U (1.1)

é chamada de Equação Diferencial Parcial de ordem k, onde

F : Rnk × Rnk−1 × ....× Rn × R× U −→ R

é dada e u : U −→ R é desconhecida.

A equação (1.1) é chamada linear se for da forma∑
|α|≤k

aα(x)Dαu = f(x),

para dadas funções aα(x) e f . Esta é chamada de homogênea se f ≡ 0.

A equação em (1.1) é chamada de semi-linear se é da forma∑
|α|=k

aα(x)Dαu+ a0(D
k−1u, ...., Du, u, x) = 0.

Definição 1.9. Seja Ω um aberto de Rn , α um multi-́ındice e u uma função

localmente integrável em Ω. Então a função localmente integráel v é chamada

de α-ésima derivada fraca de u se esta satisfaz∫
Ω

ϕvdx = (−1)|α|
∫

Ω

uDαϕdx ∀ ϕ ∈ C |α|
c (Ω),
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onde C
|α|
c (Ω) é o espaço das funções de suporte compacto em Ω, |α| vezes

diferenciáveis.

Dizemos que u é k vezes fracamente diferenciável em Ω se possui derivadas

fracas até a ordem k.

Definição 1.10. Seja Ω um aberto de Rn. Definimos o espaço W k(Ω) como

sendo

W k(Ω) = {u|u é k vezes fracamente diferenciável em Ω}.

Definição 1.11. Definimos o espaço de Sobolev W k,p(Ω) como sendo

W k,p(Ω) = {u|u ∈ W k(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ k},

com a norma

‖u‖W k,p(Ω) :=

∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|pdx

 1
p

.

Definição 1.12. Denotamos por W k,p
0 (Ω) o fecho de C∞

c (Ω) em W k,p(Ω),

onde C∞
c (Ω) é o espaço das funções de suporte compacto em Ω, infinitamente

diferenciáveis. Então u ∈ W k,p
0 (Ω) se e somente se existem funções um ∈

C∞
c (Ω) tais que

um −→ u em W k,p(Ω).

Definição 1.13. Dizemos que u ∈ W 1,2
0 (Ω) é solução fraca de 4u = f , com

f ∈ L2(Ω), se ∫
Ω

∇u∇ϕ = −
∫

Ω

f(u)ϕ, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Definição 1.14. Definimos o espaço H1
0 (Ω) por H1

0 (Ω) = W 1,2
0 (Ω). Note que

se u ∈ H1
0 (B1(0)) é radial, então

u = u(r) é fracamente diferenciável em (0, 1) com u(1) = 0 e u′ ∈ L2.
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Teorema 1.15. O espaço H1
0 , munido da norma

‖u‖H1
0

=

[∫
Ω

|∇u|2dx
] 1

2

é um espaço de Hilbert. Caso Ω = B1(0) e u seja radial,

‖u‖H1
0

=

[∫ 1

0

|u′|2rn−1dr

] 1
2

.

Neste caso, a função u pode ser identificada com uma função v : B1(0) −→ R,

definida por v(x) = u(‖x‖).

Definição 1.16. Seja Ω um aberto de Rn e

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)Diju+
n∑

i=1

bi(x)Diu+ c(x)u

um operador diferencial, onde x = (x1, ....xn) é um ponto de Ω e [aij(x)] é

uma matriz simétrica. Dizemos que L é eĺıptico em um ponto x se a matriz

[aij(x)] é positiva definida; isto é, se λ(x),Λ(x) denotam respectivamente o

maior e o menor valor de [aij(x)], então

0 < λ(x)|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2

para todo ξ = (ξ1, ...., ξn) ∈ Rn − {0}. Se λ > 0 em Ω, então L é eĺıptico em

Ω e se existe 0 < λ0 ≤ λ, então dizemos que L é estritamente eĺıptico em Ω.

Se Λ
λ

é limitado em Ω, dizemos que L é uniformemente eĺıptico em Ω.

Teorema 1.17. Suponhamos que 1 ≤ p < n. Então existe uma constante

C > 0, dependendo apenas de p e de n, tal que

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖Du‖Lp(Rn),

para toda u ∈ C1
c (Rn), onde p∗ =

np

n− p
.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [2], pg. 263.
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Definição 1.18. Dizemos que um domı́nio limitado Ω de Rn possui fonteira

Ck,α, 0 ≤ α ≤ 1 se para todo x0 ∈ ∂Ω existe uma bola B = B(x0) e uma

função injetiva ψ : B → D ⊂ Rn tal que

(i) ψ(B ∩ Ω) ⊂ Rn
+ (ii) ψ(B ∩ ∂Ω) ⊂ ∂Rn

+ (iii) ψ ∈ Ck,α(B), ψ−1 ∈ Ck,α(D),

onde o espaço de Holder Ck,α(Ω) é definido como o subconjunto das funções

Cα(Ω) tais que as derivadas parciais até a ordem k são funções localmente

Holder cont́ınuas com expoente α em Ω. A definição de funções de Hölder é

dada na definição 1.26.

Teorema 1.19. Seja Ω um domı́nio C1,1 em Rn, e seja L um operador

estritamente eĺıptico em Ω com coeficientes aij ∈ C0(Ω), bi, c ∈ L∞,onde

i, j = 1, ..., n e c ≤ 0. Então, se f ∈ Lp(Ω) e ϕ ∈ W 2,p(Ω), com 1 < p <∞, o

problema de Dirichlet Lu = f em Ω, u−ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) tem uma única solução

u ∈ W 2,p(Ω). Além disso, existe uma constante C (independente de u) tal

que

‖u‖2,p;Ω ≤ C‖L(u)‖p;Ω,

para toda u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω), 1 < p <∞.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [4], pg. 240.

Teorema 1.20. Seja Ω um domı́nio C1,1 em Rn, e seja L um operador

estritamente eĺıptico em Ω com coeficientes aij ∈ C0(Ω), bi, c ∈ L∞,onde

i, j = 1, ..., n e c ≤ 0. Então, se f ∈ Lp(Ω), p > n
2

e ϕ ∈ C0(∂Ω), o pro-

blema de Dirichlet Lu = f em Ω, u = ϕ em ∂Ω, tem uma única solução

u ∈ W 2,p
loc (Ω) ∩ C0(Ω).

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [4], pg. 243.

Proposição 1.21. Seja Ω um aberto de Rn. Então

W k,p
0 (Ω) ⊂

 L
np

n−kp (Ω) para kp < n

Cm(Ω) para 0 ≤ m < k − n
p
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Definição 1.22. Seja Ω uma aberto limiado de Rn. Dizemos que Ω satisfaz

a condição do cone exterior se para todo ξ ∈ ∂Ω existe um cone circular

finito K, com vértice em ξ e tal que K ∩ Ω = ξ. Dizemos que Ω satisfaz a

condição uniforme do cone exterior se Ω satisfaz a condição do cone exterior

para todo ξ ∈ Ω e os cones Kξ são todos congruentes a um cone fixo K. Da

mesma forma, Ω satisfaz a condição uniforme do cone interior se existe um

cone fixo KΩ tal que para todo ξ ∈ Ω, existe um cone KΩ(ξ) com vértice em

ξ e congruente a KΩ e tal que KΩ(ξ) ⊂ Ω.

Proposição 1.23. Seja Ω um aberto limitado de de Rn tal que Ω satisfaz a

condição uniforme do cone interior. Então

W k,p(Ω) ⊂

 L
np

n−kp (Ω) para kp < n

Cm
B (Ω) para 0 ≤ m < k − n

p

onde Cm
B (Ω) = {u ∈ Cm(Ω)|Dαu ∈ L∞(Ω) para |α| ≤ m}.

Definição 1.24. Dizemos que uma função u : Ω ⊂ Rn → R é superharmônica

se 4u ≤ 0 em Ω. Da mesma forma, dizemos que u é subharmônica se 4u ≥ 0

em Ω. Para o caso particular em que 4u = 0 dizemos que u é harmônica.

Definição 1.25. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Dizemos que um ponto ξ ∈ ∂Ω é

regular se existe uma função w ∈ C0(Ω) tal que w > 0 em Ω, w(ξ) = 0 e w é

superharmônica em Ω− {ξ}.

Definição 1.26. Seja Ω um aberto limitado de Rn e f : Ω −→ R. Dizemos

uma função f é Holder cont́ınua em Ω, com expoente α ∈ (0, 1] se

sup
x,y∈Ω,x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

<∞.

Da mesma forma, dizemos que f é localmente Holder cont́ınua em Ω, com

expoente α ∈ (0, 1] se

sup
x,y∈Ω′,x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

<∞ ∀ Ω′ ⊂⊂ Ω.
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No caso particular em que α = 1 dizemos que f é Lipschitz cont́ınua.

Teorema 1.27. Seja Ω um domı́nio limitado de Rn e suponha que todo ponto

de ∂Ω é regular. Então se f é limitada, localmente Holder cont́ınua em Ω, o

problema clássico de Dirichlet 4u = f em Ω e u = ϕ em ∂Ω tem uma única

solução para toda função ϕ cont́ınua e limitada.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [4], pg. 56.

Teorema 1.28. Seja Ω um domı́nio de Rn e seja u ∈ C2(Ω), f ∈ Cα(Ω)

satisfazendo a equação 4u = f em Ω. Então u ∈ C2,α(Ω).

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [4], pg. 60.

Teorema 1.29. Seja u ∈ C2(U) solução de −4u = f(u) em B1(0) e u > 0

u = 0 em ∂B1(0)
(1.2)

onde B1(0) a bola unitária em Rn e f é Lipschitz cont́ınua. Então u é radial,

isto é

u(x) = v(r) (r = |x|),

para alguma função estritamente decrescente v : [0, 1] −→ [0,+∞).

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [2], pg. 205.

Teorema 1.30. Seja L um operador dado por

Lu = Di(ai,j(x)Diu+ bi(x)u) + ci(x) + d(x)u,

satisfazendo

ai,j(x) ≥ λ|ξ|2 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn

e

n∑
i,j=1

|ai,j(x)|2 ≤ Λ2 e λ−2

n∑
i=1

(|bi(x)|2 + |ci(x)|2) + λ−1|d(x)| ≤ ν2,

9



onde λ e Λ são constantes positivas e ν ≥ 0. Considere a equação Lu =

g + Dif
i, onde g e f i, i = 1, . . . , n são funções localmente integráveis em

Ω. Suponhamos que f i ∈ Lq(Ω), i = 1, . . . , n e que g ∈ Lq(Ω) para algum

q > n e suponha que Ω satisfaz a condição uniforme do cone exterior em cada

porção limitada do domı́nio T . Então se u ∈ W 1,2(Ω) satisfaz Lu = g+Dif
i

e existem constantes k, α0 > 0 tais que

sup
∂Ω∩BR(x0)

‖ u(x)− u(y) ‖≤ kRα0 ∀x0 ∈ T,R > 0

temos que u ∈ Cα(Ω ∪ T ) para algum α > 0.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [4], pg. 205.

Proposição 1.31. Seja L como na proposição acima e seja u ∈ C1,α(Ω) a

solução fraca de Lu = g+Dif
i em um domı́nio limitado Ω. Então para todo

subdomı́nio Ω′ ⊂⊂ Ω temos

|u|1,α;Ω′ ≤ C(|u|0;Ω + |g|0;Ω + |f |0,α;Ω)

onde C = C(n, λ,K, d′), e λ, K e d′ são tais que ai,j(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2 ∀x ∈ Ω e

∀ξ ∈ Rn , d′ = dist(Ω′, ∂Ω) e

max
i,j=1,....n

{|ai,j, bi|0,α;Ω, |ci, d|0;Ω} ≤ K.

10



Caṕıtulo 2

Regularidade da solução

Neste caṕıtulo estaremos interessados em provar que toda solução positiva

para o problema (1), com f(u) = up + uq, é uma função de classe C∞(BR) e

que esta solução é uma função radial, e portanto basta considerar a unicidade

de solução positiva para o problema (3). Sendo assim, consideremos o seguinte

problema  ∆u+ up + uq = 0 em BR e u > 0

u = 0 em ∂BR

(2.1)

onde 1 < q < p < n+2
n−2

e BR é uma bola de raio R em Rn, n > 2.

Proposição 2.1. Seja u solução fraca do problema (2.1). Então u ∈

C∞(BR) ∩ L∞(BR).

Demonstração: Notemos primeiramente que se u ∈ H1
0 (BR), então, pela

proposição 1.23, temos que u ∈ Cα para algum α > 0 ou u ∈ L
2n

n−2 (BR). Supo-

nhamos que u ∈ L
2n

n−2 (BR). Desta forma, podemos perguntar se up ∈ Lγ(BR),

para algum γ > 1. Para que isso ocorra, devemos ter∫
Ω

|up|γdx <∞. (2.2)

Para garantir isso, podemos exigir que pγ ≤ 2n

n− 2
ou seja, γ ≤ 1

p

2n

n− 2
.

11



Note que

1

p

2n

n− 2
>

2n

n− 2

n− 2

n+ 2
=

2n

n+ 2
≥ 1,

pois n ≥ 2. Desta forma, como
1

p

2n

n− 2
> 1 temos que existe γ0 ∈ (1, 2n

n−2
1
p
]

tal que up ∈ Lγ0(BR). Analogamente, temos que existe γ1 > 1 tal que

uq ∈ Lγ1(BR), onde γ1 ∈ (1, 2n
n−2

1
q
]. Mas como q < p temos que (1, 2n

n−2
1
p
] ⊂

(1, 2n
n−2

1
q
] ou seja, podemos considerar que γ1 = γ0 e que f(u) = up + uq ∈

Lγ0(BR), e dáı temos que

−4u = up + uq ∈ Lγ0 , γ0 > 1. (2.3)

Logo, pelo Teorema 1.19, segue que u ∈ W 2,γ0(BR). Sendo assim, pela Pro-

posição 1.23, temos

u ∈

 L
nγ0

n−2γ0 (BR) para 2γ0 < n

Cm
B (BR) para 0 ≤ m < 2− n

γ0

(2.4)

onde Cm
B (BR) = {u ∈ Cm(BR)|Dαu ∈ L∞(BR) para |α| ≤ m}.

Como γ0 ∈ (1, 2n
n−2

1
p
] é livre, podemos tomar γ0 = 2n

n−2
1
p
.

Defina h :
[
0, n

2

)
−→ R por h(γ) =

1

p

nγ

n− 2γ
e note que h é cont́ınua em[

0, n
2

)
. Além disso, h é crescente, pois(

1

p

nγ

n− 2γ

)′
=

1

p

n(n− 2γ) + 2nγ

(n− 2γ)2
=

1

p

n2 − 2nγ + 2nγ

(n− 2γ)2
=

1

p

n2

(n− 2γ)2
> 0.

Afirmação 1: u ∈ Cα
B(BR) para algum α > 0.

De fato, nosso objetivo será o de mostrar que u ∈ W 2,γ(BR), onde 2γ >

n. Caso isto ocorra para γ0, ou seja, se 2γ0 > n, pela Proposição 1.23,

a afirmação esta demonstrada. Suponhamos que isto não ocorre, ou seja

2γ0 ≤ n. Analisaremos separadamente o caso em que 2γ0 = n e 2γ0 < n.

Consideremos primeiramente o caso em que 2γ0 = n. Neste caso, como h

é uma função cont́ınua em [0, n
2
) e h(γ) −→ ∞ para γ −→ n

2
, temos que

existe γ0 ∈ [0, n
2
) tal que 2γ0 < n e h(γ0) >

n
2
. Da mesma forma como

12



acima, podemos investigar se up ∈ Lγ1 para γ1 > γ0. Para garantir que isso

ocorra, podemos exigir que pγ1 ≤
nγ0

n− 2γ0

, isto é γ1 ≤
1

p

nγ0

n− 2γ0

. Novamente

tomando γ1 =
1

p

nγ0

n− 2γ0

= h(γ0) temos que up ∈ Lγ1 e pelos Teoremas 1.19

e 1.23 obtemos que

u ∈

 L
nγ1

n−2γ1 (BR) para 2γ1 < n

Cm
B (BR) para 0 ≤ m < 2− n

γ1

(2.5)

Mas sabemos que γ1 = h(γ0) >
n
2
, ou seja, 2γ1 > n e, por (2.5), temos que a

afirmação está demonstrada.

Consideremos agora o caso em que 2γ0 < n. Neste caso, podemos também

investigar se up ∈ Lγ1 para γ1 > γ0, para garantir que isso ocorra, podemos

exigir que pγ1 ≤
nγ0

n− 2γ0

, isto é γ1 ≤
1

p

nγ0

n− 2γ0

. Novamente tomando γ1 =

1

p

nγ0

n− 2γ0

= h(γ0), pelos Teoremas 1.19 e 1.23 temos que

u ∈

 L
nγ1

n−2γ1 (BR) para 2γ1 < n

Cm
B (BR) para 0 ≤ m < 2− n

γ1

(2.6)

Se 2γ1 > n a afirmação esta demonstrada e se 2γ1 = n, lembrando que

g(γ) = h(h(γ)) é também cont́ınua e crescente, utilizando o mesmo racioćınio

feito para γ0, temos que vale a afirmação feita. Portanto, basta analisar o caso

em que 2γ1 < n, isto é 2h(γ0) < n. Prosseguindo indutivamente, obteremos

uma sequência crescente γk = h(γk−1) tal que u ∈ L
nγk

n−2γk , desde que seja

cumprida a condição de que 2γk < n. Notemos ainda que

γ0 =
1

p

2n

n− 2
>

2n

n− 2
> 0,

ou seja, γk > 0 para todo k onde se cumpre 2γk < n. Mas observemos que

γ1 ≤ 1
p

nγ0

n−2γ0
e assim temos que

13



1

γ1

=
n− 2γ

nγ0

p =

(
1

γ0

− 2

n

)
p

1

γ2

=
n− 2γ1

nγ1

p =

(
1

γ1

− 2

n

)
p =

((
1

γ0

− 2

n

)
p− 2

n

)
p

1

γ3

=
n− 2γ2

nγ2

p =

(
1

γ2

− 2

n

)
p =

(((
1

γ0

− 2

n

)
p− 2

n

)
p− 2

n

)
p

...

1

γk

=

(
...

(
1

γ0

− 2

n

)
p....− 2

n

)
p =

pk

γ0

− 2

n
pk − 2

n
pk−1 − ...− 2

n
p

=
1

γ0

pk − 2

n

[
pk + pk−1 + ....+ p2 + p

]
=

1

γ0

pk − 2

n

[
pk+1 − 1

p− 1

]
=

pkn(p− 1)− 2γ0(p
k+1 − 1)

γ0(p− 1)n
=
npk+1 − npk − 2γ0p

k+1 + 2γ0

γ0(p− 1)n

=
pk+1(n− 2γ0)− npk + 2γ0

γ0(p− 1)n
=
pk[pn− 2pγ0 − n] + 2γ0

γ0(p− 1)n
.

Ou seja, para γkp < n temos

1

γk

=
pk[pn− 2pγ0 − n] + 2γ0

γ0(p− 1)n
.

E dáı segue que

γk =
γ0(p− 1)n

pk[pn− 2pγ0 − n] + 2γ0

.

Mas γ0(p− 1)n > 0 e pn− 2pγ0 − n < 0 pois, lembrando que p < n+2
n−2

e que

γ0 = 2n
n−2

1
p

obtemos

pn− 2pγ0 − n < pn− 2p
2n

n− 2

1

p
− n = pn− 2

2n

n− 2
− n

=
pn(n− 2)− 4n− n(n− 2)

n− 2
=
n(n− 2)(p− 1)− 4n

n− 2

<
n(n− 2)(n+2

n−2
− 1)− 4n

n− 2
=
n(n− 2)( 4

n−2
)− 4n

n− 2
= 0.
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Ou seja, como p > 1, tomando k0 suficientemente grande temos que γk < 0

(basta tomar k0 >
log( 2γ

2pγ+n−pn
)

log(p)
), o que seria uma contradição com o fato de

que γ0 > 0 e γ0 < γ1 < γ2 < γ3 < γ4 < ... < γk. Ou seja, para este inteiro k0

a relação 2γk0 < n não é satisfeita. Sendo assim, da Proposição 1.23 temos

que u ∈ Cα
B(BR) para algum α > 0 e está demonstrada a nossa afirmação.

Logo u é limitada e u ∈ Cα. Denotemos por M o supremo M = sup
BR

u e

lembremos que f(u) = up +uq. Como f(t) é Lipschitz em [0,M ], existe c > 0

tal que |f(t1)− f(t2)| ≤ c|t1 − t2| para todo t1, t2 ∈ [0,M ]. Defina

f(t) =

 f(t) para 0 ≤ t < M + 1

f(M + 1) para t ≥M + 1

Desta forma temos que f é Lipchtiz cont́ınua em [0,+∞).

Afirmação 2: Toda função f Lipschitz cont́ınua em um domı́nio limitado Ω

é também Holder cont́ınua em Ω. De fato, basta notar que se f é Lipschitz

cont́ınua vale que

sup
x,y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|

<∞.

Sendo assim,

sup
x,y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

= sup
x,y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

|x− y|
|x− y|

= sup
x,y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|

|x− y|
|x− y|α

= sup
x,y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|

|x− y|1−α <∞.

Pois Ω é limitado e 1− α > 0 e isto demonstra a afirmação 2.

Como a composição de uma função de Lipschitz com uma função de classe Cα

é uma função de classe Cα temos que f(u) = up + uq ∈ Cα(BR) e é limitada.

Sendo assim, pelo Teorema 1.27 temos que u ∈ C2(BR) e, do Teorema 1.28,

temos que u ∈ C2,α(BR). Como f(u) = up +uq, segue que f(u) ∈ C2,α(BR) e

novamente, pelo Teorema 1.28, temos que u ∈ C4,α(BR). Prosseguindo desta
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forma temos que u ∈ C∞(BR) e isto conclui a demonstração. demonsträı¿1
2
o

�

Corolário 2.2. Seja u solução do problema (2.1). Então u é uma função

radial.

Demonstração: Basta notar que, da demonstração do teorema anterior, f

é Lipschitz cont́ınua em [0,∞). Como f = f em [0,M ], u também satisfaz o

problema  ∆u+ f(u) = 0 em BR e u > 0

u = 0 em ∂BR

Desta forma, temos que a demonstração deste corolário é consequência ime-

diata do Teorema 1.29. �

Obs.: O fato de que u é uma função radial também é garantido por [3].

Consideremos o seguinte problema u′′ +
n− 1

r
u′ + f(u) = 0 em (0, R) e u > 0

u′(0) = 0 e u(R) = 0
(2.7)

onde f(t) = tp + tq.

Lema 2.3. Para provar a unicidade de solução positiva para o problema (1),

basta provar a unicidade de solução positiva para o problema (2.7).

Demonstração: De fato, notemos primeiramente que, pela proposição (2.2),

temos que u é uma função radial, ou seja, fazendo |x| = r temos que u = u(r)

e, dáı, segue que

∂u

∂xi

=
∂u(|x|)
∂xi

= u′(|x|) xi

|x|
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e ainda

∂2u

∂x2
i

=
∂2u(|x|)
∂x2

i

(2.8)

= u′′(|x|)(xi)
2

|x|2
+ u′(|x|)

 |x| − (xi)
2

|x|

|x|2

 (2.9)

= u′′(|x|)(xi)
2

|x|2
+ u′(|x|) |x|

2 − (xi)
2

|x|3
.

De onde temos que

4u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

=
n∑

i=1

[
u′′(|x|)(xi)

2

|x|2
+ u′(|x|) |x|

2 − (xi)
2

|x|3

]
=

u′′(|x|)|x|2

|x|2
+ u′(|x|) n

|x|
− u′(|x|) 1

|x|

= u′′(|x|) +
(n− 1)

|x|
u(|x|) = u′′(r) +

(n− 1)

r
u′(r).

De modo que

4u+ f(u) = u′′(r) +
(n− 1)

r
u′(r) + f(u).

Além disso, como u é radial, temos que u′(0) = 0 e, como u = 0 em ∂BR,

temos u(R) = 0.

Reciprocamente, notando que se u : [0, R] → R é solução de (2.7), então

definindo

v(x) = u(|x|)

temos que v é de classe C2 em BR\{0}. Além disso, a hipótese u′(0) = 0

implica que v é de classe C2 também em uma vizinhança da origem. Sendo

assim, a função 4v + f(v) é cont́ınua em BR(0) e nula em BR(0), ou seja,

4v + f(v) = 0 em BR(0). Ou seja, no nosso caso, (1) é equivalente a (2.7).

�
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Caṕıtulo 3

Unicidade de solução para o

caso f (u) = up + uq

3.1 O Problema Variacional

Nesta seção, fazemos algumas considerações importantes que são utiliza-

das na secção seguinte e que contribuem para mostrar a unicidade de solução

positiva para o problema (1), para o caso f(u) = up+uq e 1 < q < p <
n+ 2

n− 2
.

Sendo assim, consideremos o seguinte problema u′′ +
n− 1

r
u′ + up + uq = 0 em (0, R) e u > 0

u′(0) = 0 e u(R) = 0
(3.1)

onde 1 < q < p <
n+ 2

n− 2
, e o seguinte problema de minimização:

I = inf

{
I(u) | u ∈ H1

0 , u é radial, u > 0 e

∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 1

}
(3.2)

onde

I(u) =
1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

p+ 1

∫ 1

0

up+1rn−1dr, (3.3)

t é uma constante positiva e H1
0 é o espaço de Sobolev da definição 1.14.
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Definição 3.1. Dizemos que u0 é um mı́nimo local para o problema (3.2) se

existe um τ > 0, tal que para toda u ∈ H1
0 , e ‖u − u0‖H1

0
≤ τ , ‖u‖Lq+1 = 1

vale que

I(u0) ≤ I(u).

Da mesma forma, dizemos que u0 é um mı́nimo local estrito para o problema

(3.2) se existe um τ > 0, tal que para toda u ∈ H1
0 , 0 < ‖u − u0‖H1

0
≤ τ ,

‖u‖Lq+1 = 1 vale que

I(u0) < I(u).

Lema 3.2. O problema de minimização constrúıdo em (3.2) é inferiormente

limitado, supondo que p−1
q+1

< 2
n

ou p−1
q+1

= 2
n

e t suficientemente pequeno.

Ademais este possui uma solução positiva.

Demonstração:

Afirmação 1: A condição
p− 1

q + 1
≤ 2

n
é necessária e suficiente para a limitação

do problema (1.2). De fato, tome ϕ(r) uma função positiva radial em H1
0 tal

que

∫ 1

0

[ϕ(r)]q+1rn−1dr = 1 e defina

ϕk(r) =

 ϕ(kr)k
n

q+1 para 0 < r < 1
k

0 para 1
k
≤ r ≤ 1 k = 1, 2, 3, 4, ...

Desta forma temos que ϕk ∈ H1
0 e

∫ 1

0

ϕq+1
k rn−1dr = 1, pois

∫ 1

0

ϕq+1
k rn−1dr =

∫ 1
k

0

(ϕ(kr)k
n

q+1 )q+1rn−1dr =

∫ 1

0

ϕ(s)q+1kn
( s
k

)n−1 1

k
ds

=

∫ 1

0

ϕ(s)q+1sn−1ds =

∫ 1

0

ϕ(r)q+1rn−1dr = 1.

Mas note que

I(ϕk) =
1

2
k2−n+ 2n

q+1

∫ 1

0

(ϕ′)2rn−1dr − t

p+ 1
k

n(p+1)
q+1

−n

∫ 1

0

ϕp+1rn−1dr. (3.4)
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Para ver isso, basta notar que, de (3.3) temos

I(ϕk) =
1

2

∫ 1

0

(ϕ′k)
2rn−1dr − t

p+ 1

∫ 1

0

ϕp+1
k rn−1dr. (3.5)

Mas notemos que

(ϕ(kr)k
n

q+1 )′ = ϕ′(kr)kk
n

q+1 ,

de onde obtemos que

1

2

∫ 1

0

(ϕ′k)
2rn−1dr =

1

2

∫ 1

0

ϕ′(kr)2k2k
2n

q+1 rn−1dr

=
1

2
k2k

2n
q+1

∫ 1

0

(ϕ(s)′)2(
s

k
)n−1 1

k
ds

=
1

2
k2k

2n
q+1

∫ 1

0

(ϕ′(s))2sn−1

(
1

k

)n

ds

= k2−n+ 2n
q+1

∫ 1

0

(ϕ′)2rn−1dr,

ou seja, obtemos que

1

2

∫ 1

0

(ϕ′k)
2rn−1dr = k2−n+ 2n

q+1

∫ 1

0

(ϕ′(r))2rn−1dr. (3.6)

Da mesma forma, temos que

− t

p+ 1

∫ 1

0

(ϕk)
p+1rn−1dr = − t

p+ 1

∫ 1

0

(ϕ(kr)k
n

q+1 )p+1rn−1dr

= − t

p+ 1

∫ 1

0

(ϕ(s)k
n

q+1 )p+1
( s
k

)n−1 1

k
ds

= −k
n(p+1)

q+1
−n t

p+ 1

∫ 1

0

(ϕ)p+1rn−1dr.

Com isso, mostramos que

− t

p+ 1

∫ 1

0

(ϕk)
p+1rn−1dr = −k

n(p+1)
q+1

−n t

p+ 1

∫ 1

0

(ϕ(r))p+1rn−1dr. (3.7)

Assim, substituindo (3.6) e (3.7) em (3.5) temos que

I(ϕk) =
1

2
k2−n+ 2n

q+1

∫ 1

0

(ϕ′)2rn−1dr − t

q + 1
k

n(p+1)
q+1

−n

∫ 1

0

ϕ(r)p+1rn−1dr,

ou seja, vale (3.4).

Notemos que, se
p− 1

q + 1
>

2

n
teŕıamos
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p− 1
q + 1

>
2
n
⇐⇒ 2 < n

p− 1
q + 1

⇐⇒ 2 <
n(p− 1 + 1− 1)

q + 1
⇐⇒ 2 <

− 2n

q + 1
+ n

p + 1
q + 1

⇐⇒ 2 +
2n

q + 1
< n

p + 1
q + 1

⇐⇒ 2− n +
2n

q + 1
< n

p + 1
q + 1

− n.

E, desta forma, fazendo k →∞ em (3.4) teŕıamos que I(ϕk) não seria limitado

inferiormente, visto que as integrais independem de k, e a potência de k para

o segundo membro da igualdade é maior que a do primeiro.

Para concluir a prova do lema, notemos que tomando 2∗ =
2n

n− 2
e

λ =


1

q + 1
− 1

p+ 1
1

q + 1
− 1

2∗

 temos que
1

p+ 1
=

λ
2n

n− 2

+
(1− λ)

q + 1
, pois

1

p+ 1
=

λ
2n

n− 2

+
(1− λ)

q + 1
⇐⇒ 1

p+ 1
=
λ(2− n)

2n
+

(1− λ)

q + 1
⇐⇒

1

p+ 1
− 1

q + 1
= λ

(
n− 2

2n
− 1

q + 1

)
⇐⇒ λ =


1

q + 1
− 1

p+ 1
1

q + 1
− 1

2∗

 .

Além disso, como q < p e p <
n+ 2

n− 2
temos, usando a Desigualdade de Holder,

que

‖u‖p+1 ≤ ‖u‖λ
2∗‖u‖1−λ

q+1 . (3.8)

Mas

‖u‖1−λ
q+1 =

[(∫ 1

0

uq+1rn−1dr

) 1
q+1

]1−λ

= 1,

para u satisfazendo

∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 1. Sendo assim, de (3.8) temos que

‖u‖p+1 ≤ ‖u‖λ
2∗ .

Ou seja,

(∫ 1

0

up+1rn−1dr

) 1

p+ 1 ≤ ‖u‖λ
2∗ ⇐⇒

∫ 1

0

up+1rn−1dr ≤ ‖u‖λ(p+1)
2∗ .

21



De onde temos que vale

1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr− t

p+ 1

∫ 1

0

up+1rn−1dr ≥ 1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr− t

p+ 1
‖u‖λ(p+1)

2∗ .

(3.9)

Como 2 e 2∗ são sobolev conjugados, do Teorema 1.17 temos que existe c > 0

tal que

‖u‖2∗ ≤ c‖u′‖2,

e dáı temos que

‖u‖λ(p+1)
2∗ ≤ c‖u′‖λ(p+1)

2 = c

(∫ 1

0

(u′)2rn−1dr

)λ(p+1)
2

. (3.10)

De modo que, substituindo (3.10) em (3.9) temos

1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

p+ 1
‖u‖λ(p+1)

2∗

≥ 1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

p+ 1
c

(∫ 1

0

(u′)2rn−1dr

)λ(p+1)
2

. (3.11)

Mas λ(p+ 1) ≤ 2, visto que

λ(p+ 1) ≤ 2 ⇐⇒

p+ 1− q − 1

(q + 1)(p+ 1)
(p+1)

1

q + 1
−
n− 2

2n

≤ 2 ⇐⇒

p− q

q + 1
2n− (n− 2)(q + 1)

(q + 1)2n

≤ 2 ⇐⇒

(p− q)2n

2n− (n− 2)(q + 1)
≤ 2 ⇐⇒ (p− q)2n ≤ 2(2n− (n− 2)(q + 1)) ⇐⇒ 2np−

2nq ≤ 2(2n−nq−n+2q+2) ⇐⇒ 2np−2nq ≤ 4n−2nq−2n+4q+4 ⇐⇒ 2np ≤

2n+4q+4 ⇐⇒ 2n(p−1) ≤ 4(q+1) ⇐⇒ n(p−1) ≤ 2(q+1) ⇐⇒ p− 1

q + 1
≤ 2

n
.

Ou seja,
λ(p+ 1)

2
≤ 1. Se

p− 1

q + 1
<

2

n
, então

λ(p+ 1)

2
< 1 e dáı, para ‖u‖H1

0

grande,

1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

p+ 1
c

(∫ 1

0

(u′)2rn−1dr

)λ(p+1)
2

≥ 1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr −

t

p+ 1
c

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr =

(
1

2
− c

t

p+ 1

)∫ 1

0

(u′)2rn−1dr ≥ 0.
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Se
p− 1

q + 1
=

2

n
, então

λ(p+ 1)

2
= 1. Logo esta desigualdade também é válida

para t suficientemente pequeno. Desta forma temos

1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

p+ 1

∫ 1

0

up+1rn−1dr ≥ 0,

ou seja, I(u) ≥ 0 para ‖u‖H1
0

grande quando p−1
q+1

< 2
n

ou para t pequeno

quando p−1
q+1

= 2
n
. Denotemos por

I0 = inf

{
I(u) | u ∈ H1

0 , u é radial,

∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 1

}
,

onde

I(u) =
1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

p+ 1

∫ 1

0

up+1rn−1dr.

Desta forma, podemos tomar uma sequência minimizante {um} tal que

I(um) → I0.

• ‖um‖H1
0

é limitada. De fato, para isso, notemos primeiramente que, para m

suficientemente grande vale que I(um) ≤ 2I0. Desta forma, no caso p−1
q+1

= 2
n
,

temos

2I0 ≥ I(um) ≥
(

1

2
− c

t

p+ 1

)∫ 1

0

(u′m)2rn−1dr.

O outro caso segue por um argumento similar. Assim, temos que

2I0(
1

2
− ct

p+ 1

) ≥
∫ 1

0

(u′m)2rn−1dr.

Ou seja, existe D > 0 tal que∫ 1

0

(u′m)2rn−1dr ≤ D.

Ou seja, temos que

‖um‖H1
0

=

(∫ 1

0

(u′m)2rn−1dr

) 1
2

≤ D
1
2 .
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E isto mostra que ‖um‖H1
0

é limitada. Desta forma, como H1
0 é um espaço

de Hilbert, existe uma subsequência {umk
}, que podemos tomar umk

≥ 0, tal

que umk
−→ u0 fracamente em H1

0 .

• Se p <
n+ 2

n− 2
, então o problema de minimização dado tem u0 como

solução. De fato, considerando que p <
n+ 2

n− 2
, o funcional I é fracamente

semicont́ınuo inferiormente. Como umk
converge fracamente a u0 em H1

0 ,

então lim inf I(unk
) ≥ I(u0) e I(umk

) −→ I0. Logo I(u0) ≤ I0. Assim, o

ı́nfimo I0 é assumido em u0. �

• u0 satisfaz o problema u′′ +
n− 1

r
u′ + tup + λuq = 0

u′(0) = u(1) = 0
(3.12)

onde λ é um multiplicador de Lagrange. De fato, consideremos

G(u) =
1

q + 1

(∫ 1

0

uq+1rn−1dr − 1

)
.

Note que u0 é um mı́nimo de I(u) com a condição G(u) = 0. Como

I ′(u)ϕ = lim
l→0

I(u+ ϕl)− I(u)

l

=

∫ 1

0

u′ϕ′rn−1dr − t

∫ 1

0

upϕrn−1dr + lim
l→0

l

(∫ 1

0

(ϕ′2l +O(1))rn−1dr

)
=

∫ 1

0

u′ϕ′rn−1dr − t

∫ 1

0

upϕrn−1dr,

onde O(1) indica que todos os termos da soma possuem uma potência de l

maior ou igual a 1. De onde obtemos que

I ′(u)ϕ =

∫ 1

0

u′ϕ′rn−1dr − t

∫ 1

0

upϕrn−1dr.

Mas

u′ϕ′ = (u′ϕ′)′ − u′′ϕ.
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Ou seja,

I ′(u)ϕ =

∫ 1

0

((u′ϕ)′ − u′′ϕ− tupϕ)rn−1dr.

Como ∫ 1

0

(u′ϕ)′rn−1dr = u′ϕrn−1|10 −
∫ 1

0

(n− 1)rn−2u′ϕdr,

lembrando que u′ϕrn−1|10 = 0, temos que

I ′(u)ϕ =

∫ 1

0

−(u′′ϕ+
n− 1

r
u′ϕ+ tupϕ)rn−1dr.

Da mesma forma, calculando G′(u) obtemos

1

q + 1
G′(u)ϕ = lim

l→0

1
q+1

G(u+ lϕ)− 1
q+1

G(u)

l

=
1

q + 1
lim
l→0

∫ 1

0
(u+ lϕ)q+1rn−1dr −

∫ 1

0
(u)q+1rn−1dr

l

=
1

q + 1
(q + 1)

∫ 1

0

uqϕrn−1dr + lim
l→0

∫ 1

0
lO(1)rn−1dr

l

=

∫ 1

0

uqϕrn−1dr,

onde O(1) indica que todos os termos da soma possuem uma potência de l

maior ou igual a 1. Sendo λ um multiplicador de Lagrange temos

I ′(u)ϕ = λG′(u)ϕ.

Desta forma∫ 1

0

−(u′′ϕ+
n− 1

r
u′ϕ+ tupϕ)rn−1dr = λ

∫ 1

0

uqϕrn−1dr.

Ou seja, ∫ 1

0

(u′′ +
n− 1

r
u′ + tup + λuq)ϕrn−1dr = 0,

para qualquer ϕ radial em H1
0 (B1). De onde obtemos

u′′ +
n− 1

r
u′ + tup + λuq = 0.
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Além disso, como u ∈ H1
0 , temos que u(1) = 0 e pelo prinćıpio do máximo

vale que u′(0) = 0. Note que, usando o mesmo racioćınio utilizado no

caṕıtulo 2, obtemos que u satisfaz (3.12) no sentido clássico.

• O multiplicador de Lagrange λ dado acima é expresso por

λ =

∫ 1

0

(u′0)
2rn−1dr − t

∫ 1

0

up+1
0 rn−1dr. (3.13)

De fato, sabemos que

u′′ +
n− 1

r
u′ + tup + λuq = 0.

Multiplicando os termos por rn−1 temos

u′′rn−1 + (n− 1)u′rn−2 + tuprn−1 + λuqrn−1 = 0.

Mas sabemos que

u′′rn−1 + (n− 1)u′rn−2 = (u′rn−1)′.

De onde temos

(u′rn−1)′ + tuprn−1 + λuqrn−1 = 0.

Multiplicando por u em ambos os lados da igualdade temos

(u′rn−1)′u+ tup+1rn−1 + λuq+1rn−1u = 0.

Integrando em relação a r em ambos os lados obtemos∫ 1

0

(u′rn−1)′udr + t

∫ 1

0

up+1rn−1dr + λ

∫ 1

0

uq+1rn−1udr = 0.
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Mas por hipótese temos que ∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 1.

Ou seja, temos ∫ 1

0

(u′rn−1)′udr + t

∫ 1

0

up+1rn−1dr + λ = 0.

Além disso, da fórmula de integração por partes temos que∫ 1

0

(u′rn−1)′udr = rn−1u′u |10 −
∫ 1

0

rn−1(u′)2dr.

E como

rn−1u′u |10= 1n−1u′(1)u(1)− 0n−1u′(0)u(0) = 0,

obtemos ∫ 1

0

(u′rn−1)′udr = −
∫ 1

0

rn−1(u′)2dr.

Ou seja,

−
∫ 1

0

rn−1(u′)2dr + t

∫ 1

0

up+1rn−1dr = −λ.

De onde segue que

λ =

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

∫ 1

0

up+1rn−1dr.

• Sendo λ o multiplicador de Lagrange dado acima, então λ > 0 para t

suficientemente pequeno. De fato, sabemos que

λ =

∫ 1

0

rn−1(u′)2dr − t

∫ 1

0

up+1rn−1dr.

Além disso, já mostramos que vale a desigualdade

‖u‖p+1 ≤ ‖u‖λ
2∗ ,
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de modo que

‖u‖p+1 ≤ ‖u‖λ
2∗ ⇐⇒

[∫ 1

0

up+1rn−1dr

] 1
p+1

≤
[∫ 1

0

u2∗rn−1dr

] λ
2∗

⇐⇒
∫ 1

0

up+1rn−1dr ≤
[∫ 1

0

u2∗rn−1dr

]λ(p+1)
2∗

.

Além disso, pelo Teorema 1.17, temos que existe c > 0 tal que

‖u‖2∗ ≤ c‖u′‖2.

Assim, temos

1

c
‖u‖2∗ ≤ ‖u′‖2.

Ou seja

1

c

[∫ 1

0

u2∗rn−1dr

] 1
2∗

≤
[∫ 1

0

(u′)2rn−1dr

] 1
2

⇐⇒

1

c2

[∫ 1

0

u2∗rn−1dr

] 2
2∗

≤
∫ 1

0

(u′)2rn−1dr.

De onde obtemos que

λ ≥ 1

c2

[∫ 1

0

u2∗rn−1dr

] 2
2∗

− t

[∫ 1

0

u2∗rn−1dr

]λ(p+1)
2∗

.

Lembrando que

λ(p+ 1) ≤ 2,

temos que λ > 0 para t suficientemente pequeno.

Na discussão seguinte, assumiremos sempre que t é tal que λ > 0.

Proposição 3.3. Seja u o minimizante do problema (3.2), então

∀ϕ ∈ H1
0 e

∫ 1

0

uqϕrn−1dr = 0,
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temos

J(ϕ) =

∫ 1

0

((ϕ′)2 − ptup−1ϕ2 − qλuq−1ϕ2)rn−1dr ≥ 0. (3.14)

Demonstração:

Para ϕ ∈ H1
0 , seja

F (α, s) =

∫ 1

0

|u+ αu+ sϕ|q+1rn−1dr − 1. (3.15)

Notemos primeiramente que se u minimiza o problema (3.2), então

• F (0, 0) = 0. De fato,

F (0, 0) =

∫ 1

0

uq+1rn−1dr − 1 = 1− 1 = 0.

• Fα(0, 0) 6= 0. De fato, derivando (3.15) em relação a α

Fα(α, s) =

∫ 1

0

rn−1 ∂

∂α
|u+ αu+ sϕ|q+1dr.

Mas

∂

∂α
|u+ αu+ sϕ|q+1 = (q + 1)|u+ αu+ sϕ|q ∂

∂α
|u+ αu+ sϕ|

e, calculando ∂
∂α
|u+ αu+ sϕ| temos

∂

∂α
|u+ αu+ sϕ| = (u+ αu+ sϕ)u

|u+ αu+ sϕ|
.

De modo que obtemos

Fα(α, s) =

∫ 1

0

[(q + 1)|u+ αu+ sϕ|q−1u(u+ αu+ sϕ)]rn−1dr.

E desta forma

Fα(0, 0) =

∫ 1

0

[(q + 1)|u|q−1u(u)]rn−1dr = (q + 1)

∫ 1

0

uq+1rn−1dr = q + 1 6= 0.

Sendo assim, podemos resolver F (α, s) = 0 em uma pequena vizinhança de

(0, 0). Seja α = α(s) a solução resultante e consideremos a função
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g(s) = I(u+ α(s)u+ sϕ).

Sendo assim, temos que g(0) = I(u) e s = 0 é um ponto de mı́nimo de g, ou

seja g′(0) = 0 e g′′(0) ≥ 0. Mas note que

g(s) =
1

2

∫ 1

0

[
d

dr
(u+α(s)u+sϕ)]2rn−1dr− t

p+ 1

∫ 1

0

(u+α(s)u+sϕ)p+1rn−1dr.

Ou seja,

g(s) =
1

2

∫ 1

0

[u′ + α(s)u′ + sϕ′]2rn−1dr− t

p+ 1

∫ 1

0

(u+ α(s)u+ sϕ)p+1rn−1dr.

De onde temos que

g′(s) =
1

2

∫ 1

0

2(u′ + α(s)u′ + sϕ′)(α′(s)u′ + ϕ′)rn−1dr

− t

p+ 1

∫ 1

0

(p+ 1)(u+ α(s)u+ sϕ)p(α′(s)u+ ϕ)rn−1dr

=

∫ 1

0

(u′ + α(s)u′ + sϕ′)(α′(s)u′ + ϕ′)rn−1dr

−t
∫ 1

0

(u+ α(s)u+ sϕ)p(α′(s)u+ ϕ)rn−1dr

e

g′′(s) =

∫ 1

0

(α′(s)u′ + ϕ′)(α′(s)u′ + ϕ′)rn−1dr

+

∫ 1

0

(u′ + α(s)u′ + sϕ′)α′′(s)u′rn−1dr

−tp
∫ 1

0

(u+ α(s)u+ sϕ)p−1(α′(s)u+ ϕ)2rn−1dr

−t
∫ 1

0

(u+ α(s)u+ sϕ)p(α′′(s)u)rn−1dr.
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Ou seja,

g′′(s) =

∫ 1

0

(α′(s)u′ + ϕ′)2rn−1dr +∫ 1

0

(u′ + α(s)u′ + sϕ′)α′′(s)u′rn−1dr

−pt
∫ 1

0

(u+ α(s)u+ sϕ)p−1(α′(s)u+ ϕ)2rn−1dr

−t
∫ 1

0

(u+ α(s)u+ sϕ)pα′′(s)urn−1dr.

Lembrando que α(0) = 0 obtemos que

g′′(0) =

∫ 1

0

(α′(0)u′ + ϕ′)2rn−1dr +

∫ 1

0

u′α′′(0)u′rn−1dr

−pt
∫ 1

0

up−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr − t

∫ 1

0

upα′′(0)urn−1dr

=

∫ 1

0

(α′(0)u′ + ϕ′)2rn−1dr + α′′(0)

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr−

pt

∫ 1

0

up−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr − tα′′(0)

∫ 1

0

up+1rn−1dr

=

∫ 1

0

(α′(0)u′ + ϕ′)2dr − pt

∫ 1

0

rn−1up−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr+

α′′(0)

[∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

∫ 1

0

up+1rn−1dr

]
=

∫ 1

0

(α′(0)u′ + ϕ′)2rn−1dr

−pt
∫ 1

0

up−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr + α′′(0)λ.

De modo que

g′′(0) =

∫ 1

0

(α′(0)u′ + ϕ′)2rn−1dr − pt

∫ 1

0

up−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr + α′′(0)λ.

(3.16)

Para F (α(s), s) = 0 temos

F (α, s) =

∫ 1

0

|u+ α(s)u+ sϕ|q+1rn−1dr − 1 = 0.

Ou seja, ∫ 1

0

|u+ α(s)u+ sϕ|q+1rn−1dr = 1 =

∫ 1

0

uq+1rn−1dr.
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E dáı segue que ∫ 1

0

(|u+ α(s)u+ sϕ|q+1 − uq+1)rn−1dr = 0.

Derivando em relação a s, obtemos

(q + 1)

∫ 1

0

[|u+ α(s)u+ sϕ|q(α′(s)u+ ϕ)]rn−1dr = 0.

Ou seja, ∫ 1

0

[|u+ α(s)u+ sϕ|q(α′(s)u+ ϕ)]rn−1dr = 0. (3.17)

Calculando a expressão acima em s = 0 obtemos∫ 1

0

[uq(α′(0)u+ ϕ)]rn−1dr = 0.

Derivando novamente (3.17) em relação a s temos que

q

∫ 1

0

|u+ α(s)u+ sϕ|q−1(α′(s)u+ ϕ)2rn−1dr

+

∫ 1

0

|u+ α(s)u+ sϕ|q(α′′(s)u)rn−1dr = 0.

Calculando em s = 0 obtemos

q

∫ 1

0

uq−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr +

∫ 1

0

uq+1α′′(0)rn−1dr

= q

∫ 1

0

uq−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr + α′′(0)

∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 0.

Mas sabemos que

∫ 1

0

uq+1rn−1 = 1, de modo que

α′′(0) = −q
∫ 1

0

uq−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr. (3.18)

Substituindo em (3.18) em (3.16) obtemos

g′′(0) =

∫ 1

0

(α′(0)u′ + ϕ′)2rn−1dr

−pt
∫ 1

0

up−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr + α′′(0)λ =

∫ 1

0

(α′(0)u′ + ϕ′)2rn−1dr

−pt
∫ 1

0

up−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr − qλ

∫ 1

0

uq−1(α′(0)u+ ϕ)2rn−1dr.
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Ou seja, obtemos que

g′′(0) =

∫ 1

0

{(α′(0)u′+ϕ′)2−ptup−1(α′(0)u+ϕ)2−quq−1(α′(0)u+ϕ)2λ}rn−1dr.

(3.19)

Afirmação: α′(0) = 0. De fato, sabemos que g′′(0) ≥ 0 e que ϕ ∈ H1
0 em

(3.19) é qualquer, ou seja, podemos tomar ϕ = 0 e dáı temos que

g′′(0) =

∫ 1

0

{(α′(0)u′)2 − ptup−1(α′(0)u)2 − quq−1(α′(0)u)2λ}rn−1dr

= (α′(0))2

∫ 1

0

{(u′)2 − ptup−1u2 − qλuq−1u2}rn−1dr ≥ 0.

Suponhamos por absurdo que ocorre α′(0) 6= 0. Da expressão acima teŕıamos∫ 1

0

{(u′)2 − ptup+1 − qλuq+1}rn−1dr ≥ 0,

ou seja, ∫ 1

0

(u′)2rn−1dr ≥ pt

∫ 1

0

rn−1up+1rn−1dr + qλ

∫ 1

0

uq+1rn−1dr.

Lembrando que

∫ 1

0

rn−1uq+1dr = 1 temos

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr ≥ pt

∫ 1

0

up+1rn−1dr + qλ. (3.20)

Mas de (3.13) temos que

λ =

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

∫ 1

0

up+1rn−1dr.

Ou seja, ∫ 1

0

(u′)2rn−1dr = λ+ t

∫ 1

0

up+1rn−1dr. (3.21)

Desta forma, substituindo (3.21) em (3.20) temos

λ+ t

∫ 1

0

up+1rn−1dr ≥ pt

∫ 1

0

up+1rn−1dr + qλ.

Ou seja,

λ(1− q) ≥ (p− 1)t

∫ 1

0

rn−1up+1dr.
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Como λ, t > 0 e p, q > 1 temos que λ(1− q) < 0 e dáı segue que

(p− 1)t

∫ 1

0

up+1rn−1dr < 0.

De onde temos um absurdo, pois u ≥ 0 e p − 1 > 0 e isto prova a nossa

afirmação, ou seja α′(0) = 0. Mas desta forma obtemos

0 ≤ g′′(0) =

∫ 1

0

{(α′(0)u′ + ϕ′)2 − ptup−1(α′(0)u+ ϕ)2

−quq−1(α′(0)u+ ϕ)2λ}rn−1dr =

∫ 1

0

{(ϕ′)2 − ptup−1ϕ2 − qλuq−1ϕ2}rn−1dr.

Ou seja, temos que

J(ϕ) =

∫ 1

0

((ϕ′)2 − ptup−1ϕ2 − qλuq−1ϕ2)rn−1dr ≥ 0.

Logo vale (3.14) e isto demonstra a proposição. �

3.2 A Estimativa

Consideremos o seguinte problema de minimização

J = inf

{
J(ϕ) | ϕ radial ∈ H1

0 ,

∫ 1

0

uqϕrn−1dr = 0,

∫ 1

0

uq−1ϕ2rn−1dr = 1

}
,

(3.22)

onde

J(ϕ) =

∫ 1

0

[(ϕ′)2 − tpup−1ϕ2 − qλuq−1ϕ2]rn−1dr. (3.23)

Por (3.14) temos que J ≥ 0. Nesta seção, vamos mostrar que toda solução

positiva de (3.12) satisfaz J > 0. Sendo assim, vamos supor por absurdo que

J = 0.

Afirmação 01: Existe w ∈ H1
0 tal que J = 0 é assumido em w. De fato,

suponhamos que J = 0. Tomemos ϕm ∈ H1
0 tal que J(ϕm) −→ 0 quando
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m −→ ∞. Mostraremos que ϕm é limitada em H1
0 . Para isso, basta notar

que, para m suficientemente grande temos que J(ϕm) < 1, de onde temos que∫ 1

0

[(ϕ′m)2 − tpup−1ϕ2
m − qλuq−1ϕ2

m]rn−1dr < 1.

Ou seja, ∫ 1

0

(ϕ′m)2rn−1dr < 1 + qλ+ tp

∫ 1

0

up−1ϕ2
mr

n−1dr, (3.24)

onde usamos que

∫ 1

0

uq−1ϕ2
mr

n−1dr = 1. Mas note que existe D > 0 tal

que

∫ 1

0

up−1ϕ2
mr

n−1dr < D. Para mostrar isso, basta notar que, definido os

conjuntos A e B por

A = {r ∈ (0, 1) | u(r) ≤ 1} e B = {r ∈ (0, 1) | u(r) > 1},

temos que∫ 1

0

up−1ϕ2
mr

n−1dr =

∫
A

up−1ϕ2
mr

n−1dr +

∫
B

up−1ϕ2
mr

n−1dr. (3.25)

Mas lembrando que q < p temos∫
A

up−1ϕ2
mr

n−1dr ≤
∫

A

uq−1ϕ2
mr

n−1dr ≤
∫ 1

0

uq−1ϕ2
mr

n−1dr = 1. (3.26)

Além disso,

1 =

∫ 1

0

uq−1ϕ2
mr

n−1dr ≥
∫

B

ϕ2
mr

n−1dr.

Ou seja, ∫
B

ϕ2
mr

n−1dr ≤ 1.

Desta forma, como u é limitada, existe M > 0 tal que u(r) ≤ M ∀r ∈ (0, 1).

Sendo assim, temos que∫
B

up−1ϕ2
mr

n−1dr ≤Mp−1

∫
B

ϕ2
mr

n−1dr ≤Mp−1. (3.27)
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Ou seja, de (3.25), (3.26) e (3.27) temos que existe D > 0 tal que∫ 1

0

up−1ϕ2
mr

n−1dr < D. Semdo assim, de (3.24) temos que existe K > 0

(onde K = 1 + λq +D) tal que∫ 1

0

(ϕ′m)2rn−1dr < K,

isto é,

‖ϕm‖H1
0

=

(∫ 1

0

(ϕ′m)2rn−1dr

) 1
2

< (K)
1
2 .

De onde temos que ϕm é limitada em H1
0 . Sendo assim, como H1

0 é um espaço

de Hilbert, pelo Teorema 1.6, temos que existem ϕmk
⊂ ϕm e w ∈ H1

0 tais

que ϕmk
−→ w fracamente em H1

0 . Desta forma temos que J(ϕmk
) −→ 0 e

lim J(ϕmk
) ≥ J(w) e pela definição de infimo, J = 0 é assumido em w e isto

prova a afirmação 1.

Afirmação 02: Se J = 0, seja w o correspondente minimizador. Então este

satisfaz
w′′ +

n− 1

r
w′ + tpup−1w + qλuq−1w = (p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1druq

w′(0) = w(1) = 0,

∫ 1

0

uqwrn−1dr = 0 e

∫ 1

0

uq−1w2rn−1dr = 1.

(3.28)

De fato, se J = 0 para ϕ = w, de (3.22) e (3.23) temos∫ 1

0

[(w′)2 − tpup−1w2 − qλuq−1w2]rn−1dr = 0, (3.29)

e ∫ 1

0

uqwrn−1dr = 0 e

∫ 1

0

uq−1w2rn−1dr = 1. (3.30)

Além disso, como w ∈ H1
0 temos que w(1) = 0. Utilizaremos novamente

multiplicadores de Lagrange para mostrar que w satisfaz a equação acima.

Sendo assim, denotemos

G(ϕ) =

∫ 1

0

uqϕrn−1dr e H(ϕ) =

∫ 1

0

uq−1ϕ2rn−1dr.
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Desta forma, obtemos

J ′(w)ϕ =

∫ 1

0

[
w′′ +

n− 1

r
w′ + tpup−1w + qλuq−1w

]
ϕrn−1dr

G′(w)ϕ =

∫ 1

0

uqϕrn−1dr e H ′(w)ϕ = 2

∫ 1

0

uq−1wϕrn−1dr.

Fazendo J ′(w) = λ1G
′(w) + λ2H

′(w) temos∫ 1

0

[
w′′ +

n− 1

r
w′ + tpup−1w + qλuq−1w

]
ϕrn−1dr

=

∫ 1

0

[λ1u
q + 2λ2u

q−1w]ϕrn−1dr.

Ou seja, w satisfaz a equação

w′′ +
n− 1

r
w′ + tpup−1w + qλuq−1w = λ1u

q + 2λ2u
q−1w. (3.31)

Mas note que multiplicando (3.31) por wrn−1 e integrando temos∫ 1

0

[(w′)2 − tpup−1w2 − qλuq−1w2]rn−1dr

= λ1

∫ 1

0

uqwrn−1dr + 2λ2

∫ 1

0

uq−1w2rn−1dr.

Assim, de (3.29) e (3.30) obtemos λ2 = 0. Além disso, multiplicando (3.31)

por urn−1 e integrando obtemos∫
(w′rn−1)′udr + tp

∫ 1

0

upwrn−1dr + qλ

∫ 1

0

uqwrn−1 = λ1

∫ 1

0

uq+1rn−1dr.

Novamente de (3.30) e lembrando que

∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 1 temos que

λ1 =

∫
(w′rn−1)′udr + tp

∫ 1

0

upwrn−1dr. (3.32)

Mas de (3.12), (3.30) e usando integração por partes temos∫
(w′rn−1)′udr = uw′rn−1|10 −

∫ 1

0

w′u′rn−1dr = −
∫ 1

0

w′u′rn−1dr
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=

∫ 1

0

[
u′′ +

n− 1

r
u′
]
wrn−1dr = −

∫ 1

0

[tup + λuq]wrn−1dr

= −t
∫ 1

0

upwrn−1dr − λ

∫ 1

0

uqwrn−1dr = −t
∫ 1

0

upwrn−1dr. (3.33)

Sendo assim, substituindo (3.33) em (3.32) temos

λ1 = −t
∫ 1

0

upwrn−1dr + tp

∫ 1

0

upwrn−1dr = (p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr. (3.34)

Substituindo (3.34) em (3.31) e lembrando que λ2 = 0 obtemos

w′′ +
n− 1

r
w′ + tpup−1w + qλuq−1w = (p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1druq,

e isto prova a afirmação 2.

Afirmação 3: w ∈ C2,α[0, 1). De fato, sabemos que w satisfaz

4w + c(x)w = f(x),

onde c(x) = tpup−1 + qλuq−1 e f(x) = (p − 1)t

∫ 1

0

upwrn−1druq. Note que

c(x) ∈ C∞ e que f(x) ∈ C∞, ou seja, temos que 4w = g(x) onde g(x) ∈ L∞.

Sendo assim, pelo Teorema 1.30 temos que w ∈ Cα. Denotando por N(g) o

Potencial Newtoniano de g temos que 4(N(g)− w) = 0 no sentido fraco, de

onde segue que N(g) − w é harmônica e portando C∞[0, 1). Como N(g) ∈

C2,α[0, 1), temos que w ∈ C2,α[0, 1) e isto demonstra a afirmação 3.

Lema 3.4. Seja u uma solução positiva de (3.12) que satisfaz (3.14). Então∫ 1

0

upwrn−1dr 6= 0. (3.35)

Demonstração: Suponhamos por absurdo que∫ 1

0

upwrn−1dr = 0. (3.36)

Desta forma, temos que w deve possuir pelo menos um ponto de zero em

(0,1), pois do contrário, como u > 0, não ocorreria (3.36).
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Afirmação: w possui pelo menos dois zeros em (0,1). De fato, suponhamos

por absurdo que que w possui somente um zero em (0,1) e denotemos este

por r = a. Mas desta forma temos∫ 1

0

[up(r)− up−q(a)uq(r)]w(r)rn−1dr

=

∫ 1

0

upw(r)rn−1dr − up−q(a)

∫ 1

0

uq(r)w(r)rn−1dr = 0,

(3.37)

pois temos que

∫ 1

0

uprn−1dr = 0 e estamos supondo

∫ 1

0

uqwrn−1dr = 0.

Mas u(r) é uma função decrescente e notando que up(a) − up−q(a)uq(a) =

up(a) − up(a) = 0 e w(a) = 0 temos que w e up(r) − up−q(a)uq(r) trocam

de sinal exatamente no mesmo ponto r = a. Se existisse b 6= a tal que

up(b) − up−q(a)uq(b) = 0 teŕıamos que u(b) = u(a), e isto contradiria o fato

de u ser decrescente. Mas sendo assim, temos que∫ 1

0

upw(r)rn−1dr − up−q(a)

∫ 1

0

uq(r)w(r)rn−1dr 6= 0. (3.38)

Mas (3.38) contradiz (3.37). E isto prova a afirmação 01.

Desta forma, podemos supor que w(r) possui no mı́nimo dois zeros no inter-

valo aberto (0, 1). Denotemos estes dois zeros por r = a e r = b. Seja

w1(r) =

 w(r) para 0 < r < a

0 caso contrário

w2(r) =

 w(r) para a < r < b

0 caso contrário

Seja w(r) = Aw1(r) +Bw2(r) onde A e B são tais que∫ 1

0

uqwrn−1dr = 0 e

∫ 1

0

uq−1w2rn−1dr = 1.

De (3.28) temos que∫ 1

0

[−(w′)2 + tpup−1w2 + qλuq−1w2]rn−1dr = 0, (3.39)
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pois, lembrando que w1w2 = w′1w
′
2 ≡ 0 obtemos∫ 1

0

[−(w′)2 + tpup−1w2 + qλuq−1w2]rn−1dr =

A2

∫ 1

0

[−(w′1)
2 + tpup−1(w1)

2 + qλuq−1(w1)
2]rn−1dr+

B2

∫ 1

0

[−(w′2)
2 + tpup−1(w2)

2 + qλuq−1(w2)
2]rn−1dr,

e de (3.28) temos que∫ 1

0

[−(w′1)
2 + tpup−1(w1)

2 + qλuq−1(w1)
2]rn−1dr = 0

e ∫ 1

0

[−(w′2)
2 + tpup−1(w2)

2 + qλuq−1(w2)
2]rn−1dr = 0,

onde usamos a suposição de que

∫ 1

0

upwrn−1dr = 0. Isto prova (3.39).

Mas note que a equação (3.39) mostra que w(r) é também um mı́nimo do

problema (3.22) e deve satisfazer a correspondente equação de Euler. Assim,

w no intervalo (0, a) satisfaz

w′′ +
n− 1

r
w′ + tpup−1w + qλuq−1w = 0. (3.40)

Portanto w(r) satisfaz (3.40) em todo o intervalo (0, 1). Mas w(r) ≡ 0 para

b < r < 1, ou seja, chegamos novamente em um absurdo e dáı temos que vale∫ 1

0

upwrn−1dr 6= 0 e isto prova o lema 3.4. �

Para a solução w(r) do problema (3.28), seja

4+ = {r|r ∈ [0, 1] e w(r) > 0}

4− = {r|r ∈ [0, 1] e w(r) < 0}

Desta forma, podemos notar que 4+ e 4− são intervalos abertos e que os

pontos que delimitam estes intervalos são os zeros de w e r = 0.
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Lema 3.5. Nas mesmas hipóteses do lema (3.4), 4+ e 4− não poder ser

constitúıdos , simultaneamente de mais de um intervalo aberto.

Demonstração: Suponhamos por absurdo que existem intervalos abertos

(a1, b1), (a2, b2) ∈ 4+ e (a3, b3), (a4, b4) ∈ 4−, onde ai são os pontos de zero

de de w ou a origem, para i = 1, 2, 3, 4. Novamente seja

wi(r) =

 w(r) para ai < r < bi i = 1, 2, 3, 4

0 caso contrário

Pelo lema 3.4, temos que

∫ 1

0

upwrn−1dr 6= 0. Desta forma, suponhamos que∫ 1

0

upwrn−1dr > 0 e tomemos ϕ = Aw1 + w2, onde A é escolhido de modo

que

∫ 1

0

uqϕrn−1dr = 0.

Então, de (3.14) temos que∫ 1

0

[(ϕ′)2 − ptup−1ϕ2 − qλuq−1ϕ2]rn−1dr ≥ 0. (3.41)

Mas por outro lado, notando que w1w2 = w′1w
′
2 ≡ 0 um cálculo direto mostra

que

∫ 1

0

[(ϕ′)2 − ptup−1(ϕ)2 − qλuq−1(ϕ)2]rn−1dr

=

∫ 1

0

[((Aw1 + w2)
′)2 − ptup−1(Aw1 + w2)

2 − qλuq−1(Aw1 + w2)
2]rn−1dr

=

∫ 1

0

[A2(w′1)
2 + 2Aw′1w

′
2 + (w′2)

2 − ptup−1(A2w2
1 + 2Aw1w2 + w2

2)

−qλuq−1(A2w2
1 + 2Aw1w2 + w2

2)]r
n−1dr =

∫ 1

0

[A2(w′1)
2 + (w′2)

2

−ptup−1(A2w2
1 + w2

2)− qλuq−1(A2w2
1 + w2

2)]r
n−1dr = A2

∫ 1

0

[(w′1)
2 −

ptup−1w2
1 − qλuq−1w2

1]r
n−1dr +

∫ 1

0

[(w′2)
2 − ptup−1w2

2 − qλuq−1w2
2]r

n−1dr.
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Ou seja, ∫ 1

0

[(ϕ′)2 − ptup−1(ϕ)2 − qλuq−1(ϕ)2]rn−1dr = A2

∫ 1

0

[(w′1)
2

− ptup−1w2
1 − qλuq−1w2

1]r
n−1dr +

∫ 1

0

[(w′2)
2 − ptup−1w2

2 − qλuq−1w2
2]r

n−1dr.

(3.42)

Mas da equação

w′′ +
n− 1

r
w′ + tpup−1w + qλuq−1w = (p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1druq.

Obtemos, usando integração por partes e a definição de wi que∫ a1

b1

[−(w′)2+tpup−1w2+qλuq−1w2]rn−1dr = (p−1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ a1

b1

uqwrn−1dr

e∫ a2

b2

[−(w′)2+tpup−1w2+qλuq−1w2]rn−1dr = (p−1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ a2

b2

uqwrn−1dr

ou, equivalentemente∫ 1

0

[(w′1)
2−tpup−1w2

1−qλuq−1w2
1]r

n−1dr = −(p−1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ 1

0

uqw1r
n−1dr

(3.43)

e∫ 1

0

[(w′2)
2−tpup−1w2

2−qλuq−1w2
2]r

n−1dr = −(p−1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ 1

0

uqw2r
n−1dr.

(3.44)

Substituindo (3.43) e (3.44) em (3.42) obtemos∫ 1

0

[(ϕ′)2 − ptup−1(ϕ)2 − qλuq−1(ϕ)2]rn−1dr =

−(p− 1)t

(
A2

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ 1

0

uqw1r
n−1dr +

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ 1

0

uqw2r
n−1dr

)
= −(p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

(
A2

∫ 1

0

uqw1r
n−1dr +

∫ 1

0

uqw2r
n−1dr

)
< 0,

(3.45)

42



pois −(p− 1) < 0 e

t

∫ 1

0

upwrn−1dr

(
A2

∫ 1

0

uqw1r
n−1dr +

∫ 1

0

uqw2r
n−1dr

)
> 0.

Mas (3.45) contradiz (3.41). De maneira similar, se

∫ 1

0

upwrn−1dr < 0, po-

demos tomar ϕ = Aw3 + w4 de tal modo que∫ 1

0

uqϕrn−1dr = 0,

e obteremos uma contradição com (3.41). Sendo assim, temos que 4+ e 4−

não podem ser constitúıdos, simultaneamente de mais de um intervalo aberto,

e isto demonstra nosso lema. �

Observemos que, para a solução w(r) do problema (3.28), se∫ 1

0

upwrn−1dr < 0(> 0), então os pontos limite de 4+(4−) são tais que

w′(r) 6= 0, onde estamos usando o prinćıpio do máximo forte. Sendo assim, o

lema 3.5 está nos dizendo que w(r) possui no mı́nimo dois pontos de mudança

de sinal em (0, 1).

Lema 3.6. Nas mesmas hipóteses do lema (3.4) e supondo que
2

n
≥ p− 1

p+ 1
,

temos que w(r) não pode ter exatamente dois pontos de mudança de sinal.

Demonstração: Suponhamos por absurdo que w(r) possui exatamente

dois pontos de mudança de sinal em (0, 1) e denotemos estes pontos por a1

e a2 e suponhamos que w(r) > 0 para 0 < r < a1, caso contrário, podemos

considerar −w(r). Do Lema 3.4 e da demonstração do Lema 3.5 temos que

o caso

∫ 1

0

upwrn−1dr ≥ 0 não pode ocorrer. Desta forma, podemos assumir

que

∫ 1

0

upwrn−1dr < 0. Notemos que u satisfaz a seguinte igualdade

(ru′)′′ +
n− 1

r
(ru′)′ + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′) = −2(tup + λuq). (3.46)
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Para ver isso, basta notar que

(ru′)′′ +
n− 1

r
(ru′)′ + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′)

= (u′′r + u′)′ +
n− 1

r
(ru′′ + u′) + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′).

Ou seja,

(ru′)′′ +
n− 1

r
(ru′)′ + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′)

= u′′′r + u′′ + u′′ +
n− 1

r
ru′′ +

n− 1

r
u′ + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′).

(3.47)

Mas, de (3.12) temos que u′′ +
n− 1

r
u′ + tup + λuq = 0, ou seja, substituindo

em (3.47) obtemos que

(ru′)′′ +
n− 1

r
(ru′)′ + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′)

= u′′′r − tup − λuq + nu′′ + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′).
(3.48)

Além disso, multiplicando u′′ +
n− 1

r
u′ + tup + λuq = 0 por r e derivando

temos

u′′′r = −nu′ − tup − λuq − rtpup−1u′ − λrquq−1u′, (3.49)

de modo que, substituindo (3.49) em (3.48) obtemos

(ru′)′′ +
n− 1

r
(ru′)′ + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′) = −2(tup + λuq).

Ou seja, temos que vale (3.46).

Multiplicando (3.46) por wrn−1 e integrando obtemos∫ 1

0

[
(ru′)′′ +

n− 1

r
(ru′)′ + tpup−1(ru′) + qλuq−1(ru′)

]
wrn−1dr

=

∫ 1

0

[−2(tup + λuq)]wrn−1dr = −2t

∫ 1

0

upwrn−1dr,

(3.50)

onde usamos que

∫ 1

0

uqwrn−1dr = 0. Lembrando que w(1) = 0 temos que

∫ 1

0

[
(ru′)′′wrn−1 + (n− 1)(ru′)′wrn−2

]
dr =

∫ 1

0

[(ru′)′rn−1]′wdr

= (ru′)′rn−1w|10 −
∫ 1

0

(ru′)′w′rn−1dr = −
∫ 1

0

(ru′)′w′rn−1dr.

(3.51)
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De modo que, substituindo (3.51) em (3.50) temos∫ 1

0

[
−(ru′)′w′rn−1 + tpup−1(ru′)wrn−1 + qλuq−1(ru′)wrn−1

]
dr

= −2t

∫ 1

0

upwrn−1dr. (3.52)

Mas como ∫ 1

0

(ru′)(w′rn−1)′dr = ru′w′rn−1|10 −
∫ 1

0

w′(ru′)′rn−1dr,

obtemos que∫ 1

0

(ru′)′w′rn−1dr = u′(1)w′(1)−
∫ 1

0

(ru′)(w′rn−1)′dr. (3.53)

E dáı, substituindo (3.53) em (3.52) temos

2t

∫ 1

0

upwrn−1dr = u′(1)w′(1)

−
∫ 1

0

(ru′)[(w′rn−1)′ + tpup−1w + qλuq−1w]rn−1dr. (3.54)

Mas multiplicando (3.28) por u′rn e integrando obtemos∫ 1

0

[
w′′u′rn +

n− 1

r
w′u′rn + tpup−1wu′rn + qλuq−1wu′rn

]
dr

= (p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ 1

0

uqu′rndr.

(3.55)

Mas∫ 1

0

[
w′′u′rn +

n− 1

r
w′u′rn

]
dr =

∫ 1

0

[
w′′rn−1 +

n− 1

r
w′rn−1

]
(u′r)dr

=

∫ 1

0

(w′rn−1)′(u′r)dr. (3.56)

Substituindo (3.56) em (3.55) temos∫ 1

0

[
(w′rn−1)′ + tpup−1wrn−1 + qλuq−1wrn−1

]
(u′r)dr

= (p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ 1

0

uqu′rndr.

(3.57)
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De modo que, substituindo (3.57) em (3.54) obtemos

2t

∫ 1

0

upwrn−1dr = u′(1)w′(1)− (p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ 1

0

uqu′rndr.

Ou seja,

u′(1)w′(1) = 2t

∫ 1

0

upwrn−1dr + (p− 1)t

∫ 1

0

upwrn−1dr

∫ 1

0

uqu′rndr.

Ou ainda

u′(1)w′(1) = t

∫ 1

0

upwrn−1dr

[
2 + (p− 1)

∫ 1

0

uqu′rndr

]
. (3.58)

Mas (uq+1rn)′ = (q + 1)uqu′rn + uq+1nrn−1, de modo que∫ 1

0

(uq+1rn)′dr = (q + 1)

∫ 1

0

uqu′rndr +

∫ 1

0

uq+1nrn−1dr.

Ou seja,∫ 1

0

uqu′rndr =
1

q + 1

[∫ 1

0

(uq+1rn)′dr − n

∫ 1

0

uq+1rn−1dr

]
=

1

q + 1

[
uq+1rn|10 − n

]
=

1

q + 1

[
uq+1(1)− n

]
= − n

q + 1
, (3.59)

onde usamos que u(1) = 0 e que

∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 1. Substituindo (3.59) em

(3.58) obtemos

u′(1)w′(1) = t

∫ 1

0

upwrn−1dr

(
2− (p− 1)n

q + 1

)
.

Ou seja,

u′(1)w′(1) = tn

(
2

n
− p− 1

q + 1

)∫ 1

0

upwrn−1dr. (3.60)

Mas por hipótese temos que n ≥ 2, t > 0,

∫ 1

0

upwrn−1dr < 0 e
p− 1

q + 1
≤ 2

n
ou

seja, o lado direito da igualdade (3.60) é não positivo. Por outro lado, pelo

principio do máximo forte temos que u′(1) < 0 e w′(1) < 0 (já que w(1) = 0

e w(r) > 0 em (a2, 1)), ou seja o lado, esquerdo de (3.60) é positivo, de onde

obtemos um absurdo e isto prova nosso lema. �
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Proposição 3.7. Nas mesmas hipóteses do lema 3.6, o problema (3.28) não

tem solução.

Demonstração:

Da Proposição 3.6, do Lema 3.5 e lembrando que

∫ 1

0

uqwrn−1dr = 0

deduzimos que w(r) deve ter exatamente um ponto de mudança de sinal no

intervalo aberto (0, 1). Denotemos por r = a este ponto e podemos assumir,

sem perda de generalidade que w(r) ≥ 0 para 0 < r ≤ a e w(r) ≤ 0 para

a ≤ r ≤ 1. Sendo assim, afirmamos que vale∫ 1

0

[up(r)− up−q(a)uq(r)]w(r)rn−1dr > 0. (3.61)

De fato, do Corolário 2.2 temos que u é radial e estritamente decrescente

em r, ou seja, u é injetiva em r, de modo que up(r) − up−q(a)uq(r) = 0

se e somente se r = a. Além disso, up(0) − up−q(a)uq(0) > 0 pois se fosse

up(0)− up−q(a)uq(0) ≤ 0 teŕıamos u(0) ≤ u(a), o que é uma contradição com

a hipótese de que u é estritamente decrescente, de modo que as funções w(r)

e up(r) − up−q(a)uq(r) mudam de sinal exatamente no mesmo ponto r = a

e ambas são positivas no intervalo (0, a) e negativas em (a, 1), de modo que

vale (3.61).

Sendo assim, de (3.61) e lembrando que

∫ 1

0

uqwrn−1dr = 0 temos

∫ 1

0

upwrn−1dr > 0.

Mas na demonstração da Proposição 3.6, obtemos a expressão (3.60) que nos

diz

u′(1)w′(1) = tn

(
2

n
− p− 1

q + 1

)∫ 1

0

upwrn−1dr.

Desta forma, de (3.61) e novamente lembrando que n ≥ 2, t > 0 e p−1
q+1

≤ 2
n

temos que o lado direito de (3.60) é não negativo. Por outro lado, pelo

prinćıpio do máximo forte temos que u′(1) < 0 e w′(1) > 0, ou seja, o lado
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esquerdo de (3.60) é negativo, de onde obtemos um absurdo e desta forma a

proposição esta provada. �

Seja δ(r) a solução da seguinte equação, que é a linearização da equação

do problema (3.12)

 δ′′ +
n− 1

r
δ′ + ptup−1δ + qλuq−1δ = 0

δ′(0) = 0 e δ(0) = 1
(3.62)

Proposição 3.8. Se a solução positiva do problema (3.12) satisfaz estrita-

mente a desigualdade dada em (3.14), isto é, se ∀ϕ ∈ H1
0 e

∫ 1

0

uqϕrn−1dr = 0

vale que: ∫ 1

0

((ϕ′)2 − ptup−1ϕ2 − qλuq−1ϕ2)rn−1dr > 0, (3.63)

então a solução δ(r) do problema (3.62) possui exatamente um zero no inter-

valo 0 ≤ r ≤ 1. Em particular, δ(1) < 0.

Demonstração:

Afirmação 01: δ possui pelo menos um zero no intervalo 0 < r < 1.

De fato, suponhamos por absurdo que δ(r) > 0 para todo 0 < r < 1. Por

(3.62) temos que

δ′′ +
n− 1

r
δ′ + ptup−1δ + qλuq−1δ = 0.

Multiplicando por rn−1 em ambos os lados temos

δ′′rn−1 + (n− 1)δ′rn−2 + ptup−1δrn−1 + qλuq−1δrn−1 = 0.

Mas

δ′′rn−1 + (n− 1)δ′rn−2 = (δ′rn−1)′,

de onde temos que

48



(δ′rn−1)′ + ptup−1δrn−1 + qλuq−1δrn−1 = 0.

Multiplicando por u em ambos os lados e integrando em (0, 1) obtemos∫ 1

0

(δ′rn−1)′udr + pt

∫ 1

0

upδrn−1dr + qλ

∫ 1

0

uqδrn−1dr = 0. (3.64)

Da fórmula de integração por partes sabemos que

∫ 1

0

(δ′rn−1)′udr = uδ′rn−1|10 −
∫ 1

0

u′δ′rn−1dr.

Como u(1) = 0 temos que uδ′rn−1|10 = 0 e desta forma∫ 1

0

(δ′rn−1)′udr = −
∫ 1

0

u′δ′rn−1dr. (3.65)

Ou seja, substituindo (3.65) em (3.64) temos que

−
∫ 1

0

u′δ′rn−1dr + pt

∫ 1

0

upδrn−1dr + qλ

∫ 1

0

uqδrn−1dr = 0.

Ou seja, ∫ 1

0

[−u′δ′ + ptupδ + qλuqδ]rn−1dr = 0. (3.66)

Além disso, de (3.12) temos que

u′′ +
n− 1

r
u′ + tup + λuq = 0.

Novamente, multiplicando por rn−1 em ambos os lados da igualdade temos

u′′rn−1 + (n− 1)u′rn−2 + tuprn−1 + λuqrn−1 = 0.

Mas como

u′′rn−1 + (n− 1)rn−2u′ = (u′rn−1)′,

obtemos

49



(u′rn−1)′ + tuprn−1 + λuqrn−1 = 0.

Multiplicando por δ em ambos os lados e integrando temos∫ 1

0

(u′rn−1)′δdr + t

∫ 1

0

upδrn−1dr + λ

∫ 1

0

uqδrn−1dr = 0. (3.67)

Da fórmula de integração por partes temos que∫ 1

0

(u′rn−1)′δdr = u′δrn−1|10 −
∫ 1

0

u′δ′rn−1dr.

Sendo assim, temos que∫ 1

0

(u′rn−1)′δdr = u′(1)δ(1)−
∫ 1

0

u′δ′rn−1dr. (3.68)

Substituindo (3.68) em (3.67) obtemos

u′(1)δ(1)−
∫ 1

0

u′δ′rn−1dr + t

∫ 1

0

upδrn−1dr + λ

∫ 1

0

uqδrn−1dr = 0.

Ou seja, ∫ 1

0

[−u′δ′ + tupδ + λuqδ]rn−1dr = −u′(1)δ(1). (3.69)

Fazendo (3.66)-(3.69) temos∫ 1

0

[−u′δ′+ptupδ+qλuqδ]rn−1dr−
∫ 1

0

[−u′δ′+tupδ+λuqδ]rn−1dr = u′(1)δ(1).

Ou seja,

∫ 1

0

[ptupδ + qλuqδ − tupδ − λuqδ]rn−1dr = u′(1)δ(1),

de modo que

(p− 1)t

∫ 1

0

upδrn−1dr + (q − 1)λ

∫ 1

0

uqδrn−1dr = u′(1)δ(1). (3.70)

Como estamos supondo que δ(r) > 0 ∀r ∈ (0, 1) temos que o lado esquerdo

de (3.70) é positivo. Mas o lado direito de (3.70) é não positivo, visto que
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estamos supondo que δ(r) > 0 e u é estritamente decrescente, e portando

u′(1) < 0. Temos ai uma contradição e a afirmação 1 fica provada.

Afirmação 2: δ(r) não possui mais do que um zero em (0,1).

De fato, suponhamos por absurdo que δ(r) possui mais de um zero em (0, 1)

e sejam a e b os dois primeiros zeros de δ, em ordem crescente. Sejam:

δ1(r) =

 δ(r) para 0 < r < a

0 caso contrário

δ2(r) =

 δ(r) para a < r < b

0 caso contrário

Tomemos ϕ = Aδ1 + δ2, onde A é escolhido de modo que∫ 1

0

uqϕrn−1dr = 0.

Note que ϕ ∈ H1
0 e portanto, por hipótese temos que deve valer (3.63). Mas

desta forma, notando que δ1(r)δ2(r) = δ′1(r)δ
′
2(r) ≡ 0 temos∫ 1

0

((ϕ′)2−ptup−1ϕ2− qλuq−1ϕ2)rn−1dr =

∫ 1

0

[(Aδ1 + δ2)
2−ptup−1(Aδ1 + δ2)

2

−qλuq−1(Aδ1 + δ2)
2]rn−1dr =

∫ 1

0

[A2(δ′1)
2 + 2Aδ′1δ

′
2

+(δ′2)
2 − ptup−1(A2δ2

1 + 2Aδ1δ2 + δ2
2)− qλuq−1(A2δ2

1 + 2Aδ1δ2 + δ2
2)]r

n−1dr

=

∫ 1

0

[A2(δ′1)
2 + (δ′2)

2 − ptup−1(A2δ2
1 + δ2

2)− qλuq−1(A2δ2
1 + δ2

2)]r
n−1dr

= A2

∫ a

0

[(δ′1)
2 − ptup−1δ2

1 − qλuq−1δ2
1)]r

n−1dr

+

∫ b

a

[(δ′2)
2 − ptup−1δ2

2 − qλuq−1δ2
2]r

n−1dr,

ou seja, ∫ 1

0

((ϕ′)2 − ptup−1ϕ2 − qλuq−1ϕ2)rn−1dr =

A2

∫ a

0

[(δ′1)
2−ptup−1δ2

1−qλuq−1δ2
1)]r

n−1dr+

∫ b

a

[(δ′2)
2−ptup−1δ2

2−qλuq−1δ2
2]r

n−1dr.

Mas de (3.62) temos que
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δ′′ + n−1
r
δ′ + ptup−1δ + qλuq−1δ = 0.

E dáı, lembrando que δ′′rn−1 + (n− 1)δ′rn−2 = (rn−1δ′)′ obtemos que∫ a

0

[(rn−1δ′)′δ + ptup−1(δ)2rn−1 + qλuq−1(δ)2rn−1]dr = 0.

E assim ∫ a

0

[(rn−1δ′)′δdr = δδ′rn−1|a0 −
∫ a

0

rn−1(δ′)2dr.

Mas δ(a) = 0, ou seja∫ a

0

[(rn−1δ′)′δdr = −
∫ a

0

rn−1(δ′)2dr.

De onde temos que∫ a

0

[−(δ′)2rn−1 + ptup−1(δ)2rn−1 + qλuq−1(δ)2rn−1]dr = 0,

ou seja, ∫ a

0

[(δ′)2 − ptup−1(δ)2 − qλuq−1(δ)2]rn−1dr = 0.

Da mesma forma, lembrando que δ(a) = δ(b) = 0 obtemos∫ b

a

[(δ′)2 − ptup−1(δ)2 − qλuq−1(δ)2]rn−1dr = 0,

ou seja, para ϕ = Aδ1 + δ2 como escolhemos temos que∫ 1

0

[(ϕ′)2 − ptup−1(ϕ)2 − qλuq−1(ϕ)2]rn−1dr = 0. (3.71)

Mas (3.71) contradiz a desigualdade (3.63). Ou seja, δ tem exatamente um

ponto de zero no intervalo 0 < r < 1 e isto demonstra a afirmação 2. Note-

mos ainda que, denotando por r = a o ponto em (0, 1) tal que δ(a) = 0,

temos pelo prinćıpio do máximo que não pode ser δ′(a) = 0, ou seja r = a é

o único ponto de mudança de sinal de δ em (0, 1) e como δ(0) = 1, temos que

δ(1) < 0 e consequentemente a nossa proposição. �

Com isso mostramos que J > 0.
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3.3 Prova do teorema (0.1)

Nesta seção, vamos provar a unicidade de solução positiva para o problema

(2.1) e para isso vamos utilizar os resultados obtidos no caṕıtulo 4. Primei-

ramente vamos considerar o mı́nimo local do problema (3.2) com parâmetro

t. Novamente seja ut o mı́nimo local positivo do problema (3.2). Então ut

satisfaz:  u′′t +
n− 1

r
u′t + tup

t + λtu
q
t = 0

u′t(0) = ut(1) = 0
(3.72)

onde λt é o multiplicador de Lagrange.

Proposição 3.9. Para t > 0 no problema (3.2), as componentes do mı́nimo

local positivo (ut, λt) dependem continuamente de t em H1
0 × Rn

+.

A prova desta proposição pode ser encontrada em [7].

Seja

vt(r) =

(
λt

l2t

) 1
q−1

ut

(
r

lt

)
, (3.73)

onde

lt = λ
p−1

2(p−q)

t t
1−q

2(p−q) . (3.74)

Desta forma, temos que vt(r) satisfaz v′′t +
n− 1

r
v′t + vp

t + vq
t = 0

v′t(0) = vt(lt) = 0
(3.75)

De fato, denotemos M =

(
λt

l2t

) 1
q−1

.

Afirmação 01: M =

(
λt

l2t

) 1
q−1

=

(
t

l2t

) 1
p−1

.

De fato, basta notar que(
λt

l2t

) 1
q−1

=

(
t

l2t

) 1
p−1

⇐⇒ λ
1

(q−1)

t

l
2

(q−1)

t

=
t

1
(p−1)

l
2

(p−1)

t

⇐⇒
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l
2

(p−1)

t l
− 2

(q−1)

t = λ
− 1

(q−1)

t t
1

(p−1) ⇐⇒ l
− 2(p−1)−2(q−1)

(p−1)(q−1)

t = λ
− 1

(q−1)

t t
1

(p−1) ⇐⇒

lt = λ
p−1

2(p−q)

t t
1−q

2(p−q) .

Isto prova a afirmação 01.

Sendo assim, para provar que vt(r) = Mut

(
r
lt

)
satisfaz a equação (3.75)

basta notar que

v′t(r) =
M

lt
u′t

(
r

lt

)
e

v′′t (r) =
M

l2t
u′′t

(
r

lt

)
.

Desta forma temos

v′′t +
n− 1

r
v′t+v

p
t +v

q
t =

M

l2t
u′′t

(
r

lt

)
+
n− 1

r

M

lt
u′t

(
r

lt

)
+Mpup

t

(
r

lt

)
+M quq

t

(
r

lt

)

=
M

l2t
u′′t

(
r

lt

)
+
n− 1

r
lt

M

l2t
u′t

(
r

lt

)
+
Mp

t
tup

t

(
r

lt

)
+
M q

λt

λtu
q
t

(
r

lt
.

)
Mas note que

Mp

t
=
M

l2t
e

M q

λt

=
M

l2t
,

pois da afirmação 01 temos que M =

(
λt

l2t

) 1
q−1

=

(
t

l2t

) 1
p−1

. Sendo assim,

v′′t +
n− 1

r
v′t+v

p
t +vq

t =
M

l2t

(
u′′t

(
r

lt

)
+
n− 1

r
lt

+ tup
t

(
r

lt

)
+ λtuq

t

(
r

lt

))
= 0,

pois de (3.72) temos que

u′′t

(
r

lt

)
+
n− 1

r
lt

+ tup
t

(
r

lt

)
+ λtuq

t

(
r

lt

)
= 0.

Além disso, como vt(r) = Mut

(
r

lt

)
e de (3.72) temos que u′t(0) = ut(1) = 0

segue que v′t(0) = vt(lt) = 0 e isto prova que vt(r) satisfaz a equação (3.75).

Da Proposição 3.9 temos que lt depende continuamente de t. Queremos mos-

trar que lt pode abranger todo o intervalo aberto (0,+∞) para t va- riando

em (0,+∞).
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Proposição 3.10. Existe t0 > 0 tal que

lt −→ 0 para t −→ t0

lt −→ +∞ para t −→ 0.

Demonstração:

Afirmação: It é uma função decrescente em t. De fato, tome t1 > t2. Sabemos

que

It1 = inf
u∈H1

0

{
1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t1
p+ 1

∫ 1

0

up+1rn−1dr,

}
,

subordinado a ∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 1 e ‖u− ut1‖H1
0
< ε0.

Sendo assim, para t2 suficientemente próximo de t1, tal que

‖ut2 − ut1‖H1
0
< ε0,

temos

It1 =
1

2

∫ 1

0

(u′t1)
2rn−1dr − t1

p+ 1

∫ 1

0

up+1
t1 rn−1dr

≤ 1

2

∫ 1

0

(u′t2)
2rn−1dr − t1

p+ 1

∫ 1

0

up+1
t2 rn−1dr, (3.76)

e como t1 > t2, segue que

1

2

∫ 1

0

(u′t2)
2rn−1dr − t1

p+ 1

∫ 1

0

up+1
t2 rn−1dr

≤ 1

2

∫ 1

0

(u′t2)
2rn−1dr − t2

p+ 1

∫ 1

0

up+1
t2 rn−1dr = It2 . (3.77)

De (3.76) e (3.77) temos que

It1 ≤
1

2

∫ 1

0

(u′t2)
2rn−1dr − t1

p+ 1

∫ 1

0

up+1
t2 rn−1dr ≤ It2 ,
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e isto prova a nossa afirmação para t1 e t2 próximos. De fato, vale para

qualquer t1 > t2.

Note que λt satisfaz

λt =

∫ 1

0

(u′t)
2rn−1dr − t

∫ 1

0

up+1
t rn−1dr,

e como

It =
1

2

∫ 1

0

(u′t)
2rn−1dr − t

p+ 1

∫ 1

0

up+1
t rn−1dr,

temos

λt = λt + 2It − 2It = 2It +

∫ 1

0

(u′t)
2rn−1dr − t

∫ 1

0

up+1
t rn−1dr

−2

(
1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

p+ 1

∫ 1

0

up+1rn−1dr

)
= 2It − t

∫ 1

0

up+1
t rn−1dr

+
2t

p+ 1

∫ 1

0

up+1rn−1dr = 2It −
(

1− 2

p+ 1

)
t

∫ 1

0

up+1
t rn−1dr

= 2It −
(
p− 1

p+ 1

)
t

∫ 1

0

up+1
t rn−1dr.

Ou seja, obtemos

λt = 2It −
(
p− 1

p+ 1

)
t

∫ 1

0

up+1
t rn−1dr. (3.78)

Da desigualdade de Hölder temos que

1 =

∫ 1

0

uq+1
t rn−1dr ≤

[∫ 1

0

up+1
t rn−1dr

] q+1
p+1
(

1

n

) p−q
p+1

,

ou seja,

n
p−q
q+1 ≤

∫ 1

0

up+1
t rn−1dr. (3.79)

Sendo assim, de (3.78) e de (3.79), temos que

λt ≤ 2It − t

(
p− 1

p+ 1

)
n

p−q
q+1 .

Lembrando que λt > 0, temos

2It > t

(
p− 1

p+ 1

)
n

p−q
q+1 , (3.80)
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mas do lado direito da desigualdade acima temos uma função crescente em

t, pois

(
p− 1

p+ 1

)
n

p−q
q+1 > 0 enquanto que do lado esquerdo temos, como já

mostramos, uma função decrescente em t. Como da primeira parte do lema

temos que It é cont́ınua, podemos garantir que existe t0 > 0 tal que

2It − t

(
p− 1

p+ 1

)
n

p−q
q+1 −→ 0 para t −→ t−0 . (3.81)

Ou seja, temos que existe t0 > 0 tal que

λt −→ 0 para t −→ t−0 . (3.82)

De (3.82) e de (3.74) temos que

lt −→ 0 para t −→ t0.

Para provar a segunda parte do lema, basta notar que

∫ 1

0

uq+1rn−1dr = 1 e,

repetindo o argumento feito na seção 3.2, temos que It = I(ut) > 0 para t

suficientemente pequeno. Somando a isso o fato de que It é decrescente em t

obtemos que It <∞ para t −→ 0. Ou seja, temos que

It =
1

2

∫ 1

0

(u′)2rn−1dr − t

p+ 1

∫ 1

0

up+1rn−1dr −→ I0 > 0 para t −→ 0.

De (3.78) temos que

lt = λ
p−1

2(p−q)

t t
1−q

2(p−q) −→ +∞ para t −→ 0,

visto que

λt −→ 2I0 e t
1−q

2(p−q) −→∞ para t −→ 0,

pois 1− q < 0 e p > q. Isto conclui a demonstração da nossa proposição. �

Consideremos o seguinte problema de valor inicial

 u′′ +
n− 1

r
u′ + up + uq = 0

u′(0) = 0 e u(0) = u0 > 0
(3.83)
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Proposição 3.11. O problema (3.83) possui uma solução clássica.

Demonstração: Para isso, basta notar que, como já comentamos no

caṕıtulo 2, f(t) = tp + tq é localmete Lipschitz. Além disso, para A ≡ 1

temos que as hipóteses H1 − H3 citadas no apêndice são satisfeitas. Sendo

assim, da Proposição 3.17 temos que (3.83) possui uma solução em torno da

origem. Por outro lado, longe da origem podemos extender esta solução u-

sando a teoria classica de Equações Diferenciais Ordinárias e isto demonstra

a nossa proposição. �

Proposição 3.12. Dado u0 > 0 em (3.83) existe R0 = R(u0) tal que

u(R(u0), u0) = 0 e u(r, u0) > 0 para 0 < r < R(u0).

Demonstração: A idéia é utilizar a Identidade de Pohazaev para o caso

radial. Comecemos notando que, de (3.83) temos

u′′ +
n− 1

r
u′ = −up − uq. (3.84)

Multiplicando (3.84) por u′r temos

u′′u′r + (n− 1)(u′)2 = −upu′r − uqu′r. (3.85)

Mas sendo assim, de (3.85) temos que(
(u′)2

2

)′
r + (n− 1)(u′)2 = −

(
up+1

p+ 1

)′
r −

(
uq+1

q + 1

)′
r. (3.86)

Multiplicando (3.86) por rn−1 e integrando em (0, R) temos∫ R

0

(
(u′)2

2

)′
rndr + (n− 1)

∫ R

0

(u′)2rn−1dr

= −
∫ R

0

(
up+1

p+ 1

)′
rndr −

∫ R

0

(
uq+1

q + 1

)′
rndr. (3.87)

Utilizando integração por partes obtemos

(u′(R))2

2
Rn − n

∫ R

0

(u′)2

2
rn−1dr + (n− 1)

∫ R

0

(u′)2rn−1dr
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= −u
p+1(R)

p+ 1
Rn + n

∫ R

0

up+1

p+ 1
rn−1dr − uq+1(R)

q + 1
Rn + n

∫ R

0

uq+1

q + 1
rn−1dr,

ou seja,

(u′(R))2

2
Rn +

(n
2
− 1
)∫ R

0

(u′)2rn−1dr

= −u
p+1(R)

p+ 1
Rn + n

∫ R

0

up+1

p+ 1
rn−1dr − uq+1(R)

q + 1
Rn + n

∫ R

0

uq+1

q + 1
rn−1dr.

(3.88)

Além disso, multiplicando (3.84) por rn−1 e integrando obtemos∫ R

0

(u′rn−1)′dr = −
∫ R

0

uprn−1dr −
∫ R

0

uqrn−1dr,

ou seja,

u′(R)Rn−1 = −
∫ R

0

uprn−1dr −
∫ R

0

uqrn−1dr. (3.89)

Como u é decrescente, temos que u(r) ≥ u(R) ∀r ≤ R, ou seja, temos que∫ R

0

uprn−1dr ≥ up(R)
Rn

n
e

∫ R

0

uqrn−1dr ≥ uq(R)
Rn

n
. (3.90)

De (3.90) e (3.89) obtemos

u′(R)Rn−1 ≤ −up(R)
Rn

n
− uq(R)

Rn

n
,

ou, equivalentemente,

u′(R)

R
≤ −u

p(R)

n
− uq(R)

n
.

Em particular vale que

u′(R)

R
≤ −u

p(R)

n
e

u′(R)

R
≤ −u

q(R)

n
. (3.91)

Denotando R = r em (3.91) e integrando novamente em (0, R) obtemos∫ R

0

u′

up
dr ≤ −

∫ R

0

r

n
dr. (3.92)

De modo que, usando substituição de variáveis temos

u−p+1

−p+ 1
|u(R)
u(0) ≤ −

r2

2n
|R0 ,
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ou seja,

u−p+1(R)

−p+ 1
− u−p+1(0)

−p+ 1
≤ −R

2

2n
. (3.93)

Multiplicando (3.93) por −p+ 1 < 0 obtemos

u−p+1(R) ≥ R2(p− 1)

2n
+ u−p+1(0).

Assim,

u(R) ≤
(
R2(p− 1)

2n
+ u−p+1(0)

) 1
1−p

. (3.94)

Fazendo C =
p− 1

2n
e D = u−p+1(0) temos

u(R) ≤ (CR2 +D)
1

1−p ≤ (CR2)
1

1−p = CR
2

1−p . (3.95)

Utilizando o mesmo racioćınio acima podemos obter

u(R) ≤ CR
2

1−q , (3.96)

ou seja, obtemos

u(R) ≤ CR
2

1−p e u(R) ≤ CR
2

1−q . (3.97)

Afirmação 1: −u
p+1(R)

p+ 1
Rn −→ 0 e −u

q+1(R)

q + 1
Rn −→ 0 para R −→∞.

De fato, mostraremos que up+1Rn −→ 0 para R −→ ∞. Usando a esti-

mativa obtida em (3.97), temos que

|up+1Rn| ≤
(
CR

2
p−1

)p+1

Rn = CRn− 2(p+1)
p−1 . (3.98)

Mas note que n− 2(p+ 1)

p− 1
< 0, pois

n− 2(p+ 1)

p− 1
< 0 ⇐⇒ n− 2− 4

p− 1
< 0 ⇐⇒ n− 2 <

4

p− 1

⇐⇒ 1

n− 2
>
p− 1

4
⇐⇒ 4

n− 2
> p− 1 ⇐⇒

p <
4

n− 2
+ 1 ⇐⇒ p <

4 + n− 2

n− 2
⇐⇒ p <

n+ 2

n− 2
,
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ou seja,

|up+1Rn| ≤ C

Rα
onde α > 0, (3.99)

de onde temos que up+1Rn −→ 0 para R −→ ∞. Analogamente podemos

mostrar que uq+1Rn −→ 0 para R −→∞.

Afirmação 2: ∫ R

0

up+1rn−1dr e

∫ R

0

uq+1rn−1dr

convergem, isto é∫ ∞

0

up+1rn−1dr <∞ e

∫ ∞

0

uq+1rn−1dr <∞. (3.100)

De fato, notemos que de (3.98) temos que

up+1rn−1 ≤ Crn−1− 2(p+1)
p−1 ,

e dáı segue que ∫ R

1

up+1rn−1dr ≤ C

∫ R

1

rn−1− 2(p+1)
p−1 dr. (3.101)

Note que basta integrar no intervalo (1, R) pois sabemos que u ∈ C∞ e

portanto a integral acima converge no intervalo (0, 1). Sendo assim, basta

mostrar que

C

∫ ∞

1

rn−1− 2(p+1)
p−1 dr <∞.

Denotando K =
(
n− 2(p+1)

p−1

)−1

temos

C

∫ R

1

rn−1− 2(p+1)
p−1 dr = Krn− 2(p+1)

p−1 |R1 = K +KRn− 2(p+1)
p−1 .

Mas já mostramos que n− 2(p+1)
p−1

< 0 e, portanto,

C

∫ ∞

1

rn−1− 2(p+1)
p−1 dr <∞,

ou seja, de (3.101) temos que∫ ∞

1

up+1rn−1dr <∞.
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Com o mesmo argumento mostra-se que∫ ∞

1

uq+1rn−1dr <∞.

Assim, das afirmações 1 e 2 temos que o lado direito de (3.88) converge

quando R −→ ∞ e, consequentemente, o lado esquerdo de (3.88) também

deve convergir, ou seja

(u′(R))2

2
Rn +

(n
2
− 1
)∫ R

0

(u′)2rn−1dr <∞ para R −→∞.

Mas note que o segundo termo da expressão cima é monótono, crescente e

limitado em relação a R, de onde temos que(n
2
− 1
)∫ ∞

0

(u′)2rn−1dr <∞. (3.102)

Portanto, deve valer também que

(u′(R))2

2
Rn converge para R −→∞.

Afirmação 03:

(u′(R))2

2
Rn −→ 0 para R −→∞.

De fato, suponhamos por absurdo que existe C > 0 tal que

lim
R→∞

(u′(R))2

2
Rn = C.

Sendo assim, deve existir R0 > 0 tal que
(u′(R))2

2
Rn >

C

2
para R > R0. Ou

seja,

(u′)2Rn−1 >
C

R
para R > R0.

E dáı temos que∫ ∞

R0

(u′)2Rn−1dr ≥
∫ ∞

R0

C

R
dr = C lnR|+∞R0

= +∞. (3.103)

Mas (3.103) contradiz (3.102). De onde temos que

lim
R→∞

(u′(R))2

2
Rn = 0, (3.104)
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e a afirmação 3 está provada.

Assim, das afirmações 1, 2 e 3 provadas acima e de (3.88) temos que(
n− 2

2

)∫ ∞

0

(u′)2rn−1dr =
n

p+ 1

∫ ∞

0

up+1rn−1dr +
n

q + 1

∫ ∞

0

uq+1rn−1dr.

Ou, equivalentemente,(
n− 2

2

)∫
Rn

|Du|2dx =
n

p+ 1

∫
Rn

up+1dx+
n

q + 1

∫
Rn

uq+1dx. (3.105)

Por outro lado, sabemos que

−u4u = up+1 + uq+1,

ou seja, denotando BR(0) = BR temos

−
∫

BR

u4udx =

∫
BR

up+1dx+

∫
BR

uq+1dx.

Pelo teorema da divergência obtemos que∫
∂BR

−u∂u
∂n
dS +

∫
BR

|∇u|2dx =

∫
BR

up+1dx+

∫
BR

uq+1dx. (3.106)

Mas ∫
∂BR

−u∂u
∂n
dS =

∫
|w|=1

u(r)u′(r)rn−1dw = uu′rn−1C,

onde C =
∫
|w|=1

dw.

Afirmação 04: uu′rn−1 −→ 0 quando R −→∞.

De fato, por simplicidade, denotaremos todas as constantes por C. Note que,

de (3.104) temos que existe C > 0 tal que (u′)2rn < C, ou seja, u′r
n
2 < C e

dáı

u′rn−1 = u′r
n
2 rn−1−n

2 = u′r
n
2 r

n
2
−1 ≤ Cr

n−2
2 .

Mas, de (3.97), temos que

uu′rn−1 ≤ Cur
n−2

2 ≤ Cr
2

1−p r
n−2

2 = Cr
2

1−p
+n−2

2 .
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Mas note que
2

1− p
+
n− 2

2
< 0, pois

2

1− p
+
n− 2

2
< 0 ⇐⇒ 2

1− p
<
n− 2

2
⇐⇒ .

4

n− 2
> p− 1 ⇐⇒ p <

4

n− 2
+ 1 ⇐⇒ p <

n+ 2

n− 2
,

e isto mostra a nossa afirmação. Sendo assim, de (3.106) temos que∫
Rn

|∇u|2dx =

∫
Rn

up+1dx+

∫
Rn

uq+1dx. (3.107)

Mas desta forma, de (3.105) e de (3.107) temos que

n− 2

2

[∫
Rn

up+1dx+

∫
Rn

uq+1dx

]
=

n

p+ 1

∫
Rn

up+1dx+
n

q + 1

∫
Rn

uq+1dx.

Ou seja,∫
Rn

up+1dx

[
n− 2

2
− n

p+ 1

]
+

∫
Rn

uq+1dx

[
n− 2

2
− n

q + 1

]
= 0. (3.108)

Mas note que ∫
Rn

up+1dx > 0 e

∫
Rn

uq+1dx > 0,

e que
n− 2

2
− n

p+ 1
< 0, pois

n− 2

2
− n

p+ 1
< 0 ⇐⇒ n− 2

2
<

n

p+ 1
⇐⇒ p+ 1 <

2n

n− 2

⇐⇒ p <
2n

n− 2
− 1 ⇐⇒ p <

n+ 2

n− 2
.

Analogamente temos
n− 2

2
− n

q + 1
< 0. Ou seja, (3.108) gera um absurdo.

Isto mostra que, dado u0 > 0 em (3.83), existe R = R(u0) tal que u(R(u0)) =

0 e u(r, u0) > 0 para r < R(u0). �

Proposição 3.13. O problema (3.83) possui uma única solução.

Demonstração: De fato, denotando f(u) = up + uq e suponhamos que
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existem u1 e u2 satisfazendo (3.83). Desta forma, denotando por v = u1− u2

obtemos que

v′′ +
n− 1

r
v′ = (u1 − u2)

′′ +
n− 1

r
(u1 − u2)

= u′′1 +
n− 1

r
u′1 − u′′2 −

n− 1

r
u′2 = −f(u1) + f(u2),

ou seja,

v′′ +
n− 1

r
v′ = −f(u1) + f(u2). (3.109)

Multiplicando (3.109) por rn−1 e integrando em (0, R) temos

|v′(R)| ≤
∫ R

0

|f(u1)− f(u2)|
rn−1

Rn−1
dr ≤ sup

r≤R
|f(u1)− f(u2)|

R

n
. (3.110)

Mas note que, como já mostramos anteriormente, f é localmente de Lipschitz,

de onde temos que existe C > 0 tal que

|f(u1)− f(u2)| ≤ C|u1 − u2| = C|v|. (3.111)

Além disso, temos

|v(r)| = |v(r)− v(0)| = |
∫ r

0

v′(s)ds| ≤
∫ r

0

|v′(s)|ds. (3.112)

De (3.111) e de (3.112)

|f(u1)− f(u2)| ≤ C

∫ r

0

|v′(s)|ds ≤ C

∫ R

0

|v′(s)|ds. (3.113)

De onde temos que

sup
r≤R

|f(u1)− f(u2)| ≤ C

∫ R

0

|v′(s)|ds. (3.114)

Substituindo (3.114) em (3.110) temos

|v′(R)| ≤ C
R

n

∫ R

0

|v′(s)|ds. (3.115)

Fazendo ψ(R) =

∫ R

0

|v′(s)|ds temos ψ′(R) = |v′(R)|. Ou seja, (3.115) implica

ψ′(R) ≤ C
R

n
ψ(R) ⇐⇒ ψ′(R)− C

R

n
ψ(R) ≤ 0.
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Usando um fator integrante obtemos que

ψ′(R)e−C R2

2n − C
R

n
ψ(R)e−C R2

2n ≤ 0 ⇐⇒ (ψ(R)e−C R2

2n )′ ≤ 0.

De onde temos que, para 0 ≤ R0 ≤ R vale∫ R0

0

(ψ(r)e−C r2

2n )′dr ≤ 0 ⇐⇒ ψ(R0)e
−C

R2
0

2n − ψ(0)e0 ≤ 0. (3.116)

Mas ψ(0) = 0, ou seja, de (3.123) temos que ψ(R0) ≤ 0, mas desta forma,

da definição de ψ(R) temos que ψ(R0) = 0, ou seja, ψ ≡ 0. Assim, temos

|v′(R)| ≡ 0 e dáı v′ ≡ 0, ou seja, existe K > 0 tal que v(r) = K para todo

r. Lembrando que v(0) = u1(0) − u2(0) = 0 temos que K = 0 e, portanto,

u1 = u2 mostrando a unicidade de solução para (3.83). �

Observação 3.14. Note que com o mesmo racioćınio utilizado nas pro-

posições 3.11 e 3.13 e utilizando o Teorema 3.18 do apêndice, podemos gra-

rantir a existência e unicidade de solução para a equação (3.62).

Proposição 3.15. Seja u = u(t, u0) solução de (3.83). Então u satisfaz

(3.62) com t = λt = 1.

Demonstração: Mostremos primeiramente que u = u(t, u0) depende con-

tinuamente da condição inicial u0. Para isso, consideremos os seguintes pro-

blemas

 u′′1 +
n− 1

r
u′1 = −f(u1)

u′1(0) = 0 e u1(0) = u0
1 > 0

(3.117)

 u′′2 +
n− 1

r
u′2 = −f(u2)

u′2(0) = 0 e u2(0) = u0
2 > 0,

(3.118)

onde f(u) = up + uq. Desta forma, fazendo v(r) = u1(r, u
0
1)− u2(r, u

0
2) temos

que v satisfaz

v′′ +
n− 1

r
v′ = f(u2)− f(u1). (3.119)
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De (3.119) obtemos que

|v′(r)| ≤
∫ R

0

|f(u2)− f(u1)|
rn−1

Rn−1
dr ≤ sup

r≤R
|f(u1)− f(u2)|

R

n
. (3.120)

Mas f é de Lipschitz, ou seja, existe C > 0 tal que

|f(u1)− f(u2)| ≤ C|u1 − u2| = c|v|.

Além disso, note que

|v(r)| ≤ |v(r)− v(0)|+ |v(0)| ≤
∫ R

0

|v′(s)|ds+ |v(0)|,

ou seja,

|f(u1)− f(u2)| ≤ C

(∫ R

0

|v′(s)|ds+ |v(0)|
)
,

de onde obtemos

sup
r≤R

|f(u1)− f(u2)| ≤ C

(∫ R

0

|v′(s)|ds+ |v(0)|
)
. (3.121)

Substituindo (3.121) em (3.120) temos

|v′(r)| ≤ CR

n

(∫ R

0

|v′(s)|ds+ |v(0)|
)
. (3.122)

Fazendo ψ(R) =

∫ R

0

|v′(s)|ds+ |v(0)| temos ψ′(R) = |v′(R)|. Ou seja, (3.122)

se transforma em

ψ′(R) ≤ C
R

n
ψ(R) ⇐⇒ ψ′(R)− C

R

n
ψ(R) ≤ 0.

Usando um fator integrante obtemos que

ψ′(R)e−C R2

2n − C
R

n
ψ(R)e−C R2

2n ≤ 0 ⇐⇒ (ψ(R)e−C R2

2n )′ ≤ 0.

De onde temos que, para 0 ≤ R0 ≤ R vale∫ R0

0

(ψ(r)e−C r2

2n )′dr ≤ 0 ⇐⇒ ψ(R0)e
−C

R2
0

2n − ψ(0)e0 ≤ 0, (3.123)
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ou seja,

ψ(R0) ≤ ψ(0)eC
R2

0
2n . (3.124)

Mas

ψ(R0) =

∫ R0

0

|v′(s)|ds+ |v(0)| e ψ(0) = |v(0)|. (3.125)

Substituindo (3.125) em (3.124 obtemos∫ R0

0

|v′(s)|ds ≤ |v(0)|
(
eC

R2
0

2n − 1

)
= C(R0)|v(0)|. (3.126)

Por outro lado, temos que∫ R0

0

|v′(s)|ds ≥ |
∫ R0

0

v′(s)ds|

= |v(R0)− v(0)| ≥ ||v(R0)| − |v(0)|| ≥ |v(R0)| − |v(0)|, (3.127)

ou seja, de (3.126) e (3.127) obtemos

|v(R0)| ≤ C(R0)|v(0)|. (3.128)

Lembrando que

|v(R0)| = |u1(R0, u
0
1)− u2(R0, u

0
2)| e |v(0)| = |u1(0)− u2(0)|,

temos que

|u1(R0, u
0
1)− u2(R0, u

0
2)| ≤ C(R0)|u1(0)− u2(0)|, (3.129)

ou seja, temos que u(R(u0), u0) é de Lipschitz em relação a u0. Além disso,

note que dado δ > 0 temos que

4u(x, u0 + δ)− u(x, u0)

δ
= −f(u(x, u0 + δ))− f(u(x, u0))

δ
,

ou seja,

|4u(x, u0 + δ)− u(x, u0)

δ
| = |f(u(x, u0 + δ))− f(u(x, u0))

δ
|.
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Como f é localmente de Lipschitz, temos que existe C > 0 tal que

|f(u(x, u0 + δ))− f(u(x, u0))| ≤ C|u(x, u0 + δ)− u(x, u0)|,

e de (3.129) temos que

|u(x, u0 + δ)− u(x, u0)| ≤ C(R0)|δ|,

ou seja, obtemos que

|4u(x, u0 + δ)− u(x, u0)

δ
| ≤ C(R0).

Seja

vn =
u(x, u0 + 1

n
)− u(x, u0)
1
n

. (3.130)

Assim temos que |vn(x)| ≤ C(R0) = C e |4vn| ≤ D para R0 ≤ R1 fixo. Note

que vn ∈ C2,α e pelo Teorema 1.31 temos que

|vn|1,α ≤ K(|vn|0 + |4vn|) ≤ K(C +D) = K0,

ou seja, vn é uma famı́lia equicont́ınua e pelo Teorema de Arzel-Ascoli, temos

que existe v ∈ C1,α tal que vn(x) −→ v(x) em C1. Além disso, note que

4vn =
f(u(x, u0 + 1

n
))− f(u(x, u0))
1
n

:= gn.

Sendo assim, tomando ϕ ∈ C∞
c (Ω) onde Ω = BR1(0) temos∫
Ω

4vnϕ = −
∫

Ω

gnϕ,

ou seja, ∫
Ω

∇vn∇ϕ =

∫
Ω

gnϕ.

Além disso, como vn −→ v em C1 temos que∫
Ω

∇vn∇ϕ −→
∫

Ω

∇v∇ϕ,
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ou seja, temos ∫
Ω

4vnϕ −→ −
∫

Ω

∇v∇ϕ. (3.131)

Por outro lado, temos que

4vn = gn =
f(u(x, u0 + 1

n
))− f(u(x, u0))
1
n

.

Passando ao limite para n −→∞, obtemos

4vn −→ −f ′(u(x, u0))uu0(x, u0),

de onde temos que∫
Ω

∇v∇ϕ =

∫
Ω

f ′(u(x, u0))uu0(x, u0)ϕ.

Mas de (3.130) temos que v = uu0(x, u0), ou seja, uu0(x, u0) é solução fraca

de 4v = −f ′(u)v. Além disso, como

v(0) = lim
n→∞

vn(0) = lim
n→∞

u(0, u0 + 1
n
)− u(0, 1

n
)

1
n

= lim
n→∞

u0 + 1
n
− u0

1
n

= 1

e

lim
n→∞

v′n(0) = lim
n→∞

ux(0, u0 + 1
n
)− ux(0, u0)
1
n

= 0,

temos que v = uu0(x, u0) também satisfaz o problema (3.62). �

Sendo assim, da Observação (3.14) e da Proposição 3.15 temos que

uu0(x, u0) = δ.

Teorema 3.16. Para f(u) = up + uq e 1 < q < p <
n+ 2

n− 2
, o problema (1)

possui uma única solução, se
p− 1

q + 1
≤ 2

n
.

Demonstração: Se ut é um mı́nimo positivo da proposição (3.9), pela

proposição (3.7), temos que ut satisfaz as hipóteses da proposição (3.8). Então

a solução δ(r) da equação correspondente linearizada do problema (3.75) sa-

tisfaz δt(1) < 0. Seja

δ(r) = δt

(
r

lt

)
, (3.132)
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onde δ(r) depende de ut. Note que δ(r) satisfaz δ′′ +
n− 1

r
δ′ + pvp−1

t δ + qvq−1
t δ = 0

δ′(0) = 0 e δ(0) = 1
(3.133)

onde vt é obtida de ut através da substituição (3.73).

De fato, note que

δ′(r) =
1

lt
δ′t

(
r

lt

)
e

δ′′(r) =
1

l2t
δ′′t

(
r

lt

)
e, lembrando que vt(r) = Mut

(
r

lt

)
, obtemos

δ′′ +
n− 1

r
δ′ + pvp−1

t δ + qvq−1
t δ

=
1

l2t
δ′′t

(
r

lt

)
+
n− 1

r

1

lt
δ′t

(
r

lt

)
+ pMp−1up−1

t

(
r

lt

)
+ qM q−1uq−1

t

(
r

lt

)
=

1

l2t
δ′′t

(
r

lt

)
+
n− 1

r
lt

1

l2t
δ′t

(
r

lt

)
+ p

Mp−1

t
tup−1

t

(
r

lt

)
+ q

M q−1

λt

λtu
q−1
t

(
r

lt

)
.

Mas novamente note que
Mp−1

t
=

1

l2t
e
M q−1

λt

=
1

l2t
, pois já mostramos ante-

riormente que M =

(
λt

l2t

) 1
q−1

=

(
t

l2t

) 1
p−1

.

Sendo assim, temos que

δ′′ +
n− 1

r
δ′ + pvp−1

t δ + qvq−1
t δ =

1

l2t

(
δ′′t

(
r

lt

)
+
n− 1

r
lt

+ δ′t

(
r

lt

)
+ ptup−1

t

(
r

lt

)
+ qλtλtu

q−1
t

(
r

lt

))
= 0,

pois, de (3.62), temos que

δ′′t

(
r

lt

)
+
n− 1

r
lt

+ δ′t

(
r

lt

)
+ ptup−1

t

(
r

lt

)
+ qλtλtu

q−1
t

(
r

lt

)
= 0.

Além disso, como δ(r) = δt

(
r
lt

)
e como de (3.62) temos que δ′(0) = 0 e δ(0) =

1 mostrando que δ(r) satisfaz o problema (3.133). Novamente, consideremos a
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solução vt(r) obtida de ut pela substituição (3.73). Sabemos pela Proposição

3.10 que fazendo t variar, R(u0) cobre todo o intervalo aberto (0,∞). De

(3.133), podemos deduzir que, para toda u0 > 0, a correspondente solução da

equação linearizada δ(r, u0) satisfaz

δ(R(u0), u0) < 0. (3.134)

Da Proposição 3.15 temos que δ =
∂u

∂u0

. Como u(R(u0), u0) = 0, segue que

∂u

∂R
(R(u0), u0)R

′(u0) +
∂u

∂u0

(R(u0), u0) = 0, (3.135)

ou seja, pelo exposto acima, obtemos

∂u

∂R
(R(u0), u0)R

′(u0) + δ(R(u0), u0)) = 0. (3.136)

Lembrando que u′r < 0 e que δ(R(u0)) < 0, deduzimos que R′(u0) < 0 para

toda u0. Sendo assim, estamos em condições de provar a unicidade de solução

positiva para o problema (1) dado por u′′ +
n− 1

r
u′ + up + uq = 0

u′(0) = 0 e u(R) = 0
(3.137)

Suponhamos que existam duas soluções para (3.137) e denotemos estas

soluções por u1 e u2. Note que devemos ter u1(0) = u2(0), pois se fosse

u1(0) 6= u2(0) teŕıamos uma contradição com o fato de que R′(u0) < 0. Mas

desta forma temos que u1 e u2 seriam duas soluções de u′′ +
n− 1

r
u′ + up + uq = 0

u′(0) = 0 e u(0) = u0

(3.138)

Mas, pela Proposição 3.13, o problema (3.138) possui uma única solução, ou

seja, temos que u1 = u2. �
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Apêndice

Consideremos o seguinte problema de valor inicial

 (Au′)′ +
n− 1

r
Au′ + f(u) = 0

u′(0) = 0 e u(0) = ξ > 0
(3.139)

e consideremos as hipóteses

(H1) f é cont́ınua em [0,∞) e f(0) = 0,

(H2) A é cont́ınua em (0,∞) e pA(p) converge para p −→ 0,

(H3) pA(p) é estritamente crescente para p > 0.

Proposição 3.17. Suponhamos que as hipóteses H1 − H3 são satisfeitas.

Então o problema (3.139) possui uma solução clássica em torno da origem.

Proposição 3.18. Suponhamos que A é de classe C1 em (0,∞) e que f é

Lipschitz cont́ınua para u ∈ J , onde J é um subintervalo de (0,∞) contendo

ξ. Assuma também que a derivada da (crescente) função Ω é limitada por

zero em todo subconjunto limitado de (0,∞), onde Ω(p) = pA(|p|). Então a

solução para (3.1) é única ao longo do intervalo J .

A demonstração das Proposições 3.17 e 3.18 podem ser encontradas em

[6]
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