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RESUMO

Nesta tese, estudamos extensoes normalizantes de anéis. Mais precisa-
mente, R é um anel semiprimo e S é uma extensao normalizante livre de torcao
de R. Estendemos os resultados obtidos para bimddulos em [ M. Ferrero,
Closed submodules of normalizing bimodules over semiprime rings, Comm.
Algebra, a aparecer|, para as extensoes de anéis e introduzimos o conceito
de médulo R-essencialmente normalizante. Em particular, construimos a ex-
tensao canonica livre de torcao S* de S. Além disso, obtemos uma corres-
pondéncia biunivoca entre ideais fechados, ideais primos fechados e ideais
semiprimos fechados de S, 5* e Sy, onde Sy é o normalizador de R em S*.
Também provamos alguns resultados referentes a tipos especiais de ideais pri-
mos e radicais de anéis.

ABSTRACT

In this thesis we study normalizing extensions of rings. More preciselly,
R is a semiprime ring and S is a torsion-free normalizing extension of R. We
extend the results obtained in [M. Ferrero, Closed submodules of normalizing
bimodules over semiprime rings, Comm. Algebra, to appear| for bimodules
to rings extensions and we introduce the concept of R-essentially normalizing
module. In particular, we construct the canonical torsion-free extension S* of
S. Moreover, we obtain a one-to-one correspondence between closed ideals,
closed prime ideals and closed semiprime ideals of S, S* and Sy, where 5 is
the normalizer of R in S*. Also, we prove some results referring to special
types of prime ideals and radicals of rings.
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Introducao

Muitos resultados referentes a ideais primos em extensoes de anéis tém
sido obtidos nos tltimos vinte anos. Por exemplo, em [31] e [32] estuda-se o
caso em que S é uma extensao centralizante finita de R, ou seja, S é gerado
sobre R por um conjunto finito de elementos R-centralizantes. Posteriormente,
foram objeto de estudo as extensoes normalizantes finitas em [20], [21], [22] e
[27]. Além disso, varios resultados sobre ideais primos em diversos tipos de
extensoes (nao necessariamente finitas) foram obtidos em [3], [4], [5], [13], [19],
24], [26], [28], [29], [30].

Em [10] sdo estudados os ideais primos num anel de polinémios R[X], onde
R é um anel primo. Neste trabalho sao considerados os ideais fechados do
anel R[X] e obtém-se uma representagao de ideais fechados usando polinémios
monicos em C[X], onde C é o centréide estendido do anel primo R. Além disso,
os ideais fechados sao usados em [5], [13], [24] no estudo de ideais primos em
extensoes de Ore. E importante observar que o conceito de ideal fechado em
um anel foi introduzido por Goldie em [17].

Em [7] é feita uma extensao dos resultados de [10] no caso em que S é uma
extensao centralizante livre (ndo necessariamente finita) de um anel primo R.

Ja em [6] s@o estendidos os resultados de [7], para estudar submédulos de
bimédulos centralizantes (ndo necessariamente livres) sobre um anel primo R.
Com isso, os resultados para anéis sao obtidos como aplicacao.

Agora em [8] ¢ feita uma nova extensdo dos resultados de [6] para bimdédulos
centralizantes (nao necessariamente livres) sobre um anel semiprimo R. Em
conseqiiencia destes resultados para moédulos obtém-se aplicagoes no caso de
extensoes centralizantes de anéis, onde o anel base R é semiprimo. Em [12]
sdo obtidos alguns resultados adicionais daqueles encontrados em [§].

Mais recentemente, em [9], M. Ferrero obteve uma extensao de todos os
resultados anteriores para submddulos de bimoédulos normalizantes sobre um
anel semiprimo R. O principal resultado deste trabalho é uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto de todos os submoddulos fechados de M, M* e M,,
onde M ¢ um bimédulo R-normalizante qualquer, M* é a extensao canonica
de M a um @Q-bimédulo livre de torcao (@ é o anel de quocientes simétrico de
R) e M, é o normalizador de R em M*.

Nesta tese estudamos extensoes normalizantes de anéis. Sejam R um anel e
M um R-bimédulo. Dizemos que M ¢ um bimédulo R-normalizante se existir
um conjunto de geradores formado por elementos R-normalizantes, isto €, se
existir (z;);eq € M tal que M = Y,cq Rz;, com Rx; = x; R, para todo i € Q.
Um anel S é dito uma extensdao R-normalizante de R se R C S ese S é um



bimédulo R-normalizante. Em todo este trabalho R é um anel semiprimo e
S é uma extensao normalizante de R, salvo mencao contraria. Aplicamos os
resultados referentes a médulos normalizantes, obtidos em [9], para extensoes
normalizantes de anéis. Além disso, introduzimos o conceito de bimdédulo
essencialmente normalizante e adaptamos os resultados do caso normalizante
para esta nova classe de médulos. Os bimddulos essencialmente normalizantes
sao uma extensao natural dos modulos fortemente normalizantes definidos em
[26]. Além disso, se S é uma extensao essencialmente normalizante de um anel
semiprimo R, entdo o submédulo de tor¢ao T'(S) de S é um ideal, sendo que o
mesmo nao conseguimos responder no caso em que a extensao € normalizante.
Também obtemos resultados no que se refere a alguns tipos de ideais primos e
radicais de anéis.

No Capitulo 1 apresentamos alguns pré-requisitos necessarios para a leitura
do que segue. Em particular, lembramos os resultados relativos a médulos,
provados em [9], e os estendemos para o caso essencialmente normalizante,
fazendo algumas pequenas adaptacoes. Estes também sao fundamentais para
tudo o que vem depois. Este capitulo estd dividido em oito segoes.

Na Secao 1.1 revisamos os conceitos de anel primo e de anel semiprimo
no caso nao-comutativo. Na Secao 1.2 relembramos algumas classes de ideais
primos e alguns radicais de anéis.

Na Secao 1.3 introduzimos o anel de quocientes a direita Q¢ de um anel
semiprimo R, bem como o anel de quocientes simétrico () de R. Também
introduzimos o conceito de ideal fechado, assim como enunciamos uma cor-
respondéncia biunivoca entre os ideais fechados de R, @) e C, onde C é o
centroide estendido de R.

Na Segao 1.4 estudamos o conjunto Z (resp. Z¢) formado pelos elementos
R-normalizantes (resp. R-essencialmente normalizantes) de (). Mesmo que Z
e Z° nao sejam necessariamente anéis, o seu comportamento € suficientemente
semelhante ao de um anel, no sentido que aqui nos interessa e estes conjuntos
serao essenciais em nosso estudo.

Na Secao 1.5 definimos bimédulos R-normalizantes e R-essencialmente norma-
lizantes, onde R é um anel semiprimo. Também, lembramos os conceitos de
sub-bimédulo fechado e de submédulo de torgao T'(M) de um R-bimédulo M.

Na Secao 1.6 apresentamos os principais resultados referentes a bimédulos
R-essencialmente normalizantes, livres de torgao, sobre um anel semiprimo
R. E importante observar que estes resultados sao uma adaptacao do que foi
feito em [9], para bimddulos R-normalizantes. Por exemplo, o Lema 1.6.8
¢ uma adaptacao para o caso essencialmente normalizante do Lemma 3.3
de [9] no caso normalizante, assim como o Lema 1.6.9 é uma adequagao do
Lemma 3.4 de [9]. O mesmo ¢é valido para o Coroldrio 1.6.14 e o Corolario



1.6.15 em relacdo, respectivamente, ao Corollary 4.2 e ao Corollary 4.8 de [9].
Notemos que as provas no caso essencialmente normalizante requerem alguns
calculos adicionais aos feitos para o caso normalizante. Num dos principais
resultados desta se¢cao mostramos que, se M é um bimoédulo R-essencialmente
normalizante (resp. R-normalizante) livre de torcao, entdao M possui uma
extensdo candnica a um bimédulo Q-essencialmente normalizante(resp. Q-
normalizante) livre de torgao M*.

Na Secao 1.7 estudamos os elementos R-normalizantes e R-essencialmente
normalizantes de um R-modulo livre de torcao L*, utilizado para a construcao
de M*. Novamente adaptamos os resultados de [9], no caso normalizante,
para o caso essencialmente normalizante. Por exemplo, o Lema 1.7.5 é uma
adaptagao para o caso essencialmente normalizante do Lemma 7.1 de [9] no
caso normalizante, assim como o Teorema 1.7.7 é uma adequacao do Theorem
7.5 de [9]. Também definimos bimédulos sobre os semigrupos Z e Z¢.

Finalizamos o Capitulo 1, com a Secao 1.8, onde apresentamos os principais
resultados referentes a médulos. Nele lembramos o Z-bimédulo My = {m €
M* : Rm = mR}, definido em [9], no caso normalizante. No caso essencial-
mente normali-zante utilizamos o Z°-bimdédulo M, o qual é um subconjunto
de My e sera definido oportunamente. O resultado principal desta secao €, sem
duvida, o Teorema da Correspondéncia Biunivoca entre o conjunto de todos
os submodulos fechados de M, M* e Mg, para o caso essencialmente normal-
izante. No caso normalizante vale o mesmo resultado, trocando-se apenas M
por M,. Cabe ressaltar que estes resultados sao, novamente, uma daptacao
do caso normalizante, considerado em [9], para o caso essencialmente normal-
izante. Por exemplo, o Teorema 1.8.1, o Teorema 1.8.3 e o Corolario 1.8.4 sao
uma adaptacao para o caso essencialmente normalizante, respectivamente, do
Theorem 8.2, do Theorem 8.3 e do Corollary 8.4 de [9] no caso normalizante.

No Capitulo 2 apresentamos os principais resultados no que se refere a
extensoes normalizantes e extensoes essencialmente normalizantes de anéis.
Ele ¢ dividido em duas se¢oes e um apéndice.

Na Secao 2.1 definimos alguns tipos de extensoes normalizantes de anéis e
damos exemplos mostrando que estes tipos sao todos diferentes.

Na Secao 2.2, S é uma extensao normalizante de um anel semiprimo R,
satisfazendo uma das seguintes condigoes: (A) S é um R-bimédulo livre de
torgdo ou (B) S possui um conjunto de geradores R-essencialmente normal-
izantes. Nestes casos, mostramos que S possui uma extensao canonica livre de
tor¢gao S* que é um anel e bimédulo Q-normalizante (resp. (-essencialmente
normalizante) se S satisfaz a condigao (A) (resp. (B)). Além disso, a corre-
spondéncia biunivoca para submddulos é estendida para ideais fechados, ideais
primos fechados e ideais semiprimos fechados.



No Apéndice sao feitas algumas consideragoes com respeito ao semigrupo
So = {m € S* : Rm = mR}, formado pelos elementos R-normalizantes do
anel S*.

No Capitulo 3 obtemos resultados envolvendo tipos especiais de ideais pri-
mos, bem como radicais de anéis. Este capitulo esta dividido em quatro secoes.

Na Secao 3.1 R é um anel primo e S é uma extensao normalizante e livre
de tor¢ao de R. Comecamos esta secao mostrando que todo bimédulo R-
normalizante, livre de torcao, possui um submodulo livre e denso. Como
conseqiiéncia disso provamos que, se R é primo e M ¢ um bimddulo R-
normalizante, livre de torcao, entao a extensao canonica, livre de tor¢ao M*
é livre sobre (). Além disso, provamos que, se R é um anel primo, S é uma
extensao fortemente normalizante, livre de torcao de R e W é uma extensao
intermedidria de R entao vale o seguinte: R é um anel fortemente primo (resp.
primo nao-singular) a direita de R se, e somente se, todo ideal P de W que é
maximal com respeito a PN R = 0 é um ideal fortemente primo (resp. primo
nao-singular) a direita de W. Também obtemos um resultado que diz respeito
a condicao fortemente primo, envolvendo S, R, S* e Sj.

Na Secao 3.2 obtemos relagoes entre os radicais primos de S, S* e Sj.

Na Secao 3.3, R é um anel primo e S é uma extensao normalizante livre
de R. Nesta secao provamos alguns resultados ligados a ideais primitivos a
direita e ao radical de Jacobson de um anel. O principal resultado mostra que,
se R é um anel qualquer , S é uma extensao fortemente normalizante livre de
Re Syz, (ou Sap) ¢ J-semi-simples, para todo ideal primitivo a direita P de
R, entao J(S) C J(R)X, onde J(A) denota o radical de Jacobson do anel A.
Esta secao estende os resultados obtidos em [11], no caso centralizante.

Finalmente, na Se¢ao 3.4, apresentamos um resultado relacionado ao radi-
cal de Brown-McCoy, envolvendo S e Sy, no caso em que R é um anel simples
e S é uma extensao normalizante de R.

Alguns resultados deste trabalho, sobretudo do Capitulo 1, estao provados
em [9] e aparecem aqui com a finalidade de deixar a exposi¢ao mais completa
ou para mostrar que continuam validos no caso essencialmente normalizante,
o qual requer alguns calculos adicionais aqueles feitos no caso normalizante.

Finalmente, observamos que em todo este trabalho R denota um anel com
unidade. Além disso, as notagoes D e C significam que as inclusoes sao estritas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Anéis Primos e Semiprimos

Seja R um anel qualquer. E importante observar que, em todo este tra-
balho, os anéis possuem unidade. Nesta secao, daremos as defini¢oes de anel
primo e anel semiprimo, as quais podem ser encontradas em ([23], Chapter 4).
Comecamos com a seguinte:

Definicao 1.1.1 Um ideal P de R ¢ dito um ideal primo de R se, dados
A e B ideais de R, temos que AB C P implica A C P ou B C P.

Algumas vezes, para provar que P é um ideal primo, é conveniente consi-
derarmos A e B ideais de R que contéem P ou A e B ideais unilaterais de
R. A seguinte proposicao estabelece as equivaléncias mais usuais e a sua
demonstragao pode ser encontrada em ([23], Proposition 10.2).

Proposigao 1.1.2 Seja P um ideal de R. As sequintes condigoes sao equi-
valentes:

(i) P € um ideal primo de R.

(ii) Se a,b € R sao tais que aRb C P, entao a € P oub € P.

(iii) Se A e B sao ideais a direita (ou a esquerda) de R tais que AB C P,
entdo A C P ou B C P.

(iv) Se A e B sao ideais de R tais que A D P, B D P e AB C P, entdo
A=PouB=P.

Definicao 1.1.3 Um anel R € dito primo se 0 € um ideal primo de R.

Usando a correspondéncia biunivoca entre ideais de R que contém P e
ideais de R/P, segue que P é um ideal primo de R se, e somente se, R/P ¢
um anel primo. Também é claro que, a partir da Proposicao 1.1.2, podemos
obter equivaléncias para a definicao de anel primo, trocando P por 0.

Definicao 1.1.4 Um ideal P de R ¢é dito um ideal semiprimo de R se, para
todo ideal A de R, temos que A?> C P implica A C P.

Evidentemente, a partir da Proposicao 1.1.2, podemos obter caracterizacoes
equivalentes, fazendo A = B e a = b.



Definicao 1.1.5 Um anel R € dito semiprimo se 0 € um ideal semiprimo
de R.

Assim como no caso primo, a partir da Proposicao 1.1.2, obtemos equivaléncias
desta definicao, fazendo A= B, a=be P =0.

1.2 Ideais Primos e Radicais

Nesta secao daremos a definicao de alguns tipos especiais de ideais primos,
bem como de alguns radicais. Estes conceitos serao utilizados no Capitulo 3.

Seja R um anel qualquer. Dado um subconjunto F' de R, o anulador a
direita (resp. a esquerda) de F' em R ¢é definido por Anng,(F) = {a € R :
Fa = 0} (resp. Anng;(F) = {a € R : aF = 0}). Se z € R, definimos
Annpg,(x) = {a € R : za = 0} ¢ Anngy(z) = {a € R : az = 0}. Um
subconjunto finito ' de R ¢ dito um isolador (a direita) de R se Anng,.(F) =0,
isto é, Fla = 0, com a € R, implica a = 0. E claro que podemos definir, de
maneira simétrica, isolador a esquerda de R.

Definigao 1.2.1 Um anel R € dito fortemente primo (a direita) se todo
ideal nao-nulo de R contém um isolador (a direita).

Defini¢ao 1.2.2 Um ideal P de R ¢ dito um ideal fortemente primo (a
direita) se R/ P € um anel fortemente primo (a direita).

Uma caracteriza¢ao importante para um ideal fortemente primo (a direita)
¢é dada pela seguinte:

Proposicao 1.2.3 Seja P um ideal de R. As sequintes condigoes sao equi-
valentes:

(i) P € um ideal fortemente primo (a direita).

(ii) Para todo ideal I D P, existe um subconjunto finito F' C I tal que
Fa C P, coma€ R, implica a € P.

Demonstracao E suficiente passarmos a R/P e utilizarmos a corre-
spondéncia biunivoca entre os ideais de R que contém P e os ideais de R/P.
o

A partir desta proposigao é evidente que todo ideal fortemente primo (a
direita) é primo.

Definicao 1.2.4 Um ideal a direita H de R € dito essencial se HN 1 # 0,



para todo ideal a direita nao-nulo I de R.

Por exemplo, se R é um anel primo, entao todo ideal nao-nulo H é um
ideal essencial como ideal a direita.

Defini¢ao 1.2.5 O ideal singular (a direita) Z(R) de R € definido como
sendo o conjunto dos elementos a € R tais que Anng,(a) € um ideal a direita
essencial.

E facil ver que Z(R) é um ideal de R ([18], pag. 30 e 31).
Definicao 1.2.6 Um anel R ¢ dito nao-singular se Z(R) = 0.

Definigao 1.2.7 Um ideal P de R € dito nao-singular se R/P é um anel
nao-singular, isto €, se Z(R/P) = 0.

Uma relacao importante entre os dois tipos de anéis estudados até agora,
¢é dada pela seguinte proposicao e sua demonstracao pode ser encontrada em
([15], Proposition 2.2).

Proposicao 1.2.8 Todo anel fortemente primo (a direita) é primo nao-
singular.

Dado um ideal & direita J de R, definimos (J: R) = {z € R: Rz C J}. E
facil ver que (J : R) é o maior ideal bilateral de R contido em J.

Definicao 1.2.9 Um ideal P de R é dito primitivo a direita se existir um
ideal mazimal o direita J de R tal que (J : R) = P.

Definicao 1.2.10 Um anel R € dito primitivo a direita se 0 € um ideal
primitivo a direita, isto €, se existir um ideal maximal a direita J de R tal que

(J:R)=0.

E claro que P é um ideal primitivo (4 direita) de R se, e somente se, R/P
¢ um anel primitivo (a direita). Além disso, todo anel primitivo (a direita) é
primo, fato este provado em ([23], Proposition 11.6).

Para terminar esta se¢ao, daremos a definicao de alguns tipos de radicais,
os quais serao estudados no Capitulo 3.

Definicao 1.2.11 Dado um anel R, definimos:

(i) o radical primo de R, denotado por B(R), como sendo a interse¢do de
todos os ideais primos de R.

(ii) o radical de Brown-McCoy de R, denotado por G(R), como sendo a
intersecao de todos os ideais mazrimais de R.



(iii) o radical de Jacobson de R, denotado por J(R), como sendo a in-
tersecao de todos os ideais primitivos a direita de R .

E facil provar que 5(R) é o menor ideal semiprimo contido em R. Além
disso, é possivel mostrar que S(R) C J(R) C G(R), para todo anel R.

1.3 Anéis de Quocientes

Nesta secao vamos definir o anel de quocientes simétrico () de um anel semi-
primo R. O anel de quocientes (& direita) de Martindale de um anel primo R
foi introduzido em [25], como uma ferramenta para estudar anéis satisfazendo
uma identidade polinomial. Posteriormente, este conceito foi estendido em
[1] para anéis semiprimos. Em particular, se R é um dominio de integridade
comutativo este anel coincide com o corpo de fracoes de R. Neste caso, se F
é o corpo de fragoes de R, entao para cada x € F existe 0 # a € R tal que
ra € R. A existéncia do corpo de fracoes de um dominio comutativo R é um
fato, embora elementar, extremamente importante e util para muitos assuntos.

Seja R um anel semiprimo. Um ideal H de R é dito essencial se H NI # 0,
para todo ideal nao-nulo I de R. E importante observar que na Definicao 1.2.4
consideramos ideais a direita e aqui os ideais sao bilaterais. Notemos que H é
um ideal essencial de R se, e somente se, Anng(H) = 0, onde Anng(H) = {a €
R:Ha=0}={a€ R:aH =0}. Além disso, é claro que, se R é primo, entao
todo ideal nao-nulo é essencial. O conjunto de todos os ideais essenciais de R
serd denotado por £ = E(R). Notemos que € é um filtro multiplicativamente
fechado. Isto significa que R € £ e, se H, K € £, entao HK € £. Se H é um
ideal de R diremos que uma aplicacdo f: H — R é um R-homomorfismo (a
direita) se f é aditiva e f(ar) = f(a)r, para todoa € H, r € R, isto é, f é um
homomorfismo de R-mddulos a direita. No que segue, consideraremos ideais
essenciais H de R e R-homomorfismos (a direita) f: H — R.

Daremos, a seguir, uma idéia da construcao do anel de quocientes a direita
de R.

Denotamos por Q o conjunto de todos os pares (H, f), onde H € £ e f:
H — R é um R-homomorfismo (a direita).

Em Q, definimos uma relagao de equivaléncia do seguinte modo: se (H, f),
(K,g) € Q, dizemos que (H, f) é equivalente a (K, q) ((H,f) ~ (K,g)) se
existir J € £, J C HN K tal que f|; = g|;. Podemos verificar facilmente que
esta relagao é realmente uma relagao de equivaléncia e que pode ser definida de
maneira equivalente como segue: (H, f) ~ (K, g) se, e somente se, f|xnk) =
g‘(HmK)-



Denotemos por Q¢ o conjunto quociente Q/ ~ e por [H, f] a classe de
equivaléncia de (H, f), onde (H, f) € Q. No que segue, dotaremos Q¢ de uma
estrutura de anel de modo que poderemos considerar R C Q¢.

Sejam [H, f], [K, g] dois elementos de Q¢. Definimos a soma e o produto
em Q¢ por:

(i) [H, f]+[K,9g] =[HNK, f+g],onde f+g: HNK — R ¢ definida de
modo natural, ou seja, (f + g)(a) = f(a) + g(a), para todo a € HN K.

(i) [H, f] - [K,g] = [KH, fog|,onde fog: KH — R é a composicao de f
com g, ou seja, (fog)(a) = f(g(a)), para todo a € KH.

Notemos que o produto acima estd bem definido, pois g(K H) C H e assim
f(g(a)) € R.

E facil verificar que estas operacoes estao bem definidas em )¢, e provar o
seguinte:

Teorema 1.3.1 (Q¢, +,) € um anel com unidade.

O anel definido acima é denominado anel de quocientes (& direita) de R.
Com uma construcao semelhante podemos definir o anel de quocientes a es-
querda.

Vejamos como R pode ser mergulhado em Qg¢. Se a € R, denotamos
por a; a multiplicacao a esquerda por a, isto é, a;: R — R ¢é definida por
a;(z) = ax, para todo = € R. E claro que [R,a;] ¢ um elemento de Q¢, o qual
denotaremos apenas por a;. A aplicacao ¥: R — Qg definida por ¢(a) = a,
para cada a € R, é um homomorfismo injetor de anéis. Isto permite identificar
R com sua imagem ¥ (R) em Q¢. Utilizando esta identificagao, podemos supor
R C Q¢ e, para a € R, escrever a; = a.

Quando R é um dominio comutativo, ()¢ coincide com o corpo de fragoes de
R. No caso geral, existe um resultado correspondente muito importante e 1til,
nao diretamente para (J¢, senao para seu centro. O centro de (J¢, denotado
por C, é definido de forma usual, ou seja, C' = {q € Q¢ : q¢¢' = ¢'q, para todo
¢ € Qg}. O anel de quocientes simétrico de R, denotado por ), é o subanel
de Q¢ consistindo de todos os elementos ¢ € Q¢ tais que existe H € £ com
Hq CR.

A seguinte proposicao contém as propriedades mais importantes sobre os
anéis Q¢ e (), que precisaremos mais adiante.

Proposicao 1.3.2 Sejam R um anel semiprimo , Qg o anel de quocientes
(a direita) de R e Q o anel de quocientes simétrico de R. Entdo:

HRCQ CQe.
(ii) Dados n elementos qi,...,q, € Qg (resp. q1,...,q, € Q), existe um



ideal H € &€ tal que ¢;H C R (resp. ¢gH C R e Hg; C R), parai=1,2,...,n.

(iii) Se ¢ € Q¢ (resp. q € Q) e H € &, entio ¢gH =0 (resp. ¢H =0 ou
Hq = 0) implica ¢ = 0. Em particular, dois elementos de Qg sao iguais se
eles coincidem em um ideal de E.

(iv) Se He €& e f: H— R é um homomorfismo de R-mddulos a direita,
entao existe ¢ € Qg tal que f(a) = qa, para todo a € H.

(v) Se R é primo (resp. semiprimo) entdo todo anel intermedidrio T' (anel
com R CT C Qg) € também primo (resp. semiprimo). Em particular, Qg e
Q sao anéis primos (resp. semiprimos).

(vi) Se R € primo entao C' € um corpo. Entretanto, se R é apenas semip-
rimo entao C' € um anel von Neumann reqular, isto €, para todo x € C', existe
y € C tal que xyxr = x .

O anel C' definido acima é denominado o centréide estendido de R, e co-
incide com o centro de (). Os elementos de C' sao precisamente os elementos
de ()¢ provenientes de homomorfismos de R-bimdédulos entre algum H € £ e
R. Se H € E(R), entdao QHQ € £(Q). Reciprocamente, se J € £(Q), entao
JNR € E(R). Além disso, se ' € £(C'), entao FQ € £(Q) e FQNR € E(R).

Agora vamos definir ideais fechados e enunciaremos alguns resultados que
serao bastante tteis no decorrer deste trabalho.
Definicao 1.3.3 Dado um ideal I de R, o fecho de I em R € definido por
[I] ={x € R:existe H € E(R) tal que xH C I} =

{x € R:existe H € £(R) tal que Hx C I}.
Além disso, I € dito fechado se [I] = I.

E facil ver que [I] = Anng(Anng(I)) e assim os ideais fechados de R sio
os ideais anuladores. Além disso, podemos definir ideal fechado e fecho de um
ideal em @ e em C, trocando, na defini¢ao anterior, H € £(R) por H € £(Q)
e H € £(C), respectivamente.

O resultado a seguir estabelece uma correspondéncia biunivoca entre ideais
fechados de R, @ e C' e sua demonstragao pode ser encontrada em [8].

Proposicao 1.3.4 Sejam R um anel semiprimo, ) o anel de quocientes
simétrico de R e C o centroide estendido de R. FEntdo existe uma corre-
spondéncia biunivoca entre:

(i) O congunto de todos os ideais fechados de R.
(ii) O conjunto de todos os ideais Q-fechados de Q.
(iii) O conjunto de todos os ideais C-fechados de C'.



Além disso, a correspondéncia associa o ideal fechado I de R com o ideal
Q-fechado I* de Q) e o ideal C-fechado Iy de C, tal que [ = "N R, Iy =I"NC
e I = Ql.

Notemos que todo ideal fechado de C' é um somando direto e assim é
gerado por um idempotente. Portanto, o mesmo ¢ valido para qualquer ideal
QQ-fechado de (). Em particular, se K é um ideal fechado de @), entao K ¢
Anng(K) = Q. Outro fato importante é que todo ideal fechado de um anel
semiprimo é semiprimo. De fato, se I é um ideal fechado de R, e J é um ideal
de R tal que I C J e J? C I, entao segue que J(J & Anng(J)) C I e, assim
JCI.

O resultado a seguir, bem como sua demonstragao, podem ser encontrados
em ([9], Lemma 1.1).

Lema 1.3.5 Sejam I um ideal fechado de R, I* o ideal fechado de Q) tal
que I*NR =1 e Qq o anel de quocientes simétrico de R/I. Entdo existe um

isomorfismo de anéis ¢ : Q/I* — Q1 tal que a restri¢ao de ¢ ao subanel R/
de Q/I* € a identidade.

Suponhamos que A e B sao ideais fechados de R e que ¢ : R/A — R/B é
um isomorfismo de anéis. Entao existem A* e B* ideais fechados de () tais que
A*NR = Ae B*'NR = B. Denotemos por 7 e ()2, respectivamente, o anel de
quocientes simétrico dos anéis semiprimos R/A e R/B. Entao o isomorfismo
¢ pode ser estendido de modo tinico, a um isomorfismo entre ()1 e ()>. Pelo
Lema 1.3.5, temos o seguinte:

Corolario 1.3.6 (][9], Corollary 1.2) Sob as mesmas condi¢oes acima, o
isomorfismo ¢ : R/A — R/B pode ser estendido de maneira tinica a um

isomorfismo ¢* : Q/A* — Q/B*.

1.4 Elementos R-normalizantes e R-essencialmente normali-
zantes de ()

Daqui por diante R serda um anel semiprimo e () denotara o anel de quo-
cientes simétrico de R. Os resultados desta secao estao provados para o caso
normalizante em ([9], Section 1) e aqui sdo adaptados ao caso essencialmente
normalizante. Comegamos com a seguinte:

Definicao 1.4.1 Dado um elemento q € (), dizemos que:
(i) ¢ é R-normalizante se Rq = qR.



(ii) ¢ € R-essencialmente normalizante se ¢ € R-normalizante e se, para
todo I € E(R), existe J = J(I) € E(R), J C I tal que Jq C ql eqJ C Igq.

Os elementos R-normalizantes e R-essencialmente normalizantes de () tém
uma grande importancia em nosso estudo.

E importante observar que a nocao de elemento essencialmente normal-
izante foi motivada pelo conceito de elemento fortemente normalizante, intro-
duzido em [26]. Segundo esta definigdo, um elemento ¢ € @ é dito R-fortemente
normalizante se Iq = ¢l, para todo ideal I de R. Assim, fica claro que todo
elemento R-fortemente normalizante é R-essencialmente normalizante e, com
isso obtemos uma extensao daquele conceito.

Antes de prosseguirmos, vamos fixar uma notagao que serd utilizada por
todo este trabalho.

Definicao 1.4.2 Dado um R-bimddulo M e um elemento m € M, dizemos
que m satisfaz a condigao (E) se, para todo I € E(R), existe J = J(I) € E(R),
J C 1 tal que Jm Cmil emdJ C Im.

Com esta definicao, temos que um elemento ¢ € () é R-essencialmente
normalizante se, e somente se, Rg = qR e ¢ satisfaz a condigao (E).

Consideremos, agora, um elemento nao-nulo ¢ € @ satisfazendo (i) ou (ii)
da definicao anterior. Entdao A = Anng,(¢) = {r € R : gr = 0} é um ideal
fechado de R. Assim, segue que existe um ideal fechado A* de @) tal que
A*NR=A.

O resultado, a seguir, é provado em [9], entretanto faremos uma breve
demonstracao dele.

Corolario 1.4.3 (i) Anng,(q) = Anng,(q).
(i) A" = Anng,(q) = {p € Q : gp = 0}.
(iii) A* = Anng.(q) = {p € Q : pg = 0}.

Demonstracao (i) Primeiramente, observemos que Anng,(¢) ¢ um ideal
bilateral de R, pois ¢ é R-normalizante. Como ¢ € @), segue que existe H €
E(R) tal que ¢H C R. Seja Hy = Annpg,(q)NH. Entao ¢H; ¢ um ideal a direita
de R tal que (¢H;)> = 0. Como R é semiprimo, temos que ¢H; = 0. Logo,
qAnng,(¢)H = 0 e, portanto gAnng,(¢) = 0. Assim, segue que Anng;(q) C
Annpg,(q). Simetricamente, podemos mostrar que Anng,(q) C Anng,(q).

(i) Seja B um ideal fechado de R tal que A® B € £(R). Assim, temos que
A* @ B* = (@, onde B* é o ideal fechado de () correspondente a B. Se p € A*
entao existe H € £(R) tal que pH C A. Deste modo, gpH = 0 e, assim ¢gp =0
e, portanto p € Anng,(q). Agora, se b € B* entdo existe F' € E(R) tal que



bF C B. Logo, gb = 0 implica ¢bF = 0. Assim, segue que bFF C AN B =0c¢e,
portanto b = 0.

(iii) Segue de (i) e (ii). ©

Denotemos por Ip(C') o conjunto de todos os elementos idempotentes de
C. E facil caracterizar os elementos idempotentes de C', a partir de ideais
nao-nulos de R. De fato, se H é um ideal nao-nulo de R, entao Ky = H &
Anng(H) € E(R). Assim, a aplicacdo f : Ky — R, dada por f(a +0b) = a,
paraa € Heb € Anngr(H), é, claramente, um homomorfismo de R-bimédulos.
Portanto, existe ey € C' tal que eg(a + b) = a. Além disso, é facil ver que ey
¢é idempotente. Este idempotente é denominado idempotente correspondente
a H. Reciprocamente, se e € Ip(C'), entao existe um ideal essencial I de R tal
que H = el é um ideal de R. Assim, segue que e = ey. Notemos que ey = 1
se, e somente se, H € £(R).

O conjunto Ip(C') é ordenado pela relagao e < f se ef = e, parae, f €
Ip(C). E importante observar que, nas condigoes do Corolario 1.4.3, existe
um idempotente e € C' tal que B* = B*e e, ja que ¢A* = 0, temos que
q € B*. Além disso, o idempotente e pode ser caracterizado como sendo o
menor idempotente f € C tal que ¢f = ¢. Vamos nos referir a e como sendo
o idempotente associado a q.

Como A = Anng,(q) = Anng,(q), segue que o bimédulo ¢R = Rq tem
uma estrutura natural de R/A-bimddulo dada por ¢(r+A) = gr e (r+A)q = rq,
para todo r € R. Além disso, existe um automorfismo de anéis ¢ : R/A — R/A
definido por ¢(r+A) = '+ A, para todo r € R, onde ¢r' = rq. O automorfismo
¢ pode ser unicamente estendido a um automorfismo de )/ A*, ainda denotado
por ¢, e assim ¢ pode ser visto como um automorfismo de B*.

Lema 1.4.4 (i) Se F€ E(R) e ' ={r € R: qr € Fq}, entao F' € £(R).

(ii) Para todo b € B*, bq = q¢(b).

(iii) Se ¢ é R-normalizante entdo q € QQ-normalizante.

(iv) Se q € R-essencialmente normalizante entdo q € (Q-essencialmente
normalizante.

Demonstracao A demonstracao dos itens (i), (ii) e (iii) pode ser encon-
trada em ([9], Lemma 1.3).

(iv) Por (iii) temos que Qq = ¢@). Dado I € £(Q), temos que INR € E(R)
e, entdo existe H € E(R), H CINR tal que Hg C ¢(INR) e gH C (I N R)q.
Assim, é claro que J = QHQ satisfaz as condigoes J € £(Q), J C I, Jq C ql
e qJ C Iq. Logo q é (Q-essencialmente normalizante. ¢

Agora, consideremos os conjuntos



Z={q€@Q:Rqg=qR} e Z°={q € Q: Rq=qR e q satisfaz a condigao

(E)}.

Entao é claro que C' C Z¢ C Z C (). Além disso, notemos que Z e Z°¢
nao sao anéis, pois tém uma soma somente parcialmente definida, mas sao
multiplicativamente fechados.

O exemplo, a seguir, mostra que Z nao é necessariamente um anel e que
nem todo elemento ()-normalizante é R-normalizante.

Exemplo 1.4.5 Sejam R = M(Z), onde Z é o anel dos niimeros inteiros.
Neste caso, temos que @ = M>(Q), onde Q é o corpo dos nimeros racionais.
Consideremos os conjuntos Zr = {¢ € Q : Rqg = qR} e Zg = {q € Q :
Qq = ¢qQ}. Pelo lema anterior segue que Zr C Zy. Entretanto, é facil ver

0 1

Zr = {multiplos racionais de unidades de R} ¢ Zgy = {unidades de Q} U {0}.
Com isso, fica claro que, neste caso, Zg e Zg nao sao anéis.

2 . . , .
que q¢ = ( 0 > € Zg \ Zr. Mais precisamente, é possivel provar que

A seguinte proposicao mostra que os elementos de Z sao invertiveis no ideal
definido pelos seus idempotentes associados. Além disso, a sua demonstracao
pode ser encontrada em ([9], Proposition 1.4).

Proposicao 1.4.6 Sejam q € Z e e € Ip(C) o idempotente associado a q.
Entao existe ¢ € Ze tal que q¢' = ¢'q = e.

Um resultado semelhante pode ser obtido para os elementos de Z¢, como
mostra a seguinte:

Proposicao 1.4.7 Sejam q € Z¢ e e € Ip(C) o idempotente associado a
q. Entao existe ¢ € Z° tal que q¢' = ¢'q = e.

Demonstracao Como Z¢ C Z, segue da Proposicao 1.4.6 que existe
q € Ze tal que q¢'q = q e ¢dq¢ = ¢. Dado I € E(R), temos que existe
J € ER), J C I tal que Jg C gl e qJ C Iq. Assim, segue que Jq =
Jqqqd = Jeqd =eJqg =q¢qJq¢ C ¢1q¢ = ¢'Ie C ¢'I. Simetricamente, obtemos
q'J C Iq'. Portanto, temos que ¢’ = ¢'e € Z¢. ©

Faremos agora algumas consideracoes com respeito ao conjunto Z. E im-
portante observar que todas elas sao também validas para Z¢. Dado a € Z,
denotemos por aZ o conjunto de todos os elementos z € Z que podem ser
representados na forma x = > az; , com Y z; € Z.

Definigao 1.4.8 Um subconjunto I C Z ¢é dito um ideal saturado (ou
simplesmente um ideal) de Z se as sequintes condigoes sdo satisfeitas:



(i) Se a1, aq,...,a, € I € a soma ay + as + -+ + a, estd definida em Z,
entao a1 + as + -+ a, € I.

(i) Se a € I, entdo aZ C I.

E facil ver que, se p,q € Z, entao existe p’ € Z tal que pg = qp’. De fato,
pq = pqd'q = q(¢'pq) € qZ. Assim, segue que, para todo q € Z, Zq = qZ.
Portanto, se I é um ideal saturado de Z, entao I é um ideal bilateral, isto é,
Zl ={r € Z:x =Y za;, com z; € Z e a; € I} também estd contido em 1.
Além disso, IQ) = QI é um ideal de ). Logo, temos que Z é semiprimo no
sentido de que se I é um ideal de Z e I? = 0, entao I = 0.

Definigao 1.4.9 Um ideal I de Z ¢ dito essencial se I N J # 0, para todo
1deal nao-nulo J de Z.

E facil ver que [ é essencial se, e somente se, o anulador de I em Z é zero.
O conjunto de todos os ideais essenciais de Z é denotado por £(Z).

Para um ideal I de C, denotemos por IZ o conjunto de todos os elementos
x € Z que podem ser escritos na forma x = > a;z;, onde a; € [ e z; € Z.
Nesse caso, é claro que IZ é um ideal de Z.

A demonstragao do seguinte resultado pode ser encontrada em ([9], Lemma
1.5):

Lema 1.4.10 (i) Se I € £(C), entio 1Z € E(Z).

(ii) Se J € £(Z), entio JQ € £(Q).

Para finalizar esta secao, provaremos alguns resultados, referentes a ideais
fechados de Z. Em particular, estenderemos a correspondéncia biunivoca da

Proposigao 1.3.4 a ideais Z-fechados de Z. Além disso, os mesmos podem ser
obtidos para Z°.

Dado um ideal I de Z, o fecho de I em Z é definido por
[I|={z€ Z :existe H € £(Z) tal que zH C I}.

E fécil ver que [I] é um ideal de Z que contém I. Além disso, I ¢é dito
fechado se [I] = I. O nosso objetivo é caracterizar todos os ideais fechados de
Z.

Se I e J sao ideais de Z, denotaremos por [ + J o conjunto de todos os
elementos de Z que sao somas da forma a+0b, onde a € I e b € J. Comegamos
pelo seguinte:

Lema 1.4.11 Se [ e J sao ideais de Z tais que INJ = 0, entao IQNJQ =0
el +J éumideal de Z. Além disso, se J = Annyg(I), entao I + J € E(Z).



Demonstracao E claro que 1QQ N JQ = 0, pois () é semiprimo. Sejam
H =1Q N R e e o idempotente de C' correspondente a H. Suponhamos que
2yvszn €1, Zpia,o o cvzm € J ez =21+ ...+ 2z, € Z. Assim, segue que
ez; = z;, paratodo 1 <1i < n,eez; =0, paratodon+1 < j < m. Deste modo,
214z, =ezn+. . tezptezpt. ez, =e(zi+. ..+ 2,) € Z. Portanto,
21+ ...+ 2, € I. De modo andlogo, podemos provar que 2,11+ ...+ 2, € J.
Por conseguinte, z € I + J e, com isso, [ 4+ J é um ideal de Z, pois a condicao
(i) da Definigao 1.4.8 é claramente satisfeita.

Agora, suponhamos J = Annz(I). Se K é um ideal de Z tal que K N (I +
J)=0,entdo KNI =0eassim K CJ. Logo, K =0 e, portanto [ + J é um
ideal essencial de Z. ©

Lema 1.4.12 Seja I um ideal de Z. Entao I é um ideal fechado em Z se,
e somente se, para todo ideal J de Z com J € I, existe 0 # z € J tal que
zZNI=0.

Demonstragao Suponhamos que I é um ideal fechado de Z. Seu € J\I,
entdo H = {q € Z : ug € I} é um ideal de Z que ndo é essencial. Assim, existe
um ideal nao-nulo K de Z tal que H N K = 0. Portanto, dado 0 # k € K,
temos que uk ¢ I e é facil ver que ukZ NI =0.

Reciprocamente, suponhamos que [/] D I e tomemos um elemento 0 # z €
[I] tal que zZ NI = 0. Entao existe um ideal essencial H de Z tal que zH C 1.
Assim, segue que zH = 0 e, portanto z = 0, o que d&4 uma contradi¢ao. Logo
[I] = I, ou seja, I é um ideal fechado de Z. ©

Proposicao 1.4.13 Um ideal I de Z € fechado se, e somente se, existe
e € Ip(C) tal que I = eZ.

Demonstracao See € Ip(C), entdoeZN(l—e)Z =0eeZ+(1—e)Z = Z.
Assim, segue que eZ é fechado em Z.

Reciprocamente, suponhamos que I é fechado em Z. Sejam H = IQNRee
o idempotente de C' correspondente a H. Notemos que el C [ e eAnnz(I) =0,
pois Annz(I)Q N IQ = 0. Deste modo, segue que e(I + Anny(I)) C I, onde
I+ Anng(I) € E(Z). Portanto, e € I e assim eZ C I. Além disso, se z € 1Q,
entdo existe F' € £(R) tal que zF' C H. Logo, eza = za, para todo a € F,
donde z = ez € eZ. Conseqlentemente, [ =eZ. ¢

Como conseqiiéncia dos resultados anteriores temos o seguinte:

Corolario 1.4.14 Sejam R um anel semiprimo, Q o anel de quocientes
simétrico de R, C' o centroide estendido de R e Z como acima. Entao existe
uma correspondeéncia biunivoca entre:

(i) O congunto de todos os ideais C-fechados de C.



(ii) O congunto de todos os ideais Z-fechados de Z.

Além disso, a correspondéncia associa o ideal C'-fechado I de C' com o ideal
Z-fechado Iy de Z tal que I = IoNC, Ip =QIN Z.

Demonstracao Seja [y um ideal Z-fechado de Z. Pela Proposicao 1.4.13
segue que existe e € Ip(C) tal que Iy = eZ. Entdo I = eZ N C é um ideal
C-fechado de C. De fato, dado x € [I]¢, temos que existe H € £(C) tal que
xH C I CeZ. Assim segue, pelo Lema 1.4.10, que HZ € £(Z) e xHZ C eZ.
Portanto x € I, pois eZ é Z-fechado. Logo, I é um ideal C-fechado de C.

Reciprocamente, seja I um ideal C-fechado de C'. Pela Proposicao 1.3.4
segue que QI é um ideal Q)-fechado de ). Entao Iy = QI N Z é um ideal
Z-fechado de Z. De fato, dado = € [ly]z, temos que existe F' € £(Z) tal que
xF C Iy C QI = 1Q. Pelo Lema 1.4.10, segue que F'Q € £(Q) e zFQ C IQ.
Portanto x € IQ), pois 1() é Q)-fechado. Logo, I é um ideal Z-fechado de Z.
o

E importante notar que, como observamos anteriormente, estes resultados
continuam validos se trocarmos Z por Z¢. Em particular, obtemos uma gen-
eralizacao para a Proposicao 1.3.4, envolvendo ideais fechados de R, @, C, Z
e Z°.

1.5 Submodulos Fechados

Esta se¢ao é um resumo dos resultados obtidos em (][9], Section 2), referentes
a submoédulos fechados no caso normalizante. Além disso, adaptamos tais
resultados para o caso essencialmente normalizante.

Sejam R um anel semiprimo e M um R-bimdédulo. Comecamos fazendo al-
gumas defini¢oes, que sao muito importantes para tudo que vem a seguir neste
trabalho. Além disso, lembramos que a condigao (E) é definida na Defini¢ao
1.4.2.

Definicao 1.5.1 Um elemento x € M € dito:
(i) R-normalizante se Rx = xR.
(ii) R-essencialmente normalizante se Rx = xR e x satisfaz a condi¢do

(E).

Definicao 1.5.2 Um bimddulo M ¢€ dito R-normalizante (resp. R-essencial-
mente normalizante) se existir um conjunto de elementos R-normalizantes
(resp. R-essencialmente normalizantes) (x;)icq € M tal que M =3 ;cq Rx;.



E importante observar que submoédulo de M significa, a menos de mencao
contraria, sempre sub-bimddulo.

Definicao 1.5.3 Dados N C P submddulos de M, definimos o fecho de N
em P como sendo

[N]p = {x € P: existem F, H € E(R) tais que FxH C N}.

O fecho de N em M serd denotado simplesmente por [N], ao invés de
[N]ar. Deste modo, temos que [N]p = [N] N P. O resultado, a seguir, é de
facil verificagao, entretanto daremos uma breve demonstracao dele.

Lema 1.5.4 [N]p € um submddulo de M tal que N C [N]p C P.

Demonstracao Dados 1, x9 € [N]p, temos que existem Fy, Hy, Fo, Hy €
E(R), taisque Flz1Hy C Ne FoxgHy CN. Entao F = FyNFy,H =H N Hy €
E(R) e F(r1+x9)H C Fx1H + FaoH C Fiz1Hy + FoxoHy C N. Considere-
mos, agora, ¢ € [N]p er € R. Entao existem F, H € £(R) tais que FxH C N.
Assim, segue que FarH C FeH C N e FroH C FxH C N. Logo [N]p é um
submodulo de M. O resto é claro. ¢

Definicao 1.5.5 Dados N C P submddulos de M, dizemos que N € fechado
em P se [N|p = N. Além disso, dizemos que N € denso em P se [N|p = P.

Denotemos por T (M) o submddulo [0]p; de M. Entao To(M) é definido
como sendo o submédulo de M tal que To(M)/Ty(M) = Ty (M/Ty(M)). Em
([9], Theorem 5.1) ¢é provado que Ty (M /T5(M)) = 0, no caso em que M é um
bimddulo R-normalizante. O submédulo T5(M) é denominado submédulo de
torgao de M e serd denotado simplesmente por T'(M).

Definicao 1.5.6 Um elemento x € M € dito um elemento livre de tor¢ao
se x & T(M). Além disso, o bimddulo M € dito um bimddulo de tor¢ao se
T(M) = M. Por outro lado, um submdédulo P de M ¢é dito livre de tor¢do se
PNT(M)=0.

E f4cil provar que um submoédulo P de M ¢ livre de tor¢ao se, e somente
se, PNTi(M) = 0. Além disso, é claro que se N C P sao submddulos de
M, entao N é fechado em P se, e somente se, P/N é um submdédulo livre de
torgao de M/N.

O seguinte resultado é demonstrado em (][9], Lemma 2.1):

Lema 1.5.7 Sejam N C P submddulos de M com N denso em P. Neste
caso, temos que T(P) NN = T(N) e a inclusao natural N/T(N) — P/T(P)



induz uma correspondéncia biunivoca entre os submddulos fechados de P/T(P)
e 0s submddulos fechados de N/T(N).

Um outro resultado importante de ([9], Lemma 2.2) é o seguinte:

Lema 1.5.8 ([9], Lemma 2.2) Sejam L e M bimddulos sobre um anel
semiprimo R e ® : L — M um epimorfismo de bimddulos. Se N C P sao
submddulos de M, entio ®'([N]p) = [®7(N)|e-1(p). Em particular, N €
fechado em P se, e somente se, DY(N) € fechado em ®~(P).

Demonstragao Seja z € ®'([N]p). Isto significa que ®(z) € [N]p
e, entdo ®(x) € P e existem F,H € £(R) tais que F®(x)H C N, ou seja,
O(FxH) C N. Mas isto ¢ equivalente a afirmar que z € ®1(P) e existem
F,H € &(R) tais que FeH C ®7'(N) e, portanto z € [®71(N)]g-1(p). A
inclusao contraria também é facil de provar, portanto serd omitida. ©

Agora, seja x € M um elemento R-normalizante. Neste caso, temos que
A= Anng,(xr) ={a € R:za =0} e B = Anng,(vr) = {a € R : ax = 0}
sao ideais bilaterais de R. Para todo r € R existe ' € R tal que rz = xr’,
e vice-versa. Se rx = sx e sv = x5, entdao xr’ = xs’. Portanto, r — s € B
se, e somente se, 1’ — s’ € A. Entao é claro que a aplicacdo ¢ : R/B — R/A,
definida por ¢(r + B) = 1’ + A, onde rz = xr’, é um isomorfismo de anéis.
Além disso, o R-bimédulo xR é um R/B-mdédulo a esquerda e um R/A-mddulo
a direita com (r + B)x = rx = or’ = z(r' + A) = z¢(r + B), para todo r € R.

Sejam [ um ideal de Re J = {a € R: za € Iz}. Entao J ¢ um ideal de R
tal que zJ = Ix.

Apresentaremos agora dois resultados cujas demonstragoes podem ser en-
contradas em ([9], Lemma 2.3 e Lemma 2.4).

Lema 1.5.9 Para qualquer submddulo fechado N de P, temos que T(P) C
N.

Lema 1.5.10 Suponhamos que x é um elemento R-normalizante, perten-
cente a um submaodulo de M que seja livre de tor¢ao. Com a mesma nota¢ao
acima, se I € € (resp. J € £), entao J € E (resp. I +B € £). Em particular,
se BC I, entao I € £ se, e somente se, J € £. Além disso, os ideais A e B
sao fechados e semiprimos.

Observacgao 1.5.11 Juntando o Lema 1.5.8 e o Lema 1.5.9, segue facil-
mente que o estudo de submodulos fechados pode ser reduzido ao caso livre de
torcao.



1.6 Modulos Livres de Torcao

Neste paragrafo M = >,cq Rz; é um bimédulo R-essencialmente normal-
izante, livre de torcao, com conjunto de geradores R-essencialmente normal-
izantes X = (z;)icq-

Observacao 1.6.1 Todos os resultados que vamos obter nesta secao sao,
na verdade, uma adaptacao do que foi feito para o caso normalizante em [9].
Portanto, toda esta secao continua valida se trocarmos essencialmente normal-
izante por normalizante. Notemos que as provas naquele caso sao as mesmas
daqui com algumas simplificagoes.

Para um gerador z; de M, denotamos por A; (resp. B;) o anulador
Annpg,(x;) (resp. Anng,(z;)), e por ¢; o isomorfismo entre os anéis R/B;
e R/A;, definido na Secao 1.5. Recordemos que A; e B; sao ideais semiprimos
fechados de R e, portanto os anéis R/B; e R/A; sao livres de tor¢ao como
R-moédulos e sao semiprimos.

Consideremos um R/A;-médulo livre a direita V; = v;R/A; (com base
unitéria v;) e definimos uma estrutura de R/B;-médulo a esquerda sobre V;
dada por (a + By)v; = v;¢;(a + B;), para todo a € R. Dado I € E(R),
temos que existem F, H € E(R) tais que v;(I + A;) = vip;(F + B;) e (I +
B)v; = ¢; "(H + A)v;. Entdo J = INFNHétal que J € E(R), J C 1,
Ju; C Fv; = (F + B)v; = vi¢;(F + B;) = v;(I + A;) = vl e v;J Cv;H =

Entao V; é um R-bimdédulo, L = }7;cq ®V; é um bimédulo R-essencialmente
normalizante com conjunto de geradores R-essencialmente normalizantes dado
por £ = (v;)icq, € a aplicaggo ® : L — M, dada por ®(v;) = z;, é um
epimorfismo de R-bimdédulos.

O bimédulo L é dito o R-bimdédulo livre de torcao canodnico associado a M
e ® é o epimorfismo canonico. O resultado abaixo, estd demonstrado em ([9],
Lemma 3.1).

Lema 1.6.2 Com a mesma nota¢ao anterior, L ¢ livre de tor¢cao sobre R.

Jaque ® : L — M é um epimorfismo de bimodulos essencialmente normali-
zantes, os submoédulos fechados de um submoédulo de M estao em correspondéncia
biunivoca com os submddulos fechados de um submaodulo de L contendo Ker®,
pelo Lema 1.5.8. Assim, podemos nos restringir ao estudo dos submodulos
fechados de L.

Observacao 1.6.3 Se R é um anel primo, a € R e ax; = 0, entao RaRx; =
0. Portanto a = 0, pois M ¢é livre de torcao. Assim, segue que B; = 0 e,



analogamente, A; = 0. Conseqlientemente, ¢; é um automorfismo de R e o
bimédulo livre de tor¢ao L é livre sobre R (a direita e a esquerda) com base
(vi)ieg, como no caso centralizante.

Agora vamos definir um bimédulo essencialmente normalizante L* sobre (),
o anel de quocientes simétrico de R, que é uma extensao de L e provaremos
alguns resultados importantes para o estudo dos submdédulos fechados de L.

Usaremos a mesma notagdo anterior, ou seja, L = Y ,cq Gu;R/A; e ¢;
denota o isomorfismo entre R/B; e R/A; associado a i € (), onde A; =
Anng,(x;) = Anng,(v;) e B; = Anng(z;) = Anng,(v;) sdo ideais semip-
rimos fechados de R.

Pela Proposicao 1.3.4, segue que existem ideais fechados Af e B} de @) tais
que AN R = A, e BN R = B,. Além disso, pelo Corolério 1.3.6, temos que o
isomorfismo ¢; pode ser estendido de maneira tinica a um isomorfismo, ainda

denotado por ¢;, entre QQ/B; e QQ/A?.

Seja V¥ = v;Q/A;, o Q/A;-mddulo livre a direita com base v; e definimos
uma agao a esquerda de Q/B; em V;*, dada por (¢ + B} )v; = vipi(q + B}),
para todo g € @) e, assim segue que cada v; é ()-normalizante.

Lema 1.6.4 Cada v;, além de ser R-essencialmente normalizante, é também
Q-essencialmente normalizante.

Demonstracao Ja sabemos cada v; é Q-normalizante. Seja I € £(Q).
Entao I N R € E(R) e, como v; é R-essencialmente normalizante, segue que
existe H € £(R), H C INR tal que v;H C (INR)v; e Hu; C v;(INR). Assim,
vemos que J = QHQ é tal que J € £(Q), J C I, Ju; C vl e v;J C Iv; e,
portanto v; é (Q-essencialmente normalizante. ©

Pelo Lema 1.6.4, concluimos que o bimédulo L* = Y ,cq ®v;Q/A; é um
bimdédulo ()-essencialmente normalizante, denominado extensao candnica de L
a um bimddulo essencialmente normalizante sobre (). Notemos que Anng . (v;) =
Al e Anng,(v;) = Bf. Também é claro que podemos supor L C L*.

Agora enunciamos um resultado bastante importante e sua demonstracao
segue as mesmas idéias de ([9], Lemma 3.1).

Lema 1.6.5 L* ¢ livre de torcao sobre R e também sobre Q).

O nosso objetivo é obter uma relacao entre submodulos R-fechados em L
e submédulos Q-fechados em L*. Comegamos com a seguinte:

Definigao 1.6.6 Dado x = > ",cqvia; € L, com a; € R, definimos o suporte
de z, denotado por supp(x), como sendo o conjunto de todos os v; € E tais
que via; # 0. Além disso, dado v; € E, denotemos por x(v;) um elemento de



R tal que vix(v;) = v;a;.

’

E importante observar que x(v;), na definicao acima, nao é unicamente
determinado, pois, em geral, Anng,(v;) # 0.

Definicao 1.6.7 Seja N um submddulo de L. Um elemento x € N € dito
de suporte minimal em N se, dadoy € N com supp(y) C supp(z), isso implica
que y = 0. Neste caso, supp(x) € dito um suporte minimal em N.

Sejam N um submédulo de L, I' = {vy,...,v,} um suporte minimal em
NeNp={zeN:supp(x) CT}={0} U{z e N :supp(z) =T} E facil
ver que Nr é um submddulo de N. Além disso, para cada v € I', definimos
Or.,(N)={a € R: existe x € Nr tal que x(v) = a}. Neste caso, é claro que
Or,(N) é um ideal de R.

Seja A = Anng,(Nr) = {a € R : Nra = 0}. Assim, segue que A é um
ideal de R que nao é essencial, pois L é livre de tor¢ao. Além disso, é facil
ver que A é fechado em R e A; C A para todo v; € I', ja que I' é de suporte
minimal em N.

Tomemos B um ideal de R tal que A @ B € £(R). Se Or,,(N)B C A;,
entdo Or,,(N)B = 0. Assim, vemos que Or,,(N) C A;, pois A; é fechado.
Mas isso d& uma contradigdo. Deste modo, temos que Or,,(N)B € A;, para
todo v; € I'.

Seja Kt = NrB C Nr. Deste modo, Kt # 0 e qualquer elemento nao-nulo
de Kr tem suporte I' e pode ser representado com coeficientes em B. Ja que
BN A; =0, temos que cada elemento de K1 tem representacao tinica, quando
representado com coeficientes em B.

Sejam I = Or,, (Kr)NBe J = Anng(l). Assim, I¢J € £(R). Entao, para
todo a € I, existe y € Kt tal que y(v1) = a, ou seja, y = via1+veas+- - -+ 0pap,

onde a; € B, para todo i € {1,2,...,n} e a3 = a. J4 que a determina
univocamente as, . . ., a,, temos aplicagoes f; : I®J — R, dadas por f;(a+c) =
fila) = a;, parai =1,2,...,n, onde ¢ € J. Logo, existem elementos ¢; € Q¢,

tais que gi(a+c¢) =a;, parai =1,2,....,n,a € [ e c € J. Notemos que ¢; = ¢
é um elemento idempotente pertencente ao centréide estendido C' de R. Para

cada r € R, denotemos por r; os elementos de R tais que rv; = v;r;. Entao,
temos que ry = viria+- - -+viria;+- - - +v,rpa, € Kr. Deste modo, vemos que

fi(ria) = r;a; e, assim ¢;rya = r;a;, para i = 1,...,n. Por outro lado, temos
que ry = rma = ’r(vle +Vogo + ... —i—vnqn)a = UiTr1ea + V2T2@a@ + . . . + UpTnqnQ.
Portanto, segue que r;q;a = q;r1a, parat = 1,...,n. Logo, temos que r;q; =
qir1, para i = 1,...,n. J4 que Rv; = v; R, segue que cada ¢; ¢ um elemento

R-normalizante, ou seja, ¢; € Z C @, para todo i € {1,...,n}.

Consideremos m = vie 4+ vaqe + - - - + v,q, € L*. Entao, segue que ma = y,



para todo y € Kr com y(v;) = a € I. Além disso, m(I & J) C N e me = m.
Por outro lado, temos que
M = vir1€ + Varaqa + - - + UpTpGn = V1€71 + V2qaT1 + - - - + UnqpT1 = mry.
Conseqiientemente, m é um elemento R-normalizante de L*.

Agora provaremos que cada ¢; é R-essencialmente normalizante. Dado
I € £(R), temos que, para cada i € {1,...,n}, existe J; € E(R), J; C I tal
que v;J; C Iv; e Jiv; C vl. Entdo J =N, J; étal que J C I, J € E(R),
Jv; C vl ev;J C T, paratodo i € {1,...,n}. Fazendo uma nova construgao
deste tipo, obtemos H € £(R), H C J tal que v;H C Jv; e Hv; C v;J, para
todoi e {1,...,n}.

Dado r; € H, temos que vir; = rvy, para algum r € J. Assim, segue
que rv; = v;ry, para todo i € {1,...,n}, onde cada r; € I. Logo, vemos que
qir1 = 1iq;, ou seja, ¢;H C Ig;, para todo ¢ € {1,...,n}. Consideremos agora
ro € H. Neste caso, temos que vory = 109, para algum r € J. Entao, segue que
rv; = v;r;, com 1; € I, para todo i € {1,...,n}. Logo, vemos que raqs = ga71,
ou seja, Hqgo C ¢ol. Este raciocinio pode ser feito também para:=3,...,n e,
portanto concluimos que Hq; C ¢;I, paratodo i € {1,...,n}. Por conseguinte,
segue que ¢; € R-essencialmente normalizante, ou seja, ¢; € Z¢ C @), para todo
ie{l,...,n}.

Além disso, dado r € J, temos que rv; = wviry, para algum r; € [ e
entao rm = vir1e+varoqa + - - -+ UnTnqn = V1€T1 +V2qaT1 + - - -+ U@y = M.
Assim, segue que Jm C ml. Simetricamente, podemos mostrar que mJ C Im.
Portanto, m é um elemento R-essencialmente normalizante de L*.

Finalmente, seja z = v1b; + - - -+ v,b, € Np. Ja que z(A® B) C zB C Kr,
temos que zd = mbyd, para qualquer d € A @& B. Assim, segue que z = mby,
pois L* é livre de torcao sobre R.

Resumimos os resultados obtidos anteriormente, no seguinte:
Lema 1.6.8 Sejam N um submddulo de L e I' um suporte minimal em

N. Entao, existem m € L* e e € Ip(C) tais que as sequintes condi¢des sao
satisfeitas:

(i) supp(m) =T

(ii) FEziste H € £(R) tal que mH C N.

(iii) Para algum vy € I' temos que m(vy) = e.
(iv) me = m.

(v) m € R-essencialmente normalizante e, se m = vie + vago + * + * + UpGn,
entao q; € Z¢, para todo i = 2,...,n.

(vi) Para todo z € N com supp(z) C I' temos z = mz(vy), para todos os



valores possiveis de z(v1) em R.

O seguinte lema estende a construcao do anterior, para qualquer I' que seja
suporte de um elemento de N. A sua demonstracao pode ser encontrada em
([9], Lemma 3.4).

Lema 1.6.9 Seja N um submodulo de L. Entao, para todo I' que seja
suporte de um elemento de N, existe um par (mr,er) € L* x C tal que
(mr,er) = (0,0) ou as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) supp(mr) =T

(ii) Eziste Hr € E(R) tal que mpHpr C N.
(iii) Para algum vy € I', mr(vy) = er.

(iv) mrer = mp.

(v) mr é R-essencialmente normalizante e, se mp = vier+vaqa+- * ++UpnGn,
entao q; € Z¢, para todo i = 2,...,n.

(vi) Para todo z € N tal que supp(z) =T e zea = 0 para todo idempotente
ea € C correspondendo a um suporte A C T temos z = mrz(v1), para qualquer
representacao de z(vy) em R.

Seja m € L* um elemento R-essencialmente normalizante. Segue, pelo
Lema 1.5.10, que A = Anng,(m) é um ideal fechado, pois L* é livre de torcao
sobre R. Assim, temos que existe um ideal fechado A* de () tal que A*\NR = Ae
Anng ,(m) = A*. Denotemos por I um ideal fechado de R tal que A®I € E(R)
e por I* sua extensao a (). Entao A* @ I = (). Analogamente, temos que
B = Anng;(m) é um ideal fechado de R e, existem um ideal fechado J de R
tal que B® J € £(R) e ideais B*, J* de @) tais que BFNR=B, J*NR=J
e B*® J = Q.

O bimédulo mR tem uma estrutura natural de R/B-R/A-bimddulo dada
por m(r + A) = mr e (r + B)m = rm, para todo r € R. Além disso, existe
um isomorfismo de anéis ¢ : R/B — R/A, definido por ¢(r + b) = r’ + A,
onde mr’ = rm. Entao, pelo Coroldrio 1.3.6, segue que ¢ pode ser estendido
de maneira tnica a um isomorfismo ¢ : QQ/B* — @Q/A* e, portanto ¢ pode ser
visto como um isomorfismo entre J* e I*. Usando as mesmas idéias do Lema
1.4.4, é facil mostrar que m é um elemento ()-essencialmente normalizante.

Sejam N um submddulo de L e N* = > rmr@, onde {mp : I' C E} é o
conjunto formado pelos elementos construidos no Lema 1.6.9. Entao segue que
N* é um submédulo de L*, pois cada mr é R-normalizante. Além disso, se
x € L*, temos que zF C N para algum F' € £(R) se, e somente se, © € N*,
fato este provado em ([9], Corollary 3.7). Um outro resultado importante,
provado em ([9], Theorem 3.12), mostra que, se K é um submdédulo fechado



de L, entao existe um submoédulo Q)-fechado K* de L* tal que K*NL = K.

Seja P um R-moédulo a direita. Dizemos que P ¢ livre de torgao se x € P
e xH = 0, para algum H € £(R), implica x = 0.

Na definicao a seguir M ¢é um modulo R-essencialmente normalizante.

Defini¢ao 1.6.10 Um par (M*, j), formado por um bimddulo Q-essencialmente
normalizante M* que ¢é livre de tor¢ao como R-modulo a direita e um homo-
morfismo de R-bimddulos 7 : M — M*, é dito uma extensao canonica livre de
tor¢cao de M se vale o sequinte: para todo (Q-mddulo a direita P que € livre
de tor¢cao como R-mddulo a direita e para todo homomorfismo de R-mddulos
a direita f : M — P, existe um unico homomorfismo de Q-maodulos a direita
f*:M* — P tal que f*oj = f.

Voltemos a considerar o caso em que M é um bimodulo R-essencialmente
normalizante, livre de tor¢ao, com um conjunto de geradores R-essencialmente
normalizantes (z;);cq-

Teorema 1.6.11 Todo R-bimddulo essencialmente normalizante, livre de
tor¢ao M possui uma extensao candnica livre de tor¢ao (M*, 7). Além disso,
como M ¢€ livre de torcao, seque que j € um homomorfismo injetor, ou seja,
podemos considerar M C M*.

Demonstracao Sejam L = ) ;.o ®V; o R-bimddulo essencialmente normali-

zante associado a M, ® : L — M o epimorfismo canonico, e L* a extensao de L
a um modulo @Q-essencialmente normalizante. Ja que M é livre de torgao sobre
R, segue que K = Ker® é um submdédulo fechado de L. Entao, temos que
existe um submodulo Q-fechado K* de L* tal que K* N L = K. Sejam M* =
L*/K* e m a projecao canonica de L* sobre M*, isto é, 7 : L* — L*/K* = M*.
Assim, segue que 7 é um homomorfismo de @-bimédulos e M* é um bimddulo
(Q-essencialmente normalizante, com conjunto de geradores ()-essencialmente
normalizantes (7(v;))icq-

Dado x € M, temos que existe y € L C L* tal que ®(y) = x. Seja
Jj: M — M*, a aplicacao definida por j(z) = 7(y). Vamos mostrar que j é
um R-monomorfismo bem definido de M em M* e, assim podemos considerar
M C M*. A aplicacao j estd bem definida, poisse x € M e ®(y;) = x, P(y2) =
x com yi,ys € L entdo ®(y; — y2) = 0 e, assim y; — yp € Kerd = K C K*
e, portanto 7(y; — y2) = 0, ou seja, m(y1) = 7(y2). E claro, também, que j é
um R-homomorfismo. Falta apenas mostrar que j é uma aplicagao injetora.
Para isto, suponhamos que j(x;) = j(z3), com x1, x5 € M. Entao, temos que
7(y1) = 7(y2), onde ®(y1) = 1 e P(y2) = xo. Logo, segue que 7(y; — y2) = 0,
ou seja, y; — ys € K* e entdo existe F' € E(R) tal que (y; — y2)F C K. Como
K ¢é fechado, segue que y; —y2 € K, ou seja, ®(y; —y2) = 0. Logo, vemos que
1 = D(y1) = O(y2) = x2 e, portanto j ¢ injetora. O resto é claro.



Consideremos agora um ()-médulo a direita P que é livre de tor¢cao como
R-médulo a direita e f : M — P um homomorfismo de R-mdédulos a direita.
Dado z € M*, temos que x = (31", viq;) = >0y m(vi)q = Y0y j(x:)qs, onde
z;, € X, q €Q,parai =1,...,n. Suponhamos que z = 0. Entao > ; v;¢q; €
K* e existe H € £(R) tal que ¢;H C R, para todo i = 1,...,n. Assim, segue
que > s viq;H C K*NL = K = Ker® e, portanto > ; x;,¢; = 0. Logo,
vemos que ».» f(x;)¢;H = 0 e, como P é livre de torgdo como R-médulo a
direita, segue que Y1, f(z;)g; = 0. Por conseguinte, a aplicacao f* : M* —
P, definida por f*(X",j(x;)q) = X", f(z:)g, ¢ um homomorfismo de Q-
modulos a direita bem definido, tal que f*oj = f. Além disso, é claro que f*
é tnica. ¢

Observacao 1.6.12 Dado um submédulo N de M, definimos N* como
sendo o Q-submddulo 7(®~1(N)*) de M*. Entao, temos que ®~1(N)* é ger-
ado sobre () por elementos R-essencialmente normalizantes, os quais sao con-
struidos no Lema 1.6.9 e, portanto N* = m(®~1(N)*) também serd gerado

sobre () por elementos R-essencialmente normalizantes. Além disso, dado
x € M*, segue que x € N* se, e somente se, existe H € £(R) tal que zH C N.

Teorema 1.6.13 Sejam N C P submddulos de M. Entdo, temos que
[Nlp = {z € P: existe H € £(R) tal que tH C N} = N* N P. Além disso,
[N]p € o maior submddulo K de P contendo N e satisfazendo a seguinte
condicao: para todo submddulo S de P com SNN =0
temos que SN K = 0.

Demonstracao Ver ([9], Theorem 4.1). ¢

E possivel obter uma versao a esquerda do Lema 1.6.9, assim como do
teorema acima, tendo como conseqiiéncia o seguinte:

Corolario 1.6.14 ([9], Corollary 4.2) Sejam N C P submddulos de M e
x € P. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) x € [N]p.

(ii) Eziste H € £(R) tal que tH C N.

(iii) Erziste ' € £(R) tal que Fx C N.

E importante observar que este resultado pode ser falso se M nao é livre
de torcao, como veremos no Exemplo 2.1.8, mais adiante.

Um outro resultado muito importante, provado em ([9], Corollary 4.8), é o

seguinte:

Corolario 1.6.15 Sejam N um submddulo de M e x € M*. Entao as
sequintes condigoes sao equivalentes:



(i) z € N*.

(ii) Eziste H € £(R) tal que tH C N.
(iii) Eriste H € £(R) tal que tH C N*.
(

iv) Erxiste F € £(Q) tal que xF C N*.

E claro que existe uma versao simétrica para o resultado anterior.

Para finalizar esta secao, enunciamos um teorema que serd um dos in-
gredientes utilizados para a demonstracao do Teorema da Correspondéncia
Biunivoca para médulos (Teorema 1.8.3). O resultado abaixo esté provado em
([9], Theorem 4.9), no caso normalizante.

Teorema 1.6.16 Sejam M um bimodulo R-essencialmente normalizante
e P um submodulo de M. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre
o conjunto de todos os submddulos fechados de P e o conjunto de todos os
submddulos Q-fechados de P*.

1.7 Elementos Normalizantes e Essencialmente Normal-
izantes de L*

No caso centralizante, o centralizador de ) em M* desempenha um papel
fundamental (ver [6] e [8]). J4 no caso normalizante, sdo importantes os ele-
mentos de M* que sao R-normalizantes, definidos por My = {m € M* : Rm =
mR}, (ver [9], Section 6).

Assim como na secao anterior, todos os resultados que vamos apresentar
aqui se referem ao caso essencialmente normalizante, sendo uma adaptacao
daqueles obtidos em ([9]), no caso normalizante. Portanto, toda esta segao
continua valida se trocarmos essencialmente normalizante por normalizante,
Z° por Z e L§ por L.

Vamos comegar, considerando os elementos R-essencialmente normalizantes
no -bimédulo canoénico L*, definidos na se¢ao anterior. Mais geralmente,
consideremos L* qualquer @-bimédulo que seja soma direta de bimdédulos
livres de torgao do tipo v;QQ, onde (v;)icq é um conjunto de elementos R-
essencialmente normalizantes.

Antes de continuarmos, relembramos que a condigao (E), mencionada a
seguir, esta caracterizada na Definicao 1.4.2.

Consideremos o conjunto

L ={m e L*: Rm = mR e m satisfaz a condigao (E)}.



Agora vamos descrever a estrutura de L§ mais precisamente. Primeiro,
usando as mesmas idéias do Lema 1.6.4, segue que os elementos de L§ sao
também (-essencialmente normalizantes. Além disso, é claro que existe um
produto bem definido zm € L§ e mz € L§, para todo z € Z¢ e todo m €
L§. Entretanto, a soma em L é somente parcialmente definida e Z¢ nao é
necessariamente um anel. Mesmo assim, vamos nos referir a L§ como sendo
um Z°moédulo.

Observagao 1.7.1 Nesta secao os anuladores sao considerados em (). As-
sim, vamos omitir o subscrito () para os anuladores.

Lema 1.7.2 Para todo m € L§, existe e € Ip(C) com me = m e tal que se
feIp(C)emf=m, entaoe< f.

Demonstracao Ver ([9], Lemma 6.1) ¢

O idempotente e do lema acima é denominado o idempotente associado a

Sejam A; = Ann,.(v;) e B; = Anny(v;). Entao é claro que podemos rep-
resentar os elementos de L{, escrevendo os coeficientes de v; a direita e per-
tencentes ao complemento de A;. Nesse caso, os coeficientes sdo unicamente
determinados.

Agora, consideremos m = > | v;q; € L§, onde ¢; € Ann,(A;) para 1l <i <
n, e sejam A = Ann,.(m) e B = Anny(m). Como ja dissemos anteriormente,
existe um isomorfismo ¢ : Q/B — Q/A, dado por ¢(q¢ + B) = ¢’ + A, onde
mq = gm. Além disso, ja que L* é uma soma direta, temos que v;q; € L§,
e o isomorfismo ¢; : Q/Ann(v,q;) — Q/Ann,.(v;q;), correspondente a este
elemento é induzido por ¢, pois A C Ann,.(v;q;) e B C Anny(v;q;).

O lema a seguir nos d4 uma nova prova para a parte (v) do Lema 1.6.9.

Lema 1.7.3 Com a mesma nota¢do acima, temos que q; € Z¢, para todo
ie{l,...,n}.

Demonstracao Dado r € R, temos que existem ', 7", ¢/, " € R tais que
T'viq; = virq; , T'0iqs = vigir”, vigir = tuiq; e tvig; = vit'q; pois vy, viq; € L.
Assim, segue que rq; — ¢;r", q;r — t'q; € Ann,(v;) N Ann,.(A;) = 0 e, portanto
rq; = qr" e q;r = t'q; , ou seja, q; € Z.

Seja I € E(R). Entao existe H € £(R), H C I tal que Huvq; C vl e
Hv; C v;I. Assim, segue que existe J € E(R), J C H tal que v;J C Hu;
e v;q;J € Huv;q;. Logo, J C I é tal que v;Jqg; C Huviq; C viqil e viq;J C
Hv,q; € v;lg;. Portanto, temos que v;Jg = viq;J e v;q;J = v;J"q;, com
JJ" e ER) e J,J" C I. Dador € J, segue existem ' € J e r” €
J" tais que v;rq; = vqir’ e v;qir = vir”q;. Por conseguinte, obtemos que



rq; — qir', qir — r"q; € Ann,(v;) N Ann,.(A;) = 0 . Finalmente, vemos que isso
implica que Jg; C ¢;J' C ¢;I e ¢;JJ C J"q; C Ig;. Juntando isto ao fato de que
¢; € Z, temos que ¢; € Z¢, para todoi € {1,...,n}. ¢

No caso centralizante, a correspondéncia biunivoca é obtida, para submddulos
fechados, entre M, M* e V, onde V é o centralizador de ) em M™* e é con-
siderado como um C-médulo ([6], [8], [16]). No nosso caso, vamos obter um
resultado semelhante, tomando V' = L§, onde L§ nao ¢ mais um moédulo sobre
um anel. Para tal, precisamos fazer a seguinte:

Definicao 1.7.4 Um subconjunto W de L§ é dito um Z¢-submdodulo de L,
se satisfizer as sequintes condigoes:

(i) Se x1,...,x, sao elementos de W e a soma x1 + -+ + x,, estd definida
em L, entao x; +---+x, € W.

(ii) Sex e W ez € Z°, entio zx € W exz € W.

Neste caso, dizemos , simplesmente, que W ¢ um submdédulo de Lj. Um
resultado importante referente a estes médulos, provado em ([9], Lemma 7.1),
é o seguinte:

Lema 1.7.5 Um subconjunto W de Lg € um submddulo de L§ se, e somente
se, existe um Q-submodulo K de L* tal que W = KNL§. Além disso, podemos
tomar K = WQ.

Definicao 1.7.6 Dados W C Y submddulos de L, dizemos que W ¢€
fechado em'Y se x € Y e xF C W, para algum F € E(Z¢) implica x € W.

Enunciamos, a seguir, um resultado importante sobre Z¢-mdédulos fechados
de L§, cuja demonstragao pode ser encontrada em ([9], Theorem 7.5), para
Z-médulos fechados de L.

Teorema 1.7.7 Dado um submodulo P de L*, existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto de todos os submddulos Q-fechados de P e o con-
Junto de todos os submodulos Z°-fechados de P N L§. Além disso, a corre-
spondeéencia associa o submodulo K de P com o submddulo W de PN Lg, onde
KNLy=W e K=WQ.

1.8 O Teorema da Correspondéncia Biunivoca

Neste paragrafo, M é um bimoddulo R-essencialmente normalizante com
conjunto de geradores essencialmente normalizantes dado por (x;);cq. Assim
como nos dois paragrafos anteriores, os resultados aqui enunciados continuam



validos, se trocarmos essencialmente normalizante por normalizante, Z¢ por Z
e M§ por My, sendo que a demonstragao para o caso normalizante pode ser
encontrada em ([9], Section 8).

Comegamos, com o seguinte resultado, que é uma generalizagao do Teorema
1.6.11 e é provado em ([9], Theorem 8.2) no caso normalizante.

Teorema 1.8.1 Todo bimddulo R-essencialmente normalizante M possui
uma extensao canonica, livre de tor¢ao, (M*, 7).

Demonstracao Consideremos M* o ()-bimoédulo associado ao bimoédulo,
livre de tor¢ao, M/T(M) e j a composicdo M — M/T(M) — M*, onde a
segunda aplicacao é aquela construida na demonstracao do Teorema 1.6.11. ¢

Observagao 1.8.2 Assim como no caso normalizante, (j(z;))icq é um
conjunto de geradores (Q-essencialmente normalizantes de M*. Além disso,
Kerj = T(M) e podemos considerar M C M* se, e somente se, M ¢é livre de
torcao sobre R.

Como nas segoes anteriores, consideremos os conjuntos
My={me M*": Rm=mR} e
M§ ={m € M*: Rm = mR e m satisfaz a condigao (E) }.

Os dois resultados seguintes sao, sem duvida, os mais importantes no que
se refere a correspondéncia biunivoca para médulos, sendo uma adaptacao de
([9], Theorem 8.3) e ([9], Corollary 8.4) no caso normalizante.

Teorema 1.8.3 Sejam M um bimodulo R-essencialmente normalizante,
(M*,j) a extensdo candnica, livre de tor¢ao, de M, e M§ como acima. Entdo
existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os submaodulos
R-fechados de M, o conjunto de todos os submddulos Q-fechados de M*, e
o conjunto de todos os submodulos Z¢-fechados de M§. Além disso, a corre-
spondéncia associa o submaodulo fechado N de M com o submddulo N* de M*
e 0 submddulo Ny de ME, onde j7'(N*) = N, Ny = N* N M¢ e N* = QNy.

Demonstragao Pelo Teorema 1.6.16, temos que existe uma correspondéncia
biunivoca entre os submoédulos R-fechados de M/T(M) e os submédulos Q-
fechados de M*. Além disso, dado um submddulo fechado N de M, segue, pelo
Lema 1.5.9, que T'(M) C N. Por outro lado é claro que a aplica¢ao candnica
®: M — M/T(M) é um epimorfismo de R-bimédulos. Portanto, pelo Lema
1.5.8, temos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os submodulos
fechados de M e os submédulos fechados de M /T (M). Com isso segue a cor-
respondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os submédulos R-fechados
de M e o conjunto de todos os submédulos Q-fechados de M™.



Agora consideremos M* como sendo um bimédulo @)-essencialmente normali-
zante gerado pelos seus elementos (Q-essencialmente normalizantes M§ = (m;)ea.-
Definindo L* = 3",cp @m,;() como o (-bimddulo associado a M ™ neste sentido,

e seja @ : L* — M* a aplicacdo canonica. Entao é claro que ®(L§) = M.
Para completar a prova é suficiente aplicarmos o Lema 1.5.8 ao Z¢-epimorfismo
®|re : Lj — Mg e o Teorema 1.7.8. o

Corolario 1.8.4 Dado um submddulo P de M, denotamos por P* a ez-
tensao de [Ply a um submddulo fechado de M* e por Py o submddulo fechado
de M§ correspondente. Entao a correspondéncia dada no Teorema 1.8.3 induz
uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os submaodulos fecha-
dos de P, o conjunto de todos os submddulos QQ-fechados de P* e o conjunto
de todos 0s submaodulos Z°-fechados de F,.



Capitulo 2

Extensoes Normalizantes de Anéis e o Teorema
da Correspondéncia Biunivoca

2.1 Alguns Tipos de Extensoes de Anéis

Neste capitulo R é um anel semiprimo e S é uma extensao de R.

Definicao 2.1.1 Um elemento s € S é dito:
(i) R-centralizante se rs = sr, para todo r € R.

(ii) R-fortemente normalizante (ver [26]) se Is = sI, para todo ideal I de
R.

(iii) R-essencialmente normalizante no sentido forte se Is = sI, para todo

I €&(R)

(iv) R-essencialmente normalizante se Rs = sR e s satisfaz a condig¢ao
(E).

(v) R-normalizante se Rs = sR.

Definicao 2.1.2 Dizemos que S € uma extensdo normalizante do anel R
se S € um bimodulo R-normalizante.

A defini¢ao acima significa que existe um conjunto de elementos R-normalizantes
(x:)ieq C S tal que S = Y ;cq Rz;. Um conjunto nestas condigoes é denomi-
nado conjunto de geradores normalizantes de S sobre R.

Observagao 2.1.3 Da mesma forma, dizemos que S é uma extensao
centralizante (resp. fortemente normalizante, essencialmente normalizante no
sentido forte, essencialmente normalizante) do anel R se existir um conjunto
(x:)ieq C S, formado por elementos R-centralizantes (resp. R-fortemente nor-
malizantes, R-essencialmente normalizantes no sentido forte, R-essencialmente
normalizantes), tal que S = Y ;cq Rz;.

E claro que todos estes tipos de extensoes sao normalizantes. Além disso,
evidentemente toda extensao centralizante é fortemente normalizante que, por
sua vez, é essencialmente normalizante no sentido forte. Também, é facil ver
que toda extensao essencialmente normalizante no sentido forte é essencial-
mente normalizante.



A seguir, daremos alguns exemplos mostrando que estes tipos de extensoes
sao todos diferentes. Antes disso, porém, lembramos que se R é um anel e ¢
é um endomorfismo de R, entdo o conjunto R[X,¢] = {XF 7 X" :r; € Re
Xr = ¢(r)X} é um anel, com soma e produto definidos de maneira semelhante
como num anel de polinomios, salvo que Xr = ¢(r)X, para todo r € R. Um
anel deste tipo é denominado ”skew” anel de polinomios do tipo endomorfismo.

Exemplo 2.1.4 Sejam C o corpo dos numeros complexos e ¢ : C — C
a conjugacao complexa dada por ¢(r) = 7. Entdo S = C[X,¢] é, clara-
mente, uma extensao fortemente normalizante de R com conjunto de geradores
C-fortemente normalizantes (X*);>o. Além disso, um elemento s € S é C-
centralizante se, e somente se, s é da forma 7 r; X?. Assim, segue que S
nao é uma extensao centralizante de C.

Exemplo 2.1.5 Sejam K um corpo, R = {( g 2 ) cxL,y € K} e S =
My (K).
Nesse caso, ¢ facil ver que s € S é R-normalizante se, e somente se, s € R ou

0 . : . .
s = ( R > Para ser mais preciso, todo elemento de R é R-centralizante e,

se

0 b < . . :
5= ( c 0 ) # 0, entao s é R-essencialmente normalizante no sentido forte e

nao
é R-fortemente normalizante. Logo, S nao é uma extensao fortemente normali-
zante de R. Contudo, é claro que S é uma extensao essencialmente normal-

izante no sentido forte com conjunto de geradores R-essencialmente normal-
izantes no sentido forte dado por

on)-(oo) (Vo) (1))

O exemplo acima pode ser facilmente generalizado, tomando-se

R= O e e K Y e S = My (K).
Lo
0 -+ 0 =m,

Neste caso, o conjunto de geradores R-essencialmente normalizantes no
sentido forte de S sobre R é dado por {e;; : 7,7 € {1,...,n}}, onde ¢; é a
matriz n X n com 1 na posicao 5 e 0 no restante.

Um outro fato interessante neste exemplo é que S é primo, mas R nao é.



Ocorre que, para extensoes fortemente normalizantes, se I é um ideal primo
de S entdo I N R é um ideal primo de R, fato este provado em ([26], Proposi-
tion 1.5). Mas, através deste exemplo vemos que isto ndo é mais vélido para
extensoes essencialmente normalizantes no sentido forte.

z 0

Exemplo 2.1.6 Sejam R = {( 0y ) cx,Y € Z} e S = My(Z), onde

Z ¢éo
anel dos numeros inteiros. Assim como no exemplo anterior, é facil ver que
seSé

0

0

0 b
0

R-normalizante se, e somente se, s € R ou s = . Mais precisamente,

todo elemento de R é R-centralizante e se s = ( ) # 0 entao s é R-
essencialmente
normalizante e ndao é R-essencialmente normalizante no sentido forte.

De fato, s é R-essencialmente normalizante, pois se [ € £(R), entao segue
que

7 . "
I'= ( WE) nOZ )7 com m,n inteiros positivos. Tomando k = mmc(m, n), o

kZ 0

0 kz)ég(R)eé

minimo multiplo comum de m e n , temos que J = (
tal que J C T e Js=sJ.

L (Z O , ([ 0 20Z
Além disso, temos que [ = ( 0 97 ) € E(R) eétal que sl = ( Z 0 ) +

0 bz o ) .
< A ) = Is. Portanto, S nao é uma extensao essencialmente normal-
izante

no sentido forte de R. Entretanto, é claro que S é uma extensao essencialmente
normalizante de R com conjunto de geradores R-essencialmente normalizantes

dado por {((1) 8)(8 é><(1) 8)(8 ?>}

Novamente, o exemplo pode ser generalizado, tomando-se

ry, 0 -+ 0

R= : 7 e e Zy S = M, (Z) e o conjunto



de

geradores R-essencialmente normalizantes de S sobre R dado por {e;; : i,j €
{1,...,n}}.

Um outro exemplo que mostra que nem toda extensao essencialmente normali-
zante é essencialmente normalizante no sentido forte é o seguinte:

Exemplo 2.1.7 Sejam R =72 X Z, ¢ : R — R o isomorfismo de R dado
por ¢(a,b) = (b,a) e S = R[X,¢|. Assim, temos que um elemento s € S é
R-normalizante se, e somente se, s = 3.7 (7, X% ou s = 2.1 r; X*1. Mais
precisamente, se s é do primeiro tipo entao s é R-centralizante e se s é do
segundo entao s é R-essencialmente normalizante, mas nao é R-essencialmente
normalizante no sentido forte. De fato, sejam 0 # s = S0 r, X* 1 e [ €
E(R). Entao I = mZ x nZ com m,n inteiros positivos. Portanto, segue que
J =kZ xkZ € E(R) é tal que J C I e Js = sJ, onde k = mmc(m,n).
Além disso, I = Z x 2Z € E(R) e é tal que sI = (2Z x Z)s # Is. Logo,
S é uma extensao essencialmente normalizante de R que nao é uma extensao
essencialmente normalizante no sentido forte de R.

Exemplo 2.1.8 Consideremos os anéis Zy = Z/2Z = {0,1} e R = Z5 x
5 7Z, onde a soma e o produto em R sao definidos componente a componente.
Sejam ¢ : R — R o epimorfismo dado por ¢(dy,as,as,...) = (as,as,aq4,...)
e S = R[X,¢]. E facil ver que S é uma extensio R-normalizante do anel
R com conjunto de geradores R-normalizantes dado por (X*);>o, pois XR =
¢(R)X = RX. Agora, suponhamos que S é uma extensao essencialmente
normalizante do anel R. Entao pelo menos um dos geradores de S é da forma
s=rg+mX+ - +7r,X" comr;; =1, onde r = (711,712,713, ...). Assim,
segue que I = Zy x [[°,2Z € E(R) e é tal que ndo existe J € E(R) com
Js C sl. Logo, S é um exemplo de extensao normalizante de R que nao é
essencialmente normalizante.

Usando o exemplo anterior, podemos mostrar que o Corolario 1.6.14 pode
nao valer no caso em que S nao é livre de torcao. No Exemplo 2.1.8, temos
que os ideais essenciais de R sao da forma Zy x [[2,n;Z, com n; € Z, n; # 0,
para todo ¢ > 2. Seja [0]g o fecho do ideal nulo de S, conforme Definigao 1.5.3.
Além disso, consideremos os seguintes subconjuntos de S:

0] = {x € S: existe F' € E(R) tal que Fz =0},
0] = {x € S: existe H € £(R) tal que xH = 0}.

Neste caso, é facil ver que [0]¢ = 0 e que [0y = [0]s = {zr € S : 2z =
»riX' comr; = (a,0,0,...), para todo 1 <14 < n}.



2.2 Extensao Canonica de S

Sejam R um anel semiprimo e S uma extensao normalizante de R. Além disso,
vamos supor que S satisfaz pelo menos uma das condigoes abaixo:

(A) S é um R-bimddulo livre de tor¢ao, conforme Definigao 1.5.6.
(B) S possui um conjunto de geradores R-essencialmente normalizantes.

Denotemos por (x;);cq 0 conjunto de geradores normalizantes de S sobre
R. No caso em que S satisfaz a condicao (B) acima, podemos supor que
este conjunto é formado por elementos R-essencialmente normalizantes. Além
disso, vamos supor que existe iy € €2 tal que z;, = 1.

Observagao 2.2.1 Nesta secao S serd uma extensao normalizante de um
anel semiprimo R, satisfazendo pelo menos uma das condigoes anteriores.

Dados N C P ideais de S, o fecho de N em P é definido como sendo o
fecho de N como um submédulo de P, conforme a Definicao 1.5.3. Além disso,
N é dito fechado em P se [N]p = N e, N é denso em P se [N]|p = P.

Lema 2.2.2 Se N C P sao ideais de S entdo [N]p é um ideal de S.

Demonstracao Primeiro vamos supor que S satisfaz a condigao (A).
Sejam y € [N]p e x um gerador R-normalizante de S. Assim, temos que existe
H € E(R) tal que yH C N. Pelo Lema 1.5.10, segue que Hr = xH' com
H' € £(R). Portanto, vemos que xyH C xN C N e yrH =yHx C Nx C N,
donde yzx,zy € [N]p. Isto junto com o Lema 1.5.4 implica que [N]p é um ideal
de S.

Agora, suponhamos que S satisfaz a condigao (B). Neste caso, sejam y €
[N]p e x um gerador R-essencialmente normalizante de S. Entao existem
F,H € £(R) tais que FyH C N. Além disso, existem F', H' € £(R) tais que
F'le CaoF e xH' C Hzx. Assim, segue que F'ayH C xFyH C N C N e
FyxH' C FyHx C Nz C N. Portanto, yx,zy € [N]p e entao [N]p é um ideal
de S. ¢

Uma conseqiiéncia imediata do Lema 1.5.8 é o seguinte:

Lema 2.2.3 Sejam T e S extensoes normalizantes de um anel semiprimo
R, ambos satisfazendo a mesma condi¢ao ((A) ou (B)) e ® : T — S um
epimorfismo de anéis tal que ®|gr = idgr. Se N C P sao ideais de S entao
O~H([N]p) = [ (N)|o-1(p). Em particular, N € fechado em P se, e somente
se, DY(N) € fechado em @~ (P).

Corolario 2.2.4 Sejam T e S extensoes normalizantes de um anel semip-



rimo R, ambos satisfazendo a mesma condi¢io ((A) ou (B)), ® : T — S um
epimorfismo de anéis tal que ®|r = idg e P um ideal de S. Entdo o lema
anterior nos da uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos o0s
ideais fechados em P e o conjunto de todos os ideais fechados em ®~1(P) que
contém Ker®.

O resultado, a seguir, é uma conseqiiéncia imediata do Lema 2.2.2.

Lema 2.2.5 Seja S uma extensao R-essencialmente normalizante de um
anel semiprimo R. Entdo o submddulo T'(S) de S, definido na Se¢do 1.5, é
um ideal de S.

Observacgao 2.2.6 No caso em que S é uma extensao R-normalizante de
R, nao conseguimos resposta para esta questao, ou seja, nao sabemos se 7'(.5)
¢é necessariamente um ideal de S.

O nosso objetivo é mostrar que S possui uma extensao, livre de torcao,
S*, de acordo com a Defini¢ao 1.6.10. Se S satisfizer a condigao (B), entao
trocamos S por S/T'(S) e, portanto podemos considerar S livre de torgao sobre
R nos dois casos.

Relembremos que S é uma extensao normalizante de um anel semiprimo
R, satisfazendo uma das condigoes (A) ou (B) e o conjunto de geradores de S
sobre R ¢é indexado por ().

Consideremos G = {« : o é uma palavra cujas letras sdo elementos de Q}.
Entao, é facil ver que G' é um semigrupo com produto definido por justaposicao,
ou seja, se & = i1ig ... 10, B = J1J2 .- Jm € G,onde i1,49,...,0n, 1,52, - Jm €
Q, entao a- B = af = iyiy...1J1J2 - Jm- Além disso, o elemento neutro de
G ¢ a palavra vazia. Dado o € G, a = 1115 . . . 1, associamos a o um elemento
de S, denotado por z,, T4 = %, T4, ... 2;,. Como cada x;, é R-normalizante,
segue que r, ¢ R-normalizante, ou seja, Rr, = z,R. Se, por outro lado, S
satisfaz a condigao (B), entao também é claro que cada x, é R-essencialmente
normalizante. Usando a mesma notagao do Capitulo 1, sejam A, = Anng,(z,)
, Bo = Annpg,(z,) € ¢q 0 isomorfismo de anéis, ¢, : R/B, — R/A,, dado por
Ga(r+ By) =1+ Ay, onde rx, = x4

Vamos considerar agora o R-mddulo a direita T = > cqc ®aR/A,. E
facil ver que R age a esquerda sobre T pois, dado r € R, definimos ra =
(r+ By)a = a(r’ + A,) = ar’, onde 1’ é um elemento de R tal que rz, =
xqor'. Pelos resultados obtidos na Secao 1.6 temos que 7' é um bimddulo R-
normalizante, livre de tor¢ao se S satisfizer a condigao (A). Por outro lado, se
S for um bimédulo R-essencialmente normalizante, livre de tor¢ao, segue que
T é um bimodulo R-essencialmente normalizante, livre de tor¢ao. Além disso,

se provarmos que 1" é um anel, é claro que T' é uma extensao do anel R.



O nosso objetivo é mostrar que T tem uma estrutura de anel. Para isso,
comegamos definindo a multiplicacao de monomios em 7', da seguinte maneira:
ary - frg = aﬂrgrg, onde 72 é um elemento de R tal que 7,25 = x5 E
importante observar que, na definicao acima, deveriamos ter tomado r, €
R/A, e r3 € R/Az. Entretanto vamos provar , a seguir, que este produto
estd bem definido e ficard claro que podemos considerar 7,73 € R. Com isso,
podemos definir o produto em 7' de maneira distributiva, pois 7" é uma soma
direta.

Sejam r € A, e 8 € G. Assim, temos que 0 = z,rzs = za57°. Logo,
r? € Anng,(za5) = Anng,.(af). Logo, ar = 0 implica af8r? = 0, para todo
B € G. Por outro lado, dado rg € Ag, temos que rrz € Ag, para todo r € R,
pois Ag é um ideal de R. Disto, segue que o produto de monémios em T esta
bem definido.

Agora provaremos que o produto em 7', definido acima, é associativo.
Para isto, consideremos o, 3,7 € G e ro,7r3,7, € R. Entao, temos que
(arg) - (Breyry) = (ara) - (Byryry) = afyriirir,. Por outro lado, ve-
mos que (ar,frg) - (yry) = (afrirg) - (yr,) = aﬁy(rg)yrgn,. Mas, como
(xara) - (xpraxyry) = (Tarawsrg) - (x47,), segue que rﬁ”rgn, - (7”5)77%7“V €
Annp,(Tagy) = Anng,(afy). Logo, (ara) - (Breyry) = (araBrs) - (y75), ou
seja, o produto em T ¢é associativo. Concluimos finalmente que 7' é um anel.

Também, podemos considerar R C T, via a aplicacao r — r - 1. Além
disso, pela maneira como 7' foi construido, temos que a aplicacao ® : T" — 5,
dada por ®(a) = z, é um epimorfismo de anéis tal que ®|r = idg.

Pelo Corolario 2.2.4 segue que existe uma correspondéncia biunivoca entre
o conjunto de todos os ideais fechados de S e o conjunto de todos os ideais
fechados de T que contéem Ker®.

Agora vamos definir uma extensao de 7" a um )-bimoédulo normalizante T,
assim como foi feito na Segao 1.6. Voltemos a considerar T' =Y cq ®aR/A,,
¢ 0 isomorfismo entre R/ B, ¢ R/A, associado aa € G, onde A, = Anng,(z,) =
Anng,(a) e By, = Anng(x,) = Anng, (o) sdo ideais fechados de R. Assim,
segue que existem ideais fechados A} e B’ de @) tais que A N R = A,,
B* N R = B, e o isomorfismo ¢, pode ser estendido a um isomorfismo, ainda
denotado por ¢,, entre Q/B% e Q/A, conforme mostra o Corolario 1.3.6.

Seguindo as mesmas idéias da Se¢ao 1.6, obtemos o bimédulo 7% = 3 . BaQ) /A,
denominado de extensao canonica de 7" a um bimdédulo T sobre (). Nesse
caso, T* é ()-normalizante (resp. (-essencialmente normalizante) se T é R-
normalizante (resp. R-essencialmente normalizante). Além disso, notemos que
Anng,(a) = A e Anng, () = B. Também podemos considerar 7' C T e,
pelo Lema 1.6.5, segue que T™ é livre de torcao sobre R e, entao também sobre

Q.



Proposicao 2.2.7 T* é um anel.

Demonstracao Novamente, para provar isto é suficiente que mostremos
que o produto de monomios em 7™ estd bem definido e o restante segue da
mesma maneira que na prova de que 7' é um anel. Sejam g € A% e f € G.
Assim, temos que existe I € E(R) tal que gqI C A,. Logo, 0 = aqlf =
aBq®I8. Como T* é livre de torcao sobre R, segue que a3¢° = 0 e, portanto
¢" € Anng,(aB). Por outro lado, dado g5 € A}, temos que gqs € A%, para
todo ¢ € Q, pois Aj ¢ um ideal de Q. Juntando estes dois fatos, segue que
o produto de monomios em 7™ estd bem definido. Por conseguinte, 7" é um
anel. ¢

Voltemos agora a considerar o caso em que S é uma extensao R-essencialmente
normalizante (resp. R-normalizante) de um anel semiprimo R. Além disso,
sejam T a extensdo R-essencialmente normalizante (resp. R-normalizante)
de R e T* a extensdo canonica, (Q-essencialmente normalizante (resp. Q-
normalizante), de T, conforme construgao acima. Seja 7§ = {m € T* : Rm =
mR e m satisfaz a condigao (E)} (resp. Ty = {m € T* : Rm = mR}) .
Assim como os conjuntos Z e Z¢ definidos na Segao 1.4, Ty e 1§ nao sao nec-
essariamente anéis, pois possuem uma soma somente parcialmente definida.
Entretanto, sao fechados para a multiplicacao.

Antes de continuar precisamos definir dois tipos de ideais em Tj e em T§.
Todas estas consideragoes referentes a Tj também sao validas para 7.

Definicao 2.2.8 Um subconjunto I de Ty é dito um ideal de semigrupo de
Ty se, para quaisquer a € I ety € Ty, temos que atg € I e toa € 1.

Definigao 2.2.9 Um subconjunto I de Ty € dito um ideal saturado(ou
simplesmente um ideal) de Ty se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) Se ay,a9,...,a, € I € a soma ay + az + ...+ a, estd definida em Tj,
entao a1 +as + ...+ a, € 1.

(i) Sea € I ety € Tpy, entao atyg € I e tpa € I.

E claro que podemos definir ideal a direita de Ty. Mais precisamente, um
subconjunto I de Ty é dito um ideal a direita de Tg se I satisfizer a condicao
(i) da Definigao 2.2.9 e, se a € I e ty € Tp, temos que aty € I. Simetricamente
podemos definir ideal a esquerda.

Dados A e B ideais saturados de Tj, definimos o produto de A por B como
sendo o conjunto AB = {}7 ,a;b; : a; € A,b; € B, para todo 1 < i < n,e
> ab; € Ty}, Com essa definicao, é facil ver que AB também serd um ideal
saturado de Tj.

E importante observar que os anéis T', 1™, bem como os conjuntos T e 7§



se enquadram no contexto do Teorema 1.8.3. Além disso, os ideais de Tj e T
sao os ideais saturados , conforme Defini¢ao 2.2.9. Com isso, a correspondéncia
biunivoca desse teorema no caso de anéis fica da seguinte forma:

Teorema 2.2.10 Seja S uma extensao R-essencialmente normalizante de
um anel semiprimo R. Além disso, sejam T a extensao R-essencialmente
normalizante de R e T™* a extensao canonica, (Q-essencialmente normalizante,
de T, conforme construgao feita anteriormente. Sejam I um R-submddulo,
R-fechado de T, I* um Q-submaodulo, QQ-fechado de T™ e Iy um Z¢-submddulo,
Z¢-fechado de T§ tais que I = I*NT, I* = Qly e Iy = I* NI, conforme o
Teorema 1.8.3. Se qualquer um dos submddulos I, I* ou Iy € um ideal (resp.
ideal a esquerda, ideal a direita) entao os outros dois também o sao. Além
disso, o resultado continua vdlido se trocarmos essencialmente normalizante
por normalizante, Z¢ por Z e 1§ por Tj.

Demonstracao Primeiramente, suponhamos que I é um ideal de T'. Se
x € I* entdo, pelo Coroldrio 1.6.15, existe H € E(R) tal que xH C I. Dado
y € T*, também existe F' € £(R) tal que Fiy C T, donde FyzH C TI = 1,
ou seja, yr € I*. Logo, I* é um ideal a esquerda de T™. Simetricamente, I* é
um ideal a direita de T™. Seja agora I* um ideal de L*. Dados x € Iy C I*,
y € Ty C T, segue que zy € I"NT§ e yr € I* NT§. Logo, Iy é um ideal
saturado de 7. Finalmente, suponhamos que Iy ¢ um ideal saturado de 7.
Como I = QI = [)Q, é claro que I* é um ideal de L*. Conseqilientemente,
segue que I = ["NT é um ideal de T". ¢

De acordo com a Defini¢ao 1.6.10 e o Teorema 1.6.11 é facil ver que toda
extensao R-normalizante, livre de torcao, de um anel semiprimo R possui uma
extensao canodnica, livre de torgao, conforme mostra o seguinte:

Teorema 2.2.11 Toda extensao S que seja R-normalizante, livre de torcao,
de um anel semiprimo R possui uma extensao candnica, livre de tor¢dao (S*, 7).

Demonstracao Usando a mesma notacao anterior, consideremos o anel
canonico, livre de torcao 1" associado a S, & : T" — S o epimorfismo canonico
e T" a extensao canonica de T. Ja que S é livre de torcao sobre R, segue
que K = Ker® é um ideal fechado de T'. Entao, usando o Teorema 1.8.3 e
o Teorema 2.2.10, segue que existe um ideal K* de T tal que K* NT = K.
Sejam S* = L*/K* e 7 a projecao canonica de T* sobre S*, isto é, w : T* —
T*/K* = S*. Dado s € 5, existe y € L C L* tal que ®(y) = s. Seja
j(s) = m(y). Seguido as mesmas idéias da demonstra¢do do Teorema 1.6.11,
temos que j : S — S* é um R-monomorfismo. O resto é claro. ¢

O anel 5* construido acima é denominado extensao canonica, livre de tor¢ao

do anel S.



Uma conseqiiéncia importante do Lema 2.2.5 é o seguinte:

Teorema 2.2.12 Toda extensao R-essencialmente normalizante de um
anel semiprimo R possui uma extensao canonica livre de torc¢ao, que é Q-
essencialmente normalizante.

Demonstracao Seja S uma extensao R-essencialmente normalizante do
anel R. Entao podemos considerar o anel S* como sendo o anel associado ao
anel livre de torgao S/T(S) e j a composigao S — S/T(S) — S*, da mesma
maneira que na construgao do Teorema 2.2.11. Também, neste caso, S C S*
se, e somente se, S é livre de torcao. ©

Voltemos a considerar S uma extensao normalizante de um anel semiprimo
R, satisfazendo pelo menos uma das condigoes (A) ou (B). Entdo podemos
enunciar um resultado semelhante ao Teorema 2.2.10 para o anel S, o anel
S* construido no Teorema 2.2.11 (resp. Teorema 2.2.12) ¢ Sy = {m € S* :
Rm = mR} (resp. S§ = {m € S*: Rm = mR e m satisfaz a condigao (E)}).
A demonstracao é semelhante a do Teorema 2.2.10 e, portanto sera omitida.
Além disso, novamente os ideais de Sy e S sao ideais saturados, conforme
Definigao 2.2.9.

Teorema 2.2.13 Seja S uma extensao R-normalizante de um anel semip-
rimo R, satisfazendo a condi¢io (A) (resp. (B)). Sejam I um R-submddulo,
R-fechado de S, I um Q-submddulo, QQ-fechado de S* e Iy um Z-submddulo,
Z-fechado de Sy (resp. Z°-submdédulo, Z°-fechado de S§) tais que I = I* NS
(resp. I =77YI%)), I*=QIy e Iy =1*"NSy (resp. Iy = I* N SE), conforme o
Teorema 1.8.3. Se qualquer um dos submddulos I, I* ou Iy € um ideal (resp.
ideal a esquerda, ideal a direita) entao os outros dois também o sdo.

O nosso objetivo agora serd mostrar que o teorema acima continua valido
para extensoes intermedidrias. Antes disso, vamos mostrar que a correspondéncia
biunivoca do Lema 1.5.7, no caso em que W e U sao subanéis de S, preserva
ideais fechados, ideais primos fechados e ideais semiprimos fechados.

Consideremos agora S uma extensao R-normalizante, livre de torcao, de
um anel semiprimo R. Sejam W C U subanéis de S com W denso em U, isto
é, W]y = U. Neste caso, é facil ver que se I é um ideal de W entao [I]y é um
ideal de U. De fato, se x € [I]y e y € U entao existem F, H € £(R) tais que
Fxz CIeyH CW. Logo, segue que FeyH C IW = [ e, portanto xy € [I]y.
Simetricamente, é possivel mostrar que yz € [I]y. Como ja sabemos que [I]y é
um submddulo de U, temos que [I]y é um ideal de U. Temos entao o seguinte:

Teorema 2.2.14 Sejam W C U subanéis de S tais que W € denso em
U. Entao a correspondéncia biunivoca do Lema 1.5.7 preserva ideais fechados,
ideais primos fechados e ideais semiprimos fechados.



Demonstracao Sejam P um submédulo fechado de U e Py = PN W.
Suponhamos que Fy é um ideal de W. Se z € P e y € U entao existem
F,H € E(R) tais que tH C Py e Fy C W. Entao temos que FyrH C WP, =
Py C P e assim yxr € P, pois P é fechado. Simetricamente, zy € P. Além
disso, é claro que se P é um ideal de U entao Fy = PNW é um ideal de .
Conseqiientemente, P é um ideal de U se, e somente se, Py é um ideal de W.

Agora, usando a mesma nota¢do acima, suponhamos que Py é primo e
que AB C P, onde A e B sao ideais de U. Se x € [A]y e y € [B]y entao
existem F)H € E(R) tais que Fx C A e yH C B. Portanto, temos que
FzyH C AB C P e, como P é fechado, xy € P. Assim, podemos supor
que A e B sdo fechados. Logo, segue que (ANW)(BNW) C Py e, assim
(AﬂW) Q P() ou (BHW) Q PQ, donde A = [A]U = [AﬂW]U g [PHW]U =P
ou B= By =[BNW]y C[PNW]y = P. Portanto, P é primo.

Reciprocamente, suponhamos que P é primo e que A e B sao ideais de W
com AB C Fy. Como acima, temos que [A]y[B]y C P e, assim A = [A]y C P
ou B=[B]y CP,donde AC PNW =PF,ou BC PNW = F,. Logo, P, é
primo.

Para o caso semiprimo, basta tomar A = B nas consideragoes feitas no
caso primo. ¢

Definicao 2.2.15 Um subanel W de S tal que R C W € chamado uma
extensao intermedidria de R.

Suponhamos que S é uma extensao R-normalizante, livre de torcao, de R.
Se W é uma extensao intermedidria de R entao é claro que [W]g também é.
Pelo Teorema 1.8.3, temos que existem um @-submoddulo, Q-fechado W* de
S* tal que W* NS = [W]s e um Z-submédulo, Z-fechado Wy de S tal que
Wo=W*NSyeW*=WyQ. Como [W]g é um subanel de S segue, como no
Teorema 2.2.13 que W* é um subanel de S* e W, é um subanel de 5.

E importante observar que as consideracoes acima, bem como o teorema a
seguir, continuam validas no caso em que S é uma extensao R-essencialmente
normalizante, livre de torgao, de IR, trocando-se Z por Z¢ e Sy por S§. Também
¢ importante observar que os ideais de Sy, S§, Wy sao ideais saturados, conforme
Definigao 2.2.9. Além disso, um ideal saturado P de W é dito um ideal primo
se, dados A, B ideais saturados de Wy, temos que AB C P implica A C P ou
B C P. Da mesma forma podemos definir ideal semiprimo, tomando A = B.

Teorema 2.2.16 Seja W extensao intermediaria de R. Entdo a corre-
spondéncia biunivoca do Coroldrio 1.8.4 nos dd uma correspondéncia biunivoca
entre 0s sequintes conjuntos:

(i) O conjunto de todos os ideais R-fechados (resp. primos R-fechados,
semiprimos R-fechados) de W.



(ii) O conjunto de todos os ideais Q-fechados (resp. primos Q-fechados,
semiprimos Q-fechados) de W*.

(iii) O congunto de todos os ideais saturados Z-fechados (resp. primos Z -
fechados, semiprimos Z-fechados) de W.

Demonstracao Pelo Teorema 2.2.14 podemos supor, sem perda de gen-
eralidade, que W é fechado. Sejam P um submoddulo fechado de W, P* a
extensao de P a W* e Py = P*NW,. Usando argumentos similares aos usados
no Teorema 2.2.10 segue que, quando um dos submodulos P, P* ou Fy é um
ideal, entao os outros dois também o sao.

Agora, suponhamos que P é um ideal primo fechado de W e que Aq e
By sao ideais Z-fechados de Wy com AgBy C Py. Assim, segue que (QAg N
W)(QBoﬂW) Q QA()BOQW Q QP()ﬂW Q P*NW = P. Entao A =
QA NW CP=QFNWouB=QBNW CP=QFNW e, portanto
Ag=A"NWy C PPNWy=FouBy=B*"NW, C PNWy = PF,. Logo, Py é
primo.

Suponhamos agora que P, é um ideal primo Z-fechado de Wy e que A*B* C
P*, onde A* e B* sao ideais @Q-fechados de W*. Assim, segue que (A* N
Wo)(B*ﬂW()) QA*B*QW() QP*QWOZPO e, portanto A(]:A*QWO g PO
ou By = B*NW, C F,. Entao temos que A* = QAy C QFy = P* ou
B*=QBy, C QF, = P*. Logo, P* é primo.

Finalmente, suponhamos que P* é um ideal primo )-fechado de W* e que
AB C P com A, B ideais fechados de W. Dados x € A* e y € B* segue, pelo
Corolario 1.6.15, que existem F, H € £(R) tais que Fo C A e yH C B. Por
conseguinte, temos que FayH C AB C P C P* e, portanto zy € P*. Logo,
A*B* C P* e, como P* é primo, segue que A* C P*ou B* C P*. Assim, temos
que A=A"NWCPNW=PouB=B"NW CP*NW = P. Portanto,
P ¢é primo.

Para provar o caso semiprimo, basta tomar A = B, A = By e A* = B*

nas consideragoes feitas no caso primo. ©

E importante observar que a correspondéncia do teorema anterior preserva
inclusoes e intersecoes. O resultado abaixo é uma conseqiiéncia do teorema
anterior, e continua valido se fizermos W = S e, portanto W* = §* e W, = 5.

Corolario 2.2.17 Seja S uma extensao R-normalizante, livre de torcao,
de um anel semiprimo R. Se W € uma extensao intermedidria de R, entao
sao equivalentes:

(i) W € um anel primo (resp. semiprimo).

(il) W* € um anel primo (resp. semiprimo).



(iii) Wy € um anel primo (resp. semiprimo).



2.3 Apéndice: Algumas Consideracoes Sobre .5

Neste apéndice estudaremos a estrutura do conjunto Sy definido na Segao
2.2.

Sejam R um anel semiprimo e S uma extensao normalizante, livre de tor¢ao
de R. Além disso, consideremos o anel S* definido na Segao 2.2 ¢ Sy = {m €
S*: Rm = mR}.

E f4cil ver que Sy é multiplicativamente fechado e, portanto Sy, com a
operagao produto, possui uma estrutura de semigrupo. Entretanto, Sy possui
uma soma somente parcialmente definida.

E importante observar que os ideais de Sy, Ty, S5, T e Wy, que aparecem na
Secao 2.2 sao ideais saturados, conforme Defini¢ao 2.2.9, e fechados. Também
é claro que todo ideal saturado de Sy é um ideal de semigrupo de Sy. Além
disso, vale a seguinte:

s

Proposicao 2.3.1 Se I € um ideal de semigrupo de Sy, entao 1Q) = QI é
um ideal de S* e IQ) NSy € um ideal saturado de So tal que I C IQ N Sy.

Demonstracao Sejam y € I(), ¢ € QQ e v um gerador R-normalizante
do anel S*. Entao y = >, v:¢;, com y; € I e ¢; € (). Assim, segue que
yq € IQ e, para cada 1 < i < n, existe ¢; € @ tal que qy; = y;q;. Com isso, é
claro que qy = >, quiqi = > ¥iqiq; € 1Q. Como x € Sy e I é um ideal de
semigrupo de Sy, temos que y;x, xy; € I, para todo 1 < i < n. Logo vemos que
xy =Y vyq; € 1Q. Além disso, para cada 1 <1i < n, existe ¢ € @ tal que
¢;x = zq] e, portanto vemos que yr = Y, y;q;x = Y1y yixq; € IQ. Portanto
I1Q) é um ideal de S*. Além disso, como cada elemento de I é R-normalizante
e, portanto (Q-normalizante, segue que 1Q) = Q1.

Agora vamos mostrar que Iy = IQ) NSy é um ideal saturado de Sy. Sejam
ai,Qs,...,a, € Iy tais que a1 +as+...+a, € Sp. Como I() é um ideal de S*,
segue que a1 + as + ...+ a, € IQ e, portanto a; + as + ...+ a, € Iy. Sejam
a € lyeseSy. Entao as,sa € Sy e, como I() é um ideal de S*, segue que
as,sa € 1Q), donde as, sa € Iy. ©

O resultado abaixo ¢ uma conseqiiéncia imediata de ([9], Lemma 7.1):

Proposicao 2.3.2 Um subconjunto I de Sy é um ideal saturado de Sy se, e
somente se, existe um ideal I* de S* tal que I = I*NSy. Além disso, podemos
tomar I* = 1Q).

Das duas proposigoes anteriores segue o seguinte:

Corolario 2.3.3 Se I ¢ um ideal de semigrupo de Sy, entdao Iy = Q) NSy



¢ o unico ideal saturado de Sy tal que I[HQ) = 1Q).



Capitulo 3

Ideais Primos e Radicais

3.1 Tipos Especiais de Ideais Primos em Extensoes In-
termediarias

Neste capitulo, R é um anel primo e S é uma extensao normalizante, livre
de tor¢ao de R. Neste caso, todo ideal nao-nulo de R é essencial, ou seja, E(R)
é o conjunto de todos os ideais nao-nulos de R. Além disso, W é uma extensao
intermediaria de R, isto é, W é um subanel de S com R C V.

Definicao 3.1.1 Um ideal I de W € dito R-disjunto se I N R = 0.

Os resultados desta se¢ao sao uma extensao daqueles obtidos em [6] para
modulos centralizantes e extensoes centralizantes de anéis. Além disso, algu-
mas idéias e resultados estendem aqueles provados em [12] e [14].

Lema 3.1.2 Se I é um ideal R-disjunto de W, entao [I]w também é R-
disjunto. Por outro lado, se IN R # 0, entdo Iy = W.

Demonstracao Seja I um ideal R-disjunto de W. Se [I]lyy N R # 0,
entao existe 0 # x € [I]y N R. Portanto, existem F,H € £(R) tais que
0# FxH C INR, oque did uma contradicao.

Seja agora I um ideal de W tal que I N R # 0. Neste caso, I N R € £(R)
e, dado w € W, segue que (I N R)w C I e isso prova que [I]y = W. ¢

Antes de prosseguirmos no estudo de extensoes intermedidrias, vamos obter
um resultado importante referente a médulos sobre anéis primos, o qual sera
bastante 1util.

Seja M = Y ,cq Rr; um bimoédulo R-normalizante , livre de torgao, com
conjunto de geradores R-normalizantes X = (x;);cq. Pela Observagao 1.6.3
todos os elementos geradores acima sao livres sobre R. Conseqilientemente, pelo
Lema de Zorn, existe um subconjunto E = (z,);ea de X que é um subconjunto
R-independente a direita maximal de X. Entao é claro que F também ¢ livre
a esquerda. De fato, suponhamos que aix; + asxs + ... + a,z, = 0, com
x; € E e a; € R Assim, segue que zya] + ...+ z,a, = 0, onde a,x; = x;a;,
para 1 < i < n. Como E é livre a direita, segue que a;, = 0, para todo
1 <i < n. Além disso, pela Observacao 1.6.3, nesse caso a; = ¢;(a;) e cada ¢;
é um automorfismo de R e, portanto a; = 0, para todo 1 < ¢ < n. Denotemos



por N o submédulo livre (a direita e a esquerda) de M que tem E como base
R-normalizante.

Lema 3.1.3 Dadoy € M, existe um ideal nao-nulo H de R tal queyH C N
e Hy C N. Além disso, se escolhermos uma representacao de y como, por
exemplo, y = Y"1 bijx;, b; € R, entao podemos escolher o ideal H dependendo
somente do conjunto {x1,Ta,...,x,}.

Demonstragao Primeiramente, suponhamos que z € X e z ¢ E. Pela
maximalidade de F, temos que existem zy,...,z; € E, tais que {z1, ..., 2, x}
¢é linearmente dependente sobre R. Entao existem aq,...,a;,a € R, tais que
a1T1+. . .+a;xi+ar =0, com a # 0. Assim, segue que RaRx C Yi_, Ra;Rx; C
N, onde RaR ¢é um ideal nao-nulo de R. Simetricamente, podemos obter um
ideal nao-nulo de R da forma Ra’R, tal que xtRa’R C N.

Agora, sejay € M,y =Y, bx;, com b; € R. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que z1,...,2, € F e Tg11,...,2, ¢ E. Pelo argumento acima,
podemos obter ideais nao nulos Hj, H; de R, tais que Hjz; € N e x;H; C N,
para j = s+ 1,...,n. Portanto, o ideal H = (Mj_,,, H;) N (M=, Hj) é tal
que HyC NeyH C N. ¢

O lema anterior mostra que o submédulo livre NV é denso em M, ou seja, que
[N] = M. Consideremos M* a extensao canonica, livre de tor¢ao, do bimédulo
M, conforme Teorema 1.6.11, e N* o (Q-submédulo de M* correspondente ao
submodulo livre e denso N de M. Entao é claro que N* é um bimodulo livre
sobre ), com base £ = (x;);ex. Fixadas estas notacoes, temos a seguinte:

Proposicao 3.1.4 Se R é um anel primo e M é um bimddulo R-normalizante,
entdo M* = N* e, portanto M* € livre sobre Q).

Demonstracao Seja x € M*. Pelo Corolario 1.6.15, temos que existe
H € &R) tal que tH C M. Dado h € H segue, pelo Lema 3.1.3, que
existe H, € £(R), tal que zhH, C N. Usando novamente o Corolario 1.6.15,
obtemos que xh € N*. Assim, segue que tH C N* e, entao x € N*. Portanto,
concluimos que M* = N* e, conseqiientemente M™* é livre sobre (). ©

Lema 3.1.5 Sejam L um bimddulo livre, R-normalizante, com base (v;);cq,
formada por elementos R-normalizantes e P um submddulo fechado de L. Se
K é um R-mddulo a direita tal que P C K C L, entao existe 0 # x € K tal
que RtRN P = 0.

Demonstracao Sejaz € K\ P de suporte minimal I' = {vy, ..., v,}. Isto
significa que x = a1v1 + asve + - -+ + a,v,, com a; # 0, para todo 1 < 7 < n,
esey € K com supp(y) C I', entdo y € P. Vamos mostrar que se y € P
e supp(y) C I', entao y = 0. Seja 0 # y € P com supp(y) C I'. Entao



segue que y = byv; + bovg + - -+ 4 byv, com t < n. Suponhamos, sem perda
de generalidade, que b; # 0. Dado r € R, temos que existem b},r; € R,
tais que b] # 0, v1b] = bjvy e vyr = ryv;. Portanto, xrb] — ayry € K e
supp(xrby —ayryy) C I, donde arb] —aymy € P. Assim, temos que 2R} R C P
e, como P é fechado, segue que x € P, o que d& uma contradi¢ao. Logo y = 0.
Finalmente, temos que é claro que RxR N P = 0, pois se z € RxR N P entao
supp(z) CT'e z € P, donde z = 0. ©

Corolario 3.1.6 Sejam M um bimédulo R-normalizante, livre de torcao,
e P um submddulo fechado de M. Se K ¢ um R-mddulo a direita tal que
P C K C M, entao existe 0 # x € K tal que RtRN P = 0.

Demonstragao Pela Observacao 1.6.3 segue que existe um bimédulo L
que é R-normalizante, livre sobre R, e um epimorfismo de R-mdédulos & :
L — M. Entao ®'(P) C 1K) e, pelo Lema 1.5.8, segue que ®~(P) é
fechado. Usando o Lema 3.1.5, temos que existe 0 # y € ®7(K) tal que
RyRN®~Y(P) = 0. Portanto, z = ®(y) é tal que 0 £z € K e ReRN P = 0.
o

Proposicao 3.1.7 Sejam R um anel primo e S uma extensao normal-
1zante, livre de tor¢ao de R. Além disso, suponhamos W uma extensdao inter-
medidria de R e P um ideal de W que € maximal com respeito a PN R = 0.
Entao P é um ideal primo fechado de W'.

Demonstracao Primeiramente, vamos mostrar que P é primo. Sejam A
e B ideais de W tais que AB C P, A D P e B D P. Pela maximalidade de
P, segue que ANR#0e BNR#0eentao (ANR)(BNR) # 0, pois R é
primo. Entretanto, 0 # (AN R)(BNR) C ABNRC PNR =0, 0 que dd
uma contradicao. Logo P ¢ um ideal primo de W.

Como P N R = 0 segue, pelo Lema 3.1.2, que [P]N R = 0. Portanto, a
maximalidade de P garante que P = [P], ou seja, P é fechado. ¢

O nosso objetivo agora é obter relagoes entre o anel R e certos tipos espe-
ciais de ideais primos de uma extensao intermediaria W.

Daqui por diante, a menos de mengao contraria, R é um anel primo e S é
uma extensao normalizante, livre de tor¢ao de R, com conjunto de geradores
R-normalizantes (z;);cq-

Teorema 3.1.8 Sejam R um anel fortemente primo (a direita) e P um
tdeal de uma extensao intermedidria W que € mazximal com respeito a PN R =
0. Entao P € um ideal fortemente primo (a direita) de W.

Demonstracao Seja [ um ideal de W com I D P. Entao, pela maximal-
idade de P, segue que I N R # 0 e, assim existe um conjunto finito F C I N R



tal que Fa = 0, com a € R, implica a = 0. Vamos mostrar que F' é um isolador
em W/P. Seja K = {y € W : Fy C P}. Entdo K é um ideal & direita de
W contendo P. Em particular, K é um R-submoddulo a direita de W. Supon-
hamos que K D P. Pela Proposicao 3.1.7 segue que P ¢ fechado e, usando o
Corolario 3.1.6, temos que existe 0 # = € K tal que Re RN P = 0. Além disso,
pelo Lema 3.1.3, segue que existe um ideal nao-nulo H de R tal que tH C N,
onde N é um submédulo livre de S. Assim, vemos que FxH C N N P e entao
FzH = 0. Dado h € H, temos que zh € N e vh = Yi_, a;x;, onde (z;)jen €
uma base de N. Portanto, 0 = Fah =377 | Fa;x;, donde Fa; = 0, para todo
j €{l,...,n}. Logo a; = 0, para todo j € {1,...,n} e, portanto zH = 0,
donde x = 0, o que da uma contradicao. Logo, K = P e P é fortemente primo
(a direita). ©

Proposicao 3.1.9 Seja S uma extensao fortemente normalizante, livre de
tor¢io de R. Suponhamos que P € um ideal fortemente primo (a4 direita),
R-disjunto, de uma extensao intermediaria W de R. FEntao R é¢ um anel
fortemente primo (a direita) e P é fechado.

Demonstracao Seja H um ideal nao-nulo de R. Entao W HW é um ideal
nao-nulo de W e WHW ¢ P. Logo existe um conjunto finito F¥ C WHW
tal que F'x C P, com x € W, implica x € P. Além disso, todo y; € F' C
WHW C S pode ser escrito na forma y; = >, z;a,;, para alguns elementos
a;; € H, pois S é uma extensao fortemente normalizante de R. Deste modo,
{ai;} € H é um isolador (a direita) de R e, portanto R é um anel fortemente
primo (a direita).

Agora, suponhamos que [Pl D P. Entao existe um conjunto finito F' C
[P] tal que F'x C P, com x € W, implica z € P. Entretanto, ja que F' ¢ finito,
existe H € £(R) com FH C P e H  P. De fato, para cada b; € F' C [P]
existe H; € £(R) tal que b;H; C P e H; £ P, pois PNR = 0. Entao H = N H;
satisfaz as condigoes acima. Mas isso dd4 uma contradicao. Logo P é fechado.
o

E importante observarmos que nao sabemos se o resultado acima continua
valido no caso normalizante ou mesmo no caso essencialmente normalizante.
Vamos mostrar agora que podemos obter os mesmos resultados para ideais
primos nao-singulares. No teorema abaixo S é uma extensao normalizante
livre de torcao de R.

Teorema 3.1.10 Sejam R um anel primo nao-singular e P um ideal de
uma extensao intermedidaria W que é mazximal com respeito a PN R = 0.
Entao P é um ideal primo nao-singular.

Demonstracao Suponhamos, por contradi¢ao, que Z(W/P) = 1/P # 0,
onde [ é um ideal de W. Entao, pela maximalidade de P, segue que I N R #



0. Seja 0 # a € I N R. Vamos chegar a uma contradi¢ao, mostrando que
a € Z(R) = 0. Seja J um ideal a direita nao-nulo de R. J4 que (JW + P)/P
¢ um ideal a direita ndo-nulo de W/P temos que existe x € JW \ P tal que
ar € P, pois Annw/p,(a + P) é um ideal essencial a direita de W/P. Seja
K ={ye JW+P :ay € P}. Entdao K é um ideal a direita de W com P C K.
Em particular, K é um R-submoédulo a direita de W. Pela Proposicao 3.1.7
segue que P é fechado e, usando o Corolario 3.1.6, temos que existe 0 # y € K
tal que RyRN P = 0. Entao y = 37", aq;w; + p, com a; € J e w; € W, para
1 =1,...,n, e p € P. Logo temos que ay = > I ;aa;w; + ap € P, donde
>, aaw; € P e, portanto v = Y a;w; € K. Além disso, ReRN P = 0.
Pelo Lema 3.1.3, existe H € £(R) tal que w;H C N, para todo i € {1,...,n},
onde N é um submédulo livre de S com base R-normalizante £ = (z;);en.
Assim, vemos que axH C PN RxR = 0, donde axH = 0. Além disso, existe
h € H tal que xh # 0. Logo, temos que zh = 37" bjz; com b; € J e x; € E
paraj = 1,...,m. Suponhamos, sem perda de generalidade, que b; # 0. Como
axh = 0 segue que ab; = 0, donde Anng,(a)NJ # 0 e, portanto a € Z(R) = 0,
o que da uma contradi¢ao. ¢

Proposicao 3.1.11 Seja S uma extensao fortemente normalizante, livre
de tor¢ao de R. Se P é um ideal primo nao-singular fechado, R-disjunto, de
uma extensao intermedidria W, entao R € um anel primo nao-singular.

Demonstracao Sejam A e B ideais de R tais que AB = 0. Entao, ja que
S é uma extensao fortemente normalizante de R, temos que AW BW C ABS =
0C Peassim AW C Pou BW C P. Como PN R =0 segue que A =0 ou
B = 0. Logo R é primo. Agora, suponhamos que existe 0 # a € Z(R). Seja
K um ideal a direita de W com K D P. Seja N um submdédulo livre e denso
de S com base R-normalizante E = (z;),ea. Entao é facil ver que K/ = KNN
é um R-médulo a direita de N, P N N é um submodulo fechado de N e
KNN D PNN. Pelo Lema 3.1.5, existe 0 # = € K'\ (PN N) de suporte
minimal I' = {zy,...,2,}. Consideremos o conjunto Or,, (K') = {b € R :
existe y € K’ tal que y = >°7_, y;7; e y1 = b}. Entao Or,, (K’) é um ideal
a direita nao-nulo do anel R. Portanto, existe 0 # b € Or,, (K’) tal que
ab;y = 0. Assim, existe 0 # y € K’ tal que y = YU_, y;75, y1 = by e aby = 0.
Suponhamos que ay = aysrs + ... + ay,x,, onde ays # 0. Ja que ysR # 0
segue que existe b € R tal que y;b # 0 e ay,b = 0. Deste modo yb' € K’
e ayt = aysi1bs410541 + ... + ay,bpz,, onde x b = bry e x;b) = bjx;, para
s+ 1 <i < n. Repetindo este argumento obtemos um elemento z € K’ com
supp(z) = supp(y) e az = 0. Assim, segue que Anny,p,(a+ P)N(K/P) # 0.
Conseqiientemente, a + P € Z(W/P) = 0, donde a € PN R = 0, o que da
uma contradi¢do. Logo Z(R) = 0 e, entdo R é um anel primo nao-singular (a
direita). ¢



Novamente, nao sabemos afirmar se o resultado acima, bem como o corolério
abaixo, continua valido no caso normalizante ou no caso essencialmente normali-
zante. Resumimos os resultados obtidos anteriormente no seguinte:

Corolario 3.1.12 Sejam R um anel primo, S uma extensdo fortemente
normalizante, livre de torcao de R e W wma extensao intermedidria de R.
Entao temos que R é um anel fortemente primo (resp. primo nao-singular)
a direita se, e somente se, todo ideal P de W que é maximal com respeito a
PN R =0 ¢ um ideal fortemente primo (resp. primo ndao-singular) a direita

de W.

Na verdade, se tomarmos W = S e se S for livre sobre R, obtemos o
seguinte:

Corolario 3.1.13 Sejam R um anel qualquer, I um ideal primo de R, e
S uma extensao fortemente normalizante livre de R. FEntao temos que I €
um ideal fortemente primo (resp. primo ndo-singular) a direita de R se, e
somente se, todo ideal P de S que € mazximal com respeito a PN R =1 é um
ideal fortemente primo (resp. primo nao-singular) a direita de S.

Demonstragao E importante observarmos que, se S é uma extensao
fortemente normalizante do anel R e I é um ideal de R, entao IS = SI é um
ideal de S. Com isso, o resultado segue do Corolario 3.1.12, se considerarmos o
anel S/IS como sendo uma extensdo fortemente normalizante, livre de torgao,
do anel primo R/I. ¢

O nosso objetivo agora é obter uma relagao entre S, S* e Sy, onde S* e Sy
sao definidos na Sec¢ao 2.2, no que diz respeito a condi¢ao ”fortemente primo”.
Dizemos que S; é fortemente primo a direita se todo ideal saturado nao-nulo
de Sy contém um isolador a direita. Além disso, fortemente primo significa
fortemente primo a direita.

Antes de enunciarmos o resultado, precisamos provar um relativo aos ideais
saturados de Sy, no caso em que R é primo.

Lema 3.1.14 Se R ¢ um anel primo e S € uma extensao normalizante livre
de tor¢ao de R, entao todos os Z-submddulos de Sy sao fechados.

Demonstracao Como R é primo, temos que todos os elementos nao-
nulos de Z = {q € Q : Rq = qR} sao invertiveis. Com isso, é facil ver que todo
Z-submoédulo Py de Sy é fechado. De fato, dado = € [Py, pela Defini¢ao 1.7.6,
temos que existe F' € £(Z) tal que xF C Py. Em particular, existe 0 # z € F
tal que 22 € Py eentdao v = a2z 1 € Pz ! C Py. ©

Proposigao 3.1.15 Sejam R um anel primo e S uma extensdao fortemente



normalizante, lire de torcao de R. Entao sao equivalentes:
(i) S € fortemente primo.
(ii) R e S* sdo fortemente primos.

(iii) R e Sy sao fortemente primos.

Demonstracao (i) — (iii): Suponhamos que S é fortemente primo. Pela
Proposigao 3.1.9, segue que R é fortemente primo. Seja Iy um ideal saturado
nao-nulo de Sy. Entao temos que I = QIy NS é um ideal nao-nulo de S e,
portanto existe um conjunto finito F' = {y1,...,y,} C I tal que Anng,(F) =
0. Para cada 1 <@ < n, existem ¢;; € Q, my; € Iy, tais que y; = >, qimi;.
Vamos mostrar que Fy = {m;;} C I, é um isolador de Sy. De fato, suponhamos
que Fyso = 0, para algum sg € Sy. Entao F'sg = 0 e existe um ideal nao-nulo
H de R tal que soH C S. Portanto, F'sgH = 0 e isto implica que soH = 0,
donde sy = 0, pois s € Sy € S* e S* é livre de torcao como R-médulo a
direita.

(iii) — (ii): Seja I um ideal nao-nulo de S*. Entao temos que Iy = [I] NS
¢ um ideal saturado nao-nulo de Sy e, portanto existe um conjunto finito
F={y1,...,yn} C Iy tal que Anng,,(F) = 0. Logo, existe um ideal nao-nulo
H de @ tal que HF C I. Como R ¢é fortemente primo, segue que () também é
e, portanto existe um conjunto finito ' C H tal que Anng,(F') = 0. Vamos
mostrar que F'F é um isolador de S*. De fato, suponhamos que F'F's* = 0,
para algum s* € S*. Pela Proposicao 3.1.4, temos que S* ¢é livre sobre () e,
assim segue que F's* = 0 e, portanto A = Anng- ,(F'F) = Anng-,(F'). Entao
A é um @Q-submédulo e ideal a direita de S*. De fato, sejam x € A e q € Q.
Para cada y; € F C 9, existe ¢; € @ tal que y;q = q;y;. Logo, temos que
qy;x = 0 e, portanto y;gr = 0, para todo 1 < i < mn. Assim, segue que
gr € A. Além disso, é claro que xq € A e que A é um ideal a direita de S*.
Por conseguinte, existe um ideal a direita Ay de Sy tal que ApQ = [A]. Dado
y € Ap, temos que existe um ideal nao-nulo J de @ tal que yJ C A. Assim,
segue que FyJ = 0, donde F'y = 0 e, portanto y = 0. Logo, Ay = 0, donde
A=0.

(ii) — (i): Seja I um ideal ndo-nulo de S. Entéao segue que [I] = I* NS,
para algum ideal nao-nulo, Q-fechado I* de S*. Assim , temos que existe um
conjunto finito F' C I* tal que Anng«,(F) = 0. Portanto, existe um ideal
nao-nulo H de R tal que FH C I. Como R ¢ fortemente primo, segue que
existe um conjunto finito " C H tal que Anng,(F’) = 0. Vamos mostrar que
FF" C I éum isolador de S. De fato, suponhamos que F'F’s = 0, para algum
s € S. Como F's C 5% segue que F's = 0. Além disso, como S* é livre sobre
Q, isto implica que s = 0. ¢

E importante observar que, na proposi¢ao anterior, valem as implicacoes



(i) — (ii) — (i), no caso em que S é uma extensdo normalizante, livre de
torcao, de R. Entretanto, nao sabemos se as implicagoes contrarias continuam
validas no caso normalizante ou mesmo no caso essencialmente normalizante.

3.2 O Radical Primo

Nesta se¢ao relacionamos os radicais primos de S, S* e Sy. Estes resultados
estendem aqueles obtidos em [8] e [14], referentes a extensoes centralizantes de
anéis.

E importante observar que, apesar de Sy nao ser necessariamente um anel,
definimos o radical primo de Sy, assim como na Definicao 1.2.11. Para ser mais
preciso, definimos o radical primo de Sy como sendo a interse¢ao de todos os
ideais saturados primos de Sy, o qual serd denotado por 3(Sp). Comegamos
com a seguinte:

Proposicao 3.2.1 Sejam R um anel semiprimo e S uma extensio nor-
malizante, livre de torcdo de R. Com a mesma notacdao do Capitulo 2, temos

que QP(S0) € B(S7) e B(ST) NS C B(S).

Demonstracao Se P* é um ideal primo de S*, entao P* N Sy é um ideal
saturado primo de Sy. De fato, suponhamos que Ay e By sao ideais saturados
de S tais que AgBy € P*NSy. Entao QA,QBy C Q*AgBy C Q(P*NSy) C P*,
donde QAq C P* ou QBy C P*. Portanto, Ay C P*N Sy ou By C P*NSp.
Logo P* NSy é um ideal saturado primo de Sy;. Com isso, temos que, para
cada ideal primo P* de 5%, existe um ideal saturado primo P, de Sj tal que
Py, C P*. Portanto, 5(Sp) C B(S*), donde QB(Sy) C B(S*). Com isso segue a
primeira afirmagao. Além disso, a inclusao 5(S*) NS C B(S) é sempre valida.
o

Proposicao 3.2.2 Sob as mesmas condi¢oes da proposicao anterior, se
B(So) € fechado, entao QB(Sy) = B(S*) e B(S) = QB(So)NS. Por outro lado,
se B(S*) € fechado, entio 5(S) = f(S*)NS.

Demonstracao Pela proposigao anterior, I = QB(Sy) C f(S*). Além
disso, ja que ((Sp) é um ideal saturado semiprimo fechado de Sy, usando
o Teorema 2.2.16, segue que I é um ideal semiprimo fechado de S*. Logo,

QB(So) = B(S").
Seja, agora J = QB(So) NS = [(S*) NS C B(S). Como B(Sy) ¢ fechado
segue, pelo Teorema 2.2.16, que J é um ideal semiprimo fechado de S. Logo,

QB(So) NS = B(S).
Agora, suponhamos que ((S*) é fechado. Entao, pelo Teorema 2.2.16,



temos que [5(S*) N S é fechado e semiprimo. Portanto, 4(S) C 5(S*)NS. O
resultado segue da proposicao anterior. ¢

Como conseqiiéncia imediata da proposi¢ao anterior, temos o seguinte:

Corolario 3.2.3 Sejam R um anel semiprimo e S uma extensao normal-
izante, livre de tor¢ao de R. Se B(So) € fechado, entiao 5(S*) e 5(S) também
sao fechados. Além disso, se B(S*) € fechado, entao S(S) também € fechado.
No caso em que R é primo temos, pelo Lema 3.1.14, que todos os ideais satura-

dos de Sy sao fechados e, nesse caso, 5(So), B(S*) e 5(S) sao todos fechados.
Uma conseqiiéncia importante da Corolario 3.2.3 é o seguinte:

Corolario 3.2.4 Sejam R um anel semiprimo e S uma extensao essen-
cialmente normalizante de R, com Kerj C B(S). Se 5(Sy) € fechado, entdo
B(S) = 7i7HQB(Sy)), onde j: S — S* € a aplicagdo canonica. Em particular,
neste caso, $(S) € a interse¢ao de ideais primos R-disjuntos de S.

Novamente, nao sabemos afirmar se o resultado acima continua valido no
caso normalizante.

3.3 O Radical de Jacobson

Nesta segao estendemos os resultados obtidos em [11], referentes a extensoes
centralizantes de anéis. Além disso, algumas idéias e resultados sao baseados
em [6] e [14].

Sejam R um anel primo e S uma extensao normalizante livre de R, com
base R-normalizante X = (x;);cq. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que existe ig € 2 tal que x;, = 1. Além disso, sejam S* o anel construido na
Secao 2.2 e Sop = {m € S*: Rm = mR}.

Relembramos o Lema 3.1.14, onde provamos que, se R é primo e S é uma
extensao normalizante livre de torcao de R, entao todo Z-submddulo de S é
fechado. Um outro resultado importante referente a Z-mdédulos é o seguinte:

Lema 3.3.1 Se Hy € um Z-mddulo a direita (ou a esquerda) de Sy, entdo
Hy € um Z-bimddulo.

Demonstracao Suponhamos, sem perda de generalidade, que Hy é um
Z-médulo a direita de Sy. Dado 0 # h € Hy e z € Z, segue que h = 31" | ¢,
com ¢; € Z, para todo 1 < i < n. Entao temos que zh = hq com ¢ € (). Assim,
vemos que zh = hqg = >, ©;q:;q € Sy. Por conseguinte, ¢;q € Z, para todo



1 <i<n. Como R é primo segue que ¢; é invertivel e, entdo q = ¢; '¢;q € Z.
Logo zh = hq € Hy e, portanto Hy ¢ um Z-bimodulo. ¢

Também ¢é claro que, se P é um R-submddulo fechado de S que é um ideal
a direita e P # S entao P ¢ R-disjunto. De fato, se PN R # 0 entao PN R ¢
um ideal de R e [P] = S.

Consideremos agora P um ideal de S, P # S, R-fechado e, conseqiientemente
R-disjunto, Py e P* os ideais correspondentes a P, dados pelo Teorema 2.2.13.

E importante observarmos que, apesar de Sy nao ser necessariamente um
anel, dizemos que um ideal saturado F, de Sy é primitivo a direita se existir um
ideal saturado maximal & direita Hy de Sy tal que (Hp : So) = {x € Sy : Sox C
Hy} = Py. Nesse caso, é facil ver que Py é o maior ideal saturado bilateral de
Sy contido em H,.

Observamos que primitivo significard primitivo a direita. Além disso, um
ideal R-disjunto I de S é dito um ideal quase-primitivo (a direita) de S se
existir um R-S-bimoédulo L de S que é maximal com respeito a L N R = 0 tal
que (L :S) = 1. Com isso estamos em condigoes de provar alguns resultados
referentes a primitividade. Comecamos pelo seguinte:

Lema 3.3.2 Se Py (resp. P*) é um ideal primitivo & direita de Sy (resp.
S*), entao P € um ideal quase-primitivo (a direita) de S.

Demonstragcao Primeiramente suponhamos que Fy é um ideal primitivo
a direita de Sy. Seja Hy um ideal saturado maximal a direita de Sy tal que
(Hy : So) = Py. Pelo Lema 3.3.1 segue que Hy é um Z-bimédulo e também
é Z-fechado, como foi observado anteriormente. Entao existe, pelo Teorema
1.8.3, um @-submédulo fechado H* de S* tal que H* NSy = Hy. Ja que
Hy é um ideal saturado a direita entao H* também o é. Assim, segue que
H = H*NS é um R-submoddulo fechado de S e é também um ideal a direita
de S. Notemos que H N R = 0 e seja gplNg 2 H maximal com respeito a
NNR=0. Se [N]NR # 0, entdo [N] = S, como foi observado anteriormente.
Por conseguinte, teriamos que, dado 0 # r € R, existe um ideal nao-nulo F' de
R tal que rF C N, donde NN R 2O NNrF # 0, o que d4 uma contradicao.
Logo [N]N R = 0 e, pela maximalidade de N, temos que [N] = N, ou seja,
N é fechado. Conseqiientemente existe um ideal saturado a direita Ny de Sy
correspondente a N. Ja que Ny O Hj, pela maximalidade de Hy, obtemos
Ny = Hy e assim N = H. Deste modo, H é fechado e maximal com respeito
aHNR=0.

Sex € [(H :9)], entdo o F C (H : S), para algum ideal ndo-nulo F' de R.
Logo SxF' C H e, ja que H é fechado temos que Sz C H, ou seja, x € (H : 5)
e, portanto (H : S) é fechado. Além disso, P C (H : S) C H, pois P é um
ideal contido em H e (H : S) é o maior ideal bilateral de S contido em H.



Usando novamente a correspondéncia biunivoca do Teorema 2.2.13 temos que
Py C(H:S)y C Hy e, portanto Py = (H : S)g. Assim, segue que P = (H : 5)

e a prova esta completa, no caso em que Py é primitivo.

Agora, suponhamos que P* é um ideal primitivo de S*. Seja H* um ideal
maximal a direita de S* tal que (H* : S*) = P*. Entao Hy = H* NSy é um
ideal saturado maximal a direita fechado de Sy e Py = (Hp : Sp). Mas isto
significa que P, é primitivo. Portanto, segue pela primeira parte que P é um
ideal quase-primitivo a direita de S. ¢

Dado um ideal a direita J de R, definimos JX = {> r;z; :r; € J, z; € X}
Neste caso é facil ver que JX é um ideal a direita de S. Além disso, se J for
um ideal bilateral de R e se S for uma extensao fortemente normalizante de R
, entao JX sera um ideal bilateral de S.

Lema 3.3.3 Se J é um ideal mazimal o direita de R com (J: R) =0 eI
¢ um R-submddulo de S tal que INR =0, entio (JX +1)NR=J.

Demonstracao Se I = 0, entao o resultado é 6bvio. Assim, podemos
supor que I # 0 e, por contradi¢ao, que (JX + I) N R = R. Entao existem
a; € J, z;, € X, parat =0,1,...,n,y € [ com 1 = " a;x; +y, onde
podemos supor, sem perda de generalidade, que xg = 1. Com isso, y =
(1 —ap) — X" a;x; € I. Deste modo, podemos escolher y = by + Zle bx; €1
tal que by ¢ J, b; € J parai = 1,...,t e t é minimal. Seja I' um suporte
minimal em I, I' C {zg,z1,...,2:}. J4 que I N R = 0, temos que existe
i # 0 tal que z; € T, digamos z; € I'. Seja Or,, (I) = {a € R : existe
z € I tal que supp(z) C T,z = Yi_gcw; e z(x1) = ¢1 = a}. Assim, segue
que Or,, (I) é um ideal ndo-nulo de R. Seja H o ideal ndo-nulo de R tal
que Or,, ([)xy = x1H. Agora, (J : R) = 0 implica que existe z € I com
supp(z) CT tal que z = 3!_ x;\; com Ay € H \ J. Além disso, j& que by ¢ J,
temos que byR + J = R. Sejam r € R, a € J tais que byr + o = 1. Entao
borA1 + ad; = A1 e dai segue que byrA; ¢ J, donde v = yr\; — byryz € I,
onde w17 = riz;. Assim, segue que v = (bg+ St_, biwy)r Ay — by (i wi\i) =
bor A1 —biry )\0+Z§:2 bixir)\l—Zfzz biriz;A;. Com isso é facil ver que v contradiz
a escolha de y, pois bgrA\; —b1r1 Ao ¢ J. Logo, concluimos que (JX+1)NR = J.
o

Agora estamos em condi¢oes de provar o seguinte:

Teorema 3.3.4 Suponhamos que R € um anel primitivo e que P € um ideal
quase-primitivo de S. Entao P é um ideal primitivo de S.

Demonstragao Sejam J um ideal maximal a direita de R com (J : R) =0
e H um R-S-bimddulo de S que é maximal com respeito a H N R = 0 tal que
(H : S) = P. Pelo Lema 3.3.3, segue que (JX + H) N R = J. Entao existe



um ideal a direita N de S tal que N O JX + H que é maximal com respeito
a NN R =.J. Vamos mostrar que N é um ideal maximal & direita de S. De
fato, suponhamos que T é um ideal a direita de S tal que N C T C S. Pela
maximalidade de N segue que TNR = R, donde S = RS = (TNR)S CTS =
T. Portanto, T'=S.

Provaremos agora que (N : S) = P. Seja K = {x € S : Rz C N}. Entao K
é um ideal a direita de S e um R-submodulo a esquerda de S com H C K C N.
Como NN R = J, segue que K N R = 0. De fato, se x € K N R, entao
Rz C NNRC Je, portanto x € (J : R) = 0. Pela maximalidade de H, segue
que H = K. Conseqiientemente, (N : S) ={x € S: Se C N} C K = H.
Além disso, (N : S) é um ideal bilateral de S e P = (H : S) é o maior ideal
bilateral de S contido em H. Como (H : S) C (N :S) C H, temos que
P=(H:S)=(N:S) e, assim segue que P ¢é um ideal primitivo de S. ¢

Em [2] é provado o resultado abaixo, supondo-se apenas que S é uma
extensao normalizante de um anel qualquer R. Entretanto, vamos prova-lo
aqui, usando o Lema 3.3.3 e o Teorema 3.3.4.

Corolario 3.3.5 Suponhamos que R € um anel primitivo e P € um ideal
de S que € mazximal com respeito a PN R = 0. Entao P é um ideal primitivo

de S.

Demonstracao Seja J um ideal maximal a direita de R com (J : R) = 0.
Pelo Lema 3.3.3, segue que (JX + P)N R = J. Entao existe um ideal a direita
N de S que é maximal com respeitoa N O JX +Pe NN R = J. Por um
argumento semelhante ao utilizado na demonstracao do Teorema 3.3.4, segue
que N é um ideal a direita maximal de S. Além disso, (N : S)NR C (J: R) =0
e, pela maximalidade de P, segue que (N :S) = P e isso completa a prova. ¢

Apesar de Sy nao ser necessariamente um anel, definimos o radical de Ja-
cobson de Sy assim como na Defini¢ao 1.2.11, ou seja, J(Sy) = N{ Py : Po é um
ideal saturado primitivo de Sp}.

Lema 3.3.6 Se J(Sy) € o radical de Jacobson de Sy, entao N{Po@NS : Fy
¢ um ideal saturado primitivo de Sy} = J(Sp)@ N S.

Demonstracao E claro que ({PQ : Py é um ideal saturado primitivo
de So}NSo = N{FPQ N So} = J(Sp). Assim, usando a correspondéncia do
Teorema 2.2.13, segue que N{PyQ} = (N{ @} N So)Q = J(5)Q. ©

O resultado a seguir relaciona os radicais de Jacobson de S, S* e Sy, no
caso em que R é primitivo.

Teorema 3.3.7 Suponhamos que R é um anel primitivo. Se Py (resp. P*)



¢ um ideal primitivo a direita de Sy (resp. S*), entao P € um ideal primitivo
de S.Além disso, J(S) C J(Sp)Q@ NS e J(S) C J(S*)NS. Em particular, se

So ou S* € primitivo (resp. J-semi-simples), entao S também é.

Demonstracao Se P, é um ideal saturado primitivo de Sy entao, pelo
Lema 3.3.1, segue que P é um ideal quase-primitivo de S. Como R é primitivo
temos, pelo Teorema 3.3.4, que P é um ideal primitivo de S.

Agora, se Sy é primitivo entao Og, é um ideal saturado primitivo de Sy e,
por conseqiiéncia, Og é um ideal primitivo de S. Logo S é primitivo.

Além disso, J(So) = N{Fo : Py é um ideal saturado primitivo de Sy} e
P = P,@ NS é um ideal primitivo de S, para todo Py. Logo J(S)=N{P: P
é um ideal primitivo de S} C N{P,@ N S : Py é um ideal primitivo de Sy} =
J(Sp)QNS. Assim, segue que se Sy é J-semi-simples, entao S também é. Para
os resultados envolvendo P* e S* a demonstragao é andloga. ¢

Seja P o conjunto de todos os ideais primitivos de R. Para cada P € P,
consideremos o anel de quocientes simétrico @ p do anel R/P e o normalizador
Zp de R/P em Qp, ou seja, Zp = {m € Qp : (R/P)m = m(R/P)}. Seja F
={Zp: P € P}. Se S é uma extensao fortemente normalizante, livre, de R,
entdo temos que, para cada P € P, S/PX é uma extensao fortemente nor-
malizante de R/P, com conjunto de geradores R/P-fortemente normalizantes
dado por {z; + PX : z; € X}. Portanto, para cada P € P, existirao os
correspondentes 5§, e So z,. Fixadas estas notagoes, temos o seguinte:

Teorema 3.3.8 Sejam R um anel J-semi-simples e S uma extensao forte-
mente normalizante livre de R com base R-fortemente normalizante X =
(xi)icq. Suponhamos que Spz, ou 54, € J-semi-simples, para todo P € P.
Entao S também € J-semi-simples.

Demonstracao Ja que R é J-semi-simples segue que N{P : P € P}= 0.
Dado P € P, fatoremos R e S pelos ideais P e PX, respectivamente. Por
hipétese, temos que Sy 7, é J-semi-simples. Entao, pelo Teorema 3.3.7, segue
que (R/P)X ~ S/PX ¢ também J-semi-simples. Portanto, PX é um ideal
semiprimitivo de S e, conseqiilentemente, S é J-semi-simples, pois N{PX :
P € P} =0. O outro caso é semelhante. ©

Uma conseqiiéncia imediata do teorema acima é o seguinte:

Corolario 3.3.9 Sejam R um anel qualquer e S uma extensdao fortemente
normalizante livre de R com base R-fortemente normalizante X = (z;)icq-
Suponhamos que So z, ou Sg, ¢ J-semi-simples, para todo P € P. FEntao
J(S) C J(R)X, onde J(S) denota o radical de Jacobson de S .

Demonstracao Basta considerarmos o anel S/(J(R)X) como sendo uma



extensao fortemente normalizante do anel J-semi-simples R/J(R). ¢

Novamente, nao sabemos afirmar se os dois resultados anteriores continuam
validos no caso normalizante ou mesmo no caso essencialmente normalizante.

3.4 O Radical de Brown-McCoy

Suponhamos que R ¢ um anel simples e S é uma extensao normalizante de
R. Neste caso, é claro que todo ideal primo de S é R-disjunto. Além disso,
nesse caso R = (), S = S* e a correspondéncia entre ideais primos R-disjuntos
de S e ideais saturados primos de Sy implica que P é um ideal maximal de S se,
e somente se, Py é um ideal saturado maximal de Sy. Relembramos que, dado
um anel R, denotamos por G(R), o radical de Brown-McCoy de R, conforme
Defini¢ao 1.2.11 (ii). Assim, segue o seguinte resultado:

Proposicao 3.4.1 Se S € uma extensao normalizante de R, entao G(S) =

QG(So0).
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