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RESUMO

No dimensionamento de estruturas existem métodos utilizados frequentemente nos escritorios
de projeto que fazem aproximagdes quanto ao comportamento de lajes. Considerando a
relevancia das lajes na estrutura de uma edificagio € muito importante analisar o
funcionamento das regides internas da peca. Entre os métodos mais utilizados, destaca-se o
Método dos Elementos Finitos e a Analogia de Grelha. Ambos analisam uma laje de forma
bidimensional, sendo que o primeiro, divide a pe¢ca em elementos discretos, em que a sua
continuidade é mantida, e o segundo utiliza elementos unidirecionais de barras formando um
reticulado que aproxima o continuo. Este trabalho tem o objetivo de analisar estruturas de
lajes utilizando um modelo aproximado de uma trelica espacial, formado por elementos
unidirecionais de barra solicitados por esfor¢os normais a secdo das mesmas. Um comparativo
entre as respostas em termos de deslocamentos e solicitacdes de flexdo é feito entre o método
dos elementos finitos e os modelos aproximados utilizando grelha ou trelica espacial. Os
resultados obtidos com a comparacdo entre os métodos indicou a andlise por analogia de
trelica espacial interessante em alguns aspectos, porém com problemas de calibragdo dos

modelos.

Palavras-chave: Andlise Tridimensional de lajes. Comportamento de Lajes. Trelica Espacial.
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1 INTRODUCAO

As lajes representam uma peca fundamental no desenvolvimento de projeto e
dimensionamento de edificios. A correta determinacdo da deformagdo e dos esforcos
solicitantes nessas pecas estruturais € primordial para o desenvolvimento de um projeto ao

mesmo tempo seguro e econdémico.

Em relacdo a métodos existentes para esse tipo de analise, considera-se que, sendo a laje uma
estrutura laminar, com duas dimensdes (comprimento e largura) muito maiores do que a
terceira (espessura), muitas vezes a andlise é feita considerando um modelo bidimensional,

em que a laje € reduzida ao seu plano médio.

Os programas de calculo de estruturas mais usuais do mercado utilizam dois métodos de

analise para lajes:

a) analogia de grelhas;
b) elementos finitos.

A figura 1 apresenta um exemplo de grelha equivalente utilizada para a analise de uma laje.

Essa exemplificagdo mostra uma aproximag&o entre as duas estruturas.

Figura 1 — Laje equivalente e Grelha equivalente

EEEEmm

...
- .
.

. mmm

(fonte: elaborada pelo autor)

Luciano Crozara. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2013



15

O método por analogia de grelhas, apresenta a aproximacdo de uma estrutura plana (laje) por
um conjunto de estruturas lineares (vigas), cujo resultado varia muito com o refinamento
utilizado na andlise. Os efeitos de tor¢do das vigas ndo sdo bem definidos nessa analise, e a
determinacdo de uma rigidez equivalente entre a das barras do modelo de grelha e a da laje
ndo é facilmente obtida de modo a contemplar precisdo tanto na determinacdo de esforcos
como na determinacdo da deformacdo da peca. Por outro lado, o emprego de tal modelo
aproximado apresenta grande facilidade na determinacao das armaduras, motivo pelo qual ele

é amplamente utilizado.

O método dos elementos finitos representa uma solugdo robusta, apresentando grande
versatilidade na andlise das mais diferentes geometrias e condi¢fes de vinculagdo. Embora
também seja um método aproximado, as respostas obtidas com o método convergem para a
solucdo do problema a medida que o numero de nds e elementos utilizados no modelo
aumenta. Contudo, os resultados de solicitacdes obtidos pelo método ndo sdo facilmente
utilizados na determinacdo das armaduras, trazendo grandes dificuldades na automatizacdo do
processo de dimensionamento pelos programas utilizados em projeto de estruturas de
concreto. No entanto, por sua precisdo, foram utilizadas as respostas obtidas pelo método dos
elementos finitos como gabarito para a solucdo dos problemas analisados. A figura 2

apresenta uma representacdo uma estrutura analisada pelo método de elementos finitos.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Figura 2 — Representagdo da Analise de uma Estrutura por Elementos Finitos

NI N
/ / \ cemen

/ / JFinito

(fonte: ASSAN, 2003, p. 57)

O modelo de trelica em analogia ao funcionamento de pecas de concreto armado é usualmente
utilizado no dimensionamento dos estribos em vigas, e no dimensionamento de armaduras
longitudinais em blocos de fundacdo. Nessa analogia, as barras tracionadas representam as
armaduras, ao passo que as barras comprimidas as bielas de concreto. Pela facilidade de
utilizacdo e, principalmente, pela facilidade de obtencdo das armaduras a partir das
solicitacbes atuantes em suas barras, 0 modelo de trelica espacial parece ser um candidato
promissor como modelo aproximado para a andlise de lajes, visando sua posterior utilizacdo
em estruturas de concreto. A figura 3 apresenta um exemplo de trelica espacial e os

respectivos componentes da estrutura.

Luciano Crozara. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2013
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Figura 3 — Trelica Espacial

(fonte: elaborada pelo autor)

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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2 DIRETRIZES DA PESQUISA

As diretrizes para desenvolvimento do trabalho sdo descritas nos proximos itens.

2.1 QUESTAO DA PESQUISA

A questdo de pesquisa do trabalho é: uma trelica espacial pode ser utilizada como um modelo
aproximado para a analise de solicitacdes e deformacdes em lajes?

2.2 OBJETIVOS DA PESQUISA

Os objetivos da pesquisa estdo classificados em principal e secundario e sdo descritos a
sequir.

2.2.1 Objetivo principal

O objetivo principal do trabalho é explorar 0 uso de um modelo aproximado de trelica
espacial para a analise de lajes em regime elastico linear.

2.2.2 Objetivo secundario

O objetivo secundario do trabalho € comparar a eficiéncia do uso da analogia de trelica

espacial com a analogia de grelhas para a analise de lajes em regime elastico linear.

2.3 PRESSUPOSTO

O trabalho tem por pressuposto que o método dos elementos finitos € consagrado e bem
conceituado, apresenta excelentes resultados, e é adequado para ser referéncia para 0s

resultados obtidos com os modelos aproximados ao longo deste trabalho.

Luciano Crozara. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2013
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2.4 DELIMITACOES

O trabalho delimita-se a analise das solicitacbes e deslocamentos em lajes retangulares sob

carregamento estatico em regime eldstico linear.

2.5 LIMITACOES

Solucdes obtidas com o Método dos Elementos Finitos, que € igualmente um método
aproximado, mas cujo uso e precisdo sdo consagrados, foram utilizadas como referenciais
para os casos estudados. A calibracdo do modelo de trelica espacial foi feita visando a
obtencdo tanto de solicitacbes como de deslocamentos igualmente proximos aos valores
obtidos por Elementos Finitos. Somente cargas estaticas em lajes quadradas e retangulares
foram analisadas, de modo que a calibracdo do modelo aproximado foi otimizada para esses
casos. Os resultados obtidos com o modelo de grelhas foram utilizados apenas em
comparacbes com os resultados da trelica espacial. Foram estudados apenas casos de
estruturas que podem ser modeladas como placas finais, sem levar em consideracdo a
contribuicdo nos deslocamentos dos esforgos de cisalhamento. O ndmero de elementos
utilizados nos modelos computacionais e, consequentemente, a complexidade e porte das
estruturas analisadas estdo limitadas a capacidade méaxima do software de analise estrutural
utilizado, o STRAP (um software comercial israelense desenvolvido pela ATIR Engineering

Software Development Ltd).

2.6 DELINEAMENTO

O trabalho foi realizado através das etapas apresentadas a seguir e sdo descritas nos proximos

paragrafos:

a) pesquisa bibliogréafica;
b) analise do funcionamento de uma estrutura em forma de treliga espacial,

c) definicdo das configuracGes das lajes que sejam representativas de lajes
utilizadas em edificacOes correntes com estrutura de concreto armado;

d) calibragdo do modelo aproximado de trelica espacial atraves da comparagédo
com a resposta em elementos finitos;

e) analise dos modelos de lajes pelos métodos de elementos finitos, analogia de
grelhas e analogia de trelica espacial;

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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f) comparacéo entre resultados;
g) analise de resultados;
h) consideracdes finais.

A sequéncia utilizada para o desenvolvimento do estudo é demonstrada no diagrama
apresentado na figura 4. Algumas etapas somente podem ser desenvolvidas ap6s a conclusao

de etapas anteriores.
Figura 4 — Diagrama das etapas do projeto

Anilise Trelica Definicdo das Configuracdes
Espacial das Lajes

1 ¢

Calibracdo Trelica Anadlise de Elementos Finitos,
Espacial com Analogia de Grelhas e
Software Analogia de Trelica Espacial

1 1

Comparacido

i |

Andlise Resultados

i |

Conclusdes

Pesquisa Bibliografica

(fonte: elaborado pelo autor)

A pesquisa bibliografica tem por objetivo buscar embasamento teorico sobre todos os
assuntos e métodos que o trabalho pretende abordar e a obtencdo de conhecimento das
metodologias utilizadas pelo software que auxiliaram na resolucéo das configuragdes de lajes
consideradas. Alem disso, toda a continuidade do trabalho é acompanhada do estudo
bibliografico e por isso esta etapa perdura por todo o periodo de desenvolvimento.
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A andlise do funcionamento de uma estrutura em forma de trelica espacial é a etapa em
que se explora o uso de trelicas para o tipo de estrutura proposto, bem como a verificacdo das

vantagens e desvantagens do uso deste modelo estrutural.

Depois de estudar diferentes modelos de trelica, a etapa de definicdo das configuracbes de

lajes a serem analisadas apresenta as estruturas de lajes mais utilizadas em obras correntes.

A calibracdo do modelo aproximado de trelica espacial atraves do software busca as
propriedades dos modelos de trelica definidos anteriormente que apresentem resultados

convergentes com os resultados obtidos com o método dos elementos finitos.

A anélise dos modelos pelos métodos de elementos finitos, analogia de grelhas e analogia
de trelica espacial utiliza estas trés metodologias para calcular os modelos definidos na etapa
anterior. O software foi utilizado para a realizacdo deste estudo por ser uma ferramenta que

possibilita o uso dos trés métodos.

Depois da solucdo dos casos através dos métodos propostos, foi feita a comparagdo entre o0s
métodos analisando os resultados obtidos por cada um. Quando houve divergéncias

demasiadamente grandes foram refeitos os calculos a fim de encontrar possiveis erros.

Posteriormente, foi feita a andlise de resultados com o intuito de observar os pontos

positivos e negativos do método proposto.

As consideragdes finais foram elaboradas na etapa de fechamento do trabalho e se verifica se
os objetivos foram alcancados com éxito. Ou seja, se 0 método proposto pode ser considerado
como uma alternativa vidvel aos dois métodos de comparagdo ja consagrados visando um
mais facil dimensionamento automatizado de armaduras no projeto de lajes de concreto

armado através de software.
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3. LAJES

O estudo de estruturas em engenharia civil é a analise do comportamento dos elementos que
constituem uma edificacdo, um reservatorio, uma torre metélica etc. Quando aplicadas cargas

externas, o projeto estrutural visa, a partir desta analise, dimensionar estes elementos.

As lajes sdo um destes elementos estruturais e, segundo Fusco (1995), sdo estruturas
laminares com superficie média plana e, por definicdo, as cargas aplicadas sdo
perpendiculares ao seu plano médio. Entre as trés dimensdes da peca, a espessura € muito

menor que a largura e 0 comprimento e, por isso, a laje € considerada uma estrutura laminar.

Porém isso ndo quer dizer que os esforcos paralelos ao plano da peca séo nulos, pelo contrario
podem representar esforcos de grande magnitude, mas, via de regra, s&0 menores do que 0sS
esforgos principais. Utilizando o exemplo classico de uma edificacdo, pode-se identificar que
a sobrecarga e 0 peso proprio (cargas perpendiculares ao plano) sao mais significativos para o
dimensionamento de uma laje do que as cargas, por exemplo, provenientes do vento

(paralelos ao plano).
Segundo Groehs (2002), sdo fatores relevantes para essa analise de estruturas de lajes:

a) o0s tipos de vinculacédo e carregamento;

b) a relacéo entre os vaos, a qual condiciona a direcéo de flexdo dominante;
) o comportamento mecanico do material de que a laje é constituida;

d) a relacdo da espessura com 0 menor dos Vaos.

Em relacdo as vinculagdes de lajes apoiadas em vigas, estas Ultimas deveriam ser
consideradas como apoios elasticos pelas lajes porque as vigas se deformam com a acdo dos
carregamentos externos, mas usualmente considera-se que os apoios ndo sofrem deformacgoes
verticais. Além disso, quando ha continuidade com lajes vizinhas, admite-se o0 engastamento
perfeito nos bordos internos e, nos bordos externos, considera-se apoios simples. Quando a
laje esta em balanco, os bordos sem apoio sédo considerados bordos livres. Para o melhor

entendimento das vinculagdes, a figura 5 apresenta um exemplo.
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(fonte: elaborado pelo autor)

Admitindo-se uma laje carregada perpendicularmente ao seu plano médio, como no exemplo

da figura 6, e condigdes de vinculagdo semelhantes em todos os bordos, a curvatura das fibras

longitudinais no plano médio em uma dada direcdo deve ser inversamente proporcional ao

comprimento do vao. Isso pode ser constatado através da analise da figura 7, que representa a

deformacdo da mesma laje com o mesmo carregamento aplicado. Observa-se que a curvatura

na direcdo X € menor que a curvatura na direcdo y devido ao comprimento da peca na dire¢do

X ser maior do que na direcéo y.

Figura 6 — Laje carregada perpendicularmente ao seu plano médio

Z

LULLLLLd

X

(fonte: elaborado pelo autor)
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Figura 7 — Curvatura de uma laje carregada

(fonte: elaborado pelo autor)

O momento em uma estrutura é diretamente proporcional a curvatura resultante da
deformacéo causada pelo carregamento aplicado sobre a peca. Neste contexto, na figura 7, o

momento na direcdo y € maior que 0 momento na dire¢do X.

Considerando-se que um vdo da laje pode ser muito maior que o outro, consequentemente o
momento também o é e, nestes casos, o dimensionamento da peca € realizado apenas na
direcdo do momento maior porque a solicitacdo na outra direcdo é praticamente desprezivel.
Segundo a NBR 6118/2007, essa consideracdo pode ser feita a partir de uma se¢édo entre 0s

vaos maior que dois para lajes de concreto armado.

As caracteristicas dos materiais constituintes da estrutura ( a tensdo de escoamento e, médulo
de elasticidade do aco, f., modulo de elasticidade e coeficiente de dilatacdo térmica do
concreto) sdo responsaveis pelo comportamento mecanico da peca perante o carregamento
aplicado. Apesar de o concreto ser heterogéneo (é composto por diferentes materiais como
areia, brita e cimento), € muitas vezes considerado um material homogéneo e isotropico para

simplificar a analise.

A relacdo entre a espessura e 0 menor vao indica o tipo de modelo de analise de lajes para ser

utilizado. Segundo Groehs (2002), pode-se classificar uma placa em dois diferentes tipos:
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finas e espessas. Essa classificacdo € dada através do raio R da maior circunferéncia que pode
ser inscrita no plano da placa e na espessura t, conforme apresentado na figura 8. Conforme
Groehs (2002), a placa é classificada como fina ou média quando a relacdo R/t € maior que 10

e classificada como espessa, quando a relacdo R/t é menor que 10.

Figura 8 — Relacdo R/t de uma placa

(fonte: elaborado pelo autor)

A principal diferenca entre os dois tipos é a consideragdo da influéncia das tensdes
transversais devido ao esforco cortante das cargas atuantes na placa. Na analise de placas

finas, esta influéncia costuma ser negligenciada, a partir de hipoteses simplificadoras.

De acordo com o material da qual a placa é constituida, ela pode ser classificada como
anisotropica, com propriedades diferentes em qualquer direcdo, ortotrépica, com propriedades
dependendo das direcBes ortogonais consideradas, e isotropica, com propriedades iguais em
todas as direcdes (OLIVEIRA NETO, 1998). Embora o concreto simples e 0 ago possam ser
aproximados como materiais isotrépicos, a presenca de taxas de armadura diferentes em
direcOes ortogonais em uma laje de concreto armado faz com que a consideragdo de um
material ortotropico seja a melhor aproximacdo. No entanto, como este € um estudo inicial

sobre o assunto, as lajes analisadas sdo consideradas isotropicas.

Na analise de lajes, existem dois tipos de abordagem usuais: métodos analiticos e métodos

aproximados.
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3.1 METODOS ANALITICOS

Usualmente para calcular os esforcos em placas, ou lajes no caso de concreto armado, séo
utilizados métodos baseados em trés teorias: a da elasticidade, que considera que as tensdes
sdo proporcionais as deformacbes e que, uma vez cessada a aplicacdo das tensdes, 0 corpo
retorna imediatamente a suas dimensdes originais, a da plasticidade, que supde o material com
comportamento rigido- plastico e a da visco- elasticidade, na qual as deformacdes crescem

com o tempo sob cargas constantes.

Ao assumir um comportamento elastico linear para o material, admite-se uma simplificacdo
entre as relacBes constitutivas e, consequentemente, estabelecendo uma relacéo linear entre
esforcos e deformac6es. A teoria de Kirchoff desponta como a principal deste tipo de analise.

Anélises desse tipo sdo adequadas a lajes de concreto sob baixo carregamento.

Dentro da teoria da plasticidade, o0 método das charneiras plasticas é o mais usual e difundido.
Para Fusco (1995), as placas de concreto armado séo calculadas conforme a ruina da peca em
linhas de plastificacdo que transformam a laje em um sistema hipostatico. Essas formas de

analise sdo apresentadas a seguir.

O comportamento visco- elastico é frequentemente utilizado para previsdo de flechas de longa
duracdo, mas raramente é utilizado, em nivel de projeto, para a previsdo dos esforcos

solicitantes.

3.1.1 Teoria de Kirchoff

Entre as teorias usuais, baseadas no regime elastico, cita-se a teoria de Kirchoff para flexdo de
placas. Conforme apresentado por Awruch e Morsch (2009, p. 107) as hipGteses utilizadas

para essa teoria sao:

a) a espessura da placa é constante e pequena em relacdo as outras duas dimensdes;

b) o material da placa é elastico, obedece a lei de Hooke e é homogéneo e continuo,
podendo ser is6tropo ou ortdtropo;

c) as deflexBes da placa sdo pequenas, ndo causando alteracdo na geometria da
mesma;
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d) a superficie média da placa é inicialmente plana e nao sofre deformagdes
especificas na flexao;

e) planos normais a superficie média antes da flexdo permanecem planos ap6s a
mesma;

f) as componentes de tensdo transversais a superficie média da placa sdo pequenas e
podem ser negligenciadas;

g) somente sdo consideradas cargas transversais a placa.

Adota-se um sistema de referéncia Oxy,, em que 0 plano xy é coincidente com o plano médio
da placa, a espessura h da placa é medida ao longo do eixo z, conforme é mostrado na figura
9. Considerando-se um carregamento qualquer perpendicular ao plano médio da peca, a placa

sofre deformacGes conforme a figura 10.

Figura 9 — Placa delgada retangular

——
—
ARE————

(fonte: AWRUCH; MORSCH, 2009, p. 108)

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado



28

Figura 10 — Deslocamentos de placa

(fonte: FUSCO, 1995, p. 238)

Fusco (1995) analisa um elemento de placa com altura h e lados de comprimento unitério
(figura 11) e apresenta os seus esforgos solicitantes. Na figura 12 sdo mostradas as
distribuicOes de tensdes resultantes das solicitagdes.

Figura 11 — Elemento unitario de placa
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(fonte: FUSCO, 1995, p. 238)

Figura 12 — Esforcos do elemento unitério de placa
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(fonte: FUSCO, 1995, p. 238)

As solicitagOes sdo definidas por:

h
2

M, = , Ox zdz
2

Onde:

My = momento que gera tracdo/ compressao na direcao X;
ox = tensdo normal na diregéo do eixo X;

My = momento que gera tragdo/ compresséo na dire¢do Y,
oy = tenséo normal na direcdo do eixo y;

(equacao 1.a)

(equacdo 1.b)

(equacdo 1.c)

(equacdo 1.d)

(equacao 1.e)
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My, = momento no plano ortogonal a X que provoca tensdes tangenciais na dire¢éo y;
Myx = momento no plano ortogonal a y que provoca tensdes tangenciais na dire¢éo x;
Tyy = tensdo tangencial no plano normal a x na direcéo y;

V = esforco cortante na dire¢do z no plano normal a x;

Ty, tensao tangencial no plano normal a x na diregéo z;

Vy = esfor¢o cortante na dire¢do z no plano normal a y;

1y, = tensédo tangencial no plano normal a y na diregéo z.

O dimensionamento das lajes € feito em funcdo do momento My que age perpendicularmente
ao eixo x e do momento My que age perpendicularmente ao eixo y. Em alguns casos especiais
pode ser feito em fungdo de Vy e Vy que séo as forgas cortantes que agem em uma dire¢éo

perpendicular aos eixos x e y respectivamente (FUSCO,1995).

Considerando-se o estudo de um elemento infinitesimal de placa, a equacdo de equilibrio dos

momentos na direcdo Oy é:

oM,  OM,, (equacao 3.a)
- _ _ Vy =0
dy d0x

A equagéo de equilibrio de momentos na diregdo Oy é:

oM, OM,, _o (equacdo 3.b)
0x oy X

E a equacdo de equilibrio de forcas na direcdo O, é:

v, dV, (equacdo 3.c)

Onde:
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Utilizando as equagdes (3.a) e (3.b) calcula-se as derivadas de Vy e Vy e depois substitui-se na

equacao (3.c) e obtém-se:

aV, 0°M, N 0*M,, (equacéo 4.a)
dx  0x% = 0xdy
av, 9*M, N 0%M,,, (equacéo 4.b)
dy  0dy? = Odydx
0*M, s oM, N 0*M,, _ (equacéo 4.c)
dx2 axay « ayz 1

Baseando-se na flexdo das placas, Awruch e Morsch (2009) citam as equacgdes dos raios de

curvatura na direcdo do eixo x e do eixo y nas equacdes 5 (analise de uma laje com as

configuracdes da figura 7):

1 &  0%w
r, 2z  0x?
1 &y _ 0w
rn, z dy?

Onde:
Ix = raio de curvatura no plano xz;
ry = raio de curvatura no plano yz;

(equacao 5.a)

(equacao 5.b)
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ex = deformacédo especifica na dire¢éo Xx;

gy = deformagcéo especifica na direcéo y;

w = deslocamento na direcdo z normal ao plano da placa.
Desta deformacéo pode-se obter os deslocamentos:

_ ow
u= Zax
_ ow
v = Zay

Onde:
u = deslocamento na dire¢éo x;
v = deslocamento na direcao y.

E no plano O,y verifica-se a seguinte igualdade:

_ 6u+6v
Yoy =55 " ox

Onde:
Yxy = deformacéo do plano na dire¢éo Oyy,

Utilizando-se as equacdes 6 e 7 obtém-se:

_ %w
Vay = Zaxay

33

(equacdo 6.a)

(equacdo 6.b)

(equacéo 7)

(equacéo 8)
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Agora tem-se as deformagdes nos planos das dire¢oes O, Oy e O,y que sdo respectivamente

& &y, Yxy €M funcdo de w. Utiliza-se o estado plano de tensdes para se ter as seguintes

considerac@es (FUSCO, 1995):

Ox =Tz (ex +vgy)
0y = 102 (sy + vgy)
Onde:
E = médulo de elasticidade;
v = coeficiente de Poisson.
Integrando as expressoes:
h
Ji p Eh3
x T | X2 =T 02w 02w
_h 2 . v
h
” f? p Eh3
y = g2 =T d2w d2w
= 92 - -
2 121 -v) (G5 + v 532)
Eh3
12(1 —v2)(1 — 02
My, = -, = — ZA=vDU=1OW)

yx = 0xdy

(equacéo 9)

(equacao 10)

(equacao 11)

(equacdo 12)

(equacdo 13)
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Para Fusco (1995), com as equaces 11 e 12 substituidas na equacdo 13 pode-se obter a

equacéo diferencial das placas:

0*w o o*w N a'w _ q (equacéo 14)
dx* ax20y?  dy* D

O coeficiente de rigidez da placa D é dado pela expressao:

Eh? (equacdo 15)

D=—«1—
12(1 - v?)

Por fim, para encontrar os esforgos solicitantes em todos 0s pontos da placa, deve-se integrar
a equacéo diferencial das placas e, conforme o tipo de vinculagdo nas bordas da laje, deve-se
considerar diferentes condi¢cdes de contorno. As seguintes condi¢fes devem ser verificadas

para uma borda de comprimento a paralela ao eixo x, segundo os diferentes tipos de apoio em

X=a:

Para um engaste:

(W)x=q =0 (equacéo 16)

dw equacéo 17
d*w  d*w (equagdo 18)
Tz tY d_yz)xza =0
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Para um apoio simples:

(W)x=0 =0 (equagéo 19)

d’w  d*w (equacdo 20)
(@ +v d_yz)x=a =0

Segundo Awruch e Morsch (2009), para a primeira condi¢cdo de contorno de uma borda livre
ser respeitada, a soma das forcas reativas de cisalhamento (devido ao esforco cortante e ao
momento torsor da placa) deve ser nula. A segunda condicdo de contorno para uma borda
livre é, assim como para o caso de um apoio simples, que 0 momento M,y deve ser nulo ao

longo da borda x=a, resultando:

Pw (2 —v)(03w) _ 0 (equacdo 21)
ox3 oxoay? ¥
d>w  d?*w (equacéo 22)

E"’Ud_},z)x:a =0

3.1.2 Teoria das Charneiras plasticas

Segundo Langendonck (1970), a teoria das charneiras plasticas tem como objetivo determinar
0s momentos de plastificacdo que representam a ruina da estrutura em determinados pontos
especificos. O calculo das lajes de concreto armado pelo método de ruptura é feito admitindo-
se que a ruina somente ocorra com a formacao de um conjunto de linhas de plastificacdo, as

quais transformam uma laje em um sistema hipostatico.
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Fusco (1995) afirma que as linhas de plastificacdo s&o zonas normais ao plano médio da laje
que atingiram o regime plastico e apresentam intensa fissuracdo na face tracionada. Essas
regides sdo denominadas as charneiras plasticas e em caso de ruina da estrutura isso deve

acontecer a partir desses pontos.

As charneiras plésticas séo linhas de ruptura, as quais se encontram em regime plastico, que
apresentam deformaces acentuadas, enquanto as partes que se encontram entre essas linhas
estdo em regime elastico e, portanto, apresentam deformacdes muito menores a ponto de
poderem ser desprezadas. Assim, pode-se considerar que a configuracdo da superficie média
da placa rompida € poliédrica e as linhas de ruptura sdo retas. Sendo assim, as Unicas
deformacdes sdo rotacGes em torno da linha de ruptura. A posicdo das linhas das charneiras
plasticas depende dos apoios da placa (JOHANSEN, 1962).

Para exemplificar uma situacdo das charneiras plasticas, a figura 13 apresenta uma placa

retangular com apoios simples nas bordas e com um carregamento uniforme.

Figura 13 — Charneiras Plasticas

(fonte: FUSCO, 1995, p. 245)

Frente as deformagdes plésticas, as deformacgdes elasticas sdo muito menores e podem ser
desprezadas. Desta maneira, nessa teoria utiliza-se, para verificar o comportamento do
material, um diagrama que desconsidera as deformaces elasticas. Esse comportamento é
denominado rigido-plastico. A figura 14 apresenta um diagrama com o comportamento real

da estrutura e outro com o comportamento em regime rigido-plastico.
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Figura 14 — Comparacdo entre Diagrama Real e Diagrama Rigido Plastico

Diagrama Real Diagrama Rigido Plastico
M M
Mp Mp

Curvatura Curvatura

(fonte: FUSCO, 1995, p. 246)

Nas aplicacdes das charneiras plasticas sdo consideradas apenas as cargas proporcionais. Elas
sd0 as que se mantém proporcionais entre si, variando de zero até os seus valores maximos.
Admite-se sempre como satisfatéria a capacidade de rotacdo das charneiras plasticas até o
colapso final das lajes. Além disso, para a determinacdo da carga de ruina ao longo das
charneiras, sdo considerados apenas 0os momentos fletores de plastificacdo, desprezando-se
qualquer eventual influéncia de forcas normais e cortantes (FUSCO, 1995). O comportamento
das lajes em regime eléasto-plastico nao foi aprofundado neste trabalho, uma vez que o foco do

mesmo é analise elastica linear de placas.

3.2 METODOS NUMERICOS APROXIMADOS

Os métodos de analise que sdo apresentados utilizam critérios totalmente diferentes e também
fornecem resultados com diferentes graus de precisdo. Nos proximos itens sdo apresentados

os métodos de analogia de grelhas e de elementos finitos.

3.2.1 Analogia de Grelhas

A analogia de grelhas é um método muito usual que utiliza a substituicdo das lajes por uma

malha de vigas (grelha). A figura 15 apresenta um exemplo de grelha equivalente a uma laje.
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Figura 15 — Analogia de Grelhas

[ W W e e
[ W W e e
[ W W e
[ W e
[ W e e e

(fonte:elaborada pelo autor)

Segundo Stramandinoli (2003), como é uma analogia, as rigidezes de torcao e deformacéo das
duas estruturas devem ser de tal maneira que, aplicado um mesmo carregamento, as estruturas
devem apresentar a mesma deformacdo, mesmo momento torsor, mesmo momento fletor e
esforcos cortantes nas secBGes correspondentes. Para essa analise as rigidezes na laje e na
grelha seguem a mesma dire¢éo, ou seja, a rigidez das barras transversais representa a rigidez
transversal da laje e a rigidez das barras longitudinais representa a rigidez longitudinal da laje.
Porém, como as estruturas possuem geometria diferente, essas igualdades sdo fruto de
aproximacdes. Afirma ainda o autor que os momentos torsores devem ser idénticos nas duas

direcOes ortogonais de uma laje para que o0s elementos tenham equilibrio.

Para Stramandinoli (2003), em uma grelha equivalente, para que a grelha tenha a deformacéo
de uma superficie lisa, a malha deve ser suficientemente refinada para que os momentos
torsores e distor¢Ges sejam aproximadamente iguais nas dire¢cbes ortogonais. Isso porque

nenhum principio fisico ou matematico garante que estes sejam iguais nas duas diregdes.

Analisando a expressao de rigidez da placa, em regime elastico, evidenciado na equagéo 15,
observa-se que, nas placas, depende-se do coeficiente de Poisson. Ao contrario disso,

Stramandinoli (2003) afirma que a rigidez a flexdo das barras na analogia de grelhas
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independe dessa incdgnita conforme a equagdo 23. Sendo assim, a priori, a placa € mais

rigida que a viga:

bh3 (equacgéo 23)

Onde:

D =rigidez a flexdo da viga;

E = mddulo de elasticidade longitudinal do material,
b = largura da viga;

h = altura da viga.

O modulo de elasticidade transversal € dado pela equacéo 24:

E (equacdo 24)

C=aT

Onde:
G = mddulo de elasticidade transversal do material.

Para determinar o momento de inércia a torcdo ndo existe uma regra geral. Segundo Hambly
(1976), J ndo é simplesmente uma propriedade geométrica da se¢do transversal da peca como
é o momento de flexdo. Pode-se calcular J para um retangulo de lados b e h com a equacéo
25:

] = Bbh3 (equagdo 25)

Onde:

J = momento de inércia a torcao;

b = maior dimenséo da se¢éo transversal;
h = menor dimensédo da secéo transversal,
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B ¢ uma incognita que depende exclusivamente das propriedades geométricas da estrutura.

h* ) (equacdo 26)
12b*

=5~ (omr5)a-

E importante salientar que a solucdo para J acima citada, leva em consideracdo um
espacamento grande entre as vigas da grelha. O que resulta em uma largura (b) maior do que a
altura da viga (h). Caso contrario, deve-se utilizar as definicdes citadas a seguir.

O refinamento da estrutura da analogia de grelhas é definido pelo espacamento entre as vigas.
Quanto menor esse espacamento, maior é o refinamento para a analise e com isso chega-se a

respostas mais satisfatérias diminuindo o coeficiente de erro.

Conforme Oliveira Neto (1998), a rigidez a tor¢do da placa diminui significativamente para
malhas de grelhas espacadas. 1sso ocorre porque a rigidez a tor¢do € proporcional ao cubo da
menor dimensdo da viga. Entretanto, para malhas pouco espacadas, a largura da viga passa a
ser a menor dimensdo. Sendo, portanto, essa dimensao elevada ao cubo. Assim a expressao
para o célculo da rigidez a torcdo ndo é mais adequada para essa situacdo. Utilizar uma inércia
a torcdo proporcional a flexdo foi uma boa alternativa e sugeriram a utilizacdo da inércia a

torcdo da barra da grelha equivalente ao dobro da sua inércia a flexdo:
J=2I (equacao 27)

Onde:
I = momento de inércia a flexao.

Hambly (1976) mostrou porque a expressao acima é verdadeira. Baseado na distribui¢do da

tensdo de cisalhamento em um elemento de placa, pode-se escrever:
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Onde:
i = momento de inércia da laje por unidade de largura.

Portanto a equagéo 30:

Eh3 d2%w Gh® 9%w
Mxy = =

B (1+v)12\oxoy 6 (axay)

E

¢ =Ty

Com o valor de G pode-se deduzir que:

Onde:
j = momento de inércia a tor¢do por unidade de largura.

Sabendo que a inércia a tor¢do de vigas de secao retangular e:
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(equacao 28)

(equacao 29)

(equacao 30)

(equacao 31)

(equacéo 32)
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bh3 (equacdo 33)

e como a inércia a flexdo da secdo retangular é:

bh3 (equacdo 34)
S 12

e comparando as equacoes 33 e 34, obtem-se:

J=2I (equacéo 35)

Assim, Hambly (1976), comprova a veracidade da expressao.

3.2.2 Método dos elementos finitos

Muitos modelos estruturais apresentam uma resolucdo analitica muito complexa e, por vezes,
até impossivel de ser resolvida. Isso ocorre, em especial, para analisar elementos do meio
continuo (lajes, paredes, cascas, sélidos). O método pode ser baseado na formulacdo em
deslocamentos ou na formulacdo em forgas. Pela facilidade computacional, utiliza-se quase
gue exclusivamente em método dos elementos finitos a formulacdo em deslocamentos que €
baseada no principio dos trabalhos virtuais. Esta metodologia consiste ndao apenas em
transformar o continuo em uma associacdo de elementos discretos e escrever as equacdes de
compatibilidade e equilibrio entre eles, mas admitir fungdes continuas que representam o

campo de deslocamentos no dominio de um elemento (ASSAN, 2003).

Assan (2003) afirma ainda que é denominada malha de elementos finitos essa divisdo do
dominio. Variando o tamanho dos elementos, pode-se aumentar ou diminuir a malha desse
reticulado. A figura 16 apresenta algumas variagdes que podem acarretar grandes diferencas

nos resultados obtidos.
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Figura 16 — Elementos do método dos elementos finitos

Elementos Triangulares Elementos Retangulares

(fonte: elaborado pelo autor)

Diferentemente de outros métodos que buscam uma funcdo admissivel que satisfaca as
condicBes de contorno do dominio como um todo, o0 método dos elementos finitos define
funcGes para o dominio de cada elemento. Para calcular o comportamento interno dos
elementos e, consequentemente, de toda a estrutura, € necessario obter os deslocamentos dos
nés. O método permite localizar o conjunto dos deslocamentos nodais através da
compatibilidade de equilibrio entre os nés dos elementos, estando a estrutura em equilibrio
(ASSAN, 2003).
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4. ANALISE TRIDIMENSIONAL DA LAJE

Esse trabalho tem o objetivo de analisar as lajes como uma estrutura tridimensional com
diferentes solicitacBes e condi¢des de contorno, para isso € necessario primeiramente entender
a relacdo entre o comportamento interno da peca e 0 comportamento das barras constituintes
do modelo da trelica. Além de entender a geometria e a definicdo dos parametros para a

calibracéo da trelica espacial.

4.1 LINHA NEUTRA

Em uma solicitacdo de flexdo pura existe uma linha na secéo transversal constituida por fibras
que ndo sofrem tensdo normal. Ou seja, imaginando uma laje que sofre deformacéo devida a
um momento de flexdo positiva, as fibras inferiores sofrem tracdo e as fibras superiores
sofrem compressdo. Nas fibras centrais existe um plano em que ndo existe tracdo ou

compressdo. Esse plano é denominado a linha neutra.

Em uma situacdo em que na laje incide a aplicacdo de momentos fletores e torsores
simultaneamente a linha neutra ndo tem uma definicdo simples e o seu plano pode ter
variacGes pontuais devido a rigidez considerada no modelo de analise utilizado. Nesse
sentido, no caso de analogia de grelhas, 0 momento a torcdo das vigas da grelha tem
influéncia direta na definicdo da linha neutra (STRAMANDINOLI, 2003).

A trelica espacial é de modo geral uma estrutura reticulada tridimensional formada por
elementos de barra unidos por nds. A geometria da peca e a forma de arranjo dos elementos
de trelica regem a maneira que a laje vai se comportar. O espacamento entre as barras pode
representar um refinamento maior em relagcdo aos resultados obtidos na analise feita por esse
método. A figura 17 apresenta a analogia entre uma laje de concreto armado e uma trelica
espacial com a mesma geometria e aplicadas a0 mesmo carregamento, resultando em um

momento fletor positivo.
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Figura 17 — Laje de concreto armado e trelica espacial equivalente aplicadas
a um momento fletor positivo

Laje de concreto armado Trelica equivalente

(a) (b)

Regido Comprimida .
_E_L\ Banzo superior
N\ ﬁ _ 7 _ 7
Linha Neutra -1 + \ —I— \ —I— \ —I—
Regidio Tracionada Banzo inferior / Diagonais

(fonte: elaborado pelo autor)

A figura 17(a) mostra a laje submetida & um momento fletor positivo e a possivel localizagdo
de sua linha neutra. A figura 17(b) apresenta uma trelica espacial equivalente para analisar o
comportamento da laje. Pode-se verificar que o banzo superior da trelica espacial esta
localizado na regido comprimida da peca e o banzo inferior da trelica esté localizado na regido
tracionada da peca. Enquanto que as diagonais cruzam a linha neutra e podem estar
tracionadas ou comprimidas, dependendo da posigdo que se encontra no modelo.

Em uma analogia entre as duas estruturas, pode-se considerar que o banzo superior da trelica
espacial equivale a bielas comprimidas na parte superior da laje e, o inferior equivale a fibras
tracionadas localizadas na parte inferior. Em uma laje de concreto armado, as bielas
comprimidas sdo o concreto, e as fibras tracionadas sdo as armaduras de aco. Essa analogia
indica que, considerando uma peca ortotropica, no momento de definir as propriedades fisicas
das barras da trelica, aplica-se as propriedades do concreto ou do aco dependendo da
localizagé@o da barra no modelo. As diagonais estdo relacionadas ao comportamento ao corte.
Por outro lado, se considerar uma peca isotropica, as propriedades fisicas do material de todas

as barras devem ser igualmente o equivalente a um valor intermediario entre aco e concreto.

4.2 ANALOGIA DE TRELICA ESPACIAL

A analogia de trelica para a analise de estruturas é usualmente utilizado nas seguintes

aplicacdes:

a) trelica de Morsch;
b) método dos elementos discretos.
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A trelica de Morsch é a analogia por uma trelica plana utilizada para analisar o esforgo
cortante de vigas de concreto armado. A NBR 6118/2007 sugere o dimensionamento da
armadura dos estribos de vigas utilizando esse método. Porém, é uma andlise que se restringe

a estruturas lineares, o que néo se aplica ao caso de lajes.

O método dos elementos discretos € baseado em uma trelica espacial e é difundido no estudo
do desenvolvimento de fissuras em blocos de fundacdo, na andlise dindmica dos efeitos
provocados por sismos e na industria aerondutica. Tais assuntos fogem do escopo desse

trabalho, portanto somente a teoria do método é abordada.

Esse método pode ser utilizado para a modelagem de qualquer sélido elastico ortotropico.
Esté construido por médulos cubicos de trelica periodicamente ligados em um espaco de trés

dimensGes, como mostra a figura 18.

Figura 18 — Mdédulo ctbico e composicédo de prismas do método dos elementos
discretos

X

(fonte: NAYER;HEFZY, 1978 apud RIOS, 2002, p. 10)

Nayer e Hefzy (1978 apud RIOS, 2002) propuseram uma formulagdo para representar painéis
empregados na industria aerondutica, com geometria na forma de trelicas espaciais (figura
18), através de um meio continuo equivalente. Atraves de um solido elastico isotropico com
constantes conhecidas, determinam-se as propriedades das barras de trelica de cada mddulo

cubico através de:
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A,E = EL? (equacdo 36.a)

1 n
AL4E =285 x EL? — (equacéo 36.b)

V3
_ (9+89) (equacio 36.c)
* =18 + 249)
v (equacdo 36.d)

SR

Onde:

Ap = area da secdo transversal das barras prismaticas do mddulo cubico;
Ad = area da secdo transversal das barras diagonais do modulo cubico;
E = modulo de elasticidade do material;

L = comprimento do lado do médulo cubico.

Através das equacBes 36, uma vez conhecidos os pardmetros dos materiais (E,v), sdo
definidas as rigidezes das barras do modelo e consequentemente as suas respectivas areas de

influéncia.

Essa definicdo tem como abordagem principal a analise dinamica de sismos, e portanto, deve
ser adequada a analise estéatica de lajes. Para isso, foi utilizado apenas a relagéo entre a area da
secdo das barras prismaticas e das barras diagonais, dividindo as equacdes 36 a e b como
apresenta na equacédo 37, e a calibracdo da area das barras foi definida através da comparacéo

com o método dos elementos finitos.
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4, V3 (equacéo 37)
Ay 26

As barras que constituem uma trelica apresentam apenas esforcos axiais, portanto a rigidez a
flexdo e a torcdo sdo desconsideradas. Dessa maneira, a calibracdo do modelo envolve apenas
a definicdo da area de influéncia das barras através da equacdo 37. Essa defini¢éo € detalhada

no item 6.3.

A definicdo do momento fletor maximo aplicado no modelo é feita através do esforco axial
maximo de compressao no banzo superior ou de tragdo no banzo inferior. O resultado é obtido
somando o esfor¢o no banzo a componente horizontal das diagonais e utilizando a espessura

da laje como brago de alavanca. A figura 19 exemplifica.

Figura 19 — Obtencdo do momento fletor por analogia de trelica

Banzo mais comprimido Ponto B
-bs _ _
]
e
Y,
1 (Y 1
Ponto A
Banzo mais tracionado
MA = (bs+d1 cos®) x L MB = (bi+d2 cos®) x L

(fonte: elaborado pelo autor)

O exemplo da figura 19 € o caso de um momento positivo em que o banzo inferior encontra-
se tracionado, porém esse método aplica-se de forma analoga ao caso de momento negativo
em que o banzo superior encontra-se tracionado. Além disso, o caso da figura 19 € de uma

trelica plana, no caso de uma trelica espacial a obtengcdo do momento segue a equacgéo 38:
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Onde:

b = esfor¢o axial no banzo;

d1 = esforgo axial na primeira diagonal conectada ao n6 do banzo;
d2 = esforc¢o axial na segunda diagonal conectada ao né do banzo;
0 = angulo das diagonais com o €ixo X;

¢ = angulo das diagonais com o eixo y;

L = espessura da laje.
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(equacao 38)
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5. SOFTWARE STRAP 115

Para preparar 0 modelo computacional, o projetista deve utilizar elementos unindo nés no
espaco tridimensional (SAE INFORMATICA, [2011]). O Strap 11.5 utiliza dois tipos de

elementos:

a) barras;
b) placas.

As barras séo elementos unidirecionais que séo utilizados para modelar membros estruturais
gue podem ser modelados por uma linha (unifilar), como é o caso de vigas por exemplo. As
placas sdo elementos bidirecionais que sdo utilizados para modelar superficies como lajes,
cascas e muros (SAE INFORMATICA, [2011]).

Esse software tem a possibilidade de analisar a estrutura de uma laje através de dois métodos:

a) analogia de grelhas;
b) método dos elementos finitos.

A andlise de analogia de grelhas é possivel definindo a laje pela op¢do grelha e fornecendo o
espacamento entre as barras da mesma. O software solicita que o usuario informe as
propriedades geométricas (largura e comprimento da placa) e as propriedades fisicas (rigidez
a flexdo e a torcdo) das barras, que deve ser analisado anteriormente para a calibracdo da

estrutura.

No menu do software existe também a opcdo de definir um elemento na forma de uma
superficie. Essa alternativa estrutura um modelo plano baseado no método dos elementos
finitos analisando a laje como uma estrutura Unica e cujo refinamento da analise é fornecido
pelo usuario através da quantidade de nos que deve ter o modelo. Quanto maior o refinamento
da analise, maior é o tempo para resolucdo dos célculos e maior a aproximacdo da resposta
ideal, do contrario o tempo é menor, porém apresenta uma incerteza na qualidade do resultado
maior. O grau de refinamento utilizado deve ser tal que garanta, dentro da precisdo necessaria

ao projeto, uma resposta proxima a solucéo de convergéncia (SAE INFORMATICA, [2011]).
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Para a montagem de uma trelica o software disponibiliza o espago gréfico para a defini¢do

desejada pelo projetista. O software possui diferentes métodos de aplicacdo de carga no

modelo, ou seja, carga global:

a) pontual aplicada nos nos;

b) por area aplicada nos nos;

¢) pontual aplicada nas barras;

d) por area aplicada nas barras;

e) pontual aplicada nos elementos;
f) por area aplicada nos elementos.

Para uma carga global pontual aplicada a um n6 no ponto O em uma superficie (figura 20), o

programa cria duas barras imaginaveis paralelas aos eixos globais (B1 e B2). As reacdes nas

barras B1 e B2 devido a carga pontual sdo aplicadas nas barras que circundam a superficie e,

por sua vez, as reacdes dessas barras sdo aplicadas nos nés das extremidades. O programa

entende que todas as barras estdo engastadas e por isso séo aplicados momentos e forgas nos

nos. Em uma carga global por area aplicada aos nds o conceito € 0 mesmo, porém a area de

carga € dividida em pequenos quadrados (o tamanho dos quadrados é definido pelo projetista)

e formam vérias cargas pontuais aplicadas no centro de cada quadrado (SAE

INFORMATICA, [2011]).

Figura 20 — Carga global pontual aplicada nos nés

n2

(fonte: SAE INFORMATICA, 2011, p. 823)
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Nas cargas globais pontuais aplicadas nas barras, conforme a figura 21, a carga P1 €
distribuida nas quatro barras que a circundam de maneira inversamente proporcional a
distancia do ponto de aplicacdo e a barra. Ja nas cargas por area (figura 22), o programa traca
a bissetriz nos angulos entre as barras, criando areas de cargas que sdo aplicadas em cada
barra (SAE INFORMATICA, [2011]).

Figura 21 — Carga global pontual aplicada nas barras

@\1--?—1-@[@

(fonte: SAE INFORMATICA, [2011], p. 824)

Figura 22 — Carga global por area aplicada nas barras

f \
™ pz%jl P
ar"g._,l bama I,F;g I3
o a2

bama 3 -
-

&y

(fonte: SAE INFORMATICA, [2011], p. 825)

_‘——.

Nos elementos, as cargas pontuais globais sdo aplicadas aos nds da superficie sem levar em
consideracdo os momentos fletores provenientes dessa carga. E as cargas por area sao
aplicadas como uma pressdo uniforme aos elementos que estdo sob o contorno da carga como
um todo (SAE INFORMATICA, [2011]).

O carregamento utilizado no modelo de elementos finitos foi o de carga global aplicada nos
elementos, porque é o mais adequado. Na grelha, foi utilizado o de carga global aplicada nas
barras, para obter o comportamento das vigas do modelo com esse carregamento, e na trelica
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espacial foi utilizado o de carga global pontual aplicada diretamente nos nds, para que as
barras da trelica ficassem apenas com esforcos axiais.
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6. AJUSTES DOS MODELOQOS

Os modelos estudados apresentam diferentes metodos de anélise em que cada um tem
diferentes parametros relevantes para a solugdo dos problemas. Para que haja a convergéncia
entre os resultados, é necessario fazer a calibracdo desses parametros e a adequacao para o

refinamento ideal dos modelos.

As propriedades dos materiais para todos os modelos foram adotadas através da NBR
6118/2007, que sugere no item 8.2.9 o coeficiente de Poisson igual a 0,3 e no item 8.2.8 0

maodulo de elasticidade dado por:

) <
E = 5600ka/z (equacéo 38)

Onde:
E = mddulo de elasticidade;
fo = resisténcia caracteristica a compressdo do concreto.

E o modulo de elasticidade transversal (G) é dado em funcdo de E, conforme o item 8.2.9 da

mesma norma, pela seguinte equagao:
G = 0,4E (equagéo 39)

Onde:
G = modulo de elasticidade transversal.

Adotando-se o valor usualmente utilizado em projetos estruturais de fc igual a 25 Mpa,
obtém-se, a partir da equacdo 37, o0 modulo de elasticidade igual a 28x10° Pa, e a partir da
equacdo 38, 0 modulo de elasticidade transversal igual a 11,4x10° Pa. Para efeito de
calibracdo dos modelos foi utilizado o exemplo de uma laje quadrada de 4 metros de lado e

espessura de 10 centimetros, simplesmente apoiada em todos os bordos e, conforme as
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indicages da NBR 6120/1980, com um carregamento de 4,5 kN/m? sendo 2,5 kN/m?

relacionado ao peso préprio da estrutura e 2,0 kN/m? de sobrecarga.

Para os elementos finitos foi definido o melhor refinamento para que os resultados fossem
convergentes para uma solucdo adequada. O ideal € uma malha que apresente respostas
satisfatorias para o problema, porém que ndo seja excessivamente refinada aumentando o

tempo de resposta do software.

Para a analogia de grelhas os pontos importantes definidos foram o refinamento da estrutura e
a rigidez a torcdo e a flexdo das barras que formam a grelha. Se a calibragdo desses
parametros ndo for realizada de maneira adequada, o resultado pode apresentar grande

discrepancia em relagdo a realidade.

Para a trelica espacial, a rigidez a torcdo e a rigidez a flexdo das barras da trelica ndo sao
parametros relevantes, portanto, somente a area da secédo transversal das barras foi calibrada.

A geometria e 0 posicionamento das barras utilizado é semelhante ao da figura 18.

6.1 AJUSTE ELEMENTOS FINITOS

Para definir o refinamento da malha mais adequado observou-se a continuidade na
distribuicdo dos momentos e deformacbes ao longo da superficie da laje. Foram testados

elementos com os seguintes espagamentos:

a) 40 x40cm;
b) 20 x 20 cm;
c) 12,5x12,5cm.
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Pode-se observar na figura 23 que a malha 40 x 40 cm apresenta uma distribuicdo de
momentos com algumas incoeréncias em relagdo a continuidade. Principalmente nos cantos
que ndo apresenta resultado igual a zero, como seria esperado em uma laje simplesmente

apoiada em todos os bordos.

Figura 23 — Momentos fletores na malha 40 x 40 por elementos finitos [kN.m/m]

VALUE

=3.45
-3.19
—-2.92
—2.66
-2.40
-2.14
-1.87
-1.61
-1.35
—-1.08
-0.82
-0.56
-0.03

—
=
[aal

(fonte: STRAP, [2011])
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A figura 24 mostra a distribuicdo de momentos na malha 20 x 20 cm que apresenta um
resultado mais refinado e com mais coeréncia em relacdo ao da malha da figura 23. Porém

ainda apresenta pequenas descontinuidades.

Figura 24 — Momentos fletores na malha 20 x 20 por elementos finitos [kN.m/m]

VALUE

—3.45
-3.18
-2.92
—Z.65
-2.39
-2.13
-1.86
-1.60
-1.33
-1.07
-0.80
-0.54
-0.01

—
=
[aal

(fonte: STRAP, [2011])

A malha mais refinada entre as analisadas neste trabalho é ilustrada na figura 25 e apresenta

um resultado satisfatorio em relacdo a continuidade de momentos. Apesar de representar o
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maior tempo de resolucdo para o software, a malha 12,5 x 12,5 cm se mostra a mais adequada

para a analise da estrutura.

Figura 25 — Momentos fletores na malha 12,5 x 12,5 por elementos finitos [KN.m/m]

E

—3.45
-3.18
=292
-2.65
-2.39
-2.12
—1.86
-1.59
-1.33
-1.06
—-0.80
—-0.53

0.00

(fonte: STRAP,[2011])

O quadro 1 apresenta os deslocamentos maximos resultantes das malhas testadas nesse
método. Esses valores foram utilizados para comparar e calibrar os parametros dos modelos

utilizados nos outros métodos.
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Quadro 1 — Deslocamento vertical maximo de modelo para calibracdo por elementos
finitos

w (cm) 0,1818 0,1823 0,2043

(fonte: elaborado pelo autor)

Desta maneira, a partir deste ponto foi utilizada a malha com elementos de 12,5 cm de lado na
analise de elementos finitos. As respostas obtidas com esse modelo sdo consideradas
suficientemente refinadas para serem comparadas com os resultados obtidos na anélise dos

outros métodos estudados.

6.2 AJUSTE ANALOGIA DE GRELHAS

Como foi citado acima, o ajuste do modelo para analogia de grelhas é feito através da
definicdo da geometria e 0 espacamento das barras que constituem o modelo e da calibracéo
entre 0 momento de inércia a flexdo e a torcdo. Anteriormente foram apresentados alguns

métodos para a definicdo desses pardmetros em funcdo da geometria da grelha.
Foram testadas grelhas constituidas por vigas com a seguinte se¢do transversal:

a) 50 x 10 cm;
b) 25 x 10 cm;
¢) 12,5x 10 cm.

A definicdo do momento de inércia a flexdo de cada viga foi dado pela seguinte equacéo:

bh3 (equacdo 34)
12

Onde:
I = momento a flexdo da viga;
b = largura de influéncia da viga;
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h = espessura da laje.

Atraveés da equacdo 34 se obteve os valores apresentados no quadro 2.

Quadro 2 — Momento de inércia a flexdo das vigas dos modelos de analogia de
grelhas [m*]

Equacéo 34 1,04E-05 2,08E-05 4,16E-05

(fonte: elaborado pelo autor)

O momento de inércia a torcdo das vigas foi analisado pelas definicdes de diferentes
bibliografias apresentadas no item 3.2.1:

a) Hambly (1976), através da equacao 25;
b) Oliveira Neto (1998), através da equacao 27.

O quadro 3 apresenta os valores obtidos para 0 momento de inércia a torcdo em funcdo da
secdo transversal da viga da grelha e da equacéo utilizada.

Quadro 3 — Momento de inércia a tor¢do das vigas dos modelos
de analogia de grelhas [m*]

J = pbhe (Eq. 25) 2,14E-05 6,22E-05 1,45E-04

=21 (Eq. 27) 2,08E-05 4,16E-05 8,32E-05

(fonte: elaborado pelo autor)

Com os momentos de inércia das barras das grelhas definidos, foram montados os modelos e
aplicadas as cargas conforme a largura de influéncia sobre cada viga e estes apresentaram 0s
resultados para o deslocamento maximo do quadro 4.

Quadro 4 — Deslocamento vertical maximo de modelo para calibragéo por analogia
de grelhas

Malha 50 x 50 1,45E-04 0,1605
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8,32E-05 0,2195
6,22E-05 0,1800
Malha 25 x 25
4,16E-05 0,2118
2,14E-05 0,2216
Malha 12.5 x 12.5
2,08E-05 0,2244

(fonte: elaborado pelo autor)

Os maiores momentos fletores do modelo foram apresentados pelas vigas centrais como era
esperado. O quadro 5 apresenta 0os momentos resultantes das barras e o momento

correspondente dividindo esse valor pela largura de influéncia de cada malha de grelha.

Quadro 5 — Momento maximo de modelo para calibracdo por analogia de grelhas

Momento fletor Momento fletor
Momento de inérciaa | maximo na barra | correspondente na
torcéo [KN.m] laje [kN.m/m]

1,45E-04 1,36 2,72
Malha 50 x 50

8,32E-05 1,54 3,09

6,22E-05 0,71 2,84
Malha 25 x 25

4,16E-05 0,77 3,07

2,14E-05 0,38 3,06

Malha 12.5 x 12.5
2,08E-05 0,40 3,20

(fonte: elaborado pelo autor)

Comparando os resultados obtidos com analogia de grelhas e elementos finitos, considerou-
se que 0s momentos de inércia a tor¢do obtidos pela equagdo 27 apresentaram os resultados
mais satisfatorios, e a malha mais adequada para utilizar no modelo mostrou ser a da grelha de
12,5 x 12,5 cm, pois apresentou erros semelhantes na avaliagdo dos deslocamentos (0,2244 x
0,2043) e dos momentos (3,20 x 3,45).

A partir desse ponto, foi utilizada a grelha e 0s momentos de inércia definidos neste capitulo
na modelagem dos problemas apresentados a seguir. A fim de obter resultados para

comparagao com 0s outros metodos.
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6.3 AJUSTE TRELICA ESPACIAL

O modelo de trelica espacial foi montado através do modulo cubico apresentado na figura 18,
sendo que o lado do cubo é igual a espessura da laje, portanto 0 modelo possui 1600 modulos
para analisar a laje quadrada de 4 metros de lado, conforme a figura 26 . Com as propriedades
do material ja definidas, e as barras submetidas apenas a esforcos axiais, a calibracéo consiste
apenas em definir a area de influéncia das barras prismaticas (Ap) e diagonais (Ad) que

constituem o modelo. Lembrando que Ap e Ad estéo relacionadas conforme a equacéo 36.

Figura 26 — Modelo de trelica espacial de laje quadrada com 4 metros de lado

(fonte: elaborada pelo autor)

O carregamento foi distribuido como cargas pontuais aplicadas nos nos dos banzos superiores,
assim, todas as barras tiveram como resultado apenas esforcos axiais.Os resultados obtidos
para deslocamentos verticais maximos (w) nos nés centrais dos banzos inferiores, conforme a

area das barras, esta no quadro 6

Quadro 6 — Deslocamento vertical maximo de modelo para calibragdo por analogia

de trelica
Ap (cm?) Ad (cm?) Wmax (cm)
3,00 5,85 0,8580
10,00 19,50 0,2574
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12,00 23,40 0,2145
12,50 24,37 0,2059
12,60 24,57 0,2043

(fonte: elaborado pelo autor)

Comparando com os resultados dos elementos finitos, observa-se que no modelo com Ap

igual a 12,60 cm2 e Ad igual a 24,57 cm? o resultado de w € muito proximo. Assim, a partir

dessa esta etapa as andlises feitas por trelica espacial foram com as propriedades e geometria

definidas acima.
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7. RESULTADOS OBTIDOS PARA AS CONFIGURACOES
PROPOSTAS

Foram escolhidos cinco geometrias de lajes com diferentes vinculagdes, com a finalidade de
analisa-las pelos métodos propostos. As geometrias sdo 3 x 3 metros, 3 x 4,5 metros, 3 X 6
metros, 4 X 4 metros e 4 x 6 metros. A configuracdo 4 x 8 metros ndo foi simulada pois exigia,
para trelicas espaciais, mais barras e nés que o permitido pelo software utilizado. Os modelos
de cada método foram calibrados no capitulo anterior, portanto, com as propriedades e
espacamentos definidos, baseado nas recomendagfes da NBR 6120/1980, foram adotados os
seguintes carregamentos para essa analise. Lembrando que todas as lajes tém 10 cm de

espessura.

a) Peso préprio de 2,5 kN/mz;
b) Sobrecarga de 3,5 KN/mz2,

Os resultados da solucdo de todos os problemas propostos, assim como na calibracéo, foram
obtidos pelo software STRAP 2011 e os dados relevantes para a comparacgdo entre os métodos
sdo apresentados a seguir. As vinculacdes avaliadas para cada geometria de laje foram as

seguintes:

a) Configuracdo 1 - todos os bordos apoiados;

b) Configuracéo 2 - todos os bordos engastados;

¢) Configuracdo 3 - um bordo menor engastado com os demais apoiados;

d) Configuracdo 4 - um bordo maior engastado com os demais apoiados;

e) Configuracdo 5 - dois bordos adjacentes engastados com os demais apoiados;

f) Configuracdo 6 - dois bordos opostos menores engastados com os demais
apoiados;

g) Configuracdo 7 - dois bordos opostos maiores engastados com o0s demais
apoiados;

h) Configuracéo 8 - trés bordos adjacentes engastados (dois bordos menores e um
maior) e restante apoiado;

i) Configuracdo 9 - trés bordos adjacentes engastados (dois bordos maiores e um
menor) e restante apoiado;

J) Configuracgéo 10 - dois bordos adjacentes apoiados e o restante livre;
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k) Configuracédo 11 - dois bordos adjacentes engastados e o restante livre;

I) Configuracdo 12 - trés bordos adjacentes apoiados (dois bordos menores e um
maior) e o restante livre;

m) Configuracdo 13 - trés bordos adjacentes engastados (dois bordos menores e
um maior) e o restante livre.

7.1 LAJE QUADRADA 3 X 3 METROS

A primeira laje analisada foi quadrada com a espessura da laje de 10 cm e os outros lados de
3,0 metros. A &rea superficial da estrutura foi definida com apenas 9,00 m2 para se analisar

inicialmente o comportamento dos métodos para pequenos Vaos.

7.1.1 Laje Quadrada 3 x 3 metros Solucdes pelo Método dos Elementos

Finitos

Os resultados obtidos pelo método dos elementos finitos para a anélise da laje quadrada com 3
metros de lado para todas as vinculacGes propostas estdo apresentadas no quadro 7.

Quadro 7 — Resultados da analise por elementos finitos de laje quadrada 3 x 3

metros
Vinculagdes Momento Bordo [kN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] Deflexéo [cm]
Configuracéo 1 -0,01 2,59 0,0769
Configuracéo 2 -2,76 1,24 0,0239
Configuracdo 3 e 4 -4,52 2,24 0,0540
Configuracéo 5 -3,74 1,78 0,0415
Configuracdo 6 e 7 -3,76 1,80 0,3630
Configuracdo 8 e 9 -3,30 1,54 0,0303
Configuracéo 10 -0,31 6,29 3,3846
Configuracdo 11 -16,10 1,90 0,8258
Configuracéo 12 -0,10 5,99 0,2434
Configuracdo 13 -5,01 2,33 0,0558

(fonte: elaborada pelo autor)
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7.1.2 Laje Quadrada 3 x 3 metros Solucdes por Analogia de Grelhas

Os resultados obtidos pelo método de analogia de grelhas para a analise da laje quadrada com

3 metros de lado para todas as vinculagdes propostas estdo apresentadas no quadro 8.

Quadro 8 — Resultados da analise por analogia de grelhas de laje quadrada 3 x 3

metros
Vinculagbes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuragdo 1 -0,88 2,22 0,0933
Configuragéo 2 -2,80 1,02 0,0283
Configuracdo 3 e 4 -4,72 2,02 0,0647
Configuracdo 5 -3,84 1,52 0,0495
Configuracdo 6 e 7 -3,92 1,65 0,0430
Configuracdo 8 e 9 -3,36 1,34 0,0359
Configuracédo 10 -0,60 8,50 3,2121
Configuracéo 11 -16,16 1,52 0,8154
Configuracéo 12 -0,16 5,67 0,2287
Configuracdo 13 -4,32 2,13 0,0520

(fonte: elaborado pelo autor)
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7.1.3 Laje Quadrada 3 x 3 metros Solugdes por Trelica Espacial

Os resultados obtidos pelo método de trelica espacial para a anélise da laje quadrada com 3

metros de lado para todas as vinculacGes propostas estdo apresentadas no quadro 9.

Quadro 9 — Resultados da analise por trelica espacial de laje quadrada 3 x 3 metros

Vinculagbes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracgdo 1 -0,06 2,54 0,0868
Configuragéo 2 -2,91 1,18 0,0414

Configuracdo 3 e 4 -4,66 2,24 0,0730
Configuracdo 5 -3,28 1,92 0,0625
Configuracdo 6 e 7 -4,07 1,67 0,0575
Configuracdo 8 e 9 -3,55 1,57 0,0502
Configuracédo 10 -0,44 5,09 4,0920
Configuracéo 11 -16,78 1,42 1,6646
Configuracéo 12 -0,09 6,40 0,2080
Configuracdo 13 -4,02 2,39 0,0792

(fonte: elaborado pelo autor)
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7.2 LAJE RETANGULAR 3 X 4,5 METROS

A segunda laje analisada foi retangular com espessura de 10 cm, e os lados de 3 x 4,5 metros.
A laje retangular é considerada interessante para analise porque deve apresentar momentos

diferentes nos dois eixos da superficie da estrutura.

7.2.1 Laje Retangular 3 x 4,5 metros SolucGes pelo Método dos Elementos

Finitos

Os resultados obtidos pelo método dos elementos finitos para a analise da laje retangular com

3 x 4,5 metros de lado para todas as vinculacGes propostas estdo apresentadas no quadro 10.

Quadro 10 — Resultados da andlise por elementos finitos de laje retangular 3 x 4,5

metros
Vinculacdes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracdo 1 -0,01 4,38 0,1463
Configuracdo 2 -4,08 1,99 0,0416
Configuracdo 3 -6,05 3,80 0,1240
Configuracdo 4 -6,00 3,21 0,0831
Configuracdo 5 -5,62 2,95 0,0756
Configuracdo 6 -5,65 3,16 0,1009
Configuracdo 7 -4,44 2,20 0,0469
Configuracdo 8 -5,11 2,64 0,0665
Configuracdo 9 -4,30 2,11 0,0447
Configuracdo 10 -0,40 10,10 7,6154
Configuracdo 11 -22,30 3,10 1,5561
Configuracdo 12 -0,12 10,00 0,9284
Configuracao 13 -10,70 4,40 0,2492

(fonte: elaborado pelo autor)
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7.2.2 Laje Retangular 3 x 4,5 metros Solug6es por Analogia de Grelhas

Os resultados obtidos pelo método de analogia de grelha para a anélise da laje retangular com

3 x 4,5 metros de lado para todas as vincula¢@es propostas estdo apresentadas no quadro 11.

Quadro 11 — Resultados da analise por analogia de grelhas de laje retangular 3 x 4,5

metros
Vinculacdes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracéo 1 -0,15 4,32 0,1749
Configuracdo 2 -4,16 1,92 0,0483
Configuracdo 3 -6,24 3,60 0,1481
Configuracdo 4 -6,24 3,20 0,0972
Configuracdo 5 -5,76 2,88 0,0887
Configuracdo 6 -5,84 2,88 0,1198
Configuracdo 7 -4,56 2,16 0,0542
Configuracdo 8 -5,28 2,48 0,0780
Configuracdo 9 -4,40 2,08 0,0518
Configuracdo 10 -2,14 14,00 7,2533
Configuracdo 11 -22,32 4,16 1,5619
Configuracdo 12 -0,32 9,84 0,8946
Configuracdo 13 -9,76 4,24 0,2398

(fonte: elaborado pelo autor)
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7.2.3 Laje Retangular 3 x 4,5 metros Solucgdes por Trelica Espacial

Os resultados obtidos pelo método de trelica espacial para a analise da laje retangular com 3 x

4,5 metros de lado para todas as vinculacfes propostas estdo apresentadas no quadro 12.

Quadro 12 — Resultados da analise por trelica espacial de laje retangular 3 x 4,5

metros
Vinculacdes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracéo 1 -0,09 5,05 0,1569
Configuracdo 2 -4,33 2,09 0,0690
Configuracdo 3 -5,70 4,76 0,1487
Configuracédo 4 -6,43 3,77 0,1145
Configuracdo 5 -6,10 3,59 0,1096
Configuracdo 6 -5,60 4,43 0,1384
Configuracdo 7 -4,76 2,25 0,0746
Configuracdo 8 -5,66 3,41 0,0832
Configuracdo 9 -4,60 2,18 0,0724
Configuracdo 10 -0,98 10,43 9,7892
Configuracdo 11 -25,02 2,76 1,9555
Configuracdo 12 -0,22 11,31 0,8951
Configuracdo 13 -11,35 5,16 0,3888

(fonte: elaborada pelo autor)

7.3 LAJE RETANGULAR 3 X 6 METROS

A terceira laje analisada foi novamente retangular, mas com dimensdes diferentes. Assim
como os exemplos anteriores, a espessura é de 10 cm, e os lados sdo de 3 e 6 metros. Os
resultados dessa geometria sdo interessantes, pois configura uma laje que seria classificada

como armada em uma so direg&o.
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7.3.1 Laje Retangular 3 x 6 metros Solucbes pelo Método dos Elementos

Finitos

Os resultados obtidos pelo método dos elementos finitos para a analise da laje retangular com

3 x 6 metros de lado para todas as vincula¢Ges propostas estdo apresentadas no quadro 13.

Quadro 13 — Resultados da analise por elementos finitos de laje retangular 3 x 6

metros
Vinculagdes Momento Bordo [kN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracéo 1 -0,01 5,50 0,1919
Configuracédo 2 -4,47 2,23 0,0480
Configuracéo 3 -6,55 5,13 0,1772
Configuracéo 4 -6,55 3,61 0,0958
Configuracéo 5 -6,40 3,50 0,0925
Configuracédo 6 -6,42 4,69 0,1600
Configuracéo 7 -4,55 2,28 0,0495
Configuracéo 8 -6,19 3,35 0,0880
Configuracéo 9 -4,53 2,26 0,0489
Configuragdo 10 -0,40 12,90 13,5386
Configuracdo 11 -25,30 3,20 1,9905
Configuracdo 12 -0,13 12,90 2,1508
Configuracdo 13 -16,00 5,60 0,5965

(fonte: elaborado pelo autor)
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7.3.2 Laje Retangular 3 x 6 metros Solucdes por Analogia de Grelhas

Os resultados obtidos pelo método de analogia de grelhas para a analise da laje retangular
com 3 x 6 metros de lado para todas as vinculagfes propostas estdo apresentadas no quadro
14,

Quadro 14 — Resultados da analise por analogia de grelhas de laje retangular 3 x 6

metros
Vinculacdes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracdo 1 -0,21 5,52 0,2232
Configuracdo 2 -4,56 2,24 0,0542
Configuracdo 3 -6,64 5,12 0,2067
Configuracdo 4 -6,64 3,60 0,1089
Configuracdo 5 -6,56 3,52 0,1055
Configuracdo 6 -6,56 4,64 0,1868
Configuracdo 7 -4,56 2,32 0,0554
Configuracdo 8 -6,32 3,36 0,1007
Configuracdo 9 -4,56 2,24 0,0550
Configuracdo 10 -1,85 19,60 12,8455
Configuracdo 11 -24.64 4,72 2,0367
Configuracdo 12 -0,65 12,96 2,0733
Configuracdo 13 -15,68 5,52 0,5806

(fonte: elaborado pelo autor)

7.3.3 Laje Retangular 3 x 6 metros Solucdes por Trelica Espacial
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Os resultados obtidos pelo método de trelica espacial para a anélise da laje retangular com 3 x
6 metros de lado para todas as vinculagdes propostas estdo apresentadas no quadro 15.

Quadro 15 — Resultados da andlise por trelica espacial de laje retangular 3 x 6

metros
Vinculagdes Momento Bordo [kN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracdo 1 -0,14 6,33 0,1904
Configuracdo 2 -4,63 2,32 0,0755
Configuracdo 3 -5,81 6,25 0,1883
Configuracéo 4 -6,11 4,34 0,1289
Configuracdo 5 -6,01 4,31 0,1280
Configuracdo 6 -5,82 6,15 0,1854
Configuracdo 7 -4,72 2,33 0,0760
Configuracdo 8 -6,78 4,24 0,1064
Configuracdo 9 -4,69 2,33 0,0760
Configuracdo 10 -1,53 16,00 15,5849
Configuracdo 11 -29,81 3,47 3,56154
Configuracdo 12 -0,40 13,64 2,1891
Configuracdo 13 -17,53 7,12 0,9895

(fonte: elaborado pelo autor)

7.4 LAJE QUADRADA 4 X 4 METROS

A guarta laje analisada é quadrada e assim como os exemplos anteriores, a espessura é de 10
cm, a largura de 4 metros. Os resultados dessa geometria sdo interessantes para comparacgao

com outras lajes quadradas.

7.4.1 Laje Quadrada 4 x 4 metros Solucdes pelo Método dos Elementos

Finitos
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Os resultados obtidos pelo método dos elementos finitos para a analise da laje quadrada com 4

metros de lado para todas as vinculag¢Oes propostas estdo apresentadas no quadro 16.

Quadro 16 — Resultados da andlise por elementos finitos de laje quadrada 4 x 4

metros
Vinculagdes Momento Bordo [kN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracdo 1 -0,01 4,60 0,2433
Configuracdo 2 -4,62 2,20 0,0757
Configuracdo 3 e 4 -8,05 3,98 0,1710
Configuracéo 5 -6,66 3,16 0,1319
Configuracdo 6 e 7 -6,70 3,19 0,1148
Configuracdo 8 e 9 -5,88 2,73 0,0960
Configuracédo 10 -0,40 11,20 10,6970
Configuracéo 11 -28,50 3,30 2,6108
Configuracdo 12 -0,14 10,70 0,7696
Configuracdo 13 -8,90 4,15 0,1765

(fonte: elaborado pelo autor)

7.4.2 Laje Quadrada 4 x 4 metros Solucdes por Analogia de Grelhas
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Os resultados obtidos pelo método de analogia de grelhas para a anélise da laje quadrada com
4 metros de lado para todas as vinculagdes propostas estdo apresentadas no quadro 17.

Quadro 17 — Resultados da analise por analogia de grelhas de laje quadrada 4 x 4

metros
Vinculagdes Momento Bordo [kN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracdo 1 -0,20 3,92 0,2955
Configuracdo 2 -5,04 1,84 0,0887
Configuracdo 3 e 4 -8,40 3,60 0,2046
Configuracéo 5 -6,88 2,72 0,1567
Configuracdo 6 e 7 -6,96 2,96 0,1352
Configuracdo 8 e 9 -6,08 2,40 0,1129
Configuracédo 10 -1,09 15,28 10,2128
Configuracéo 11 -29,76 4,64 2,6036
Configuracdo 12 -0,28 10,24 0,7318
Configuracdo 13 7,76 3,84 0,1668

(fonte: elaborado pelo autor)

7.4.3 Laje Quadrada 4 x 4 metros Solugdes por Trelica Espacial

Os resultados obtidos pelo método de trelica espacial para a anélise da laje quadrada com 4

metros de lado para todas as vinculagGes propostas estdo apresentadas no quadro 18.
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Quadro 18 — Resultados da analise por trelica espacial de laje quadrada 4 x 4 metros

Vinculagbes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracgdo 1 -0,10 4,47 0,2724
Configuragéo 2 -5,20 2,09 0,1301

Configuracdo 3 e 4 -8,28 3,94 0,2291
Configuracéo 5 -7,07 3,38 0,1960
Configuracdo 6 e 7 -7,26 2,93 0,1808
Configuracdo 8 e 9 -6,34 2,76 0,1578
Configuracédo 10 -0,88 8,65 12,5693
Configuracdo 11 -34,39 2,73 5,1668
Configuracdo 12 -0,17 11,42 0,6536
Configuracdo 13 -8,82 4,27 0,2478

(fonte: elaborado pelo autor)

7.5 LAJE RETANGULAR 4 X 6 METROS

A quinta laje analisada foi novamente retangular, mas com dimenso6es diferentes. A espessura
é de 10 cm, e os lados sdo de 4 e 6 metros. Os resultados dessa geometria sdo interessantes

para comparagdo com outras lajes retangulares

7.5.1 Laje Retangular 4 x 6 metros Solucbes pelo Método dos Elementos

Finitos

Os resultados obtidos pelo método de elementos finitos para a analise da laje retangular com 4

X 6 metros de lado para todas as vinculagOes propostas estdo apresentadas no quadro 19.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado



Quadro 19 — Resultados da analise por elementos finitos de laje retangular 4 x 6

metros
Vinculacdes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracéo 1 -0,01 7,79 0,4626
Configuracéo 2 -7,26 3,53 0,1315
Configuracéo 3 -10,80 6,75 0,3919
Configuracéo 4 -10,70 5,70 0,2628
Configuracéo 5 -9,99 5,25 0,2389
Configuracdo 6 -10,10 5,61 0,3189
Configuracdo 7 -7,89 3,91 0,1482
Configuracdo 8 -9,09 4,69 0,2104
Configuracéo 9 -7,64 3,75 0,1412
Configuracéo 10 -0,50 18,10 24,0686
Configuracéo 11 -39,70 5,60 4,9190
Configuracéo 12 -0,17 17,90 2,9347
Configuracéo 13 -18,90 7,80 0,7879

78

(fonte: elaborado pelo autor)

7.5.2 Laje Retangular 4 x 6 metros Solucdes por Analogia de Grelhas

Os resultados obtidos pelo método de analogia de grelhas para a anélise da laje retangular
com 4 x 6 metros de lado para todas as vinculagfes propostas estdo apresentadas no quadro
20.
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Quadro 20 — Resultados da analise por analogia de grelhas de laje retangular 4 x 6

metros
Vinculacdes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracéo 1 -0,27 7,68 0,5541
Configuracéo 2 -7,44 3,44 0,1518
Configuracéo 3 -11,04 6,40 0,4683
Configuracéo 4 -11,04 5,68 0,3068
Configuracéo 5 -10,32 5,12 0,2796
Configuracdo 6 -10,40 5,12 0,3785
Configuracdo 7 -8,08 3,92 0,1702
Configuracdo 8 -9,36 4,48 0,2460
Configuracéo 9 -7,84 3,68 0,1626
Configuracéo 10 -2,05 25,04 23,0479
Configuracéo 11 -40,72 7,44 4,9772
Configuracéo 12 -0,57 17,68 2,8565
Configuracéo 13 -17,92 7,60 0,7667
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(fonte: elaborado pelo autor)

7.5.3 Laje Retangular 4 x 6 metros Solucdes por Trelica Espacial

Os resultados obtidos pelo método de trelica espacial para a anélise da laje retangular com 4 x

6 metros de lado para todas as vinculagdes propostas estdo apresentadas no quadro 21.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado



Quadro 21 — Resultados da analise por treliga espacial de laje retangular 4 x 6

metros
Vinculacdes Momento Bordo [KN.m/m] | Momento Central [KN.m/m] | Deflexdo [cm]
Configuracéo 1 -0,08 8,91 0,4935
Configuracéo 2 -7,74 3,73 0,2171
Configuracéo 3 -10,16 8,43 0,4682
Configuracdo 4 -10,21 6,67 0,3597
Configuracéo 5 -10,86 6,39 0,3445
Configuracdo 6 -9,98 7,84 0,4361
Configuracdo 7 -8,50 4,01 0,2345
Configuracdo 8 -8,97 6,03 0,3245
Configuracéo 9 -8,20 3,90 0,2276
Configuragdo 10 -1,80 18,19 27,2214
Configuracdo 11 -45,47 5,02 6,2013
Configuracdo 12 -0,41 19,99 2,8070
Configuracdo 13 -20,19 9,22 1,2242
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(fonte: elaborado pelo autor)
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8. COMPARACAO DOS RESULTADOS

A comparacao dos resultados obtidos para cada método para as lajes estudadas é apresentada
nesse capitulo. Os quadros 22 a 26 apresentam a comparacdo entre os resultados dos trés
métodos para momentos maximos obtidos nas bordas das lajes. Analogicamente, 0s quadros
27 a 31 apresentam a comparacao entre 0s momentos maximos obtidos no centro das lajes e
0s quadros 32 a 36 apresentam a comparagdo entre as deflexdes maximas. A analise dos
resultados foi feita observando dois aspectos, a precisdo (erro) dos métodos de analogia de
grelhas e trelica espacial em relacdo aos elementos finitos, e o fator de seguranca apresentado
pelo método aproximado (positivo caso o resultado seja maior que o apresentado por

elementos finitos, e negativo caso seja menor).

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Quadro 22 — Comparacéo dos resultados de momentos fletores obtidos nas bordas da
laje quadrada 3 x 3 metros pelos trés métodos

Configuracédo

AR

1 -0,01 -0,88 -0,06 8700 500
|i| Configuracédo
— 2 -2,76 -2,80 -2,91 1,44 5,43
] | Configuragdo
3e4 -4,52 -4,72 -4,66 4,42 3,10

a0

Configuracdo
5 -3,74 -3,84 -3,28 2,67 12,29

LY

)

Configuracdo
6e7 -3,76 -3,92 -4,07 4,25 8,24

N

R

Configuracdo

8e9 -3,30 -3,36 -3,55 1,82 7,57
1 Configuracdo 93,55 41,93
10 -0,31 -0,60 -0,44
] Configuracdo
11 -16,10 -16,16 -16,78 0,37 4,22
Configuracdo
12 -0,10 -0,16 -0,09 60 10
] § Configuracdo
13 -5,01 -4,32 -4,02 13,77 19,76

(fonte: elaborada pelo autor)

Na anélise dos resultados de momento de bordas da laje 3 x 3, na maioria dos casos a
diferenca em relacdo ao método dos elementos finitos foi a favor da seguranca e

aproximacdes melhores que as apresentadas pelo método de analogia de grelhas.
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Quadro 23 — Comparacéo dos resultados de momentos fletores obtidos nas bordas da
laje quadrada 4 x 4 metros pelos trés métodos

j E Configuracédo
v 1 -0,01 -0,20 -0,10 1900 900

|i| Configuracédo
— 2 -4,62 -5,04 -5,20 9,09 12,55

] | Configuragdo
3e4 -8,05 -8,40 -8,28 4,35 2,86

p | Configuracdo
- 5 -6,66 -6,88 -7,07 3,30 6,16

] § Configuracéo
7 6e7 -6,70 -6,96 -7,26 3,88 8,36

1 § Configuracdo
8e9 -5,88 -6,08 -6,34 3,40 7,82

Configuracdo
10 -0,40 -1,09 -0,88 173 120

] Configuracdo
11 -28,50 -29,76 -34,39 4,42 20,67

Configuracdo
12 -0,14 -0,28 -0,17 100 21,43

] E Configuracdo
13 -8,90 -7,76 -8,82 12,81 0,90

(fonte: elaborada pelo autor)

A laje 4 x 4 apresentou resultados para 0s momentos de bordas muito superiores para a trelica
espacial em relacdo aos apresentados por elementos finitos, na maioria com fator de
seguranca positivo, com erros maiores que os apresentados pela analogia de grelhas.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Quadro 24 — Comparacéo dos resultados de momentos fletores obtidos nas bordas da
laje retangular 3 x 4,5 metros pelos trés métodos

b
7 Configuracdo
A 1 -0,01 -0,15 -0,09 1400 800

Configuracdo
— 2 -4,08 -4,16 -4,33 1,96 6,13

Configuracdo
3 -6,05 -6,24 -5,70 3,14 5,79

B e

T

Configuracdo
4 -6,00 -6,24 -6,43 4,00 7,17

L

Configuracdo
5 -5,62 -5,76 -6,10 2,49 8,54

AL

Configuracdo
6 -5,65 -5,84 -5,60 3,36 0,88

L
L

| Configuragéo
T 7 -4,44 -4,56 -4,76 2,70 7,21

Ay

Configuracdo
8 -5,11 -5,28 -5,66 3,33 10,76

L L
T

A

Configuracdo
3y 9 -4,30 -4,40 -4,60 2,33 6,98

Y

| Configuragéo
10 -0,40 -2,14 -0,98 435 145

AR

Configuracdo
11 -22,30 -22,32 -25,02 0,09 12,20

o

| | Configuragio
12 -0,12 -0,32 -0,22 167 83

T

Configuracdo
13 -10,70 -9,76 -11,35 8,79 6,07

Y
T

(fonte: elaborada pelo autor)
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Na laje 3 x 4,5 novamente na andlise de momentos de borda, as diferengas foram a favor da
seguranca para a trelica espacial, se comparado aos elementos finitos, a ndo ser nos casos das
configuracBes 3, 10 e 12. Porém, os erros relativos foram maiores que os apresentados pelo

método de analogia de grelhas.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Quadro 25 — Comparacéo dos resultados de momentos fletores obtidos nas bordas da
laje retangular 3 x 6 metros pelos trés métodos

A b
] .| Configuracdo
A 1 -0,01 -0,21 -0,14 2000 1300

Configuracédo
— 2 -4,47 -4,56 -4,63 2,01 3,58

Configuragdo
3 -6,55 -6,64 -5,81 1,37 11,30

B

Ay

Configuracdo
4 -6,55 -6,64 -5,81 1,37 11,30

L

Configuracdo
5 -6,40 -6,56 -6,01 2,50 6,09

AL

Configuracdo
6 -6,42 -6,56 -5,82 2,18 9,35

L
T

Ay

Configuracdo
aay 7 -4,55 -4,56 -4,72 0,22 3,74

L

Configuracdo
8 -6,19 -6,32 -6,78 2,10 9,53

O Y
T

A

Configuracdo
T 9 -4,53 -4,56 -4,69 0,66 3,53

Y

| Configuracdo
10 -0,40 -1,85 -1,53 363 283

AR

Configuracdo
11 -25,30 -24,64 -29,81 2,61 17,83

L

| | Configuracdo
12 -0,13 -0,65 -0,40 400 17,83

Loty

Configuracdo
13 -16,00 -15,68 -17,53 2,00 9,56

Y
T

(fonte: elaborada pelo autor)
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Diferentemente das lajes anteriores, 0s momentos apresentados pela laje de 3 x 6 em muitos
casos, 0s apresentados pela trelica espacial foram inferiores ao dos elementos finitos (contra o
fator de seguranca), como é o caso das configuracbes 3, 4, 5, 6, 10 e 12. Porém, essas

diferencas foram pequenas.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Quadro 26 — Comparacéo dos resultados de momentos fletores obtidos nas bordas da
laje retangular 4 x 6 metros pelos trés métodos

b
] .| Configuracdo
B AR 1 -0,01 -0,27 -0,08 2600 700

Configuracédo
— 2 -7,26 -7,44 -7,74 2,48 6,61

Configuragdo
3 -10,80 -11,04 -10,16 2,22 5,93

B

Ay

Configuracdo
4 -10,70 -11,04 -10,21 3,18 4,58

L

Configuracdo
5 -9,99 -10,32 -10,86 3,30 8,71

AL

Configuracdo
6 -10,10 -10,40 -9,98 2,97 1,19

L
T

| Configuracio
T 7 -7,89 -8,08 -8,50 2,41 7,73

L

Configuracdo
8 -9,09 -9,36 -8,97 2,97 1,32

O Y
T

A

Configuracdo
T 9 -7,64 -7,84 -8,20 2,62 7,33

Y

| Configuracdo
10 -0,50 -2,05 1,80 310 460

AR

Configuracdo
11 -39,70 -40,72 -45,47 2,57 14,53

L

| | Configuracdo
12 -0,17 -0,57 -0,41 235 14,53

Loty

Configuracdo
13 -18,90 -17,92 -20,19 5,19 6,83

Y
T

(fonte: elaborada pelo autor)
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Na laje 4 x 6, apesar de ter 3 configuragcdes com fator de seguranga menor que 1 para a trelica
espacial em relacdo aos elementos finitos (configuracdo 3, 10 e 12) para a analise de
momentos nas bordas, os resultados foram convergentes. Porém com erros maiores que 0S

apresentados por analogia de grelhas.

Quadro 27 — Comparacao dos resultados de momentos fletores obtidos no centro da
laje quadrada 3 x 3 metros pelos trés métodos

Configuragdo
1 2,59 2,22 2,54 14,29 1,93

AR

|i| Configuracdo
— 2 1,24 1,02 1,18 17,74 4,84

Sy

Configuragao
3e4 2,24 2,02 2,24 9,82 0,00

Configuracdo
5 1,78 1,52 1,92 14,61 7,87

LY

)

Configuracdo
6e7 1,80 1,65 1,67 8,33 7,22

N

R

Configuracdo
8e9 1,54 1,34 1,57 12,99 1,95

L

Configuracdo
10 6,29 8,50 5,09 35,14 19,08

Configuracdo
11 1,90 1,52 1,42 20,00 25,26

0

Configuracdo
12 5,99 5,67 6,40 5,34 6,84

Configuracdo
13 2,33 2,13 2,39 8,58 2,58

S
R

(fonte: elaborada pelo autor)

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Na comparacdo dos momentos de centro do véo na laje 3 x 3, os resultados da trelica espacial
foram mais convergentes que o outro método para elementos finitos, porém em alguns casos

com fatores de seguranca inferiores a 1 (configuracdes 1, 2, 6, 7, 10 e 11).

Quadro 28 — Comparacao dos resultados de momentos fletores obtidos no centro da
laje quadrada 4 x 4 metros pelos trés métodos

j ; Configuracdo 4,47
v 1 4,60 3,92 14,78 2,83
|i| Configuracio
— 2 2,20 1,84 2,09 16,36 5
] | Configuracéo 3,60
— 3e4 3,98 3,94 9,55 1,01

Configuracdo
5 3,16 2,72 3,38 13,92 6,96

1

)

Configuracdo
6e7 3,19 2,96 2,93 7,21 8,15

wh N

R

Configuracdo
8e9 2,73 2,40 2,76 12,09 1,10

oL

Configuracdo
10 11,20 15,28 8,65 36,43 22,77

Configuracdo
11 3,30 4,64 2,73 40,61 17,27

Aty

Configuracdo
12 10,70 10,24 11,42 4,30 6,73

Configuracdo
13 4,15 3,84 4,27 7,47 2,89

SNy
R

(fonte: elaborada pelo autor)
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Na comparagdo dos momentos de centro do véo na laje 4 x 4, na maioria dos casos 0S
resultados da trelica espacial apresentaram fator de seguranga positivo em relacdo aos
elementos finitos, menos nas configuracbes 6, 7 e 10 em que as diferencas foram

consideraveis. Nestes casos a analogia de grelhas apresentou melhores resultados.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Quadro 29 — Comparacéo dos resultados de momentos fletores obtidos no centro da
laje retangular 3 x 4,5 metros pelos trés métodos

Ah b
] .| Configuracdo
e 1 4,38 4,32 5,05 1,37 15,30

Configuracédo
— 2 1,99 1,92 2,09 3,52 5,03

Configuragdo
3 3,80 3,60 4,76 5,26 25,26

B

Ay

Configuracdo
4 3,21 3,20 3,77 0,31 17,45

L

Configuracdo
5 2,95 2,88 3,59 2,37 21,69

AL

Configuracdo
6 3,16 2,88 4,43 8,86 40,19

L
T

| Configuracio
T 7 2,20 2,16 2,25 1,82 2,27

L

Configuracdo
8 2,64 2,48 3,41 6,06 29,17

O Y
T

A

Configuracdo
T 9 2,11 2,08 2,18 1,42 3,32

Y

| Configuracdo
10 10,10 14,00 10,43 38,61 3,27

AR

Configuracdo
11 3,10 4,16 2,76 34,19 10,97

L

| | Configuracdo
12 10,00 9,84 11,31 1,60 13,10

Loty

Configuracdo
13 4,40 4,24 5,16 3,64 17,27

Y
T

(fonte: elaborada pelo autor)
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Na comparacdo dos momentos de centro do vdo na laje 3 x 4,5, os resultados da trelica
espacial apresentaram fator de seguranga positivo em relacéo aos elementos finitos, porém em

alguns casos muito superior ao adequado.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Quadro 30 — Comparacéo dos resultados de momentos fletores obtidos no centro da
laje retangular 3 x 6 metros pelos trés métodos

b

] .| Configuracdo
A 1 5,50 5,52 6,33 0,36 15,09

Configuracédo
— 2 2,23 2,24 2,32 0,45 4,04

3 Configuracgéo
3 3 5,13 5,12 6,25 0,19 21,83

Configuracdo
4 3,61 3,60 4,34 0,28 20,22

] Configuracéo
- 5 3,50 3,52 4,31 0,57 23,14

] - | Configuragdo
6 4,69 4,64 6,15 1,07 31,13

| Configuracio
e 7 2,28 2,32 2,33 1,75 2,19

] - | Configuragéo
: 8 3,35 3,36 4,24 0,30 26,57

] Configuracdo
T 9 2,26 2,24 2,33 0,88 3,10

| Configuracdo
10 12,90 19,60 16,00 51,94 24,03

NN

] Configuracéo
11 3,20 4,72 3,47 47,50 8,44

| | Configuracdo
12 12,90 12,96 13,64 0,47 574

] - | Configuracéo
. 13 5,60 5,52 7,12 1,43 27,14

(fonte: elaborada pelo autor)
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Na comparagdo dos momentos de centro do véo na laje 3 x 6, em todas as configuracdes 0s
resultados da trelica espacial apresentaram fator de seguranca positivo em relacdo aos

elementos finitos com uma boa convergéncia entre os trés metodos.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Quadro 31 — Comparacéo dos resultados de momentos fletores obtidos no centro da
laje retangular 4 x 6 metros pelos trés métodos

A b
] .| Configuracdo
A 1 7,79 7,68 8,91 1,41 14,38

Configuracédo
— 2 3,53 3,44 3,73 2,55 5,67

Configuragdo
3 6,75 6,40 8,43 5,19 24,89

B

Ay

Configuracdo
4 5,70 5,68 6,67 0,35 17,02

L

Configuracdo
5 5,25 5,12 6,39 2,48 21,71

AL

Configuracdo
6 5,61 5,12 7,84 8,73 39,75

L
T

| Configuracio
T 7 3,91 3,92 4,01 0,26 2,56

L

Configuracdo
8 4,69 4,48 6,03 4,48 28,57

O Y
T

A

Configuracdo
T 9 3,75 3,68 3,90 1,87 4,00

Y

| Configuracdo
10 18,10 25,04 18,19 38,34 0,50

AR

Configuracdo
11 5,60 7,44 5,02 32,86 10,36

L

| | Configuracdo
12 17,90 17,68 19,99 1,23 11,68

Loty

Configuracdo
13 7,80 7,60 9,22 2,56 18,21

Y
T

(fonte: elaborada pelo autor)
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Na comparacdo dos momentos de centro do vao na laje 4 x 6, os resultados da trelica espacial
apresentaram fator de seguranca positivo em relacdo aos elementos finitos em todas as
configuracBes, e os resultados convergentes forma melhores que os apresentados pela

analogia de grelhas.

Andlise da viabilidade de uso do modelo de trelica espacial para analise de lajes de concreto armado
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Quadro 32 — Comparacéo dos resultados de deflexdo maxima da laje quadrada 3 x 3
metros pelos trés métodos

Configuracédo

AR

1 0,0769 0,0933 0,0868 21,33 12,87
":” Configuracédo
— 2 0,0239 0,0283 0,0414 18,41 73,22
] | Configuragdo
3ed 0,0540 0,0647 0,0730 19,81 35,19

a0

Configuracdo
5 0,0415 0,0495 0,0625 19,28 50,60

LY

)

Configuracdo
6e7 0,3630 0,0430 0,0575 88,15 84,16

N

R

Configuracdo
8e9 0,0303 0,0359 0,0502 18,48 65,68

Configuracdo
10 3,3846 3,2121 4,0920 5,10 20,90

Configuracdo
11 0,8258 0,8154 1,6646 1,26 102

0

Configuracdo
12 0,2434 0,2287 0,2080 6,04 14,54

A

Configuracdo
13 0,0558 0,0520 0,0792 6,81 41,94

S
R

(fonte: elaborada pelo autor)

Na comparacdo entre a deflexdo apresentada pela laje 3 x 3, a analogia de grelhas foi mais
convergente para os elementos finitos, porém a trelica espacial apresentou deflexdes préximas
e até melhores em alguns casos. Porém na configuracdo 6 nenhum dos métodos convergiu.
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Quadro 33 — Comparacéo dos resultados de deflexdo méxima da laje quadrada 4 x 4
metros pelos trés métodos

Configuracédo

AR

1 0,2433 0,2955 0,2724 21,45 11,96
":” Configuracédo
— 2 0,0757 0,0887 0,1301 17,17 71,86
] | Configuragdo
3e4 0,1710 0,2046 0,2291 19,65 33,98

a0

Configuracdo
5 0,1319 0,1567 0,1960 18,80 48,60

LY

)

Configuracdo
6e7 0,1148 0,1352 0,1808 17,77 57,49

N

R

Configuracdo
8e9 0,0960 0,1129 0,1578 17,60 64,38

Configuracdo
10 10,6970 10,2128 12,5693 4,53 17,50

Configuracdo
11 2,6108 2,6036 5,1668 0,28 97,90

0

Configuracdo
12 0,7696 0,7318 0,6536 4,91 15,07

A

Configuracdo
13 0,1765 0,1668 0,2478 5,50 40,40

S
R

(fonte: elaborada pelo autor)

Na comparagdo entre a deflex&o apresentada pela laje 4 x 4, os resultados da trelica espacial
ndo convergiram para 0s apresentados pelos outros métodos. As configuracdes que mais se

aproximaram ainda foram as com bordas simplesmente apoiadas.
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Quadro 34 — Comparacéo dos resultados de deflexdo méxima da laje retangular 3 x
4,5 metros pelos trés métodos

100

b
] .| Configuracdo
B AR 1 0,1463 0,1749 0,1569 19,55 7,25
Configuracédo
— 2 0,0416 0,0483 0,0690 16,11 65,87
3 Configuracgéo
3 3 0,1240 0,1481 0,1487 19,44 19,92
Configuracdo
4 0,0831 0,0972 0,1145 16,97 37,79
] Configuracéo
7 5 0,0756 0,0887 0,1096 17,33 44,97
] - | Configuragdo
6 0,1009 0,1198 0,1384 18,73 37,17
| Configuracio
T 7 0,0469 0,0542 0,0746 15,57 59,06
] - | Configuragéo
. 8 0,0665 0,0780 0,0832 17,29 25
] Configuracdo
T 9 0,0447 0,0518 0,0724 15,88 61,97
| Configuracdo
10 7,6154 7,2533 9,7892 4,75 28,54
NN
] Configuracéo
11 1,5561 1,5619 1,9555 0,37 25,67
| | Configuracdo
12 0,9284 0,8946 0,8951 3,64 3,59
] - | Configuracéo
. 13 0,2492 0,2398 0,3888 3,77 56,02

(fonte: elaborada pelo autor)
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Na comparacgdo entre a deflexdo apresentada pela laje 3 x 4,5, os dois métodos comparados
aos elementos finitos foram muito semelhantes, porém em alguns casos a analogia de grelhas

foi mais convergente que a trelica espacial.
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Quadro 35 — Comparacéo dos resultados de deflexdo maxima da laje retangular 3 x
6 metros pelos trés métodos

102

b
] .| Configuracdo
B AR 1 0,1919 0,2232 0,1904 16,31 0,78
Configuracédo
— 2 0,0480 0,0542 0,0755 12,92 57,29
3 Configuragéo
3 3 0,1772 0,2067 0,1883 16,65 6,26
Configuracdo
4 0,0958 0,1089 0,1289 13,67 34,55
] Configuracéo
7 5 0,0925 0,1055 0,1280 14,05 38,38
] - | Configuragdo
6 0,1600 0,1868 0,1854 16,75 15,88
| Configuracio
T 7 0,0495 0,0554 0,0760 11,92 53,54
] - | Configuragéo
. 8 0,0880 0,1007 0,1064 14,43 20,91
] Configuracdo
T 9 0,0489 0,0550 0,0760 12,47 55,42
| Configuracdo
10 13,5386 12,8455 15,5849 5,12 15,11
NN
] Configuracéo
11 1,9905 2,0367 3,5154 2,32 76,61
| | Configuracdo
12 2,1508 2,0733 2,1891 3,60 1,78
] - | Configuracéo
. 13 0,5965 0,5806 0,9895 2,67 65,88

(fonte: elaborada pelo autor)

Luciano Crozara. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2013



103

Na comparacéo entre a deflex@o apresentada pela laje 3 x 6, novamente a analogia de grelhas
foi mais convergente para os elementos finitos, e a trelica espacial apresentou deflexdes em

alguns casos com erro bem relevante.
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Quadro 36 — Comparacéo dos resultados de deflexdo maxima da laje retangular 4 x
6 metros pelos trés métodos

104

b
] .| Configuracdo
B AR 1 0,4626 0,5541 0,4935 19,78 6,68
Configuracédo
— 2 0,1315 0,1518 0,2171 15,44 65,10
3 Configuracgéo
A 3 0,3919 0,4683 0,4682 19,49 19,47
Configuracdo
4 0,2628 0,3068 0,3597 16,74 36,87
] Configuracéo
- 5 0,2389 0,2796 0,3445 17,04 44,20
] - | Configuragdo
6 0,3189 0,3785 0,4361 18,69 36,75
| Configuracio
T 7 0,1482 0,1702 0,2345 14,84 58,23
] - | Configuragéo
& 8 0,2104 0,2460 0,3245 16,92 54,23
] Configuracdo
T 9 0,1412 0,1626 0,2276 15,16 61,19
| Configuracdo
10 24,0686 23,0479 27,2214 4,24 13,10
NN
] Configuracéo
11 4,9190 4,9772 6,2013 1,18 26,07
| | Configuracdo
12 2,9347 2,8565 2,8070 2,66 4,35
] - | Configuracéo
. 13 0,7879 0,7667 1,2242 2,69 55,38

(fonte: elaborada pelo autor)

Luciano Crozara. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2013
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Na comparacgdo entre a deflexdo apresentada pela laje 4 x 6, a trelica espacial apresentou
deflexdes muito diferentes que as apresentados pelos outros métodos. A Unica configuracao

que apresentou alguma convergéncia foi a 12.

Os resultados apresentados pela trelica espacial tiveram uma convergéncia melhor nas lajes
quadradas sem bordas livres, apresentando erros relativos menores que a analogia de grelhas
em alguns casos. Nas lajes retangulares a convergéncia da trelica espacial ndo foi boa,
principalmente em modelos com bordas livres, com algumas exce¢des que apresentaram erro

inferior ao de analogia de grelhas.
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9. CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

As solucbes apresentaram resultados diferentes para cada tipo de laje e configuragdo de
vinculagdo conforme o método utilizado. Os resultados apresentados no capitulo 8

demonstram a diferenca de cada analise.

9.1 CONCLUSOES SOBRE LAJES QUADRADAS

Nos momentos nas bordas, o método de trelica espacial apresentou resultados coerentes
préximos a zero nas bordas simplesmente apoiadas, e nas configuracbes com bordas
engastadas e livres, os resultados apresentados pelo método de analogia de grelhas apresentou
uma convergéncia ligeiramente melhor em relacdo aos elementos finitos. Porém, ainda assim

as respostas da trelica foram muito boas.

Nos momentos no centro do vao, as configuracbes com bordas apoiadas e engastadas
apresentaram resultados melhores pelo método de trelica espacial. Porém as configuracdes
com bordas livres, os resultados da trelica ndo convergiram e a analogia de grelhas apresentou

melhores resultados em relacdo aos elementos finitos.

A deflexd@o na trelica espacial apresentou bom resultado apenas nas configuracGes com bordos
apoiados ou com apenas um bordo engastado. Em todas as outras configuracdes, as deflexdes

da trelica ndo convergiram para 0s outros métodos.

9.2 CONCLUSOES SOBRE LAJES RETANGULARES

Nos momentos nas bordas, 0 método de trelica espacial apresentou resultados semelhantes aos
da analogia de grelhas, sendo coerentes e proximos a zero nas bordas simplesmente apoiadas,
e nas configuragcBes com bordas engastadas e livres ndo apresentou uma convergéncia tdo boa
quanto os resultados apresentados pelo método de analogia de grelhas em relacdo aos

elementos finitos.

Nos momentos no centro do véo, somente as configura¢fes com as bordas maiores engastadas

apresentaram resultados melhores pelo método de trelica espacial. Porém em todas as outras

Luciano Crozara. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2013
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configuracdes, os resultados da trelica foram piores que a analogia de grelhas em relagéo aos

elementos finitos.

A deflexdo na trelica espacial apresentou resultados piores que os da analogia de grelhas em

relacdo aos elementos finitos.

9.3 CONCLUSOES FINAIS

As respostas mais satisfatdrias para os modelos de lajes quadradas com bordas simplesmente
apoiadas, ou com apenas uma borda engastada, mostraram que a calibracdo feita através de
uma laje quadrada e simplesmente apoiada foi mais adequada para a analise desse tipo de
vinculagdo do que para modelos com a maioria das bordas engastadas, ou todas as bordas
engastadas. Esse trabalho mostrou que, sendo feita a correta calibracdo do modelo, a trelica
espacial pode ser utilizada para analise de lajes. Porém, essa calibracdo deve ser feita a partir
de um modelo com as vinculagGes e geometria (relacdo entre os lados) semelhantes as da laje

a ser analisada.

Do ponto de vista computacional, o processo de montagem dos modelos de trelica se torna
simples porque basicamente é a definicdo da quantidade de mddulos cubicos (figura 18)
necessarios, as vinculages e carregamentos. E um procedimento semelhante ao de qualquer
outro método. Porém, uma desvantagem é a grande quantidade de barras necessérias, isso é
um limitador para lajes de areas maiores, ficando restrita a modelos de aproximadamente 25
metros quadrados (para mddulos cubicos de 10 cm de lado) para o software utilizado neste
trabalho. Portanto, o uso desse método se torna viavel apenas para lajes de pequenas

dimensoes.

No uso para projeto de lajes de concreto armado, a quantificacdo de faixas de armadura é
semelhante ao processo de analogia de grelhas, mas com a vantagem de obter faixas nas duas

direcdes da laje. Por isso as armaduras para as lajes de concreto séo de facil obtencéo.
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