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Em 1924, motivado por um trabalho de S. Bose sobre a radiagdo do corpo negro, A. Einstein escreveu uma
série de trés artigos acerca das propriedades termodinamicas de um gas ideal quantico. No segundo destes ar-
tigos, publicado em janeiro de 1925, ele previu o fendémeno da “condensagdo” dos dtomos nédo interagentes no
estado fundamental a partir de uma certa densidade critica do gas, fendmeno este que veio a ser posteriormente
conhecido como Condensacao de Bose-Einstein (CBE). Neste primeiro artigo discuto detalhadamente o trabalho
de Bose e as implicacgdes do método por ele desenvolvido sobre o trabalho de Einstein. Em um artigo posterior
discutir-se-a o trabalho de Einstein.

Palavras-chave: mecanica estatistica, condensacao de Bose-Einstein, historia da Fisica.

In 1924, motivated by a work of S. Bose on the black-body radiation problem, A. Einstein wrote a series of
three articles where he derived the thermodynamic properties of an ideal quantum gas. In the second article,
published in January 1925, Einstein predicted the “condensation” of the noninteracting atoms into the ground
state after a certain density threshold had been reached. This phenomenon came to be known as Bose-Einstein
Condensation (BEC). In this article, the first of a sequel, I discuss Bose’s paper in detail and the implications the
method he developed had on Einstein’s work. In a forthcoming article Einstein’s contributions will be discussed.

Keywords: statistical mechanics, Bose-Einstein condensation, history of Physics.

1. Introducao

Em 1924 o jovem fisico indiano Satyendra Nath Bose
enviou a Albert Einstein uma cépia do trabalho intitu-
lado Planck’s Law and The Light Quantum Hypothesis
no qual ele obtivera a Férmula de Planck para a ra-
diacdo do corpo negro?. Na carta enviada, Bose solici-
tava a Einstein que, em julgando seu trabalho meritério,
providenciasse para que seu artigo fosse publicado na
Zeitschrift fir Physik, da qual Einstein era editor®.
Ciente da importancia do trabalho de Bose, Einstein
traduziu-o e fé-lo publicar, acrescentando ao final de sua
tradugao o comentario: “... A deducdo de Bose para a
formula de Planck se me afigura como um importante
avango. O método aqui utilizado produz também uma
teoria quantica do gds ideal, como mostrarei em outro
lugar” . Einstein veio de encontro a esta promessa com

1E-mail: dahmen@if.ufrgs.br.

uma série de trés artigos nos quais aplicava o método de
Bose a um gas de moléculas macigas nao interagentes.
Mas em que consistia este método e porque, na visao
de Einstein, ele representaria um avango?

O problema da radiagdo térmica do corpo negro
pode ser colocado, sem qualquer sombra de divida,
entre os mais importantes na historia da evolucao
da Fisica, pois ele deu inicio a revolugao quantica.
Como bem frisou o historiador da ciéncia J. Renn
em artigo recente [1], a superagdo de paradigmas na
ciéncia se d4 quando problemas de areas fronteirigas da
ciéncia classica se chocam — no caso do corpo negro,
a eletrodindmica de Maxwell e a termodinamica — e
entao, para que esta superacao seja concretizada, uma
mudanga na estruturas dos chamados niveis de conheci-
mento se faz necessdria. Conceitos antigos devem ser

2Este trabalho havia sido rejeitado pelo periédico inglés Philosophical Magazine. Cf. A. Pais, op. cit.. Ele foi publicado em Zeit.
Phys. 26, 178 (1924), sob o titulo Plancks Gesetz und die Lichtquantenhypothese.

3A carta de Bose inicia-se assim: “Respeitado Sr., tomei a iniciativa de enviar-lhe o artigo incluso para sua apreciagdo. Estou
ansioso por saber o que o Sr. acha dele. O Sr. verd que arrisquei-me a deduzir o coeficiente 8wu> /03 na lei de Planck independente-

mente da eletrodindmica cldssica.”.
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reavaliados e a eles dada uma nova interpretagao. Um
novo edificio é erigido sobre estruturas pré-existentes.
Esta perspectiva pode ser bem ilustrada no trabalho
de Planck: com sua teoria para a radiagao da cavi-
dade do corpo negro ele conseguiu uma férmula que
interpolava os resultados experimentais de O. Lummer,
E. Pringsheim, H. Rubens e F. Kurlbaum de maneira
muito precisa. A teoria de Planck, que foi construida
sobre uma brilhante combinacao dos trés pilares fun-
damentais da Fisica do século XIX — a mecanica, a
termodinamica e a eletrodindmica — deixa transpare-
cer o trabalho de um mestre. Porém, ao final de seu
trabalho, Planck se viu obrigado a introduzir a idéia
da quantizagao da energia de troca entre a radiacao e
as paredes do corpo negro, criando assim a idéia do
quantum de energia, algo até entao impensavel dentro
dos canones da fisica classica. Faltou a Planck porém o
passo crucial da interpretacao, na medida em que sendo
ele um fisico de formacao classica, a hipétese da quan-
tizagao da energia parecia antes um mal necesséario e
nao um principio fundamental [2]. Alguns anos mais
tarde, mais precisamente em 1916, Einstein publica um
trabalho intitulado Zur Quantentheorie der Strahlung
(Acerca da Teoria Quantica da Radiagao) no qual, no-
vamente, o problema do corpo negro volta & tona [3].
Usando idéias de sua revoluciondria teoria dos Quanta
de Luz de 1905 bem como dos trabalhos de Bohr de
1913, Einstein conseguiu, a menos de um fator indeter-
minado, reproduzir os resultados de Planck usando a
entao recém-criada mecanica quantica. Mas esse fator
indeterminado era justamente uma pega fundamental
na equacao de Planck e Einstein entao se viu obrigado a
recorrer a um argumento classico para conseguir ajustar
sua equacao. Quando Bose envia sua carta oito anos de-
pois, junto a ela vai uma nova teoria: considerando que
a radiacao nada mais era que um gds de fotons e por-
tanto passivel de um tratamento segundo os métodos da
mecanica estatistica de Maxwell, Boltzmann e Gibbs,
Bose reformulou, de maneira inovadora, as leis desta
ciéncia de modo a nela incorporar as idéais da mecanica
quantica e reproduzir, assim, o resultado de Planck sem
recorrer a quaisquer elementos da fisica cldssica. Eins-
tein percebeu de imediato a importancia do trabalho de
Bose. E nao apenas isso: se o método de Bose tivera
éxito com um gés de particulas nao macicas, a extensao
de suas idéias a um géds de particulas com massa nao
interagentes deveria ser nao apenas factivel mas algo
inevitdvel — uma teoria quéntica do gds ideal! Logo
na introducao do segundo artigo da série de trés que
publicou, Einstein afirma: “... Se a dedu¢ao de Bose
para a Formula da Radiacao de Planck for considerada
seriamente, nao se poderd entdo passar ao largo de tal
teoria para o gds ideal ...” [4].

Vistos em conjunto, os trabalhos de Bose e Einstein
restringiram-se assim nao apenas na reproducao de um
resultado ja conhecido (no caso de Bose) ou na extenséo
de um método a um problema diferente (no caso de
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Einstein), mas antes sim em dar & mecanica estatistica
uma nova roupagem conceitual, mudando os alicerces
sobre os quais esta ciéncia estava fundada.

No presente trabalho discuto detalhadamente o tra-
balho de Bose na forma de um prelidio ao segundo
artigo de Einstein, que é o objetivo principal deste es-
tudo e que sera discutido detalhadamente em um artigo
subseqiiente [5].

A pergunta que devemos nos fazer porém é a
seguinte: por qual motivo seria este segundo artigo de
Einstein tao relevante e, na opiniao de muitos histori-
adores da ciéncia, o mais importante dos trés artigos
por ele escritos sobre o tema, a ponto de se tornar o
foco de nossas atengoes? Baseado nas equagoes deduzi-
das no primeiro artigo, Einstein prevé que, ao atingir
uma certa densidade critica, ocorrera uma condensagao
das particulas nao interagentes no estado fundamen-
tal, a chamada Condensacao de Bose-Einstein (CBE),
de maneira andlogo aquela pela qual um gas real de
particulas interagentes se condensa [6]. Mas por ser
uma “Condensagao sem Interacao” o fenémeno pre-
visto por Einstein s6 pode ocorrer devido a um meca-
nismo fisico inteiramente novo e que, posteriormente,
entendeu-se como sendo de origem puramente quantica:
o surgimento de correlagbes entre as particulas em
funcao das propriedades de simetria da fungao de onda
do sistema. Nos tltimos anos este tema tem se tornado
cada vez mais relevante: em 1995 os grupos de W. Ket-
terle no MIT e de E.A. Cornell e C.E. Wiemann no
JILA lograram criar condensados a partir de vapores de
sodio e rubidio, confinados em armadilhas magnéticas e
esfriados a temperaturas extremamente baixas, da or-
dem de nanokelvin [7, 8]. A importancia destes ex-
perimentos se deve nao apenas ao estado-da-arte das
técnicas experimentais empregadas, técnicas estas que
tiveram um grande avancgo na década de 80, como o res-
friamento 6ptico e as armadilhas opto-magnéticas [9]:
ela se deve ao fato que estes experimentos mostraram,
pela primeira vez e de maneira inequivoca, a existéncia
de condensados. Embora o tema ja fosse antigo e nao
muito tempo apéds o trabalho de Einstein Fritz London
tivesse argumentado que a superfluidez do *He repre-
sentaria uma manifestacao da CBE, a “certificagao”
experimental da presenca de um condensado na fase su-
perfluida do hélio s6 foi obtida em 1995 [10]. Seja por
nos remeter a questoes fundamentais da fisica quéntica,
seja por suas possiveis aplicagoes experimentais, é cada
vez maior o nimero de artigos na area e também o de
estudantes que logo nos semestres iniciais dos cursos de
Fisica entram em contato com o assunto. Para aqueles
interessados em estudar a CBE o artigo de V. Bagnato
[9], onde os aspectos tedricos e experimentais sdo dis-
cutidos de maneira detalhada, é um excelente ponto
de partida. Ha também exposi¢oes em um nivel mais
avangado como o artigo de revisdo de A. Leggett [11]
ou mais recentemente de A.F.R. de Toledo Piza [12]. O
tema também ja ha muito faz parte dos livros-texto de
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mecanica estatistica, como por exemplo no livro de K.
Huang, que traz um extenso capitulo sobre o assunto
[13]. Porque entdo mais um artigo?

O presente trabalho busca propiciar um estimulo
aqueles que queiram aprender acerca do tema através
de uma perspectiva diferente: o da discussao, passo a
passo, dos trabalhos originais de Bose e Einstein e a
exploragao da analogia entre a CBE e a condensacao
em um gas interagente. Einstein, embora de maneira
sucinta, recorre a esta analogia para explicar o novo
fenomeno. Este paralelo é extremamente interessante
por permitir explorar as similaridades entre a Fisica
dos CBE’s e a condensagao real de um gés interagente.
A grande maioria dos textos modernos sobre o assunto
introduz o tema da CBE de uma maneira totalmente in-
dependente e sem chamar a atencao para esta analogia
entre os formalismos das duas teorias. E importante
notarmos aqui que a teoria de Einstein é anterior as
principais teorias de condensagao e foi ela em grande
parte responsdvel pelo surgimento destas [14, 15, 16].
Também, a critica de G.E. Uhlenbeck sobre o fato
da CBE estar possivelmente relacionada a um recurso
matematico do qual Einstein langara mao, quando nao
deveria té-lo feito, deu inicio as discussoes que levaram
a um melhor entendimento do problema de transigoes
de fase em mecanica estatistica [17].

Este artigo nao é um tratado sobre a histéria da
Fisica, e nem o autor tem a pretensao que ele o seja. No
entanto os trabalhos de Bose e Einstein marcam a uniao
entre a mecanica estatistica de Boltzmann, Gibbs e
Maxwell com a mecanica quantica de Planck, Einstein e
Bohr e assim o nascimento daquilo que hoje chamamos
de mecanica estatistica quantica. Optou-se deste modo
por uma abordagem que segue, a0 menos cronologica-
mente, o descobrimento da CBE. Com vistas a tornar
o trabalho mais acessivel, este estudo foi dividido em
dois artigos que, embora voltados ao mesmo tema, po-
dem ser lidos independentemente. No presente trabalho
concentramo-nos em Bose, em particular nos pontos
onde seu método desviou-se daquele de seus predeces-
sores. A leitura ndo requer um conhecimento prévio
de mecanica estatistica, motivo pelo qual os métodos
sao explicados de maneira detalhada. Para aqueles ja
familiarizados com estes métodos e interessados direta-
mente na CBE, sugere-se iniciar a leitura pelo segundo
artigo, onde discutimos diretamente a contribuicao de
Einstein, a polémica levantada por Uhlenbeck e a teo-
ria de condensacao em gases interagentes. Ali também
discute-se em detalhe esta analogia em seus aspectos
fisicos e matematicos.

O presente artigo estd assim dividido: iniciando por
Planck na secao 2, discutimos sucintamente o trabalho
sobre a radiagao do corpo negro que serviu de motivagao
a Bose. A secdo 3 contém o corpo principal do trabalho:
discute-se inicialmente a critica de Bose a Planck e Eins-
tein e, na sequéncia, sao discutidos os pontos-chave do
trabalho de Bose. Finalizamos o artigo com algumas
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consideragoes gerais na segao 4.

2. Prélogo: Planck, Einstein e a ra-
diacao do corpo negro

O ano de 1900 marca nao apenas o final de um século no
qual grande parte da Fisica dita classica foi firmemente
estabelecida em seus aspectos mais fundamentais como
também representa a data do nascimento da mecanica
quéantica, que viria definir os rumos da Ciéncia do século
que estava por iniciar. A Fisica estava entao assentada
fortemente sobre trés pilares: a mecanica (fisica dos
meios ponderdveis), a eletrodinamica (fisica do éter)
e a termodinamica (fisica do calor). A mecanica es-
tatistica de Maxwell, Boltzmann e Gibbs ja surgira no
horizonte, mas nao tinha até entao granjeado o sta-
tus que hoje possui. O sucesso da fisica classica era
tanto que, em 1903, M. Michelson afirmou, perempto-
riamente, que “... As leis fundamentais mais impor-
tantes e os fenomenos bdsicos foram ja todos descober-
tos e estao de tal forma estabelecidos, que a possibi-
lidade de serem colocados de lado por novas descober-
tas parece estar muito distante. Devemos buscar nossas
prozimas descobertas na 6a. casa decimal” [18]. Havia
no entanto duas grandes questoes que a fisica classica
nao conseguira responder: o problema do comporta-
mento do calor especifico dos sélidos a baixas tempera-
turas e a questao da radiacao do corpo negro. FEste
ultimo problema, sua histéria e os trabalhos de Planck
foram discutidos em um excelente artigo de N. Studart,
publicados nesta revista por ocasiao do centenario do
primeiro artigo de Planck [2]. Discutiremos aqui apenas
alguns detalhes relevantes aos trabalhos de Einstein e
Bose.

Em 1859 Gustav Robert Kirchhoff mostrara que
havia uma importante relacao entre o coeficiente de
emissao e absor¢ao de radiacao eletromagnética de
um corpo em equilibrio termodinamico a uma dada
temperatura T: sendo e,dv a energia emitida por
unidade de area e tempo no entorno de uma frequéncia
v e a, o chamado coeficiente de absorcao, Kirchhoff
provou que a razao entre e, e a, independia das carac-
teristicas fisicas do corpo e era fungao apenas da tem-

peratura T e da frequéncia v. Em outras palavras,
1 @ (n)

para diferentes corpos de coeficientes e, ’/, e, ", ..., ey
1 (2 (n) _ 1 z
eay’,ay ,...,ay valia a relagao
e(yl) B 6,(,2) B B el(/n) (1)
RO R R

Se imaginarmos um corpo ideal (hipotético) tal que
toda a radiagao sobre ele incidente seja absorvida
(a, = 1 e portanto o nome “corpo negro”), entao
pelas consideragoes de Kirchhoff teremos

@ a’(/2)——71

(negro)
el/

— eilnegro) , (2)
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ou seja, a razao entre os coeficientes é numericamente
igual ao coeficiente de emissao de um corpo idealizado
- uma constante universal. O argumento impecavel de
Kirchhoff, segundo o qual se (2) néo fosse verdadeira
poder-se-ia entao construir um perpetuum mobile do se-
gundo tipo (em outras palavras, um dispositivo que vi-
olasse a segunda lei da termodinamica), deu inicio a
uma série de trabalhos cujo objetivo era o de deter-
minar as propriedades fisicas deste corpo padrao que,
embora idealizado, podia ser bem aproximado por uma
cavidade metalica revestida de platina. Aqui uma das
grandezas de interesse (por ser proporcional ao espec-
tro de radiagdo emitido) é a fungdo de distribuicao
p (T,v), definida como a densidade volumétrica de
energia da radiacao de frequéncia entre v e v + d v,
dentro da cavidade. Determinar esta grandeza para
todo o espectro possivel de frequéncias e temperaturas
tornou-se um dos principais problemas da época. As-
sim, em especial a partir de 1896, através de uma série
de medidas experimentais realizadas no Physikalisch-
Technische Reichsanstalt de Berlin por O. Lummer, E.
Pringsheim, H. Rubens e F. Kurlbaum foi possivel de-
terminar, de maneira inequivoca, a dependéncia de p
em T e v (esquematicamente representada pela curva
sélida na Fig. 1). Pelo lado tedrico, havia dois resul-
tados que se aplicavam aos limites de altas e baixas
frequéncias respectivamente

o(T,v) = av? e~ T  Lei de Wien-Planck (3)
87 12 . .
p(T,v) = = kT Lei de Rayleigh-Jeans (4)

Nestas expressoes a e (3 eram constantes ajustaveis e ¢
e kp representavam a velocidade da luz e a constante
de Boltzmann, respectivamente. Estas duas leis porém
nao eram capazes de explicar o regime de frequéncias
intermedidrias.

T - T T T
‘_ Wien-Planck
B I n = Experimental
1 — - Rayleigh-Jeans

p(v.T)

\Y

Figura 1 - Representagdo esquemadtica da forma da curva experi-
mental para a densidade de energia da radiagdo do corpo negro
p(v,T) para um T fixo e as respectivas aproximagoes de Wien-
Planck (altas frequéncias) e Rayleigh-Jeans (baixas frequéncias).

Nao obstante a boas interpolacées, a férmula de
Wien-Planck era insustentdvel do ponto de vista tedrico
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em funcao de premissas adotadas, além de levar a
uma divergéncia para o regime de baixas frequéncias
(a famosa catéstrofe do infravermelho). Embora, sob o
ponto de vista tedrico, a deducao de Rayleigh e Jeans
estivesse assentada sobre bases mais sélidas, a lei se
aplicava somente ao regime de baixas frequéncias e leva-
va também a uma divergéncia. Coube a Planck deduzir
a férmula que tinha por limites os resultados acima e
que interpolava corretamente a curva experimental. O
trabalho de Planck, baseado num modelo mecanico em
que ele tratava as paredes do corpo negro como formado
de grande nimero de osciladores interagindo com a ra-
diagao eletromagnética, levou-o a concluir pela quan-
tizagdo das energias de troca (absor¢ao e emissao) entre
os osciladores e o campo eletromagnético, algo até entao
inimagindvel segundo os canones da fisica classica.

O argumento de Planck para chegar a uma curva
que interpolasse os resultados experimentais baseou-se
em uma combinacao de mecanica, eletrodinamica e ter-
modinamica. Da primeira veio o modelo das paredes
do corpo negro formadas por osciladores harmonicos
(“ressonadores”) que interagiam com a radiagao eletro-
magnética segundo a teoria de Maxwell. Da ter-
modinamica Planck faz uso do conceito de equilibrio
termodinamico entre os osciladores e a radiagao na cavi-
dade, que lhe permite tecer consideragoes sobre a maxi-
mizagao da Entropia do sistema. A chave final vem
da mecanica estatistica classica, que Planck usa para
relacionar a entropia dos osciladores com a da radiacao
eletromagnética e portanto com a densidade de energia
p desta ultima.

O primeiro passo foi a equagao, obtida por Planck
em 1899, que relacionava a densidade de energia de ra-
diagdo p (v,T) com a energia média dos osciladores
U(v,T) na forma

p(l/,T) =—7U

onde v representava agora nao apenas a frequéncia da
radiacdo mas também a frequéncia de oscilagdo dos
“ressonadores” lineares que formavam as paredes do
corpo negro. Comparando esta relagdo com as Eqs. (3)
e (4) é possivel isolar T' de modo a obter uma relagao do
tipo T = T(U). Mas da termodinamica sabemos que
T—! = 0S5/0U e portanto é possivel calcular a entropia
dos osciladores por meio de uma integracao e chegar a
expressao
U U
S = 3 In Ten (6)

para o caso em que utilizamos a Lei de Wien-Planck.
Nesta equagdo A = ac®/8w, e é a base do logaritmo
neperiano. Como ja mencionado, para um sistema
em equilibrio termodindmico a entropia S deve ser

maxima e sua concavidade (dada pela derivada segunda
de S com relagdo a U) deve ser negativa, para que
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o equilibrio seja estavel. Derivando entdo a Eq. (6)
Planck obteve

U U

028 constante

(7)

Aplicando o mesmo método a férmula de Rayleigh-
Jeans obtém-se

928 constante
—5 — —2 . (8)
oUu U

Se o corpo negro e a radiagdo estdo em equilibrio ter-
modinamico, entao a questao que se coloca é a de que
maneira podemos combinar estas duas férmulas, uma
vez que, embora se apliquem a diferentes regimes de
frequéncia, ambas devem estar conectadas continua-
mente. Planck propoe em seu primeiro artigo uma ex-
pressao que interpola estes dois resultados na forma

0?8 1
—9 = T == ) (9)
U UWU +b)

onde b é uma constante a ser determinada. Integrando
a expressao acima e utilizando a Eq. (5) chega-se final-
mente a B

P=——F5 - . (10)

eT —1

Havia ainda duas constantes a serem determinadas (B
e ) e para isto Planck recorre & mecanica estatistica
de Boltzmann através da aplicacdo da famosa relagao
S = kplnQ, que relaciona a entropia (uma grandeza
macroscépica) com o ndmero de microestados con-
dizentes com os vinculos do sistema. Este calculo leva-
nos a famosa féormula de Planck para a densidade de
energia da radiagao do corpo negro

82 hv
> (11)

3
& ekBT — 1

p(v,T)=

onde ¢ = hv representava a energia de um oscilador
de frequéncia v e h uma constante por ele chamada
de Wirkungsquantum (quantum de acdo). Planck
entao conclui que os osciladores sé poderiam emitir ou
absorver pacotes de energia que fossem multiplos desta
constante fundamental. Surgia assim na Fisica a quan-
tizagao da energia.

3. Bose e a busca por um caminho logi-
camente justificavel

Entre o trabalho de Bose e Planck ha um hiato de
pouco mais de duas décadas. Nao obstante a férmula de
Planck reproduzisse os resultados experimentais obser-
vados, sua deducao era, em grande medida, baseada em
elementos da fisica cldssica. Pela perspectiva de Bose,
a deducao da férmula de Planck nao era assim “sufi-
cientemente justificada do ponto de vista l6gico” . Com

& condensagao sem interacgao I 275

relacao a Einstein, Bose fala em seu artigo sobre a ez-
cepcionalmente elegante dedugao do fisico alemao e da
incorporagao, por parte daquele, das idéias da mecanica
de Bohr em sua légica, nao deixando porém de apontar
o fato que ao final de seu trabalho Einstein se vira obri-
gado a recorrer a um argumento classico para chegar
ao resultado correto. Para melhor entender a questao
podemos percorrer rapidamente o passos seguidos por
Einstein neste trabalho, que se resumem a cinco:

(1) Discretizacao dos niveis de energia dos osciladores
(moléculas): Einstein empresta, da teoria de
Bohr, o fato que do ponto de vista da mecénica
quéntica, moléculas podem estar em qualquer
um dos estados discretos Z1, Zs, ..., Z, aos quais
estdao associadas energias discretas €1,€9,...,&,
(“... excetuando-se o movimento translacional e
de orientagdo”).

(2) Distribuigao de estados dos osciladores: se os 0s-
ciladores nas paredes do corpo negro estao em
equilibrio termodindmico com a radiagao, entao
a distribui¢do canénica de Boltzmann e Gibbs
para estados do sistema se aplica e leva a uma
frequéncia relativa W,, de moléculas no estado Z,
dada por W,, = p,exp (—e,/kp T) onde p, “...
pode ser chamado de peso estatistico do estado e é
um numero caracteristico da molécula, quer dizer,
de seu n-ésimo estado quantico e independente da
temperatura’.

(3) A hipétese da troca de energia por radiagio.
Uma molécula pode passar de um estado Z,,
para um estado Z,, de trés modos, a saber: a)
pela emissao espontanea de radiagao, que ocorre
com uma probabilidade, por unidade de tempo,
dada por dW = Amdt; b) pela emissdo in-
duzida pelo campo eletromagnético cuja taxa de
ocorréncia depende da densidade de energia p da
radiacao e portanto dW = B pdt; ou, final-
mente, c) pela absor¢do de radiagdo com taxa
dW = B'pdt. Os parametros AP, etc. nao
sao explicitados por Einstein mas representam
simplesmente “...uma constante caracteristica da
combinacdo dos indices sob consideracdo.” .

(4) No equilibrio termodinamico h4 uma distribuigao
estacionaria de estados Z, e isto sb é possivel
se as taxas com as quais as moléculas absorvem
energia (Einstrahlung) sejam iguais, em média, &
soma das taxas de emissao induzida e emissao ex-
ponténea (Austrahlung). Em outras palavras

pc P T B =
—em kBT
pme” M (p By A) . (12)
Além disso, argumenta Einstein, se no limite de
T — oo a densidade de energia do campo p

também vai a infinito, entdo segue da equacao
que pp, B = pn, By,
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(5) Quantizagdo da energia absorvida ou emitida:
Einstein toma emprestado da teoria de Bohr a
expressao que relaciona a diferenca da energia en-
tre niveis dos osciladores a frequéncia v do féton
emitido ou absorvido, ou seja €,, — ¢, = hv.

Com estes hipdteses e uma simples manipulagao
algébrica de (12), segue que a densidade de radiagao
é dada pela expressao

An /Bn,
P:%- (13)
e T —1

Esta relacao é muito semelhante & formula de Planck
a nao ser pelo numerador indeterminado. Mas, como
Einstein argumenta, em nao havendo uma teoria mais
completa da interagao da radiagdo com a matéria
que permitisse determinar este numerador, fazia-se
necessario tomar o limite de baixas frequéncias em (13)
e compara-la com a expressao classica de Rayleigh-
Jeans. Com isto chega-se em A", /B" = 8mv?/c?. Esse
argumento classico € justamente o ponto que levou Bose
a propor uma nova teoria, pois “...Contrariamente
a estas teorias [de Einstein e Planck] a hipdtese do
quantum de luz combinada com a mecanica estatistica
(desenvolvida de modo a satisfazer as mecessidades da
mecdnica qudntica) parecem suficientes para deduzir
esta lei independentemente da teoria cldssica”. Bose
escreve entao aquele que seria, nas palavras de Abra-
ham Pais, o quarto e iltimo dos artigos radicais da
velha teoria quantica: uma teoria da radiacao do corpo
negro livre de elementos cldssicos [19].

3.1. O artigo de Bose e os métodos da mecanica
estatistica

O ponto chave do trabalho de Bose é tomar a radiagao
como sendo um gés e portanto passivel de anélise pelas
leis da mecanica estatistica. No entanto, a maneira
como ele emprega os métodos de Boltzmann, Maxwell
e Gibbs é totalmente inovadora e para que melhor en-
tendamos os pontos onde Bose desvia-se de seus ante-
cessores é necessario que facamos uma rapida discussao
destes métodos.

Podemos dizer em poucas palavras que a mecanica
estatistica tem, entre seus principais objetivos, explicar
a fisica macroscépica a partir da fisica dos constituintes
microscépicos da matéria. Estes, por sua vez, estao su-
jeitos as leis da mecanica e portanto suas interagoes
serao fungoes dos graus de liberdade do sistema - por
exemplo, considerando moléculas monoatomicas e des-
prezando graus de liberdade internos como o spin, a
evolugao temporal de uma particula serd funcao das trés
varidveis de posicao (z, y, z) e das trés projegoes do
momento p’ ao longo dos eixos ordenados (pg, py, p-).
Deste modo, para aplicar os conceitos da mecanica a
uma particula e buscar com isso entender o comporta-
mento de um sistema formado por um nimero N de
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particulas gigantesco (da ordem do ntmero de Avo-
gadro ~ 1023), se faz necessario recorrer a conceitos es-
tatisticos, uma vez que é simplesmente impossivel, do
ponto de vista matematico, e impraticavel, do ponto
de vista numérico, tratar de um sistema de equacoes
que envolvam um numero de varidveis da ordem de
N. Para efeitos de cédlculo se mostrou conveniente as-
sim introduzir um espago de dimensao igual ao ntimero
de graus de liberdade de uma particula (6-dimensional
no exemplo anterior), tal maneira que cada ponto P
deste espago representa uma possivel estado de uma
particula. Um conjunto de N pontos neste espaco,
também chamado de espago de fase ou espago-p, re-
presentara assim uma possivel configuragao de posicoes
e momenta das N particulas que compodem o sistema e
recebe 0 nome de microestado (ou Complexo) [20].

Um microestado no espago-u representa, para cada
instante de tempo ¢, um estado dinamico do sistema.
Do ponto de vista macroscépico no entanto, o sistema
é caracterizado por um pequeno numero de varidveis
termodinamicas — como volume, pressao e tempera-
tura — que representam o conjunto minino de varidveis
necessarias a uma completa descrigao do sistema. Nao
¢é dificil convencer-se que se a um sistema associamos
assim um macroestado observavel, haverd um grande
ntmero de microestados distintos {P1, P2, Ps, - Py}
que representem todos o mesmo estado observavel
macroscopico, afinal deverd haver diferentes maneiras
de distribuir pontos pelo espago-u sem que isso resulte
em qualquer mudanga macroscopica observavel dentro
de uma precisao experimental pré-estabelecida. Mais
do que isso, se nosso sistema estiver sujeito a vinculos,
e. ¢g. volume ou energia constantes, haverd regioces do
espago-p inacessiveis, por serem os pontos a elas asso-
ciados nao condizentes com os vinculos impostos. Cen-
trais a este método sao assim as perguntas: se varios
microestados correspondem a um mesmo macroestado,
quantos deles haverd? E haverd entre eles algum mais
importante, no sentido que havera uma probabilidade
maior do sistema passar mais tempo em um microes-
tado especifico? A esta ultima pergunta responde-se
com um postulado fundamental da mecanica estatistica
do equilibrio, o chamado postulado das probabilidades
iguais a priori: todos os microestados (distribuigdes de
pontos no espago-u) condizentes com os vinculos aos
quais o sistema estd sujeito sao igualmente provaveis.
A primeira pergunta respondemos simplesmente calcu-
lando o niimero de microestados possiveis.

Visando facilitar este calculo, imaginemos um gas de
N particulas livres e energia E constante. O primeiro
problema que temos é o de calcular as regioes permiti-
das do espago-y, um problema complicado se, usando
um jargao matematico, considerarmos que este espago
é uma variedade continua, quer dizer ha um ntmero
infinito de pontos em qualquer pequeno volume que
escolhermos. Esta questao inclusive era um dos pon-
tos centrais dos opositores do método de Boltzmann
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pois argumentavam que esta propriedade do espaco-p
levaria irremediavelmente a divergéncias. Assim, para
efeitos de célculo é conveniente dividir o espago-y em
pequenas caixas de volume dx dy dz dp, dpy, dp. de
tal maneira que particulas dentro desta caixa possuem
em média todas a mesma energia - em outras palavras,
descrevemos o sistema por um conjunto de niveis dis-
cretos e enumerdveis €1,€2,---. Para Boltzmann nao
havia uma justificativa convincente para fazer isto, ape-
nas uma argumentagao a posteriori baseada no sucesso
do métodos. A pergunta inicial adquire entdo um outro
cardter: quantas (e quais) sdo as possiveis maneiras de
distribuir as N particulas por entre os niveis €1,¢9, - -
de tal maneira que

E = ZNléz
N = > N ? (14)

Esse foi o problema com o qual se deparou Bose. Se
a radiacdo é um gas de fétons onde podemos assumir
que Ny deles possuam uma energia hry, N7 a energia
hvy e assim por diante, de quanta maneiras podemos
distribuir os fétons de tal modo que a energia total F
da radiagao valha

E:ZNShVS:V/ pdv ?
s=0

Pela férmula podemos ver que calcular a distribuicao de
possiveis valores dos Ny’s é o mesmo que calcular a den-
sidade volumétrica de energia p de Planck. Em outras
palavras, Bose reduziu o problema de Planck a um pro-
blema de mecénica estatistica de um gas de particulas
sem massa.

H4 no entanto um detalhe sutil no método de Boltz-
mann e de importancia fundamental pelas suas im-
plicagoes no trabalho de Bose: a Eq. (14) s6 faz sentido
se houver uma relagao univoca entre a energia de uma
particula e a enumerabilidade de uma célula, ou seja
se a cada célula i pudermos associar uma energia ¢;
Unica. Se uma particula se encontra na i-ésima célula,
sua contribuicao a energia total serd sempre ¢; inde-
pendentemente da ocupacao das outras células. Isso s
é possivel se a energia E puder ser escrita como uma
soma de termos que sejam funcgdes de coordenadas e
momenta de uma particula apenas, como esté implicito
em (14). No método de Boltzmann, termos que depen-
dam de coordenadas de mais de uma particula devem
ser excluidos, o que significa que podemos tratar apenas
particulas néo interagentes [21].

A solugao encontrada por Bose foi totalmente nova
e, pelo que podemos depreender da andlise de A. Pais
[19], ele a fez sem ter nogao da radicalidade de sua idéia:
Bose trocou a independéncia estatistica de particulas
pela independéncia estatistica de estados, criando as-
sim um método que pode ser estendido para sistemas
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interagentes. Voltaremos a este ponto nas proximas
segoes em virtude também de Einstein ter uma secao
completa sobre esta questao em seu artigo sobre a CBE.
Resumindo, Bose se viu face-a-face com os seguintes
problemas:

(1) calcular os possiveis niveis de energia entre as
frequéncias v e v + dv, determinando assim
os possiveis estados onde podemos encontrar os
fétons;

(2) determinar as possiveis distribuigoes de fétons por
entre estes niveis, ou seja, combinacoes de dife-
rentes conjuntos { Ny, Ny, ...} condizentes com a
condigao de energia F fixa;

(3) achar quais distribuigoes
equilibrio termodinamico.

correspondem ao

Discutiremos a seguir detalhadamente cada um destes
passos, uma vez que em seu primeiro artigo Einstein
segue, do ponto de vista formal, os mesmos passos
de Bose, introduzindo porém, onde necessario, impor-
tantes modificacoes fisicas.

3.2. Passo 1: O volume do espago-u e sua dis-
cretizacao

Os fétons de Bose podem ocupar um volume V', que é o
volume da cavidade do corpo negro. Se, como Einstein
mostrara em seu trabalho sobre o efeito fotoelétrico,
pudermos associar a um féton de frequéncia ¥ um mo-
mento hv/c, entdo os momenta p,, Dy € p. devem satis-

fazer ) 5
h*v
e+ py? 4t = (15)

uma vez que a radiacao dentro da cavidade do corpo
negro é isotropica. Em outras palavras, os valores de
momenta condizentes com a condicao |p] = hv/c estéo
sobre a superficie de uma esfera de raio hv/c. Portanto
o volume do espago de fase para aqueles estados de
frequéncia entre v e v+ dv é o volume da casca esférica
entre as esferas de raio hv/c e h(v+dv)/c devidamente
multiplicado por V,

(16)

Cc

hv\? hdv
—.

/dm dy dz dpy dp, dp, =V 47r(

Se faz necesséario ainda calcular o niimero possivel de es-
tados dentro deste volume, ou seja, discretiza-lo. Sem
uma argumentagao convincente Bose diz que isto se
faz dividindo o volume acima por uma volume elemen-
tar h3 pois “nada definitivo pode ser dito a respeito
do método de dividir o volume do espaco de fase desta
maneira” além do que temos que multiplicar o resul-
tado por 2 devido a polarizagdo dos fétons! Vale lem-
brar que o conceito de polarizacdo do féton ainda era
desconhecido e Bose simplesmente afirma que que “para
levar em conta a polarizagdo [da luz] parece necessdrio
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multiplicar este nimero por 2 para obter o numero ...
de células...”. Chega-se assim entdo ao nimero A® de
células no espago-p

_87TV1/2dV

AS
3

(17)
E no minimo impressionante constatarmos que Bose es-
tava correto em sua contagem, pois pelo que podemos
depreender da leitura de seu texto, ele parecia nao
saber justificar as escolhas feitas. Podemos encontrar
esta dedugao em livros-textos de uma forma um pouco
modificada: se a um féton dentro da cavidade de vo-
lume V = L3 associarmos um campo elétrico, entdo
no equilibrio e com condigoes peridédicas de contorno
teremos ondas estdciondrias de vetores de onda k tais

que
2
=i, (18)

onde 77 é um vetor cujas componentes assumem os valo-

E:

res 0,+£1,4+2 .... Assim, o nimero possivel de mo-
menta entre a casca esférica de raios k e k + dk vale
4drk? dk
ay (19)
(%)

onde 27 /L representa assim o incremento nos valores
de k. Multiplicando esta equacao por 2 para levar
em conta os dois estados de polarizagao de um féton
e usando a relagdo p = hk = hr/c entre momento e o
numero de onda k do féton, recuperamos a expressao
(17) de Bose. A Fig. 2 ilustra esta contagem para um
caso bidimensional.

kl"
e & & e ! 2_]";
e o o e e : V1.|"3
"8 o o @
| Akl “x

Figura 2 - Discretizacdo do espago de vetores de onda (kz,ky),
onde o numero de estados é dado pelo nimero de valores permi-
tidos (pontos) entre os circulos de raio k e kqk.

3.3. Passo 2: O numero de microestados

Para entender a contagem de microestados de Bose,
recorramos novamente a um gas ideal composto por NV
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particulas. Cada uma delas pode ocupar um estado de
energia €; dentro de um possivel conjunto {ex} de ener-
gias discretas, de tal maneira que haja N; particulas no
estado de energia €1, Ny particulas no estado de energia
€9 e assim por diante, tal que a Eq. (14) seja satisfeita.

Quais as possiveis distribuicoes {Ny} =
{N1,Ns,---} condizentes com (14)? Primeiro é pre-
ciso lembrar que na mecanica cldssica as particulas
sao distinguiveis pois, como enfatizou Boltzmann, é
possivel reverter as equagoes de movimento (elas sao
simétricas por reversdo temporal) e em principio co-
nhecer o passado de cada uma delas (suas posigoes e
momenta iniciais), distinguindo-as portanto em fungao
de sua histéria. Imaginemos um problema mais sim-
ples: de quantas maneiras diferentes é possivel arranjar
um grupo de N pessoas numa fila indiana? A anéglise
combinatéria nos da a resposta: peguemos a primeira
pessoa - por ser primeira, nao temos outra opcao que
nao a de iniciar a fila por ela e portanto hé apenas 1
lugar onde colocé-la. Ja a pessoa de numero 2 podera
ser colocada em 2 diferentes posicoes: antes ou depois
da primeira. Para a terceira haverd 3 possiveis lugares:
antes das outras duas, & frente delas, ou no meio. As-
sim, estendendo o raciocinio veremos que ha N — 1
posi¢oes para a (N — 1)-ésima pessoa e N posicoes
para a N-ésima, de modo que o numero total de filas
indianas diferentes sera

W=1x2x 3 x x (N—1) x N=N! (20)

Mas no caso particular de Boltzmann, particulas podem
ocupar o mesmo lugar na fila (ou seja, ao invés de uma
fila indiana, temos uma fila brasileira!). Fisicamente
isso quer dizer que particulas podem ter uma mesma
energia ¢; e portanto ha um nimero N; de particulas
que podem todas estar na mesma posigao &;. Isso im-
plica que todas as NNV;! diferentes combinagoes geradas
pelas permutacoes destas particulas correspondem a um
mesmo estado e portanto o numero de combinacgoes
deve ser reduzido por um fator de 1/N;!. Logo deve-
mos fazer a substituicao W — W/N;!, o que nos leva,
quando consideramos todos os possiveis N;, a expressao
final
N! N!

CONINo!- TN

W representa o nimero de diferentes combinagoes de
N particulas de tal modo que N; delas se encontrem
na célula de energia €1, etc. . Esta grandeza é também
chamada de probabilidade termodinamica, embora nao
seja uma probabilidade, por ser > 1. No entanto o
nome se deve ao fato que W é proporcional ao “volume”
do espaco-p e a probabilidade do macroestado ser rea-
lizar fisicamente é, na interpretagao de Boltzmann,
dada pelo produto deste volume por uma probabilidade
definida de modo apropriado. Por uma questao de rigo-
rosismo histérico ha uma detalhe que devemos conside-
rar mas que, para os resultados que nos interessam, nao
tem maiores consequéncias: originalmente Boltzmann

W (21)
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introduziu uma contagem de niveis onde cada particula
poderia ocupar um sé nivel - a chamada estatistica fina
- em contraposi¢io a estatistica grossa de Gibbs (es-
tatistica do espago-I' [22]) que foi utilizada por Bose.
Consiste simplesmente em dividir o espaco-u em células
w1, wa,- -+ onde agora uma particula em w4 tem uma
energia média E4 [23].

Podemos agora discutir a mudanca radical de Bose.
Particionando o espaco em células (estados) Bose colo-
cou a seguinte pergunta em seu artigo:

sendo po°® o numero de células vazias, p1° o
ntmero de células que contém um féton e assim
por diante, o niimero de possiveis distribuicoes de
células (e ndo de particulas) é entao

A®)

pos!pls!“' ’ (22)

de tal modo que Ny = 0Xpp°+1xp1°+2xpa®+. ..
representa o nimero de fétons na casca esférica
previamente determinada. A grandeza A° =
>, pr® representa o nimero total de células na
casca e é uma constante. A probabilidade ter-
modinamica W do estado definido por todos os
p,° vale deste modo

A3l
W:Hp()s!pls!... ' (23)

S

Aqui Bose, em uma sé tacada, introduz trés conceitos
fundamentais: primeiro, ao permitir que mais de um
féton possa ocupar o mesmo estado, ele acaba por in-
troduzir o conceito de particulas que podem ocupar
um mesmo estado quantico e que receberam poste-
riormente o nome de bésons, em sua homenagem (o
outro tipo de particula, descoberta 3 anos depois e
batizada de férmion, nao pode ocupar o mesmo es-
tado quantico de outro férmion. Todas as particulas
da natureza pertencem a uma ou outra categoria).
O segundo ponto importante é a contagem estatistica
- dividir os possiveis arranjos A°! pelas permutagoes
p;® - ¢ o mesmo que dizer que as particulas sdo in-
distingiiiveis, diferentemente da mecanica estatistica
classica de Boltzmann, onde cada particula, por ter
uma histéria, é distinguivel [24]. Depois, ao tomar a
produtéria sobre todos os s ele estd dizendo que os es-
tados s@o estatisticamente independentes (a probabili-
dade de eventos nao correlacionados é dado pelo pro-
duto das probabilidades). Como j& mencionado, para
Boltzmann, que tratou do gas ideal, a independéncia
estatistica valia para as particulas, uma vez que elas
nao eram correlacionadas por nao interagirem. Ao tirar
a independéncia estatistica das particulas e atribui-las
a estados, Bose permite que seu tratamento continue
valido nos casos em que haja interagao entre particulas.
Chegamos entao ao tltimo passo no trabalho de Bose:
a determinacao da configuracao mais provavel.
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3.4. Passo 3: A distribui¢ao mais provavel e os
vinculos

Na fisica de Boltzmann é uma premissa béasica o fato
que as moléculas se movem de maneira totalmenta de-
sordenada, movimento este no qual, no caso de um géas a
condigoes normais de temperatura e pressao, a particula
tem uma velocidade da ordem de 10% a 10* cm.s™!.
Experimentalmente qualquer medida de uma grandeza
macroscopica requer um tempo finito durante o qual, se
pensarmos em termos do espago-u, um grande ntmero
de configuragoes terdo se realizado e o resultado de
nosso experimento representard uma média temporal
sobre os macroestados correspondentes. Por outro lado,
do ponto de vista de célculo, introduzir uma dinamica
na distribuicao de pontos do espago-p para em cima
disto calcular médias temporais é algo nao apenas dificil
mas desnecessario: imaginemos que seja possivel subs-
tituir essa dindmica por um grande nimero de cépias
do espago-u de tal modo que esse grande numero de
espagos representem as configuragoes que o espago-u
possa ter em diferentes tempos. Se estas duas aborda-
gens forem equivalentes, entdo fazer uma média tem-
poral sobre a evolucao de um sistema é matematica-
mente equivalente a imaginar um conjunto ou ensemble
de sistemas e fazer a média sobre o conjunto. Esta é
a chamada Hipdtese Ergodica da mecanica estatistica e
a validade de tal afirmacao ainda ndo é um problema
de todo respondido. Admitida a hipdtese, a pergunta
que se coloca entao é a seguinte: qual seria, dentro do
conjunto, a distribuicao mais provavel de microestados?
No equilibrio termodinamico sabemos que as grandezas
termodinamicas do gas serao aquelas para as quais a
entropia é um méaximo. Mas sendo as grandezas fisicas
macroscopicas representadas por médias no ensemble
de espagos-j, é preciso determinar a relacao entre a
Entropia e os microestados uma vez que, conhecendo a
Entropia, as grandezas termodinamicas de interesse po-
dem ser dela obtidas. Aqui esta o cerne da mecéanica es-
tatistica de Boltzmann, que descobriu a famosa férmula

S=kglnW (24)

que relaciona a entropia termodinamica com o ntimero
de microestados de um sistema fisico [25]. Nesta
equacao kp ¢é a constante de Boltzmann. Maximi-
mar a entropia significa entdo maximizar (24) sob as
condigoes impostas pelos vinculos — e isto se faz me-
diante a conhecida técnica matemadtica dos multipli-
cadores de Lagrange.

Mas a restrigao na verdade é sobre o ntimero de es-
tados (o ndmero de células A® na Eq. (22) é fixo) e
isso mao implica que o nimero de fétons seja necessa-
riamente fixo. Bose acaba por introduzir deste modo
a nao conservacao de fétons. Repetindo seus calculos
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temos assim
InW = In _— = In A®!
H Pos'pls' - 25:
- ZZ]H r°! (25)
S T
Utilizando a Férmula de Stirling para grandes niimeros
In NI~ (N+ )1n N (26)
chegamos finalmente a
InWa> A In A=Y p" Inps  (27)
Facamos agora as variacoes. Para isto temos

Z(SNg hv o (28)
=0=94( erT => rip,° (29)

s

SE =0=4( ZNShy

Para a variagao de In W Vale

SW = 0=5(> A" InA%)
_5(2 Zprs lnprs)

D A (InA® +1)

- Z 5177‘8 (lnprs + 1)

s,r

S gt 1) (30

S T

No ultimo passo por ser A° uma constante sua variagao
é nula. Pelo método de multiplicadores de Lagrange,
considerar a variagdo (30) sujeita as variagoes (28)
e (29) significa somarmos as trés equagdes com 0s
vinculos devidamente multiplicados por parametros de
ajuste que, seguindo Bose, chamaremos de 1/ e A®.
O primeiro dé conta da constancia de E. O segundo,
que Bose introduz por imaginar ser N° também uma
constante, é na verdade desnecessario, como discutimos
abaixo. Obtemos assim

ZZ[éprs(l—anrs-i-)\s) + ‘SPTTN”’ ~0

Igualando o termo entre chaves a zero temos, com uma
simples manipulagao algébrica, o resultado

p,«s _()\ +1) 71;”/ _ B 77;“/ (31)

Da relacao A®* =) p,* temos porém

A =3

T

-1

B*(1—e %)

— B = A(1-eF). (32
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Na passagem da primeira equagao para a ultima usa-
mos o resultado da soma de uma progressao geométrica
de razao. Para o valor de N° e E obtemos de modo
analogo as expressoes

N® = errs

E = X:NshyS = ZZTprshus
= As(l—e_%)e_%uhus . (34)

Levando em conta (17) chegamos a expressdo para a
energia

hy
B

8rhv®3V e
E= Z 3

“hv
1—e 5

dav® , (35)

e para a entropia S = kg In W temos

E S
S:kB{ﬂ—zs:A‘(l—

Por outro lado,

e’b”)} . (36)

da termodinadmica sabemos que

g% = % e portanto dai concluimos que
B=kpT. (37)
Finalmente
o Z 87rh;53v e}g;l - 1dys , (38)

que é a férmula de Planck. Bose conclui assim a tarefa
a qual se propusera: deduzir a equacao de Planck
sem recorrer para isso a quaisquer elementos da fisica
classica.

Como ja mencionado, a introducao da condi¢ao de
N* constante é totalmente irrelevante [19]. Dizer que
o numero de células A® numa regido no entorno de dv*®
¢é constante, como faz Bose em seu artigo de maneira
explicita, nao implica que o niimero de fotons seja cons-
tante, como podemos ver pela expressao para Ng abaixo
da Eq. (22). Isto significa que se tomarmos A* = 0
nos célculos acima chegaremos ainda & Eq. (38). Em
outras palavras, para um sistema onde o nimero de
particulas nao é conservada o potencial quimico p deve
ser nulo uma vez que A\* = Bu. E o que ha de tao espe-
cial nos fétons para que isso ocorra? Sendo a energia de
um féton inversamente proporcional ao comprimento de
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onda (cf. item (5) da segao III) f6tons de comprimento
de onda infinitamente longos tem energia préxima de
zero e portanto podemos adicioné-los ao sistema sem
incorrer numa divergéncia da energia total F.

A imposicao de Einstein de que o nimero total N de
moléculas de um gés seja conservado é o ponto fulcral de
seu trabalho, por ser ela a condigao sine qua non para
a ocorréncia do fenomeno da condensacao. A carac-
teristica fundamental deste fenomeno é a existéncia
de uma populagao macroscopica de particulas no es-
tado fundamental: a quase totalidade das particulas vai
para o estado de menor energia, deixando os estados de
maior energia despopulados a tal ponto que a razao en-
tre N9 e o niimero N total aproxima-se de 1 quando a
temperatura vai a zero. Ao abrir mao desta condicao, o
fenémeno deixa de existir — motivo pelo qual nao existe
uma condensacgao de Bose-Einstein para fétons.

4. Conclusoes

O trabalho de Bose langou as bases sobre as quais foi
possivel construir uma mecanica estatistica que incor-
porasse, em seu bojo, a entao recém-criada mecanica
quantica. Entre seus desdobramentos, o artigo de Eins-
tein sobre a termodinamica de um gas ideal quantico
figura entre os mais importantes, pois nele foi pre-
visto o fenémeno da condensagao das particulas no es-
tado fundamental. A assim chamada Condensacao de
Bose-Einstein em vapores de metais alcalinos (tanto
atomicos quanto moleculares) é hoje um fato experi-
mental solidamente estabelecido e entre suas futuras
aplicacoes poderiamos vislumbrar a criagao de “lasers
de matéria” [7] ou ainda a possibilidade de utilizar con-
densados emaranhados nos protocolos de swapping em
criptografia quantica [26]. A condensagio e seus desen-
volvimentos atuais serao detalhadamente discutidos em
um artigo posterior [5].
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Inclusive esta distingiiibilidade é a origem do famoso
Paradoxo de Gibbs da mecéanica estatistica classica:
ao calcularmos, pelos métodos cléssicos, a entropia da
mistura de dois gases ideias, somos levados a dois re-
sultados diferentes caso estejamos misturando gases de
substancias quimicamente diferentes ou iguais. Em ou-
tras palavras, a entropia dependeria da histéria dos
gases. Gibbs foi assim obrigado a introduzir um fator
de 1/N! nas suas equagdes para obter um resultado

(25]

[26]
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correto, fator este que vem da indistinguibilidade de
particulas em nivel quantico.

Esta férmula, na sua notagao original S = kg In () estd
gravada na lapide de Boltzmann no Cemitério Central
— o Zentralfriedhof — de Viena.
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