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RESUMO

Um dos propdsitos da modelagem de epidemias é estabelecer uma base
racional para tomar decisoes, tais como estratégias de vacinagao para controlar a
expansao de uma doenca, isto é, para prevenir a ocorréncia de uma epidemia. As-
sim, o estudo de vacinacoes é um ramo importante da epidemiologia de doencas

infecciosas.

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns conceitos que refletem
quantidades relevantes envolvidas nas discussoes sobre cobertura de vacina. Con-
sideragoes do nimero reprodutivo basico e da maxima cobertura vacinal alcangavel

em um programa sao aspectos de grande interesse em estratégia de saude publica.

A partir da versao basica de um modelo epidémico deterministico com-
partimental SIR (suscetivel — infectivo — removido), e depois de esclarecer a dife-
renga entre os termos “imunizado” e “vacinado”, define-se eficacia da vacina como
a reducao na porcentagem de incidéncia nos individuos vacinados quando comparada
com individuos nao vacinados. Porém, nao sao levados em conta efeitos indire-
tos da vacinagao, tais como a reducao na exposicao causada pelo decréscimo
na incidéncia em pessoas vacinadas proximas aos individuos sob observagao; em
outras palavras, a vacina confere prote¢ao total contra a infeccao (efeito esteri-
lizante) para parte dos sujeitos vacinados, mas nao confere nenhuma protegao para
o restante. A seguir, esta suposicao nao realistica, de que a vacinagao nao pro-
duz resultado algum em alguns individuos, pode ser corrigida, incluindo-se novos
parametros, relacionados a trés efeitos indiretos da vacinagao, a saber, reducao da
suscetibilidade, da contagiosidade, bem como da duracao da infeccao. Para cada
modelo, investigamos a existéncia e a estabilidade local dos estados de equilibrio e

construimos diagramas de bifurcacao.



ABSTRACT

One of the purposes of modelling epidemics is to provide a rational basis
for decision-making, such as vaccination strategies, in order to control the spread of
a disease, that is, to prevent an epidemic occurring. So, the study of vaccinations is

an important branch of infectious disease epidemiology.

The aim of this work is to point out some concepts which reflect relevant
quantities involved in discussions about vaccine coverage. Thus, considerations
of the basic reproductive number, and maximum vaccine coverage achievable in a

program are very important real aspects of public health strategy.

Starting from the basic version of the SIR (susceptible — infective —
removed) deterministic compartmental epidemic model, and after clarifying the dif-
ference between the terms 'immunized’ and 'vaccinated’, vaccine efficacy is defined
as the percentage reduction in incidence in vaccinated compared to unvaccinated
individuals. However, it does not take into account the indirect effects of vacci-
nation, like the reduction in exposure caused by decreasing incidence in vaccinated
people close to the study subjects; in other words, the vaccine gives total protection
against infection (sterilizing effect) for a proportion of the vaccinated subjects but
none for the rest. Then, this unrealistic assumption that some individuals get no
effect at all from vaccination can be corrected, by including new parameters related
to three indirect effects of vaccination, namely, decreased susceptibility, decreased
contagiousness and shortened infection duration. For each model, the existence and
the local stability of the equilibrium states are investigated and bifurcation diagrams

are constructed.
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1 INTRODUCAO

1.1 Vacinacao

1.1.1 Breve Historico

As informacoes que apresentamos nesta subsecao foram retiradas do

seguinte endereco eletronico da Fiocruz:

http : | Jwww.bio. fiocruz.br [interna/vacinaspistoria.htmivacina.

A histéria das vacinagoes é um dos mais belos e bem-sucedidos capitulos
da histéria da medicina. A descoberta e o aperfeicoamento das vacinas foram im-
pulsionados por muitos fatores, sendo os de natureza psicossocial (o terror das epi-
demias) e os de natureza econdomica (como prejuizos na veterindria) os mais impor-

tantes.

Extraordinarios esforcos e riscos estiveram envolvidos na descoberta e
aperfeicoamento das vacinas. Por exemplo, ao perceberem que os sobreviventes
de um ataque de variola nao voltavam a sofrer da doenca, isto é, a doenca ata-
cava apenas uma vez, muitos povos tentaram provocar a moléstia numa forma mais
branda. Segundo Reinaldo Menezes Martins, [Farhat et al(2000)], os primeiros reg-
istros desta pratica, que recebeu o nome de wvariolizacao ou variola¢ao, remontam
aos chineses (antes de 1700), mas a técnica também era conhecida entre diversos
povos da Africa e da Asia, como egipcios, persas, indianos e arabes. Desde sua
introducao na Europa, por volta de 1700, a variolizacao sempre enfrentou uma
oposicao ferrenha, que se agravou com a comprovacao de que cerca de 2% dos in-
oculados morriam e muitos desenvolviam formas graves da doenga. Com isso, em

muitos locais, a pratica foi suspensa.

Edward Jenner, um médico inglés, durante 25 anos, desde 1775, obser-

vou as relagoes entre “cowpox”, variola e variolagao, ou seja, investigou uma crenca



comum entre os camponeses, de que os trabalhadores (ordenhadoras) que lidavam
com vacas infectadas com a chamada “cowpox” (uma doenga do gado semelhante
a variola, pela formacao de pustulas, mas que nao causava a morte dos animais) e
se contaminavam com esta doenga, nao eram contagiados com a variola. Em 1796,
Jenner inoculou um menino de 8 anos, James Phipps (saudavel, que nunca tinha
tido variola) com pus retirado de uma pustula de uma ordenhadora que sofria de
“cowpox”. O rapaz contraiu uma infecgao begnina da qual se recuperou em dez dias.
Meses depois, 0 mesmo menino foi inoculado com o virus da variola humana, mas
nao desenvolveu a doencga. Era a descoberta da vacina (originario do termo vaccinia,
do latim vacca). Em resultado dessa observacao, o virus causador da variola bovina
passou a substituir o virus da variola humana na técnica de variolagao, originando
uma mortalidade muito inferior a deste iltimo. Hoje o fenomeno é explicado pela
menor infecciosidade do virus das vacas e pela sua introducao no corpo humano
através de uma via diferente da natural - a pele, em vez da inalagao - o que da mais
tempo ao sistema imunoldgico para desenvolver defesas eficazes antes do virus se
multiplicar. Em 1798, Jenner divulgava sua descoberta no trabalho: “Um inquérito

sobre as causas e os efeitos da Vacina da Variola”.

Jenner enfrentou sérias resisténcias. A classe médica demonstrava ceti-
cismo. Os variolizadores (que praticavam a variolizagdo com o virus da variola
humana) fizeram ferrenha oposigao. Grupos religiosos alertavam para o risco da de-
generacao da raga humana pela contaminagao com material bovino: a “vacalizacao”
ou “minotaurizacao”, como foi chamado. Mas, em pouco tempo, a vacina conquis-
tou a Inglaterra. Em 1799, era criado o primeiro Instituto Vacinico em Londres e,
em 1802, sob os auspicios da familia real, fundava-se a Sociedade Real Jenneriana
para a Extincao da Variola. A descoberta de Jenner logo espalhou-se pelo mundo.
Em 1804, o Marqués de Barbacena trouxe a vacina para o Brasil, transportando-a
pelo Atlantico, por seus escravos, que iam passando a infeccao vacinal, um para o

outro, braco a braco, durante a viagem.



Por diversos motivos, a oposicao a vacina jamais cessou. Nada con-
tribuiu tanto para a resisténcia a vacinacao quanto as epidemias de variola na década
de 1820, quando um grande ntimero de imunizados adoeceu. Descobriu-se, entao,
que a protecao nao era eterna. Era preciso revacinar-se. Além disso, a conservacao
da linfa brago a brago nao sé adulterava o fluido vacinal, como, com o tempo, fazia
com que este perdesse sua poténcia. A solucao foi retornar ao virus original: o da
variola bovina. Apesar de toda a oposicao, a vacinacao aos poucos foi se genera-

lizando, mesmo que sob a pressao governamental [Marques (2005)].

Em 6 de julho de 1885, chegava ao laboratério de Louis Pasteur um
menino alsaciano de nove anos, Joseph Meister, que havia sido mordido por um cao
raivoso. Pasteur, que vinha desenvolvendo pesquisas na atenuacao do virus da raiva,
injetou na crianca material proveniente da medula de um coelho infectado. Ao todo,
foram 13 inoculagoes, cada uma com material mais virulento. Meister nao chegou
a contrair a doenga. Em 26 de outubro, o cientista francés comunicava a Academia
de Ciéncias a descoberta do imunizante contra a raiva, que chamou de vacina em
homenagem a Jenner (Louis Pasteur ja era famoso quando salvou Meister). Ao
contrario da descoberta de Jenner, puramente empirica, as vacinas de Pasteur foram
as primeiras obtidas de forma cientifica. Fundador da moderna microbiologia e da
medicina experimental, Pasteur revolucionou a ciéncia, ao desenvolver um produto,

produzido a vontade, por um método que podia ser generalizado.

Em 1888, Emile Roux e Alexander Yersin descobriram que o bacilo
da difteria produzia uma toxina poderosa, responsavel pelos sintomas da doenca.
Em 1891, Emil Behring injetava doses sub-letais desta toxina, provocando o apare-
cimento de moléculas antitéxicas, capazes de proteger contra a infeccao e de ser
transferidas para outros animais, imunizando-os. Ao aplicar este produto num caso
agudo de difteria, deu inicio a soroterapia, logo empregada também no tétano.
Por esta descoberta, Behring recebeu, em 1901, o primeiro Prémio Nobel de Medic-
ina (http : //ptwikipedia.org/wiki/ Emil Adol fvonBehring). Foram Loewenstein e

Glenny que provaram, em 1904, que toxinas poderiam ser inativadas por substancias



quimicas, no caso formol, mantendo seu potencial imunizador, mas sem causar in-
feccao. Essa descoberta levou ao desenvolvimento dos primeiros toxoides: diftérico
e tetanico. Sauer, Kendrick e Eldering desenvolveram o primeiro imunizador contra
coqueluche. Em 1949, os toxdides tetanico e diftérico e o imunizador contra a co-
queluche foram reunidos numa tnica vacina: a triplice ou DTP, primeira no mundo

a imunizar contra mais de um microorganismo.

Entre 1900 e 1973, a utilizacao das vacinas esteve praticamente res-
tringida aos paises industrializados. Em escala mundial, a cobertura geografica da
vacinagao era (e ainda é) muito heterogénea. Com excegao da variola, nenhuma das
doencas visadas pelas vacinas foi erradicada em escala planetaria. As epidemias de
doengas infecciosas continuam a ocorrer em todos os paises, em alguns casos com
periodicidade regular, embora nos paises onde a vacinagao foi implementada em
grande escala, o periodo interepidémico (espago de tempo que decorre entre duas
epidemias) tenha em geral aumentado. A primeira implementacao em escala plane-
taria de uma vacina deu-se com a da variola e iniciou-se em 1956, com o patrocinio
da Organizagao Mundial de Saiude (OMS). O objetivo foi, declaradamente, erradicar
a doenca. A doenca foi erradicada nos paises industrializados por volta de 1960 e,
em escala planetédria, em 1977 (este permanece como o unico caso de erradicacao
global de uma doenga infecciosa humana e deveu-se a condi¢oes muito favoraveis:
uma estratégia bem delineada, uma vacina estdvel muito eficaz e barata). O caso
seguinte de controle de uma doenga infecciosa em larga escala ocorreu na Gambia,
em 1967 - 1970, contra o sarampo. A doenca foi eliminada no pais por volta de
1972, mas manteve-se nos paises vizinhos. A incapacidade de manter uma elevada
cobertura vacinal de forma sustentada, fez com que em poucos anos se voltasse aos

niveis de morbidade anteriores a campanha.

Em decorréncia do sucesso da campanha de erradicacao da variola, a
Organizacao Pan-Americana de Satude (OPAS) propos, em 1972, um plano mais
ambicioso: reduzir o nimero de casos de doencas evitaveis por vacinagao em todo

o continente. Dois anos depois, em 1974, a OMS criou o “Expanded Programme of



Immunization” (EPI), ou Programa Ampliado de Imunizagoes (PAI); “Expanded”
porque o programa inclufa 6 vacinas: tuberculose (BCG), difteria, tétano, tosse
convulsa, poliomelite e sarampo (mais tarde a OMS adicionaria a febre amarela
e a hepatite B). A selegao foi feita com base na alta morbidade destas doengas e
na disponibilidade de vacinas bem experimentadas e baratas. “Expanded” também
significava maior cobertura. Incrivelmente, até entao a porcentagem de criangas em
paises em vias de desenvolvimento que eram cobertas pelos servicos de vacinagao
nao chegava a 5%. A cobertura mundial das 6 vacinas aumentou gradualmente, mas
o sucesso do EPI nao foi uniforme. Os paises com maiores recursos, melhores infra-
estruturas e vontade politica, conseguiram as melhores coberturas da populagao.
Entre 1974 e 1980, o EPI desenvolveu cursos de formagao, mobilizou enormes recur-
sos humanos e distribuiu documentacao por todo o mundo. Foi nesse periodo que a
maioria das nagoes do mundo adotou o principio de possuir um programa nacional
de vacinac¢ao (muitos continuaram a chamé-lo de EPI). Para organizar seus esforgos
no setor, o Brasil institucionalizou o Programa Nacional de Imunizacoes e o sistema
nacional de vigilancia epidemiolédgica e logo conseguia ampliar sua cobertura vacinal
de 20 para 40%. Mas isso nao era suficiente. Em 1980, o pais optou pela estratégia
de campanhas, criando os dias nacionais de vacinagao contra poliomielite e ob-
tendo, naquele ano, uma drastica redugao na incidéncia desta doenga (de 1290 casos
para 125). O sucesso fez com que diversos paises da América passassem a copiar

esta Iniciativa.

Em 1985, a OPAS lancava a campanha para acabar com a transmissao
da poliomielite nas Américas. Em 1988, a OMS encampou a iniciativa, adotando
a meta de erradicagdo mundial da pdlio até o ano 2000. Em 1989, foi registrado
o ultimo caso da doenca no Brasil. No ano seguinte, o pais decidiu aproveitar
a mobilizacao dos dias nacionais de vacinacao para imunizar também as criancas
contra o sarampo, a difteria, o tétano e a coqueluche, conseguindo indices de 90%
de cobertura vacinal. Neste mesmo ano, a OPAS organizou campanhas de bloqueio
em todos os paises, onde o virus ainda circulava. Em 1991, era registrado o ultimo

caso de poliomielite por virus selvagem no continente americano, em Junin, no Peru.



Em 1994, a Comissao Internacional para Certificacao da Erradicagao da Poliomielite
declarava interrompida a transmissao do poliovirus selvagem nas Américas. Foi a

primeira regiao do mundo a conseguir este feito.

’

E importante ressaltar que as vacinas tém o objetivo de manter alerta
o sistema imunolégico das pessoas ou animais contra determinadas doencas. Sao
substancias sintetizadas a partir de organismos vivos ou parte destes e que por sua
vez sao administrados por forma injetavel ou por via oral. A vacina, portanto, induz
o sistema imunolégico a reagir como se tivesse realmente sido infectado pelo agente.
A primeira resposta do sistema imunoldgico, quer a uma vacina, quer ao agente
infeccioso, é, em geral, lenta e inespecifica. Porém, o fato de o agente nao existir
na vacina com capacidade para se multiplicar rapidamente e causar doenca, da ao
sistema imunolégico tempo precioso para preparar uma resposta especifica e memo-
rizd-la. No futuro, caso o vacinado seja realmente infectado, o sistema imunolégico
respondera com rapidez e eficacia suficiente para protege-lo da doenca. E claro que,
além disso, a reacao individual a uma vacina depende sempre dos antecedentes de
estimulacao do sistema imunolégico do individuo vacinado, da genética subjacente
as caracteristicas do sistema imunolégico e do seu estado geral de saude. Segundo
Yang, [Yang(2001)], as vacinas podem falhar em dois niveis; a falha primaria da
vacina consiste em nao induzir a imunidade do individuo vacinado, isto pode ocor-
rer pela falha na producao da vacina ou pela deficiéncia do sistema imunoldgico do
individuo; a falha secundaria ocorre quando o nivel de imunidade vacinal é baixo,

resultando, portanto, em uma perda dessa imunidade em um curto periodo.

A administracao de uma vacina ocorre em doses e reforcos, sendo que
o reforco é administrado somente nos casos em que a vacina produz imunidade em
um espaco de tempo limitado conhecido, necessitando assim do reforgo para dar

continuidade & imunidade.

Considerando as vacinas abaixo com as respectivas doencas evitadas,

BCG-ID (BCG intra-dérmico) = Formas graves de tuberculose



VOP (vacina oral contra pélio) = Poliomelite (paralisia infantil)
DTP ou DPT (triplice bacteriana) = Difteria, tétano e coqueluche
SRC ou MMR (triplice viral) = Sarampo, rubéola e cachumba
DT (Dupla adulto) = Difteria e tétano

Tetravalente (DTP + Hib) = Difteria, tétano, coqueluche, meningite e outras in-

fecgoes causadas pelo Haemophilus influenzae tipo b

FA = Febre Amarela,

temos hoje no Brasil o Calendério Basico de Vacinagao da Crianca, apresentado na

Tabela (1.1):

Idade Vacinas Doses
Ao nascer BCG - 1D dose tnica
Contra hepatite B (D 1% dose
1 més Contra hepatite B ™ | 2% dose
2 meses VOP 1* dose
Tetravalente 1¢ dose
4 meses VOP 2% dose
Tetravalente 2% dose
VOP 3% dose
6 meses Tetravalente 3% dose
Contra Hepatite B @ | 3% dose
9 meses FA ©® dose tinica
12 meses SRC dose tnica
15 meses VOP reforgo
DTP @ 19 reforco
4 a 6 anos DTP @ 2¢ reforco
SRC reforgo
6 a 10 anos BCG-ID @ reforco
10 anos FA ® reforco

Tabela 1.1: Calendario Bésico de Vacinacao da Crianca, Fonte:  Ministé-
rio da Saide - Programa Nacional de Imunizagdes (PNI) em
http://pni.datasus.gov.br



onde, as observagoes indicadas sao:

(1) A primeira dose da vacina contra a Hepatite B deve ser admin-
istrada na maternidade, nas primeiras doze horas de vida do recém nascido. O
esquema basico se constitui de trés doses, com intervalos de trinta dias da primeira

para a segunda dose e cento e oitenta dias da primeira para a terceira dose;

(2) O esquema de vacinacao atual é feito com trés doses da vacina
Tetravalente aos dois, quatro e seis meses de idade respectivamente, e dois reforcos
com a DTP, sendo o primeiro reforco aos quinze meses e o segundo entre quatro e

seis anos;

(3) A vacina contra Febre Amarela (FA) esta indicada para criangas a
partir dos nove meses de idade, que residem ou que irao viajar para alguma area
endémica (Estados: AP, TO, MA, MT, MS, RO, AC, RR, AM, PA, GO e DF), area
de transigao (alguns municipios dos Estados: PI, BA, MG, SP, PR, SC e RS) ou
area de risco potencial (alguns municipios dos Estados: BA, ES e MG). Esta vacina
deve ser administrada dez dias antes da viagem; o reforco aos dez anos é aplicado

somente aos residentes;

(4) Em alguns Estados, esta dose de refor¢o nao foi implantada, pois

estao aguardando conclusao de estudos referentes a efetividade da mesma.

Cabe salientar que existem outros calenddrios de vacinagao (do ado-
lescente e do adulto), que, para algumas vacinas, devem ser seguidos, caso nao tenha
sido respeitado o calendario da crianca; os mesmos encontram-se no site indicado

na Tabela (1.1).



1.1.2 Tipos de Vacina

As vacinas sdo compostas, em geral, por quatro componentes:

e O antigeno: componente mais importante, cujas caracteristicas depen-
dem do tipo de vacina. Pode ser o agente infeccioso inativado ou ate-

nuado, partes do agente, toxdides bacterianos inativados, etc...;

e (O solvente: pode ser apenas agua esterilizada, mas pode também ter
pequenas quantidades dos constituintes biolégicos em que sao produzi-

das as vacinas (proteinas, células do meio de cultura, ...);

o Conservantes, antibioticos, estabilizadores: servem para evitar invasoes

bacterianas ou dar estabilidade ao antigeno;

o Adjuvantes: compostos a base de aluminio que aumentam o efeito da

resposta imunoldgica do individuo vacinado.

De acordo com o antigeno, as vacinas sao classificadas em trés grandes tipos:

1. Vacinas Inativadas ou Inertes:

- Completas: o agente bacteriano ou viral é inativado (por exemplo,
por formaldeido), mas de tal forma que preserva a sua capacidade
de estimular o sistema imunolégico. Temos como exemplos: VIP

(Inativada contra poliomelite), SRC e Hepatite B;

- Fragoes ou sub-unidades do agente infeccioso: podem ser particulas
virais fracionadas, toxinas naturais cuja atividade foi anulada,
antigenos capsulares de bactérias ou de virus, ou antigenos mem-
branares de bactérias. Exemplos desta sao a DTPa (difteria,

tétano, coqueluche acelular) e Hib.

Estas vacinas tém a vantagem de serem muito seguras, nao havendo possibilidade

de originarem a doenca contra a qual protegem. Tém a desvantagem de, em geral,
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requererem a administracao de varias doses para induzir uma resposta imunolégica
adequada e, mais tarde, esta resposta tem de ser mantida através de reforcos da

vacina.

2. Vacinas “vivas” atenuadas: o agente patogénico, obtido a partir de um individuo

infectado, é enfraquecido por meio de passagens por um hospedeiro nao
natural, ou por um meio que lhe seja desfavoravel. O resultado destas
passagens ¢ um agente que, quando inoculado no hospedeiro natural,
multiplica-se sem causar doenca. Exemplos: VAP (Atenuada contra

poliomelite), sarampo, BCG-ID e DT.

Estas vacinas tém a vantagem de estar muito proximas do agente natural e de serem
relativamente faceis de produzir. Contudo, existe um pequeno risco de que o agente

atenuado possa reverter para formas infecciosas perigosas.

3. Vacinas produzidas por Recombinagao Genética: estas sao produzidas através

de técnicas modernas de biologia molecular e engenharia genética.

Os progressos na fabricacao de vacinas e a necessidade de simplificar os programas
de vacinacao, tém conduzido a combinagao de vacinas contra agentes diferentes,
isto se for comprovado que a resposta imunoldgica e a tolerancia a combinacao é
pelo menos tao boa quanto as vacinas isoladas. Estas vacinas sao denominadas
Combinadas ou Polivalentes. Sao os casos, por exemplo, das vacinas combinadas

SRC, DTP e Tetravalente.

1.1.3 Contra-Indicagoes a Vacina

Algumas contra-indicagbes gerais, que merecem atencao, sao citadas

abaixo:

- Doenca aguda (febre > 38,5°C sintomas clinicos acentuados ...), atual ou muito

recente, contra-indica todas as vacinas;



11

- Reacao clinica séria contra dose anterior da vacina, contra-indica a vacina em

questao;
- Alergia grave a gema de ovo, contra-indica as vacinas SRC, sarampo e rubéola;
- Alergia a certos antibiéticos contra-indica alguns tipos de vacina;

- Deficiéncia imunolégica congeénita, causada por uma doenga, ou causada por
terapia (corticéides, citoestéticos, radioterapia) contra-indica as vacinas

“vivas”;

- Infeccao por HIV contra-indica alguns tipos de vacina;

E importante citar que, nao so6 o esquema deve prosseguir normalmente,
como se contra-indica formalmente a utilizacao de recursos como o fracionamento

das doses subseqiientes.

1.2 Modelos Matematicos em Epidemiologia

1.2.1 Breve Historico

Conforme Anderson e May [Anderson e May(1982)], os primeiros desen-
volvimentos em Epidemiologia Matemaética parecem ter sido realizados por Daniel
Bernoulli que, na tltima metade do século XVIII, usou métodos matematicos para
avaliar a efetividade das “técnicas de variolagao” (ver se¢ao 1.1.1 da Introdugao)

contra a variola, com objetivo de influenciar a politica publica.

Somente depois de um longo periodo, por volta de 1906, Hamer e Ross
formularam teorias especificas sobre a transmissao de doencas infecciosas em uma
modelagem matematica simples e investigaram as propriedades decorrentes destes
modelos. Hamer postulou que a propagacao de epidemias depende da forma do
termo de interagao entre individuos suscetiveis e infecciosos, resultante da aplicacao

do principio da a¢do das massas [Massad(1996)] e [Yang(2001)].



12

Mais tarde, por volta de 1927, Kermack e McKendrick efetuaram es-
tudos matematicos mais elaborados, cujo resultado mais importante foi o teorema
do limiar. Segundo esta teoria, a introducao de poucos individuos infectantes em
uma comunidade totalmente suscetivel nao resultara em uma epidemia a menos que
o ntumero de individuos suscetiveis esteja acima de um certo valor critico (este é o

limiar).

A partir da segunda metade do século XX, a Epidemiologia Matematica
passou por um rapido desenvolvimento. Estudos recentes tém desenvolvido temas
como aplicagoes de teoria de controle em modelos epidémicos, espalhamento espacial
de doengas, investigacao de mecanismos de sazonalidade de epidemias, teoria do
limiar em modelos estocdsticos e deterministicos mais complexos, além de outros

temas [Anderson e May(1982)].

A Epidemiologia Matemdtica, como o préprio nome demonstra, é
uma area de carater interdisciplinar, resultado da interacao entre epidemiologistas,

bidlogos, matematicos e fisicos, entre outros.

1.2.2 Teoria Epidemiolégica

A epidemiologia estuda a incidéncia das Doengas Transmissiveis (DTs)
em grandes populagoes. O impacto da vacinagao sobre a epidemiologia da doenga ¢é

determinado pelas caracteristicas da vacinagao e por fatores tais como:
e a interagao entre o hospedeiro humano e o agente da doenca, em nivel
individual,

e 0 processo de transmissao entre hospedeiros e a forma como este é

influenciado por aspectos sécio-culturais do hospedeiro,

e as caracteristicas demograficas da populagao humana.
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A epidemiologia das DTs pode ser abordada de duas formas comple-

mentares [Gomes(2005)b]:

1. Epidemiologia Descritiva

Ao longo dos anos, os epidemiologistas recorreram a estatistica para
descrever os seus dados e formular as suas hipéteses. A epidemiologia classica esta
muito associada a descricao do ntmero de casos da doencga por milhares de habi-
tantes, por area geografica e/ou por unidade de tempo, ou seja, a prevaléncia e
a incidéncia da doenga (termos que serdao definidos mais tarde). Esta descri¢ao
pode resumir-se a simples graficos de barras, técnicas de mapeamento ou mesmo a
sofisticados métodos de andlise multivariada. A Epidemiologia Descritiva consiste,
portanto, no recurso a instrumentos da estatistica para descrever a doenga, no tempo
e no espaco. Um exemplo simples é o cdlculo do niimero médio de casos de uma
doenca por unidade de tempo ou o cédlculo da taxa de letalidade. Outros exemplos,
mais complexos, sao a utilizacao de técnicas de séries temporais, o ajuste do modelo
linear ou as andlises multivariadas para descrever fenomenos epidemioldgicos. Es-
tas abordagens descrevem ou revelam os padroes epidemiolégicos de uma DT, mas
nao explicam as razoes da epidemia observada, ou seja, sao meramente descritivas.
H&a quem as denomine de fenomenoldgicas, pois apenas descrevem fenomenos. Esta

abordagem nao ¢é a que adotaremos neste trabalho.

2. Epidemiologia Analitica

Nas ultimas décadas houve também avancos significativos na com-
preensao da propagacao das doencas transmissiveis em grandes populagoes, os quais
resultaram do recurso a modelos matematicos menos familiares. As conclusoes destes
estudos sao tao importantes que hoje desempenham papel fundamental na concepgao

dos programas de controle de DT's nos paises desenvolvidos.

Na abordagem analitica, o epidemiologista expde explicitamente os seus

pressupostos acerca dos fatores determinantes da epidemiologia e estuda matemati-
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camente as conseqiiéncias desses pressupostos através da construcao e andlise de
modelos matematicos. Se as previsoes do modelo matematico diferirem muito dos
dados reais, os pressupostos devem ser revistos, isto ¢, a modelagem deve ser apri-

morada.

Para os bidlogos, a infeccao, patologia e sintomatologia da maioria das
doencas infecciosas humanas sao razoavelmente compreendidas. Este conhecimento,
porém, nao é suficiente para prever a forma como a doenca vai se propagar numa
grande populacao. Para isso, precisa-se levar em consideracao fatores que compli-
cam imensamente a investigacao. Estes fatores sao: a biologia do agente infeccioso
(ciclo de vida, vulnerabilidade e fatores climéticos), as caracteristicas demogréficas
da populacao infectada (natalidade, mortalidade de infectados e nao-infectados, es-
trutura etaria, distribuicao no espago), aspectos comportamentais (taxa de contatos
entre individuos, higiene, etc...) e, evidentemente, eventuais medidas de controle

(vacinagao, isolamento de infectados, etc...).

A complexidade do assunto impossibilita portanto que se possa pre-
ver o curso de uma epidemia, por exemplo, baseando-se apenas na intuicao. Pelo
contrario, é necessario integrar toda a informagcao relevante de forma eficaz e esta
integracao pode ser feita verbalmente, graficamente ou, de preferéncia, através de
modelos matematicos. A matematica oferece os instrumentos mais adequados a
expressao de relacoes complexas de uma forma que torna relativamente facil avaliar
as conseqiiéncias dessas relacoes. Trata-se de uma ciéncia que obriga o investigador a
expor com maxima exatidao suas idéias sobre os fatores que determinam a epidemio-

logia da doenca e permite investigar as conseqiiéncias dessas idéias.

Os modelos mais freqiientemente usados para descrever a dinamica das
DTs sao do tipo compartimental. Sao deste tipo, aqueles que abordaremos em nosso

trabalho.

A complexidade do modelo depende do grau de realismo que se atinge

e da complexidade da propria doenca. Na tuberculose, por exemplo, existem mais
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compartimentos do que no sarampo, pois ha mais estagios pelos quais os infectados
podem passar. Nas doencas sexualmente transmissiveis, sao necessarios comparti-
mentos separados para os dois sexos. Nas doencas associadas a grupos sociais de
risco, deve-se dar um tratamento separado a estes grupos, usando compartimentos
com caracteristicas diferentes, ressaltando que a probabilidade de contagio varia de

grupo para grupo.

A populagao hospedeira é dividida em categorias ou “compartimentos”.
Estas categorias levam em consideragao o percurso pelo qual passa um hospedeiro
infectado e a forma como a infeccao se transmite. De forma bem simples e di-
reta, vamos exemplificar isto para o sarampo: numa populacao em que o sarampo é
endémico, ou seja, hé a presenca constante da doenca em um conjunto de pessoas de
determinada drea geogréfica (no Brasil, as doengas parasitdrias, em sua grande maio-
ria, se manifestam como endemias), praticamente todos os recém-nascidos nascem
com imunidade passiva herdada da mae; passados alguns meses, estas criancas
tornam-se suscetiveis e, mais tarde ou mais cedo, entram em contato com o virus;
entre o momento de recepcao do virus e o momento em que o infectado se torna
capaz de transmiti-lo, decorre um periodo de alguns dias, designado por periodo
de laténcia, durante o qual se inicia a viremia; logo que o infectado se torna ca-
paz de transmitir a doenga, termina o periodo de laténcia e inicia-se o periodo de

infecciosidade, durante o qual o individuo é denominado infeccioso.

Normalmente, para o sarampo, o infectado recupera-se da doenca e, em
principio, torna-se imune para o resto da vida. Este percurso da infeccao em nivel
individual, permite conceitualizar a populacao dividida em cinco categorias de in-
dividuos: os com prote¢ao maternal ao sarampo (P), os suscetiveis (S), os individuos
que estao no periodo de laténcia (L), a categoria dos infecciosos (I) e, finalmente, a
categoria que inclui todos os individuos imunes ou removidos do processo de trans-
missao (R). Numa populagao muito grande existe o fluxo permanente de individuos

entre essas cinco categorias e, se assumirmos que a imunidade ao sarampo, uma
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vez adquirida, permanece pelo resto da vida, o fluxo decorre sempre no sentido que

acaba de ser descrito: dos protegidos aos recuperados, conforme a figura 1.1.

VACINACAO
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Figura 1.1: Fluxograma de uwm modelo epidemiologico compartimental.

No diagrama do modelo apresentado na Figura 1.1, considera-se que
os recém-nascidos estao todos na classe P (seta horizontal que entra em P) e que
possam ocorrer mortes naturais em qualquer um dos compartimentos (setas verticais

saindo de todos os compartimentos).

Os valores médios das taxas de passagem entre compartimentos sao
conhecidos para a maioria das doencas infantis e dependem das caracteristicas
da interacao entre o hospedeiro e o agente etiolégico da infeccao. A imunizacao
por vacinacao tem o efeito de transportar individuos diretamente da categoria dos

suscetiveis para a dos removidos (seta que leva diretamente de S para R).

De fato, vacinar individuos regularmente, equivale a estabelecer um
fluxo permanente de individuos de uma categoria populacional (os suscetiveis) para
outra (os imunes/recuperados). Este fluxo pode ser representado matematicamente
e é possivel estudar as conseqiiéncias que um programa de vacinagao deve ter sobre

a incidéncia de uma DT, o que é o objetivo deste trabalho.
Exemplos de perguntas relevantes a que os modelos matematicos tém

tentado responder sao:

1. Qual ¢é a porcentagem de cobertura vacinal necessaria para eliminar uma doenga

infecciosa num pais?
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2. Qual é a importancia que tem a idade em que se vacina os individuos?

3. Quando a vacinacao nao elimina a doenca, que impacto se pode esperar que a

vacinacao tenha sobre as epidemias da doenca?

4. Vale sempre a pena efetuar vacinacao em massa?

Para o desenvolvimento do nosso trabalho iremos nos deter as perguntas

1,3 e 4 referidas acima.

Numa grande populagao, em que nascimentos, mortes e transferéncia de
individuos entre as categorias (compartimentos) da Figura 1.1 ocorrem permanen-
temente, a variacao do numero de individuos dentro de qualquer categoria pode ser
matematicamente representada por uma equacao diferencial em que intervém todos
os fluxos de entrada para a categoria e saida da categoria. Um modelo com “n” cate-
gorias, é representado por um sistema com “n” equacgoes, a partir das quais podemos
calcular os equilibrios e analisar a estabilidade dos mesmos. Cada equilibrio é car-
acterizado por um conjunto de valores, sendo um valor para a populagao de cada
compartimento. Um equilibrio indicando que a doenca é endémica é identificado
por um valor de I nao-nulo, apresentando uma prevaléncia média que caracteriza o
seu endemismo. A introduc¢ao da vacinagao em massa vem perturbar este equilibrio.
Uma das tarefas do modelador matematico consiste, precisamente, em prever qual é
o novo equilibrio para o qual o sistema tende apds a implementagao continuada da
vacinacao. Nesse novo equilibrio, o nimero de individuos latentes e infecciosos ira
depender da proporcao de individuos que é vacinada todos os anos. Previsivelmente,

latentes e infecciosos irao diminuir, mas nao é garantido que sejam eliminados.

Estes sistemas de equacgoes diferenciais, por serem nao-lineares, terao
raramente uma solucao analitica e se quisermos conhecer a evolugao temporal do
sistema de equagoes, torna-se necessario resolvé-lo numericamente (trabalho com-
putacional). Esta resolugdo numérica, além de informar, para valores especificos de
t, as correspondentes populacoes em cada compartimento, podera responder per-

guntas tais como:



18

- Devem-se esperar epidemias periddicas ou, pelo contrario, a doenga tende a per-
manecer endémica na populacao com um determinado nivel de mor-

bidade (proporgao de infectados constante)?

- Quais sao as conseqiiéncias da introducao de um programa de controle por

vacinagao?

- Em que condigoes este programa conseguira eliminar a infec¢ao?

O enfoque principal do nosso trabalho, dar-se-4 nas duas tultimas questoes acima

citadas.

O numero de pessoas infectadas por uma DT num dado instante (a
prevaléncia da doenca), bem como o nimero de novos infectados por unidade de
tempo (a incidéncia da doenga), variam a medida que o tempo passa. O estudo
dessa variagao é designado por estudo da dinamica da doenca e pode ser feito recor-
rendo a modelos matematicos. Quando nao existe qualquer controle da infecgao
(por vacinagao, isolamento de infectados, etc...), cada doenca adquire uma dinamica
propria (histéria natural da doenga). Os modelos matemadticos tém sido muitas vezes
capazes de recriar estas dinamicas em computador, ajudando-nos a compreender a
causa das mesmas e, ao mesmo tempo, dando-nos alguma capacidade de predigao
acerca daquilo que podemos esperar de uma DT numa populagao com determinadas
caracteristicas demograficas e sécio-culturais. E importante ressaltar o papel cru-
cial que desempenha o nimero basico de reproducao da doenca, que é um
parametro adimensional, simbolicamente representado por Ry. O ntmero basico
de reproducao é o ntimero de novos infectados gerados por um individuo infeccioso
quando este é introduzido numa populac¢ao em que todos os individuos sao suscetiveis
a infeccao. Ry é portanto o nimero de contatos “efetivos” tidos por um infeccioso,
por unidade de tempo. Ele é, em geral, superior a um e isso é condi¢ao necessaria
mas nao é condigao suficiente para que a doenga possa se propagar [Gomes(2005)b].
Na tabela 1.2, apresentamos os valores de R, para algumas doencas conhecidas

[Keeling (2001)]:
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Doenca | Valor de Ry
AIDS 2-5
Variola 3—95
Sarampo 16 — 18
Maléria > 100

Tabela 1.2: Valores de Ry para algumas doencas conhecidas.

Neste trabalho, utilizaremos o modelo compartimental SIR, que sera
abordado mais detalhadamente nos capitulos seguintes. Neste modelo, S indica a
populagao (nimero de individuos) do compartimento dos suscetiveis, I, a populac¢ao
(nimero de individuos) do compartimento dos infectados (neste caso, também infec-
ciosos), e R a populacdo (nimero de individuos) do compartimento dos recuperados

ou imunes, como mostra a Figura 1.2.

VACINACAD
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Figura 1.2: Modelo Compartimental SIR.

Comparando com o fluxograma apresentado na Figura 1.1, observamos
que no modelo compartimental SIR nao estao presentes nem o compartimento P
nem o compartimento L, ou seja, nao consideramos a possibilidade de existéncia de
uma populacao P com protecao maternal, e todo individuo infectado é imediata-
mente infeccioso, sem passar por periodo latente. Assim sendo, os nascimentos sao
agora indicados pela seta entrando em S; as mortes naturais continuam acontecendo

em cada um dos compartimentos existentes (setas verticais saindo dos mesmos).

O modelo STR é um modelo simples de propagacao epidémica, em que a

doenca ¢é transmitida pelo contato direto entre hospedeiros, e depois de recuperado,
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o individuo nao volta a ser suscetivel, pois a imunidade é considerada permanenete
(até o final da vida). Neste modelo, ndo existe periodo latente, portanto todo
infectado é infeccioso. Na catapora, por exemplo, um individuo infectado entra
em contato com um suscetivel, infectando-o. Depois de um periodo de tempo, o
individuo se recupera, ficando imune para a doenca, nao correndo mais o risco de

contrair a catapora (nao é mais suscetivel para esta doenga).

Este modelo foi introduzido em 1927 por Kermack e McKendrick e teve
papel muito importante na epidemiologia matematica. E usado na modelagem de
doengas, tais como: caxumba, rubéola, sarampo e variola [Hethcote(1989)]. Como

ja foi dito anteriormente, no modelo STR, a populacao é dividida em trés grupos:

e S: numero de suscetiveis, isto é, de individuos que podem contrair a

doenca;

e [: numero de infectados ou infectivos, isto é, de individuos que estao

doentes e podem transmitir a doenca;

e R: numero de recuperados ou removidos, isto é, de individuos que
ja estiveram doentes e ja nao podem nem infectar outros nem serem

infectados.

Podemos subdividir o modelo STR em dois grupos: SIR sem dinamica
vital e SIR com dinamica vital. Entende-se por dinamica vital os nascimentos e

mortes naturais que ocorrem dentro do periodo de tempo considerado.

Assim sendo, o modelo STR sem dinamica vital é usado quando a es-
cala temporal da enfermidade é muito pequena quando comparada a dinamica de-
mografica da populacao, ou seja, este modelo pode ser aplicado somente caso a

doencga estudada ocorra durante curtos intervalos de tempo.

Por outro lado, o modelo STR com dinamica vital é usado quando a

dindmica da doenga é de médio/longo prazo ( duragao da ordem de meses ou anos),
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pois neste caso é necessario introduzir efeitos demograficos, ou seja, nascimentos e

mortes naturais.

Para o nosso trabalho, como queremos analisar o efeito causado por
métodos de controle da doenca, com énfase na administracao da vacina em pop-
ulagoes, nos restringiremos ao modelo STR com dinamica vital e sem imigragao ou
emigracao. Vamos supor que mortes naturais ocorram em cada classe com taxa
“per capita” igual & de nascimento (x> 0), de forma que a populagao total pode ser
tomada como constante. Trabalharemos com equacoes diferenciais ordindrias, onde
a Unica variavel independente é o tempo (t), isto é, a populagao é considerada ho-
mogeneamente misturada; como conseqiiéncia, a probabilidade de um individuo ter
contato com qualquer outro é uma constante, independentemente de sua localizagao

espacial.

Este modelo, apesar de nao levar em conta todos os possiveis estagios
da histéria natural da doenca, contém os elementos essenciais no processo de trans-

missao da infeccgao.

Apoés inserirmos a palavra “vacinacao” em um contexto histérico, e
também apos ter introduzido os diversos termos relacionados com o assunto, pas-
saremos, no capitulo 2, ao estudo do modelo STR sem vacinacao para, nos capitulos
seguintes (capitulo 3 e 4), enfocar como se pode introduzir a vacinagao no modelo
matematico e os efeitos provenientes desta introducao. Em especial, obtivemos os
equilibrios bem como a anédlise de estabilidade dos mesmos, para cada um dos mo-
delos apresentados. Frisamos, outrossim, que tal andlise nao estava desenvolvida no
artigo que serviu de base para nosso trabalho, constituindo, portanto, contribuigao

nossa nesta dissertacgao.

Reservamos o capitulo 5 para fazer uma breve sintese de outras abor-

dagens do mesmo problema.

Por fim, no capitulo 6, apresentamos nossas conclusoes finais bem como

propostas para trabalhos futuros.
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2 MODELO SIR SEM VACINACAO

2.1 Formulacao do modelo

Neste modelo, cujo fluxograma apresentamos na Figura 2.1, a pop-
ulacdo é dividida em trés grupos: os individuos suscetiveis (), os individuos infec-

tados ou infectivos (/) e os individuos recuperados (R).

cfsI
I TLCH Ry B S

o)

Figura 2.1: Fluxograma representando o modelo SIR com dinamica wvital, sem
Vacinagao.

Para entendermos o fluxograma, onde N é a populagao total, conside-

rada constante, os fluxos sao estabelecidos como segue:

1N taxa de nascimentos.

o 1S, pl, pR: taxa de mortalidade natural em cada um dos comparti-

mentos S, I e R, respectivamente.

e c: numero de possibilidades de contato, por unidade de tempo, entre

quaisquer dois individuos da populagao N.

e ¢S: numero de contatos que toda subpopulagao suscetivel faz, por

unidade de tempo, com algum individuo da populacao.

%: probabilidade de um individuo dentro da populacao ser infeccioso.
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o S %: nimero de contatos, por unidade de tempo, de toda populacao

de suscetiveis com infecciosos.

e [3: probabilidade de que, em um encontro entre um suscetivel e um

infeccioso, haja transmissao da doenca.

° %: ¢ o numero de individuos infectados, por unidade de tempo, em
encontros de suscetiveis com infecciosos, também denominado de forga
de infecgao. Este mesmo termo também poderia ser construido a partir

do produto +.¢8S1, onde:

(ST = taxa de contato infectante,

ﬁ = probabilidade do contato.

e xI: taxa de recuperagao.

O modelo nao prevé mortes causdas pela doenca.

A dinamica da doenca é portanto estabelecida através do seguinte sis-

tema de equagoes diferenciais:

ds ¢BSI

@ N — uS
di N AN —H

dl BT

@ . I 2.1
L L 21)
dR

ST

dt wl = ukt

Adicionando as equagoes do sistema (2.1) e sabendo que:

N(t)=S(t)+ 1(t) + R(t) (2.2)
obtemos
AN(D) _
= 0, (2.3)

o que confirma nossa hipotese de que a populacao total N é constante. Esta con-
servacao da populacao total facilita nossa andlise, pois podemos trabalhar com ape-

nas duas das equagoes do sistema (2.1), as duas primeiras, por exemplo, sendo que:

R(t) = N(t) — S(t) — I(t), (2.4)
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para qualquer instante de tempo t.

2.2 Determinando R
O parametro Ry pode ser determinado de varias formas, das quais va-
mos exemplificar duas:

1. A doenca se propaga se o numero I, de individuos infectados, au-

menta com o passar do tempo, isto é:

dI cBSIT
— >0 = - I>0 2.5
“ Lm0, (2.
isto ¢, como I > 0,
S
_bS (2.6)
(u+ k)N
que, para uma populacao inteiramente suscetivel (S = N), fornece:
L (2.7)
el
Levando em consideragao que: [cf] = [f]™' e [u + ] = [{]7' temos que lf% é

adimensional, logo, podemos dizer que o parametro adimensional, nimero basico

de reprodugao da doenca, no modelo SR, é dado por:

_
e

Ry (2.8)

2. Usando a definicao de Ry:

Considerando o que ja vimos na introducao, se¢ao 1.2.2, podemos cal-
cular Ry como sendo a probabilidade que um infectado tem de passar a doenca, por
unidade de tempo, quando a populagao é toda suscetivel (S = N), multiplicada pelo

tempo de infecciosidade.

A probabilidade, por unidade de tempo, referida acima, corresponde a

parte positiva da equacdo % (termo de interagdo) do sistema (2.1) com S = N,

dividida por I, uma vez que se refere a probabilidade de cada infeccioso, ou seja,

cf3.
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O tempo médio de infecciosidade, 7, é o inverso do médulo do coeficiente

no termo negativo que multiplica /, na mesma equacao, ou seja:

1
_u+/{

(2.9)

T

Assim, multiplicando a probabilidade, por unidade de tempo, pelo
tempo de infecciosidade, teremos um termo adimensional, pois [c3] = [t]7! e

[+ k] = [t]7}, logo:
s

Ry = .
0 Wtk

(2.10)

Podemos notar que as equagoes (2.8) e (2.10) sdo exatamente as mes-

mas, como ja esperavamos.

2.3 Trabalhando com proporcgoes

2.3.1 Formulacao do modelo

Definindo as proporgoes:

L)
N Y

l

S

@
<
Il

(2.11)

=l =

I
N
donde

s(t)—l—i(t)Jrr(t):S(t)+]]\7(zg>+R(t) S s+l () =1, (2.12)

onde, s, i e r € [0, 1], obtemos um novo sistema de equagoes diferenciais:

ds
dt
di
dt
dr
dt

= —cfsi+ pu— pus

= cfsi— (u+ k)i (2.13)
= KL — ur,

cujo fluxograma é apresentado na Figura 2.2:

Podemos novamente desconsiderar a tltima equagao do sistema (2.13),
pois:

r(t) =1 — s(t) —i(t) (2.14)
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h ol o cﬁsil i 1 ; "

L3 i Lt

Figura 2.2: Fluzograma representando o modelo (2.13).

2.3.2 Determinando R,

Para determinar o parametro Ry vamos seguir os mesmos passos usados

para o sistema anterior:

1. A condicao:

i
d—z >0 = cfsi— (p+ k)i > 0, (2.15)
isto é, como i > 0,
o5y, (2.16)
(1 + )
que, para uma populacdo inteiramente suscetivel (s = 1), fornece:
A (2.17)
Y
Levando em consideragao que: [cf] = [f]™' e [u + &] = [{]7' temos que MC% é
adimensional, logo, podemos dizer que:
Ro= P (2.18)
[

A condigao (2.17), de Ry > 1, pode ser interpretada como uma exigéncia
de grande forca de infecgao, a qual pode ser atingida por muitos contatos, ou de

mortalidade e recuperacao pequenas, para que a doenga se propague.
2. Usando a definicao de Ry:

Calcularemos novamente Ry como sendo a probabilidade que cada in-
feccioso tem de passar a doenga, por unidade de tempo, quando a populagao ¢ toda

suscetivel (s = 1), multiplicada pelo tempo de infecciosidade.
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Analogamente ao raciocinio utilizado para obter a expressao (2.10),
substituindo-se populagoes por proporcoes, obtém-se novamente:

ROI Cﬁ .
[l

(2.19)

A obtengao das equagoes (2.8), (2.10), (2.18) e (2.19) levam, eviden-
temente, ao mesmo resultado para o parametro Ry, referente ao modelo STR em
questao (seja com populagoes ou com proporgoes). No restante do trabalho os estu-
dos dos modelos epidemioldgicos serao efetuados a partir dos sistemas de equacgoes

diferenciais para as proporc¢oes de populagoes em cada compartimento.

2.4 Pontos de equilibrio, analise de sua estabilidade e

diagramas de bifurcacgao

Lembrando que o valor de r(t) pode ser obtido em qualquer tempo ¢, a
partir da equagao (2.14), observamos que os equilibrios sao do tipo (s*, 1%, 1 —s*—i*),
onde s* e i* satisfazem, das duas primeiras equagoes do sistema (2.13):

ds

prialy = —cfs" i+ p—pst =0
di . -
%:0 = cfs* " — (u+K)i* =0

Os pontos de equilibrio obtidos desta forma sao:

e 0 equilibrio livre de doenga (trivial)
(55,75, %) = (1,0, 0) (2.20)

e 0 equilibrio endémico

(,U—F/'i 7 (1_u+n
B T pu+k cf3

(s1, 41, 77) ), 1=(s1+4))  (221)

Para que o equilibrio endémico seja biologicamente viavel, devemos verificar se i > 0
. . , o . . . .
ery >0 (s > 0 é certamente positivo, pois todos os parametros envolvidos sao

positivos).
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e Para ter i7 > 0, deve ser satisfeita a condigao:

[
B

<1 (2.22)

e Para rj > 0, certamente vale s] + 4] < 1, e portanto:

+ K
2 (1_M)+M

<1, 2.23
cf3 w+rK p+K ( )

que é sempre verdade para 0 < “t% < 1, visto que:

5
IRy o BERG By By (04
cf cf L+K" p+kK

ou seja, 17 =1 — (s7 +14}) > 0, sempre que a condigao (2.22) estiver satisfeita.

Observando a condigao (2.22), reconhecemos, na fragdo do lado es-
querdo da desigualdade, o inverso do valor anteriormente calculado para Ry. Em

outras palavras, o equilibrio endémico existe se, e somente se, Ry > 1.

Desta forma podemos reescrever o equilibrio endémico como:

Gt = (e ) -G eD) @)
desde que
Ry > 1. (2.26)

Cabe frisar que para ter significado bioldgico, nao apenas cada uma das componentes
s*,1* e r* devem ser nao negativas, mas também devem ser menores ou iguais a 1.
e

Portanto temos ainda as condigoes s* = i < 1, que novamente leva a condicao

(2.22); assim como a condigao r* =1 — s* —i* < 1 que levard a mesma relagao.

No que segue, apresentaremos a andlise de estabilidade dos equilibrios,

através das seguintes abordagens:
1) andlise do campo de diregoes;

2) linearizagao do sistema;
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1) Andlise do campo de diregoes

No plano si, a iséclina de inclinagdo nula (“nullcline”) de s é obtida

impondo % = 0 na primeira equacao do sistema (2.13), como:

= ps
= 2.2
7 Bs (2.27)

As iséclinas de inclinagao nula (“nullclines”) de ¢ sdo obtidas impondo

% = 0 na segunda equacao do sistema (2.13), como:

pt+r 1
cf _Ro

1=0 e s = (2.28)

Cada ponto de encontro entre uma nullcline de s e uma nullcline de i determina

um equilibrio do sistema (ver apéndice A).

ds _ di _

L
e Cf

Figura 2.3: “Nullclines” e alguns elementos do campo de direcoes, no plano si, do
modelo (2.13), para Ry > 1.

Na Figura 2.3, considerando Ry > 1, tracamos as iséclinas de inclinagao
nula (2.27) e (2.28), que dividem o plano si em regides, em cada uma das quais
analisamos os sinais de % e de %, donde tracamos o elemento do campo de dire¢oes
correspondente. Adotamos a cor vermelha para nullcline de s e azul para nullcline
de i. Nesta figura, podemos ver que, neste plano, o ponto de equilibrio (2.20), livre

de doenga, (s§,145), onde i = 0, é ponto de sela (instavel), pois as setas indicam que

trajetorias se aproximam do ponto de equilibrio apenas se estiverem sobre o eixo s,
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e de outra forma se afastam do equilibrio. Por outro lado, para o ponto de equilibrio
(2.21), endémico, (s7,4}), a andlise das nullclines é inconclusiva, pois todas as setas

indicam “giro” das trajetérias em um mesmo sentido (anti-horério).

g= _ 4 _
& at 30 at =0 A L
N L
31 [ |
C L Bt e e -
L MR [,
MRS R b
P e e L ™
385 NN =
NS R s
AR e A
MRS e e w4
L e e z
et e L [
L R mat di_y §
Bt O [T et Ll 3
e e N 1 f
D 1_ .1 =
(d Fi 1)

Figura 2.4: Campo de diregoes e “nullclines” de s e de i, das duas primeiras
equagoes do modelo (2.13), em (a) para P%o <1, (b) para RLO > 1.

Na Figura 2.4(a), estas mesmas nullclines sao tracadas juntamente com
mais elementos do campo de direcoes, obtidos com a ajuda do software Maple. Nesta,
confirmamos que o ponto de equilibrio (s, i5) é ponto de sela instavel, e a andlise do
ponto de equilibrio (s},7}) continua sendo inconclusiva, restando uma divida com

relagao a este equilibrio, se existe um ciclo em torno dele (equilibrio instével) ou se

é do tipo espiral (equilibrio estavel) (ver apéndice A).

Na Figura 2.4(b), apresentamos a situacao correspondente a Ry < 1.
Nesta, o unico ponto de equilibrio biologicamente viavel é o equilibrio livre de

doenga, (s§,15), onde i = 0, o qual podemos concluir que é estavel do tipo né.

Para graficamente chegar a alguma conclusao a respeito do tipo de
equilibrio para (s}, 7}), tragamos na Figura 2.5(a) duas trajetérias que correspondem
a condicoes iniciais especificas. Estas sao obtidas pelo Maple, a partir da resolugao

numérica do problema de valor inicial dado.
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Figura 2.5: (a)Trajetdrias no plano de fase si obtido a partir do modelo (2.13),
aprozimando-se do ponto de equilibrio endémico; (b) Regido com signifi-
cado bioldgico.

Observamos entao que o ponto de equilibrio endémico (s3,4%) é do tipo
espiral. Chamamos atencao para o fato de que deve ser satisfeita a desigualdade
s+ 1 < 1, visto que da equagao (2.12) temos s + ¢ +r = 1, e, além disso, r > 0;
pontos fora da regido sombreada na Figura 2.5(b) ndo possuem significado biolégico;
a reta azul que limita esta regiao tem por equagao: s + i = 1. Esta mesma reta é

também tracada na Figura 2.5(a).

2) Linearizagao do sistema

Considerando que s(t) = s*+4d(t) e i(t) =1i*+¢&(t), onde o(t) e e(t)
sao pequenos afastamentos de s(t) e i(t), respectivamente, com relagao ao equilibrio
(s*,4*), obtemos, a partir do sistema de equagoes (2.13), a aproximagao linear (ver

apéndice A):

@
dt )
=~ J(s*,i%) , (2.29)
de €
dt
com a seguinte matriz Jacobiana:
—cfi* — —cfs*
Sty = | TP b . (2.30)

cf* cfs* — (u+ k)



32

Analise de estabilidade para o equilibrio livre de doenga (2.20):

A equacao caracteristica que determina os autovalores da matriz Jaco-

biana que corresponde ao equilibrio (2.20):

Jspiy=| " T , (2.31)

tem a forma (ver apéndice A):

N —TX+D=0 , onde

T=TrJ=cf—2u—=k e D =detJ = p(p+ Kk — cf),
cujas rafzes (reais e distintas) sao:
)\1 = Cﬁ — (,u + :‘i) e )\2 = — W, (232)

e cujo discriminante A é sempre positivo, pois A = (¢ — k).

Quanto aos sinais das raizes temos que, como p > 0:

Ay <0, (2.33)

e o sinal de A\ depende de Ry; assim:
se Rio <1 entao A1 >0, (2.34)
se R%) > 1 entao A1 < 0. (2.35)

As condigoes (2.33) e (2.34) juntas, nos levam a concluir que, se Ry > 1,

o equilibrio (2.20) é um ponto de sela (ponto instavel).

Além disto, as condigoes (2.33) e (2.35) juntas, nos possibilitam afirmar
que, se Ry < 1, o equilibrio (2.20), que, neste caso, é o unico equilibrio biologica-

mente viavel, é do tipo no estavel.

Outra forma de se chegar as mesmas conclusoes é através dos sinais de

D, T e A, que dependem de Ry, como segue:

1
a) —<1 = D<O, (2.36)
Ry
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0 que caracteriza um ponto de sela (instével).

1
b)§>1 = D>0 e T < 0; (2.37)
0

como ja vimos que A é sempre positivo concluimos que se trata de um ponto de

equilibrio do tipo no estavel.

Analise de estabilidade para o equilibrio endémico (2.21)

A equagao caracteristica que determina os autovalores da matriz Jaco-

biana que corresponde ao equilibrio (2.21):

—cBu
J(s1,}) = e e+ %) : (2.38)
p2 -1 0
tem a forma (ver apéndice A):
AN —~TXN+D=0 , onde

T=TrJ=—-3% e D=det]=plef—(u+r),

que analisaremos diretamente dos sinais de D, T e A, e usaremos o fato de que este

equilibrio é biologicamente viavel apenas se Rio < 1.

De imediato, observamos que:
T <0, (2.39)

pois todos os parametros envolvidos em 7' sao positivos. Resta entao analisar os

sinais de D e A.

Um célculo direto nos mostra que:

1
— <1 = D>0, (2.40)
Ry

que, juntamente com a condic¢ao (2.39), nos leva a concluir que o ponto (2.21), que
s6 ¢é biologicamente viavel se Ry > 1, é um equilibrio estavel. Além disso precisamos
analisar se A > 0 ou A < 0, para podermos definir se o ponto é né ou espiral.

Efetuando alguns calculos, deduzimos que:

1
— <1 = A<0, (2.41)
Ry
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e, portanto, o equilibrio estavel é do tipo espiral. Isto caracteriza trajetorias

aproximando-se deste equilibrio, com oscilacoes.

Para finalizar esta segao, tragamos na Figura (2.6) os diagramas de
bifurcacao, para os equilibrios de cada uma das variaveis dependentes, em func¢ao

do parametro R.

Figura 2.6: Diagramas de Bifurca¢do, em (a) de s*, em (b) de i* e em (c) de r*.

Podemos, de forma simples, resumir nossas observacoes na tabela 2.1,

na qual fica evidente que, para garantir a inexisténcia de uma epidemia precisamos

ter Ry < 1.

Parametro | Equilibrio (s*,4*,7*) | Tipo de ponto critico no plano si | Estabilidade
Ry <1 (1,0,0) no estdvel
Ry >1 (1,0,0) sela instével

(Rio, ﬁ(l — %0)’ %) espiral estavel

Tabela 2.1: Resultados de estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (2.13).

2.5 Resolugao Numérica

Nas figuras 2.7(a) e (b) apresentamos em um mesmo sistema de eixos
coordenados, os graficos de s(t), i(t) e r(t), em fun¢do do tempo ¢, que constituem
a solugdo numérica do modelo (2.13), fornecida pelo Maple. As condigoes iniciais

utilizadas foram: s(0) = 0.9, i(0) = 0.1 e (0) = 0.
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Para estes exemplos usaremos, para Ry > 1 (Ry ~ 1.3): ¢ = 0.9,

=04, p=007Ter=02epara Ry <1 (Ry=02):c=1,0=1,p=3er=2.

Na Figura 2.7(a), verificamos que, para Ry > 1, o equilibrio estével
é o endémico, (s7,47,77) = (0.75 ; 0.065 ; 0.185), cujas coordenadas sao obtidas
a partir da equacao (2.21), e este é atingido com oscilagdes (como ja concluimos
anteriormente). Na Figura 2.7(b), visualizamos que, para Ry < 1, o equilibrio
estavel é o equilibrio livre de doenca, (sg,i5,75) = (1, 0, 0), obtido através da

equagao (2.20).

e Substituindo os valores usados para Ry > 1 na equacao caracteristica
correspondente ao equilibrio livre de doenga, (2.20), obtemos facilmente

as raizes:

M =009 e A =-007,

0 que caracteriza que, no plano si, o ponto de equilibrio (s§,0) é um
ponto de sela (raizes reais com sinais opostos), confirmando o que ja

haviamos concluido anteriormente.

Da mesma forma, substituindo estes valores (R, > 1) na equagao carac-

teristica correspondente ao equilibrio (2.21), determinaremos as raizes:
A1 = —0.047 + 0.064: e Ay = —0.047 — 0.0644,

o que confirma que, no plano si, o ponto de equilibrio (s},i}) é do
tipo espiral estavel (espiral pois as raizes sdo complexas, com parte

imaginaria nao-nula, e estavel pois a parte real das raizes é negativa).

e Se substituirmos os valores indicados para Ry < 1, na equacao carac-
teristica correspondente ao equilibrio livre de doenga, (2.20), que, como
ja vimos, nestas condigoes é o unico equilibrio biologicamente viavel,

obtemos as raizes:
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Figura 2.7: Variagao temporal do nimero de suscetiveis s(t), do nimero de infec-
tados i(t) e do nimero de recuperados r(t), em um modelo SIR sem
vacinagdao, em (a), para Ry > 1 e em (b), para Ry < 1.

o que confirma que, no plano si, o ponto de equilibrio (s§,0) é do tipo

né estavel (pois as raizes sao reais e negativas).

Em ambas as figuras pode-se observar que, em qualquer instante ¢ (em
uma mesma perpendicular ao eixo t), verifica-se a conservagao da populagao total,

ou seja, s(t) +i(t) +r(t) = 1.

Em (a), para Ry > 1, visualiza-se que, com o passar do tempo t, o
numero de suscetiveis primeiro diminui, atingindo um minimo, para depois aumentar
até chegar ao equilibrio. Por outro lado, o nimero de infectados e o nimero de
recuperados aumentam no inicio, alcancando um valor méaximo, e depois diminuem,

até atingir o equilibrio.

Em (b), quando temos Ry < 1, observamos que com o passar do tempo
t, o numero de infectados apenas diminui (a doenga nao se estabelece na populagao)
até chegar a zero; por outro lado, o nimero de suscetiveis cresce, tendendo a um, e
o nimero de recuperados primeiro atinge um méaximo e depois decresce até zero (a

populagao total se conserva).

No proximo modelo, vamos analisar os efeitos da introducao da vacina

na populagao que esta sendo considerada.
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3 MODELO SIR COM VACINACAO

3.1 Formulacao do modelo

Neste modelo, desenvolvido por Carl P. Simon e James S. Koopman,
[Simon e Koopman(2001)] considera-se que todos os recém-nascidos sao suscetiveis
e que a vacina seja aplicada a uma parte da populagao de suscetiveis, tao
logo que nasce. Também ¢ previsto que a vacina pode nao ter sucesso e neste caso,
alguns suscetiveis mesmo vacinados ainda poderao contrair a doenca. Trabalhando

com proporgoes (ver se¢ao 2.3), a populacao é dividida em seis grupos:

e s,: individuos suscetiveis vacinados,
e s, individuos suscetiveis nao vacinados,

e i, individuos infectivos que contrairam a doenca mesmo apds terem

sido vacinados ( nao soroconvertidos),

e i,: individuos infectivos que nao foram previamente vacinados (doenga

natural),

e r,: individuos recuperados vacinados - inclui os individuos suscetiveis
para os quais a vacina fez efeito (soroconvertidos - nao contrairam a
doenga) e também os individuos provenientes do compartimento i,,

estes ultimos contrairam a doenca e estao curados,

e r,: individuos recuperados nao vacinados - individuos que provém do

compartimento i,,.

Efeitos tais como redugao da infecciosidade (contagiosidade), redugao
da suscetibilidade e reducao do tempo de duragao da doenga sao denominados

efeitos adicionais, os quais serao incluidos no modelo que trataremos no préximo

capitulo.
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O modelo estudado neste capitulo nao inclui tais efeitos adicionais e
pode ser esquematizado através do fluxograma apresentado na Figura 3.1. O tnico
efeito da vacina aqui é o de imunidade esterilizante, no sentido de que parte dos

individuos vacinados nao corre o risco de desenvolver a doenca.

Além dos parametros u, k, § e ¢, ja abordados no modelo anterior,

foram introduzidos agora os parametros fea,com 0 <a<1 e 0< f<1:

f: fracao da populacao suscetivel que recebeu a vacina.

e «: indice de sucesso da vacina (soroconversao), ou seja, fracao dos
suscetiveis vacinados que sao completamente protegidos pelo efeito de
esterilizacao.

e fa: fracao da populagao de suscetiveis que estd completamente prote-
gida pelo efeito de esterilizacao.

e ¢, (B, e Kk os mesmos do modelo anterior.

HLSy HLiy Ll
CRSuiu _
. — iy
—{  Su C RSl ly -l T
g
uf =2
CRSuiy ¢
5 " tohs I
|
KT L., LI

Figura 3.1: Fluzograma representando o modelo (3.1).

A variagao positiva em i, provém do encontro de algum membro de s,

com 1%, ou ,, bem como a variagao positiva em ¢, provém do encontro de algum
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membro de s, com %, ou i,, ou seja, os indices v sao utilizados para indicar que o

individuo foi previamente vacinado, quando era suscetivel.

Observamos que se f = 0 o nosso fluxograma reduz-se a primeira linha
e nao existird nenhum dos componentes s,, i, e 7,, recaindo assim no modelo desen-

volvido no capitulo anterior, apds retirar o indice u dos componentes restantes.

Desta forma o modelo é estabelecido através do seguinte sistema de

equacoes diferenciais:

dsy, . .
% = —cfSyly — cBSyly — Sy — 1uf + 1
ds, ) .
dt = _Cﬁsvlu - Cﬁsvzv — USy — ufa + ”f
diy, _ _ . .
pl COSyly + COSyiy — Ky — iy (3.1)
diy, _ . . .
é = fSyly + COSyly — iy — Kiy
dry, ,
— = Ky — Uy
dt a
dry, ot
= Ki, o — [Ty,
dt 2 2

Para os calculos que desenvolveremos a seguir (determinagao de Ry e dos equilibrios
do sistema), é conveniente definir s, i e 7, respectivamente, como a propor¢ao total

de suscetiveis, infecciosos e recuperados, isto é:
S5 =8, + S, , 1= 1y + 1y e r="ry+7T, (3.2)

Desta forma, reduzimos o sistema (3.1) para:

s _ —cfsi — ps + u(l — fa)

@

ZZ — fsi— (i + )i (3.3)
@ = ) — + f

o = it ufa

A partir do sistema (3.3) ratificamos que com f = 0 reproduz-se o sistema de

equagoes (2.13) do modelo anterior.

Analisando a segunda equacdo do sistema (3.3) podemos, como ja

desenvolvido no modelo anterior, afirmar que o tempo de infecciosidade (7) e o
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parametro Ry continuam os mesmos do modelo STR estudado no capitulo 2, ou

1 _ B
e € Tl =

seja, continuamos com 7 =

Fazendo a soma das equagoes do sistema reduzido (3.3), obtemos

d(s+i+r)

-l = 0, como seria de se esperar, visto que s(t) + i(t) + r(t) = 1. Desta

forma, como no modelo anterior, para facilitar nossa analise, vamos desconsiderar a
ultima equagao do sistema (3.3), levando em consideragao a equagao (2.14), focando

nosso estudo nas suas duas primeiras equagoes.

3.2 Pontos de equilibrio, analise de sua estabilidade e

diagramas de bifurcacgao

3.2.1 Equilibrios do sistema reduzido

Lembrando que o valor de r(t) pode ser obtido em qualquer tempo ¢, a
partir da lei de conservacao da populagao total (2.12), observamos que os equilibrios
sao do tipo (s*, 1%, 1 —s*—i*), onde s* e i* satisfazem, das duas primeiras equagoes

do sistema reduzido (3.3):

d
d—j:O = —cfBs" " — ps* +pu(l — fa) =0
£:0 = cfBsi" — (p+ k)" =0

Os pontos de equilibrio obtidos desta forma sao:

e 0 equilibrio livre de doenca
(s 05, 15) =(1—fa, 0, fa), (3.4)
que sera sempre biologicamente viavel, visto que 0 < fa < 1.

e 0 equilibrio endémico

(s1.70) = (e 1= o) =) 1= (L o= o) =11}
(3.5)
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Para que o equilibrio (3.5) seja biologicamente vidvel, precisamos verificar se i} > 0
er; >0 (s; > 0 é certamente positivo).
e Para ter i7 > 0, deve ser satisfeita a condigao:

1
1—fa> o (3.6)

Mostraremos, a seguir, que se a condi¢ao (3.6) for satisfeita, teremos também r; > 0.

Para isso, partiremos da condi¢ao i > 0, que pode ser escrita sob a

forma:

1

— <1+A 3.7

R, 1A (3.7)
onde definimos:

B (o
A= “+Z( fo) >0
ne

Pode-se ver facilmente que a desigualdade (3.7) ¢ satisfeita sempre que

(3.6) for verdade, pois, sendo 1 — fa < 1, teremos:

1 1
— <1 = — < 14+A
R fa R T

Observamos ainda que Rio < 1 j4 implica em (3.7), isto é, r{ > 0.

Assim, para que o ponto de equilibrio endémico seja viavel, isto é, i7 > 0

e r7 > 0, é necessario que a condicao (3.6) seja satisfeita.
3.2.2 Equilibrios do sistema completo

No que segue, os equilibrios (s*, i*, 7*), obtidos acima, serao utilizados

* * >k sk *
w Sus oy sy Ty

* .
v "ur v T,U) dO SlStema

na determinagao das componentes dos equilibrios (s
completo (3.1). Para isso, escrevemos as condigoes de equilibrio do sistema (3.1) sob

a forma:
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—cfsy(iy + i) —psy +p(l = f) =0
—cfsy(in +iy) —psy +pf(l—a) =0
s (i, +13) = (1 + R)E, =0
Bsilis +i5) — (u+R)i; =0

Kiy, — Ty, =0

ki — ury + pfa =0

Apbs resolver o sistema acima, e fazendo us

sistema reduzido (3.3), obtemos:

e 0 equilibrio livre de doenca

* * 3 -k * T*
up’? “vo? "ug? “vo? " ug?’ " vo

(s

o dos equilibrios ja determinados para o

)Z(l_faf(l_a)7070a0afa)

e o equilibrio endémico (s, s} .45 .45 .75 .75, ), com:
“ R() (1—f0é) 7 vt Ro 1—f&
U1 11_fa Y v1 1 1_]('04
* 1_f K * f(]_—Oé) K
Tul_l_facf[Ro(l—fa)—l] : rm:ﬁcﬁ[}%o(l—fa)—l]ana

E vélido relembrar que é necessario que a condi¢ao (3.6) seja satis-

feita, para que qualquer uma das componentes do equilibrio (3.5) tenha significado

biolégico: em s*, pois caso contrario teriamos s* > 1; em ¢*, para termos ¢* > 0; e,

em r*, para termos r* > 0.

Mesmo tendo calculado os equilibrios do sistema (3.1), a andlise de

estabilidade sera feita apenas para os equi

librios do sistema reduzido (3.3), visto

que esta é suficiente para observarmos o efeito da vacina. Adotaremos as seguintes

abordagens:
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1) andlise do campo de diregoes;
2) linearizagao do sistema;
1) Anélise do campo de direcoes

No plano si, a “nullcline” de s é obtida da primeira equacao do sistema
(3.3), como:
1— _
cfBs

As “nullclines” de i sdo obtidas da segunda equagao do sistema (3.3),

COIMo:

i=0 e s = =— (3.9)

o
i R
| z
| 4
pit-foe) \
e of | ! ‘5}; ?l
wi-fo) p !
LHE  of ) -‘I'V
. (LR D
E1-Ifu:J a
R

(k)

Figura 3.2: “Nullclines” e alguns elementos do campo de dire¢oes, no plano si, do
modelo (3.3), em (a) para 1 — fao > Rio eem (b) para 1 — fa < R%)'

As “nullclines” de s e de 7, para o caso 1 — fa > Rio, estao representadas
na Figura 3.2(a), bem como os pontos de equilibrio (trata-se das componentes s* e
i* dos pontos especificados em (3.4) e em (3.5)). Observa-se que, se 1 — fa > R%)’
o ponto de equilibrio (3.4), livre de doenca, (s§,44), ¢ instavel (ponto de sela), pois
as setas indicam que trajetérias se aproximam do ponto de equilibrio apenas se
estiverem sobre o eixo s, e, de outra forma, se afastam do equilibrio. Por outro lado,

nestas condigbes, a andlise de estabilidade do ponto de equilibrio (3.5), endémico,
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(s1,4%) através das “nullclines” é inconclusiva, pois todas as setas indicam “giro”

das trajetérias em um mesmo sentido (anti-hordrio) (ver apéndice A).

Paraocasode 1— fa < Rio, representado na Figura 3.2(b), podemos ver
que o unico ponto de equilibrio biologicamente vidvel é o equilibrio livre de doenca,
(s5,15), sendo este, nestas condi¢oes, um né estdvel. Podemos observar também
que, caso o equilibrio endémico fosse biologicamente viavel nestas condicoes, seria

um ponto de sela.

Na figura 3.3, tracamos através de métodos numéricos, com ajuda do

Maple, o campo de diregoes e as “nullclines” de s e ¢ para o modelo em questao.

A g, 4 A B
[ #t q? i o
L i
Q\%%k e e *g
L e e N
o h b R e e [y
LAY NN et e e e e e e
NLYN Y B B e T B B
R T e T e e e
AR ST A
M9 B ERERTIERIIA A n
[T A e :
L e e o) ST e :
RN YN IR |
:::::::-\-.-\_.-\_\_. ::' N '\Q Q:\\:QE=D |-l-[:1-f05:] _E ; : B
:-\_.,-\_.,-\_n_n_u_a__-_o-_,_r-__.-r,f "N T Hett2 Gﬁ ?! i
e \.\_\ .‘ ]
i3 2 M-feg) = it (- foc) 1
Ro o

Figura 3.3: Campo de direcoes e as “nullclines” de s e de i, das duas primeiras

equagoes do modelo (3.3), em (a) para 1 — fa > =+ e em (b) para

1 Ro

Confirmamos assim, que, se 1 — fa > Rio o ponto de equilibrio (s, )
é ponto de sela (instével) e podemos agora ver que o ponto de equilibrio endémico
(s*,4*) é ponto espiral estavel. Se 1 — fa < Rio, confirmamos que o Unico ponto de

equilibrio biologicamente vidvel é (sg,if), que é, neste caso, né estével.
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2) Linearizagao do sistema

Considerando que s(t) = s* + w(t) e i(t) = i* + ¢(t), onde w(t) e
©(t) sdo pequenos afastamentos de s(t) e i(t), respectivamente, com relacdo ao
equilibrio (s*,i*), obtemos, a partir do sistema reduzido (3.3), a aproximagao linear

(ver apéndice A):

dw
dt w
>~ J(s*,1%) , (3.10)
dy @
dt
com a seguinte matriz Jacobiana:
S5y = | P chs (3.11)

cfi* cfs* — (p+ k)

Analise de estabilidade para o equilibrio livre de doenga (3.4)

A equacao caracteristica que determina os autovalores da matriz Jaco-
biana que corresponde ao equilibrio (3.4) é (ver apéndice A):
A2 —TX+D =0, onde
T=TrJ=—pu+cB(l - fa)— (u+ k) e
D =det] = —p[cf(1 - fa) = (p+rK)]
cujas raizes (reais e distintas) sao:

M =cB(1— fa)— (n+kK) e Ao = —p, (3.12)

e cujo discriminante A é sempre positivo, pois A = [¢8(1 — fa) — k]2
Quanto aos sinais das raizes temos que, como u > 0:
A2 <0, (3.13)
e o sinal de \; depende de Ry; assim:

se <1l-fa entao A1 >0, (3.14)

1
Ro

se Rio >1— fa entao A1 < 0. (3.15)
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As condigbes (3.13) e (3.14) juntas, nos levam a concluir que, se

1

R0>1_fa,

o equilibrio (3.4) é um ponto de sela (ponto instavel).

Além disto, as condigdes (3.13) e (3.15) juntas, nos possibilitam afirmar

que, se
1
1— fa’

o equilibrio (3.4) que, neste caso, é o unico equilibrio biologicamente vidvel, é do

Ry <

tipo no estavel.

Como ja vimos no modelo anterior, outra forma de se chegar as mesmas
conclusoes é através da andlise dos sinais de D, T e A, que dependem de Ry, como
segue:

1
a) —<1—fa = D<DO, (3.16)
Ry

o que caracteriza um ponto de sela (instével).

1
b)ﬁ>l—foz = D>0 e T <O0; (3.17)
0

como ja vimos que A é sempre positivo concluimos que se trata de um ponto de

equilibrio do tipo no estavel.

Analise de estabilidade para o equilibrio endémico (3.5)

A equagao caracteristica que determina os autovalores da matriz Jaco-
biana que corresponde ao equilibrio (3.5) é (ver apéndice A):
AN —TAN+D =0, onde

T="Tr]=—%2(1— fa) e D=detJ = pulcf(l - fa)—(u+ k)],

fTaws

que analisaremos diretamente dos sinais de D, T e A, e usaremos o fato de que este

equilibrio é biologicamente viavel apenas se Rio < 1 — fa. Para isto usaremos as

expressoes de T e D, escritas acima, e, além disso,

A= L1~ fa] = 4pfef(1 — fa) = (u-+ o)
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De imediato, observamos que:
T <0, (3.18)

pois todos os parametros envolvidos em 7' sao positivos e fa < 1. Resta entao

analisar os sinais de D e A.

Um célculo direto nos mostra que:

1
—<l—fa = D>0, (3.19)
Ry

que, juntamente com a equagao (3.18), nos leva a concluir que, se Rio <1l—-fa,o0
ponto (3.5) é um equilibrio estavel. Além disso precisamos analisar se A > 0 ou
A < 0, para podermos definir se o ponto é né ou espiral. Efetuando alguns céalculos,
deduzimos que:

1
—<l-—fa = A<, (3.20)
Ry

e, portanto, nosso equilibrio estavel é do tipo espiral. Isto caracteriza que as tra-

jetorias se aproximam deste equilibrio, com oscilagoes.

Também podemos apresentar nossos resultados de estabilidade dos
equilibrios, através dos diagramas de bifurcagao de cada equilibrio, como mostra

a Figura (3.4).

=5l i* i [ 3

11 11

Figura 3.4: Diagramas de Bifurca¢do, em (a) de s*, em (b) de i* e em (c) de r*.
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Podemos, assim, resumir nossas observacoes na tabela 3.1:

Condigoes Equilibrios (s*,i*,7%) Tipo de ponto critico | Estabilidade

Ry < ﬁ (1-fa,0, fa) no estavel

Ro> =75 (1-fa,0, fa) sela instdvel
<P%o’ ﬁ[(l — fo) - R%]’ ) espiral estavel

Tabela 3.1: Resultados de estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (3.3).

1
1-fa

Como 0 < fa < 1, temos que > 1. Assim, em uma interpretacao
inicial, podemos ver que a administracao da vacina aumenta o limiar necessario

para que a doenca se estabeleca na populacao, ou seja: sem vacinacao, o limiar era

Ry = u(ff-e = 1, isto é, basta que o nimero médio R, de novos infectados gerado por
um individuo infeccioso seja maior do que 1, para que a doenca se estabeleca; agora,
para que a doenca se estabeleca, Ry deverd ser maior que ﬁ, que é maior do que
1. Esta ultima condigao é equivalente a definir um novo parametro adimensional,
para a doenga, quando hé vacinac¢ao, dado pelo produto Ro(1 — fa), sendo que,

se este produto for maior do que 1, a doenga se estabelece (a populagao tende ao

equilibrio endémico).

Desta forma, podemos prever que, para prevenir uma epidemia, pre-
clsamos:
1

1
1— fa< o , isto é, fa>1-— R—O; (3.21)

lembramos que fa é a fragao da populagao de suscetiveis que estd completamente

protegida pelo efeito de esterilizacao.

Podemos perceber que, para nimeros elevados de Ry, teremos a necessi-
dade de um indice de sucesso da vacina (fa) muito elevado, por isso é praticamente
impossivel erradicar certas doengas. Como exemplo, podemos citar a maldria, cujo

Ry > 100; vamos considerar que Ry = 120, desta forma:
1 1
fa>1-— o =1- 120 , isto é, fa>0,995 (99,5%), (3.22)

o que ¢ praticamente inviavel em termos de satide publica.
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3.3 Resolucao Numérica

Nas Figuras 3.5(a) e (b), apresentamos em um mesmo sistema de eixos
coordenados, os graficos de s(t), i(t) e r(t), em fun¢do do tempo ¢, que constituem
a solu¢ao numérica do sistema (3.3), fornecida pelo Maple. As condicoes iniciais

utilizadas foram: s(0) = 0.9, i(0) = 0.1 e (0) = 0.

Para Ry ~ 1.3, obtido a partir de ¢ = 0.9, 3 =04, pn =0.07e Kk = 0.2,

apresentamos um grafico para fa, com f = 0.3 e a = 0.2, tal que Ry > 1_1fa, e

1
1—fa”

outro para fa, com f = 0.7 e a = 0.6, tal que Ry <

1

—7q> teremos o equilibrio

Na Figura 3.5(a), verificamos que, para Ry >
endémico (s}, i}, r7) = (0.75;0.049;0.201), cujas coordenadas sdo obtidas a partir
da expressao (3.5), sendo este um equilibrio estavel, atingido com oscilagoes. Na
Figura 3.5(b), com Ry < ﬁ, podemos ver que o equilibrio estéavel é o equilibrio

livre de doenga, (s, 45, rg) = (0.58,0,0.42), obtido a partir da expressao (3.4).

Em ambas as figuras pode-se observar que, em qualquer instante ¢ (em
uma mesma perpendicular ao eixo t), verifica-se novamente a conservagao da pop-

ulagao total, ou seja, s(t) +i(t) +r(t) = 1.

e Substituindo na equacao caracteristica correspondente ao equilibrio
livre de doenga, (3.4), os valores dos parametros usados para a situagao

Ry > ﬁ, obtemos facilmente as raizes:

A1 = 0.0684 e A2 = —0.07,
0 que caracteriza que, no plano si, o ponto de equilibrio (s,0) é um

ponto de sela (raizes reais com sinais opostos), confirmando o que ja

haviamos concluido anteriormente.

Da mesma forma, substituindo estes mesmos valores na equagao carac-

teristica correspondente ao equilibrio endémico (3.5), determinaremos
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as raizes:
A1~ —0.047 + 0.0511: e Ao ~ —0.047 — 0.05114,

o que confirma que, no plano si, o ponto de equilibrio (s},i}) é do
tipo espiral estavel (espiral pois as raizes sdo complexas, com parte

imaginaria nao-nula, e estavel pois a parte real das raizes é negativa).

Na Figura 3.5(a), para a qual Ry > visualiza-se que a aprox-

1
1-fa?
imacao do equilibrio endémico, com o passar do tempo ¢, da-se com o
nimero de suscetiveis primeiro diminuindo, atingindo um minimo, e de-
pois aumentando até chegar ao equilibrio. Por outro lado, o ntiimero de
infectados e o nimero de recuperados, aumentam no inicio, alcancando

um valor maximo, e depois diminuem, até atingirem o equilibrio em

questao.

e Se substituirmos na equacao caracteristica correspondente ao equilibrio
livre de doenga, (3.4), os valores dos parametros usados para a situagao
1 c, . .o~ , .. .
Ry < T due, como ja vimos, nestas condicoes é o tnico equilibrio
o G

biologicamente viavel, obtemos as raizes:
A= —0.07 e A2 = —0.0612,

o que confirma que, no plano si, o ponto de equilibrio (s§,0) é do tipo

no estavel (pois as raizes sao reais e negativas).

Na Figura 3.5(b), onde temos Ry < observamos que a aprox-

1
1-fa
imacao ao equilibrio livre de doenca, com o passar do tempo ¢, déd-se com o niimero
de infectados apenas diminuindo (a doenga nao permanece na populagao) até chegar
a zero; o numero de suscetiveis primeiramente diminui, atingindo um minimo, para

depois aumentar até chegar ao equilibrio e o nimero de recuperados aumenta, até

alcancar um maximo e depois diminui até chegar ao equilibrio.

Em sintese, concluimos que, dada uma doenga do tipo SIR (caracteri-

zada por um valor de Ry), o efeito da vacinacdo depende do valor de fa (fragao
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Figura 3.5: Variag¢ao temporal da propor¢ao de suscetiveis s(t), de infectados i(t) e
de recuperados r(t), para o modelo (3.3), em (a), para Ry > em

(b), para Ry <

1
1-fa €
_1
1-fa”

da populagao de suscetiveis que esta completamente protegida pelo efeito de esteri-

lizagao), como segue:

1 . 1 .
e Se fa <1— 4 (equivale a Ry > ﬁ), o comportamento do sistema,
com o passar do tempo t, é de aproximacao oscilatoria ao equilibrio

endémico, o que pode ser observado na Figura 3.5(a).

1

—f4): 0 comportamento

1 .
e Por outro lado, se fa > 1—%- (equivale a Ry <
do sistema, com o passar do tempo ¢, é de aproximacao ao equilibrio

livre de doenga, o que pode ser observado na Figura 3.5(b).

Portanto, o valor minimo de fa para conseguirmos controlar a doenca,
do tipo SIR, é:
1
1— — 3.23
i (3:23)
Outra interpretagao para a condigao (3.21) pode ser obtida escreven-

do-a sob a forma:

donde observamos que quanto maior o valor de « (indice de sucesso da vacina) menor
serd o numero minimo de pessoas a serem vacinadas para controlar a doenca. Por
outro lado, quanto maior o valor de Ry maior sera este nimero minimo de pessoas

a serem vacinadas para controlar a doenca.
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No modelo que apresentaremos no proximo capitulo, analisaremos os
efeitos adicionais (reducdo de contagiosidade, redugao da suscetibilidade e reducao
do tempo de duragao da doenca) da introducao da vacina na populacao que esté

sendo considerada.
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MODELO SIR COM VACINACAO, COM
EFEITOS ADICIONAIS

4.1 Formulacao do modelo

Analisando o fluxograma da Figura 3.1, relembramos que os comparti-

mentos envolvidos sao:

Sp: individuos suscetiveis vacinados,
Sy individuos suscetiveis nao vacinados,

i,: individuos infectivos que contrairam a doenca mesmo apds terem

sido previamente vacinados,
1,,: individuos infectivos que nao foram previamente vacinados,

ry: individuos recuperados vacinados - inclui os individuos suscetiveis
para os quais a vacina fez efeito (nao contrairam a doencga) e também os
individuos provenientes do compartimento i,, estes tltimos contrairam

a doenca e estao curados,

ry: individuos recuperados nao vacinados - individuos que provém do

compartimento %,

Neste modelo continuaremos com os mesmos compartimentos, porém,

iremos investigar alguns efeitos adicionais da vacina (reducao de infecciosidade,

reducao da suscetibilidade e reducao do tempo de duragao da doenga). Também

serd mantida, do modelo STR estudado no capitulo 2, a definicao de:

cp
ot

(4.1)

0=

como numero basico de reproducao da doenca.
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Redugao da Infecciosidade: (papel da vacina como atenuador da forca

de infec¢ao) Os individuos no compartimento i, sdo menos infecciosos que os in-

dividuos do compartimento i,,.

Reducao da Suscetibilidade: Os individuos no compartimento s, sao

menos suscetiveis (vulnerdveis a doenga) que os individuos do compartimento s,.

Tais efeitos adicionais terao como conseqiiéncia a redugao da probabili-
dade de que em um encontro de um individuo suscetivel e um individuo infeccioso

haja transmissao da doenca.

Sempre que um individuo vacinado (seja s, ou i,) estiver envolvido no
par de individuos que se encontram, esta probabilidade serd reduzida com relagao ao
valor  que corresponderia ao encontro entre dois individuos nao vacinados (s, ),

como definimos no capitulo 2.

Ambas as reducoes acima refletir-se-ao nas taxas de variacao repre-
sentadas pelas setas entre os compartimentos (s, € i,) € (s, € i,), no fluxograma

apresentado na Figura 4.1.

Mantendo o termo ¢(3s,i, (entre s, e i,), que nao envolve vacinagao,
e considerando duas constantes, A. e Ag, ambas € [0, 1], sendo A, um fator redu-
tor devido a reducgao de infecciosidade e Ay um fator redutor devido a redugao de
suscetibilidade relativa, substituiremos as taxas de variagao anteriores, do sistema

(3.1), que aparecem na Figura 3.1, como segue:

e ¢f3s,i, serd substituido por ¢S\ .s,iy;
e ¢f3s,i, sera substituido por ¢BAsSyiy;
e ¢f3s,i, sera substituido por cBAA.Syiy;

ou seja, nas taxas de transmissao, i, estarda sempre multiplicado por A, e s, estara

sempre multiplicado por A,.



95

Reducao do tempo de duracao da doenca: O individuo infectado que

foi previamente vacinado ficard doente durante um intervalo menor de tempo. Para
representarmos esta redugao do tempo de duragao usaremos a constante Ay € [0, 1],

de forma que o tempo de duracao, 7, passe de ﬁ (equagao (2.9)), para ﬁ, isto

é, no sistema de equagoes (3.1), a soma dos dois ultimos termos da quarta equagao,

. z . ’ ,LLJrIi .
—(u + K)i,, deverd ser substituida por — 5 -

Por outro lado, mantendo-se o termo i, para a taxa de morte natural,

presente na equagao diferencial para % no sistema (3.1), devemos ter, para taxa de

recuperacao, a diferenca:
W+ K
Ad

que no fluxograma da Figura 4.1, esta dividida nas duas saidas do compartimento

iv - /vLZ"LM

K

31y (seta inferior).

1y, entrando no compartimento r,: )\Ldiv — pi, (seta superior) e

Assim sendo, analisando o fluxograma apresentado na Figura 4.1, pode-

mos verificar que a taxa a qual uma pessoa vacinada se recupera da doenca é

. 1—)\ . . . . .
(% — )iy, = <Wﬁ” em vez do habitual ki, nos sistemas anteriores.

=Y Hiy Hef
EﬁlSuiu
. i Ki
—I-L.. =) Eﬁ'lgau'h‘ » Iy u e fu
pf Ll .
Hbe ¢
: £ Ly,
n CRA LS,y > i A > )
Mo CRAZA LS, > A | > M
- Ely
K5, Hlsy Ag HF,

Figura 4.1: Fluxograma representando o modelo com efeitos adicionais da vacina.
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Desta forma o modelo é estabelecido através do seguinte sistema de

equacoes diferenciais:

dsy
% = —Bsyiy — cBASiy + (1 — f) — s,

ds,

;t = —CﬁAssviu — Cﬁ/\s)\csviv + ,LLf(l - Oé) — HSy
di,, . - ~ '

é = Cﬂsulu + Cﬂ)\csulv — Hly — Ky (42)
di, ‘ ' ‘

C;t = Cﬂ)\ssvlu + Cﬁ)\sAcSvlv - M;\Z%ZU

dru _

0 Ry — UTy

dr, - ,U,(]_ — /\d) + K.

o — )\d (2 Uy + ,uf&

Podemos observar que, se tivermos A, = A, = Ay = 1, recairemos tanto

no fluxograma da Figura 3.1 como no sistema de equagoes (3.1) do capitulo anterior.

Tanto pela observacao do fluxograma da Figura 4.1 como do sistema
de equagoes (4.2), podemos constatar que as quatro primeiras equagoes do sistema
(4.2) nao dependem nem de 7, nem de r,. Desta forma, podemos trabalhar com

o subsistema formado por estas quatro equagoes, sem nenhum prejuizo, pois, uma

vez determinadas as populacoes i, e 7, podemos substitui-las nas equa(;ées%‘ e %
para determinar as populagoes r, e r,.

ds, . .

e —f8ylty — COBASyly + (1 — f) — sy

ds, ) .

prli —CBAsSyly — COAASYIy + 1f (1 — @) — s, (4.3)

diy, , . . :

pl CBSuly + CONSY Ty — iy — Ky

di, 1 Y

= CONsSply + COAASyly — Ty
dt g g Ad

4.2 Com um efeito adicional: decréscimo da infecciosidade

Para analisar o subsistema (4.3), os autores Carl P. Simon e James S.
Koopman, [Simon e Koopman(2001)], comegam por analisar separadamente o efeito

de A. (decréscimo da infecciosidade).
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Para isso, tomaremos Ay = Ay = 1, o que significa que nao levaremos
em consideracao a reducao de suscetibilidade nem a reducao do tempo de duracao
da doenca. Por outro lado, serd considerado que a aplicacao da vacina nao obteve
sucesso algum (nenhum individuo vacinado pode ser considerado imunizado), isto é,

a = 0. Assim, recaimos no subsistema abaixo:

ds, . .

% = —cf8yly — cOBASuly + (1 — f) — sy

ds, ) )

prli —CBSyly — CBASyiy + 1 f — 118, (4.4)
di,

é = BSyly + cBASuly — (10 + K)iy

di, . . .

il cBSyin + cBASyiy — (1 + K)iy,

ao qual corresponde o seguinte fluxograma:

I-LSUT I-LiuT
|:|35|_|i|_|
e

—I-L-" = I:Ellcﬁuiu i"'
il "l

iy

Lt

C Sy _
: o
v | RS N
e

I-Lsul imv

Figura 4.2: Fluzograma representando o subsistema (4.4).

A seguir, mostraremos como o subsistema acima pode ser reduzido a
apenas duas equacoes, mediante a definicao de novas varidveis, a partir de com-

binagoes lineares adequadas das populagoes dos diversos compartimentos:

E =8y + AeSy e N =iy + Ay (4.5)
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uq HEJT uiLI
Clsﬁuiu - '3|35uiu =

ChAg S0l o hy > — C|33u21rh o >

CPLaSy L Chyvh
bl PR | bl L
EphaSulhy o Aehy = ¥ ChywZy B 4
lplciv uyul luzu
4.
ORI 3 uf TMSHM TLLUUHU) THE TM
e oh . _ (Eq. 4.8) A puf
= L|_pf St Yy ':|3'[|:5u+'_‘|"1r:”:|u+21r:']= 7y |l = e B LN T IR
S —.'I_L

m

Figura 4.3: Sequéncia de flurogramas representando desde a combinac¢ao linear até
a mudanca de varidvel.

Para entendermos melhor este desenvolvimento vamos primeiramente
considerar:

AeSy = Yo e Aely = 2y, (4.6)

donde obtemos:

Bo st~ sz — s~ (1= Al — ] +

dgt” = —CBYviu — cBYuzy + Aeptf — 1o (4.7)
Lo st csuze — (-t )i

ddz;, = Byyin + cBYvzy — (11 + K)2,

Considerando, agora, as somas das duas primeiras equagoes e das duas

ultimas, respectivamente, e lembrando das somas apresentadas em (4.5), obtemos:

dg
dt
dn
dt

= —cfB¢n —pé+ p[l — f(1—A)]

= cf&n— (u+r)m (4.8)
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Todo este desenvolvimento pode ser analisado pela seqiiéncia de fluxo-
gramas que apresentamos na Figura 4.3, sendo que o ultimo deles representa o

subsistema (4.8), com o qual trabalharemos a partir daqui.

No tltimo diagrama eliminamos a seta de (1—\.)u.f, visto que néao é um

termo pertencente ao sistema formado pelas taxas de variagao em & e 7 (subsistema

(4.8)).

4.2.1 Pontos de equilibrio

Os equilibrios (£*, n*) do subsistema (4.8) sao obtidos a partir de:

d

df =0 = —eBE T — €+ pll = F(1 = A =0
dn e _ Ly

E—O = cfn (5 _R()>_O’

onde fizemos uso da defini¢ao de Ry, equacao (4.1), donde teremos:

e 0 equilibrio livre de doenca

que serd biologicamente vidvel se, e somente se, {; > 0; para isso,

precisaremos respeitar a condicao:
f(—=XA) <1, (4.10)

a qual evidentemente sempre estard satisfeita visto que A. € [0,1] e

f€10,1].
e 0 equilibrio endémico
1
(&) = (g g Rl = =M =1h) (1

Para que o equilibrio (4.11) seja biologicamente vidvel, precisamos verificar se n; > 0

(&F é certamente positivo); para tal, deve ser satisfeita a condicao:

fu—Ag<1—;0 (4.12)
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e Para obtermos o ponto de equilibrio livre de doenga do subsistema (4.4)
para (S, S, iu, iv), vamos partir do principio de que 7 =iy = 0, que,

substituidos no subsistema acima citado, resulta:

p(l=f)—psy, = 0
wf — sy, = 0,

donde s =1—f e s, = f;

uo vo

assim sendo, o equilibrio livre de doenga do subsistema (4.4) sera:
(SZO’ S:()’ i:Lo?i;k)o) = (1 - f? f? 07 0)

e A partir do equilibrio (4.11) do subsistema (4.8) para & e 1, podemos
encontrar o equilibrio endémico do subsistema (4.4) para (S, Sy, iy, iy ),

fazendo:

—cBsy, iy, + Acty,) + (1 — f) —psy, =0
—cBsy, (0, + Acdy,) +uf —psy, =0
cfiy (i, 4+ Aeiy,) — (p+rK)iS, =0
cBit (it + Ni%) — (u+ K)iz, =0

Assim, o equilibrio endémico do subsistema (4.4), (s}, , s} , 7y, ., ), terd

as componentes:

TRy I—fI-A) " T Rel-f(1-A)
Loopd=h 1 U 1
W= TR 0 T e T RO - M)

4.2.2 Analise da estabilidade destes equilibrios

No que segue, apresentaremos a andlise de estabilidade dos equilibrios

do subsistema (4.8) para & e n, através das seguintes abordagens:
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1) andlise do campo de diregoes;
2) linearizagao do sistema;
1) Anélise do campo de direcoes

No plano &7, a “nullcline” de £ é obtida da primeira equagao do sub-

sistema (4.8), como:
)= pld = f=X)] —pg
B¢ ’

esta é, na Figura (4.4), a curva vermelha, % =0.

(4.13)

As “nullclines” de 7 sao obtidas da segunda equacao do subsistema
(4.8), como:
n=20 e {=— (4.14)

que sdo as retas azuis na Figura (4.4).

Os pontos de equilibrio encontram-se nas interseccoes de uma reta azul

u

(2 = 0) com a curva vermelha (% = 0).

w01 B |
Pt o

1 1-f01- M) £

Figura 4.4: “Nullclines” e alguns elementos do campo de direcoes, mo plano &n, do
modelo (4.8), para 1 — f(1 — \.) > Rio.

Observa-se que, se 1 — f(1 —A\.) > Rio, o ponto de equilibrio (4.9), livre
de doenca, (&5,0), é ponto de sela (instével), pois as setas indicam que trajetdrias

se aproximam do ponto de equilibrio apenas se estiverem sobre o eixo &, e, de
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outra forma, se afastam do equilibrio. Por outro lado, nestas mesmas condigoes,
podemos dizer que a anédlise de estabilidade do ponto de equilibrio (4.11), endémico,
(&5, m7), através das “nullclines” é inconclusiva, pois todas as setas indicam “giro”

das trajetérias em um mesmo sentido (anti-horario) (ver apéndice A).

Na Figura 4.5, tracamos, através de métodos numéricos, com ajuda do

Maple, o campo de diregoes e as “nullclines” de ¢ e de 7, além de uma trajetéria no

plano £, para o modelo em questao, em (a) com 1 — f(1 —\.) > R% e em (b) com

L= f1=X) < -

LU
. Nt

i:..li:..
— o
n
=

gty
-
i
e
e ey
e e
e
p— e
P CE N
s
R i TN
Bl et
e
R T
A
AR Y R i STV R TR ) T

Wkt Gﬁ I e e e e ] '\-\_'::: dt e clﬁ J ?

T e e
R
R

10y bl

Il I

N T

F :-" B T
A e i
T e
S L e e
¥ .f" A g e
B T e e e —
S

Pt

—= 1l

>

. L il g (B 4-(10c) 1
- :

Figura 4.5: Campo de direcoes e as “nullclines” de € e de n, do subsistema (4.8),

em (a) para 1 — f(1 — A.) > Rio eem (b) para 1l — f(1 =X < Rio.

Analisando a Figura 4.5 (a), confirmamos que, se 1 — f(1 — \.) > R%)’
o ponto de equilibrio livre de doenca, (&5,0), é ponto de sela instével (trajetérias
se afastam deste ponto), e podemos ver, agora, que o ponto de equilibrio endémico,
(&5,m7), é ponto espiral estavel; na Figura 4.5 (b), onde 1 — f(1 — \.) < R%n o Unico

ponto de equilibrio biologicamente vidvel é (&5, 0), que, neste caso, é né estavel.

2) Linearizagao do sistema

Considerando que £(t) = £ +¢(t) e n(t) = n* + ¢(t), onde (t)

e ¢(t) sao pequenos afastamentos de £(t) e n(t), respectivamente, com relagdo ao
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equilibrio (£*,7*), obtemos, a partir do subsistema (4.8), a aproximagcao linear (ver

apéndice A):

i
dt N
= J(E ) , (4.15)
do ¢
dt
com a seguinte matriz Jacobiana:
- —chBn" — —cpg”
(") = : (4.16)

cBn* 8" — (n+ k)

Analise de estabilidade para o equilibrio livre de doenca (4.9)

A equagao caracteristica que determina os autovalores da matriz Jaco-

biana que corresponde ao equilibrio (4.9) é (ver apéndice A):

A2 —TX+D =0, onde
T=TrJ=—-pu+cfl—f1—-XA)]—(n+r) e

D =detJ = —pcB[l — f(1 = A)] + p(p+ k),
cujas rafzes (reais e distintas) sao:
M=—p e  A=cll—-f(1=N\)]—(u+k), (4.17)
e cujo discriminante A é sempre positivo, pois A = {(u+k) —cB[1— f(1—A)]—u}>

Quanto aos sinais das raizes temos que, como p > 0:

A1 <0, (4.18)

e o sinal de Ay depende de Ry; assim:
se Rio <l-—f(1-X\) entao A2 >0, (4.19)
se p=>1—f(1=X) entdo A <O (4.20)

As condigbes (4.18) e (4.19) juntas, nos levam a concluir que, se

1

Bo= 150y
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o equilibrio (4.9) é um ponto de sela instavel.

Além disto, as condigdes (4.18) e (4.20) juntas, nos possibilitam afirmar

que, se
1

O T A A)

o equilibrio (4.9), que, neste caso, é o unico equilibrio biologicamente viavel, é do

R

tipo no estavel.

Como ja vimos nos modelos anteriores, outra forma de se chegar as
mesmas conclusoes é através dos sinais de D, T' e A, que dependem de Ry, como
segue:

1

a)R—O<1—f(1—)\C) = D<O0, (4.21)

0 que caracteriza um ponto de sela (instével).

1
b)§>1—f(1—)\c) = D>0 e T <0 (4.22)
0

como ja vimos que A é sempre positivo, concluimos que se trata de um ponto de

equilibrio do tipo noé estavel.

Analise de estabilidade para o equilibrio endémico (4.11)

A equacao caracteristica que determina os autovalores da matriz Jaco-

biana que corresponde ao equilibrio (4.11) é (ver apéndice A):
AN —TAN+D =0, onde
T=TrJ=—uRy[l — f(1—A)] e
D =detJ = pcB[l — f(1—A)] — p(p+ k),
que analisaremos diretamente dos sinais de D, T e A, e usaremos o fato de que este

equilibrio é biologicamente viavel apenas se Rio < 1— f(1—X\.). Para isto, usaremos

as expressoes de T e D, escritas acima, e, além disso,

A = {puRo[l = f(1 = A)]}* = 4ucB[Ll — f(1 = Ao)] — p(p + ).
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De imediato, observamos que:
T <0, (4.23)

pois todos os parametros envolvidos em 1" sao positivos e, além disso, f < 1e A, < 1.

Resta entao analisar os sinais de D e A.

Um célculo direto nos mostra que:

1
— <1-f(1=-X) = D>0, (4.24)
Ry

que, juntamente com a desigualdade (4.23), nos leva a concluir que, se

1
— <1=f(1=
R <1—f(1-2A),

o ponto (4.11) é um equilibrio estavel. Além disso precisamos analisar se A > 0 ou
A < 0, para podermos definir se o ponto é né ou espiral. Efetuando alguns célculos,
deduzimos que:

1

—<1-=f(1=-X) = A<O, (4.25)
Ry

e, portanto, nosso equilibrio estavel é do tipo espiral. Isto caracteriza que as tra-

jetorias se aproximam deste equilibrio, com oscilagoes.

Podemos, assim, resumir nossas observacoes a respeito do subsistema

(4.8), na tabela 4.1:

Condigoes Equilibrios Tipo de ponto critico | Estabilidade
Ro < a3y (1 f(1-2).0) né estével
R =) (1-f(1-2).0) sela instavel

(7 Rl — F(1 = A)] = 1) espiral estavel

Tabela 4.1: Resultados de estabilidade dos pontos de equilibrio do subsistema (4.8).

Desta forma, podemos prever que, para prevenir uma epidemia neste

modelo, precisamos:

FI=A)>1— ;O. (4.26)
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A condigao (4.26) também pode ser escrita sob a forma:

Ro
>
f ]_—AC’

donde observamos que quanto maior o valor de . (fator redutor devido a reducao
de infecciosidade) maior serd o ntimero minimo de pessoas a serem vacinadas para
controlar a doenca. Da mesma forma, quanto maior o valor de Ry maior serd este

nimero minimo de pessoas a serem vacinadas para controlar a doenca.

No modelo que apresentaremos no préximo capitulo, analisaremos os
efeitos adicionais (reduc@o de contagiosidade, redugao da suscetibilidade e redugao
do tempo de duragao da doenca) da introdugao da vacina na popula¢do que esté

sendo considerada.

4.3 Com trés efeitos adicionais: decréscimo da
infecciosidade, da suscetibilidade e da duracao da

doenca

Prosseguindo nos seus calculos, os autores Carl P. Simon e James S.
Koopman, [Simon e Koopman(2001)], consideram a seguir a remocao das restrigoes
de \y = Ay = 1 e a = 0, incluindo assim todos os efeitos adicionais da vacina
(diminuigao da infecciosidade, da suscetibilidade e do tempo de duragao da doenca),

ou seja, trabalharemos a partir daqui com o subsistema (4.3), relembrando:

ds, . .

% = —fBsyly — BASuly + (1 — f) — psy

ds, ;

(;t - _Cﬂ)\ssviu - Cﬂ)\s)\csvlv + :uf(l - Oé) — HSv
Bis i s — i — ni

7dt = CPSuly T COASuly — Uiy — Ry,

di,

é = Cﬁ)\ssviu + Cﬁ)\s)\csviv - u;\zﬁiw

ao qual corresponde o seguinte fluxograma:
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.Sy HLiy
CE-Suiu
H : - i G
——W | CRASub . -
pf .
el
. Bl
- ':E'lgs'u'lu > I d -
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E' =i ] "\-""\-"-l : -
- Ely
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Figura 4.6: Fluzograma representando o subsistema (4.3).

4.3.1 Pontos de equilibrio

Para obtermos o ponto de equilibrio livre de doenca deste subsistema,

isto ¢, aquele que corresponde a iy = iy

dsy — () o BSv —

g o =0, o que resulta:

p(l = f) = psy,
pf(l—a) — psy,
donde s =1—f e s:

uo Vo

= (, substituiremos esta condi¢ao em

0
07
f(l - Oé),

assim, o equilibrio livre de doenga do subsistema (4.3) sera:

(SZO ’ 8:0 ’ izo ) Z:o) = (1 - f>f(1 - a)a070)-

O equilibrio livre de doenca do sistema completo (4.2) é obtido calculando 7} e 7}

(4.27)

Vo

apos substituir iy = u; =0 em dru — () e & — (), respectivamente, como segue:

dt dt
—pry,, = 0
—pry, +pfa =0,

donde podemos escrever tal equilibrio sob a forma:

(510 > S+ g T > T s Tag) = (1= f, f(1 = ),0,0,0, fa).

(4.28)
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No artigo em estudo, a determinacao do equilibrio endémico do subsis-

tema (4.3) é obtida a partir das condigoes:

di di
LA =
at 0
ds, diy
a5y | Ay _ 4.2
a | dt 0 (4.29)
B0 Ay
dt  dt
ds,
- 0.
dt

Observamos que o sistema (4.29) implica em satisfazer simultanea-
mente:

dsy _ 0 diy _ ) diu _ 0 e dsu =0, ou seja,

dt dt dt dt

nao ha variacdo em nenhuma das varidveis dependentes do subsistema (4.3).

* * 3 3 17 .
Representando por (s}, , s , iy, ,%5 ) 0 equilibrio resultante, obtemos o

seguinte sistema:

1
Su, T AsAAas,, = i (4.30)
psty + ()i = (= f) (431)
sty + i = g - (432)
C/B)\Sszl (Zj:tl + ACZTM) + :uszl = /’Lf(]‘ - O[) (433>

E possivel escrever uma equagao algébrica do 22 grau em s , a partir da
igualdade (4.33), desde que substituamos 7; e i} pelas respectivas funcoes lineares

de s}, que se obtém como segue:

e de (4.31) podemos escrever:

= 1—f- 4.34
Zul /JL+/€< f Sul)J ( 3 )

que juntamente com (4.30) leva a:

o 1] 1 .
- 1= f— = £ AdAgs® )
T L= Ro 51



69

e de (4.32) podemos escrever:

= (1= 0) = )] (4.35)

Assim a equagao (4.33) assume a forma:
[RoAsAcAa(As — D](s5)* +{RoAs[1 — f+ AAaf (1 — )] + 1= N\}s) — f(1—a) =0,

cujas raizes sao:

o _(1=X)+A+VB . g _(1=-XN)+A-VB
Yy B 2RO(1 - )\s))\s)\c)\d Y N 2R0(1 - )\s))\sAc)\d ’

onde definimos:

= MNRo{l— f[1 = A (1—0a)]},
= {)\SRO[]' - f + )\CAdf(l - a)] - (1 - )‘s)}Q + 4R0(1 - f)(l - )‘s))‘s-

*

+» & equagao (4.30) permite

A partir de cada um destes valores para s

escrever o valor de sy~ correspondente, como segue:

. _(1-X)-A-VB . _(1-X)-A+VB
oy 2Re(1 = Ay) o 2Re(1—A,)

Podemos facilmente perceber, observando os termos positivos e nega-

. . . . . ., L. s
tivos da equagao, que S, 1180 € biologicamente viavel. Logo, o tunico equilibrio

endémico vidvel é formado pelo ponto (s, N ¥ ), como segue:

s i i
@' V) M)’ Vi)

o (1= X)—-A+VB

Yl 2Ro(1—Ns)

1—X)+A—-+VB
g o= QA , (4.36)
L(2) 2Ro(1 — Ag) AsAcAa
= 1—f—
Zul(z) m + K ( f Su1(2) )7
g T p+ /i/\d[f(l @) S”1<2)]’

onde as componentes % foram escritas substituindo s, por Sui,, €M (4.34)

) V)

€ Sy POT Sy, €M (4.35), respectivamente.
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A partir destes resultados, podemos calcular 75, e r;  substituindo
@) @)
N j* dry _ dry _ .
os valores encontrados para Tur gy © Ty O g = 0 e < =0, desta forma:
* *
K — pur =0
ug — Hlug,
p(l—Aa) + 5 \
— + pufo—pur =0
Ad 2 0,

Assim, o equilibrio endémico do sistema completo (4.2) serd formado pelo ponto

( 21(2),5;‘,1(2>,i21<2),i:1(2>,r;1<2),r:1(2)), como segue::
S =
g 2Ro(1—Ny)
. (1-X)+A-VB
S =
Ul(2) 2Ro(1 — X)AsAAg
= 1—f— 4.
g p+ /i( / ") ) (4:37)
= Ml f(1—a) —
fog) R alf(1 =) 8“1@)]’
K
* — 1 _ _ *
Mo M+ /i( / Sury )
)\d ,U,(l — /\d) + K
* = l1—a)—s' .
"o e o Iy WA —a)=s,, 1+ fa

4.3.2 Analise da estabilidade destes equilibrios
Para determinar a estabilidade dos equilibrios (4.27) e (4.36)
comegaremos por apresentar a linearizacao do subsistema (4.3).

Considerando:
su(t) = s, +0(t), s(t) =s,+0(t), iu(t) =i, +o(t) e iy(t)=1i,+p(t), (4.38)

onde (t), ¥(t), o(t) e ¢(t) sdo pequenos afastamentos de s,(t), s,(t), iy(t) e i,(t),

respectivamente, com rela¢ao ao equilibrio (s, s*, 4%, 4*), obtemos, a partir do sub-
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sistema (4.3), a aproximagao linear (ver apéndice A):

— dfd -
dt o
i )
dt 9
~ J(sp s inin) || (4.39)
do
dt o |
dep
L dt
com a seguinte matriz Jacobiana:
[ —x =y — 0 —z — Az ]
0 — AT — Ay — —w AW
J($5 850 10015) = o ,
x4y 0 z2—(p+ k) A
I 0 AT + Ay w AW — % |
(4.40)
onde:
r=cfi;, , y=cBAi, , z=cfs, e w=clAs, (4.41)

Anélise de estabilidade para o equilibrio livre de doenga (4.27)

Podemos escrever a equagao que determina os autovalores da matriz

Jacobiana que corresponde ao equilibrio livre de doenca (4.27) da seguinte forma:

2
—(Mj\L)\)(A)\Q L BA+C) =0, (4.42)
d

onde:

Ad

(14 &)1+ Aa) = cBAAAS (1 = a) + (1 = )]
(14 &){(u+K) = cBl1 = ) + AsdeAaf (1 — )]}

Da equagao (4.42) temos que:

A 2
—(“J;) =0, ou (4.43)
d

(AN + BA+C) =0. (4.44)
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De imediato podemos ver que as raizes da equagao (4.43) sdo:
)\1 = )\2 = — .

Trabalhando com a equagao (4.44), apés um pouco de algebra podemos ver que,
para que o equilibrio seja estavel, isto é, para que a equagao tenha raizes negativas,

devemos ter satisfeita a seguinte condigao:
Ro{l — f[l — /\s)\c)\d<1 — a)]} < 1, (445)

que, em termos da fracao f de individuos suscetiveis vacinados, pode ser escrita

CO1mo:
1

1L
Ro

4.46

U L= A N(1— @)’ (4.46)

donde podemos observar que quanto menores os valores dos parametros envolvidos

(As, Ae, Ag € ), menor serd o niimero minimo de pessoas a serem vacinadas para
controlar a doenca e, quanto maior o valor de Ry, maior sera este nimero minimo

de pessoas a serem vacinadas para controlar a doenca.

Analise de estabilidade para o equilibrio endémico (4.36)

Os autores do artigo em questao nao fazem nenhuma referéncia sobre
o comportamento do equilibrio endémico, com relagao a sua estabilidade. Porém,
como contribui¢ao ao referido trabalho, podemos analisar a estabilidade nos base-
ando no fato de que, como queremos calcular a fracao de vacinacao critica f para

controlarmos a epidemia, nao é nosso interesse termos o equilibrio endémico estavel.

Depois de muita algebra, chega-se a seguinte equacao para determinar
os autovalores da matriz Jacobiana, correspondente ao equilibrio endémico (4.36):
M4+ @\ 4+ ao)? + ash +ay = 0, (4.47)

onde definimos:

a cOM + N,
ay = (cﬂ)20 + cBP + Q,
(¢B)’R + (¢B)*S + 4T,

(cB)*U + (cB)’V + (cB)°W,

a3

Qy
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sendo:
1
M=IH+(=J—-D) ., N=2pu,
Ry
1 1 1
O=INI+(=—JH - \E)|+—(L—-F) , P=upllH+2(—J — D),
Ry Ry Ry
I
Q=2 , R = ﬁ[ASIJ—l— (LH — \,G)],
0
1 24 5, 1
S=ul(—JH — \,E)+ —(L—-F , T= —J —D),
nl (5 )+ (L= F) (g = D)
A\ L1? wl
= V="+(LH — \,G),
2
w=Lwr-r |

e, por sua vez,

D = sy + AsAcSy
Su
A
H=1+\,

F = + A AcSy

1
=1+ —
=41

, E = s, + A:sy
Sy
=1 )\c v
) N + AcS
) I'= Zu + )\civ
1
, L= .
RoAg

A extensao das expressoes acima evidencia a dificuldade na aplicacao dos Critérios

de Routh-Hurwitz (ver apéndice B):

ap > 0,
as > 0,
as > 0 e

ag > 0 e

aijas > as,

2 2
aijaxaz > ajas + as,

0s quais comprovariam, se verdadeiros, a estabilidade do ponto de equilibrio em

questao. Face a isto, decidimos dar andamento a discussao sobre a estabilidade do

equilibrio endémico, adotando o seguinte raciocinio: dos dois equilibrios calculados

nas expressoes (4.28) e (4.37), o primeiro é o equilibrio livre de doenga e ja sabemos

que ele é estavel quando a condigao (4.45) é satisfeita. Conjecturamos entao, que

quando esta condicao nao for satisfeita, isto é, quando os parametros satisfazem:

Ro{l — f1 — MAAa(1— )]} > 1,

(4.48)
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o equilibrio endémico seja linearmente estavel. Neste caso, ao resolvermos numeri-
camente o sistema completo (4.2), o mesmo deveria exibir um comportamento
assintético de equilibrio endémico; se isto nao ocorrer, entao nenhum dos dois
equilibrios serd estavel na regiao da condigao (4.48) e deverao ser investigados com-

portamentos tais como: ciclos limite, caos, etc...

Para tanto, apresentaremos, na proxima sec¢ao, a resolucao numérica do

sistema completo (4.2).

4.4 Resolugao Numérica

Nas Figuras 4.7(a) e (b), apresentamos em um mesmo sistema de eixos
coordenados, os gréficos da evolu¢ao temporal das populagoes s,(t), s,(t), iu(t),
ip(t), Tu(t) e r,y(t), em cada um dos seis compartimentos do fluxograma apresentado
na Figura 4.1; as figuras (a) e (b) diferem quanto a satisfazer ou nao a condicao
(4.45). Estas curvas constituem a solugdo numérica do sistema (4.2), fornecida pelo

Maple. As condigoes iniciais utilizadas, em ambas (a) e (b), foram:
5.(0) =009, 5,(0)=0, ,(0)=0.1, (0)=0, r,(0)=0 e r,(0)=0,

ou seja, inicialmente tem-se apenas individuos nao vacinados, dos quais 90% sao
suscetiveis e 10% sao infectados. Além disso, foram fixados: ¢ = 0.9, 8 = 0.4,
i =0.07e k =0.2, donde Ry = 1.3. Os demais parametros foram ajustados como

segue:

e Na Figura 4.7(a), é satisfeita a condi¢do (4.45) de estabilidade do

equilibrio livre de doenca, mediante a atribuicao dos seguintes valores:

f=07 , A=05 , A=06 , N=03 e a=08

e Na Figura 4.7(b), a condicao satisfeita é a (4.48), de instabilidade do

equilibrio livre de doenga, e, para tanto, foram atribuidos os seguintes
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0.k 067

04 0.44

0.2 0.21 :
0 ' 0 ' i —F T T T T T

(a) 2 80 75 10 125 1800+ () 25 B0 75 100 125 140

t

—gylt) =it =t
—501) 1) —r(t)

Figura 4.7: Variacdo temporal das propor¢oes s,(t), sy(t), iu(t), iu(t), ru(t) e ry(%),
para o modelo (4.2), em (a), para Ry < 1~ 7 € em (b), para
Ry > =

1
FI-Arra(l—a

1
Fl1=AsAcAa(1—a)]

valores:

Ff=01 , A=01 , A=02 , N=01 e a=01

Ao analisar os gréaficos obtidos da resolucao numeérica de cada um dos

sistemas construidos como estabelecido acima, observamos o que segue:

e a Figura 4.7(a) ratifica a estabilidade do equilibrio livre de doenga, bem

como o valor de equilibrio de cada populacao:

(s5,, s, i% it k) = (0.3;0.14;0;0; 0;0.56),

ug ? “vo ? “ug ’ “vg ? "ug’

cujas coordenadas coincidem com aquelas que seriam obtidas a partir

da expressao (4.28), com os parametros acima especificados.
e a Figura 4.7(b) nos mostra que, quando tivermos instabilidade do

equilibrio livre de doenca, o equilibrio estavel é, de fato, o endémico:

(st 8% it it rr pr )2 (0.75,0.088,0.039,0.00005,0.1,0.012),

Ul(g)? V(g7 TU(g)) V(g) ) Ul(g)" V(g
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cuja populacao em cada compartimento coincide com aquela que seria
obtida a partir da equagao (4.37), com os parametros acima especifica-

dos.

No que segue, apresentaremos os detalhes dos comportamentos das
populagoes de cada compartimento, enquanto tendem ao valor de equilibrio estavel,

tais como observados da resolu¢ao numérica de cada sistema.

Para a aproximagao ao equilibrio livre de doenga, partindo da situagao
inicial, em ¢ = 0, s,(0) = 0.9 , 4,(0) = 0.1 e os demais compartimentos vazios,
observamos que, com o passar do tempo ¢, o nimero de suscetiveis nao vacinados,
Sy, diminui monotonicamente a medida que ¢ cresce, em direcao ao valor 0.3 de
equilibrio; o nimero de suscetiveis vacinados, s,, aumenta monotonicamente a me-
dida que t cresce, a partir do valor inicial zero, em direcao ao valor 0.14 de equilibrio.
Por outro lado, a populacao de infectados nao vacinados, i,, apresenta um pequeno
aumento a partir do valor inicial 0.1, atingindo, aproximadamente, o valor 0.106,
em t = 2, decrescendo logo apds, tendendo a zero quando t —o. A populagao de
individuos infectivos que foram previamente vacinados, i,, inicialmente zero, apre-
senta um pequeno aumento até o valor aproximado 0.0009 em ¢ = 9.5, decrescendo
em direcao a zero quando t —o. Quanto aos recuperados, os que ficaram doentes
sem terem sido previamente vacinados, r,, aumentaram a partir do valor inicial zero,
atingindo, aproximadamente, o valor 0.136, em ¢ =2 13, decrescendo apéds, tendendo a
zero, com o passar do tempo t; a populagao dos recuperados que foram previamente
vacinados enquanto suscetiveis, r,, inicialmente nula, aumenta monotonicamente

com o passar do tempo ¢, até atingir o valor 0.56 de equilibrio.

Por outro lado, para a aproximacao ao equilibrio endémico, novamente
partindo da situacao inicial, em ¢ = 0, 5,(0) = 0.9, 7,(0) = 0.1 e os demais compar-
timentos vazios, observamos que, com o passar do tempo ¢, o nimero de suscetiveis
nao vacinados, s,, diminui a partir do valor inicial 0.9, até o valor aproximado 0.64,
atingido em ¢ = 20, seguido por um crescimento até aproximadamente 0.76 em

t = 82.5, diminuindo por fim até o valor 0.75 de equilibrio quando ¢t —oc; o niimero
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de suscetiveis vacinados, s,, inicialmente zero, aumenta monotonicamente a medida
que t cresce, em direcao ao valor 0.088 de equilibrio. A populacao dos infectados que
nao foram previamente vacinados, i,, apresenta no inicio um pequeno aumento a
partir do valor inicial 0.1, atingindo o valor aproximado 0.11 em ¢ = 5.5, decrescendo
até 0.036 em t = 63.5 e, por fim, aumentando novamente em direcao ao valor 0.039,
de equilibrio, quando ¢t —o. Quanto a populacao dos infectados previamente vaci-
nados, i,, inicialmente nula, observamos a aproximacao praticamente monotonica
ao valor de equilibrio, 0.00005, quando ¢ —o. Referindo-nos aos recuperados, a
populacao dos que ficaram doentes sem terem sido previamente vacinados, r,, au-
menta a partir do valor inicial zero, até 0.21, em t = 21, para depois diminuir em
direcao ao valor 0.1, de equilibrio; quanto a populacao de recuperados previamente
vacinados quando suscetiveis, r,, inicialmente nula, aumenta monotonicamente com

o passar do tempo t, tendendo ao valor 0.012 de equilibrio quando ¢ —cx.

Em todas figuras pode-se observar que, em qualquer instante ¢ (em
uma mesma perpendicular ao eixo t), verifica-se a conservacao da populagao total,

ou seja, Sy (t) + 5y(t) + iy (t) + ip(t) + 1o (t) + 7o(t) = 1.

Para testar se o estado assintético endémico apresentado na Figura
4.7(b) depende ou nao das condigoes iniciais, tragamos gréficos com outras condigdes
iniciais, mas mantendo os parametros usados para construir a Figura 4.7(b), os quais
satisfaziam a condicao (4.48). Na Figura 4.8 (a), (b), (c¢) e (d), apresentamos alguns
destes graficos, onde se pode ver que, como seria de se esperar, eles podem diferir nos
comportamentos das populagoes, mas todas tendem ao mesmo equilibrio endémico

quando t —x.

Para completar este estudo, podemos, ainda, verificar diretamente, para
cada uma das situagoes acima exploradas, correspondendo a Figura 4.7 (a) e (b), o
sinal da parte real das raizes das equagoes caracteristicas (4.42) e (4.47), obtidas na

segao (4.3.2).
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Figura 4.8: Variagao temporal das proporgoes s,(t), s,(t), i,(t), iy(t), ru(t) e 7y(t),
para o modelo (4.2),para Ry > 1

I—fI=AAAg(1—a)]*

e Substituindo os valores dos parametros usados para construir a Figura
4.7(a), de modo a satisfazer a condigao (4.45), na equagao caracteristica
(4.42), correspondente ao equilibrio (4.27), livre de doenga, que, como
ja vimos, nestas condigoes é o unico equilibrio biologicamente viavel,

obtemos facilmente as raizes:
A1 = —0.0700 , Xy =-0.0700 , A3 = —-0.8871 e M= —0.1597,

o que nos mostra que o ponto de equilibrio livre doenca

* * *
(555, 85,,0,0, 75 7

*

»,) € estavel, pois todas as raizes, de fato, possuem

parte real negativa.

e Se substituirmos, na equagao caracteristica (4.42), que corresponde ao
equilibrio (4.27), livre de doenga, os valores dos parametros usados para

construir as Figura 4.7(b) e 4.8, os quais satisfazem a condigao (4.48),
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obtemos as raizes:
A1 =—=0.0700 , Xy =—-0.0700 , A3=0.0541 e M= —2.6994,

donde confirmamos que, de fato, o ponto de equilibrio livre de doenga,
nestas condigoes, ¢ um equilibrio instavel, pois nem todas as raizes

possuem parte real negativa.

Da mesma forma, substituindo estes mesmos valores na equagao carac-
teristica (4.47), correspondente ao equilibrio endémico (4.36), determi-

namos as raizes:

A1 = —2.6994 , A2 = —0.0714,

Ag = —0.0420 + 0.04507 e Ay = —0.0420 — 0.0450¢,

o que ratifica que, nestas condicoes, o ponto de equilibrio endémico

( * * -k - * *

w7 o1, gy B 0 T T”1<2>) é linearmente estavel, visto que to-

das as raizes possuem parte real negativa.

4.5 Significado da fracao critica de vacinacao

Da condigao (4.46) mostramos que o nivel critico de vacinagao, f*, em

uma populacao aleatoriamente misturada é:

1— L

f* _ Ro
- Al —a)’

de onde verificamos que todos os efeitos da vacina considerados nesta analise agem
matematicamente num mesmo sentido, de reduzir a fracao critica de vacinagao.
No entanto, nao nos é assegurado até que ponto os diferentes efeitos da vacina
reduzem a prevaléncia da infeccao. Os autores Carl P. Simon e James S. Koop-
man, [Simon e Koopman(2001)], conjecturam que qualquer efeito de suscetibilidade
causara maiores redugoes na prevaléncia da doenca do que efeitos numericamente
iguais de contagiosidade ou de tempo de duragao da infecgao, mas deixam a demons-

tracao destas relagoes para um trabalho futuro.
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Os autores também reservam para trabalho futuro a andlise da situacao
em que a populacao nao seria aleatoriamente misturada; neste caso, havera progra-

mas de vacinagao diferentes para cada subgrupo da populagao.

Eles tecem consideragoes a respeito da implicacao destes resultados
matematicos para a pessoa que gostaria de adequar a formulagao da vacina com
intuito de maximizar os seus efeitos. Para tanto, separam os efeitos adicionais da

vacina em duas categorias:

a. Efeitos da vacina que tornam lenta a dinamica de reproducgao dos agentes in-
fecciosos, como virus, por exemplo, no hospedeiro (age na replicacao

viral);

b. Efeitos da vacina que diminuem as chances de que um agente infeccioso, trans-
ferido de um hospedeiro infeccioso a um hospedeiro suscetivel, sobreviva
para encontrar terreno fértil para proliferar no hospedeiro suscetivel

(age na eliminagao do virus - sistema imune).

Com relacao ao efeito a., se a diminuicao na velocidade da dinamica de
reproducao do virus for pequena, o nimero de reproducgao viral nao serd reduzido
abaixo do valor 1, mas afetara os niveis virais, reduzindo, assim, a contagiosidade
e a duracao da infeccao. A redugao da duracao dependera da relagao entre o curso
habitual da infeccao e até que ponto uma resposta imune secundaria reduz o niimero
de reproducao viral abaixo do valor critico 1, quando entao se atingird a eliminagao
completa da suscetibilidade - efeito de o em nossas formulacoes. Quando a dinamica
de reproducao fica mais lenta ainda, o nimero de reproducao viral pode ser mantido
abaixo do valor 1, logo apds o comeco da infeccao; neste caso, diferentemente dos
efeitos de suscetibilidade relativa, nao resultara infecgao alguma, independentemente
de quantas vezes alguém estd exposto e de quao grande é o ntumero de virus nas

suas exposicoes.

Considerar os efeitos da vacina na sobrevivéncia dos agentes transmis-

sores, como efeito adicional, efeito b., serd importante somente se os efeitos da vacina
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na taxa de reproducao dos agentes sobreviventes nao a reduzirem abaixo do ponto
onde tal reproducao é possivel. Porém, enquanto o nimero de reproducao do agente
for maior do que o valor 1, no compartimento de agentes transferidos, quaisquer
efeitos adicionais da vacina na capacidade de sobrevivéncia podem ser completa-
mente dominados, se o nimero de agentes transferidos aumentar a tal ponto que o
numero de sobreviventes alcance aquele minimo necessario para comegar a se repro-
duzir; neste caso, a imunidade pura da mucosa poderia resultar de efeitos apenas de

suscetibilidade relativa da vacina.

Qual a implicacao desta andlise para o projeto de tentativa de vacina?
Para os autores Carl P. Simon e James S. Koopman, [Simon e Koopman(2001)], se
os resultados de uma tentativa de vacina devem indicar se os efeitos biolégicos que
uma vacina estd gerando estao na dinamica de reproducao dos agentes (efeito a.) ou
na sobrevivéncia dos agentes transmissores (efeito b.), entdo, efeitos de suscetibili-
dade completa deveriam ser distinguidos de efeitos de suscetibilidade parcial. Estes
pesquisadores citam Longini e Halloran que, em 1996, ilustraram que estes dois
efeitos diferentes geram padroes distintos de infecgao em individuos vacinados e em
individuos nao-vacinados, quando os niveis de exposicao crescem, tornando esta dis-
tingao teoricamente possivel. Assim, uma andlise dos efeitos de contagiosidade é
tao indicada quanto uma analise dos efeitos de suscetibilidade, pois efeitos de conta-
giosidade poderiam em principio eliminar a epidemia, da mesma maneira que efeitos
de suscetibilidade (por exemplo, o uso do mosquiteiro no caso da maléria). Além
disso, a observacao de efeitos de contagiosidade indica que foi dado um passo no
desenvolvimento da vacina em direcao a efeitos de esterilizacao. Por outro lado, a
observacao de qualquer efeito de suscetibilidade nao fornece tal indicacao. Para vaci-
nas de HIV, onde a principal expectativa de tentativas pioneiras é uma indicacao de
como proceder para avancar no desenvolvimento de vacinas, a distingao entre difer-
entes efeitos de suscetibilidade e a observacao de efeitos de contagiosidade tornam-se

crucialmente importantes.
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5 OUTRAS ABORDAGENS

Neste capitulo gostariamos de complementar nossa dissertacao, apre-
sentando de forma suscinta, alguns outros trabalhos que abordam o tema em
questao. Dos diversos artigos que encontramos em nossa pesquisa bibliografica,
a saber, [Hethcote(2001)], [Gomes et al(1999)], [Lietmann e Blower(2000)],
[Anderson e May(1982)],  [Prospero et al(1997)], [Scherer e McLean(2002)],
[Shulgin et al(1998)], [Rouderfer et al(1994)], escolhemos os trés em negrito,
que nos pareceram mais acessiveis e abrangentes, e dedicaremos uma secao deste
capitulo a cada um. Diferentemente dos capitulos anteriores, onde efetuamos com
detalhes todos os céalculos envolvidos no modelo em questao, nosso objetivo neste
capitulo é o de apenas analisar a questao de modelagem, bem como os resultados dai
decorrentes, os quais, na medida do possivel, compararemos com nossos capitulos

anteriores.

5.1 Um modelo SVIR

Neste artigo, os autores Almut Scherer e Angela McLean,
[Scherer e McLean(2002)], do Departamento de Zoologia, Universidade de Oxford,

procuram responder as seguintes perguntas:
1. Que fragao da populacao deve ser vacinada com sucesso para erradicar o agente
infeccioso?
2. O que acontece se a meta de cobertura para erradicacao nao € satisfeita?
3. Importa se a imunidade induzida pela vacina diminui com o tempo?
4. O que acontece se houver sub-tipos resistentes a vacina?

Para o desenvolvimento do trabalho, os autores fizeram uso dos

seguintes parametros:
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e R: numero reprodutivo efetivo, nimero de casos secundarios causa-
dos por um caso primario em uma populacao com o compartimento

suscetivel existente;

e Ry: numero reprodutivo basico, niimero de casos secundarios causados
por um caso primario introduzido em uma populagao completamente

suscetivel;

e Rp,: numero reprodutivo bdsico sob vacinagao, nimero de casos se-
cundarios causados por um caso primario introduzido em uma pop-

ulagao na qual uma proporc¢ao p foi vacinada;
e N: tamanho total da populacao;

e (3: forga de infeccao, diferentemente do modelo (2.1), onde a forca de

infeccao era c(3;
e 1 taxa de mortalidade;
e ~: taxa de recuperacao;
e ¢: fracao da populagao vacinada com sucesso;
e p: fragao da populacao vacinada no nascimento;
e w: taxa de perda da imunidade induzida pela vacina;

Primeiramente, os autores consideram que, para uma vacina perfeita,

que confere protecao vitalicia, tem-se:
Ry, = (1= p)Ro;

considerando que a propor¢ao critica de vacinagao (para alcangar a erradicagao), pe,

¢ aquela para a qual Ry, = 1, temos:
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exatamente como vimos na equagao (3.23), do capitulo 3. Assim, calcular o valor
numérico de p,. requer estimativas do valor de Ry. Para o caso da malaria, por exem-
plo, onde Ry > 100, temos, no minimo, a seguinte proporc¢ao critica de vacinagao,

pe:
1
100

pe = 0.99,

pe:l_

0 que é praticamente inviavel em termos de controle de saude publica.

O fluxograma apresentado na Figura 5.1(a) representa a forma mais
simples utilizada pelos autores para estudar o impacto da vacinacao, tendo como
pressuposto que a imunidade induzida pela vacina é vitalicia. No fluxograma da
Figura 5.1(b), podemos observar a inclusao da possibilidade de que individuos vaci-
nados irao eventualmente passar para a classe suscetivel, a medida que a imunidade

induzida pela vacina falha.

Em ambas, a populagao é dividida em quatro compartimentos, como
segue:
e S: compartimento dos individuos suscetiveis a infeccao;
e V. compartimento dos individuos que foram vacinados;

e [, compartimento dos individuos infectados pela doenca;

R, compartimento dos individuos que foram infectados e encontram-se,

agora, recuperados.

Chamamos atencao para o fato de que na abordagem feita no capitulo
3 todos os vacinados eram encaminhados diretamente ao compartimento r,, ou seja,

nao fizemos uso do compartimento V' aqui colocado.

Desta forma, o primeiro modelo, que representa a Figura 5.1(a), é es-

tabelecido através do seguinte sistema de equacgoes diferenciais:

as

o = (A—ep)uN —BIS —pS
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Figura 5.1: Fluzograma representando, em (a), o modelo (5.1) e, em (b), o modelo

(5.2).

av

oV _ N —uV 5.1
- epuN — p (5.1)
dl

= BIS —~I —ul

0 BIS —~1 —p

dR

0 = A —

7 I — puR,

cujos parametros usados sao os apresentados anteriormente, o valor total da pop-

ulacao é constante e a imunidade induzida pela vacina é vitalicia.

Os autores abordam um exemplo para Ry = 11, cuja proporcao critica
de vacinacao para erradicacao é 91%, com epidemias ocorrendo em ciclos bienais;
neste exemplo, analisam numericamente trés niveis diferentes de vacinagao, con-

cluindo que:

e com 95% de cobertura de vacinagao: o nimero de infecgdes submerge
imediatamente e nenhuma outra infeccao é vista; a erradicacao é al-

cancada;

e com 85% de cobertura de vacinagdo: nos primeiros 15 anos apoés a in-
troducao da vacinacao parece que a erradicacao foi alcancada, porém, de
repente, uma nova epidemia aparece; isto ilustra um periodo chamado

de Periodo de Lua-de-mel, diz-se que este periodo acontece somente
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quando um programa de vacinacao recentemente introduzido tiver

cobertura préxima do limiar de erradicacgao;

e com 70% de cobertura de vacinagao: embora as epidemias sejam menos
freqiientes, nao ha nenhuma evidéncia de periodo de Lua-de-mel, e nao

se atinge a erradicagao.

O segundo sistema, representando a Figura 5.1(b), cuja transigao re-
presentada em vermelho na referida figura é trivialmente incluida nas equagoes do
modelo (5.2) como um termo wV acrescentado a primeira equagao e subtraido da

segunda equagao do sistema (5.1), se estabelece como segue:

as

i (1 —ep)uN — BIS +wV — uS

av

i epuN — wV — Vv (5.2)
dl

— = BIS —~I —ul

i g = p

dR

— = ~I —puR

di Y 2

Deste sistema os autores abordam uma nova expressao, relacionando o nimero re-
produtivo vacinado com o numero reprodutivo basico:

I
4w

Ro :(1—6

P

p) Ro;

o termo “ﬁ ¢ interpretado como a fracao do tempo de vida durante a qual um
individuo ¢é protegido por uma vacina que dé imunidade que decresce a uma taxa w

em uma populagao com taxa de mortalidade fixa pu.

Desta nova equagao para Ry,, os autores indicam um novo parametro
limiar, w,, como sendo a duracao critica da imunidade para uma dada cobertura p:

_ M
1—-Ry

se a imunidade induzida pela vacina decresce mais rapidamente que esta taxa critica,

[Fo(1 —ep) —1;

We

entao a erradicacao nao sera alcancgada.

Como observacoes finais, Almut Scherer e Angela McLean,

[Scherer e McLean(2002)], concluem que:



87

e A fracao da populacao que deve ser vacinada com sucesso para erradicar
um agente infeccioso pode ser expressa em termos do nimero reprodu-
tivo basico daquele agente - fator de amplificagdo de uma geragao para

a proxima, em uma populacao completamente suscetivel.

e Agentes com um baixo nimero reprodutivo basico (para variola Ry = 3)
tém baixo nivel limiar de cobertura para erradicagao (por isso facilmente

alcancado).

e Se a cobertura apontada para erradicacao nao for satisfeita, hé alguns
efeitos contra-intuitivos da vacinacao, em particular, o periodo de “lua-
de-mel”: periodo de incidéncia muito baixa que segue imediatamente
a introdugao de um programa de vacinagao em massa; durante algum
tempo apds a introducao do programa de vacinagao, parece que a er-

radicacao foi alcancada, porém, de repente, surge uma nova epidemia.

e A suposicao, inerente a muitos modelos de vacinagao, de que a imu-
nidade induzida pela vacina sera vitalicia, tem grandes conseqiiéncias
para as predigoes de tais modelos. Se a imunidade induzida pela vacina
decresce, a cobertura designada predita para erradicacao é mais alta do

que se a imunidade for vitalicia.

5.2 Estratégia de vacinacao de pulso em um modelo

epidémico SIR

Este artigo, escrito por Boris Shulgin, Lewi Stone e Zvia Agur,
[Shulgin et al(1998)], explora uma nova estratégia de vacinagdo: a vacinagao de
pulso. Segundo os autores, para imunizacao contra o sarampo, ¢ recomendada,
em muitas areas do mundo, a primeira dose de vacinacao aos 15 meses de idade
e a segunda dose de vacinagao por volta dos seis anos de idade; esta diretriz é
baseada no conceito convencional de estratégias de vacinagao de tempo constante.

Porém, a politica da vacinacao de pulso esta baseada na sugestao de que epidemias
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de sarampo podem ser controladas mais eficazmente quando o processo temporal

natural das epidemias é antagonizado por outro processo temporal.

Desta forma, sao avaliadas no decorrer do trabalho duas estratégias de
vacinacao: vacinacao constante e vacinacao de pulso. Estes autores citam um tra-
balho prévio de Agur, segundo o qual resultados tedricos mostram que estratégias
de vacinacao de pulso para o sarampo podem ser distinguidas das estratégias con-
vencionais pela conducao a erradicagao da doenca com valores relativamente baixos
de vacinacao; em contraste, é predito que estratégias de vacinacao convencionais
conduzem a erradicacao epidémica se a proporcao dos individuos prosperamente
vacinados for mais alta que um certo valor critico (que, para o sarampo, é aproxi-

madamente igual a 95% [Anderson e May(1982)]).

Antes de abordar o tema vacinagao, os autores consideraram, analoga-
mente ao modelo STR apresentado no capitulo 2, uma populacao composta por trés
grupos de individuos: suscetiveis, S, infecciosos, I e recuperados, R, cujas dinamicas

sao modeladas conforme o fluxograma apresentado na Figura 5.2,

L figl » I gl

e E

ms mI mE

Figura 5.2: Fluxograma representando um modelo SIR, sem vacinacao.

o qual ¢é estabelecido pelo seguinte sistema de equacoes:

dS

P — _ I

o m — (6 +m)S
dl

dR

E = gI — mR,

a populacao tem tamanho constante que é normalizado para unidade:

S(t) + I(t)+ R(t) = 1 (5.4)
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Para este modelo, S representa a proporc¢ao de individuos suscetiveis a doenca, que
nascem e morrem a uma mesma taxa “per capita” m e tém uma expectativa média
de vida %; suscetiveis passam a ser infectados a uma taxa 31, onde I é a proporgao
de individuos infecciosos e 3 é a taxa de contato; individuos infecciosos se recuperam
(isto é, adquirem imunidade vitalicia) a uma taxa g, de forma que ; é o tempo médio

durante o qual um individuo é infeccioso; individuos infectados que se recuperam
dR

5 ¢ redundante,

sao representados pela proporgao R (na pratica, a equacao para

uma vez que pode ser obtida da equacao (5.4)).

Pode-se observar que estes autores consideraram que todo contato en-
tre um individuo suscetivel e um individuo infectado gera doenca (usaram somente
um parametro, 3, para taxa de contato e infec¢ao), diferentemente do que foi apre-
sentado no modelo do capitulo 2, que envolve dois parametros diferentes: taxa de
contato (c¢) e taxa de infecgao (), e apenas o produto ¢/ determina a evolucao da

doencga na populacao (em geral, 5 é visto como taxa de contato infectante).

Do sistema (5.3) os autores chegam a dois equilibrios: (S, 1), como
sendo o equilibrio livre de infecgao, pois corresponde a populagao sem individuos
infectados, e (ST, 1;), como sendo o equilibrio endémico, pois corresponde ao caso

em que ha na populacdo um grupo significante de individuos infecciosos. Sao eles:

(8718) = (1’0)
(s1.17) = (M9 Mo

),

g B
onde a taxa reprodutiva bdsica da epidemia, Ry, é:
Ro—
m—+ g

que pode ser comparada a definicao (2.8) do capitulo 2.

Para os autores, introduzindo a vacinacao constante, com p sendo a
taxa de sucesso da vacina (0 < p < 1), a primeira equacao do sistema (5.3) fica

COmo segue:

ds
T (1= p)m — (B +m)S,
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revelando que a proporcao de vacinagao critica, p., é:

] 1
Pc=1— 7
Ry’
mostrando que é necessario uma taxa de cobertura de vacinagao muito alta para
controlar uma epidemia, por isso sao levados a examinar o potencial de outras

estratégias, como por exemplo, vacinacao de pulso.

Segundo eles, em vez de constantemente vacinar uma proporgao ex-
tremamente grande dos suscetiveis recém-nascidos, o esquema de vacinagao de pulso
propoe vacinar uma fracao p da populagao suscetivel total em um tnico pulso, apli-
cado a cada T anos. O principio basico é aplicar vacinacao de pulso freqiientemente
o bastante i di lagao infecci d isto é ter 4 <0

para impedir a populagao infecciosa de crescer, isto é, manter ¢ <
durante todo tempo; isto acontece quando S(t) estiver abaixo de um certo limiar

epidémico S,, ou seja:

m—+g
St)< S, =——=,
(t) 3
onde:
m+tg _ 1
B Ry

Tal estratégia assegura que I(t) seja uma fungao decrescente com o
tempo, e a populacao infecciosa ird possivelmente diminuir para zero. E ressaltado
que pulsos peridédicos mantém S(t) abaixo de S. desde que o periodo dos pulsos, T,
seja mantido abaixo de um valor critico fixo T},4. (é 6bvio que quanto maior o periodo
entre os pulsos, menos freqiientemente a populagao suscetivel é vacinada). A procura
por uma técnica satisfatoria para calcular este parametro fundamental, T},4., foi
uma das principais metas deste artigo. Além disso, os autores também analisam
as dinamicas de uma estratégia de vacinacao mista, ou seja, onde a aplicacao da

vacinacao constante e da vacinagao de pulso acontecem simultaneamente.

Os autores mostram que sob vacinacao de pulso o sistema alcanca o
estado de equilibrio livre de doenga até mesmo se S(t) ultrapassa o limiar por al-
gum tempo durante o intervalo inter-pulso, desde que o valor médio de S(t) seja

mantido abaixo do limiar durante este intervalo. Também concluem que, sob um
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regime de vacinacao de pulso planejado, o sistema converge a uma solucao estavel
com o numero de individuos infecciosos igual a zero; mostram que a vacinacao de
pulso conduz a erradicagao epidémica se certas condigoes referentes a magnitude da
proporc¢ao de vacinacao e ao periodo dos pulsos sao seguidas. Os seus resultados
tedricos sao confirmados através de simulagdes numéricas. Dizem que a vantagem
da estratégia de vacinacao de pulso em relacao ao esquema de vacinacao constante
¢ que, no anterior, porcentagens baixas de vacinacao bastam para prevenir as eclo-
soes epidémicas e, no caso da vacinagao constante, deve-se alcancar valores altos de

cobertura para prevenir tais eclosoes (no caso do sarampo, p > 0.95).

Finalmente, os autores propoem considerar um esquema de vacinagao
misturada (constante e de pulso) como uma possivel alternativa para a estratégia
atualmente usada de uma dose dupla de vacinacao constante. No esquema mistu-
rado, a primeira vacinagao (constante) reduz o nimero de individuos suscetiveis por
meio de uma porcentagem de cobertura de vacinacao alta; e a segunda vacinagao
(de pulso), de relativamente baixa cobertura com intervalos muito longos entre os
pulsos, torna o estado livre de infeccao uma solucao estavel do sistema. Eles encon-
tram o custo (em termos de ntiimero médio de individuos que requerem a vacina, por
ano), dos dois esquemas por unidade de pessoas a serem vacinadas, sendo aproxi-

madamente iguais.

5.3 Diminuindo a imunidade e seus efeitos nos programas

de vacinacao

Este  artigo, escrito  por  Rouderfer e  colaboradores,
[Rouderfer et al(1994)], faz uso de um modelo de transmissao em idade-especifica
relativamente compreensivel para determinar o efeito de varios fatores na idade
“otima” de administracao da vacina nos programas de uma e de duas doses. Mo-
tivado pela situacao para sarampo, o modelo admite que a duragao da imunidade

dos recém-nascidos depende do nivel de imunidade da mae na hora do nascimento.
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Considera também o enfraquecimento da imunidade, bem como o aumento de

imunidade devido a exposicao a doenca.

O modelo abordado pelos autores, apresentado no fluxograma da Figura
5.3, considera todos os individuos presentes em uma das sete classes epidemioldgicas
ou compartimentos. Um compartimento é de individuos suscetiveis, S, que podem
adquirir a doenca e outro de individuos infectivos, I, que atualmente tém a doenca
e sao infecciosos. Como o maior interesse se dé nas distribuicoes de idade esta-
cionarias, ignora-se o periodo latente que afeta somente a taxa de aproximacao a
tais distribuicoes. Visto que a meta dos autores é a de usar um modelo razoavel
para explorar os efeitos de diminuir a imunidade passiva e ativa e de aumentar a
imunidade através da transmissao da doenca e da aplicacao de programas 6timos
de vacinacao, o enfraquecimento da imunidade é incorporado pela introdugao de
trés classes de individuos com alguma imunidade. Os individuos com imunidade
alta, resultante de uma infeccao recente, estao na classe dos removidos, R, mas
quando a sua imunidade enfraquece, eles entram em uma classe W, que indica baixa
(fraca) imunidade. Os individuos vacinados entram na classe V', mas conforme a
sua imunidade diminui, eles também entram na classe W dos individuos com baixa
imunidade. Uma baixa imunidade pode ser aumentada por vacina¢ao ou exposi¢ao
a um individuo infectivo. Alguns desses na classe de baixa imunidade W acabarao
por perder a sua imunidade, retornando a classe dos individuos suscetiveis, S. Este
modelo nao leva em consideracao resposta dos individuos vacinados enquanto es-
tiverem na classe R, pois a vacinagao nao aumentaria a sua imunidade adquirida

pela doenca que ja é alta.

Supoe-se que maes que foram vacinadas ou que tiveram a doenca trans-
ferem alguns anticorpos para os seus recém-nascidos através da placenta. Estes
anticorpos maternais protegem a crianca das infecgoes nos primeiros meses de vida;
eles também impedem vacinacao bem-sucedida uma vez que destroem o virus morto
ou vivo-atenuado da vacina. Maes que tiveram a doenca ou foram vacinadas re-

centemente transferem mais anticorpos maternais para os seus recém-nascidos que
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maes cuja imunidade é baixa; denomina-se por P a classe desses recém-nascidos com
imunidade passiva longo-duradoura e () a classe dos recém-nascidos com imunidade

passiva curta.

O modelo envolve equagoes diferenciais parciais cujas variaveis indepen-
dentes sao: idade a e tempo t. As distribuicoes de individuos em relagao a idade a e
tempo t das sete classes sao: P(a,t),Q(a,t),S(a,t),(a,t), R(a,t),W(a,t) e V(a,t).
Assim, por exemplo, o nimero de suscetiveis e infectivos com idade entre a; = n e

as = ¢ em um tempo t é, respectivamente:

/CP S(a,t)da e /w I(a,t)da.
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Figura 5.3: Fluzograma para o modelo apresentado em [Rouderfer et al(1994)].

E interessante observar como os modelos matematicos auxiliam na com-

preensao dos fenomenos, muitas vezes, contra intuitivos.

De acordo com os resultados dos célculos efetuados pelos autores, eles
concluem que a diminuicao da imunidade adquirida pela doenca nao tem muitos
efeitos na taxa de transmissao nem nas idades 6timas de vacinacao, mas aquela

induzida pela vacina pode ter um impacto significativo.

Os autores frisam ainda que os efeitos do programa de vacinagao con-

siderados neste modelo foram apenas aqueles a longo prazo; no entanto, seria ttil
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considerar a dinamica da transmissao da doenca a curto e a médio prazo apds a
vacinacao. Além disso, nao foi incluido nenhum componente espacial, e a selecao

para a segunda vacinagao foi considerda independente do histérico de vacinagao.
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6 CONCLUSOES

Ao longo deste século uma enorme quantidade de espaco editorial tem
sido dedicada a modelos matematicos, com a pretensao de nao apenas compreen-
der os fenomenos, muitas vezes até mesmo contra-intuitivos, mas também de ter
aplicabilidade imediata em problemas de satide publica [Massad(1996)]. Neste tra-
balho, objetivamos a avaliacao dos efeitos decorrentes da inclusao de programas de
vacinacao, especificamente em um modelo SIR, os quais, em geral, sao apropriados

para doengas com agente viral como sarampo, caxumba e variola [Hethcote(1989)].

O comportamento futuro de uma epidemia qualquer, sujeita ou nao a
uma determinada estratégia de controle, pode ser melhor avaliado se a interagao da
populacao hospedeira com o agente infeccioso for tratada como sistema dinamico,
aplicando-se o instrumental matematico desenvolvido para estes. Todo o trata-
mento matematico de uma epidemia ou endemia inicia-se a partir de dados de in-
cidéncia (nimero de novos infectados por unidade de tempo) e prevaléncia (ntmero
de individuos infectados, num dado instante) de um determinado agente patogénico

[Massad(1996)].

A natureza nao-linear das interacoes hospedeiro-parasita pode con-
duzir a respostas nao-intuitivas para intervencoes aparentemente diretas. Modelos
matematicos podem agir como uma ajuda a nossa intuigao em tais circunstancias,
e, quando estiverem disponiveis dados suficientes, podem ser usados para informar

sobre objetivos estratégicos para programas de vacinagao.

Vimos no capitulo 2 que para controlarmos uma epidemia, em um mo-
delo do tipo STR sem vacinagao, devemos manter Ry < 1 e, a partir dai, pudemos
analisar os efeitos da introducao da vacinacao, através da inclusao de parametros
pertinentes ao estudo. Analisando os equilibrios para o modelo sem vacinacao vemos
que o ponto de equilibrio livre de doenca, quando Ry < 1, é do tipo né estavel; estas

conclusoes sao confirmadas por resolucao numérica.
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Quando acrescentamos a vacinagao, no capitulo 3, pudemos perceber
que, do modelo (2.13) para o modelo (3.3), tivemos a subtragao do termo pfa da
primeira equagao, que representa a proporc¢ao de individuos suscetiveis, o qual foi
adicionado a terceira equacao, que representa a proporc¢ao de individuos recupera-
dos, ou seja, a vacinagao tem como papel principal transferir individuos suscetiveis
diretamente para a classe dos recuperados, sem que os mesmos tenham sido infec-
tados. Deste modelo podemos ver que, para que o equilibrio livre de doenga seja
estavel, precisamos manter Ry < ﬁ, o que nos indica que a administragao da
vacina aumenta o limiar necessario para que a doenca se estabeleca na populacao

e, além disso, nos mostra que o valor minimo da fracao da populagao de suscetiveis

1

que estda completamente protegida pelo efeito de esterilizacao, fa, deve ser 1 — o

Com a intencao de tornarmos o modelo mais realistico, no capitulo
4 passamos a analisar os efeitos adicionais da vacina (reducao da infecciosidade,
reducao da suscetibilidade e redugao do tempo de duragdo da doenga), ou seja,
passamos a considerar o que acontece quando os individuos vacinados nao sao em
sua totalidade transferidos para a classe dos recuperados. Assim, vimos que os in-
dividuos infectivos que foram previamente vacinados mas, mesmo assim, contrairam
a doenca, serao menos infecciosos do que aqueles que nao foram previamente vacina-
dos; além disso, os individuos suscetiveis que foram vacinados mas nao foram trans-
feridos a classe dos recuperados, serao menos vulneraveis a doenca do que aqueles
que nao foram vacinados e, por fim, considerou-se que o individuo infectado que foi
previamente vacinado ficara doente durante um intervalo de tempo menor do que
aquele que nao foi previamente vacinado; todas as consideragoes acima explicitadas

podem ser observadas no fluxograma da Figura 4.1.

Podemos perceber, ao comparar a desigualdade (3.6) com a desigual-
dade (4.46), que a inclusdo dos efeitos adicionais ao modelo aumentam ainda mais o
limiar necessario para que a doenca se estabeleca na populagao, reduzindo a fragao

critica de vacinagao.
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Ainda no que tange a modelos estudados em epidemiologia, podemos
citar outras abordagens, entre as quais: modelos etarios, meta-populagoes, dis-
tribuicao espacial, heterogeneidades individuais e heterogeneidades de grupo. Com-
plementarmente, embora esta dissertacao aborde a estratégia de vacinagao, os mo-
delos podem ser re-interpretados considerando-se outras estratégias de controle de
epidemias tais como: comportamentais (questoes de adeso), aleitamento materno,

uso de mosqueteiro, etc...

Por fim, é importante ressaltar que a medida que acrescentamos ter-
mos que poderiam tornar o modelo mais realistico, este pode tornar-se matematica-
mente intratavel, por isso, é de suma importancia podermos avaliar até que ponto
o acréscimo de novos parametros trard informagoes uteis ao epidemiologista. Como
ja dito por Eduardo Massad [Massad(1996)], “o nivel 6timo do balanco entre o re-
alismo e a tratabilidade matematica é muito dificil de se intuir a primeira vista. S6

a experiéncia pode ajudar a encontra-lo”.
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Apéndice A EQUILIBRIOS DE UM SISTEMA
NAO-LINEAR BIDIMENSIONAL
AUTONOMO

Plano de fase

Dado um sistema com duas equagoes diferenciais da forma

dx
% :f(a:,y) (A1>
leiz = Q(CC,Z/), (AQ)

denomina-se plano de fase deste sistema, ao plano xy, sobre o qual cada ponto (z, y)

representa um “estado” do sistema, em um certo instante t.

A seqiiéncia de pontos (z,y) percorrida pelo sistema, a medida que t
aumenta, é denominada trajetoria sobre o plano de fase, e constitui uma solucao da

equagao diferencial, obtida de (A.1) e (A.2):

d x
dy _ glz,y) (A.3)
dr  f(z,y)
Em cada ponto da trajetoria, pode-se associar um vetor tangente a esta,
elemento do campo de diregoes da equagao (A.3), cuja orientagao é a da resultante
dx

dx g dx dy :
de 9 (para a direita se %7 > 0, e para a esquerda se ¢ < 0) e % (para cima se

dy i dy
7/ > 0, e para baixo se ¢ < 0).

Para obter o comportamento qualitativo das solugoes de (A.1) e (A.2),

no plano de fase, devemos:

a) Determinar as “nullclines” (is6clinas de inclinagao nula) de z, fazendo
f(x,y) = 0 e as “nullclines” de y usando g(z,y) = 0, e fazer o grafico

destas curvas no plano de fase zy.

b) Representar as setas tangentes as trajetérias em diferentes regices do

plano. As “nullclines” de x dividem o plano em regides com setas hori-



99

zontais apontando para direita, quando Z—f > 0 e, regioes com setas hori-

zontais apontando para esquerda, quando Z—f < 0. Sobre as “nullclines”

de z, as setas sao evidentemente verticais (‘fl—f = 0). As “nullclines” de

y dividem o plano em regides com setas verticais apontando para cima,

quando % > 0 e, regidoes com setas verticais apontando para baixo,

quando % < 0. Sobre as “nullclines” de y, as setas sao evidentemente
. . d

horizontais (% = 0).

A tabela abaixo mostra a direcao das tangentes as trajetorias, formadas

pela composicao das setas:

dx dx dx
W>0] T AN
CC%/:() — o) —
d
T<0] N\ | v

Tabela A.1: Composicao de um elemento do campo de diregoes no plano de fase.

c¢) Determinar os pontos de equilibrio. Um ponto de equilibrio (z*,y*)
ocorre quando uma “nullcline” de x intercepta uma “nullcline” de vy,

pois satisfaz

dx d

7|w:1‘* = 0 (§ 7y|w:w* = 0
dt  v=y* dt ' y=y*

d) Analisar a estabilidade considerando o sentido das érbitas que cruzam
14 : 7 hiad

as “nullclines”. Se as setas apontam para dentro de uma regiao em

direcao ao ponto de equilibrio, entao as érbitas sao atraidas para esta

regiao e o ponto de equilibrio é dito estavel. Se as setas apontam para

fora da regiao, entao o ponto de equilibrio é dito instavel.

Observagao: Se todas as setas girarem no mesmo sentido, ao redor de
um ponto de equilibrio, entao o ponto de equilibrio poderia se comportar como no,

centro ou foco. Neste caso, a andlise das “nullclines” é inconclusiva.
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Linearizacao do sistema

Linearizacao é a técnica que relaciona as solucoes no caso nao linear
com as correspondentes solugoes da aproximacao linear do sistema em torno do
equilibrio em questao, para obter informagoes qualitativas a respeito do comporta-
mento de longo prazo das solugoes, a partir do momento em que a solucao esteja

suficientemente proxima do equilibrio considerado.

Considerando-se o sistema nao linear autonomo:

d

(A.4)
dy
a _g(xvy)7

e assumindo que (z*, y*) seja um ponto de equilibrio deste sistema. Pode-se expandir

f(z,y) e g(z,y) em série de Taylor em torno de (z*,y*), como segue:

ox

y=y*

fley) ~ fa*,y7) + laf] (=) Bﬂ =yt

82 _ a%)\2 a2f i} .
+ [axﬂ B (z 2x ) + L‘)xay] . (x—a")(y —y")+ (A.5)

Yy

*

Y=y

an (y_y*)Q
%y} T2
e 9 5
oto) o)+ |52 a3 e
829 (:L‘—JZ*)Z 329 . .
T lax?] 2 T ooy - (@ —2")(y —y")+ (A.6)

d%g (y —y*)?
N [01/2] =y)

e linearizé-las préximo a um ponto de equilibrio (z*,y*), truncando a série nos

termos lineares em (z —z*) e em (y —y*). Lembrando que f(z*, y*) = g(z*,y*) = 0,
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podemos escrever a seguinte aproximacao linear para as expansoes (A.5) e (A.6):

Tof o el

e o e R R
(A7)

J[oe] e[

9(z,y) =~ laml - (x—a") + 0y e (y—y")

Definindo:

podemos escrever, a partir do sistema (A.4), um sistema linear para £(t) e 7(t), sob

forma matricial:

de

= J("y") ) (A.8)
dn U
dt

onde J(z*,y*) é a matriz Jacobiana calculada no ponto (z*,y*);

9:(x",y")  gy(2",y")
Observamos que o sistema (A.8) pode ser escrito sob a forma:

d7
2y gz A.10
a " (A.10)

onde a matriz J tem seus elementos constituidos pelas derivadas parciais das fungoes

f e g, calculadas no ponto de equilibrio em questao, e

Para verificar a estabilidade dos pontos de equilibrio, deve-se analisar

os autovalores A\; e Ay da matriz Jacobiana.
Os autovalores (A) da matriz J, s@o as solugoes da equagao algébrica:
M—-TA+D=0 (A.11)

onde T' e D sao o trago e o determinante da matriz J(x*, y*), respectivamente.
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Resolvendo a equagao (A.11) obtemos:

\ T+T?—-4D
12 =

’ 2

(A.12)

As raizes de (A.12) dependem do valor de A = T? — 4D:

e se A > 0 temos duas raizes reais e distintas, isto é, A\; # Ag;
e se A =0 temos duas raizes reais e iguais, isto é, \; = Ao;
e se A < 0 temos raizes complexas com parte imaginaria nao nula.

Para classificar os pontos de equilibrio podemos usar os critérios usados

nos sistemas lineares, que estao apresentados na tabela A.2:

A =T? — 4D | Determinante Traco Tipo de ponto critico | Estabilidade
D >0 T7>0 no instavel
A>0 D >0 T<0 no estavel
D <0 T>0o0uT<0 ponto de sela instavel
A= D >0 T>0 no instavel
D >0 T <0 noé estavel
D >0 T7>0 ponto espiral instavel
A <O D >0 T <0 ponto espiral estavel
D >0 T=0 centro estavel

Tabela A.2: Propriedades de estabilidade de pontos de equilibrio de sistemas linea-
res, de acordo com o determinante D e o traco T', da matriz Jacobiana,
calculada no ponto.

Desta forma, a estabilidade local fica determinada pelos autovalores (\)
da matriz J; estes autovalores sao as raizes da equacao caracteristica, o que implica
em calcular as raizes de um polinomio de grau n, onde n é o nimero de equagoes

diferenciais do sistema dado.

A Tabela A.2 vale apenas para n = 2. A estabilidade de equilibrios de

um sistema para n > 2 sera abordada no Apéndice B.
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Apéndice B CONDICOES DE
ROUTH-HURWITZ

Em um sistema de equacoes diferenciais com n varidveis dependentes,

dx

ditl - fl(xlwr?) 7xn)

dl’g

o folar, 2, ..., ) (B.1)
dz,

W = fn(Il,@, ,fn)

para a equacao referida no Apéndice A, relembrando que:

dzx
— = Jr B.2
ey (B2
teremos:
x1(t) —
To(t) — a3
B(t) = o ), * (B.3)
xn(t) -z,

onde z* = (%, 23, ...,2%) representa um ponto de equilibrio cujas coordenadas sa-
tisfazem:

C?;ZO, ddxtz:(),..., CZL::O;
e J é a matriz Jacobiana, de dimensao n X n, calculada no ponto de equilibrio, dada

por:

oft  Ofi 0f1 af1
Oxy Oxy T Oxj ox*
Of2  Ofa Ofz of2
J(LC*) — oxy Oz} oz}, _ ox 7 (B4)
Ofn  Ofn Ofn Ofn
L Ox} Oz 77 Oz L ox* |
onde usamos a notacao %’;’f para indicar (fp,)s, (], 25, ..., 2%), comr = 1,2,...ne

m=12,..,n,¢e

Ofm — [afm Ofm %]

oz Ot 7 Dah T Dy
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As solugoes da equacao (B.2) sao obtidas impondo-se:
Z(t) = ape (B.5)

onde 7 é um vetor constante e A é determinado substituindo-se a equacao (B.5) em

(B.2); obtém-se entao a equagao de autovalores:
(J — M)a =0, (B.6)

sendo [ a matriz identidade de ordem n e J a matriz indicada na equacao (B.4). A

condicao para a existéncia de uma solucao nao trivial para xy é dada por:
det[J — N =0 (B.7)

o que implica em calcular as raizes de um polinémio P()), de grau n em \; este

polinomio é denominado polinémio caracteristico e pode ser representado por:
PO = N+ a N+ a2 + L+ ay, (B.8)

cujos coeficientes a;, i = 1,2, ..., n s@o todos reais e onde se admite que a,, # 0 (pois
caso contrario A = 0 também seria uma solugao e as demais raizes seriam solugoes

de uma equagao polinomial de grau n — 1).

Da equagao (B.5) verifica-se que a solugao de equilibrio xq(t) = «7,
To(t) = ab, ..., 2,(t) =z, donde de (B.3), tém-se Z(t) = 0, é estdvel se todas as
raizes do polinémio caracteristico estiverem no semiplano esquerdo do plano com-

plexo, isto é, se R.A < 0, para todas as raizes de P(\) dado em (B.8).

Para n < 2 vimos, no Apéndice A, que é possivel fazer a andlise dos
sinais de R.\, a partir do traco 7' e do determinante D da matriz J; o préprio
polindmio carcteristico é escrito em termos de 7" e de D. Porém, para n > 2,
considerando-se a dificuldade que em geral se tem para determinar as raizes da
equagao algébrica do polinomio (B.8), a andlise das condigoes necessérias para que
os coeficientes a;, i = 1,2,...,n, impliquem na localizacao dos zeros de P(\), na
regiao caracterizada por R.A < 0, mesmo nao conhecendo os valores de Ai, Ag, ..., Ay,

seguem o Critério de Routh-Hurwitz.
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m M+ 21
]
1
- T

Figura B.1: Representacao grdfica dos valores dos termos a;,, das matrizes H;.

Existem varias formas equivalentes para estas condicoes, uma das quais
apresentada por Leah Edelstein-Keshet, [Edelstein-Keshet(1988)], ¢ desenvolvida

COomo segue:

Dada a equagao caracteristica, P(A) = 0, de grau n (n = 1,2,...),
define-se n matrizes {H;,j = 1,2,...,n} cujos elementos sdo representados por a;,

ondel=1,2,...,5em=1,2,...,j. Cada termo a;,, das n matrizes deve ser igual a:

a21—m para m <2l <m+n,
1 para 2l =m,

0 para 20<m ou 20 >n+m,

que graficamente pode ser representado como mostrado na Figura B.1.

Assim:

e para j = L:

HIZ[CL171:|Z>H1:|:(11:| )

e para j = 2:

, 1.2 aq 1
H2 = = H2 = )
az1 A22 0 a
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e para j = 3:
a1 Q12 013 ap 1 0
Hy=1 ay1 aso ass | = Hs=| a3 as )
asy Gz as3 0 0 a3
e para j = 4:
ai1 Aair2 aisz aia a1 0 0
2,1 Qg2 G23 A4 a3 az ap 1
H4 = = H4 = )
azi1 Aazz2 aszsz as4 0 as az a
| Q4,1 Q42 Q43 Q44 | L 0 0 0 a4 ]

e a ultima serd quando j = n:

11 Air2 4apsz a4 ... Ain aq 1 0 0 .. 0

Q21 Q22 d4A23 Q24 ... QA2 as ag Qg 1 0
Hn = a3y1 agzs G33 A34 ... A3p = Hn = as a4 az as ... 0 ;

(n1 Ap2 QAp3 Gpa .. Opp o 0 o0 0 .. a,

*

*) é estavel se, e somente se, 0s

tém-se que o estado de equilibrio 2* = (xF, 23, ...,z

determinantes de todas as n matrizes sao positivos.

Desta forma, podemos obter as condi¢oes de Routh-Hurwitz, analisando
quando teremos D(H;) > 0,D(Hy) > 0, D(H3) > 0,..., e D(H,) > 0. Para exem-

plificar este raciocinio, acharemos as condigoes de estabilidade para o caso n = 4:

D(H,) >0 = a3 >0, (B.9)
D(Hy) >0 = ajas >0, (B.10)
D(H3) >0 = ag(ajas —as) >0, (B.11)
D(H,) >0 = a4(ajazas — alay —a3) > 0, (B.12)

assim:
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de (B.9) concluimos que a; > 0;

e de (B.10), como ja vimos que a; > 0, entao as > 0;

e de (B.11) temos que (ajas — ag)ag > 0, considerando as condigoes ja
definidas acima, podemos concluir que as > 0 e ajas > ag;
e de (B.12), por sua vez, podemos ver que [ajasas — atay — a3lay > 0,

sendo assim, ay > 0 e ajasaz > a%a4 + ag;

ou seja, para n = 4, podemos concluir que as condi¢oes de Routh-Hurwitz sao:

aq >0
as >0
az >0 e ajas > as

2 2
as >0 e aazas > ajas + az

Estas condigoes foram citadas na andlise de estabilidade para o

equilibrio endémico (4.36) do capitulo 4.
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